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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit widmet sich der spektralen stochastischen Finite-Elemente-
Methode (SSFEM) im Kontext geometrisch nichtlinearer Problemstellungen. Im
Fokus stehen spektrale stochastische FE-Formulierungen verschiedener Struktur-
elemente sowie die Weiterentwicklung geeigneter Pfadverfolgungsalgorithmen.

Die SSFEM verbindet die polynomielle Chaosentwicklung (PCE) mit der Finite-
Elemente-Methode (FEM) und stellt eine Erweiterung der herkommlichen FEM
dar. Ausgangspunkt fiir die Entwicklung stochastischer FE-Formulierungen ist ei-
ne erweiterte Variationsformulierung. Diese wird im stochastischen Raum mittels
PCE und in der rdumlichen Dimension mittels FEM diskretisiert.

Anhand von drei Strukturelementen werden unterschiedliche Aspekte der SSFEM
im Kontext geometrischer Nichtlinearitéat beleuchtet. Die stochastische Schalen-
formulierung basiert auf einem isoparametrischen 4-Knoten-Element mit bili-
nearen Ansatzfunktionen. Zur Vermeidung von Querschubversteifungen wird die
Assumed-Natural-Strain-Methode konsistent in die erweiterte FE-Formulierung
integriert. Ausgehend von einem Zweifeldfunktional wird eine gemischt-hybride
Scheibenformulierung vorgestellt. Dabei werden fiir die stochastischen Verschie-
bungen und die stochastischen Spannungen jeweils unabhéngige Ansétze gewahlt.
Abschlieend wird die Thematik endlicher Rotationen im Rahmen der SSFEM
anhand eines geometrisch exakten Stabelements behandelt. Die einheitliche und
kompakte Notation der entwickelten Strukturelemente folgt jenen herkémmlicher
FE-Formulierungen. Mit der konsistenten Linearisierung aller Zusammenhéange
wird eine quadratische Konvergenz im Rahmen des NEWTON-Verfahrens erzielt.

Fiir die Berechnung nichtlinearer Gleichgewichtspfade werden inkrementell-itera-
tive Losungsalgorithmen verwendet. Ergdnzend zu bereits bestehenden Verfahren
wird in der vorliegenden Arbeit eine verallgemeinerte Verschiebungssteuerung im
Rahmen der SSFEM weiterentwickelt. Dieser Algorithmus erlaubt es, Problem-
stellungen zu berechnen, die mit bestehenden Verfahren im Kontext der SSFEM
bisher nicht untersucht werden konnen.

Im Rahmen stochastischer Analysen wird der Einfluss unscharfer Material- und
Geometrieeigenschaften auf das mechanische Verhalten von Tragstrukturen un-
tersucht. Fiir die numerischen Berechnungen werden die spektralen stochasti-
schen FE-Formulierungen sowie die entwickelten Losungsalgorithmen verwendet.
Im Fokus stehen Problemstellungen mit groflen Verformungen, bei denen eine
geometrisch nichtlineare Formulierung zwingend erforderlich ist. Die Ergebnisse
der numerischen Beispiele zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen der

SSFEM und der Monte-Carlo-Simulation (MCS).






Abstract

This work is dedicated to the spectral stochastic finite element method (SSFEM)
in the context of geometrically nonlinear problems. The focus is on spectral sto-
chastic FE formulations for various structural elements, as well as on the further
development of suitable path-following algorithms.

The SSFEM combines the polynomial chaos expansion (PCE) with the finite ele-
ment method (FEM) and represents an extension of the conventional FEM. The
development of stochastic FE formulations is based on an extended variational
formulation, which is discretized in the stochastic dimension by means of the PCE
and in the spatial dimension using the FEM.

Three structural elements are used to highlight different aspects of the SSFEM in
the context of geometric nonlinearity. The stochastic shell formulation is based on
an isoparametric 4-node element with bilinear ansatz functions. To avoid shear
locking, the assumed natural strain method is consistently integrated into the
extended FE formulation. Based on a two-field functional, a mixed-hybrid mem-
brane element is presented. The stochastic displacements and stochastic stresses
are approximated using independent ansatz functions. Finally, the issue of finite
rotations in the context of the SSFEM is addressed using a geometrically exact
beam element. The unified and compact notation of the developed structural ele-
ments follows those of conventional FE formulations. By consistently linearizing
all governing equations, quadratic convergence is obtained within the NEWTON
iteration scheme.

Incremental-iterative solution algorithms are employed to trace nonlinear equili-
brium paths. In addition to existing methods, a generalized displacement control
in the context of the SSFEM is further developed in this work. This algorithm fa-
cilitates the calculation of problems that have not been investigated with existing
methods in the context of the SSFEM.

Stochastic analyses are used to investigate the influence of uncertain material
and geometric properties on the mechanical behavior of structures. The spectral
stochastic FE formulations and the developed solution algorithms are used for the
numerical calculations. The focus is on problems with large deformations where
a geometrically nonlinear formulation is mandatory. The results of the numerical
examples show a very good agreement between the SSFEM and the Monte Carlo
simulation (MCS).
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Verwendung filigraner und schlanker Tragkonstruktionen geht mit einer zu-
nehmenden Komplexitét strukturmechanischer Fragestellungen einher. Gerade
in Leichtbauanwendungen erweisen sich diinnwandige Bauteile als besonders vor-
teilhaft. Typische Leichtbauwerkstoffe sind Faserverbundwerkstoffe, Aluminium-
legierungen und Kunststoffe, da sie eine hohe Festigkeit bei sehr geringem Eigen-
gewicht aufweisen. Trotz ihrer herausragenden Eigenschaften sind Bauteile aus
diesen Materialien aufgrund ihrer Schlankheit oftmals stabilitatsgefdhrdet. Dar-
iiber hinaus kann es bereits vor dem Stabilitdtsversagen zu grofien Verformun-
gen kommen. Fir die numerische Berechnung schalenartiger Strukturen mit der
Finite-Elemente-Methode (FEM) sind effiziente und robuste FE-Formulierungen
erforderlich. Dabei miissen geometrisch nichtlineare Effekte im Rahmen der FE-
Formulierungen berticksichtigt werden, um das Stabilitits- und Verformungsver-
halten der Tragkonstruktionen korrekt abzubilden.

Fir die Entwicklung eines geeigneten FE-Modells werden tiblicherweise deter-
ministische Werte fiir die Geometrie- und Materialeigenschaften sowie fiir die
aufere Belastung verwendet. In der Realitét sind solche Gréflen jedoch mit Un-
scharfen behaftet, die im Rahmen numerischer Simulationen entsprechend be-
riicksichtigt werden miissen. Gerade bei stabilitdtsgefihrdeten Strukturen kénnen
geringe Streuungen in den Geometrie- und Materialeigenschaften zu signifikanten
Abweichungen der Zielgrofle, z.B. der Stabilitétslast, fiihren. Abbildung 1.1 ver-
anschaulicht den grundlegenden Ablauf zur Beriicksichtigung stochastischer Ein-
gangsgrofien im Rahmen einer Strukturanalyse in Anlehnung an SUDRET [111].

|Unscharfe Eingangsgrofien | | Unscharfe Zielgrofe |

Material- und V.
. erformungen,
i iGeometrleparameter Strukturmodell Spannungen,
; (Z.B. FE—MOdeH) > Stabilitatslast

{j AuBere Belastung Z = M(X)

1\|Sensitivitéitsanal}ie|/

v

Abbildung 1.1: Schematischer Ablauf einer stochastischen Strukturanalyse

Die Quantifizierung der unscharfen ZielgroBen wie Verformungen und Spannun-
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gen kann beispielsweise anhand stochastischer Momente wie Mittelwert und Stan-
dardabweichung oder durch Quantilwerte erfolgen. Dariiber hinaus wird im Rah-
men einer Sensitivitdtsanalyse untersucht, inwiefern einzelne Eingangsparameter
die Streuung der Zielvariablen beeinflussen. Das Forschungsgebiet der Unschérfe-
quantifizierung (engl.: uncertainty quantification) beschéftigt sich unter anderem
mit den genannten Aspekten. Im Laufe der Zeit haben sich in diesem weitreichen-
den Forschungsgebiet eine Vielzahl verschiedener Methoden entwickelt und eta-
bliert. Die vorliegende Dissertation widmet sich der von GHANEM & SPANOS [45]
entwickelten spektralen stochastischen Finite-Elemente-Methode (SSFEM). Eine
thematische Einordnung dieser Methode sowie einen groben Uberblick iiber die
zahlreichen Verfahren im Bereich der Unschérfequantifizierung zeigt der folgende
Abschnitt.

1.2 Methoden der Unscharfequantifizierung

Grundsatzlich lassen sich die verschiedenen Ansétze in nicht-intrusive und in-
trusive Verfahren unterteilen. Nicht-intrusive Methoden zeichnen sich dadurch
aus, dass fir ihre Anwendung im Kontext einer stochastischen Strukturanalyse
keine oder nur geringe Modifikationen des zugrunde liegenden Strukturmodells,
vgl. Abbildung 1.1, erforderlich sind. In diesem Zusammenhang lésst sich das Be-
rechnungsmodell als sogenannte black box auffassen. Im Gegensatz dazu erfordert
eine intrusive Vorgehensweise einen umfassenden Eingriff in die Grundgleichun-
gen des zu untersuchenden Problems. Abbildung 1.2 zeigt eine Darstellung der
wesentlichen Verfahren beider Herangehensweisen.

intrusive Methoden nicht-intrusive Methoden

I Monte—Carlo—Simulation]

[ stochastische
Cealtedsin-bl Gilnosis I Kollokationsmethode I

\ polynomielle i

/ l Oloentwicinme “—> IErsatzmodelliierungl

|Perturbationsmeth0de|

spektrale stochastische
Finite-Elemente-Methode Time-separated

Stochastic Mechanics

Abbildung 1.2: Verschiedene Methoden im Bereich der Unschérfequantifizierung
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Die spektrale stochastische Finite-Elemente-Methode (SSFEM) ist dem Bereich
der intrusiven Verfahren zugeordnet. Da die polynomielle Chaosentwicklung (PCE)
sowohl in intrusiver als auch nicht-intrusiver Form Anwendung findet, fungiert sie
in der schematischen Darstellung als Bindeglied zwischen den beiden Vorgehens-
weisen. Die in Abbildung 1.2 dargestellten Pfeile veranschaulichen zudem engere
Verkniipfungen zwischen den einzelnen Methoden.

Der folgende Abschnitt gibt einen kurzen Einblick in die nicht-intrusiven Verfah-
ren und ihre Anwendung in der Unschérfequantifizierung.

e Die Monte-Carlo-Simulation ist eine universell einsetzbare Methode im
Bereich der Unschérfequantifizierung, siche L1u [74]. Sie wird zur Berech-
nung stochastischer Momente, wie z.B. Mittelwert und Standardabweichung,
zur Bestimmung von Quantilwerten sowie zur Ermittlung von Versagens-
wahrscheinlichkeiten herangezogen. Dabei wird das zugrunde liegende Struk-
turmodell fiir zufallige Realisierungen der unscharfen Eingangsgrofien aus-
gewertet. Der universellen Einsetzbarkeit der MCS steht jedoch eine ver-
gleichsweise langsame Konvergenzrate gegeniiber, die zu einem hohen Be-
rechnungsaufwand fithren kann.

o Im Gegensatz zur MCS werden die Auswertungsstellen fiir das Berechnungs-
modell bei Kollokationsmethoden nicht zuféllig, sondern systematisch
gewahlt. Auf Basis der berechneten Losungen an den Kollokationspunkten
wird eine Interpolation mit LAGRANGE-Polynomen durchgefiihrt. Fiir eine
ausfithrliche Diskussion dieses Verfahrens wird auf X1u [129-131] und X1u
& HESTHAVEN [132] verwiesen.

e Die Idee der Ersatzmodellierung besteht darin, das meist komplexe Be-
rechnungsmodell durch ein einfach auszuwertendes Ersatzmodell, vgl. Ab-
bildung 1.2, z.B. eine polynomielle Chaosentwicklung zu approximie-
ren. Die Kalibrierung der PCE erfolgt entweder iiber eine Orthogonalpro-
jektion, siche BERVEILLER ET AL. [17] oder einen Regressionsansatz, siche
BERVEILLER ET AL. [18]. Beide Verfahren basieren auf einzelnen Auswer-
tungen des Berechnungsmodells. Dabei ist die Orthogonalprojektion eng
mit der angesprochenen Kollokationsmethode verwandt, wie beispielsweise
in BLATMAN [19] beschrieben.

o Ein Néherungsverfahren, welches vorwiegend zur Bestimmung des Mittel-
werts und der Varianz herangezogen wird, ist die Perturbationsmetho-
de. Dabei erfolgt eine Approximation des Berechnungsmodells durch ei-
ne TAYLOR-Reihenentwicklung um den Erwartungswert der stochastischen
Eingangsgrofien, siche KAMINSKI [66] und KLEIBER [67].
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o Eine weitere Methode im Bereich der Unscharfequantifizierung bietet der
Ansatz Time-separated Stochastic Mechanics. Die Methode wird in
JUNKER & NAGEL [64, 65] zur Beriicksichtigung von Unschéarfen bei vis-
koelastischen Materialien verwendet. Einen umfassenden Uberblick iiber
weitere Anwendungsbereiche dieses Verfahrens findet sich in GEISLER ET
AL. [38].

Abbildung 1.2 zeigt zudem zwei intrusive Methoden, welche im Folgenden kurz
erlautert sind:

 Die stochastische Galerkin-Methode (SGM) wird zur Losung stochas-
tischer Differentialgleichungen verwendet, siche beispielsweise X1U & SHEN
[137] und X1u [130]. Dabei erfolgt die Approximation in der stochastischen
Dimension mit der polynomiellen Chaosentwicklung.

 Die spektrale stochastische Finite-Elemente-Methode (SSFEM) ver-
bindet die Vorgehensweise der SGM mit der Finite-Elemente-Methode. Das
Verfahren ist eine effiziente Moglichkeit, die stochastische Beschreibung der
Material- und Geometrieparameter sowie der Belastung direkt in die FE-
Berechnung zu integrieren.

Im Folgenden wird nicht mehr explizit zwischen den zwei Verfahren unterschieden,
da beide Methoden im Kern die gleiche Vorgehensweise beinhalten. Fortan wird

deshalb der Begriff spektrale stochastische Finite-Elemente-Methode (SSFEM)
verwendet.

1.3 Stand der Forschung

Im Fokus der vorliegenden Dissertation steht die spektrale stochastische Fini-
te-Elemente-Methode. Dieses Verfahren wurde im Jahr 1991 von GHANEM &
SPANOS [45] in dem Buch Stochastic Finite Elements: A Spectral Approach erst-
mals veroffentlicht. Dieser Meilenstein ist Ausgangspunkt zahlreicher Forschungs-
arbeiten. Da die Methode in vielen Disziplinen Verwendung findet, sind im fol-
genden Abschnitt nur ausgewéhlte Forschungsarbeiten genannt. Im Hinblick auf
die vorliegende Arbeit ist die Anwendung der SSFEM auf nichtlineare Problem-
stellungen von zentraler Rolle.

Mit GHANEM & SPANOS [45] findet die Methode zunédchst Anwendung in der
linear elastischen Festkorpermechanik. Dabei wird das Verhalten von Struktu-
ren wie Scheiben und Stédben unter dem Einfluss rdumlich variierender Mate-
rialeigenschaften untersucht. In den Veroffentlichungen von GHANEM [42] und
X1u & KARNIADAKIS [136] wird die Wéarmeleitung in Werkstoffen mit zufélliger
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Wiérmeleitfahigkeit analysiert. Dariiber hinaus untersuchen die genannten Au-
toren Transportvorgénge in heterogenen Materialien, siche GHANEM [41], sowie
stochastische Diffusionsprobleme, siche X1U & KARNIADAKIS [133]. In X1U &
KARNIADAKIS [135] wird die SSFEM zur Unscharfequantifizierung bei der Si-
mulation inkompressibler Stromungen eingesetzt. Einen umfassenden Uberblick
iiber die Anwendung der Methode im Bereich der Stromungssimulation bietet das
Buch von LE MAITRE & KNi10 [70]. In den Veroffentlichungen von SEPAHVAND
ET AL. [97] und MEIDANI & GHANEM [77] werden Eigenschwingungen von Sys-
temen unter dem Einfluss variierender Strukturparameter mit der SSFEM analy-
siert. Dabei sind stochastische Eigenwertprobleme zu losen. Diese Thematik wird
beispielsweise in Veréffentlichungen von GHANEM & GoOsH [43], MULANI ET
AL. [80], SOUSEDIK & ELMAN [107], MEIDANI & GHANEM [78] und VERHOO-
SEL ET AL. [120] genauer untersucht. Fiir einen umfassenden Uberblick iiber die
SSFEM und ihre Anwendung wird an dieser Stelle auf die Veréffentlichungen von
STEFANOU [108], ARREGUI-MENA ET AL. [12], SCHUELLER [95] und SUDRET &
DER KIUREGHIAN [113] verwiesen.

Im Hinblick auf die vorliegende Dissertation steht die Anwendung der SSFEM
auf nichtlineare Problemstellungen in der Festkorpermechanik im Vordergrund.
Die folgenden Abschnitte fassen die bisherigen Veroffentlichungen zusammen, die

sich mit materiell und geometrisch nichtlinearen Fragestellungen im Kontext der
SSFEM befassen.

Im Bereich der materiellen Nichtlinearitat liegt der Schwerpunkt von For-
schungsarbeiten zur Anwendung der SSFEM vornehmlich auf elastoplastischem
Materialverhalten. Erste Ansétze hierzu stammen von ANDERS & HORI [9, 10].
Die Autoren untersuchen unter anderem einen Bruchvorgang im Boden unter
dem Einfluss eines rdumlich variierenden E-Moduls. Zudem werden in ANDERS
& HorI [10] Losungsverfahren im Rahmen der SSFEM andiskutiert. Ein an-
derer Ansatz zur Behandlung von Elastoplastizitat basiert auf der FOKKER-
PLANCK-KOLMOGOROW-Gleichung, sieche SETT ET AL. [99,100] und JEREMERIC
& SETT [63]. In SETT ET AL. [98] wird beispielsweise die zeitliche Entwicklung der
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion einer elastoplastischen Spannungs-Dehnungs-
Beziehung gezeigt. Die Autoren ARNST & GHANEM [11] untersuchen Randwert-
probleme mit stochastischen Ungleichheits-Nebenbedingungen. Der Ansatz wird
anhand einer elastoplastischen Lochscheibe und eines Kontaktproblems analy-
siert. Die Dissertation von FINK [36] widmet sich einer spektralen stochastischen
FE-Formulierung fiir elastoplastisches Materialverhalten. Es werden geometrisch
lineare und materiell nichtlineare Problemstellungen unter dem Einfluss rdumlich
streuender Groflen, wie z.B. des E-Moduls, der FlieSigrenze oder des Verfesti-
gungsmoduls, untersucht. Ein weiteres Vorgehen ist in den Verdffentlichungen
von RosI¢ & MATTHIES [90] und Rosi¢ [89] zu finden. Hier wird ein spektraler
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stochastischer Closest-Point-Projektionsalgorithmus vorgestellt und ausfiihrlich
diskutiert.

In ACHARJEE & ZABARAS [2] wird erstmals die SSFEM im Zusammenhang
mit geometrischer Nichtlinearitat formuliert. Anhand einer Zugprobe wird
der Einfluss einer unscharfen Referenzkonfiguration analysiert. Zudem wird un-
tersucht, inwiefern sich Streuungen in der Faserausrichtung eines orthotropen
Verbundmaterials auf das mechanische Verhalten der Zugprobe auswirken. In der
zuvor genannten Arbeit von ROSIC [89] werden neben elastoplastischem Mate-
rialverhalten auch geometrisch nichtlineare Effekte kurz andiskutiert. Als Bei-
spiel wird hierfiir eine COOK’s Membran untersucht. Eine geometrisch exakte,
stochastische Stabformulierung fiir die Anwendung in der SSFEM wird von PA-
PADOPOULOS ET AL. [85] vorgestellt. Es werden verschiedene zweidimensionale
Stabtragwerke unter dem Einfluss unscharfer Materialparameter analysiert. Dabei
wird der E-Modul als rdumlich korreliertes Zufallsfeld modelliert. Ausgehend von
der Stabformulierung wird fiir zukiinftige Forschungsarbeiten die Erweiterung auf
andere Strukturelemente, wie z.B. Schalenelemente, angesprochen. Zudem wer-
den die beiden inkrementell-iterativen Losungsalgorithmen, Laststeuerung und
Verschiebungssteuerung, sowie deren Anwendung im Rahmen der SSFEM disku-
tiert. Fur zukiinftige Arbeiten wird die Erweiterung der vorgestellten Losungs-
verfahren vorgeschlagen. Zwei weitere aktuelle Arbeiten im Kontext geometrisch
nichtlinearer Problemstellungen stammen von AMMOUCHE & JERUSALEM [7,8].
Unter anderem wird das Knickverhalten eines Stabes untersucht. Fiir die Appro-
ximation der stochastischen Dimension werden neben den Basispolynomen der
PCE auch sogenannte Wavelet-Funktionen verwendet.

1.4 Ziele und Gliederung der Arbeit

Aus dem vorherigen Abschnitt wird deutlich, dass die Anwendung der SSFEM
im Kontext geometrisch nichtlinearer Problemstellungen bislang verhéaltnismé-
Big wenig untersucht ist. Im Kontext geometrischer Nichtlinearitat beschrankt
sich die SSFEM bisher auf verhédltnisméfig einfache Strukturelemente, wie z.B.
Scheiben- und Volumenelemente. Eine Erweiterung auf geometrisch nichtlinea-
re Schalenelemente gibt es nach bestem Wissen des Autors derzeit noch nicht.
Die Konvergenz nichtlinearer FE-Formulierungen innerhalb eines inkrementell-
iterativen Losungsverfahrens ist ein wichtiger Bestandteil. Dieser Aspekt wird in
den vorher genannten Veroffentlichungen bisher nicht untersucht oder diskutiert.
Die vorliegende Dissertation geht unter anderem auf die genannten Punkte ein.
Die wesentlichen Ziele lassen sich wie folgt zusammenfassen:

o Entwicklung spektraler stochastischer FE-Formulierungen fiir geo-
metrisch nichtlineare Strukturelemente: Im Fokus steht ein allgemeines 4-
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Knoten-Schalenelement mit moderaten Rotationen. Zur Vermeidung von
Querschubversteifungen wird der Assumed-Natural-Strain-Ansatz verwen-
det. Zudem werden ein gemischt-hybrides Scheibenelement sowie eine geo-
metrisch exakte Stabformulierung vorgestellt. Ein zentraler Punkt der sto-
chastischen Elementformulierungen ist die konsistente Linearisierung
der zugrunde liegenden Gleichungen. Die erforderlichen Berechnungsschrit-
te werden systematisch erldutert und anschaulich dargestellt.

o Einheitliche und kompakte Notation der entwickelten Elementformu-
lierungen: Die Schreibweise der stochastischen Strukturelemente orientiert
sich an derjenigen herkommlicher FE-Formulierungen. Weiterhin wird der
nahtlose Ubergang zwischen stochastischen und zugehérigen, deterministi-
schen Elementformulierungen dargestellt. Die kompakte Notation in dieser
Arbeit erlaubt eine einfache und effiziente Implementierung der Element-
formulierungen in ein bestehendes Finite-Elemente-Programm.

o Weiterentwicklung von Losungsverfahren im Rahmen der SSFEM:
In dieser Arbeit wird eine verallgemeinerte Verschiebungssteuerung fir die
Anwendung im Kontext der SSFEM vorgestellt. Klassischerweise werden
inkrementell-iterative Losungsalgorithmen wie die Last- oder die Einzelver-
schiebungssteuerung zur Verfolgung nichtlinearer Gleichgewichtspfade ver-
wendet. Die verallgemeinerte Verschiebungssteuerung ermoglicht es, eine
groflere Bandbreite an Problemstellungen im Rahmen der SSFEM zu un-
tersuchen. Nach bestem Wissen des Autors wurde solch ein Losungsalgo-
rithmus noch nicht im Zusammenhang mit der SSFEM formuliert.

« Anwendung der stochastischen FE-Formulierungen anhand geome-
trisch nichtlinearer Problemstellungen: Durchschlagprobleme stabilitatsge-
fahrdeter Strukturen sowie Beispiele mit grofien Verformungen werden unter
dem Einfluss unscharfer Material- und Geometrieparameter analysiert. Dar-
iiber hinaus wird ein Ansatz zur Beriicksichtigung polymorpher Un-
schirfe im Rahmen einer SSFEM-Berechnung vorgestellt. Hierzu wird das
bereits bestehende Konzept einer erweiterten PC-Entwicklung aufgegriffen
und fiir die Anwendung in der SSFEM aufbereitet.

Zu Beginn werden in Kapitel 2 die grundlegenden kontinuumsmechanischen Zu-
sammenhange beschrieben. Mit Hinblick auf numerische Losungsverfahren wie
die Finite-Elemente-Methode (FEM) werden zwei Variationsprinzipien und die
zugehorigen Linearisierungen dargestellt. Diese Gleichungen sind Ausgangspunkt
fiir die Entwicklung entsprechender FE-Formulierungen.

Die wesentlichen Grundlagen zur Beschreibung einer Schalenstruktur folgen in
Kapitel 3. Hierzu gehoren die Kinematik, das Stoffgesetz sowie die Variations-
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formulierung. Besonderes Augenmerk gilt der Beschreibung geschichteter Struk-
turen. Das dargestellte Variationsprinzip wird fiir die Entwicklung der spektralen
stochastischen Schalenformulierung benétigt.

Kapitel 4 gibt einen Uberblick iiber die generalisierte Unschéirfemodellierung. Es
werden aleatorische, epistemische sowie polymorphe Unschéarfemodelle beschrie-
ben. Mit Hinblick auf die polynomielle Chaosentwicklung (PCE) und die SSFEM
liegt der Fokus auf der aleatorischen Unschérfe. Neben kontinuierlichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen werden auch Zufallsfelder zur Modellierung réumlicher
Variabilitat erldutert. AbschlieBend ist der grundlegende Ablauf einer Struktur-
analyse unter Berticksichtigung polymorpher Unscharfe skizziert.

Eine umfassende Einfiihrung in die Thematik der polynomiellen Chaosentwick-
lung (PCE) bietet Kapitel 5. Es werden unterschiedliche Methoden zur Bestim-
mung der PC-Koeffizienten vorgestellt, wobei der intrusive Ansatz im Vorder-
grund steht. Die PC-Approximation von stochastischen bzw. polymorph unschar-
fen Variablen wird ausfiihrlich dargestellt. Mit Hinblick auf die SSFEM werden
zudem spezielle Rechenoperationen mit PC-Entwicklungen definiert. Zum besse-
ren Verstandnis und zur Veranschaulichung der theoretischen Zusammenhéange
dienen ausgewahlte Prinzipbeispiele. Das Kapitel endet mit dem Post-Processing
der PCE im Kontext aleatorischer und polymorpher Unschérfe.

In Kapitel 6 werden drei spektrale stochastische FE-Formulierungen fiir geome-
trisch nichtlineare Strukturelemente entwickelt. Diese umfassen ein allgemeines
Schalen-, ein gemischt-hybrides Scheiben- sowie ein geometrisch exaktes Stab-
element. Besondere Aspekte wie eine stochastische Referenzkonfiguration, die
Umrechnung stochastischer Spannungsmafie und der Zusammenhang mit einer
deterministischen FE-Formulierung werden anschaulich erlautert.

Kapitel 7 gibt einen Uberblick iiber verschiedene Losungsalgorithmen im Kon-
text der SSFEM. Klassische Losungsverfahren wie die Last- und die Einzelver-
schiebungssteuerung und ihre Anwendung bei Berechnungen mit der SSFEM wer-
den ausfithrlich behandelt. Im Fokus steht die in dieser Arbeit weiterentwickelte,
verallgemeinerte Verschiebungssteuerung. Fiir alle Algorithmen wird ein Ablauf-
plan zur effizienten Implementierung bereitgestellt.

In Kapitel 8 wird die Anwendung der stochastischen FE-Formulierungen und
der Losungsalgorithmen anhand verschiedener numerischer Beispiele untersucht.
Im Fokus stehen Stabilitdtsprobleme und Problemstellungen mit groflen Verfor-
mungen, bei denen eine geometrisch nichtlineare Formulierung erforderlich ist.

In Kapitel 9 folgen eine Zusammenfassung der Arbeit sowie ein Ausblick auf
weitere Forschungsaktivitéiten.



2 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Um das mechanische Verhalten eines Korpers beschreiben zu kénnen, ist es not-
wendig, die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik zu definieren. Die ma-
terialunabhéngigen Gleichungen umfassen die Kinematik und die Bilanzgleichun-
gen. Ersteres befasst sich mit der geometrischen Beschreibung der Bewegung und
Deformation eines Kontinuums. Ausgehend von den Bilanzgleichungen werden die
erforderlichen Gleichgewichtsbedingungen zwischen inneren und dufleren Kréaften
formuliert. Im Rahmen dieser Arbeit werden quasi-statische Problemstellungen
im Bereich der Festkorpermechanik betrachtet. Die Konstitutivbeziechungen sind
den materialabhangigen Gleichungen zugeordnet. Mit ihnen kdnnen materialspe-
zifische Effekte beschrieben werden, wobei die lineare Elastizitat im Vordergrund
steht. Das folgende Kapitel orientiert sich im Wesentlichen an Standardwerken
von ALTENBACH [6], HOLZAPFEL [58], TRUESDELL & NOLL [118] und WRIG-
GERS [127].

2.1 Kinematik

Das Kontinuum beschreibt einen Kérper B, welcher als zusammenhédngende Men-
ge materieller Punkte X € B definiert ist. Begrenzt wird dieser durch seinen
Rand 0B. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich der Koérper im dreidimensionalen
euklidischen Raum R3? in der Referenzkonfiguration und nimmt den Bereich B,
mit dem zugehorigen Rand 0B, ein. Die Beschreibung dieser und aller folgen-
den Konfigurationen erfolgt ausgehend von dem Punkt O mit den Basisvektoren
{e;}2_,, siche Abbildung 2.1. In der Ausgangskonfiguration wird ein materieller
Punkt durch seinen Ortsvektor X = Y% | X;e; beschrieben. Zu einem spiteren
Zeitpunkt ¢ > 0 befindet sich der Korper in der Momentankonfiguration und be-
schreibt nun das Gebiet B;. Der zugehorige Rand ist 0B;. Aufgrund der Bewegung
und Deformation des Korpers dndert sich die Lage des betrachteten materiellen
Punktes, welcher nun durch die rdumliche Koordinate x = Z?:l z;e; definiert
ist. Mithilfe der Funktion x(X,#) bzw. ihrer Umkehrfunktion x~'(x, ) konnen
Punkte aus der Referenz- in die Momentankonfiguration iiberfiihrt werden und
umgekehrt:

x =x(X,t) bzw. X=x"1(x,1). (2.1)
Die Abbildung x ist bijektiv und stetig differenzierbar.

Um Deformationen des Kontinuums zu beschreiben, werden die konvektiven Ko-
ordinaten {&!, &2, €3} verwendet, siche Abbildung 2.1. Sie sind fest mit dem Kon-
tinuum verbunden und koénnen als in den Korper eingeritzte Linien betrachtet
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Abbildung 2.1: Korper B in der Referenzkonfiguration (¢ = 0) und in der Momen-
tankonfiguration (¢ > 0)

werden. Die kovarianten Basisvektoren (tiefgestellter Index)

0X ox

Gi - 057’ und gi = 678 )

i=1,2,3 (2.2)

sind als Tangentenvektoren an die konvektiven Koordinatenlinien {&!, €2, &3} de-
finiert und sind in Abbildung 2.1 dargestellt. Fiir die dazugehorigen kontravarian-
ten Basisvektoren (hochgestellter Index) gelten die Orthogonalitatsbedingungen

Dabei bezeichnet 6% das KRONECKER-Delta mit

1, falls i =k

k_ 5 _
O = i {0, falls i k (2:4)

Die Metriktensoren in der Referenz- und Momentankonfiguration kénnen beziig-
lich der ko- und kontravarianten Basis formuliert werden:

G=G1G oG =G"G, Gy,

; ; (2.5)

g=gng ®g" =g"gog.
Uber das Skalarprodukt der Basisvektoren werden die zugehorigen Koeffizienten
bestimmt:

Gr=G;-G,, G*=G'. G,

T (2.6)
Jik = i 8k g =g g .
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Im Rahmen der Schalenformulierung in Kapitel 3 werden ko- und kontravariante
Groflen verwendet.

Fiir die Beschreibung von Verschiebungen wird der Verschiebungsvektor u wie
folgt eingefiihrt:
u(X,t) =x(X,t) — X (2.7)

Dieser ist in Abhangigkeit des materiellen Punktes X und der Prozessvariable ¢
formuliert. Eine derartige Darstellung mit Bezug auf die Ausgangskonfiguration
wird als LAGRANGE’sche Formulierung bezeichnet.

Fir die Beschreibung lokaler Deformationen wird der materielle Deformations-
gradient F definiert, welcher materielle und raumliche Linienelemente dX und
dx miteinander verkniipft. Dabei gilt dx = x(X + dX, ) — x(X,t). Es wird die
lineare TAYLOR-Reihenentwicklung der raumlichen Position x in der Umgebung
von X betrachtet:

Ox(X, )
0X
Der materielle Deformationsgradient F ist folgendermaflen definiert:

F(X,1) = 3X8(§, b _ axg, b (2.9)

Anhand der Gleichung (2.8) lisst sich erkennen, dass die lineare Abbildung zwi-

x(X +dX,t) =x(X,t) + dX . (2.8)

schen den Linienelementen dx und dX gerade dem Deformationsgradienten F
entspricht. Die Wegelemente beider Konfigurationen kénnen mit den Beziehun-
gen

dx = FdX und dX =F ldx (2.10)

ineinander tiberfithrt werden. Die Existenz der inversen Abbildung F~! in Glei-
chung (2.10) setzt voraus, dass die JACOBI-Determinante des Deformationsgra-
dienten ungleich null ist:

J:=detF #0. (2.11)

Um eine Selbstdurchdringung wahrend einer Deformation des Koérpers auszu-
schlielen, wird zusétzlich J > 0 gefordert. Mit der JACOBI-Determinante kénnen
weiterhin Flédchenelemente dA der Referenzkonfiguration in die Momentankonfi-
guration tiberfithrt werden:

da=nda=JF 'NdA = JF TdA . (2.12)

Die Flachennormalenvektoren beider Konfigurationen werden mit n bzw. N be-
zeichnet. Gleichung (2.12) ist auch bekannt als NANSON-Formel. Fiir die Trans-
formation von Volumenelementen dV' der Referenzkonfiguration gilt

dv = JdV . (2.13)
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Mit dem in Gleichung (2.7) eingefithrten Verschiebungsvektor u(X,t) lisst sich
der Deformationsgradient wie folgt umschreiben:

Ix(X,t) X +u(X,t))

F(X, 1) = == = X —1+H(X, 1), (2.14)

wobei H(X, t) der Verschiebungsgradient ist. Dieser wird definiert mit

ou(X,t)

H(X,t) := X

. (2.15)
Der Deformationsgradient bildet den gesamten Bewegungsvorgang eines Lini-
enelementes ab und beinhaltet somit sowohl Starrkérperbewegungen als auch
Deformationen. Fur die Beschreibung von Verzerrungen eines Korpers sind hinge-
gen nur Deformationen von Interesse. Im Falle einer reinen Starrkérperbewegung
entspricht F gerade dem Einheitstensor 1 und ist damit nicht als Verzerrungsmaf
geeignet. Reine Starrkorperbewegungen wie Translationen und Rotationen ver-
ursachen in einem Kontinuum keine Verzerrungen. Der GREEN-LAGRANGE’sche
Verzerrungstensor ist definiert als

E .= ;(FTF -1) (2.16)

und erfiillt die Eigenschaften eines geeigneten Verzerrungsmafles. Bei einer reinen
Translation oder Rotation entspricht der Verzerrungstensor in Gleichung (2.16)
dem Nulltensor, da in diesem Fall FTF gleich dem Einheitstensor 1 ist. Im Ge-
gensatz zu dem im Allgemeinen unsymmetrischen Deformationsgradienten ist
der GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor symmetrisch. Unter Berticksich-
tigung von Gleichung (2.14) kann der Verzerrungstensor in Abhéingigkeit des
Verschiebungsgradienten formuliert werden:

1
E = 5(H +H"+H'H) . (2.17)

Der GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor kann zusatzlich in lineare und
nichtlineare Anteile aufgeteilt werden:

1
“H'H . (2.18)

1
Ep = -(H+H") und Eu, = 5

2

Werden die nichtlinearen Anteile vernachlissigt, so reduziert sich der nichtlineare
Verzerrungstensor E zum linearen Verzerrungstensor

1
e = Ey, = 5(H +HY) . (2.19)
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2.2 Spannungen

Ein Korper deformiert sich aufgrund &uflerer, auf ihn wirkenden Belastungen.
Die auftretenden Relativverschiebungen benachbarter materieller Punkte rufen
Spannungen in dem Kontinuum hervor. Durch einen gedanklichen Schnitt kénnen
die inneren Kréfte veranschaulicht werden, siehe Abbildung 2.2.

x(X, 1)

Abbildung 2.2: Schnitt durch einen Kérper B in der Referenzkonfiguration (¢t = 0)

und in der Momentankonfiguration (¢ > 0)

Die Schnittfliche in der Momentankonfiguration ist durch den Ortsvektor x und
den Flachennormalenvektor n definiert. Am Flachenelement Aa wirkt der Kraft-
vektor Af. Der CAUCHY-Spannungsvektor t ist mit dem folgenden Grenzwert
definiert:

Af df
t t) = 1 e 2.20
(x,mn,1) AC}IEO Aa da ( )
Das CAucHY’sche Fundamentaltheorem
t(x,n,t) = o(x,t)'n (2.21)

verkniipft den Spannungsvektor t mit dem symmetrischen CAUCHY-Spannungs-
tensor o, welcher nur von dem Ortsvektor x und von der Prozessvariable ¢ abhén-
gig ist. Die CAUCHY-Spannungen werden auch als wahre Spannungen bezeichnet,
da sie den momentan wirkenden Kraftvektor df auf das deformierte Flachenele-
ment da beziehen. Somit ist dieser Spannungstensor vollstandig in der Momen-
tankonfiguration definiert.
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Das CAucHY-Theorem in der Referenzkonfiguration lautet
to = to(X,N,t) = P(X,t)'N . (2.22)

Dabei ist t, = df/dA der 1. P1OLA-KIRCHHOFF’sche Spannungsvektor, der
den Kraftvektor der Momentankonfiguration auf das unverformte Fléchenelement
der Referenzkonfiguration bezieht. Weiterhin bezeichnet P den zugehoérigen 1.
P1oLA-KIRCHHOFF schen Spannungstensor. Uber den infinitesimalen Kraftvek-
tor df konnen die auf die Flachenelemente dA und da bezogenen Spannungsvek-
toren tg und t miteinander in Verbindung gebracht werden:

tydA=df =tde — P'NdA=o¢"nda. (2.23)

Zusammen mit der NANSON-Formel, siehe Gleichung (2.12), kénnen die einge-
fiihrten Spannungstensoren ineinander tiberfiithrt werden:

1
P=JF'oc und o= jFP : (2.24)

Die 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungen werden als technische Spannungen be-
zeichnet. Sie beziehen den Kraftvektor df der Momentankonfiguration auf das
unverformte Flachenelement dA der Referenzkonfiguration. Aufgrund der ein-
seitigen Transformation ist der 1. P1IOLA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor im
Allgemeinen unsymmetrisch. Es gilt P # P7.

Wird P mit der Umkehrabbildung F~! des Deformationsgradienten vollstandig
in die Referenzkonfiguration transformiert, lasst sich der symmetrische 2. PIOLA-
KIRCHHOFF’sche Spannungstensor definieren:

1
S'=F'"P"=JF'oF '=S und o= jFSFT : (2.25)

Aus der Beziehung S = S7 folgt die Symmetrie des 2. PIOLA-KIRCHHOFF’schen
Spannungstensors. Im Gegensatz zu dem 1. PIOLA-KIRCHHOFF’schen Spannungs-
tensor ist S infolge der beidseitigen Transformation vollstandig in der Referenz-
konfiguration definiert. Diese Spannungen werden als Pseudo-Spannungen be-
zeichnet, da sie nicht physikalisch interpretierbar sind. Dennoch findet dieses
Spannungsmafl Anwendung, da es zusammen mit dem symmetrischen GREEN-
LAGRANGE’schen-Verzerrungstensor E eine arbeitskonforme Paarung bildet.

2.3 Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen stellen zusammen mit dem Konzept der Spannungen aus
Kapitel 2.2 einen weiteren Bestandteil der materialunabhéngigen Grundgleichun-
gen dar. Dazu gehoren die Massenerhaltung, die Impulsbilanz und die Drehim-
pulsbilanz.
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Der Korper B nimmt in der Momentankonfiguration den Bereich B; mit der Be-
randung 0B, ein und ist durch duflere Einwirkungen belastet, siche Abbildung
2.3. Die auf den Korper einwirkenden Kréfte in der Momentankonfiguration set-
zen sich aus Volumenkréften p,b und Oberflichenbelastungen t zusammen. Ist auf
dem Rand die Verschiebung u vorgegeben, so handelt es sich um einen DIRICH-
LET-Rand 0By. Im Gegensatz dazu ist der NEUMANN-Rand durch die Vorgabe
eines Spannungsvektors t definiert. Fiir die Rénder gilt B, = 9By U B¢ und
OB N OB = 0.

Abbildung 2.3: Kérper B in der Momentankonfiguration (¢ > 0)

Die Impulsbilanz besagt, dass die Summe aller von auflen wirkenden Krafte der
zeitlichen Anderung des Impulses entspricht. Bezogen auf die Momentankonfigu-
ration wird dieser Zusammenhang formal beschrieben durch

. d _ B
I:a/pti(dv:/ptbdv—i- /tda. (2.26)
By By OB
Hierbei bezeichnet I den Impuls und x die Geschwindigkeit des raumlichen Punk-

tes x. Fiir quasi-statische Prozesse ist die zeitliche Anderung des Impulses gleich
null, weshalb sich die Impulsbilanz auf das Kréftegleichgewicht

/ptl_) dv + / tda=0 (2.27)
By oB7

reduziert. Unter Verwendung des CAUCHY-Theorems in Gleichung (2.21) und
des GAuss’-schen Integralsatzes wird das globale Kraftegleichgewicht in Glei-
chung (2.27) umgeformt zu

/ (div(o'T) + ptl_)) dv=0. (2.28)

By
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Da Gleichung (2.28) fiir beliebige Volumen Giiltigkeit besitzt, muss der Integrand
an jedem Punkt x null sein. Ohne das Integral iiber das Volumen folgt die lokale
Form des Kraftegleichgewichts bezogen auf die Momentankonfiguration

div(e™) + pb=0, (2.29)

wobei o der symmetrische CAUCHY sche Spannungstensor ist. Die Symmetrie des
Spannungsmafles o kann iiber die lokale Form der Drehimpulsbilanz beziiglich
der Momentankonfiguration gezeigt werden. Beziiglich der Referenzkonfiguration
lautet Gleichung (2.27) wie folgt:

/pOB dv + / fodA=0. (2.30)

Bo dBg

Aus der integralen Form in Gleichung (2.30) folgt schlielich die lokale Form des
Gleichgewichts beziiglich der Ausgangskonfiguration:

Div(PT) + pob =0 . (2.31)

Hier bezeichnet P den bereits eingefithrten unsymmetrischen 1. ProLA-KIRCH-
HOFF’schen Spannungstensor. Ein Zusammenhang der Massendichte der Refe-
renzkonfiguration und der Massendichte der Momentankonfiguration folgt aus der
lokalen Form der Massenerhaltung. Bleibt die Masse konstant gilt py = Jp;, wo-
bei J die JACOBI-Determinante des Deformationsgradienten ist. Gleichung (2.31)
wird auch als starke Form des Gleichgewichts bezeichnet, da sie in jedem Punkt
X erfiillt sein muss.

2.4 Konstitutivbeziehungen

Die in den vorherigen Kapiteln dargestellten Zusammenhénge sind unabhéangig
vom betrachteten Material. Zur Beschreibung der Materialantwort eines Korpers
wahrend einer Deformation ist die Formulierung konstitutiver Gleichungen er-
forderlich. Sie verkniipfen den im Material herrschenden Verzerrungs- mit dem
Spannungszustand. Das zugrundeliegende Materialmodell sollte in der Lage sein,
das tatsiachliche Werkstoffverhalten moglichst realitdtsnah abzubilden. Die vorlie-
gende Arbeit beschriankt sich auf rein elastisches Materialverhalten, welches auch
als GREEN-Elastizitdt bezeichnet wird.

Fir GREEN-elastische Materialien existiert eine Verzerrungsenergiedichtefunktion
W (E). Der 2. P1oLA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor folgt aus der einfachen
Ableitung der Funktion W (E) nach dem Verzerrungstensor E:

_ OW(E)

S OE

(2.32)
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Weiterhin fiihrt die zweifache Ableitung auf den vierstufigen Materialtensor
O*W(E
c=IWE)

OE?
Die einfachste Form der GREEN-Elastizitat ist das SAINT-VENANT-Materialmo-

dell mit der zugehorigen Verzerrungsenergiedichtefunktion

W(E) = ;E :C:E. (2.34)

(2.33)

Es beschreibt einen linearen Zusammenhang zwischen dem Verzerrungs- und
Spannungstensor der Form

S=C:E (2.35)

und ist nur giiltig fiir kleine Verzerrungen. Der vierstufige Materialtensor C =
Cijri € ® e; ® e ® e verkniipft den 2. PIOLA-KIRCHHOFF’schen Spannungsten-
sor S = S;;€; ® e; mit dem GREEN-LAGRANGE’schen-Verzerrungstensor E =
Er er ® e;. Das SAINT-VENANT-Materialmodell in Gleichung (2.35) stellt eine
Erweiterung des allgemeinen HOOKE’schen Gesetzes auf nichtlineare Verzerrungs-
und Spannungsmafle dar.

Im Allgemeinen besitzt der vierstufige Materialtensor C insgesamt 3* = 81 unab-
hangige Konstanten. Unter Beriicksichtigung der bereits beschriebenen Symme-
trieeigenschaften von S und E reduzieren sich die 81 Eintrage auf 36. Durch die
Existenz der Verzerrungsenergiedichtefunktion W (E) verbleiben im allgemeinen
anisotropen Fall letztlich noch 21 unabhéngige Konstanten. Die Symmetrieei-
genschaften von S und E erlauben eine kompakte Darstellung der Tensoren in
VoicT-Notation:

T

S == |:81175227533751275137523} ) (236)
T

E= [En, Eoy, B3z, 2E15, 23, 2E23} . (2.37)

Der vierstufige Materialtensor wird unter Beriicksichtigung der beschriebenen
Symmetrien ebenfalls in VoiaT-Notation als Matrix geschrieben:

Cnu Cip Ciz Cy Ci5 Ci
Coy Cag Oy Cos Cog
Cs3 C3y O35 Csg

Cu Cyi Cy

sym. Css Csg
Cé6

(2.38)

Unter Verwendung der reduzierten Notation der Tensoren lautet das linear elas-
tische Materialverhalten in Gleichung (2.35)

S=CE. (2.39)
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass die Buchstaben S bzw. E sowohl fir die
Tensor- als auch fiir die Vektornotation der Spannungen bzw. der Verzerrungen
verwendet werden. Ob die entsprechenden Groflen als Tensoren oder Vektoren
vorliegen, erschlielt sich in den folgenden Kapiteln aus den mathematischen Ope-
rationen.

Die 21 unabhéngigen Konstanten von C, siche Gleichung (2.38), kénnen durch
Symmetrieeigenschaften des Materials weiter reduziert werden. Ein Material be-
sitzt entsprechende Symmetrien, wenn die zugehorigen Werkstoffeigenschaften
bei Transformationen wie beispielsweise Drehungen und Spiegelungen unveran-

dert bleiben, siehe Abbildung 2.4.

€3

€

Abbildung 2.4: Orthotropes Material mit orthogonalen Symmetrieebenen (links),

Transversale Isotrope mit isotroper Ebene (rechts)

Besitzt der betrachtete Werkstoff drei senkrecht zueinander stehende Symmetrie-
ebenen, handelt es sich um orthotropes Materialverhalten, siche Abbildung 2.4
(links). Aufgrund der orthogonalen Symmetrieebenen gilt fiir die Materialmatrix:

_Cll C12 013 O 0 0 |
022 023 0 0 0
Cs3 0 0 0
C— 2.40
Cy 0 0 ( )
Sym. C55 0
L 066_

Es ist zu erkennen, dass die Normalspannungen und Schubverzerrungen vollstén-
dig voneinander entkoppelt sind. Fiir die Beschreibung dieses Materialverhaltens
sind 9 Konstanten erforderlich. In diesem Fall sind das drei E-Moduln, drei Schub-
moduln und drei Querdehnzahlen. Auf eine Darstellung der Materialmatrix in
Abhéngigkeit dieser Ingenieurkonstanten wird an dieser Stelle verzichtet.
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Transversale Isotropie liegt vor, wenn das Material eine Vorzugsrichtung aufweist,
wobei senkrecht zu dieser Richtung unendlich viele Symmetrieebenen existieren.
Ein Beispiel hierfiir sind unidirektional verstarkte Faserverbundwerkstoffe, wobei
die Vorzugsrichtung gerade der Faserrichtung entspricht. Orthogonal zu dieser
Vorzugsrichtung besitzt das Material eine isotrope Ebene, siehe Abbildung 2.4
(rechts). In dieser Ebene sind die Materialeigenschaften richtungsunabhéngig.
Dies fiihrt zu den folgenden Abhéngigkeiten der Konstanten:

Cis=Cla, Ci33=Crn, Ciyp=Ch, Cg = (Crn—Cy)/2. (2.41)

Damit verbleiben 5 unabhédngige Eintrage in der Materialmatrix. Da die Darstel-
lung von C in den Ingenieurkonstanten uniibersichtlich ist, wird stattdessen die
Nachgiebigkeitsmatrix C~! angegeben. Im Fall transversaler Isotropie gilt

/B, —ws/Ei —ws/Ei 0 0 0
—v/Ei 1/Es  —vsg/Bs 0 0 0

o1 |~ve/B —ws/Br 1/By; 0 0 0
0 0 0 1/Gi 0 0
0 0 0 0 1/Gi 0 (2.42)
0 0 0 0 0 1/Gas

. E,
mit Go3 = m .

Fiir die vollstandige Beschreibung dieses Materialverhaltens sind die 5 Ingenieur-

konstanten
El, E27 V12, G12, UIld Va3 (243)

erforderlich. Der E-Modul parallel bzw. senkrecht zur Vorzugsrichtung wird mit
FE, bzw. E5 bezeichnet.

Sind die Werkstoffeigenschaften richtungsunabhéngig, wird das Material als iso-
trop bezeichnet. Dies fithrt zu weiteren Abhéangigkeiten:

022 = Cll 5 023 = 012 3 055 = (Cll - Cl2)/2 = C(44 . (244)

Fiir den Fall der Isotropie sind nur die beiden Materialkonstanten E und v erfor-
derlich. Die Nachgiebigkeitsmatrix fiir isotropes Materialverhalten lautet

[1/E —v/E —v/E 0 0 0]
—v/E 1)E —v/E 0 0 0
ci_|vE —v/E YE 0 0 0
0 0 0 1/G 0 0
0 0 0 0 1/G 0 (2.45)
0 0 0 0 0 1/G]
mit G = E
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2.5 Variationsformulierungen

Mit den dargestellten Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik lasst sich un-
ter Berticksichtigung der Randbedingungen das Randwertproblem eines Korpers
vollstdndig beschreiben, sieche Tabelle 2.1. Da die Gleichungen an jedem materiel-
len Punkt erfillt sein miissen, wird das Problem auch als starke Form bezeichnet.
Eine analytische Losung der gekoppelten Differentialgleichungen ist im Allgemei-
nen nicht mehr moglich. Aus diesem Grund wird die starke Form in eine schwache
Form tberfithrt, welche den Ausgangspunkt fiir numerische Losungsverfahren wie
die Finite-Elemente-Methode (FEM) darstellt.

1
Kinematik E= i(FTF —-1) in By
Gleichgewicht Div(PT) + pob =0 in By
oW (E ,
Stoffgesetz S = (9]2] ) in By
DIRICHLET-RBen | uy = uy auf 0B
NEUMANN-RBen | to =t auf 0Bg

Tabelle 2.1: Grundgleichungen des Randwertproblems eines Korpers

2.5.1 Die schwache Form des Gleichgewichts

Die lokale Form der Impulsbilanz, sieche Gleichung (2.31), wird auch als star-
ke Form des Gleichgewichts bezeichnet. Alle folgenden Formulierungen in die-
sem Kapitel beziehen sich stets auf die Referenzkonfiguration. Die lokale Form
der Impulsbilanz wird durch die Multiplikation mit einer Testfunktion du und
anschliefender Integration iiber das Gebiet des Korpers in die schwache Form
tiberfiihrt:

/ (Div(PT) + pob) - sudV =0.. (2.46)

By
Die Testfunktionen werden auch als virtuelle Verschiebungen oder Verschiebungs-
variation bezeichnet. Sie sind beliebig, erfiillen jedoch die DIRICHLET-Randbedin-
gungen und es gilt Ju =0 ,VX € 9Bf. In Gleichung (2.46) wird die lokale Im-
pulsbilanz nur im integralen Mittel eingefordert, weshalb diese Gleichung auch
als schwache Form des Gleichgewichts bezeichnet wird. Fiir die folgenden Herlei-
tungen wird der erste Summand in Gleichung (2.46) umgeformt zu

/ Div(PT) - sudV = / Div(Pdu) — PT : Grad sudV . (2.47)
Bo Bo
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Die 1. Variation einer GroBe (o) nach den Verschiebungen u entspricht einer
Richtungsableitung in Richtung der Grofle du und lasst sich berechnen mit

() = “5bu. (2.48)

Unter Berticksichtigung von Gleichung (2.48) und der Definition des Verschie-
bungsgradienten wird der Ausdruck Grad du aus Gleichung (2.47) umgeformt zu

0 0 (Ou ou [ 0 OoH

H

Unter Verwendung dieses Zusammenhangs und des GAUSS’schen Integralsatzes
wird folgende Umformung vorgenommen:

/ Div(Péu)dV = / (Pou) - NdA = / (PTN) - dudA . (2.50)

Bg 0By 0By

Da die Testfunktionen du auf dem DIRICHLET-Rand 0B gleich null sind, redu-
ziert sich das Randintegral zu

/(PTN).éudA: /(PTN)~6udA. (2.51)
0By aBg

Unter Beriicksichtigung des CAUCHY-Theorems, siehe Gleichung (2.22) und der
NEUMANN-Randbedingung to = t9, VX € 9BJ wird das Randintegral weiter
umgeformt zu

/(PTN)-audA: /to-éudA: /Eo-audA. (2.52)

dBg dBg 8Bg

Mit den bisherigen Berechnungsschritten lésst sich Gleichung (2.46) wie folgt
schreiben:

/PT;5Hdv—/pOB-5udv— /Eo-audA. (2.53)
By

Bo 0B
Weiterhin wird mit der Beziehung PT = FST aus Gleichung (2.25) der erste
Summand umformuliert zu
P . H=FST.:5H=S":F'6H

= ST sym(F6H) + S” : skw(FToH)
=0
(PH"F + F'6H) .

(2.54)

=87

(NN



22 2 GRUNDGLEICHUNGEN DER KONTINUUMSMECHANIK

Es verbleibt nur der Summand mit dem symmetrischen Anteil von FTJH. Die
1. Variation des Verzerrungstensors E wird mit Gleichung (2.17) folgendermaflen

geschrieben:
oE = Bou - L (0H + oH" + 6H"H + H'6H)
Ju 2
_ ; (JHT(1+ H) + (1 + HT)oH) (2.55)

- ; (5HTF + FT6H) .

Es ist zu erkennen, dass der symmetrische Anteil von FTdH gerade der 1. Va-
riation 0E entspricht. Schlieflich wird die schwache Form des Gleichgewichts be-
zuglich der Referenzkonfiguration geschrieben als

57r:/S:5EdV—/pOB-6udV— /Eo-audAzo

Bo By oBg
— (2.56)
Om; —m,
=0m; — 0w, =0 .

Die virtuelle Arbeit der inneren Krafte wird mit d7; bezeichnet und die der aufle-
ren Lasten mit 07m,. Gleichung (2.56) bildet den Ausgangspunkt fiir numerische
Losungsverfahren wie beispielsweise die Finite-Elemente-Methode (FEM).

2.5.2 Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotentials

Unter Annahme eines elastischen Werkstoffverhaltens kann die schwache Form
des Gleichgewichts in Gleichung (2.56) alternativ auch tiber die Minimierung des
Gesamtpotentials hergeleitet werden. Die in Gleichung (2.34) eingefiihrte Verzer-
rungsenergiedichtefunktion beschreibt die im Korper gespeicherte Energie. Unter
Beriticksichtigung der aufleren Belastung lésst sich das Prinzip vom Minimum des
elastischen Gesamtpotentials formulieren als

1 ) ]
ﬂ(u):/§E:C:EdV—/p0b-udV— [ to-udd — stat.. (257)
Bo

Bo 8Bg

i — T,

Von Interesse ist der Deformationszustand u, fiir den das Gesamtpotential 7(u)
minimal bzw. stationar wird. Hierfiir wird die 1. Variation des Potentials benotigt,
welche sich berechnen lasst mit

on
om = T du= Dy7m-du. (2.58)
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Die Richtungsableitung des Potentials in Richtung der virtuellen Verschiebung du
fithrt zu

o (u) = /s : 5EdV—/poB-5udV— / to - JudA=0. (2.59)
Bo Bo dBg

Es lésst sich erkennen, dass die 1. Variation des Potentials in Gleichung (2.59)
gerade der schwachen Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.56) entspricht.
Die zugehoérigen EULER-LAGRANGE-Gleichungen sind

Div(PT) + pob =0 in By (Gleichgewicht) , (2.60)

was bedeutet, dass nur die Gleichgewichtsbedingungen schwach formuliert sind.
Die Kinematik und das Stoffgesetz werden weiterhin stark eingefordert.

2.5.3 Variationsprinzip nach Hellinger-Reissner

Da in dieser Arbeit sowohl verschiebungsbasierte als auch gemischte Element-
formulierungen behandelt werden, wird zusétzlich das Variationsprinzip nach
HELLINGER-REISSNER [55,87] vorgestellt. Ausgangspunkt ist das folgende Zwei-
feldfunktional

1
mur(u, S) = /s E-5(S:Ci8)aV —m, — stat.,  (261)
Bo

S

wobei die unabhéngigen Variablen der Deformationszustand u und die Spannun-
gen S sind. Die physikalischen Verzerrungen sind mit E® gekennzeichnet. Dieses
Variationsprinzip ist auf elastisches Materialverhalten beschriankt, da die Inverse
C~! des Materialtensors zwingend erforderlich ist. Um die Stationaritétsbedin-
gung in Gleichung (2.61) zu erfiillen, muss die 1. Variation des Zweifeldfunktionals
gleich null sein:

OTHR OTHR

) -0S
ou "o (2.62)
= Duﬂ'HR -ou + DSWHR -0S=0.

OTHR =

Es ist zu erkennen, dass fiir die Variation sowohl die Richtungsableitung in Rich-
tung der virtuellen Verschiebungen du als auch in Richtung der virtuellen Span-
nungen 0S erforderlich ist. Diese lauten

Dymar - u = /S :0EdV — 0w, und (2.63)
By

Dsmig - 0S = /55 (E-C':s)av. (2.64)
By
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Damit gilt fiir die 1. Variation des Zweifeldfunktionals

<MHR0LS)=1/S:5E-%5S:(E-—C—lzs)dvz—dwa=(1. (2.65)
Bo E®

Es ist zu erkennen, dass Gleichung (2.63) gerade wieder der schwachen Form
in Gleichung (2.56) entspricht. Die zugehérigen EULER-LAGRANGE-Gleichungen
sind

Div(PY) + pob =0 in By (Gleichgewicht) und

. . ' ' (2.66)
E-C":S=0 in By (Kinematik) .

Sowohl die Gleichgewichtsbedingungen als auch die Kinematik sind schwach for-
muliert, sodass nur das Stoffgesetz stark eingefordert wird.

2.6 Linearisierung der Variationsformulierungen

Die in den vorherigen Abschnitten dargestellten Variationsformulierungen sind im
Allgemeinen nichtlineare Funktionen in den gesuchten Variablen. Die schwache
Form in Gleichung (2.56) ist eine nichtlineare Funktion der Verschiebungen u.
Bei dem Variationsprinzip nach HELLINGER-REISSNER in Gleichung (2.65) sind
sowohl die Verschiebungen u als auch die Spannungen S die gesuchten Variablen.
Die Nichtlinearitaten resultieren aus dem nichtlinearen GREEN-LAGRANGE’schen-
Verzerrungstensor (geometrische Nichtlinearitét) und/oder aus nichtlinearem Ma-
terialverhalten (materielle Nichtlinearitat). Letzteres ist nicht Bestandteil die-
ser Arbeit, da nur linear elastisches Materialverhalten betrachtet wird. Fiir die
Losung der nichtlinearen Gleichungen wird das NEWTON-Verfahren verwendet.
Hierfiir ist eine Linearisierung der entsprechenden Gleichungen erforderlich. Die
notwendige Linearisierung entspricht dabei einer TAYLOR-Reihenentwicklung an
einer festen Entwicklungsstelle mit Abbruch nach dem linearen Glied.

2.6.1 Linearisierung der schwachen Form des Gleichgewichts

Wird die schwache Form des Gleichgewichts in Gleichung (2.56) an der Entwick-
lungsstelle u linearisiert, so lasst sich das formal schreiben als

967 (u)

L[dm(u)] = dm(u) + Adr(u) = dm(u) + ou

‘Au=0. (2.67)

Es ist zu erkennen, dass der Summand Ad7w(u) gerade der Richtungsableitung
von dm(u) in Richtung der inkrementellen Verschiebung Au entspricht. Fiir die
Berechnung von Aém kann deshalb analog Gleichung (2.48) vorgegangen werden.
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Unter Berticksichtigung der Produktregel fithrt die Richtungsableitung von d7 zu
folgendem Ausdruck:

A = /AS SE+S: ASEAV . (2.68)

By
Die Linearisierung der Spannungen lautet

As— Bap_2C:E)

= o= G5 AE=C:AE. (2.69)

Damit lasst sich Gleichung (2.68) umformen zu

Adw:/éE:C:AEJrS:AcSEdV. (2.70)

Bo

Da im Rahmen dieser Arbeit ausschliefilich konservative Belastungen betrachtet

werden, gilt
b#b(u) und ty# te(u). (2.71)

Dies hat zur Folge, dass die Linearisierung der virtuellen &ufleren Arbeit ver-

schwindet:
Adm, =0 . (2.72)

2.6.2 Linearisierung des Hellinger-Reissner-Variationsprinzips

Die 1. Variation des Zweifeldfunktionals nach HELLINGER-REISSNER wird an der
Entwicklungsstelle (u, S) in eine lineare TAYLOR-Reihe entwickelt:

L [(SWHR(U, S)] = (Sﬂ'HR(u, S) + AéWHR(u, S)

857THR(u, S) CAu + 8(57THR(u, S)

7 S -AS =0 .

(2.73)

= 57THR(u7 S) +

Aufgrund der zwei unabhéngigen Variablen sind die Richtungsableitungen in
Richtung der inkrementellen Verschiebungen Au und in Richtung der inkremen-
tellen Spannungen AS notwendig. Es folgt

AdTyr = /S : AOE+0S : AEdV—i—/AS :6EdV —0S:C': AS AV . (2.74)
BO BO AES

Wie bereits beschrieben, ist die Linearisierung der virtuellen &ufleren Arbeit auf-
grund der Annahme konservativer Belastungen gleich null.



20 3 GRUNDLAGEN DER SCHALENTHEORIE

3 Grundlagen der Schalentheorie

Diinnwandige Strukturen aus Faserverbundmaterial finden aufgrund ihres sehr
geringen Gewichts besonders im Bereich des Leichtbaus Verwendung. Der Lastab-
trag solcher Tragstrukturen erfolgt hauptséchlich iber Membranspannungen, so-
dass auch bei sehr diinnen Bauteilen hohe mechanische Beanspruchbarkeiten er-
zielt werden konnen. Das folgende Kapitel gibt die grundlegenden kontinuumsme-
chanischen Zusammenhénge der Schalentheorie wieder. Auf Basis der hier dar-
gestellten Variationsformulierung der Schale wird in Kapitel 6.2 die spektrale
stochastische FE-Formulierung eines Schalenelementes entwickelt.

Im Rahmen der klassischen Schalentheorie wird eine Mittel- bzw. Referenzflache
definiert. Hierfiir miissen die dargestellten Zusammenhéange aus Kapitel 2, welche
fiir das dreidimensionale Kontinuum giiltig sind, auf das Schalenkontinuum tiber-
tragen werden. Da die Struktur allein durch ihre Mittelfliche beschrieben wird,
ist es notwendig, neben den Verschiebungen zusétzlich Rotationen zu definieren.
Uber Direktoren, die Funktionen der eingefithrten Verdrehungen sind, kann die
urspriingliche Ausrichtung der Schalenebene und das zugehorige Rotationsverhal-
ten wahrend der Deformation eindeutig beschrieben werden.

Die nachstehende Formulierung beschrénkt sich auf ebene Schalen mit méfiigen
bzw. moderaten Rotationen. Folgende Annahmen und Voraussetzungen werden
fiir die nachstehende Schalenformulierung definiert.

e Es wird eine REISSNER-MINDLIN-Kinematik vorausgesetzt.

e Die Querschnitte bleiben eben.

e Es wird ein inextensibles Direktorfeld mit ||d|| = 1 vorausgesetzt.

e Die Schale wird mit konvektiven Koordinaten {&!, €2, &3 = (} beschrieben.

e Die Verdrehungen beschrinken sich auf méaflige Rotationen mit g < 7° —8°.
Es gilt cos f &~ 1 und sin § ~ (.

e Die Spannung in Dickenrichtung S wird vernachlissigt.

3.1 Schalenkinematik

Fir die Beschreibung der Schalenkinematik wird eine Referenzflache fiir die Scha-
le definiert. In der Ausgangskonfiguration wird diese Bezugsebene mit €)q und in
der Momentankonfiguration mit 2, bezeichnet, siehe Abbildung 3.1. Durch die
Definition der Referenzfliche kann die Schale durch zwei konvektive Flachenko-
ordinaten &', €2 und eine konvektive Dickenkoordinate ¢ beschrieben werden. Die
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/ Dy q, , L Ad
e = 1 ¢ Bl A
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Ve /- e A\}\ t a; ‘f\ér_)\‘\\ =7
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X €3 X
0 (D)
€1

Abbildung 3.1: Schale in der Referenzkonfiguration (f = 0) und in der Momentan-
konfiguration (¢ > 0)

Ortsvektoren X (£, €%) und x(&',€?%) definieren Punkte in den entsprechenden
Konfigurationen auf der Referenzfliche der Schale. Die zugehorigen Tangenten-
vektoren in diesen Punkten sind als Ableitung der Ortsvektoren nach den kon-
vektiven Koordinaten definiert:

_ 0X(¢4,¢%) _ 0x(¢, %)

A.a— 6504 s aq_T@’ 062172 . (31)

Uber das Kreuzprodukt der Tangentenvektoren werden die Normalenvektoren

berechnet:
A1 X AQ a; X az

R
Fiir die Beschreibung von Punkten aulerhalb der Referenzfliche werden die Di-
rektoren D (¢!, €2) und d (¢, €2) definiert. Unter der bereits erwidhnten Annahme,
dass der Querschnitt wiahrend der Deformation eben bleibt, kénnen beliebige

N = (3.2)

B lla; x ag||

Punkte auflerhalb der Bezugsebene beschrieben werden durch

®(¢h,€%,¢) =X(&,€) +(¢D(¢,¢%) und (3.3)
@(Eh,€%,¢) =x(¢4,6%) +¢d(e, &) . (3.4)
Die Ableitungen der Ortsvektoren ® (&1, €2,¢) und (£, €2, () nach den konvek-

tiven Flachenkoordinaten definieren die Tangentenvektoren in der Referenzkonfi-
guration

0P
=%, =— =X D
GOL bl 850‘ ’Q_I_C

und in der Momentankonfiguration

a=1,2 (3.5)

o )

ga:‘P?azggcjl:X?a—i_Cd?a) @:1,2. (36)
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Die partielle Ableitung der Ortsvektoren nach der Dickenkoordinate ( liefert die
Direktoren: 9% 5
P
ac e He
In der Referenzkonfiguration entspricht der Normalenvektor N dem unverform-
ten Direktor D. Aufgrund der Annahme einer REISSNER-MINDLIN-Kinematik

muss der verformte Direktor d nicht mehr zwingend senkrecht auf der Referenz-

d#n. (3.7)

fliche der Momentankonfiguration stehen, siehe Abbildung 3.1. Somit entspricht
der Direktor d in der Momentankonfiguration im Allgemeinen nicht mehr dem
Normalenvektor n, siche Gleichung (3.7).

Um die Kinematik der Schale beschreiben zu kénnen, muss der Direktor d defi-
niert werden. Die bereits angesprochene Beschriankung auf moderate Rotationen
hat zur Folge, dass fiir die Beschreibung des Direktors d keine Winkelfunktionen
notwendig sind. Abbildung 3.2 zeigt eine schematische Darstellung des Direktors.
Der verformte Direktor d setzt sich aus dem unverformten Direktor D und den
lokalen Verdrehungen (3 und (5 der Referenzfliche zusammen:

—_— ——
=B
Die lokalen Verdrehungen 3, mit o = 1,2 in Gleichung (3.8) sind beztiglich des
lokalen tangentialen Basissystems {Ai}f’zl definiert, sodass (3, eine positive Ver-
schiebung in der a-Richtung erzeugt. Es ist zu erkennen, dass die Bedingung
||d|| = 1 fiir ein inextensibles Direktorfeld aufgrund der linearisierten Kinematik

nicht exakt erfiillt wird. Die angesprochene Beschrankung auf moderate Rotatio-
nen fithrt dazu, dass ||d|| = 1 ndherungsweise erfiillt ist.

ID[[ =1
ld]f ~1

Abbildung 3.2: Verformter Direktor d in der Momentankonfiguration (¢ > 0)

Der in Kapitel 2 eingefithrte GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor wird un-
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ter Beriicksichtigung der Schalenkinematik definiert:

A A 1

Die zugehorigen Komponenten E;; werden in Matrixschreibweise wie folgt ange-

ordnet:
En Eig | Eis Ea,B a, =12
E21 E22 E23 mit Eag o = 1, 2 . (310)
Es1 Esp ‘ Es3 Es3

Fiir die Beschreibung der Schalenebene werden die Indizes o, 5 = 1, 2 verwendet.
Die einzelnen Komponenten des Verzerrungstensors werden in Membranverzer-
rungen E,g, Querschubverzerrungen E,3 und Dickenverzerrungen Ej33 unterteilt.
Unter Beriicksichtigung der eingefithrten Tangentenvektoren in den Gleichungen
(3.5) und (3.6) lassen sich die Komponenten der Membranverzerrungen bestim-

men zu
1
Eaﬂ = i(goaa' Pig — (I)ya' '1)75)
1
= 5 ((X7a + Cd7a) . (X7,3 + Cd,ﬁ) — (X,a -+ CD’O) . (X’ﬂ + CD7B>) (311)

= €ap + CKJQB + <2Qaﬁ .

Die Membranverzerrungen setzen sich aus Dehnungen .3, Krimmungen erster
Ordnung ks und Krimmungen zweiter Ordnung g,3 zusammen und sind defi-

niert mit
1
o = L~ X X, (312
1
KRap = §(X7a' d?ﬂ + Xp dva - X?a' D’ﬁ - X’ﬁ ’ D’O‘) ’ (313>
1
Qaf)’ — §<d704' d’ﬁ - D’Oc. D75) . (314)

Fir diinne Schalen werden die Kriimmungen zweiter Ordnung vernachlassigt. Die
Querschubverzerrungen lauten

2Ea3 = @0 Pz — q’ua' @73
= (sz +<d>a) -d— (X?a +CD>a) -D

(3.15)
= (Xva' d- X?a' D) + C(dvof d-— D?a' D)
= Ya3 T C’A}/a?) )
wobei zu erkennen ist, dass sich die Querschubverzerrungen aus zwei Anteilen
zusammensetzen. Aufgrund des inextensiblen Direktorfeldes mit ||D|| = ||d|| = 1
gilt

d,d=0 und D, D=0, a=1,2. (3.16)
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Dies fiihrt dazu, dass der zweite Term 4,3 gleich null ist und es folgt
Yoz = 2FEa3 = %,,,d — X, - D . (3.17)
Infolge des inextensiblen Direktorfeldes tritt zudem keine Dickenverzerrung Fss

auf. Formal ldsst sich das zeigen mit

1 1
Es3 = 5(90»3' Py — Py <I)>3) = 2@\3@_2\,19) =0. (3-18)

Die erforderlichen Komponenten des GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungsten-
sors aus Gleichung (3.10) werden im Vektor

T
E = |Eu, Ex, 2E1, 2E13, 2By (3.19)

zusammengefasst. Da die Dickenverzerrung FEj33 gleich null ist, wird sie in dem
Vektor E nicht berticksichtigt. Analog dazu werden die eingefithrten Schalenver-
zerrungen in Vektorschreibweise definiert als

T
€= [6117522,2512,f€11,/€22,2f<312,’713,723} : (3.20)

Der Vektor € kann tiber eine Transformation in den Vektor der GREEN-LAGRANGE-
Verzerrungen iiberfiithrt werden:

_811

Ey ] [100]|¢c00|00] 2622
Fas 010/0¢o0l00 c12

E=|2E, =100 1/00c¢clool|]| ™ |=ae. (3.21)

2F1 00000010 2’“;22
2Fos 000[00O0[0°1 2

- -l = | ms

- | V23 ]

Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (3.12), (3.13) und (3.17) lauten die Scha-
lenverzerrungen

[ en ] [ %(le X, — Xy Xy) ]
€22 %(XQ' Xy — X5 X))
2e19 X, Xy — X1 X9
S X diy = Xy Dy . (3.22)
K22 Xy dyy — X,5- Dy
2K12 X, dyy +X,5-dyy — X,;- Dy, — X,5- Dy
Y13 x,,-d—X,;-D
L Y23 | L X,p-d—X,5-D _
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Um diese in Abhangigkeit der lokalen Verschiebungen und Verdrehungen formu-
lieren zu konnen, wird zunachst der Ortsvektor x ausgedriickt mit

x(§',¢%) = X(¢'.€%) + (g, &) . (3.23)

Fiir die Schalendehnungen aus Gleichung (3.12) gilt somit:

Eap = 5 (X4 1,0 (X +1)5 = X, X )

(X,a~ U+ X510, + U, u,5>

— N~ N

(3.24)

= 5 (Uaﬁ + U57a) + ; (u,a- u,ﬁ) .

=& :gaﬁ

o

Aufgrund des orthogonalen Basissystems ist die Vereinfachung X, .- u,5 = usp
giltig. Anhand der Gleichung (3.24) ist zu erkennen, dass sich die Schalendeh-
nungen aus linearen und nichtlinearen Anteilen zusammensetzen.

Analog dazu vereinfachen sich die Schalenkriimmungen aus Gleichung (3.13):
1
Kw:§Qx+mw¢ﬂux+mwdm—XWDw—xﬂDW)
=0 =0
1 1
= 5 (X,a' daﬁ + Xaﬁ ’ d?a) + 5 (uva' dvﬁ + u,z3- daa)

(3.25)

1 ~0
=3 (Bag + Bpa) -

Fiir diinne Schalen und moderate Rotationen werden die nichtlinearen Kriim-
mungsanteile u,,-d,z und u,5-d,, vernachléssigt. Die Summanden X, - D, und
X,5-D,, sind gleich null, da der Direktor der Referenzkonfiguration gerade dem
Normalenvektor entspricht. Anhand der Gleichung (3.25) wird ersichtlich, dass
die Krimmungen linear in den Verdrehungen sind.

Schliellich werden auch die Querschubverzerrungen der Schale aus Gleichung

(3.17) in Abhéngigkeit der Verschiebungen und Verdrehungen formuliert. Es gilt

Yoz = (X +u),,,d—X, D
——

=0
CXdiu,d (326)

= 60[ +u37a )

wobei der Summand X, - D gleich null ist. Unter Berticksichtigung der Gleichun-
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gen (3.24), (3.25) und (3.26) lauten die Schalenverzerrungen

[ e | [ Uy + %(U% + U%,l + u%l) ]
€22 Ug2 + %(U%z + U%,z + ng)
2e19 U + U2 1 + Up U2 + Uz U2 2 + U3 1U3 2

e— | | 2 Pra . (3.27)

K22 52,2
2K12 B2 + B2a
Y13 B1 + usza

L V23 L Ba + us3 2 i

Die Verschiebungen und Verdrehungen beziiglich des lokalen orthogonalen Basis-
systems {Ai}?:1 sind in Abbildung 3.3 grafisch dargestellt.

Abbildung 3.3: Lokale Verschiebungsgrofien der Schale

3.2 Schalenschnittgroflen

Im Rahmen der Schalentheorie miissen neben den Verzerrungen auch die Span-
nungen beziiglich der Referenzfliche formuliert werden. Die Schnittgrofien der
Schale werden im Folgenden basierend auf der schwachen Form in Gleichung
(2.56) hergeleitet. Die virtuelle innere Arbeit ist gegeben durch

om; = /s SEAV (3.28)
Bg

wobei S und E Tensoren 2. Stufe sind. Unter Verwendung der VoiaT-Notation
wird Gleichung (3.28) umgeschrieben:

om; = / JETSdV . (3.29)
Bo
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Die GREEN-LAGRANGE-Verzerrungen in VOIGT-Notation sind in Gleichung (3.19)
gegeben. Analog zu den Verzerrungen werden die 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannun-
gen in Vektornotation definiert:

S = [s1, 52,512, 51 52]" (3.30)

Die Annahme eines ebenen Spannungszustandes fithrt auf S* = 0. Aus die-
sem Grund wird diese Komponente nicht berticksichtigt. Zunéchst wird Glei-
chung (3.29) umformuliert zu

om; = //6ETSudC dA (3.31)
Qo ¢
mit der Determinante des Shifter-Tensors p. Fiir diinne Schalen kann in erster
Néaherung p ~ 1 angenommen werden. Unter der Berticksichtigung des Zusam-
menhangs in Gleichung (3.21) lautet die virtuelle innere Arbeit

S — Q/ </ (Ade)TS ¢ dA = Q/ 5T </ ATSdC dA . (3.32)
T

Der Vektor der Schalenschnittgrofien wird mit o bezeichnet und ist gegeben durch
o — [n117n227 n'2 m' m?2, m'2, g3, q23}T_ (3.33)

In Abbildung 3.4 sind die auf die Referenzfliche bezogenen Schnittgrofien grafisch
dargestellt.

Abbildung 3.4: Resultierende Schnittgréflen der Schale

Generell wird zwischen Normalkréiften n, Biegemomenten m und Querkraften q
unterschieden:

n e
n= (n??|, m= |m*| und q= L]ZS] : (3.34)
n
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Die einzelnen Komponenten resultieren aus der Dickenintegration der 2. PIOLA-
KIRCHHOFF-Spannungen:

ned = [$20ac, met = [osrdc, =[S0, af=1,2. (339)
¢ ¢ ¢

3.3 DMaterialgesetz fiir Flachentragwerke

Da es sich bei der Schale um ein Flachentragwerk handelt, miissen die in Ka-
pitel 2.4 dargestellten dreidimensionalen konstitutiven Beziehungen angepasst
werden. Der Zusammenhang in Gleichung (2.39) wird unter der Annahme ei-
nes ebenen Spannungszustandes mit S** = 0 und unter Beriicksichtigung der
Querschubverzerrungen 2FE13 und 2Fs3 vereinfacht.

Um das Werkstoffverhalten langfaserverstéarkter Laminate beschreiben zu kon-
nen, werden nachfolgend die Zusammenhénge fiir transversale Isotropie darge-
stellt. Aufgrund der Richtungsabhéngigkeit dieses Materialverhaltens muss zwi-
schen einer Betrachtung im lokalen und im globalen Koordinatensystem unter-
schieden werden. Die Beschreibung des Materials erfolgt zunéachst beziiglich des
lokalen Koordinatensystems {t¥}?_, einer einzelnen Laminatschicht k, siche Ab-
bildung 3.5. Der Zusammenhang zwischen den Spannungen und Verzerrungen im
lokalen Koordinatensystem, gekennzeichnet mit [e];, lautet

[ ST [(Cyy Cia Ol 0 0 Ep
522 Cio Cos 0| 0 0 Ess
S,=|82| = 0 0 Cu|l 0 o 2B, | =CLEL. (3.36)
g1 0 0 0 |Cs O 2F;
[ $2 ), [0 0 0] 0 Ce|,|2Bs],

Bezogen auf das lokale Koordinatensystem {t¥}3_  siehe Abbildung 3.5, lautet
die Materialmatrix fiir transversal isotropes Materialverhalten

EyJA  vipEy/A 0 0 0
l/lgEg/A EQ/A 0 0 0 E
C, = 0 0 G| 0 0 mit A=1-13="2. (3.37)
Ey
0 0 0 |Gy O
0 0 0 0 G |

Fiir die vollstandige Beschreibung von Cj, sind fiinf Materialparameter erforder-
lich. Dabei kennzeichnet F; den E-Modul in Faserrichtung und Fy den E-Modul
senkrecht dazu. Aulerdem miissen die Querdehnzahl v;5 und die zwei Schubmo-
duln G5 und Gsy3 angegeben werden.

Da das lokale Koordinatensystem {t¥}3_, der Schicht k im Allgemeinen nicht mit
dem globalen Koordinatensystem {A;}?_, {ibereinstimmt, siche Abbildung 3.5, ist
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eine Transformation erforderlich. Die Transformationsbeziehung fiir eine Schicht
k ist gegeben durch

cospr  sing, 0
t’é = | —singg cospr 0 |A,, a=1,2, und t§ =Aj3. (3.38)
0 0 1

Dabei bezeichnet ¢, den Winkel zwischen den Achsen t} und A, fiir die Schicht &,

siehe Abbildung 3.5.

Abbildung 3.5: Aufbau eines Mehrschichtverbundes

Fir eine kompaktere Schreibweise werden die Abkiirzungen

€ 1= COS P

und

§ 1= sin

eingefithrt. Mit der Definition der Transformationsmatrix

2 s sc 0 0
52 c? —sc 0 0
—2s¢ 2s¢ 2 —s*| 0 0
0 0 0 c s
0 0 0 -5 c

(3.39)

(3.40)

wird das Materialgesetz beziiglich des globalen Koordinatensystems formuliert.

Es gilt

SL - CLEL

— SG = C(;EG mit CG = TTCLT s

(3.41)

wobei die Materialmatrix Cg die auf das globale Koordinatensystem bezogenen
Steifigkeiten beinhaltet. Schliefflich lasst sich das Materialverhalten beziiglich des
globalen Koordinatensystems, gekennzeichnet mit [e]g, wie folgt schreiben:

Sll ]
822
512

C111 C’12 C’14 0 0 Ell
C112 022 C(24 0 O E22
Ciy Coup Cu| 0 0 2F,
0 0 0 |Cs Ci 2F5
0 0 0 |Css Cos || 2Ens

(3.42)
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In Gleichung (3.42) ist zu erkennen, dass aufgrund der Transformation die Ein-
trage Cluq, Cose und Ciei im Allgemeinen ungleich null sind.

Im Falle der Isotropie ist die Materialmatrix mit den Materialparametern £ und
v vollstandig beschrieben und lautet

(F v 0 0 0
s |V E 0 0 0
C=:""73|0 0 (1-v)/2 0 0 (3.43)
0 0 0 (1-v)/2 0
0 0 0 0 (1—v)/2 |

Da isotropes Material richtungsunabhéngig ist, ist eine Unterscheidung zwischen
dem lokalen und globalen Koordinatensystem nicht erforderlich. SchliefSlich sei
noch erwihnt, dass sich die Materialmatrix in einen Membrananteil C,, € R3*3
und einen Schubanteil C, € R?*? unterteilen lasst:

C-— l %m g] | (3.44)

3.4 Materialmatrix fiir geschichtete Schalenstrukturen

Die im vorherigen Abschnitt beschriebenen Zusammenhénge werden verwendet,
um ein zweidimensionales Stoffgesetz fiir die Schale zu formulieren, welches die
Schalenschnittgrofien o und die Schalenverzerrungen e miteinander verkntpft.
Die Definition der Schalenschnittgréfien in Gleichung (3.32) wird unter Verwen-
dung von Gleichung (3.21) und des linear elastischen Materialverhaltens mit
S = CE umgeformt zu

a:/ATSdg:/ATCEdgz/ATCAdge:De. (3.45)
¢ ¢ ¢
| S
—D

Hierbei bezeichnet D die Materialmatrix der Schale.

Um das Werkstoffverhalten allgemeiner Mehrschichtverbunde beschreiben zu kon-
nen, wird ein mehrschichtiges Laminat betrachtet, siche Abbildung 3.6. Die Schale
mit der Gesamthohe h besteht aus insgesamt nlay Einzelschichten, wobei die k-te
Schicht die Dicke h; aufweist. Der Abstand vom Mittelpunkt der Schicht &k zu der
Referenzfliche wird mit (,, bezeichnet. Unter der Annahme eines vollstandigen
Verbundes der einzelnen Schichten wird die Materialmatrix berechnet mit

nlay nlay h: Cfn Ccﬁl 0
D=y Di=) [|cch ¢ch o |, (3.46)
k=1 k=1 hy 0 0 Ck

S
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[ nlay\

Abbildung 3.6: Schnitt durch einen Mehrschichtverbund

wobei h; und hf die untere bzw. obere Begrenzung der k-ten Schicht angeben.
Die Matrizen C* und C¥ beschreiben die Membran- bzw. Schubanteile der Ma-
terialmatrix C* der Schicht k, siche Gleichung (3.44). Da die Materialmatrizen
unabhéngig von der Dickenkoordinate ( sind, wird die Integration vorab durch-
gefithrt. Somit berechnen sich die einzelnen Integrale zu

hr hfF g

_ _ 2 9 g 2
Jrac=n,  [cdi=men, [Ea=Eam . (347
h, h, h,

Unter Berticksichtigung der Zusammenhénge in Gleichung (3.47) werden die fol-
genden Teilmatrizen definiert:
nlay nlay h3
D, =Y Ckhy, D, := Y Ck (15 + hk§3k> :
= = (3.48)

nlay nlay

Dyp =Y CEhpl,  Dyi=> Chhy .
k=1 k=1

Schliefflich lautet die Materialmatrix der Schale mit einem beliebigen Mehrschicht-
verbund

D, D,, 0
D=|DI D, 0 |. (3.49)
0 0 D,

In dieser Matrix lassen sich die Membran-, Biege- und Schubanteile erkennen,
die mit D,,, Dy, bzw. Dy bezeichnet werden. Im Allgemeinen sind auch die Kopp-
lungsterme D,,;, vorhanden. Liegt ein symmetrischer Laminataufbau vor und wird
zusatzlich die Laminatmittelebene als Referenzfliche gewéhlt, so entfallen die
Kopplungssteifigkeiten D,,. In diesem Fall sind Normalkréfte und Krimmungen
bzw. Biegemomente und Dehnungen vollstandig voneinander entkoppelt.

3.5 Variationsformulierung und Linearisierung

Die schwache Form des Gleichgewichts wird in Kapitel 2.5.1 fiir das dreidimen-
sionale Kontinuum hergeleitet. Im Rahmen der Schalenformulierung miissen alle
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Gleichungen auf das Schalenkontinuum tibertragen werden. Zunéachst wird Glei-
chung (2.56) in Vektornotation geschrieben als

o (u) = / JETS AV — / sul pobdV — / JultydA =0, (3.50)
Bo Bo oBg
wobei das Verschiebungsfeld

u = [uy, ug, ug]T (3.51)

die gesuchte Feldgrofe ist. Die schwache Form in Gleichung (3.50) wird unter
Berticksichtigung der in den vorherigen Kapiteln dargestellten Zusammenhéange
umgeschrieben. Das gesuchte Verschiebungsfeld v der Schale ist gegeben mit

v = [u1, ug, us, B, Pa, 53]T (3.52)

und umfasst neben den drei Verschiebungen zusétzlich drei Verdrehungen. Die
virtuelle innere Arbeit fiir das Schalenkontinuum ldsst sich mit den GREEN-
LAGRANGE’schen Schalenverzerrungen € und den arbeitskonformen 2. PIOLA-
KIRCHHOFF’schen Schalenschnittgrofien o schreiben als

Sry(v) = / seTa dA . (3.53)
Qo
In Abbildung 3.7 ist eine Schale mit den zugehérigen Randbedingungen darge-
stellt.

oy

»»»»»»»»»»»»»»»»

,,,,,,,,,,,,,,,,,

77777777777777777

Abbildung 3.7: Schale mit Randbedingungen

AuBere Beanspruchungen wie Flichenlasten q oder Randlasten t wirken auf die
Schale. Die virtuelle &uflere Arbeit lautet

o7y = / SvTgdA + / SvTEds . (3.54)
o 003
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Insgesamt ist die schwache Form des Gleichgewichts fiir das Schalenkontinuum
gegeben mit

r(v) = / el dA — / SvTgdA — / ovTtds =0 . (3.55)
Qo Q 0g
Die Variation der Schalenverzerrungen de wird iiber die Richtungsableitung in
Richtung ov bestimmt. Es gilt

Oe
be =5 -0v. (3.56)

Somit lauten die virtuellen Schalenverzerrungen

den [ (14 wyq)ouy g + us1dusy + ug 0ug
02 Uy 20U 2 + (1 4 ug2)0ug o + Uz 20us o
951 U1 20Uy 1 + (14 upq)our s + (1 + ug2)dug
+ug10Ug 2 + Uz 20U3 1 + Uz 10U3 2
de=| Ok | = 0B . (3.57)
ko 02,2
20k12 0B12 + 021
0713 801 + dug
L 073 || 609 + dug o |

Aufgrund der nichtlinearen Verzerrungsmafe ist Gleichung (3.55) nichtlinear in
den gesuchten Verschiebungen v. Die Linearisierung von Gleichung (3.55) wird
analog zu Gleichung (2.67) bestimmt. Unter Verwendung der Produktregel lautet
das lineare Inkrement

Adr = / e’ Ao + Adelo dA . (3.58)
Qo

Aufgrund des linear elastischen Materialverhaltens der Schale lautet die Lineari-
sierung der Schalenschnittgrofien

0o, 0De),

Damit kann Gleichung (3.58) umgeschrieben werden zu

Adr = / 5e"DAe + AdeTor dA . (3.60)
Qo

Die Linearisierung der virtuellen Schalenverzerrungen Ade berechnet sich iiber
die Richtungsableitung von de in Richtung Av mit
J(de)

Ade = = ZAv. (3.61)
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Dies fiihrt auf die linearisierten virtuellen Schalenverzerrungen

Adeqq [ Sup 1Ay g + dug Aug g + dug 1 Aug
Adegs Iy 2 AUy 9 + Sug 2 Aug 9 + dug 2 Aus o
9AGe1y dug2Auy g + duy 1 Auy o + dug 2 Aug
+0ug 1 Aug s + 0us 2 Aug 1 + duz1Aus o
Ade = | Adknn | = 0 | (362)
AdKas 0
2A0K19 0
Adms 0
| Adyes | i 0 |

Da die Kriimmungen und Schubverzerrungen lineare Funktionen der Verschiebun-
gen sind, ist die Linearisierung der Variation dieser Groflen gleich null. Insgesamt
lautet die linearisierte schwache Form der Schale

Ljow] = o7 + Ao

_ / 5eTo dA — / svTqdA — / svTEds
0 o 03 (3.63)

n / 5e"DAe + Aselo dA =0 .
Qo
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4 Generalisierte Unscharfemodellierung

Materialeigenschaften sowie Geometrieparameter einer Tragstruktur unterliegen
in der Realitét gewissen Streuungen. Diese konnen im Rahmen numerischer Struk-
turanalysen berticksichtigt werden. Grundsétzlich wird zwischen aleatorischer
und epistemischer Unschérfe unterschieden. Die inhédrente Variabilitat wird der
aleatorischen Unschérfe zugeordnet und kann mit Methoden der Wahrschein-
lichkeitstheorie erfasst werden. Im Gegensatz dazu lassen sich mit epistemischen
Unscharfemodellen sowohl die Ungenauigkeit als auch die Unvollstandigkeit vor-
handener Daten erfassen, die etwa durch Messfehler oder unzureichende Daten-
sitze entstehen. Fir die Modellierung dieser Art der Unschérfe finden Methoden
der Fuzzy-Theorie Verwendung. Epistemische Unschérfe kann durch das Hinzufi-
gen weiterer Informationen reduziert werden, wihrend dies bei der aleatorischen
Unscharfe nicht moglich ist.

Zu Beginn werden die beiden Basisunscharfemodelle naher erldutert. Die Ver-
kntipfung beider Methoden fithrt auf sogenannte polymorphe Unscharfemodelle,
die in Abschnitt 4.3 dargestellt sind. Schliefllich wird in Abschnitt 4.4 beschrie-
ben, wie die Unschérfen im Rahmen numerischer Strukturanalysen berticksichtigt
werden konnen.

4.1 Aleatorische Unscharfemodelle

Fir die Modellierung natiirlicher Variabilitit werden in dieser Arbeit Metho-
den der Wahrscheinlichkeitstheorie herangezogen. Das folgende Kapitel erlau-
tert die grundlegenden Zusammenhange von Zufallsvariablen und orientiert sich
im Wesentlichen an Standardwerken von FAHRMEIR ET AL. [34], HENZE [56],
OLOFF [83] und TAPPE [114].

4.1.1 Stetige Zufallsvariable

Fiir eine stetige Zufallsvariable X ist der zugehorige Wahrscheinlichkeitsraum
definiert mit (2, X, P). Dabei ist Q@ = {w|w € Q} die Grundgesamtheit der Ele-
mentarereignisse w. Weiterhin bezeichnet 3 die o-Algebra von 2 und P € [0, 1]
das Wahrscheinlichkeitsmaf}. Eine Zufallsgrofie X ordnet jedem Elementarereignis
w € (Q eine reelle Zahl z € R zu. Damit kann eine Zufallsvariable als Funktion

Xw): Q— Dx CR, W, (4.1)

definiert werden, welche die Grundgesamtheit €2 auf die reellen Zahlen R abbildet.
Da X eine stetige Variable ist, wird die Menge Dx in Gleichung (4.1) auch als
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iiberabzéhlbar bezeichnet. Beispielsweise entspricht Dy im Falle einer stetigen
Gleichverteilung einem abgeschlossenen Intervall. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P
ordnet jedem FEreignis der Zufallsvariablen genau einen Wert zwischen 0 und
1 zu. In Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion Fx(z) (engl.:
cumulative distribution function, cdf) ist das Wahrscheinlichkeitsmafl definiert als

PIX < 1] = Fy(z) = / Fr()dt (4.2)

und entspricht gerade der Fldche unter der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
fx(z) (engl.: probability distribution function, pdf) im linksseitig unendlich abge-
schlossenen Intervall (—oo, x]. Dieser Zusammenhang ist in Abbildung 4.1 grafisch
dargestellt. Das Wahrscheinlichkeitsmafl P[X < z] definiert die Unterschreitungs-
wahrscheinlichkeit eines gegebenen Wertes x. Fiir die Dichtefunktion gilt zusatz-
lich zu der Nichtnegativitiat mit fx(z) > 0, Vo € R die Normierungseigenschaft

/ fr(@)de =1 (4.3)

Anschaulich ldsst sich das damit erkldren, dass im offenen Intervall (—oo, c0)
jedes Ereignis der Zufallsvariablen auftreten muss, das heifit das Wahrscheinlich-
keitsmafl entspricht gerade eins.

fx(z)

}p fx(z)dx

ISh 4

Lp

Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen der Dichtefunktion fx(z) und der Vertei-

lungsfunktion F'x(x) einer stetigen Zufallsvariablen X

Das sogenannte erste Moment einer Zufallsgrole ist der Erwartungswert. Dieser
ist definiert als

o0 e}

iy = E[X] = / X(w) dP(w) = / rP(dz) = / efx(z)de . (4.4)

—0o0 —0o0
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Mit zentralen Momenten wird die Verteilung einer Zufallsvariablen um ihren Er-
wartungswert E[X| beschrieben. Das zweite zentrale Moment ist die Varianz

o0

0% = Var[X]| =E [(x - ,ux)ﬂ = / (. — pux)*fx(z)dx . (4.5)

—0o0

ox =/ Var[X] (4.6)

wird die mittlere Streuung einer Zufallsgrofle um ihren Erwartungswert angege-

Mit der Standardabweichung

ben. Fiir die Beurteilung der relativen Streuung wird zusétzlich der Variations-
koeffizient eingefiihrt. Dieser bezieht die Standardabweichung auf den Mittelwert
und ist definiert mit

vx = X , Yux #0. (4.7)
Hx

Im Gegensatz zu den bisher beschriebenen Kenngrofien in Gleichung (4.4) und
(4.6) ist das relative Streuungsmaf} dimensionslos. Aufgrund der Normierung kon-
nen mit dem Variationskoeffizienten Aussagen iiber die relative Streuung einer
stochastischen Grofle gemacht werden. Die Schiefe ist definiert durch

o0

x = B[ =] = o [ @m0 ix@) e (4.

und stellt das dritte zentrale Moment dar. Mit dieser Kenngrofle lassen sich Asym-
metrien einer Verteilung identifizieren. Im Falle einer positiven bzw. einer nega-
tiven Schiefe ist die Verteilung nach links bzw. nach rechts geneigt. Das vierte
zentrale Moment wird als Wolbung bezeichnet und lautet

Kx = %E [(w - ,uX)4] = 0131( /(x — px) fx(z)de . (4.9)

Neben der Wolbung wird der sogenannte Ezzess mit
Vx (= kx — 3, (4.10)

definiert, wobei die Zahl drei gerade der Wolbung einer Normalverteilung ent-
spricht. Ist der Exzess positiv bzw. negativ, dann wird die entsprechende Vertei-
lung als steilgipflig bzw. flachgipflig bezeichnet.

4.1.2 Ausgewaihlte stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Im folgenden Abschnitt werden vier stetige Verteilungen erlédutert, die in dieser
Arbeit zur Modellierung aleatorischer Unschéarfe verwendet werden. Diese Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen werden im Kontext der polynomiellen Chaosentwick-
lung in Kapitel 5 fiir die Konstruktion orthogonaler Basispolynome erneut aufge-
griffen.
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Normalverteilung

Eine normalverteilte Zufallsgrofle wird angegeben mit
X ~N(u,0), XéeDxy=(—00,00), (4.11)

wobei die beiden Parameter p und o der Verteilung gerade dem Erwartungswert
und der Standardabweichung der Zufallsvariablen X entsprechen. Die zugehorige
Dichte- und Verteilungsfunktion lauten

1 2

fx(z) = — 5 &P ( — (1;2_02'“)) und  Fx(z) = ;(1 —|—erf(:;\_/§)> (4.12)

und sind in Abbildung 4.2 fiir verschiedene Werte der Parameter p und o dar-

gestellt. Da die Dichtefunktion nicht elementar integrierbar ist, kann keine ex-
plizite Darstellung von F'x(z) angegeben werden. Der Ausdruck erf(e) in Glei-
chung (4.12) ist die sogenannte Fehlerfunktion.

——N(0,1) ——N(0,5,1,5) ——N(2,0,75)|

0,6 : . . . : 1
0,8t
0,4+t
s 506
< <
ey k0,41
0,2t ’
0,2t
0 : 0 : :
6 -4 -2 0 2 4 6 6 -4 -2 0 2 4 6
T T

Abbildung 4.2: Dichte- und Verteilungsfunktionen stetiger Normalverteilungen
Mit den Definitionen der zentralen Momente in Abschnitt 4.1.1 werden die vier
stochastischen Kenngrofien der Normalverteilung bestimmt zu

px =p, ox=0>, dx=0 und kxy=3. (4.13)

Fiir die Standardnormalverteilung U ~ AN(0,1) gilt # = 0 und 0% = 1. Die
zugehorige Dichtefunktion in Gleichung (4.12) vereinfacht sich somit zu

1 u2)

fu(u) = NGT: exp ( 5 (4.14)
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Die Standardnormalverteilung U ~ N(0, 1) kann mit
X=p+o-U (4.15)

in die Normalverteilung X ~ N (u, o) transformiert werden.

Gleichverteilung

Eine stetige Gleichverteilung, auch Uniformverteilung genannt, wird beschrieben
durch
X ~U(a,b), X € Dx =]a,b], (4.16)

wobei die Parameter a und b gerade der unteren bzw. oberen Grenze des Defi-
nitionsbereichs Dx entsprechen. Die zugehorige Dichte- und Verteilungsfunktion
sind in Abhéangigkeit der beiden Parameter gegeben mit

Az € a,b] 0, z<a
fx(z) = { b76= .1 Jb] und  Fx(z) =4 =2, z€(a,b) . (417)
Tl 1, >0
In Abbildung 4.3 sind diese grafisch dargestellt.
’_Z/{(—l,l) _Z/{(—Q,Q) _U(1,5,3)‘
0,8 — 1
0,61 0,8t
= 506
% 04 =
2 k0,4
0,2+ 0.2
0 0
3 -2 -1 0 1 2 3 4 -3 3 4
x x

Abbildung 4.3: Dichte- und Verteilungsfunktionen stetiger Gleichverteilungen

Die stochastischen Momente dieser Verteilung lauten
a+b ,  (b—a)?

’ Ox = ’
2 12
Die Standardgleichverteilung U ~ U(—1,1) ist definiert im Intervall [—1, 1] mit
der Dichtefunktion

x = dx =0 und kx =18. (4.18)

fu(u) = { 7 u€lLL (4.19)

Oa u Q [_17 1]
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Uber die lineare Beziehung

a+b b—-a
> T2

wird die gleichverteilte Zufallsvariable U ~ U(—1,1) in die Gleichverteilung

X ~ U(a,b) transformiert.

X = U (4.20)

Gammaverteilung

Eine weitere Verteilung ist die sogenannte Gammaverteilung
X ~ F(S,t,?”) ) X eDx = (7’, OO) > (421)

welche einseitig begrenzt ist. Im Allgemeinen ist diese in Abhéngigkeit von drei
Parametern formuliert, fiir die » € R und s,¢ > 0 gilt. Der Lageparameter r
definiert die untere Grenze der Verteilung. Die Form der Verteilung steuert der
Parameter s, wahrend t die Streuung bzw. die Skala bestimmt. In Abhéngigkeit
dieser drei Parameter lauten die Dichte- und Verteilungsfunktion der Gammaver-
teilung

(575 exp(Z5) 7(s, 5F")
['(s)t L(s) 7

Dabei bezeichnet (e, 0) die unvollstindige Gammafunktion, wiahrend der Aus-

druck I'(o) die vollstandige Gammafunktion beschreibt. Formal werden die beiden

fx(z) = und  Fy(r) = z>r. (4.22)

Ausdriicke berechnet mit

T

;7‘
(s, =)= [ y*lexp(—y)dy und I(s)=(s—1)!. (4.23)
0
Der Einfluss der unterschiedlichen Parameter auf die Dichte- und Verteilungs-
funktion ist in Abbildung 4.4 dargestellt.

Wie in den vorherigen Abschnitten kénnen auch hier die vier stochastischen Mo-
mente bestimmt werden. In Abhéngigkeit der Lage-, Form- und Skalenparameter
lauten diese wie folgt:

2 3(2
x =1+ st ai:stQ, O0x = —= und Ky = <+8).

NG s

Die allgemeine Gammaverteilung geht fiir t = 1 und r = 0 in die Standardgam-

(4.24)

maverteilung U ~ I'(s, 1,0) iiber mit der Dichtefunktion

u*~texp(—u)
['(s)

Die Standardgammaverteilung U ~ I'(s, 1,0) wird mit einer Translation und einer

fo(u) = (4.25)

Skalierung in die Gammaverteilung X ~ I'(s, ¢, r) transformiert. Es gilt

X=r+t-U. (4.26)
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——TI(1,1,0) —T(2,1,0) ——T'(2,2,1,5) I'(3,1,3)|

0,8 - 0,8}

=06} { o6
0.4} I oal
0,2 0,2
SRS N Yy
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
X xXr

Abbildung 4.4: Dichte- und Verteilungsfunktionen stetiger Gammaverteilungen

Betaverteilung

Schlieflich wird noch die Betaverteilung erlautert. Diese wird angegeben mit
X ~ B(s,t,a,b), X € Dx =|a,b], (4.27)

wobei fiir die beiden Parameter die Bedingung s,t > 0 gilt. Sie ist, wie auch
die Gleichverteilung, in einem abgeschlossenen Intervall definiert und ist daher
beidseitig begrenzt. Mit den beiden Formparametern s und ¢ kann die Gestalt
der Verteilung variiert werden. Die Lage und Skalierung hingegen werden mit den
Intervallgrenzen a und b gesteuert. Alle Parameter beeinflussen die Dichte- und
die Verteilungsfunktion, sieche Abbildung 4.5. Die Dichtefunktion ist gegeben mit

(.CIZ _ a)s—l(b _ x)t—l
fx(@) ={ BEnb—ap1 ©€ 2, 8] , (4.28)
0, = ¢la,b]

wobei B(o, e) die vollstandige Betafunktion ist, welche in Abhéngigkeit der voll-
standigen Gammafunktion geschrieben werden kann:

L(s)I'(t)
B(s,t) = ———= . 4.2
50 =T+ o) (4.29)
Die Integration der Dichtefunktion fiihrt auf die Verteilungsfunktion mit
0, z<a
1 z )
= —a)* Y b—y)ttd b . )
FX(:C) B(S, t)(b _ a>s+t_1 {(y a’) ( y) y? T e [CL, ] (4 30)

1, x>b
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—B(0,6,06,-1,1) —— B(2,4,1,2,5)
—B(2,4,-1,1) B(6,2,-1,5,1,5)
2.5 1
2 0,8
S L5 <06/
S < 0,4]
0,5 1 0,2t
0 : 0
-1,5 -0,5 0,5 1,5 2,5 -1, -0,5
X i

Abbildung 4.5: Dichte- und Verteilungsfunktionen stetiger Betaverteilungen

Dabei wird das auftretende Integral in Gleichung (4.30) auch als unvollstéindige
Betafunktion bezeichnet.

Die zentralen Momente werden in Abhéngigkeit der vier Parameter bestimmt.
Fiir den Erwartungswert und die Varianz folgt

a+b (b—a)(s—1t) 9 (a —b)?st

X =" 205 +1) X T G 2 (s e+ 1) (4:31)
Weiterhin gilt fiir die Schiefe und die Wélbung
2(s —t)yVs+t+1
N st M
S S

(4.32)

o 3(s%t + st? +2s% — 2st + 2t%) (s +t + 1)

* (s+t+3)(s+1t+2)st '

Ist die Betaverteilung im Intervall [—1,1] definiert, so handelt es sich um die
Standardbetaverteilung U ~ B(s,t,—1,1). Die zugehorige Dichtefunktion lautet

(u+ 1)1 —u)tt

—1,1
fuw={ " Bsperr 0 “eb (4.33)
Oa Uu Q [_17 1]
Mit der Transformation b b
X:a;— + ;a~U (4.34)

wird die Standardbetaverteilung U ~ B(s,t,—1,1) in die allgemeine Betavertei-
lung U ~ B(s,t,a,b) transformiert.
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4.1.3 Multivariate Verteilungen

Neben den univariaten Verteilungen, die in Abschnitt 4.1.2 dargestellt sind, wer-
den zusatzlich die grundlegenden Zusammenhange multivariater Verteilungen er-
ldutert. Analog zu der Definition einer Zufallsvariablen in Gleichung (4.1) wird
der Zufallsvektor X als folgende Abbildung definiert:

X(w): Q+ Dx CRM | (4.35)

Der Vektor X beinhaltet insgesamt M Zufallsvariablen, die wie folgt angeordnet
sind:
X =[X1,. o, Xiy oo, X (4.36)

Dabei besitzt die i-te Zufallsvariable X; die zugehorige Dichtefunktion fx,(z;).
Die gemeinsame Dichtefunktion fx(x) des Zufallsvektors ist definiert mit

Der Zusammenhang in Gleichung (4.37) gilt unter der Voraussetzung, dass die
einzelnen Groflen in X stochastisch unabhéngig sind. In dieser Arbeit werden
keine Abhéngigkeiten zwischen den Zufallsvariablen berticksichtigt.

4.1.4 Modellierung raumlicher Variabilitit

Zur Beschreibung der raumlichen Variabilitdt von Material- oder Geometrieei-
genschaften werden Zufallsfelder verwendet. Die Theorie zu diesem Themenge-
biet findet sich beispielsweise in VANMARCKE ET AL. [119] und SUDRET & DER
KIUREGHIAN [113].

Im Rahmen der Arbeit werden ausschlieBlich GAUSS’sche bzw. normalverteilte
Felder betrachtet. Ein stetiges Zufallsfeld ist definiert mit

H(z,w) ={X(z,w) | x € D, we Q}, (4.38)

wobei & einen Punkt im Raum D bezeichnet. Im Fall stationdrer Zufallsfelder
sind die stochastischen Momente wie Erwartungswert und Varianz unabhéngig
vom Ort @ und es gilt

py = E[H(z,w)] und o% = Var[H(z,w)] YZ €D . (4.39)

An einem festen Ort @y beschreibt H(xg,w) eine normalverteilte Zufallsvariable
mit H(xo,w) ~ N(pm,on), siehe Abschnitt 4.1.2. Die Verallgemeinerung der
Varianz ist die Kovarianz bzw. Kovarianzfunktion

Clx;,x;) = E[(H(wi,w) — MH) (H(a:j,w) - ,uHﬂ : (4.40)
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Sie gibt die Abhangigkeit der zwei Zufallsvariablen an den Punkten x; und x; an.
Die Normierung der Kovarianz mit den jeweiligen Standardabweichungen fithrt
auf die Korrelation bzw. Korrelationsfunktion

Cl(x;, x;
plx;, x;) = % e[-1,1]. (4.41)
oHn
Ist p(x;, ;) ausschlieBlich vom Abstand der Punkte x; und x; abhéngig, so wird
das resultierende Feld als isotrop bezeichnet.

Damit ein Zufallsfeld im Rahmen einer numerischen Simulation beispielswei-
se einer FE-Berechnung verwendet werden kann, ist eine Diskretisierung erfor-
derlich. Im Rahmen dieser Arbeit wird hierfiir die sogenannte Karhunen-Loéve-
Entwicklung (KLE) verwendet, siche SUDRET & DER KIUREGHIAN [113] und
ALEXANDERIAN [4]. Die Methode basiert auf einer Spektralzerlegung der Kovari-
anzfunktion in Gleichung (4.40), siche GHANEM & SPANOS [45]. Wird der Raum
D mit N Punkten diskretisiert, so geht die Funktion in Gleichung (4.40) iiber in
die Kovarianzmatrix

p(x1, 1) p(x1, zN)
C =0y : pla;, ;) : e RV (4.42)
p(CBN,Qﬁl) p($N,CUN)

Mit der Vorgabe der Varianz ¢% und der Definition einer Korrelationsfunktion
p(e) ist C vollstéandig definiert. In dieser Arbeit wird in allen Berechnungen die
Korrelationsfunktion mit quadratisch exponentiellem Verlauf verwendet:
d2 («’Bi, wj) )

7 (4.43)

p(x;, x;) = exp ( -
Dabei entspricht d*(z;, ;) dem quadratischen Abstand zwischen zwei Punkten
x; und x; und £, bezeichnet einen Korrelationsparameter. Mit dieser Grole kann
der Verlauf der Korrelationsfunktion gesteuert werden. Die diskrete Form eines
mit der KLE diskretisierten Zufallsfeldes lautet

A(@,w) = + 3 6@y A i) (4.44)

wobei puy der konstante Erwartungswert ist und &;(w) standardnormalverteilte
Zufallsvariablen mit & (w) ~ N(0,1) darstellen. Weiterhin bezeichnen \; und
@;(x) den i-ten Eigenwert und -vektor der Kovarianzmatrix C € RY*V
chung (4.42). Da die Grofle der Eigenwerte \; fiir stark korrelierte bzw. glatte Zu-
fallsfelder im Allgemeinen schnell abféllt, kénnen die N Terme in Gleichung (4.44)
auf K < N reduziert werden:

aus Glei-

A

f@.w) =+ 3G @) (4.45)
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Ein geeignetes Maf fiir die Abschétzung der erforderlichen Terme K lautet

Q= (é_{:)\l) / Spur(C) , (4.46)

wobei fiir () meistens Werte im Bereich 0,95 — 0,99 gewéhlt werden. Das so kon-
struierte diskrete Zufallsfeld H (2, w) kann nun im Rahmen einer FE-Berechnung
zur Beschreibung raumlich streuender Material- oder Geometrieeigenschaften ver-
wendet werden.

Eine weitere effiziente Moglichkeit fiir die Diskretisierung von Zufallsfeldern ist
die sogenannte Ezpansion Optimal Linear Estimation (EOLE), die von L1 &
DER KIUREGHIAN [73] entwickelt wurde. Diese Methode wird im Rahmen dieser
Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet.

4.2 Epistemische Unschiarfemodelle

Zur Beschreibung epistemischer Unschéirfe werden in dieser Arbeit die Fuzzy-
Variable und die Intervallvariable herangezogen, die im folgenden Abschnitt ndher
erlautert werden. Die sogenannte Fuzzy-Set-Theorie wurde 1965 von ZADEH [139]
entwickelt. Grundlegende Zusammenhénge zu diesem Themengebiet sind bei-
spielsweise in BOTHE [23] und DuBois & PRADE [30] zu finden. Der folgende
Abschnitt orientiert sich im Wesentlichen an MOLLER & BEER [82].

Fuzzy-Mengen und a-Level-Diskretisierung

In der klassischen Mengenlehre beschreibt
A={z |z € Dx} (4.47)

eine scharfe Menge, siche Abbildung 4.6 (links). Abhéngig davon, ob ein Element
x Teil des Definitionsbereichs Dx ist, gehort es entweder vollstindig oder gar
nicht zur scharfen Menge A. Wird die Zugehorigkeit mit einer sogenannten Zu-
gehdrigkeitsfunktion pa(x) beschrieben, so nimmt diese im Falle einer scharfen
Menge nur die bindren Werte 0 (nicht zugehorig) oder 1 (zugehorig) an. Wird der
Begriff der Zugehorigkeit erweitert, so lasst sich die Fuzzy-Menge bzw. unscharfe
Menge

A={(z,pa(w)) | x € Dx} (4.48)

einfiihren, sieche Abbildung 4.6 (rechts). Im Gegensatz zu den bindren Zugeho-
rigkeitswerten bei der scharfen Menge A wird jedem Element x der unscharfen
Menge A eine Zugehorigkeit p () > 0 zugewiesen. Féllt die Zugehorigkeitsfunk-
tion zu beiden Seiten monoton ab, wird die Fuzzy-Menge als konvex bezeichnet.
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fa(x)
A
scharfe Menge A
1 Lo—-
0— i > . —»
1 1 €T H x
1 _DX 1 :< DX ;'
Abbildung 4.6: Scharfe und unscharfe Menge
Die Zugehorigkeitsfunktion wird als normiert bezeichnet, wenn
sup [ua(z)] =1 (4.49)

r€Dx

gilt. Mit der Funktion pa(z) wird die Zugehorigkeit der Elemente x graduell
bewertet:

e pa(z) = 0: nicht zugehorig ,
e 0 < pa(x) < 1: teilweise zugehorig ,

e pna(z) = 1: vollstandig zugehorig .

Im Rahmen der numerischen Umsetzung ist es zweckmafig, die unscharfe Menge
A in sogenannte a-Niveau Mengen zu unterteilen. Hierfir wird der Parameter
a € (0, 1] eingefiihrt. Die k-te a-Niveau Menge wird der unscharfen Menge A wie
folgt entnommen:

A, ={r € Dx | pa(z) > ax} . (4.50)
Das Intervall A,, ist eine scharfe Menge mit den Grenzen [z,,, ,Tq,], siche Abbil-
dung 4.7. Die grofitmogliche a-Menge wird auch als Stiitzmenge

S(A) = {x € Dx | pa(z) > 0} (4.51)

bezeichnet und ist ebenfalls in Abbildung 4.7 dargestellt.

Fuzzy-Variable und Intervallvariable

Eine Moglichkeit, eine Fuzzy-Variable zu beschreiben, ist die sogenannte drei-
ecksformige Fuzzy-Variable, siehe Abbildung 4.8 (links). Diese Grofle ldsst sich
kompakt darstellen mit

T=<2,Tm,T> . (4.52)
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pa()

A

1 _____________________

QA b-----=----

0= :c: f: T
i Ak _ Xk i
| S(A) s

Abbildung 4.7: Fuzzy-Menge A mit a-Niveau Menge A,, und Stiitzmenge S(A)

Dabei kennzeichnen x und T die untere bzw. obere Grenze der Stiitzmenge und
Ty steht fiir den sogenannten Trendwert. Da in dieser Arbeit ausschliellich die
dreiecksformige Fuzzy-Variable verwendet wird, wird sie der Einfachheit halber
im Folgenden als Fuzzy-Variable bezeichnet. Gilt fiir die Zugehorigkeitsfunktion

—

1, z€lz,7|
0, = ¢z,
so vereinfacht sich die Fuzzy-Variable zu einer Intervallvariablen, siehe Abbil-

dung 4.8 (rechts). Im Rahmen dieser Arbeit wird hierfir die Notation & = [z, 7]
verwendet, wobei z die untere und T die obere Grenze kennzeichnen.

o) = { - (153)

—

)

[12(2) i ()
b dreiecksformige 4
Fuzzy-Variable 2 Intervallvariable z
1 Lo—-
> 0 — >
x x T x

Abbildung 4.8: Dreiecksférmige Fuzzy-Variable und Intervallvariable

4.3 Polymorphe Unscharfemodelle

Polymorphe Unscharfemodelle resultieren aus der Kombination der beiden Basis-
unschirfemodelle aus den Abschnitten 4.1 und 4.2. Im Folgenden wird ausschlie3-
lich die Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable (engl.: fuzzy probability
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based random variable, fp-r) erlautert. Hierfiir wird eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung aus Abschnitt 4.1.2 durch die Einbeziehung einer Fuzzy-Variablen erwei-
tert. Dies erfolgt, indem mindestens ein Verteilungsparameter der Verteilungs-
funktion als Fuzzy-Variable definiert wird. Mit den polymorphen Unscharfemo-
dellen kénnen die natiirliche Variabilitat und die Unvollstandigkeit bzw. Unge-
nauigkeit vorhandener Daten beriicksichtigt werden. Die hier dargestellten Un-
scharfemodelle lassen sich auch auf Zufallsfelder iibertragen. Dieser Aspekt wird
im Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch nicht betrachtet. Der folgende Ab-
schnitt orientiert sich im Wesentlichen an MOLLER [81].

In Abbildung 4.9 ist zu erkennen, dass die Fuzzy-wertige Verteilungsfunktion
einem bestimmten Wert x, ein Fuzzy-Wahrscheinlichkeitsma Fx(z,) zuordnet.
In Anlehnung an MOLLER & BEER [82] wird die Fuzzy-wertige Funktion Fx (z)
mithilfe der Scharparameterdarstellung formuliert:

Fx(z) = Fx(3,z) . (4.54)

Dabei sind alle Fuzzy-Variablen in dem Vektor § zusammengefasst. Im Fall einer
Fuzzy-Normalverteilung konnte § = [3y, $o]7 = [ji, 5|7 lauten, wobei i den Fuzzy-

Mittelwert und & die Fuzzy-Standardabweichung darstellt.

p(Fx(p))

Abbildung 4.9: Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable (fp-r)

Werden anstelle von Fuzzy-Variablen Intervallvariablen verwendet, so verein-
facht sich die Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsvariable zu einer Intervall-
wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariablen. Dieses Unscharfemodell wird auch
als Wahrscheinlichkeitsbox (engl.: probability box, p-box) bezeichnet.

4.4 Strukturanalyse mit unscharfen Parametern

Im Rahmen einer numerischen Strukturanalyse konnen die verschiedenen Un-
schédrfemodelle aus den vorherigen Abschnitten berticksichtigt werden. Standard-
methoden, die hier Anwendung finden, sind die Monte-Carlo-Simulation (MCS)
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und die a-Level Optimierung (ALO). Werden ausschlielich stochastische Grofien
berticksichtigt, so kann die MCS verwendet werden. Eine Kombination aus MCS
und ALO wird fiir Berechnungen mit polymorph unscharfen Variablen benotigt.

Im Rahmen dieser Arbeit ist das zugrundeliegende Berechnungsmodell ein FE-
Modell, welches M Eingangsgrofen x € RM auf die N Ausgangsgrofien z € RY
abbildet:

M:xeDx CRM = z¢c Dy CcRY. (4.55)
Im Folgenden wird ein Modell mit skalarer Ergebnisgrofie z betrachtet:
M:xeDxcRM—z2eD;CR. (4.56)

Ist der Eingangsvektor x mit aleatorischer Unscharfe behaftet, so entspricht dieser
einem Zufallsvektor X, siehe Gleichung (4.36). Dies fithrt dazu, dass die Zielva-
riable z ebenfalls eine stochastische Grofie ist:

Z=M(X) . (4.57)
Eine zuféllige Realisierung (k) des Zufallsvektors X wird mit
xF) = {xgk), . ,xl(k), o ,xg\’?r (4.58)
bezeichnet und die zugehorige Ergebnisgrofie lautet

2 = M(xW) . (4.59)

4.4.1 Monte-Carlo-Simulation

Die Monte-Carlo-Simulation (MCS) ist ein Standardverfahren aus dem Bereich
der Stochastik. Geméaf der gemeinsamen Dichtefunktion fx(x) werden N Reali-
sierungen des Zufallsvektors X generiert und in der Menge

X={x® k=1,... N} (4.60)
zusammengefasst. Die zugehorigen Ergebnisgrofien werden in der Menge
Z=0Pk=1,...,N}V, 20 =Mmx"), (4.61)

gruppiert. Auf Basis der Menge Z werden stochastische Momente, Quantilwerte
und Versagenswahrscheinlichkeiten bestimmt. Auch im Bereich der Sensitivitéts-
analyse, beispielsweise fiir die Bestimmung sogenannter SOBOL’-Indizes, findet
die MCS Anwendung. Ein Nachteil der Methode ist das langsame Konvergenz-
verhalten, sodass insbesondere fiir die Bestimmung von Quantilwerten und Versa-
genswahrscheinlichkeiten eine grofie Anzahl N an Auswertungen des Modells M



56 4 GENERALISIERTE UNSCHARFEMODELLIERUNG

erforderlich ist. Im Allgemeinen ist dies mit einem hohen Berechnungsaufwand
verbunden.

Beinhaltet die Menge Z insgesamt N Realisierungen, sind die erwartungstreuen
MCS-Schétzer der stochastischen Momente aus den Gleichungen (4.4), (4.5), (4.8)
und (4.9) gegeben mit

1 i (k)

,l_LZ = — z s (462)
N k=1

PRI SYNCRRE (4.63)
N-1&

: N X Wy

dy = — und (4.64)
R P )

ivj (0 —fz)* (4.65)

4.4.2 «-Level Optimierung & Monte-Carlo-Simulation

Werden bei einer Strukturanalyse polymorph unscharfe Eingangsvariablen oder
eine Kombination aus aleatorischen und epistemischen Variablen berticksichtigt,
ist sowohl die Monte-Carlo-Simulation aus Abschnitt 4.4.1 als auch die a-Level
Optimierung erforderlich. Die Unschéarfecharakteristiken der Eingangsgrofien iiber-
tragen sich auf die Zielvariable.

Mit der MCS werden beispielsweise stochastische Momente wie der Erwartungs-
wert oder die Varianz, aber auch Quantilwerte der polymorph unscharfen Ziel-
grofle auf Basis einer ausreichend grofien Stichprobe bestimmt, siehe Abschnitt
4.4.1. Weiterhin wird die ALO verwendet, um die Minimal- bzw. Maximalwer-
te dieser unscharfen stochastischen Kenngrofien zu ermitteln. In Abbildung 4.10
ist der Ablaufplan einer Strukturanalyse mit polymorph unscharfen Variablen
exemplarisch dargestellt.

Ziel der ALO ist es, die Minimal- und Maximalwerte der Zielgrofle Z auf jedem
a-Level zu finden. Die zugehorigen Optimierungsprobleme lauten

Zo, = §6111[)15171%/\/1(x) und  Z,, = éénﬁa;ikM(X) , (4.66)
wobei diese mit heuristischen Optimierungsverfahren gelost werden kénnen. An-
hand Abbildung 4.10 ist zu erkennen, dass in jedem Optimierungsschritt der ALO
eine MCS mit dem Berechnungsmodell M durchgefiihrt werden muss. Die Suche
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a-Level-Optimierung (ALO)
ME[%) MC-Simulation (MCS) “E.Z)
Modell M

A

5 >
unscharfe Eingangsvariable| unscharfe Zielgr('jﬁe|

Abbildung 4.10: Ablauf einer Strukturanalyse mit polymorph unscharfen Variablen

nach den Extremalwerten z

Zq, und Z,, beschrankt sich dabei auf dem k-ten a-

Level auf den Bereich Ds,, . Beinhaltet der Vektor s insgesamt N epistemische
Variablen, so definiert Ds,, den N-dimensionalen Suchraum mit

Dé,ak = [§1,ak7§1,ak] X ... X [§i7o¢k7§i,ak] X ... X [§N,o¢k7§N,o¢k] S RN . (467)
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5 Polynomielle Chaosentwicklung

Das grundlegende Konzept der polynomiellen Chaosentwicklung (PCE) (engl.:
polynomial chaos expansion) wurde von WIENER [126] im Jahr 1938 unter dem
Namen homogeneous chaos eingefithrt. Es sei Z(X (w)) eine Zufallsgroie mit end-
licher Varianz, die von einer standardnormalverteilten Zufallsvariablen X (w) ab-
hangt. Gemafl WIENER [126] ldsst sich die Grofe Z (X (w)) exakt als unendliche
Summe mit HERMITE-Polynomen in der standardnormalverteilten Zufallsvaria-
blen X (w) darstellen, siehe Gleichung (5.1). Eine derartige Zerlegung einer Zu-
fallsgrofie wird als PC-Entwicklung bezeichnet. Im weiteren Sinne kann diese auch
als verallgemeinerte FOURIER-Reihe interpretiert werden, bei der die Basisfunk-
tionen orthonormale Polynome sind. Die Bezeichnung orthonormal bedeutet in
diesem Kontext, dass die Polynome eine vollstandige Orthonormalbasis beziiglich
des WahrscheinlichkeitsmaBes der Zufallsvariablen X (w) bilden.

Gemafl SO1zE & GHANEM [106] kann die PC-Entwicklung einer ZufallsgroBe
Z(X(w)) allgemein formuliert werden mit

Z(X(w)) = fjozaqua()((w)) = 2 U(X (@) + 20 (X (W) +... . (5.1)

Dabei sind z, die deterministischen PC-Koeffizienten und ¥, (X (w)) die zuge-
horigen orthonormalen Basispolynome. Die PC-Entwicklung in Gleichung (5.1)
ist in Abbildung 5.1 graphisch veranschaulicht. Die Begrifflichkeiten PCE, PC-
Entwicklung, PC-Variable und Chaosentwicklung werden im folgenden Kapitel
synonym verwendet.

Z(X(w)) = 20Po(X (W) + 21 ¥1(X (W) + 2Py (X (w))

v

Abbildung 5.1: Approximation einer Zufallsvariablen Z(X (w)) mittels orthogonaler
Basispolynome ¥, (X (w)) im Rahmen der PCE geméff SUDRET [109]

Im Jahr 1991 entwickelten GHANEM & SPANOS [45] die spektrale stochastische
Finite-Elemente-Methode (SSFEM), die eine Briicke zwischen der FEM und der
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PCE schlagt. Einen weiteren bedeutenden Fortschritt in der Entwicklung der PCE
erzielten X1U [128] und X1U & KARNIADAKIS [134] im Jahr 2002. Sie fithrten
die sogenannte werallgemeinerte polynomielle Chaosentwicklung (engl.: genera-
lized polynomial chaos expansion) ein und erweiterten damit die von WIENER
im Jahr 1938 entwickelte PCE auf andere Wahrscheinlichkeitsverteilungen der
Zufallsgrofe X (w). Die von X1U & KARNIADAKIS [134] verwendeten orthonor-
malen Polynome lassen sich in das ASKEY-Schema einordnen, siche ASKEY &
WILSON [13]. Dieses Schema stellt die Beziehungen zwischen verschiedenen Fa-
milien orthogonaler Polynome in Form einer hierarchischen Struktur graphisch
dar. Mit der verallgemeinerten polynomiellen Chaosentwicklung wird auch fiir
ZufallsgroBen, die von beliebigen Zufallsvariablen abhéngen, eine optimale Kon-
vergenzrate der PCE erreicht, siche X1U & KARNIADAKIS [134] und ERNST ET
AL. [33].

Im Bereich der Ingenieurwissenschaften findet die PCE vor allem Anwendung
bei der Unscharfequantifizierung und -propagierung. In diesem Kontext dient
die Methode als sogenanntes Ersatzmodell des urspriinglichen Berechnungsmo-
dells, beispielsweise eine Finite-Element-Berechnung. Sind die PC-Koeffizienten
Z einer PC-Entwicklung bekannt, so kann anstelle des numerischen Modells die
Polynomapproximation mit vergleichsweise geringem Aufwand ausgewertet wer-
den. Aufgrund der speziellen Polynombasis bietet die PCE eine fiir Ingenieure
aufschlussreiche Darstellung des Berechnungsmodells, die wichtige Kenngréfien
bereitstellt. Dies fithrt dazu, dass berechungsintensive Verfahren wie die Monte-
Carlo-Simulation (MCS) mit der polynomiellen Chaosentwicklung umgangen wer-
den konnen. Das nachfolgende Kapitel orientiert sich im Wesentlichen an Ver-
offentlichungen von SUDRET [111], BLATMAN & SUDRET [22] und SCHOBI &
SUDRET [96].

5.1 Orthogonale Polynombasis

Auf dem Intervall I C R ist die nicht-negative Funktion w(z) : I — R{ definiert.
Sofern w(x) die Bedingung

/x”w(x) dz < oo fiir jedes n € Ny (5.2)
T

erfiillt, wird die Funktion als Gewichtsfunktion bezeichnet. Weiterhin beschreibt
(@) g@) = [ J(@) g(@)w(z)do (5.3)
T

das Skalarprodukt der beiden Funktionen f(z) und g(x) beztiglich w(z).
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Fiir jede Gewichtsfunktion existiert eine eindeutig bestimmte Folge orthogonaler
Polynome {P,(z)} 2, , mit

n=0"

(Py(z), Pp(z)) = /Pn(m) P.(x)w(z)dz =0 firn#m, nmeNy. (54)

Das Polynom P, (z) hat dabei den Grad n. In Tabelle 5.1 sind klassische or-
thogonale Polynome mit den zugehérigen Gewichtsfunktionen w(z) und ihren
Definitionsbereichen I dargestellt.

Orthogonale Polynome Gewichtsfunktion w(x) Definitionsbereich [
LEGENDRE 1/2 [—1,1]
HERMITE 5= €XP (—%) (—o0, 00)
LAGUERRE z®exp(—z), s> —1 (0, 00)
JACOBI (1—2)(1+2), st>-—1 [—1,1]

Tabelle 5.1: Klassische orthogonale Polynome mit zugehériger Gewichtsfunktion und
Definitionsbereich in Anlehnung an SO1zZE & GHANEM [106]

Wird eine stetige Zufallsvariable X betrachtet, so kann die zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion fx(z) als Gewichtsfunktion interpretiert werden.
Gleichung (5.4) lautet somit

(Po(2), P(2)) = /Pn(x) Po(z) fx(z)dz, n,meN,, (5.5)

wobei Dyx der Definitionsbereich der Zufallsvariablen X ist. Mit der Definition
des Erwartungswertes in Gleichung (4.4) wird das Integral in Gleichung (5.5)
umgeformt zu

/ Po(2) Po(2) fx(z) dz = E[Po(X) Po(X)] = hin S - (5.6)

Dabei ist 6, das KRONECKER-Delta und

ho = [ Pu(a) Pale) fx(e) do = || Po(a)] (57)

die quadratische Norm des Polynoms P,(z) beztglich fx(z). Damit werden die
orthonormalen Polynome eingefiithrt mit

n € Ny . (58)
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Diese erfiillen die Bedingung

/ Do) () fc () AT = Gy - (5.9)

Zudem bildet die Folge {1, ()}, —, eine Orthonormalbasis beziiglich des Wahr-
scheinlichkeitsmafles P(dz) = fx(x). Die Normierung in Gleichung (5.8) lisst sich
fir jede Folge orthogonaler Polynome durchfithren. Im néachsten Abschnitt wird
die Verkniipfung der orthonormalen Basispolynome 1), (z) mit den Wahrschein-
lichkeitsverteilungen von Zufallsvariablen naher erldutert.

5.1.1 Univariate Polynome

Die Gewichtsfunktionen w(x) in Tabelle 5.1 entsprechen in ihrer Form den Dichte-
funktionen fx(x) der stetigen Standardverteilungen aus Kapitel 4.1.2. Aus diesem
Grund konnen diesen Wahrscheinlichkeitsverteilungen die orthonormalen Basis-
polynome aus dem vorherigen Abschnitt zugeordnet werden. Diese Verkniipfun-
gen sind in Anlehnung an X1U & KARNIADAKIS [134] in Tabelle 5.2 dargestellt.

Standardverteilung | Definitionsbereich Dy | Orthonormale Polynombasis ¢ (x)
Uniform U(—1,1) [—1,1] LEGENDRE L(z)
Normal N (0, 1) (—00, 00) HERMITE H (x)
Gamma I'(s,1,0) (0, 00) LAGUERRE L) ()
Beta B(s,t,—1,1) [—1,1] Jacosr JG&(z)

Tabelle 5.2: Zusammenhang zwischen den stetigen Standardverteilungen aus Kapitel
4.1.2 und den klassischen orthonormalen Basispolynomen in Tabelle 5.1 in Anlehnung
an X1U & KARNIADAKIS [134]

Weiterhin zeigt Tabelle 5.3 eine Gegeniiberstellung der Dichte- und Gewichts-
funktionen fx(z) und w(z). Es ist zu erkennen, dass im Falle der Gleich- und
Normalverteilung beide Funktionen iibereinstimmen. Die Dichtefunktionen der
Gamma- und Betaverteilung werden durch geeignete Variablentransformationen
in die Gewichtsfunktionen der LAGUERRE- und JACOBI-Polynome iiberfiihrt:

fx(z) = TGaD cafexp(—z), S§=s-1,
(5.10)

_ 3 i s — r_
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Verteilung | Dichtefunktion fx(z) | Polynome v (z) | Gewichtsfunktion w(z)

Uniform 1/2 LEGENDRE 1/2

Normal \/% exp (—%2) HERMITE \/% exp (—%)
s—1 _

Gamma mli}((f)(x) LAGUERRE x® exp(—)

(1+2z)* (1 —z)!

Bet
cta B(s, t)25+t-1

JACOBI (1—2)%(1 + x)*

Tabelle 5.3: Gegeniiberstellung der Dichtefunktionen fx (z) der stetigen Standardver-

teilungen und den Gewichtsfunktionen w(x) der orthonormalen Basispolynome

Damit entsprechen die transformierten Dichtefunktionen in Gleichung (5.10) bis
auf konstante Vorfaktoren den Gewichtsfunktionen in Tabelle 5.3.

Legendre-Polynome & Gleichverteilung

Fir die stetige Standardgleichverteilung ¢/(—1, 1) bilden die LEGENDRE-Polyno-
me eine orthonormale Polynombasis und erfiillen die Orthonormalitédtsbedingung

1
1
/La(x)Lb(x)§ dz = 6,y . (5.11)
21
Die ersten vier Polynome lauten
3 1
LQ(ZE) =1 s LQ(ZL‘) = \/5(5272 — 5) s
5 5 (5.12)
Li(z) =+3z und Ls(z) = \/7<§x3 - ix) :
Sie sind in Abbildung 5.2 dargestellt.
Hermite-Polynome & Normalverteilung
Die sogenannten HERMITE-Polynome geniigen der Bedingung
7 1 x?
H,(x)Hy(x)— ——)dx =4, 5.13
[ @) e (- ) de = (513)

und bilden somit ein vollstandiges Orthonormalsystem beziiglich der Dichtefunk-
tion der Standardnormalverteilung. Abbildung 5.3 zeigt die ersten vier Polynome.

Sie lauten .
Hy(w) =1, Hg(ar):ﬁ(x?—l) ,

! (5.14)
Hi(x) =2 und Hs(z)= 7 (x?’ — 3:10) .
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—U(-1,1)|

3

2
0,5t 1 \

1

0l

b
“=0,25!

-1 0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1

T T

Abbildung 5.2: Dichtefunktion der Standardgleichverteilung (links) und die zuge-

horigen ersten vier orthonormalen LEGENDRE-Polynome (rechts)

Hy(z) Hy(x)
— D] ——Hy(z) —— Hy(x)
N /
0,4 - 4
o A
2 2 of 8 —
20,2 m2
LA
4!
2. . @ oL . . . .
3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
X

Abbildung 5.3: Dichtefunktion der Standardnormalverteilung (links) und die zuge-

horigen ersten vier orthonormalen HERMITE-Polynome (rechts)

Laguerre-Polynome & Gammaverteilung

Die Form der Standardgammaverteilung I'(s, 1,0) wird durch den Formparame-
ter s bestimmt, siche Abbildung 5.4 (oben). Fiir diese Art der Verteilung bilden
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die LAGUERRE-Polynome ein orthonormales Polynomsystem:

xS

L7L§Mxﬂg@@g1§2§_x)¢x:5@. (5.15)

Abbildung 5.4 (unten) zeigt die ersten vier LAGUERRE-Polynome fiir zwei Stand-
ardgammaverteilungen. Die Polynome fiir die Verteilung I'(2, 1, 0) lauten

3
Lt()z)(l') =1, Lg)(m) = \g_(x2 —6z+6),
V2 (5.16)
2 1
QW@:-?m—m mdL?@:—Eﬁ+ﬁ—%+z
1 .
—F(l, 1, 0)
0,8 —T(2,1,0)
3 0,6
£ 0.4
02|
0 —
0 2 4 6 8
i
1 1 2 2
——qﬁ@) L%@ ——4%@) ng
—V(2) LY (z) — LP() LY (x)
15 75 . .
10 5 /
5
—~ —~ 2’5 i
5&/ 0/ S=— — s/ A 7~
) —
-10 -2,5 ]
_15 | _5
0 2 4 6 8 0 2 4 0 8

Abbildung 5.4: Dichtefunktionen zweier Standardgammaverteilungen mit den Pa-
rametern s = 1 und s = 2 (oben) sowie die zugehorigen ersten vier orthonormalen

LAGUERRE-Polynome (unten)
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Jacobi-Polynome & Betaverteilung

Die Gestalt der Betaverteilung wird durch die zwei Formparameter s und ¢ charak-
terisiert, siche Abbildung 5.5 (oben). Die zugehérigen JACOBI-Polynome erfiillen
die Orthonormalitdtsbedingung

1
s sty L+ ) (1 =)
/ JE (@) I () e =da (5.17)
1 )

Abbildung 5.5 (unten) zeigt die ersten vier JACOBI-Polynome fiir zwei Standard-
betaverteilungen. Es ist zu erkennen, dass sich die Symmetrien bzw. Asymmetrien
der Dichtefunktionen, siehe Abbildung 5.5 (oben), in den Polynomen widerspie-

2,5 : . .
——B(0,6,0,6,—1,1)
21| ——B(2,4,-1,1)
31,5-
<1
0,5}
-1 -0,5 0 0,5 1
X
0,6,0,6 0,6,0,6 2.4 2,4
g8 () g0 ()| P (@) —— T ()
0,6,0,6 0,6,0,6 24 24
—— 7009 () TPy | — TP (2) I3 ()

/]

~ AV ' 10
2 05t / ]
0 |
i 4

1 05 0 05 1 1 05 0 05 1

Abbildung 5.5: Dichtefunktionen zweier Standardbetaverteilung mit den Parametern
s=1t=0,6und s =2, t =4 (oben) sowie die zugehdrigen ersten vier orthonormalen

JAcoBI-Polynome (unten)
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geln. Fir die Verteilungen B(2,4, —1, 1) lauten die ersten vier JACOBI-Polynome

3
JE @) =1, I (z) = \/_(14 + 7z —1),

V14 V385
I (2) = T(?)x +1) und JPY(z) = 50 ~——(152° + 92> — 3z — 1) .
(5.18)

5.1.2 Dreitermrekursion fiir orthogonale Polynome

Neben der Orthonormalitiatsbedingung in Gleichung (5.9) gentigen orthonorma-
le Polynome einer sogenannten Dreitermrekursion, siehe GAUTSCHI [37] und
DEUFLHARD & HOHMANN [28]. Diese lautet

Vo1 Gnia(2) = (x — an) Pn() = bu hur(z), neN, (5.19)

wobei die ersten beiden Polynome definiert sind mit
Y_1(z):=0 und tg:=1. (5.20)

Die Rekursionskoeffizienten a,, und b, werden wie folgt berechnet:

(Tn, ) (Vn, n)
<¢n7¢n> 7 <¢7’L—1a¢n—1> 7

Fiir den ersten Koeffizienten by gilt per Definition by := 1. Dabei beschreibt (e)

ap = n €Ny, b, = neNT. (5.21)

das Skalarprodukt, siche Gleichung (5.4). Mit der Dreitermrekursion in Gleichung
(5.19) konnen beliebige, orthonormale Polynome effizient und numerisch stabil
ausgewertet werden. Fiir die Basispolynome aus dem vorherigen Abschnitt 5.1.1
sind die Rekursionskoeffizienten a,, und b,, in Tabelle 5.4 angegeben.

Basispolynome 1)(x) an, n €Ny Vbo Vb, n € NT
LEGENDRE L(x) 0 1 4n’;2_1
HERMITE H(x) 0 1 vn

LAGUERRE L) (x) 2n + s 1 —/nn+s—1)
JacoBr J&(z) (2n+(j4_rt1122()t(;111)+23+t) 1 %gézti;i);)z—é_(g;{gii—:i;;:12))

Tabelle 5.4: Rekursionskoeffizienten a,, und b,, fiir die Dreitermrekursion in Anlehnung
an GAUTSCHI [37] und SHEN ET AL. [101]
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5.1.3 Multivariate Polynome

Der vorherige Abschnitt 5.1.1 beschrankt sich auf eine stochastische Variable X
und zeigt die zugehorigen orthonormalen Basispolynome ¢ (x). Werden mehre-
re ZufallsgroBlen betrachtet, so wird die zugehorige Polynombasis aus mehrdi-
mensionalen Polynomen aufgespannt. Fiir einen Zufallsvektor X € RM mit M
Zufallsvariablen berechnet sich die gemeinsame Dichtefunktion

M

fx(x) =1 fxi () (5.22)

i=1

aus dem Produkt der einzelnen Randverteilungen. An dieser Stelle sei nochmals
erwahnt, dass der Zusammenhang in Gleichung (5.22) die stochastische Unabhén-
gigkeit aller Zufallsgroflen X;,7 =1, ..., M voraussetzt. Die zum Zufallsvektor X
zugehorigen mehrdimensionalen, orthonormalen Basispolynome werden wie folgt
eingefiihrt:

e

@
I
—_

\IJQ(X) = 1#&?(1‘0 , a€eNy, o €Ng. (523)
Dabei wird die Abhéngigkeit der eindimensionalen Polynome von der i-ten Zu-
fallsvariable X; mit dem hochgestellten Index ¥ (z;) gekennzeichnet. In Glei-
chung (5.23) erfolgt die Bezeichnung des mehrdimensionalen Polynoms mit einem
linearen Index o € Ny. Dabei ist jedem Index a ein sogenannter Multiindex

o= (a,...,0...,0p) € NM (5.24)

zugeordnet. Der Multiindex in Gleichung (5.24) gibt mit «; den Grad des Poly-
noms in der i-ten Dimension an. Mit der Einfithrung von a lautet eine alternative
Schreibweise des Polynoms in Gleichung (5.23)

Uo(x) = [[v¥ (), aeNY, aeN,. (5.25)

=

@
I
—

Je nach Anwendung ist die Notation in Gleichung (5.23) oder die in Gleichung
(5.25) vorteilhafter. Aus diesem Grund werden im Rahmen dieser Arbeit bei-
de Darstellungen verwendet. Die Orthonormalitétseigenschaft der Polynome in
Gleichung (5.9) bleibt weiterhin erhalten und es gilt

/xp X)W s(x) fx (%) dx = 8,5 bzw. /g, W (x) fx(x) dx = 8ag. (5.26)

Dabei bezeichnet Dx den M-dimensionalen Definitionsbereich des Zufallsvek-
tors X.
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5.2 Verallgemeinerte Chaosentwicklung

Der Zufallsvektor X € R mit der Dichtefunktion fx(x) wird durch ein Mo-
dell M auf die zufillige Ausgangsgrofie Z = M(X) abgebildet. Die Zufallsvaria-
ble Z ist quadratisch integrierbar:

E[Z%] = EIM?(X)] = / M2(X) fx (x) dx < oo . (5.27)

GeméB SO1ZE & GHANEM [106] ermoglicht dies eine exakte PC-Entwicklung der
Form

Z= Y z%.X), (5.28)

acNM

wobei die Polynome ¥, (X) eine orthonormale Basis beztiglich der Dichtefunk-
tion fx(x) des Eingangsvektors X aufspannen. Wird die unendliche Summe in
Gleichung (5.28) nach P+ 1 Polynomen abgebrochen, so folgt die Approximation

Zx~7=3 2,V,(X), (5.29)

wobei die Menge A alle P 4+ 1 Multiindizes a beinhaltet. Die Genauigkeit der
PCE héngt mafigeblich von dem maximalen Grad p der Polynome bzw. der Po-
lynombasis ab. Grundsétzlich gilt, je komplexer der Zusammenhang, desto mehr
Polynome werden fiir eine genauere Approximation benotigt.

In Tabelle 5.2 sind ausgewéhlte standardisierte Zufallsgroflen und die zugehori-
gen Basispolynome dargestellt. Die Variablen in dem Zufallsvektor X entspre-
chen im Allgemeinen nicht den Standardverteilungen, wie sie in Abschnitt 5.1.1
beschrieben werden. Im Hinblick auf die numerische Umsetzung erfordert dies die
Transformation

X=T(U) bzw. U=T1X), (5.30)

wobei die Variablen des Vektors U den Standardverteilungen aus Abschnitt 5.1.1
entsprechen. Eine derartige Abbildung wird als isoprobabilistische Transformation
bezeichnet, siche SUDRET [111]. Die PC-Approximation in Gleichung (5.29) lautet
somit

Z =3 2z,¥,(U) . (5.31)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im Folgenden jedoch auf die Unterschei-
dung zwischen den Zufallsvektoren X und U verzichtet und es wird die Schreib-
weise mit X verwendet.
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5.2.1 Spezielle Abbruchkriterien fiir PC-Entwicklungen

Der folgende Abschnitt gibt einen Uberblick iiber verschiedene Abbruchkriterien,
die von BLATMAN & SUDRET [22] im Rahmen der PCE eingefiihrt wurden.
Fiir einen Multiindex a € N¥ | siehe Gleichung (5.24), werden folgende Grofien
definiert:

e Grad eines Multiindex:

M
i ==Y i, (5.32)
=1
e g-Norm eines Multiindex:
M q\ /e
lelly = (Y af) ™, ac(0.1]. (5.33)

=1

Fir das Standardabbruchkriterium wird ein maximaler Polynomgrad p fiir die
PCE vorgegeben. Es werden alle Multiindizes o mit einem Grad ||e||; kleiner
gleich p in der Menge

A= A" = {o e NY : [|a|, < p} (5.34)

berticksichtigt, sieche Abbildung 5.6 (links). Die Méchtigkeit der Menge A wird
im Rahmen dieser Arbeit definiert als

P:=[|Al=P+1. (5.35)

Fiir das Standardabbruchkriterium lautet die Anzahl der verwendeten Multiindi-
zes (M £ p)!

5 +p)!

P= Al (5.36)
wobei p den maximalen Polynomgrad und M die Anzahl der Eingangsvariablen
in dem Zufallsvektor X bezeichnen. Fiir grofle Werte von M und p nimmt die
Anzahl P der Basispolynome exponentiell zu. Um diesem Effekt entgegenzuwir-
ken, fithrten BLATMAN & SUDRET [22] die sogenannte g-Norm, siche Gleichung
(5.33), und das damit verbundene hyperbolische Abbruchkriterium ein, das eine

Verallgemeinerung des Standardabbruchkriteriums darstellt. Die Menge
A= {a e N : [lall, < p} (5.37)

beinhaltet alle Multiindizes a, deren g-Norm ||e||, kleiner gleich dem maximalen
Polynomgrad p ist. Fiir ¢ = 1 entspricht Gleichung (5.37) dem Standardabbruch-
kriterium in Gleichung (5.34). Das Prinzip des hyperbolischen Abbruchkriteriums
ist in Abbildung 5.6 (mitte & rechts) veranschaulicht.
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(9 a x4 2 a || exlos o a lexfo5
ap+ag=7p (a)® 4+ a®)1/08 = p () 4 ay® /05 = p
4 4 4
p p p
2 2 2
0 > 0 » 0 >
0 2 4 a0 2 4 a0 2 4 aq

Abbildung 5.6: Standardabbruchkriterium (links) und hyperbolisches Abbruchkri-
terium (mittig & rechts) nach BLATMAN & SUDRET [22] fir den zweidimensionalen

Multiindex a = (aq, a3)

Abbildung 5.7 zeigt den Einfluss der g-Norm am Beispiel von M = 2 Variablen
und einem maximalen Polynomgrad von p = 5. Im Falle des Standardabbruch-
kriteriums (¢ = 1) werden insgesamt 21 Multiindizes berticksichtigt. Werden fur
q die Werte 0,8 bzw. 0,5 gewéhlt, so verbleiben 17 bzw. 12 Indizes. Fiir den mar-
kierten Multiindex (o) mit & = (1, 3) in Abbildung 5.7 lautet die Berechnung der
g-Norm

¢g=1: (1+3)=4<5 = aecd’,
g=08: (154308 =463<5 = acAj und (5.38)

g=06: (1% +3")99=746>5 = a¢A}.

A3 = 17

Abbildung 5.7: Reduktion der verbleibenden Multiindizes bzw. der zugehorigen Ba-
sispolynome mittels der g-Norm in Anlehnung an BLATMAN & SUDRET [22]
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5.3 Berechnung der Chaoskoeffizienten

Nachdem eine endliche Menge an Basispolynomen fiir die PC-Entwicklung defi-
niert sind, miissen die zugehorigen Koeffizienten bestimmt werden. Grundsétzlich

wird dabei zwischen intrusiven und nicht-intrusiven Methoden unterschieden, sie-
he LE MAITRE & KNI10 [70].

Fiir den intrusiven Berechnungsansatz miissen die Grundgleichungen des zu 16-
senden Problems neu formuliert werden. Dies fiihrt auf die notwendigen Be-
stimmungsgleichungen fiir die unbekannten PC-Koeffizienten. Der intrusive An-
satz findet beispielsweise Anwendung in der spektralen stochastischen Finite-
Elemente-Methode (SSFEM), sieche GHANEM & SPANOS [40, 44, 45]. In dieser
Arbeit wird das Konzept der SSFEM anhand ausgewéhlter Strukturelemente in
Kapitel 6 ausfiihrlich erlautert.

Im Gegensatz hierzu beruhen nicht-intrusive Methoden auf wiederholten Aus-
wertungen des urspriinglichen Berechnungsmodells. Die Kalibrierung der PC-
Entwicklung erfolgt anschliefend auf Basis dieser generierten Datenpunkte. Hier-
zu wird das Berechnungsmodell im Rahmen der Orthogonalprojektion auf den
sogenannten Unterraum L(Wy,...,Vp) projiziert, der durch die Polynombasis
VU,,a = 0,..., P aufgespannt wird. Die auftretenden Integrale werden mithilfe
einer GAUSs-Quadratur numerisch gelost, sieche LE MAITRE ET AL. [71] und
GHIOCEL & GHANEM [46]. Alternativ konnen die PC-Koeffizienten auch tiber
eine Polynomregression bestimmt werden. Dieser Ansatz wird beispielsweise von
BERVEILLER & SUDRET [18], Choi et al. [24] und Blatman & Sudret [20] ver-
wendet.

5.3.1 Orthogonalprojektion

Im Rahmen der Funktionalanalysis wird die Orthogonalprojektion fiir die Appro-
ximation funktionaler Zusammenhénge verwendet. Ziel ist es, die PC-Koeffizienten
in Gleichung (5.29) so zu bestimmen, dass mit einer gegebenen Polynombasis die
bestmogliche Approximation der Abbildung Z = M(X) erreicht wird. Aufgrund
der Orthogonalitatseigenschaft in Gleichung (5.9) gilt fiir die Koeffizienten der
PCE

e = E[Z0,(X)] = / 200 (%) fx (%) dx . (5.39)

Unter der Annahme einer endlichen Varianz von Z existiert eine exakte Darstel-
lung dieser Grofle in Form einer PC-Entwicklung. Damit lésst sich der Zusam-
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menhang in Gleichung (5.39) wie folgt herleiten:

E[Z9.(X)] = E Bi 205 (X) U (X)
o - (5.40)
= 2 BT (0] = 3 b = 0.

Jpa

Fiir die Abbildung Z = M(X) existiert im Allgemeinen keine geschlossene analy-
tische Form, weshalb das Integral in Gleichung (5.39) mittels GAUSS-Quadratur
numerisch gelost wird:

Nint
/ Z0,(x) fx(x)dx ~ 3 200, (xP)w® | 0 = Mx®) . (5.41)

Entspricht fx(x) der Dichtefunktion einer Gleich- oder Normalverteilung, wird
die GAUSS-LEGENDRE- bzw. GAUSS-HERMITE-Integration verwendet. Fiir gam-
ma- oder betaverteilte Zufallsgroffen ist die GAUSS-LAGUERRE- bzw. (GAUSS-
JAcoBI-Quadratur optimal. Ein numerisch effizienter Algorithmus fiir die Bestim-
mung der Integrationspunkte x*) und Wichtungsfaktoren w®) in Gleichung (5.41)
wird im folgenden Abschnitt naher erldutert. Im Anschluss wird das Prinzip der
Orthogonalprojektion anhand einer analytischen Funktion beschrieben.

Numerische Integration im Rahmen der Orthogonalprojektion

Der sogenannte GOLUB-WELSCH-Algorithmus [47] wird in dieser Arbeit verwen-
det, um die Stitzstellen und Gewichte fiir die GAUSS-Quadratur zu bestimmen.
Im Folgenden wird der eindimensionale Fall ndher betrachtet. Mit den Rekursi-
onskoeffizienten aus Tabelle 5.4 wird die unendlich grofle, symmetrische Tridia-
gonalmatriz definiert:

ap Vb1 0 Ju Jiz 0
T = Vb ar Vb = Jo1 Jaz Jos c X (5.42)
\/E a2 . J32  Js3
0 0 '

Fir die numerische Integration werden L Stiitzstellen verwendet, weshalb nur die
ersten L Zeilen und Spalten der Matrix aus Gleichung (5.42) benotigt werden.
Die reduzierte Tridiagonalmatrix der Grofle L wird eingefithrt mit

ap Vb1 0

\/b_lal

Jy = € RE*E, (5.43)
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L
=1
werte {\;}_; der reduzierten Matrix in Gleichung (5.43) bestimmt werden. Diese

Im Rahmen des Algorithmus miissen alle Eigenvektoren {¢; und alle Eigen-

Groflen berechnen sich aus dem speziellen Eigenwertproblem
Jop=XAp, (5.44)

wobei fiir alle Eigenvektoren ||¢;|| =1, j =1,..., L gilt. Die Stiitzstellen fur die
numerische Integration entsprechen gerade den Eigenwerten, die in dem Vektor
X angeordnet werden:

=M, AL ) = a,x)T €RE L (5.45)

Die L Wichtungsfaktoren folgen aus den quadrierten ersten Komponenten der
jeweiligen Eigenvektoren und werden im Vektor

T
W= [90%17---7Q0]2‘1;---7S02L1:| :[wl,...,wj,...,UJL]TERL (546)

zusammengefasst. Dabei bezeichnet ¢;; die erste Komponente des Eigenvektors
@;. Der Zusammenhang zwischen den Stiitzstellen und den Basispolynomen der
PCE besteht darin, dass die Werte des Vektors X gerade den Nullstellen des
Polynoms W entsprechen.

Als Beispiel wird das eindimensionale Integral der Form
Nint,
/ (@ +1)20, (2) fx (@) dz ~ S (@® + 1)20, (2®)w® (5.47)

Dy k=1

betrachtet. Je nach Verteilung der Zufallsvariablen X ist W;(x) das lineare LE-
GENDRE- oder HERMITE-Polynom. Im Fall der Gleichverteilung X ~ U(—1,1)
ist U1(z) = v/3x, wihrend fiir eine Normalverteilung X ~ A(0,1) das Polynom
Uy (x) = = verwendet wird. Insgesamt ist der Integrand in Gleichung (5.47) kubi-
scher Natur. Mit der GAUSs-Quadratur werden Polynomausdriicke bis zu einem
Grad 2Ny, — 1 exakt integriert. Daher sind hier mindestens N;,; = 2 Integrati-
onspunkte erforderlich. In Tabelle 5.5 sind fiir beide Félle die Tridiagonalmatrix
J> mit den daraus berechneten Gewichten w und Stiitzstellen X dargestellt. Die
optimalen Stiitzstellen der GAUSs-Quadratur richten sich nach der Verteilung der
Zufallsvariablen X bzw. nach der verwendeten Polynombasis. Die Ergebnisse der
numerischen Integration fiir die Félle der Gleich- und der Normalverteilung der
Variablen X lauten
2

1
1 2

/(x +1)2V3r-de =Y (2™ +1)*V32Wuw® =

] 2 k=1 \/g

1 2
[ @1 exp (= ) de = S+ 120t — 2.

—00
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X ~U(-1,1) X ~ N(0,1)
0 - T 01
— V3 = |-L L = < =[-1.1"
JQ—[I O] X—|: \/g,\/g:| Jz—ll 0] X—[ 1,”
V3
T T
§011=—§,9021:§MW:[%>%} @11=—§,S021=§MW:B>%}

Tabelle 5.5: Tridiagonalmatrix Jo, Stiitzstellen X und Wichtungsfaktoren w fiir eine
GAUss-LEGENDRE-Integration (links) und eine GAUSS-HERMITE-Integration (rechts)

Sie stimmen mit den Ergebnissen einer analytischen Integration tiberein.

Der Zufallsvektor X in Gleichung (5.39) umfasst im Allgemeinen M unabhéngige
ZufallsgroBen. Im Rahmen der Orthogonalprojektion erfordert dies die numerische
Berechnung eines M-dimensionalen Integrals. Die Gewichte und Stiitzstellen in

der i-ten Dimension werden mit w® und X bezeichnet. Die Menge

X:)’i(l)xxi(l)xxfi(M)

—{ (zj,, %)y, 2i0) | G1sdor i €{1,2,...,L}} (5.49)

x(F) ke {1,2,...,Niny=LM}

beinhaltet alle Integrationspunkte im M-dimensionalen Raum. Analog hierzu
wird die Menge der zugehorigen Gewichte definiert mit

W::W(l) NEEE XW(Z) NEEE XW(M)
o . (5.50)
= {(wj,, wjy, ..., w5,) | J1:J2 - g € {1,2,..., L}}.
SchlieBlich lautet das fiir den Integrationspunkt x* zugehorige Gewicht
w® = wj, cwjys . wy,, k€ {1,200 Nigg = LM} . (5.51)

Mit diesen Definitionen folgt die kompakte Schreibweise der numerischen Inte-
gration in Gleichung (5.41). Im Rahmen dieser Arbeit werden stets L = p + 1
Integrationspunkte pro Richtung verwendet, wobei p der maximale Polynomgrad
der Chaosentwicklung ist, vgl. Abschnitt 5.2.1. Es ist zu erkennen, dass mit stei-
gender Anzahl M an Zufallsgrofien und Stiitzstellen L = p + 1 pro Richtung,
die Zahl der Integrationspunkte Nj, exponentiell zunimmt. Um diesem Effekt
entgegenzuwirken, konnen sogenannte Diinngitter-Verfahren verwendet werden,
siche SMOLYAK [102] und GERSTNER & GRIEBEL [39]. An dieser Stelle sei auf
weiterfithrende Literatur von CONSTANTINE ET AL. [26] und CONRAD & MAR-
ZOUK [25] verwiesen.



5.3 Berechnung der Chaoskoeffizienten 75

Prinzipbeispiel fiir die Orthogonalprojektion

In diesem Abschnitt wird das Prinzip der Orthogonalprojektion anhand einer
Beispielfunktion néher erlautert. Hierfiir wird die quadratische Polynomfunktion

7 =M(X)=5X?—4X + ; (5.52)

betrachtet, wobei X eine Zufallsvariable ist. Um den Einfluss der zugehorigen
Dichtefunktion fx(z) auf das Approximationsverhalten der PCE zu verdeutli-
chen, wird die Zufallsvariable X zuerst als Gleichverteilung und anschliefend als
Normalverteilung modelliert.

Gleichverteilung Die Zufallsvariable X folgt einer Standardgleichverteilung
mit X ~ U(—1,1). Fir die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion gilt
fx(z) = 1/2. Aufgrund der gleichverteilten Zufallsvariable X werden fiir die Ap-
proximation LEGENDRE-Polynome verwendet. Die lineare PC-Entwicklung lautet

M(X) = 2W(X) + 21¥1(X) mit ¥p(X)=1 und ¥;(X)=+V3X. (5.53)

Fiir die Bestimmung der noch unbekannten Koeffizienten zy und z; wird die Po-
lynomfunktion M(X) orthogonal auf den durch die beiden Polynome ¥, und ¥,
aufgespannten Unterraum L£(W,, ¥;) projiziert, sieche Abbildung 5.8 (links). Die
berechneten Koeffizienten der PC-Entwicklung M (X) fithren zu der bestmégli-
chen Approximation, die mit der linearen Polynombasis erreicht werden kann,
unter der Annahme, dass X einer Gleichverteilung folgt. Abbildung 5.8 (rechts)
zeigt die lineare Approximation der quadratischen Polynomfunktion.

S N = O 00

Abbildung 5.8: Orthogonalprojektion auf den Unterraum £(Wq, V1) (links) in Anleh-
nung an SUDRET [109] und der entsprechenden Funktionsapproximation (rechts)
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Die Orthogonalprojektion auf den Unterraum L£(Wq, ¥y) fiithrt auf die Koeffizien-

ten
/ 2\ 1 7
20 :_/11- (5:52 — 4z + 3> ~§dx =3 und (5.54)
/ 2\ 1 4
— . 2_4 ) =——. .
% _/1\/§x (5a; ) pdr=- (5.55)

Unter Beriicksichtigung der gleichverteilten Variable X lautet die bestmogliche
lineare Approximation der Funktion in Gleichung (5.52)

—~ 7 4 7
X)=--1——4-Vv3X =-—-4X. 5.56
Anhand Abbildung 5.8 (rechts) wird deutlich, dass mit der Approximation in
Gleichung (5.56) alle Bereiche gleichermafien gewichtet werden. Dies ist damit zu
erklaren, dass die Dichtefunktion der Gleichverteilung konstant ist. Der Approxi-

mationsfehler in Abhédngigkeit der Variablen X lautet
£(X) = M(X) = M(X) = 5X° — g | (5.57)

wobei dieser senkrecht auf dem Unterraum L£(Wq, ¥;) steht, sieche Abbildung 5.8
(links) und somit die Bedingung

1
1
/g(x)\lfa(x)i dz =0 fir a=0,1 (5.58)
1
erfillt. Fiir das mit der Dichtefunktion gewichtete integrale Mittel des Fehlers
gilt
(5.59)
(5.60)

Fiir eine exakte Darstellung der Zufallsvariablen 7 ist zuséatzlich zu dem kon-
stanten und linearen Polynom das quadratische LEGENDRE-Polynom Wy (X) er-
forderlich. Eine Orthogonalprojektion fithrt auf den zugehorigen Koeffizienten
z = 2v/5/3, der gerade der Fehlernorm in Gleichung (5.60) entspricht. Da die
Funktion in Gleichung (5.52) einen maximalen Polynomgrad von zwei hat, gilt
fiir alle Projektionen auf hoherwertige Basispolynome

/M(I)\Ifa(a:); dz=0, Ya>2. (5.61)
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Normalverteilung Wird die Zufallsvariable X als Standardnormalverteilung
mit X ~ N(0,1) modelliert, so lautet die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktion fx(z) = 1/v/271exp(—2?/2). Fiir die Approximation der Zufallsgrofe
Z werden HERMITE-Polynome verwendet. Allgemein lédsst sich die lineare PC-
Entwicklung schreiben als

M(X) = 2Uo(X) + 20 (X) mit To(X)=1 und ¥;(X)=X. (5.62)

Wie auch im Abschnitt zuvor, werden die zugehorigen Koeffizienten mit der Or-
thogonalprojektion bestimmt:

T 2\ 1 2 17
20:/1-<5x2—4x—|—3>-exp(—g;)da::, (5.63)

V2
2 1 2
zlz/x-<5:p2—4x+3>-\/%exp<—x)dx:—4. (5.64)

—00

Damit lautet die bestmogliche lineare Approximation der Zufallsvariablen Z unter
Annahme einer Normalverteilung von X wie folgt:

M(X) = 137 —4X . (5.65)

Diese PC-Entwicklung und der zugehorige Fehler
e(X)=5X*-5 (5.66)

sind in Abbildung 5.9 (links) dargestellt. Anhand Abbildung 5.9 (rechts) ist zu
erkennen, dass die Dichtefunktion fy(z) der Normalverteilung ausgehend vom
Mittelwert bei px = 0 nach aulen hin abfillt. Die abnehmende Wichtung wird
in Abbildung 5.9 (links) deutlich. Es ist erkennbar, dass die Approximation im
Bereich des Mittelwerts px hohergewichtet wird als am Rand. Fir den Fehler in
Gleichung (5.66) gilt

exp ( - —) dz=0. (5.67)

Beinhaltet die PC-Entwicklung in Gleichung (5.62) neben dem konstanten und
linearen Polynom das quadratische HERMITE-Polynom Wy(X) = 1/v/2(X? — 1)
skaliert mit dem Koeffizienten 2z, = 5v/2, resultiert eine exakte Darstellung der
Zufallsvariablen Z.
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0,4 — fx ()

3 15 0 15 3%

Abbildung 5.9: Funktionsapproximation (links) und Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-

tion fx(z) einer Standardnormalverteilung (rechts)

5.3.2 Polynomregression

Der folgende Abendschnitt orientiert sich im Wesentlichen an SUDRET [111]. Wird
die PC-Entwicklung geméf Gleichung (5.29) nach einer finiten Anzahl an Basis-
polynomen abgebrochen, fiithrt dies zu dem Residuum bzw. Fehler

e(X) = M(X) — M(X) = M(X) — fj 2 U (X) | (5.68)

Ziel ist es, die P = P 4+ 1 PC-Koeffizienten in dem Vektor
z=1[%,... %,...,2p|" €RF (5.69)

so zu bestimmen, dass der Erwartungswert des quadratischen Fehlers ¢(X) mini-
mal wird. Das zugehorige Minimierungsproblem lautet

P 2
z = arg min E [¢(X)?| = arg min E | (M(X) — Za ¥ o (X ) 5.70
¢ iy B[2007] =arg iy B[ (MO0 - 3 20w,)'] . (510)
In Anhang A wird gezeigt, dass die Losung des kontinuierlichen Minimierungspro-
blems in Gleichung (5.70) gerade Gleichung (5.39) entspricht. Der Erwartungs-
wertoperator wird im Folgenden durch den MCS-Schétzer

N

2 —arg min ~ Y (M(x®) - > zalalx))’ (5.71)

z c RP k=1

ersetzt. Hierflir werden N Realisierungen des Zufallsvektors X, auch Datenpunkte
genannt, generiert und in der Menge

xX={x®r=1,..N} (5.72)
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zusammengefasst. Die Losung der diskreten Fehlerfunktion in Gleichung (5.71)

wird iiber die Bedingung
o1
0zo | N

k=1

(M(x®) - z: za\pa<x<k>))2] R (5.73)

bestimmt und lautet
z = (V)" w7z . (5.74)

Die Formel fir den Schétzer in Gleichung (5.74) wird auch als gewdhnlicher
Kleinste-Quadrate-Schatzer (engl.: ordinary least square solution, OLS) bezeich-
net. Dabei beinhaltet die Matrix

_\Ilo(x(l)) .. \Ifa(x(l)) .. \pr(x(l)) T
U= |Ty(x®) oo Ty (x®) oo Wpx®) | e RV*P (5.75)
_\I]O(X(N)) .. \I/a(x(N)) .. \pr(x(N))_
die an den Stiitzstellen bzw. Datenpunkten x*) k= 1,..., N ausgewerteten Ba-

sispolynome. Auflerdem sind in dem Vektor
Z=[W . B T RN B = pm(xW) (5.76)

die N Ergebnisgrofien des Berechnungsmodells an den Datenpunkten zusammen-
gefasst. Damit die Inverse (7 W®)~! in Gleichung (5.74) berechnet werden kann,
ist es erforderlich, dass N > P gilt.

Fiir die Datenpunkte der Menge & in Gleichung (5.72) werden zunéchst gleichver-
teilte Zufallszahlen im Einheitswiirfel [0, 1] generiert. Die Transformation dieser
Zufallsgroflen in die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Varia-
blen X;,i = 1,..., M erfolgt mit der Inversionsmethode, siche DEVROYE [29].
Die Generierung der Datenpunkte im Einheitswiirfel kann entweder rein zufél-
lig (engl.: random sampling) oder quasi-zuféllig (engl.: quasi-random sampling)
erfolgen. Letzteres hat den Vorteil, dass insbesondere bei mehrdimensionalen Pro-
blemstellungen (M > 1) der Raum gleichméfiger ausgefillt wird. Eine verbrei-
tete Methode zur Generierung von Quasi-Zufallszahlen ist das Latin- Hypercube-
Stichprobenverfahren (LHS), sithe MCKAY ET AL. [76]. Weitere Ansitze sind
Sobol’-Sequenzen und Halton-Sequenzen, sieche SOBOL’ [103] und HALTON [52].

Fiir eine ausreichend genaue Approximation glatter funktionaler Zusammenhén-
ge gentigen meistens wenige Terme einer PC-Entwicklung. Dies &uflert sich darin,
dass bei einer groflen Anzahl an Basispolynomen viele PC-Koeffizienten nahezu
null sind. Nachfolgend werden ausgewédhlte Regularisierungstechniken beschrie-
ben, die sich im Rahmen linearer Regressionen etabliert haben. Ein Uberblick der



80 5 POLYNOMIELLE CHAOSENTWICKLUNG

Methoden findet sich beispielsweise in HASTIE ET AL. [54]. Grundsétzlich besteht
der Gedanke darin, die Fehlerfunktion in Gleichung (5.70) um einen Strafterm
zu erweitern. Bei der sogenannten Ridge Regression, siche HOERL ET AL. [57],
lautet die restringierte Optimierungsaufgabe

2

+ Al|zlf5 . (5.77)

z = arg min E
z€RP

(M(X) - ;P% za\Ifa(X)>

Dabei wird die quadratische, euklidische Norm ||z||3 des Koeffizientenvektors mit
dem Penalty-Parameter A > 0 bestraft. Der Wert von A muss problemabhéngig
gewdhlt werden. Die Bestrafung fithrt im Allgemeinen zu einer glatteren PC-
Entwicklung, wodurch ihre Tendenz zu Querfitting verringert wird. Eine weitere
Méglichkeit der Regularisierung ist die sogenannte Lasso-Regression (engl.: least
absolute shrinkage and selection operator, LASSO), die von TIBSHIRANI [117]
eingefithrt wurde. Die zugehorige Fehlerfunktion lautet
2

+ M|zl (5.78)

z = arg min E
z€RP

<M(X) - az: za\IJa(X)>

Diese Art des Strafterms hat eine spérliche PC-Entwicklung zu Folge, da die
Koeffizienten nicht benétigter Polynome exakt zu null gesetzt werden. Eine wei-
tere Variante ist die schrittweise Regression, sieche HASTIE ET AL. [53]. Die bereits
beschriebenen Regularisierungstechniken wurden von Blatman & Sudret [21] und
ABRAHAM ET AL. [1] fiir die Konstruktion spérlicher PC-Entwicklungen ange-
wendet.

Im Jahr 2004 entwickelte EFRON ET AL. [32] die sogenannte Least Angle Regres-
sion (engl.: least angle regression, LAR). Dieses Verfahren bietet eine effiziente
Losung der in Gleichung (5.78) dargestellten Optimierungsaufgabe. Die Least An-
gle Regression wurde von Blatman & Sudret [22] fir die Kalibrierung spéarlicher
PC-Entwicklungen eingesetzt. In der umfangreichen Software UQLAB [75] sind
die genannten Verfahren zur nicht-intrusiven Anwendung der PCE implementiert.

5.4 Stochastische Approximation mit der polynomiellen
Chaosentwicklung

Mit Hinblick auf die intrusive Anwendung der polynomiellen Chaosentwicklung
ist es notwendig, die PC-Entwicklung von ZufallsgroBlen genauer zu betrachten.
Im Folgenden werden die Chaosentwicklungen der stetigen Zufallsvariablen aus
Abschnitt 4.1.2 detailliert beschrieben.

Da die Zufallsgroffen im Allgemeinen nicht den Standardverteilungen in Ab-
schnitt 4.1.2 entsprechen, ist die bereits angesprochene Transformation 7 er-
forderlich. Dies hat zur Folge, dass die PC-Entwicklung einer Zufallsvariablen
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ebenfalls transformiert werden muss. Eine standardisierte Zufallsvariable U be-
sitzt die PC-Entwicklung

U=3 u,V, . (5.79)
a=0

Die lineare Transformation von U mit den Parametern n fiir eine Skalierung und
m fiir eine Translation fiithrt auf die neue Variable bzw. PC-Entwicklung

X=m+n-U=>) z,%,. (5.80)

a=0

Anhand der in Abschnitt 4.1.2 dargestellten Transformationen in den Gleichungen
(4.15), (4.20), (4.26) und (4.34) konnen die Parameter m und n bestimmt werden.
Fir die PC-Koeffizienten z,, gilt

ro=m+nuy und z,=nu,, Ya>0. (5.81)

Es ist zu erkennen, dass die Translation mit dem Parameter m ausschliellich den
ersten Koeffizienten betrifft, wihrend die Skalierung mit n alle Terme beeinflusst.
Dieser Sachverhalt wird im Abschnitt 5.5 im Rahmen intrusiver Rechenoperatio-
nen mit PC-Entwicklungen erlautert.

5.4.1 Approximation stetiger Zufallsvariablen

Fiir die Bestimmung der PC-Koeffizienten der standardisierten Zufallsvariablen
U wird die in Abschnitt 5.3.1 beschriebe Orthogonalprojektion verwendet, wobei
die Integrale hier analytisch gelost werden kénnen. Die fiir die Approximation
verwendeten Polynome richten sich wie bereits erwahnt nach der Verteilung von
U. Fir alle Projektionen auf quadratische oder hoherwertige Polynome gilt

E[UV(U) =0, Ya>1. (5.82)

Gleichverteilung

Fiir eine Standardgleichverteilung U ~ U(—1, 1) bilden LEGENDRE-Polynome die
zugehorige Basis. Die PC-Koeffizienten fiir das konstante und lineare Polynom
lauten

|
wo = E[ULy(U)] = / uzdu=0 und
Dy

(5.83)
w =E[UL(U)] = /u\fudu - \}g .
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Alle restlichen Koeffizienten sind gleich null. Wird die Standardgleichverteilung
von [—1, 1] auf das Intervall [a, b] transformiert, vgl. Gleichung (4.20), so werden
die beiden PC-Koeffizienten wie folgt transformiert:

a+b b—a a+b b—a b—a
Ty = + Uy = , X1 = Uy = . (584)
2 2 2 2 2v/3
m n
Normalverteilung

Betrachtet wird eine Standardnormalverteilung U ~ A (0,1), die mit HERMITE-
Polynomen dargestellt wird. Die Projektionen der Variablen U auf die ersten
beiden Polynome lauten

E[UHy(U /

Dy

2

exp Z;)du:() und

(5.85)

uy =E[UH,(U)] = u2\/%exp(—?)du:1.

Unter Berticksichtigung der Transformationsbeziehung in Gleichung (4.15) lauten
die PC-Koeffizienten einer normalverteilten Zufallsgroe mit X ~ N (u, o)

Ty = + w=p und T =0cu; =0. (5.86)

2 o
~
m n

Gammaverteilung

Mit den LAGUERRE-Polynomen wird die Standardgammaverteilung U ~ I'(s, 1,0)
approximiert. Die ersten beiden Polynome lauten
—U+ S

NG

und sind orthonormal zu der Dichtefunktion in Gleichung (4.25). Die zugehoérigen

L) =1 und L) = (5.87)

Koeffizienten werden folgendermaflen berechnet:

ug = E [UL(()S)(U)} = / w LS (u) Qﬁ_lli}({;(_w du=s und
P . (5.88)
m:Eﬁm@wﬂ:/um%@uzgﬂwmz—¢;

Dy
Es ist zu erkennen, dass beide Koeffizienten von dem Formparameter s abhéngen.
Fiir die Approximation der verallgemeinerten Verteilung X ~ I'(s, ¢, r) lauten die
Koeffizienten

vo=_1_+_t_ u=r+ts und T =tu; = —1\/s, (5.89)
moon
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wobei die Parameter m und n anhand Gleichung (4.26) bestimmt werden. Weiter-
hin beschreiben ¢ und r den Skalen- bzw. Lageparameter der Gammaverteilung.

Betaverteilung

JACOBI-Polynome werden fiir die Approximation von Betaverteilungen verwen-
det. Die Form der Standardbetaverteilung U ~ B(s,t, —1,1) wird durch die bei-
den Parameter s und ¢ beeinflusst. In Abhéngigkeit dieser Groflen lauten das
konstante und das lineare JACOBI-Polynom

vV 1
Jw =1 md S0 =Y sty s (590)

2/ st

Eine Orthogonalprojektion der Variablen U fithrt auf die zugehorigen Koeffizien-
ten

B (5.0) B (u4+ 1)L —uw)t  s—t
up = E [UJO (U)} = / u Bls o du = o und

w+ 1)1 — u)t!
B(s, t)2++-1

Dy
w =R U (U)] = / w JED () ( du (5.91)
Dy

B 2v/st
Vs+t+1(s+1t)’

die abhangig von den beiden Formparametern s und ¢ sind. Fiir die Approxima-

tion der Verteilung X ~ B(s,t,a,b) werden die transformierten Koeffizienten

a+b b—a a+b (b—a)(s—t) at+bs
e A S SRR Tpurr) S
—— =
m n (5.92)
b—a (b—a)Vst
T = uy =

2 T s+t+i(s+t)

benétigt, wobei die Parameter m und n aus Gleichung (4.34) bestimmt werden. In
Tabelle 5.6 sind zusammenfassend nochmal die Koeffizienten und die zugehorigen
Basispolynome fiir die vier stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen dargestellt.

5.4.2 Approximation raumlich korrelierte Zufallsfelder

Fir die Modellierung raumlicher Variabilitdt werden Zufallsfelder verwendet, sie-
he Abschnitt 4.1.4. Werden diese im Rahmen einer intrusiven Anwendung der
PCE verwendet, so ist eine explizite Darstellung des Zufallsfeldes mittels der
polynomiellen Chaosentwicklung erforderlich.
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Verteilung Basispolynome ¥(x) Zo X
a—+b b—a
Unif U(a,b LEGENDRE L
niform U(a, b) (u) 5 We
Normal N (u, o) HERMITE H (u) I o
Gamma I'(s,t,7) | LAGUERRE L®(u) | r+ts —t\/s

at + bs (b—a)y/st
s+t | Vs+t+1(s+1)

Beta B(s, t,a,b) JAacoBr JGD (u)

Tabelle 5.6: Zusammenstellung der PC-Koeffizienten xp und x; fiir die exakte Dar-

stellung einer stochastischen Variablen X = xqWy + 21V

Es sei H(x,w) ~ N (uy,on) ein GAUsS’sches Zufallsfeld, welches wie folgt mit
der Karhunen-Loeve-Entwicklung diskretisiert wird:

A

f@.w) = + 3GV eile) (5.93)

Mit der PCE lésst sich das rdumlich korrelierte Feld H (x,w) angeben mit

K
A(@,w) = Y hal@) Wa(€) (5.04)

a=0
wobei im Vektor &€ = [¢,...,éx]T € RE alle standardnormalverteilten Zufalls-

variablen §; zusammengefasst sind. Fir die Darstellung des GAUSS’schen Zu-
fallsfeldes mit der PCE werden HERMITE-Polynome verwendet. Die raumliche
Variabilitat des Zufallsfeldes fithrt dazu, dass die PC-Koeffizienten h,(x) in Glei-
chung (5.94) ebenfalls vom Ort @ abhéingig sind. Mit der Orthogonalprojektion
werden die Koeffizienten h, () bestimmt. Fiir den ersten PC-Koeffizienten gilt

ho(w) = E | H(w,w)¥o(€)] = / H(x,w) o(€) f=(€) dé = pgy . (5.95)
D= =1

Die jeweiligen Projektionen des Zufallsfeldes auf die insgesamt K linearen HER-
MITE-Polynome mit ¥, (&) =&, € {1,..., K} fihren auf

ho(@) = E [, w)0a()] = [ H(w,0)Hal€) f2(€) d€ = N al@) . (5.96)

Da die K Zufallsgrofien &,i = 1,..., K in der KLE in Gleichung (5.93) linear
auftreten, lasst sich das Zufallsfeld mit einer linearen Polynombasis exakt dar-
stellen. Somit sind die Projektionen auf alle hoherwertigen Basispolynome gleich
null, vgl. Abschnitt 5.4.1.
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5.4.3 Approximation polymorph unscharfer Variablen

Im Rahmen dieser Arbeit werden neben Zufallsvariablen auch polymorph un-
scharfe Parameter beriicksichtigt. Fiir die Approximation solcher Groéflen mit
der PCE wird der von SCHOBI [94] vorgestellte Ansatz einer erweiterten PC-
Entwicklung aufgegriffen. Das in Abschnitt 4.3 eingefiihrte polymorphe Unschér-
femodell erlaubt eine klare Trennung aleatorischer und epistemischer Unschér-
fe. Diese Tatsache ermoglicht eine kiinstliche Erweiterung des Eingangsvektors
X € RM, welcher in dem folgenden Abschnitt mindestens eine polymorph un-
scharfe Variable gemafl Abschnitt 4.3 beinhaltet. Hierfiir wird die erweiterte
Transformation

X =T7(C)=T(U,s) bzw. C=(U,s)=T '(X) (5.97)

eingefiihrt. Dabei setzt sich der erweiterte Eingangsvektor C € RM*N) aus den
zwei Vektoren U € RM und s € RY zusammen. Ersteres beinhaltet, wie in Ab-
schnitt 5.2 beschrieben, die M standardisierten Zufallsvariablen bzw. aleatorische
Eingangsgrofien. Die N epistemischen Variablen sind in dem Vektor s enthalten.
Die erweiterte Transformation in Gleichung (5.97) wird anhand einer Intervall-
wahrscheinlichkeitsbasierten Normalverteilung veranschaulicht. Fiir die Variable

X ~ N(p,6) = N([p. 71, 0. 9]) (5.98)

werden sowohl der Mittelwert als auch die Standardabweichung als Intervall-
Variablen modelliert. Die zuvor genannte erweiterte Transformation 7 lautet

X=TWUs)=p+66-U mit U~AN(0,1) und s=[a,d]". (5.99)

Alle Variablen werden in C = [U, i, 6] zusammengefasst. Auf Basis des erwei-
terten Eingangsvektors C wird nun die erweiterte PC-Entwicklung Y- 2,¥,(C)
konstruiert. :

Die kiinstliche Erweiterung fithrt im Allgemeinen dazu, dass der Eingangsvektor
C mehr Variablen enthélt als der urspriingliche Vektor X. Anhand Gleichung
(5.36) wird deutlich, dass somit die Anzahl an erforderlichen Basispolynomen zu-
nimmt. Dafiir bietet diese PC-Entwicklung den Vorteil, dass unscharfe stochas-

tische Momente aber auch unscharfe SOBOL’-Indizes effizient berechnet werden
konnen, siehe Abschnitt 5.7.

Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierte Normalverteilung

Im Folgenden wird die erweiterte PC-Entwicklung der Intervall-wahrscheinlich-
keitsbasierten Normalverteilung

X ~N(u,6), mit &€ |o,d] (5.100)
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gezeigt, bei der die Standardabweichung & als Intervall-Variable modelliert wird.
Die erweiterte Transformation 7 lautet X = p+ 6 - U. Fir die Approximati-
on der Variablen ¢ € [g,7] mit LEGENDRE-Polynomen ist es notwendig, ¢ in
Abhéangigkeit der Variablen s € [—1, 1] darzustellen:

g+oc o0—gC

X =p+( —+ 2*-S)U, U~N(@O,1), se[-1,1]. (5101

A

g

Die normalverteilte Zufallsgrofie U wird mit HERMITE-Polynomen approximiert.
Alle Variablen werden in C = [U, s]T zusammengefasst. Uber das Produkt der
eindimensionalen Basispolynome

Fw)y =1, Y =u, ¢P(s)=1 wmd ¥’(s)=vBs  (5102)

wird die fir die PC-Entwicklung benotigte zweidimensionale, lineare Polynomba-
sis konstruiert, siehe Tabelle 5.7.

a€{0,...,3} | @€ A| Va(C) =¢{)(U) - vD(s) = ¥,
0 (0,0) 1
1 (1,0) u
2 (0,1) V/3s
3 (1,1) V3su

Tabelle 5.7: Zweidimensionale Polynombasis fiir die Approximation der Intervall-

wahrscheinlichkeitsbasierten Normalverteilung

Die Koeffizienten der PC-Entwicklung ", x, ¥, folgen aus der Orthogonalpro-

jektion
Ty = E[X\IIQ(U, 5)} = / /X\Ila(\/12_7r exp ( — 15) : ;) dsdu (5.103)
Dy Ds
und lauten
To =4, xlza—;g, 2o =0 und x3:02\_/§0. (5.104)

Fiir die restlichen Koeffizienten gilt r, = 0, Va > 3. Diese erweiterte PC-
Entwicklung ist eine exakte Darstellung der Intervall-wahrscheinlichkeitsbasierten
Normalverteilung in Gleichung (5.100). Auf Basis dieser PC-Entwicklung kénnen
die intervallwertigen stochastischen Momente der polymorph unscharfen Varia-
blen X bestimmt werden. Ein anschauliches Beispiel dazu wird in Abschnitt 5.7
gezeigt.
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5.5 Rechenoperationen mit Chaosentwicklungen

Im Rahmen der intrusiven Anwendung sind verschiedene Rechenoperationen wie
z.B. Addition und Multiplikation von PC-Entwicklungen erforderlich. Die Ap-
proximation einer Zufallsvariablen mit der PCE wird in dieser Arbeit auch als
PC-Variable bezeichnet. Eine ausfiihrliche Diskussion zu den Rechenoperationen
im Rahmen der PCE findet sich in DEBUSSCHERE ET AL. [27] und LE MAITRE
ET AL. [71].

Gegeben sind die zwei Zufallsvariablen B und C' mit ihren zugehorigen PC-
Approximationen, die mit B bzw. C eingefiithrt werden:

P P
Br)Y bU,=B und Cr)Y c,¥, =C. (5.105)

a=0 a=0

Dabei wird angenommen, dass die Koeffizienten b, und ¢, bekannt sind. Die
Funktion A = P(B,(C) bildet die beiden Zufallsvariablen in Gleichung (5.105)
auf die neue Zufallsgrofie A ab. Diese wird ebenfalls als PC-Entwicklung

Ar Y a0, = A (5.106)

dargestellt, wobei die Koeffizienten a, noch zu bestimmen sind.

In den folgenden Abschnitten entspricht die Funktion P den Grundrechenopera-
tionen wie Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division. Schliellich wird
die Berechnung der Quadratwurzel einer PC-Entwicklung beschrieben.
5.5.1 Addition und Subtraktion
Die Addition bzw. Subtraktion zweier PC-Variablen lautet

A=B+C. (5.107)

Unter Beriicksichtigung der vorher eingefithrten PC-Approximationen folgt

Z anV, = Z bV, Z ca VU,

(bt e (5.108)

Fir die Koeffizienten a,, gilt

oy =by £y, Va €{0,...,P}. (5.109)
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In Vektor-Matrix-Notation lautet Gleichung (5.109)

ag bo Co
=|:|+ , a=b+c, (5.110)
ap bp Cp
—— ~—— N~
a b C

wobei die Vektoren a,b,c € RF die jeweiligen PC-Koeffizienten beinhalten. Ein
Sonderfall der Gleichung (5.107) ist die Addition bzw. Subtraktion einer Kon-
stanten f:

A=B+f. (5.111)

In diesem Fall gilt fiir die Koeffizienten von A
Qo =bo £ 000 f, VYa € {0,...,P}, (5.112)

wobei 0,0 das KRONECKER-Delta ist mit

1, falls =0
=1 . 11
%0 { 0, falls a#0 (5.113)

In Vektor-Matrix-Notation lautet Gleichung (5.112)

Qo bo f

=|:|£]:], a=b=xf. (5.114)
ap bp 0
N—— N—— ——
a b f

5.5.2 Multiplikation

Die Multiplikation zweier PC-Variablen lautet

o~

A=B-C & Y aWe= (D baVa)(D cs¥s) . (5.115)
o o 5

Die Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a, erfolgt mit der Orthogonal-
projektion. Hierfiir wird Gleichung (5.115) zundchst mit dem Polynom V., mul-
tipliziert und anschlieSend wird auf beiden Seiten der Erwartungswert gebildet:

E[(za:a,allfa)\h] —E (;bawa)(zﬁ:cﬁ%)m : (5.116)

Aufgrund der Orthogonalitdtseigenschaft der Polynombasis vereinfacht sich Glei-
chung (5.116) zu

0, B[00, = S S E [0, 00, bocs (5.117)
a B
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welche schliellich auf die folgende Berechnungsvorschrift fiir die Koeffizienten a.,
fithrt:

ZZ \IJ\I,\DS‘II] d bacg , Va,B,7€{0,...,P} . (5.118)

Der Erwartungswert des Dreifachprodukts der Polynome in Gleichung (5.118)
wird im Rahmen der Arbeit als Multiplikationstensor bezeichnet. Fiir den Tensor
3. Stufe wird die folgende Kurzschreibweise eingefiihrt:

E [0, 0,7,

D,z =
7T E[,Y)

=E[W,Vs0.] , V(a,B,7v) €{0,....,P} . (5119)
Aufgrund der Normierung der Basispolynome, siche Gleichung (5.9), gilt fiir den
Nenner E [V, ¥,] = 1. Da die Reihenfolge der Polynome in Gleichung (5.119)
beliebig ist, besitzt der Multiplikationstensor die folgenden Symmetrien:

Dagy = Dayg = Dpgay = Dgya = Dayap = Diga - (5.120)

Aufgrund der Orthogonalitatseigenschaft E [V, V4] = 0,4 sind viele Eintrige des
Tensors gleich null. Weiterhin ist zu erkennen, dass D,s, ausschlieBlich von der
verwendeten Polynombasis abhéngig ist. Mit Hinblick auf die Implementierung
erweisen sich diese Eigenschaften als sehr vorteilhaft. Die Berechnungsvorschrift
fiir die Koeffizienten der PC-Variablen A lautet

ay =Y Dapybacs = Dagybacs , Vo, B,v€{0,..., P}, (5.121)
a B

wobei der Ubersicht wegen die EINSTEIN’sche Summenkonvention verwendet wird.
Die Summation erfolgt dabei iiber alle P PC-Koeffizienten, also von 0 bis P. In
Vektor-Matrix-Notation lautet Gleichung (5.121)

0wl  [SDabe oo Daorba
= : > Dapyba : : (5.122)
ap E DaPOba cee Z Dappba Cp
N Lo (0%
a
_Daooba v DaOPba Co
= : Dogba : : bzw. a=Bc, (5.123)
| sym. e Doppba] |cp
——
B C

mit den Vektoren a, ¢ € R” und der Matrix B € RP*P. Die Symmetrieeigenschaf-
ten des Multiplikationstensors, siche Gleichung (5.120), tibertragen sich ebenfalls
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auf die Matrix B. In Anhang B Tafel B.1 ist ein Ablaufplan zur effizienten Im-
plementierung der Multiplikation dargestellt.

Fir die Multiplikation von mehr als zwei PC-Variablen wird im Rahmen dieser
Arbeit der sogenannte pseudo-spektrale Ansatz verwendet, siehe DEBUSSCHERE
ET AL. [27]. Dabei wird die Berechnung des Produkts mehrerer PC-Entwicklungen
stets auf die Multiplikation von zwei PC-Variablen reduziert, indem Gleichung
(5.121) wiederholt angewendet wird. Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass unab-
hangig davon, wieviele Faktoren miteinander multipliziert werden, nur ein Tensor
3. Stufe berechnet werden muss. Ein Nachteil hingegen ist, dass aufgrund der
wiederholten Orthogonalprojektion zusétzliche Fehler entstehen. Wird die Poly-
nombasis jedoch zu Beginn grofl genug gewahlt, so sind die Fehler in der Regel
vernachlassigbar klein.

Wird die PC-Entwicklung C' in Gleichung (5.115) durch eine Konstante f ausge-
tauscht, so lautet die Multiplikation

A=B-f. (5.124)
Damit lasst sich die Berechnung in Gleichung (5.118) vereinfachen zu

Gy = ZZDaﬁ'ybaaﬁof = Doan/baf - DOa'ybaf . (5125)
a B

Die Orthonormalitatseigenschaft der Polynome hat zur Folge, dass sich Dy, ver-
einfachen lasst:

Doy = E| o Uol,| = E[Wol,] = 0oy - (5.126)
=1
Damit lautet Gleichung (5.125) wie folgt:
ay = barbaf =byf , Va,v€{0,...,P}. (5.127)

Anhand Gleichung (5.127) ist zu erkennen, dass bei der Multiplikation einer PC-
Variablen mit einem konstanten Faktor jeder PC-Koeffizient gleichermaflen ska-
liert wird.

5.5.3 Division

Fiir die Division zweier PC-Variablen wird diese zunéchst in eine Multiplikation
iiberfiithrt:
A=C/B & B-A=C. (5.128)

Anschlieflend werden die PC-Entwicklungen aller Grolen eingesetzt:

(Zba\pa)(%:aﬁ%) =Y eV, . (5.129)
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Die Koeffizienten von b, und ¢, sind bereits bekannt, wahrend die Faktoren ag
noch bestimmt werden miissen. Durch die Multiplikation mit ¥, und Anwendung
des Erwartungswertoperators wird Gleichung (5.129) umgeformt zu

Z Z E W WsV,]boag = ¢, E [V, V]

(5.130)
ZZ \11\115\]11]19%:07’ Vo, B,v € {0,...,P} .
B

Gleichung (5.130) entspricht einem linearen Gleichungssystem (LGS) fir die un-
bekannten Koeffizienten ag und lautet in Vektor-Matrix-Notation

D ao0ba ce Daopba 0 Co
Dogrbe = (5.131)
SyI1n. ce Dappba ap Cp
N—— N——
B a C

wobei die Matrix und die Vektoren analog zu dem vorherigen Abschnitt definiert
sind. Die Losung des LGS fithrt auf die gesuchten Koeffizienten:

Ba=c & a=Blc. (5.132)

Tafel B.2 in Anhang B zeigt einen Ablaufplan zur effizienten Implementierung der
Division. Ein Sonderfall der Rechenoperation in Gleichung (5.128) ist die Division
einer Konstanten f durch eine PC-Entwicklung:

A=f/B & B-A=f. (5.133)

Dies fithrt dazu, dass die rechte Seite ¢ in Gleichung (5.131) dem Vektor f in
Gleichung (5.114) entspricht.

Wird in Gleichung (5.128) die PC-Variable B durch die Konstante f ersetzt,
lautet die Rechenoperation

A=C/f & A:}-é. (5.134)

Dies entspricht gerade wieder einer Multiplikation mit einem konstanten Faktor
1/f. Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, fiihrt dies dazu, dass jeder PC-
Koeffizient gleichermafien skaliert wird.

5.5.4 Quadratwurzel

Eine weitere Rechenoperation ist die Bestimmung der Quadratwurzel einer PC-
Variablen:

VB & Ai2-B. (5.135)
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Die Orthogonalprojektion der Gleichung (5.135) fithrt auf mehrere nichtlineare
Gleichungen fiir die unbekannten Koeffizienten a,:

> > Dapyasas = Dogyanas = by, Va,B,v€{0,...,P}. (5.136)
a B

Gleichung (5.136) wird zunéchst als Residuum formuliert:
Gy = Dopyanas — by, =0 . (5.137)

Fiir die Losung der Gleichung (5.137) mit dem NEWTON-Verfahren wird die Li-

nearisierung
Jg
Lig,] = g, + 077 Aa, =0 (5.138)
Ny
K

T
benotigt. Die partielle Ableitung des Residuums nach den gesuchten Koeffizienten

fiihrt auf die Tangente

0
sza—%

In Vektor-Matrix-Notation lautet Gleichung (5.138)

(Dagyats = by) = 2Darua - (5.139)

9o 2D 40000 e 2Dyopaq | |Aag
3 S 2D ulle : ;| =0, Aa=-K'g. (5.140)
gp sym. e 2D,ppas| | Aap
—— ——
g K Aa

Dabei sind g € R? der Residualvektor, K € RP*F die Tangentenmatrix und
Aa € R” das Inkrement der unbekannten PC-Koeffizienten. In Tafel 5.1 ist der
Ablauf der lokalen NEWTON-Iteration dargestellt.

i=0, a® =1[Vby,...,0,...,0]” > Startwerte

g(a?)

while ||g(a®)|| > TOL do > NEWTON-Iteration
K(a®)Aal®) = —g(a®) > Inkrement der PC-Koeffizienten
al*th) = al 4 Aa® > Update der PC-Koeffizienten
1 1+1

end while

a=al > PC-Koeffizienten der Quadratwurzel

Tafel 5.1: NEWTON-Iteration fiir die Berechnung der Quadratwurzel einer PC-
Entwicklung
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5.5.5 Berechnung des Multiplikationstensors

Fiir die Multiplikation und Division von PC-Variablen wird der Multiplikati-
onstensor, siehe Gleichung (5.119), benédtigt. Im Folgenden werden analytische
Berechnungsvorschriften gezeigt, mit denen der Tensor D,g, fiir LEGENDRE-
und HERMITE-Polynome bestimmt werden kann. Fiir LAGUERRE- und JACOBI-
Polynome existieren jedoch keine geschlossen analytische Losungen. Aus diesem
Grund wird zusétzlich eine numerisch effiziente Methode beschrieben, die auf der
Dreitermrekursion in Gleichung (5.19) basiert und fiir beliebige Basispolynome
anwendbar ist.

Wie bereits in Abschnitt 5.1.3 angedeutet, kann es je nach Kontext zweckméfig
sein, die Polynome entweder mit einem linearen Index o oder mit einem Multi-
index a zu bezeichnen. Fiir den Multiplikationstensor gilt

Dagy = Dapy = E [\Daqjﬁqjv] ) (5.141)
wobei die drei Multiindizes a, 8,y € NM definiert sind mit

a=(ag,...,0;, =7,...,an1), B=Bo,-..,0i=k,...., ) und

(5.142)
’Y:<707"'7/7’L':€7"'77M) .

Wie bereits in vorherigen Abschnitten erlautert, werden im Rahmen dieser Arbeit
ausschliellich stochastisch unabhangige Variablen X;,i = 1,..., M betrachtet.
Dies hat zur Folge, dass fiir den Multiplikationstensor einer mehrdimensionalen
Polynombasis folgende Umformungen giiltig sind:

Daﬁ’y =E [\I/alpﬁlp’v]

—E|TTouud| ~TTE[0e0]

e

s
Il
i

E [¢"v o] = TT D -
=1

Wird der Erwartungswertoperator in Gleichung (5.143) als Integral geschrieben,
folgt die Darstellung

D =E [6 00 = [ 0P @) el @) vl @) fr @) de . (5.144)
Dy,
Die Polynome fiir den Tensor DJ(QZ richten sich nach der jeweiligen Randverteilung
der Eingangsvariablen Xj.

Im Falle von HERMITE-Polynomen kénnen analytische Losungen fiir das Inte-
gral in Gleichung (5.144) angegeben werden, siehe FIELD & GRIGORIU [35] und
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SUDRET ET AL. [112]:

VK JH+k+{€=2n
Dﬁ)e _Jn—Dn—K!n-0"" j.klL<n,neN (5.145)

0, sonst, .

In ADAMS [3] ist eine geschlossene Losung des Multiplikationstensors fiir LE-
GENDRE-Polynome gegeben:

V(27 +1)(2k + 1) (20 + 1)

(2k +1)
DY, =1 n(2n —2j)!(2n — 2K)1(2n = 20)!  j+k+{=2n (5.146)
2n)l(n—)Pn—7)2n-02 " 4 kt<n,neN,

0, sonst .

Die Darstellungen in den Gleichungen (5.145) und (5.146) sind auch in MUGLER
[79] zu finden. Fir LAGUERRE- und JACOBI-Polynome kénnen solche analytischen
Losungen nicht mehr bestimmt werden.

Das Integral in Gleichung (5.144) kann alternativ auch numerisch mittels GAUSS-
Quadratur, siehe Abschnitt 5.3.1, gelost werden:

D= [ @) o (@) v (@) fx (@) da
N (5.147)
= > @) g @) g (@)™

n=1

Da der Integrand in Gleichung (5.147) polynomieller Natur ist, liefert die nu-
merische Integration das exakte Ergebnis, vorausgesetzt, dass ausreichend Aus-
wertungspunkte verwendet werden. Dieser Ansatz wird im Rahmen dieser Arbeit
nicht weiter betrachtet.

Eine weitere effiziente Moglichkeit fiir die Bestimmung des Multiplikationstensors
D](-Qg basiert auf der Dreitermrekursion in Gleichung (5.19) und ist in Anlehnung
an ALHAIDARI [5] beschrieben. Die Rekursionsformel in Gleichung (5.19) wird
zunéchst umgeschrieben zu

TP = a Y + \/aiﬁkq +\/bry1 Y1, K ENg. (5.148)

Der Index ()@ der die Abhiingigkeit der eindimensionalen Polynome ) von
der Zufallsvariablen X; bezeichnet, wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit fal-
lengelassen. Weiterhin koénnen die Eintrage der in Gleichung (5.42) eingefithrten
symmetrischen Tridiagonalmatrix J., in Indexnotation formuliert werden:

Jit1,041 = Q0o + \/a(sk,ul +\/bry10ke—1, Kk, L €Ny. (5.149)
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Dabei bezeichnet 0y ,y1 das KRONECKER-Delta, welches fiir den Fall k£ = ¢ + 1
den Wert eins annimmt. Damit wird Gleichung (5.148) kompakt geschrieben als

T by = Z Jrt1,001 e = Z Jet1,041 Ve (5.150)
/=0 Y

wobei die Summe aufgrund der Tridiagonalstruktur der Matrix J., nur drei Ter-
me beinhaltet. Wird Gleichung (5.150) mit dem Polynom ), multipliziert und
anschlieend der Erwartungswert gebildet, so folgt

E[m 1/}k1/}m] = E[Z Jk+1,e+1@/)z¢m] = Jk+1,z+1E[¢z¢m]
l y4

(5.151)
= Z Jk+17é+15€m - Jk-{—l,m-l—l )
l

wobei die Orthonormalitétseigenschaft der Polynome genutzt wird. Wird das Mo-
nom z in Gleichung (5.150) durch z? ersetzt, kann der Ausdruck z?4 unter
Beriicksichtigung von Gleichung (5.150) wie folgt vereinfacht werden:

2 Y = w(x i) = 96( > ke W) = Jirrea(xe)
¢ ¢
= Z Z i1, Je11,m10m = Z[JooJoo]k+1,m+1¢m (5.152)

m 4 m
- Z[Jgo]k—l-l,m—l-lwm .

Ausgehend von Gleichung (5.152) kann gezeigt werden, dass fiir ein allgemeines
Monom der Form zP mit p > 0 folgendes gilt:

e =Y [ ke te und B2 9t | = [T Jepmir - (5.153)
l

Dabei bezeichnet der Ausdruck JZ_ eine Matrixpotenz mit

p
I =]][Jo =T Toor .. I - (5.154)

i=1

p-mal

Ein orthonormales Polynom 1, mit fiihrendem Exponenten p besitzt im Allge-
meinen die Darstellung
Vp=> a; 3", (5.155)
i=0
wobei a; konstante Koeffizienten sind. In Gleichung (5.153) wird nun das Mo-
nom z? durch das orthonormale Polynom 1, ersetzt:

Vb =D a; @' = D> ai[ T Jkr1,e01 Y - (5.156)
1=0

¢ =0

[¥n(Joo) k1,00
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Dabei beschreibt der Ausdruck [¢,(J«)] das an der unendlich grofien Tridia-
gonalmatrix J,, ausgewertete Polynom ,,. Der Index (®)y41+1 bezeichnet den
entsprechenden Eintrag. Schlieflich kann eine alternative Darstellung fiir den
Multiplikationstensor angegeben werden:

Im Rahmen der Implementierung wird die infinite Matrix reduziert:
Jo > In €RVN N = [3(p+1)/2] . (5.158)

Dabei richtet sich N nach dem maximalen Polynomgrad p, welcher fiir die Ba-
sispolynome der PC-Entwicklung gewahlt wird. Mit der reduzierten Matrix Jy
ist sichergestellt, dass fiir die ersten p + 1 Zeilen und Spalten der benétigten
Matrixpotenz in Gleichung (5.154)

[JS)V](11P+1,1:;D+1) = [Jgo](l:p+1,1:p+l) (5159)

gilt. Fiir die Berechnung des Multiplikationstensors wird die Rekursionsformel in
Gleichung (5.19) in Vektor-Matrix-Notation geschrieben:

(JN - ak1)¢k+1(JN) - \/El@ffk—l(JN)
Vi1 (5.160)

mit 1 (Jy) :=0€ RN und h(Jy) =1 € RV

Vr(Iy) =

Der zur eindimensionalen Polynombasis ¢y, k € {0, ..., p} zugehorige Multipli-
kationstensor kann angegeben werden mit
DkOO . Dk:Op

Dkgm - 77Z)k(JN)(1:;0-&-1,1:;0-&—1) ’ ka 67 m & {Oa s 7p} : (5161)
Diyo - Dy

=: D, € Ret)x(p+1)

An dieser Stelle wird zusétzlich die Notation D, € RP+)*®+) eingefithrt, auf
die im Rahmen der Implementierung zurtickgegriffen wird. In Indexnotation lésst
sich der Multiplikationstensor wie folgt angeben:

Dkgm = 1/)k(JN)g+1,m+1 , k,ﬁ,m < {O, R, ,p} . (5162)

Sind die Tensoren Dyy,, fir die eindimensionale Polynombasis bekannt, so lasst
sich der vollstandige Multiplikationstensor fiir die M-dimensionalen Polynome
geméB Gleichung (5.143) berechnen.

Mit den PC-Entwicklungen aus Abschnitt 5.4 und den Rechenoperationen aus
Abschnitt 5.5 sind alle notwendigen Grundlagen gelegt, um intrusive Berechnun-
gen mit PC-Variablen durchfithren zu kénnen.
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5.5.6 Weitere Rechenoperationen

Im Rahmen einer intrusiven Anwendung der PCE kann es auch erforderlich
sein, komplexere, nicht-polynomielle Rechenoperationen A=F (B) einer PC-
Variablen zu bestimmen. Im Hinblick auf die FE-Formulierungen in Kapitel 6
sind insbesondere Funktionen F(B) wie sin(B) und cos(B) von Interesse. Ziel ist
es, die noch unbekannten Koeffizienten der PC-Entwicklung

A=Y a,v, (5.163)

zu bestimmen. Die dafiir benétigte Orthogonalprojektion lautet

ao = E[F(B)V,(X)] = / F(B).(x)fx(x)dx, ac{0,...,P}. (5.164)

Aufgrund der nicht-polynomiellen Abbildung F(B) ist Gleichung (5.164) nicht
mit den Methoden aus den vorherigen Abschnitten losbar. Daher wird das Integral
in Gleichung (5.164) numerisch mittels GAUSs-Quadratur, siehe Abschnitt 5.3.1,

berechnet:
Ning

o Y F( D bsWs(x™)) wa(x®) w® . (5.165)
k=1 5

Dabei findet die Integration auf dem Definitionsbereich Dx des Zufallsvektors
X € RM statt. Die Integration kann ebenso fiir die Berechnung der zuvor ge-
nannten Rechenoperationen wie Multiplikation, Division usw. verwendet werden.

5.6 Post-Processing der Chaosentwicklung

Eine PC-Entwicklung der Form
L P
Z=MX) =) z2V0,X) = M(X) (5.166)
a=0

stellt eine leicht auszuwertende Approximation des Modells M(X) dar. Aufgrund
der speziellen Basispolynome liefert die Darstellung in Gleichung (5.166) zusétz-
lich aufschlussreiche Informationen iiber den approximierten Zusammenhang. So
lassen sich stochastische Momente wie Mittelwert, Standardabweichung und ho-
here zentrale Momente direkt aus einer PC-Entwicklung bestimmen. Zusétzlich
konnen varianzbasierte Sensitivitdtsmafle wie die SOBOL’-Indizes auf Basis der
PC-Koeflizienten ohne weiteren Berechnungsaufwand ermittelt werden. Dartiber
hinaus kann die Approximation in Gleichung (5.166) verwendet werden, um eine
MCS mit der PCE als Ersatzmodell anstatt mit einem aufwendigen numerischen
Modell durchzufiihren.
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5.6.1 Stochastische Momente

Aufgrund der Orthonormalitatseigenschaft der Basispolynome in Gleichung (5.26)
konnen die in Abschnitt 4.1.1 diskutierten stochastischen Momente direkt aus den
PC-Koeffizienten bestimmt werden. Der Erwartungswert entspricht dem Koeffi-
zienten zy, welcher dem konstanten Polynom W, = 1 zugeordnet ist:

fhy = 2o . (5.167)

Die restlichen Koeffizienten beschreiben die Varianz der approximierten Zufalls-
grofle Z:

N>w

i ooz (5.168)

acA\{0}
Mit dem in Abschnitt 5.5.5 beschriebenen Multiplikationstensor kann die Schiefe

bestimmt werden mit

1

M~

>

=1

q

P
> DapyZazp?y - (5.169)
y=1

Q
Il
—

3
Z
Um die aufwendige Berechnung und Speicherung des vierstufigen Tensors D,g+s

zu vermeiden, wird fiir die Bestimmung der Kriimmung der pseudo-spektrale
Ansatz verwendet, vgl. Abschnitt 5.5.2:

1 P P PP
Rz =7 Z Z Z Z Doprys2a28%, %5 (5.170)
7 a=1=1~=16—1
| P P P P P
~ >SS Dapezazs( 3D Dseryzs ) (5.171)
02 a=1p=1e=1 ~=16=1
Ze

5.6.2 Varianzbasierte Sensitivitdtsanalyse

Die Sensitivitdtsanalyse gibt Aufschluss dariiber, welchen Einfluss einzelne Ein-
gangsvariablen auf eine ErgebnisgroBe haben. Ein umfassender Uberblick zu die-
sem Thema ist beispielsweise in SALTELLI ET AL. [93] zu finden. In der vorliegen-
den Arbeit wird ausschliefllich die sogenannte varianzbasierte Sensitivitatsanalyse
betrachtet, da sie in direkter Verbindung mit der PCE steht. Die Notation orien-
tiert sich im Wesentlichen an SUDRET [110,111].

Sobol’-Zerlegung

Die Abbildung bzw. das Modell z = M (x) beschreibt eine M-dimensionale Funk-
tion, welche die EingangsgroBen x € RM auf die skalare Variable z abbildet.
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GeméB SoBOL’ [104] existiert eine sogenannte SOBOL’-Zerlegung der Form

M
M(x) = Mo+ 3 Mifa) + 3 Ml o) o+ Mia (%)
=1 1<i<k<M (5.172)

wobei die einzelnen Summanden jeweils Teilfunktionen mit steigender Dimension
darstellen. X € RM ist der stochastische Eingangsvektor und fx (x) die zugehérige
gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion. Der Erwartungswert des Modells
ist definiert mit

My = EIM(X)] = / M(x) fx(x) dx . (5.173)

Fiir die einzelnen Summanden in Gleichung (5.172) wird die Bedingung

/ Mlllk (xiu R 7xik)ins (‘rzg) d(lf,‘s =0 5 1 S S S k (5174)

Dy.

gefordert. Dies bedeutet, dass das Integral der Teilfunktion M, ;, (z,,...,x;,)
tber eine ihrer Variablen X; € {z;,,...,; } gleich null ist. Diese Bedingung hat
zur Folge, dass die einzelnen Summanden in Gleichung (5.172) die Orthogonali-
tatsbedingung

/Mi1 ----- ik(xiu s 7xik)Mj1 ----- je(xju s ,l'j[)fx(X) dx =0,
Dx (5.175)
falls {ilw"vik}%{jla'-wjﬁ}
erfilllen, siche HOMMA & SALTELLI [59]. Die Orthogonalitétseigenschaft von
Funktionen wurde bereits in den vorherigen Abschnitten im Rahmen der polyno-

miellen Chaosentwicklung ausfiihrlich diskutiert. Fiir die Varianz der Abbildung
M(X) gilt aufgrund der orthogonalen Teilfunktionen

V = Var[Z] = Var[M /M x) dx — M2 . (5.176)

Analog zu Gleichung (5.172) kann die Varianz V' in eine Summe zerlegt werden:

V= zv+ S Vit o 4 Vioor (5.177)

1<i<k<M

Fiir die Berechnung der Teilvarianzen in Gleichung (5.177) gilt

Vi —/M” @i () dx, 1< <. <ig <M. (5.178)

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (5.177) werden schlielich die SoBoL’-

Indizes definiert: v
&bwzlyﬂ (5.179)
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Das Sensitivitatsmafl S;, ;, gibt den prozentualen Anteil der Teilvarianz V;, ;,
an der Gesamtvarianz V' an, der auf die Eingangsvariablen {X;,, ..., X;, } zuriick-
zufithren ist. Von besonderem Interesse ist der Einfluss einzelner Variablen X;,
der durch den zugehorigen SOBOL’-Index 1. Ordnung S; quantifiziert wird. Der
SoBOL’-Index 2. Ordnung 5;; erfasst den Anteil der Gesamtvarianz V', der aus-
schlieflich auf die Interaktion der Eingangsvariablen X; und X; zurtickzufiihren
ist. Der totale SOBOL’-Index

ST = > S (5.180)

beinhaltet zudem etwaige Interaktionen der Variablen X; mit den iibrigen Ein-
gangsparametern.

Fiir die Berechnung der SOBOL’-Indizes bzw. der Teilvarianzen ist es erforder-
lich, Integrale zu lésen, siehe Gleichung (5.178). Eine gingige Methode hierfiir
ist die Monte-Carlo-Simulation (MCS), siche SOBOL’ [105] und SALTELLI [92].
Fir die Bestimmung der M SoBoOL’-Indizes 1. Ordnung mit den Ansatz von
SALTELLI [92] sind insgesamt N = L(M + 2) Auswertungen des Modells M (X)
erforderlich. Dabei bezeichnet L die Basisanzahl an zufélligen Stichproben der M
Eingangsvariablen. Die gleiche Anzahl N = L(M + 2) wird fiir die Berechnung
der M totalen SOBOL’-Indizes bendétigt. Fiir auskonvergierte Werte der Sensitivi-
tatsmafle sind viele Auswertungen des Modells erforderlich, was auf die langsame
Konvergenzrate der MCS zuriickzufiihren ist.

PCE-basierte Sobol’Indizes

Einen deutlich effizienteren Ansatz im Vergleich zur MCS bietet die polynomielle
Chaosentwicklung. In SUDRET [110] wird gezeigt, dass die SOBOL'-Indizes direkt
aus den Koeffizienten einer PC-Entwicklung

MX) = Y 2,04 (X) =~ M(X) (5.181)

acA

im Rahmen einer Nachlaufrechnung bestimmt werden kénnen. Hierfiir wird die
Menge Z;
trage iy, ..., 1 ungleich null sind:

...i,, definiert, die nur die Multiindizes ¢ beinhaltet, bei denen die Ein-

(5.182)

I’il...’ik = {aEA: % >0, falls j € {i17"'aik} } .

a; =0, falls j ¢ {iy,..., 0}



5.6 Post-Processing der Chaosentwicklung 101

Mit der Menge Z wird die PC-Entwicklung in Gleichung (5.181) folgendermafien
umgeschrieben:

Mx) =20+ (Y zaValw))

oeen (5.183)
+ > ( Yzl fz,xk)+--.+ > za¥a(x) .
1<i<k<M «a€Z; a€lia . u

Aufgrund der orthogonalen Basispolynome entspricht Gleichung (5.183) gerade
der SOBOL’-Zerlegung der PC-Approximation M (x). Nun kénnen die Summan-
den der SoBOL’-Zerlegung in Gleichung (5.172) in Abhéngigkeit der Polynome
WV, identifiziert werden mit

My o (T ,) = Z ZaVa Tiyy ooy xiy) - (5.184)

a€ly . iy

Wie bereits in Gleichung (5.168) gezeigt, ist die Varianz einer PC-Entwicklung
aufgrund der orthonormalen Basispolynome allein durch die Koeffizienten gege-
ben. Damit lauten die PCE-basierten SOBOL’-Indizes

s = % / S22 ud ST™ = Y 8™ (5.185)

aeIzl g aEA\{O} {11 ----- 'Lk}D{Z}

5.6.3 Prinzipbeispiel fiir das Post-Processing einer Chaosentwicklung

Anhand des Prinzipbeispiels
Z=X;-Xy mit X;j~N(1,1) und X~ N(2,0,5) (5.186)

wird die Multiplikation zweier PC-Variablen und das Post-Processing der PC-
Entwicklung gezeigt. Fiir eine exakte Darstellung der Funktion ist die Menge

A ={(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} (5.187)

an konstanten, linearen und bilinearen HERMITE-Polynomen erforderlich. Die
Koeffizienten fiir die PC-Entwicklungen der Eingangsvariablen

3 3
= 1%, und Xo= > 22,7, (5.188)

werden direkt aus Tabelle 5.6 abgelesen und in den Vektoren
x; = [1,0,1,0]" und x, =[2,1/2,0,0]" (5.189)

zusammengefasst. Die vier Koeffizienten der PC-Entwicklung Z = Y2 _ 2, ¥,
werden mit der Berechnungsvorschrift in Gleichung (5.123) bestimmt und lauten

z=1[2,1/2,2,1/2" . (5.190)
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Aufgrund der orthonormalen Basispolynome gilt Dy = 1 € R***. Die iibrigen
Eintrage des verwendeten Multiplikationstensors D, lauten

0100 0010 0001
1000 000 1 0010

D — D, — d Dy= 5.191

“looo 1" 1000 "™ 3=1o 1 0 o ©1
0010 0100 100 0

wobei sich die Darstellung hier an der in Gleichung (5.161) eingefithrten Notati-
on orientiert. Auf Basis der PC-Koeffizienten z, und des Multiplikationstensors
werden die stochastischen Momente der Zufallsvariablen Z bestimmt:
1 1 9 2v/2

9

pz =2, 0%=*+4+Z:§ und 0y =

i (5.192)

Da die PC-Entwicklung die Funktion in Gleichung (5.186) exakt abbildet, ent-
sprechen diese Ergebnisse analytisch ermittelten Losungen. Die PCE-basierten
SoBoL’-Indizes 1. Ordnung lauten
4 8 1/4 1

g _ = _° d s = /= _ — 5.193

PoTgp T MY T T 90T g (5.193)

Der deutlich grofiere Einfluss der Eingangsvariablen X7 ldsst sich mit der hoheren

Standardabweichung dieser Variablen erklédren. Neben den beiden SOBOL’-Indizes
1. Ordnung in Gleichung (5.193) entsteht ein SOBOL’-Index 2. Ordnung mit

1/4 1

§E) = - - — 5.194

2 T9/2 18 (5.194)

Dieser erfasst den Anteil der Varianz, der auf die Interaktion der Eingangsvaria-

blen X; und X, zuriickzufiihren ist. Da in diesem Prinzipbeispiel lediglich zwei

Eingangsvariablen vorhanden sind, treten keine weiteren Effekte auf. Aus der

Normierung von Gleichung (5.177) mit der Gesamtvarianz folgt, dass die Summe

aller SOBOL’-Indizes gerade eins ist. Fiir das hier betrachtete Prinzipbeispiel gilt

8§ 1 1

(pe) (pe) (pe)
=+ —+—=1. 1
S+ Sy 4+ 57, 9+ 18+ 13 (5 95)

5.6.4 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und Zuverlassigkeitsanalyse

Erfordern simulationsbasierte Analysen wiederholte Auswertungen des komple-
xen Modells M, so konnen die Rechenressourcen durch den Einsatz der PC-
Entwicklung M signifikant reduziert werden. Dabei fungiert M als Ersatzmodell,
das mit sehr geringem Rechenaufwand wiederholt ausgewertet werden kann. Zu
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Beginn werden wie bei einer MCS N Realisierungen des Zufallsvektors X € RM
geméfl der gemeinsamen Dichtefunktion fx generiert und in der Menge

X={x® Ek=1,... N} (5.196)

zusammengefasst. In Abschnitt 5.3.2 wird die Konstruktion der Stichprobenmen-
ge X im Kontext der Polynomregression naher erlautert. Die Ergebnisgrofien
resultieren aus der Auswertung der PC-Entwicklung:

20 = M) = 2, 0,x®) ~ Z={z® k=1,....N}. (5.197)

Auf Basis der Menge Z kann beispielsweise die empirische Haufigkeitsverteilung
der approximierten Zufallsvariablen Z ermittelt werden. Im Rahmen dieser Arbeit
wird fiir die Schatzung der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Ergebnisgrofie
zusétzlich eine Kerndichteschdtzung (engl.: kernel smoothing), siche WAND &
JONES [124], durchgefithrt. Hierfiir wird die MATLAB [116] eigene Funktion
ksdensity verwendet. Auf Basis der Stichprobenmenge Z kénnen zudem Quantil-
werte und Versagenswahrscheinlichkeiten der Zufallsgrofie Z bestimmt werden.

5.7 Post-Processing der erweiterten PC-Entwicklung im
Rahmen polymorpher Unschéarfe

Auf Basis der erweiterten PC-Entwicklung der Form

Z=MX)=Y 2,7,(C) (5.198)

acA

kénnen im Rahmen des Post-Processings ebenfalls wichtige Kenngrofien bestimmt
werden. In den Arbeiten von SCHOBI [94] und SCHOBI & SUDRET [96] werden
sogenannte unscharfe SOBOL’-Indizes eingefiihrt, die im Folgenden naher erlau-
tert werden. Die Notation orientiert sich dabei im Wesentlichen an der genannten
Literatur. Fiir das Post-Processing ist es erforderlich, die PC-Entwicklung in Glei-
chung (5.198) umzuformulieren. Dies ist damit zu begriinden, dass stochastische
Momente und SOBOL’-Indizes ausschliellich beziiglich aleatorischer Variablen de-
finiert sind.

In dem erweiterten Eingangsvektor C = (U, s) lassen sich aleatorische und epis-
temische Variablen klar voneinander trennen. Dies ermdglicht eine entsprechende
Aufspaltung des Multiindex

a=(ay,as) mt ay €A, und o€ A, (5.199)

wobei A, und Ag die jeweiligen Multiindexmengen beschreiben. Mit dem Split
in Gleichung (5.199) werden auch die Basispolynome multiplikativ zerlegt:

U,(C) = U, (U, (s) . (5.200)
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In Abhéangigkeit der epistemischen Variablen s werden die neuen PC-Koeffizienten
definiert als i
P

Zaﬁ (S) = Z(:) ]l{ag):at}za(i)\lfag)(s) 3 (5.201)

wobei der (i + 1)-te Multiindex der Menge A mit a® bezeichnet wird. Zudem
beschreibt 1;,—g; die Indikatorfunktion, die nur dann den Wert eins annimmt,
wenn o = # und ansonsten null ist. Mit der Definition in Gleichung (5.201) lautet

die kompakte Schreibweise der erweiterten PCE

Z=Y 2a:(8)¥a(U) . (5.202)

Dabei beinhaltet die Menge A% alle Multiindizes a, € Ay, jedoch ohne etwaige
Duplikate von a,. Anhand Gleichung (5.202) ist zu erkennen, dass die Polynome
V4. (U) nur noch von den aleatorischen EingangsgroBen abhéngen, wahrend der
Einfluss epistemischer Variablen in den zugehodrigen Koeffizienten erfasst wird.
Basierend auf dieser Darstellung kann das Post-Processing in dhnlicher Weise,
wie in Abschnitt 5.6 bereits beschrieben, durchgefiihrt werden.

5.7.1 TUnscharfe stochastische Momente

Die Unscharfecharakteristiken der epistemischen Variablen s iibertragen sich auf
stochastische Kenngroflen wie Erwartungswert, Varianz und weitere zentrale Mo-
mente, wobei in dem folgenden Abschnitt nur die Momente erster und zweiter
Ordnung betrachtet werden. Das Post-Processing der erweiterten PC-Entwicklung
erfolgt ausschliefSlich beztiglich der aleatorischen Eingangsparameter U. Somit gilt
fir den Erwartungswert

aj € Ay
s (5.203)
= ZO(S) = Z ﬂ{a(z) O}Za(z)\Ifa(z) (S)
=0

Die untere (o) und obere (®) Grenze des Erwartungswertes in Gleichung (5.203)
konnen durch Losen der Optimierungsprobleme

p(s) =min pp(s)  und - 7(s) =max pp(s) (5.204)
gefunden werden. Beinhaltet der Eingangsvektor s mindestens eine Fuzzy-Variable,
sieche Abschnitt 4.2, so miissen die Optimierungsaufgaben in Gleichung (5.204) im

Rahmen der ALO fiir jedes a-Level gelost werden. Dabei reduziert sich der Be-
reich Dy der epistemischen Variablen mit zunehmendem a-Level. Die Berechnung
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der Varianz lautet

0%(s) = Var| 3 zay(8)Way(U)) = 3 22.(s). (5.205)

aj e A; aj € Ap\{0}

Durch das Losen der beiden Optimierungsprobleme

2(s) = min o2 2(s) = 2
a“(s) = min o2(s) und a-(s) max o(s) (5.206)

werden die untere und obere Grenze der Zielgrofie gefunden.

5.7.2 Unscharfe PCE-basierte Sobol’ Indizes

Sogenannte unscharfe PCE-basierte SOBOL’-Indizes wurden von SCHOBI & Su-
DRET [96] vorgestellt. Unter Berticksichtigung der Gleichungen (5.201) und (5.202)
lautet die erweiterte PC-Entwicklung

P
7=y (Z1{a(i>:a*}za<i)\pa(i>(s)) . (5.207)
aneAn i=0 " °
Mit der Definition einer weiteren Indexmenge Z;, ;,, siche Gleichung (5.182) in
Abschnitt 5.6.2, werden die PCE-basierten SOBOL’-Indizes kompakt formuliert.
In Abhéngigkeit der epistemischen Variablen s lauten die PCE-basierten SOBOL’-
Indizes

SEACEIED SEEHC D M AOP (5.208)

ol €5, .4y ar e Ax\{0}

wobei der Nenner gerade der unscharfen Varianz in Gleichung (5.205) entspricht.
Wie im vorherigen Abschnitt auch, konnen die zwei Optimierungsprobleme

SI%,(5) =min ST (s)  und S (s) = max ST (s)  (5.200)

iy seD. 010k 01 0) s€Dq
formuliert werden.

Alle zu lésenden Optimierungsaufgaben in den Gleichungen (5.204), (5.206) und
(5.209) sind hinsichtlich des erforderlichen Rechenaufwandes sehr gering, da nur
die Auswertung der PC-Entwicklung erforderlich ist. Fiir das Losen dieser Opti-
mierungsprobleme werden im Rahmen dieser Arbeit die MATLAB [116] eigenen
Optimierungsalgorithmen particleswarm und ga verwendet.

5.7.3 Prinzipbeispiel der erweiterten PC-Entwicklung

Anhand der Beispielfunktion
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wird das Post-Processing der erweiterten PC-Entwicklung detailliert beschrieben.
Die Eingangsvariablen sind wie folgt definiert:
o Xi~N(2,61), 01=<1,12,2>, (f-pr-Variable) ,
e Xo~N(L,15) (Zufallsvariable) und (5.211)
o I3=<2,283> (Fuzzy-Variable) .

Mit der erweiterten Transformation 7 gilt fiir die Beispielfunktion

2
X, pa 7, (5.212)

mit s = [s1,5]" und U= [U,U)" ,

Z=MUs) = (24 (3 +552)00 ) (14 30242 + 552)
—2l 22

wobei s1,82 € [—1,1] und Uy, Uy ~ N(0,1). Die PC-Entwicklung der in Glei-
chung (5.212) gezeigten Funktion lautet

Z =Y zVs(C), C=(Us). (5.213)
acA
Zur Approximation der epistemischen Variablen s = (si,s;) werden LEGEN-

DRE-Polynome verwendet, wihrend die aleatorischen Variablen U = (U, Us) mit
HERMITE-Polynomen dargestellt werden. Fiir die exakte PC-Entwicklung der in
Gleichung (5.212) dargestellten Funktion sind neun Basispolynome erforderlich,
die zusammen mit den PC-Koeffizienten in Tabelle 5.8 aufgefiihrt sind. Im Rah-
men des Post-Processing ist es erforderlich, die Multiindexmenge A geméfl der
beschriebenen Trennung in Gleichung (5.199) in die zwei Teilmengen A4g und
Ay zu unterteilen, siche Tabelle 5.9. Werden alle in der Menge A, auftretenden
Duplikate von o, entfernt, so gilt fir die Menge A}:

(0,0) a0

. J(0,1) a;h

A = L0~ Ja® (5.214)
(1,1) a;®)

Mit den Multiindizes o, werden nun die von den epistemischen Variablen s ab-
hangigen PC-Koeffizienten bestimmt. Im Rahmen dieses Prinzipbeispiels lauten

diese
*(0 Z 2o (4) ) (1)( ) Zal(2 )\Ifagg)(s) )
1€{0,1}
(5.215)
Zaf,<2)(s): Z Zau)\pag)(s) und Z 3) Z Za@)\If (z)

1€{3,4,6,7} 1€{5,8}
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1 acA v, 2o oy €A, | as € As | Y, (s)
01 (0,0,0,0) 1 7 (0,0) (0,0) 1
11(0,0,0,1) | v/3s2 1/V3 (0,0) (0,1) | V3sy
21(0,1,0,0) U, 3 (0,1) (0,0) 1
31 (1,0,0,0) Uy 21/4 (1,0) (0,0) 1
1] (1,0,0,1) | V3Uis, | V34 L) | (0.1) | V3s
51 (1,1,0,0) U, Us 9/4 (1,1) (0,0) 1
6| (1,0,1,0) | +/3Us; | 7V/3/12 (1,0) (1,0) | V3sy
71(1,0,1,1) | 3U;s182 1/12 (1,0) (1,1) 35152
8| (1,1,1,0) | V3U Ussy | V/3/4 (1,1) (1,0) | v3s

Tabelle 5.8: Menge A der Multiindizes c,
zugehorige Basispolynome ¥, und entspre-
chende PC-Koeflizienten zq,

Tabelle 5.9: Teilmengen A, und Ag

sowie die zugehorigen Basispolynome
\I/as (S)

Schliefllich wird die urspriingliche PC-Entwicklung in Gleichung (5.213) kompakt
geschrieben mit

Y 2a¥a(C) = Y zax(s)Va: (U) .

acA aj €AY

(5.216)

Auf Basis dieser Darstellung kann das Post-Processing fir die Bestimmung der
stochastischen Momente und der SOBOL’-Indizes durchgefiihrt werden. Der Mit-
telwert und die Varianz der ZielgroBle Z in Abhéngigkeit von s lauten

,UZ(S) = Za*(o) =7+ S92 und

2 2 2 2
o(s) = 2w T2 T2 )

21 21 3 1 2 /9 3 2
=324 <Z + ESl + 182 + 18182) + (1 + 25132) :

Sind die Minimal- und Maximalwerte der Funktionen in Gleichung (5.217) auf

(5.217)

jedem a-Level gefunden, so konnen diese als Fuzzy-Grofle dargestellt werden.
Abbildung 5.10 zeigt den Fuzzy-Mittelwert (links) und die Fuzzy-Varianz (rechts).

Die SoBoL’-Indizes 1. Ordnung werden mit den modifizierten Koeffizienten an-

gegeben:
2
Z x(2)
5P (s) = cu und
! ) Zi*u) + ZZ*(?) + Zi*<3>
) (5.218)
(pc) zaﬁ(l)
Sy (s) =
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1y oz 1 o
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0,25t 0,25+
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6 65 7 75 8 15 32,5 50 67,5 85
2
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Abbildung 5.10: Zugehorigkeitsfunktionen des Fuzzy-Mittelwerts p(uz) (links) sowie
der Fuzzy-Varianz u(0%) (rechts)

Fiir den SoBOL’-Index 2. Ordnung folgt mit den modifizierten Koeffizienten

22*(3)
ST (g) = oy 5.219
12 (S) . ( . )

2 2 2
afl(l) aﬁ(Q) 0tf.<3>

Auf eine explizite Darstellung der SOBOL’-Indizes in Abhéngigkeit von s; und s,
wird an dieser Stelle aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet. Im Anschluss
an die ALO konnen die Ergebnisse, wie in Abbildung 5.11 dargestellt, graphisch
veranschaulicht werden.

Die Erweiterung der klassischen SOBOL’-Indizes ermoglicht nun eine tiefere und
aufschlussreichere Interpretation der Ergebnisse, sieche SCHOBI [96]. Der Wert ei-
nes unscharfen SOBOL’-Indizes auf dem obersten a-Level mit @ = 1 gibt den
Einfluss einer Variablen an, welcher auf ihre aleatorische Unschéarfe zuriickzufiih-
ren ist. Zusétzlich kann auf jedem a-Level eine Intervallbreite des SOBOL’-Indizes
bestimmt werden. Inwiefern der Einfluss einer Eingangsvariablen von den episte-
mischen Gréflen bestimmt wird, kann mit dieser Intervallbreite erfasst werden.

Auf das Prinzipbeispiel iibertragen, lasst sich erkennen, dass der Einfluss aleatori-
scher Unschérfe von Variable X; deutlich grofler ist, als der von Variable X,. Bei
genauerer Betrachtung der Intervallbreite fallt auf, dass diese fiir beide SOBOL’-
Indizes nahezu identisch ist, unabhéngig von dem betrachteten a-Level. Daraus
lasst sich der Schluss ziehen, dass die epistemischen Variablen die Bedeutung von
X7 und X, gleichermaflen beeinflussen. Anhand von Abbildung 5.11 wird zudem
deutlich, dass der SOBOL’-Index 2. Ordnung nur eine untergeordnete Rolle spielt.
Sowohl der Wert auf dem obersten a-Level mit @ = 1 als auch die Intervall-
breite auf jedem a-Level sind deutlich geringer als bei beiden SOBOL’-Indizes 1.
Ordnung. Schliellich sei noch erwdhnt, dass die Intervallbreite aller unscharfen



5.7 Post-Processing der erweiterten PC-Entwicklung im Rahmen polymorpher
Unschdrfe 109

Sensitivitdtsmafle mit zunehmenden a-Level abnimmt, was auf den immer kleiner
werdenden Bereich Dy zuriickzufiithren ist.

1 S,l(pc) 1 S,Q(pc)
0,75 0,75
ey g
% 0,5 90,5
3 3
0,25 0,25
0 - : - 0 : : -
0 02 05 075 1 0 025 05 075 1
Sl(pc) SQ(PC)
1} 5
0,75}
90,51
3
0,25
0 0,25 05 0,75 1
Sl(gc)

Abbildung 5.11: Zugehorigkeitsfunktionen der Fuzzy-SOBOL’-Indizes ,u(Sl(p C)) und
M(S2(pc)) (oben) sowie des Fuzzy-SoBoL’-Index ,u(Sl(gc)) (unten)
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6 Spektrale stochastische FE-Formulierungen
ausgewahlter Strukturelemente

Im Jahr 1991 veroffentlichten GHANEM & SPANOS [45] das Buch Stochastic Finite
Elements: A Spectral Approach, in welchem die beiden Autoren die spektrale sto-
chastische Finite-Elemente-Methode (SSFEM) erstmals vorstellten. Die SSFEM
verbindet die polynomielle Chaosentwicklung (PCE) mit der Finite-Elemente-
Methode (FEM) und kann somit als Erweiterung der deterministischen FEM
betrachtet werden.

Im folgenden Kapitel werden spektrale stochastische FE-Formulierungen fir aus-
gewahlte geometrisch nichtlineare Strukturelemente vorgestellt. Ausgehend von
den Grundlagen der Schalentheorie in Kapitel 3 und der polynomiellen Chao-
sentwicklung in Kapitel 5 wird eine stochastische Schalenformulierung abgelei-
tet. Neben dieser rein verschiebungsbasierten Formulierung wird zusatzlich ein
gemischt-hybrides, stochastisches Scheibenelement entwickelt. Anschlielend folgt
eine geometrisch exakte, zweidimensionale Stabformulierung, anhand derer die
Thematik endlicher Rotationen im Rahmen der SSFEM diskutiert wird. Bei al-
len hier vorgestellten Formulierungen wird stets von einer deterministischen Re-
ferenzkonfiguration ausgegangen.

Alle entwickelten stochastischen Elementformulierungen sind in MATLAB [116]
und in einer erweiterten Version des FE-Programms FEAP (Finite Element Ana-
lysis Program) [115] implementiert.

6.1 Variationsformulierung und Diskretisierung

Werden die Eigenschaften eines Korpers, wie z.B. Steifigkeiten, als Zufallsgrofien
beschrieben, so zeigt sich der stochastische Charakter in der starken Form des
Gleichgewichts. Die Gleichungen des stochastischen Randwertproblems entspre-
chen bis auf die Zufalligkeit aller Groflen denen des deterministischen Problems,
sieche Tabelle 2.1. Fiir die Anwendung numerischer Losungsverfahren wird die sto-
chastische starke Form, wie auch im deterministischen Fall, in eine schwache Form
tberfiithrt. Gema LE MAITRE & KNI1O [70] lautet die schwache Formulierung

/ o7 (w) dP(w) = E[én(w)] = 0 , (6.1)

wobei ) die Grundgesamtheit des Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, ¥, P) beschreibt.
Weiterhin kennzeichnet die Abhéangigkeit von w den stochastischen Charakter ei-
ner Grofle. Mit der Formulierung in Gleichung (6.1) wird die stochastische starke
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Form sowohl in der rdumlichen Dimension als auch in der stochastischen Dimen-
sion nur im integralen Mittel eingefordert. Das Variationsprinzip in Gleichung
(6.1) ist der Ausgangspunkt fiir die zweistufige Diskretisierung, die im Rahmen
der SSFEM verwendet wird.

Im folgenden Abschnitt wird zunédchst das rein verschiebungsbasierte Variations-
prinzip

Eor(w)] = E[sr(u(X,w))] (6.2)

betrachtet. Dies ist im Allgemeinen eine nichtlineare Funktion in der gesuchten
FeldgroBe, dem stochastischen Verschiebungsfeld u(X,w). Dabei kennzeichnet X
die ortliche Abhéngigkeit von u. Die Linearisierung von Gleichung (6.2) wird
unter Beriicksichtigung der Linearitdt des Erwartungswertes E[e] sowie der Li-
nearisierung L[e] geschrieben als

L{E[r(ua(X,w))]| = E[dr(u(X,w))] + E[Adm(u(X,w))] =0 . (6.3)

In dieser Arbeit wird stets von konservativen Belastungen ausgegangen und es
gilt E[Adm,(u(X,w))] = 0. Im Rahmen einer verschiebungsbasierten Formulie-
rung wird die Feldvariable u(X,w) sowohl mit der PCE als auch mit der FEM
diskretisiert. Zunéachst erfolgt die Approximation in der stochastischen Dimension
mit der PCE:

u(X,w) = ;ua(X)\Pa(w) : (6.4)

Dabei sind u,(X) die rdumlich verédnderlichen PC-Koeffizienten des Verschie-
bungsfeldes u(X,w) und ¥, (w) die zugehorigen Basispolynome, siehe Kapitel 5.
Die Diskretisierung der PC-Koeffizienten in der rdumlichen Dimension lautet

nel

ua(X) = IE N[(X)V}a y (65)

wobei N;(X) klassische FE-Ansatzfunktionen sind und nel die Anzahl an Kno-
ten pro Element e bezeichnet. Der Vektor v, beinhaltet die zum Knoten / und
Basispolynom V¥, (w) zugehérigen Knotenverschiebungen. Zusammengefasst lau-

tet die vollstdndige Approximation der stochastischen Feldgrofie im Rahmen der
SSFEM

P nel

u(X,w) =Y > Uy (w)Ni(X)vr, - (6.6)
a=0 =1
Anhand der Darstellung in Gleichung (6.6) ist die zweistufige Diskretisierung zu
erkennen. In den folgenden Abschnitten werden drei stochastische FE-Formulie-
rungen flir ausgewahlte Strukturelemente detailliert hergeleitet.
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6.2 Ein Schalenelement mit moderaten Rotationen

In Kapitel 3 wurden die Grundlagen der Schalentheorie und die zugehoérige Varia-
tionsformulierung dargestellt. Diese bilden die Grundlage fiir die hier weiterentwi-
ckelte, spektrale stochastische Schalenformulierung, die in PANTHER ET AL. [84]
verOffentlicht ist. Die urspriingliche FE-Formulierung orientiert sich im Wesentli-
chen an WAGNER & GRUTTMANN [121,122] und GRUTTMANN & WAGNER [49].

Das zugrundeliegende Variationsprinzip folgt aus Gleichung (3.55):

E[om(w)] = E[ / 6" (w)or(w) dA] — E] / VT ()G (w) dA + / 6v" (w)E(w) ds]

09g
=0 . (6.7)

Die zugehorige Linearisierung lautet
L[E[0n(w)]] = E[on(w)] + E[AdT;(w)]

= Blon(w)] + [ [ 67 (w)A0(w) + Ase” (w)o(w)dA] = 0. (6.8)

Das stochastische Verschiebungsfeld v(w) der Schale umfasst, analog zu v, drei
Verschiebungen und drei Rotationen, siche Gleichung (3.52):

V(w) = [ur (W), up(w), us(w), Br(w), Ba(w), Bs(w)]" . (6.9)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf die rdumliche Abhéngigkeit aller
Groflen verzichtet.

6.2.1 Stochastische Diskretisierung mit der PCE

Mit der PCE erfolgt die stochastische Diskretisierung des Verschiebungsfeldes
P
V(Cd) - Z Vag,a(w) = Zva\ya mit Vo = [u1a7u20¢7u3o¢7 51a7ﬁ2aa 63a]T7 (610)
a=0 a

wobei die Anzahl der Basispolynome P = P + 1 von der Zahl der stochastischen
Eingangsvariablen M und dem gewahlten Polynomgrad p der PC-Entwicklung
abhingt, siche Gleichung (5.36). Zur besseren Ubersichtlichkeit wird die Abhéin-
gigkeit der Basispolynome von w zukiinftig nicht mehr explizit angegeben. Der
Vektor v,, beinhaltet die zum Polynom W, zugehorigen PC-Koeffizienten des Ver-
schiebungsfeldes. An dieser Stelle sei angemerkt, dass v, weiterhin kontinuierlich
in der raumlichen Dimension ist. Das virtuelle und linearisierte stochastische Ver-
schiebungsfeld dv(w) und Av(w) wird analog zu Gleichung (6.10) diskretisiert mit

V(w) =) va¥, und Av(w) =) Av,¥, . (6.11)
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Die Vektoren dv, und Av, beinhalten wie auch v, die entsprechenden PC-
Koeffizienten.

Auf gleiche Weise werden die Schalenverzerrungen e(w) als PC-Entwicklung dar-
gestellt:

ew)=> e, ¥, . (6.12)

Die PC-Koeffizienten e, werden unter Berticksichtigung von Gleichung (3.27)
und der Berechnungsvorschrift fiir die Multiplikation zweier PC-Variablen, siehe
Gleichung (5.121), wie folgt berechnet:

€11y Uiyt + (1/2)Dopy (Ura1U1p1 + U2a,1U28,1 + Usa,1U33,1)
€92~ Uy 2 + (1/2)Dopy (U1a,2U182 + Usa 2Uss.2 + Usa,2Uss.2)

2€12y Uty2 + U2y 1 + Dopy(Ur1a1U182 + U2a,1U28,2 + Usa,1U35,2)

c. — Ri1y | _ 517,1
. —

K22~y 527,2

2K 12+ Biy,2 + Bayi

Y13y By + Uy 1

| Y23y | i Bay + Usy 2 |

(6.13)

Dabei bezeichnet D3, den erforderlichen Multiplikationstensor. An dieser Stelle
sei angenmerkt, dass alle auftretenden griechischen Indizes einer PC-Variablen
stets aus der Menge {0,..., P} sind. Aus der schwachen Form in Gleichung (6.7)
geht hervor, dass zudem die Approximation der virtuellen Schalenverzerrungen
de(w) bendétigt wird. Unter Beriicksichtigung der PC-Entwicklung von e(w) in
Gleichung (6.12) wird die PC-Entwicklung von de(w) formal bestimmt durch

0 Oe
de(w) = %<Z€VWV)5W =Y a—VZ(SvA U, =Y de, 0, . (6.14)
Y R , Y

Y
oe,

Die GroBe de, entspricht gerade der Richtungsableitung des PC-Koeffizienten
e, in Richtung der Gréfe dvy, vgl. Gleichung (2.48). Anhand der Komponente
€11+, siehe Gleichung (6.13), wird die Berechnung der Richtungsableitung im De-
tail beschrieben. Die partielle Ableitung dieser Verzerrungskomponente nach den
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Koeffizienten der einzelnen Verschiebungen fiihrt auf

86117 88117 88117

(5u1>\,1 +

de11y = dugr 1 + dug 1

au1>\,1 auz,\,1 aug,\,1

1
= 0y n0uirg + §Da6"/ (Oart1g1 + 0prU1a,1) OUIA L

1
+ QDQB«, (Oartiap1 + 0pataa 1) OUa 1

1
+ §Daﬁ'y (Oartizg1 + 0prtsa1) OUsy 1 -

(6.15)

Dabei bezeichnet §(e) die Variation einer Grofle, wohingegen 6,5 das KRONE-
CKER-Delta darstellt. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Tensors D,gs.,
siche Gleichung (5.120) vereinfacht sich die Darstellung in Gleichung (6.15) wie
folgt:

de11y = (0yx + DapyOartiip)0uin

(6.16)
+ (DopyOartop)0uant + (Dasydartiss)0us -

Wird der Multiplikationstensor ausgeklammert, so gilt fiir den PC-Koeffizienten
der virtuellen Schalenverzerrung

011y = Dipy[(0g0 + w1p,1)0uir1 + Ugp 10U2x 1 + Usp10Usx 1] - (6.17)

Eine ausfiihrliche Herleitung der restlichen Variationen ist in Anhang C zu finden.
Die Vektor de, beinhaltet den vy-ten Koeffizienten der virtuellen Schalenverzer-
rungen und lautet

[ de11y | [ (080 + u1p.1)0uir1 + U2p 10U2x 1 + Usp10U3N 1
0€22y u18,20U1N2 + (050 + Uop2)0Usn 2 + Usp20Usy 2
20e1s, w18,20U1x1 + (950 + w1p,1)0urr2 + (050 + Uzp2)0Usy 1
+uop 10Uz 2 + Usp20UsN 1 + Usg,10USN 2
0ey = | OKk11y | = Dy 05008171
0Ka2y 0300 B2x,2
20K19, 0800 51x,2 + 950082 1
0Y134 0300811 + 0godusy 1
| 023, | I 000 02 + 0g00U3) 2

(6.18)
Da die Berechnungsvorschrift fiir die erste Variation d(e) und die Linearisierung
A(e) einer Grofie identisch sind, lautet die PC-Entwicklung der linearisierten
Schalenverzerrungen

Ae(w) =Y Ae, U, mit Ae, = g:YAvu . (6.19)
”y ,J/
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Fiir die stochastische Diskretisierung des linearen Inkrements E[Ad7;(w)] in Glei-
chung (6.8) wird zuséatzlich die PC-Entwicklung der linearisierten virtuellen sto-

chastischen Schalenverzerrungen Ade(w) benétigt. Formal wird diese bestimmt
durch

a0
Ade(w ( Z be, W, ) Av, = 3 TN A, W, = 3 Ade, W, . (6.20)
aV“ ~ Ov, >
—_———
Ade,
Fiir den Koeffizienten Ade;y, der linearisierten virtuellen Membranverzerrung gilt
85811 85811 86511
Ad = TA —A —A
€11y 8%,1 Ut p,1 81@”71 U2y,1 3U3M,1 U3p,1

= Dy [duin1Augy g + Sugy 1 Augy 1 + dugy1Augy, 1)

Die tibrigen Herleitungen sind ebenfalls detailliert in Anhang C beschrieben. Im
Vektor Ade, sind die 7-ten PC-Koeffizienten der linearisierten virtuellen Scha-
lenverzerrungen zusammengefasst:

[ Adeiry | [ Ot 1 AU 1 + OUx 1 Aoy 1 + dugy 1 Ausy, ]
Adeag, durr oAU 2 + OUgy 2AU, 2 + OUsy 2AUS,, o
2Ade 12, a2 AU + OUIN 1 AU, 2 + OUgy 2 AU,
+ougx 1 AU 0 + dusy 2 AUs, 1 + Ousy 1 Az, o
Adey = | Abk11y | = Dy 0
Ak, 0
2A0K 124 0
A1z, 0
[ Ad723 | 0 E )
6.22

In Gleichung (6.22) ist zu erkennen, dass nur die Linearisierung der virtuellen
Membranverzerrungen ungleich null ist, vgl. Gleichung (3.62). Dies lasst sich da-
mit begriinden, dass die restlichen Verzerrungen, wie Kriimmungen und Schub-
verzerrungen, nur lineare Funktionen der Verschiebungsgrofien sind.

Mit der stochastischen Diskretisierung der Schalenschnittgrofien
w)=> o7, (6.23)
v

wird die PC-Entwicklung der Linearisierung Ao (w) bestimmt. Die Berechnungs-
vorschrift lautet

Ao (w ;(Z‘Tw )As,L =Y (;quu U, => Ao, . (6.24)
H 2l

y

Ao

~
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Allgemein gilt fiir die Koeffizienten des SchnittgroBeninkrements

_ oo,

Aoy = Oe
o

Ae, =D, Aeg, , (6.25)

wobei D, Eintrage der erweiterten Materialtangente beschreiben. Im Kontext
der stochastischen Formulierung wird das linear elastische Materialverhalten der
Schale geschrieben als

o(w) =D(w)e(w) . (6.26)

Die PC-Entwicklung der stochastischen Materialmatrix lautet

D(w) =Y D,7, . (6.27)

Fiir eine geschichtete Schalenstruktur kann der PC-Koeffizient D, allgemein an-
gegeben werden mit

Dm Dmb 0
D,=|D?, D, 0] |, (6.28)
0 0 D,

wobei die Teilmatrizen gemafi Gleichung (3.48) definiert sind. Die explizite Be-
rechnung der PC-Koeffizienten einer stochastischen Materialmatrix wird in Ka-
pitel 8 anhand eines Prinzipbeispiels gezeigt. Mit den PC-Entwicklungen in den
Gleichungen (6.12), (6.23) und (6.27) und unter Anwendung der Orthogonalpro-
jektion, vgl. Abschnitt 5.5.2, fithrt Gleichung (6.26) auf

o, = ZZDCVB'YDO‘EB . (629)
a B
Fiir linear elastisches Materialverhalten gilt fiir die Eintrage der Materialtangente
0
Do = a?(z > DapDags) =3 DayyDa = 3 DayuDa - (6.30)
na B a o

Schliellich wird die auflere Belastung, die sich aus Oberflichen- und Randlasten
zusammensetzt, wie folgt mit der PCE diskretisiert:

q(w) = anllfa und  t(w) = Zfa\lla ) (6.31)

Unter Beriicksichtigung aller beschriebenen PC-Entwicklungen wird die lineari-
sierte schwache Form in Gleichung (6.8) in der stochastischen Dimension diskre-
tisiert. Die semidiskrete virtuelle innere Arbeit lautet

E[om,(w)] ~ E[67%] = E| / (66T W0) (050 5)dA|
(6.32)
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wobei die Orthonormalititseigenschaft E[V,Us] = 0,5 der Basispolynome ver-
wendet wird. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Summenzeichen bei
den PC-Entwicklungen nicht mehr dargestellt. Die Summation erfolgt gemafl der
EINSTEIN’schen Summenkonvention iiber alle doppelt vorkommenden Indizes,
wobei alle griechischen Indizes stets aus der Menge {0, ..., P} sind. Weiterhin
kennzeichnet der Index (e)?¢ die PCE-Diskretisierung. Fiur die virtuelle dulere
Arbeit folgt

B[oma(w)] ~ Blont] = B[ [(0vIW)(@s0s)dA+ [ (VI Wa)(Ea05)ds]
Qo 903
= /5v§qa dA + / (5ng& ds .
Qo 903

(6.33)

Fiir das semidiskrete lineare Inkrement der virtuellen inneren Arbeit gilt
E[Adm(w)] ~ E[Adr!] = E| / (0e2Wa) (AaWs) + (Adel W) (05 Ws)dA|
Qo

- / el Ao, + AdeTa, dA (6.34)
Qo

- / 56T DAy + Adeloy dA .
Qo

Werden alle PC-Koeffizienten der einzelnen Grofien in den Vektoren

- T — - T —
ov = [ovy,... ovh] RO, 0e = |de],... . 0ep| € R,

Ae := _Asg, e AsﬂT c R8P , Ade = _AésOT, . ,Adsgr c R8P ,
- - (6.35)

- T - r T >
T T 8P _ _T T 6P
a::_a'o,...,a'P} e R, q::_qo,...,qp] eR und

_ _ —q T 5

t:=[t,....t5] R’
zusammengefasst, so lautet die kompakte Darstellung der semidiskreten Lineari-
sierung in Gleichung (6.8)

L[E[o7™]] = E[67™] + E[Adn!"]

_ / 5eTo dA — / SvTqdA — / svTEds
J 4 o (6.36)

n / 5e"DAe + Aselo dA =0 .
Qo

Dabei werden alle Eintrage D.,,, der Materialtangente in der erweiterten Mate-
rialmatrix

DOO e DOP DOO e DOP ) )
D=|: D =] D D | e R¥BP (6.37)
DPO Dpp Sy1. Dpp
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angeordnet. Die Symmetrieeigenschaften des Multiplikationstensors iibertragen
sich dabei auf die Matrix D. Eine effiziente Implementierung zur Berechnung
der erweiterten Materialmatrix in Gleichung (6.37) ist in Anhang B Tafel B.3
dargestellt.

6.2.2 Raumliche Diskretisierung mit der FEM

Die Diskretisierung der bislang in der rdaumlichen Dimension kontinuierlichen
Gleichung (6.36) mittels der Finite-Elemente-Methode (FEM) wird im Folgen-
den dargestellt. Fiir einen umfassenden Einblick in die Methode wird an dieser
Stelle auf die Biicher von ZIENKIEWICZ ET AL. [140] und BATHE [14] verwiesen.

Im Rahmen der FEM wird ein kontinuierlicher Korper B in endlich kleine Teil-
korper unterteilt, die als Elemente bezeichnet werden. Die FE-Diskretisierung der
deterministischen Referenzkonfiguration 0y in numel Teilkérper lautet

numel

Q~0"= J Q. (6.38)
e=1

Dabei beschreibt €2, das Gebiet eines einzelnen Elements und der hochgestell-
te Index (e)" kennzeichnet die FE-Diskretisierung. Unter Beriicksichtigung der
FE-Approximation lautet die vollstandige Diskretisierung der semidiskreten Li-
nearisierung L{E[éﬂpcﬂ in Gleichung (6.36)

L[E[s7*]] ~ L[E[77"]] = E[on*"] + E[Adn?™"]

numel 6.39
= U (E[(Swpc’h’e] +E[A57Tf-’c’h’e]) =0. (6:39)

e=1
Die FE-Diskretisierung der elementbezogenen Grofien E[077¢"¢] und E[A§7?"]
wird im Folgenden detailliert beschrieben. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird auf die Indizes (e)P™¢ verzichtet.

Im Rahmen der entwickelten stochastischen FE-Formulierung werden 4-Knoten-
Elemente verwendet, fiir die nel = 4 gilt. Fiir jedes Schalenelement wird ein
lokales, orthonormales Basissystem {A;}?_; eingefiihrt, vgl. Abschnitt 3.1. Der
Mittelpunkt eines Elements berechnet sich iiber

1 4
X¢ =1 3X1, (6.40)
I=1

wobei XY die globalen Koordinaten des Knotens I sind. Mit den beiden normier-
ten Diagonalvektoren

X5 —Xi

L X=X
1 X3 = X{]

= 0T ynd dy =
[1X5 — X1 ’

(6.41)
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lasst sich das lokale orthonormale Basissystem {A;}?_; mit den Basisvektoren

d1+d2 dl _d2
A = —_——— A = —_—
' ST [ldy — |

) und A3=N:=A; xA 6.42
Tdy + ] : 13 Ay (642)

im Mittelpunkt X9 eines Schalenelements definieren. Bei unregelméfigen bzw.
verzerrten FE-Netzen fithrt die Berechnungsvorschrift gemafi Gleichung (6.42)
zu unterschiedlichen Basissystemen in den einzelnen Elementen. Fiir isotropes
Materialverhalten stellt dies kein Problem dar. Bei richtungsabhangigem Werk-
stoffverhalten, wie etwa transversaler Isotropie, ist das nicht zuléssig, sofern die
Faserorientierung an den Basisvektoren A; und A, gebunden ist. Es kann auch
eine sogenannte Lamina-Basis verwendet werden, siche HUGHES [60]. Dabei lie-
gen die Basisvektoren A,,a = 1,2 moglichst nahe an den Koordinaten & und 7.
Diese Koordinaten sind in Abbildung 6.2 veranschaulicht.

Die Transformationsmatrix
T .= [Al A, AS]T S R3x3 (643)

bildet das globale Koordinatensystem {e;}?_; auf das lokale Basissystem {A;}?_,
eines Schalenelements ab. Fir die Koordinaten lautet die Transformation

X = T(X9 — X9) | (6.44)

wobei X = [X, X5, X3 = 0]7 den Ortsvektor beziiglich der lokalen Basis {A;}3_,
bezeichnet, siehe Abbildung 6.2. Aufgrund der Transformation sind nur noch die
ersten beiden Eintrage des Vektors X ungleich null. Im Gegensatz dazu weist der
Ortsvektor im globalen KOS X9 = [X{ X§ X{]7 im Allgemeinen Eintrige in
allen drei Raumrichtungen auf.

Im Rahmen einer flinfparametrigen Schalenformulierung werden lokal nur drei
Verschiebungen und zwei Rotationen berticksichtigt. Dies ist daran zu erkennen,
dass fiir die Berechnung der Schalenverzerrungen nur fiinf Verschiebungsgrofien
benétigt werden, siehe Gleichung (6.13). Die PC-Koeffizienten des lokalen Ver-
schiebungsfeldes lauten

Vo = [u1a7u2aau3aaﬁlaa 62017 O}T - [uom /Ba]T 9 o = 07 s 7P . (645)

Dabei werden die lokalen Rotationsfreiheitsgrade der Schale im Rahmen der FE-
Formulierung mit

Bla — _/Bkonti und 5204 — konti ’ o = 07 o P (646)

2c la

definiert. Somit beschreibt ;. eine Verdrehung um die lokale Achse A;, siehe
Abbildung 6.1. Im globalen Koordinatensystem {e;}?_; hingegen beinhaltet der
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Kontinuumsmechanik FE-Formulierung
TUga Tu?)oz

A;=N A;=N
’ A onti ‘ A
Al}’ ’ 123 6%& ' Al‘)‘\’ 2 123 /6204

/ula A/ula
/'ﬁkontl /ﬁla

Abbildung 6.1: Definition der Verschiebungsgréfien der Schale in der Kontinuumsme-

chanik (links) und im Rahmen der FE-Formulierung (rechts)

Vektor

Vg = [ugavugavugouﬁi]a’ﬁgaaﬁga]T = [ug’ﬁgt]T ) = 07 v 7P (647)

sowohl drei Verschiebungen als auch drei Verdrehungen. Die Transformation zwi-
schen den PC-Koeffizienten des lokalen und des globalen Verschiebungsfeldes lau-

tet
u, T 0 (ug|
——

T € RS
In bestimmten Féllen kann es erforderlich sein, die Transformation in Gleichung
(6.48) zu modifizieren, siehe Anhang C. Die einzelnen PC-Koeffizienten v, in
Gleichung (6.45) werden mit bilinearen Ansatzfunktionen Ny, I = 1,...,4 appro-

ximiert:
nel

ZN] 5 nVIa_ZNIVIa . (649)
Dabei beinhaltet

Vie = [Ui1a, Ualas Ui, Bila, Boras 0] = [Ura, Bral” - (6.50)

die zum Knoten I und Basispolynom ¥, zugehorigen PC-Koeffizienten der Kno-
tenverschiebungen. Die Koeffizienten des virtuellen und des linearisierten Ver-
schiebungsfeldes werden analog zu Gleichung (6.49) mit

0V, = ZN15V1a und Av, = ZNKAVKa (6.51)
1 K

approximiert. Dabei sind die Ansatzfunktionen N;(&,7n) in Gleichung (6.49) in ei-
nem natiirlichen Raum mit den Koordinaten & = [£,7]7 definiert. In Abhéngigkeit
von £ und 7 lauten die Interpolationsfunktionen

N] = i(l +€I§)(1+77[77) ) g[ S {_1a1717_1} ) nr € {_17_17171} : (652)
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—
/\A

isoparametrische

Transformation 4 3
n L
2
1 2
9 (&2, 772)
———F

Abbildung 6.2: Schalenelement im physikalischen Raum mit dem lokalen Basissystem
{A;}2_, im Mittelpunkt X¢ (links) sowie das zugehérige Referenzelement im natiirli-

chen Raum mit den Koordinaten & (rechts)

Die natiirlichen Koordinaten des Knotens I werden mit & und 7n; bezeichnet.

Ein Schalenelement mit der Flache Q¢ entspricht im natiirlichen Raum einem
Quadrat mit dem Flacheninhalt 25 = 4, siche Abbildung 6.2.

Im Rahmen des isoparametrischen Konzepts wird sowohl fiir das Verschiebungs-
feld als auch fiir die Geometrie der gleiche Interpolationsansatz verwendet. Die
Approximation des lokalen, deterministischen Ortsvektors X lautet

nel

X = Z Ni(&m)Xr = ZNIXI 5 (6.53)
I=1 I

wobei X; = [X11, X2, X713 = 0]7 die zugehérigen Knotenkoordinaten im lokalen
Basissystem bezeichnet.

Im Rahmen der FE-Formulierung werden die Ableitungen des Verschiebungsfeldes
nach den lokalen Koordinatenrichtungen A;, j = 1,2 bendtigt:

Vaj =Y Nijvia, a=0,...,P, j=12. (6.54)
I

Mithilfe der JACOBI-Matrix

dg Xog Xay 7 [ Nig X2 NiyXipo
werden die Ableitungen der Ansatzfunktionen Nj;,j = 1,2 nach den lokalen

Koordinatenrichtungen A, 7 = 1,2 berechnet. Es gilt

lNLl} _g-T lNLS] 7 (6.56)
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wobei Nye und Np, die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den natiirli-
chen Koordinaten bezeichnen. Weiterhin verkniipft die Determinante der JACO-
BI-Matrix det J die folgenden Integrale miteinander:

/ (0)dQ° = / (o) det J Oy (6.57)
Qe Qn
Mit dem Interpolationsansatz in Gleichung (6.51) wird die Diskretisierung der

PC-Koeffizienten der virtuellen Schalenverzerrungen aus Gleichung (6.18) formu-
liert. Fir den Koeffizienten deqy, aus Gleichung (6.17) lautet die Approximation

0c11y = D)\B'y(((;ﬁ() + w1g,1)0UIN1 + U28,10U2x 1 + U35,15U3>\,1)

= Z DAny(((SﬁO + w18,1) N 10uiry + u2p 1 Niidugry + U35,1N1,15u3m)
I

(6.58)
- ZD)\/B’Y [(560 +uig )N ugsaNia uggaNra 0 0 O] OVry .
T
Insgesamt gilt fiir die Interpolation des PC-Koeffizienten de,:
IIHB 03><2 0
(567 = ZDA57B15 5V[)\ = ZDAﬁV 03><3 B?ﬁ 0 5V[>\ . (659)
I v I 0 Bs 0
B],y)\ 2x2 18
B,s

Die B-Matrix B;g in Gleichung (6.59) fiir den Knoten I lésst sich dabei in einen
Membrananteil Bfg, einen Biegeanteil B'}’B und einen Schubanteil B}, aufteilen.

Fiir die einzelnen Teilmatrizen gilt

[ (00 + u151)Nra u281N1 1 usg 1 N1 1
B™ — u182N12 (080 + u2p.2)Np 2 uzg2N1,2
I8 — )
(0g0 + w1,1) N1 2 U281 N1 2 uzg1 N1 2
+uig2N1 1 +(0p0 + u2p2) N1 | +usgaNy1
i (6.60)
0 ds0 Nr11
) . d50 N1t ‘ 0 ‘ d50 N1
po N2 | —=6s0 N1 | 0
B , B
| —0p0 N1 | 9p0 Ni2

Mit der Definition By, := Dyg,Bys in Gleichung (6.59) wird die Approximation
der virtuellen Schalenverzerrungen geschrieben als

o€ Bro ... Bpor| [0V
55 == — Z BI'Y)\ - ZBI(SVI ) (661)
dep ! Brro ... Bipp] [0vip !
N—_——

B[ (SVI
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wobei in dieser Darstellung die zum Knoten [ zugehorige, erweiterte B-Matrix
B; € R8P*6F gingefiihrt wird. Der Vektor dv; € RSP beinhaltet alle PC-Koeffizien-
ten der virtuellen Knotenverschiebungen des Knotens /. Anhand Gleichung (6.61)
ist ersichtlich, dass die Approximation der virtuellen Schalenverzerrungen in der
gleichen Form wie in einer herkdémmlichen FE-Formulierung dargestellt werden
kann. Die Grofle der B-Matrix B; und die des Vektors dv; richten sich nach
der Anzahl der Basispolynome P. Die vollstéindige Diskretisierung der schwachen
Form auf Elementebene lautet

E[éﬂ_pc,h,e] — E[éﬂ_ipc,h,e] . ]E[(;?Tgc,h,e]

=> 5V?{ /B?a’dA—(/NI(_]dAJr / le'ds)}
I Qe Qe Qe

=Y ovi(fr—pr) =D d0vigs
7 T

— 5V€T(f€ . pe) — 5VeTge ,

wobei g¢ den Elementresidualvektor bezeichnet. Dieser beschreibt die Differenz
zwischen dem Vektor der inneren Kréifte f¢ und dem Elementlastvektor p®. Der
Fehlkraftvektor g€ setzt sich aus den knotenbezogenen Anteilen g;, I = 1,....4

zusammen, die wiederum alle zugehorigen PC-Koeffizienten g;n, a0 = 0,..., P
enthalten: o o
81 gro

g°=|gr| € RP und g1 = |8ra| € RSP (6.63)
[ 84 L&1P]

Die Integrale in Gleichung (6.62) werden numerisch mit der GAUSS-LEGENDRE-
Quadratur gelost, vgl. Abschnitt 5.3.1. Dabei findet die numerische Integration
auf dem Referenzelement Q2 € [—1,1]? statt. Fiir 4-Knoten-Elemente werden
standardmafBig zwei Integrationspunkte pro Richtung verwendet.

Die Diskretisierung des linearen Inkrements E[Ad7?*"*] wird im Folgenden erliu-
tert. Da die Berechnungsvorschrift fiir die erste Variation und die Linearisierung
einer Grofle gleich sind, lautet die Approximation der linearisierten Schalenver-
zerrungen

Agg B koo Bxop VKo
Ae=| | =] : B, : © | =) BgAvk . (6.64)

K K
Aep Brxro ... Bgkpp| [0Vkp

N——
BK (SVK
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Der Arbeitsanteil Ade” o in Gleichung (6.36) wird zunéchst vereinfacht zu
A(SEITO' = AéEZO’a = A&-:Hanil + 2A5512an3f + A&tggan?f . (665)

Die Komponente Adei;, wird mit den Verschiebungsanséitzen folgendermaflen
diskretisiert:
Aderia = 01 x 1AU1M 1+ duogy 1AU2M 1+ dugy 1AU3M 1]
Z N1,1NK,1 (5UIIAAU1KM + 5U21>\AU2K“ + 5U3IAAU3KM)]

Diia [
= Dava[ 2
6.66
= ZZD)\M(X(SU?)\(NIJNK,].)AHKM . ( )
I K

Dabei beinhalten die beiden Vektoren
Sul, = [6uisy, Suary, Susra)’  und Auﬂu = [Aui gy, Aok, AU;}KM]T (6.67)

nur Verschiebungsfreiheitsgrade. Unter Berticksichtigung von Gleichung (6.66)
gilt fiir den ersten Arbeitsanteil aus Gleichung (6.65)

A(SEHO/I’L ZZéuIA D)\MQN[ 1NK 17’L )AuKu . (668)

I K

Werden die tibrigen Summanden in Gleichung (6.65) sinngeméfl approximiert, so
gilt fir das diskretisierte Skalarprodukt

A5€TCT = ZZ(SV?)\G]K)\HAVK“ , (669)
I K

wobei die Vektoren dv], und Avg, drei Verschiebungen und drei Rotationen
beinhalten. Fiir die zu den Knoten I und K und den PC-Koeffizienten A und p
zugehorige Matrix gilt

Grione = Daa lnIKa]-:SXS 03x3]

O3x3  Osxs (6.70)
mit  Arga = NoaNgant + (NriNgo + NroNgq) nl? + NpoNgon?
Mit der Definition der erweiterten Matrix
Grroo e Grror -
GIK = GIK)\M € R6PX6P (671)
Grrpo e Grxpp

lautet die kompakte Darstellung von Gleichung (6.69)

AdeTo =Y v GxAvy . (6.72)
T K
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Schliellich folgt auf Elementebene die vollstdndige Diskretisierung des linearen
Inkrements

E[Asr?"] = 303 6vF ( / BID By + Grx dA ) Avy
I K Qe

krrk (6.73)

= Z Z (SV? kTIK AVK
I K

= v kS AvE |

wobei krrx den Knotenanteil der tangentialen Elementsteifigkeitsmatrix k% be-
schreibt. Die Integrale in Gleichung (6.73) werden ebenfalls mit der GAUSS-
LEGENDRE-Quadratur berechnet. Der auf das Knotenpaar I K bezogene Anteil
ki lasst sich weiterhin in die Paare der PC-Koeffizienten o unterteilen:

kTIKOO s kTIOP B B
kTIK == kTIKOéB S RGPX6P . (674)

kTIKPO R kTIKPP

Die Elementsteifigkeitsmatrix fiir ein Element e setzt sich schliefilich wie folgt

zusaminen:
le 1 s kT14

Ki=| | kppe | ERMPHP (6.75)
kT41 kT44

Bevor die elementbezogenen Groflen g© und k. assembliert werden kénnen, miis-
sen diese in das globale KOS mit den zugehorigen Basisvektoren {e;}?_; transfor-
miert werden. Die Transformation der globalen Knotenverschiebungen v in das
lokale Basissystem eines Schalenelements lautet

vV = T[ V‘(IZ , T] = dl&g('j:‘7 RN T) S RGPXGP , (676)
P-mal

wobei T; eine Blockdiagonalmatrix ist. Die Matrix T ist in Gleichung (6.48)
definiert. Mit den Transformationsbeziehungen

g/=TTg; und K} =T ke Tk (6.77)

werden das Elementresiduum g®? und die Elementsteifigkeitsmatrix k79 im glo-
balen Koordinatensystem {e;}?_; ermittelt. Der Zusammenbau aller elementbe-
zogenen Groflen fithrt auf Systemebene zu den globalen Vektoren und Matrizen:

numel numel numel numel
— e, . €, — €, _— €,9
ov=J v, Av= |J AvI, G= (J g, Kr= {J k}¥.
e=1 e=1 e=1 e=1

(6.78)
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Die vollstandig diskrete Form von Gleichung (6.39) lautet
L[E[g7""] = 6v" (KrAv+ G) =0 . (6.79)

Die Beliebigkeit der PC-Koeffizienten der virtuellen Verschiebungen v fithrt zum
globalen Gleichungsystem
KrAv =-G (6.80)

welches im Rahmen eines iterativen Losungsverfahrens in jedem Iterationsschritt
gelost werden muss. In Kapitel 7 werden verschiedene Verfahren vorgestellt, die
im Rahmen einer Berechnung mit der SSFEM Anwendung finden.

6.2.3 Assumed-Natural-Strain-Methode (ANS)

Aufgrund der bilinearen Ansatzfunktionen und der zugrundeliegenden REISSNER-
MiINDLIN-Kinematik der Schale fithrt eine vollstdndige Integration der Element-
steifigkeitsmatrix zu einem Querschub-Versteifungseffekt (engl.: locking). Bei sehr
diinnwandigen Strukturen werden die Querschubverzerrungen vernachlassigbar
klein und es gilt v,3 — 0, = 1,2. Mit den gewahlten Interpolationsfunktionen
kann diese Bedingung nicht an allen diskreten Integrationspunkten erfiillt wer-
den. Die so entstehenden parasitdren Schubverzerrungen fithren dazu, dass die
Verformungen der Struktur deutlich zu klein sind. Eine selektiv reduzierte Inte-
gration (SRI) der Elementsteifigkeitsmatrix 16st diese Problematik, fithrt aber zu
sogenannten Nullenergiemoden (engl.: zero-energy-modes).

Eine weitere Moglichkeit, um dem Querschub-Versteifungseffekt entgegenzuwir-
ken, bietet der von BATHE & DVORKIN [15,31] entwickelte Ansatz, welcher im
Folgenden im Rahmen der SSFEM formuliert wird. Damit ist eine vollstdndige
Integration der Elementmatrizen moglich, ohne dass die Locking-Problematik auf-
tritt. In den natiirlichen Koordinaten & = [£,7]T lautet die lineare Interpolation
der lokalen Querschubverzerrungen

lfyggv] _ 1 [(1 - 77):75:; + (1 + 77):)/5%«/
2 |(1-&)33, + 1 +9735,

Dabei bezeichnen g3, und 4,3, den ~-ten PC-Koeffizienten der lokalen Schub-

, 7e{0,....P}. (6.81)

Tn3y

verzerrungen “es bzw. 7,3 im Referenzelement €, siche Abbildung 6.3. Fir den
Interpolationsansatz in Gleichung (6.81) werden die an den Kollokationspunkten
A, B,C und D ausgewerteten Querschubverzerrungen benotigt. Diese lauten in
Abhéngigkeit der lokalen Verschiebungsgrofien

e = [XAEBY + XA +ule| Me{B,D} und (6.82)

ooy = | X&y BY, + X0 BE +ub ] Le{AC} . (6.83)
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Ansatz fiir e, Ansatz fiir 7,3,

~D
Ve3y

4 - 2 3

e
Vesy 0
1 2 2
B

Abbildung 6.3: Lokale Interpolationsansétze gemafi BATHE & DVORKIN [15,31] fiir
den y-ten PC-Koeflizienten der Schubverzerrungen 4¢3 und 7,3

In den Gleichungen (6.82) und (6.83) werden unter anderem die Ableitungen der
lokalen Koordinaten X nach den natiirlichen Koordinaten & in allen Kollokations-
punkten benotigt. Unter Berticksichtigung der bilinearen Geometrieinterpolation
in Gleichung (6.53) lauten diese wie folgt:

Xty = (X4 — X11)/2, XQ/}n: (Xos — X91)/2,

X{e= (X2 — Xn1)/2, X = (Xp2 — X21)/2, (6.84)
XG,= (X3 — X12)/2, X5, =(Xa3 — X02)/2,

Xiye= (X3 — Xu)/2, X = (Xo3 — Xo4)/2

Auf dhnliche Weise werden die in den Kollokationspunkten ausgewerteten Ver-
drehungen 68\42){/) und Verschiebungsgradienten ué:/{(?n) ermittelt. Schliefflich lau-
tet die Interpolation der lokalen kompatiblen Schubspannungsverlaufe in Glei-
chung (6.81) wie folgt:

Vezy = 111 (1—mn) [le?g (5117 + 5127) + ng (5217 + 5227) + (U327 - U317)}
+ i (14mn) [Xlla)g (Brzy + Pray) + le,)g (Bazy + Poay) + (ussy — U347)] ;
) (6.85)
Tnzy = 1 (1-¢) [Xlén (Bray + Br1y) + Xf,ln (Baay + Bary) + (usay — U317)}
+ i (1+¢) [X1Cm (Br2y + Pisy) + X2C”7 (Bazy + Pazy) + (ussy — U327)} :

Ausgehend von der Darstellung in Gleichung (6.85) kann die Variation der beiden



6 SPEKTRALE STOCHASTISCHE FE-FORMULIERUNGEN
128 AUSGEWAHLTER STRUKTURELEMENTE

Querschubverzerrungen bestimmt werden:

. 1
0Yezy = DA57§BO{4<1 ) [lefg (6B11x + 0B121) + XQ?g (0821 + 6522)

+ (Sugan — 6U3I>\)}

1 . . (6.86)
+Z (14+mn) [leg (0813 + 6B1ax) + Xy (08230 + 9 B24r)
+ (Ougsy — 5U34,\)]}
und
- 1
OYn3y = DA57§50{4<1 —§) [Xlén (0P14x + 0B11n) + Xzf}n (05241 + 9Pa1)
+ (Ougar — 5U31A)}
1 . ; (6.87)
+Z (1+¢) [Xlan (6B12x + 0B13x) + Xa3,, (08225 + 05231)

+ (Oussy — 5“3%)}} .

Mithilfe der JAcoBI-Matrix J, siehe Gleichung (6.55), werden nun die lokalen
Querschubverzerrungen in den physikalischen Raum transformiert:

Pm] —J7 P“’”] . (6.88)
V23~ Y23~
Die Interpolation der virtuellen Schubspannungen lésst sich wie folgt formulieren:
S Oz
l 571371 = 3" Dy, By 080 - (6.89)
Y23~ I
02

Der modifizierte Schubanteil der B-Matrix lautet

030N1e 0poNe&rXihe 0p0N1 &1 X

, (6.90)
030N1y  OaoN1 g X15, OgoNiymi Xss,

Bi; =J7" {
wobei jedem Eckknoten I jeweils zwei der insgesamt vier Kollokationspunkte wie
folgt zugeordnet werden:

(I,M,L)e{(1,B,A), (2,B,C), (3,D,C), (4,D,A)} . (6.91)

Fir eine schublockingfreie FE-Formulierung der Schale wird die B-Matrix Bj; in
Gleichung (6.60) durch die modifizierte B3, in Gleichung (6.90) ausgetauscht.
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6.2.4 Zusammenhang zwischen der stochastischen und der determi-
nistischen Variations- und FE-Formulierung

Werden keine stochastischen Parameter beriicksichtigt, so vereinfacht sich das
zugrundeliegende Variationsprinzip und die daraus abgeleitete stochastische FE-
Formulierung. Dieser Ubergang wird im Folgenden anhand ausgewihlter Zusam-
menhénge erldutert.

Wird die deterministische Verschiebung u, als PC-Entwicklung dargestellt, so ist

nur der erste PC-Koeffizient ungleich null und es gilt

Uy = Zula\lfa ., Ue=0 VYa>0. (6.92)

Unter Verwendung des KRONECKER-Deltas lauten die Koeffizienten
Ulq = u105a0 , o€ {O, ey P} . (693)

Sind alle Verschiebungen deterministische Gréfen, so vereinfacht sich die Berech-
nung der Membranverzerrung e;., in Gleichung (6.13) zu

1
€11y = U10,1040 + §Da,87(u10,15aou10,1550 + 120,1000U20,1080 + 130,1000U30,1080)

= 10,1040 + §D00«/(U10,1U10,1 + U901 U201 + Us0,1U30.1)
(6.94)

1
= Oy0 (UIOJ + 5(“?0,1 + “30,1 + u%O,l)) :

Es ist zu erkennen, dass aufgrund des KRONECKER-Deltas d.¢ nur der erste Ko-
effizient €119 ungleich null ist. Zudem fallt auf, dass Gleichung (6.94) gerade der
Berechnung im deterministischen Fall entspricht, vgl. Gleichung (3.27). Fiir den
Vektor € gilt

T T 5
€ = |ooel - ,57055,-‘- ,5POEOT} = [sg,-u 0, ,0} e R . (6.95)

T
67

Werden keine streuenden Materialparameter beriicksichtigt, so gilt fiir die PC-
Koeffizienten der Materialmatrix

D, = Dylag, a€{0,...,P}. (6.96)

Unter Beriticksichtigung dieses Zusammenhangs gilt fiir die erweiterte Material-
matrix aus Gleichung (6.37)

D, 0
D= Da57D06a0 = (557D0 = DO = diag(Dg, NP ,D0> . (697)
———

0 Dy P-mal
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Die Matrix vereinfacht sich zu einer Blockdiagonalmatrix, auf dessen Hauptdia-
gonalelemente jeweils der erste PC-Koeffizient Dy steht. Fiir die Koeffizienten der
Schalenschnittgrofien, siehe Gleichung (6.29), gilt

o, = Doaﬁv D06a0 EO(S'yO = (5700'0 , O /8, v e {O, .. ,P} . (698)

Es ist ersichtlich, dass nur der erste Koeffizient oy ungleich null ist. Die dargestell-
ten Zusammenhénge lassen sich analog auf alle anderen Grolen der semidiskre-
ten Linearisierung in Gleichung (6.36) tibertragen. Werden keine stochastischen
Parameter berticksichtigt, entspricht die semidiskrete Formulierung in Gleichung
(6.36), unabhéngig von der verwendeten Polynombasis, der Linearisierung in Glei-
chung (3.63).

Die zulassigen Vereinfachungen im deterministischen Fall spiegeln sich auch in
der stochastischen FE-Formulierung wieder. Fiir den Knotenanteil des Element-
residuums in Gleichung (6.63) gilt

g0

g/ =|0|eR?. (6.99)

L 0]

Die Blockdiagonalform ist im knotenbezogenen Anteil der Elementsteifigkeitsma-
trix erkennbar:

kr1K00 0 o
krix = Krr1K00 € ROPXOP (6.100)

0 k7100

In diesem Fall entspricht die stochastische FE-Formulierung, unabhéngig vom
Polynomgrad, einer deterministischen FE-Formulierung.

6.2.5 Beriicksichtigung einer stochastischen Ausgangsgeometrie

Wire die Ausgangsgeometrie bzw. die Referenzkonfiguration stochastisch, dann
galte Qg = Qp(w) und der Ortsvektor X = X (w) in Gleichung (6.53) wére eben-
falls zuféllig. Die stochastische Diskretisierung lautet dann X(w) = >, X4 V4,
wobei die einzelnen PC-Koeffizienten X, geméf Gleichung (6.53) interpoliert
werden konnen. An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine stochastische Ausgangs-
geometrie zusétzlich Auswirkungen auf das lokale Basissystem {A;}?_; und die
damit verbundene Transformation hat. Wie bereits erwahnt, wird eine stochasti-
sche Referenzkonfiguration im Rahmen dieser Arbeit nicht ndher betrachtet.
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6.3 Ein gemischtes Scheibenelement

Die in Abschnitt 6.2 beschriebene Schalenformulierung weist aufgrund des ANS-
Ansatzes keine Querschubversteifung auf. Wird das 4-Knoten-Schalenelement je-
doch als Scheibe beansprucht, so kann bei biegedominanten Problemstellungen
ein zu steifes Verhalten festgestellt werden. Dieser Effekt wird als Schubverstei-
fung (engl.: locking) bezeichnet und lésst sich, wie auch die Querschubversteifung,
auf parasitare Verzerrungen zuriickfiihren.

Abbildung 6.4 (links) veranschaulicht die Ursache des kiinstlichen Versteifungs-
effekts anhand eines 4-Knoten-Elements in Anlehnung an HAHN & RECK [51].
Der reine Biegezustand ist frei von Schubverzerrungen und es gilt v = 0, siehe
Abbildung 6.4 (mittig). Das 4-Knoten-Element kann diesen Verformungszustand
nicht abbilden, siehe Abbildung 6.4 (rechts). Bei einer vollstdndigen Integration
fithrt dies zu parasitaren Schubverzerrungen v # 0, welche die kiinstliche Verstei-
fung hervorrufen. Um diesem Effekt entgegenzuwirken, kann eine reduzierte In-
tegration verwendet werden, die jedoch aufgrund zusétzlicher Kinematiken nicht
universell einsetzbar ist.

Biegebelastung analyt. Losung FE-Losung

T T

B

vollst. Integration
red. Integration

Abbildung 6.4: Scheibe unter reiner Biegung (links) mit der zugehorigen analytischen

Losung (mittig) sowie die FE-Losung eines 4-Knoten-Scheibenelements

Eine alternative Moglichkeit bietet der von PIAN & SUMIHARA [86] entwickel-
te Ansatz. Dabei werden neben den Verschiebungen u auch die Spannungen S
als zusatzliche unabhangige Variablen berticksichtigt. Eine zugehorige gemischte
Scheibenformulierung kann ausgehend vom Variationsprinzip nach HELLINGER-
REISSNER, siehe Abschnitt 2.5.3, abgeleitet werden. Im Folgenden wird eine ent-
sprechende Scheibenformulierung im Rahmen der SSFEM hergeleitet.

In der Referenzkonfiguration nimmt die Scheibe das Gebiet €2y ein. Die Abmes-
sung der Struktur in Dickenrichtung betragt d. Zudem wird ein ebener Spannungs-
zustand (ESZ) angenommen. Das Variationsprinzip nach HELLINGER-REISSNER
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fiir eine Scheibe lautet

E[omur(w)] = E| / OE" (w)S(w) + 08" (w) (E(w) — B(w)) ddA]
%% (6.101)
~Effm,(@)] =0 mit E'w)=(Cw)) Sw).

Dabei sind E*(w) die physikalischen stochastischen Verzerrungen. Die virtuelle

stochastische auflere Arbeit E[d7,(w)] wird im Folgenden nicht ndher betrachtet.

Weiterhin ist die zugehoérige Linearisierung von Gleichung (6.101) gegeben mit

L[E[5min(w)]] = Elsmin(w)] + E| / ASET (w)S(w) + 687 (w) AE(w) d dA

+ / SET () AS(w) — 087 (w)AE (w) ddA] | (6.102)

wobei AES(w) = (C(w))_lAS(w) gilt. Das stochastische Verschiebungsfeld der
Scheibe lautet

u(w) = [ug(w), ug(wW)]* . (6.103)

Gemafl VoiaT-Notation werden die stochastischen GREEN-LAGRANGE-Verzer-
rungen und die stochastischen 2. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungen in den Vekto-
ren

Ew) = [En (@), Exn(w),2E0nw)]  uwnd
. (6.104)
S(U)) = {Su((d), SQQ(W), Sm(&])]

zusammengefasst.

6.3.1 Stochastische Diskretisierung mit der PCE

Zunéchst erfolgt die Diskretisierung in der stochastischen Dimension mit der po-
lynomiellen Chaosentwicklung. Die Approximation des stochastischen Verschie-
bungsfeldes lautet

uw) =Y ua¥y mit ug = [uia, ua]” (6.105)

Das virtuelle und linearisierte Verschiebungsfeld du(w) und Au(w) werden auf
die gleiche Weise diskretisiert. Fiir die Approximation der Verzerrungen

Ew) =Y E,U, (6.106)
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werden die PC-Koeffizienten benotigt, die sich wie folgt berechnen:

Eqi, Uiy1 + (1/2)Dopy (Ura,1118,1 + Usa,1U28,1)
E, = | Exn, | = | tay2+ (1/2)Dapy(Uia2u152 + Usa2Uzs2) | - (6.107)
2E19, Utz + Uy 1 + Dapy(U1a1U152 + Usa,1U28.2)

Ausgehend von Gleichung (6.107) wird die PC-Entwicklung der virtuellen Ver-
zerrungen

OE

SE(w) =) 6E, U, mit IE,=_—Ldu, (6.108)
V all)\
bestimmt. Die zugehorigen Koeffizienten lauten
O0F1, (0g0 + w1p,1)0uir1 + U2p,10U2x 1
0o u1,280U1n2 + (050 + U2p,2)0Usy 2
JE, = =Dy, | T S . (6.109)

0 0 5
2019, u1,250U1n1 + (g0 + Urg,1)0U1x2

+ (050 + u2p,2)0Ugn 1 + Uzp 10U 2

Fir die Approximation der linearisierten stochastischen Verzerrungen gilt

ok, Au, . (6.110)

ou,,

AE(w)=> AE,U, mit AE, =
vy

Weiterhin wird die Linearisierung der virtuellen stochastischen Verzerrungen be-
notigt. Die PC-Entwicklung lautet

OOE

AVE(w) = ZA(SE,Y\I/W mit  AJE, = TWAU'“ , (6.111)
vy Uy
wobei die zugehorigen Koeffizienten wie folgt angegeben werden kénnen:
A0E1, Ourn 1 AUy 1 + Ougy 1 Allgy
Aé‘E’Y _ A(SEQZ’y _ D)\M,Y 5U1)\,2AU1N72 + 5u2>\72Au2M72 . (6112)
2AS 1y, Ot 2 AU, 1 + 0Uin 1 Ay o

+ Ougy 2 AU, 1 + 0oy 1 Algy o
Fiir eine kompakte Schreibweise werden die Vektoren
T = T _
E .= [EOTEQ € R3" SE = [5E§,...,5E}§} € R3

AE:=[AE]....,AEL] €R*7, AGE:=[AGE]....,AGEL] R
(6.113)
definiert. Neben dem stochastischen Verschiebungsfeld u(w) sind auch die sto-
chastischen 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungen S(w) primére FeldgroSen. Die zu-
gehorige PC-Entwicklung lautet

S(w)=>_S,¥, mit S, =[Si1y, S22, S12,]" . (6.114)
Y
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Auf gleiche Weise werden die Variation 0S(w) und die Linearisierung AS(w) ap-
proximiert. Zur kompakten Darstellung werden analog zu Gleichung (6.113) die
Vektoren S, 6S und AS mit allen PC-Koeffizienten eingefithrt. Anhand Gleichung
(6.101) ist zu erkennen, dass die PC-Entwicklung der physikalischen stochasti-
schen Verzerrungen E*(w) bendtigt wird. Allgemein lautet diese

E(w) =S B0, . (6.115)

Fiir die Bestimmung der Koeffizienten E?, wird das stochastische inverse Stoffge-
setz wie folgt umgeschrieben:
E'w) = (Cw)) Sw) & Sw) =CWEW). (6.116)
Weiterhin wird die Materialmatrix als PC-Entwicklung dargestellt:
Cw)=> C,7,. (6.117)

Unter Annahme eines ebenen Spannungszustandes (ESZ) und isotropen Material-
verhaltens kénnen die zugehorigen PC-Koeffizienten allgemein angegeben werden

mit
1 v 0
E
"o o (1-v)/2

Mit den PC-Entwicklungen in den Gleichungen (6.114), (6.115) und (6.117) und
unter der Anwendung der Orthogonalprojektion fithrt Gleichung (6.116) auf den
Zusammenhang

S,y = DQBVCQE% = C,},BE% mit C'Yﬁ = DawCa . (6119)

Damit konnen die PC-Koeffizienten Esﬁ bestimmt werden. In Vektor-Matrix-Nota-
tion lautet Gleichung (6.119)

S C ... C E? 5
! ” A SEeRr
: = : C'YB : : mit C c R3PX315 . (6120)
SP CPO C CPP E?g
—— ——
S C ES

Die Koeffizienten der physikalischen stochastischen Verzerrungen im Vektor E*
berechnen sich iiber

E°=C"'S. (6.121)

Fir die Diskretisierung der Linearisierung in Gleichung (6.102) wird zusétzlich
die PC-Entwicklung der linearisierten physikalischen Verzerrungen

AE(w) = S AELD, | (6.122)
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bendtigt. Die zugehorigen PC-Koeffizienten werden im Vektor AE® € R3P zu-
sammengefasst und analog zu Gleichung (6.121) mit AE® = C™'AS bestimmt.
Damit lautet die stochastische Diskretisierung von Gleichung (6.101)

E[6myur (w)] ~ E[672,] = / JE'S + 08" (E - C'S) ddA — E[o’]
E° (6.123)
0.

Fir die Approximation des linearen Inkrements E[Admygr(w)] werden zusitzlich
die Vektoren

T —
AE = [AE], ... AE}| eR*",
AGE := [AGET, ..., ASER] € R
o (6.124)
AS:=[ASf,...,AST| € R* und
AE = [AEY,... AEF| R

eingefiithrt. Schliefllich lautet die semidiskrete Linearisierung des stochastischen
Variationsprinzips, siehe Gleichung (6.102), wie folgt:

L[E[Smur ()] ~ L[E[briG]] = / AGETS + §SAET ddA

(6.125)
+ / SETAS — §ST C'AS ddA .
AFES

6.3.2 Diskretisierung mit der FEM

Die FE-Diskretisierung der deterministischen Ausgangskonfiguration €2 in numel

Elemente ist gegeben mit
numel

Q~0"= |J 2, (6.126)

wobei (2, das Gebiet eines einzelnen Elements beschreibt und der hochgestellte
Index (e)" die FE-Diskretisierung kennzeichnet, siehe Abbildung 6.5. Allgemein
wird die vollstdndige Diskretisierung der semidiskreten Linearisierung L [E[(Sﬂﬁcf{]]
in Gleichung (6.102) wie folgt formuliert:

L[E[dn3]] = L[E[prfi')] = E[onli] + E[AdTH]

numel 6.127
U (E[5mhi] + E[Admfi"]) =0 . (6:127)
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U2

isoparametrische

Nansformation

4 3
n
€2, U2 2 LP
AW/} Qh QD 5
1 2
€3 e, u 2

Abbildung 6.5: FE-Diskretisierung einer Scheibe sowie ein 4-Knoten-Element im phy-

sikalischen und im natiirlichen Raum

Die Interpolation der einzelnen PC-Koeffizienten u,, des Verschiebungsfeldes lau-
tet

nel

U, = Z Ni(&,n)Via = ZNIV[a y  Via = [u11a7u21a]T ) (6.128)
I=1 I

wobei Nj(&,n) die bilinearen Ansatzfunktionen aus Abschnitt 6.2.2 sind. Der
Vektor vy, beinhaltet die zum Knoten I und Basispolynom W, zugehoérigen
PC-Koefhizienten der Knotenverschiebungen, siche Abbildung 6.5. Fiir das hier
vorgestellte 4-Knoten-Element gilt nel = 4. Im Rahmen der isoparametrischen
FE-Formulierung wird der Ortsvektor X mit den gleichen bilinearen Ansatzfunk-
tionen approximiert:

nel

X =3 Ni(&n)X; mit X;=[Xi7,Xor)" . (6.129)
I=1

An dieser Stelle sei nochmals erwahnt, dass auch hier von einer deterministischen
Referenzkonfiguration mit €y # Qy(w) ausgegangen wird. Zunéchst werden die
folgenden Vorwerte {a;}?_; und {b;}?_; mit den Koordinaten der Eckknoten eines
Elementes bestimmt:

a b [-1 11 -1 ﬁ” ?1
as byl == 1 -1 1 -1 X“’ X” . (6.130)
as by -1 -1 1 1 18 a3
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Mit diesen Werten wird die JACOBI-Matrix folgendermafien geschrieben:

J

Code Xoe Xoy bi+ban by +bo&|

Sie verkniipft die Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den natiirlichen Koordi-
naten {£,n} mit den Ableitungen nach den physikalischen Koordinaten { X7, X5},
siehe Gleichung (6.56).

Die Interpolation der PC-Koeffizienten der virtuellen Verzerrungen lautet
5E7 = ZDAﬁvBIﬂ (5V[>\ s (6132)
I %,—/
BI'y)\
wobei die Matrix By definiert ist mit
(0g0 + u18,1) N1 1 U281 N1 1

B = u182N712 (080 + u2p,2) N1 2 . (6.133)
(0g0 + w1p,1)Nr2 4+ uig2Nra | w21 Nra + (6p0 + u2p2)Nra

Fiir eine kompakte Schreibweise der Interpolation der virtuellen Verzerrungen

werden die knotenbezogenen B-Matrizen B; € R37*2F in der B-Matrix B zusam-
mengefasst:
Bioo Brop o
B,=| : B, |, B=[B;,ByBsBecR (6.134)
Brro ... Bipp

Damit wird Gleichung (6.132) umgeschrieben zu

JE =3 "B;ov; =Bév mit v =[ov], ovD ovi ovI]T e R . (6.135)
I

Der von PIAN & SUMIHARA [86] entwickelte Spannungsansatz wird nun im Rah-
men der SSFEM formuliert. Fiir die PC-Koeffizienten der Spannungen lautet die
Interpolation

2 2 Sy
SH,\/ 100 am a’3£ S~
S, =[Sy | =[0 1 0 2y 83| |ss|=Ms,. (6.136)
SIQ’Y 0 0 1 albm a3b3£ Say
— S5y
M € R3<? —

5
sy €R
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Werden die Koeffizienten der Ansatzparameter im Vektor s = [s? .. .,s5]T € R5P
zusammengefasst, so lautet die kompakte Schreibweise von Gleichung (6.136)

So
S=|:|=dagM,...,M)s=Ms, (6.137)
%,—/
Sp P-mal

wobei die erweiterte Ansatzmatrix M € R37*5P eine Blockdiagonalform aufweist.
Analog dazu werden die virtuellen Spannungen mit 6S = M ds und die lineari-

sierten Spannungen mit AS = M As interpoliert.

Auf Elementebene lautet die vollstdndige Diskretisierung der schwachen Form

E[orehe] = gver / BYS ddA — E[snrehe] + 657 / (M'E - C'S)ddA
Qe Qe
5 e T e
v

= ovT (f¢ — p°) +sT g’ = [ e] ng] , (6.138)

NI 0s g<
wobei zu erkennen ist, dass der Residualvektor aus zwei Anteilen besteht. Die In-
dizes (o), und (e)s kennzeichnen die Zugehorigkeit zu den Knotenverschiebungen

v¢ bzw. Spannungsfreiheitsgraden s°.

Im Folgenden wird die Diskretisierung des linearen Inkrements E[Ad7h"] erldu-

tert. Da die Berechnungsvorschrift fiir die erste Variation und die Linearisierung
einer Grofle gleich sind, lautet die Approximation der linearisierten Verzerrungen

AE =Y BrAvyi =BAv mit Av=[Av{, Av] Avi Avi]" . (6.139)
K

Das Skalarprodukt der linearisierten virtuellen Verzerrungen AJE und den Span-
nungen S kann nach Einsetzen des Verschiebungsansatzes geschrieben werden als

ASE"S =Y v Grx Avie (6.140)
I K
wobei die knotenbezogenen Anteile G wie folgt aufgebaut sind:
Grxkoo -+ Gikop o
Gik=| ' G : € 2P (6.141)
Grkpo ... Gikpp

Der auf das Knotenpaar I K bezogene Anteil Gk lasst sich weiterhin in das Paar
der PC-Koeffizienten A\ unterteilen:

Sike 0
Grxxp = Dy l ’é‘ > ] (6.142)

mit glKa = N;1Ng1St1a + (N11Ngo + NiaNk 1) S12a + NroNk 25224 -
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gilt. Werden alle knotenbezogenen Anteile Gg in der Matrix

Gll e G14 ) .
G=| ' G @ |eR¥®P (6.143)
G41 P G44

zusammengefasst, so folgt fiir den Arbeitsanteil in Gleichung (6.140) die kompakte
Darstellung mit
AJE’S = 5vI'G Av . (6.144)

Die vollstandig diskrete Form des linearen Inkrements auf Elementebene lautet

E[ASTS) = §veT / G ddAAV® + 55T / M7B ddA Av®
Qe Qe

eT T e el o~ €
+ v [ BTMddAAs® = 657 [ MTCIMAdAAS" (g 145
Qe Qe

_|ove g ke FT ] [Ave
| osC F —H| |As®|
Dabei sind die Teilmatrizen wie folgt definiert:

ke ::/GddA, F7 ::/MTdeA
o o (6.146)
F::/BTMddA und H::/MTCﬂMddA.
Qe Qe

6.3.3 Gleichgewicht und statische Kondensation

Die PC-Koeffizienten der virtuellen Knotenverschiebungen dv¢ und die der vir-
tuellen Spannungsparameter s sind beliebig. Auf Elementebene lasst sich das
Gleichgewicht angeben mit

ke FT ] [Ave gv ry
= 6.147
¥ ) ) - ) 6247
wobei r, und ry Reaktionskrafte der Verschiebungs- bzw. Spannungsfreiheitsgra-
de sind. Da der Spannungsansatz in Gleichung (6.136) tiber die Elementgrenzen
hinweg diskontinuierlich ist, gilt r¢ = 0. Damit koénnen die Inkremente der Span-

nungsparameter As® auf Elementebene auskondensiert werden. Aus der 2. Zeile
von Gleichung (6.147) folgt

As® = H (g, + FAV®) . (6.148)
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Mit dieser Beziehung wird die 1. Zeile von Gleichung (6.147) umgeformt zu
(k¢ + FTH'F) Av* + (g, + FTH 'g)) =, . (6.149)

€

k% g
Dabei ist g¢ € R®P das auskondensierte Elementresiduum und kS € R3P*8P
die zugehorige tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix. Die Assemblierung der ele-
mentbezogenen GroBen gemaf Gleichung (6.78) fiihrt schliefilich auf das globale
Gleichungsystem

KrAv = -G . (6.150)

Die numerische Umsetzung der gemischten FE-Formulierung im Rahmen eines
inkrementell-iterativen Losungsalgorithmus wird in Kapitel 7 beschrieben.

6.3.4 Spannungsriickrechnung

Anhand der stochastischen Scheibenformulierung wird die Riickrechnung ver-
schiedener Spannungsmafle im Rahmen der SSFEM néher erlautert. Die 2. PIOLA-
KIrRCcHHOFF-Spannungen S kénnen bei der Riickrechnung mit dem Ansatz in
Gleichung (6.137) oder alternativ mit den GREEN-LAGRANGE’schen-Verzerrungen
E iiber das linear elastische Stoffgesetz bestimmt werden. Da S nicht physikalisch
interpretierbar ist, miissen zudem die 1. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungen P, siehe
Gleichung (2.24), berechnet und ausgegeben werden. Hierfur wird der Verschie-
bungsgradient H, siehe Gleichung (2.15), in Abhéngigkeit seiner Komponenten
geschrieben:

H= sz e ey, mit sz = Uk - (6151)

Im Kontext der stochastischen Formulierung ist auch dieser Tensor stochastisch.
Fiir den zweidimensionalen Fall lautet die PC-Entwicklung des stochastischen
Verschiebungsgradienten

Hw) =Y H¥,=> l“lavl “1072] T, . (6.152)

U2e,1 U202

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.14) wird die PC-Entwicklung des sto-
chastischen Deformationsgradienten F(w) mit den zugehorigen Koeffizienten be-

stimmt:
Flw)=> F,¥,, mit F,=0,01+H,. (6.153)

Da die Einheitsmatrix 1 deterministisch ist, wird diese nur beim ersten PC-
Koeffizienten mit o = 0 addiert. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.25)
werden die Koeffizienten des stochastischen 1. PI1OLA-KIRCHHOFF’schen-Span-
nungstensors

Pw)=> P,U, (6.154)
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bestimmt. Die Berechnungsvorschrift lautet

000 + Utan Ula,2 1 [Sllﬁ SlZB]
P’ = D3 F.ST =D, 0 : : : . (6.155
7 & P 7 U2e,1 000 + U202 Siap  S22s ( )
F, s?

6.4 Ein geometrisch exaktes Stabelement

Im folgenden Abschnitt wird eine geometrisch exakte, zweidimensionale, stochas-
tische Stabformulierung vorgestellt. Die zugrunde liegende Theorie nach T1iMO-
SHENKO beriicksichtigt Schubverformungen des Stabes. Fiir eine schubweiche,
zweidimensionale Balkenformulierung wird an dieser Stelle auf die Veroffentli-
chung von REISSNER [88] hingewiesen. Eine dreidimensionale Formulierung fin-
det sich in GRUTTMANN ET AL. [48]. Im Folgenden wird von linear elastischem
Materialverhalten ausgegangen.

Ausgangspunkt fiir die stochastische Stabformulierung ist das Variationsprinzip

E[on(w)] = E| / 6" (w)er(w) dX,| — Efor,(w)] =0, (6.156)

wobei die Koordinate X; der Schwereachse des Stabes entspricht, siehe Abbil-
dung 6.6. Die stochastischen GREEN-LAGRANGE’schen Stabverzerrungen und die
stochastischen 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Schnittgrofien werden in den Vektoren

e(w) = [e(w), kW), (w)]" und o(w) = [N(w), M(w), Q)" (6.157)

zusammengefasst. Das stochastische Verschiebungsfeld des Balkens v(w) setzt
sich aus der Langsverschiebung u(w), der Querverschiebung w(w) und der Verdre-
hung des Querschnitts f(w) zusammen und ist in Abbildung 6.6 veranschaulicht.

6.4.1 Stochastische Diskretisierung mit der PCE

Die Diskretisierung von Gleichung (6.156) mit der PCE fiihrt auf die semidiskrete
schwache Form

E[dr(w)] ~ E[§n7] = / seTa dX, — E[§n7] =0 . (6.158)

Im Folgenden wird ausschliellich die virtuelle innere Arbeit betrachtet. Die einzel-
nen Komponenten des stochastischen Verschiebungsfeldes v(w) werden zunéchst
in der stochastischen Dimension diskretisiert:

uw)ru=> u,V,, wwrw=> wV,, fw~s=> 5Y¥,. (6.159)
v 2 2
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Alle PC-Koeffizienten werden wie folgt im Vektor

T —
V= [vg, o ,V;F, . ,VITD} eR? | v, =[u,w,B]" (6.160)

zusammengefasst. Die Komponenten der Stabverzerrungen und der Schnittgrofien
werden analog angeordnet:

T _

€ = {Eg, ... ,Ez, c. ,€£} € R?)P, €y = [g,y’ 5W777]T ) (6 161)
. } .

o = {ag,,,.,az,...,a’ﬂ GRSP, O'»y:[N'yaM’yaQ’y]T'

Auf gleiche Weise werden die PC-Koeffizienten virtueller und linearisierter Gro-
Ben zusammengefasst. Damit lautet die kompakte Darstellung der semidiskreten
Linearisierung

L[E[67%]] = E[6n*] + E| / 5e"DAe + Ade"o dX] =0, (6.162)
X1

wobeil die Materialmatrix definiert ist mit

DOO D()p B )
D:=| ! D, @ |eR™". (6.163)

sym. ... Dpp

Fiir linear elastisches Materialverhalten lauten die Teilmatrizen in Gleichung

(6.163)

EFEA 0 0
Dos = Dog Doy = Do, | 0 EI 0 | | (6.164)
0 0 xGA
v
D,

wobei E den E-Modul und G den Schubmodul des Materials beschreiben. Der
Stabquerschnitt hat die Flache A und das Flachentragheitsmoment I. Weiterhin
bezeichnet x den vom Querschnitt abhangigen Schubkorrekturfaktor.

Fiir die Beschreibung der geometrisch exakten Kinematik sind die trigonometri-
schen Funktionen wie sin(e) und cos(e) erforderlich, sieche Abbildung 6.6. Die
PC-Koeftizienten der Balkenverzerrungen e, in Gleichung (6.161) konnen nicht
mehr mit dem Multiplikationstensor Dy, bestimmt werden. Aus diesem Grund
wird fir die vorgestellte Stabformulierung der in Abschnitt 5.5.6 beschriebene
Integrationsansatz verwendet.

Im Folgenden wird die vollsténdig nichtlineare Kinematik des Stabes im Kon-
text der PCE-Diskretisierung formuliert. In der Referenzkonfiguration wird ein
beliebiger Punkt P, auf dem Querschnitt des Stabes mit dem Ortsvektor ® be-
schrieben. Dieser setzt sich aus einem Vektor X zur Schwereachse des Stabes
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Abbildung 6.6: Stabelement in der Referenz- und Momentankonfiguration mit un-

verformtem Direktor D und verformtem Direktor d

und einem Direktor D zusammen, sieche Abbildung 6.6. Die PC-Entwicklung des
deterministischen Ortsvektors ® wird wie folgt formuliert:

d=3 (Xa + X Da)\pa . X = duo l)éll . Dy =dao m . (6.165)

Aufgrund der deterministischen Referenzkonfiguration sind nur die Koeffizienten
X und Dy ungleich null. Die Beschreibung des Punktes F; in der Momentankon-
figuration erfolgt mit dem Ortsvektor ¢. Die PC-Entwicklung von ¢ lautet

. X1 <U, \I/a>
Xo = o0 [ 0 ] ’ l<w, m]

- o+ X3d, )0, , i . 6.166
S TR 100
7 |{cos B, ¥,)

Der Ausdruck (u, ¥, ) entspricht gerade dem Koeffizienten u, in der PC-Entwick-
lung u(w) = Y, ua¥,. Das zu losende Integral hinter dem Ausdruck (u, ¥, ) wird
wie folgt numerisch integriert:

<u,\v>=/ (50 fx(x) dx
> () = 3 S U)W (P
k

kB

(6.167)

Dabei beschreibt u(x®) der am Integrationspunkt x*) ausgewerteten PC-Ent-
wicklung der Léngsverschiebung u(w). Der Ausdruck in Gleichung (6.167) ent-
spricht der bereits beschriebenen Orthogonalprojektion, siehe Gleichung (5.39).
Es sei angemerkt, dass die numerische Integration im M-dimensionalen Raum Dx
stattfindet, wobei M der Anzahl stochastischer Eingangsparameter entspricht.
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Die Integrationspunkte x*) und die zugehorigen Wichtungsfaktoren w®) richten
sich nach den Randverteilungen der stochastischen Eingangsvariablen. Sowohl die
Stiitzstellen als auch die Gewichte werden mit dem in Abschnitt 5.3.1 beschrie-
benen GOLUB-WELSCH-Algorithmus [47] bestimmt. Anhand Gleichung (6.166)
wird deutlich, dass die Ausdriicke sin 5 bzw. cos [ ebenfalls an den Integrations-
punkten x*) ausgewertet werden miissen.

Zur Formulierung der Balkenverzerrungen werden zunéchst die Tangentenvekto-
ren G und g benotigt. Fiir den Tangentenvektor der Referenzkonfiguration gilt

G=0 =Y (X,+XsD, )W, X =0 H , D.=0 (6.168)

0 ¢ ’
wobei (o) die Ableitung nach der deterministischen Koordinaten X; kennzeich-
net. Fiir die Berechnung der Grofie X/, wird der Ausdruck X,, komponentenweise
nach X, abgeleitet. Analog dazu wird der Tangentenvektor in der Momentankon-

R

x,, + X3d,)¥,, mit . (6.169
2 Xode) (cos BB, W) (6:169

da = [<— sin B8 m]

In Abschnitt 3.1 wurden bereits die Verzerrungsmafe einer schubelastischen Scha-

figuration bestimmt zu

g=¢

le in Abhéangigkeit von Tangentenvektoren angegeben. Analog zu den Gleichungen
(3.12), (3.13) und (3.17) werden die vollstandig nichtlinearen Verzerrungsmafe fiir
das Stabelement formuliert. Fiir die PC-Koeffizienten der Stabverzerrungen gilt

2 (12)(x" x' =X’ XI), 0,
e =k, | = (x'- d,0.) (6.170)
(x'-d—X'-D,U.)

(u' + (1/2)u"? + (1/2)w'?, V)
= | (1 +u')cos B —w'sin B)3',W,) | . (6.171)
(1+u)sinf +w' cos 5, ¥,)

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird im Folgenden die Notation in Gleichung
(6.170) verwendet. Die Koeffizienten der virtuellen Verzerrungen lauten

(x'- ox', U,
dey = | (d'- ox'+ x'-6d,U,) | , (6.172)
(d-ox'+ x'- 0d,¥,)

wobei fiir die beiden Variationen 60X’ = dD = 0 gilt. Dies folgt aus den bei-
den Gleichungen (6.165) und (6.168). Anhand Gleichung (6.172) ist zu erkennen,
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dass die Variationen verschiedener Groflen erforderlich sind. Fiir ein besseres Ver-
stdndnis der gezeigten Zusammenhédnge wird hier die Berechnung von dd néher
erlautert. Die restlichen Groflen sind in Anhang D zu finden. Allgemein lautet die
Variation des verformten Direktors

od

6d = aVA(zajd i )(m_%:avi

od,

v, =3 6d,7, . (6.173)

Fiir die Ableitung der ersten Komponente des Direktors in Gleichung (6.166) in
Richtung der Grofle dvy gilt

0 0
95 ——(sin 3, U,)df5, = %<sin(zﬁ: Bs¥3), Va)d P (6.174)
= <COS(Z BV 3)dpa Vs, Wa)dfy = ((cos BOSN) Yy, Uy) .
N

B
SchlieBlich folgt fiir die PC-Koeflizienten der Variation des verformten Direktors

((cos BOBA) Uy, U,,)
<(— sin B(SﬁA)\Ijka \I/a>

Die Linearisierung Ad,, wird analog zur Variation dd,, bestimmt. Die PC-Koeffi-

5d, = (6.175)

zienten der linearisierten virtuellen Stabverzerrungen lauten

(0x' - Ax/, 0.)
Adey = | (6x' - Ad' +0d' - Ax' + Add’ - x', 0.) | (6.176)
(0x' - Ad +6d - Ax' + Aod - x', U.,)
wobei anhand Gleichung (6.169) zu erkennen ist, dass Adx’ = 0 gilt. Im Fol-

genden wird nur die Berechnung der Linearisierung der Variation des verformten
Direktors d gezeigt. Allgemein gilt

0 80d,
Add = M(zajdda\pa)mu = ; 5.

%,_/
Add,,

ZAéd v, (6.177)

Die Richtungsableitung der Variation in Gleichung (6.174) in Richtung der Grofie
ApB, lautet

O (cos B33 Wy, W) AB, =

OBy (cos(D_ BsWp)df s, Wa)AB,

9B (6.178)
= < ,\(—55)\ SiHBABM)\I’#, \Ila> .
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Insgesamt gilt fir die PC-Koeffizienten des linearisierten virtuellen Direktors

(UA(=08xsin BAB,) Y, Vo)

Add, = (UA(—=6Bxcos BABL) Y, U,)

(6.179)
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind alle verbleibenden Gréfien in Anhang D
angegeben. Eine Darstellung der Gleichungen (6.172) und (6.176) in Abhéngigkeit
von den Verschiebungsgrofien u, w und S ist ebenfalls in Anhang D zu finden.

6.4.2 Raumliche Diskretisierung mit der FEM

Fir die FE-Diskretisierung werden 2-Knoten-Elemente (nel = 2) mit linearen
Ansatzfunktionen verwendet. Die Interpolation der PC-Koeffizienten v, des Ver-
schiebungsfeldes in Gleichung (6.160) lautet

Ug U
Vo = |[Wo | = ZN[V[a = ZN[ Wia | - (6180)
604 ! ! B[oa

Auf gleiche Weise werden die virtuellen und linearisierten Gréflen dv, und Av,,
approximiert. Unter Berticksichtigung von Gleichung (6.180) wird der Verschie-
bungsgradient mit v/, = >; Njv,, interpoliert, wobei (e)" die Ableitung nach der
Koordinaten X; beschreibt.

Anhand der Grofle d¢,, siehe Gleichung (D.2), wird die Interpolation der virtuel-
len Verzerrungen gezeigt. Es gilt

dey = ((1 + u')du) + w'dw), U\ U.,)

<<1 + U/) Z N}(SU])\ + U)/ Z N}é’u)[)\, \I/)\‘I/,Y>
! ' Oury (6.181)
S [+ w)N L) (/N WD) 0] [Swny
! 651

——
5V[/\

Es ist zu erkennen, dass Gleichung (6.181) gerade der ersten Zeile der Matrix in
Gleichung (D.5) entspricht. Insgesamt wird die FE-Diskretisierung der virtuellen
Stabverzerrungen in Gleichung (6.172) bzw. Gleichung (D.2) geschrieben als

€ Bro ... Biopr]| [dvio
de=|:t|=> 1" By t | =Y Bovy . (6.182)
dep ! Bipo ... Bipp] [0vip !
N—_——

B[ 6V[
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist die Teilmatrix Bz,, in Anhang D, siehe
Gleichung (D.5), dargestellt. Anhand Gleichung (D.5) ist zu erkennen, dass fiir
jeden Eintrag der Matrix B, Integrale der Form (e, ¥, ) numerisch integriert
werden miissen. Fir den ersten Eintrag in Gleichung (6.181) lautet die numerische
Integration im stochastischen Raum

(L+u )N, U\, ~ NS (1 + o/ (x®) Ty (x P o, (x B w®) (6.183)

k

wobei u/(x®)) die am Integrationspunkt x*) ausgewertete PC-Entwicklung des
Gradienten der Léngsverschiebung beschreibt.

Die Interpolation des Skalarprodukts der linearisierten virtuellen Verzerrungen
Ade mit den Schnittgréfien o wird im Folgenden erliutert. Der Ausdruck Ade’ o
wird zunéchst in die einzelnen Komponenten aufgeteilt:

Ade’ o = Adeo Ny + Adka My + AdYa Qo - (6.184)
Die Approximation des ersten Summanden lautet
AdeoNo = (Su\Au, + Sw\Aw), U, U \V,) (N, ¥,)
= ((6u\Auy, + ow\Aw, )N, ¥, U,) (6.185)
= dup\ (NN N, U\ U ,,) Aug,, + dwin (Ny N N, UL ¥, ) Awg,,
Es ist zu erkennen, dass die beiden Summanden in Gleichung (6.185) den ersten

beiden Hauptdiagonalelementen der Matrix Gky, € R**® in Gleichung (D.6)
entsprechen. Die vollstindig diskrete Form des Skalarprodukts Ade’ o lautet
A(SETO' = ZZéV?AGIK)\MAVKM . (6186)
I K
Die Matrix Gx», ist ebenfalls in Anhang D, siehe Gleichung (D.6), zu finden. Die
auszuwertenden Integrale besitzen auch die Form (e, W, ¥ ,) und werden analog
Gleichung (6.183) numerisch integriert. Mit der Definition der erweiterten Matrix

GIKOO GIKOP o
Gix:=| !  Gu | |€RT (6.187)

GIKPO <o GIKPP

folgt schlieBlich die kompakte Schreibweise von Gleichung (6.186) zu

Ade"o =>> 6viGixAvg . (6.188)

I K
Die vollstdndig diskrete Form der Linearisierung in Gleichung (6.162) fithrt auf
Elementebene zu dem Elementresidualvektor g¢ € R5” und der Elementsteifig-
R6P*6P

keitsmatrix k% € . Die knotenbezogenen Anteile der beiden Grofien lauten

gr — /BCIFO' Xm — Pr und kTIK = /BCIFDBK + G[K Xm . (6189)
Xl Xl
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Weiterhin bezeichnet p; € R3F den knotenbezogenen Anteil des Elementlastvek-
tors.

Werden die Integrale in Gleichung (6.189) mit zwei GAUSS-Punkten exakt in-
tegriert, so tritt die gleiche Problematik des Querschublockings auf, wie sie bei
der Schalenformulierung in Abschnitt 6.2 bereits diskutiert wurde. Um diesen
kiinstlichen Versteifungseffekt zu vermeiden, werden g® und k% jeweils mit einem
GAUss-Punkt integriert. Dies fiihrt zu einer Unterintegration des Schubanteils,
wahrend die Dehn- und Biegeanteile weiterhin exakt integriert werden. Beim Sta-
belement kann dies ohne Einschrinkungen gemacht werden, da im Gegensatz zu
dem Schalenelement keine zuséatzlichen Kinematiken entstehen.

Da der Elementresidualvektor g und die Elementsteifigkeitsmatrix k7 auf das
lokale Koordinatensystem des Stabes bezogen sind, miissen beide Grofien vor der
Assemblierung auf ein gemeinsames, globales Koordinatensystem transformiert
werden. Die Transformation erfolgt analog einer linearen Stabformulierung und
wird an dieser Stelle nicht explizit angegeben. Die entsprechenden Transformati-
onsbeziehungen sind beispielsweise in WERKLE [125] zu finden.
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7 Iterative Losungsverfahren fiir die SSFEM

Im folgenden Abschnitt werden bereits bestehende sowie neu entwickelte Lo-
sungsverfahren vorgestellt, die im Rahmen einer Berechnung mit der spektralen
stochastischen Finite-Elemente-Methode Anwendung finden. Zu Beginn werden
zwei Standardalgorithmen, die Last- und die Einzelverschiebungssteuerung, be-
schrieben. Diese Verfahren und ihre Anwendung im Rahmen der SSFEM werden
auch von PAPADOPOULOS ET AL. [85] néher erldutert. In WAGNER & WRIG-
GERS [123] wird eine verallgemeinerte Verschiebungssteuerung beschrieben. Die
Weiterentwicklung dieses Losungsverfahrens fiir die Anwendbarkeit im Rahmen
der SSFEM wird im folgenden Kapitel detailliert dargestellt.

Alle in diesem Kapitel beschriebenen Losungsalgorithmen sind in MATLAB [116]
und in einer erweiterten Version des FE-Programms FEAP (Finite Element Ana-
lysis Program) [115] implementiert.

7.1 Klassische Losungsverfahren

Die zweistufige Diskretisierung der Variationsformulierung in Gleichung (6.1)
fithrt auf globaler Ebene auf ein System nichtlinearer Gleichungen der Form

Gv)=Fkv)-P=0. (7.1)

Dabei bezeichnet G(v) den globalen Residualvektor, der die Differenz zwischen
dem Vektor der inneren Kréfte F(v) und dem Vektor der dueren Krafte P dar-
stellt. Der globale Verschiebungsvektor v umfasst alle Freiheitsgrade des diskreten
Systems und ist folgendermafien aufgebaut:

v=1[v§,...,vh,...,.vp]" € R P vz € R (7.2)

Dabei beinhaltet vg die zum Polynom g zugehorigen PC-Koeffizienten des glo-
balen Verschiebungsvektors v. Die Anzahl an Knotenverschiebungen eines deter-
ministischen Systems wird mit ndof bezeichnet. Eine stochastische Diskretisie-
rung mit P Polynomen fithrt zu insgesamt ndof-P Freiheitsgraden. Dabei ist P
abhéngig von der Zahl stochastischer Eingangsvariablen M und dem Polynom-
grad p, siehe Gleichung (5.36).

Fiir die folgenden Losungsalgorithmen wird Gleichung (7.1) umgeschrieben zu
GWV,\)=F(W )= AP =0, G(v,\) € R (7.3)

Dabei wird die d&uflere Belastung P mit dem sogenannten Lastfaktor A\ gesteigert.
In Abhéangigkeit von den einzelnen PC-Koeffizienten lautet Gleichung (7.3) wie
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folgt:
_GO_ -FO_ _PO_ -0_
Go| = |Fo| =X |Poy| =]0| , G,eR™ . (7.4)
Gp| |Fp Pp| |0

Fiir die Losung des Systems nichtlinearer, algebraischer Gleichungen in Gleichung
(7.3) im Rahmen des NEWTON-Verfahrens wird die diskrete Linearisierung

Kr(v)Av = —G(v,)) , Kg(v) € R/ P)x(ndefP) (7.5)

bendétigt. Diese kann ebenfalls in Abhangigkeit von den einzelnen Komponenten
formuliert werden:

[Kroo -+ Krog -+ Kpop] [Avy Go
Krao -+ Krag - Krar| |Avg| = — |Go| (7.6)
_KTPO e KTP,B e KTPP_ _AVP_ _GP_

Dabei gilt fiir die Teilmatrizen Krpos € R >4l - Ausgehend von Gleichung
(7.3) und der zugehorigen diskreten Linearisierung in Gleichung (7.5) werden
nachfolgend zwei inkrementell-iterative Losungsverfahren beschrieben.

Anhand eines eindimensionalen Gleichgewichtspfades in Abbildung 7.1 werden
die Unterschiede einer Last- bzw. einer Verschiebungssteuerung verdeutlicht. Ab
dem Gleichgewichtspunkt L; in Abbildung 7.1 (links) fallt der Lastparameter \
wieder ab. Mit der Laststeuerung kann somit ausschliefSlich der blau markierte
Teil des Gleichgewichtspfades verfolgt werden. In Abbildung 7.1 (rechts) wird
deutlich, dass mit der Steuerung der Verschiebung v iiber den Punkt L; hinweg
gerechnet werden kann. Am Punkt L, geht die Verschiebung v wieder zuriick,
was dazu fithrt, dass nun ab dieser Stelle die Verschiebungssteuerung versagt.

Verschiebungs-
A4 ‘Bszitg;egl%ung At steuerung versagt
Ly Ly
Ly
G(v,A) =0 G(v,A) =
it v

Abbildung 7.1: Gleichgewichtspfad mit zwei Gleichgewichtspunkten L und Lo
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7.1.1 Die Laststeuerung

Bei einer Laststeuerung wird die duflere Belastung AP mit dem Lastparameter
A gesteuert. Um die lokale quadratische Konvergenz des NEWTON-Verfahrens in
der Néhe eines Losungspunktes auszunutzen, wird die Belastung nicht in einem
Schritt aufgebracht, sondern inkrementell gesteigert.

Ausgehend von einem bekannten Gleichgewichtszustand G(v(™ A™) = 0 wird
zunichst die Belastung mit A"+D = A 4+ AX gesteigert. Dabei kennzeichnet
der Zahler n den Belastungszustand. Der zu A*t1) zugehorige Verschiebungs-
zustand v("*1) ist bisher noch unbekannt und wird nun iterativ bestimmt. Zu
Beginn der NEWTON-Iteration ist der zugehorige Zahler ¢ gleich null. Im ¢-ten
Iterationsschritt wird das Gleichungssystem

Kr(vi")AvY = —G(v™ D) (7.7)

(2 Y

gelost und damit das aktuelle Verschiebungsinkrement Avl(n) bestimmt. Die Ver-
schiebungen werden mit

Wy Ay (78)
aktualisiert. Als Abbruchkriterium fiir die NEWTON-Iteration wird die Norm des
Residualvektors ||G|| herangezogen. Sobald diese kleiner ist als ein vorgegebener
Toleranzwert T'OL, ist der entsprechende Gleichgewichtspunkt erreicht.

Eine schematische Darstellung der Laststeuerung anhand eines 1-Freiheitsgrad-
Systems ist in Abbildung 7.2 veranschaulicht. Ausgehend vom bekannten Gleich-
gewichtspunkt e wird durch Steigerung des Lastfaktors und anschliefender NEW-
TON-Iteration der néchste Gleichgewichtspunkt e gefunden. Die einzelnen, sich
nicht im Gleichgewicht befindenden Zwischenlésungen wahrend der NEWTON-
Iteration, sind mit o markiert, siche Abbildung 7.2.

AP A-G(?J(()n),)\<”+l)) -G(?J§'n>,)\<”+1))
ACHD) PN oo <
N ST
AN | Kr(™)
0 p gL L
A Kr(v)”) | o
| | _— .
U(n)_v(()”) vin) vé") o+ v

N
3
N

Abbildung 7.2: NEWTON-Verfahren fiir ein 1-Freiheitsgrad-System
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Ein schematischer Ablaufplan der Laststeuerung im Rahmen eines FE-Programms
ist in Tafel 7.1 dargestellt. Fiir eine Berechnung mit der in Kapitel 6 vorgestellten
stochastischen Schalen- und Stabformulierung kann der in Tafel 7.1 dargestellte
Ablaufplan verwendet werden.

AV =0, V((Jl) =0 > Initialisierung
forn=1,....N do > Lastschleife
ACFD = A 4 AN
1=0
while ||G|| > TOL do > NEWTON-Iteration
fore=1,... , numel do > Elementschleife
g® und k%, > Elementresiduum und -tangente
Kr +— Kr+ LéJkeT, G+ G+ Lejg6 > Assemblierung
end for
KTAVZ(»H) =-G > Verschiebungsinkrement
Vz(j-)l = Vz(n) + AVz(n) > Update
1< 1+1
end while
NOURE
end for

Tafel 7.1: Ablaufplan der Laststeuerung

In Abschnitt 6.3 wurde zudem eine gemischt-hybride, stochastische Scheiben-
formulierung beschrieben. Aufgrund der statischen Kondensation sind zusétzli-
che Anpassungen fiir die NEWTON-Iteration innerhalb des inkrementell-iterativen
Losungsalgorithmus erforderlich. Der modifizierte Ablaufplan fiir eine gemischt-
hybdride FE-Formulierung ist in Tafel 7.2 dargestellt, wobei alle Anderungen
rot markiert sind. Es ist zu erkennen, dass zusatzlich zu den Verschiebungen
v auch die entsprechenden Verschiebungsinkremente Av wihrend der NEWTON-
Iteration abgespeichert werden miissen. Auf Elementebene wird geméafl Gleichung
(6.148) das aktuelle Inkrement As® der Spannungsfreiheitsgrade berechnet. Hier-
fiir werden zuséatzliche Matrizen und Vektoren aus dem letzten Iterationsschritt in
Geschichtsfeldern abgespeichert. Somit kann das Update der Spannungsfreiheits-
grade wihrend der NEWTON-Iteration auf Elementebene durchgefithrt werden.
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A =0, V(()l) =0 > Initialisierung
forn=1,...,N do > Lastschleife
A — A(m) 1 AN
i=0, AV =0

while ||G|| > TOL do > NEWTON-Iteration

fore=1,... , numel do > Elementschleife
AvE | € Avfﬁ)l

As¢ ,, {H™ g, F}i, > Geschichtsvariablen

st =Asf  +{H ' (gs + FAv®)}; 4 > Update

Aktuelle Werte fur
statische Kondensation

{gW gs}l und {kG7 F: H}7
g =g +F'H g,

) e 1 > Elementresiduum und -tangente
ki =ke¢+F H'F

s{, {H', g, Fli > Geschichtsvariablen
Kr +— Ky + LéJkeT, GG+ L6Jge > Assemblierung
end for
KrAvY = -G > Verschiebungsinkrement
VEK)I = Vz(n) + Avgn), Avgi)l = AVEH) > Update
11+ 1
end while
VZ(nH) _ Vgn)
end for

Tafel 7.2: Ablaufplan der Laststeuerung fiir eine gemischt-hybride Elementfor-
mulierung

Prinzipbeispiel fiir die Laststeuerung

Als Prinzipbeispiel fiir die Laststeuerung dient ein Einfeldtrdger unter einer kon-
stanten Gleichlast, siehe Abbildung 7.3. Der E-Modul F(w) wird als Normalver-
teilung mit

E(w) ~ N(1000, 100) kN /cm? (7.9)
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Geometrie und Belastung
g A =100 cm? k=>5/6
I=10"/12cm*

,5) LU '& L =80cm

g =0,5kN/cm

Sk
S
Sk

Abbildung 7.3: Einfeldtrager unter Gleichlast: System, Geometrie und Belastung

modelliert. Fiir den Schubmodul gilt G(w) = E(w)/2. Dies fithrt dazu, dass die
resultierenden Verformungen der Struktur ZufallsgroBen sind. Die Berechnung
erfolgt mit der in Abschnitt 6.4 beschriebenen stochastischen Stabformulierung.
Dabei wird der Tréger mit 20 Stabelementen diskretisiert. Fiir die PCE wird eine
quadratische Polynombasis mit p = 2 verwendet. Die Belastung ¢ wird mit dem
Lastfaktor A gesteigert. Fiir die Berechnung wird ein Lastinkrement von A\ = 1
verwendet.

In Abbildung 7.3 ist der deterministische Lastfaktor A iber dem Mittelwert p,, der
stochastischen Verschiebungsgrofie v aufgetragen. Um die Streuung der variieren-
den Verschiebung v zu verdeutlichen, ist zusétzlich der Mittelwert p, plus/minus
dreimal die Standardabweichung o, dargestellt. Fiir ein bestimmtes Lastniveau
A lautet die zugehérige Verschiebung @. Diese ZufallsgroBe ist durch ihre Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion f(o|\ = \) charakterisiert, siche Abbildung 7.4.

25 T T T T T
P———
AT
20 CA=18 N
I . FilA =]
-
~ 10} .
51 —— [y i
—A— L, = 30,

% 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6

v [cm)]

Abbildung 7.4: Deterministischer Lastfaktor A iiber der stochastischen Verschiebung

v sowie eine qualitative Dichtefunktion der Verschiebung @ bei dem Lastniveau A = 18
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7.1.2 Die Einzelverschiebungssteuerung

Im Rahmen dieses Verfahrens wird eine vom Anwender gewahlte Verschiebung ge-
steuert. Um auch hier die lokale quadratische Konvergenz des NEWTON-Verfahrens
ausnutzen zu kénnen, wird die vorgegebene Verschiebung nicht in einem Schritt
aufgebracht, sondern inkrementell gesteigert.

Fir die Einzelverschiebungssteuerung wird zunéchst der globale Verschiebungs-
vektor bzw. das Inkrement Av in freie (f) und vorgegebene (c) Verschiebungen
unterteilt:

Av!

Ave| € R P (7.10)

|

In Abhéngigkeit von den einzelnen PC-Koeffizienten werden die beiden Vektoren
in Gleichung (7.10) wie folgt dargestellt:

[Avy ] AV |
Avi= |AVE | € R4/ =DPynd - Ave = AvS | € R” . (7.11)
A A,

Der Vektor Av® beinhaltet alle PC-Koeffizienten der zu steuernden Verschie-
bung. Im Rahmen des inkrementell-iterativen Losungsalgorithmus ist diese Ver-
schiebung deterministisch. Fiir die einzelnen Komponenten des Vektors Av® in
Gleichung (7.11) gilt somit

T T
[Avg, A, Avg] = [Aee, 0,0 0] (7.12)
Analog Gleichung (7.10) wird die diskrete Linearisierung in Gleichung (7.5) un-
terteilt:
Kff Kfc A f f
) Vi G (7.13)
K$ K¢ Av© G°

Die Teilmatrizen in Gleichung (7.13) haben die folgenden GroBen:

Kfflg c R((ndof—l)ﬁ)x((ndof—l)ﬁ) Kgg c ]R((ndof—l)ls‘)xl5

Y

_ _ o 7.14
K’(I:f c RPX((ndof—l)P) und K%c c RPXP ] ( )

Die Symmetrie der globalen Steifigkeitsmatrix K fiihrt auflerdem dazu, dass fiir
die beiden Nebendiagonalmatrizen der Zusammenhang K¢ = K" gilt. In Ab-
hangigkeit von den einzelnen PC-Koeffizienten lautet die detaillierte Darstellung
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von Gleichung (7.13)

B 7eii £f r f alal
Koo Krop Avy Gy
f f . )
K, 5 : Ko K7p : :
K., Kipp Avp |G
tcT o
Ko Koo Krop Ave G
: i K%Caﬂ : :
f
i K7p Kipo Kippl| [L O Gp] |
(7.15)

Im Rahmen des Losungsverfahrens ist die d&uflere Belastung gleich null und es gilt
P = 0. Damit vereinfacht sich der globale Residualvektor in Gleichung (7.13) zu

Gf Ff — Pf Ff
HEENR]

wobei R® die Reaktionskraft ist, die aus der vorgegebenen Verschiebung Av*®
resultiert:

(7.16)

R°=[RS,...,RS,... . Ry|]T e R” . (7.17)

Diese Reaktionskraft entspricht der d&ufleren Belastung, welche auf die Struktur
aufgebracht werden miisste, damit an der Stelle (c¢) die Verschiebung Av® auftritt.
Die 1. Zeile von Gleichung (7.13) wird geschrieben als

KEAV + KEAVe = -G (7.18)

wobei das Produkt von K¢ und Av® als effektiver Lastvektor interpretiert werden
kann. Damit wird Gleichung (7.18) umgeformt und die Bestimmungsgleichung fir
die freien Verschiebungsinkremente Av' lautet

KIAV = — (G + KEAVE) |
GQf

(7.19)

Dabei kennzeichnet Gf den modifizierten Residualvektor. AnschlieBend wird iiber
die 2. Zeile von Gleichung (7.13) die Reaktionskraft wie folgt bestimmt:

R® = KSAV + KEAVE + FC (7.20)
Ein schematischer Ablaufplan der Verschiebungssteuerung ist in Tafel 7.3 darge-

stellt. Die in Tafel 7.2 gezeigten Modifikationen fiir die NEWTON-Iteration konnen
auch bei diesem Losungsverfahren beriicksichtigt werden.
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v(()o) =0 > Initialisierung
forn=1,...,N do > Schleife iiber Verschiebungsinkremente
1=0
Vf’(") = Vf’(n_l) + Av© > Update vorgebene Verschiebung
while ||G|| > TOL do > NEWTON-Iteration
if © > 0 then
Ave =0 > Verschiebungsinkrement nur im ersten Schritt
end if
fore=1,..., numel do > Elementschleife
g® und k% > Elementresiduum und -tangente
KT<—KT+LeJk%, G<—G+nge
end for
Gf = Gf + KkAve > Modifizierter Residualvektor
KAV = _Gf > Verschiebungsinkrement,
R = KCTfAVf’(n) + KFAve 4+ F¢ > Reaktionskraft
v?_(ﬁ) = vi 4 AvE() > Update freie Verschiebungen
1< 1+1
end while
W
end for

Tafel 7.3: Ablaufplan der Einzelverschiebungssteuerung

Prinzipbeispiel fiir die Einzelverschiebungssteuerung

Als Prinzipbeispiel fiir die Einzelverschiebungssteuerung dient ein Zweischlag,
siehe Abbildung 7.5. Der E-Modul der Struktur wird als Normalverteilung mo-
delliert, siehe Gleichung (7.9). Die raumliche und stochastische Diskretisierung

sind identisch zum Prinzipbeispiel fiir die Laststeuerung. Die duflere Belastung

wird durch die Vorgabe der Verschiebung v® aufgebracht. Dabei wird diese Grofle

mit einem Verschiebungsinkrement von Av® = 1cm gesteigert An dieser Stelle

sei nochmals angemerkt, dass die gesteuerte Verschiebung deterministisch ist.

Aufgrund der variierenden Materialeigenschaft der Struktur ist die Reaktions-
kraft R°(v°) eine stochastische Grofie. In Abbildung 7.6 ist der Mittelwert fipe
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LRC (v°) Geometrie
~ A =100 cm? k=5/6
W HI [ =10"/12cm*
L =80cm
. L/2 . L/2 . H=LJ6

Abbildung 7.5: Zweischlag unter Einzellast: System und Geometrie

der stochastischen Reaktionskraft R°(v¢) iber der deterministischen Verschiebung
v¢ aufgetragen. Um die Streuung der Reaktionskraft R(v°) zu visualisieren, ist
zusétzlich der Mittelwert pge plus/minus dreimal die Standardabweichung o ge
dargestellt. Fiir einen bestimmten Wert der gesteuerten Verschiebung v¢ lautet
die zugehorige stochastische Reaktionskraft R¢. Diese Grofe ist durch ihre Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion f(R°|v® = ©°) charakterisiert, siche Abbildung 7.6.

| o M Re A b Re + 30'Rc

2000 T - T T T
e =)~
1500 _
z
=
< 1000 e ]
& 1
500 - i -
3¢ = 6 [cm]
OL’ L 1 1 1
0 5 10 15 20 25
v [em]

Abbildung 7.6: Variierende Reaktionskraft R® iiber der deterministisch gesteuerten
Verschiebung v° sowie eine qualitative Dichtefunktion der Reaktionskraft R® bei dem

Verschiebungsniveau ¢ = 6 cm

7.1.3 Abschlielende Bemerkungen

Anhand der beschriebenen Last- und Einzelverschiebungssteuerung ist zu erken-
nen, dass beide Verfahren ohne weitere Anpassungen im Rahmen einer SSFEM-
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Berechnung verwendet werden kénnen. Die folgende Auflistung fasst wichtige ab-
schlieBende Bemerkungen zu den Losungsverfahren zusammen.

o Bei einer Berechnung mit der Laststeuerung konnen sowohl Unschérfen von
Material- und Geometrieeigenschaften als auch der dufleren Belastung be-
riicksichtigt werden. Dabei wird eine stochastische Belastung mit dem de-
terministischen Lastfaktor \ gesteigert.

e Eine Einschrankung der Einzelverschiebungssteuerung ist, dass der zu steu-
ernde Freiheitsgrad nicht unabhéngig vom Belastungszustand gewéhlt wer-
den kann. So gibt die Stelle der Belastung auch direkt den Freiheitsgrad
vor, welcher vom Anwender gesteuert wird.

o Bei der hier beschriebenen Einzelverschiebungssteuerung wird eine mafige-
bende Verschiebung vorgegeben. In manchen Fallen ist es auch moglich,
mehrere Verschiebungen auf einer Kante zu steuern, z.B. ein axial belaste-
ter Zylinder. Dies entspricht dann einer konstanten Streckenlast auf jener
Kante. Die gesamte Reaktionskraft wird iiber die Summe aller Teilreakti-
onskrifte an den gesteuerten Freiheitsgraden berechnet. An dieser Stelle
sei erwahnt, dass dieses Vorgehen nur moglich ist, wenn durch die Vorgabe
mehrerer Verschiebungen keine ungewollten kinematischen Einschrankun-
gen in das System eingebracht werden, sieche RusT [91].

Anhand der genannten Punkte wird deutlich, dass gewisse Problemstellungen
im Rahmen der SSFEM mit den bisher beschrieben Verfahren nicht untersucht
werden konnen. Im folgenden Abschnitt wird deshalb ein verallgemeinertes Lo-
sungsverfahren vorgestellt, welches fiir Berechnungen mit der SSFEM verwendet
werden kann, um die andiskutierten Einschrankungen zu umgehen.

7.2 Die verallgemeinerte Verschiebungssteuerung

Nachfolgend wird eine verallgemeinerte Verschiebungssteuerung fiir die Anwen-
dung im Rahmen der SSFEM entwickelt. Fiir die urspriingliche Version dieses
Losungsverfahrens wird auf die Arbeiten von BATOZ & DHATT [16] und WAG-
NER & WRIGGERS [123] verwiesen. Die Notation folgt im Wesentlichen der Dar-
stellung in WAGNER & WRIGGERS [123].

Wie der Name des Verfahrens vermuten lasst, wird hier ebenfalls eine Verschie-
bungsgréfle gesteuert. Im Gegensatz zu der Einzelverschiebungssteuerung aus
dem vorherigen Abschnitt wird hier aber keine Reaktionskraft, sondern ein Last-
faktor fiir die aulere Belastung riickgerechnet. Damit ist der Lastfaktor A in
Gleichung (7.3) im Allgemeinen keine deterministische GroBe mehr. Wie auch
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die Reaktionskraft R® in Gleichung (7.17) wird nun auch der Lastfaktor durch
seine PC-Koeffizienten {\,}~_, beschrieben. Aus diesem Grund muss zunichst
der globale Residualvektor in Gleichung (7.3) angepasst werden. Bisher galt fur
den a-ten Koeffizienten des Residuums G, = F, — AP,. Dieser Koeffizient wird
nun geschrieben als

G,=F,—-P,, (7.21)

wobei der Vektor P, die bereits mit dem Lastfaktor skalierte dufere Belastung
beinhaltet. Da im Allgemeinen sowohl der Lastparameter als auch die Belastung
stochastische GréBen sind, werden die Koeffizienten P, wie folgt berechnet:

P, = Dop- AP, . (7.22)

Ist die auBere Belastung deterministisch, so vereinfacht sich die Berechnungsvor-
schrift in Gleichung (7.22) zu

P, = Dup As6,0P0 = APy . (7.23)

Im Folgenden wird von der allgemeingiiltigen Form in Gleichung (7.22) ausge-
gangen. Fiir spitere Umformungen ist es zweckméafig, alle PC-Koeffizienten des
stochastischen Lastfaktors im Vektor

A=, Ay AT €RP (7.24)

zusammenzufassen. Fiir den globalen Residualvektor wird fortan die Notation
G(v,A) verwendet.

Die grundlegende Idee des Verfahrens besteht nun darin, diesen Vektor mit einer
geeigneten Zusatzbedingung f zu erweitern. Damit die gesteuerte Verschiebung
v® einen vom Anwender vorgegebenen Verschiebungswert v° annimmt, wird die
folgende Bedingung formuliert:

f=1—0°=0. (7.25)

Im Rahmen der SSFEM wird die Verschiebungsgrofle v¢ vollstandig durch ihre
P Koeffizienten {v¢}F_, beschrieben. Aus diesem Grund muss die Zusatzbedin-
gung in Gleichung (7.25) im Rahmen der SSFEM fiir alle PC-Koeffizienten der
Verschiebungsgrofie v¢ formuliert werden:

!

fo=0W —1v)=0, VYae{0,...,P}. (7.26)

Wie auch bei der Verschiebungssteuerung ist die vom Anwender vorgegebene
Verschiebung deterministisch. Fiir die Koeffizienten v gilt somit v, = d,00°. Die
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P Zusatzbedingungen in Gleichung (7.26) werden in dem Vektor

fo U5 v

e}
o
I
<
|
<

f(v)= f:a = v:a — C—v°, f(V)E]R]5 (7.27)

Lfp]  lvpl 0

zusammengefasst. Dabei wird v¢ vom Anwender vorgegeben.

Werden die P Gleichungen zum globalen Residualvektor G(v, A) hinzugefiigt, so
lautet das erweiterte System nichtlinearer Gleichungen

G(w) = { Gf<v’ ) } —0, w= { K } € Rndof+)P (7.28)

wobei der verallgemeinerte Vektor w alle PC-Koeffizienten der Verschiebungen
und des Lastfaktors beinhaltet. Um das erweiterte System nichtlinearer Glei-
chungen in Gleichung (7.28) im Rahmen eines NEWTON-Verfahrens zu l6sen,
muss zunéchst die zugehorige Linearisierung bestimmt werden. Allgemein lésst
sich diese angeben mit

oG

LIG(W)] = G(w) + 5= Aw
- 0G of 0G of
N G of \, . 9G ot 7.29
G(w) + 5y Av + 8VAV+ a)\AAJr a)‘A)\ : (7.29)
oG oG

Die partielle Ableitung des erweiterten Residualvektors G nach den Verschiebun-
gen v lautet in Abhédngigkeit von den einzelnen Komponenten wie folgt:

aGOé ndof Xndo,
o, Koy, € RM>ndof ynd (7.30)
fa _ Ovg —v3)
ov, 0 = doufl’
Viu Vu
mit £ =100,..., 1 ,....00eR". (7.31)
Position ¢

Dabei entspricht Kr,, einer Teilmatrix der globalen Steifigkeitsmatrix Ky in
Gleichung (7.6). Der Vektor I besitzt nur an der Position (c¢) den Eintrag eins
und ist sonst gleich null.



162 7 ITERATIVE LOSUNGSVERFAHREN FUR DIE SSFEM

Die Ableitung des erweiterten Residuums G nach den PC-Koeffizienten des Last-
faktors A kann komponentenweise angegeben werden mit:
0G, 0(Fo— Dup,\sP.)

= o, = —DoyPy = —Po, e R und  (7.32)

Ofo
oy Ga0 . (7.33)

Da die Zusatzbedingung f nicht vom Lastfaktor A abhéngt, ist die entsprechende
Ableitung in Gleichung (7.33) gleich null.

Die einzelnen Teilmatrizen Kg,, in Gleichung (7.30) werden analog Gleichung
(7.6) in der globalen Steifigkeitsmatrix K7 angeordnet. Auf gleiche Weise werden
die einzelnen Vektoren 4,,f! in Gleichung (7.31) in der Matrix

t7 ... 0 -+ 0] — £T ]
f7=|o - 7 .. 0| =|—f |, BLerR™P  (7.34)
0 0 i I e

angeordnet. Dabei entspricht £% der (8 + 1)-Zeile der Matrix £7 € RPX(ndef-P),
Aufgrund des KRONECKER-Deltas entspricht £ einer Blockdiagonalmatrix.

Die Matrix P € R "P)*P heinhaltet die Vektoren P, aus CGleichung (7.32):

Py - Pgu -+ Pgp
O | | |
P=|P, - P, - Pup|= P, - f)u o Pp | (7.35)
Ppo -+ Pp, -+ Ppp)

Hierbei entspricht der Vektor ISH € R P gerade der (1 + 1)-ten Spalte der
Matrix P. Anhand Gleichung (7.35) ist zu erkennen, dass die Matrix P gerade
P Spalten beinhaltet, welche ausschlieBlich von der dufleren Belastung abhéngig
sind. Ist die auBere Last deterministisch, gilt fiir die Koeffizienten P, = d,0Py.
Dies fithrt zu

P., = Doy Py = Doyy00Po = 00, P0 - (7.36)

Damit vereinfacht sich die Struktur der Matrix in Gleichung (7.35):

P = diag(Py, ..., Py) . (7.37)
\7—/
P-mal
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Mit den eingefithrten Matrizen kann die vollstandige Linearisierung von Glei-
chung (7.28) kompakt geschrieben werden:

Kr =P |[Av]| | G(vA)
£7 0 AN | f(v)
(7.38)
K, € R(ndof-[’)x(ndof-ﬁ) ’ 13 e R(ndoﬁp)xp
mit

fT c RPX(ndof-P) 0c RPXP

Y

Analog Gleichung (7.24) werden die Inkremente der PC-Koeffizienten des Last-
faktors im Vektor AX zusammengefasst. Die vollstindige Linearisierung des er-
weiterten Residuums G fithrt im Allgemeinen auf eine unsymmetrische Koeffizi-
entenmatrix, siche Gleichung (7.38).

Aus diesem Grund wird fiir die Bestimmung der Inkremente Av und A eine Blo-
ckelimination verwendet. In einem ersten Schritt wird die 1. Zeile von Gleichung
(7.38) umgeschrieben zu

KrAv=PAXA -G . (7.39)

Die Trennung der rechten Seite in P und G fiithrt auf die beiden Gleichungssys-
teme
KrAve = -G und KAV =P . (7.40)

Das Verschiebungsinkrement Av® ist wie folgt aufgebaut:
CAVO T

AVE = | AVG | € RSP (7.41)

G
| Avp |

Wie bereits erwahnt, ist P eine Matrix mit P Spalten. Die fiihrt dazu, dass das
Inkrement AV’ ebenfalls eine Matrix ist:

[AVE o AVE o AVELT
AV, o AVE, - AVE, (7-42)

=[AV) o AP o AVE |, AVD e RMSE
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Dabei beschreibt AvY die (a+1)-Spalte der Matrix Av”. Das rechte Gleichungs-
system in Gleichung (7.40) kann alternativ auch in Abhéngigkeit der einzelnen
rechten Seiten formuliert werden:

KrAvP =P, , VYae{0,...,P}. (7.43)

Unter Berticksichtigung der Gleichungen (7.39) und (7.40) berechnet sich das
vollstandige Verschiebungsinkrement zu

Av = AVPAX + AVY . (7.44)

Im einem zweiten Schritt wird nun das Inkrement des Lastfaktors A bestimmt.
Die 2. Zeile von Gleichung (7.38) lautet

fTAV+0=—f. (7.45)

Da die lineare Zusatzbedingung direkt erfiillt ist, gilt £ = 0. Wird fir Av die
Beziehung aus Gleichung (7.44) eingesetzt, folgt

£ (AVPAN+ AVE) = 1AV AN+ ETAVE = 0. (7.46)
An dieser Stelle ist es zweckméafig, die folgenden Groflen zu definieren:
AVPe = £TAYY und  AvEC = £TAVE (7.47)
Damit lasst sich Gleichung (7.46) schreiben als
AVPCAN + AVEC =0 . (7.48)

Die Matrix ?VT enthalt nur Nullen und Einsen. Weiterhin lassen sich die eingefiihr-
ten GroBen in Gleichung (7.47) in Abhéngigkeit von den einzelnen Komponenten

darstellen:
Avks o Avky AvS
AvPe = LAy e RPXP - AvEe = : c R” . (7.49)
AvbS . Avbs Av$e
Fiir die Bestimmung des Inkrements AX muss die Matrix AvP¢ € RP*P invertiert
werden:

AX = —(AVP)TTAVEC (7.50)

Der vollstandige Ablaufplan der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung ist in
Tafel 7.4 dargestellt. Die in Tafel 7.2 gezeigten Modifikationen fiir eine gemischt-
hybdride FE-Formulierung kénnen auch bei diesem Losungsverfahren mit bertick-
sichtigt werden.
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AV =0, vV =0 > Initialisierung
forn=1,...,N do > Schleife iiber Verschiebungsinkremente
1=0
while ||G|| > TOL do > NEWTON-Iteration
fore=1,...,numel do > Elementschleife
g° und k%, > Elementresiduum und -tangente
Kr +— Kr+ LEJkeT, G+ G+ Lejge > Assemblierung
end for
if : =0 then
K AVE =P
AA = (AVPO)LATE > Inkrement Lastfaktor
AV = AVPAA™ > Verschiebungsinkrement
else
KrAv] =P, KrAvE = -G
A = —(AFFO)TIAVEC > Inkrement Lastfaktor
Av f” AVPAAM 4 AVE > Verschiebungsinkrement
end if
Ei)l = V )+ Av > Update Verschiebungen
)‘z+1 )\(n + A)\(n > Update Lastfaktor
141+ 1
end while
Oyl A X

end for

Tafel 7.4: Ablaufplan der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung

Prinzipbeispiel fiir die verallgemeinerte Verschiebungssteuerung

Als Prinzipbeispiel fir die verallgemeinerte Verschiebungssteuerung dient der
Zweischlag unter einer Gleichlast, sieche Abbildung 7.7. Der E-Modul der Struk-
tur folgt auch hier der Normalverteilung in Gleichung (7.9). Zusétzlich wird die
Gleichlast ¢(w) als stochastische Variable mit

q(w) ~ N (0,015, 0,0015) [kN/cm] (7.51)
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HI I=10*/12 cm*
L =80cm
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Abbildung 7.7: Zweischlag unter Gleichlast: System, Geometrie und Belastung

modelliert. Die raumliche und stochastische Diskretisierung sind identisch zum
Prinzipbeispiel fiir die Laststeuerung. Wie auch bei der Einzelverschiebungssteue-
rung wird die Verschiebung v mit einem Inkrement von Av® = 1cm gesteigert.

Aufgrund der stochastischen Materialeigenschaft und der streuenden Belastung
ist der Lastparameter eine stochastische Gréfle. Im Last-Verschiebungsdiagramm,
siehe Abbildung 7.8, ist der qualitative Verlauf des Mittelwerts pu, tiber der deter-
ministischen Verschiebung v¢ aufgetragen. Um die Streuung des stochastischen
Lastfaktors A zu visualisieren, ist zusatzlich der Mittelwert u plus/minus dreimal
die Standardabweichung o, dargestellt. Fiir einen bestimmten Wert 9¢ lautet der
zugehdrige stochastische Lastparameter A. Diese ZufallsgroBe ist durch ihre Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion f(\|v® = @) charakterisiert, siche Abbildung 7.8.

4000 T T T T

3000 | |[—2— £ 30x

1~ 2000
/<

1000

0 ) 10 15 20 25

Abbildung 7.8: Streuender Lastfaktor A\ iiber der deterministisch gesteuerten Ver-
schiebung v¢ sowie eine qualitative Dichtefunktion des Lastfaktors A bei dem Verschie-

bungsniveau 9° = 8 cm
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7.2.1 Zusammenhang zwischen dem stochastischen und dem determi-
nistischen Loésungsverfahren

Werden keine stochastischen Groflen bei einer Berechnung mit der SSFEM be-
riicksichtigt, so lassen sich die hier gezeigten Zusammenhénge vereinfachen. Ana-
log zu Abschnitt 6.2.4 werden nachfolgend einige Vereinfachungen anhand der
verallgemeinerten Verschiebungssteuerung diskutiert.

Fiir den Fall, dass keine Unschéarfe beriicksichtigt wird, gilt fiir die Teilmatrizen
der globalen Steifigkeitsmatrix

Krap = dapKro - (7.52)
Damit ist K7 eine Blockdiagonalmatrix der Form
KT = diag(KTo, e 7KT0) . (753)
—_——— —
P-mal

Analog hierzu vereinfacht sich die Matrix P in Gleichung (7.35). Mit P, = 00, Po
folgt
P = diag(Py,...,Py) . (7.54)
5—/
P-mal
Unter Berticksichtigung der Gleichungen (7.53) und (7.54) folgt aus Gleichung
(7.40), dass die Matrix Av? ebenfalls eine Blockdiagonalform aufweist:

AVP = diag(Aviy, ..., Avly) . (7.55)
P-mal

Fiir das Verschiebungsinkrement Av? gilt
T
AVE = [(AV§)T,...,0,...,0] . (7.56)

Die Vereinfachungen tibertragen sich sinngeméfl auf die beiden Grofien in Glei-
chung (7.47):

Avte 0 AvS©
AVPe = und  AvYe = : : (7.57)
0 Avke 0

Aus Gleichung (7.57) folgt, dass das Inkrement AX = —(AVP¢)LAvEC nur auf
dem ersten PC-Koeffizienten ungleich null sein kann. Somit entspricht die er-
weiterte Version der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung, unabhéngig vom
Polynomgrad der PC-Entwicklung, dem Verfahren, wie es in WAGNER & WRIG-
GERS [123] beschrieben ist.
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7.2.2 Abschlielende Bemerkungen

Die in dieser Arbeit weiterentwickelte, verallgemeinerte Verschiebungssteuerung
besitzt gegeniiber den im vorherigen Abschnitt beschriebenen Losungsverfahren

die folgenden Vorteile.

o Mit der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung kénnen beliebige Belas-
tungszustédnde einer Gleich-, Strecken- oder Einzellast untersucht werden.

o Die zu steuernde Verschiebung kann unabhéngig von der aufleren Belastung

gewéhlt werden.

o Das Verfahren erlaubt die Beriicksichtigung stochastischer Belastungen.
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8 Numerische Beispiele

In diesem Kapitel wird der Einfluss unscharfer Material- und Geometrieeigen-
schaften auf das mechanische Verhalten verschiedener Tragstrukturen anhand
numerischer Beispiele untersucht. Fiir die Berechnungen mit der SSFEM werden
die in Kapitel 6 entwickelten stochastischen Elementformulierungen verwendet.
Ebenso finden die verschiedenen Losungsalgorithmen aus Kapitel 7 ihre Anwen-
dung. Zur Verifizierung der SSFEM-Ergebnisse werden diese den Ergebnissen
einer Monte-Carlo-Simulation (MCS) gegentibergestellt.

Anhand des ersten Beispiels wird die PC-Approximation fiir verschiedene Ver-
teilungsarten einer unscharfen Eingangsgrofie untersucht. Die dort gewonnenen
Erkenntnisse lassen sich auf die nachfolgenden Untersuchungen in diesem Kapitel
iibertragen. Eine Ubersicht der numerischen Beispiele zeigt Abbildung 8.1.

Beispiele zur Schalenformulierung

Beispiel zur Stabformulierung

vyvy

Ja)

Abbildung 8.1: Ubersicht der numerischen Beispiele in Kapitel 8

Zu Beginn werden drei Beispiele zur Schalenformulierung aus Abschnitt 6.2 un-
tersucht. Die Anwendung der gemischt-hybriden Scheibenformulierung, vgl. Ab-
schnitt 6.3, wird anschlieBend an drei weiteren Beispielen gezeigt. Abschlielend
folgt ein Beispiel zur geometrisch exakten Stabformulierung aus Abschnitt 6.4.
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8.1 PC-Entwicklung einer stochastischen Materialmatrix

Anhand eines Einfiihrungsbeispiels wird die PC-Entwicklung einer stochastischen
Materialmatrix, wie in Gleichung (6.27) dargestellt, genauer untersucht. Hierfir
wird eine transversal isotrope Einzelschicht unter dem Einfluss eines unscharfen
Materialparameters betrachtet, sieche Abbildung 8.2 (links).

E1(W), Ey, o

—Agt AT Cii(w) [Cra(w)] 0
ﬁ Cm(w) = Cu(&)) CQQ(CU) 0
23] 0 0 C44(CL))

Abbildung 8.2: Einzelschicht (links) und zugehorige stochastische Materialmatrix Cyy,
(rechts), vgl. Gleichung (3.44)

Im Folgenden sei nur der Eintrag Cja(w) von Interesse, welcher in Abbildung
8.2 (rechts) markiert ist. Fir die deterministischen Materialparameter werden
die Werte Fy = 1100 N/mm2 und v;5 = 0,25 angenommen. Damit lautet der
analytische Zusammenhang zwischen dem stochastischen E-Modul F;(w) und
des resultierenden Steifigkeitseintrages Cha(w) wie folgt:

1/12E2 275

Cele) = Cel ) = T B B )~ T- 685/ Euw) |

(8.1)

Zur Modellierung des Parameters E)(w) werden im Folgenden die vier unter-
schiedlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen aus Abschnitt 4.1.2 herangezogen.
Die Verteilungsparameter der einzelnen Verteilungen werden dabei so gewahlt,
dass der Mittelwert und die Standardabweichung des stochastischen E-Moduls
E,(w) fur alle vier Verteilungen die folgenden Werte annimmt:

pg, = 3300N/mm* und op, = 330N/mm” .

Eine Zusammenstellung der einzelnen Verteilungsparameter ist in Tabelle 8.1 ge-
geben. Um die unterschiedlichen Verteilungen des E-Moduls zu visualisieren, sind
in Abbildung 8.3 die zu Tabelle 8.1 zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tionen fg, (E;) dargestellt.

Ausgangspunkt fur die PC-Entwicklung der Steifigkeit C5(w) ist die Chaosent-
wicklung der Zufallsvariablen E;(w) mit

Ei(w) =Y B0, . (8.2)



8.1 PC-Entwicklung einer stochastischen Materialmatriz 171

Verteilung von Fj(w) Verteilungsparameter

Gauss N (p,0) = 3300 o =330 - -
Uniform ¢(a, b) 0= 272842 | b— 387158 | — —
Gamma I'(s,t,r) s=4 t =165 r=2640 | —

Beta B(s,t,a,b) s =4,67 t=2,33 a = 1980 | b = 3960

Tabelle 8.1: Verteilungsparameter der verschiedenen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
des E-Moduls F1(w)

Die verwendeten Basispolynome W, richten sich nach der Verteilung von E(w),
vgl. Abschnitt 5.4. Mit Tabelle 5.6 werden die zugehorigen PC-Koeffizienten be-
stimmt. Unter Berticksichtigung der Rechenoperationen in Abschnitt 5.5 werden
die Koeffizienten der PC-Entwicklung

612 = Z 012Q\Ifa ~ 012(0.1) (83)

bestimmt.

Im Folgenden wird die Approximation des funktionalen Zusammenhangs in Glei-
chung (8.1) genauer betrachtet. Der E-Modul F;(w) folgt hierfir der Normalver-
teilung mit den Parametern p = 3300 N/mm® und ¢ = 330 N/mm?. In Tabelle
8.2 sind die berechneten PC-Koeffizienten fiir unterschiedliche Polynomgrade der
PCE dargestellt. Es ist zu erkennen, dass alle Koeffizienten gegen einen individu-
ellen Grenzwert konvergieren.

Koeffizienten C1o, | p=1 p=2 p=3 p=4 p=>5
Cia0 280,9127 | 280,9141 | 280,9141 | 280,9141 | 280,9141
Ci21 —-0,6039 | —0,6169 | —0,6173 | —0,6173 | —0,6173
Cia2 — 0,0892 0,0920 0,0922 0,0922
Chas — — | —0,0163 | —0,0170 | —0,0171
Cloq — - - 0,0035 0,0037
Cios — - - — | —0,0008

Tabelle 8.2: PC-Koeffizienten der Chaosentwicklung 612 =3 00120,

Um das Approximationsverhalten der PCE besser zu veranschaulichen, ist der
analytische Zusammenhang und die jeweilige Polynomapproximation fiir unter-
schiedliche Polynomgrade p in Abbildung 8.4 dargestellt. Die analytische Funk-
tion wird bereits mit einem Polynomgrad von p = 3 nahezu korrekt erfasst.
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«10-% |— N(3300,330) |— U(2728,42,3871,58)|

1,2+

109}

0,61
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Abbildung 8.3: Verschiedene Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen fiir die stochasti-
sche Modellierung der Zufallsvariablen F1(w)

Des Weiteren wird untersucht, wie sich die PC-Approximation der ersten vier
stochastischen Momente der Zufallsgrofie Cio(w) mit steigendem Polynomgrad p
verhalt. Um das Konvergenzverhalten der PCE zu quantifizieren, wird der pro-

(o) = (o)

O]

zentuale Fehler

100 [%)] (8.4)

fir eine Grofle (o) eingefithrt, wobei ()P das Ergebnis der PCE kennzeichnet.
Fiir die Referenzlosung ()"¢/ der stochastischen Momente werden die zugehérigen
Integrale aus Abschnitt 4.1.1 numerisch integriert.

In den Abbildungen 8.5 und 8.6 ist zu erkennen, dass der relative Fehler fiir alle
stochastischen Momente mit hoher werdendem Polynomgrad geringer wird. Zu-
dem wird deutlich, dass die verschiedenen stochastischen Momente unterschiedli-
che Konvergenzraten aufweisen. Erwartungsgemaf konvergiert das erste stochas-
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284 ¢ —}—analytisch || I —}— analytisch| |
g —A—p=2 —4
2 2821 P P
~
Z.
&5 280

278 : : - - - | | |
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E; [N/mm?] E; [N/mm?]

Abbildung 8.4: Funktionaler Zusammenhang zwischen Fy und C12 sowie verschiedene
PC-Approximationen fir unterschiedliche Polynomgrade p

tische Moment am schnellsten, wohingegen hohere Momente wie die Schiefe 6 und
die Wolbung x langsamer gegen die Referenzlosung konvergieren. Da sich die ver-
wendete Polynombasis nach der Verteilung von Ej(w) richtet, kann ein optima-
les Konvergenzverhalten der PCE erreicht werden. Zusammenfassend lasst sich
festhalten, dass die Erhoéhung des Polynomgrades p fiir alle betrachteten Vertei-
lungsarten von E;(w) zu einer genaueren Erfassung von allen vier stochastischen
Momenten fiihrt. Die in diesem Einfithrungsbeispiel gewonnenen Erkenntnisse
zeigen sich auch in den folgenden numerischen Beispielen.

|——e, —8—en —A—gy Ex |
10% } o—|——— | |
= /\g |Gleichverteilung
5 1072 “
S
F~
g 1076
<
Z
10710}
% ;
o Normalverteilung |
10~ 14 Y NN NN SN N SRR B I I R N
1 23 45 6 78 1 23 45 6 7 8
Polymgrad p[—] Polymgrad p[—]

Abbildung 8.5: Konvergenzverhalten der stochastischen Momente fiir verschiedene
Polynomgrade p: Normalverteilung (links) und Gleichverteilung (rechts)
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|——e, —B—e, —A—¢; Ex |
107} a
X 2
W
B 10?¢
S
=
g 10701
=
Z
QE 10—10 |
S
a, \Gammaverteilung| Betaverteilung |
o4 . . . . . . .
1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 45 6 7 8
Polymgrad p[—] Polymgrad p[—]

Abbildung 8.6: Konvergenzverhalten der stochastischen Momente fiir verschiedene

Polynomgrade p: Gammaverteilung (links) und Betaverteilung (rechts)

8.2 Brettsperrholzplatte unter (Gleichlast

Als numerisches Beispiel dient eine geschichtete Brettsperrholzplatte (BSP), wel-
che durch eine konstante Gleichlast ¢g belastet ist. Die Quadratplatte mit einer
Kantenldnge von L = 400 cm und einer Gesamtdicke von d ist rundum gelenkig
gelagert, siche Abbildung 8.7. Hierfiir werden alle Verschiebungen entlang der
Kanten gehalten, sodass u; = 0,7 = 1,2,3 gilt. Die Verdrehungen ¢; um die
Achse e; sowie s um die Achse e, sind frei. Fiir die Diskretisierung der Struktur
werden 20 x 20 = 400 Schalenelemente verwendet. Die Berechnungen erfolgen mit
der in Abschnitt 6.2 beschriebenen Elementformulierung.

|U,1:U,2:U,3:O|

Abbildung 8.7: Gelenkig gelagerte Quadratplatte unter Gleichlast: Abmessungen,
Belastung sowie FE-Diskretisierung
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d/4
}jeweils d/6
d/4

d| dit

Schicht 1

Abbildung 8.8: Fiinfschichtiger Aufbau der Brettsperrholzplatte

Um das Materialverhalten von BSP beschreiben zu kénnen, wird im numerischen
Modell transversale Isotropie angenommen. Hierfiir sind die fiinf Materialparame-
ter Eq, By, 119, G1o und Gas erforderlich, sieche Abschnitt 3.3. Dabei kennzeichnet
der Index 1 die Vorzugsrichtung des Materials. Die Brettsperrholzplatte besitzt
einen fiinfschichtigen Aufbau, der in Abbildung 8.8 dargestellt ist. Dabei sind
die einzelnen Brettlagen k£ = 1,...,5 durch den Winkel ¢, und die Schichtdi-
cke dj gekennzeichnet. Der Winkel ¢ = 0° entspricht der Richtung von e;. Der
Schichtaufbau der Platte lautet wie folgt:

Winkel : [0°/90° /0°/90° /0°] 85

Schichtdicken : [d/4 / d/6 / d/6 ) d/6 [ d/4] . (8.5)
Im Rahmen der stochastischen Analyse werden Unschérfen in den Material- und
Geometrieeigenschaften sowie in der Belastung berticksichtigt. Die als GAUSSs-
Verteilung modellierten Parameter sind vollstandig durch den jeweiligen Mittel-
wert und die Standardabweichung charakterisiert. In Tabelle 8.3 sind alle stochas-
tischen Variablen zusammengefasst. Es wird angenommen, dass der E-Modul F;
und FEs vollstdndig miteinander korreliert sind. Aus diesem Grund ist es moglich,
die beiden Parameter durch eine Zufallsvariable X5 zu beschreiben. Die Gesamt-
dicke d der Platte wird ebenfalls als Zufallsvariable modelliert. Dabei bleibt das
Verhéltnis der Dicken der einzelnen Schichten zur Gesamtdicke, wie in Abbildung
8.8 gezeigt, jedoch unverandert. Zudem wird die konstante Gleichlast ¢ als Zu-

Parameter | Einheit | Variable X; | Verteilung | px, | ox,
Ayp [°] X GAUSS 0 |15
E [kN /cm?] 1160 | 116
X5 GAUSS
E, [kN/cm?] 39 |39
d [cm] X3 GAUSS 12 | 1,2
o [kN /m?] X4 GAUSS 2 102

Tabelle 8.3: Stochastische Variablen mit den jeweiligen Verteilungsparametern
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fallsgrofBe modelliert. Die variierende Faserorientierung der Schichten wird iiber
die Abweichung A¢ beriticksichtigt. Der modifizierte Schichtaufbau lautet

[0°+Ap /90°+Ap / 0°+Ap /90°+Ap / 0°+Ap] . (8.6)

Dabei ist die Abweichung der Faserorientierung iiber alle Schichten vollstindig
korreliert. Fiir die verbleibenden Materialparameter werden die folgenden deter-
ministischen Werte angenommen:

Gia = 72kN/em® | Gog = 10kN/em® und vy = 0,03 . (8.7)

Aufgrund der variierenden Faserorientierung kann bei der Berechnung keine Sym-
metrie ausgenutzt werden. Im deterministischen Fall fithrt die FE-Diskretisierung
der gesamten Struktur mit 20 x 20 Schalenelementen auf insgesamt 1965 Freiheits-
grade.

Die Approximation der stochastischen Dimension wird durch die Polynombasis
mit P Polynomen bestimmt. In Abhéngigkeit von dem gewihlten Polynomgrad
p und der g-Norm ¢ entstehen zusatzliche Freiheitsgrade, sieche Tabelle 8.4. Um
den Einfluss von p und ¢ auf die Gréfle der Polynombasis zu verdeutlichen, wird
die Grofle p = P / Poox eingefiithrt. Dabei entspricht P, der maximalen Anzahl
an Basispolynomen, die fiir das Beispiel verwendet werden. In diesem Fall sind
das 70 Polynome. Anhand Tabelle 8.4 ist zu erkennen, dass mit einem hoheren
Polynomgrad die Anzahl an Basispolynomen P und somit auch die Anzahl an
Freiheitsgraden ndof stark zunehmen. Mit dem hyperbolischen Abbruchkriteri-
um, vgl. Abschnitt 5.2.1, kann die Grofle der Polynombasis reduziert werden.
Im Rahmen dieses numerischen Beispiels wird der Einfluss der g-Norm genauer
untersucht.

Die stochastische Gleichlast gy wird mit dem deterministischen Lastfaktor A ge-
steigert. Fiir die Berechnung werden insgesamt 15 Lastschritte mit einem Lastin-
krement von A\ = 1 verwendet.

Polynomgrad p | ¢-Norm ¢ | Bezeichnung | P | p[%] ndof

1 5 7,14 9825
sfem p2q1 15| 21,43 | 29475
sfem p3ql 35 | 50,00 | 68775
sfem p4ql 70 | 100,00 | 137550
0,8 sfemp4q0,8 | 39 | 55,71 | 76635
0,6 sfemp4q0,6 | 23 | 32,86 | 45195

sfem plql

—_ = = =

L =GV R \V]

Tabelle 8.4: Freiheitsgrade ndof in Abhdngigkeit vom Polynomgrad p und der g-Norm

q sowie die zugehorigen Bezeichnungen der jeweiligen Konfigurationen



8.2 Brettsperrholzplatte unter Gleichlast 177

8.2.1 Ergebnisse der SSFEM

Um die Ergebnisse der SSFEM beurteilen zu kénnen, wird zunéchst eine auskon-
vergierte Referenzlosung mit der Monte-Carlo-Simulation erzeugt. Hierfiir werden
insgesamt N = 5 x 10° Realisierungen der Zufallsvariablen X;,i =1,...,4 in Ta-
belle 8.3 generiert. Fiir die Erzeugung von Pseudozufallszahlen wird in dieser Ar-
beit das Latin-Hypercube-Stichprobenverfahren (LHS) verwendet, vgl. Abschnitt
5.3.2. Im folgenden Abschnitt wird die stochastische Verschiebung w in Platten-
mitte betrachtet, siche Abbildung 8.7. Die nachstehenden Abbildungen zeigen den
deterministischen Lastfaktor A iiber den verschiedenen stochastischen Momenten
der Mittendurchbiegung w, wie Mittelwert, Standardabweichung usw.

Die Ergebnisse fiir den Mittelwert 1, sind in Abbildung 8.9 (oben) dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass diese Gréfle bereits mit einem Polynomgrad von p = 1
nahezu exakt abgebildet werden kann. Anhand der Last-Verschiebungskurven in
Abbildung 8.9 (oben) wird deutlich, dass sich das System mit zunehmender Be-
lastung aufgrund der geometrischen Nichtlinearitéit versteift. Grund hierfir sind
die zunehmenden Zugspannungen in der Struktur. In Abbildung 8.9 (unten) sind
die Ergebnisse fir die Standardabweichung o, dargestellt. Die Polynombasis mit
p = 2 ist ausreichend, um die Standardabweichung der Durchbiegung w korrekt
zu erfassen. Werden nur lineare Polynome fiir die Approximation verwendet, so
sind geringe Abweichungen in der Standardabweichung zu erkennen.

Anhand Abbildung 8.10 (oben) wird der Einfluss der verwendeten Polynombasis
deutlich. Mit linearen HERMITE-Polynomen kann die Schiefe einer Zufallsgro-
e, welche von normalverteilten Zufallsvariablen abhéngig ist, nicht erfasst wer-
den. Die Last-Verschiebungskurven zeigen, dass die Asymmetrie der Verteilung
der stochastischen Durchbiegung w mit zunehmender Belastung kleiner wird. Es
wird zudem deutlich, dass fiir verschiedene Werte des Lastfaktors A unterschied-
liche Polynombasen ausreichend sind, um die Schiefe der Verschiebung w korrekt
abzubilden. In Abbildung 8.10 (oben) sind fiir die Konfiguration sfem p2ql im
Bereich 1 < A < 5 noch Abweichungen in der Schiefe erkennbar. Mit zuneh-
mender Belastung werden diese geringer. Anhand Abbildung 8.10 (oben rechts)
wird der Einfluss der g-Norm deutlich. Fiir den Lastfaktor A = 1 sind die Ergeb-
nisse von sfem p4ql und mcs fiir die Schiefe nahezu identisch. Im Vergleich mit
sfem p4ql werden bei den Konfigurationen sfem p4q0,6 und sfem p4q0,8 nur noch
32,86% bzw. 55,71% der Polynome beriicksichtigt. Es ist zu erkennen, dass das
Vernachléssigen gewisser Basispolynome zu Abweichungen in der Schiefe fiihrt.
Anhand Abbildung 8.10 (unten) wird deutlich, dass die SSFEM auch in der Lage
ist, die Wolbung der betrachteten Verschiebungsgrofie abzubilden. Fiir das vier-
te stochastische Moment ist ein dhnliches Konvergenzverhalten der SSFEM zu
beobachten.
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Abbildung 8.9: Mittelwert p,, (oben) und Standardabweichung o,, (unten) der Mit-

tendurchbiegung w fiir verschiedene Kombinationen des Polynomgrads p und der g-

Norm ¢

Insgesamt lasst sich festhalten, dass die SSFEM die betrachteten stochastischen
Attribute der zufélligen Verschiebung wie Mittelwert, Standardabweichung usw.
abbilden kann. Dabei ist zu erkennen, dass fiir hohere stochastische Momente

auch hoherwertige Basispolynome erforderlich sind.

Fir den Lastschritt A = 4 — A = 5 wird das Konvergenzverhalten der SSFEM
genauer untersucht, siehe Abbildung 8.9 (oben links). In Tabelle 8.5 ist die Norm
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Abbildung 8.10: Schiefe d,, (oben) und Wélbung k,, (unten) der Mittendurchbiegung
w fur verschiedene Kombinationen des Polynomgrads p und der g-Norm ¢

des Residualvektors || G| fiir unterschiedliche Konfigurationen der SSFEM darge-
stellt. Die deutlich zu erkennende quadratische Konvergenz ist auf die konsistent
linearisierte Formulierung zuriickzufithren. Das Iterationsverhalten ist nahezu un-
abhédngig von der verwendeten Polynombasis. An dieser Stelle sei erwéhnt, dass
fir die nicht dargestellten Konfigurationen sfem p2ql und sfem p4q0,6 ein &hnli-
ches Konvergenzverhalten zu beobachten ist.

Im Rahmen der SSFEM liegen alle Variablen als PC-Entwicklung vor. Damit kon-
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Iterationsschritt | sfemplql sfem p3q1 sfem pdql | sfem p4q0,8
1 1,5276E4-00 | 1,5276E+400 | 1,5276E+00 | 1,5276E+00
2 1,5886E400 | 1,5651E400 | 1,5660E+00 | 1,5658E+00
3 1,9142E—-03 | 2,5538E—03 | 2,4924E—03 | 2,5041E—-03
4 2,3170E—08 | 1,4282E—07 | 1,3204E—07 | 1,3511E—07
5 6,4161E—12 | 6,8519E—12 | 6,6630E—12 | 6,7660E—12

Tabelle 8.5: Konvergenzverhalten der SSFEM fiir den Lastschritt A=4 - A =5

nen die stochastischen Momente beispielsweise von Spannungen direkt aus den
PC-Koeffizienten dieser Groflen ermittelt werden. Im Folgenden wird die Normal-
spannung Sp; am unteren Rand der Schicht 1 betrachtet, siche Abbildung 8.8. Mit
einem Glattungsalgorithmus werden die an den Integrationspunkten berechneten
Spannungswerte auf die FE-Knoten extrapoliert. Es werden nur die Ergebnisse
der Konfiguration sfem p4ql und die Referenzlosung der MCS gezeigt. Die Verlau-
fe der stochastischen Momente der Grofle S1; sind in Abbildung 8.11 dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass die SSFEM in der Lage ist, auch den Spannungsverlauf
korrekt abzubilden. Neben den ersten beiden stochastischen Momenten konnen
zudem die Schiefe dg,, und die Wélbung kg,, der Spannung ohne weiteren Berech-
nungsaufwand bestimmt werden. Auch fir diese Grolen stimmen die Ergebnisse
der SSFEM mit denen der MCS ftberein. Auf eine Darstellung der Ergebnisse
wird an dieser Stelle jedoch verzichtet.

8.2.2 Konvergenz der Monte-Carlo-Simulation und der SSFEM

Fiir eine auskonvergierte Referenzlosung mit der Monte-Carlo-Simulation werden
N = 5 x 10° Realisierungen verwendet. Im Folgenden wird das Konvergenzver-
halten der MCS und der SSFEM genauer untersucht. Hierfiir werden die sto-
chastischen Attribute aus dem vorherigen Abschnitt betrachtet. Die prozentuale
Abweichung () einer Grofie () bezieht sich auf die Referenzlosung der MCS mit
N =5 x 10° Realisierungen und wird wie folgt berechnet:

|(.) - (.)mcs5e5|

’(.)mcs5e5|

8(.) = - 100 [%] . (8.8)
Fir die folgenden Auswertungen wird die Verschiebung w bei einem Lastniveau
von A = 15 betrachtet. Es werden drei unabhéngige Durchléufe einer MCS durch-
gefiihrt, welche in den Abbildungen 8.12, 8.13, 8.14 und 8.15 mit den drei durch-
gezogenen Linien dargestellt sind. Um das Konvergenzverhalten der MCS beur-

teilen zu konnen, wird sukzessiv die Anzahl verwendeter Datenpunkte N von 102
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sfem p4ql sy, [KN/cm?]

—3,728 x 1073
3,088 x 101
6,213 x 10~*
9,339 x 107+
1,246 x 10°
1,559 x 10°
1,871 x 10°
2,184 x 10°
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sfem p4ql sy, [kN/em?]

1,487 x 1072
5,579 x 1072
9,670 x 1072
1,376 x 107!
1,785 x 107 ¢
2,194 x 101
2,604 x 1071
3,013 x 101

Abbildung 8.11: Mittelwert pg,, (oben) und Standardabweichung og,, (unten) der
Normalspannung S1; am unteren Rand von Schicht 1

bis 105 gesteigert. Dabei werden zur urspriinglichen Menge mit 10? Realisierun-
gen immer weitere Stichproben hinzugefiigt. Die prozentualen Abweichungen der
SSFEM-Ergebnisse werden ebenfalls geméfl Gleichung (8.8) bestimmt. Diese sind
in den folgenden Abbildungen als gestrichelte horizontale Linien eingezeichnet.

Anhand Abbildung 8.12 ist zu erkennen, dass fiir den Mittelwert i, mit ungefahr
5 x 10% Samples eine prozentuale Abweichung kleiner 1% erreicht werden kann.
Die Ergebnisse der SSFEM zeigen, dass bereits die Konfiguration sfem plql eine
deutlich kleinere Abweichung als 1% aufweist. Mit hoher werdendem Polynom-
grad p verbessert sich die Approximation des Mittelwertes ji,,.

Fir die Standardabweichung ist ein d&hnliches Verhalten erkennbar, siehe Abbil-
dung 8.13. Ab ungefihr 5 x 103 Realisierungen kann die GroBe o, mit einer
Abweichung kleiner 1% bestimmt werden. Die Konfiguration sfem p2ql liefert in
diesem Fall eine geringere Abweichung im Vergleich zur MCS mit 5 x 10® Stich-
proben.
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—
(e}
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— — —sfemplql — — —sfem p3ql
— — —sfem p2ql sfem p4ql

1071

1072

proz. Abweichung ¢, [%]

Stichproben N[—]

Abbildung 8.12: Prozentuale Abweichung €, des Mittelwerts p,, der Verschiebung

w bei einem Lastniveau von A = 15

proz. Abweichung &, [%]

— — —sfemplql — — —sfem p3ql
1073 — — —sfem p2ql1 sfem p4ql
102 103 10 10°

Stichproben N[—]

Abbildung 8.13: Prozentuale Abweichung ¢, der Standardabweichung o, der Ver-

schiebung w bei einem Lastniveau von A = 15

In Abbildung 8.14 wird deutlich, dass die Schiefe §,, langsamer konvergiert als
der Mittelwert und die Standardabweichung. Es ist zudem erkennbar, dass mit
einem Polynomgrad von p = 3 bzw. p = 4 die SSFEM die Schiefe mit einer
prozentualen Abweichung kleiner 2% abbilden kann. Zudem féllt auf, dass die
Abweichung &5, der Konfiguration sfem p4ql im Vergleich zu sfemp3ql leicht
grofer ist. Dies ldsst sich damit erkliren, dass auch bei der Verwendung von 5x 105
Stichproben fiir die Referenzlésung minimale Schwankungen der stochastischen
Momente auftreten konnen. Bei einer analytischen Losung ist dies nicht der Fall.
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Hier wére eine kontinuierliche Verbesserung der SSFEM-Ergebnisse mit hoher
werdendem Polynomgrad erkennbar, vgl. Abschnitt 8.1.

102

s 1

e 10

=

=

SR

2 10

o)

= 1

s 107 — — —sfemplql — — —sfemp3ql

% — — —sfem p2ql sfem p4ql

10_2 N 1 | S I I I O Y 1 | I I O I
102 103 104 10°

Stichproben N[—]

Abbildung 8.14: Prozentuale Abweichung €5, der Schiefe d,, der Verschiebung w bei

einem Lastniveau von A = 15

In Abbildung 8.15 sind die Ergebnisse fiir die Wolbung k,, dargestellt. Wie auch
zuvor ist ein dhnliches Konvergenzverhalten der MCS und der SSFEM zu erken-
nen.
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Abbildung 8.15: Prozentuale Abweichung ¢, der Wélbung x,, der Verschiebung w

bei einem Lastniveau von A = 15
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8.2.3 Rechenzeiten

Wie aus dem vorherigen Abschnitt hervorgeht, steigt der Bedarf an MC-Samples
mit der Ordnung der zu bestimmenden stochastischen Momente. Damit auch
hohere stochastische Attribute mit der SSFEM richtig erfasst werden konnen, ist
in der Regel auch ein héherer Polynomgrad erforderlich. Fiir einen Vergleich der
Rechenzeiten wird der sogenannte Speedup mit

szem = Tmcs / T‘sfem (89)

definiert, wobei T, und Ty, die Rechenzeiten der MCS und der SSFEM sind.
In Tabelle 8.4 ist zu erkennen, dass fiir hohere Polynomgrade die Anzahl an
Freiheitsgraden ndof stark zunimmt. Im Rahmen des NEWTON-Verfahrens muss
in jedem Iterationsschritt die aktuelle, globale Steifigkeitsmatrix K invertiert
werden. Dieser Vorgang beeinflusst mafigebend die Rechenzeit der SSFEM.

In Tabelle 8.6 ist der Speedup verschiedener Konfigurationen der SSFEM ge-
geniiber der MCS mit 5 x 10® Samples dargestellt. Es wird deutlich, dass die
Faktoren Sgge,, mit grofer werdender Polynombasis drastisch abnehmen. Durch
das hyperbolische Abbruchkriterium lasst sich der steigenden Rechenzeit der SS-
FEM entgegenwirken. Dies lasst sich am Vergleich der beiden Konfigurationen
sfem p4q0,8 und sfem p4ql erkennen.

Konfiguration | sfemplql | sfemp2ql | sfem p3ql
Speedup Sgtem | 622,45 74,33 13,29

Konfiguration | sfemp4ql | sfem p4q0,8 | sfem p4q0,6
Speedup Ssfem 1,77 9,82 32,48

Tabelle 8.6: Vergleich der Rechenzeiten der SSFEM und der MCS fiir N = 5 x 103
Stichproben

8.2.4 Sobol’-Indizes

Wie in Abschnitt 5.6 beschrieben, konnen auf Basis einer PC-Entwicklung vari-
anzbasierte Sensitivitdtsmafie bestimmt werden. Im Rahmen der folgenden Aus-
wertung wird die Mittendurchbiegung w bei einem Lastniveau von A = 15 be-
trachtet. Fiir die Berechnung der SOBOL’-Indizes erster Ordnung mittels MCS
werden L = 10° Stichproben als Basisanzahl gewihlt. Insgesamt sind fiir die
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Monte-Carlo-Schétzer der SoBOL-Indizes N = 10°(4 + 2) = 6 x 10° Auswer-
tungen des deterministischen FE-Modells erforderlich, vgl. Abschnitt 5.6.2. In
Tabelle 8.7 sind die SOBOL’-Indizes erster Ordnung auf Basis der MCS sowie der
verschiedenen SSFEM-Berechnungen dargestellt.

Bezeichnung S1 So Ss Sy
mecs 5,640 x 1073 | 0,0710 | 0,8325 | 0,1028
sfem plql 0| 0,0716 | 0,8353 | 0,0931

sfemp2ql | 2,793 x 107% | 0,0661 | 0,8306 | 0,0979
sfemp3ql | 1,125 x 106 | 0,0664 | 0,8306 | 0,0972
sfempdql | 1,212 x 1076 | 0,0664 | 0,8306 | 0,0971
sfem pdq0,8 | 1,125 x 106 | 0,0664 | 0,8306 | 0,0971
sfem pdq0,6 | 2,818 x 1076 | 0,0658 | 0,8315 | 0,0974

Tabelle 8.7: SOBOL’-Indizes erster Ordnung fiir die Verschiebung w bei einem Last-

niveau von A\ = 15

Bereits ab einem Polynomgrad von p = 1 sind kaum mehr Anderungen in den
Sensitivititsmafen erkennbar. Zudem kann eine sehr gute Ubereinstimmung der
Ergebnisse der SSFEM und der MCS festgestellt werden. Es wird deutlich, dass
die Variablen Ay = X; und F;, E; = X, nur einen geringen Einfluss auf die
Varianz der Verschiebung w haben. Der Einfluss des Parameters d = X3 ist etwa
achtmal so gro wie der der Variablen ¢y = X,. Die unterschiedlich grofien Sen-
sitivitatsmafle lassen sich damit begriinden, dass der E-Modul nur linear in die
Steifigkeit der BSP-Platte einflie§t, wahrend die Dicke d kubisch in die Berech-
nung der Biegesteifigkeit eingeht.

8.2.5 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und Quantilwerte

Im Folgenden werden die Dichtefunktion und die Quantilwerte der stochastischen
Mittendurchbiegung w bei einem Lastniveau von A = 5 genauer betrachtet. Wie
bereits in Abschnitt 5.6.4 erwahnt, wird fiir die Schatzung der Dichtefunktion die
MATLAB [116] eigene Funktion ksdensity verwendet.

Fiir die Referenzlosung mit der MCS werden N = 5 x 10° Samples verwendet.
Nach der Berechnung mit der SSFEM wird die PC-Entwicklung der Mittendurch-
biegung w ebenfalls mit N = 5 x 10° zufilligen Stichproben ausgewertet. Die
Ergebnisse der MCS und der SSFEM in Abbildung 8.16 zeigen eine sehr gute
Ubereinstimmung.
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0,8
0,6 | mcs + fem
B — — —mcs +sfemplql
o — — —mcs + sfem p2ql
04t — — —mcs + sfem p3ql
% mcs + sfem p4ql
=
0,2
0 - N —
0 1 2 3 4 5 6 0o 1 2 3 4 5 6
w [cm] w [cm]

Abbildung 8.16: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f,(w|A = 5) der Mittendurchbie-

gung w bei einem Lastniveau von A =5

Zudem werden die 95%- und 99%-Quantilwerte der Verschiebung w betrachtet,
siche Tabelle 8.8. Fiir die Bestimmung dieser Grofien werden stets N = 5 x 10°
Samples verwendet. Die prozentuale Abweichung ¢, bezogen auf die Referenz-
losung von mcs 4 fem ist ebenfalls in Tabelle 8.8 dargestellt und wird analog zu
Gleichung (8.8) berechnet. Es lasst sich erkennen, dass die Ergebnisse der SSFEM
mit zunehmendem Polynomgrad gegen die Referenzlosung der MCS konvergieren.

Bezeichnung Wo,95 [CM] | Ewg 5 [Y0] | Wo,00 [ | Ewg g (V0]
mcs + fem 2,9799 — 3,5394 —
mes+sfemplql | 2.8571 | 41209 | 32321 | 86823
mcs + sfem p2q1 2,9650 0,5000 3,199 0,5509
mes+sfemp3ql | 29727 | 02416 | 35463 | 0,1949
mcs + sfem p4ql 2,9798 0,0034 3,5437 0,1215

Tabelle 8.8: Quantilwerte der Mittendurchbiegung w bei einem Lastniveau von A =5
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8.3 Zylindersegment unter Einzellast

Als weiteres numerisches Beispiel dient ein flaches Zylindersegment unter einer
Einzellast. Die Schalenstruktur wurde beispielsweise von YEOM & LEE [13§]
und GRUTTMANN & WAGNER [50] untersucht. Am linken und rechten Rand ist
das Schalensegment gelenkig gelagert, sieche Abbildung 8.17. Hierfiir werden alle
Verschiebungen entlang diesen beiden Kanten gehalten, sodass u; = 0,1 =1,2,3
gilt. Die Verdrehungen ¢; um die Achse e; sowie o um die Achse e; sind frei.
Das Zylindersegment mit der Gesamtdicke d hat einen dreischichtigen Aufbau,
wobei jede Schicht eine Dicke von d/3 aufweist. Im numerischen Modell wird fur
die einzelnen Schichten transversal isotropes Materialverhalten angenommen. Ein
Winkel von 0° entspricht gerade der Richtung von e;.

Geometrie
R = 2540 mm
L = 254 mm
0 =0,1rad

Schichtaufbau
/3] \ 0°
/3| £90°
/3| 0°

/—\_/

Abbildung 8.17: Geschichtetes Zylindersegment unter Einzellast: Abmessungen, FE-

Diskretisierung und Schichtaufbau

Der Einfluss unscharfer Material- und Geometrieeigenschaften auf das mechani-
sche Verhalten des Zylindersegments wird im Rahmen einer stochastischen Ana-
lyse untersucht. In Tabelle 8.9 sind die als Zufallsgrolen modellierten Parameter
zusammengefasst. Fiir die normalverteilten Zufallsvariablen ist jeweils der Mit-
telwert p und die Standardabweichung o angegeben, wahrend die gleichverteilte
ZufallsgroBe durch die untere bzw. obere Grenze a und b gekennzeichnet ist.

Analog zum vorherigen Beispiel, sieche Abschnitt 8.2, wird angenommen, dass die
beiden E-Module F; und Es vollstéandig korreliert sind. Beide Parameter werden
deshalb durch die gleiche Zufallsvariable X5 beschrieben. Die Gesamtdicke der
Schale wird als eine Gleichverteilung modelliert. Wie auch im vorherigen Beispiel
bleibt das Verhéltnis der einzelnen Schichtdicken zur Gesamtdicke unverandert.
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Parameter | Einheit | Variable X; | Verteilung | ux, /ax, | ox, / bx,
Ap [°] Xi GAUsS 0 1,5
E IN/mm? 3300 330
X5 GAUSS
Es [N /mm?] 1100 110
d [mm] X3 Uniform 11,2 14,2

Tabelle 8.9: Stochastische Variablen mit den jeweiligen Verteilungsparametern

Zudem werden die Orientierungen der Schichten mit der normalverteilten Abwei-
chung Ay wie folgt variiert:

[0°+Ap [ 90° +Ap / 0°+ Ap ] . (8.10)

Dieser Schichtaufbau fithrt dazu, dass keine Symmetrie am System ausgenutzt
werden kann. Aus diesem Grund findet die Berechnung an der Gesamtstruktur
statt.

In diesem numerischen Beispiel sind die Eingangsgrofien X; und X5 normalver-
teilt, wihrend die Variable X3 einer Gleichverteilung geniigt. Die Approximation
der stochastischen Dimensionen erfolgt mit einer dreidimensionalen Polynomba-
sis. Dabei werden fiir die ersten beiden Richtungen HERMITE-Polynome und fiir
die dritte Richtung LEGENDRE-Polynome verwendet.

Fiir die deterministischen Materialparameter werden folgende Groflien angesetzt:
Gio = 660N/mm* , Gos = 450N/mm* und 15 = 0,25 . (8.11)

Die Diskretisierung der Gesamtstruktur mit 20 x 20 = 400 Schalenelementen,
siehe Abbildung 8.17, fithrt im deterministischen Fall zu insgesamt 2520 unbe-
kannten Verschiebungen. In Abhéngigkeit der gewéhlten Polynombasis entstehen
zusétzliche Freiheitsgrade, siehe Tabelle 8.10. Die Groéfle p gibt dabei das Ver-
haltnis der verwendeten Anzahl an Basispolynomen P zur maximalen Anzahl
Prax = 35 an.

Anhand der Last-Verschiebungskurve in Abbildung 8.18 (oben) ist zu erkennen,
dass die Struktur einen Durchschlagpunkt aufweist. Um den vollstdndigen Gleich-
gewichtspfad verfolgen zu kénnen, wird die Einzelverschiebungssteuerung aus Ab-
schnitt 7.1.2 verwendet. Die Belastung wird durch die Vorgabe der Verschiebung
w auf das System aufgebracht. Diese Grofle wird mit dem Inkrement Aw = 1 mm
von 0 bis 30 mm gesteigert. Die riickgerechnete Reaktionskraft F'(w) ist in Ab-
bildung 8.17 dargestellt.



8.8 Zylindersegment unter Einzellast 189

Polynomgrad p | g-Norm ¢ | Bezeichnung | P | p[%] | ndof

1 sfem plql 4| 11,43 | 10080
sfem p2q1 10 | 28,57 | 25200
sfem p3ql 20 | 57,14 | 50400
sfem p4ql 35 | 100,00 | 88200

—_ = =

2
3
4

Tabelle 8.10: Freiheitsgrade ndof in Abhéngigkeit vom Polynomgrad p sowie die

zugehorigen Bezeichnungen der jeweiligen Konfigurationen

8.3.1 Ergebnisse der SSFEM

Zunéchst folgt ein Vergleich der Ergebnisse der SSFEM mit denen einer Monte-
Carlo-Simulation. Fiir die MCS werden insgesamt N = 5 x 10° Realisierungen der
Zufallsvariablen X;,7 = 1,...,3 mit dem Latin-Hypercube-Stichprobenverfahren
(LHS) generiert. Bei diesem Beispiel werden die vier verschiedenen Konfigura-
tionen der SSFEM aus Tabelle 8.10 untersucht. In den folgenden Abbildungen
sind die verschiedenen stochastischen Momente der Reaktionskraft F'(w) tber
der vorgegebenen Verschiebung w dargestellt.

Anhand Abbildung 8.18 (oben) ist zu erkennen, dass die SSFEM den Mittel-
wert pup der Reaktionskraft nahezu unabhéngig vom gewahlten Polynomgrad
korrekt abbilden kann. Ein dhnliches Verhalten der SSFEM ist fiir die Standard-
abweichung o zu beobachten, siche Abbildung 8.18 (unten). Der Lastzustand
w = 19 mm zeigt, dass mit zunehmendem Polynomgrad eine bessere Approxima-
tion der Standardabweichung erzielt wird.

Wie auch im vorherigen Beispiel ist eine lineare Polynombasis nicht in der La-
ge, die Schiefe einer Zufallsgrofle, welche von normal- und gleichverteilten Zu-
fallsvariablen abhéngig ist, zu beschreiben. Dies geht aus Abbildung 8.19 (oben)
hervor. Anhand des Belastungszustandes w = 19 mm wird deutlich, dass ein ho-
herer Polynomgrad der PCE zu einer genaueren Approximation der Schiefe dp
fithrt. Des Weiteren zeigt Abbildung 8.19 (oben), dass die Verteilung der stochas-
tischen Reaktionskraft fiir die einzelnen Verschiebungszusténde unterschiedliche
Asymmetrien aufweist. Bis zu dem Verschiebungszustand w = 17 mm nimmt die
Schiefe kontinuierlich zu und fallt anschlieBend bis w = 19 mm deutlich ab. Wie
in Abbildung 8.19 (unten) zu sehen ist, kann mit der SSFEM auch die Wélbung
kr nahezu korrekt erfasst werden. Es wird deutlich, dass hierfiir mindestens eine
kubische Polynombasis erforderlich ist. Zusammenfassend lésst sich sagen, dass
fiir die Approximation hoherer stochastischer Momente auch hoherwertige Basis-
polynome erforderlich sind.
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Abbildung 8.18: Mittelwert ur (oben) und Standardabweichung o (unten) der Re-

aktionskraft F'(w) fiir verschiedene Polynomgrade p

Fiir den Lastschritt von w = 19 mm — w = 20 mm, siche Abbildung 8.18 (oben),
wird das Konvergenzverhalten der stochastischen FE-Formulierung im Rahmen
der NEWTON-Iteration untersucht. Aus Abbildung 8.18 (oben) geht hervor, dass
das Durchschlagen der Struktur im betrachteten Lastschritt zu einem deutlichen
Abfall des Mittelwerts der Reaktionskraft fiihrt. Die Norm des Residualvektors
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Abbildung 8.19: Schiefe o (oben) und Wélbung s (unten) der Reaktionskraft F'(w)

flr verschiedene Polynomgrade p

||G]| ist in Tabelle 8.11 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass mit zunehmender
Polynombasis ein oder zwei zusatzliche Iterationsschritte notwendig sind, bis der
nachste Gleichgewichtspunkt gefunden ist. Dies lasst sich damit begriinden, dass
fiir hohere Polynomgrade die Anzahl an unbekannten Verschiebungen groier wird.
Dennoch zeigt sich in der Néhe des Gleichgewichtspunktes, unabhiangig von der
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Konfiguration der SSFEM, eine lokale quadratische Konvergenz. Dies ist auf die

konsistente Linearisierung der Elementformulierung zuriickzufithren.

Iterationsschritt | sfemplql sfem p2q1 sfem p3q1 sfem p4ql
1 1,0610E4-05 | 1,0610E4-05 | 1,0610E4+05 | 1,0610E+05
2 8,6179E+02 | 9,8995E+02 | 1,1528E+03 | 1,2520E4-03
3 1,2813E+401 | 4,4409E4-01 | 6,5974E+01 | 7,7408E+4-01
4 4,7061E+00 | 3,7769E+401 | 6,8152E401 | 8,6486E+-01
5 1,1931E—02 | 1,4301E4-00 | 4,6781E+400 | 8,1623E+00
6 6,0295E—-07 | 1,3124E—-02 | 2,0930E—-01 | 7,4329E—01
7 — 3,8658E—07 | 1,6971E—-04 | 2,3717E—03
8 — — 3,5842E—08 | 4,6869E—08

Tabelle 8.11: Konvergenzverhalten verschiedener SSFEM-Konfigurationen fiir den

Lastschritt w = 19mm — w = 20mm

8.3.2 Konvergenz der Monte-Carlo-Simulation und der SSFEM

Analog zum vorherigen Beispiel wird auch hier das Konvergenzverhalten der
Monte-Carlo-Simulation und der SSFEM genauer untersucht. Die auskonvergier-
ten Referenzlosungen der MCS basieren auf 5 x 10° Stichproben. Der prozentuale
Fehler ¢(,) einer Grofie (o) wird geméafl Gleichung (8.8) berechnet. Das restliche
Vorgehen gleicht dem wie in Abschnitt 8.2 bereits beschrieben. Fiir die folgenden
Auswertungen werden die stochastischen Momente der Reaktionskraft F'(w) bei
dem Verschiebungszustand w = 20 mm betrachtet, siche Abbildung 8.18 (oben).

Anhand Abbildung 8.20 wird ersichtlich, dass sich die Approximation des Mittel-
wertes mit zunehmender Polynombasis kontiuierlich verbessert. Dabei weisen alle
Konfigurationen der SSFEM bis zu einer Stichprobenanzahl von N = 2 x 10? eine
geringere Abweichung auf als die MCS. Fiir die MCS lésst sich erkennen, dass die
prozentualen Abweichungen zur Referenzlésung mit zunehmender Stichproben-
anzahl kleiner werden. Bei der Standardabweichung kann ein &hnliches Verhalten
der SSFEM und der MCS beobachtet werden, sieche Abbildung 8.21.

Die zunehmend bessere Approximation der stochastischen Momente mit steigen-
dem Polynomgrad zeigt sich insbesondere bei der Schiefe und der Wolbung, wie
in den Abbildungen 8.22 und 8.23 dargestellt.
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Abbildung 8.20: Prozentuale Abweichung ¢,,,. des Mittelwerts pur der Reaktionskraft

F(w) bei einem Verschiebungswert von w = 20 mm
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Abbildung 8.21: Prozentuale Abweichung &, der Standardabweichung o der Re-

aktionskraft F'(w) bei einem Verschiebungswert von w = 20 mm

8.3.3 Rechenzeiten

Zum Vergleich der Rechenzeiten der verschiedenen SSFEM-Konfigurationen mit
der MCS wird der Speedup geméafl Gleichung (8.9) herangezogen. Die Rechenzeit
der Monte-Carlo-Simulation T}, bezieht sich dabei auf 5 x 10% Stichproben. In
Tabelle 8.12 sind die Ergebnisse fiir den Speedup Sgter, dargestellt. Es zeigt sich,

dass eine groflere Polynombasis zu einem deutlichen Anstieg der Berechnungszeit
der SSFEM fiihrt, was sich in einem abnehmenden Speedup widerspiegelt.
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Abbildung 8.22: Prozentuale Abweichung e5,. der Schiefe §r der Reaktionskraft F'(w)

bei einem Verschiebungswert von w = 20 mm
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Abbildung 8.23: Prozentuale Abweichung ¢,, der Wélbung xr der Reaktionskraft

F(w) bei einem Verschiebungswert von w = 20 mm

Konfiguration | sfemplql | sfemp2ql | sfem p3ql | sfem pdql
Speedup Sgtem | 586,32 105,94 23,46 5,92

Tabelle 8.12: Vergleich der Rechenzeiten der SSFEM und der MCS fiir N = 5 x 103
Stichproben
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Analog zum vorherigen Beispiel in Abschnitt 8.2 kann das hyperbolische Ab-
bruchkriterium verwendet werden, um die Groéfle der Polynombasis und damit
auch die Rechenzeit zu verringern. Dies wiirde sich insbesondere bei der Konfi-
guration sfem p4ql bemerkbar machen. Die Auswirkungen einer g-Norm werden
im Rahmen dieses Beispiels jedoch nicht weiter untersucht.

8.3.4 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Abschlielend wird die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der stochastischen Re-
aktionskraft F'(w) bei dem Verschiebungszustand w = 20mm betrachtet. Das
Vorgehen fiir die Schatzung der Dichtefunktion gleicht dem in Abschnitt 8.2.
Fiir die Referenzlésung mit der MCS werden 5 x 10° Stichproben verwendet. Die
PC-Entwicklung der Reaktionskraft wird ebenfalls mit 5 x 10° Realisierungen der
Zufallsvariablen in Tabelle 8.9 ausgewertet. In Abbildung 8.24 sind die Ergebnisse
dargestellt.

x1073
1~ 1 T
mcs + fem
— — -mcs +sfem plql
0,8}
— — — -mcs + sfem p2ql
£ / — — -mcs + sfem p3ql ||
S 06 II mcs + sfem p4ql
I
=l
-
&
| N L. 2 \ \.\\¥ —
1000 2000 3000 O 1000 2000 3000
F[N] F[N]

Abbildung 8.24: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fr(F|w = 20) der Reaktionskraft

F(w) bei einer Verschiebung von w = 20 mm

Es ist zu erkennen, dass mit den Konfigurationen sfem plql und sfem p2ql die
Dichtefunktion nicht korrekt abgebildet werden kann. Erst mit einer kubischen
bzw. quartischen Polynombasis ist eine gute Ubereinstimmung zwischen der SS-
FEM und der MCS erkennbar. Abbildung 8.24 zeigt, dass die Dichtefunktionen
stark von der Gestalt einer Normalverteilung abweichen. Dies ist unter anderem
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auf die Kombination von normal- und gleichverteilten Eingangsgrofien in Tabel-
le 8.9 zuriickzufithren, die im Rahmen der stochastischen Analyse berticksichtigt
werden. Hinzu kommt die nichtlineare Abbildung dieser Eingangsvariablen auf
die Reaktionskraft F'(w).

8.3.5 Beriicksichtigung epistemischer Unschirfe

Anhand des Zylindersegments, sieche Abbildung 8.17, wird zudem die Anwendung
der erweiterten PC-Entwicklung aus Abschnitt 5.4.3 gezeigt. Die Gesamtdicke d
der Struktur wurde zuvor als gleichverteilte Zufallsvariable modelliert. Fiir die
Anwendung der erweiterten PC-Entwicklung wird diese Groéfle nun als Fuzzy-
Variable definiert und im Folgenden mit d bezeichnet. Alle Eingangsvariablen
sind in Tabelle 8.13 zusammengefasst.

Parameter | Einheit | Variable X; | Typ Bezeichnung
Ap [°] X GAUSS N(0,1,5)
E N 2 N (3300, 330
' (N/mun’] Xo GAUSs ( )
E, [N/mm?] N (1100, 110)
d [mm] X, Fuzzy | <11,2,13,5,14,2 >

Tabelle 8.13: Zusammenstellung der stochastischen und epistemischen Variablen

Die Abmessungen des Systems, die Belastung sowie die deterministischen Mate-
rialparameter bleiben unverédndert. Die untere und obere Grenze der Fuzzy-Dicke
d in Tabelle 8.13 entsprechen gerade den Grenzen der gleichverteilten GréBe d in
Tabelle 8.9.

Die Reaktionskraft F(w) weist aufgrund der aleatorischen und epistemischen
Eingangsvariablen beide Unschérfecharakteristiken auf. Fiir die folgenden Unter-
suchungen wird die polymorph unscharfe Reaktionskraft am Durchschlagpunkt
bei w = 14mm betrachtet, vgl. Abbildung 8.18 (oben). Die erweiterte PC-
Entwicklung liefert direkt die stochastischen Momente wie Mittelwert und Stan-
dardabweichung der Grofle F(w) in Abhéngigkeit von der epistemischen Ein-
gangsvariable d, siche Gleichung (5.203) und Gleichung (5.205).

In Abbildung 8.25 ist die Approximation des Mittelwerts pupr in Abhangigkeit der
Dicke d dargestellt. Ab der Konfiguration sfem p2ql zeigt sich eine Konvergenz
in den PC-Approximationen.

Die Standardabweichung op in Abhédngigkeit der Dicke d ist in Abbildung 8.26
veranschaulicht. Mit einer linearen Polynombasis kann diese Grofie nicht korrekt
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Abbildung 8.25: Mittelwert up der Reaktionskraft F(w) bei dem Verschiebungszu-

stand w = 14 mm in Abhéngigkeit der Dicke d

erfasst werden. Grund hierfiir ist, dass bei der Konfiguration sfemplql keine
Interaktionen zwischen den Eingangsvariablen beriicksichtigt werden. Auch hier
ist eine Konvergenz der Approximationen mit zunehmendem Polynomgrad zu

beobachten.
220 T '4:,
200 | *(/;ﬁr’f%
180 | L o ]
z, v
= 160‘7_‘9—9_7_‘273’{—9— sfem plql [Y
© 140 | | P 1 —A—sfem p2ql | |
2
2 —e—sfem p3ql
1206;/,mr// p3ql | |
‘T‘ sfem p4dql
100 ' ' '
11,2 11,8 12,4 13 13,6 14,2

Abbildung 8.26: Standardabweichung op der Reaktionskraft F'(w) bei dem Last-

schritt w = 14 mm in Abhéngigkeit der Dicke d

Um die SSFEM-Ergebnisse beurteilen zu konnen, wird fiir ausgewahlte Werte der
Dicke d der Mittelwert pup und die Standardabweichung or der Reaktionskraft
mit der MCS bestimmt. Hierfiir werden N = 10° Stichproben verwendet. Ein
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Vergleich der MCS- und der SSFEM-Ergebnisse ist in Tabelle 8.14 dargestellt. Es
zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse beider Methoden.

d=11,2mm d=13,5mm
Bezeichnung
pr[N] | or[N] | pr[N] | op[N]
mes 1359,782 | 121,023 | 2029,145 | 188,292

sfemplql | 1333,431 | 163,562 | 2031,428 | 163,562
sfemp2ql | 1360,488 | 118,181 | 2029,507 | 188,508
sfemp3ql | 1359,743 | 121,018 | 2029,153 | 188,275
sfempdql | 1359,780 | 121,025 | 2029,145 | 188,282

Tabelle 8.14: Mittelwert pp und der Standardabweichung o der Reaktionskraft F'(w)

bei dem Verschiebungszustand w = 14 mm fiir ausgewihlte Werte der Dicke d

Die Bestimmung der Fuzzy-wertigen stochastischen Momente der Reaktionskraft
erfolgt mit dem Post-Processing der erweiterten PC-Entwicklung, vgl. Abschnitt
5.7. Dabei finden die Optimierungsaufgaben im Rahmen der a-Level-Optimierung
(ALO) zur Bestimmung der Extremalwerte von pup bzw. op auf den Funktionen
in den Abbildungen 8.25 und 8.26 statt. Aufgrund der Monotonie des zugrunde-
liegenden Problems fithren die Minimal- bzw. Maximalwerte der Fuzzy-Dicke d
auf jedem a-Level auch zu den entsprechenden Extremalwerten von pup und op.

In Abbildung 8.27 sind die Ergebnisse fiir die Fuzzy-wertigen stochastischen Mo-
mente dargestellt. Der Vergleich von sfem plql mit den restlichen Konfiguratio-
nen der SSFEM, wie sfem p2ql etc. zeigt, dass gerade in der Stiitzmenge der
Fuzzy-Variable Abweichungen erkennbar sind, siehe Abbildung 8.27 (links). Ab
einer quadratischen Polynombasis sind so gut wie keine Anderungen in der Fuzzy-
Grofe zu beobachten.

Die unzureichende Approximation von or mit der linearen Polynombasis, sie-
he Abbildung 8.26, macht sich insbesondere in der Fuzzy-Standardabweichung
bemerkbar, siche Abbildung 8.27 (rechts). Dies fithrt dazu, dass die Konfigurati-
on sfem plql fiir die Fuzzy-Standardabweichung nur einen Wert liefert. Erst mit
einer quadratischen Approximation ist die Fuzzy-Groéfle zu erkennen. Eine Kon-
vergenz in der Stiitzmenge der Fuzzy-Standardabweichung ist ab einer kubischen
Polynombasis zu beobachten.

Das Beispiel zeigt, dass das Konzept der erweiterten PCE im Rahmen der SSFEM
angewendet werden kann. Die Berticksichtigung polymorph unscharfer Eingangs-
groffen wie einer Fuzzy-wahrscheinlichkeitsbasierten Zufallsvariable wird anhand
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Abbildung 8.27: Zugehorigkeitsfunktion des Fuzzy-Mittelwerts p(pp) (links) und der
Fuzzy-Standardabweichung p(or) (rechts) der Reaktionskraft F'(w) bei dem Verschie-

bungszustand w = 14 mm

des nachsten Beispiels veranschaulicht. Dies beinhaltet zudem die bereits ange-
sprochene kiinstliche Erweiterung des Eingangsvektors X, vgl. Abschnitt 5.4.3.

8.4 Zylindersegment unter Gleichlast

Der Einfluss aleatorischer, epistemischer und polymorph unscharfer Material-
und Geometrieeigenschaften auf das mechanische Verhalten einer Schalenstruk-
tur wird anhand des folgenden Beispiels untersucht. Das flache Zylindersegment
aus dem vorherigen Abschnitt wird nun durch eine Gleichlast gy in negative es-
Richtung belastet, sieche Abbildung 8.28. Die Abmessungen der Struktur sowie
die Systemrandbedingungen bleiben unverandert. Der dreilagige Schichtaufbau
ist in Abbildung 8.28 dargestellt. Die Dicke der inneren Schicht betrigt dy, die
der beiden aufleren Schichten jeweils dy. Ein Winkel von 90° entspricht gerade
der Richtung von e,.

In Tabelle 8.15 sind die als Zufallsvariablen modellierten Material- und Geome-
trieparameter zusammengefasst. Der E-Modul F; wird als Fuzzy-wahrscheinlich-
keitsbasierte GAuUSS’sche Zufallsvariable modelliert. Dabei werden sowohl der
Mittelwert up, als auch die Standardabweichung op, der zugrundeliegenden Nor-
malverteilung als Fuzzy-Variable beschrieben. Die untere bzw. obere Grenze der
Stiitzmenge S(®) einer Fuzzy-Variablen @ werden mit e bzw. ® bezeichnet. Fir
den E-Modul F5 wird eine Normalverteilung angenommen. Anders als im Beispiel
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Abbildung 8.28: Geschichtetes Zylindersegment unter Gleichlast: Abmessungen, FE-

Diskretisierung und Schichtaufbau

aus dem Abschnitt 8.3 besteht keine Korrelation zwischen den beiden E-Moduln
FE; und Ej. Die Grofe € ist definiert als Verhéltnis der Dicke d; zur Gesamtdicke
d und wird als Fuzzy-Variable modelliert. Mit der Variablen ¢ lassen sich die
Schichtdicken d; und dy wie folgt angeben:

d=Cd und dy=—>4d. (8.12)

Die Gesamtdicke d der Schale ist deterministisch und betragt d = 12,7mm.
Der Einfluss des Schichtdickenparameters ¢ ist in Abbildung 8.29 dargestellt.

Variable Typ aleatorisch epistemisch
fig, =< 3000,3500, 3700 >
T :\,-/
El fp—r - - —Eq MEI
N (fig,, op,)
[N/mm?] | (GAuss) v Gp, =< 280,300,340 >
<~ —~~
Ty, Tr,
Es GAUSS N(1100,110) —
[N/mm?] ’
[ =<0,25,0,3,05 >
¢[-] Fuzzy - ¢ N —~
¢ ¢
qo0

Gamma | I'(4,7,5x107°1,7x 1073) —

[N/mm?]

Tabelle 8.15: Zusammenstellung der aleatorischen, epistemischen und polymorph un-
scharfen Eingangsvariablen des Vektors X = [Ey, Fs, , qo]”
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Abbildung 8.29: Einfluss des Schichtdickenparameters ¢

Weiterhin wird die Gleichlast ¢g mit einer Gamma-Verteilung beschrieben, sie-
he Tabelle 8.15. Die gammaverteilte Zufallsgrofie gy hat einen Mittelwert von
figo = 2% 1073 N/mm? und eine Standardabweichung von o, = 1,5x107* N/mm?.

Fiir die Berticksichtigung polymorph unscharfer Eingangsvariablen im Rahmen
der SSFEM wird das Konzept der erweiterten PC-Entwicklung aus Abschnitt
5.4.3 herangezogen. Hierfiir ist zunéchst eine kiinstliche Erweiterung des Ein-
gangsvektors X = [Ey, By, (, q]? erforderlich. Die in Gleichung (5.97) gezeigte
Transformation ist in Abbildung 8.30 grafisch veranschaulicht. Dabei ist die Ver-
kntipfung der Variablen des urspriinglichen Vektors X mit den Groflen aus dem
Vektor C = [U,s]| farblich gekennzeichnet.

Eingangsvariablen

Xl = El B
X, = Fy Transformation (U, s)= T 1(X)

I X3 = C l l
aleatorische Variablen epistemische Variablen
Uy ~N(0,1) s1 € [pp  Fg,
U= | U, ~N(0,1) s= |52 € [0p,,08]
s3 € [¢, q]

Erweiterter Eingangsvektor

—»C:[ISJ} € RO «—

Abbildung 8.30: Kiinstliche Erweiterung des Eingangsraums

Es ist erkennbar, dass sich die Dimension von X € R* auf C € R® erhoht.
Die sechsdimensionalen Basispolynome, die fiir die SSFEM verwendet werden,
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sind das Produkt von drei LEGENDRE-, zwei HERMITE- und einem LAGUERRE-
Polynom. Dabei werden die LEGENDRE-Polynome ausschlieflich fiir die Approxi-
mation in Richtung der epistemischen Variablen verwendet. Diese sind im Vektor
s € R3 zusammengefasst.

Anders als im Beispiel aus dem Abschnitt 8.3 bleibt die Faserorientierung der ein-
zelnen Schichten in diesem Beispiel konstant. Aufgrund der Geometrie, der Belas-
tung und des Materials kann daher die Doppelsymmetrie des Systems ausgenutzt
werden. Daher erfolgt die Berechnung nur an einem Viertel der Gesamtstruk-
tur. Hierfiir werden in beiden Symmetrieebenen die entsprechenden Symmetrie-
randbedingungen gesetzt, siche Abbildung 8.28. Fir die Diskretisierung werden
10 x 10 = 100 Schalenelemente verwendet, vgl. Abschnitt 6.2. Im deterministi-
schen Fall fiihrt dies zu insgesamt 650 Freiheitsgraden. In Tabelle 8.16 sind die
verwendeten Konfigurationen der SSFEM, die Anzahl an Basispolynomen sowie
die Anzahl an Freiheitsgraden zusammengefasst.

Polynomgrad p | ¢-Norm ¢ | Bezeichnung | P | ndof
2 1 sfem p2q1 28 | 18200
3 0,8 sfem p3q0,8 34 | 22100
4 0,8 sfem p4q0,8 90 | 58500
5 0,8 sfem p5q0,8 | 141 | 91650

Tabelle 8.16: Freiheitsgrade ndof in Abhéngigkeit vom Polynomgrad p und der g-

Norm ¢ sowie die zugehorigen Bezeichnungen der jeweiligen Konfigurationen

Wie auch das Zylindersegment in Abschnitt 8.3 weist die Struktur einen Durch-
schlagpunkt auf, siche Abbildung 8.31. Fiir die vollstandige Berechnung des Gleich-
gewichtspfades wird die verallgemeinerte Verschiebungssteuerung aus Abschnitt
7.2 verwendet. Hierfiir wird die vertikale Verschiebung w, siche Abbildung 8.28,
mit einem Inkrement von Aw = 1 mm von 0 bis 30 mm gesteigert. Im Rahmen des
Losungsverfahrens werden die PC-Koeffizienten A\,,a =0, ..., P des Lastfaktors
fiir die stochastische Gleichlast gy riickgerechnet.

8.4.1 Unscharfe stochastische Momente

Die polymorphen Unscharfecharakteristiken der Eingangsvariablen in Tabelle 8.15
iibertragen sich auf den Lastfaktor A\, welcher im Rahmen des Losungsalgorith-
mus berechnet wird. Um die Extremalwerte der Fuzzy-wertigen stochastischen



8.4 Zylindersegment unter Gleichlast 203

Momente des Lastfaktors zu ermitteln, wird die a-Level-Optimierung (ALO) ver-
wendet. Diese erfolgt auf dem durch die SSFEM konstruierten Ersatzmodell, sie-
he Abschnitt 5.7. Im Gegensatz zu Abschnitt 8.3.5 liegt hier keine Monotonie
des Optimierungsproblems vor, weshalb fiir die ALO ein heuristisches Optimie-
rungsverfahren eingesetzt wird. Hierfiir wird die MATLAB [116] eigene Funktion
particleswarm verwendet.

In Abbildung 8.31 ist der Fuzzy-wertige Mittelwert p, fir die Konfiguration
sfem p5q0,8 dargestellt. Die untere und obere Grenze der Stiitzmenge des Fuzzy-
Mittelwerts py sind durch die beiden roten Linien gekennzeichnet, welche mit
[ra—o bezeichnet werden. Auf dem obersten a-Level mit o = 1 reduziert sich
der Fuzzy-Mittelwert zu einer deterministischen Grofie, welche in Abbildung 8.31
blau markiert ist. Die epistemische Unschérfe im Fuzzy-Mittelwert pu) ist deutlich
zu erkennen.

HX,a=0 /
6 — H)0<a<1

HXa=1

0 ) 10 15 20 25

Abbildung 8.31: Fuzzy-Mittelwert uy des unscharfen Lastfaktors A fiir die Konfigu-
ration sfem p5q0,8

Wie die Konfiguration der SSFEM die Approximation der Grofle py beeinflusst,
wird anhand der zwei gekennzeichneten Lastzustdnde bei w = 7mm und w =
15 mm untersucht. Abbildung 8.32 zeigt die beiden Zugehorigkeitsfunktionen des
Fuzzy-Mittelwerts p(uy). Alle gewédhlten SSFEM-Konfigurationen fiithren zu ver-
gleichbaren Ergebnissen. Dies spricht dafiir, dass die gewahlten Polynomgrade p
fiir die PC-Approximation ausreichend sind.
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Abbildung 8.32: Zugehorigkeitsfunktion des Fuzzy-Mittelwerts p(uy) des Lastfaktors

A fiir die Lastzustdnde w = 7mm (links) und w = 15 mm (rechts)

Auch die Fuzzy-wertige Standardabweichung o, des Lastfaktors A ldsst sich im
Anschluss an die Berechnung mit der SSFEM ohne grofieren Berechnungsauf-
wand bestimmen. Das Ergebnis fiir die Konfiguration sfem p5q0,8 ist in Abbil-
dung 8.33 dargestellt. Der qualitative Verlauf der Fuzzy-Grofie gleicht dem des
Fuzzy-Mittelwerts in Abbildung 8.31.

Anhand der zwei Schnitte bei w = 7mm und w = 15 mm wird deutlich, dass die
Grofle oy mit sfem p2ql und sfem p3q0,8 nur unzureichend erfasst werden kann,
siche Abbildung 8.34. Trotz des hoheren Polynomgrades zeigt sfem p3q0,8 im
Lastschritt w = 15 mm nahezu identische Ergebnisse fiir die Fuzzy-Standardabwei-
chung wie sfem p2ql. Dies ist damit zu begriinden, dass mit der g-Norm ¢ = 0,8
Interaktionen zwischen den Eingangsvariablen vernachlassigt werden, die fiir eine
bessere Approximation mit der PCE jedoch benétigt werden. Die Konfigurati-
on sfem p4q0,8 scheint ausreichend zu sein, da im Vergleich zu sfem p5q0,8 keine
wesentlichen Anderungen zu erkennen sind.

Fiir einen Vergleich der SSFEM-Ergebnisse mit denen einer MCS wird das obers-
te a-Level mit @ = 1 betrachtet. Hier reduziert sich die Fuzzy-wahrscheinlich-
keitsbasierte GAUSS’sche Zufallsvariable zu einer Normalverteilung. Fiir den E-
Modul E; gilt somit

B a1 ~ N(3500,300) N/mm? . (8.13)

Weiterhin vereinfacht sich der Fuzzy-Schichtdickenparameter ¢ zu einer determi-
nistischen Grofie mit dem Wert ¢ = 0,3. Fiir die MCS werden N = 10° Stich-
proben verwendet. Anhand Tabelle 8.17 ist eine sehr gute Ubereinstimmung der
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Abbildung 8.33: Fuzzy-Standardabweichung o) des unscharfen Lastfaktors A fiir die
Konfiguration sfem p5q0,8

1 X — :
—7— sfem p2q1

0,8t W | —A—sfemp3q0,8

/ —6— sfem p4q0,8

sfem p5q0,8

/ .

. A : : 3
0,33 0,35 0,37 0,39 041 ° 0,43
ox[-]

Abbildung 8.34: Zugehorigkeitsfunktion der Fuzzy-Standardabweichung p(o)) des

Lastfaktors A fiir die Lastzustinde w = 7mm (links) und w = 15mm (rechts)

Ergebnisse beider Methoden zu erkennen. Die nicht dargestellten Konfiguratio-
nen sfem p4q0,8 und sfem p5q0,8 fithren zu nahezu gleichen Werten fir ) o—1
und o) 4—1 , siche Abbildung 8.32 und 8.34.
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) w = 7mm w = 15mm
Bezeichnung
Hx a=1 O\ a=1 Hxa=1 O\ a=1
mces 6,5891 | 0,6972 | 3,3231 | 0,3734
sfem p2q1 6,878 | 0,6987 | 3,3235 | 0,3747
sfem p3q0,8 | 6,5874 | 0,6988 | 3,3225 | 0,3748

Tabelle 8.17: Mittelwert py o—; und Standardabweichung oy ,—1 auf dem obersten

a-Level fur die Lastzustande w = 7Tmm und w = 15 mm

8.4.2 Unscharfe Sobol’-Indizes

Wie in Abschnitt 5.7 beschrieben, ermdglicht die erweiterte PC-Entwicklung die
Bestimmung unscharfer SOBOL’-Indizes. Die zugrundeliegenden Optimierungs-
probleme werden analog dem Vorgehen in Abschnitt 8.4.1 gelost. Die Sensiti-
vitdtsmaBle werden ausschliellich beziiglich der mit aleatorischer Unschérfe be-
hafteten Variablen bestimmt. In diesem Beispiel sind das der E-Modul E;, der
E-Modul F, und die Gleichlast qq, vgl. Tabelle 8.15.

Die Abbildung 8.35 zeigt die totalen PCE-basierten Fuzzy-SoBoL’-Indizes S ®¢)
fiir diese drei Eingangsgrofien. Es féllt auf, dass die Variable X, = E5 im Vergleich

]. T T T T
T (pc T (pc T (pc
- Si o(ép—(% Si,(gZO)KI - Si,o(f;%
0,8 | i
|Variable X, = B
—
0,6 —

!
%//‘\\)

0,4+

| Variable X4 = qq |

0,2 -
|Variable X, = EQ|\4
0 e —
0 5 10 15 20 25

w [mm)]

Abbildung 8.35: Totale Fuzzy-SOBOL’-Indizes S,L»T ) der Variablen FEn, Es und g fiir
die Konfiguration sfem p5q0,8
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zu den beiden anderen Grofien kaum einen Einfluss auf den Lastfaktor A hat. Der
geringe Einfluss von Fj ldsst sich mit dem Schichtaufbau [0° / 90° / 0°] sowie dem
Lastabtrag der Struktur begriinden. Die Haupttragrichtung entspricht gerade ey,
in der die zwei Randschichten mit dem E-Modul £; mafgeblich zur Steifigkeit
des Zylindersegments beitragen. Aus diesem Grund werden nachfolgend nur noch
die Variablen F; und gy genauer betrachtet.

Der E-Modul E; hat den grofiten Einfluss, sieche Abbildung 8.35. Dabei ist zu er-
kennen, dass der zugehorige totale SOBOL’-Index SlT, Exp:c)l bis zu einem Lastzustand
von w = 20 mm zunimmt und anschlieBend wieder abfallt. Ein gegenlaufiges Ver-
halten zeigt sich fiir das SensitivititsmaB S (pe

die epistemische Unschirfe, die SoBoL-Indizes ST "9 und ST"9 beeinflusst, ist
anhand Abbildung 8.35 zu erkennen. Die Intervallbreite auf dem untersten a-

)1 der Variablen X, = qo. Inwieweit

Level mit a@ = 0 ist flir diese beiden Sensitivitdtsmafle ungefahr gleich. Daraus
lasst sich ableiten, dass die epistemische Unscharfe in den Eingangsvariablen den
Einfluss der Variablen E; und ¢y gleichermafien beeinflusst.

Eine Darstellung der Zugehorigkeitsfunktion der Fuzzy-SOBOL’-Indizes fiir den
gekennzeichneten Lastzustand w = 15mm ist in Abbildung 8.36 gezeigt. Fiir
beide Groflen zeigt sich ein dhnliches Approximationsverhalten der SSFEM, wie
es bei der Fuzzy-Standardabweichung o, zu beobachten ist, vgl. Abbildung 8.34.
Anhand Abbildung 8.36 wird deutlich, dass die Intervallbreite der beiden Fuzzy-

—7— sfem p2ql —A—sfem p3q0,8 —&— sfem p4q0,8 sfem p5q0,8
1 T T X T T T 5 T T
/ \
/ /\
0,8 + /( )i 7( )‘4\
i 0,6 - it no K } ] .
N AR WY A
.
© 0,4+ (%4 » i X ] -
< /‘ '\
0,2 - e , B E
/ |Variable X4=q | \ " |Variable X, = E1|
O _):é/ ] ] ] ] \b ] d" ] ] ] ] ;:‘_
02> 03 03 04 045 05 05 06 0,65 0,7 0,75
gL (pe) =

1

Abbildung 8.36: Zugehorigkeitsfunktionen der totalen Fuzzy-SOBOL’-Indizes S,;T (pc)
der Variablen X; = F; und X4 = ¢ fiir den Lastzustand w = 15 mm
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SoBOL’-Indizes auf jedem a-Level nahezu gleich ist. Daraus lasst sich ableiten,
dass die epistemische Unschérfe in den Eingangsvariablen beide Sensitivitdtsmafle
gleichermaflen beeinflusst.

Ein Vergleich der SSFEM-Ergebnisse mit denen einer MCS erfolgt auf dem obers-
ten a-Level. Fiir die Bestimmung der totalen SOBOL’-Indizes mit der MCS wird
eine Basisanzahl von L = 10° Stichproben verwendet. Insgesamt sind fiir die
Monte-Carlo-Schétzer der totalen SOBOL-Indizes N = 10°(2+2) = 4 x 10° Aus-
wertungen des deterministischen FE-Modells erforderlich, vgl. Abschnitt 5.6.2.
Die Ergebnisse beider Methoden sind in Tabelle 8.18 gegeniibergestellt. Fiir alle
Konfigurationen der SSFEM zeigen sich sehr gute Ubereinstimmungen der totalen
SoBOL’-Indizes mit den Ergebnissen der MCS.

Bezeichnung | S{,_,,S ?&pi)l STo_1, 54, tee)
mes 0,5958 0,4004
sfem p2q1 0,5974 0,3990
sfem p3q0,8 0,5972 0,3992
sfem p4q0,8 0,5964 0,3998
sfem phq0,8 0,5963 0,3999

Tabelle 8.18: Totale Fuzzy-SoBoL’-Indizes ST (®¢) der Variablen X; = F; und X4 = qo

auf dem obersten a-Level fiir den Lastzustand w = 15 mm

8.4.3 Abschlielende Bemerkungen

Anhand dieses Beispiels wird die Anwendung der von SCHOEBI ET AL. [94] vorge-
stellten erweiterten PC-Entwicklung im Rahmen der SSFEM gezeigt. Die folgen-
den Bemerkungen fassen die Vor- und Nachteile dieses Ansatzes sowie denkbare
Erweiterungen im Kontext der SSFEM zusammen:

e Die zu Beginn erforderliche Erweiterung des Eingangsvektors X auf den
Vektor C = [U,s| fithrt dazu, dass sich die Anzahl der Eingangsvaria-
blen erhoht. Dies spiegelt sich in der zunehmenden Anzahl an Basispolyno-
men wider und fiithrt folglich zu einem gréfieren globalen Gleichungssystem
KrAv = —G.

o Aufgrund der Erweiterung X +— C entstehen zusatzliche Interaktionen
zwischen den Eingangsgroflen. Aus diesem Grund sind hoherwertige PC-
Entwicklungen erforderlich, um beispielsweise stochastische Momente in
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Abhéngigkeit der epistemischen Variablen korrekt erfassen zu kénnen, vgl.
Abbildung 8.34.

o Mit dem Ansatz der erweiterten PC-Entwicklung im Rahmen der SSFEM
ist es moglich, unscharfe stochastische Momente sowie unscharfe SOBOL’-
Indizes effizient zu bestimmen. Hierfiir ist eine deterministische Berechnung
mit der SSFEM ausreichend. Die a-Level-Optimierung (ALO) findet im
Anschluss an die Berechnung auf dem durch die SSFEM erzeugten Ersatz-
modell statt.

o Die unscharfen SOBOL’-Indizes geben Aufschluss dariiber, inwiefern episte-
mische Variablen den Einfluss einer Eingangsgrofie bestimmen. Eine mog-
liche Erweiterung bestiinde darin, den Einfluss der einzelnen epistemischen
Variablen auf die Intervallbreite eines unscharfen SOBOL’-Indizes zu unter-
suchen.

8.5 Patchtest fiir das stochastische Scheibenelement

Der sogenannte Patchtest wurde von IRONS & RAZZAQUE [62] als Konzept ein-
gefiihrt, um entwickelte Elementformulierungen zu untersuchen. Im Folgenden
wird dieser Test fiir die gemischte stochastische Scheibenformulierung aus dem
Abschnitt 6.3 durchgefithrt. Die Struktur mit den zugehorigen Randbedingungen
ist in Abbildung 8.37 dargestellt. Dabei wird die Belastung so aufgebracht, dass
im gesamten System konstante Verzerrungen bzw. Spannungen auftreten. Es wird
ein reiner Normalspannungszustand sowie ein reiner Schubspannungszustand un-
tersucht.

Die Knotenkoordinaten sind in Tabelle 8.19 zusammengefasst und orientieren sich
an BATHE [14]. Im Rahmen des hier betrachteten Patchtests werden der E-Modul
E und die Einzellasten F' als Zufallsvariablen modelliert:

E(w) ~ N(1000,100) und F(w) ~ U(100 — 10v/3,100 + 10v/3) . (8.14)

Dabei sind untere und obere Grenze der gleichverteilten Last gerade so gewahlt,
dass die Belastung einen Mittelwert von pp = 100 und eine Standardabweichung
von or = 10 hat. Die verbleibenden Materialparameter der Scheibe sind gegeben
mit v = 0,3 und d = 1.

Knoten [ 1 2 3 4 5 6 7 8
(XH; XQI) (07 0) (107 0) (37 4) (87 3) (47 7) (87 7) (07 10) (107 10)

Tabelle 8.19: Knotenkoordinaten fiir den Patchtest in Abbildung 8.37
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/2 NEIV? FIV2
7 7

10 V\F/ﬂ

U U

Abbildung 8.37: Zwei Belastungszustinde fiir den Patchtest: Reine Zugbeanspru-

chung (links) und reine Schubbeanspruchung (rechts)

Es wird eine quadratische Polynombasis mit insgesamt P = 6 Polynomen fiir
die Berechnung mit der SSFEM gewahlt. Bei dieser Konfiguration ist der Po-
lynomgrad p = 2 und die ¢-Norm ¢ = 1. Die in Gleichung (8.14) definierten
Zufallsvariablen werden zunéchst als PC-Entwicklung dargestellt. Fiir eine aus-
fiihrliche Beschreibung der PC-Entwicklung von Zufallsgrofien sei an dieser Stelle
auf Abschnitt 5.4 verwiesen. Die Multiindizes a € A der Basispolynome sowie
die zugehorigen Koeffizienten der PC-Entwicklungen von F(w) und F(w) lauten

alac A| E, | F,
0| (0,0) | 1000 100
1] (0,1) 0] 10
2| (1,0) | 100] o (8.15)
31 (0,2) 0] o
4] (2,0) 0] o
51 (1,1) 0| o

Aufgrund der statisch bestimmten Lagerung der Struktur sind die Spannungen
unabhéngig von den Materialeigenschaften. Fiir die beiden Belastungsfélle in Ab-
bildung 8.37 werden die Spannungen somit analytisch aus den Gleichgewichtsbe-
ziehungen bestimmt. Wie in Abbildung 8.37 (links) zu erkennen ist, fithrt die
stochastische Belastung zu einer stochastischen Normalspannung

ou(w) = F(w)/(10d) mit ony(w) ~U(10 — V3,10 +V3) (8.16)
A
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wobei A die Querschnittsflache der Scheibe bezeichnet. Alle anderen Spannungen
wie 095 und o019 sind gleich null. Der Belastungsfall in Abbildung 8.37 (rechts)
verursacht konstante Schubspannungen

o12(w) = F(w)/(10d) mit oya(w) ~U10 — /3,10 +V3) | (8.17)

wahrend die restlichen Normalspannungen in die X;- bzw. X,-Richtung gleich
null sind. In beiden Féllen lasst sich erkennen, dass die auftretende konstante
Spannung o11(w) bzw. o15(w) ebenso wie die Belastung F'(w) einer Gleichver-
teilung folgt. Die Koeffizienten der PC-Entwicklungen von oy (w) bzw. o19(w)
lauten

[10, 1,0, 0, 0, 0]". (8.18)

Sie entsprechen gerade den durch die Fléche A = 10 dividierten Koeffizienten F,
in Gleichung (8.15).

Das Scheibenelement muss die konstanten, aber stochastischen Spannungsver-
ldufe mit den PC-Koeffizienten in Gleichung (8.18) sowohl fiir eine geometrisch
lineare als auch fiir eine nichtlineare Berechnung abbilden kénnen. Dies wird im
Folgenden genauer untersucht. Zusatzlich wird die bereits angesprochene Um-
rechnung verschiedener Spannungsmafle aus Abschnitt 6.3.4 diskutiert.

8.5.1 Reine Zugbeanspruchung

Zunachst wird die Zugbeanspruchung betrachtet, siche Abbildung 8.37 (links).
Aufgrund der variierenden Parameter wie dem E-Modul und der Belastung sind
die resultierenden Verschiebungen stochastisch. Um den Unterschied einer geome-
trisch linearen und einer geometrisch nichtlinearen Berechnung zu verdeutlichen,
wird die Verschiebung u; in Richtung X; am Knoten 8 betrachtet. Die zugehori-
gen PC-Koeffizienten lauten

1,0103 x 10~* 9,9510 x 1072
1,0103 x 1072 9,8060 x 1073
~ —1,0309 x 1072 i —1,0000 x 1072
lin ) nili )
i o| "¢ ™ 11,2692 x 10~ (8.19)
1,4580 x 1073 1,3935 x 1073
I —1,0309 x 1073 | I —9,7148 x 10~* |

Es ist zu erkennen, dass die geometrisch nichtlineare Berechnung zu betragsmé-
Big kleineren Verschiebungskoeffizienten fiihrt. Dies ist auf die Versteifung der
Struktur zuriickzufiithren. Weiterhin fallt auf, dass der vierte Koeffizient bei einer
linearen Rechnung gleich null ist. Dieser PC-Koeffizient gehort zum Polynom,
welches konstant in Richtung des E-Moduls F(w) und quadratisch in Richtung
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der Last F(w) ist, siche Gleichung (8.15). Fiir die Approximation des linearen
Zusammenhangs zwischen den Verschiebungen und der Belastung bei einer geo-
metrisch linearen Berechnung wird dieses Basispolynom nicht benotigt. Bei der
geometrisch nichtlinearen Rechnung ist dieser Zusammenhang nicht mehr linear
und der vierte Koeffizient ist ungleich null, sieche Gleichung (8.19).

In Abbildung 8.38 sind die ersten beiden PC-Koeffizienten ;o und u;; der Ho-
rizontalverschiebung in Richtung X fiir die nichtlineare Berechnung dargestellt.
Es ist zu erkennen, dass beide Verschiebungskoeffizienten einen linearen Verlauf
aufweisen. Der Wertebereich des Koeffizienten wuyy ist ungefahr um den Faktor
zehn grofler als der von wuq;.

Ute, . =0 Horizontalverschiebung Ulg, @ = 1

0,000 x 10° 0,000 x 10°

1,422 x 1072 1,401 x 1073
2,843 x 1072 2,802 x 1073
4,265 x 1072 4,203 x 1073
5,686 x 1072 5,603 x 1073
7,108 x 1072 7,004 x 1073
8,529 x 1072 8,405 x 1073
9,951 x 1072 9,806 x 1073

Abbildung 8.38: Verlauf der PC-Koeffizienten w19 und wy; der Verschiebung u

Im Folgenden werden die Spannungen fiir eine geometrisch lineare und nichtli-
neare Berechnung untersucht. Die Riickrechnung der Spannungen erfolgt dabei
iiber den Ansatz gemafl Gleichung (6.136). Fiir eine kompakte Darstellung wird
der Vektor

§]Z:[8[0,...,81a,...,81p]T, ]:1,,5 (820)

eingefithrt, welcher alle PC-Koeffizienten eines bestimmten Ansatzparameters
beinhaltet. Sowohl die lineare als auch die nichtlineare Berechnung fiithren zu

51750 und §2:§3:§4:§5=0. (821)

Aus dem Spannungsansatz in Gleichung (6.136) geht hervor, dass unter Bertick-
sichtigung von Gleichung (8.21) die Ansatzparameter sj, aus dem Vektor s; ge-
rade den Koeffizienten der Normalspannung Si;, entsprechen. Die lineare und die
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nichtlineare Berechnung fithren zu den Koeffizienten

[ 10,0000 | [ 19,9005 x 10°
1,0000 9,8054 x 1071
. 0 " 9.8920 x 1073
—lin —nili )
o1 o "o 18,3892 x 104 (8.22)
0 —1,3514 x 103
i 0 1,9130 x 1073 |

Es ist zu erkennen, dass im linearen Fall die Koeffizienten si® gerade den analy-
tisch bestimmten Werten in Gleichung (8.18) entsprechen. Bei der nichtlinearen
Berechnung ist dies nicht der Fall. Grund hierfiir ist, dass die 2. P1OLA-KIRCH-
HOFF-Spannungen physikalisch nicht interpretierbar sind. Fiir die Umrechnung
dieser Spannungswerte in die 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungen sind die PC-

Koeffizienten des Deformationsgradienten erforderlich. Diese lauten:

Q Fiiq Foio | Fioa Foq

0| 1,0100 x 10° 0 0 9,9699 x 107!

1| 9,8060x107*| 0 0 |—2,9806 x 1074

2| —1,0000 x 1073 | 0 0 3,0402 x 1074 . (8.23)
31 -1,2692x10°%] 0 0 2,1479 x 1077

41 1,3935 x 1074 | 0 0 |—4,2641 x 107°

51 —=9,7148 x 107° | 0 0 2,9917 x 107°

Mit der Berechnungsvorschrift gemafi Gleichung (6.155) werden die PC-Koeffizi-
enten der stochastischen 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannung in die X;-Richtung

Piu(w) =3 Piua¥, (8.24)

bestimmt. Diese lauten
PllO = 10 s Plll =1 und Plla = O , € {2,3,4, 5} (825)

und entsprechen gerade den Werten in Gleichung (8.18). Alle restlichen Span-
nungen wie Po(w), Pio(w) und Pyy(w) bzw. die zugehorigen PC-Koeffizienten
sind gleich null. Die einzelnen Chaoskoeffizienten aller Spannungsmafle sind in
der gesamten Struktur konstant bzw. an jedem Integrationspunkt gleich. An die-
ser Stelle sei erwahnt, dass die Riickrechnung der Spannungen tiber das linear
elastische Stoffgesetz bei diesem Beispiel zu den gleichen Ergebnissen fiihrt.

8.5.2 Reine Schubbeanspruchung

Die Belastung in Abbildung 8.37 (rechts) verursacht einen konstanten Schub-
spannungszustand in der Struktur. Wie auch im vorherigen Beispiel erfolgt die
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Spannungsriickrechnung iiber den unabhéngigen Spannungsansatz. Eine Riick-
rechnung der Spannungen iiber das linear elastische Stoffgesetz fithrt auch bei
diesem Belastungsfall zu den gleichen Ergebnissen. Im Folgenden wird ausschlie3-
lich eine geometrisch nichtlineare Berechnung betrachtet. Diese fithrt auf die PC-
Koeffizienten fiir die 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungen:

Slla S22a Sl2a = S21a
—1,3281 x 107! | —1,3281 x 10! | 1,0004 x 10*
—2,6327 x 1072 | —2,6327 x 1072 | 11,0011 x 10°
1,3584 x 1072 | 11,3584 x 1072 | —=7,5661 x 10~* . (8.26)
—1,1824 x 1073 | —1,1824 x 1072 | 9,5605 x 10~°
—1,9083 x 1073 | —1,9083 x 1073 | 11,5764 x 10~*
2,6983 x 1073 |  2,6983 x 1073 | —2,1993 x 10~*

G W NN = OR

Es ist zu erkennen, dass diese Spannungsgrofien nicht den tatséchlichen Span-
nungszustand in der Struktur wiedergeben, welcher frei von Normalspannun-
gen ist. Fir die Umrechnungen der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungen in die
1. ProLA-KIRCHHOFF-Spannungen wird die PC-Entwicklung des Deformations-
gradienten benotigt:

Fiia F1a Fiaa Foa
90,0982 x 101 | 1,3141 x 102 | 1,3141 x 102 | 19,9982 x 10~
—3,6290 x 1077 | 1,3156 x 1073 | 11,3156 x 1072 | —3,6290 x 107
3,7770 x 1077 | —1,3425 x 1073 | —1,3425 x 1073 | 3,7770 x 10~°
—1,6218 x 107° 1,9051 x 1077 1,9051 x 1077 | —1,6218 x 107¢
—7,9867 x 1070 | 11,9018 x 107* | 1,9018 x 10~* | —7,9867 x 1076
7,4223 x 1075 | —1,3468 x 107* | —1,3468 x 10™* | 7,4223 x 10~¢
(8.27)
Mit der Transformationsbeziehung in Gleichung (6.155) berechnen sich die Koef-
fizienten der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungen zu

TR W NN R OQ

a | P Py Praq Paq

0 0 | 10,0000 | 10,0000 | O

1 0| 1,0000| 1,0000 |0

2 0 0 0]0 . (8.28)
3 0 0 0]0

4 0 0 0]0

) 0 0 0]0
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Es ist zu erkennen, dass ausschliefilich Schubspannungen im System auftreten.
Die berechneten Spannungskoeffizienten stimmen mit den zuvor analytisch be-
stimmten Losungen tiberein. Auch fiir diesen Belastungsfall sind die einzelnen
PC-Koeffizienten aller Spannungsmafle in der gesamten Struktur konstant bzw.
an jedem Integrationspunkt gleich.

8.6 Bogentrager unter Gleichlast

Die Anwendung der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung aus Abschnitt 7.2
im Rahmen der SSFEM wird zudem anhand eines Bogentrigers unter einer kon-
stanten Gleichlast ¢y veranschaulicht. Fiir die Material- und Geometrieparameter
werden in diesem Beispiel akademische Werte gewéahlt. Die Struktur mit den zu-
gehorigen Abmessungen sowie die Belastung sind in Abbildung 8.39 dargestellt.

Geometrie
R =300 mm
h = 6 mm
d=1mm
a=10°
Belastung

go = 0,01 N/mm

Abbildung 8.39: Bogentrager unter Gleichlast: Abmessungen, Belastung sowie FE-

Diskretisierung

Die numerische Berechnung erfolgt mit dem gemischten stochastischen Schei-
benelement aus Abschnitt 6.3. Dabei wird die Struktur mit 100 Elementen in
Umfangsrichtung und 10 Elementen in radialer Richtung diskretisiert, siehe Ab-
bildung 8.39. Am linken und rechten Rand ist der Bogentrager mittig gelenkig
gelagert. Es wird von einem ebenen Spannungszustand ausgegangen. Das Mate-
rial ist isotrop und linear elastisch.

Der E-Modul der Struktur wird als rdumlich korreliertes G AUSS’sches Zufallsfeld
mit den Eigenschaften

E(X,w) ~ N(1000,100) N /mm” (8.29)
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modelliert. Die Querdehnzahl des Materials betragt v = 0,25. Fiir das Zufallsfeld
wird die quadratisch exponentielle Korrelationsfunktion mit einer Korrelations-
linge von ¢, = 30 mm verwendet, sieche Gleichung (4.43). Die Diskretisierung des
raumlich korrelierten Feldes erfolgt mit der Karhunen-Loéve-Entwicklung (KLE),
vgl. Abschnitt 4.1.4. Aufgrund der gewéhlten Korrelationsldnge nimmt die Grofie
der Eigenwerte \;,7 = 1,..., N mit hoherer Ordnungszahl stark ab. Um die An-
zahl an Termen in der KLE zu reduzieren, wird fir das Qualitdtsmafl ein Wert
von @ = 0,99 gewéhlt. Damit verbleiben lediglich M = 7 Terme von insgesamt
N = 1111. In Abbildung 8.40 sind zwei zufillige Realisierungen des rdumlich
variierenden E-Moduls dargestellt. Die Approximation des Zufallsfeldes mit der
PCE erfolgt gemifl Abschnitt 5.4.2. Im Vektor X = [£;,...,&;, ..., & sind al-
le M = 7 Eingangsgrofien zusammengefasst. Dabei entspricht jede Eingangsva-
riable &;,7 = 1,...,7 einer Standardnormalverteilung, vgl. Abschnitt 4.1.2. Zur
Approximation der stochastischen Dimension werden daher HERMITE-Polynome
verwendet.

E [N/mmz]
9,830 x 10?
1,009 x 103
1,036 x 103
1,062 x 103
Realisierung 2 1,088 x 103

F 1,115 x 10

1,141 x 10°

1,167 x 10°

Realisierung 1

Abbildung 8.40: Zwei zufillige Realisierungen der E-Modul-Verteilung

Fir die Berechnung mit der SSFEM werden vier verschiedene Kombinationen
des Polynomgrades p und der g-Norm ¢ verwendet. Tabelle 8.20 gibt analog zu
den vorherigen Beispielen einen Uberblick iiber die einzelnen Konfigurationen der
SSFEM und die entsprechende Anzahl an Freiheitsgraden.

Aus der Last-Verschiebungskurve in Abbildung 8.41 geht hervor, dass die Struk-
tur einen Durchschlagpunkt aufweist. Die vollstandige Berechnung des Gleichge-
wichtspfades erfolgt mit der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung aus Ab-
schnitt 7.2. Hierfiir wird die vertikale Verschiebung w, siche Abbildung 8.39 mit
einem Inkrement von Aw = 0,5 mm von 0 bis 8,5 mm gesteigert. Im Rahmen des
Losungsalgorithmus werden die zur deterministischen Gleichlast gy zugehorigen
PC-Koeffizienten A\, =0, ..., P des Lastfaktors riickgerechnet.
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Polynomgrad p | ¢-Norm ¢ | Bezeichnung | P | 5[%] ndof
1 1 sfem plql 8 6,67 | 17744
2 1 sfemn p2q1 36 | 30,00 | 79848
3 1 sfem p3q1 120 | 100,00 | 266160
4 0,7 sfem p4q0,7 92 | 76,67 | 204056

Tabelle 8.20: Freiheitsgrade ndof in Abhangigkeit vom Polynomgrad p und der g-

Norm ¢ sowie die zugehorigen Bezeichnungen der jeweiligen Konfigurationen

8.6.1 Ergebnisse der SSFEM

Zunéchst werden die Ergebnisse der SSFEM denen einer Monte-Carlo-Simulation
gegeniibergestellt. Fiir eine auskonvergierte Referenzlosung werden N = 5 x 10°
Stichproben mit dem Latin-Hypercube-Stichprobenverfahren generiert. In den
folgenden Abbildungen sind die ersten drei stochastischen Momente des streuen-
den Lastfaktors A iiber der gesteuerten Verschiebung w aufgetragen.

Anhand Abbildung 8.41 wird deutlich, dass der Mittelwert u, des Lastfaktors
bereits mit linearen Polynomen nahezu exakt abgebildet wird. Auch fiir die Stan-
dardabweichung in Abbildung 8.42 ldsst sich ein dhnliches Approximationsver-
halten der SSFEM erkennen. Zudem fallt auf, dass der qualitative Verlauf des
Mittelwerts und der Standardabweichung &hnlich sind.

7 T T T T T T T T -)‘Q_
Durchschlag- /
S punk e /| |
" *)0 *‘\9:\‘ /
5t g | TG0, X i
% "\’:“ﬂii—):@:*/
T =8 5mal
<3l » —4}—mcs |
/ v sfemplql
21 3 A sfemp2ql -
1 o sfemp3ql
i sfem p4q0,7 i
0)4’4 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9
w [mm]

Abbildung 8.41: Mittelwert p) des Lastfaktors A fiir verschiedene Kombinationen des
Polynomgrads p und der g-Norm ¢
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0,7 T T T T T T T T
2,
0,6 /" |
0,5 ‘)‘ /, |
T 0,4+ ‘Q"OH'HOH et (): * |
6 0,3} ‘/ ) —}—mcs )
’/ v sfemplql
0,2 / A sfemp2ql |7
01l # O sfemp3ql | |
’ / sfem p4q0,7
”¢ 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abbildung 8.42: Standardabweichung o) des Lastfaktors A fiir verschiedene Kombi-

nationen des Polynomgrads p und der g-Norm ¢

Anhand Abbildung 8.43 wird deutlich, dass mit der SSFEM auch die Schiefe
des Lastfaktors A\ erfasst werden kann. Wie bereits in Abschnitt 8.2 erwahnt, ist
eine lineare Polynombasis mit HERMITE-Polynomen nicht in der Lage, die Schie-
fe einer von normalverteilten Zufallsvariablen abhéingigen Gréfle abzubilden. Es
fallt auf, dass sich die Schiefe der Konfiguration sfem p2ql mit gréfler werdender

0,01 - .
O‘VVVVVVVVVVV/V{VV;\‘
1-0,01 - E
& —|—mcs
0,02 A A v sfemplql |
D 3 A sfemp2ql
-0,03 + o sfemp3ql |
sfem p4q0,7
_0’04 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

w [mm]

Abbildung 8.43: Schiefe §, des Lastfaktors A fiir verschiedene Kombinationen des
Polynomgrads p und der g-Norm ¢
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Verschiebung w zunehmend der Referenzlosung der MCS annahert. Mit der Ver-
wendung einer kubischen bzw. quartischen Polynombasis lasst sich die Schiefe 9
des Lastfaktors fiir die gesamte Berechnung mit hoher Genauigkeit erfassen.

Abbildung 8.44 zeigt den Mittelwert der verformten Struktur fiir die Verschie-
bungszustinde w = 3mm und w = 6,5mm. Anhand dieser Darstellung ist das
Durchschlagen des Bogentragers zu erkennen.

w =3 mm
w = 6,Dmm

Abbildung 8.44: Mittelwert p der verformten Struktur fiir die Zustdnde w = 3mm

(oben) und w = 6,5 mm (unten)

Fiir den Lastschritt w = 3mm — 3,5 mm wird das Konvergenzverhalten der ver-
schiedenen SSFEM-Konfigurationen untersucht. Die Norm des Residualvektors
wahrend der NEWTON-Iteration ist in Tabelle 8.21 dargestellt. Fiir alle betrach-
teten Konfigurationen der SSFEM ist ein quadratisches Konvergenzverhalten zu
erkennen. Dies ist auf die konsistente Linearisierung des erweiterten Residual-
vektors in Gleichung (7.28) zuriickzufiihren, wie in Gleichung (7.38) dargestellt.

Iterationsschritt | sfemplql sfem p2q1l sfemp3ql | sfem p4q0,7
1 1,0655E—01 | 1,0655E—01 | 1,0655E—01 | 1,0655E—01
2 1,3735E4-00 | 1,3736E+400 | 1,3736E+00 | 1,3736E+00
3 1,9640E—04 | 1,9646E—04 | 1,9646E—04 | 1,9646E—04
4 6,8691E—11 | 6,9906E—11 | 6,9800E—11 | 6,9644E—11

Tabelle 8.21: Konvergenzverhalten verschiedener SSFEM-Konfigurationen fiir den

Lastschritt w = 3mm — 3,5mm

8.6.2 Sobol’ Indizes

Im Folgenden wird die Sensitivitdat des Lastfaktors A\ beziiglich den M = 7 Ein-
gangsvariablen untersucht. Geméfl Gleichung (5.185) werden die totalen PCE-
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basierten SOBOL’-Indizes direkt aus der PCE-Entwicklung des Lastfaktors be-
stimmt. In Tabelle 8.22 sind diese Sensitivitdtsmafle fiir die Eingangsvariablen
X; = &, Xo = & und X3 = & bei dem Verschiebungszustand w = 3mm
dargestellt. Das Konvergenzverhalten aller Indizes mit hoher werdendem Poly-
nomgrad der PCE wird deutlich. Fiir die totalen SOBOL’-Indizes der Variablen
X;,i € {4,5,6,7} ist eine ahnliche Konvergenz zu beobachten. Aufgrund des
vernachlissigbaren Einflusses dieser Variablen werden die zugehdrigen Sensitivi-
tdtsmafle nicht explizit angegeben.

Bezeichnung Sf(pc) S;F(PC) Sg(pc)

sfem plql 0,99014 0 | 0,00269
sfem p2q1 0,98467 | 0,00478 | 0,00339
sfem p3ql 0,98458 | 0,00488 | 0,00343
sfem p4q0,7 | 0,98458 | 0,00487 | 0,00343

Tabelle 8.22: Totale SOBOL’-Indizes der Eingangsvariablen X7 = &1, Xo = & und

X3 = &3 fiir den Verschiebungszustand w = 3 mm

Im Rahmen der folgenden Untersuchung werden die totalen SOBOL’-Indizes an
den drei Lastzustanden w = 3mm, w = 6,5mm und w = §,5mm betrachtet.
Die einzelnen Verschiebungszustande sind in Abbildung 8.41 gekennzeichnet. Die
totalen SOBOL’-Indizes werden auf Basis der Konfiguration sfem p4q0,7 bestimmt
und sind in Abbildung 8.45 dargestellt. Es wird deutlich, dass die Streuung des
Lastfaktors A bei w = 3 mm maflgeblich von der ersten Eingangsvariablen X; = &
und damit vom ersten Eigenvektor ¢p; der KLE bestimmt wird. Bei den Last-
schritten w = 6,5mm und w = 85mm zeigt sich, dass neben X; = & auch
die Variable X3 = &3 bzw. der Eigenvektor ¢3 die Streuung des Lastfaktors be-
einflusst. Die Eingangsvariablen X;,i € {2,4,5,6,7} zeigen bei den betrachteten
Lastschritten kaum einen Einfluss auf die Ergebnisgrofie. In Abbildung 8.46 sind
die zu den Variablen X; = &, Xy = & und X3 = &3 zugehorigen Eigenvektoren
und Eigenwerte dargestellt.

Eine Erkldrung fiir den abnehmenden Einfluss der Eingangsvariablen sind die
stark abfallenden Eigenwerte, sieche Abbildung 8.46. Des Weiteren sind die Eigen-
vektoren ¢;, {1, 3,5, 7} symmetrisch, wihrend die Eigenformen ¢;, {2,4,6} asym-
metrisch sind. Bis zum Erreichen des Durchschlagpunktes wird die Streuung des
Lastfaktors hauptséchlich von der gemittelten Steifigkeit bzw. vom gemittelten E-
Modul beeinflusst. Nach dem Durchschlagen der Struktur bilden sich zunehmend
grofe Zug- und Druckspannungen in Feldmitte. Der zunehmende totale SOBOL’-
Index von Variable X3 = &3 ist damit zu begriinden, dass der Eigenvektor ¢3 die
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B v = 3,0mm

B v = 6,5mm ||
[ Jw=85mm
< i
S ..
N 04 ]

3

4 ) 6 7
Eingangsvariable X; = §;

Abbildung 8.45: Totale SOBOL’-Indizes fiir die Lastzustdnde w = 3mm, w = 6,5 mm

und w = 8,5mm

Steifigkeit in der Mitte des Bogentrégers beeinflusst. Im Gegensatz dazu weist die
Eigenform ¢y in Feldmitte einen Nulldurchgang auf und fithrt damit zu geringen
Streuungen des E-Moduls in diesem Bereich.

zugeh. Eigenwert: A\; = 482,91 o [-]
: 1,382 x 1072

3,833 x 1072
zugeh. Eigenwert: Ay = 329,86 @, []
: -3,834 x 1072

3,834 x 1072
zugeh. Eigenwert: A3 = 176,89 @5 []
: -3,708 x 1072

4,196 x 1072

Abbildung 8.46: Eigenwerte )\;,i € {1,2,3} mit den zugehorigen Eigenvektoren
‘P’L’ai € {1a253}
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8.6.3 Abschlielende Bemerkungen

o Das Beispiel zeigt die Anwendung der verallgemeinerten Verschiebungs-
steuerung aus Abschnitt 7.2. Mit dem Losungsalgorithmus lassen sich Sta-
bilitdtsprobleme unter dem Einfluss raumlich variierender Eingangsgrofien
im Rahmen der SSFEM untersuchen.

« Die Korrelationslange ¢, des Zufallsfeldes und das Qualitdtsmafl () beein-
flussen maflgeblich die verbleibenden Terme in der KLE und damit auch
die Anzahl M der Eingangsvariablen fiir die Berechnung mit der SSFEM.

e Im Verlauf der Berechnung kann der Einfluss einzelner Eingangsvariablen
auf die Streuung einer Zielgrofle deutlich variieren. Mit der SSFEM kann
dieser Einfluss anhand der totalen SOBOL-Indizes ohne weiteren Rechen-
aufwand quantifiziert werden.

8.7 Aluminiumscheibe mit Loch

Als weiteres numerisches Beispiel fiir die gemischte stochastische Scheibenformu-
lierung aus Abschnitt 6.3 dient eine quadratische Aluminiumscheibe mit einem
Loch. Die Scheibe mit einer Kantenlénge von L = 100 mm und einer Dicke von
d = 3mm wird durch eine konstante Streckenlast von ¢ = 50 N/mm belastet,
sieche Abbildung 8.47. Das zentrale Loch in der Scheibe hat einen Radius von
R = 10mm. Es wird von einem ebenen Spannungszustand und linear elastischem
Materialverhalten ausgegangen.

Der variierende E-Modul wird als raumlich korreliertes GAUSS’sches Zufallsfeld
modelliert. Aufgrund dieser streuenden Materialeigenschaft kann keine Symme-
trie bei der Berechnung ausgenutzt werden. Fiir die FE-Diskretisierung der ge-
samten Struktur werden insgesamt 1152 gemischte Scheibenelemente verwendet,
vgl. Abschnitt 6.3. Infolge des zentralen Lochs entsteht in der Umgebung die-
ser Aussparung eine Spannungsspitze. Dieser Effekt wird unter Berticksichtigung
des variierenden E-Moduls im folgenden Abschnitt genauer untersucht. Ausge-
hend vom unteren Lochrand bis zum dufleren Rand der Scheibe ist ein vertikaler
Schnitt gekennzeichnet, siehe Abbildung 8.47. Zusétzlich sind die zwei Knoten A
und B farblich markiert.

Die Berechnung ist geometrisch linear. Aus diesem Grund entfillt bei der Span-
nungsberechnung die Umrechnung zwischen verschiedenen Spannungsmafen. Die
Riickrechnung der Spannungen erfolgt tiber den unabhangigen Spannungsansatz,
vgl. Abschnitt 6.3.
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Abbildung 8.47: Aluminiumscheibe mit Loch unter konstanter Zugbelastung: Geo-

metrie, Belastung sowie FE-Diskretisierung

8.7.1 Modellierung raumlicher Variabilitat

Der E-Modul des Materials wird, wie bereits erwdhnt, als raumlich korreliertes
GAuss’sches Zufallsfeld mit den Eigenschaften

E(X,w) ~ N(70000,7000) N /mm? (8.30)

modelliert. Die Querkontraktionszahl von Aluminium betragt v = 0,34. Fir das
Zufallsfeld wird die quadratisch exponentielle Korrelationsfunktion verwendet,
siche Gleichung (4.43). Um den Einfluss der Korrelationslédnge auf die stochas-
tischen Figenschaften der Spannungen untersuchen zu koénnen, werden die zwei
Werte

(. =50mm und /¢, = 100mm (8.31)

fiir die charakteristische Lange verwendet. Um die Zahl der Eingangsvariablen zur
Beschreibung des Zufallsfeldes zu reduzieren, wird fiir beide Korrelationslangen
ein Qualitatsmafl von ) = 0,99 gewahlt, vgl. Abschnitt 4.1.4. Fiir eine Korrela-
tionslange von ¢. = 50 mm verbleiben damit M = 12 von insgesamt N = 1248
Reihengliedern der KLE. Bei der charakteristischen Lange von ¢, = 100 mm re-
duziert sich die Anzahl an Eingangsvariablen auf M = 5. In Abbildung 8.48 ist
jeweils eine zuféllige Realisierung des Zufallsfeldes fiir die beiden Korrelationsléan-
gen mit einem Qualitdtsmafl von @) = 0,99 dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen,
dass mit grofler werdender Korrelationslange die Glattheit des Zufallsfeldes zu-
nimmt. Der Einfluss von /. auf die stochastischen Eigenschaften der Spannungen
wird im Folgenden untersucht.
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E [N/me]
5,758 x 10*
6,086 x 10*
6,414 x 10*
6,741 x 10*
7,069 x 10*
7,396 x 10*
7.724 x 10*
8,052 x 10*

f, = 100 mm

Abbildung 8.48: Zwei zufillige Realisierungen des rdumlich korrelierten E-Moduls

fir zwei verschiedene Korrelationsldngen

Die Approximation des Zufallsfeldes mit der PCE erfolgt geméafl Abschnitt 5.4.2.
Im Vektor X = [£;,...,&,...,&y]|T werden alle M Eingangsgrofien zusammenge-
fasst. Dabei entspricht jede Eingangsvariable &;,7 = 1,..., M einer Standardnor-
malverteilung mit N(0,1).

8.7.2 Ergebnisse der SSFEM und Einfluss der Korrelationslange

Fiir eine Beurteilung der SSFEM-Ergebnisse wird zunéachst eine auskonvergierte
Referenzlosung mit der Monte-Carlo-Simulation erzeugt. Die Ergebnisse der MCS
basieren auf insgesamt N = 5 x 105 Latin-Hypercube-Stichproben. In den folgen-
den Abbildungen sind die ersten drei stochastischen Momente der Zugspannung
011 in Richtung von e; entlang des zuvor definierten Schnittes dargestellt. Die
stochastischen Momente sind sowohl fiir die Korrelationslangen ¢, = 50 mm als
auch fir /. = 100 mm dargestellt.

Anhand Abbildung 8.49 (oben) ist die zunehmende Spannung am Lochrand zu
erkennen. Weiterhin wird deutlich, dass die SSFEM bereits mit einer linearen Po-
lynombasis den Mittelwert p,,, nahezu korrekt abbilden kann. Zudem zeigt der
Mittelwert der Zugspannung o1; keine Abhéangigkeit von der gewéahlten Korrela-
tionslange. Ein dhnliches Approximationsverhalten der SSFEM zeigt sich bei der
Standardabweichung der Normalspannung in Abbildung 8.49 (unten). Aufféllig
ist, dass die Standardabweichung o,,, fiir den groferen Wert von /. an jedem
betrachteten Knoten deutlich abnimmt, siehe Abbildung 8.49 (unten).

Ursache hierfiir liegt in den unterschiedlichen Korrelationseigenschaften des Zu-
fallsfeldes. Weist der Lochrand (Knoten A) im Vergleich zum restlichen Quer-
schnitt (Knoten B) einen héheren E-Modul auf, so zieht der Bereich um das Loch

aufgrund der unterschiedlichen Steifigkeiten zusétzlich mehr Spannung an. Der
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Abbildung 8.49: Mittelwert ps,, (oben) und Standardabweichung o,,, (unten) der

Normalspannung o7 entlang des Schnittes fiir zwei verschiedene Korrelationsldngen

halbseitige Restquerschnitt hat eine Lénge von L/2 — R = 40 mm. Fir ein Zu-
fallsfeld mit ¢, = 100 mm sind groflere Gradienten im E-Modul tiber diese Lange
eher unwahrscheinlich. Dies erklért die geringeren Streuungen bei zunehmender
Korrelationsldnge. Im Gegensatz dazu konnen bei einer charakteristischen Lange
von £, = 50 mm ausgeprigtere Schwankungen auftreten. Dies fithrt wiederum zu
erhohten Streuungen der Spannung oq;. Fiir /. — oo vereinfacht sich das Zufalls-
feld zu einer Zufallsvariablen, sodass der E-Modul iiber die Struktur konstant
ist. In diesem Fall ist die Spannung oy; deterministisch, da sie unabhéngig vom
streuenden E-Modul ist.
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Weiterhin ist zu beobachten, dass die Standardabweichung zum dufleren Rand der
Scheibe hin wieder gréfler wird, obwohl der zugehorige Mittelwert kontinuierlich
geringer wird.

Anhand Abbildung 8.50 wird deutlich, dass die Schiefe ebenfalls von der Korre-
lationslinge abhingig ist. In beiden Fallen ist eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen den Ergebnissen der SSFEM und der MCS zu erkennen. Fiir die Korrela-
tionslange ¢, = 100 mm zeigt die Konfiguration sfem p2ql geringe Abweichungen
in der Approximation der Schiefe. Ein hoherer Polynomgrad fiithrt zu einer Ver-
besserung der SSFEM-Ergebnisse, sodass fiir sfem p4q0,8 kaum Unterschiede in
den Ergebnissen zu erkennen sind, sieche Abbildung 8.50 (rechts).

l. = 50 mm {, = 100 mm
0,4 ——— —
! 1
. (E\A\
0,2 - m | | r/fl{h R‘
Pt
— b 4o ".,43 /
B W/‘ £ h\
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Abbildung 8.50: Schiefe d,,, der Normalspannung o;; entlang des Schnittes fiir zwei

verschiedene Korrelationsldngen

8.7.3 Sobol’ Indizes entlang eines Schnittes

Um den Einfluss der einzelnen Eingangsvariablen auf die stochastische Zugspan-
nung beurteilen zu konnen, werden im Folgenden die totalen PCE-basierten So-
BOL’-Indizes entlang des in Abbildung 8.47 definierten Schnittes untersucht. Die
Korrelationslange des Zufallsfeldes betrigt /. = 100 mm. Fir die Auswertung
wird die Konfiguration sfem p4q0,8 herangezogen. An dieser Stelle sei erwahnt,
dass bereits ab sfem p2ql nur noch marginale Unterschiede in den SOBOL’-Indizes
zu erkennen sind.

Anhand Abbildung 8.51 wird deutlich, dass die Sensitivitatsmafle eine ausgeprég-
te raumliche Abhangigkeit aufweisen. Der vernachlassigbare Einfluss von Variable
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X4 = &4 lasst sich damit begriinden, dass der zugehorige Eigenvektor ¢4 entlang
des Schnittes gleich null ist, siche Abbildung 8.51. Zwischen den SOBOL’-Indizes
ST@) ynd ST sowie zwischen ST % und STP zeigt sich ein qualitativ Ahnli-
cher Verlauf. Diese Ahnlichkeiten lassen sich darauf zuriickfithren, dass die jeweils
zugehorigen Eigenformen vergleichbare Charakteristika aufweisen.

T'(pe) T'(pe)
——85, " —A—S;" gL (we) Eigenformen
T (pc 5

_E_S2 ) _V_SZ(pC) (Pl [_]

T (pc)

20 25 30 35
x [mm]

Abbildung 8.51: Totale SOBOL’-Indizes entlang des Schnittes fiir eine Korrelations-

lange von £, = 100 mm

8.7.4 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und Quantilwerte

Schlielich wird die Dichtefunktion f,,,(o11) der stochastischen Zugspannungen
an den Knoten A und B betrachtet. Fiir die Referenzlésung mit der MCS werden
wie zuvor N = 5x10% FE-Berechnungen durchgefiihrt. Mit der gleichen Anzahl an
Stichproben wird die PC-Entwicklung der Normalspannung o1; ausgewertet. Die
Schatzung der Dichtefunktion erfolgt mit der MATLAB [116] eigenen Funktion
ksdensity.

In Abbildung 8.52 (links) sind die geschétzten Dichtefunktionen der Normal-
spannung oy; am Punkt A dargestellt. Hier sind geringe Abweichungen in der
Dichtefunktion von mecs + sfem plql und mcs + fem zu erkennen. Bereits die qua-
dratische Polynombasis sfem p2ql zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung mit der
Referenzlosung der MCS. Ein &hnliches Verhalten ist fiir die Spannung am Kno-
ten B zu beobachten, siche Abbildung 8.52 (rechts). Fiir die nicht dargestellten
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Abbildung 8.52: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f,,,(011) der Normalspannung

011 an den Knoten A (links) und B (rechts) fiir eine Korrelationsldnge von ¢, = 100 mm

Konfigurationen sfem p3q0,8 und sfem p4q0,8 zeigt sich sowohl fiir den Knoten A
als auch fiir den Knoten B eine sehr gute Ubereinstimmung mit der MCS.

Zudem wird der 99%-Quantilwert der Normalspannung an den beiden Knoten
A und B bestimmt. Fiir die Berechnung werden stets N = 5 x 10° Stichproben
verwendet. In Tabelle 8.23 sind die Ergebnisse zusammengefasst. Fiir alle Konfi-
gurationen der SSFEM lisst sich eine gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen
der MCS erkennen. Die prozentuale Abweichung () in Tabelle 8.23 wird, wie in
Gleichung (8.8) dargestellt, berechnet. Mit steigendem Polynomgrad zeigt sich
eine Konvergenz der SSFEM-Ergebnisse gegen die Referenzlosung der MCS.

) Knoten A Knoten B
Bezeichnung 5 5
00,99 [N/mm ] €00,99 [%] 00,99 [N/mm ] €00,99 [%]

mcs 52,9797 — 17,7258 —
mcs + sfem plql 53,0596 0,1509 17,6992 0,1497
mcs + sfem p2q1 52,9718 0,0149 17,7238 0,0113
mcs + sfem p3q0,8 52,9748 0,0092 17,7246 0,0064
mcs + sfem p4q0,8 52,9755 0,0080 17,7266 0,0048

Tabelle 8.23: 99%-Quantilwert der Normalspannung o1 an den Knoten A und B fiir

eine Korrelationslange von ¢, = 100 mm
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8.8 Einhiiftiger Rahmen unter Gleichlast

Als numerisches Beispiel fiir die geometrisch exakte Stabformulierung aus Ab-
schnitt 6.4 dient der einhiiftige Rahmen unter einer Gleichlast ¢qq, sieche Abbil-
dung 8.53. Die Struktur orientiert sich am sogenannten Lee’s frame, siche LEE
ET AL. [72]. Dieser Rahmen wird héufig als Testbeispiel fiir geometrisch exakte
Stabformulierungen herangezogen. Die Stiitze ist 50 cm hoch und wird in 20 Sta-
belemente unterteilt. Der Riegel hat eine Lange von 75cm und wird daher mit
30 Elementen diskretisiert. Dies fithrt zu insgesamt 50 Elementen und 51 Kno-
ten. Ein Teil des Riegels ist durch eine konstante Gleichlast ¢y beansprucht. Die
Belastung ist konservativ und wirkt stets vertikal. Fiir die Berechnung wird von
isotropem, linear elastischem Materialverhalten ausgegangen.

do
\ 4 A 4 v A 4 A 4
T [ pa
Geometrie
L =50cm
x Querschnitt
A=2cm? g
I=2/3cm? o
Ae; k=15/6 lem
F—#
L ,5)_51
, L/ L/4 , L ,

Abbildung 8.53: Einhiiftiger Rahmen unter Gleichlast: Geometrie und Belastung

Fiir die vollstandige Berechnung des Gleichgewichtspfades wird die verallgemei-
nerte Verschiebungssteuerung aus Abschnitt 7.2 verwendet. Im Rahmen des Lo-
sungsalgorithmus wird die Verschiebung w gesteuert, sieche Abbildung 8.53. Diese
Grofle wird mit einem Inkrement von Aw = 2cm von 0 bis 50 cm gesteigert. Im
Rahmen des Losungsverfahrens werden die PC-Koeffizienten \,,« € {0,..., P}
des stochastischen Lastfaktors zuriickgerechnet. Zudem sei darauf hingewiesen,
dass aufgrund der Streckenlast die Anwendung der Einzelverschiebungssteuerung
aus Abschnitt 7.1.2 nicht moglich ist.
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8.8.1 Beriicksichtigung unscharfer Materialparameter und Belastung

Der E-Modul der Struktur wird als raumlich korreliertes Zufallsfeld mit den Ei-
genschaften
E(X,w) ~ N (21000, 2100) kN /cm® (8.32)

modelliert. Die Querdehnzahl betragt v = 0,3. Wie auch in den vorherigen Bei-
spielen wird fir das Zufallsfeld die quadratisch exponentielle Korrelationsfunktion
verwendet. Die charakteristische Lange betragt /. = 30cm. Mit einem Quali-
tatsmafl von ) = 0,99 verbleiben von den insgesamt N = 51 Termen in der
Karhunen-Loeve-Entwicklung (KLE) lediglich sechs Summanden. Die Erzeugung
des Zufallsfeldes erfolgt auf einer geraden Linie der Lange 50 + 75 = 125cm.
Zusatzlich zum streuenden E-Modul wird die Gleichlast ¢o als GAUSS’sche Zu-
fallsvariable mit den Eigenschaften

go(w) ~ N(0,1,0,01) kN /cm (8.33)

berticksichtigt. Somit sind in diesem Beispiel insgesamt M = 7 normalverteilte
Zufallsvariablen vorhanden. Diese sind im Vektor X = [£;, &, &3, &4, 5,8, qo]” €
R” zusammengefasst. Fiir die Approximation der stochastischen Dimension wer-
den ausschliefilich HERMITE-Polynome verwendet.

8.8.2 Ergebnisse der SSFEM

Fir die SSFEM werden insgesamt vier verschiedene Konfigurationen untersucht,
siehe Tabelle 8.24. Wie in Abschnitt 6.4 beschrieben, wird fiir die dort vorge-
stellte, stochastische Stabformulierung eine numerische Integration im stochasti-
schen Raum bendtigt. Die Anzahl der Integrationspunkte richtet sich nach dem
Polynomgrad p der jeweiligen SSFEM-Konfiguration. Wie in Abschnitt 5.3.1 be-
schrieben, werden fiir die numerische Integration p + 1 Stiitzstellen pro Richtung

Polynomgrad p | ¢-Norm ¢ | Bezeichnung | P | ndof Ning
1 1 sfem plql 8| 1192 128
2 1 sfem p2ql 36 | 5364 | 2187
3 0,8 sfem p3q0,8 43 | 6407 | 16384
4 0,8 sfem p4q0,8 | 127 | 18923 | 78125

Tabelle 8.24: Freiheitsgrade ndof in Abhangigkeit vom Polynomgrad p und der g-
Norm g, die zugehorigen Bezeichnungen der jeweiligen Konfigurationen sowie die Anzahl

Nint verwendeter Integrationspunkte
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verwendet. Dies fithrt zu einer Gesamtanzahl von Ny = (p + )M = (p + 1)7
erforderlichen Integrationspunkten, siehe Tabelle 8.24. Es wird deutlich, dass die
Anzahl Ny, mit steigendem Polynomgrad p exponentiell zunimmt.

Analog zu den vorherigen Beispielen werden fiir die Referenzlésung mit der MCS
N =5 x 10° Latin-Hypercube-Stichproben verwendet. In Abbildung 8.54 ist der
Mittelwert p) des streuenden Lastfaktors A iiber der deterministischen Verschie-
bung w aufgetragen. Fiir nahezu alle Konfigurationen der SSFEM aus Tabelle
8.24 ldsst sich eine sehr gute Ubereinstimmung mit den MCS-Ergebnissen fest-
stellen. In Abbildung 8.54 ist zusétzlich der Mittelwert der verformten Struktur
fiir die zwei Lastschritte w = 12c¢m und w = 50 cm dargestellt. Dabei ist zu
erkennen, dass am Durchschlagpunkt bei w = 12cm bereits grofie Verformun-
gen und auch grofie Verdrehungen auftreten. Dies verdeutlicht die Notwendigkeit
einer geometrisch exakten Stabformulierung.

Abbildung 8.55 stellt die Standardabweichung o, des Lastfaktors A dar. Auch
hier ist eine sehr gute Ubereinstimmung der SSFEM- und der MCS-Ergebnisse zu
beobachten. Lediglich fiir die Konfiguration sfem plql sind geringe Abweichungen
zu erkennen.

Abbildung 8.56 zeigt zusatzlich die Schiefe 9, des Lastfaktors A. Das Approxima-
tionsverhalten der SSFEM hinsichtlich der Schiefe &hnelt dem der vorangegan-
genen, numerischen Beispiele. Die quadratische Polynombasis der Konfiguration
sfem p2ql ist nicht ausreichend, um die Schiefe vollstandig zu erfassen.

Um die Streuung des Lastfaktors A zu visualisieren, ist in Abbildung 8.57 der Mit-
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Abbildung 8.54: Mittelwert u) des Lastfaktors A fiir verschiedene Kombinationen des
Polynomgrads p und der g-Norm ¢
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Abbildung 8.55: Standardabweichung o) des Lastfaktors A fiir verschiedene Kombi-

nationen des Polynomgrads p und der g-Norm ¢
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Abbildung 8.56: Schiefe §, des Lastfaktors A fiir verschiedene Kombinationen des
Polynomgrads p und der g-Norm ¢

telwert p) plus/minus dreimal die Standardabweichung o, dargestellt. Zusétzlich
zeigt diese Abbildung mehrere zufillige Last-Verschiebungskurven. Anhand die-
ser Darstellung ist zu erkennen, inwiefern die variierende Materialeigenschaft und
die stochastische Belastung das Verhalten der Tragstruktur beeinflussen.

In Abbildung 8.58 ist zudem der Mittelwert plus/minus die dreifache Standard-
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0 10 20 30 40 o0
w [cm]

Abbildung 8.57: Mittelwert u) plus/minus die dreifache Standardabweichung o so-
wie zuféllige Last-Verschiebungskurven

abweichung der verformten Struktur zu drei unterschiedlichen Lastschritten dar-
gestellt. Der markierte Knoten in jeder Verformungsfigur ist jener, an dem die
Verschiebung w im Rahmen der verallgemeinerten Verschiebungssteuerung vor-
gegeben wird. Da diese Verschiebungsgrofie deterministisch ist, liegen die Punkte
fiir einen Lastschritt auf einer horizontalen Linie. Aufgrund der Unschérfen des
E-Moduls E und der Belastung ¢y sind die tibrigen Knotenverschiebungen sto-
chastische Grolen. Die Streuung ist in Abbildung 8.58 zu erkennen.

—u
— u+30
— =30

Abbildung 8.58: Mittelwert p plus/minus die dreifache Standardabweichung o der
verformten Struktur zu drei unterschiedlichen Lastschritten
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Wie auch in den vorherigen Beispielen wird hier das Konvergenzverhalten der
stochastischen Elementformulierung untersucht. Hierflir wird der Lastschritt w =
12e¢m — w = 14 cm betrachtet. In Tabelle 8.25 ist die Norm des globalen Re-
sidualvektors G wahrend der NEWTON-Iteration dargestellt. Fiir alle Konfigura-
tionen ist in der Néhe des Gleichgewichtspunktes eine quadratische Konvergenz

zu beobachten.

Iterationsschritt | sfemplql sfem p2ql | sfemp3q0,8 | sfem p4q0,8
1 7,7439E—01 | 7,7439E—01 | 7,7439E—01 | 7,7439E—01
2 3,4474E+02 | 3,4474E+02 | 3,4475E+02 | 3,4473E+02
3 4,6086E+00 | 4,6748E4-00 | 4,6470E+00 | 4,6524E+00
4 8,5383E—01 | 8,3198E—01 | 8,4026E—01 | 8,3851E—01
5 3,4582E—02 | 3,2676E—02 | 3,2235E—02 | 3,2770E—02
6 1,7791E—04 | 1,7320E—04 | 1,6247E—04 | 1,8214E—04
7 1,6140E—09 | 3,8269E—09 | 2,3964E—09 | 4,2176E—09

Tabelle 8.25: Konvergenzverhalten verschiedener SSFEM-Konfigurationen fiir den

Lastschritt w = 12cm — w = 14cm

8.8.3 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

Anhand Abbildung 8.56 ist zu erkennen, dass fiir w = 28 cm erkennbare Ab-
weichungen in der Approximation der Schiefe zu beobachten sind. Aus diesem
Grund wird an dieser Stelle die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des Lastfak-
tors genauer untersucht, siehe Abbildung 8.59. Das Vorgehen fiir die Konstruktion
der Dichtefunktion ist in Abschnitt 8.2 beschrieben. Alle folgenden Auswertungen
basieren auf einer Stichprobenanzahl der Grofie N = 5 x 10°.

Wie zu erwarten, kann die Konfiguration sfem plql die Schiefe des streuenden
Lastfaktors nicht abbilden, sieche Abbildung 8.59. Mit zunehmendem Polynom-
grad der SSFEM lasst sich eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen den SSFEM-
und den MCS-Ergebnissen feststellen.

8.8.4 Abschlielende Bemerkungen

o Anhand des numerischen Beispiels wird gezeigt, dass mit der verallgemei-
nerten Verschiebungssteuerung aus Abschnitt 7.2 auch stochastische Belas-
tungen im Rahmen einer Berechnung berticksichtigt werden kénnen. Die
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Abbildung 8.59: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fy(Alw = 28) des Lastfaktors A

bei einer Verschiebung von w = 28 cm

PC-Koeffizienten des globalen Lastvektors werden gemafl der Multiplikati-
on in Gleichung (7.22) bestimmt.

o Tabelle 8.24 verdeutlicht nochmals den exponentiellen Anstieg der erforder-
lichen Integrationspunkte N;,; mit steigendem Polynomgrad p. Um diesem
Effekt entgegenzuwirken, kénnen die bereits angesprochenen Diinngitter-
Verfahren verwendet werden, vgl. Abschnitt 5.3.1.

o Das Approximationsverhalten der stochastischen Stabformulierung ist hin-
sichtlich der stochastischen Momente wie Mittelwert, Standardabweichung
und Schiefe mit dem der Schalen- und Scheibenformulierung vergleichbar.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit widmet sich der Theorie und Numerik spektraler stochas-
tischer FE-Formulierungen bei geometrisch nichtlinearem Deformationsverhalten.
Den Ausgangspunkt der Elementformulierungen bildet ein stochastisches Variati-
onsprinzip, welches in der stochastischen Dimension mit der polynomiellen Chao-
sentwicklung (PCE) diskretisiert wird, wéhrend fir die radumliche Diskretisierung
die Finite-Elemente-Methode (FEM) zur Anwendung kommt.

Der neuartige Forschungsbeitrag der Arbeit liegt in der Entwicklung geometrisch
nichtlinearer spektraler stochastischer FE-Formulierungen verschiedener Struktu-
relemente. Hierzu gehoren eine Schale mit moderaten Rotationen, eine gemischt-
hybride Scheibe sowie ein geometrisch exaktes, zweidimensionales Stabelement.
Dartiiber hinaus werden bestehende Losungsalgorithmen im Rahmen der SSFEM
durch eine in dieser Arbeit weiterentwickelte verallgemeinerte Verschiebungs-
steuerung erginzt. Die wesentlichen Punkte der vorliegenden Arbeit lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

e Die stochastische FE-Formulierung der Schale basiert auf einem 4-Knoten-
Element mit bilinearen Ansatzfunktionen. Zur Vermeidung des Querschub-
Versteifungseffekts wird der Ansatz nach BATHE & DVORKIN [15] konsis-
tent in die stochastische Schalenformulierung integriert. Der nahtlose Uber-
gang zwischen der stochastischen und der deterministischen FE-Formulie-
rung wird anhand ausgewéhlter Zusammenhéange dargestellt.

o Basierend auf einem HELLINGER-REISSNER-Funktional wird ein stochasti-
sches, gemischt-hybrides Scheibenelement entwickelt. Hierfiir wird der Span-
nungsansatz von PIAN & SUMIHARA [86] im Kontext der SSFEM formu-
liert. Die zusétzlichen Spannungsfreiheitsgrade werden mittels statischer
Kondensation auf Elementebene eliminiert. Anhand der Scheibe wird zu-
satzlich die Umrechnung verschiedener stochastischer Spannungsmafle dar-
gelegt.

o Die Behandlung finiter Rotationen im Rahmen der SSFEM wird am Beispiel
der stochastischen Stabformulierung gezeigt. Fiir die erforderliche Ortho-
gonalprojektion wird eine numerische Integration im stochastischen Raum
verwendet.

o Fiir alle Strukturelemente erfolgt eine konsistente Linearisierung des zu-
grundeliegenden Variationsprinzips. Damit wird eine quadratische Konver-
genz der stochastischen FE-Formulierungen im Rahmen des NEWTON-Ver-
fahrens erzielt.
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« Die Notation der in dieser Arbeit vorgestellten stochastischen Elementfor-
mulierungen folgt derjenigen herkémmlicher FE-Formulierungen. Dies ist
insbesondere hinsichtlich der Implementierung der entwickelten Elemente
von groflem Vorteil.

o Klassische Losungsverfahren, wie die Laststeuerung und die Einzelverschie-
bungssteuerung, sowie deren Anwendung im Rahmen der SSFEM werden
detailliert dargestellt. Die verallgemeinerte Verschiebungssteuerung, siche
WAGNER & WRIGGERS [123] und BATOZ & DHATT [16], wird weiter-
entwickelt, sodass dieser Algorithmus fiir Berechnungen mit der SSFEM
verwendet werden kann.

Die Anwendungsmoglichkeiten der entwickelten stochastischen FE-Formulierun-
gen und der Losungsalgorithmen werden anhand verschiedener numerischer Bei-
spiele gezeigt. Fiir die einzelnen Untersuchungen lasst sich jeweils eine sehr gute
Ubereinstimmung zwischen den SSFEM- und den MCS-Ergebnissen erkennen.
Die aus den Beispielen gewonnenen wesentlichen Erkenntnisse lassen sich wie
folgt zusammenfassen:

o Innerhalb der NEWTON-Iteration wird eine quadratische Konvergenz er-
reicht, welche auf die konsistente Linearisierung zuriickzufiithren ist. Die
Anzahl an Iterationsschritten ist nahezu unabhéngig von der gewahlten Po-
lynombasis.

o Die weiterentwickelte verallgemeinerte Verschiebungssteuerung bietet die
Moglichkeit, Problemstellungen im Rahmen der SSFEM zu untersuchen, bei
denen die Anwendung klassischer Losungsverfahren nicht moglich ist. Dies
sind beispielsweise Durchschlagprobleme unter Belastungen wie Fléchen-
oder Linienlasten.

o Die FE-Diskretisierung der zugrundeliegenden Struktur sowie die Anzahl
der Basispolynome beeinflussen mafigeblich die Grofie der Steifigkeitsmatrix
auf Systemebene. Dies zeigt sich insbesondere in der bendtigten Zeit, die
fiir das Faktorisieren der globalen Steifigkeitsmatrix benotigt wird.

o Um dem exponentiellen Anstieg an Basispolynomen bei vielen Eingangs-
variablen entgegenzuwirken, wird das hyperbolische Abbruchkriterium von
BLATMAN & SUDRET [22] im Rahmen der SSFEM verwendet. Damit kann
die Grofle der globalen Steifigkeitsmatrix und somit auch die Rechenzeit
reduziert werden.

o Eine effiziente Moglichkeit fiir die Berticksichtigung polymorph unscharfer
Eingangsgrofien bietet die erweiterte PC-Entwicklung, siehe SCHOBI [94].
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Hiermit konnen unscharfe Ergebnisgréfien, wie stochastische Momente und
auch Sobol’-Indizes, im Anschluss an eine Berechnung mit der SSFEM ohne
grofferen Berechnungsaufwand bestimmt werden.

Generell bietet die SSFEM eine elegante Moglichkeit, Unschérfen im Rahmen
einer Strukturanalyse zu berticksichtigen. Ob kiinftig die MCS oder die SSFEM
fiir eine Problemstellung verwendet wird, hangt von verschiedenen Faktoren ab.
Ein entscheidender Aspekt fir die Effizienz der SSFEM ist die Zeit, die fir
das Faktorisieren der globalen Steifigkeitsmatrix benotigt wird. Sowohl die FE-
Diskretisierung der zu untersuchenden Struktur als auch die Anzahl der Basis-
polynome bestimmen die Gesamtzahl der Freiheitsgrade und damit die Grofe
der Steifigkeitsmatrix. Dies wird besonders bei grolen Problemstellungen mit ei-
nem hochdimensionalen stochastischen Eingangsraum deutlich. Daher entfaltet
die SSFEM ihre Vorteile vor allem bei kleineren Strukturen mit einer moderaten
Anzahl stochastischer Eingangsvariablen.

Aufbauend auf der vorliegenden Arbeit konnten weitere Punkte im Zuge zukiinf-
tiger Forschungsarbeiten untersucht werden. Diese lassen sich wie folgt zusam-
menfassen:

o Die in Abschnitt 6.2 beschriebene stochastische Schalenformulierung ist auf
moderate Rotationen beschrankt. Fiir die Behandlung finiter Rotationen
ist eine numerische Integration erforderlich, wie die Stabformulierung aus
Abschnitt 6.4 zeigt. Eine sinnvolle Erweiterung der Schalenformulierung
aus Sicht des Autors wére ein sogenanntes Volumen-Schalenelement, siehe
KLINKEL ET AL. [68]. Da solch eine Formulierung ausschlieBlich Verschie-
bungsfreiheitsgrade aufweist, entfillt die numerische Integration fiir die Or-
thogonalprojektion im Rahmen der SSFEM.

» Bei den vorgestellten FE-Formulierungen wird stets von einer determinis-
tischen Ausgangskonfiguration ausgegangen. Die wesentlichen Anderungen
bei Berticksichtigung einer stochastischen Referenzkonfiguration werden in
Abschnitt 6.2.5 andiskutiert. Mit einer geeigneten Erweiterung der SSFEM
konnten Strukturen auch unter dem Einfluss geometrischer Imperfektionen
untersucht werden.

o Fiir die Verfolgung allgemeiner nichtlinearer Gleichgewichtspfade sind unter
Umstdanden Pfadverfolgungsalgorithmen bzw. Bogenléngenverfahren erfor-
derlich, sieche WAGNER & WRIGGERS [123]. Entsprechende Erweiterungen
der in dieser Arbeit beschriebenen Losungsalgorithmen konnen Gegenstand
zukunftiger Forschungsaktivitaten sein.
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o Fir die Diskretisierung der raumlichen Dimension wird die Finite-Elemente-
Methode (FEM) verwendet. Grundsétzlich konnen hierfiir beliebige Me-
thoden Anwendung finden, wie beispielsweise die isogeometrische Analy-
se (IGA), siche HUGHES ET AL. [61], oder die Scaled-Boundary Finite-
Elemente-Methode (SBFEM), siche KLINKEL & REICHEL [69]. Die Diskre-
tisierung des stochastischen Raums mit der polynomiellen Chaosentwick-
lung (PCE) wird davon nicht beeinflusst.

o In dieser Arbeit werden Zufallsfelder fiir die Modellierung rdaumlich kor-
relierter Materialeigenschaften verwendet. Eine Moglichkeit, epistemische
Unschérfe in einem Zufallsfeld zu beriicksichtigen, sind sogenannte Fuzzy-
wahrscheinlichkeitsbasierte Zufallsfelder, siche beispielsweise MOLLER [81].
Solche polymorph unscharfen Felder kénnen im Rahmen der SSFEM mit
dem Konzept der erweiterten PC-Entwicklung berticksichtigt werden. Dies
kann im Zuge zukiinftiger Forschungsarbeiten untersucht werden.
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A Orthogonalprojektion

Die Losung des kontinuierlichen Minimierungsproblems in Gleichung (5.70) ent-
spricht der Orthogonalprojektion in Gleichung (5.39), wie in SUDRET [109] gezeigt
wird. Dieser Zusammenhang wird im Folgenden in Anlehnung an die genannte Li-
teratur dargestellt. Zunéchst wird das Minimierungsproblem in Gleichung (5.70)
umgeformt:

=K (f: za\I/a(X)> + 7% -2 EP: 2V (X)Z

a=0

+E|2’] - E [22)%%()()2] .

s

Aufgrund der Orthonormalitéitseigenschaft der Polynome vereinfacht sich der ers-
te Summand und es gilt

P P

E[e(X)?| =Y 22 +E |2’ -E [2 3 za\I/a(X)Z] . (A.2)
a=0 a=0

Das Minimum von Gleichung (A.2) wird tiber die Bedingung

OE [e(X)?]

2. 0, a=0,..., (A.3)

bestimmt. Die Ableitung von Gleichung (A.2) nach den PC-Koeffizienten z, lautet

E[e
L ZQZQ—EFZZ\I’ 1
(A.4)
Z «—E[ZV,(X)])=0.
Schliefflich gilt fiir die Koeffizienten der PC-Entwicklung
=E[ZV,(X)] , a=0,...,P, (A.5)

wobei dieser Zusammenhang gerade Gleichung (5.39) entspricht.
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B Rechenoperationen mit PC-Entwicklungen

Verschiedene arithmetische Operationen mit PC-Entwicklungen sind wesentliche
Bestandteile der stochastischen FE-Formulierungen. Der folgende Abschnitt zeigt
Algorithmen, die fur eine effiziente Implementierung verwendet werden koénnen.

Fir die numerische Umsetzung in MATLAB [116] ist es zweckméfig die Kom-
ponenten des Multiplikationstensors Dqg, als Matrix abzuspeichern. Analog zu
Gleichung (5.161) wird die folgende Definition eingefiihrt:

DaOO s DaOP

D,=| : p eRP*P mit a€{0,...,P}. (B.1)

afy
DaPO s DaPP

Damit werden alle Eintrage des Multiplikationstensors in der Matrix

M := [vec(Dy), ..., vec(D,) ,...,vec(Dp)| € R, (B.2)
M(:, a4 1)

angeordnet. Der Ausdruck vec (D, ) bezeichnet die Vektorisierung der Matrix D,,,
siche Gleichung (B.1). Dabei wird die Matrix D,, spaltenweise in einen Vektor
umgeformt, welche in der (a+1)-Spalte der Matrix M angeordnet wird. In Anleh-
nung an die Notation in MATLAB ist diese mit M(:, «+1) gekennzeichnet. Da nur
eine geringe Anzahl an Elementen von M ungleich null sind, handelt es sich um
eine diinnbesetzte (engl.: sparse) Matrix. In MATLAB wird diese im Compressed
Sparse Column-Format (CSC) abgespeichert.

Im Rahmen der numerischen Umsetzung werden PC-Variablen stets als Zeilen-
vektor definiert. Die P Koeffizienten der bereits bekannten PC-Entwicklungen
sind in den beiden Vektoren

b =[by,...,bp] R und c=]c,...,cp|] € R (B.3)
zusammengefasst. Weiterhin beinhaltet
a=lag,...,ap] € R™F (B.4)

die unbekannten Koeffizienten.

In Tafel B.1 ist die Multiplikation a = b - ¢ der beiden PC-Entwicklungen aus
Gleichung (B.3) dargestellt. Der Algorithmus fiir die Division a = ¢/b ist in Tafel

B.2 veranschaulicht. Der Ausdruck B = Veclglp(b) bezeichnet an dieser Stelle die

inverse Operation der Vektorisierung. Dabei wird der Vektor b € RP**1 in eine
Matrix B € RP*? transformiert.
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Eingang: b € R™>P ¢ € R*P, M e RP**F
Ausgang: a € R>*P
funktion PCmulti(b, c, M, a)

S=b®c, SeR*P > Dyadisches Produkt
s = vec(S), s € RP*x1 > Matrix in Vektor umformen / Vektorisierung
a=s'M

end

Tafel B.1: Multiplikation a = b - ¢

Eingang: b € R™>*P ¢ € R™*P M € RP**P
Ausgang: a € R*P
funktion PCdivis(c,b, M, a)

b =b"M, b e RP*x!

B= Vecglp(l_)), B € RP*F > Vektor in Matrix umformen
a=cB™! > Gleichungssystem 16sen
end

Tafel B.2: Division a = ¢/b

Eine weitere wichtige Umformung bei den stochastischen FE-Formulierungen ist
die Erweiterung einer Matrix, siehe beispielsweise Gleichung (6.37). Ausgangs-
punkt ist die PC-Entwicklung einer stochastischen Matrix

P
D(w) = Z DV, mit D, e R " (B.5)
a=0

wobei nr die Anzahl an Zeilen und nc die Anzahl an Spalten angibt. Die einzelnen

(nr-P)x(

Koeffizienten werden in einer erweiterten Matrix D € R nc-P) angeordnet,

vgl. Gleichung (6.37). Fiir die numerische Umsetzung werden die PC-Koeffizienten
D, in der Matrix

d= {vec (Dg),...,vec(Dy),...,vec (Dp)} € Rwrme)xP (B.6)

angeordnet. Auf Basis der Matrix d in Gleichung (B.6) wird die erweiterte Matrix
D bestimmt. Diese Erweiterung ist an mehreren Stelle in den stochastischen FE-
Formulierungen erforderlich. Im Wesentlichen sind das

o die Berechnung der erweiterten Materialmatrix D, siehe Gleichung (6.37),

o die Berechnung der B-Matrix By , siche Gleichung (6.61) und
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o die Berechnung des Integranden Gy, siche Gleichung (6.71).

Eine effiziente Moglichkeit diese Erweiterung durchzufiihren ist in Tafel B.3 dar-

gestellt.

Eingang: d € R(nr'nc)xp, nr, nc, M € RP?*xP
Ausgang: D € R(rP)x(neP)
funktion PCexp(d, nr,nc, M, D)
d=dM”
ir=1[1,...,nr] € R, ic=[1,...,nc] € R”
for j=1,...,nr do
ii=ir+nr-(j—1)
for k=1,...,ncdo
kk =ic+nc- (k—1)
ip=k+P-(i—1)
D(ii, kk) = vecy!,. (d(:,ip))
end for
end for

end

> Matrixmultiplikation mit Multiplikationstensor

> Zeiger fiir Reihen

> Zeiger fiir Spalten
> Linearer Spaltenindex

> Finbau der Teilmatrix

Tafel B.3: Erweiterung D,g = Dqg D, ,

a,p,v€{0,..., P}
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C Anhang zur stochastischen Schalenformulie-

rung

In Abschnitt 6.2 wird die stochastische FE-Formulierung fiir eine Schale mit mo-
deraten Rotationen vorgestellt. Der folgende Anhang fasst die verbleibenden Va-
riationen und Linearisierungen der Schalenverzerrungen zusammen. Zudem wird
die Behandlung coplanarer Knoten im Rahmen der Schalenformulierung disku-

tiert.

C.1 Variation und Linearisierung der Schalenverzerrun-
gen
Die PC-Koeffizienten der virtuellen Membranverzerrung deoy lauten

88227
a16:3,\,2

85227
au2,\,2

Oe 22+

0€92y = durre + dugy 2 + dusy 2

au1,\,2

= Dupgy0artt1 20U 2 + (0yx + DapyOartiopa) Ot 2 + DagyOartizsadtsy 2

= Digy[u1p20u1r2 + (6p0 + U 2)0Uon 2 + Usg 20Usy 2] - (C.1)
Fir die Koeffizienten der Variation der Schubverzerrung 2de;5 gilt
20e19y = 280221;: a1 2;118112; Oz 2 2?212: Ol 1 2(122; O 2
B 1
= Dopy0artt1520Uix1 + (64x + DapyOarting1)0uiy 2 (C.2)

+ (0yx + DapyOartiop2)0usn i + DagyOartizg 10Uy 2

+ Dapy0arttzg 20Usx 1 + Dagy0artizg0Usy 2

= Digy[u1p20u1x1 + (6p0 + w15,1)0uin2 + (950 + Uz 2)dUsn 1
+ Ugp,10Uz 2 + Usp20UsN 1 4 Usg10USN 2] -

Die PC-Koeffizienten der virtuellen Schalenkriimmungen berechnen sich wie folgt:

IPira (C.3)
= 'y)\é‘ﬁl)\,l = DABvaﬁogﬁlA,l )
Oka
dkggy = ——1§
22+ 9Bor s Bax2 (C.4)

= ’y/\(sBQ)\,Q = DABV(S,BO(SBQ)\,Q )
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28/@127 28/%127 56
OPix2 P2 . (C.5)

= 0205122 + 95008221 = Dipy (0005152 + 050052 1) -

20K19y = dfia2 +

Fiir die beiden Schubverzerrungen lauten die Variationen

0 0
%(wu + (9%37 dusx 1
Bix U1 (C.6)

= 0205815 + 000usx1 = Diagy (850051 + Gpo0usn 1)

67137 =

0 0
0Y23y = %55% + 87237 dugy 2
Bax U3)2 (C.7)

= 0,20082x + 020u3x 2 = Dy (0500 B2 + dp00usy2) -

Die Linearisierung der virtuellen Membranverzerrung in Gleichung (C.1) wird wie

folgt bestimmt:
658227

Qury,o

858227

Ouay,2

858227

A(sé’:fzg7 =
8u3#72

Aum,g AUQ'U‘,Q AU3#,2

C.8
= Dy 08u[0U1x 20U, 2 + 0Ugy 2AUg,, 2 + Ousy 2AUs,, 2] (C8)

= D,\W[éul,\gAum,g + 5U2>\’2AU2“’2 + 5UJ3>\,2AU3“’2] .

Auf gleiche Weise wird die Linearisierung der virtuellen Schubverzerrung in Glei-
chung (C.2) berechnet:

206 200
2Adery, — 3 €12+ Atrr + dée12y

Uiyl Oy
2(9(58127

AUQ“’Q + 7AU3H,1 +
3u3ﬂ71

Aulu,z +

I 2656127

Ousy,»

= Dy 08u[0u1x 20U, 1 40Uty 1 AU, 2 + Oty 2A U, 1 (C.9)

+ Gugn 1 Augy o + Susgy o Augy, 1 + dugy 1 Aus,y, o]

= Dy [0urr2Auyy 1 + duiy1Auyy o + 0ugy 2Aug, 1

+ Gugn 1 Augy o + dugy oAz, 1 + dusy1Aus, o -

C.2 Behandlung coplanarer Knoten

Die Schalenformulierung aus Abschnitt 6.2 berticksichtigt im globalen Koordina-
tensystem neben den drei Verschiebungen auch drei Verdrehungen. Aus diesem
Grund ist es erforderlich, Randbedingungen fiir alle drei Rotationsfreiheitsgra-
de zu definieren. In Abbildung C.1 sind drei unterschiedliche Anordnungen von
zwei Schalenelementen dargestellt. Im Folgenden wird erldutert, inwiefern sich die
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IN|[ =1 A . A
24 s M /U/ -
e . / N, J Ng N, J N
Yo ©2 53 [Nkl =1
o 1-N;Ng#£0 1-N;-Ng~0 1-N;-Ng=0

Abbildung C.1: Unterschiedliche Anordnungen zweier Schalenelemente

verschiedenen Anordnungen auf die Steifigkeiten der drei Rotationsfreiheitsgrade
auswirken.

Hierfiir werden die zwei normierten Normalenvektoren N; und Ny aus den Ele-
menten [ bzw. K am Knoten J betrachtet. Anhand von Abbildung C.1 (links)
wird deutlich, dass bei dieser Anordnung eine Steifigkeit fiir alle drei Rotationen
um die globalen Achsen {e;}?_, vorliegt. Es handelt sich bei Knoten J um einen
nicht coplanaren Knoten. Bei der Anordnung in Abbildung C.1 (rechts) existiert
keine Steifigkeit fir die Verdrehung 5§ um die globale Achse e3. Bei Knoten J
handelt es sich deshalb um einen coplanaren Knoten. Solch eine Anordnung von
Schalenelementen findet sich beispielsweise bei Plattenstrukturen, siehe Abschnitt
8.2. Fiir eine sehr flache Schalenanordnung, wie in Abbildung C.1 (mittig) darge-
stellt, geht die Steifigkeit fiir die Verdrehung 3§ gegen Null, was zu numerischen
Problemen fithren kann. Solch eine flache Schalenstruktur wird beispielsweise in
Abschnitt 8.3 untersucht.

In Abbildung C.2 sind die Rotationsfreiheitsgrade der Schalenformulierung fiir
nicht coplanare und coplanare Knoten dargestellt. An dieser Stelle sei erwahnt,
dass unabhéangig von der Art des Knotens stets drei globale Verschiebungsfrei-

nicht coplanarer Knoten coplanarer Knoten

3 globale Rotationen 2 lokale Rotationen

Abbildung C.2: Rotationsfreiheitsgrade an einem nicht coplanaren Knoten (links)

und an einem coplanaren Knoten (rechts)
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heitsgrade verwendet werden. Anhand von Abbildung C.2 wird deutlich, dass fiir
nicht coplanare Knoten keine Modifikationen in der Schalenformulierung erforder-
lich sind. Fiir coplanare Knoten werden anstatt der drei globalen Verdrehungen
nur zwei lokale Rotationen beriicksichtigt. Die Unterscheidung zwischen coplane-
ren und nicht coplanaren Knoten erfolgt anhand der Bedingung

> ¢, Knoten J ist nicht coplanar

el =1 —N;-Ng { (C.10)

< e, Knoten J ist coplanar
Dabei ist € eine vom Anwender vorgegebene Toleranz, beispielsweise 1073, deren
Absolutwert in Abhéngigkeit von Strukturgrofie und Netzdichte festzulegen ist.

Im Falle eines coplanaren Knotens wird die Transformationsmatrix in Gleichung
(6.48) modifiziert. Die angepasste Matrix lautet

- T O
v [P0 e

Diese Anpassung fiihrt dazu, dass die lokale Verdrehung 3 um die Achse Aj in
Abbildung C.2 vollsténdig von allen iibrigen Freiheitsgraden entkoppelt ist. Die
Bestimmungsgleichung fiir den Freiheitsgrad 3 lautet somit

Kooy 03 =0, (C.12)
wobei K, die zugehorige Steifigkeit bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird
fir K,,,, ein Wert vom Anwender vorgegeben, beispielsweise K,,,, = 1000.

Alternativ konnten diese Freiheitsgrade auch gelagert werden.
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D Anhang zur stochastischen Stabformulierung

In Abschnitt 6.4 wurde die stochastische FE-Formulierung eines geometrisch ex-
akten Stabelements vorgestellt. Der folgende Anhang fasst die Variationen ver-
schiedener Variablen und die zugehorigen Linearisierungen dieser Grofien zusam-
men.

Die Variation des Tangentenvektors in Gleichung (6.169) fiihrt auf die folgenden
PC-Koeffizienten:

, [{0uhy, y,) , [{(—sin BB'3B + cos B3B4) Wy, U,,)
P ™ l<5w&‘1’m%>] 0= l((—COSﬁﬂ’(SBA —sin BOBL) T, U, | (D.1)

Wird Gleichung (6.172) in Abhéngigkeit der Verschiebungsgrofien angegeben, so
folgt:

(1 +u)ouy + w'dw), UaW.,)
((cos BP'dul\, — sin Bf'dwh + (1 4+ u')(—sin 55085 + cos 56 54))
+w'(— cos 05\ — sin 054), UAW.,)
| (sin Bou) + cos Bow), + (1 + u') cos BIf\ — w'sin BBy, UaV,) |

0, =

(D.2)
Fir die Linearisierung der virtuellen Verzerrungen werden die folgenden Groéfien
bendtigt:
Aéx,, =0 und (D.3)
Asd — (Ur(—=6Bxcos AL, — 6Py sin SBAS, — 03, sin BABL)\I/M, U,)

“ (U(dBxsin BB'AB, — §5 cos BAB,, — 63 cos 6A6;)\IJM, U,)

Die PC-Koeffizienten der linearisierten virtuellen Stabverzerrungen in Gleichung
(6.176) konnen ebenfalls in Abhéngigkeit der Verschiebungsgrofien geschrieben

werden:
i (Suh A, + Swh A, U, 0,0}
(0uh\(—sin BB’ AB,, + cos 5A6L) + dw\ (— cos B AB, — sin BABL)
+(—sin B0\ + cos B 3}) Ay, + (— cos 3308y — sin B0 3)) Awy,
Ade, = +(1 4+ ') (—0p) cos BB AB, — 03 sin BAS, — §Bysin ﬁAﬁL)

+w' (8B sin B3'AB, — 03} cos BAB, — 6B cos BAB,), ¥, W \V.,)
(du\(cos BAB,) 4 dw) (— sin BAS,)
+(cos 308x) Au;, + (—sin 6 y) Aw,,
+(1+ o) (=0Bysin BAB,) + w' (=05 cos BAB,), U, ¥\, )

(D.4)



Die fiir die Approximation der virtuellen bzw. linearisierten Verzerrungen benétigte B-Matrix lautet

GIK)\/J, =

<(1 + 'LL/)N}’ qu‘P7>

(W' N}, W, W)

0

(14 ') cos f — w'sin B) Ny

BI'y/\ = <00866/N}7@)\‘P7> <_ Sinﬁﬂlea‘Ij)\\Ij'» N , , , <D5)
—((1+ ') sin 55" + w' cos BB") Ny, U\ U.,)
(sin BNy, U \W.,) (cos BN7, U\ U,) (1 +u)cosff—w'sin B)N;, U W.,)
Fir den geometrischen Anteil der Elementsteifigkeitsmatrix kann der Integrand wie folgt angegeben werden:
((Njcos BNk)Q
(NIN )N, U,0,,) 0 — (N} sin B8/ N )M
+(Njcos BN )M, U\ T ,)
(—(Nysin BNg)Q
0 ((NINg )N, U\¥,,) —(Njcos B’ Ng)M
—(Npsin BN )M, U, ,)
_ (—(Nr((L+u)sin B+ w' cos B)Ng )@
(N cos BN)Q (—(Nk sin SN7)Q .
—(N;((1 4+ ') cos B3" — w'sin ") N ) M
—(Ng sin 5'Nr)M —(Nk cos BB'N)M
—(N7((1 +u)sin B + w' cos B) Nk )M
+(N cos BNJ)M, W\W,) | — (Nl sin BN})M, U,0,,)
—(Nr((1 4 ') sin B 4w’ cos B) Ny )M, W\ ) |
(D.6)

67¢
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