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VORWORT

Gerade bei der Analyse und Synthese nichtlinearer Systeme spielen
die Zustandsraummethoden eine zentrale Rolle. Auf ihrer Basis ent-
standen in den siebziger Jahren die ersten systematischen Regler-
syntheseverfahren von E. FREUND und R. SOMMER. Deren theoretisch
wertvolle Arbeiten gaben den AnstoB, das nichtlineare Beobach-
tungsproblem in dhnlicher Weise anzugehen, zumal beide Regelungs-
verfahren die Kenntnis s@mtlicher Zustandsvariablen voraussetzen.

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellte Beobachterentwurfsme-
thode stellt eine Verallgemeinerung der aus der linearen Theorie
bekannten Verfahren auf den nichtlinearen, zeitvarianten Fall

dar. Sie bedient sich verschiedener Normalformen (auch kanoni-
sche Formen genannt), welche eine fiir den Entwurf geeignete Struk-
tur besitzen.

Diese Dissertation entstand wahrend meiner Tdtigkeit als wissen-
schaftlicher Angestellter am Institut fiir Regelungs- und Steue-
rungssysteme der Universitdt Karlsruhe. Dem Institutsleiter, mei-
nem verehrten Lehrer Herrn Professor Dr. rer. nat. Dr.-Ing. E.h.
0. Féllinger, danke ich ganz herzlich fiir die stete Forderung mei-
ner Arbeit und fir seine konstruktive Kritik, mit der er mir oft-
mals zur Seite stand. Ebenso gilt mein aufrichtiger Dank Herrn
Professor Dr.-Ing. D. Franke fiir die spontane Ubernahme des Kor-
referats und fir sein Interesse an meiner Arbeit. Weiterhin danke
ich meinen lieben Kollegen am Institut fiir Regelungs- und Steue-
rungssysteme fir die kameradschaftliche Zusammenarbeit und ihre
stete Hilfsbereitschaft. Herzlicher Dank gebiihrt auch Frau

Rita Bellm, Frau Marlene Nold sowie Herrn Riidiger Beilharz fiir
die sorgfdltige Erstellung des Textes und der Bilder.

Nicht zuletzt hat meine liebe Frau Iris durch ihre verstindnis-

volle Unterstitzung und Ausdauer ganz wesentlich zum Gelingen
dieser Arbeit beigetragen.

KarTsruhe, im Mai 1986
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Die Furcht des HERRN

ist der Weisheit Anfang;

das ist eine feine Klugheit,
wer danach tut; des Lob

bleibt ewiglich.

Die Bibel, Psalm 111,10
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Alle fiir diese Arbeit erforderlichen Simulationen wurden mit Hilfe
des Programmverbundes PILAR [2;40] auf einer LSI 11-Rechenanlage

des Instituts fiir Regelungs- und Steuerungssysteme der Universitit
Karlsruhe durchgefihrt.



1 EINLEITUNG UND UBERBLICK

Eine Vielzahl der in Natur und Technik vorkommenden Systeme 1&dRt
sich nur durch ein nichtlineares mathematisches Modell hinreichend
genau beschreiben. Will man deren dynamisches Verhalten gezielt
durch eine Regelung beeinflussen, so muB auf ihren nichtlinearen
Systemcharakter Riicksicht genommen werden. Die bislang einzigen sy-
stematischen Reglersyntheseverfahren, die dieser Forderung Rechnung
tragen und im Zustandsraum arbeiten, wurden 1973 von E. FREUND [13]
und 1979 von R. SOMMER [54] angegeben. Beide Verfahren erfordern je-
doch die Kenntnis des gesamten Zustandsvektors, weil zur Realisie-
rung der resultierenden Regelgesetze im allgemeinen samtliche Zu-
standsvariablen benotigt werden. Da meist nur wenige ZustandsgroBen
mit vertretbarem technischem Aufwand meBbar sind, wird der Einsatz
eines Beobachters unumgdnglich. Dabei sei unter einem Beobachter ein
dynamisches System verstanden, dem die MeB- und SteuergroBen der
Strecke laufend zugefiihrt werden und das an seinem Ausgang einen
Schdtzwert fir den tatsdchlichen Zustandsvektor der Strecke liefert,
wobei der Schdatzfehler mit zunehmender Zeit gegen Null strebt.

Bereits Mitte der sechziger Jahre fiihrte D.G. LUENBERGER [41:;42]
den nach ihm benannten Zustandsbeobachter filir lineare, zeitinva-
riante Systeme ein. Fiir den Entwurf eines solchen Luenberger-Be-
obachters erweist sich die 1963 von R.E. KALMAN [22] vorgestellte
Beobachternormal form (siehe auch [1]) als giinstiger Ausgangspunkt.
Sie gestattet namlich iiber eine direkte Vorgabe der Koeffizienten
des charakteristischen Polynoms der Fehlerdifferentialgleichung

die gezielte Beeinflussung der Eigenwerte des Beobachters. Wenn das
zu beobachtende System nicht unmittelbar in dieser speziellen kano-
nischen Form vorliegt, kann es - falls das System beobachtbar ist -
durch eine lineare, zeitinvariante Transformation auf die Beobach-
ternormalform (BNF) gebracht werden.

Die direkte Ubertragung dieser Entwurfsmethode auf den linearen,
zeitvarianten Fall gelang 0. FOLLINGER [8] im Jahre 1978. Er 18ste
diese Aufgabenstellung, indem er eine zeitvariante BNF definierte
und die dazu erforderliche Transformation angab. Da namlich in der
erweiterten BNF die Zeitvarianz an genau einer Stelle konzentriert
ist, kann sie in einfacher Weise kompensiert werden. Ubrig bleibt
eine lineare, zeitinvariante Fehlerdifferentialgleichung, deren
Dynamik dann mit den iiblichen Methoden vorgegeben werden kann.
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Die Veroffentlichung von 0. FOLLINGER, die auch das hierzu duale
Regelungsproblem fiir Tineare, zeitvariante Systeme behandelt, ver-
anlaBte R. SOMMER [54], das Reglersyntheseverfahren auf nichtlineare
und zeitvariante Systeme zu verallgemeinern. Er bedient sich eben-
falls einer kanonischen Form, ndmlich der "Nichtlinearen Regelungs-
normalform (NRNF)". Dazu ist eine nichtlineare, zeitvariante Trans-
formation notwendig. Liegt dann die NRNF vor, so ist dhnlich wie

im linearen, zeitvarianten Fall eine gezielte Kompensation der
Nichtlinearitdten sowie der Zeitvarianz und dariiber hinaus die Vor-
gabe eines gewiinschten Zeitverhaltens mdglich.

Der Erfolg von R. SOMMER 1dBt hoffen, auch den Entwurf nichtlinearer
Beobachter ') mit Hilfe einer kanonischen Form besser in den Griff
zu bekommen. Dieser Versuch liegt nahe, zumal die nichtlineare Be-
obachtertheorie keineswegs als ausgereift bezeichnet werden kann:

® Die mathematisch strengen Entwiirfe von F.E. THAU [58] und
S.R. KOU, D.L. ELLIOTT und T.J. TARN [35] arbeiten mit Lip-
schitz-Bedingungen und der Ljapunow-Theorie. Sie sind deshalb
schwer handhabbar und Tiefern unter Umstdnden nur sehr kleine
Stabilitdtsbereiche.

® Der nichtlineare Beobachter von M. ZEITZ [62], der aus einer
Linearisierung um die geschdtzte Trajektorie hervorgeht, ist
zwar fiur hinreichend kleine Anfangsfehler sehr effektiv, lie-
fert jedoch keine Aussage liber das Einzugsgebiet, in dem der
Zustands-Schdtzer stabil arbeitet, in dem also der geschdatzte
Zustandsvektor gegen den tatsdchlichen konvergiert.

® Eine dhnliche Vorgehensweise fiir den Beobachterentwurf schlagen
D. BESTLE und M. ZEITZ in [3] vor. Im Gegensatz zu [62] bedie-
nen sie sich dabei einer nichtlinearen kanonischen Form; jedoch
gelingt es nicht, die Transformation auf diese Form vollstdndig
durchzufiihren. Durch eine Linearisierung der Fehlerdifferen-
tialgleichung umgehen sie dieses Problem und erhalten einen Be-
obachter, dessen Stabilitdt sich jedoch im allgemeinen nicht
sichern 1dBt.

*) Hier wie auch in der einschldgigen Literatur wird unter einem
nichtlinearen Beobachter der Beobachter fiir ein nichtlineares,
zeitvariantes oder zeitinvariantes System verstanden.
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® Die Transformationsverfahren von A.J. KRENER und A. ISIDORI [36]
sowie A.J. KRENER und W. RESPONDEK [37] verwenden Methoden der
modernen Differentialgeometrie, die den Ingenieuren nicht gelau-
fig sind.

Einige der genannten Verfahren weisen den zusdtzlichen Nachteil auf,
daf} sie auf Systeme ohne EingangsgroBen beschrankt sind oder zumin-
dest die Zeitabhdngigkeit der SteuergrdBen als bekannt voraussetzen.

Der vorliegenden Arbeit Tiegt nun die folgende Zielrichtung zugrunde:

Fir die allgemeine Klasse nichtlinearer, zeitvarianter Mehr-
groBensysteme soll ein Beobachterentwurfsverfahren entwickelt
werden, welches weder eine Linearisierung (im Sinne der Appro-
ximation eines nichtlinearen Systems durch ein lineares System)
noch irgendeine Ljapunow-Abschdatzung bendtigt. Dariiber hinaus
soll das Verfahren eine Aussage iliber das Einzugsgebiet ermog-
lichen, in dem der geschdtzte Zustandsvektor gegen den tat-
sdchlichen konvergiert. AuBerdem soll es im Hinblick auf die
Ingenieursanwendung mit den klassischen analytischen Hilfs-
mitteln auskommen.

Seine Grundlage bildet eine geeignet definierte kanonische Form,
die sogenannte “"Nichtlineare Beobachternormalform (NBNF)". Sie be-
sitzt eine fir den Beobachterentwurf besonders geeignete Struktur
und fihrt - falls der Beobachter entsprechend angesetzt wird - auf
eine homogene, lineare, zeitinvariante Fehlerdifferentialgleichung.
Das zentrale Problem besteht somit in der Berechnung einer nicht-
linearen, zeitvarianten Transformation, die das gegebene System in
diese NBNF iiberfiihrt.

Vor der Herleitung dieser Transformation auf NBNF wird im Kapitel 2
zundchst auf die Beobachtbarkeit nichtlinearer, zeitvarianter Sy-
steme eingegangen. Es wird die "Beobachtbarkeit im groBen" defi-
niert sowie ein Kriterium zu deren Uberpriifung angegeben. Dieses
Kriterium basiert auf einer zweiten kanonischen Form, der "Nicht-
Tinearen Beobachtbarkeitsnormalform (NBKNF)", welche fiir Eingro-
Bensysteme von M. ZEITZ [64] eingefilihrt wurde und in der vorlie-
genden Arbeit auf MehrgrioBensysteme ausgedehnt wird.
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Die Beobachtersynthese ist Gegenstand der beiden folgenden Kapitel,
wobei im 3. Xapitel Systeme mit nur einer und im <. Kapitel Systeme
mit mehreren AusgangsgroBen behandelt werden. Beide Kapitel sind in
gleicher Weise untergliedert: Zundchst wird die NBNF definiert und
aufgezeigt, wie man den Beobachter entwirft, wenn das System in NBNF
vorliegt. Das Hauptaugenmerk richtet sich jedoch auf die anschlieBen-
de Herleitung der Transformation auf NBNF sowie deren Existenzbe-
dingungen. Weiterhin wird beschrieben, wie man von dem fiir die NBNF
entworfenen Beobachter zu dem Beobachter fiir das Originalsystem ge-
langt. AbschlieBend erfolgt die Anwendung des Verfahrens auf ver-
schiedene Beispiele.

Bei der Bestimmung der NBNF miissen die eventuell auftretenden zeit-
lTichen Ableitungen der EingangsgrdBen eliminiert werden. Gelingt
dies nicht, so kann die NBNF nicht existieren, dafiir jedoch eine
"Verallgemeinerte Beobachternormalform (VBNF)". Sie ist Gegenstand
des 5. Kapitels. Ein mit Hilfe der VBNF entworfener Beobachter un-
terscheidet sich von den herkdémmlichen Beobachtern dadurch, daB

ihm neben den Ein- und AusgangsgrdBen des zu beobachtenden Systems
zusdtzlich noch zeitliche Ableitungen der EingangsgroBen zugefihrt
werden missen.

Die Einbeziehung des Beobachters in den geschlossenen Regelkreis
erfolgt im 6. Kapitel. Dort werden Bedingungen fir die Stabilitit
eines Uber den Beobachter geregelten Systems angegeben. Fiir ein
konkretes System wird die Stabilitdt der Gesamtanordnung anhand
von Simulationen nachgewiesen.

Den AbschluB der Arbeit bildet Kapitel 7 mit einer Zusammenfassung
und Wertung des Verfahrens.
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2 Di1eE BEOBACHTBARKEIT NICHTLINEARER, ZEITVARIANTER SYSTEME

Ausgangspunkt aller in dieser Arbeit angestellten Untersuchungen
ist die umfassende Klasse nichtlinearer und dariiber hinaus noch
zettvarianter Systeme mit konzentrierten Parametern, welche durch
die vektorielle Zustandsdifferentialgleichung

x = f(x,u,t) (2.1a)

mit dem Anfangswert

x(t)) = x, (2.1b)
und die vektorielle Ausgangsgleichung
Yy = h(x,u,t) (2.1¢c)

beschrieben werden. Darin ist x der n-dimensionale Zustands-, u der
p-dimensionale Eingangs-, y der g-dimensionale meBbare Ausgangsvek-
tor und t die Zeit. Die (n,1)- bzw. (g,1l)-dimensionalen Systemvek-
toren f(x,u,t) und h(x,u,t) seien hinreichend oft nach X, U und t
differenzierbar.

Das Beobachtungsproblem entspringt unmittelbar aus dem Steuerungs-
problem. Da die Steuerfunktion u(t), die ein System in endlicher

Zeit von dem beliebigen Anfangszustand x_ in den vorgegebenen End-

zustand x, iberfilihrt, von dem Anfangswerg X, abhdngt, muB dieser
bekannt sein, um u(t) im realen System erzeugen zu konnen [10]. Nun
sind aber in den seltensten Fdllen alle Zustandsvariablen meBbar.
Zwangsldufig erhebt sich dann die Frage, ob aus der Messung von
y(t) iber einen endlichen Zeitraum der Anfangszustand X, ermittelt

werden kann. Ist dies der Fall, so ist der Zustand X, beobachtbar.

Bei der vollstdndigen Beobachtbarkeit Tinearer Systeme handelt es
sich stets um globale Beobachtbarkeit, d.h. wird ein lineares Sy-
stem beobachtbar genannt, so ist jeder Zustand des Zustandsraums
beobachtbar. Anders verhdlt sich dies im Nichtlinearen. Dort wird
- dhnlich wie bei der Stabilitdt [9;19;38;59] und der Steuerbar-
keit [7;18;39;45;47;56]1 - zwischen der Zokalen und der globalen
Systemeigenschaft unterschieden.
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Der folgende Abschnitt 2.1 gibt einen groben Uberblick liber die aus
der einschldagigen Literatur bekannten lokalen und globalen Beobacht-
barkeitskriterien. Er ist jedoch fiir das Verstdndnis der weiteren
Ausfiihrungen nict erforderlich.

Anmerkung:

Unter der globalen Beobachtbarkeit wird in dieser Arbeit die Beob-
achtbarkeit im gesamten Zustandsraum verstanden, wogegen in der Li-
teratur (siehe etwa [5]) die globale Beobachtbarkeit als Gegenstiick
zur lokalen Beobachtbarkeit angesehen wird und sich deshalb auch

auf Bereiche bezieht, die nicht den ganzen Zustandsraum umfassen.
Auf diese "Beobachtbarkeit im groBen" wird im liberndchsten Abschnitt

ndher eingegangen.

2.1 LOKALE UND GLOBALE BEOBACHTBARKEITSKRITERIEN AUS DER LITERATUR

Die Zokale Beobachtbarkeit gibt AufschluB iiber die Beobachtbarkeit
von Zustdnden eines nichtlinearen Systems in der Umgebung eines
Punktes. Hierflir werden in der Literatur verschiedene Analysemetho-

den angegeben, welche allesamt auf einer Linearisierung beruhen:

® LEE und MARKUS [39] erhalten notwendige und hinreichende Bedin-
gungen in der Umgebung eines stationdren Punktes, indem sie das
System linearisieren und das KALMAN-Kriterium [21] anwenden.

e Die Beobachtbarkeitsbedingungen von ROITENBERG [53] basieren auf
der Konstruktion einer Ljapunow-Funktion fiir die um eine Modell-
trajektorie linearisierte Differentialgleichung fiir die Abwei-
chung zwischen System- und Modellzustand.

® HWANG und SEINFELD [20] wenden die filir lineare, zeitvariante Sy-
steme geltenden Beobachtbarkeitsbedingungen auf das um eine Refe-
renztrajektorie linearisierte System an. Aus der linearisierten
MeBgleichung erhalten sie einen Zusammenhang zwischen den auf die
ReferenzgroBen bezogenen Abweichungen des MeBsignals und des An-
fangszustandes. Unter bestimmten Bedingungen ist die eindeutige
Umkehrbarkeit dieses Zusammenhangs und damit die Beobachtbarkeit
gesichert,

Weil die lokale Beobachtbarkeit nur Auskunft liber die Beobachtbar-
keit in der Umgebung eines Punktes gibt, ist sie kaum von prakti-
schem Nutzen, zumal Uber die GroBe dieser Umgebung nichts ausge-
sagt werden kann und selbst ein in jedem Punkt des Zustandsraums
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lokal beobachtbares System noch nicht alobal beobachtbar zu sein
braucht [5]. Weit mehr AufschluB gibt eine globale Beobachtbarkeits-
analyse, die jedoch erheblich schwieriger und aufwendiger durchzu-
fihren ist als eine Tokale Uberprifung. Um Weitldufigkeiten zu ver-
meiden, werden im folgenden lediglich das Grundprinzip globaler
Analyseverfahren erldutert und die wichtigsten Literaturquellen an-
gegeben. Ndheres kann in den Originalaufsdtzen nachgelesen werden.

Die globale Beobachtbarkeitsanalyse basiert auf einer aus der MeB-
gleichung hergeleiteten Abbildung zwischen den Anfangszustanden und
den Mefinformationen des zu beobachtenden Systems. Viele Verfahren
(siehe etwa [4;33;34]) bedienen sich dazu einer hinreichend groBen
Anzahl totaler zeitlicher Ableitungen der MeRgleichung. Weitere
solcher moglichen Abbildungen sind in [5] zusammengefaBt.

Die anschlieBende Frage nach der eindeutigen Umkehrbarkeit dieser
“Beobachtbarkeitsabbildungen" ist ein rein mathematisches Problem.

® PALAIS [52] sowie WU und DESOER [61] geben strenge Bedingungen
flir eine eindeutige Umkehrbarkeit an, welche nach [5] nur hin-
reichend sind: Neben dem HGchstrang fiir die Jacobi-Matrix der
Abbildung im gesamten Zustandsraum muB noch eine schwierig zu
uberprifende Monotonie-Bedingung erfiil1t sein (siehe [5;631).

® Eine Modifikation dieser Bedingungen wird von OHTSUKI und WATANABE
in [51] vorgestellt. Die Autoren zeigen, daB die schwer iliberpriif-
bare Monotonie-Bedingung immer dann erfillt ist, wenn die Jacobi-
Matrix der Abbildung gleichmdBig positiv (oder negativ) definit
ist.

® KOU, ELLIOTT und TARN geben in [34] ein etwas praktikableres Kri-
terium fiir die eindeutige Umkehrbarkeit der "Beobachtbarkeitsab-
bildung" an, welches auf einer Untersuchung der Hauptabschnitts-
determinanten der Jacobi-Matrix basiert.

2.2 DIE BEOBACHTBARKEIT IM GROSSEN

So bemerkenswert die globale Beobachtbarkeit vom theoretischen
Standpunkt ist, filr die Praxis ist sie ebenso unbefriedigend wie
die Zokale in der Umgebung eines Punktes, da ihre Analyse viel zu

strenge und schwer iUberpriifbare Forderungen an das zu beobachtende
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System stellt. Der praktische Regelungstechniker diirfte eher an der
Frage interessiert sein, ob das System in einem fiir den realisti-
schen Betriebsfall in Betracht kommenden Gebiet des Zustandsraums
beobachtbar ist. Diese Frage kann sicherlich hdufiger bejaht werden
als die nach der globalen Beobachtbarkeit und fiihrt zu dem neuen
Begriff der "Beobachtbarkeit im groBen":

Das nichtlineare, zeitvariante System (2.1) heiBe im Ge-
biet G des Zustandsraums und im Zeitintervall [to,tl],
to < tl < », vollstdndig beobachtbar im groBen, wenn der
Anfangszustand x(ty) = X, Jeder Trajektorie x(t), die
fir t e [to’tl] ganz in G verlduft, eindeutig aus der
Kenntnis des Systemeingangs u(t) und des Systemausgangs

y(t) in dem Intervall [to,tlj bestimmt werden kann.

Mit anderen Worten bedeutet dies: Sofern die Trajektorien wahrend
des Intervalls [to,tll innerhalb des Gebietes G verlaufen, muB aus
der Identitdt zweier AusgangsgrdoBen y(t) und y'(t) bei gleicher
EingangsgroBe u(t) eindeutig die Identitdt der Anfangszustadnde

i(to) und 5'(t0) folgen. Dann ist das System in G vollstdandig be-

obachtbar im groBen.

Bis auf die Beschrdnkung der Trajektorie x(t) auf das Gebiet G,
welche nebenbei bemerkt auch bei der in [55] und [66] definierten
“Steuerbarkeit im groBen" auftritt, stimmt die obige Definition mit
der fir lineare, zeitvariante Systeme Ulberein [14]. Weshalb die Sy-
stemtrajektorie x(t) das Gebiet G wdhrend des Intervalls [t,st]
nicht verlassen darf, wird an spaterer Stelle noch verdeutlicht.

Die Beobachtbarkeit in Teilgebieten des Zustandsraums wird zwar
verschiedentlich in der Literatur behandelt, jedoch tritt dort die
oben angefihrte Trajektorienbedingung nicht auf. Die angegebenen
Kriterien beruhen wie die filir die globale Eigenschaft auf der ein-
deutigen Umkehrbarkeit einer Abbildung zwischen den Anfangszustén-
den und den MeBinformationen des Systems, wobei diese Umkehrbar-
keit jedoch nur in einem abgrenzbaren Teilgebiet des Zustandsraums
eindeutig zu sein braucht. In [5] werden Bedingungen angegeben,
die auf eine Arbeit von NIKAIDO [50] zuriickgehen und mit Hilfe de-
rer die Beobachtbarkeit in konvexen Teilgebieten des Zustandsraums

'UberprUft werden kann. Dabei wird die Zeitabhdngigkeit der Ein-



s B

gangsgroBe u(t) als bekannt vorausgesetzt, denn wie die globalen
Beobachtbarkeitskriterien bezieht sich auch dieses Kriterium auf
autonome Systeme, d.h. auf Systeme, in deren Zustandsdifferential-
gleichung nur der Zustandsvektor X und die Zeit t, nicht jedoch

die EingangsgroBe u, explizit auftreten. Dies hat den schwerwiegen-
den Nachteil, daB das Kriterium fir jede in Frage kommende Steuer-
funktion u(t) erneut iberpriift werden muB, denn die Beobachtbarkeit
nichtlinearer Systeme hdngt im allgemeinen von der Zeitfunktion
u(t) ab [16;17;49], wie spater noch deutlich wird.

Von GAUTHIER und BORNARD wird in [16] ein Kriterium angegeben, wel-
ches eine Beobachtbarkeitsaussage ermoglicht, ganz unabhingig vom
zeitlichen Verlauf der'EingangsgrﬁBe u(t). Jedoch eignet sich die-
ses Kriterium nur fir Systeme, die linear von der EingangsgriBe

u(t) abhdngen. GemdB [16] sind solche Systeme fiur jede beliebige

Zeittfunktion u(t) in demjenigen Gebiet des Zustandsraums beobacht-
bar, in dem sie umkehrbar eindeutig auf eine speziell definierte
Normalform transformiert werden konnen (siehe auch [30]).

Das im Abschnitt 2.7 dieser Arbeit angegebene Kriterium 1iBt sich
dagegen auf Systeme anwenden, die auch von u nichtlinear abhdngen.
Die Anregungen hierfilir stammen aus den Arbeiten von GRIFFITH und
KUMAR [17] sowie ZEITZ [64]. Ein wesentlicher Vorteil gegeniiber den
Kriterien aus [5] besteht darin, daB hier die EingangsgroBe u ex-
plizit mitberlicksichtigt wird, ohne daR deren Zeitverlauf von vorn-
herein bekannt sein muB. Dafir muB jedoch gewdhrleistet sein, daB
die Trajektorie des zu beobachtenden Systems wihrend des betrachte-
ten Zeitintervalls [t,>t;] ganz innerhalb eines gewissen spater
noch spezifizierten Gebietes G des Zustandsraums verliuft.

2.3 DEFINITION DER "NICHTLINEAREN BEOBACHTBARKEITSNORMALFORM (NBKNF)"

Vor der Formulierung des neuen Kriteriums filir die Beobachtbarkeit
im grofen soll zundchst eine nichtlineare kanonische Form defi-
niert werden, welche die Beobachtbarkeitseigenschaft unmittelbar
erkennen 1dBt und deshalb fir das im Abschnitt 2.7 angegebene Kri-
terium von zentraler Bedeutung ist. Da diese Form als eine Verall-
gemeinerung der linearen Beobachtbarkeitsnormalform [1] aufgefaBt
werden kann, wird sie im folgenden als die "Nichtlineare Beobacht-
barkeitsnormalform (NBKNF)" bezeichnet. Um die Betrachtungen moég-
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Tichst einfach und iibersichtlich zu halten, wird sie zunichst fiir
Systeme mit einer AusgangsgridBe (g=1) definiert. Sie ergibt sich

durch Erweiterung der in [64] eingefiihrten Form auf mehrere Ein-

gangsgrofen zu

[ - 7 - _ &
Xl XZ
= . , a beliebig, (2.2a)
X X
n_]. n
: - (n)
L %, ] [alxsusu,...ust)
e —
2 - (n)
X FlRslsles » = sUsl)
. (2.2b)
e e
h(x)

Anmerkung:

Hier wie auch im folgenden wird die n-malige Differenzierbarkeit
der EingangsgrdBe u(t) nach der Zeit vorausgesetzt, obwohl dies
fiur die Beobachtbarkeitsanalyse konkreter Systeme (siehe Abschnitt
2.8) meist nicht erforderlich ist.

Um die Konsistenz mit der Form (2.2) zu wahren, wird die NBKNF mit

mehreren AusgargsgroBen in q verkoppelte Subsysteme mit den Ordnun-
gen nj, J =1,...,9, eingeteilt, von denen jedes nur eine Ausgangs-
grofe besitzt und die Struktur der Form (2.2) aufweist. Selbstver-

standlich muB dabei die Beziehung

q
Y ny =n (2.3)
j=1

erfuillt sein. Werden zur Erleichterung der Systemdarstellung noch
die natirlichen Zahlen

J
mJ. i Z Rge Wy 2= @y J = 132500059 ., (2.4)
v=1
und
m := max n (2.5)

v=l,..,q
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eingefilihrt, so 1dBt sich die NBKNF im Falle mehrerer AusgangsgroBen
definieren als

s ] T. . (v1) ]
Xq fi(x,u,u, sUst)
’ . (vz))
X Tl XKsll gllsen 5 38t
=2 | o |2 - , (2.6a)
. - . - (\)CI)
25, _fq(zsﬂ,gs sUst) |
—— v
2 - - (m)
% f (x,u,u, slUst)
.Y]_ -ﬁl(;)-
y ho,(X)
2. | 2= , (2.6b)
= %
| Ve | q(5)_
— —
y h(x)

wobei das j-te Subsystem (j=1,...,q) den Aufbau

- -

mj_1+1 mj_1+2
X X
mj_1+2 mj—l+3
; = E > Ny 5_vj <m ., (2.6¢)
X X
rnJ 1 m‘_J
X ~a.(X,U,U, sUst
, My I L jlxu 4>t
. _ . (vy)
X5 fi(Xu,0,...,u,t)
y: = X (2.6d)
J mj_1+1
e ——
hi (%)

besitzt, wie spdter noch deutlich werden wird. Auf die Wahl der
Subsystemordnungen n; wird im Abschnitt 2.6 naher eingegangen.
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Ein wesentlicher Unterschied dieser NBKNF gegeniiber der wohlbekann-
ten lTinearen Beobachtbarkeitsnormalform [1] sticht sofort ins Auge:
Die letzte Zustandsdifferentialgleichung des Systems (2.2a) bzw.
des Subsystems (2.6c) hangt von den ersten n bzw. ¥ zeitlichen Ab-
leitungen der EingangsgroBe u(t) ab. Dennoch ist die Bezeichnung
"Nichtlineare Beobachtbarkeitsnormalform" durchaus gerechtfertigt,
denn die Systemdarstellungen (2.2) und (2.6) lassen die Beobacht-
barkeitseigenschaft unmittelbar erkennen. Sind niamlich von der
NBKNF (2.2) der Zeitverlauf der MeRgroBe y(t) sowie dessen zeit-
Tiche Ableitungen bekannt, so kann aufgrund des einfachen Aufbaus
der Ausgangsgleichung (2.2b) sowie der ersten n-1 Zustandsdiffe-
rentialgleichungen des Systems (2.2a) in eindeutiger Weise auf die
Zeitverldufe sdmtlicher ZustandsgrdBen ii(t) und damit auch auf

die Anfangswerte iio = Ei(to), i=1,...,n, geschlossen werden.
Entsprechendes gilt fiir die NBKNF (2.6) bei Kenntnis der Zeitver-
lTdufe der MeBgrdBen yj(t), j=1,...,9; das j-te Subsystem (2.6c)
ist also lber die j-te AusgangsgroBe yj beobachtbar. Wie die 1in
[64] angegebene Normalform weist auch die NBKNF (2.2) bzw. (2.6)
die folgenden drei charakteristischen Eigenschaften auf:

® Konsistenz: Die lineare Beobachtbarkeitsnormalform ist einer Sy-
stemdarstellung dquivalent, die als Spezialfall in der NBKNF ent-
halten ist. Fir Systeme mit einer Ein- und einer AusgangsgroBe
wird dies in [64] gezeigt, der allgemeinere Beweis fiir den Mehr-
groBenfall ist im Anhang A angegeben.

® Streng strukturelle Beobachtbarkeit: Diese Eigenschaft bezieht
sich auf die spezielle Struktur der (nq,n)-Beobachtbarkeits-
matrix (Definition s. Abschnitt 2.5) der NBKNF, welche im Falle
q = 1 mit der (n,n)-Einheitsmatrix identisch ist [64] und im
Falle g > 1 alle n Zeilen dieser Einheitsmatrix enthilt [DA4].

® lquivalenz: Es 1dBt sich filir eine gewisse Systemklasse eine um-
kehrbar eindeutige Transformation angeben, die ein gegebenes
System in die NBKNF abbildet und umgekehrt (s. Abschnitt 2.4).

Als ndchstes muB die Transformation auf NBKNF angegeben werden.
Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.
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2.4 DIE TRANSFORMATION AUF NBKNF UND IHRE JACOBI-MATRIX

Die Abbildungsvorschrift zur Uberfiihrung eines nichtlinearen, zeit-
varianten Systems in die NBKNF 138t sich in einfacher Weise ange-
ben. Fiir Systeme mit einer AusgangsgrdBe lautet sie

Xq h(x,u,t)
3 ; 8T
- - |
B WX l5t) |
~ L (n-1)
X 9(X,UsUs...5u,t)

wobei das Symbol M fir einen auf die skalare Funktion h(x,u,t) an-
zuwendenden Differentialoperator steht, der die totale zeitliche
Ableitung des Operanden bewirkt. Es gilt also bei l1-facher Anwen-
dung des Operators M auf h(x,u,t)

T T
._ ah dh | - 3h (2.8a)

und bei i-facher Anwendung

Mh := mmi-lpy - (2.8b)
. _ oo BT T
_oam' 7t Jamithn Ge 2O auiTn)
= T3t T Eoi - i Rt
u [T X

i=2,...,n=1,

wenn statt X die rechte Seite f(x,u,t) der Zustandsdifferential-
gleichung (2.1la) eingesetzt wird. Mit der Abkiirzung

[ u ]

u
- (2.9)

f=n
n

(i-1)
u

1aBt sich die Operatordefinition (2.8) kompakter in der Form
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M°h := h , (2.10a)
- ; T . T
. i-1 i-1 P i-1
Min .= §ﬂ§¥_h $ [Bﬂ_:_h} i+ [ﬂﬂgg_ﬁ] i (2.10b)
agi -
i=1, N

schreiben.

Die Abbildungsvorschrift zur Uberflihrung nichtlinearer, zeitva-
rianter Systeme mit mehreren AusgangsgroBen in die NBKNF ergibt
sich durch Verallgemeinerung der Abbildung (2.7) zu

El (ﬂl(ﬁ=gnlst)

X Gl Xetin, o)

=& | | —erely (2.11a)
i Eq | hgq (i’ﬁnq’t)-

S p— —

X 9(x,0.,t)

mit U. gemdB G1. (2.9) und m gemdB G1. (2.5). Dabei entspricht die
Transformationsgleichung fiir das j-te Subsystem wieder derjenigen
fir Systeme mit einer AusgangsgriBe:

imj_1+1 hs(x,u,t)
Xn. 42 Mhy(Xsust)
gejte | , (2.11b)
% Mnj-lh.ix u,t)
[ My 11 ==
Ej Sj(ﬁsgn >t)

J
Die Funktion hj(i,g,t) stellt dabei die rechte Seite der j-ten
Ausgangsgleichung

des Systems (2.1) dar.
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Um Weitldufigkeiten zu vermeiden, werden die folgenden Ausfiihrungen
dieses Abschnitts auf Systeme mit mehreren AusgangsgroBen bezogen.
Dies ist insofern zuldssig, als der Fall mit einer AusgangsgrioBe

im Fall mit mehreren AusgangsgréBen enthalten ist. Die Festlegung
der noch unbekannten Dimensionen nis J=1,...,9, wird dabei weiter-
hin zuriickgestellt.

Damit sich das Originalsystem (2.1) umkehrbar eindeutig in die NBKNF
(2.6) Uberfihren 1&Bt, muB die Inverse

X = g(x,0 ,t) (2.13)

o

der Abbildung (2.11) existieren. Dies geht auch deutlich aus der Be-
rechnungsvorschrift fiir die letzten Systemvektorkomponenten -a. der

J
Subsysteme (2.6c) hervor. Diese lautet namlich
w o (vj) n.
a0, sust) = M (xust) | : (2.14)
J X =g(x,Upst)
J = donn ool

Die inverse Abbildung (2.13) wird darin bendtigt, um die x-Abhin-
i L.
gigkeit der Funktion M th(i,g,t) zu eliminieren.

Um eine Aussage liber das Existenzgebiet der Transformation machen
zu konnen, muB die rein mathematische Frage gekldrt werden, in wel-
chem Gebiet G des Zustandsraums die Abbildung

x = q(x,d.,t) (2.15)

beziiglich x eindeutig umkehrbar ist. Die NBKNF existiert dann im -
Bildgebiet G von G.

Anmerkung:

Es sei darauf hingewiesen, daB wegen der Abhdngigkeit der Abbildung
(2.15) von der Zeit t sowie von der EingangsgriBe u(t) und deren
zeitlichen Ableitungen auch die eindeutige Umkehrbarkeit und damit
das Bildgebiet G von diesen GroBen abhdngen kann. DaB diese Abhin-
gigkeit jedoch keineswegs immer vorhanden sein muB, zeigen die Bei-
spiele des Abschnitts 2.8, wo die eindeutige Umkehrbarkeit fiir jedes
beliebige u und t gesichert ist und das Gebiet G konstant bleibt.
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Fir die im Abschnitt 2.8 behandelten Beispiele wird auf die Anwen-
dung irgendwelcher aus der Literatur bekannter Umkehrbarkeitskri-
terien verzichtet, zumal die "bloBe" Existenz der inversen Abbil-
dung noch nichts dariber aussagt, ob die Abbildung (2.15) explizit
nach dem Vektor x aufgeldst werden kann. Ist jedoch eine Auflgsung
méglich, so beantwortet sich die Frage nach dem Gebiet, in dem die
Abbildung (2.15) eindeutig umkehrbar ist, von selbst.

Da die Jacobi-Matrix

R sgms L ]
QUxa0pst) = ——5— = : (2.16)

der Abbildung (2.15) fir die nachfolgende Festlegung der Subsystem-
ordnungen nj von grundlegender Bedeutung ist, erweist es sich als
zweckmdBig, sie in einer etwas anderen Form anzuschreiben. Dazu
wird fir die Zeilenvektoren von Q(E=Em’t) die Umformung

*) Unter den Vektoren -2 M‘hj, i=0,...,n;-1, j=1,...,q, werden

Spaltenvektoren verstanden.
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vorgenommen, bei der die im Anhang B.2 angegebene Differentiations-

regel anzuwenden ist. Wird zur besseren Ubersichtlichkeit ein neuer

o~

Differentialoperator M eingefiihrt, dessen Wirkung auf einen von Xs

=1

gleichung
; il of
s T . a3 T A1 » ¥ B T &
4o '“ﬁ5+31[3a E] t L mEETe a
= -

hervorgeht, so folgt aus der letzten Beziehung

i \T i-1, \T i-2, \T
oM hj - oM hj i ﬁz oM hj i
X 39X X

oy T

1(_3)(3) s T L e

1l
I
=

,n.=-1
J

Damit 1&Bt sich die Jacobi-Matrix Q(x,U ,t) in der Form

> J

'

U. und t abhdngigen Zeilenvektor ET(E,gi,t) aus der Definitions-

(2.18)

5 .



x50, t) = ° (2.19)

darstellen.

2.5 DEFINITION DER BEOBACHTBARKEITSMATRIX

Von den Subsystemordnungen nj, J=1,...,9, der NBKNF (2.6) ist
bisher nur bekannt, daB sie der Beziehung (2.3) geniigen miissen.
Ihre genaue Festlegung basiert auf der Untersuchung einer spe-
ziellen Matrix, der Beobachtbarkeitsmatriz fiir nichtlineare,
zeitvariante Systeme. Filir Systeme mit einer Ein- und Ausgangs-
groBe wurde sie bereits von M. ZEITZ in [64] eingefilihrt. Wihrend
sie dort die Dimension (n,n) hat, handelt es sich im MehrgroBen-
fall (g > 1) um eine (ng,n)-Matrix, welche hier definiert wird
als



+
Qg (X, ,t) := ﬁ(*—*) ; (2.20)

T
ﬁn-l th
39X J

wobei M den in GI. (2.18) definierten Differentialoperator dar-

stellt. DaB diese Matrix die aus dem Linearen bekannte Beobachtbar-
keitsmatrix [10]

|

6 A"
als Spezialfall enthdlt, wird deutlich, wenn in G1. (2.20) fir

die nichtlinearen Funktionen hj(i}g,t) die Tinearen Beziehungen
T

cix ¥ E§B eingesetzt werden. Es gilt namlich
oed a(Egﬁ * dgﬁ) T w4 T T4
M BE = M E‘] = EJE ?

T 2 0l e =l 3153 Tows v
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Ein Vergleich der (ng,n)-Beobachtbarkeitsmatrix QB(E,gn,t) aus G1.
(2.20) mit der (n,n)=-Jacobi-Matrix g(i,gm,t) aus G1. (2.19) 148t
den folgenden Zusammenhang erkennen: Fiir Systeme mit einer Aus-

gangsgroBe (q=1) gilt die Identitédt

[ (an)T
X
()
Qp(x.8p5t) = Q(x,0,,t) = e : (2.21)
' T
an-1 [23h
()]

wdhrend im Falle mehrerer AusgangsgrdBen (q >1) samtliche Zeilen-
vektoren von Q(x,U ,t) in der Matrix Qp(x,0 ,t) enthalten sind.

An dieser Stelle scheint es angebracht, an das gesteckte Ziel zu
erinnern: Es sind die q Dimensionen “j der Subsysteme so zu bestim-
men, daB die Abbildung (2.11) bzw. (2.15) umkehrbar eindeutig ist.
Dies setzt aber voraus, daB die Zeilenvektoren der Jacobi-Matrix
Q(E=gm,t) gemaB Gl. (2.19) linear unabhdngig sind. Ob bzw. in wel-
chem Gebiet diese Forderung erfiillt ist, hangt im Falle q >1 davon
ab, aus welchen n der insgesamt nq Zeilenvektoren von gB die Matrix
Q aufgebaut wird. Ist dies entschieden, so sind auch die Ordnungen
nj festgelegt.

Es ist deshalb - entsprechend der Vorgehensweise im Linearen - die
(ng,n)-Matrix QB(E’gn’tJ gemdB G1. (2.20) beziliglich linear unabhin-
giger Zeilenvektoren zu untersuchen, wofiir im folgenden Abschnitt
eine Strategie angegeben wird. '

2.6 EINE AUSWAHLSTRATEGIE FOUOR LINEAR UNABHANGIGE ZEILENVEKTOREN
AUS DER BEOBACHTBARKEITSMATRIX

Das Problem der Wahl linear unabhdngiger Zeilenvektoren aus der

Beobachtbarkeitsmatrix QB(E’gn’t) ist formal identisch mit dem in
[56] behandelten, wo es darum geht, n linear unabhdngige Spalten-
vektoren aus der (n,np)-dimensionalen Steuerbarkeitsmatrix auszu-

wdhlen. Aus diesem Grunde kann die dort vorgeschlagene Auswahl-



s

strategie auch filr das vorliegende Beobachtungsproblem herangezogen
werden. Eine Auswahl nach der in [56] beschriebenen Strategie er-
weist sich als vorteilhaft, weil sie etwa gleich groBe Subsysteme
erzeugt (siehe auch [43]). Dies hat zur Folge, daB die MeBinforma-
tionen der q Ausgangsgleichungen (2.12) moglichst "gleichmdBig"
ausgenutzt werden.

Die Untersuchung der Zeilen von QB(E’gn’t) erfolgt von oben nach
unten, also genau in der Reihenfolge, wie sie in der Beobachtbar-
keitsmatrix (2.20) auftreten. In die Matrix Q(£=gm’t)’ welche die
Bedeutung einer Auswahlmatrix hat, wird jeder Zeilenvektor iiber-
nommen, der sich als linear unabhdngig von allen oberhalb von ihm
stehenden erweist. Der jeweils erste aus hj(i,g,t) erzeugte, linear
gfah
abhingige Zeilenvektor wird mit M 3<§§i) bezeichnet. Wie im An-
hang C gezeigt wird, sind dann auch alle weiteren, auf der Basis
von hj(i9£=t) erzeugten Zeilenvektoren von allen oberhalb davon
stehenden Zeilenvektoren linear abhdngig.

Lassen sich auf diese Weise n linear unabhdngige Zeilenvektoren in
der Matrix Qg(x,0 ,t) auffinden, dann zeigt die Auswahimatrix

Q(i’gm o

Aufbau, wie er in GI1. (2.19) dargestellt ist. Damit sind auch die

t) (nach entsprechendem Umsortieren der Zeilenvektoren) den

NBKNF-Subsystemordnungen nj, jJ=1,...,9, festgelegt, und die Be-
dingung (2.3) ist zwangslaufig erfiillt.

Sollte dies nicht gelingen, so ist es entgegen den Verhdltnissen

im Linearen (siehe [43]) mdglich, daB man durch Umordnen der Zei-
lTenvektoren von QB(i’gn’t) und erneuter Durchfiihrung des Verfahrens
dennoch zu n Tinear unabhdngigen Zeilenvektoren gelangt. Erst wenn
man auf diese Weise alle Moglichkeiten ausgeschopft hat, ohne eine
reguldre AuswahImatrix zu finden, kann die Untersuchung abgebro-
chen werden. Es existiert dann keine umkehrbar eindeutige Abbil-
dung, die das betrachtete System in die NBKNF (2.6) iiberfiihrt.

Umgekehrt kann durchaus der Fall eintreten, daR mehrere verschiedene
Anordnungen von Zeilenvektoren aus QB(E’gn’t) auf regulédre Auswahl-
matrizen g(i,ﬁm,t) filhren. Da sich dabei die Gebiete, fiir die
g(i,gm,t) reguldr ist, im allgemeinen unterscheiden, ist es nahelie-

gend, sich die fir das vorliegende Problem giinstigste Konstellation
auszuwdahlen.
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Selbstverstandlich treten die hier erwdhnten Freiheiten in der Wahl
der Matrix Q(i’gmst) nur im Falle q > 1, also bei Systemen mit meh-
reren AusgangsgroBen, auf. Im Falle g = 1 ist die Matrix Q eindeu-
tig festgelegt und hat den Aufbau (2.21).

2.7 EIN HINREICHENDES KRITERIUM FOR DIE BEOBACHTBARKEIT IM GROSSEN

Nachdem die NBKNF definiert ist und die Transformationsgleichungen
angegeben sind, 1dBt sich ein hinreichendes Kriterium fiir die voll-
stdndige Beobachtbarkeit im groBen formulieren, welches im Unter-
schied zu den meisten aus der Literatur bekannten Kriterien die Sy~
stemeingangsgroBe u explizit mitberilicksichtigt. Auch wenn die Uber-
prifung des nachfolgend angegebenen Kriteriums auf die gewohnten
Umkehrbarkeitsuntersuchungen fiihrt, so wird sie spdtestens im Ab-
schnitt 3.3.4 ihre Rechtfertigung erfahren. Dort wird nimlich ge-
zeigt, daf das Erfilltsein des Kriteriums in einem gewissen Gebiet
notwendige Voraussetzung fiir die Existenz des im 3. Kapitel vorge-
stellten Beobachters ist.

Fir die folgenden Uberlegungen sei vorausgesetzt, daB das zu beob-
achtende System (2.1) eindeutige L@sungen besitzt, d.h. daB zu je-
der Eingangsfunktion u(t) und Anfangsbedingung i(to) nur eine Aus-
gangsfunktion y(t) gehdrt. Bei praktischen Systemen ist dies im
allgemeinen erflil1t. Dann 1dBt sich das hinreichende Kriterium fir
die vollstdndige Beobachtbarkeit im groBen wie folgt formulieren:

Das nichtlineare, zeitvariante System

x = f(

| =<

Mat) » BE) = x5 .

(2.1)

l=r

(x,u,t)

z:

| >

ist in dem Gebiet G des Zustandsraums und im Zeitintervall
[to’tl]’ t0 < tl L », vollstdndig beobachtbar im groBen, wenn

e die Abbildung (2.11), die das System (2.1) in die NBKNF
(2.6) iberfihrt, in G beziiglich des Zustandes umkehrbar
eindeutig ist und

e die Systemtrajektorie x(t) wdhrend des gesamten Inter-
valls [to’tl] innerhalb von G verlauft.
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Das Gebiet G heiBe Beobachtbarkeitsgebiet.

Es bedarf noch einer ndheren Erlduterung, weshalb das Beobachtbar-
keitsgebiet G wahrend des Zeitintervalls [t,-ty] nicht verlassen
werden darf: Aufgrund der eindeutigen Umkehrbarkeit der Transforma-
tion wird jeder Trajektorie x(t) aus dem Gebiet G in eindeutiger
Weise eine Trajektorie x(t) im Gebiet G zugeordnet. Werden jedoch
die Gebiete G bzw. G wihrend des Intervalls [to,tl] von den Tra-
jektorien Xx(t) bzw. x(t) verlassen, so geht der umkehrbar eindeu-
tige Zusammenhang verloren, weil auBerhalb der Gebijete ein Bild-
punkt beispielsweise zweZ Urbilder haben kann, von denen jeder zu
einer anderen Trajektorie gehort. Somit kann nicht mehr in eindeu-

tiger Weise auf den Anfangswert Xy = x(t der urspriinglichen Tra-

)
jektorie x(t) geschlossen werden, womit gas Ziel der Beobachtungs-
aufgabe verfehlt ist. Aus der Beobachtbarkeit der NBKNF in G folgt
also die Beobachtbarkeit des zugehdrigen Originalsystems in G nur
dann, wenn die Trajektorien E(t) bzw. x(t) die Gebiete G bzw. G

nicht verlassen.

An dieser Stelle ist einzusehen, weshalb auch die hier definierte
Beobachtbarkeit im groBen zumindest mittelbar von der EingangsgroRe

u(t) abhdngig ist. Von der SteuergroBe u(t) kann es ndmlich ganz

wesentlich abhdngen, ob die Trajektorie x(t) in dem Gebiet G bleibt
oder nicht.

AbschlieBend sei noch darauf hingewiesen, daf das angegebene Kri-
terium nur hinreichend, jedoch nicht notwendig fiir die Beobacht-
barkeit im grofen ist. Es ist ndamlich durchaus denkbar, daB ein
nichtlineares System in einem bestimmten Gebiet beobachtbar ist,
ohne daB es sich dort auf NBKNF transformieren 1dBt. Dies liegt da-
rin begriindet, daB bei dem angegebenen Kriterium die spezielle Ab-
bildung (2.11) herangezogen wird, welche auf den mehrfachen tota-
Ten Ableitungen der Ausgangsgleichungen (2.12) nach der Zeit be-
ruht. Es sind aber neben dieser auch noch andere "Beobachtbarkeits-
abblidungen" zwischen den Anfangszustianden und den MeBinformationen
des zu beobachtenden Systems mdglich, von denen einige in [5] ange-
fihrt werden.
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2.8 BEOBACHTBARKEITSANALYSE VERSCHIEDENER SYSTEME

Das oben angegebene Beobachtbarkeitskriterium soll zum AbschluB
dieses Kapitels auf drei Beispiele angewandt werden.

2.8.1 Rduber-Beute-Beziehung

Beim ersten Beispiel handelt es sich um die bekannte Rauber-Beute-
Beziehung, ein nichtlineares, zeitinvariantes Populationsmodell

2. Ordnung. Mit den ZustandsgroBen X1 und X, flr die normierten An-
zahlen von Beutetieren und Raubern lautet die Zustandsdarstellung

. axq - bx1x2
X = s Xq» xz 20 5 U0 5 (2.22a)
cx1x2 - dx2 = fxzu

wenn fiur die Rduber eine zu ihrer Anzahl proportionale AbschuBquote
—fxzu zugelassen und lberdies angenommen wird, daB sich die Rduber
ausschlieBlich von der Beutetierart erndhren [11;DA2]. Die Geburten-
bzw. Todesraten der Tierarten sind in den konstanten Koeffizienten
a, by, ¢, d und f enthalten. Die Anzahl der R&duber sei stindig er-
mittelbar; deshalb lautet die Ausgangsgleichung

y = X5 . (2.22b) .
Die Aufgabe besteht nun darin, zu untersuchen, ob das System (2.22)
in dem interessierenden Gebiet X19Xg > 0 der Zustandsebene beobacht-

bar ist. Hierzu ist die nach G1. (2.7) berechnete Abbildung

X1 = Xo (2.23a)

(cxl-d-fu)xz (2.23b)

auf ihre eindeutige Umkehrbarkeit hin zu Uberprifen. Die Aufldsung
der Gleichungen (2.23) nach X1 und Xy lTiefert die inverse Abbildung

X
X] = % :2 + d + fu ; (2.24a)
)

Xy = X4 (2.24b)
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welche nur fir x; = Xo = 0, d.h. fir den Fall, daB die Rauber ausge-
storben sind, nicht existiert. Da die Systemtrajektorie x(t) unab-
hdangig von der EingangsgroBe u(t) und dem betrachteten Zeitintervall
[to,tl] immer nur im physikalisch sinnvollen Bereich X1 > 0, Xp 2 0
verlaufen kann, ist die Rduber-Beute-Beziehung (2.22) nach dem im
vorigen Abschnitt angegebenen Kriterium im Gebiet X, > 0 beobachtbar
im groBen, und zwar fir jedes beliebige u(t) und jedes beliebige
Zeitintervall [bo’tz]'

Wendet man die Transformation (2.23) auf das Originalsystem (2.22)
an, so ergibt sich die NBKNF unter Beriicksichtigung der inversen

Abbildung (2.24) zu

X

: 2
x = | =2 , (2.25a)
£ XZ _ N _ _ .
g— + (a-bxl)x2 +(a—bx1)(d+fu)x1 - fxqu
1
y = 21 , (2.25h)

Diese Form wird an spdterer Stelle noch bendtigt.

2.8.2 Rihrkesselreaktor

Ein weiteres typisches Beispiel eines nichtlinearen Systems stellt
der kontinuierlich betriebene Riihrkesselreaktor dar, wie er in [56]
und [62] beschrieben wird. Er dient dazu, einen laufend zuflieRen-
den Stoff A unter der Einwirkung eines Katalysators in seine Zer-
fallsprodukte zu zerlegen. Seine ZustandsgroBen sind die im AbfluB
vorhandene Temperatur T und Konzentration ¢ des Stoffes A. Als
StellgrdoBe zur Beeinflussung des Reaktors kann die Kihimitteltempe-
ratur TK aufgefat werden, die mit dem verstellbaren KihimittelfluB
uber eine bekannte Kennlinie verkniipft ist. Oblicherweise definiert
man die Zustands- und Steuervariablen als

% . T-T, L Te-T,
1 - 2 T T i

wobei o die Zulaufkonzentration und T0 die Zulauftemperatur darstel-

lTen. Damit 1dBt sich der Reaktor in guter Naherung durch das Zustands-
raummodel]
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. -axg + r(x)
& = (2.26a)

-bx2 + dr(x) + fu

mit

r(x) = k(l-xl)exp<-1+i2) (2.26b)

beschreiben. Als MeBgroBe steht die Temperatur X, zur Verfiigung;
folglich Tautet die Ausgangsgleichung

y = X ; (2.26¢)
Auch hier wird zundchst wieder die Abbildungsvorschrift berechnet,
welche das System (2.26) in die NBKNF (2.2) iiberfiihrt. Nach GI.
(2.7) erhdlt man

= X, s (2.27a)

-bx2 + dr(x) + fu : (2.27b)

b
no
]

Die Auflosung dieser Gleichungen nach X1 und x, liefert

1 = -
Xq = 1 - T (x2+bx1-fu)exp(1 E ) s (2.28a)
+X4

Xo = il ‘ (2.28b)
Da diese Umkehrung auBer auf der Geraden il = X, $ -1 fir jeden

Punkt der Zustandsebene existiert, ist das System (2.26) im physi-
kalisch sinnvollen Gebiet G = {5|x1<1;x2>-1} mit Sicherheit be-
obachtbar im groBen. (x1 = 1 entspricht der Konzentration ¢ = 0 mol/%
des Stoffes A, Xo = -1 entspricht dem absoluten Temperaturnullpunkt

T = 0K.) Diese Beobachtbarkeit im Gebiet G des Zustandsraums ist fir
jede beliebige EingangsgréBe u(t) und fir jedes beliebige Zeitinter-
vall [t ,t,] gesichert, denn die Systemtrajektorie x(t) kann sich
immer nur innerhalb des physikalisch sinnvollen Gebiets G bewegen.

Die NBKNF ergibt sich durch Einsetzen der GIn. (2.28) in die tota-
len zeitlichen Ableitungen der Gln. (2.27) zu
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. X
X = £ , (2.29a)
-a(X,u,u)
y = Xq (2.29b)
mit
- e(bx,-fu) )
- (1+xq) (1+xq) L+x4

1+X

+k(b§1-fu—ad)exp<
1

) + a(bil-fu) - fu . (2.29c)

2.8.3 Drehstromsynchronmaschine

Als drittes Anwendungsbeispiel wird die in [12] bzw. [48] beschrie-
bene Drehstromsynchronmaschine betrachtet, die sich durch das ver-
einfachte Zustandsraummodell

X2

X = | By=A;x,-A,xssin x;-0,6B,sin 2x4 (2.30a)

u—Dlx3+chos X1 )
beschreiben 1dBt. Darin ist X1 der Polradwinkel, Xo die Frequenzab-
weichung zwischen Netz und Polrad und x5 die FluBverkettung zwischen
Rotor und Stator. Als SteuergroBe u dient die Spannung an der Feld-
erregerwicklung des Rotors. Das von auBen aufgebrachte Drehmoment

B4 wird als konstant angenommen und demnach nicht als EingangsgroBe
aufgefaBt.

Die Synchronmaschine soll Uber die meBbare Frequenzabweichung X
und den mit Hilfe einer Rechenschaltung ermittelbaren Polradwinkel
X1 beobachtet werden. Somit steht die vektorielle Ausgangsgleichung

|

y = (2.30b)
Xo
‘-—.\f.—-‘

h(x)

zur Verfiigung.
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Da das System (2.30) zwei AusgangsgroBen besitzt, muB es in die
NBKNF (2.6) lberfiihrt werden, wobei zundchst die Ordnungen n, und

n, der beiden Subsysteme festzulegen sind. Hierzu wird die Beobacht-
barkeitsmatrix (2.20) herangezogen. Fiir den vorliegenden Fall er-
gibt sie sich aufgrund der Beziehungen hi(x) = X und hz(i) = X, zu

" 1 0
&
QB(E) = | = = = = = = - 0 - - - - - 4o .o e e -
0 1 0
-A,x5co0s X1=B,cos 2x4 -Ay -Aysin xlJ

Geht man bei der Wahl der linear unabhdngigen Zeilenvektoren nach
der im Abschnitt 2.6 angegebenen Strategie vor, so ergibt sich die
Auswahlmatrix

[ 1 0 0 ]
Q(x) = 0 1 0 (2:31)
—Azxgcos Xl-BZCOSZXl -Al —Azsin Xl_

mit den Subsystemordnungen

Jetzt 13dBt sich gemdB GI1. (2.11) die Abbildungsvorschrift zur Uber-
fihrung des Systems (2.30) in die NBKNF angeben. Sie lautet

X1 &
= = . 2.32
Ihre Umkehrung
_ . _ ) e
xl X1
Xo | = 22 (2.33)
1 - T
A251n X1 ]




o DO

existiert auBer flr die Werte

Xy = Xq = + km , k = 0,1,2,...,

des Polradwinkels im gesamten Zustandsraum. Nach dem im Abschnitt
2.7 angegebenen Kriterium ist die Synchronmaschine somit sowohl
im Gebiet Gy = {x[-m <x; <0, x,, x5 beliebig} (Motorbetrieb) als
auch im Gebiet G, = {x[0 <xy < +T, X,, X3 beliebig} (Generatorbe-
trieb) beobachtbar im groBen, und zwar wieder fir jede beliebige
EingangsgrdBe u(t) und fir jedes beliebige Zeitintervall [ﬁo,tz].

Auch fiir die Synchronmaschine soll abschlieBend noch die NBKNF an-
gegeben werden, da diese filir den spdteren Beobachterentwurf noch
bendtigt wird. Dazu wird GI1. (2.33) in die zeitliche Ableitung von
Gl. (2.32) eingesetzt. Dann erhdalt man die NBKNF zu

'al(ﬁ)
§ ) - : - ) (2.34a)
_-az(x,u)_
-Rl
y = ) (2.34b)
mit
al = -x2 (2.34(:)
und
a, = -(X,cot El-Al—Dl)E3+A2(u+02cos§1)sin X (2.34d)

+B, (Dycos il—izsinil)sin §1+(§2cot§1—D1)(Bl—A1§2)
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2.9 Wertung des Beobachtbarkeitskriteriums

Vom praktischen Standpunkt befriedigt das hier vorgestellte Be-
obachtbarkeitskriterium ebensowenig wie die aus der Literatur be-
kannten Kriterien, da die Umkehrung der Abbildung (2.7) bzw. (2.11)
schon bei niedriger Systemordnung sehr aufwendig sein kann - falls
sie Uberhaupt existiert. Jedoch bietet das Kriterium aus Abschnitt
2.7 den wesentlichen Vorteil, daB es einen eindeutigen Bezug zwi-
schen der Beobachtbarkeit und der Existenz des in den folgenden Ka-
piteln eingefiihrten Beobachters herstellt.

Aus der linearen Theorie ist bekannt, daB sich die Stabilitit eines
vollstandigen Beobachters, d.h. eines Beobachters n-ter Ordnung, im
gesamten Zustandsraum sichern 1dBt, falls das zu beobachtende System
vollstandig beobachtbar ist. Im Nichtlinearen fehlte bislang ein
solcher Zusammenhang zwischen den beobachtbaren Teilgebieten des Zu-
standsraums und dem Einzugsgebiet, in dem der Beobachter stabil ar-
beitet. Hier schafft das im folgenden vorgestellte Syntheseverfahren
Abhilfe. Fir eine spezielle Klasse nichtlinearer, zeitvarianter Sy-
steme wird ein Beobachter entworfen, welcher genau in denjenigen
Gebieten des Zustandsraums stabil arbeitet, in denen das zu beob-
achtende System nach dem im Abschnitt 2.7 angegebenen Kriterium
beobachtbar im grofen ist.

Un die Betrachtungen méglichst einfach und iibersichtlich zu halten,
behandelt das ndchste Kapitel zundachst den Beobachterentwurf fiir
Systeme mit einer AusgangsgroBe. Der weitaus kompliziertere Fall
bei mehreren AusgangsgroBen wiirde die Ubersichtlichkeit an dieser
Stelle unnotig gefdhrden und wird deshalb erst im 4. Kapitel be-
trachtet.
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5 BEOBACHTERENTWURF FUR SYSTEME MIT EINER AUSGANGSGROSSE

Diesem Kapitel Tiegen nichtlineare, zeitvariante Systeme zugrunde,
welche durch die Zustandsdifferentialgleichung

X = f(x,u,t) (3.1a)
und die skalare Ausgangsgleichung

¥y = h(x,u,t) (3 .1b)
beschrieben werden. Um das von Luenberger entwickelte Entwurfsver-
fahren [42] auf den nichtlinearen, zeitvarianten Fall zu iibertra-
gen, muB zundchst eine geeignete kanonische Form fiir nichtlineare,

zeitvariante Systeme definiert werden, die sogenannte "Nichtline-
are Beobachternormalform (NBNF)".

3.1 DEFINITION DER "NICHTLINEAREN BEOBACHTERNORMALFORM (NBNF)"

Damit bei einer kanonischen Form fiir nichtlineare, zeitvariante Sy-
steme von einer "Beobachternormalform" gesprochen werden kann, muB
sie wie die NBKNF aus Kapitel 2 gewisse charakteristische Eigen-
schaften aufweisen. Diese lassen sich wie folgt verbal formulieren
[DA5S]:

® Die lineare Beobachternormalform [1] muB in der NBNF als Spe-
zialfall enthalten sein (Konsistenz).

® Mit Hilfe der NBNF muB ein systematischer Beobachterentwurf
moglich sein, der Stabilitdt gewdhrleistet (Verwendbarkeit).

® Es muB sich fir eine gewisse Systemklasse eine umkehrbar eindeu-
tige Transformation angeben lassen, die ein gegebenes System in
die NBNF abbildet und umgekehrt (Zquivalenz).

Entsprechende fiir den Reglerentwurf entscheidende Eigenschaften
weist auch die in [56] definierte "Nichtlineare Regelungsnormal-
form" auf.
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In Anlehnung an die Struktur der Beobachternormalform fir lineare
Systeme wird die NBNF mit einer AusgangsgroBe definiert als*)

o= £ (x*,u,t) (3.2a)
y = h¥(xp,u,t) (3.2b)
mit
[0 0 0] -a:(xﬁ,g,t) .
F(x%u.t) = ? \;;;\\? ? x* - aT(T:’E’t) (3.2¢)
5 I N L

* *
a (xp,ust)

|m

Diese Schreibweise fiir j*(ﬁ*,g,t} ermoglicht eine Trennung des
Tinearen und nichtlinearen Systemanteils, wodurch die Konsistenz
der NBNF mit der linearen Beobachternormalform (BNF) unmittelbar
ersichtlich wird. Ersetzt man namlich den Vektor g*(xi,g,t) durch
die Linearkombination a*x? - B*u, so kdnnen die beiden Summanden
E x* und -a*x} zu einem Produkt A*x* zusammengefaBt werden, bej
dem ﬁ* die wohlbekannte Struktur der BNF-Systemmatrix aufweist.
Auch die nichtlineare Ausgangsgleichung (3.2b) stellt eine Verall-
gemeinerung der in der linearen Form auftretenden Ausgangsbezie-
hung y = x + QTE dar.

Von der Gleichung (3.2b) wird fiir die folgenden Betrachtungen vor-
ausgesetzt, daB sie in dem fir x:, u und t in Frage kommenden Ge-
biet die stetige Inverse

Xp = c(¥y,U,t)

besitzt. Dann 1dBt sich die NBNF (3.2) in der Form

#) Im Gegensatz zu der in [26;30] und [DA2] angegebenen Normalform
wird hier eine nichtlineare Abhdngigkeit von der EingangsgréBe u
zugelassen.
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- alys.u.t) (3.3a)

X, = c(y,u,t) ( 3.3b)

a¥(x7,u,t) = a*(c(y,u,t),u,t) = a(y,u,t)

vorgenommen wird. Die GIn. (3.3) verdeutlichen die spezielle Struk-
tur der NBNF: Das transformierte System hdngt nur nichtlinear von
der meBbaren AusgangsgroBe y, der EingangsgroBe U und der Zeit t in
den Funktionen a(y,u,t) und c(y,u,t) ab, wédhrend die transformier-

*

ten Zustandsvariablen XT""’Xn—l lTinear eingehen.

3.2 BESTIMMUNG DES BEOBACHTERS FOUR EIN SYSTEM IN NBNF

Zundchst wird davon ausgegangen, daB die zu beobachtende Strecke in
NBNF vorliegt. Dann lassen sich die Verhdltnisse auf die wohlbe-
kannten linearen zuriickfihren:

Unter der Zielsetzung, eine homogene, Tineare und zeitinvariante
Differentialgleichung fiir den Schdtzfehler

x* o= x* - xF (3.4)

zu erhalten, wird der Beobachter in der Form

X = ERF - a(vaust) + k(e(yriunt)-R7] (3.5a)

mit der konstanten Beobachterverstarkung

k= |: (3.5b)

angesetzt. Der Vektor 2* bezeichnet hierbei den geschdtzten Zu-
standsvektor der NBNF. Da sich der Klammerausdruck in G1. (3.5a)
wegen der Beziehungen (3.3b) und (3.4) gerade zu iﬁ ergibt, lTie-
fert die Subtraktion der G1. (3.5a) von G1. (3.3a) die homogene,
lineare, zeitinvariante Fehlerdifferentialgleichung



w Bl =

X = (E - k ek (3.6)
mit
T _
En - [09---3051]
I
n-tes Element
Die konstante Matrix
0 . 0 -k0
1 P 0 -k]_
|
F sg F - f @ = .\\\\. ; (3.7)
l —— __n b % i
_0 1 _kn—l_

weist dabei die Struktur der BNF-Systemmatrix auf [1T.

Von hier an unterscheidet sich der Entwurf nicht mehr von dem ei-
nes linearen Beobachters [10]:

Die Koeffizienten ko""’kn—l der Matrix F werden so bestimmt, daB
das homogene System (3.6) stabil ist. Dies hat zur Folge, daB der
Fehler X mit zunehmender Zeit gegen Null und damit die geschitzte
GroBe X* gegen den wahren Wert x® strebt.

Am ndchstliegenden ist ein Polvorgabe-Entwurf. Dann erfolgt die Be-
rechnung der ki’ i=20,...,n-1, durch einen Koeffizientenvergleich
in der Gleichung

da die k1 gerade die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
det(sI -F) von F darstellen. Der Fehler X* wird um so schneller
abklingen, je weiter man die Eigenwerte Ays VOF Laws s Ry Nach Tinks
in die komplexe Ebene legt. Es ist jedoch darauf zu achten, daB der
Beobachter nicht zu sehr als differenzierendes System arbeitet.



= B5 =

Hat man den Vektor k festgelegt, so ist der durch G1. (3.5a) be-
schriebene Beobachter vollstdndig dimensioniert. Mit Hilfe der in
Gl. (3.7) eingefiihrten Matrix F kann er auch in der Form

#

g* = F X" - a(y,u,t) + ke(y,u,t) (3.9)

angeschrieben werden. Er liefert einen Ndherungswert E* fir den
Zustandsvektor x™ des in NBNF vorliegenden Systems.

3.3 TRANSFORMATION AUF NBNF

In den seltensten Fdllen wird das zu beobachtende System in NBNF
vorliegen. Dann bleibt nichts anderes iibrig, als diese kanonische
Form durch eine geeignete, stetige Transformation der Zustands-
variablen zu erzeugen. Eine solche Transformation wird angesetzt
in der Form

x* = v(x,t) . (3.10)

Von ihr wird gefordert, daB sie in dem Gebiet G und dem Intervall
[to,tl], in dem das betrachtete System beobachtbar im grofen ist,
die stetige Inverse

x = v(x"

»

besitzt. Dariiber hinaus sollen v(x,t) im Gebiet G und V(x¥,t) im
Bildgebiet G* von G fir t E[to,tl] hinreichend oft differenzierbar
sein.

3.3.1 Bestimmungsgleichungen der Transformation auf NBNF und die
"Nichtlineare Charakteristische Gleichung (NCG)"

Zur Herleitung der Bestimmungsgleichungen der Transformation ViRat)
wird in die totale zeitliche Ableitung von GI. (310

w0V t)

X~ = +

Xst) dv(x,t)
£ X =

die Zustandsdifferentialgleichung (3.1la) eingesetzt, womit sich
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ergibt. Ein Vergleich dieser Beziehung mit G1. (3.3a) liefert die
partielle Vektordifferentialgleichung

f(x,u,t) = E v(x,t) - a(y,u,t) , (8 T1)

wenn man in Gl. (3.3a) 5* durch die zu berechnende Transformation
V(x,t) ersetzt.

Zundchst wird die Gleichung (3.11) komponentenweise angeschrieben.
Unter Beriicksichtigung des speziellen Aufbaus der Matrix E und
des Vektors a = [ao,al,...,an_lIT (siehe G1. (3.2c)) ergibt sich

ovy(x.t)  [avy(x,t)]"

5t 7 3% fix,u,t) = 0 - a (y,u,t) , (3.12a)
v (x,t) ravi(ist)-T

5t * 5% flxoust) = vi_1(x,t) - as_j(y,u,t) ,

i=2,...,n . (3.12b)

"

oV
Der Zeilenvektor B —

(
in den obigen Gleichungen auftretenden Jacobi-Matrix e

dar.

Fiur die weiteren Betrachtungen erweist es sich als zweckmdBig, den
lTinearen Differentialoperator N einzufiihren, der definiert ist als

3V, (x,t) Vi(Xxst) .
Nv.(x,t) := e ——ﬂgz——— f(xsu,t) . (3.13)

Damit lassen sich die GIn. (3.12) in der kompakteren Form

o
]

Nvi(x,t) + a (y,u,t) , (3.14a)

Vi-l(i’t) = Nvi(i,t) A+ ai_l(y,g,t) s 1 = 2,...,0 , (3.14b)
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darstellen. Setzt man die Gleichung fiir Vn—l(i’t) in diejenige
fir Vn-2(5’t) ein, so ergibt sich

>
»
—
—
1]

Vn_z(_ N{an(_x_st) +an_1(.y:_li:t)} + an_z(y,u,t)
oder

2
Vn_z(ist) = N Vn(x!t) + Nan_l(YSE)t) * an-Z(y’E’t)

Diese Beziehung in die Gleichung fiir vn_3(5,t) eingesetzt, liefert
Voo (Xet) = N3V (x,t)+N2a (yauLt)+Na o (y.ust)4a. o (ysust)
n_3 L] n\Zoe n—l ys__s n_2 ,Y5__3 n_3 _ys_s

So fortfahrend erhdlt man aus den GIn. (3.14) schlieBlich das Glei-
chungssystem

(X a1 (ysust)+.. 4Nay (y,u,t)+a (y,u,t) (3.15a)

L (3.15b)

wenn die Schreibweise Nkvi(i,t) fiur die k-fache Anwendung des Ope-
rators N auf die Funktion Vi(i’t) benutzt wird. Fiir die Tetzte
Komponente Vo(x,t) gilt aufgrund der GIn. (3.10) und (3.3b)

va(x,t) = xﬁ = c(y,u,t) . (3. 15¢)
Wie man sieht, muB hierbei die u-Abhdngigkeit der gesuchten Funk-
tion c(y,u,t) derart beschaffen sein, daB die u-Abhidngigkeit von

y = h(x,u,t) gerade kompensiert wird, so daB v, hur von x und t
abhangt.

Durch die GIn. (3.15b) und (3.15c) ist der Aufbau der gesuchten
Transformation v(x,t) vorgeschrieben:



an lc(y,g,t) +...+ Naz(y,g,t) + al(y,u,t)
Nn—zc(y,g,t) oot ay(y,u,t)
V(X,t) = : o 03 2185

Ne(y,u,t) + a _;(y,u,t)

c(y,u,t)

Diese Transformation v(x,t) ist festgelegt, wenn es gelingt, die
Funktionen al(y,g,t),...,an_l(y,g,t) und c(y,u,t), welche iiber

y = h(x,u,t) mittelbar von x abhdngen, so zu bestimmen, daB sich
die u-Abhdngigkeiten auf der rechten Seite von GI. (3.16) weghe-
ben. Dann nd@mlich hdngt die Transformation Vv, wie gefordert, nur
von x und t ab. Zur Berechnung dieser unbekannten Funktionen
ai(y,g,t), i=1,...,n-1, und c(y,u,t) muR die noch unberiicksich-
tigte Gleichung (3.15a) herangezogen werden. Durch Einsetzen der
Beziehung (3.15c) ergibt sich aus ihr die Gleichung

n-1
0 = Nlc(y,u,t) + Y N'a.(y,u,t) , (3.17)
i=0

eine partielle Differentialgleichung n-ter Ordnung. Wegen ihrer we-
sentlichen Bedeutung und weil sie als eine Verallgemeinerung der
wohlbekannten "Charakteristischen Gleichung" angesehen werden kann
(siehe Abschnitt 3.3.2), wird sie im folgenden die "Nichtlineare
Charakteristische Gleichung (NCG)" genannt.

Die Berechnung der n+l Funktionen ai(y,g,t), i=0,...,n-1, und
c(y,u,t) aus einer einzigen Gleichung, ndmlich der NCG (3.17),
scheint zundchst aussichtslos, da der Operator N in der NCG auf
die unbekannten Funktionen angewandt wird. Trotzdem ist - voraus-
gesetzt,die geforderte NBNF existiert - eine Bestimmung dieser
Funktionen moglich. Bevor dies im Abschnitt 3.3.3 an einem konkre-
ten nichtlinearen Beispiel gezeigt wird, soll die NCG zunichst auf
die Klasse linearer, zeitinvarianter Systeme angewandt werden, um
zu beweisen, daB die nichtlineare Transformationsmethodik die
lTineare Theorie als Sonderfall beinhaltet.
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3.3.2 Losung der NCG zur Bestimmung der Transformation

fir lineare, zeitinvariante Systeme

Im Spezialfall linearer, zeitinvarianter Systeme der Form

x=Ax+B (3.18a)

s

T

y=cx+du (3.18b)

lo

wird man die in der NCG auftretenden Funktionen c(y,u,t) und
ai(y,g,t), i=0,...,n-1, als zeitunabhdngig sowie linear in y
und u ansetzen diirfen, also in der Form

c(y,u,t) = yy + 8'u , (3.192)

a;(ysust) =azy + U, i=0,...,n-1. (3.19b)

Damit nimmt die NCG (3.17) die spezielle Gestalt

n-1
0 = N"(yy+8'u) + 3 N'(a,y +8Tu) (3.20)
i=0

an. Aus dieser Gleichung sollen nun die unbekannten Parameter Qs
Y und QT berechnet werden.

Fir die einfache Anwendung des Operators N auf den Ausdruck
a.y + EEE ergibt sich mit G1. (3.18b) und unter Beriicksichtigung
der Operatordefinition (3.13)

N(ay +§§5) . N(%ETE s %ETE + EEE) = aisT(E x+B u) ,

wenn statt f(x,u,t) die rechte Seite der G1. (3.18a) eingesetzt
wird. Die zweifache Operatoranwendung liefert

Nz(aiy +E1T£J = N(aiETﬂ 5+aigTE u) = a;c'A(A x+B u) ,

und dementsprechend ergibt sich fiir die i-fache Anwendung

T 1

N (oy +8Tu) = ayctal

i (A x+B u)
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Damit folgt aus der Gleichung (3.20)

-1
0 = veTA""H(A x +B u) + n): azc’ATTHA x +B u) +
i=1
+ %(ETi +d'u) + ﬁgg
oder
0 = ET(yﬂn +an_lgﬁ'1 toootaqA+a I)x +

n=-2

K [ET(Yﬂn_1 o qAT T He.otagI)B 4+ QTGO * Eg]li

Um die u-Abhdngigkeit in dieser Gleichung zu eliminieren, wird zu-
ndchst B8 zu

0

.40y 1)B - dlag (3.21)

gewdhlt. Die darin auftretenden unbekannten Koeffizienten vy und

Agsece»0 1 Missen aus der verbleibenden Gleichung

0 =¢ to..tagA o I)x

n-1-—
bestimmt werden, welche fir alle x erfiillt ist, wenn

A P ajA +a 1) = il

gilt. Diese vektorielle Gleichung besteht aus n skalaren Gleichun-

gen fir die n+l Unbekannten o +es0p_15Ys ist also unterbestimmt

o’"
und besitzt unendlich viele L&sungen. Wihlt man der Einfachheit

halber
= Ll, (3.22)

so bleibt die Gleichung

An-l T

A n-1A fooot oA +a l) =0

mit nur noch n Unbekannten Qgs---s0, 1 2ZU 10sen. Nach dem Theorem
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von Cayley-Hamilton [67] wird diese Gleichung aber von den Koeffi-
zienten Qs i =20,...,n-1, des charakteristischen Polynoms

det(sI - A) = s + an_1S to..tags + oo (3:.23)

von A fiir beliebige ET erfillt. Damit ist der Zusammenhang zwischen
der NCG und der wohlbekannten Charakteristischen Gleichung herge-
stellt.

Nachdem die Parameter e Eg und vy festgelegt sind, lassen sich
auch die Bestimmungsgleichungen fiir Eg, i=1,...,n-1, und QT an-
geben. Dazu werden die GIn. (3.19) in die Transformationsbeziehun-
gen (3.14b) und (3.15c) eingesetzt. Bei Weglassen des Zeitarguments

ergibt sich mit vy = 1

T
vi(x) = Nvy(x) + (oqy +Bqu)
Vo(Xx) = Nv,(x) + (a +8Tu)
pg et g oY +Eoll 3
v o(x) = Nv_(x) + (a + 87 u)
n-1'= o A=t F.Epopls o
v (x) = (y+s'u)
D T ol T ;
ie gesuchten Parameter 8§, B _4,...,8; werden hieraus nun so be-

stimmt, daB jede Komponente Vi(i) von u unabhdngig ist. Aus der
Beziehung fiir die lTetzte Transformationskomponente Vn(i) folgt
nach Einsetzen von GI1. (3.18b)

VlX) = c'x 4 (dT+8T)u .
Damit die u-Abhdngigkeit verschwindet, muf QT zu
s = -d! (3.24)

gewdhlt werden. Damit gilt

_ AT
Vp(x) = ¢c'x

und die Beziehung fiir Vn_l(ﬁ) lautet



=49 -
T T A T
Vp-1(X) = N(e'x) + o j(c'x+d'u) +8. _,u
T T T T
=Cc (A+a  qI)x + (c' B+d an_1 tBh.q)u

Auch hier muB die u-Abhangigkeit eliminiert werden, weshalb fiir
Bp-1

T _ T T
Bpo1 = me B - diop gy

gelten muB. So fortfahrend erhilt man fiir die (n-i)-te Transfor-

mationskomponente

Vo1 (x) = cTA v AT e e Dx L = 1, e,
wenn der (n-i)-te Zeilenvektor Eg—i zu
T Fugi=1 i-2 T
Bheg = "€ (A FBpmgt FovtOp 341 1B - A g 5 (3.25)
] =! 1, sn_]- 3

gewdahlt wird.

Es wird deutlich, daB die Transformation fiir lineare, zeitinvarian-

te Systeme die lineare Form

i* =V x (3.26a)
annimmt, wobei sich die Matrix V nach der Gleichung
ET(ﬂn'l+un_lﬂn_2+...+a11)
Tran=2 n-3
c (A" "+a _4A t...ta,1)
vV = : (3.26b)
T
c (A +o,_11)
ET
berechnet. Die aj, i = 1,...,n-1, stellen dabei die Koeffizienten
n-.

2 5S : des charakteristischen Polynoms (3.23)

3 % 5 »

der Potenzen s,s
von A dar.
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Die Anwendung der Transformation (3.26) auf das lineare, zeitin-
variante System (3.18) fiihrt tatsdchlich zur linearen Beobachter-
normalform

[ PO [ #T
0 0 ~Bs b,
* #T
1 ... 0 -a b
L \ N S I (3.27a)
* ®T
_O 1 -an—IJ _En-l_
y =[o...0 1]x* + Ty, (3.27b)
#* #T ®#T .
deren Parameter ass Ei , 1=0,...,n-1, und d es noch zu bestim-
men gilt. Dazu wird die Normalform zundchst in der Form (3.3) an-
geschrieben, deren Funktionen ai(y,g,t}, i=0,...,n-1, und

c(y,u,t) ja iiber die Beziehungen (3.19) und (3.21) bis (3.25) be-
kannt sind:

T,,n-1 n-2
0 0 0 a y-c (A +an_lﬁ % +alI)B u-d a_u
T, n-2 -3 T
P IR I P B2 (A" oy A" 4oL 40, 1)B u-d aqu
\ ' T T
0 ... 1 0 dp.q¥-cBu -da _qu |
E Q_()',U)
(3.28a)
x: -y = QTE ) (3.28b)
\-—__-V
c(y,u)

Die Auflosung der inversen Ausgangsgleichung (3.28b) nach y lie-
fert

y = x: + ETE ’
Setzt man diese Beziehung in G1. (3.28a) ein, so ergibt sich die
lineare Beobachternormalform zu



0 0 0 aox:—ET(ﬁn-l+an_lﬁn_2+ +u11)§_£-
g e U e 0o e | apxp-cT (A" Pea AT a,T)B u ’
N '
0 ... 1 o] _an_lx:—ng u |
E a*(xp,u)
(3.29a)
y = x5+ dlu . (3.29b)

Durch einen Vergleich der beiden Darstellungen (3.27) und (3.29)
ergeben sich die folgenden Bestimmungsgleichungen fiir die Parame-

ter d*7, a und b%T, i = 0,...,n-1

* —

a_i B {I_i 9

#*T _ T,,n-1-1 n-i-2
by;" = c' (A o, 1A to.o.tas 11)B
d*T _ dT

Es ist das folgende Resultat festzuhalten: Die im Abschnitt 3.3.1
angegebenen Bestimmungsgleichungen der Transformation auf NBNF kgn-
nen auch auf lineare, zeitinvariante Systeme angewandt werden, um
die lineare Beobachternormalform (3.27) zu berechnen. Dabei spielt
die NCG (3.17) eine entscheidende Rolle, da aus ihr die Koeffizien-
ten o berechnet werden konnen, welche zur Bestimmung der Transfor-
mation (3.26) notwendig sind.

Anmerkung:

Die eindeutige Umkehrung der linearen Transformation (3.26) exi-
stiert nur dann, wenn das zu transformierende System (3.18) voll-
stdndig beobachtbar ist, wenn also die Tlineare Beobachtbarkeitsma-

trix Qg den Hochstrang n hat. Dann ndmlich hat aufgrund der leicht
herleitbaren Beziehung '

det V = det Q

auch die Transformationsmatrix V den Hochstrang n.




- U5 -

3.3.3 Losung der NCG zur Bestimmung der Transformation fir

ein nichtlineares Beispiel

Nun soll das vorgestellte Transformationsverfahren auf nichtlineare
Systeme angewandt werden. Weil sich in allgemeiner Form keine ge-
schlossene Ldsung angeben 13dRt, wird die Vorgehensweise an einem
konkreten Beispiel, ndmlich der im Abschnitt 2.8.1 behandelten
Rduber-Beute-Beziehung, verdeutlicht. Die Aufgabe besteht darin,
das zeitinvariante System (2.22) in die NBNF

0 0 a_(y,u)
* 0
X = X - , (3.30a)
1 0 a;(y,u)
Xy = c(y) (3.30b)

zu Uberfihren. Weil die R&uber-Beute-Beziehung ein nichtsprungfi-
higes System darstellt, wird auch die Funktion c in G1. (3.30b)

als unabhdngig von u angesetzt. Die unbekannten Funktionen ao(y,u),
al(y,u) sowie c(y) sollen nun aus der NCG (3.17) berechnet werden,
welche sich fiir n = 2 zu

0 = N%c(y) + Naj(y,u) + a_(y,u) (3.31)

vereinfacht. Dazu werden zundchst die Operatoren auf die Funktionen
c(y) und al(y,u) angewandt. Fiir den zweiten Summanden ergibt sich
unter Berlicksichtigung der Definition (3.13)

T
daq (y,u) daq(y,u) T
Naz(YsU) = [}—lgg——i] f(x,u) = ——lgy—*— [%%] f(x,u)

Aufgrund der Ausgangsgleichung (2.22b) folgt hieraus
aal(.V:u)
Nay(vou) = —L2" o 1] £(x,u)

und nach Einsetzen der rechten Seite von G1. (2.22a)

aal(y,u)
Nag (ysu) = —=g5—— (ex~d-fu)x, . (3.32)
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Ganz entsprechend berechnet sich die Anwendung des Operators N auf
c(y). Man erhdlt

Ne(y) = ﬁ%éll (cxp-d=fu)x, . (3.33)

Fur die zweifache Anwendung von N auf c(y) ergibt sich

Nely) = N{Ne(y)}

- N{.Qgﬁll (cxl—d—fu)xz}

[5% [§§§¥i (cxl-d—fu)xz]]Tj(i,u)

Die Ausfiihrung der Differentiation mit Hilfe der Ketten- und der
Produktregel liefert wegen y = X5 die Beziehung

T

2 0
Nzc(y) - __Eéil [1} (cxl—d-fu)xz] f(x,u) +

dy

-
B cX
+ de(y) [ 2 ]] (%)
y cxl—d-fu o

Nach Einsetzen der rechten Seite von G1. (2.22a) erhilt man fiir
N2c(y) schlieBlich den Ausdruck

2
Nee(y) = g—5§ll

(cxl-d-fu)zxg &
dy

+ Egiil [cxlxz(a—bxz) +(cx1-d-fU)2x2] : (3.34)

Nun werden die GIn. (3.32) und (3.34) in die NCG (3.31) eingesetzt
und Xo durch y ersetzt:

2

0 = gai%ll (Cxl‘d'fu)zyz + Q%%ll [CX1Y(a—by)+(cx1—d-fu)2y] +

Bal(y,u)

+ 7 [cxly—(d+fu)y] ta, . (3.35)
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Verwendet man die Abkiirzungen

2

oy 1 A-CHEL g, &= S
dy Y
331(Y=U)

Spy U g @y A ()

und ordnet die G1. (3.35) nach Potenzen von X1s SO resultiert die
Beziehung*)

0 = x° cyyy * cy]czy + (3.36)

+ X —2cyy(d+fu)y +cy(a—by-2(d+fu)) +a1y]cy +

i 252 2
+ Fyy(d+Fu) y +cy(d+fu) y -a (d+fu)y-+a0] .

ly
Diese Gleichung ist genau dann fiir alle x erfillt, wenn samtliche
eckige Klammern verschwinden. Somit hat man die drei folgenden Glei-
chungen zur Bestimmung der dre? gesuchten Funktionen c(y), ay(y,u)
und ao(y,u):

€

ny = -1 (3.37)
” y

ayy = 2c, (d+fu)y - cy(a—by—Z(d+fu)) , (3.38)

a, = -c, (d+fu)ly? - ¢ (d+fu)ly + a, (d+fu)y . (3.39)
0 Yy y ly

Die beiden letzten Gleichungen lassen sich noch wesentlich verein-
fachen. Aus GI. (3.38) folgt durch Einsetzen von G1. (3.37)

und aus G1. (3.39) ergibt sich durch Einsetzen der beiden anderen

dy = cy(by—a)(d+fu)y : (3.41)

#) Achtung: Der in Gl1. (3.36) auftretende Buchstabe ¢ ohne Index
steht fir den konstanten Modellparameter der Systemgleichung
(2.22a), hat also nichts mit der zu bestimmenden Funktion c(y)
zu tun.
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Zundchst wird aus G1. (3.37), einer Differentialgleichung 2. Ord-
nung, die Funktion c(y) berechnet. Durch beidseitige Integration
erhalt man

Cl
= — 3.42
Cy ¥ ( )
und daraus
c(y) = Clin Y C2 3 (3.43)

wobei C1 und Cz beliebige Integrationskonstanten darste11en.*)
Mit dem Ergebnis fiir cy(y) lassen sich nun auch die Funktionen
a;(y,u) und ao(y,u) bestimmen. Die Integration der Gleichung

) 3

_ _a
aly(y,u) = Cq(b 5

die sich durch Einsetzen von G1. (3.42) in G1. (3.40) ergibt, lie-
fert

al(.VSU) = Cl(by-aﬂn y) + C3(“) s (3.44)

wobei der Integrationsparameter C3(u) beliebig von u abhdngen
darf. SchlieBlich ist durch die GIn. (3.41) und (3.42) auch die
Funktion ao(y,u) festgelegt, ndmlich zu

a (ysu) = Cy(by-a)(d+fu) . (3.45)

Nachdem es gelungen ist, die drei Funktionen c(y), al(y,u) und
ao(y,u) bis auf die auftretenden Integrationsparameter zu berech-
nen, kann mit Hilfe der G1. (3.16) die Transformation v(x) bestimmt
werden. Sie ergibt sich filir das betrachtete Beispiel zu

Nc(y) +a1(y,u)
v(x) = ; (3.46)

c(y)

*) Der Betrag des Arguments von 2&n in G1. (3.43) kann weggelassen
werden, da die Anzahl y = X der Rduber immer groBer als Null
ist, wenn man von dem Trivialfall y = 0, daB die Rduber ausge-
storben sind, absieht.
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Wie im linearen Fall des letzten Abschnitts muB auch hier dafiir ge-
sorgt werden, daB die rechte Gleichungsseite von U unabhdngig ist.
Die zeitliche Ableitung einer Transformation der Form

+*

X = v(x,u)

wirde namlich nicht auf die NBNF (3.3) fiihren, sondern auf eine
von U abhdngige Form (siehe 5. Kapitel).

Wegen der Ausgangsgleichung (2.22b) ergibt sich fir die zweite
Transformationskomponente die Beziehung

Vz(i) = c(xz) = Cq2n Xo + 62 5
welche von vornherein unabhdngig von u ist. Fiir Vl(i) folgt aus
G1. (3.46) unter Berlicksichtigung der Beziehungen (2.22b): (3.33),
(3.42) und (3.44) zunidchst

Vl(ﬁ) = Cl(cxl-d—fu) + Cl(bxz—aﬁn Xo) + Ca(u)
Wdh1t man die Funktion C3(u) zZu

Cs(u) = Cqyfu,
so kompensiert sich die u-Abhdngigkeit, und es bleibt

vi(x) = Cl(cxl—d+bx2—azn x2)

ibrig. Legt man die beliebig wdahlbaren Konstanten C, und CZ zu

fest, so lautet die Transformation v(x) schlieBlich
cxl-d+bx2-a2n Xo
v(x) = . (3.47)

n X2

Sie Uberflihrt das System (2.22) in die NBNF
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0-(by-a)(d+fu)
g = s (3.486)
x?-(by-azn y+fu)

Xo = Any . (3.48b)

Wie bei den linearen Systemen wurden auch bei der Behandlung der
nichtlinearen Rduber-Beute-Beziehung die unbekannten Funktionen

bis auf die Integrationsparameter aus der NCG (3.17) berechnet. Fiir
das System 2. Ordnung ergaben sich durch Ordnen nach Potenzen der
nichtmeBbaren ZustandsgroBe drei Gleichungen fiir die drei zu bestim-
menden Funktionen c(y), al(y,u) und ao(y,u). Ganz entsprechend kann
auch bei Systemen hdherer Ordnung vorgegangen werden. Allgemein

gilt die folgende Faustregel:

Fir die Existenz der Transformation eines Systems n-ter Ord-
nung auf NBNF ist es notwendig, daB sich durch Ordnen der NCG
nach Potenzen oder anderen Funktionen der nichtmeBbaren Zu-
standsgroBen maximal n+l Gleichungen fiir die n+l Unbekannten
c(ysust), an_l(y,g,t),...,ao(y,g,t) ergeben.

So praktikabel die beschriebene Vorgehensweise auch sein mag, vom
theoretischen Standpunkt ist sie insofern recht unbefriedigend,
als sich die Berechnung der Transformation nicht niher schemati-
sieren 1dBt. In den folgenden Abschnitten wird deshalb eine geeig-
netere Methode vorgestellt. Sie fihrt auf konkrete Existenzbedin-
gungen der NBNF, welche unmittelbar mit der Beobachtbarkeit in
Verbindung stehen.

3.3.4 Motivation einer Zwei-Schritt-Transformation

Wie sich im folgenden zeigen wird, stellt die Beobachtbarkeit des
gegebenen Systems eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz
des mit Hilfe der NBNF entworfenen Beobachters dar. Aus diesem
Grund empfiehlt es sich, zundchst eine Beobachtbarkeitsanalyse
durchzufiihren, d.h. zu untersuchen, ob bzw. in welchem Gebiet das
System beobachtbar ist. Dazu iberfiihrt man das System in die im
Kapitel 2 vorgestellte NBKNF. Das System ist ndmlich auf jeden
Fall in demjenigen Gebiet beobachtbar, in dem die Transformation
auf NBKNF umkehrbar eindeutig ist - vorausgesetzt, die Trajekto-
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rie bleibt innerhalb dieses Gebjets. Erst in einem zweiten Schritt
wird dann die NBKNF in die NBNF iiberfiihrt. Eine solche Zwei-
Sehritt-Transformation bietet gegeniiber der im letzten Abschnitt
vorgestellten Vorgehensweise den Vorteil, daB sie konkrete Bedin-
gungen fir die Existenz der NBNF liefert, die im Anwendungsfall
unmittelbar nach dem ersten Schritt iliberpriift werden kdnnen.

Nun ist aber die Frage berechtigt, ob durch den Umweg iiber die
NBKNF nicht irgendwelche LGsungen verlorengehen, die bei einer
direkten Transformationsberechnung méglich wiren. Diese Frage kann
verneint werden, da mit der NBNF auch immer die NBKNF existiert,
sofern im betrachteten Gebiet nur die Bedingung

3#* 3%
oh (x_,u,t)
n_
= + 0 (3.49)
an

erfullt ist. Unter dieser Voraussetzung kann nidmlich jedes 1in NBNF
vorliegende System umkehrbar eindeutig in die NBKNF iiberfiihrt wer-
den. Dies wird im folgenden gezeigt.

Um von der NBNF (3.2) zur NBKNF (2.2) zu gelangen, muB die Abbil-
dungsvorschrift (2.7) wie folgt modifiziert werden:

| =<1
1l

(3.50)

Darin ist h*(x:,g,t) die rechte Seite der NBNF-Ausgangsgleichung
(3.2b) und M* der fiir ein in NBNF vorliegendes System anzuwenden-
de Operator. Fir ihn gilt analog zu den Gln. (2.10)

#*0, %

M*Oh* .= p¥* |
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mit Qi gemdB G1. (2.9). Aufgrund der speziellen NBNF-Struktur er-
geben sich nach Ausfiihren der Operatoranwendungen in der Abbjl-
dungsvorschrift (3.50) die Transformationsgleichungen

X = h¥(xp,u,t) ,
_ ah™ (x*,u,t)
Xp = e Xne1 * Sp(xpausint)
3x
3#* ¥*
- B ah (xns'list) & ~ . [ (3.51)
X & % ez * B3(XpsXp_ qslsU,0,1)
axn
#* ¥*
CahT(xp,ust) + * * (n-1)
Xn 2t ax* X]. gn(xns ,XZ,U,U, a_u_at) L]
n

wenn die bei diesen Operatoranwendungen entstehenden restlichen
Terme abkiirzend mit Cosevesby bezeichnet werden. Da die Funktion
h*(xz,g,t) stets von x: abhdngt, ist die Bedingung (3.49) allen-
falls in einzelnen Punkten nicht erfillt. Sieht man von diesen
Punkten ab, so 1dBt sich die Abbildung (3.51) eindeutig nach den
Komponenten von 5# auflosen, denn auch die Beziehung fiir il ist
nach [46] zumindest in Teilgebieten der fiir x:, u und t in Frage
kommenden Bereiche eindeutig nach x: auflosbar.

Fir x: ergibt sich eine von Xqs U und t abhdngige Funktion W, die
wegen der Ausgangsbeziehung

y = il (2.2b)

gerade gleich der Funktion c(y,u,t) der inversen Ausgangsgleichung
(3.3b) ist. Demnach 1ist

Xy = c(y,u,t) =: wn(xl,u,t) i (3.52)

Die Auflosung der zweiten Abbildungsgleichung nach xﬁ_l liefert

#

3h* (x7,u,t) d

i b +* .
xn_l = * [xz"cz(xnsgsgat)] 3
BXn
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woraus durch Einsetzen von Gl. (3.52)
n-1 ~ wn—l(xl’XZ’E’E’t)

folgt. So fortfahrend erhdlt man fiir die Transformation der NBKNF
auf NBNF schlieBlich den Aufbau

* - _ (n-1)
x]_ Wl(xla 1an£s_l_-{_s --:_Llst)
* = = =
Xn-1 wn_l(xl,xz,u,u,t)
* -
_Xn j _wn(xl,u,t) |
T — =
3 = ~
X W(x,u.,t)

Man hat somit das folgende Resultat:

Die Extistensz der NBKNF gemdB den Gln. (2.2) ist notwendige
Voraussetzung fir die Existenz der NBNF (3.2).

Dieser Sachverhalt rechtfertigt es, die Transformation auf NBNF
gemdf3 Bild 3.1 in zwei Schritten vorzunehmen:

® Zundchst wird das Originalsystem (3.1) hinsichtlich seiner
Beobachtbarkeit untersucht, indem es mit Hilfe der Trans-
formation (2.7) in die NBKNF (2.2) uberfilihrt wird. L3Rt
sich die NBKNF nicht erreichen, so existiert auch keine
NBNF und die Untersuchungen kdonnen abgebrochen werden.

@ LaBt sich die NBKNF im ersten Transformationsschritt erzeu-
gen, so kann man versuchen, von der NBKNF ausgehend, die
Transformation

X o= w(X,0,t)

auf NBNF zu berechnen, wobei allerdings noch nicht sicher
ist, daB diese existiert.
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Die Bestimmungsgleichungen dieser zweiten Transformation sowie de-
ren Existenzbedingungen werden in den folgenden Abschnitten herge-
leitet.

1. Schritt 2. Schritt
Originalsystem —> | NBKNF ——> | NBNF
x=qlx,ip,t) x"=w(X,d,,t)

Bild 3.1 Transformation auf NBNF in zwei Schritten

3.3.5 Transformation der NBKNF auf NBNF

Ist es im ersten Transformationsschritt gelungen, die geforderte
NBKNF zu erzeugen, so muB im zweiten Schritt der UObergang von der
NBKNF zur NBNF vollzogen werden. Gesucht ist also eine im Beob-
achtbarkeitsbildgebiet G umkehrbar eindeutige, stetige und hin-
reichend oft differenzierbare Transformation

#

X" o= w(x,U, ,t) , (3.53)

n
die ein in NBKNF vorliegendes System der Form (2.2) in die NBNF
gemafl den GlIn. (3.2) bzw. (3.3) iberfiihrt. Die Abhdngigkeit der
Transformation (3.53) von gn ist dabei so zu bestimmen, daB die
gn—Abhangigkeit der ersten Transformation

X = g(x,U,t)
gerade kompensiert wird, so daB die gesuchte Gesamttransformation
%" = y{x,t) (3.16)
nur von x und t, nicht aber von U und dessen zeitlichen Ableitun-

gen abhdangt. Nur dann ist ndmlich gewdhrleistet, daB in der NBNF
keine AbTeitungen von u auftreten. Es muB also gelten

w(XU 1) = w(a(x,0,,t),0,.t) = v(x,t) . (3.54)

erleitung der Bestimmungsgleichungen der Transformation

H
U.»t) wird in die totale zeitliche Ableitung von G1. (3.53),

Zur
w(x,
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Ein Vergleich der G1. (3.55) mit G1. (3.3a) liefert die partielle
Vektordifferentialgleichung

aw(Xx,U,,t) aw(x,b .t) , aw(x,U.,t) - _  (n)
+ = u, + ~ flx,u,,u,t)
at du ax -
=Zn £
! - ~
= E E(E’Enﬂt) - Q(.Vaﬂ:t) s (3.56)
wenn in G1. (3.3a) x* durch w(X,U ,t) ersetzt wird. Hieraus ist
die Transformation w(X,U ,t) zu berechnen.

Zundchst wird die Gleichung (3.56) komponentenweise angeschrie-
ben. LdBt man die Argumente hinter den Komponenten W, von
w(x,U ,t) weg und beriicksichtigt den speziellen Aufbau der Ma-
trix E, so ergibt sich

owWq Fawl'TR 'awl'T_ _ . (n)
st || Yy t | = f(x5u,,u,t) =0 - a (y,u,t) , (3.57a)
3l ax |~ T 7
- _n- b
aw B U 'Bw.'T_ (n)
At + ! a + _-__1 f()-(sa ,U,t) = W -a . (y U,t),
ot agn- -n 5% J —\=2=n’= Tl A
T & 2yooagll » (3.57b)
awi L aw1 )
Die Vektoren = und | — stellen hierbei die i-ten Zeilen
agn 9X

der in den obigen Gleichungen auftretenden Jacobi-Matrizen
aw ow

— und — dar.

agn dX
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Flir die weiteren Betrachtungen erweist es sich als zweckmdBig, den
lTinearen Differentialoperator M einzufiihren, der die totale zeit-
lTiche Ableitung seines Operanden bewirkt und definiert ist als

- oW, W Tx aw_j T_ _ . (n)
Mw'i $= at + En + i i(i’En’E’t)

u
My

Damit lassen sich die GIn. (3.57) in der kompakteren Form

o
1

= Mwl * (Mslls k) (3.58a)

Wiip = Mws +as (ysust) » i = 2,...,n, (3.58b)
darstellen. Flir die letzte Komponente W der Transformation

w(X,u

w(x _n,t) gilt wegen der Beziehung (3.52)

w, = c(y,u,t) . (3.59a)

Setzt man diese Gleichung in diejenige fiir wo_q ein, so ergibt
sich

Wn_l = Mc(ysﬂ’t) + an_l(y,ﬂst)

Diese Beziehung in die Gleichung fir W eingesetzt, liefert

I

W0 M{ﬁc(ysgst) +an_1(y,g,t)} ta, _,(y,u,t)

_2 -
= M c(y,u,t) + Man_l(y,g,t) + an—Z(y’E’t)

So fortfahrend erhdlt man schlieBlich aus den GIn. (3.58) das
Gleichungssystem

wn_l = F:l C(y’E’t) * an_l(y’gst) s
- m2 y
wn_z = M C(Y:Est) + Man_l(yﬁ_!,t) + an_z(y:_l-i)t) 2 \ (3-59b)
-1 “n-2
Wy = M" c(y,u,t) + M an_l(y,u,t)+ +a1(y,u,t),
_ N n-1
0 = M c(y,u,t) + M an_l(y,u,t)+ +a0(y,u,t) (3.59c)



- 57 -

Fir die mehrfache Anwendung des Operators M gilt entsprechend den
Definitionen fiir M und M*

Durch die GIn. (3.59a) und (3.59b) ist der Aufbau der gesuchten
Transformation w(x,d ,t) festgelegt:

ﬁn"lc(y,g,t) +.o. .4 ﬁaz(y,g,t) +a;(y,u,t)
=fi=2
MP Te(ysust) +...+ ay(y,u,t)
wx,l.,t) = : . (3.60)

Moc(y,u,t) + a,_1(y,u,t)

c(ysu,t)

Sie 1dBt sich jedoch erst bestimmen, nachdem die Funktionen
al(y,g,t),...,an_l(y,g,t) und c(y,u,t) aus der NCG (3.59c), die
sich auch in der Form

0 = Wc(y,u,t) + 3 Mla.(y,u,t) (3.61)

anschreiben 1dBt, berechnet worden sind. Wie spater noch deutlich
wird, kompensieren sich die gn—Abhéngigkeiten der Transformationen
a(x,0.,t) und w(x,d ,t) in G1. (3.54) zwangsldufig, wenn die Funk-
tionen L | unabhdngig von Ableitungen der EingangsgrdBe u
bestimmt werden kdnnen.

Obwohl die auf die NBKNF bezogene NCG (3.61) formal mit der auf
das Originalsystem bezogenen NCG (3.17) identisch ist, lassen sich
aus ihr konkretere Bedingungen fiir die Existenz der NBNF gewinnen.
Diese werden in den beiden folgenden Abschnitten fiir Systeme

2. und 3. Ordnung hergeleitet.



- 5§ -

3.3.6 Existenz und Herleitung der NBNF fiir Systeme 2. Ordnung

GemdB den Gln. (3.3) Tlautet die NBNF 2. Ordnung

0 o ao(‘ys_u_st)

E. = s (3.623)
XT- al(Y:E)t)
X5 = c(y,u,t) , (3.62b)

und die NCG (3.61) vereinfacht sich fir n = 2 zu

0 = ﬁzc(y,g,t) + ﬁal(y,g,t) + ao(y,g,t) 3 (3.63)

Der Operator M wird hierin auf die unbekannten Funktionen C{ysust)
und al(y,g,t) angewandt. Nun gilt aber fir die Anwendung des Opera-
tors M auf die Funktion a;(y,u,t), die nur von y = il’ u und t,
nicht aber vom gesamten Vektor x abhangt,

_ 3a; —Bal-T Bay .
[ e R e

1 7 5t AU -

da 9a. 1! sa, [ax%-17.
i B ] 1| :
at _BE J — ay BE

in G1. (2.2a) ergibt sich daraus

- Bal Bal T_ aal _
Moy =z *law | L+ 55 %2

Ganz entsprechend erhdlt man

und bei zweifacher Anwendung des Operators M
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Mec = M Mc}
¢
2 [ 2 ] 2 ] T
d°¢ 3°¢c T |5%c [Bc]
= + 2 u + u Uu + [=| u +
at? atau | = = [3E2 = ou ] =
T
2 2 2
3°¢c = e .= 9 ¢ =2 dc -
+ 2 5ty Xo + 2 [auay] Ux, + g;? Xp + By (-a) ,

wobei -a die letzte Komponente des NBKNF-Systemvektors i dar-
ste11t.*) Flir die folgenden Betrachtungen erweist es sich als sinn-
voll, die Variablen, nach denen abgeleitet wird, als Index hinter
die abzuleitende Funktion zu schreiben. Dann erhdlt man fir die NCG
(3.63) den Ausdruck

; The .
c.Ju + (CE) u + 2ctyx2 +

Ts= -2 - T. =
X5 —cya tagg +(a1£) u +a1yx2 va,

Die Aufldsung dieser Gleichung nach a und gleichzeitiges Ordnen

nach Potenzen von §2 liefert

g
|

=9 1 - ] 1
i XZ[ny] By XZ[zcty ¥ AlGyy) L4 aly] T (Ae84)
¥ = Y
)i+ (c )"

.. L 1
u u+ag, +(alu £-+a0] =

Da die Funktionen c, aq und a, sowie deren partielle Ableitungen

nur von y = il,g_und t abhdngen, fihrt die letzte Gleichung auf
folgende notwendige Bedingung fiir die Existenz der NBNF 2. Ord-
nung:

Die Funktion a(x,u,U,u

NBKNF-Systemvektors ?(

t) in der letzten Komponente des

>
v
o
-
il
w
=3
“w
‘—fv
p—
3
o
w
o
-ty
™
=
o
=51
o
()
-3
c
=
[ta)

[N
I
~
ro
_——
1
—
w
|
-
+
e
>0
o
+
-~
—
—
>
—
L' ]
| =
ot
w
s
s
> 1
o
"
=
o
_—
b |
—
-
[
-
| =-
w
(F=
L
r+
e

(3.65)

erfiillen.

*) Die hierbei angewandte Differentiationsregel ist im Anhang B.2
angegeben.
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Falls die NBKNF und damit auch die Funktion a aus dem ersten Trans-
formationsschritt bekannt ist, kann diese Bedingung direkt iiber-

priuft werden. Ist sie erfiillt, so sind die Funktionen Ko’ Ky und K
festgelegt, und man erhdlt durch einen Vergleich mit G1. (3.64) und
unter Berilicksichtigung der NBKNF-Ausgangsgleichung (2.3b) die drez
folgenden Differentialgleichungen zur Bestimmung der dre< unbekann-
ten Funktionen c(y,u,t), a;(y,u,t) und a (y,u,t):

= K a L] ] -
ny 2(y u t)cy (3.66a)
1 .
thy + 2(cuy) u + aly = Kl(y,g,g,t)cy . (3.66b)
T. T ; .
Cep + 2(ct ) u+u (922)2 + (c, ) 'u + agy *+ (alu)TE t o, =

(3.66¢)

Zundchst wird aus der Differentialgleichung (3.66a) c(y,u,t) zu

c(y,u,t) = Ci(us,t) e dy + Cz{g,t) (3.67)

berechnet. Die dabei auftretenden Integrationsparameter Cl(g,t)
und C,(u,t) sind beliebige Funktionen von u und t. Setzt man

G1. (3.67) in G1. (3.66b) ein, so hat man eine Differentialglei-
chung 1. Ordnung fir a;(y,u,t). Es muB jetzt versucht werden, die
beliebig angesetzten Integrationsparameter so zu widhlen, daB sich
die eventuell vorhandene u-Abhdngigkeit in G1. (3.66b) gerade
heraushebt. Nur wenn dies gelingt, kann ay als Funktion von y, u
und t allein angegeben werden. Ansonsten hangt a; zusdtzlich von
Q ab, und die NBNF gemdB den GIn. (3.62) kann nicht existieren.
SchlieBlich miissen die berechneten Funktionen c(y,u,t) und
al(y,g,t) in G1. (3.66c) eingesetzt werden. Damit hat man eine
rein algebraische Gleichung fiir die Funktion ao(y,g,t). Auch hier
muB eine eventuelle Abhangigkeit von u und u beseitigt werden,
indem die bei den vorangegangenen Integrationen entstandenen, noch
freien Integrationsparameter geeignet gewdhlt werden. Es wird auf
jeden Fall immer eine Losung ao(y,g,g,g,t) gefunden, falls sich
die U- und u-Abhdngigkeiten nicht eliminieren lassen- Dieser Fall
wird in Kapitel 5 noch naher angesprochen.
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3.3.7 Existenz und Herleitung der NBNF fiir Systeme 3. Ordnung

Nun sollen entsprechende Bedingungen fiir die Existenz der NBNF
3. Ordnung hergeleitet werden. Als Ausgangspunkt dient auch hier
wieder die NCG (3.61), welche sich fir n = 3 zu

3¢ (y,u,t) + Mzaz(y,g,t) + Maj(y,ust) + a_(y,u,t)

reduziert. Durch Ausfiihren der Operatoranwendungen*), Auflosen
der Gleichung nach der Funktion a des NBKNF-Systemvektors

>

F(X,u,l,U,U,t) = s (3.68)

und Ordnen der auftretenden Summanden nach Potenzen bzw. Produk-
ten der nichtmeBbaren ZustandsgroBen 22 und §3 erhdalt man den
Ausdruck

T. 1
) B+a2yy] s (3.69)

w =9 1 =B
- N 3 3
3 Xz[%yyy] co * xz[ Ceyyt3(Cuyy y

+
(g}
—+
+
ct
+
w
—
O
ct+
P
o
—

. 'T % _T . T...
* 2o Uy ey DB ey )i (e,) Thapy s
i=1 - - N

T, T . Te T. 1
+2(a‘2tu) L (a2uu)g+(32u) E+a1t+(alu) E+ao] €, -
= e - = y

*) Die hierzu erforderlichen Differentiationsregeln sind im An-
hang B angegeben.
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Hieraus ist eine notwendige Bedingung fir die Existenz der NBNF
3. Ordnung abzulesen, die sich aufgrund der Ausgangsbeziehung
y = x; wie folgt formulieren 1&Bt:

NBKNF-Systemvektors (3.68) muB die Forderung

ol ” =3 . - v B e
a = Kg(Xxq,U,t)x; + Kg(Xxq,U,U,t)Xx, + K3(Xq,U,U,Uu,t)x, + (3.70)
+ Kz(il,g,g,t)§3 + Kl(il,g,t)§2§3 + Ko (xq,u,U,0,0,t)

erfillen.

Ist diese Forderung erfiillt, so sind die Ki’ i=0,...,5, festge-
legt. Durch einen Vergleich der GIn. (3.69) und (3.70) ergeben
sich sechs Bestimmungsgleichungen zur Bestimmung der vier unbe-
kannten Funktionen c, ass a4 und a

0
= s U, s 3. 71
Cyyy = Kgly.u,t)e, ( a)
3Ctyy + B(ngy) i < a2yy = Kq(y,u,g,t)cy " (3.71b)
3¢,, + 6(c,. )i Tte. Y& + 3(e. )i + 2a,.. +
tty LUy = - YTuuy’= u = 2ty
Tv ) -
+ 2(a22y) T a1y = K3(y,£,£,g,t)cy ; (3.71c)
s _
3Cty + 3(ng) U+a, = Kz(y,g,g,t)cy s (3.71d)
= s 3 L] 3.?1
3ny Ki(y,u t)cy ( e)
T T T -
Cttt T 3(cttu) ue B(Ctuj ¥, F 3Q (Ctuu)u'+§: Wy (cuuu Ju +
L il A it 2
i 2 Tew T T : T
+3U eyl F (ey) U Fage ¥ 2(agy) g_+9_(azﬁﬂ)g-+(a2_) u +
T- _
+ alt + (alu) u + ao - KO(Y’E’E’E’H’t)Cy (3.?11:)

#) Die Abhdngigkeiten der "Koeffizienten" Kgs+--sKg ergeben sich
notwendigerweise aus Gl. (3.69).
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Dieses Gleichungssystem filir die vier Unbekannten c, a,, a; und a,
ist lberbestimmt und somit im allgemeinen nicht 16sbar. Eindeutige
Losungen konnen nur dann existieren, wenn zweimal je zwei Glei-
chungen miteinander vertrdglich sind. Tatsachlich gelingt es, Be-
dingungen fir die "Koeffizienten" Ki anzugeben, unter denen GI.
(3.71a) mit G1. (3.71e) und G1. (3.71b) mit G1. (3.71d) vertrdag-
Iich ist,

Die erste Vertrdglichkeitsbedingung erhdlt man durch Einsetzen der
Gl. (3.7la) in die partiell nach y abgeleitete G1. (3.71e). Es er-
gibt sich

9

Kg(y,u,t)e, = 55 Ki(y,u,t)ey, + Ky(y,u,t)c

A 4 yy

bzw. nach Substitution der G1. (3.71e) und Division durch Cy

_ 3 1
3K5(y,U,t) = mag Kl(yagst) + ‘3‘ K

2
- y i

(2 < (3.72a)

Ganz entsprechend 1dRt sich die zweite Vertrdglichkeitsbedingung

bestimmen. Einsetzen der GI. (3.71b) in die partiell nach y abge-

leitete G1. (3.71d) Tiefert
3

Kg(ysu,0st)e, = o= Ky(y,u,l,t)c

y y ) Kz(ysgsgst)c

Y. ¥¥

bzw., wenn G1. (3.71e) eingesetzt und durch cy dividiert wird,

P 1 s
Ko(y,u,u,t) + 5 Ky(y,u,t)Ky(y,u,U,t)
(3.72b)

Diese beiden Bedingungen (3.72) stellen zwei weitere notwendige
Bedingungen fir die Existenz der NBNF 3. Ordnung dar. Sind sie
erfullt, so zieht man die vier Gleichungen (3.71c) bis (3.71F)

zur Bestimmung der vZer Funktionen c, a5, a4 und a_ heran, wobei

aufgrund der "einseitigen Verkopplung" dieser G]eighungen die fol-
gende Reihenfolge einzuhalten ist: Zundchst wird c(y,u,t) aus GI.
(3.71e) berechnet, danach a,(y,u,t) aus G1. (3.71d), dann a;(y,u,t)
aus Gl1. (3.71c) und schlieBlich ao(y,g,t) aus Gl. (3.71f). Auch
hier sind die frei wahlbaren Integrationsparameter auszunutzen,

um eine Abhdngigkeit der Funktionen von U, U und U zu verhindern.
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Es ist folgendes Ergebnis festzuhalten: Die Transformation von Sy-
stemen 3. Ordnung auf NBNF ist wesentlich komplizierter und aufwen-
diger als bei Systemen 2. Ordnung. Die Existenzbedingungen der NBNF
verscharfen sich insbesondere durch die zwei Vertradglichkeitsbe-
dingungen (3.72), die von den "Koeffizienten" Kl’KZ’K4 und K5 des
“Polynoms" (3.70) erflillt werden miissen, damit das Gleichungssy-
stem (3.71) nicht liberbestimmt ist.

Auch fiir hohere Ordnungen ist eine systematische Berechnung der in
der NCG auftretenden Funktionen moglich, jedoch wichst der von Hand
durchzufiihrende Rechenaufwand aufgrund der erforderlichen Operator-
anwendungen erheblich an. In der Forderung fiir die Funktion

e (n)

a(X,U,...,u,t) treten mit steigender Ordnung immer mehr Kombinatio-
nen von Potenzen bzw. Produkten der nichtmeBbaren ZustandsgroBen

X:» i = 2,...,n, auf, und die Anzahl der sich ergebenden Gleichun-

-Il
gen wdchst stdrker an als die Anzahl der zu bestimmenden Unbekann-
ten. Somit wird das Gleichungssystem in zunehmendem MaBe iiberbe-
stimmt, und die Anzahl der zu erfiillenden Vertrdglichkeitsbedin-

gungen erhoht sich dementsprechend.

Sind die Forderung an die Funktion a sowie alle auftretenden Ver-
trdglichkeitsbedingungen erfiillt, so muB schlieBlich noch durch ge-
eignete Wahl der Integrationsparameter dafiir gesorgt werden, daB
die gesuchten Funktionen a 12 --s8, VOnN AbTeitungen der Eingangs-
groBe u unabhdngig sind. Auch diese Forderung ist im allgemeinen

um so schwieriger zu erfiillen, je hdher die Ordnung des zu trans-
formierenden Systems ist, es sei denn, das System hat maximale
Differenzordnung [15]. Dann namlich greift die EingangsgroBe u erst
auf die n-te zeitliche Ableitung der AusgangsgréBe y direkt durch,
was zur Folge hat, daB die Funktion a in der NBKNF (2.3) und damit
auch die in der Forderung fiir a auftretenden "Koeffizienten" Ki

(n)

nur von u, nicht jedoch von g,...,g_ abhangen. In diesem Fall las-

sen sich auch die Funktionen CONE PR unabhangig von Ableitungen

0
der EingangsgrdBe angeben. Wie sich in den beiden Beispielen des
Abschnitts 3.5 zeigen wird, ist die maximale Differenzordnung je-
doch nur hinreichend und nicht notwendig flir die Unabhingigkeit

der Funktionen a,.1>-++23, von Ableitungen der EingangsgroBe.

0
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3.3.8 Bestimmung der Gesamttransformation VvV und die Existenz

ihrer Inversen v

Sind die Funktionen Cr3,_1>+..53, bestimmt, so kann mit Hilfe von
G1. (3.60) die Transformation E(i)gn,t) und daraus iiber die Be-
ziehung (3.54) die Gesamttransformation v berechnet werden. Ge-
schickter ist es jedoch, die Gesamttransformation nach G]. (3.16)
direkt zu bestimmen. Falls die Funktionen dgs---5d, 1 SO bestimmt
werden konnten, daB sie nur von der EingangsgroRe U, nicht je-
doch von deren AbTeitungen abhingen, ergibt sich die Transforma-
tion v zwangsldufig als eine Funktion von X und t allein, d.h. die
gn—Abhéngigkeiten der Transformationen g(i,gn,t) und ﬂ(i,gn,t)
kompensieren sich gegenseitig. Dies ist einleuchtend, denn die to-
tale zeitliche Ableitung einer von u abhdngigen Transformation v
wirde nie auf eine Normalform fiihren, deren rechte Seite von U un-
abhdngig ist. Der exakte Beweis wird im Kapitel 5 angegeben.

Ldft sich die NBKNF (2.2) im ersten Schritt erreichen, so gibt es
ein Gebiet G des Original-Zustandsraumes, das durch die nach G].
(2.7) zu berechnende Transformation

X = q(x,0 ,t)

n
umkehrbar eindeutig in das Gebiet G des NBKNF-Koordinatenraumes

abgebildet wird. Ist dariiber hinaus die in den beiden vorigen Ab-
- - (n)
schnitten geforderte Beziehung fiir die Funktion a(ﬁ,g,...,g,t)

samt den fir n > 3 notwendigen Vertrdglichkeitsbedingungen erfiillt,
und lassen sich die gesuchten Funktionen ags-+-58_ 1 Unabhidngig
von Ableitungen der EingangsgrioBe u bestimmen, so wird das Gebiet G
durch die nach G1. (3.60) zu berechnende Transformation

x* = w(x,U,t) (3:58)
umkehrbar eindeutig in das Gebiet G* des NBNF-Koordinatenraumes
abgebildet, denn gemdB Abschnitt 3.3.4 existiert immer die
Umkehrtransformation

>

= w(x*,0,,t)
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der NBNF in die NBKNF, sofern im Gebiet G¥

gilt. Sind aber die beiden Transformationen g und w in den genannten
Gebieten umkehrbar eindeutig, so ist auch die Gesamttransformation

3

X7 = w(alxsd,t),0,.t) = vix,t) ,

die das Originalsystem (2.1) direkt in die NBNF (3.2) iliberfiihrt,
im Gebiet G umkehrbar eindeutig [60]. Folglich existiert im Ge-
biet G* des NBNF-Koordinatenraumes die Znverse Transformation

x = ¥(x%,t) , (3.73)

welche die NBNF-Koordinaten in Originalkoordinaten zuriickfiihrt.

3.4 BESTIMMUNG DES BEOBACHTERS FUR DAS ORIGINALSYSTEM

Zu einem auf NBNF transformierten System kann mit Hilfe der G1.(3.9)
unmittelbar der zugehdrige Beobachter in transformierten Koordina-
ten angegeben werden. Diesem werden als Eingangsgrofen u und y lau-
fend zugefiihrt, wdhrend er an seinem Ausgang einen Schitzwert g*

fir den transformierten Zustandsvektor 5* lTiefert. Der Schdtz-

wert X des Originalzustandsvektors X muB daraus mit Hilfe der in-
versen Transformation

| >

= V(% 1) (3.74)

bestimmt werden. Die Anregung des Beobachters fiir das transformier-

~

te System erfolgt mit dem Anfangswert g:, der iber die vorgeschal-
tete Transformation X7 = WXty
30 = g(to) erzeugt wird. Der Beobachter kann somit nach der im
Bild 3.2 angegebenen Struktur realisiert werden.

aus dem Original-Anfangswert
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1>

ﬂo

- a
g =¥ 1Xg.tp)
u

- ~ 3 i
. X
; g*=gg*-g(y,g,m_lsc(y,g,t)‘zglgzgig’ft)

Bild 3.2 NBNF-Beobachter mit vorgeschalteter Transformation
und nachgeschalteter inverser Transformation

1>

=
0

ﬂ.x.

Nun soll der Beobachter aber direkt in Originalkoordinaten ange-
geben werden. Dazu leitet man die inverse Transformationsgleichung
(3.74) total nach der Zeit ab und setzt fiir die auftretende Ablei-

tung X* den in NBNF vorliegenden Beobachter nach G1. (3.9) ein.
Damit erhdalt man

¥*

i BV(RT.E) ARt X
i - ¥ A3 [E i*-i(y’ﬁ’t) +£ C(Y!Est)]
9 X

| <2
| ><>

oo
ct

Nach Ausfiihren der partiellen Ableitungen ist noch die Abhingig-
keit dieser Gleichung von 3* zu eliminieren. Dies erreicht man
durch Einsetzen der Transformationsgleichung

X7 o= v(X,t)

Damit ergibt sich der Beobachter in Originalkoordinaten zu

% 3&(_ s %)
27T |, X * (3.75)
X" = v(X,t)
3V (X%, t) .
¥ ¥ [E v(xst)-a(y,u,t)+k c(y,g,t)]
ax
T IR = v(R,t)
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Er liefert an seinem Ausgang einen Schdtzwert X fiir den Original-
Zustandsvektor x.

3.5 BEOBACHTERENTWURF FOR ZWEI BEISPIELE

Als Anwendungsbeispiele zur Erprobung des vorgestellten Synthese-
verfahrens dienen die Rduber-Beute-Beziehung und der Riihrkessel-
reaktor aus Abschnitt 2.8. Fir jedes dieser beiden Systeme soll
ein Beobachter entworfen werden, der einen Niherungswert fiir die
nichtmeBbare ZustandsgroBe liefert. Da es sich um einen vollstin-
digen Beobachter handelt, wird jeweils auch die meBbare Zustands-
groBe mitgeschatzt.

3.5.1 R&duber-Beute-Beziehung

Der erste Entwurfsschritt, namlich die Uberfiihrung des Systems
(2.22) in die NBKNF (2.25), wurde bereits im Abschnitt 2.8.1 voll-
zogen. Ein Vergleich der GIn. (2.2a) und (2.25a) liefert fiir die
Funktion a die Beziehung

8 G & % - .
X, =(a-bx;)x, - xq(a=bxq) (d+fu) + fxqu

Sie erfiillt die Forderung (3.65) mit

- 1
Kol%g) == ==
X1
Kl(il) = bil a ,

Ko(xl,u,d) = El(bil—a)(d+fu) + filﬂ

Diese Beziehungen werden nun unter Beriicksichtigung der Ausgangs-
gleichung y = x; in die GIn. (3.66) eingesetzt. Beachtet man zu-
sdtzlich, daB wegen der Zeitinvarianz und der Nichtsprungfihigkeit
des Originalsystems (2.22) die Funktionen 2,37 und ¢ zeitunab-
hadngig sein missen und die Funktion ¢ allein von y abhdngen darf,
so erhdlt man die folgenden drez Bestimmungsgleichungen fiir die
drei gesuchten Funktionen:
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. w b
ny = y Cy ? (3.?63)
a, = [y(by—a)(d+Fu) +fyu]cy =AU (-3.:7868)

Fir die Funktionen c(y) und al(y,u) ergeben sich wie im Abschnitt
3.3.3 die LGsungen

c(y) = Clgn y + G,
und
aj(y,u) = Cy(by-agny) + Cy(u)

Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in G1. (3.76c) erhdlt man fiir

die Funktion a  zundchst die von U abhdngige Beziehung

dC 4 (u)

ao(y,u,ﬁ) = Cl(by_a)(d'l'fu) % leu - '—du—'— l-l

Wahl1t man jedoch den Integrationsparameter C3(u) Zu
so kompensiert sich die Uu-Abhdngigkeit, und es folgt
ag(y,u) = Cy(by-a)(d+fu)

Legt man die frei wdahlbaren Konstanten C; und C, wie im Abschnitt
3 3.3 ZH

fest, so ergibt sich nach G1. (3.16) die von u unabhdngige Gesamt-
transformation

cxl—d+bx2—a£n X5

Zn Xo

v(x)
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Durch Auflosen dieser Gleichung nach x erhdlt man die inverse
Transformation

3*
*+d+ * b %2

O

V(x*)

Nachdem die NBNF sowie die Funktionen v(x) und E(E*) bestimmt sind,
kann der Beobachter gemdB Bild 3.2 realisiert werden. Im Hinblick
auf die anschlieBende Simulation ist es jedoch zweckmdBiger, den
Beobachter in Originalkoordinaten anzugeben. Mit Hilfe der GI.
(3.75) ergeben sich die Beobachtergleichungen zu

~ ~ A A

_ 1 ~ A
X1 = axl-bxlx2 + = [k0+(k1+a)(a-bx2)][2n y—gnxz] +

O

b[a—b§2+d+fu][y—§2] :

o= fXou + (k1+a)§2[2n‘y-2n§2] - bﬁz[y-ﬁz] .

v

>
[p%]

Il
o
>

="
x>
[pe]

1
ol
x>

Streckenmodell Korrekturterm

wenn man den Aufbau des Vektors k und der Matrix F gemdB den GlIn.
(3.5b) und (3.7) beriicksichtigt.

Es sind zwei interessante Ergebnisse festzustellen:

® UWie der Beobachter (3.5) fir das transformierte System
setzt sich auch der Beobachter fiir das Originalsystem
aus einem Modell der Strecke und einem additiven fiir

o~

X = X verschwindenden Korrekturterm zusammen.

@ Die Beobachtergleichungen sind nur fiir Werte Xos 22 =0
definiert, also gerade in dem nach Abschnitt 2.8.1 beob-
achtbaren Gebiet.
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AbschlieBend soll die Eignung des Beobachters anhand von Simula-
tionen nachgewiesen werden. Um zu zeigen, daB die vom Beobachter
gelieferten Zeitverlaufe auch bei nichtkonstanter EingangsgriBe

mit zunehmender Zeit gegen die wahren Verldufe streben, wird das
zu beobachtende System iliber einen Zweipunktregler riickgekoppelt:
Ist die normierte Anzahl Xy der R&auber groBer als der Wert 1, so
wird die SystemeingangsgrdBe u auf 0,5 gesetzt. Sinkt sie unter

die Marke 1, so wird u zu Null gesetzt, d.h. es wird nicht mehr

gejagt.

In den Bildern 3.3 und 3.4 sind die OriginalzustandsgroBen X1 und
X, sowie die beiden geschdtzten ZustandsgroBen §1 und ?2 uber der
Zeit aufgetragen; alle GroRen sind normiert. Es wurde die folgen-
de Parametereinstellung zugrunde gelegt: a = 1,5; b = 1; ¢ = 0,3;
d =1; f = 1. Die beiden Eigenwerte wurden zu Ay = Ap = -5 ge-
wahlt, womit sich nach Gl1. (3.8) die Koeffizienten k0 25 und

k1 = 10 ergaben. Die Anfangswerte von System und Beobachter lie-

gen recht weit voneinander entfernt:

%= s X. = .
—0 0,5 =4 6

Um die Leistungsfdahigkeit des Beobachters zu demonstrieren, wurde
auch fiir die MeBgroBe X, ein durch etwa eine StOrung verursachter
Anfangsfehler angenommen. Aus den beiden Bildern ist zu erkennen,
daf3 der Beobachter dem System schon nach kurzer Einschwingzeit
exakt folgt und auch den durch die Umschaltungen der SteuergriBe
bedingten Knicken in der Xo-Kurve mihelos "nachfdahrt". Wie man
sieht, nimmt 21 voribergehend negative Werte an, die geschatzte
Trajektorie g(t) liegt jedoch vollstdndig in dem nach Abschnitt
2.8.1 beobachtbaren Gebiet Xp > 0.

Die Bilder 3.5 und 3.6 zeigen das Einschwingverhalten des Beobach-
terfehlers bei unterschiedlicher Wahl der Eigenwerte. Es kommt
deutlich zum Ausdruck, daB die Dynamik des Originalfehlers

o

X = x - X liber die Eigenwertvorgabe in der transformierten Feh-

lerdifferentialgleichung (3.6) gezielt beeinfluBbar ist.
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Bild 3.4
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Bild 3.5 Verlauf des Schidtzfehlers il(t) fiir A

und fir A1,2 = -1 (- —- =)
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Bild 3.6 Verlauf des Schatzfehlers iz(t) flir A

und fir k1,2 = =1 (= = =)

3.2
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3.5.2 Rihrkesselreaktor

Auch fiir das Beispiel des Riihrkesselreaktors wurde die Transforma-
tion auf NBKNF bereits im Abschnitt 2.8.2 bestimmt. Die dort erhal-
tene Beziehung (2.29c) fir die Funktion a(X,u,u) erfiillt die For-
derung (3.65) mit

K()_()-:- = D 3
el (1+x1)
_ e(bx{-fu)
Ki(xy) =a+b - ——=— + kexp[- =—],
(1+x1) 1+x1

Ko(il,u,ﬁ) = k(bil-fu—ad) exp(- 18_ ) + a(b£1~fu) - fu
+X1

Setzt man diese von il = y abhdngigen "Koeffizienten" in die GIn.
(3.66) ein, so ergeben sich wegen der Zeitinvarianz und der Nicht-
sprungfdahigkeit des Systems (2.26) die drei Bestimmungsgleichungen

£

Bl m owoe—B B (3.77a)
v (1+y)¢ Y

_ [ _e(by-fu _ _E
aly =la+b —?Ezgj7l-+ k exp( T;y)]cy . (3.77b)
a, = -k(by—fu—ad) exp(- Tgy)-+a(by-fu)-fa] ¢y~ a;,u. (3.77¢)

Integration der G1. (3.77a) liefert zunidchst

¢, (¥) = €y exp(Tgy) ‘ (3.78)

Daraus ergibt sich durch nochmalige Integration

c(y) = CIJEXP(Téy)dy + C, (3.79)

wobei Cl und C2 belTiebig wdhlbare Integrationskonstanten darstel-
len. Da die Auswertung des Integrals in G1. (3.79) auf die unend-
liche Reihe
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c{y) = Cl(y+1)eXD(T§y) + (3.80)

2 3
£ £ 1 e 1 &
= le[in(1+y) +(1+y) +2'2!(1+y) + 3-3!(l+y) +...]+C2

fuhrt [6;DA3], wird im folgenden versucht, ohne diese L&sung fiir

c(y) auszukommen. Fiir die Funktion al(y,u) folgt nach Einsetzen
der Beziehung (3.78) in G1. (3.77b)

. by-f
az(y’“)-*IacleXD(Téy)dy +J‘FkE%If;ﬁy]Clexp(T%y)dy+

I
* J kC; dy + Ca(u) , (3.81)

wobei die Funktion C3(u) ein weiterer Integrationsparameter dar-
stellt. Mit der Substitution

ergibt sich filr den zweiten Integralausdruck in G1. (3.81)

I = —CIJ.[E%-— %E-—b —fu)] exp(z)dz = Cq [EE-—(b+fu)]exp(z)

und nach der Ricksubstitution
€

I = Cy(by-fu) GXp(T:Y) .

Aus G1. (3.81) folgt somit unter Beriicksichtigung der G1. (3.79)

al(y,u) = a[c(y)-Cz] + Cl(by—fu) exp(Iéy) - kCly + C3(u)

Nun muB noch die Funktion a,(y,u) berechnet werden. Durch Einset-
zen der Beziehung

. dC45(u)
Bjglysu) = “Cgf eXP(T:y) A T

in G1. (3.77c¢) erhdlt man
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dC3(u)

aO(Y=U) = Cyk(by-fu-ad) +Cla(by-fu)exp(1iy)_ T U

Wah1t man die Integrationsparameter zu
C o sm, Boom B, Coful =0
1 k2 2 ¥ 3 2
so ist die NBNF (3.3) bis auf die Funktion c(y) festgelegt, und

der Beobachter fiir das transformierte System ergibt sich gemiB
Gl. (3.9) zu

iﬁ = -koﬁz-[(by-fu-ad) -% (by-fU)exn(Téy)] + koe(y) » (3.82a)

Xo = ﬁ?—klﬁz-[ac(y) +% (by=-fu) exp(Téy)-fy]+-klc(y). (3.82b)

Um den Beobachter gemdB G1. (3.75) in Originalkoordinaten angeben
zu konnen, muB zundchst die Transformation v(x) bestimmt werden.
Durch Einsetzen der berechneten Funktion a;(y,u) in G1. (3.16) er-
gibt sie sich zu

c(xz)

Wegen der giltigen Beziehung

XF o= (%)
folgt damit fiur die Schdatzwerte %] und X5
X] = ac(X,) + d(1-%X;) + Xy s (3.83a)
/\* s
Xo = c(xz) ; (3.83b)

Weil eine Auflgsung der G1. (3.83b) nach %, analytisch nicht mog-
Tich ist, wird von der zeitlichen Ableitung
. de(X,) -
gt e L g (3.84)
2 T 3 2
X2
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dieser Gleichung ausgegangen. Da die Ableitung

aus Gl1. (3.78) bekannt ist, kann die Beziehung (3.84) nach 22
aufgelost werden. Mit dem vereinbarten Wert % fir die Konstante C
ergibt sich

1

A A~
X, = Kk exp(— )xz ; (3.85)

1+§2
Auch fiir il 18Rt sich eine Beziehung herleiten, ohne die Umkehrung
der G1. (3.83b) zu bendtigen. Dazu wird G1. (3.83a) nach Ql aufge-
10st und die Funktion c(§2) durch ?; ersetzt. Man erhdlt

B 1]~ s A
Xq = 1'*8[*2 @ +ax2]

Zeitliches Ableiten dieser Gleichung und Einsetzen der Beziehung

(3.85) liefert
A 114 A
X1 = -al:x"{-[a + k exp(—lgA ):Ix';] . (3.86)
+X

AbschlieBend setzt man die NBNF-Beobachtergleichungen (3.82) in

die Beziehungen (3.85) und (3.86) ein und ersetzt die transfor-

mierten SchdtzgrdBen QT und ﬁ; durch die rechten Seiten der GIln.

2

(3.83). Dann erhdlt man nach geeignetem Zusammenfassen und Aus-
klammern den Beobachter in Originalkoordinaten zu

Ry = maRy ¢ () + H[a%-ak ek ] (amky )k exp(-lfl )][C(ﬁz)‘C(Y)] ¥
E X,
i1 %
+ +k - -
Hovk exo HQZ)][X2 y] +
= %(by—fU) 1 -exp {%py) ,
(1+§2)(1+y)



mit

"(&) = KR exp (<)

1+x2
und der Funktion c¢ gemdB G1. (3.80).

Auch diese Beobachtergleichungen besitzen die bedeutsame Eigen-
schaft, daB fir X = x der Korrekturterm verschwindet und nur noch
das unterstrichene Streckenmodell iibrigbleibt.

Fur die Simulation wurden die Daten des in [62] angegebenen Mo-
dells zugrunde gelegt. Bei einer Normierung der Zeit auf 1 Minute
ergeben sich die Parameter a,b,d,f,e,k zu

a = 0,2674 ,
b= 1,815 ,

d = 0,4682 ,
f = 1,5476 ,
= 34,2583 ,

m
|

1,05-1014

=~
]

Ferner wurde aufgrund des schlechten Konvergenzverhaltens der unénd-
lichen Reihe (3.80), was durch das groBe ¢ bedingt ist, die Funktion
c(y) im interessierenden Bereich -0,1 < y < 0,3 durch das Newtonsche
Interpolationspolynom

10 -
c(y) = Y piy'
i=0

mit den Koeffizienten
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p, = 0,786755-10! , p, = 0,720385-10' ,
p, = -0,123458-10° , py = 0,147210-10% ,
p, = -0,137727-10° , ps = 0,117208-10° ,
pg = -0,954924-10° , p, = 0,617075-107 ,
pg = -0,255945-10% , pg = 0,578356-10% ,
pro = -0,535882-10%

angendhert [6]. Die dazu benGtigten elf signifikanten Stiitzstellen
wurden durch numerische Integration der Ableitung

_ 1 €
cy(¥) = ¢ exp 13y

mit dem Anfangswert
c(-0,1) = 0
erhalten. Wie gut die Ndherung c(y) im Bereich -0,1 < y < 0,3 mit

der durch numerische Integration gewonnenen Funktion c(y) iiberein-
stimmt, wird aus Bild 3.7 ersichtlich.

12 PILAR
c(y) 1
c(y) . ]
8 j ~
] \
_ \
4 — \\
) \
] |
0 \
i |
i |
] |
-4 T T T T T T T

| T T T T 7 I T T T
-0.10 -0.02 0.06 0-.14 0.22 0.30 0.38

y—b

Bild 3.7 Vergleich der Funktionen c(y) (———) und c(y) (- — =)
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Die Bilder 3.8 und 3.9 zeigen die Zeitverldufe der Originalzu-
standsgrofen zusammen mit den entsprechenden geschdtzten Zustands-
groBen. Dabei wurden die Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix F zu
Ay = Ao = =5 gewdhlt, was nach G1. (3.8) auf die Koeffizienten

k 25 und k1 = 10 fihrt. Den Simulationen liegt zum Zeitpunkt

o}

to

0 die sprungartige Anderung der zur stabilen Ruhelage

0,504
x t—
-0 0,02

gehorenden EingangsgroBe u

o -0,0173 auf den Wert Ug = -0,0065 zu-
grunde, worauf der Zustand des Riihrkesselreaktors auf einen stabi-
len Grenzazyklus um die instabile Ruhelage

[0,66]

X =

—E 0,04

einschwingt. Da die Temperatur Xo einer Messung zugdnglich ist,
wurde der Anfangswert ﬁoz des Beobachters gleich dem Anfangswert
X g2 der Strecke gesetzt, wdhrend fiir die Konzentration x, der von
Xo1 verschiedene Anfangswert §01 = 0 vorgegeben wurde. Auch hier
lTiefert der Beobachter ein zufriedenstellendes Ergebnis. Schon

nach 1 Minute stimmen die wahren ZustandsgroBen mit den geschitz-
ten Uberein.
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Bild 3.8 Verldufe der wahren (
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Bild 3.9 Verldufe der wahren ( ) und der geschﬁfzten (= = =)

Temperatur x,(t) bzw, ﬁz(t)
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4 BEOBACHTERENTWURF FUR SYSTEME MIT MEHREREN AUSGANGSGROSSEN

Die Herleitung der Beobachtergleichungen fiir Systeme mit mehr als
einer AusgangsgroBe folgt soweit wie moglich dem Weg, der auch im
EingroBenfall (g =1) beschritten wurde. Somit konnen die Ausfiih-
rungen des 3. Kapitels bei den folgenden Betrachtungen als Wegwei-

ser dienen.

4.1 DEFINITION DER NBNF

Die NBNF mit mehreren AusgangsgroBen wird in Verallgemeinerung der
NBNF (3.2) definiert als

[ o% ] [ j [ %] [ 4 & #* F
51 E]_ 9_ 2 g _’5_1 El(xmls :xm s_qst)
q
- 3 3* H* 3* #
.,).(. 9. EZ g 12 EZ(Xmls sxm sust)
= L. \\\\ . - q ,
¥ O 0 = s 8 E * * * L - | ) 3t
-iq- -_ — _q- -_q- -_a_q( ml X q _l:I._ )-
e e’ - S— — -
g E 5% a*(x; s sX . sU,t)
X : .
0" ) (4.1a)
i 7 *, % T
Y1 hl(xm1’~’t)
‘y2 = h;(xzzsgst)
: s (4.1b)
h*(x* ,u,t
Yq q{Xm 2Ust)
e P
+* 3* ]
Yy B, sassnk, stiE)
my mq
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% i i 1T = § [ % #* :
X 0 0 0 X a (% 5 s X SU,t)
mj_1+1 mj_1+1 mj_1 mq g =
. 3 H# #* ¥*
X I sy D 0 % a [ gk
mj_1+2 - | \\\\\ . mJ_1+2 _ mJ_1+1 my mq,u,t)
= 3 3* 3* 3* +*
3 0 .. 1 0 X a_ _alx s k. alist)
j mj | i il mJ ) | m,-1 my mq J
N — — v s o
#* +* ¥* *
X iE s P as(x> W GAR | O
J J = =3 Ty Mg =
(4.1c)
= B¥e® 4.1d
¥3 hJ(xmj,g,t) ( )

von der Ordnung ns ist und die NBNF (3.2) als Sonderfall enthalt.
Die natiurlichen Zahlen m berechnen sich gemdB G1. (2.4).

Wie von der Ausgangsgleichung (3.2b) wird auch von den q Ausgangs-
gleichungen (4.1d) die Existenz ihrer stetigen Inversen

Xo . = c{¥s.Ust) 5 J = 1,...59 » (4.2)

in dem fir x; ,...,x; ,u und t in Frage kommenden Gebiet vorausge-
1
setzt. Dann 1dBt sich die NBNF (4.1) in der Form

X" = E x* - a(y.u.t) . (4.3a)
3#*
X* = c(ysu,t) (4.3b)
mit
s o
X
k|
+*
- : 8
X ! (4.3c)
x*
| "q ]

und



= Bl =

c(y,u,t) = : (4.3d)

= a(y.u,t) (4.4)
vorgenommen wird.

4.2 BESTIMMUNG DES BEOBACHTERS FUR EIN SYSTEM IN NBNF

Auch im MehrgroBenfall 1dBt sich der Beobachter in einfacher Weise
angeben, wenn das zu beobachtende System in NBNF vorliegt. Damit
eine homogene, lineare und zeitinvariante Differentialgleichung
fir den Schdatzfehler

TR (3.4)

resultiert, wird er in der Form

At
X

= E X"~ a(y,u,t) + E[&(xsg=t) - X ] (4.5a)

mit der konstanten Beobachterverstdrkung

koo .o ke,
j-1

O Ky wwe B Km . +1
K = , k. o= J ; (4.5b)
- g \: = :

0 0 .k k

& M #y s a2,

I qJ 5 mJ i

angesetzt. Dieser Beobachter 1dBt sich in q Teilbeobachter zerle-
gen, von denen jeder die gleiche Struktur wie der Beobachter (3.5)
fur ein System mit nur einer AusgangsgroBe aufweist. So liefert
beispielsweise der j-te Teilbeobachter



A% ~d N

; XS . = cally b)) = 3
X; = EjX5 (y-u,t) + k [CJ(yJ u,t) xmj] (4.5¢)
einen Ndherungswert g? fiur den Zustandsvektor 5? des j-ten Subsy-
stems (4.1c), (4.1d). Bildet man fiir den Schitzfehler

= x% - X% (4.6)

des j-ten Subsystems die Fehlerdifferentialgleichung durch Sub-
traktion der G1. (4.5c) von G1. (4.1lc), so erhdlt man unter Be-
ricksichtigung der G1. (4.4)

<% 7, vl _ o

X5 = E4k EJ[CJ'(YJ’“’“ 2 j]
Da sich der Ausdruck in den eckigen Klammern aufgrund der Bezie-
hungen (4.2) und (4.6) gerade zu i; ergibt, folgt aus der letzten

J
Gleichung die homogene, lineare, zeitinvariante Fehlerdifferential-

gleichung
3 = [E - k.el ]i* =: F.X* (4.7)
=J A 5 e B B '
mit
T _
En = [0, .,0,1]

nj—tes Element

Die gesamte Fehlerdifferentialgleichung lautet demnach

<

~ %
21 Fqp o-vo Y X1
= : \ : (4.8)
~ 3 ~ 3%
; F
| 24 | | & ZY B
e’ - \-—v-.-’
S ~
X B

Wie im EingrioBenfall bestimmen die Koeffizienten Kgoereaky_q der
konstanten Matrix F die Lage der Pole des homogenen Fehlersystems
(4.8), welche im Sinne einer gewlinschten Fehlerdynamik gezielt
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vorgeschrieben werden kdonnen. Da diese ki gerade die Koeffizien-
ten des charakteristischen Polynoms

darstellen, erhdlt man sie nach Vorgabe von n Eigenwerten Ay
durch Ausmultiplizieren der q Produkte

nj n, n;-1
II (s=2y) = s < % kmj_ls LERRE N S L U (4.9)

v=1 j-1

J = Lyewwafg & Re A, <0

Mit der durch die GIn. (4.7) und (4.8) definierten Matrix F kann
der Beobachter gemdB den GIn. (4.5) auch in der Form

X* = F X* -a(y,u,t) + K c(y,u,t) (4.10)

angeschrieben werden. Nach Festlegung der Beobachterverstarkung K
ist er vollstdndig dimensioniert, da die Vektoren a(y,u,t) und
c(y,u,t) bei Vorliegen des Systems in NBNF bekannt sind.

4.3 TRANSFORMATION AUF NBNF

Da auch nichtlineare MehrgroBensysteme im allgemeinen nicht in
NBNF vorliegen, muB zundchst wieder eine stetige und hinreichend
oft differenzierbare Transformation

X" = v(x,t)

bestimmt werden, die ein System der allgemeinen Form (2.1) umkehr-
bar eindeutig in die NBNF (4.1) iberfiihrt.

*) lj stellt die (nj,nj)—dimensiona1e Einheitsmatrix dar.
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4.3.1 Motivation einer Zwei-Schritt-Transformation

Bevor die Bestimmungsgleichungen der Transformation angegeben wer-
den kdnnen, sind zundchst die Ordnungen nj der q NBNF-Subsysteme
(4.1c) festzulegen. Hierfir bietet sich die im Abschnitt 2.6 ange-
gebene Strategie an. Wie ndamlich im folgenden gezeigt wird, ist
die Existenz der NBKNF (2.6) notwendige Voraussetzung fir die Exi-
stenz der NBNF (4.1) mit denselben Teilordnungen. Der Beweis 1iRt
sich auf formal gleiche Weise fiihren wie der im Abschnitt 3.3.4
angegebene fir den Fall q = 1.

Um von der NBNF (4.1) zur NBKNF (2.6) zu gelangen, muB die Abbil-

dungsvorschrift (2.11b) fir das j-te Subsystem wie folgt modifi-
ziert werden:

X, = Y i (4.11)

Der darin auftretende Operator M* ist wie im Abschnitt 3.3.4 defi-

niert als

®O, % | _ #*
M hj . hJ 3
: T : T
N A A VR I Lt
M Th% = d | G, + Ll £ 181y cwnsh
J Bk Ju =1 ax™® - J

mit gi gemdB G1. (2.9). Die Ausfiihrung der Operatoranwendungen in
Gl. (4.11) liefert die Abbildung
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X = hilxs sist) .
mj—l+1 J mj e
3h3 (X »Ust)
" ~ i "
X = R 3 B Eenli oalbaudivt] o
mJ_1+2 ax*_ mJ 1 12
J
oh% (xp »Ust)
;(l'l'l +3 - -9(- X; -2 g 3(X SX* lsu:usugt),
\]-1 ax ) J —u M = e \ (4-12)
J
8h§(x;.,g,t) .
X = J
X = X +
mJ ax:' mJ_1+1
J
" ] (nj-1)
+
CJnj(z('U’ Byt ~gyelalls s ueslls B

wobei der Vektor 5:—1 nach dem Schema

#* * * T
> S — s X s o 4 2 ,N.=-2 ,
2a=1 [ mq-i mq 1] J
mit
* au =
xmj—i =0 fir i > n;

aufgebaut ist. Da die Bedingung

BhF(x; sl st)

$+ 0

9 X

3 ¥ |

J
allenfalls in einzelnen Punkten nicht erfiillt ist, 1dBt sich die
Abbildung (4.12) gemdB [46] zumindest in Teilgebieten der fiir
x;',g und t in Frage kommenden Bereiche eindeutig nach den Kompo-
J
nenten von 53 auflosen.
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Aufgrund der j-ten Ausgangsbeziehung
Vg =R, 4 (:2.5d)

der NBKNF (2.6) liefert die Umkehrung der ersten Abbildungsglei-
chung gerade die inverse Ausgangsbeziehung

Xy S cj(yj,g,t) W (xm 1+1=E’t) i (4.13)

J d T
Die Aufldsung der zweiten Abbildungsgleichung nach x -1 ergibt

o U5t

woraus durch Einsetzen der filir j = 1,...,q gliltigen Beziehung (4.13)

* - - - .
X o1 =W .(X 370 5 ¥ o ;X sUsU,t)
m, 1 m 1 mo+1 mq_1+1 mj_1+2

folgt. So fortfahrend erhdlt man fiir die j-te Teiltransformation
der NBKNF auf NBNF die Abhdngigkeit

. (n:-1)
- - - J
* i Wm +1(5v+1,...,x +( ~l);xm sUseeny u,t)
-1 j-1 YAy j B
(n:-2)
3*
X s wiae ,x vl @ 5 es U 5t
mj_1+2 m‘j +2(—v+1 v+(n -2) ms_ 1+(nj 1)°= — )
* - -
Xm.-1 Wnoo1 (Xpe13%n . 4peusist)
J J=1
* -
X W (X ,y_,t)
h ms | m; M5 +1 |
* — Fa
23 Wi(Xsup »t)
J
wobei der Vektor X .. nach dem Schema

=\t



mit

aufgebaut 1ist.
Somit hat man auch im MehrgroBenfall das Resultat:

Die Existenz der NBKNF gemédB den Gln. (2.6) ist notwendige
Voraussetzung fiir die Existenz der NBNF (4.1).

Damit ist auch im MehrgrdBenfall die Zwei-Schritt-Transformation
iber die NBKNF gerechtfertigt.

4.3.2 Transformation der NBKNF auf NBNF

Die Herleitung der Transformationsgleichungen erfolgt fiir jedes
der q Subsysteme nach dem gleichen Prinzip. Zundchst wird die j-te
Teiltransformation

x5 .5 (4.14)

J

=

= Wi(X,

J n

total nach der Zeit abgeleitet. LdBt man die Argumente von W; weg
und setzt fir x die rechte Seite der NBKNF (2.6) ein, so erhilt man
die Beziehung

« 335 awj g awj - _ . (m)
x¥ = + —4 U + —> f(Xx,U_,U,t)
—J = su. " ax.

Ein Vergleich dieser Gleichung mit G1. (4.1c) liefert die partiel-
le Vektordifferentialgleichung

Wy g x o awg o (m) |
at * 3% Y. ¥ = f.(i{.’y.m’u’t) 2 _E,JEJ B EJ(.X’B_’t) >
J A

wenn statt 5; die rechte Seite von G1. (4.14) eingesetzt und fiir

g? die Umformung (4.4) vorgenommen wird. Hieraus ergibt sich bei
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entsprechender Vorgehensweise wie im Abschnitt 3.3.5 der folgende
Aufbau fir die Transformation w; des j-ten Subsystems:

_n.-1 n
M Ci(ygoust)totMa, o (y,ust)+a, i (y,u,t)
j-1 j-1

_nJ—2

M Cily sUust)+. .+ amj_1+2(1,g,tJ
E‘} (i’EnJ’t) =

Mes(ygsust)+ay _(y,u,t)
1 ¢j(¥gou.t) i
(4.15)
Die zugehorige NCG lautet
'nj nJ—l .
0 =M cj(yj,g,t) + 2: M amj_l+i(x,g,t) i (4.16)
i=0

Fir die mehrfache Anwendung des Operators M auf die Funktionen
cj(yj,g,t) und amj-1+1(i,g,t), i = 0""’”j’ gilt entsprechend der

im Abschnitt 3.3.5 angegebenen Definition

MO(..) = (..) , (4.17a)
o BI;”—]. BI'JI'I—]. T,'\ aﬂ‘i"l( ) T—
i) - i ie) o [____:L;;l U, + [l £ . (4.17b)
u . X
_'I —_—

Die Aufgabe besteht nun darin, die n+gq unbekannten Funktionen
cj(yj,g)t) und amj_1+i(i’1’t)’ i = 0,...,nj—1, J 5 Yieeunqs aus
den insgesamt g NCGen (4.16) zu bestimmen. Gelingt dies, so ist
die NBNF (4.1) festgelegt, und die q Teiltransformationen s las-
sen sich mit Hilfe der G1. (4.15) berechnen.

In den beiden folgenden Abschnitten werden Bedingungen hergeleitet,
unter denen sich Systeme 3. und 4. Ordnung mit zwei AusgangsgroBen
in die NBNF (4.1) iiberfiihren lassen.
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4.3.3 Existenz und Herleitung der NBNF fiir Systeme 3. Ordnung

mit zwei AusgangsgroBen

Wie in den Abschnitten 3.3.6 und 3.3.7 wird auch hier davon ausge-
gangen, daB das Originalsystem im ersten Transformationsschritt in
die NBKNF iiberfliihrt werden konnte. Mit den Subsystemordnungen

n, = 1 und n, = 2*) weist die NBKNF dann gemdB den Gln. (2.6) die
Form

'51(£’£»g’t)
E = )_(3 3 (4.183)
-ap(X,u,u,u,t) ]
.yl = ;1 El
(4.18b)
Yp ¥ ’-‘2

auf. Im zweiten Schritt soll dieses System nun in die NBNF

£ =10 ~ay(¥s¥st) | (4.19a)

>
—
]
g
[
—_—
<
—
»
<
w
s
—
w

(4.19b)

uberfihrt werden. Den Ausgangspunkt fiir die Berechnung der unbe-
kannten Funktionen C1sCpsa,537 und a, bilden die beiden NCGen

0 = Mcl(yl,g,t) ta (y.u,t) (4.20a)

*) Die Uberfihrung der NBKNF in die NBNF 1dBt sich in gleicher
Weise auch flr den alternativen Fall ny =2 und n, =1 durch-
flihren.
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und

2 -
0 =M cz(yz,g,t) + Maz(x,g,t) + 31(X=E=t) : (4.20b)

die sich fir j = 1 und j = 2 aus G1. (4.16) ergeben. Daraus er-
hdalt man unter Beriicksichtigung der Operatordefinition (4.17) und
der im Anhang B.2 angegebenen Differentiationsregel die Beziehun-
gen

ot U
T
82(: 82(‘. 32{; ac
+ 2 ataz §3 + 2 auaz u RS + E ig + gﬁg (-a,) +
Y2 Yol — ayg Y2
9a, da, 1 da, _ 9a, _
T il B T (-a;) + 5y, 3 7 %1

Lost man die erste Gleichung nach a; und die zweite nach a, auf,
und schreibt man die Variablen, nach denen abgeleitet wird, als
Index hinter die abzuleitende Funktion, so ergeben sich die Bezie-

hungen
5 T 1
a; = [Clt +(c1u) E-+a0] e . (4.21a)
A
2.~ 3 2
Yo¥al Cay
. T 1
+ X [2c +2(c ) u+a ]
3 2ty2 ZEY2 — 2y2 c2y2
T T ; T
+ [c2tt +2(C2t2) u+u (CZEE)H-+(CZE) u +
b e ¥ (s 0 bag. TedyYspm | ot (4.21b)
2t 2u’ = 2y 1 1] ¢, :
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Hieraus 1dBt sich unter Beriicksichtigung der beiden Ausgangsglei-

chungen (4.18b) eine notwendige Bedingung fiir die Existenz der
NBNF (4.19) ablesen:

Die Funktionen 51(£’E’E=t) und 52(3,5,g,£,t) in der NBKNF
(4.18) missen die Forderungen

a; = Kig(XqsXp,U,0,t) (4.22a)

= =9 & . - = o
32 - Kzz(xzsﬂst)x3 T Kzl(xlsxzsﬁsgst)x3 +K20(X1,X2,£,E,E,t)

(4.22b)

erfiillen.

Sind diese beiden Forderungen erfiillt, so sind die Funktionen
KlD’KZO’KZI und K22 festgelegt. Durch einen Vergleich der Gln.
(4.22) mit den Gln. (4.21) erhdlt man die vier folgenden Differen-

tialgleichungen zur Bestimmung der finf unbekannten Funktionen
C1sCpsa s, und ay:

Clt + (CIE) E + aO = Klo(ylsstE:g:t)Clyl . (4-236)
Dyoyy - Mol pksBityy,, (4.23b)
2Y2 5
T -
2C2ty2 + 2(C2uy2) u + 32 K21(y1’y2’£’£’t)C2y2 . (4-23C)

"2y, f10(¥1:Ype 8.0, E) 3y :Kzo(yl’yz’ﬂ’ﬁ=i’t)02y2
Die G1. (4.23a) ist von den librigen entkoppelt. Aus ihr sind die
zwei Unbekannten cl(yl,g,t) und ao(yl,yz,g,t) zZzu bestimmen. Fiir

die Bestimmung der restlichen Unbekannten Cpsdy und a, wird genauso
vorgegangen wie im Abschnitt 3.3.6: Zundchst wird aus G1. (4.23b)
die Funktion cz(yz,g,t) berechnet. Damit kann aus G1. (4.23c) die
Funktion az(yl,yz,g,t) bestimmt werden. Durch Einsetzen der Ergeb-
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nisse fir c und a, in G1. (4.23d) erhdlt man schlieBlich eine rein
algebraische Gleichung fiir die Funktion al(yl,yz,g,t). Die bei der
Losung der Differentialgleichungen auftretenden Integrationspara-
meter sind wie im 3. Kapitel so zu wéhlen, daB eine Abhdngigkeit
der Funktionen von U und u verhindert wird.

4.3.4 Existenz und Herleitung der NBNF fiir Systeme 4. Ordnung

mit zwei AusgangsgrdBen

In diesem Abschnitt wird davon ausgegangen, daB das Originalsystem
durch den ersten Transformationsschritt in eine NBKNF mit den Sub-
systemordnungen ny = n, = 2 lUberflihrt wurde. Diese besitzt gemdB
den Gln. (2.6) den Aufbau

o _X.Z 1

-a1(X,u,U,u,t)
Ra e =mm o= | (4.24a)

Xa

-a,(X,u,0,U,t))

.yl = )_(1 3
(4.24b)

Yo = X3

0 - ao(l’ﬂ’t)
¥ t
2y xl al(i’y) )
X = - - - - - - - . (4.25a)
0o - az(l,g,t)
x§ - 33(¥’E’t)_
X2 - Cl(yl,u,t) 3
(4.25b)
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dienen die beiden NCGen

0 =M cl(yl,g,t) + ﬁal(l,g,t) + ao(l,g,t) (4.26a)

und

2 -
0 =M cz(yz,g,t) + Ma3(l,£,t) tas(y,u,t) . (4.26b)

Fihrt man die Operatoranwendungen unter Zuhilfenahme der im An-
hang B.2 angegebenen Differentiationsregel aus und 16st GI.
(4.26a) nach 51 und GT. (4.26b) nach 52 auf, so ergeben sich die
Beziehungen

- _ = 1 =2 1
17 % _alyz] T [Clym] 1y, ' ila)

T.
ClYlE) =7 alyl] ¢ =

1

T.
tag, t (alﬁ) u + ao]

1 =2 1

a2 = Xy a3y}] C T Xy [C2y2y2] c2y2

(4.27b)
= [ T. 1
t Xy [“Cony, CZyZE) u + a3y2] C2y2 +

i Te o oT T. T
* Copt T 2(CZtE) 4=+ 4 (CZEE) g+ (€l 8

i 1
+ agt + (a3u) i & a2] T

Aufgrund der Ausgangsgleichungen (4.24b) 13Bt sich hieraus die
folgende notwendige Bedingung fiir die Existenz der NBNF (4.25)
ablesen:
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Die Funktionen a(x,u,u,u,t) und a,(X,u,i,i,t) in der NBKNF
(4.24) missen die Forderungen

- | “ 5 5 50

ayq K13(x1,x3,g,t)x4 + Klz(xl,u,t)x2 + (4.28a)

i Ky (XpoxguUa0s8)X, + Kyg(XpsXg,u,0,0,t)

a, = K23(§1,23,H,t)i2 4 K22(>‘<3,u,t)x4 + (4.28b)
t Ky (XaXguU,U,t)X, + Kog(XqsXq,u,0,1,t)
erfillen.

Sind diese Forderungen erfiill1t, so sind die Funktionen KIO’KII’
K12,K13,K20,K21,K22,K23 festgelegt. Durch einen Vergleich der

Gln. (4.28) mit den GIn. (4.27) erhdlt man die acht folgenden
Differentialgleichungen zur Bestimmung der sechs unbekannten Funk-

tionen cl,cz,ao,al,a2 und a3:

aly2 = K13(y1,y2,g,t)c1y1 " (4.29a)
Clylyl = KIZ(yl’E’t)Clyl 4 (4.29b)
2C1ty1 - 2(c1y1u) u + a; s Kll(yl,yz,u,u,t)clyl » (4.29c¢)
Ciet ¥ 2(c1tu} u + UT(clu!)Tg + (clq)Tu +

tag, + (alE)Ti ta, = Klo(yl’yE’u’E’E’t)clyl , (4.29d)
a3yl = K23(y1,y2,5,t)c2y2 - (4.29%e)
C2y2y2 K22(“\,/2,u,t)c2y2 s (4.29f)
2c2ty2 + 2(c2y2u) u agy K21(y1,y2,u,u,t)c2y2 » (4.29g)




ul 4 2y, ° (4.29h)
Aus der G1. (4.29b) wird zundchst die Funktion c, berechnet. Dabei
ist der von u abhdngige Integrationsparameter so zu wihlen, daB die
durch G1. (4.29c) festgelegte Ableitung

T

) G =: Kyq(y.ust)  (4.30a)

= Z(Clylﬂ u

1y, T K111y, T %Caty,
unabhdéngig von U ist. Da mit bekannter Funktion cq; auch die Ablei-

tung ayy gemdB G1. (4.29a) festgelegt ist, muB auBer der GI.
2

(4.30a) auch die Gleichung

a1y2 = K13C1y1 =3 Kl3(l,u,t) (4.30b)

zur Berechnung der Funktion aj(y,u,t) herangezogen werden. Dies
fihrt auf das aus der Potentialtheorie bekannte Problem, die Funk-
tion a;(y,u,t) aus ihrem Gradienten

K > Ust)

I<

11(

3al(i=£,t)
3

Rl3(ls£st)

zu bestimmen. GemdB [23] existiert eine LOosung genau in demjeni-
gen einfach zusammenhdngenden Gebiet H1 der (yl,yz)-Ebene, in
dem die Integrabilitdtsbedingung

akll(yl’yZ’H’t) 3R13(y1,y2,g,t)

37, = 3V, (4.31)

identisch erfiillt ist. Die EingangsgroBe u sowie die Zeit t sind
hierbei als Parameter aufzufassen.

Ist diese Bedingung erfiillt, so ergibt sich die Funktion al(l,g,t)
durch Losen des wegunabhdngigen Kurvenintegrals
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a;(y,u,t) [Ell(gsgst)dal + K13(§,g,t)d£2]+ Ciu,t) ,  (4.32)

0

I
e

wobei darauf zu achten ist, daB der Integrationsweg vollstédndig
innerhalb des Gebietes Hy verlduft. Ci(u,t) stellt eine beliebige
von u und t abhdngige Funktion dar.

Nachdem die Funktion a;(y,u,t) bestimmt ist, kann mit Hilfe der GI.
(4.29d) die Funktion a,(y,u,t) berechnet werden, sofern es gelingt,
die U- und uU-abhdngigen Terme zu eliminieren.

Die Funktionen Cps 3y und ag lassen sich auf die gleiche Weise wie

die Funktionen C1s 34 und aq berechnen, vorausgesetzt, auch die

zweite Integrabilitdtsbedingung

3K21(Y1’Y23}1=t) = 8K23(y1,y2,£,t)
BYZ - 3y1

(4.33)

ist in einem einfach zusammenhidngenden Gebiet H2 der (yl,yz)—Ebene
identisch erfullt: Cy(¥y,Ust) wird aus G1. (4.29f) bestimmt,

33(Z=E’t) aus dem wegunabhingigen Kurvenintegral

[E21(§, yt)dg, + R23(§,g,t)d£2] + Cy(ust) ,  (4.34)

[{=t

mit

K21lL,1:8) 2= KppCoy, = 2oy, -

Kog(y,u,t) := K232y,
und a,(y,u,t) schlieBlich aus G1. (4.29h). Eine eventuelle Abh&n-
gigkeit der GIn. (4.29g) und (4.29h) von U und U ist durch geeig-

nete Wahl der Integrationsparameter zu unterbinden.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts lassen sich wie folgt zusammen-
fassen:
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Sind
e die an die NBKNF (4.24) gestellten Forderungen (4.28) sowie

® die beiden Integrabilitdtsbedingungen (4.31) und (4.33) erfillt

El

und

e 1dBt sich eine eventuelle Abhdngigkeit der Gln. (4.29) von L

und ﬁ durch geeignete Wahl der Integrationsparameter elimi-

nieren,

so konnen die in der NBNF (4.25) auftretenden Funktionen mit Hilfe
der GIn. (4.29), (4.32) und (4.34) berechnet werden.

4.3.5 Bestimmung der Gesamttransformation v und die Existenz

ihrer Inversen V

Sind die Funktionen cj(y.

J,g,t) und a_ +i(i,u,t), i & Dgwws gl

j-1 B )
j=1,...,9, bestimmt, so kdnnen mit Hilfe der G1. (4.15) die

q Teiltransformationen Ej(i’gn ,t) und daraus iiber die Beziehung
J

s

v(xst) = w(X,Gp.t) = w(a(x.4_,t),4 ,t)

die Gesamttransformation v(x,t) berechnet werden. Wie im EingroBen-
fall q = 1 1dBt sich die Gesamttransformation v aber auch direkt
bestimmen, und zwar durch Auswertung der Gleichung

-

(4.35)

fir j = 1,...,9. N steht dabei fir den im Abschnitt 3.3.1 einge-
fihrten Operator
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NO(..) = (..) (4.36a)
T

. T=1 Tl
N oN - ) [ﬁﬂ_ggi;;l] flRsut] (4.36b)

Den in G1. (4.35) dargestellten Aufbau des Teilvektors ij erhdlt
man durch entsprechendes Vorgehen wie im Abschnitt 3.3.1, ndamlich
durch Gleichsetzen der totalen zeitlichen Ableitung von Xj(i»t)
mit der rechten Seite des j-ten Subsystems (4.1c) und AuflOsen
dieser Gleichung nach den Tinear auftretenden Komponenten des
Vektors Xj(i=t)'

Beim Nachweis fiir die eindeutige Umkehrbarkeit der Transformation
v(x,t) kann genauso argumentiert werden wie im Fall mit einer Aus-
gangsgroRe (s. Abschnitt 3.3.8): Gibt es ein Gebiet G des Original-
Zustandsraumes, das durch die nach G1. (2.11) zu berechnende Trans-
formation

= q(x,U_,t)

|1

m

umkehrbar eindeutig in das Gebiet G des NBKNF-Koordinatenraumes ab-
gebildet wird, und Tassen sich die Funktionen c. und ag, e

j-1
T 2 O,...,nj—l, jJ=1,...,q9, unabhdngig von Ableitungen der Ein-
gangsgroBe u aus den q NCGen (4.16) bestimmen, so wird das Gebiet G
durch die nach G1. (4.15), j = 1,...,9, zu berechnende Transforma-
tion

3#* - o~
x = w(x,u

umkehrbar eindeutig in das Gebiet G* des NBNF-Koordinatenraumes ab-
gebildet. Es existiert namlich gemdB Abschnitt 4.3.1 immer die In-
verse

#*

i = i(i ’gm’t) 2

sofern im Gebiet G* die Ableitungen
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von Null verschieden sind. Wenn aber die Transformationen g und w
in den genannten Gebieten umkeharbar eindeutig sind, so ist auch
die Gesamttransformation

s

X o= ow(alx.by.t).0,.t) = v(x.t)

die das Originalsystem (2.1) direkt in die NBNF (4.1) iiberfiihrt,
im Gebiet G umkehrbar eindeutig [60]. Somit existiert im Gebiet G*

des NBNF-Koordinatenraumes die <nverse Transformation

x = V(x*

st) ]
welche die NBNF-Koordinaten in Originalkoordinaten zuriickfihrt.

4.4 BESTIMMUNG DES BEOBACHTERS FUR DAS ORIGINALSYSTEM

Fur ein in NBNF vorliegendes System mit mehreren Ausgangsgrofen
wurde der Beobachter bereits im Abschnitt 4.2 angegeben. Er lie-
fert Schatzwerte fiir die ZustandsgroBen x7 der NBNF. Wie im Ein-
groBenfall (s. Bild 3.2) lassen sich daraus mit Hilfe der inver-
sen Transformation die Schdtzwerte fiir die OriginalzustandsgroBen
X5 bestimmen.

Der Beobachter in Originalkoordinaten 1dBt sich entsprechend der
im Abschnitt 3.4 beschriebenen Vorgehensweise berechnen: Durch
Einsetzen der Gleichung (4.10) und der Transformationsgleichung
X* = v(X,t) in die totale zeitliche Ableitung der inversen Trans-

formationsgleichung X = v(X¥,t) ergibt er sich zu

L av(XT,t)
X = o L + (4.37)
X =v(X,t)
3V (X7,t) A
= [E v(Xx,t) -a(y,u,t) +K s(_xsgst)]
X
- F=v(%,t)
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4.5 BEOBACHTERENTWURF AM BEISPIEL EINER DREHSTROMSYNCHRONMASCHINE

Das Modell der Drehstromsynchronmaschine, fir das bereits im 2. Ka-
pitel eine Beobachtbarkeitsanalyse durchgefihrt wurde, soll nun

als Beispiel dienen, um das Beobachterentwurfsverfahren fiir Syste-

me mit mehr als einer AusgangsgroBe zu erproben. Dabei besteht die

Aufgabe des Beobachters darin, aus den zur Verfiligung stehenden Aus-
gangsgrofBen Polradwinkel Y1 = X4 und Frequenzabweichung ¥y = &
einen Schdtzwert fiir die FluBverkettung X3 Zu liefern.

2

Der erste Entwurfsschritt, namlich die Uberfiihrung des Systems
(2.30) in die NBKNF (2.34) mit den Subsystemordnungen n; = 1 und
n, = 2, wurde bereits im Abschnitt 2.8.3 vollzogen. Die dort er-

haltenen Funktionen 51 und 52 erfillen die Forderungen (4.22) mit

Kip(X) = -5 »

Kppl(xp) = 0

Kop(x) = Ap+Di-X,co0t Xg

Kzo(i,u) = A,(u+D,cos §1)sin§1 + B,(Djcos il-izsinil)sin Xp o+

Diese Beziehungen werden nun unter Berlcksichtigung der Ausgangs-
gleichungen y, = il und y, = 22 in die GIn. (4.23) eingesetzt. Da
die Synchronmaschine ein zeitinvariantes, nicht sprungfahiges Sy-
stem darstellt, erhdlt man die vier Bestimmungsgleichungen

a, = _y2cly1 . (4.38a)

=0, 4.38b
iy ( )
a2y2 = (A1+Dl-y2cot yl)c2y2 . (4.38c)

=]
—
I

= A2(u+chos yl)sinyI +BZ(D1cos Y1-¥osinyq)sin yq +

-+

T.
(yzcot yl—Dl)(Bl—AlyZ)— a2y1y2~ (aZU} u (4.38d)




fir die

| >

+#*
%

*
9
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fiinf in der NBNF

D alyu)
= 0 - al(l,u} $ (4.39a)
X5 =a,(y,u)
= Cl(yl) 3
(4.39b)
= C2(Y2)

auftretenden Funktionen. Durch die willkiirliche Festlegung der

von y; abhdngigen Funktion ¢y

ZU

Cl(yl) = yl

erhalt man aus G1.

(4.38a) fir a, die Beziehung

ao(yZ) = =¥s

Aus G1.

02(Y2)

(4.38b) folgt fir die Funktion CyH

= Clyz + CZ 3

womit sich nach G1. (4.38c) die Funktion a, zu

1 2
= (A1tD1)y, - 5 Yy cotyy + Ca(u)

ergibt. Wahlt man die Integrationsparameter

y,u) = Az(u+02cos yl)siny1 + BZ(chos yl—yzsinyl)sin yp +
( t D,)(B,-A ) y%
+ (y,cot y,- -A.y -
2 I | 1 25in vy
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Damit ist die NBNF nach G1. (4.39) festgelegt. Die zugehorige
Transformation

die das Originalsystem direkt in diese NBNF iiberfiihrt, setzt sich
aus den zwei nach G1. (4.35) fiir j = 1 und j = 2 zu bestimmenden
Teiltransformationen

und
[Ne, (x,) +a,(xq,%,)

c2(x2)

B -A,xgsin xl-o,sazsin2x1+01x2-0,5x§ cot x,

*2
zusammen. Man erhdlt somit die Abbildungsgleichung

( ] -

| <
]

By-A,X5sin xl-O,Sstin2x1+Dlx2-0,5xg cotxy | ,

X9

-~

v(x)

aus welcher sich durch Aufldsen nach x die Inverse
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3*
%1
_ +*
X = X3
1 B, =0,5B,s11 2x* 4D x%-0,5%%° cot x®-x"
,sin x]

ad

V(x*)

ergibt. Damit 1aBt sich gemdaB G1. (4.37) der Beobachter in Origi-
nalkoordinaten bestimmen. Nach einiger Rechnung erhdlt man nach
geeignetem Zusammenfassen und Ausklammern die Beobachtergleichun-
gen [DA1l]

~

Yo * Kolyy=%1)

X5
=
1l

B

1 - Ay, - A2§3sin il = 0,5325in2§1 ¥

~ 2 A2 o~
+ (kz—Dl)(yz—xz) + 0,5(y2 coty;=Xs cotxl) 5

. . sin Y1
Xg = =DyX3 + (u+chos yl) — +

sin Xl

~

- Xzcot ﬁl[(yz—ﬁz) +k0(y1—x1)] +

. n ~ " 2 . 2"
L 0,58201(31n 2y1-51n2x1) - 82y2(51n yi-sin xl) +

2 a2
2o Vo - — |+ (B ~Ayy,) (yycot yy-X,cot Xy ) +
sin®y; sin®k

¥ 0,5(Dl-izcot Ql)(ygcotyl-ﬁgcot §1) +

2/\ P ~
[Bzcos X1 +k1 +(k2—Dl)(x2c0t xl-Dl)](yz—xz) +

t\—— - B,cos 2x1 ko(yl-xl)

2sin X1
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Fiihrt man den Grenziibergang X -+ x durch, so bleibt wie bei den
Beispielen des 3. Kapitels nur noch das unterstrichene Strecken-
modell librig. Es f&@llt weiterhin auf, daB die beiden letzten Beob-
achtergleichungen fiir xl,ﬁl = tkm, k = 0,1,2,..., nicht definiert
sind, da in ihnen der Kotangens sowie der Kehrwert der Sinusfunk-
tion auftreten. Der Beobachter ist demnach nur brauchbar, falls
die "verbotenen" Ebenen Xqp = *km, k = 0,1,2,..., des Zustandsraums
weder von der wahren noch von der geschidtzten Trajektorie durch-
stofen werden. Diese Einschrdnkung steht im Einklang mit den Er-
gebnissen der im Abschnitt 2.8.3 durchgefiihrten Beobachtbarkeits-
analyse.

Den folgenden Simulationen Tiegen die Daten aus [12] zugrunde:

Al = 60,2703 ,
Az = 12,01 ,
B, = 39,19 ,
B, = -48,04 ,
D1 = 043222 ,
02 = 1,9
Die Eigenwerte der Fehlerdynamikmatrix wurden zu 11 = Az = A3 = =10

gewdhlt. Durch Auswerten der G1. (4.9) fir j = 1 und j = 2 erhdlt
man damit die Koeffizienten k0 = 10, k1 = 100 und k2 = 20 der Beob-
achterverstdarkungsmatrix K. Bei den Simulationen wurde davon aus-
gegangen, daf sich die Synchronmaschine (hier Generatorbetrieb) zu
Beginn in dem stationdren Zustand

0,873
K = 0 ; u, = 0,979
6,83

befindet. Fiir den Beobachter wurde der Anfangszustand

0,873
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gewdahlt, der sich lediglich in seiner dritten Komponente von dem
Anfangswert X, unterscheidet, da die FluBverkettung X3 die einzige
unbekannte GroBe darstellt.

Die Bilder 4.1 bis 4.3 zeigen die Ubergangsvorginge der Zustands-
variablen von System und Beobachter bei einer zum Zeitpunkt to =0
erfolgenden sprungartigen Anderung der EingangsgréBe von u, auf

g = 1,933, worauf der Generator dem neuen stationiren Zustand
0,436
X = 0 ¢ ue = 15933
11,345

zustrebt. Bereits nach 1 Sekunde stimmen die geschdtzten Zustands-
grofen mit den tatsdchlichen iiberein. DaB der geschdtzte Verlauf
il(t) schon von Beginn an mit dem wahren Verlauf x,(t) zusammen-
fallt, liegt zundchst daran, daB im "Streckenmodell" der ersten Be-
obachtergleichung statt des geschatzten Wertes 22 der exakte Wert

Yo = X, auftritt. Da zum zweiten der Anfangswert ﬁol des Beobachters
gleich dem Anfangswert Xo1 der Strecke gewdhlt wurde, stimmt der ge-
schdatzte Verlauf ﬁl(t) fir alle Zeiten mit dem wahren Verlauf xl(t)
iiberein: Der Korrekturterm ko(yl-ﬁl) verschwindet identisch.

y 0.9 PILAR

Xl,Xl

1]

L] L) L) l L) ¥ L) I L L} L] I L) L) L] I L] L] L] ' L) L3 |

9
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 t/sec r=—%

Bild 4.1 Verldufe des wahren ( ) und des geschdtzten (- — —=)

Polradwinkels x,(t) bzw. il(t)
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3.0
o) 7] cppmm—

| ST
c.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Bild 4.2 Verldufe der wahren (

Frequenzabweichung xz(t) bzw. ﬁz(t)

) und der geschatzten (— — —)

PILAR

U-("‘I"'I"'l"'l"

L] I L) L]
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

t/sec —

Bild 4.3 Verldufe der wahren ( ) und der geschdtzten (- — —)
FluBverkettung x,(t) bzw. §3(t)
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5 BEOBACHTERENTWURF MIT HILFE DER “VERALLGEMEINERTEN BEOBACHTER-

NORMALFORM (VBNF)”

Bisher wurde stillschweigend davon ausgegangen, daB die bei der Be-
stimmung der NBNF auftretenden zeitlichen Ableitungen der Eingangs-
groBe u(t) durch geeignete Wahl der Integrationsparameter eliminiert
werden kidnnen. Diese Elimination muR jedoch keineswegs immer ge-
lTingen. Dann scheitert der Beobachterentwurf mit Hilfe der NBNF
selbst dann, wenn alle anderen Existenzbedingungen erfiillt sind.

Diese Schwierigkeit 1dBt sich umgehen, wenn man dem Beobachterent-
wurf eine etwas allgemeinere Normalform zugrunde legt [31;32;DA4],
deren rechte Seite auch von Ableitungen der EingangsgroBe abhdngen
darf. Die Definition dieser "Verallgemeinerten Beobachternormalform
(VBNF)", die Herleitung der Transformationsgleichungen sowie die
Bestimmung des resultierenden Beobachters sind Gegenstand der fol-
genden Abschnitte. Um Weitldufigkeiten zu vermeiden, beschrinken
sich die Ausfihrungen auf Systeme mit nur einer AusgangsgroRe. Sie
lassen sich jedoch geradlinig auf den MehrgréBenfall (g > 1) iber-
tragen.

5.1 DEFINITION DER VBNF

Auch die "Verallgemeinerte Beobachternormalform (VBNF)" soll die
drei im Abschnitt 3.1 genannten charakteristischen Eigenschaften
der Konsistenz, der Verwendbarkeit und der Zquivalenz aufweisen.
In Verallgemeinerung der NBNF (3.2) wird sie definiert als

, (n)
* = E x* - Ef(x:,g,g,...,g,t) g (5.1a)

= B u, B (5.1b)

<
1

mit der konstanten Matrix E aus G1. (3.2c) und dem in spezieller

(n)

Weise von u,u,...,u abhdngigen Vektor
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. (1))
ao(xn:usy_s s U, U,t)
- (n-1)
a¥(x7,u,0, fﬂft) = | 31(Xpalsl,e ..U, t) (5.1c)
| an-1 (0. t) J

Wie von der NBNF (3.2) im Abschnitt 3.3.4 gezeigt wurde, 1dBt sich
auch die VBNF (5.1) umkehrbar eindeutig in die NBKNF (2.2) liiber-
fihren, sofern im interessierenden Gebiet die Bedingung

| ah™ (x7,u,t)

| _ $ o0 (3.49)
' axn

erfillt ist. Dies wird deutlich, wenn man die Transformation (3.50)
| auf die VBNF (5.1) anwendet. Die resultierenden Abbildungsgleichun-
i gen haben namlich dieselbe Struktur wie die Gleichungen (3.51),

i welche die NBNF in die NBKNF Uberfiihren. Die Abhdngigkeit des Vek-
tors g* von den Ableitungen der Eingangsgrofe u wurde so allgemein
wie mdglich zugelassen, wobei jedoch beriicksichtigt wurde, daB die
Anwendung der Transformation (3.50) auf eine Form fiihrt, in der
maximal die n-te zeitliche Ableitung von u auftritt.

Setzt man die Existenz der inversen Ausgangsgleichung

*_
Xn = c(ysu,t)

voraus, so 1dBt sich die VBNF (5.1) auch in der Form

= E X - alysui,.,ust) (5.2a)
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anschreiben, wenn die Umformung

K=
prs
S
1]
<)
ES
—
O
—
<
[
w
Jirg
s
-
e
.
| =
“

vorgenommen wird.

5.2 BESTIMMUNG DES BEOBACHTERS FUR EIN SYSTEM IN VBNF

Fir ein in VBNF vorliegendes System ist der Beobachteransatz

2" = BB alvn e ﬁ t) + k[e(y,u,t)-57] (5.3)
mit der konstanten Beobachterverstdrkung k naheliegend. Die Sub-
traktion der G1. (5.3) von der G1. (5.2a) filihrt namlich auf die
homogene, lineare und zeitinvariante Fehlerdifferentialgleichung
(3.6), der mittels Polvorgabe eine gewiinschte Dynamik aufgeprdgt
werden kann. Mit Hilfe der in G1. (3.7) eingefiihrten Matrix F
1dBt sich der Beobachter auch in der Form

. (n)
= _EE* = E(.YSESE)"')E)t) + kK C(y,E,t) (5.4)

#*

[><>.

anschreiben.

5.3 TRANSFORMATION AUF VBNF

Will man ein System der Form (3.1) in die VBNF (5.1) bzw. (5.2)
uberfiihren, so kommt man nicht mehr mit einer reinen Zustandstrans-
formation aus. Fir diese Aufgabe bendotigt man vielmehr eine von
der EingangsgroBe u und deren n-1 ersten zeitlichen Ableitungen
abhdangige Transformation

#

x* = v(xsd,t) (5.5)

n
mit gn gemdaB G1. (2.9). Sie selbst sowie ihre stetige Inverse
X = V(x*.0.t) (5.6)

seien im interessierenden Gebiet stetig und hinreichend oft diffe-
renzierbar.
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5.3.1 Bestimmungsgleichungen der Transformation auf VBNF

Bei der Herleitung der Transformationsbestimmungsgleichungen kann
entsprechend vorgegangen werden wie in den vorangehenden Kapiteln
(siehe auch [32]): Zundchst wird G1. (5.5) total nach der Zeit ab-
geleitet und fiir x die rechte Seite der Zustandsdifferentialglei-
chung (3.1) eingesetzt. Durch Vergleich der so erhaltenen Glei-
chung mit der VBNF (5.2) erhdlt man nach einigen Umformungen den
Transformationsaufbau [DA4]

1) = ' _ (5.7)

mit

(n-1)

Die unbekannten Funktionen ai(y,g,g,...,g,'t), i= 0ss::0n=15
und c(y,u,t) der VBNF sind aus der "Verallgemeinerten Charakte-
ristischen Gleichung (VCG)"

n . (n-1) , (n)
0 =M c(y,g,t)+...+Ma1(y,g,g,...,g_,t)+a0(y,g,g,...,g,t)

(5.8)

zu berechnen.

Um Bedingungen fir die Existenz der VBNF angeben zu kdnnen, wird
auch hier wieder davon ausgegangen, daB das System in der NBKNF
(2.2) vorliegt, deren Existenz ja notwendig fiir die Existenz der
VBNF ist. Dann sind die unbekannten Funktionen a und c¢ aus der
VCG



- i . (n-1) . (n)

0 = Mic(y,u,t)+...+Ma (y,u,u,...,u st)+a (y,u,u,...,u ,t)

(5.9)
mit
MO(..) == (..) ,
= i T
) i-1 i- P =q-1 % o (n)
M1( ) g u oM 3t( [BM BA( )j' U+ [BM _( ]i(_X_’En’th)
U 9X

zu bestimmen. Es ist einleuchtend, daB die aus der VCG (5.9) berech-
neten Funktionen a und ¢ zwangsldufig auch die VCG (5.8) erfiillen,
denn die beiden Operatoren M und M bewirken das gleiche, nidmlich

die totale zeitliche Ableitung ihrer Operanden. Der Unterschied
besteht nur darin, daB den beiden Operatordefinitionen verschie-
dene Systemdarstellungen zugrunde liegen, die jedoch zueinander
dquivalent sind.

5.3.2 Existenz und Herleitung der VBNF fiir Systeme 2. Ordnung

Fir n = 2 lautet die VCG (5.9)

0 = M7c(y,ust) + May(y,u,u,t) + a (y,u,0,u,t)
Fihrt man die Operatoranwendungen aus, so 1dBt sich die Gleichung
nach der letzten Komponente a des NBKNF-Systemvektors aufldsen.
Man erhdlt

a = ig[cyy] %; + EZ[thy+2(cEy)Tg+a1y] %; +

; T 1
i (ag) ivag ] <

.
u

s o1 ; T
+ [ctt+2(ctu) G+ (e )0+ (c

U+ayy+(ag,)
Es fdllt auf, daf diese Gleichung bis auf den zusdtzlichen Term
(alﬁ)TE mit der Gleichung (3.64) libereinstimmt. Somit kann auch
die VBNF nur dann existieren, wenn die letzte Komponente a des
NBKNF-Systemvektors die "Polynom"struktur (3.65) aufweist. Diese
Polynombedingung ist aber nicht nur notwendig, sondern sogar hin-
reichend dafiir, daB mit der NBKNF auch die VBNF existiert. Ist
sie erfillt, so kidnnen die drei Funktionen c(y,u.t), a;(y,u,i,t)
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und ao(y,g,g,g,t) aus den drei folgenden Differentialgleichungen
berechnet werden:

.ny = Kz(y,g,t)cy . (5.10a)
26, * 2(c£y)Tg +ag, = Ky(y,u.d.t)ey, (5.10b)
Ceg + Z(CtE)TE - ET(CEE)E (CE) u o+ aje + (alE)TQ +

+ (aIE)Tﬁ ¥l = Ko(y,g,g,g,t)cy (5.10c)

Hat man die drei Funktionen berechnet, so ist die VBNF gemaB den
GIn. (5.2) festgelegt und die Transformation v kann mit Hilfe der
Gl. (5.7) berechnet werden.

Auch fiir hohere Ordnungen lassen sich notwendige und hinreichende
Bedingungen fir die Existenz der VBNF angeben. Die VBNF 3. Ordnung
existiert beispielsweise genau dann, wenn die NBKNF existiert und
die Bedingungen (3.70) und (3.72) erfiillt sind.

5.3.3 Ein Kriterium fir die Unabhdngigkeit der Transformation v

von U
Yn

Wie bereits im 3. Kapitel angedeutet, 1dBt sich das folgende not-
wendige und hinreichende Kriterium fir die Unabhdngigkeit der
Transformation v von der Eingangsgrdfe u und deren zeitlichen Ab-
leitungen formulieren:

Die Transformation v ist genau dann eine Funktion von z
und t allein, wenn es gelingt, die n Funktionen a,
T = 0,...,n=1, unabhdngig von Ableitungen der Eingangs-

groBe u zu bestimmen, d.h. wenn die NBNF existiert.
Dies soll im folgenden bewiesen werden.

Falls a, nur von y,u und t abhdngt, muB dies auch fiir den Ausdruck

n—lC

MUc +...+ Mag = M(M ¥ v ¥y
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gelten, da andernfalls die VCG (5.8) nicht erfiillt ist. Dann kann
aber die erste Komponente

vy = M c +...+ a1

der Transformation (5.7) nur eine Funktion von x und t allein sein,
da der Operator M die totale zeitliche Ableitung des Operanden be-
wirkt. Daraus folgt aber, daB auch

Mn—1 n--2C

C +...+ Ma, = M(M to..ta,)

(n)

von U,...,u unabhdngig sein muB, sofern a; ebenfalls nur von y,
U und t abhdngt. Somit kann auch

Vo = M C F#..u# a2

nur eine Funktion von x und t allein sein. Fiihrt man diesen Gedan-
kengang fort, so kommt man zu dem Ergebnis, daB sdmtliche Komponen-
ten v, der Transformation v nur von x und t abhéngen kidnnen, sofern
alle n Funktionen as, i=20,...,n-1, von Ableitungen der Eingangs-
groBe u unabhdngig sind. Auch die Notwendigkeit des Kriteriums ist
plausibel. Hangt namlich beispielsweise die Funktion a; von u ab,
so kann die VCG (5.8) nur erfiillt sein, wenn die Transformations-

komponente Vi_p von u abhdangig ist.

Da in der obigen Beweisfihrung der Operator M immer nur auf Funk-
tionen angewandt wird, die nur von x und t abhdngen, ist er gleich-

bedeutend mit dem in G1. (3.13) definierten Operator N. Somit kann
(n)

fir den Fall, daB sich alle a; unabhangig von U,...,u bestimmen.
lassen, die Transformation v(x,t) auch nach G1. (3.16) berechnet
werden.

5.4 BESTIMMUNG DES BEOBACHTERS FOR DAS ORIGINALSYSTEM

Um den Beobachter fir das Originalsystem angeben zu konnen, muB
zundchst die inverse Transformation (5.6) berechnet werden, deren
Existenz durch entsprechende Uberlegungen wie im Abschnitt 3.3.8
nachgewiesen werden kann. Damit ist es moglich, die vom VBNF-
Beobachter (5.4) gelieferten Schiatzwerte 2? in Schatzwerte ii

der OriginalzustandsgrdBen umzurechnen.
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Der Beobachter in Originalkoordinaten ergibt sich durch Einsetzen
der G1. (5.4) und der Transformationsgleichung X* = v(%,G ,t) in
die totale zeitliche Ableitung der inversen Transformationsglei-
chung X = E(g*,gn,t) zu

. av(xX¥*,0 _,t) VX" s E)
A i | —\Z °Zp
X + +
B 9t 30 4
n
BV (X%,0,.t) ., _ (n)
* - [E X -g(zsgn,g,t)+gc(y,u,t)]
9X 3*=!(g,gn’t)

Dieser Beobachter unterscheidet sich von dem mit Hilfe der NBNF
entworfenen Beobachter dadurch, daB ihm neben den Ein- und Aus-
gangsgrolBen des zu beobachtenden Systems zusdtzlich noch zeitli-
che Ableitungen der EingangsgrdBe u zugeflihrt werden miissen.
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6 DER BEOBACHTER IM GESCHLOSSENEN REGELKREIS

In den Beispielen der Kapitel 3 und 4 wurde der Beobachter Zm
offenen Krets zur Rekonstruktion nichtmeBbarer ZustandsgroBen
eingesetzt. Solche reine MeBbeobachter dienen in der Praxis dazu,
den Ablauf von Prozessen zu liberwachen, da mit ihrer Hilfe z.B.
gefdhrliche Reaktionszustédnde friihzeitig erkannt werden konnen
[63].

Dieses Kapitel wendet sich nun dem Einsatz des Beobachters im ge-
schlossenen Regelkreis zu. Die Einbeziehung eines Zustandsschit-
zers in den Regelkreis ist immer dann erforderlich, wenn fiir die
Realisierung des Reglers ZustandsgréBen bendtigt werden, die ent-
weder iUberhaupt nicht oder nur mit sehr hohem Aufwand meBtechnisch
zu erfassen sind. Dann muB dem Regler anstelle des wahren Zu-
standsvektors x(t) der vom Beobachter gelieferte Ndherungswert
X(t) zugefiihrt werden.

Fir die Betrachtungen dieses Kapitels wird davon ausgegangen, daB
aufBer dem Beobachter auch der Regler nach einem systematischen,
stabilitdtsichernden Verfahren entworfen wird. Hierzu bietet sich,
falls die zu regelnde Strecke Tinear in der EingangsgriBe U sty
das Verfahren von R. SOMMER [54] an. Ist die Strecke sowohl im
Zustands- als auch im Steuervektor nichtlinear, so kdénnen die ver-
allgemeinerten Verfahren von H. KELLER [28] und K. ZIMMER [65]
herangezogen werden. Der Unterschied der beiden letztgenannten Ar-
beiten besteht darin, daB man in [65] mit einem statischen, jedoch
tmpliziten Regelungsgesetz der Form

auskommt, wdhrend in [28] der Regler als dyrnamische Rickfiihrung

U= g(x,u,w,t) , u(0) =u,,
angesetzt wird. w ist dabei der Vektor der FiihrungsgroBen. Alle
drei Verfahren [54;28;65] basieren auf einer Transformation der
zu regelnden Strecke auf eine geeignet definierte Regelungsnor-
malform. Dadurch wird eine Kompensation der Zeitvarianz und der
Nichtlinearitaten ermdglicht, so daR die Dynamik des geschlosse-
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nen Regelkreises letztendlich mit Hilfe linearer Methoden vorge-
schrieben werden kann, entweder durch Polvorgabe [54], mittels der
Forderung nach endlicher Einstellzeit [57] oder durch Minimieren
eines quadratischen GltemaBes [24;25;27;29;DA6].

6.1 EINE PLAUSIBILITATSBETRACHTUNG ZUR STABILITAT EINES
REGELKREISES MIT BEOBACHTER

Beim Einsatz des Beobachters im geschlossenen Kreis stellt sich
unmittelbar die Frage, welchen EinfluB der Beobachter auf das Sta-
bilitdtsverhalten des Regelkreises hat. Zur Kldrung dieser Frage
soll das Strukturbild 6.1 dienen. Es gibt an, in welcher Weise der
Beobachterfehler g* auf die ohne Beobachter geschlossene Regelung

einwirkt.
Strecke
[ ] "
I !L5I10I I g
w | X y
== Regler x=f(x,u,t) = h(x,u,t) =5
| y |
I 5 |
| |
| |
I I
i I
ﬂz (tg) K |
o L% x I
x"=Ex" vix, 0 |
________ |
Fehlerdifferential - ohne Beobachter
gleichung des trans- geschlossene Regelung

formierten Beobachters

Bild 6.1 Struktur eines nichtlinearen Regelkreises
mit Beobachter

Dem Regler wird statt dem wahren Zustandsvektor X der Ndherungs-
wert 3 zugefiihrt, der mit Hilfe der inversen Transformation
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3(3*,t) aus dem transformierten Schdtzwert g* = 5* - x* erzeugt
wird. Der wahre transformierte Zustandsvektor 5* ergibt sich mit
Hilfe der Transformation v(x,t) aus dem wahren Zustandsvektor X.
Ist der gesamte Zustandsvektor X meBbar, also ein Beobachter un-
¥, und das Summierglied im Bild 6.1 entfillt.
Da v die Inverse von v darstellt, gilt dann weiterhin X = x. Somit

nitig, so ist X* = x
stellt die gestrichelt umrahmte Struktur den ohne Beobachter ge-
schlossenen Regelkreis dar.

Man stellt zweijerlei fest:

® In Analogie zum Separationstheorem fiir lineare Systeme [44]
wird die Fehlerdifferentialgleichung durch den ohne Beobach-
ter geschlossenen Regelkreis nicht beeinfluBt.

® Der in seiner Dynamik gezielt beeinfluBbare Schiatzfehler g*
wirkt als duBere StorgroBe auf den ohne Beobachter geschlosse-
nen Regelkreis ein.

Was die Einbettung des Beobachters in den Regelkreis betrifft, so
kann man aufgrund dieser beiden Tatsachen, die auch im Bild 6.1

zum Ausdruck kommen, folgende Plausibilitdtsbetrachtung anstellen:
Falls man die Eigenwerte der Fehlerdifferentialgleichung geniigend
weit Tinks Tegt, kann man den als SttérgroRe wirkenden Beobachter-
fehler E* ndherungsweise als Anfangsstorung auffassen, von der man
annehmen darf, daB sie durch eine stabil ausgelegte Zustandsriick-
flihrung ausgeregelt wird - zumindest dann, wenn der ohne Beobachter
geschlossene Kreis global asymptotisch stabil ist. Nun gewdhrlei-
sten aber die nichtlinearen Reglerentwurfsverfahren [54;28;65] im
allgemeinen keine globale asymptotische Stabilitdt, sondern nur
Stabilitdt in einem bestimmten Gebiet des Zustandsraums (siehe [56]).
Doch selbst dann ist unabhdngig von dem als duBere Stdrung einwir-
kenden Schdtzfehler X* ein stabiles Verhalten des iiber den Beobach-
ter geschlossenen Regelkreises gesichert, falls die wahre und die
geschdtzte Trajektorie x(t) und g(t) in einem Gebiet verlaufen, in
dem sowohl die Voraussetzungen fiir den Reglerentwurf als auch die
Voraussetzungen fiir den Beobachterentwurf erfiillt sind. Dann nam-
lich arbeitet der Beobachter stabil, d.h. der Fehler X* strebt
gegen Null, und man darf annehmen, daB auch die Ubertragungsstabi-
litdat des Gesamtregelkreises gewdhrleistet bleibt, obwohl der Feh-
ler zundchst von Null verschieden ist.
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Somit ist die folgende Stabilitdtsaussage plausibel:

Entwirft man Regler und Beobachter durch Transformation
der Strecke auf Nichtlineare Regelungs- bzw. Beobachter-
normalform, so ist das liber den Beobachter geregelte Sy-
stem stabil, wenn wahre und geschdatzte Trajektorie x(t)
und X(t) der Regelung fir alle t > t, in einem Gebiet des
Zustandsraums verlaufen, in dem sowohl die Voraussetzungen
fur den Regler- als auch die Voraussetzungen fiir den Beob-
achterentwurf erfiillt sind.

Obwohl die Trajektorienbedingung erst im Nachhinein iiberpriift werden
kann, so erscheint es dennoch gerechtfertigt, den Regelkreis iiber
den Beobachter zu schliefen. Weil dabei Regler und Beobachter unab-
hdangig voneinander entworfen werden kdnnen, kann man wie im Linearen
von einer Art Separation der beiden Aufgabenstellungen sprechen.

6.2 REGELUNG DES RUHRKESSELREAKTORS UBER DEN BEOBACHTER

Wie sich der Beobachter im geschlossenen Regelkreis auswirkt, soll
abschlieBend am Beispiel einer fiir den Riihrkesselreaktor aus Ab-
schnitt 2.8.2 entworfenen Regelung demonstriert werden. Da der Ent-
wurf des Reglers ausfiithrlich in [56] behandelt wurde, soll hier le-
diglich das Ergebnis angegeben werden. Wdhlt man fiir den geschlos-
senen Regelkreis die Eigenwerte ARl = ARZ = -1, so erhdlt man das
nichtlineare Regelungsgesetz

u= - ?%@7 [['axl“"(i)] e gal ¢
¢ gt [oxgear(0] xyon
mit

£

r(x) = k(l—xl)exp ('TTY_) s

2
ar(x) 5
ri(x) := 5%, = -k exp(—-T;;E) ;
. : :
Pz(i) . = BXZ = k(l-xl) '(:L-—xz)z‘- exp (_ Tﬁ'—z—) .
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Die Beobachtergleichungen sind dem Abschnitt 3.5.2 zu entnehmen.
Damit der Beobachtungsfehler schneller abklingt als die Zeitvor-
gange im geregelten System, werden die Eigenwerte Ais Ao der Feh-
lerdynamikmatrix F Tinks von den Eigenwerten Ap1e AR2 der Regelung
vorgegeben. Die Wahl von A = Ay = -5 fiuhrt wie im Abschnitt 3.5.2
auf die Koeffizienten ko = 25 und k; = 10.

Flr die nachfolgenden Simulationen wird von der im Bild 6.2 wie-
dergegebenen Regelkreisstruktur ausgegangen. Anstelle des nicht
vollstandig meBbaren Zustandsvektors x(t) wird dem Regler der
Schdtzwert X(t) zugefiihrt. Der Beobachter ermittelt diesen aus
der gemessenen Zustandsvariablen xz(t) und der bekannten Steuer-
groBe u(t).

wit) u(t) L.
= Regler G Reaktor T i

x(t) x,(t) = y(t)
——— Beobachter -:

Bild 6.2 Regelung des Riihrkesselreaktors mit Beobachter

Die Bilder 6.3 bis 6.5 zeigen das Verhalten des geregelten Reak-
tors einmal ohne Beobachter, also unter der unrealistischen An-
nahme, daB neben der Temperatur xz(t) auch die Konzentration xl(t)
laufend gemessen wird, und einmal mit Beobachter bei Realisierung
der Regelung nach der im Bild 6.2 angegebenen Struktur.

Wie bei der Simulation des ungeregelten Reaktors im Abschnitt
3.5.2 wurde auch hier davon ausgegangen, daR sich das System zu
Beginn in dem stationdren Betriebspunkt

0,504

"
=

]

1
o
-
o
—
=~
w

X 9
=0 0,02 9

befindet. Zum Zeitpunkt ty = 0 wird der Sollwert fiir die Konzen-
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PILAR

T L}

L] l L] L]
7.5 9.0
' El ) [

Bild 6.3 Konzentrationsverlauf x1(t) bei Regelung des Reaktors

ohne Beobachter ( ) und mit Beobachter (— — —)

1 0.5 PILAR

U'I LS L] ] ! L) L) L) I L L] 1 I L] L] L) I L] L] ¥ I ] L]
0.0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0

t?mi n _—
Bild 6.4 Temperaturverlauf X,(t) bei Regelung des Reaktors

ohne Beobachter ( ) und mit Beobachter (— — —)
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o.0 1.5 3.0 4.5 6.0 7.5 9.0

t/min ——

Bild 6.5 StellgroBenverlauf u(t) bei Regelung des Reaktors
ohne Beobachter (———) und mit Beobachter (— — —)

tration xl(t) sprungformig auf w = 0,66 erhoht, worauf der Reaktor
in den neuen stationdren Zustand

0,66
X s
=8 0,04 €

iibergeht.

Das Verhalten des liber den Beobachter geregelten Reaktors ist zu-
friedenstellend. Die Anndherung an den neuen stationdren Zustand.-ie
erfolgt zwar etwas langsamer als bei der Regelung ohne Beobachter,
jedoch bewegt sich sowohl die Trajektorie x(t) als auch die Stell-
groBe u(t) innerhalb physikalisch sinnvoller Grenzen.

Wie man aus den Bildern 6.6 und 6.7 ersieht, verlauft neben der
wahren Trajektorie x(t) auch die beobachtete Trajektorie X(t) voll-
standig innerhalb des Gebietes G = {£|X1 <l3x, >-1}, in dem sowoh]
die Voraussetzungen fiir den Reglerentwurf (siehe [56]) als auch die
Voraussetzungen fiir den Beobachterentwurf (siehe Abschnitte 2.8.2
und 3.5.2) erfiil1t sind. Somit ist das im vorigen Abschnitt angege-
bene Kriterium erfiillt.
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Bild 6.6 Verldaufe der wahren (
Konzentration xl(t) bzw. ﬁl(t) des geregelten Reaktors

) und der geschdtzten (— — =)

[ 0.5 PILAR
X2,X2 |
004_
T =
D =
™ i Sj
1 4
0.2 </
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Bild 6.7 Verldufe der wahren ( ) und der geschdtzten (— — —)

Temperatur xz(t) bzw. iz(t) des geregelten Reaktors
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/ - ZUSAMMENFASSUNG UND WERTUNG

Der aus der linearen Theorie bekannte Luenberger-Beobachter 1dBRt
sich in besonders eleganter Weise entwerfen, wenn das zu beobach-
tende System zuvor auf Beobachternormalform gebracht wird. Der in
dieser Arbeit vorgestellte Beobachterentwurf erfolgt durch Verall-
gemeinerung dieser Vorgehensweise auf den nichtlinearen, zeit-
varianten Fall:

Zundchst wird die gegebene Strecke in eine hierzu eingefiihrte
"Nichtlineare Beobachternormalform (NBNF)" transformiert. Der
Transformationsansatz fihrt auf eine oder - bei Systemen mit meh-
reren AusgangsgroBen - mehrere "Nichtlineare Charakteristische
Gleichungen", woraus sich die in der NBNF auftretenden Funktionen
unter speziellen Bedingungen berechnen Tassen. Damit ist auch die
Transformation festgelegt. Fiir das in NBNF vorliegende System

1dBt sich dann in naheliegender Weise ein vollstdndiger Beobachter
angeben, welcher Schdtzwerte fiir die transformierten Zustandsva-
riablen Tiefert. Die resultierende Fehlerdifferentialgleichung ist
hierbei homogen, linear und zeitinvariant, so daB dem Fehler mit-
tels Polvorgabe ein stabiles Zeitverhalten aufgeprdgt werden kann.
Die Schdtzwerte fir die OriginalzustandsgridBen erhdlt man schlieB-
Tich mit Hilfe der inversen Transformation aus den Schdatzwerten
fir die transformierten Variablen oder durch Umrechnen des filir das
transformierte System entworfenen Beobachters in Originalkoordina-
ten.

Die Bestimmung der Transformation auf NBNF kann auch in zwei
Schritten erfolgen, namlich lUber den Zwischenschritt der "Nicht-
Tinearen Beobachtbarkeitsnormalform (NBKNF)". Dieser "Umweg" ist
insofern gerechtfertigt, als die Existenz der NBKNF eine notwendi-
ge Voraussetzung fir die Existenz der geforderten NBNF und damit
des Beobachters darstellt. Im konkreten Anwendungsfall empfiehlt
es sich deshalb, das gegebene System zundchst in die NBKNF zu
uberfiihren. In demjenigen Gebiet des Zustandsraums, in dem die
hierzu bendtigte Transformation existiert, ist das gegebene Origi-
nalsystem beobachtbar (im groBen). Falls die NBKNF spezielle wei-
tergehende Bedingungen erfillt, 18Rt sich aus ihr die filir den Beob-
achterentwurf erforderliche NBNF berechnen. Dadurch ist auch die

Transformation auf NBNF festgelegt, welche in genau demselben Ge-
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biet des Zustandsraums existiert wie die im ersten Schritt berech-
nete Transformation auf NBKNF. Aus diesem Grund arbeitet der mit
Hilfe der NBNF entworfene Beobachter gerade in diesem "Beobacht-
barkeitsgebiet" stabil.

Scheitert die Berechnung der NBNF nur daran, daB sich eventuell
auftretende zeitliche Ableitungen der EingangsgrdBen nicht elimi-
nieren Tassen, so kann man auf die "Verallgemeinerte Beobachter-
normalform (VBNF)" ausweichen. Mit Hilfe dieser Form 1&Bt sich

ein Beobachter angeben, dem neben den Ein- und AusgangsgroBen des
zu beobachtenden Systems zusdtzlich noch zeitliche Ableitungen der
EingangsgroBen zugefiihrt werden miissen. Dabei wird allerdings ge-
fordert, daB die EingangsgrdBen hinreichend oft differenzierbar
sind. In seiner grundsdtzlichen Wirkungsweise unterscheidet sich
dieser Beobachter nicht von dem mit Hilfe der NBNF entworfenen.
Auch hier wird der Beobachter des transformierten Systems so an-
gesetzt, daB sich in der Fehlerdifferentialgleichung die zeit-
varianten Nichtlinearitdten kompensieren. Somit 1aBt sich dem
Fehler mittels linearer Methoden eine gewiinschte Dynamik aufprigen.

Bei allen Entwurfsverfahren miissen gewisse Einschrinkungen in Kauf
genommen werden. So ist man bei der hier vorgestellten Methode auf
eine recht eng begrenzte Klasse nichtlinearer, zeitvarianter Sy-
steme beschrdankt. Diese Einschrankung, die bei nichtlinearen Pro-
blemen nichts Ungewdhnliches ist, wird um so gewichtiger, je hoher
die Ordnung des betrachteten Systems ist, denn mit steigender Ord-
nung wachst auch die Anzahl der zu erfiillenden Vertradglichkeits-
bzw. Integrabilitdtsbedingungen.

Demgegeniiber steht jedoch die Tatsache, daB es sich bei der vor- -
lTiegenden Methode um das bislang einzige systematische Beobachter-
entwurfsverfahren handelt, das fiir eine Klasse nichtlinearer,
zeitvarianter Systeme die gezielte Vorgabe einer gewilinschten Schitz-
fehlerdynamik mit elementaren Methoden ermdoglicht und ohne Jjegliche
Linearisierung (im Sinne der Anndherung eines nichtlinearen Sach-
verhalts durch einen Tinearen) auskommt. Aufgrund ihrer theoreti-
schen Exaktheit erlaubt die vorgestellte Methode eine allgemein-
guiltige Aussage iber das Einzugsgebiet, in dem der Beobachter sta-
bil arbeitet, in dem also der geschdtzte Zustandsvektor gegen den
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tatsdchlichen konvergiert. Dies ist gerade das Gebiet, in welchem
das zu beobachtende System nach dem in dieser Arbeit angegebenen
Beobachtbarkeitskriterium beobachtbar (im grofBen) ist.

Was die konkrete Anwendung der Entwurfsmethode betrifft, so ist
festzustellen, daB der Rechenaufwand mit steigender Ordnung erheb-
lTich anwdchst. Dafir verantwortlich sind zum einen die erforderli-
chen Operatoranwendungen und zum anderen die aufwendigen Berech-
nungen der inversen Abbildungen in beiden Transformationsschritten.
Aus diesem Grund wird der praktische Einsatz dieser Methode auf
relativ kleine Ordnungen (etwa n < 4 bei Systemen mit einer Aus-
gangsgroBe) beschrdankt bleiben, zumindest solange die erforderli-
chen Berechnungen von Hand durchgefiihrt werden miissen. Im Zuge
der rapiden Weiterentwicklung auf dem Gebiet der Computer-Algebra
darf man jedoch erwarten, daB diese Berechnungen schon in naher
Zukunft mit Rechnerunterstiitzung ausgefiihrt werden kdnnen [2] und
damit die Ordnungsbeschrédnkung hinfallig wird.

Bei der Einbeziehung des hier vorgestellten Beobachters in den
geschlossenen Regelkreis stellt man eine gewisse Ahnlichkeit zu
dem fir lineare, zeitinvariante Systeme giiltigen Separationstheo-
rem fest: Die Fehlerdifferentialgleichung des transformierten Sy-
stems wird durch den ohne Beobachter geschlossenen Regelkreis
nicht beeinfluBt. Tatsdchlich lassen sich auch im Nichtlinearen
Bedingungen angeben, unter denen die Stabilitdt des iiber den
Beobachter geschlossenen Regelkreises plausibel ist, auch wenn
Regler und Beobachter unabhd@ngig voneinander entworfen werden.

Eine flur alle Beobachterentwurfsverfahren grundlegende Annahme
ist die eines hinreichend genau bekannten Modells des zu beob-
achtenden Systems. Nur wenn diese erfiillt ist, wird uberhaupt
erst die hier notwendige Kompensation der zeitabhingigen Nicht-
linearitaten ermoglicht. (Dies gilt lbrigens in gleichem MaBe fiir
die systematischen Reglerentwurfsverfahren von E. FREUND [13] und
R. SOMMER [54], die ebenfalls auf einer exakten Kompensation der
Zeitvarianz und der Nichtlinearitdten beruhen.) Wie man im konkre-
ten Anwendungsfall die Gilite der Schdtzung beurteilen kann, falls
die Kompensation aufgrund irgendwelcher Modellungenauigkeiten nur
ndherungsweise erfolgt, ist sicher eine weiterfiihrende Untersu-
chung wert.
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ANHANG A

Beweis fir die Konsistenz der NBKNF mit der linearen Beobachtbar-

keitsnormalform

Die Beobachtbarkeitsnormalform fiir lineare MehrgroBensysteme wird
definiert als [1]

X1 Bighin o By %
X9 Bortgp « py X5
= o \\\\\\ . + B u (A.la)
' A LA .
Xq 2ql=q2 Raa| | %
- : . S
x A X
e | TR of 1 [
1 8. 2 - 21
v, o' ¢y oo 0 s
5 =\ 05, (A.1b)
T 1‘$\\\\\ [
Bl b as:
-yq- . =q | B
S— v T
¥ c X

Die Untermatrizen Ejj’ J=1,...,9, auf der Hauptdiagonalen der
Matrix A sind nj—reihige Frobenius-Matrizen der Form

0 1 — 0
g : . \ . ’ r T
‘—JJ O 0 ... 1 ( )
G -a.; a
_ JaMs g Joms_q+1 J,mj—l-

wahrend die (nj,ni)-Untermatrizen Eji’ i, J=1,...,q9, i % j, die
Gestalt
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[ 0 0 cee0 ]
A.. = \\\\\\\“\ A.ld
—J1 0 0 i 0 ( )
-a. -a . ¥
I Jsm1_1 Jsm.|_1+1 J,mi—l-

aufweisen. Die natiirlichen Zahlen mj berechnen sich nach G1. (2.4).
Die nj-dimensionalen Zeilenvektoren Eg in der Matrix C besitzen
nur ein von Null verschiedenes Element und haben das Aussehen

Die Matrizen B und D schlieBlich sind beliebige konstante Matrizen
der Dimensionen (n,p) bzw. (q,p).

Bevor die Konsistenz der NBKNF (2.6) mit der linearen Beobachtbar-
keitsnormalform (A.l) bewiesen wird, soll zundchst die Definition
des Konsistenzbegriffs angegeben werden:

Die Systemdarstellung A ist mit der Systemdarstellung B

konststent, wenn B selbst oder eine zu B dquivalente Dar-
stellung C als Spezialfall in der Darstellung A enthalten
ist. (Aquivalent sind zwei Systemdarstellungen genau dann,
wenn sie umkehrbar eindeutig ineinander Uberfiihrbar sind.)

Um den Konsistenzbeweis zu erbringen, wird die Abbildungsvorschrift
(2.11) auf die lineare Beobachtbarkeitsnormalform (A.1) angewandt.
Die Transformationsgleichungen fiir das j-te Subsystem lauten

X = X + d.u ,
mj_1+1 mj-1+l =J=
m, 42 = %n._ 42 * 9; gl 458
J-1 J~2 J=d
(n.-2) [
X - + bl +oo+ d! ] (A-2)
A=l T Aol g Teie® 2 M g
J J
(n;-2)  (n.-1)
X = X + bT u + + 1 L + dT ﬂ
m m -m.,-1= "~ =m +1 = " = =
J J J J=1
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Damit ergibt sich das j-te Teilsystem der transformierten Darstel-

lung zu
mj_1+1 mj—1+2
X X
mj_1+2 mj_1+3
= ,» (A.3)
*m.-1 “m
: T TJ T T(nJ)
Xm RgX F By U ¥ By g Featdy U
L 4 X J ]

wenn die rechte Seite der letzten Zustandsdifferentialgleichung
als Funktion von x (nicht x) angegeben wird. Setzt man fir x die
inverse Transformation ein, welche sich in eindeutiger Weise aus
dem fir j = 1,...,q giiltigen Gleichungssystem (A.2) bestimmen
1dBt, so erhdlt man schlieBflich das j-te Teilsystem der transfor-
mierten Darstellung in der Form

X X
mj_l+1 mj_1+2
mj_l+2 mj_1+3
” . : (A.4)
xm.-—l xm.
J (U‘])
< -T- T =T. =T
xmj "Eji - EOE - Elﬂ - - EvJ__

wobei Vj der Ungleichung ny 2 V3 < m geniligt.

Aufgrund der umkehrbar eindeutigen Transformation (A.2) ist das
Subsystem (A.4) zum j-ten Subsystem der linearen Normalform (A.1)
dquivalent. Da es gerade den linearen Spezialfall des Subsystems
(2.6c) darstellt, ist die Konsistenz der NBKNF (2.6) mit der
Tinearen Beobachtbarkeitsnormalform bewiesen, denn der obige Nach-
weis 13Bt sich selbstverstandlich fir alle g Subsysteme erbringen.
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ANHANG B

B.1 Differentiationsregel fiir die Ableitung des Produkts aus einer
skalaren Funktion und einem Zeilenvektor nach einem Vektor

Um die Ableitung des Produkts

aus der skalaren Funktion c(x) und dem m-dimensionalen Zeilenvek-
tor ET(E) nach dem n-dimensionalen Vektor x angeben zu kdnnen, muB
bekannt sein, wie der Zeilenvektor ET(E) nach dem Vektor x diffe-
renziert wird. Es gilt definitionsgemdB

Bwl me
%, Y M.
BET(EJ dw(x) ¥ L e
ax | ox = : : . (B.1)
B, oW,
_axn axn_

Wegen der Beziehung

we(x) = c(x)z) (x)

fir die k-te Komponente von ET(i) ergibt sich die k-te Spalte der
Matrix (B.1l) zu

aw, (x)  3c(x) 9z, (x)
JX - X Zk(i) + c(x) T oax ¢

Damit erhdlt man insgesamt die Differentiationsregel

s 5 -5 z (x) + c(x) o (B.2)

W' (x)  ac(x) 1 [ag(x)r

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite der G1. (B.2) stellt das
dyadische Produkt aus dem Gradienten von c(x) und dem Zeilenvek-
tor ET(EJ dar. Der zweite Summand hingegen ist das Produkt aus c(x)
und der transponierten Jacobi-Matrix des Vektors z(x).
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B.2 Differentiationsregel fiir die Ableitung eines inneren

Produkts nach einem Vektor

Die Ableitung des inneren Produkts
m
-
f(x) = 2 (x)s(x) = Y z(x)s;(x) (B.3)
i=1

aus den beiden m-dimensionalen Vektoren z(x) und s(x) nach dem
n-dimensionalen Vektor x ergibt den Gradienten

af(x)
X
Bf(i) 1
X B ’
af(x)
8xn

also einen Spaltenvektor. Seine k-te Komponente lautet mit G1.
(B.3)

3f (x) M 5z, (x) 35 (X)
AL _ '| _— '| L
9 X - 2: 9X 51(5) * 2: 9 X Zi(i)
k =5 k = k
g=1 i=1
{Bz(z) A {ag(x)r
= S(x) + | ———1| z(x) . (B.4)
3z (x) _
Nun stellt aber der Vektor T gerade die k-te Spalte der (m,n)-
0z(x)
Jacobi-Matrix 5 des Vektors z(x) dar. Entsprechendes gilt fir
35 (x)
% Folglich erhdlt man aus G1. (B.4) die Differentiationsre-
k
gel
of(x)  [ez(0)]! 25 (x) ]!
x| Tex | &lX) o+ x| 2l4) - (B.5)
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B.3 Differentiationsregel fiir die Ableitung des Produkts aus

einer Matrix und einem Vektor nach einem Vektor

Unter der Ableitung des Produkts

p(x) = M(x)s(x)

aus der (r,m)-Matrix M(x) und dem m-dimensionalen Vektor s(x) nach
dem n-dimensionalen Vektor x versteht man die Jacobi-Matrix

ap(x)
9 X

Ihre k-te Zeile ist der transponierte Gradient der skalaren

ap(

T
X)
Funktion p, (x), also {—~§;:—} . Bezeichnet man die k-te Zeile der

Matrix M(x) mit ml(i), so kann man p, (x) als das innere Produkt

p(x) = ml(i)é(i)

3P (x)
a X

mit Hilfe der Regel (B.5) zu

P () [am(x)]' 2s(x)]'
—me— B | SUX) F || Wy(R)

ausdriicken. Der Gradient der Funktion pk(i) berechnet sich

39X 3 X X

Hieraus erhdlt man die bendtigte k-te Zeile der Jacobi-Matrix

ap(x)
X

durch einfache Transposition zu

.
8p, (x) am (x) 3s(X)
[———-ﬁi } = s (%) 55— + m(x) 5%

Die gesuchte Differentiationsregel lautet somit

T om, (x)
218 —%

d d
p(x) _  Jitd s(x)
9X IX

om_(Xx)
s'(x) —
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ANHANG C

Beweis fiir die lineare Abhdngigkeit der Zeilenvektoren

T T
n.+1/3h. n.+2/9h. 9h
aoJ J & J n-1 .
M (@) s M (ai>"."M <a£> s J = 1,...,q,

’t)

von den Zeilen der Auswahlmatrix Q(x

Der folgende Beweis wird formal genauso gefiihrt wie der in [56]
erbrachte Nachweis fiir die Tineare Abhidngigkeit bestimmter Spal-
tenvektoren:

X
gemdB Tinear abhdngig von allen in der Beobachtbarkeitsmatrix

T
o Mol 9hs
Jeder der q Zeilenvektoren M J(;—%) s J =1,...,9, ist definitions-

QB(E’En’t) oberhalb von ihm stehenden Zeilenvektoren, er 1iBt sich
also als Linearkombination aus diesen ausdriicken:

-1
n./ah I 3h oh !
SRS S IICHIS - BTED
v=0 u=1 -

Die auftretenden Koeffizienten cvu sind keine konstanten GroBen,

(n.
; J
sondern stehen abkirzend fiir Funktionen, die von x,u u,...,g und t
abhdngen konnen. Es sollen in G1. (C.1) diejenigen Cvu(i gnJ+1, )=0

sein, deren zugehdrige Zeilenvektoren nicht in der Auswahlmatrix
9(isgm’t) nach G1. (2.19) auftreten.

n.+1/3h
Der ndchste auf der Basis von hj erzeugte Zeilenvektor M Y <§Y%)
ah \T A

entsteht aus M J(%;l> durch Anwendung des Operators M:
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Durch Einsetzen von Gl. (C.1l) und unter Beriicksichtigung der Bezie-

ow' (x)  [ow(x)]T
- = || (siehe Anhang B.1l) folgt weiter

X
An.+1<8h.>T
M J J _
90X

hung

+
=
7=
—
1] -
<
o
>
e
ot o
o =
=
\\______/
—
+
WK
p—
o]
o |
[
2
5
xn
[}
“al o
x| =
g o
\-..._../
_|
QJ‘Q.)
[ ] [—h

Mit Hilfe der im Anhang B.l angegebenen Differentiationsregel las-
sen sich die partiellen Differentiationen ausfiihren. Es ergibt
sich
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]
o
1
—
a5
Q2
wl O
| <
B dak
=>
<
ol o
oF| =
b o
\________/
—_
o+
.
wk
—
Q2
Q2 (@]
ot =
[}
=
=
|
{ o]
ol
> o
g i
\-..__.../
fres
+

4
= |
V7
]
—
1] -
<
=
=
<
+
—
/”'"“\
Q2
’ e
QL
_|
+
n
3
+
—
.
QJQ)
><:r
Sl

v=0 p=1

Samtliche Funktionen Cvu(i’gn‘+l’t) sind bereits aus der zugrunde-
gelegten Linearkombination (C.1) bekannt, in der die Zeilenvekto-

oh, ¥ sl fohy o1
ren | =— bis M ai auftreten. Die in G1. (C.2) neu hinzu-
S

oh . L T 4] ah._l T
gekommenen Vektoren M J Eii bis M Y ai , die in der Beob-

T
JNn:=-1/3h
achtbarkeitsmatrix Qg(x,u ,t) oberhalb von b (BXJ> stehen,

sind entweder Tinear unabhdngig oder, falls linear abhdngig, kon-
nen sie ihrerseits als Linearkombinationen aus linear unabhdngigen
Zeilenvektoren ausgedriickt werden.

n.+1/on,\!
Somit ist die lineare Abhdngigkeit des Vektors M J (3x3> von
allen in der Matrix Qg(x,U,,t) oberhalb von ihm stehenden Zeilen
nachgewiesen. Entsprechend gelingt der Beweis fiir die ilibrigen Vek-

n+2(3h; T o no1(2h; T
toren M X e M 35 .
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