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Zusammenfassung. Von Donoho und Johnstone wurde ein waveletba-
siertes Verfahren zur Rauschreduktion entwickelt. Dieses Verfahren be-
ruht auf der Annahme, dafl signalunabhingiges Rauschen vorliegt. Me-
dizinische Ultraschalldaten sind jedoch mit signalabhidngigem Rauschen
behaftet. In diesem Artikel werden zwei Ansitze vorgestellt, die das Ve-
fahren von Donoho und Johnstone an das signalabhingige Rauschmodell
anpassen.

Schliisselworter: Rauschminderumg, Wavelets, Ultraschall.

1 Einleitung

Ultraschallbilder weisen ein typisches, signalabhangiges Rauschen auf. In [1] wird
dieses Rauschmodell durch

v =5+, (1)

angegeben. Hierbei bezeichnen x das verrauschte, s das unverrauschte Signal und
n ~ N(0,0?) einen unkorrelierten, weifien, GauBschen Rauschprozess. Die mei-
sten Rauschreduktionsverfahren setzen jedoch ein signalunabhingiges, additives
Rauschmodell voraus. Insbesondere die waveletbasierten Verfahren, wie z.B. das
Waveletreduktionsverfahren nach Donoho et al.[2] (,, Wavelet Shrinkage“), beru-
hen auf diesem einfachen Rauschmodell.

2 Orthonormale Wavelettransformation

Eine Orthonormalbasis des Hilbertraumes LZ(]R) von der Form
Ui (x) =270 (2 e — k),  jkeZ,

wird Waveletbasis genannt. Wir nehmen stets an, dafl das Wavelet ¥ kompakten
Tréger besitzt. Eine solche Waveletbasis 148t sich mit Hilfe einer Multiskalenana-
lyse konstruieren [3]. Insbesondere gibt es eine Folge von Approximationsraumen

{0}c---cVecVicVoCVoyCVosC---C L*(R), (2)

wobel der Teilraum V; durch eine Orthonormalbasis @; x(x) = 27I12@ (270 — k),
k € Z, aufgespannt wird. Die Funktion @ wird Skalierungsfunktion genannt.



Das orthogonale Komplement W; eines ,,groberen “Approximationsraumes V
im néchst ,feineren® Approximationsraum V;_; wird als Detailraum bezeichnet.
Der Raum W; wird durch die Wavelets ¥ ., k € Z, aufgespannt [4]. Hat man
ein Signal f aus dem Approximationsraum V) vorliegen, so 1483t es sich zerlegen

in '
Jo
F= 0is®ion+ Y, > wisl, (3)
keZ j=J+1kez
mit den Skalarprodukten v;, x = (P, 5 | ) und w;x = (T | f).

Die Waveletkoeffizienten w; r und die Approximationskoeffizienten v;, . las-
sen sich aus den Koeffizienten v mit dem schnellen Algorithmus von Mallat [5]
berechnen. Die Erweiterung der Wavelettransformation auf zwei (und mehr) Di-
mensionen gelingt durch die Bildung von Tensorprodukten [4].

3 Waveletreduktion

In der Wavelettransformation eines Signals sind im allgemeinen nur wenige Ko-
effizienten w; , ungleich Null und tragen somit zum Signal bei. Betrachten wir
ein additives Rauschmodell auf den Waveletkoeffizienten einer Skala J

Wik = Wik + NIk, (4)

mit den 55 ~ N(0,0?) unabhingig verteilt. Bei einer orthonormalen Wave-
letbasis ergibt sich fiir die néchst groberen (J + 1) (und alle weiteren) Skalen
ebenfalls ein additives Rauschmodell. Die dabei auftretenden Rauschterme n;
sind unabhingig und N(0, 0?) verteilt.

Das von Donoho und Johnstone in einer Reihe von Artikeln [2, 6, 7] vorgestell-
te Waveletreduktionsverfahren schitzt die Starke des Rauschens auf den Wave-
letkoeffizienten. Um diesen additiven Rauschanteil von den Koeffizienten wieder
zu entfernen, wird ein Schwellwert 7 berechnet und dieser mit dem Schwellwert-
operator

d-(x) :=sgn(z)(z — 7)1 mit (¢)4 := {é Zois(i’, (5)
subtrahiert. Fiir die Berechnung des Schwellwertes 7 gibt es eine Reihe von
Ansitzen [6, 7, 8]. Hier wurde die in [6] vorgestellte hybride Methode aus den
Schwellwertfunltionen VisuShrink und SUREShrink verwendet.

Durch die signalabhéngige Varianz des Rauschens eignet sich das Waveletre-
duktionsverfahren nur bedingt fiir Ultraschalldaten.

4 Partitionierte Waveletreduktion

Dieses Verfahren beruht auf der Annahme, daf§ bei dem Rauschmodell (1) in Be-
reichen fast gleicher Signalamplitude ein nahezu signalunabhéngiges Rauschmo-
dell vorliegt. Zur Schitzung dieser Bereiche h; wird der Approximationsraum



verwendet. Die Schitzung der Rauschvarianz iiber diese Bereiche ist aber lo-
kal sehr grob. Deshalb wird sie nur fiir die auf der grébsten Skala liegenden
Detailrdaume verwendet, da diese die gleiche lokale Auflésung besitzen. Danach
wird rekonstruiert und das Verfahren erneut angewandt.

Wir betrachten den eindimensinalen Fall. Sei s € V; das unverrauschte Signal
mit kompaktem Triger. Das verrauschte Signal @ = s + /57, mit n ~ N(0, 0?),
hat ebenfalls kompakten Tréager. Die v;, ; und w; seien die Approximations-
bzw. Waveletkoeffizienten von = gemaf einer Waveletzerlegung (3) bis zu ei-
nem Approximationsraum Vj,. Hiervon ausgehend wird folgender Algorithmus
angewandt:

Eingabe: (vj, k)kez, (W) k)kez jo > j > J (Waveletzerlegung von )
Ausgabe: v (Approximationskoeffizienten von )
(Vjo k) kez = (Vjo,k )rez (Initialisierung).
J = Jo-
Solange 7 > J:
Umax 1= MaXpez, (¥ k)5 Vmin = Mingez (V) 1)
Partitioniere [Fmin; Pmax] in r Intensitatsintervalle (A;;)i_;.
Teile die Indizes in Klassen h; :={k € Z | #; x € A;;} eln.
Fir:s:=1...7:
Bestimme fiir die Waveletkoeffizienten (w; ) mit k € h;
einen Schwellwert 7 (wie beim Waveletreduktionsverfahren).
Wik =0, (w; ) fiir alle k € Z.
Aus (7 5)kez und (@ 1) rez rekonstruiere (751 x)rez.
=521

Um eine Schitzung fiir Bereiche gleicher Signalamplitude zu erhalten, wird
der Wertebereich der (7 x)rez in Intervalle partitioniert. Alle (#; x)kez, die in
einem Intervall A; liegen, werden iiber die Indexmenge h; zusammengefafit. Fiir
die zugehorigen Waveletkoeffizienten (w; x)ren; der untersten Skala wird dann
wie beim Waveletreduktionsverfahren die Varianz des Rauschens geschétzt, ein
Schwellwert berechnet und der entsprechende Schwellwertoperator auf die Ko-
effizienten angewandt. Die unterste Skala wird rekonstruiert und das Verfahren
fiir die néchste Skala mit dem neuen, rauschgeminderten Approximationsraum
fortgesetzt.

Die Partitionierung des Wertebereichs durch Intervalle mufl nicht notwendi-
gerweise Aquidistant sein. Nichtlineare Partitionierungen mit quadratisch oder
exponentiell wachsender Intervallinge haben sich als vorteilhaft erwiesen. Des-
weiteren hat sich gezeigt, dafi ein kleine Anzahl an Intervallen (r < 15) véllig
ausreichend ist.

5 Homomorphe Waveletreduktion

Ein verbreitetes Verfahren zur Reduktion von signalabhéngigem Rauschen, ins-
besondere von multiplikativem Rauschen, ist die homomorphe Filterung [9]. Da-
bei wird die Rauschminderung nach einer Transformation vom signalabhidngigen



in ein signalunabhéngiges Rauschmodell durchgefiihrt. Anschliefend wird eine
Riicktransformation in das urspriingliche Rauschmodell vorgenommen.
Fiir das allgemeine signalabhéngige Rauschmodell

r= t(S) + 7“(8) n N~ N(Oa 0-2) (6)

ist also eine Funktion ¢ von der Form g(z) = u(s) + N(n) fiir zwei Funktionen
u, N gesucht, um eine additive Verkniipfung von Signal und Rauschen zu erhal-
ten. Hierzu betrachtet man die Taylor-Entwicklung von g um #(s). Fiir das mul-
tiplikative Rauschmodell konvergiert diese Entwicklung gegen g(#) = In(z). In
anderen Fillen kann nur eine Ndherung vorgenommen werden, indem die Terme
ab dem zweiten Glied vernachléssigt werden. Fiir das vorliegende Rauschmodell

(Gleichung 1) ergibt sich
g(x) = g(s +V/sm) = g(s) + ¢'(s)V/s7. (7

Um hieraus ein signalunabhingiges Rauschmodell zu erhalten, muf} gelten,
daB ¢’(s)y/s = 1 ist. Also ist g(z) = 2/x. Desweiteren ist die Riicktransforma-
tion f zu berechnen. Fiir sie soll f(g(s)) = s gelten, damit ist f(z) = z?/4.

Beim homomorphen Waveletreduktionsverfahren wird das verrauschte Signal
z punktweise mit g transformiert, und auf den transformierten Daten das Wave-
letreduktionsverfahren durchgefiithrt. Die so erhaltenen, rauschgeminderten Da-
ten werden durch f zuriicktransformiert.

6 Erste Ergebnisse

Beide Verfahren wurden in das am [AKS entwickelte Bildverarbeitungssystem
TomAS [10] integriert. Die Tests wurden auf einem Referenzbild (Abb. 1) durch-
gefiihrt, das nachtriaglich gemif (1) mit verschiedenen Rauschstérken verrauscht
wurde. Zum Vergleich wurden ein 5 x 5 Medianfilter als Standardverfahren fiir
signalabhéngiges Rauschen und das oben beschriebene Waveletreduktionsver-
fahren herangezogen. Alle waveletbasierten Verfahren benutzen die D6-Wave-
letbasis [4]. Das partitionierte Waveletreduktionsverfahren verwendet eine ex-
ponentielle Partitionierung und » = 11 Intervalle. Gemessen wurde der Signal-
Rauschabstand (PSNR) (s. Tabelle 1).

Alle waveletbasierten Verfahren erreichen bessere Werte als der Medianfilter,
wobei das partitionierende Verfahren konsistent die besten Werte erzielt.

PSNR verrauscht Median|Wavlt.red.[Part. WR|Hom. WR
oc=2 20,1767 25,0815| 27,0483 27,3058 26,9185
c=5 12,2179 21,3248 21,9540| 22,6113| 21,5863
c=10 6,1973| 16,8339 18,1395 19,2719| 17,4770

Tabelle 1. PSNR-Messung anhand eines Referenzbildes. Ergebnisse verschiede-
ner Rauschreduktionsverfahren, Alle Angaben in dB.



Abb. 1. Beispiele fiir Rauschreduktionsverfahren (von links nach rechts): Re-
ferenzbild, verrauschtes Bild (¢ = 5), Median, Waveletreduktion, partitionierte
Waveletreduktion, homomorphe Waveletreduktion
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