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In diesem Artikel wird erlautert, wie sich diskrete, periodisierte, unitare \Wavel ettransfor mationen
auf einem Quantenrechner effizient realisierenlassen. Insbesonderewird gezeigt, da3sichein Ele-
mentar schritt der Wavel ettransformation mit O (k) Elementargattern realisieren 1afdt, wobei [ die
Lange der verwendeten Waveletfilter und 2% die Dimension des Berechnungsraumes (?(Z/2*Z)
bezeichnet. Fur eine Wavelettransformation (?(Z/2%Z) — (*(Z/2*Z) ergibt sich somit ein Auf-
wand von hochstens O (k%) Elementargattern.

1. Einleitung

Das Interesse an Quantenrechnern ist in den letzten Jahren stark gestiegen, da sich bei gewis-
sen Problemklassen ein (erhebliches) Potential zur Reduktion der Berechnungskomplexitéat durch
die Nutzung quantenmechanischer Uberlagerungs- und Verschrankungsprinzipen ergibt. In fast
allen Quantenalgorithmen spielen Signaltransformationen eine ausgezeichnete Rolle. Beispiels-
weise ist die diskrete Fouriertransformation eine wesentliche Unterroutine im Faktorisierungs-
algorithmus von Shor [8] und die Walsh-Hadamard-Transformation im Suchverfahren von Gro-
ver [4]. Hoayer hat kirzlich weitere Signaltransformationen zur Verwendung auf Quantenrechnern
vorgeschlagen [6], insbesondere zwel Wavelettransformationen. In diesem Artikel wird gezeigt,
wiesich eine ganze Klasse von Wavel ettransf ormati onen effizient auf Quantenrechnern realisieren
lart.

2. Elementare Quantengatter

Der Zustand eines Quantenrechners |4t sich al's Vektor im 2*#-dimensionalen Vektorraum C2* be-
schreiben. Wir schreiben die Standardbasis dieses Vektorraumes in der ket-Notation von Dirac,
cf. [2]; die Basiselemente werden also mit | ) bezeichnet, wobei z ein Binarwort aus F% ist. In
dieser Notation laft sich der Zustand eines Quantenbits beschreiben durch eine Linearkombinati-
on

al0) + b|1), wobei  a,b € C. (1)

Haufig werden nur normalisierte Zustande betrachtet, die sich durch Vektoren mit Einheitslange
beschrieben lassen. Bel einem Quantenbit im normalisierten Zustand wird also verlangt, dal3 die
Koeffizienten a, b in der Linearkombination (1) der Bedingung | a |2 + | b|?> = 1 geniigen. Diese
Normalisierung hat den sinnfalligen Grund, dal3 sich bei Messung des Zustandes (1) das Ergebnis
0 mit Wahrscheinlichkeit | a |? und das Ergebnis 1 mit Wahrscheinlichkeit | b | ergibt.

In einem klassischen Rechner wird die Informationsverarbeitung durch logische Gatter realisiert.
Diese Gatter finden auch beim Quantenrechner ihre Entsprechung, jedoch wird jedes Gatter durch
eine unitare Transformation realisiert.



Nicht-Gatter. Das Nicht-Gatter U,o; operiert auf den Basiszustanden eines Quantenbits durch
Unot | 0) = | 1) und Une | 1) = | 0). Also gilt

Unot (a]0) + 5[ 1)) = a| 1) + | 0).

Ein-Bit-Gatter. Allgemeiner kann eine Operation U,, auf einem Quantenbit durch die Anwen-
dung einer unitaren 2 x 2-Matrix M beschrieben werden:

Um|0) = mqgo| 0) +mgi|1) - Mmoo Mot
wobei M = )
Uml1l) = mypl0)+my|l) [’ mip M1

Im Falle des Nicht-Gatters wird also die Matrix M durch < (1) (1) > gegeben.

Bedingtes Nicht. Wir konnen auf zwei Quantenbits die folgende Operation U.,o; durchfiihren:

Ucnot | 00> = | 00>7 Ucnot | 01> = | 11>7
Ucnot | 10> = | 10>7 Ucnot | 11> = |01>'

Dieses Gatter fulhrt genau dann eine Nicht-Operation auf dem hoherwertigen Bit durch, wenn das
niederwertige Bit im Zustand 1 ist.

In volliger Analogie |&3t sich ein bedingtes Nicht-Gatter Uzno; formulieren, das genau dann eine
Nicht-Operation auf dem hoherwertigen Bit durchfuhrt, wenn das niederwertige Bit im Zustand O
ist:

Uﬁnot | 00> — | 10>, Uﬁnot | 01> — |01>,

UEnot | 10> — | 00>, UEnot | ]_]_> — | ]_]_>

Feynman-Notation. Feynman hat eine bequeme Notation fur diese Gatter eingefuhrt [3]; wir
verwenden dienotationelle Varianteaus[ 1, 6]. DasNicht-Gatter U, mit Eingang A und Ausgang
A’ wird mit folgendem Symbol bezeichnet:

A 1N A’

N
Das Gatter U, mit Eingang A und Ausgang A’ wird durch
A M A

gekennzeichnet. Die eigentliche Starke der Notation liegt in einer klaren Schreibweise fur beding-
te Gatter. Das Gatter Ugnor mit den Eingangen A und B wird durch

A A’

B B’
N

bezeichnet. Wenn am Eingang A eine 1 anliegt, dann wird eine Nicht-Operation auf B ausgefihrt,
ansonsten nur die ldentitat.

DieGatter vom Typ Ugnot 0der U, nennen wir elementare Quantengatter oder einfach elementare
Gatter. Eslassen sich ale unitaren Operationen auf n Quantenbits durch eine Komposition dieser
elementaren Gatter ausdriicken [1].

Fur das Gatter Ugnot Wird die Notation



N N

N

verwendet. Wenn am Eingang A eine 0 anliegt, dann wird eine Nicht-Operation auf B ausgefuhrt,
ansonsten nur die Identitat. Offensichtlich gilt

! T el A

A A_AuuA

B Jﬁ B’ B B’
N, N,

Allgemeiner konnen auch mehrere Bedingungen an die Ausfiihrung eines Gatters gekniipft wer-
den. Im folgenden Beispiel wird das Gatter U, auf Eingang B dann und nur dann angewendet,
wenn an den Eingangen A; und A; jeweilseine 1 und an Eingang A, eine 0 anliegt:

A, A
I A,
A, A;

B M. B

Tatsachlich lassen sich diese mehrfach bedingten Gatter mit geringem Aufwand aus elementaren
Gattern aufbauen. In [1] wird gezeigt, daid lediglich O(n) elementare Gatter notwendig sind, um
ein n-fach bedingtes Gatter zu simulieren, das bei erfillter Bedingung eine Operation vom Typ
Uy auf einem Quantenbit durchfiihrt. Der geringe Aufwand ergibt sich durch Hinzunahme eines
weiteren Quantenbitsals,,Hilfsregister”. Wir gehenim folgenden davon aus, dal3immer geniigend
Hilfsregister vorhanden sind.

3. Haar-Transfor mationen

In diesem Abschnitt zeigen wir am Beispiel der Haar-Transformation, wie sich Wavel etalgorith-
men auf Quantennetzwerken realisieren lassen.

Fur Signale der Lange 2 wird die Haar-Transformation durch die Hadamard-Matrix

1 1 1
=350 )
gegeben. Diese Transformation wird offensichtlich durch das Quantennetzwerk

A gl A

realisiert. Fur Signale der Lange 4 wird die Haar-Transformation durch die folgende Matrix ge-
geben:

1 V2 1 0 1 0 0 1 0 1 0
11 -2 1 o 11 -10 of1]0+Vv2 0 0
2|1 0 -1 v2| 2o o1 1|y l1 0 -1 0

1 0 -1 —V2 0 0 1 —1 0 0 0 V2



Die Faktorisierung der Matrix entspricht zwei Zerlegungsstufen im schnellen Algorithmusfir die
Wavel ettransformation. Entsprechend dieser Faktorisierunglal3t sich die Haar-Transformation der
Lange 4 durch folgendes Quantennetzwerk realisieren:

AHT

B Hl B

Al

Die Haar-Transformationen sind einfache Vertreter der Wavel ettransformationen fur Signale aus
der Gruppenalgebra C[Z/2"Z]. Die Zerlegungsschritte sind angepal?t an die Untergruppenstruk-
tur

Z/2"Z D 2Z/2"Z D AZ/2"Z D --- D 1.

Aufgrund der Schachtelung dieser Indexgruppen ergibt sich folgendes Grundprinzip fur die Im-
plementierung von Wavel ettransformationen auf Quantenrechnern. Es sei mit Wy € U(2%) die
Transformationsmatrix eines Elementarschrittes der Wavel etzerlegung bezeichnet. Dann 1&fdt sich
die zugehorige Wavel ettransformation prinzipiell realisieren durch ein Netzwerk des folgenden

Typs:

Es verbleibt zu zeigen, wie sich die Elementarschritte der Wavelettransformation realisieren las-
sen; diesist das Zidl der folgenden Abschnitte. Zu diesem Zweck erinnern wir an eine Paramete-
risierung von ,Quadrature Mirror Filter“-Paaren (kurz QM F-Paaren genannt) tber ¢*(Z). Durch
eine geeigenete Periodisierung dieser QM F-Paare erhalten wir —wie gewiinscht — die Elementar-
schritte der Wavelettransformation Uiber (*(Z/2"Z). Wir werden sehen, daf3 sich die Strukturin-
formation der Parameterisierung direkt in ein effizientes Quantennetzwerk Ubersetzen 1afdt.

4. Parameterisierung

Wir bezeichnen mit 7;, den Verschiebungsoperator auf ¢*(Z), der durch T,,a(m) = a(m — n)
definiert ist. Weiter definieren wir einen Operator Oyy: (*(Z) — ¢*(Z) durch

a b

Ow 0o = @O +Wnin oy W:(C d)eU(2).

Ow 0any1 = COop + ddopi1

Dieser Operator ist unitar. Bezeichnen wir mit W' die konjugiert-komplexe transponierte Matrix
von W, dann gilt Oy} = Oyy+.

Definition 1 Wir nennen («, 8) € (%(Z) x ¢*(Z) genau dann ein QMF-Paar von ¢%(Z), wenn die
Menge {Torcv, Tox 3 | k € Z } eine Orthonormalbasisvon ¢%(Z) bildet.

Eine Parameterisierung aller QM F-Paare ergibt sich aus folgendem Satz [5]:



Satz 2 (Holschneider, Pinkall) Sei («, 3) ein QMF-Paar von ¢?(Z) mit
suppa, supp 5 C [0..2N — 1].
Dannlassen sich o und 3 in der Form

o = OWIT,IOWZ s TflOWN&)
5 = OW1T—IOW2 o 'T—lOWN51

ausdriicken, wobei W; € SU(2) fur i > 1und W, € U(2).

Beweis Wir filhren den Bewels per Induktion Uber V. Wir zeigen, dal3 o und 3 durch Anwenden
der Operatoren Oy, und 7, auf §, und ¢, abgebildet werden konnen. Durch Invertierung aller
Operationen ergibt sich dann die Aussage.

ImFal N = 1 bilden die Vektoren a := («(0), «(1)) und b := (/3(0), 3(1)) eine Orthogonal basis
von C?. Esgibt somit eine Matrix W, € U(2), sodaBaWW; = (1,0) und bW, = (0, 1) gilt. Nach
Definition folgt Oy, o = 6o und Oy, 8 = d5.

ImFal N > 1gilt
(] T2(N71)O‘> = (3] TQ(Nfl)ﬂ> = (a| TQ(Nfl)ﬂ> = (6| T2(N71)CY> = 0.
Hieraus ergibt sich, daR die folgenden Vektoren aus C? paarweise orthogonal sind:

a; = («(0), (1)), a, = (a(2N —2),a(2N - 1)),
o= (BOLA). b = (BN —2) BN — 1))

Es gibt somit eine Matrix Wy € SU(2), so dal3
(@Wn [(1,0)) = (0Wn [(1,0)) = (@, Wy | (0,1)) = (bWn [ (0,1)) =0

AlsKonsequenz ergibt sich, dal? supp Ow,, oo und supp Oy, 5 in [1..2N — 2] enthalten sind. Somit
ist der Trager der Folge 770w, und der Folge 770y, in [0..2(N — 1) — 1] enthalten. O

5. Periodisierung

Wir bezeichnen mit T',, den Verschiebungsoperator auf ¢2(Z/NZ), der durch T,a(k) = a(k —
n mod N) definiert wird. Weiter definieren wir einen Operator Oy, auf ¢%(Z/2NZ) durch

Ow bons1 = COop + dbgpiy wobel W = ( ¢ d) € U(2).

In Analogie zum vorigen Abschnitt vereinbaren wir folgende Sprechweise:

Definition 3 Wir nennen (o, 3) genau dann ein QMF-Paar von ¢*(Z/2NZ), wenn die Menge
{Toro, Tox 3| k € [0..N — 1] } eine Orthonormalbasisvon (*(Z/2NZ) bildet.

Eine Methode zur Gewinnung von neuen QMF-Paaren aus einem gegebenen QMF-Paar geben
wir in folgendem Lemma an:

Lemma4 Sai (o, ) ein QMF-Paar von ¢*(Z/2NZ), und mit O sei ein unitarer Operator auf
(*(Z/2NZ) bezeichnet, der mit 7, kommutiert. Dannist (O«, O3) ebenfalls ein QMF-Paar von
(*(Z/2NZ). Insbesondere sind (T',r, T, 3) und (Oyycr, Oy 3) wieder QMF-Paare.



Beweis Ein unitarer Operator bildet eine Orthonormal basis wieder auf eine Orthonormalbasis ab.
Somitist B := {OTqa, OT9 3| k € [0..N — 1]} eine Orthonormalbasis. DaO mit T', kommu-
tiert, 1a%t sich die Menge B inder Form B = {T9,O«, T2,O3 | k € [0..N — 1]} schreiben. Die
Operatoren T}, und Oy, kommutieren offensichtlich mit 75, womit die Behauptung gezeigt ist. O

Wir definieren einen Periodisierungsoperators 11, durch

My: 2(Z) — (2(Z/NZ), a(k)— 3 a(k—mN).

meZ

Lemma5 Esgelten die Relationen

Mn T, = Ty mod v 1y und Ton Ow = Ow My

Beweis Die Behauptung ergibt sich a's direkte Konsequenz aus den Definitionen der Operato-
ren. O

Satz 6 Sai (a, 3) ein QMF-Paar von ¢?(Z) mit suppa, supp 3 C [0..2N — 1]. Das periodisierte
Paar (ITy v, [Toy3) ist €in QMF-Paar von ¢?(Z/2MZ) und 1aft sich in der Form

ILhya = Owl 10W2 T* QWN%
o = Ow,T-10w,---T_10O

ausdriicken, wobel W; € SU(2) fur i > 1und W, € U(2).
Beweis Nach Satz 2 [af3t sich («, 3) in der Form

o = OW1T—IOW2 e T—IOWN(SO
5 = OW1T—IOW2 o 'T—lOWN51

ausdriicken. Fur das periodisierte Paar (Il v, 1155, 3) ergibt sich unter Verwendung von Lem-
mab:

oy = HonOw, T_1Ow, -+ - T_1Owydp = §W1T—1§W2 T 10wy 0o
on B = oy Ow, T1Ow,---T_1Owydr = Ow, T 10w, - T_1O0wyd

Alsoist (ITxpra, [Ty 3) von der gewiinschten Form; insbesondere ist dieses Paar nach Lemma 4
ein QMF-Paar. O

6. Realisierung der Elementarschritte

In diesem Abschnitt zeigen wir, wiesich ein Elementarschritt der diskreten Wavel ettransformation
fur periodisierte QMF-Paare effizient realisieren 1alt.

Ein Syntheseschritt mit QMF-Paar (11, v, 1155, 3) &3t sichin der Notation von Satz 6 beschreiben
durch den Operator:
Ow, T Ow, T 10w,

Daher kann der zugehorige Analyseschritt beschrieben werden durch den inversen Operator
GWL T - '6WJT@W§-
Ein Elementarschritt kann daher mit Hilfe der OperatorenT', und Oy realisiert werden. Beziiglich

der Standardbasis von (?(Z/2MZ) 14 sich der Operator T, ausdriicken durch die Matrix S :=
(8i—1 mod 2M,7)i,jefo..2n—1] Und der Operator Oy durch dieMatrix I @ W.



Beispiel 7 Esbezeichne R(¢) die Rotationsmatrix

cosf@ sinf >

—sinf@ cosf

R(0) = (

Ein Zerlegungsschritt beztiglich des Daubechies-Filters der Ordnung 2 furr Signale aus (?(Z /8Z)
|&3t sich beschreiben durch den Operator O g7z /12)T10 g5 /6) Oder aternativ durch die Matrix

(I, ® R(57/6)) S (I, ® R(7r/12)).

Ausmultiplizieren dieser Matrizen ergibt:

h3 ho 0 0 0 0 hl hg
hg —hl 0 0 0 0 ho —h3
hi  he hs hg O 0 0 0
ho —hs hy —hy O 0 0 0

0 0 hl hg h3 h[) 0 0
0 0 ho —h3 hg —hl 0 0
0 0 0 0 hl hg h3 ho
0 0 0 0 ho —hs hy —Iy

wobei

oo LFV3 o 3+V3 o 3-V3 . 1-V3
0 - 4\/57 1- 4\/57 .

Realisiert wird dies durch das Gatternetzwerk

7M1 Mz

wobei M, := R(57/6) und M, := R(77/12). O

Satz 8 Sei (a, 3) ein QMF-Paar von ¢2(Z) mit suppa, supp 8 C [0..2N — 1] und (Iznav, Ign 3)
das zugehorige periodisierte QMF-Paar von ¢?(Z/2"Z). Dann |afk sich ein (bedingter) elemen-
tarer Zerlegungsschritt mit O(nN') Elementargattern realisieren.

Beweis Aus Satz 6 folgt, da lediglich N Operatoren vom Typ Oy, und N — 1 Operatoren vom
Typ T, zur Redisierung des Elementarschrittes notwendig sind. Eswurdein [9] gezeigt, dalR sich
die (bedingte) Addition modulo 2" mit O(n) Elementargatter aufbauen 1803, wenn gentigend Hilfs-
register vorhanden sind. Dies ergibt einen Gesamtaufwand von hochstens O (nN) Gattern. O

Korollar 9 Sai («a, 3) wieimvorigen Satz gegeben. Eine Wavel ettransformation auf ¢*(Z/2"Z),
dieinjedemElementarschritt eineperiodisierte \Versionvon («, 3) benutzt, 1aft sich aushochstens
O(Nn?) Elementargattern aufbauen.

Dank. Andreas Klappenecker dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fur die Unterstiit-
zung durch den Sonderforschungsbereich SFB 414.



Literatur

[1] A.Barenco, C. H. Bennett, R. Cleve, D. P. DiVincenzo, N. Margolus, P. Shor, T. Sleator, J. A.
Smolin und H. Weinfurter. Elementary gates for quantum computation. Physical Review A,
52(5):3457-3467, 1995.

[2] P.A. M. Dirac. The Principles of Quantum Mechanics. Oxford University Press, 3. Auflage,
19409.

[3] R.P.Feynman. Feynman Lectures on Computation. Addison-Wesley, 1996.

[4] L. K. Grover. Quantum Mechanics Helpsin Searching for a Needle in a Haystack. Physical
Review Letters, 79(2):325-328, 1997.

[5] M. Holschneider und U. Pinkall. Quadratic Mirror Filters and Loop Groups. Preprint, TU-
Berlin, 1993.

[6] P.Hayer. Efficient quantum transforms. LANL preprint quant—ph/9702028, Feb. 1997.
[7] A.Klappenecker. Algebraische Wavelets. (In VVorbereitung), Universitat Karlsruhe, 1998.

[8] Peter W. Shor. Polynomial-Time Algorithms for Prime Factorization and Discrete Loga-
rithms. In Proceedings of the 35th Annual Symposium on Foundations of Computer Science,
Santa Fe, November 1994.

[9] V. Vedrd, A. Barenco und A. Ekert. Quantum networksfor elementary arithmetic operations.
Phys. Rev. A, 54:147-153, 1996.



