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]. Einleitung

Logicians have but ill defined
As rational the human kind.

Logic, they say, belongs to man,
But let them prove it if they can.

— OLIVER GOLDSMITH

1.1 Motivation

Das Automatische Beweisen — und besonders das tableaubasierte Theorembeweisen —
hat einen Zustand erreicht, an dem es an der Schwelle zum erfolgreichen Einsatz in
realen Anwendungen steht. Jedoch ist bis jetztldleergang von einer Technik, die
hauptsichlich in der Forschung eingesetzt wird, zu einem routadignin der Praxis
eingesetzten Werkzeug nicht vollzogen worden.

Ein Hinderungsgrund ist, dal’ sehr viel Arbeit tlaBiufgewendet wurde, ausgefeil-
te und leistungsiiiige Theorembeweiseurfbestimmte Logiken zu entwickeln (be-
sonders @it die Padikatenlogik erster Stufe), die nicht auf bestimmte Anwendungen
zugeschnitten sind. Um diese Systeme verwenderonndsi, nnssen Probleme aus
einem bestimmten Anwendungsbereich in die von dem Beweiser wiimrdtogik
transformiert werden.

Ein anderer und wglicherweise erfolgreicherer Ansatz ist, ein spezialisiertes, dedi-
ziertes Beweissystermiféine gegebene Anwendung zu entwickeln, das eine besonders
fur die Anwendung geeignete Logik untergt; und dabei die besonderen Eigenschatf-
ten sowohl der Logik als auch der Anwendungen auszunutzen, um die Leisthiggsf”
keit des Systems zu steigern.

Eine notwendige Voraussetzung daist, daf3 uniforme Methodenifdie Konstrukti-

on von effizienten dedizierten Beweisprozedunemnbi&liebige Logiken zur Vedgung
stehen, so dal} diese nicht jeweildlig neu entwickelt werden mssen. Es besteht
jedoch eine utke zwischen den beiden Hauptteilen, in welche sich das vorhandene
Wissen auf dem Gebiet des Automatischen Beweisens einteikn Einerseits sind
viele verschiedene Kalké flir viele verschiedene Logiken vorgestellt worden; diese

1



2 Kapitel 1: Einleitung

sind jedoch typischerweise nur von theoretischem Interesse und arathiefTmple-
mentierung geeignet. Andererseits sind Beweisprozedunewénige wichtige Lo-
giken entwickelt worden — vorherrschend sind die klassische Aussagenlogik und die
Pradikatenlogik erster Stufe —, einschliel3lich einer gro3en Zahl besonderer Techniken
und Verfeinerungen, die diese Prozeduren effizienter machen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die oben beschriebeneke zu schlieRen: Um dieses
Ziel zu erreichen und die Konstruktion effizienter dedizierter tableaubasierter Theo-
rembeweiser zu eraglichen, werden drei sich eagzende Aratze verfolgt:

1. die Verallgemeinerung und uniforme Beschreibung von Tableauilleskihrer
Verfeinerungen und von Methoden zu ihrer Verbesserung;

2. die Entwicklung uniformer Methodemif'die Konstruktion effizienter determi-
nistischer Beweisprozeduren aus (nicht-deterministischen) Tablealsa]lk

3. die (uniforme) Integration sowohl verschiedener Tableaukalkls auch von
Tableaukalkilen mit speziellen Methoden zur Problersling in bestimmten Do-
manen (Theorieschliel3en).

Die ersten beiden dieser Aaigé lonnen bei allen Logiken angewendet werdeahw™
rend der dritte im wesentlichen bei Logiken Anwendung findet, die Erweiterungen der
klassischen Logik sind (z. B. mehrwertige, modale und temporale Logiken), und nur
bedingt bei Einsclarikungen der klassischen Logik (z. B. lineare Logik und Relevanz-
logik).

Die uniformen Methoden, die im folgenden vorgestellt werden, vereinfachen den Ent-
wurf effizienter tableaubasierter Beweisprozeduren. Da viele der jeweiligen Vorbedin-
gungen tir die Anwendbarkeit der Methoden rein syntaktisch und leichttrprifen

sind, kann man sich — als ein aukftiges Ziel — ein (zumindest teilweise) automati-
sches Meta-Deduktionssystem vorstellen, das auf einen gegebenen Tabldaukalk™
forme Techniken zu seiner Verbesserung und zur Konstruktion einer effizienten Be-
weisprozedur anwendet oder das sogar einen TableauKkatkéine gegebene Logik
entwickelt.

1.2 Resultate und Struktur dieser Arbeit

Kapitel 1 Indiesem einfihrenden Kapitel wird die Wichtigkeit uniformer Methoden
zum Entwurf effizienter Tableaukalle diskutiert und motiviert; die Resultate und die
Struktur dieser Arbeit werden zusammengefal3t; der Begriff des Tablealisalkd
eingetihrt; die wesentlichen Eigenschaften von TableauKalkund ihre Unterschie-
de zu anderen Arten von Kallen werden erldit; und schlie3lich wird ein kurzer
Uberblicktiber die Historie von Tableaukalléh gegeben.
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Kapitel 2 Logische Systeme (oder kurz: Logiken) werden in sehr allgemeiner Weise
definiert (moglichst wenige Beschrikungen bazgjlich Syntax und Semantik werden
gemacht). Der Begriff des Terms und, darauf aufbauende, der Substitution und der
Unifikation werden eingeifirt. Als Beispiele @it die Beschreibung von Logiken in
diesem allgemeinen Rahmen werden diadikatenlogik erster Stufe, Modallogiken
und zwei Fragmente der quantorenfreien Mengentheorie vorgestellt.

Kapitel 3 Eine uniforme Beschreibung von Tableaukd#éd und ihrer syntakti-
schen und semantischen Eigenschaften wird gegeben — wie beispielsweise analytisch,
monoton, saturierend, bzw. korrekt, vodlatiig, beweiskonfluent zu sein — ohne Be-
schidnkung auf bestimmte Logiken oder Normalformen. Allgemeine Kriterien um zu
Uberptifen, ob ein Kalkl diese Eigenschaften hat, werden vorgestellt (einschlieflich
Kriterien flr Korrektheit und Vollsindigkeit). Eine wichtige Klasse von sigtvohl-
verhaltenden® Kallklen wird identifiziert, diegutartig genannt werden. Diese Klas-
se erweist sich als sehr wichtig, weil (a) Gutartigkeit eine Vorbedingunguisti&
Anwendbarkeit vieler der uniformen Methoden zur Steigerung der Effizienz von Ta-
bleaukalkilen, die im folgenden beschrieben werden, und (b) gutartigeutafii die
meisten Logiken existieren. Als Beispiele werden gutartige Halklir die Padika-
tenlogik erster Stufe undif Modallogiken vorgestellt. AuRerdem werden Kk ftir

die in Kapitel 2 eingaihrten Fragmente der Mengentheorie definiert; es wird gezeigt,
dal} diese Kallle effizienter sind, als die in der Literatur beschriebenen.

Kapitel 4 Techniken werden vorgestellt zur Verbesserung von Tableauilesliir

das Automatische Beweisen, so daf} darauf aufbauende Beweisprozeduren effizien-
ter sind. Insbesondere werden Methoden verallgemeinert, die sich beim tableauba-
sierten Beweisen in Rdikatenlogik erster Stufe alsitzlich erwiesen haben — darun-

ter () das Konzept der starren Variablen, die Termeasaprtieren ungbei Bedarf*
wahrend der Beweissuche instantiiert werdenriken, und (b) die Technik der univer-
sellen Variablen, bei der Variablaile Terme zugleich re@sentieren, und (c) deren
Kombination. Die Beziehung von Kalkén mit starren und mit universellen Varia-
blen zu Grundkalllen (d. h. variablenfreien Kalkén) wird erkBrt, einschlief3lichvif-
ting-Methoden zur Konstruktion von Kalken mit starren und universellen Variablen

aus Grundkalilen. Eine verbesserte Version der Skolemisierung wird vorgestellt, bei
der, statt neue Skolemsymbole ein#ufén, jeder Ramisse, aus der die Existenz von
Objekten mit bestimmten Eigenschaften abgeleitet werden kann, ihr eigenes Symbol
zugeordnet wird. Als Beispieluf'Kalktile, die diese Techniken ausnutzen, werden
Kalkiile mit gemischten starren und universellen VariablenFiddikatenlogik erster

Stufe und &ir Modallogiken vorgestellt. Andere Methoden zur Verbesserung von Ta-
bleaukalkilen, die in diesem Kapitel in verallgemeinerter Form beschrieben werden,
sind die Technik delokalen LemmatadasPrunenredundanter Tableaste und die
Einfuhrung zuatzlicher Tableauregelschemata.
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Kapitel 5 Dieses Kapitel ergrizt Kapitel 4, in dem Methoden zur Verbesserung
von Tableaukallen beschrieben werden, die es erlaubenzére Beweise zu kon-
struieren. Hier ist das Thema, wie effizient nach einem Beweis in dem kleiner ge-
wordenen Suchraum gesucht werden kann. Techniken zur Umsetzung eines (nicht-
deterministischen) Tableaukallk in eine deterministische Beweisprozedur werden
diskutiert und analysiert. Ein allgemeines KonzeptRegularigt fur beliebige Kal-

kile und der Begriff defGewichtsordnungewerden eingeffirt; es wird gezeigt, dafd
diese geeignet sind zur Konstruktion einer deterministischen Prozedur zur Tiefensu-
che nach Beweisenf beliebige gutartige Kalké mit starren Variablen (obwohl be-
kannt war, dal3 solche Prozeduren existieren, war es ein bishemstegeProblem,
tatsichlich eine praktikable Prozedur anzugeben).

Kapitel 6 Die Technik dedraserns(fibring), die es erlaubt, logische Systeme zu
kombinieren, indem man ihre Semantiken kombiniert, wird auf Tableauleak
weitert. Eine Methode zur uniformen Konstruktion eines korrekten und aoltkgien
Tableaukalks fur die kombinierte Logik aus Kaikén flir die Komponenten-Logiken
wird vorgestellt. Da Kallale fir die meistenyBasislogiken®” schon zur Vanfjung ste-
hen, erlalt man so Kalkle fiur viele ,komplexe* Logiken, die durch das Fasern von
Basislogiken entstehen, darunter modaladidatenlogik, intuitionistische Temporal-
logik, usw. Als ein Beispiel wird ein Kalld'vorgestellt ist, der durch die Kombination
eines Kalkil fur Pradikatenlogik erster Stufe und eines Kalkkflir eine Modallogik
entsteht.

Kapitel 7 Das Konzept des Theorieschliel3ens, das es erlaubt, Tablealekalk"
dedizierten Prozeduren zuo&ling von Problemen einer bestimmten RomZzu kom-
binieren, wird verallgemeinert und mit Hilfe der in den vorangegangenen Kapiteln
eingefihrten Begriffe neu formuliert.

1.3 Tableaus und warum wir sie benutzen

Ein Tableau, so steht es indktérhichern, ist,ein wohlgeordnetes Bild“ (Drosdow-

ski et al, 1991) oder einebeeindruckende oder lebhafte Darstellung” (“a striking or
vivid representation”) (Hayward & Sparkes, 1968). Im Automatischen Beweisen ist
ein Tableau eine besondere Form der Darstellung eines (partiellen) Beweises. Diese
Darstellung ist sicherlich wohlgeordnet; ob sie auch beeindruckend oder gar lebhaft
ist, ist natirlich Ansichtssache; aber von all den Beweisasgritationen, die sich zur
Implementierung eignen, und die darum im Automatischen Beweisen Verwendung fin-
den, ist die Re@Sentation mit Hilfe von Tableaus wohl diejenige, die am einfachsten
fur Menschen zu verstehen ist.

Wahrend Tableaukailké immer fir pddagogische Zwecke in Eutfifungen in die Lo-
gik benutzt wurden, begann das Interesse an ihnen zum Einsatz in der Deduktion erst
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in den achtziger Jahren zu wachsen. Ein Grund war der wachsende Bedarf an De-
duktion in nicht-klassischen Logiken in verschiedenen Kl-Anwendungem.vi€le
nicht-klassische Logiken sind tableauartige Kad¢kdie einzigen, die es gibt. Aul3er-
dem macht es die &lie der Tableau-Ableitungsregeln zur Semantik einfach, Tableau-
kalkule fir neue Logiken zu konstruieren. Aualhirte die Eintihrung von Unifikation

und anderer Verfeinerungen zu einer Zunahme der Effizienz von Tablealdlii
klassische Logik; heute basieren einige der leistuagkstén automatischen Theo-
rembeweiserdr klassische Rdikatenlogik erster Stufe auf Tableauka#y.

Es gibt viele verschiedene Definitionen des BegiTiébleauin der Literatur; und es
scheint genauso viele Charakterisierungen von Tableaulkesikind Kriterien, die sie

von anderen Kalllarten unterscheiden, zu geben, wie es Experten auf dem Gebiet
der tableaubasierten Deduktion gibt; die aaufijsten verwendeten und wichtigsten
dieser Kriterien sind:

1. Ein Tableau ist eine Baumstruktur deren Knoten mit Formeln markiert sind; und
jeder Kallul, der auf solchen Strukturen operiert, ist ein Tableauklalk”

2. Ein Kalkil ist ein Tableaukalld, wenn er die (meisten der) folgenden Eigen-
schaften hat: enutirt Beweise, indem er das zu beweisende Theorem analysiert
(top-down); er beweist durch vollstidige Fallunterscheidung; exhit Wider-
spruchsbeweise.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, dal? ein dladki Tableaukalll'ist, wenn

er beide dieser Kriterien arfii. Insbesondere ist die Baumstruktur der Tableaus Be-
standteil ihrer Definition (\&hrend einige Autoren, z.B. (Fitting, 1998)a@ne nur

als eine nogliche Datenstruktur zur Implementierung von Tableaus ansehen). Darum
werden im folgenden Kalké wie beispielsweise die Konnektionsmethode, die auf
einer Matrixrepasentation beruht, und der Sequenzenkaticht als Tableaukalliée
angesehen — wenn es auch sicherlich eine enge Beziehung zwischen diesdarKalk™
und Tableaukalilen gibt?

Um Verwechslungen zu vermeidenussén die folgenden Begriffe klar unterschieden
werden:

e Tableau — ein Baum, dessen Knoten mit Formeln annotiert sind;

e (partielle) Tableaubeweise — welche aus einem Tableau bestehen und der Infor-
mation, wie dieses Tableau mit Hilfe der Kalkégeln zu konstruieren ist; diese
Information kann z. B. in Form einer Sequenz von Tableaus gegeben sein, wobei
jedes Tableau in dieser Sequenz aus dem vorangegangenen durch eine einzelne
Regelanwendung erzeugt werden kann;

L Jeder Sequenzenkalkkann in einen Tableaukalkverwandelt werden — und umgekehrt, wobei die
Aste eines Tableaus in dem Tableaukéién Sequenzen im Sequenzenigatitsprechen.
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e der Zustand, den die Berechnung einer Tableau-Beweisprozedur erreicht hat —
die, zusitzliche zu einem partiellen Tableaubeweis, Informatiameer fehlge-
schlagene Beweisversuche enthalten kann;

e Tableaukalkle — die durch ihre Kalllregeln charakterisiert sind,;

e die Tableaumethode im allgemeinen.

In der englischsprachigen Literatur wird der Beggifableau® in inkonsistenter Weise
mit jeder der oben genannten Bedeutungen verwendet. In dieser Arbejfblgau”
jedoch immer @it eine Baumstruktur.

1.4 Historischer Uberblick

Historisch gehen Tableaukaille”auf Gentzens beweistheoretische Arbeiten der drei-
Biger Jahre zurck, rimlich seineSequenzenkallke (Gentzen, 1935). Die Bezeich-
nung Tableaustammt von Beth (1955), der nach einsystematischen Methode zur
Konstruktion eines Gegenbeispiels* suchte. Zu etwa der gleichen Zeit — und wie
Beth durch semantiscHéberlegungen motiviert — entwickelten Hintikka (1955) und
Schitte (1956) unakdirigig voneinandaalinliche Systeme. Diese Kalle hatten noch
Nachteile beaglich der verwendeten Notation, die um@stilich war; aber Hintikka
benutzte ein Argument in seinem Volsidigkeitsbeweis, dal? (mit wenigen Modifika-
tionen) noch heute Verwendung findet (siehe Abschnitt 3.5.4).

Die moderne Form von Tableaukalkn (und besonders die Baumdarstellung) wurde,
wieder unabhiigig, von Lis (1960) und Smullyan eingiirt; letzterer @igte dieunifor-

me Notatiorhinzu Uniform notation) und stellte seine Ergebnisse in seinem bekannten
Lehrbuch (Smullyan, 1968) vor.

Die Entwicklung von tableauartigen Kallen flir nicht-klassische Logiken begann
parallel zu der von Kalilen flir klassische Logiken — der erste war ein von Gent-
zen (1935) beschriebener Sequenzenkalii' intuitionistische Logik. Beth (1959)
stellte einen Kalldl fur intuitionistische Logik vor, der seinem Kaikfur klassische
Logiken ahnelte. Etwa zur gleichen Zeit entwickelten Kanger (1957) sowie Matsu-
moto und Ohnishi (1957; 1959) tableauartige Kegkflir Modallogiken. In Kangers
Kalkul fur die Modallogik S5 waren Formeln mit ganzen Zahlen indiziert; dieser kann
als der erste tableauartige Kalkingesehen werden, der mit Markierungen versehe-
ne Formeln benutzt. In Kripkes gefeiertem Papier (Kripke, 1959) — in dem er die
Mogliche-Welten-Semantikuf"Modallogiken vorschlug — stellte er einen tableauar-
tigen Kalkil fur Modallogiken im Stile Beths (1955) vor. Kripke benutzte Hilfs-
Tableaus, wobei verschiedene TableawsvErschiedene ogliche Welten verwendet
und durch eine Erreichbarkeitsrelation zueinander in Beziehung gestellt werden.
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Die ersten wirklichen Tableaukalle (die die Baumdarstellung verwendenj fiicht-
klassische Logiken,amlich fir die Modallogik S4 und intuitionistische Logik, wur-
den von Fitting (1969) vorgestellt (afEr definierte Fitting (1983) Tableaukalk fir
viele andere Modallogiken). Ein erster Tableauklidir Temporallogiken wurde
in (Rescher & Urquhart, 1971) beschrieben; und der erste tableauartigel Kalk"
mehrwertige Logiken war Rousseaus Sequenzeokd@Rousseau, 1967) (der dar-
auf beruhte, Sequenzen mit mehr als zwei Teilen zu verwendergteiSpéfinierte
Suchon (1974) einen Tableaukalkiir L ukasiewicz-Logiken; und Surma (1984), Car-
nielli (1987) und Hihnle (1990) mSentierten Tableaukalkitr beliebige mehrwertige
Logiken.

In den siten finfziger Jahren begann der Entwurf von tableauartigen Waitkiind
Beweisprozeduren, die speziell auf die automatische Beweissuche und damit die Im-
plementierung automatischer Theorembeweiser zugeschnitten sind; und dieses For-
schungsgebiet fing an, sich von der Entwicklung von Tableauletkfiir rein theore-

tische oder pdagogische Zwecke abzuspalten.

Die Moglichkeit, die Beweissuche zu automatisieren, wurde zuerst von Kanger (1957;
1963) betrachtet. In den Jahren 1957 und '59 implementierten D. Prawitz, H. Prawitz
und Voghera einen Sequenzenkaliir Pradikatenlogik erster Stufe ohne Funktions-
symbole (Prawitz, 1960; Prawi&t al,, 1960). Zur gleichen Zeit, im Jahr 1958, im-
plementierte Wang einen Sequenzenkalkir dasv3-Fragment der Rdikatenlogik
erster Stufe auf einer IBM 704 (Wang, 1960); dieses bemerkenswerte Programm war
in der Lage, alle 220 aussagenlogischen und 139 der HaBkaténlogischen Theore-

me in Russell und Whitehea@sincipia Mathematicau beweisen.

In den sechziger und siebziger Jahren dominierten resolutionsartigel&dks Au-
tomatische Beweisen; atirend dieser Zeit basierten nahezu alle Implementierungen
auf Resolution; eine bemerkenswerte Ausnahme ist Popplestones Implementierung
eines Tableaukalks flr die Padikatenlogik erster Stufe im Stile Beths (Popplesto-
ne, 1967). Der Hauptvorteil der Resolution war (zu dieser Zeit), dal3 sie Unifikation
verwendet, um sinnvolle Instantiierungen universell quantifizierter Variablen zu fin-
den — wahrend Tableaukalkén diese rachtige Methode fehlte; sie beruhten darauf,
alle moglichen Instantiierungen aufzafzlen. In den achtziger Jahrahérwanden Ta-
bleaukalkile diesen Nachteil. Die Einfirung freier Variablen, deren Instantiierungen
mit Hilfe von Unifikation berechnet werdenylite zu einer drastischen Effizienzstei-
gerung bei tableaubasierten Theorembeweisern.

Die Idee, Unifikation in Tableaukallkén zu verwenden, wurde zuerst in (Coletial.,

1974) ervéhnt; die ersten Tableaukalle, die Unifikation verwenden, wurden (un-
abhangig voneinander) in (Broda, 1980) und (Bowen, 1982) vorgestellt. Jedoch wur-
de in diesen Arbeiten das Problem noch nichbggldie Korrektheit des Kalks zu
bewahren, wenn freie Variablen mit (Skolem-)Konstanten instantiiert werden (siehe
Abschnitt 4.4). In der Modell-Elimination (Andrews, 1981) und der Matrix-Methode
(Bibel, 1982), die mit Unifikation verwendenden Tableaukiédk eng verwendet sind,



8 Kapitel 1: Einleitung

wurde das Problem dadurch umgangen, dal3 man von einer Eingabeformel in skole-
misierter Negations-Normalform ausging, so dal3 keine Skolem-Konstaiatieremd
eines Beweises eingdfit werden.

Die ersten Tableaukalité flr die Pedikatenlogik erster Stufe, die Skolemisierung zur
Laufzeit und Unifikation verwende, wurden von Wrightson (1984) und Reeves (1987)
vorgestellt; diesedSten das Korrektheits-Problem durch Besctiing der Unifizier-
barkeit von freien Variablen und Skolem-Konstanten. Schlief3lich wurde die Methode
zur Bewahrung der Korrektheit, die heute haaptdich Anwendung findet,amilich
komplexe Skolem-Terme statt Skolem-Konstanten zu verwenden, in (Schmitt, 1987)
und (Fitting, 1990) eingeitirt.

Eine weitere wichtige Verbesserung von Tableaukigk flir die Pedikatenlogik er-
ster Stufe war die Einffirung vonKonnektionsbedingungdaiehe Abschnitt 5.5); der
Begriff der Konnektiertheit wurde zuvor in der Modell-Elimination (Andrews, 1981)
und der Matrix-Methode (Bibel, 1982) verwendet.

Heute ist die zugriglichste und kompakteste Quelle von Informationbar Tableau-

kalkiile dasHandbook of Tableau MethodB®'Agostino et al,, 1998). Seine Kapitel

decken die wichtigsten Varianten von Tableaukiédk ftir klassische wie auch nicht-
klassische Logiken ab.



2 Logische Systeme

2.1 Syntax und Semantik eines logischen Systems

Wir definieren den Begriff einegischen Systemasuf sehr allgemeine Weise; nur
sehr grundlegende Eigenschaften seiner Syntax und seiner Semantik sind Teil dieser
Definition.

Die Logik muf3 eine Modell-Semantik haben, die Modelle im Stile Kripkes verwen-
det, d. h., Modelle, die aus @glichen)Weltenbestehen, in denen Formeln entweder
wahr oder falsch sind. Das schliel3t Modelle ein, die aus nur einer Welt bestehen (bei-
spielsweise Modelle der klassischen Aussagenlogik und der klassiscdike®enlo-

gik erster Stufé;und es gibt keine Beschnkung dessen, was die Beziehung zwischen
diesen Welten ist.

Definition 2.1.1 Ein logisches Systerh (eine Logik) ist charakterisiert durch eine
Menge Sig von (L-)Signaturef von L. Fr jede Signatu®: € Sig sind Syntax und
Semantik der Instank(3) von L gegeben durch:

Syntax: Eine Mengédorm(X) von (L-)Formelnund eine Mengelitom(X) von ato-
maren(L-)Formeln ([L-JAtomen), die eine Teilmenge voForm(X) ist, wobei
die MengenAtom(X) und Form(X) entscheidbare formale Sprachen sind (die
nicht das leere Wort enthalten), d. h., Atome und Formeln siodt&Yin diesen
Sprachen.

Semantik: Eine Menge\1(X) von (L-)Modellen wobei jedes Modelim € M (Y)
(zumindest) aus folgendem besteht:
1. einer MengéV von Welten
2. einerinitialen Weltw° € W, und
3. einer bigren Relatior}= zwischeni? und Form ().

! Tatsichlich kann jedes Modell als ein Kripke-Modell mit nur einer Welt aufgefalt werdemlcti
dem Modell selbst). Da jedoch die Markierungen der Tableauformeln als Welten interpretiert werden,
werden sie nutzloafeinen Kalkil, wenn die Interpretation aller Markierungen dieselbe ist.

2 Was eine Signatur ist, wird nicht weiter spezifizigfty kann als eine Menge von Indizes angesehen
werden, die die Unterscheidung verschiedener Instanzen der Logiilaubt (welche siclgewshn-
lich in den Symbolen unterscheiden, die sie verwenden).

9
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Wennw = F fur eine Weltw € W und eine FormeF € Form/(X) gilt, dann wird i’
alswahrin w bezeichnet, andernfalls g schin w.

Eine FormelF’ € Form(X) wird (genau dann) von einem Modetl € M (X) erfullt,
wenn sie in der initialen Welt,® von m wabhr ist. Eine Mengé? C Form(X) von
Formeln wird (genau dann) van erftillt, wenn ihre Elemente vom erftillt werden.

Eine FormelF € Form(X) (eine Menge§ C Form(X) von Formeln) isterfullbar,
wenn es ein Modeln € M gibt, dasF’ (bzw.§) erfillt. O

Obwohl nicht-atomare Formeln geWrilich aus atomaren Formeln aufgebaut werden,
und ihr Wahrheitswert durch die Wahrheitswerte der Atome bestimmtist, aus denen sie
bestehen, ist dascht Teil der obigen Definition. Jedoch impliziert die Existenz eines
»gutartigen TableaukalKs fir eine LogikL, dal3 der Wahrheitswert einer Forniel

in engem Bezug zu den Wahrheitswerten gewisser Atome steht (die Teilformek von
sein konnen aber nicht ossen).

Beispiel 2.1.2 Der Wahrheitswert der ForméBz)(p(z)) in einem Modell der Radi-
katenlogik erster Stufe ist nicht durch den Wahrheitswert des (einzigen) Atoms be-
stimmt, das sie en#it’'— noch kann er aus den Wahrheitswerten aller atomaren For-
melnp(t) berechnet werden (es sei denn, alle Elemente im Universums des Modells
sind durch einen Termreprasentiert, wie es in Herbrand-Modellen der Fall ist)O

Tableaukalkile erlauben, di&rfullbarkeiteiner Formel zwberprifen; wir beschfti-
gen uns nur mit dieser Eigenschaft. Es mag in einer bestimmten Loggkich sein
oder auch nicht, zu testen, ob eine Formaltig'in einem Modell ist (wahr in allen
Welten) oder ob sie allgemeinlyig ist (wahr in allen Modellen), indem man dieses
Problem auf ein Edllbarkeits-Problem reduziert; in vielen Logiken — jedoch nicht in
allen —ist eine Formel genau dann allgemaeiitig, wenn ihre Negation nicht arfibar

ist.

Oft werden Formeln in Tableaukalleén benutzt, die nicht aus Symbolen der uosyy-
lichen Signatur sondern aus Symbolen einer erweiterten Signatur gebildet werden (bei-
spielsweise Formeln, die Skolem-Symbole enthalten):

Definition 2.1.3 Sei eine Logik gegeben. Eine Signaliir € Sig ist eineErweiterung
einer Signatuk € Sig (undX ist eineEinschi&nkungvon ¥*), falls

Form(X) C Form(¥*) and Atom(X) C Atom(X*) .

Dann ist ein Modelin € M(X) eineEinsché&nkungeines Modellsn* € M(X*) (auf
die SignaturX), falls es eine Funktiorf gibt, die jeder Welt inm eine Welt inm’
zuweist, so dal3: (a) der initialen Welt van* die initiale Welt vonm zugewiesen
wird; und (b) tir alle FormelnZ” € Form(X) und alle Weltenv vonm: w |= F genau
dann, wenry (w) = F. O
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2.2 Terme und Substitutionen

2.2.1 Logische Systeme mit Termen und freien Variablen

Es gibt eine wichtige Klasse logischer Systeme, einschliel3lich abelifatenlogiken,

in der die Formelifermeenthalten. Wieder machen wir so wenige Einsciktingen

wie madglich beziglich dessen, was ein Term sein kann. Insbesondere machen wir
nicht die Annahme, dafld Terme von der Foffift,,...,t,) sind; statt dessen kann

die Menge von Termen jede entscheidbare Menge vant& i sein, die in Formeln
auftreten. Die einzige Bedingung, die sogar benutzt wird, um den Begriff Term zu
definieren, ist, daf’ die Menge der Formeln abgeschlossen ist unter der Ersetzung von
Termen in einer Formel durch andere Terme.

Um flexibler zu sein, lassen wir zu, dal3 die Terme in verschiedene Klassen einge-
teilt sind, d. h., wir versehen die Terme ndorten Wir benutzen keine Untersorten-
Hierarchie; jedoch &inen die meisten Begriffe und Methoden, die im folgenden
eingefihrt werden, leicht an ein komplexeres Sorten-Konzept angepaldt werden (ein
Uberblick tiber Tableaukallé fiir Pradikatenlogik erster Stufe mit sortenbehafteten
Termen findet sich in (Weidenbach, 1995)).

Definition 2.2.1 Eine formale Spraché ist eineSprache mit Termenvenn

1. es eine nicht-leere Mendg:rm von (Grund-)Termergibt, die eine entscheid-
bare formale Sprachgbér dem gleichen Alphabet wieist (und nicht das leere
Wort entlalt);

2. es eine nicht-leere Menggvon Sortengibt;

3. es eine Funktiorort gibt, die jedem Term € Term eine Sortes € S zuweist,
so dal3 es mindestens einen Term jeder Sorte gibt;

4. die Menge von Termen einer Sott@bgeschlossen ist unter der Ersetzung ei-
nes Teilterms einer Sort€ durch einen Teilterm der gleichen Sowfe d.h.,
wennuvrw € Term, r,r’" € Term und sort(r) = sort(r'), dannuvr'w € Term
undsort(vrw) = sort(vr'w);

5. die Sprachd. abgeschlossen ist unter der Ersetzung von Termen durch ande-
re Terme derselben Sorte, d. h., wenm € Term, sort(s) = sort(t) und das
Wort wsw' ein Element vorl. ist, dann istwtw’ ein Element vor..

Wennt undr Terme sind und von der Formurw ist (v, w kbnnen leer sein), dann ist
r ein Teiltermvont. a
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Die Abgeschlossenheits-Eigenschaft erlaubt es, Terme durch Platzhalter zu ersetzen,
die flr beliebige Terme einer bestimmten Sorte stehen. Wir nennen diese Platzhalter
freie Variablen Ein Wort, das eine freie Variabl&* der Sortes enthalt, steht tir

ein einzelnes (unbekanntes) Element der Menge allert®¥ die dadurch entstehen,
dalR.X* durch einen Term der Sorteersetzt wird.

Ein Nicht-Grund-Term wird konstruiert, indem man eine beliebige Zahl von Teilter-
men eines Grundterms durch freie Variablen ersetzt; ein Nicht-Grund-Wort wird kon-
struiert, indem in einem Grundwort auftretende Grundterme durch Nicht-Grund-Terme
ersetzt werden.

Definition 2.2.2 Sei L eine Sprache mit Termen; und Séir eine unendliche Menge
von freien Variablen die nicht in L vorkommen. Die Funktiosort wird (beliebig)
auf Var erweitert, so dal3 es eine unendliche Zahl freier Variablen jeder Serté
gibt.

Dann ist die Meng&erm!” von (Nicht-Grund-) Termeulefiniert durch:

= Term

Term!

Term! = {vXw|vtw € Term!¥ |, t € Term, X € Var, sort(t) = sort(X)}
Term" = U Term! .

i>0

Die Funktionsort wird erweitert auf (Nicht-Grund-)Terme ifierm™ durch die Defi-
nition

sort(vXw) = sort(vtw)
fur alle VariablenX und Terme mit sort (X)) = sort(t).

Die Sprachd.!" der(Nicht-Grund-)Wrter ist definiert durch:
LY = {vtw | vsw € L, s € Term, t € Term"™, sort(s) = sort(t)} .
O

Definition 2.2.3 Ein logisches System ist eineogik mit Termenwenn fir jede Si-
gnaturY € Sig die MengenForm(X) von Formeln unddtom(X) von Atomen eine
Sprache mit Termen mit der gleichen Mengiem (X) von Termen sind. O

Im folgenden benutzen wir die Mengéfar = {X; | i > 1} undUVar = {z; | i > 1}
freier Variablen; wir gehen davon aus, dal} diese Variablen verschieden sind von allen
anderen auftretenden Symbolen (ohne daf3 dies in Definitionen explizhatwiird).

Freie Variablen, welche entweder mit GroRBbuchstaben{ 7, X;, X’ usw.) oder mit
Buchstaben in Fettdrucke(y, z, x;, ' usw.) bezeichnet werden, sollten nicht mit
Objektvariablen verwechselt werden, dielarm (%) auftreten und mit:, y, z, z;, =’
usw. bezeichnet werden. Ein Term, der keine freien Variableraéntinid immer als
Grund-term bezeichnet — auch wenn er Objektvariablenatttie nicht durch einen
Quantor gebunden sind.
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2.2.2 Substitutionen

Ein wichtiger Begriff ist der deBubstitutiorvon Variablen durch Terme. Dieses Kon-
zept, das aus der klassischen Logik bekannt ist, kann leicht auf unseren allgemeineren
Termbegriff erweitert werden.

Definition 2.2.4 SeiL eine Sprache mit Termen. Eisibstitutiorist eine Abbildung
o: Var — Term"

von freien Variablen auf (Nicht-Grund-)Terme, so daf(X) = sort(o(X)) fur alle
X € Var.

Die Mengedom (o) = {X € Var | o(X) # X} heil3t derDefinitionsbereichvon o;
und die Mengean (o) = {o(X) | X € dom(o)} von Termen hei3t daNertebereich
vono.

Falls dom(o) = {X}, ..., X,,} endlich ist, dann kang X, — ¢,,..., X, — t,} als
Darstellung vorv verwendet werden, wobéi = o(X;) (1 < i < n).

Eine Substitution X; — Yi,..., X, — Y, }, die die VariablenX; in paarweise ver-
schiedene VariableF; abbildet, heil3t ein¥ariablenumbenennung

Ein Wortw' € L ist eineVarianteeines Wortesy € L, wenn es eine Variablenumbe-
nennungr gibt, so daldvr = w'.

EineAnwendungo einer Substitution auf einen Ternt ist das Ergebnis der (simul-
tanen) Ersetzung aller Vorkommen freier Variablgrin ¢ durcho(X). Der Termto
heil3t einelnstanzvon t. Die Anwendung einer Substitution auf eine Formel und In-
stanzen von Formeln sind in analoger Weise definiert.

Die Einsch@nkungo,- einer Substitutio auf eine Mengd” C Var von Variablen
ist die Substitution, dieuf'alle X € Var definiert ist durch:

o(X) fallsX eV
ow(X) :{ X( ) sonst

Die Kompositions o 7 zweier Substitutionen und 7 ist die Substitution, dieuf alle
X € Var definiert ist durch:

(coT)(X)=0(1(X)) .

Die leere Substitution, die einen leeren Definitionsbereich hat, wirddiezeichnet.

Eine Substitutiorv ist idempotentwenno = o o 0. Die Menge aller idempotenten
Substitutionen wird miSubst bezeichnet.

Eine Substitutionr grundiert eine FormelF' (eine Mengeg von Formeln), wenn
dom(7) die Menge der freien Variablen ist, die i (bzw. in §) vorkommen, und
F7 (bzw. 37) keine freien Variablen enéit. O
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Das Ergebnis der Anwendung einer Komposition~ auf einen Ternt kann berech-
net werden, indem zuerstund dannr angewendet wird, d. hi(o o 7) = (¢7)0.

Wenn einddempotent&ubstitutior = { X; +— t4,..., X, — t,} aufeinen Term an-
gewendet wird, ist es nicht notwendig, die Variablen simultan zu ersetzen, d. h.,

oc={X;=ti}o - o{X,—t,}

Beispiel 2.2.5Die Substitutioned X — Y, Z — Y} und{X — a, Y — f(b)} sind
idempotent.

Die Substitutioned X — Y, Y — a} und{X — f(X)} sindnichtidempotent. O

Definition 2.2.6 SeilV eine endliche Menge freier Variablen; und seietnd Sub-
stitutionen inSubst(X). Die Substitutiorno ist allgemeinerals 7 (auf W), und 7 ist
eine Spezialisierung van in Zeicherr <" 7, falls es eine Substitutiogne Subst(X)
gibt, so dal¥(X) = (o(X))pfuralleX € W. O

Die MengelV enthalt die ,relevanten* freien Variablen, d. h., diejenigen freien Varia-
blen, die in dem Kontext vorkommen, in dem die Substitutiomamd r verwendet
werden (gewhnlich die in einem bestimmten Tableau vorkommenden). Es ist von
Vorteil, die MengelV so klein wie noglich zu halten, weil beispielsweise die Substi-
tutiono = {X — f(Y)} die Substitution- = {X — f(c)} subsumiert, fall§” ¢ W;

im FalleY” € W subsumiert die Substitution”’ = {Y +— f(c),Y — c} aber nichtr.

Die leere Substitutiotd ist die allgemeinste aller Substitutionen, d. h., esigi" o
fur alle Substitutionen und alle MengeV’ freier Variablen.

2.2.3 Unifikation

Obwohl Terme auf eine allgemeinere Weise @idich definiert sind, ist es aglich,
den Begriff deftUnifikationeinzufiihren. Allerdings ist das Problem mbérptifen, ob
zwei Terme unifizierbar sind, nicht immer entscheidbar.

Definition 2.2.7 Sei K eine Sprache mit Termen. Zwei Terme € Term™ sinduni-
fizierbar, wennrp = tu fur eine Substitution € Subst. In diesem Fall heil3t ein
Unifikator vonr undt. O

In vielen Logiken mit Termen (z. B. Bdikatenlogik erster Stufe) ist esoglich, die
Menge aller losungen eines Unifikationsproblems (alle Unifikatoren) durch einen ein-
zigen allgemeinsten Unifikatomost general unifierMGU) zu repesentieren, der
allgemeiner bezglich der Subsumtionsrelation”™ (Def. 2.2.6) ist als alle anderen
Unifikatoren. Im allgemeinen Fall ist jedoch ein einzelner MGU nicht ausreichend,
um alle Losungen zu repisentieren. Statt dessen mul3 dilengel/ (allgemeinster)
Unifikatoren benutzt werderif ist vollstandig wenn jede loSung eines gegebenen
Problems von einem Unifikator i subsumiert wird.
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Beispiel 2.2.8Seiens = abc undt = XY Terme. Die Substitutionen
op={X—ab,Y — ¢} und 0o = {X —a,Y > bc}

bilden eine vollshhdige Menge von Unifikatoren verundt; aber da sie begjlich <"
unvergleichbar sind, gibt es keine einzelne Substitution die alle Unifikatorers von
undt reprdsentiert. a

In Tableaukallilen mit freien Variablen ist die Kardinadit'einer vollsthdigen Men-

ge von Unifikatoren eng verkipft mit der Anzahl von Wahlmglichkeiten ¢hoice
pointg bei der Anwendung von Tableauregeln, die Unifikation involvieren. Darum ist
es winschenswert, eimainimalevollstandige Menge von Unifikatoren zu berechnen.
Allerdings ist es nicht immer sinnvoll, die Minimaditzu erzwingen, da zwar einerseits
eine minimale Menge von Unifikatoren von Vorteil ist, andererseits abettZicdier
Aufwand durch das Entfernen subsumierter Substitutionen entsteht.

Definition 2.2.9 Sei L eine Sprache mit Termen; & eine Menge freier Variablen;
und seienr, t € Term™ Terme. Eine Meng@® C Subst ist einevollstaindige Menge
von Unifikatorervonr undt bzgl. W, falls

1. jedess € U ist ein Unifikator vorn- undt (Korrektheit)und

2. fur jeden Unifikator- vonr undt gibt es einen Unifikatos € U, so daly <" 7
(Vollstandigkeit)

Die Mengel{ heil3tminimalevollstindige Menge von Unifikatoren, falls zudem

3. eskeineUnifikatoreno, 05 € U, 01 # 09, gibt, so daly; <" o, (Minimalitat).
O

Wenn zwei Terme unifizierbar sind, dann besitzen sie eirttichevollstandige Men-
ge von Unifikatoren.

Die Berechnung von (allgemeinsten) Unifikatoren ist eng vapkinfit der Berech-

nung (allgemeinster) gemeinsamer Spezialisierungen (idempotenter) Substitutionen,
denn eine Substitutiomist genau dann eine gemeinsame Spezialisierungword .

wenn sie {ir alle X € dom(o) N dom(7) ein Unifikator der Termer(X) und 7(X)

ist.

2.3 Pradikatenlogik erster Stufe

Als ein erste Beispieltt'ein logisches System benutzen wir diadKatenlogik erster
Stufe PL1, die ein logisches Systenit Termenist. Genal3 Definition 2.1.1 muf3 die
MengeSigp;, der Signaturen, sowie Syntax und Semantik von PL1 definiert werden.
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Signaturen: Eine Signatuk = (P (%), F((X), ax) in Sigp, , besteht aus einer Men-
ge P(X) von Padikatensymbolen, einer Meng&>) von Funktionssymbolen und ei-
ner Funktionay,, die jedem Padikaten- und jedem Funktionssymbol eine Stelligkeit
n > 0 zuweist. Ein Funktionssymbol mit der Stelligkeit O heif3t eine Konstante.

Syntax: Zustzlich zu den Radikaten- und Funktionssymbolenin Signaturen gibt es
eine unendliche Meng& von Objektvariabler(die disjunkt ist von den MengeWar

und UVar von freien Variablen). Die logischen Operatoren sindDisjunktion) ,

A (Konjunktion) ,— (Implikation) und— (Negation) sowie die Quantorensymbule
und3 . Wir sehenp < + (Aquivalenz) als Abkitzung fir (¢ A 1)) V (=é A 1) an.

Definition 2.3.1 Sei¥ € Sigp, eine Signatur. Die Meng&erm™(X) von Termen
uberX: ist definiert durch:

1. Alle Variablenz € V und alle Konstanten € F(X) sind TermeuberX..

2. Wennf € F(X) ein Funktionssymbolistund, ..., ¢, TermeuberX sind,
dannistauchy(ti,. .., tay(s)) €in TermuberX.

Mit Term), , () bezeichnen wir die Menge aller Terme Tarm™(X), die keine Ob-
jektvariablen enthalten.

Die MengeAtomys , (X) von AtomeniberY ist definiert durch: Isp € P(X) und sind
t, ..., tag(p) TErmetbery, dannisip(ty, . .., tayp)) €in Atomubery.

Die MengeFormp{ ,(X) von FormelnuberX ist definiert durch:

1. AtomeuberY sind FormelruberX..
2. WennF eine FormelberY ist, dann ist-F' eine FormeluberX..

3. WennF und G Formelnuber ¥ sind, dann sind AG, FVG und F — G
FormelnuberX.

4. WennF eine FormeuberX ist undz € V, dann sindVx)F und (3x)F For-
melntiber. O

Wir definieren, daf3 die MengBormpr,(3) der Formeln des logischen Systems PL1
aus allenSatzenin Formp; ,(X) besteht, d.h., allen Elementen véhrmp; ,(X), in
denen Objektvariablen nur durch Quantoren gebunden auftreten; und wir definieren,
dafl} die Mengedtompr,(X) der Atome von PL1 die Menge aller atomareat&"

in Formp, (%) ist.

Man beachte, daf} dies leicht von ddxlichen Terminologie abweicht. Gelvrilich
konnen Objektvariablen frei in Formeln dera@ikatenlogik vorkommen. Freie Ob-
jektvariablen werdenduifig als Platzhalter in Tableaukalkh verwendet. Hier haben
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wir jedoch die freien Variablen, die Platzhalter seankén, und die Objektvariablen
klar voneinander getrennt. Marokiite trotzdem zulassen, dal? Objektvariablen frei
in Formeln auftreten; das esht aber nicht die Ausdrucksske und verkompliziert

den Entwurf eines Tableaukaills unrotig. Freie Variablen in einer Formel, deren Un-
erflllbarkeit zu beweisen ist, avén so zu behandeln alaven sie existentiell quanti-
fiziert. Zudem nuRte man darauf achten, keine freien Variablen neu in den Bindungs-
bereich eines Quantors einmhfen, wenn Variablen mit Termen instantiiert werden.
Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, haben wir formal definiert, dal3 die Menge
der Formeln des logischen Systems PL1 nur aaigesi besteht; Formeln mit freien
Objektvariablen sind nur Hilfsmittel, die in der rekursiven Definition der Menge al-
ler Sdtze benutzt werden. Dementsprechend ist das logische System PL1 eine Logik
mit Termerbeaiglich der Mengelermp, ,(X) aller Terme, die keine Objektvariablen
enthalten, denn die MengBormyp;(X) ist abgeschlossen unter der Ersetzung von
variablenfreien Termen durch andere variablenfreie Terme.

Semantik: Gendl} Definition 2.1.1 mSsen alle Modelle eine Menge von Welten
beinhalten. Darum definieren wir, da®p;,; (X) aus Modellen bestehe, bei denen die
initiale Welt w° eine pedikatenlogische Struktur (Def. 2.3.2) ist upd®} die Menge
der Welten.

Definition 2.3.2 Sei¥ € Sigp;, eine Signatur.

Eine padikatenlogisch&truktur(D, T) fur ¥ besteht aus einem Universubhund ei-
ner InterpretatioT, die den Padikaten- und Funktionssymboleniheine Bedeutung
zuweist.

Eine Variablenbelegungei eine Abbildung: : V' — D der Menge der Objektvaria-
blen in das Universunb.

Die Auswertungsfunktioma/ sei wieublich definiert; das heil3t, gegeben eine Struktur
(D,T) und eine Variablenbelegung weise sie jeder Formél € Formgs,(X) einen
Wahrheitswertalz ,(F) € {true, false} zu. 0

Die Relation=p;,; sei flir alle Variablenbelegungendefiniert durch:

w’ Epry F genau dann, wenmalz ,(F) = true .

2.4 Modallogiken

Als ein zweites Beispielui logische Systeme benutzen wir die bekannten Modallo-
giken K, KT, KB, K4, K5, K45, KD, KDB, KD4, KD5, KD45, KB4, B, S4 und S5
(einenUberblick gibt beispielsweise (Ger1998)).
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Signaturen: Die MengeSig;, ist dieselbedt alle ModallogikerL; eine Signatui
ist eine aufahlbare, nicht-leere Menge aussagenlogischer Variablen.

Syntax: Formeln werden mit Hilfe der klassischen OperatoretiKonjunktion),
V (Disjunktion),— (Negation) und den nicht-klassischen, modalen Operatorgm-
mer*) und< (,manchmal’) gebildet.

Die MengeFormy(X) = Formmeq(X) der Formeln @if eine gegebene Signattirist
dieselbe @i alle ModallogikenL; Formeln werden wieiblich aus den aussagenlogi-
schen Variablen und den logischen Operatoren aufgebaut. Die Menge

Atomp,(X) = Atommea(X) = X2

besteht aus den aussagenlogischen Variablen. Die Modallogiken sind logische Syste-
me ohne Terme.

Semantik: Wir benutzen eine Mgliche-Welten-Semantik im Stile Kripkes, d. h.,
die Modelle der Modallogiken sind Kripke-Rahmen.

Definition 2.4.1 Eine Kripke-Rahmersei ein PaafiV, R), wobeilV eine nicht-leere
Menge (noglicher Welten) und? eine birare Relation aufV’ ist.

Ein Kripke-Modellist ein Tripel(W, R, V'), wobei die Belegun@” eine Abbildung der
aussagenlogischen Variablen in die Menge der Welten ist, #.(p), ist die Menge
aller Welten, in denep unter der Belegun®” wahr ist.

FallswRw' (d. h., falls(w, w’) € R), dann ist die Weliw' erreichbarvon der Weltw,
undw’ ist eineNachfolgeweltvon w.

Der Begriff der Wahrheit einer Aussage in einer Welt wird auf komplexe Formeln
F € Formy,(X) wie folgt erweitert:F' sei genau danwahrin einer Weltw, wenn

e (G nicht wahristinw, im FalleF = -G,
e (G; undGy wahr sind inw, im FalleF = G A G,

G, oderG, wahr ist inw, im FalleF' = G, V G,

G wabhr ist in allen Welten, die vow erreichbar sind, im Fallé' = OG,

G wabhr ist in einer Welt, die vow erreichbar ist, im Falld” = ¢d.

O

Die ersten zwei Spalten in Tabelle 2.2 zeigen die Axiomatisierungen der 15 einfachen
Modallogiken, die mit Hilfe der Axiome in Tabelle 2.1 definiert werdemkén.
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| Name| Axiom | Eigenschaft]
(KY |O0(A—B)— (DA—0OB) | —
(T 04— A reflexiv
(D) |OA - CA seriell
(4) |0A— 0O0OA transitiv
B) | CA—-DO0A euklidisch
(B) | A—-0D0OCA symmetrisch

Tabelle 2.1: Einfache Modallogiken und die entsprechenden Eiresdkuingen
der Erreichbarkeitsrelation.

Logik Axiome Logik Axiome
K (K) KT [ (K), (T)

KB | (K), (B) K4 | (K), (4)

K5 (K), (3) K45 | (K), (4), (5)
KD | (K), (D) KDB | (K), (D), (B)
KD4 | (K), (D), (4) KD5 | (K), (D), (5)
KD45 | (K), (D), (4), (5) || KB4 | (K), (B), (4)
B (K), (T), (B) S4 | (K), (1), (4)
S5 (K), (T), (5)

Tabelle 2.2: Axiomatische Charakterisierung der einfachen Modallogiken.

Definition 2.4.2 Sei L eine der Modallogiken aus Tabelle 2.2. Ein Kripke-Rahmen
(W, R) heil3e einL-Rahmenwenn jede Instanz jedes Axioms vinin allen Welten
von (W, R) wabhr ist.

Ein Kripke-Modell(W, R, V) heil3e eirL-Modell, wenn(W, R) ein L-Rahmen ist]

Es ist bekannt, dal? die in Tabelle 2.1 autdetén Axiome die daneben stehenden
Eigenschaften vo® charakterisieren. Folglich haben alle KT-Rahmen eine reflexive
Erreichbarkeitsrelatio®, und wenn ein Rahmen eine reflexive Erreichbarkeitsrelation
hat, dann edllt er das Axiom (T). Darum assoziieren wir die Eigenschaften auch mit
den Logiken selbst und sagen beispielsweise, daf} eine Mogdkriell sei, wenrL-
Rahmen eine serielle Erreichbarkeitsrelation haben. Einige Vorsicht ist hier jedoch
geboten: so ist beispielsweise das Axiom (D) kein Axiom von KT, aber dennoch ist
jeder KT-Rahmen seriell, denn (D) wird von (T) impliziert.

Wir konnen nun fortfahren, die Semantik der einfachen Modallogiken formal zu defi-
nieren. Sel eine der einfachen Modallogiken, die in Tabelle 2.2 aufgefsind, und
sei eine Signatur irfig,,. Die Modelle inMy,(X) seien die Kripkd.-Modelle. Eine

der Weltenw® € W jedes Modellan = (W, R, V') wird zur initialen Weltw® von m
bestimmt. Die Relation=y, ist fur alle Weltenw € W und FormelnF' € Formy, (%)
definiert durchw =1, F genau dann, wenR wabhr ist inw.
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2.5 Modallogiken ohne binare Konnektive

Als ein weiteres Beispieluf'logische Systemaufiren wir die Modallogikerf, ohne
binare Konnektive ein. Alle Formeln sind also modale Literale, d.h., sie sind von
der Formo, - - - o, p (n > 0), wobeip eine aussagenlogische Variable uneine der
Modalitatend, & oder das Negationssymbsolist; die Semantik voik ist die gleiche

wie die der entsprechenden vollen Modallo@iik- formaler:

Signaturen: Die MengeSig; der Signaturen voil, ist die gleiche wie die der Mo-
dallogik L, d.h., ein Signatur ist eine awaflalbare, nicht-leere Menge aussagenlogi-
scher Variablen.

Syntax: SeiX eine Signatur inSigz. Dann seiForm; (X) die Menge derjenigen
Formeln vonFormy,, die aus einem einzelnen Element vomit einer vorangestell-
ten Folge der logischen Operatoreln & und — besteht. Die Mengeltoms (X) ist
identisch mit®.

Semantik: Die MengeM; (X) der Modelle vorL ist identisch mit der MengdAy,
der Modelle vonL; und die Relatiori=; ist die Einschankung von=y, auf die For-
meln in Formy,(X), die auch Formeln idormg (X) sind.

Jede Formel inForm; (X) ist erflillbar. Nichtsdestotrotz ist die Logik nicht trivial,
denn wir sind an der Euflbarkeit vonMengenvon Formeln interessiert, die implizit
konjunktiv verknipft sind und unetfilbar sein lohnen.

Die LogikenL werden in Kapitel 6 benutzt, um die Vorteile des Faserns zu demonstrie-
ren, d. h., der Kombination von Logiken und ihrer Kalé."Die fehlenden Konnektive
konnen durch Fasern vdnmit der Padikatenlogik erster Stufe PL1 wieder eingjeft’
werden; und ein Kalll'fur die resultierende modaledtikatenlogik kann konstruiert
werden, indem Kalide fir L und PL1 gefasert werden.

2.6 Die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie

Als weitere Beispieledi logische Systeme stellen wir zwei Fragmente der quantoren-
freien Mengentheorie vor; ein neuer und verbesserter Tableaukahdiese Logiken
ist in Abschnitt 3.8 definiert.

Die Mengentheorie ist die Sprache der Mathematik. Darum spielt sie eine wichtige

Rolle in vielen Anwendungsbereichen des Automatischen Beweisens. Zum Beispiel
basieren zwei der am meisten verbreiteten Spezifikationsspracatich die Spra-

chen Z und B, ausschlief3lich auf Mengentheorie. In anderen Sprachen sind Mengen
zumindest ein wichtiges Konstrukt, daguiig flir Spezifikationen verwendet wird, sei
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es auf der Meta-Ebene oder als Datenstruktur des spezifierten Programms. Mengen-
theoretische Beweisverpflichtungen treten sowohl dann auf, wenn eine Implementie-
rung als korrekt bazrjlich einer Spezifikation nachzuweisen ist, wie auch beim Testen
der Konsistenz der Spezifikation oder d#serprifung von Vor- oder Nachbedingun-

gen.

Mengentheoretisches Schliel3en, d. h., der Einsatz spezieller Techniken statt der Ver-
wendung der Axiome der Mengentheorie, ist unverzichtbadéis Automatische Be-
weisen in vielen Doraiien. Automatische Deduktionswerkzeugmikén beispiels-
weise in interaktive Sofware-Verifikationssysteme integriert werden und nehmen dann
dem Benutzer die interaktivedsung einfacher mengentheoretischer Beweisaufgaben
ab, die nicht seine Intuition erfordern, sondern durch kombinatorische Suabst gel”
werden lohnen.

Der mehrstufige Syllogismusnulti-level syllogisticMLS) besteht aus quantorenfrei-

en Formeln, die mit den mengentheoretischeadikatenElement-von Gleichheit
Teilmenge-vonden birdaren FunktioneWereinigung Durchschnitf Mengen-Differenz

und einer die leere Menge darstellenden Konstante aufgebaut sind. In der Erweiterung
von MLS um einelementige MengeM(S with singletonMLSS) kdnnenn-stellige
Funktionen{-},, benutzt werden, um Mengen deralghtigkeitn darzustellen. Das
Fragment MLSSF is die Anreicherung von MLSS um freie (uninterpretierte) Funkti-
onssymbole.

Die Ausdrucksstike von MLSS und MLSSF isuf'viele Anwendungen ausreichend.
MLSS-Formeln khnen Variablen enthalten, die implizit universell quantifiziert sind.
Die wesentliche Einschrikung ist, dal3 keine existentielle Quantifizierunggtich

ist; darum kohnen Aussagen wiges gibt eine unendliche Menge“ nicht in MLSS
formalisiert werden.

In der Literatur sind Entscheidungs- und Semi-EntscheidungsverfahremifSchie-

dene Erweiterungen von MLS beschrieben; diese basieren jedoch nicht auf Tableaus,
sondern sind hochgradig nicht-deterministische Suchverfahren und sindurieimé”
Implementierung geeignet. Eiberblick findet sich in (Cantone & Ferro, 1995; Can-
toneet al, 1989). Zu den Erweiterungen von MLS, deren Entscheidbarkeit bekannt
ist, getoren: MLS mit Potenzmengenoperator und einelementigen Mengen (Canto-
ne, 1991; Cantonet al, 1985), mit relationalen Konstrukten (Cantone & Schwartz,
1991), mit einstelligem Vereinigungsoperator, der alle Teilmengen vereinigt (Cantone
et al, 1987), und mit einem Auswahloperator (Ferro & Omodeo, 1987).

Signaturen Eine MLSSF Signatuk ist eine PL1-Signatur, so daf3

1. ihre MengeP(X) von Pddikatensymbolen aus den bieh Symbolere (,Ele-
ment von*) ,~ (Gleichheit) undZ= (,Teilmenge von“) besteht,

2. ihre MengeF'(X) von Funktionssymbolen aus
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(a) den bimren Symbolem (Durchschnitt) LI (Vereinigung) ,\ (Mengen-
Differenz) , den Konstruktoreft },, mit der Stelligkeit: > 1 und der men-
gentheoretischen Konstarite (die leere Menge),

(b) Funktionssymbolen, die keine besondere mengentheortische Interpretation
haben (diese heil3dreie Funktionssymbo)e

besteht.

Eine MLSSF-Signatur ist eine MLSS-Signatur, wenn alle ihre freien Funktionssym-
bole Konstanten sind, d. h., von der Stelligkeit O sind.

Syntax Die Formeln von MLSS und MLSSF sind gaf'den Regeln der &udi-
katenlogik erster Stufe aufgebaut, wobei die logischen Operator@isjunktion),
A (Konjunktion),— (Negation) und— (Implikation) aberkeineQuantoren verwendet
werden.

Definition 2.6.1 SeiX eine MLSS-Signatur (bzw. eine MLSSF-Signatur).

Die MengeAtomyss(X) aller MLSS-Atomébzw. die MengeAtomsse(2) aller
MLSSF-Atomgist die MengeAtompy,;(X) aller PL1-AtomeuberY; und die Men-
ge Formyss(X) der MLSS-Formeln(bzw. die MengeFormyssp(X) der MLSSF
Forlmeln) besteht aus allen PL1-Formelber Y, in denen die Quantorevi und 3
nicht vorkommen (und also auch keine Objektvariablen). O

Notation 2.6.2 Um Verwechselungen zu vermeiden, verwenden wir die Nicht-Stan-
dard-Symbole=, ~, C, 1, LI auf der Objektebene und die Symbale=, c, N, U auf
der Metaebene.

Wie gewohnlich werden die biaren mengentheoretischen Funktions- urabikéten-
symbole in Infix-Notation und-},, in Circumfix-Notation geschrieben. O

Definition 2.6.3 Ein Termt € Termp;,(X) Uber einer MLSSF-Signatt heif3e ein
MengentermEr heil3e eineiner Mengenterm, wenn er keine freien Funktionssymbo-
le f mit Stelligkeitays,(f) > 0 enttélt. Ein Mengenterm heifenktional wenn er von
der Formf(ty,...,t,) ist, wobeif ein freies Funktionssymbol ist. O

Man beachte, daf? funktionale Mengenterme nicht-funktionale Mengenterme (die nicht
notwendig reine Mengenterme sind) als Teilterme enthalbem&i — und umgekehrt.
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Semantik Wir verwenden die Semantik der Mengentheorie (und damit ihrer Frag-
mente MLSS und MLSSF), wie sie durch ZF-Axiomensystem odeaguivalenter
Weise, durch die von-Neumann-Hierarchie von Mengen gegeben ist (siehe z. B. (Jech,
1978) tir eine augihrliche Diskussion der Semantik der Mengentheorie).

Definition 2.6.4 Es seiOrd die Klasse aller Ordinalzahlen. Dimn-Neumann-Hier-
archie® ist durch
v=J Y.

aeOrd

definiert, wobei

1. G, =0,
2. B, = g, Vs fur jede Limit-Ordinalzaht und

3. U, die Potenzmenge val,, fur jede Ordinalzahk bezeichnet. O

Definition 2.6.5 Sei ¥ eine MLSS- oder MLSSF-Signatur. Eineaglikatenlogische
Strukturm = (D, 7Z) € Mpr;(X) heil3e eindlengenstrukturwenn sie die folgenden
Eigenschaften hat:

1. das Universun® besteht aus den Mengen der von-Neumann-Hierafhie

2. D ist abgeschlossen unter den Mengenoperationen, \ und {-},, (n > 1),
und D enthélt die leere Menge;

3. T interpretiert

(a) die Konstant® durch die leere Menge,

(b) die Padikatensymbole durch ihre kanonische Interpretation, ek dyrch
die Identititsrelation= durche undC durchC,

(c) die mengentheoretischen Funktionssymbole durch ihre kanonische Inter-
pretation, d.h.J durchu, m durchn, \ durch\ und{-}, durch{-},
(n >1). O

Da Modelle logischer Systeme eine Menge von Welten beinhaltessem, definie-
ren wir, da’ Modelle von MLSS und MLSSF aus einer einzelnen (initialen) Welt
bestehen, die eine Mengenstruktur ist.

Die Relationen=y1,ss und =ysse sind in gleicher Weise definiert wie die Relati-
on |=pr, der Logik PL1: eine MLSS-Formel oder MLSSF-Forntélist genau dann
wahr in der Weltw?, die eine Mengenstruktur ist, wenulz(F) = true fur alle Va-
riablenbelegungen.



24 Kapitel 2: Logische Systeme

Man konnte zulassen, dal} freie Objektvariablen in MLSS und MLSSF-Formeln auf-
treten; aber das wde die Ausdrucksatke nicht erbhen. Da freie Objektvariavlien

in quantorenfreien Formeln implizit universell quantifiziert sind, ist eine Forsie)
genau dann in MLSS oder MLSSHRilgig, wenn eine Skolemisierung(c) ihrer Ne-
gation unertllbar ist. Darum knnen freie Objektvariablen eliminiert werden, und ein
Tableaukalk! fur Formeln ohne freie Objektvariablen ist ausreichend.



3 Tableaukalkile

3.1 Eine uniforme Sicht

Es ist wichtig, die beiden Phasen zu unterscheiden, in die die Entwicklung einer ef-
fizienten tableaubasierten Beweisprozedur aufgeteilt werden kann: dem Entwurf ei-
nes Tableaukalks und der Konstruktion einer auf diesem Kallldufbauenden Be-
weisprozedur. Ein Tableaukalkist im wesentlichen durch Ableitungsregeln charak-
terisiert, die nicht-deterministisch angewendet werdennieh, um einen Tableaube-
weis zu konstruieren; eine Beweisprozedur ist eine Beschreibung, wie die Suche nach
einem Beweis unter Verwendung eines bestimmten idalki organisieren ist.

In der Literaturuber Tableaukalkié werden diese beiden Phasen oft vermischt; Ver-
feinerungen, die weder die Korrektheit noch die Valtaligkeit eines Kallls beein-
flussen, sondern den Zweck haben, die Effizienz zu steigern, werden zu einem Teil
der Definition des Kalils. Das ist scadlich, denn welchegistigen Eigenschaften

des Kalkils man dann auch immer beweist, sind aatdich nur tir den verfeinerten
Kalkul bewiesen. AufRerdem sind verfeinerte Kd&oft weniger,gutartig® als die
urspringliche Version, was es schwieriger macht, die uniformen Methoden zur Kon-
struktion einer effizienten Beweisprozedur anzuwenden, die in den folgenden Kapiteln
beschrieben werden.

Eine Verfeinerung, die typischerweise nicht Teil der Definition eines ial&éin soll-

te, ist die meist ntzliche Heuristik, dafd nicht-verzweigende Regelanwendungen sol-
chen vorzuziehen sind, die mehrere neue Talals@giniihren. Wenn diese Heuristik
Teil der Definition des Kaluls ist, dann ist es beispielsweise upgiich, eine aus-
gefeiltere Technik zur Auswahl demalisten Regelanwendung einzusetzen, die auf
einem KomplexiatsmalRdir neu hinzukommende Formeln beruht.

Daraus folgt, dal? die Vermeidung von Redundanz durch eine Begam{ des Such-
raums, die den Kalld"deterministischer macht, nicht das Thema dieses Kapitels ist;
sie wird in Kapitel 5 behandelt, in dem der Entwurf effizienter Beweisprozeduren dis-
kutiert wird. Nichtsdestotrotz spielt die Effizienz beim Entwurf eines Kkéine

Rolle; so sollten stark indeterministische Regeln, wie beispielsweise die Schnittregel,
vermieden werden (jedoch nur dann, wenn es deterministischere Regeln gibt, die glei-
chermal3epgutartig” sind).

So wenige Einsclarikungen wie raglich werden bexglich der Art und Form von
Tableaus und Tableaukalleh gemacht. Aber, wie schon in der Einleitung ahnt

25
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(Abschnitt 1.3), ist ein Tableau immer ein Baum, dessen Knoten mit Formeln markiert
sind. Ohne weitere Einsciakungen weil3 man natlich nichtsuber das Verhalten ei-
nes Tableaukalks — aul3er dald Tableaus den Zustand der Beweissuclaseaperen

und dal3 Tableauregelanwendungen Zustalpelgingen entsprechen. Insbesondere
ist nichtsuber die Art und Weise bekannt, wie Zastle repasentiert werden, und was

die Beziehung zwischen den Tableaus ist.

Um in der Lage zu sein, Aussageber das Verhalten eines TableaukdskZzu ma-

chen und uniforme Methoden anzuwendemssen zuatzliche Annahmen gemacht
werden. Die erste dieser Annahmen wird sein, dal} Tabktawerschiedenahé ei-

nes Beweises repséntieren und daf} sie also implizit disjunktiv vergfi'sind; einen

Ast abzuschliel3en bedeutet, dal’ der entsprechende Fall erfolgreich abgehandelt wor-
den ist. DaAste verschiedenedié darstellen sollenufirt dies auch dazu, daR die
Auswirkungen einer Tableauregelanwendungen lokal auf einen Ast laegtisind.

Der réchste Schritt wird sein, die Annahme zu machen, daf} die Formeln auf einem
Ast implizit konjunktiv verknipft sind und das Wissen reggéntieren, dasbéer den
entsprechenden Fall des Beweises abgeleitet worden ist. Das erfordert, dal3 die Ta-
bleauerweiterungsregel monoton ist und Béngenvon Formeln operiert; die Rei-
henfolge der Formeln auf einem Ast spielt dabei keine Rolle mehr.

Der letzte Schritt sind semantische Annahmen. Man geht davon aus, dal ein Ast (par-
tiell) ein Modell definiert. Die Tableaukonstruktion entspricht dann der Konstruktion
eines Modells der Formeln des initialen Tableaus. Ein Ast ist geschlossen, wenn ein
Widerspruch in der partiellen Modelldefinition, die er rapentiert, gefunden wur-

de. Ein geschlossenes Tableau beweist die Tatsache, dal3 die Formeln des initialen
Tableaus unedilbar sind.

Um so viele verschiedenen Kaile'wie noglich in unsere allgemeine Definition des-
sen, was ein Tableaukalksei, einzuschliel3en, werden die Formeln in Tableaus mit
Vorzeichen §igng, die den intendierten Wahrheitswert einer Formel aspritieren,

und Markierungenlébelg versehen. Markierungerokinen viele verschiedene Zwek-

ke haben. Sie erlauben es, Informationber’Formeln und die Beziehungen zwischen
Formeln explizit darzustellen, und sind besonders in Kialik fir nicht-klassische Lo-
giken von Nutzen (z. B. mehrwertigen, modalen und intuitionistischen Logiken); vie-
le tableauartige Kallklé, die markierte Formeln verwenden, sind in (Gabbay, 1996b)
beschrieben. Tableaukaile'mit markierten Formeln sind sehr viebettiger als Kal-

kille, die Informationen statt sie durch Markierungen darzustellen, in der Struktur eines
Tableauastes kodieren. Wenn Information implizit durch die Struktur eines Tableau-
astes rem@s$entiert ist, kihnen alle Veaihderungen, die die Struktur véysten beein-
flussen, Korrektheit bzw. Vollatidigkeit des Kaluls zersbvren; darum bezeichnen wir
solche Kalkile alsnicht gutartig(die Eigenschaft der Gutartigkeit wird formal in Ab-
schnitt 3.3.7 definiert).

Dal’ nur die zwei VorzeichehundF verwendet werden, bedeutet keine Beaalting
auf zweiwertige Logik; diese Vorzeichen ragentieren die Tatsache, dal3 eine Formel
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wahr bzw. nicht wahr ist in einem Modell. Die Wahrheitswerte einer mehrwertigen
Logik kann man in Markierungen kodieren, mit denen man die Formeln versieht.

3.2 Syntax von Tableaukalkiilen

Wie schon zuvor gesagt, sehen wir die Baumstruktur von Tableaus als eine essentielle
Eigenschaft an; Blime sindhichtnur eine Datenstruktur zur Implementierung von Ta-
bleaus. Kalkle, wie beispielsweise Sequenzenksgkiind die Konnektionsmethode,

die auf anderen Datenstrukturen operieren, sind talmeauartig®.

Definition 3.2.1 SeiL eine Logik; sei € Sig eine Signatur voi; und seiLab eine
Menge von Markierungen.

Eine Tableauformeb:o: F' bestehe aus einem Vorzeichgre {T, F}, einer Markie-
runge € Labund einer FormeF € Form(X); sie heiBatomar, wennF € Atom(X).
AulRRerdem ist das Symbdl eine Tableauformel (die den Astabschluld anzeigt). Die
Menge aller Tableauformeln sei nifub Form(X) bezeichnet.

Das Komplemend einer Tableauformep ist definiert durchip = F:o:F, falls ¢ von
der FormT:o:F'ist, und¢ = T:0:F, falls ¢ von der FormF:o: F ist (das Komplement
von L bleibt undefiniert).

Ein Tableau(uber der Signatur) ist ein endlich verzweigender Baum, dessen Knoten
mit Tableauformeln au§abForm(3) markiert sind.

Ein Asteines Tableau§’ ist ein maximaler Pfad iff". Die Menge der Formeln auf
einem AstB sei mit Form(B) bezeichnet. O

Im folgenden identifizieren wir oft Knoten in einem Tableau mit den Formeln, mit
denen sie markiert sind.

Um den Begriff des Tableaukalls so allgemein wie wglich zu halten, wird jede
Funktion, die einem Tableau eine Mengeghcher Nachfolgetableaus zuweist, als
Tableauregebngesehen. Eine Tableauregel kann ein Tableau, auf das sie angewendet
wird, in beliebiger Weise varndern. Tablearweiterungeegeln sind ein Spezialfall

von Tableauregeln; sie werden in Abschnitt 3.3.3 behandelt.

Ein Tableaukalll'C fur eine LogikL hat (verschiedeng)nstanzenC (%) fur jede Si-
gnaturX € Sig. Wir lassen es zu, dafd Formeln einer erweiterten Sigaztur einem
Tableaubeweis verwendet werden. Nur die wragtichen Formeln, deren Edfbar-

keit Gberptift werden soll, m$sen aus der Sprache der nicht-erweiterten Sigaatur
stammen, die eine Einsa@mkung von:* ist; sie werden auf das initiale Tableau ge-
setzt. Es ist unverzichtbamrfviele Logiken, zu erlauben, dal? eine erweiterte Signatur

in einem Beweis verwendet wird, oder, was das gleiche bedeutet, zu verlangen, daf3
die Formeln deren Eudllbarkeit getestet wird, aus der Sprache einer eingasgien
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Signatur stammen; dies gestattet es beispielsweise, Skolem-Symboleibienidie
mit Sicherheit im initialen Tableau nicht auftreten.

Definition 3.2.2 Ein Tableaukalll C fur eine LogikL ist fur jede Signatuk € Sig
definiert durch:

e eine Erweiterun@* € Sig der Signatu (Def. 2.1.3);
e eine Mengelab von Markierungen und eine initiale Markierungj € Lab;

e eine Tableauregé® (Y), die jedem Tableail’ Uiber der SignatuL* eine Menge
von Tableausiber>* zuweist, die die (raglichen)Nachfolgetableauson T’
sind. Die MengeR (X)(7") kann unendlich sein, sie muR3 aber alfibar sein.

O

Nun haben wir alles zur Venfjung, was atig ist, zu definieren, welches die Tableaus
fur eine Menge&s von Formeln sind und wann ein Tableau geschlossen ist. Die Kon-
struktion von Tableausuf'§ ist im allgemeinen ein nicht-deterministischer Prozel3,
da ein Tableau jede — sogar eine unendliche — Zahl voglictien Nachfolgetableaus
haben kann.

Definition 3.2.3 SeiC ein Tableaukalul fur eine LogikL; und sei¥ € Sig eine Si-
gnatur vonL. Die Menge der Tableausifeine endliche MengE C TabForm/(X*)
von Tableauformeln sei wie folgt induktiv definiert:

1. Ein lineares Tableau, dessen Knoten mit den (allen) Formelh awarkiert ist,
ist ein Tableaudi I" (eininitiales Tableai.

2. WennT ein Tableaudif I" ist und7” € R(X*)(T") (d. h., wennI” ein Nachfol-
getableau vorT ist), dann ist/” ein Tableaudii T'.

Ein Tableaul ist ein Tableaudf eine endliche Meng®& C Form(X) von Formeln,
wenn es ein Tableawfdie Menge{T:c":F' | F' € §} von Tableauformelnist. O

Einige nitzliche Tableaukalkié beginnen (per Definition) mit einefaereninitialen
Tableau und erlauberste sgiter mit Formeln aus der Mengezu erweitern, deren
Erfullbarkeit zuuberprifen ist. Dies kann in unserem allgemeinen Rahmen leicht
modelliert werden, indem eine spezielle initiale Markierungit der Bedeutungist

noch nicht auf dem Ast‘ eingefirt und die Tableauregel so erweitert wird, §aff’:
ausS:o: I’ abgeleitet werden kann (wob€i die ursptingliche initiale Markierung ist).
Diese Ableitung entspricht dann dem Hinagén der Forme3:¢°: F zu dem Tableau.

Eine andere mgliche Vorgehensweise, die auch dann angewendet werden kann, wenn
die Mengeg§ unendlich ist, ist die Tableauregel so zu erweitern, 8af: F aus der
leeren Paimisse abgeleitet werden kann.
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Definition 3.2.4 Ein TableauasB ist geschlossenwenn einer seiner Knoten mit
markiert ist.

Ein Tableau isgeschlosserwenn alle seinéste geschlossen sind. O

Intuitiv ist ein Tableaubeweiauf'eine Mengef von Formeln ein Nachweis der Un-
erfullbarkeit vong (vorausgesetzt, der Kalkist korrekt).

Definition 3.2.5 SeiC ein Tableaukalll fur eine LogikL; und seiX € Sigy,. Ein
Tableaubeweidur eine Menge§ C Form(X) von Formeln ist eine endliche Folge
Ty, ..., T, (n > 0) von Tableausui §, so daf3

e 7} eininitiales Tableauut § ist,

e T; ein Nachfolgetableau vah,_; ist (1 < i < n),

e T, geschlossen ist. O
Lemma 3.2.6 Seien ein TableaukalkC fur eine LogikL und eine Signatut € Sigy,

gegeben. Es gibt genau dann einen Tableaubeweksiie Menges C Form(X) von
Formeln, wenn es ein geschlossenes Tablaad fibt.

Beweis:Dies folgt sofort aus den Definitionen der Begriffe des Tableausifie Men-
ge von Formeln und des Tableaubeweises. O

3.3 Syntaktische Eigenschaften

3.3.1 Nicht-destruktive Tableaukalkiile

Ein Tableaukalldl ist nicht-destruktiv, wenn Anwendungen seiner Tableauregel die
Formeln, die sich schon auf einem Tableau befinden, niclaindernh oder gar entfer-
nen, sondern nur neue Formeln hirzgi”

Definition 3.3.1 Ein Tableaukalll' heil3enicht-destruktiywenn alle noglichen Nach-
folgetableaus eines beliebigen Tableaus dieses als initialen Teilbaum enthalten; an-
dernfalls heif3e der Kailk'destruktiv O

Beispiel 3.3.2Ein typisches Beispielr destruktive Kalkle sind solche, die freie Va-
riablen in Tableauformeln verwenden und erlauben, diese freien Variablen mit Termen
zu instantiieren, wenn die Tableauregel angewendet wird. O
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3.3.2 Beweiskonfluenz

Ein Tableaukalldl' ist beweiskonfluentvenn es keingSackgassen® in der Beweissu-

che gibt. Eine bestimmte Tableauregelanwendung kann nuiztatid Konstruktion

eines Beweisesif 'eine Formelmengg sein, aber in einem beweiskonfluenten Kdlk™
kann dies niemals verhindern, daf3 schlie3lich doch ein Beweis erzeugt werden kann.
Eine deterministische Beweisprozedur £inen beweiskonfluenten Kalkkann da-

durch konstruiert werden, daf3 man dhiairnel3 der Regelanwendungen sicherstellt
(Kapitel 5); Backtracking ist dann niemals notwendig.

Definition 3.3.3 Ein Tableaukalll C fur eine LogikL ist beweiskonflueniwvenn je-
de FolgeTy, . . ., T} (k > 0) von Tableausui eine Menge&s C Form(X) von Formeln
Uber einer Signatut von L, fur die ein Tableaubeweis existiert, zu einem Tableaube-
weisTy, ..., Ty, ..., T, (n > k) fur § erweitert werden kann. a

3.3.3 Tableaukalkiile mit Erweiterungsregel

Die wichtigste syntaktische Eigenschaften, die @atartigkeit* von Tableaukalkén
sicherstellt, ist, dal’3 Tableauregelanwendungeriokale Auswirkungen haben. Das
heil3t, die Tableauregel ist nicht-destruktiv und sie erweitertamen einzelnerst
eines Tableaus. Auf3erdem darf es nur von den Formeln auf einem Asstgdih in
welcher Weise er erweitert werden kann; keine anderen Vorbedingungen sasdigul”
wie beispielsweise das Vorhandensein von Formeln auf andeten. Ein Kalkil hat
diese Lokalisitseigenschaft, wenn seine Tableauregel die Form &aldeauerweite-
rungsregehat.

Definition 3.3.4 SeiC ein Tableaukalul fur eine LogikL; und seiX € Sig eine Si-
gnatur vonL.

Eine Extensiorist eine endliche Menge von Tableauformalmeiy*.

EineKonklusioneiner Tableauregelanwendung ist eine endliche Menge von Extensio-
nen.

Eine Erweiterungsrege (Y) ist eine Funktion, die jedem (endlichen) Tableauast,
dessen Knoten mit Formeln ausbForm(X*) markiert sind, eine Mengé(X)(B)
(mdglicher) Konklusionen zuweist, die unendlich sein kann, aberadulibai sein mul3.

O

Man beachte, daf3 keine spezielkbschlul3regelterotigt werden. Denn ein Ast ist
geschlossen, wenn er mit der speziellen Tableauformetweitert ist. Darum kann
der Astabschlul’ als ein Spezialfall der Asterweiterung aufgefal3t werden.
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Definition 3.3.5 SeiC ein Tableaukalul fur eine LogikL; und sei¥ € Sig eine Si-
gnatur.

Eine Erweiterungsregél(X) charakterisiertdie TableauregeR (X) vonC, wenn fir
alle Tableaud™ tiberY:* folgendes gilt: ein Tableal’ ist genau dann ein Nachfolgeta-
bleau vorI’ (d. h.,T7" € R(X)(T)), wenn es einen AgB in 7" und eine Konklusior”

in £(X)(B) gibt, so dal das Tabledll aus7’ konstruiert werden kann, indem der
Ast B mit einem neuen Teilasufjede ExtensiorE in C' erweitert wird, wobei die
Knoten des Teilastes mit den Elementen Yomarkiert sind.

Wenn die Erweiterungsregél(X) die TableauregeR (X)) des Kalkils C fur alle Si-
gnaturen® charakterisiert, dann heif8edie Erweiterungsregel vo@; undC heil3e ein
Kalkul mit Erweiterungsregef. a

Satz 3.3.6 Ein Tableaukalkl mit Erweiterungsregel ist nicht-destruktiv.

Beweis:Das Theorem folgt sofort aus den Definitionen 3.3.1 und 3.3.4. O

3.3.4 Analytische Tableaukalkiile

Zwei verschiedene Definitionen dessen, wasagialytischerKalkil sei, finden sich

in der Literatur. Eine davon ist, dal3 ein Kalkanalytisch ist, wenn er die zu be-
weisende Formelanalysiert’, d. h., wenn er ein Top-down-Beweisverfahren ist, — im
Gegensatz zu Bottom-up-Beweisverfahren, die versuchen, die zu beweisende Formel
aus den Axiomen abzuleiten. In diesem Sinne sind Tableaulesilkimer analytisch;

eine etwas strkere Variante dieser Eigenschaft ist in Abschnitt 3.5 beschrieben.

Hier jedoch verwenden wir die Bezeichnuagalytischin ihrer traditionellen, ein-
geschahkteren Bedeutung: Ein Kalkist analytisch, wenn alle Formeln in einem
Nachfolgetableau eines Tabledlischon inT" als (Teil-)Formeln vorkommen.

Definition 3.3.7 Ein Tableaukalll'istanalytisch wenn fir jedes Tableail’ Uber einer
SignaturX* und alle NachfolgetableadsS von T folgendes gilt: Wenis':o':F' eine
Tableauformel ifl” ist, dann gibt es eine Tableaufornteb:F in T, so dalRF"’ eine
Teilformel von F ist. O

Analytische Kalkile haben einen kleineren Suchraum als nicht-analytischeukalk™
weil es weniger verschiedene Formeln gibt, die durch Tableauregelanwendungen neu
eingetihrt werden kinnen.

Es ist noglich, analytische Kalklé flir die klassische und die meisten nicht-klassi-
schen Aussagenlogiken zu definieren. Kegkflir Pradikatenlogiken sind gevtinlich
nicht analytisch im engen Sinne, weil sie erlauben, beispielsweise dasAtorir
alle Termef aus der Forme(Vz) (p(z)) abzuleiten. Solche Kaiké sind aber dennoch
im weiteren Sinne analytisch, wenamlich nicht nur Teilformeln aug sondern auch
Instanzen von Teilformeln aus in Nachfolgetableaus vafi vorkommen difen.
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3.3.5 Monotone Tableaukalkiile

Ein Tableaukalll mit Erweiterungsregel ishonotonwenn die Menge der aglichen
Konklusionen eines AsB’, der eine Erweiterung eines Astésist, alle noglichen
Konklusionen vonB entldlt.

Definition 3.3.8 SeiC ein Tableaukall'mit Erweiterungsregef fur eine LogikL.

Der Kalkil C ist monoton wenn &£(X)(B,) C £(X)(B,) fur alle Aste B, und B,
uberX*, so dal3B; ein initialer Teilpfad vonB, ist. O

Wenn ein Kalkil mit Erweiterungsregel monoton ist, dann sind in ihm Regelanwen-
dungen permutierbar. Das heif3t, angenomiBést ein Ast eines TableawserX: und

C, und C, sind Konklusionen ir€ (3)(B), dann lohnen alle Tableaste, die aus3
dadurch konstruiert werderokinen, dafl zuerst eine Extensibin ausC; und dann
eine Extension®, ausC, angetigt wird, auch durch Permutation der entsprechen-
den Regelanwendungen gewonnen werden, das heil3t, iBdaerarst mitE, erweitert
wird und dann mit~;.

3.3.6 Nicht-strukturelle Tableaukalkiile

Ein Tableaukalldl' ist nicht-strukturel] wenn die Reihenfolge der Formeln auf einem
TableauasB weder eine Bedeutungifdie Anwendbarkeit der Erweiterungsregel des
Kalkuls hat, nochdi das Ergebnis der Anwendung.

Definition 3.3.9 SeiC ein Tableaukall'mit Erweiterungsregef fur eine LogikL.
Der Kalkiil C ist nicht-strukturel] wenn fir alle Aste B; und B, Uber Z*, fur die
Form(By) = Form(Bs) gilt,

E(X)(By) = £(X)(By) -

3.3.7 Gutartige Tableaukalkiile

Wir nennen einen Tableaukalkgutartig, wenn er (a) ein Kalil'mit Erweiterungs-

regel ist, (b) monoton ist und (c) nicht-strukturell ist. Gutartige KigdkZeigen ein
gewisses — zumindest syntaktisches — Wohlverhalten. Die Eigenschaft der Gutartig-
keit wird sich in den nachfolgenden Kapiteln als sehr wichtig erweisen.

Definition 3.3.10 Ein Tableaukalll' mit Erweiterungsregel, der nicht-strukturell und
monoton ist, heiRgutartig. a
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Wenn ein Tableaukaik gutartig ist, dann kann seine Erweiterungsregel als Funkti-
on auf endlichen Mengen von Tableauformeln dargestellt werden (eine Funktion auf
Pramissei

Lemma 3.3.11 SeiC ein gutartiger Tableaukald mit Erweiterungsreget fur eine
Logik L. Dann gibt esiir alle Signaturen” vonL eine (eindeutig bestimmte) Funk-
tion £(X), die jeder endlichen Mendé C TabForm(X*) von Tableauformeln (jeder
Pramisse) eine Meng&(X)(IT) (mbglicher) Konklusionen zuweist, so dal

E(D)(B) = E(S)(Form(B))

fur alle TableadsteB UberX*.

Lemma 3.3.11 impliziert, daR die Funktigi{®) auf Mengen von Tableauformeln
(Pramissen) als eine alternative Charakterisierung der Erweiterungsregglesehen
werden kann — vorausgesetzt, der Kalist gutartig. Wir identifizieren darum im Falle
gutartiger Kalkile die beiden Funktionen, bezeichnen sie beidemihd nennen sie
~Erweiterungsregel.

Eine weitere wichtige Eigenschaft gutartiger Kk (Def. 3.3.8) ist, dal? sie alle be-
weiskonfluent sind (Def. 3.3.3).

Satz 3.3.12Wenn ein Tableaukallkk gutartig ist, dann ist er beweiskonfluent.

Beweis: SeiC ein gutartiger Kalkl fur eine LogikL; sei§ C Form(X) eine Men-
ge von Formelruber einer Signatut von L, fur die ein Tableaubeweif], ..., T,
(m > 0) existiert; und sefy, ..., T, (k > 0) eine Folge von Tableausifs.

Ein Tableaubeweis, der eine Fortsetzung ¥pn . ., T}, ist, kann wie folgt konstruiert
werden: fir jeden AstB; (1 < i < r) vonT} werden die gleichem Tableauregelan-
wendungen, die ausgéfit wurden, unY] auslj zu konstruieren, angewendet, un
so zu erweitern, dal), als ein Teiltableau an das Ende vBpangetigt wird. Das ist
madglich, weil die initialen Tableau$;, und 7} die gleichen Formeln enthalten (wenn
auch noglicherweise in anderer Reihenfolge) und weil der Kalkicht-strukturell
und monoton ist. Der resultierende Tableaubeweis ist von degél + k& + mr. O

Erweiterungsregeln gutartiger Kalle’ werden Rufig mit Hilfe von Regelschemata
beschrieben (siehe Abschnitte 3.6 und 3.7 Beispiele). In diesen Schemata sind

die Elemente der minimalen &riisse, die vorhanden seirussén, um die Ableitung

einer gewissen Konklusion zu gestatten, sowie diese Konklusion durch eine horizon-
tale Linie getrennt, whrend vertikale Linien in der Konklusion deren verschiedene
Extensionen trennen. Die Benutzung von Schemata zur Definition von Erweiterungs-
regeln pal3t in unseren allgemeinen Rahmen, jedoch werden verschiedene Schemata
sonstublicherweise als Definitionen verschiedener Regeln angeselamend wir

sie hier nur als Definition verschiedener Tail€ der (einzelnen) Erweiterungsregel
eines Kalkils ansehen.
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Definition 3.3.13 SeiC ein gutartiger Kalkil fur eine LogikL; und sel eine Signatur
vonL.

Eine Mengdl C TabForm(X) ist eineminimale PAmissesiner KonklusiorC', wenn
sie eine Paimisse vor' ist, d. h.,C' € £(X)(IT), und es keine echte Teilmengé C TI,
IT # IT', gibt, so dalf” € £(X)(IT"). 0

Intuitiv schliel3t Gutartigkeit aus, dal3 sich Kalk’,seltsam” verhalten. Wie sich in
den folgenden Kapiteln erweisen wird, ist Gutartigkeit eine sehr wichtige Eigenschaft
von Tableaukalilen. Sie ist eine Vorbedingungrfdie Anwendbarkeit vieler der uni-
formen Methoden, die im folgenden beschrieben werden. Auch séfichte* Nicht-
Gutartigkeit sollte darum als satllich angesehen werden. UagKlicherweise sind
viele der Kalkile, die in der Literatur beschrieben und in der Praxis verwendet werden,
,ein wenig* nicht-gutartig. Solche Kallké kdnnen aber oft mit kleinereAnderun-
gen,repariert’ werden. Ein typisches Beispiel sind Kk die Erweiterungsregeln
benutzen, dismeueSymbole einfihren, d. h., Symbole, die nicht schon auf dem Ast
vorkommen dffen oder nicht einmal im ganzen Tableau. Wie das folgende Beispiel
zeigt, kann dieser Typ von Erweiterungsregednti durch einafinliche Regel ersetzt
werden, die die Monotonieicht verletzt.

Beispiel 3.3.14In Kalkulen fir die Padikatenlogik erster Stufe wirdalfig eine Er-
weiterungsregel verwendet, die es erlaubt, aus einer Formel der(Benf¥'(x)) die
Formel F'(¢) abzuleiten, wobei eine neueKonstante ist, die noch nicht im Tableau
(oder noch nicht auf dem Ast) vorkommt. Ein Kalkder eine solche Regel verwen-
det ist nicht monoton (und also nicht gutartig), weil die Regel Alevesenheiton
Formeln fordert, die: enthalten.

Fihrt man statt dessen ein spezielles Konstantensymbein, das nicht notwendi-
gerweise neu ist, dann ist der Kalkihonoton. Die Korrektheit des Kaliks bleibt er-
halten, wenr nicht auf andere Weise in Tableaus eindet'werden kann als durch
Skolemisierung vodzx) (F(z)) (insbesonderewdfen die Skolem-Konstanten nicht
im initialen Tableau auftreten); siehe Abschnitt 4.4. O

Gutartige Kalkile existieren @it die meisten Logiken. Es gibt jedoch einige nicht-
klassische Logiken, deren iafeénte Eigenschaften es schwierig oder gar aglraf
machen, einen gutartigen Tableaukdlkl definieren; dies sind nicht-monotone Lo-
giken (da ihre Kallal' in der Regel nicht-monoton sind) und Logiken mit Ressourcen-
Beschankungen, wie beispielsweise Relevanzlogik (da bei dieserulkailiRegelan-
wendungen nicht-lokale Auswirkungen haben).

Die Gutartigkeitseigenschaft und besonders Monotonie wird oft fallen gelassen und
verletzt, um Redundanzen zu beseitigen, wenn ein Udalk'eine Beweisprozedur
umgesetzt wird (siehe Kapitel 5). Das ist unadhch, solange es die zaizlichen
Suchraumbeschrikungen sind, die die Gutartigkeit verletzen, und diese klar von der
Definition des ursprriglichen Kalkils getrennt bleiben.
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3.3.8  Stetigkeit

Ein gutartiger Kalkil ist insbesondere monoton. Daruwritien alle Konklusionen, die
aus zwei (separaten)dmissen abgeleitet werdeorkien, auch aus deren Vereinigung
abgeleitet werden, d. h.,

E(I) UEAT) € E(ITUTL) .

Gilt auRerdem
E(MM)U &) D E(ITUTT

und also
EMueEMy=gmulry

dann nennen wir den Kalik'stetig(fur I1, IT').

Praktisch kein Kalll'ist fur alle PEmissen stetig. Hat eine Konklusiéheine mini-
male Pamissell, die aus mehr als einer Tableauformel besteht, istidlsoll’ U I1”

wobeiII' undII” beide nicht-leer sind, dann ist der Kalkiicht stetig ir die Teil-
mengen! undIl” (dennC ¢ £(I1') U £(I1"), da die Pamissdl minimal ist). Darum
wird der Begriff der Stetigkeit begjlich einer bestimmten Bniisse definiert.

Definition 3.3.15 SeiC ein gutartiger Kalkl fur eine LogikL; sei¥ € Sig eine Si-
gnatur; und sell C TabForm(X*) eine Pamisse.

Die Tableauregel vod ist stetigbzgl.II, wenn fir alle PEmisserdl’ C TabForm(X*)
gilt:
EIUIT) c EMM)UETT) .

O

Beispiel 3.3.16Die Tableauregel des Kaliks fir die Padikatenlogik erster Stufe, der
in Abschnitt 3.6 definiert wird, ist stetig beglich aller Peimissen, die keine atomaren
Formeln enthalten. Die Regel ist nicht stetig bglech Pemissen, die Atome enthal-
ten, weil am AbschluR voAsten zwei komplemeaté Atome beteiligt sind; d. h., die
minimale Peimisse der Konklusiof{_L} } besteht aus mehr als einer Tableauformel.

Eine Tableauregel, die dildnwendung* einer Gleichheit gestattet, also erlaubt, aus
der FormelF'(¢t) und der Gleichheit ~ ¢ die FormelF'(s) abzuleiten, ist barjlich
keiner Peimisse stetig. O

Stetigkeit ist eine sehrutZliche Eigenschaft, weil eine &riisse, bzgl. der eine Ta-
bleauregel stetig istgeloscht* werden kann, sobald alle ihre Konklusionen zu einem
Ast B hinzugetigt worden sind, d. h., die Briisse mul3 nicht weiter zur Erweiterung
von B beticksichtigt werden. Stetigkeit steht in enger Beziehung zur semantischen
Eigenschaft der Invertierbarkeit (Def. 3.5.11).
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3.4 Semantik von Tableaus

Die Semantik der Tableaus eines Kakflir eine LogikL basiert auf der Semantik
vonL, die durch die Mengé1(X) von Kripke-Modellen €ir jede SignatuE: gegeben

ist. Die Markierungen, die Teil der Tableauformeln sind, werden atg(ithie) Welten

in Modellen interpretiert, und die Vorzeichen kodieren, daf? eine Tableauformel wahr
bzw. falsch ist.

Definition 3.4.1 SeiC ein Tableaukalul fur eine LogikL; und sei¥ € Sig eine Si-
gnatur vorL. EineTableauinterpretatiofiur C(X) ist ein Paakm, I'), wobei

e m € M(X*) ein Modell flir die erweiterte Signatuz* ist und

e ] eine partielle Funktion ist, die den Markierungenc Lab(X) Welten inm
zuweist, so daB(c°) = w° (d. h.,T weist der initialen Markierung® die initiale
Welt w° vonm zu).

Eine Tableauforme3:o:F' € TabForm(X*) wird genau dann votm, I) erfullt, wenn

1. I(o) definiert und

(@) S=TundF istwahrinI(c) oder
(b) S = FundFistfalschinl(o)

2. oderI (o) undefiniert ist.

Die Tableauformell wird von keinerTableauinterpretation erfit.

Ein TableauasB wird von (m, ) genau danerfillt, wennalle Tableauformeln auB
von (m, I) erfiillt werden.

Ein Tableau wird vonm, I) genau dann euflt, wenn wenigstens einer seindste
von (m, /) erfullt werden. O

Man beachte, dal3 eine Tableauformel immeul&rist, wenn die Interpretationsfunk-
tion [ fur ihre Markierung undefiniert ist.

Es machtin der Regel keinen Sinn, alleghchen Tableauinterpretationen zu verwen-
den, um die Semantik von Tableaus zu definieren. Eine angemessene Teilmenge aller
Tableauinterpretationen muf3 geft werden; diese Wahemgt sowohl von der Logik

als auch dem jeweiligen Kallk'ab. Einerseits darf die Teilmenge nicht zu grol3 sein,
damit man mit ihr die Korrektheit des Kalls'beweisen kann, indem man nachweist,
dal’ alle Tableauregelanwendungen dieillséirkeit in dieser Teilmenge erhalten. An-
dererseits mul} die Teilmenge grof3 genug sein, damit man mit ihr dieavaligiKeit

des Kalkils beweisen kann, was erfordert, dai} jedesrhiaupt erillbare Tableau von

einer Interpretation in der Teilmenge @l wird.
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Definition 3.4.2 SeiC ein Tableaukalldl fur eine LogikL. Die Semantik vorf ist fur
alle Signaturei vonL durch eine Meng&ubInterp(X*) von Tableauinterpretationen
definiert. O

Beispiel 3.4.3Um die Semantik der Tableaus von Kal&i flir die Pedikatenlogik
erster Stufe zu definieren, werden meist nur Tableauinterpretationen verwendet, deren
erster Teil ein Herbrand-Modell ist. O

3.5 Semantische Eigenschaften

3.5.1 Der Vorteil semantischer Eigenschaften

Die Benicksichtigung semantischer Eigenschaften ist unverzichtbar, weil selbst starke
syntaktische Beschrkungen wie Gutartigkeit immer noch zulassen, daf3 einialk”
sich seltsam oder unerwartet valtr'Formeln lohnten zu einem Tableau hinzuggt”
werden, die zwar das aus eineaRvissell abgeleitete Wissen syntaktisch kodieren,
deren Semantik (also Wahrheitswert) aber in keiner Beziehung zu dem der Formeln
in IT steht. Ein extremes Beispielare ein Kalkil, der zwei Symbole der Signatur
verwendet, um die Formeln i in einer Birardarstellung zu kodieren, und dessen Ta-
bleauregel auf dieser Bamdarstellung operiert. Es ist umglich, uniforme Methoden

auf solche Kalkile anzuwenden — auch wenn sie vallslig und korrekt sein ogen —

, weil daftir ein Verséindnis der Kodierung notwendigane. Um ein konservativeres
Verhalten zu erzwingen ddinte man den Kalkden weitere syntaktische BesanKun-

gen auferlegen, beispielsweise verlangen, dal} sie analytisch seien. Die Eigenschaften
von Tableauregeln, die es eogiichen, Techniken wie das Fasern (Kapitel 6) in uni-
former Weise anzuwenden, sind jedoch essentiell von semantischer Natur; die Kon-
klusion einer Regelanwendung mufl} in gewisser semantischer Beziehungausser™
stehen.

Zwei wichtige semantische Eigenschaften sind bereits Teil der Definition von Tableau-
interpretationen (Def. 3.4.1)amilich, dal3 die Markierungen in Tableauformeln Wel-
ten in Modellen reSentieren und dald die Vorzeichen #Vahrheitswerte stehen;
Markierungen und Vorzeichen enthalten keine andere Information.

Die Definition einer Semantikui Tableaus ist nicht nur wichtig, um Korrektheit und
Vollstandigkeit eines Kalldls nachweisen zuddnen; daneben sind die Vorbedingun-
gen vieler Suchraumbes@mkungen und andereutzlicher Techniken von semanti-
scher Natur. Solche semantischen Vorbedingungen durch uniforme syntaktische Vor-
bedingungen zu ersetzen ist oft schwierig (oder sogaragioti). Nichtsdestotrotz
kann ein Tableaukaik auch dann uatzlich und sinnvoll sein, insbesondere korrekt
und vollséindig, wenn keine Semantilifseine Tableaus zur Vergung steht.
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3.5.2 Korrektheit und Vollstandigkeit

Die wichtigsten semantischen Eigenschaften von Tableaukadksind Korrektheit
und Volls@ndigkeit:

Definition 3.5.1 Ein Kalkdil C fur eine LogikL ist korrekt, wenn fir alle Signaturen
¥ € Sig vonL und alle endlichen Mengef C Form(X) von Formeln folgendes gilt:

Wenn es einen Tableaubewaeis § gibt, dann ist§ unerfillbar.

Ein Kalkul C fur eine LogiKL ist vollstandig wenn fir alle Signaturex € Sig vonL
und alle endlichen Mengef C Form(X) von Formeln folgendes gilt:

Wenng unerfillbar ist, dann gibt es einen Tableaubewegis §.

3.5.3 Korrektheit zusichernde Eigenschaften

Es gibt drei wichtige Korrektheitseigenschaften; zusammen sichern sie die Korrektheit
eines Kalkils.

1. Eininitiales Tableawi eine ertillbare Menge von Formeln ist etfbar;
2. Tableauregelanwendungen erhalten dielfré&rkeit;

3. ein geschlossenes Tableau ist uniitr.

Zusammen implizieren diese Eigenschaften, dald es keinen Tableaubeweiad™
erfullbare Formelmenge geben kann. Die dritte der Eigenschaften muf3utieht ™
prift werden, da sie — geaf8'unserer Definition eines geschlossenen Tableaus und der
Unertftillbarkeit der Tableauformel — jeder Kalkil hat.

Lemma 3.5.2 Ein geschlossenes Tableau ist uiididfar.

Beweis:Wenn ein Tablead” geschlossen ist, dann sind alle seftste geschlossen,

was bedeutet, dal? sie alle die Tableauformehthalten. Dal unertillbar ist, ist kein

Ast vonT von irgendeiner Tableauinterpretationdhf 'Darum ist aucl” unertillbar.
O

Definition 3.5.3 SeiC ein Kalkiil fur eine LogikL. Die folgenderKorrektheitseigen-
schaftervon C seien definiert:
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Korrektheitseigenschaft 1 ([schwache] Angemessenheit der Menge der Tableauinter-
pretationen): Fir alle Signaturert von L gilt, daf} es @it jede ertillbare For-
melmenge§ C Form(X) eine Tableauinterpretation ifiubInterp(X*), die die
initialen Tableausui § erfillt.

Korrektheitseigenschaft 2 ([schwache] Korrektheit der Erweiteruiigiy. alle Signa-
turenX vonL gilt, daB es, wenn es eine Tableauinterpretatiofidb/nterp (3X*)
gibt, die ein Tablead" erfillt, und7” ein Nachfolgetableau voRf ist, es auch
eine Tableauinterpretation fubInterp(3*), dieT” erfillt. O

Ein Tableaukalkl, der die beiden Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 be-
sitzt, kann als korrekt (Def. 3.5.1) nachgewiesen werden (ob er gutartig ist oder nicht).

Satz 3.5.4Ein Tableaukalkl, der die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3
(Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit der Erwei-
terung) hat, ist korrekt.

Beweis:Sei§ C Form(X) eine endliche etfilbare Menge von Formeln. Wir bewei-
sen durch Widerspruch, dal3 es keinen Tableaubewe gében kann, was die Kor-
rektheit des Kalkls impliziert.

Angenommen, es gebe einen Tableaubewgis..,T,, (n > 0) fur §. Da das Ta-
bleauT,, geschlossen ist, ist es ungtbar (Lemma 3.5.2).

Da jedochg erflllbar ist, mul3 geral? Eigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der
Tableauinterpretationen) eine Tableauinterpretatianl) € TabInterp(3*) existie-
ren, die das initiale Tabledl}, erflllt. Darum sind — nach Induktionber: und un-

ter Verwendung von Eigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterung) — alle TablBaus
(1 <i < n) von einer Tableauinterpretation fubForm(3*) erfullt, was der Tatsache
widerspricht, daf¥;, unertillbar ist.

Also ist die Annahme falsch, und es gibt keinen Tableaubewei$.f" O

3.5.4 Volistindigkeit zusichernde Eigenschaften

Bevor Eigenschaften formuliert werdenriien, die die Vollstivdigkeit eines Kalils

mit sich bringen, muf3 der Begriff demll expandiertemstes definiert werden. Die
Definition beruht darauf, dal3 der Kalkéine Erweiterungsregel hat (Def. 3.3.4) und
monoton ist (Def. 3.3.8); ohne diese Eigenschaften ist es schwierig, den Begriff des
voll expandierten Astes in uniformer Weise zu definieren. Intuitiv ist ein Asoll
expandiert, wenn jede ogliche Regelanwendung zumindest einen NachfolgBast
erzeugt, der die gleichen Formeln wikeenthalt.
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Definition 3.5.5 Sei C ein monotoner Tableaukalkimit Erweiterungsregeluii’ eine
Logik L; und sei¥ € Sig eine Signatur.

Ein (ggf. unendlicher) TableauaBtist voll expandiertwennE C Form(B) fur min-
destens eine Extensionéhin jeder KonklusiorC' € R(X)(B) gilt. O

Definition 3.5.6 SeiC ein Kalkil fur eine LogikL. Die folgenderVollstandigkeitsei-
genschafternonC seien definiert:

\ollstandigkeitseigenschaft 1 ([schwache] Angemessenheit der Menge der Tableauin-
terpretationen):Fur alle Signaturef von L gilt, daf3, wenn es eine Tableauin-
terpretation inTubInterp(X*) gibt, die die initialen Tableausif 'eine Menge§
von Formeln ertillt, es auch ein ModelM (X) gibt, dasg erflllt.

Vollstandigkeitseigenschaft 2 (Eifbarkeit voll expandierteAste): Fiir alle Signatu-
renY vonL gilt, dal3, wenn ein AsB voll expandiert ist und nicht geschlossen,
es auch eine TableauinterpretatiorimbInterp(X*) gibt, die B erfllt. O

Die \Wollstandigkeitseigenschaften aus Definition 3.5.6 sind hinreichend, um die Voll-
stindigkeit einegutartigenKalkiils sicherzustellen. Wie aber schon am Ende von Ab-
schnitt 3.3.7 gesagt, wird Gutartigkeit oft fallen gelassen, wenn ein gutartigenlCalk”™

in eine effiziente Beweisprozedur umgesetzt wird. Das ist nichadidhi, weil die
\ollstandigkeit dieser nicht-gutartigen Prozeduren aus derjenigen desl&élkolgt,
wenn die uniformen Methoden zur Umsetzung eines Hlalki eine Beweisprozedur
angewendet werden, die in Kapitel 5 beschrieben sind.

Satz 3.5.7Ein Tableaukalll, der gutartig ist und die Vollgindigkeitseigenschaft aus
Definition 3.5.6 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen uiltd Erf
barkeit voll expandierteAste) hat, ist vollgtndig.

Beweis: Sei § C Form(X) eine endliche uneuflbare Menge von Formeln; wir be-
weisen, dal es einen TableaubeweisJ gibt. Sei(7},),>o eine (noglicherweise
unendliche) Folge von Tableaus f§, so daf3

1. T}, ein initiales Tableauur'§ ist,
2. T; ein Nachfolgetableau voR,_; ist (: > 0),

3. die Folge in fairer Weise konstruiert ist, d. h., jedegtiche Konklusion ir€ (IT)
fur alle PeEEmissenll, die auf einem Ast in einem déf; auftreten, ist fuher
oder spiter benutzt worden, um jeden nicht geschlossenen Ast zu erweitern, auf
demIT vorkommt (wobei sich entsprechendiste in T; und T, ; identifiziert
werden).
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DaC monoton und nicht-destruktiv ist, kann eine solche Folgafie Formelmeng@
konstruiert werden.

Die Folge(7,),>o approximiert einen unendlichen Baufy,; germal’ seiner Konstruk-
tion ist jeder nicht geschlossene Astiip, voll expandiert (Def. 3.5.5). Angenommen,
es gibt einen nicht geschlossenen (und also voll expandiertenBAst7,,. Dann
wird B gengl der Ertillbarkeit voll expandierteAste (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.6)
von einer Tableauinterpretatidm®, I) € TabInterp(X*) erfullt. Da alle im initia-

len Tableaul auftretenden Formeln au® sind, wird auchl, von (m*, I) erflllt.
Darum gibt es gea? der Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen (Ei-
genschaft 1 in Def. 3.5.6) ein Modeth € M (X)), dasg erfiillt, — im Widerspruch zur
Voraussetzung, daR unertillbar ist. Also ist die Annahme falsch, dal3 es einen nicht
geschlossenen Ast ifi,, gibt, und tatachlich enthalten alldste eine Knoten, der
mit L markiert ist. Nun impliziert aber &riigs Lemma, weil Rarmissen per Definition
endlich sind, dal3 es eim> 0 gibt, so dal’3 schon das endliche Teiltablégwon T,
geschlossen ist. Damit ist der Beweis des Theorems abgeschlosser,, detper
Konstruktion ein geschlossenes Tableaud: O

3.5.5 Starke Korrektheit und Volistindigkeit zusichernde Eigenschaften

Es ist noglich, strkere Versionen der Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3
zu formulieren. Die schwachen Eigenschaften verlangeuollBarkeit der initialen
Tableaus und, dalR Tableauregelanwendungen didltkafkeit erhalten; sie erlauben
aber, dal3 bei jedem Schritt ein anderes Modell bzw. eine andere Tableauinterpretation
gewehlt wird. Wenn ein Kalkl die weiter unten definiertenakeren Eigenschaften

hat und die Formelnuir'die ein Tableaubeweis konstruiert werden soll, ein Montell
haben, dann wird das initiale Tableau und alle Nachfolgetableaus von ein und dersel-
ben Tableauinterpretation elift; die eine Erweiterung vom ist.

Diese stirkeren Korrektheitseigenschaften sind nicht notwendig, um die Korrektheit
eines Kalkils beweisen zudtinen, aber sie sind wichtigif'die Methode des Faserns
(Kapitel 6).

Definition 3.5.8 SeiC ein Kalkiil fur eine LogikL. Die folgendenstarken Korrekt-
heitseigenschafteron C seien definiert:

Starke Korrektheitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpreta-
tionen): Fur alle Signatureix von L gilt, daf3, wenn eine Mendg C Form(X)
von einem Modelim € M (X)) erfiillt wird, es auch eine Tableauinterpretation
(m*, I) € TabInterp(X*) gibt, die die initialen Tableausif§ erfllt, wobeim*
eine Erweiterung vom ist.

Starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterurig)r alle Signaturen
¥ von L gilt, dal3 ein Nachfolgetableall eines Tableau¥' von denselbeTa-
bleauinterpretationen ifabInterp(X*) erfullt wird wie T'. O
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Ein Kalkul hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erweiterung), wie
sie oben definiert ist (und also die schwache Eigenschaft aus Def. 3.5.3) genau dann,
wenn die Konklusioned' in £(X)(B) logische Konsequenzen der Formeln auf dem
erweiterten AsBB sind. EingutartigerKalkil hat diese Eigenschaft genau dann, wenn
alle Konklusionen eine logische Konsequenz ihrer minimalemisse sind.

Lemma 3.5.9 Ein gutartiger Kalkil C fur eine LogikL hat die starke Korrektheits-
eigenschaft 2 aus Definition 3.5.8 genau dann, weamnafle SignaturenX € Sig
vonL, alle Pramissenll C TabForm(X*) und alle Konklusioneid', so daRlI eine
(minimale) PAmisse vort' ist, das folgende gilt:

WennlI von einer Tableauinterpretation éuft wird,
dann wird eine Extensiof’ € C' von dieser Tableauinterpretation éitt.

Beweis:Um den,wenn“-Teil des Lemmas zu beweisen, &ei, I) € TabInterp(X*)
eine Tableauinterpretation, die ein Tabléaerfillt, und sei7” ein Nachfolgetableau
von T’; sei B der Ast inT, der erweitert wird, und sdil C Form(B) die minimale
Pramisse der Konklusio@', die benutzt wird, unB zu erweitern.

Wir haben angenommen, ddRvon (m, I') erfiillt wird; darum wird ein AstB® in T
von dieser Tableauinterpretation @tf.” Falls B° von B verschieden ist, dann i’
auch ein Ast iril”, und wir sind fertig.

Andernfalls, wennB? = B und also die Tableauinterpretatigm, I) die P&misse
IT C Form(B) erfillt, dann eriillt sie auch eine der Extensionen e C; darum
erfullt (m, I') denjenigen Astirf”, der durch die Erweiterung va mit den Formeln
in E entstanden ist, und et also das Tableail”.

Um den,genau dann“-Teil des Lemmas zu beweisen, betrachten wir ein Tableau
das aus einem einzigen Ast besteht, der die Formelh emthalt. FallsII erfillt ist,
dann ist auch erflllt, was impliziert, dal3 das NachfolgetableaUerfllt ist, das
ausT mit Hilfe der KonklusionC' konstruiert wird. Nach Konstruktion kann abEf
nur ertillt sein, wenn eine der ExtensionendGherfullt ist. a

Eine strkere Version der \Vollatridigkeitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge
der Tableauinterpretationen) kann ebenfalls definiert wetden.

Definition 3.5.10 SeiC ein Kalkiil fur eine LogikL. Die folgendestarke Volls&ndig-
keitseigenschatfton C sei definiert:

! Eine stirkere Version der Vollsridigkeitseigenschaft 2 kann nicht in gleicher Weise definiert wer-
den, da diese Eigenschaft nicht dghergang von einem Modell zu einem anderen oder von einer
Tableauinterpretation zu einer anderen involviert. In Abschnitt 3.5.7 wird die Eigengsbafan-
tisch analytisch* definiert, die die Volstidigkeitseigenschaft 2 in anderer Weise veasith™
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Starke Vollsindigkeitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauinter-
pretationen): Fir alle Signaturert: von L gilt, daf3, wenn eine Tableauinter-
pretation(m*, I) € TabForm(X*) die initialen Tableausui’eine Formelmenge
§ C Form(X) erfllt, m* zu einem Modellm € M(X) eingeschainkt werden
kann, dasg erfullt. O

3.5.6 Invertierbare Erweiterungsregeln

Wenn die Umkehrung der Vorbedingung von Lemma 3.5.9 gilt, d. h., wenn jede Kon-
klusion ihre minimale Raihisse logisch impliziert, dann nennen wir eine Tableauregel
invertierbar.

Definition 3.5.11 SeiC ein gutartiger Kalkl fur eine LogikL; seiY € Sig eine Si-
gnatur vonL; und seill C TabForm(X*) eine Pemisse.

Die Tableauregel vor heil3e beaglich IT invertierbar, wenn fir alle Konklusionen
C € £(%)(IT), so dadT eine minimale Paimisse vorC' ist, das folgende gilt:

Wenn eine Tableauinterpretation eine Extendiba C' erflillt,
dann ertillt sie auchll.

Der Kalkil C hei3einvertierbar, wenn seine Tableauregelrfalle Signaturert und
alle Pémisserll C TabForm(X*) invertierbar ist. O

Es ist von Vorteil, wenn eine Tableauregel invertierbar ist, weil dann Regelanwendun-
gen nicht nur die Erflibarkeit des Tableaus erhalten, sondern auch dgmerfull-
barkeit Das ist wichtig tir die Konstruktion effizienter Beweisprozeduren, weil es
erlaubt, die minimale Rrmisse einer Konklusio@' von einem Ast zy,loschen®, der

mit C' erweitert worden ist.

Beispiel 3.5.12Die Tableauregel eines Kalks fiir PL1, die erlaubt, die Konklusi-
on{{T:0:F},{T:0:G}} aus der Raimissell, = {T:0:(F Vv G)} abzuleiten, ist inver-
tierbar bzgl.IT;, weil jede padikatenlogische Interpretation, die eine der Forniéln
undd erflllt, auchF' v G eritillt.

Andererseits ist die Tableauregel, die erlaubt, die Konklugiph:o:p(t)}} aus der
Pramissdl, = {T:0:(Vx)(p(x))} abzuleitennichtinvertierbar bzglIl,, weil eine In-
terpretation, dig(¢) erfullt, nicht notwendig auck\vz)(p(z)) erfullt. O
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3.5.7 Semantisch Analytische Tableaukalkiile

Eine sclaifere Version der \Vollstridigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6 (H#f"

barkeit voll expandierteAste) kann formuliert werden, die sicherstellt, daR ein Kalk"
»analytisch bis auf die atomare Ebene” ist. Diekahesyntaktische Eigenschaft und
sie impliziertnicht, daf? der Kalkl'im klassischen Sinne analytische ist (Def. 3.3.7).

Definition 3.5.13 Ein Kalkul C fur eine LogikL heif3e (schwachgemantisch analy-
tisch, wenn fir alle Signaturer von L das folgende gilt: Wenn ein Tableaudsvoll
expandiert und nicht geschlossen ist, danunl#rféde Tableauinterpretation, die die
Atomeauf B erflllt, alle Formeln aufB — und mindestens eine solche Tableauinter-
pretation existiert. O

Beispiel 3.5.14Wenn ein Tableaukalk fur eine Modallogik semantisch analytisch
sein soll, dann muf3 esaglich sein, einen Ast, der die FormEis:Op enthalt, mit der
FormelT:7:p fur alle Markierungem zu erweitern, die Welten repséntieren, die von
der Welt erreichbar sind, die venreprasentiert wird. O

Beispiel 3.5.15Soll ein Tableaukalll fur klassische Aussagenlogik semantisch ana-
lytisch sein, dann muR3 esaglich sein, einen Ast, der die Formeél(p V ¢) enthalt
durch Teibiste zu erweitern, di€:p bzw. T:q enthalten. Darum ist der Kalkhicht
semantisch analytisch, wenn die Einsafikiing aus Abschnitt 5.5 benutzt wird, die es
verbietet, Formelnui die Erweiterung zu verwenden, die keikennektionzu einer
anderen Formel auf dem Ast haben. O

Wenn ein Kalkil semantisch analytisch ist, dann rapentieren die Atome auf einem
voll expandierten AsB explizit die gesamte Informatiombér B erfiillende Tableau-
interpretationen, die aus den (komplexen) Formelnfaabgeleitet werden kann.

Es gibt jedoch in manchen Logiken versteckte (implizite) Einackdhgen bzgl. der
Form von Modellen, die nichuir'die Modelle, die einen bestimmten Ast@lén, spe-
zifisch sind, sondern alle Tableauinterpretationen betreffen, die verwendet werden, um
die Semantik von Tableaus zu definieren. Wenn ein Wldkispielsweise zum Fasern
(Kapitel 6) benutzt wird, dann ist es wichtig, dafl3 auch solche versteckten Informatio-
nen von den Atomen auf einem voll expandierten Ast explizitasentiert werden.
Diese Eigenschaft wird wie folgt formalisiert:

Definition 3.5.16 Ein Kalkul C fur eine LogikL hei3estark semantisch analytisch
wenn fir alle Signaturex von L das folgende gilt:

Wenn

1. B ein voll expandierter, nicht geschlossener Tableauast ist und
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2. ® C TabForm(X*) eine MengeatomarerTableauformeln ist, so da@ifkein ¢
in ® sowohl¢ als auchy Elemente vorform(B) U ® sind,

dann gibt es eine Tableauinterpretation, 7) in TabInterp(¥X*), so dald

1. (m, I) die MengeForm(B) U ® erflllt und

2. esfir alle Weltenw in m eine Markierungr in C mit /(o) = w gibt. O

Beispiel 3.5.17Kripke-Modelle, die benutzt werden, um die Semantik intuitionisti-
scher Logik zu definieren, ussen die (versteckte) Einsankung ertillen, dal3, wenn
eine Formel in einer Welty wahr ist, sie auch in allen Nachfolgewelten verwahr

ist (wenn eine Formel falsch ist in einer Wel{ dann folgt daraus nichigbér ihren
Wahrheitswert in den Nachfolgewelten).

Wenn also ein Kalil fur intuitionistische Logik stark semantisch analytisch sein soll,
dann mufl3 es oglich sein,T:7:G ausT:o:G fur alle Markierungernr abzuleiten, die
eine Nachfolgewelt der vom reprasentierten Welt repsentieren. O

Fur die meisten Logiken, einschlief3lich klassischer Logik und Modallogiken, sind die
beiden Eigenschaften, stark bzw. schwach semantisch analytisch zagéiralént.

3.6 Ein gutartiger Tableaukalkiil fiir PL1

3.6.1 Syntax

Um unseren KalWl Cpy,; fur die Pedikatenlogik erster Stufe zu beschreibemnssen

wir fur jede SignatulE € Sigp;, die Erweiterung-* definieren, diedi die Konstruk-

tion von Tableaus verwendet werden soll, aul3erdem die Menge der Markierungen, die
initiale Markierung und naftrlich die Tableauregel.

Erweiterte Signaturen Zum Skolemisieren benutzen wir eine Mengé° (%) von
Funktionssymbolen, die disjunkt van(X) ist und unendlich viele Symbole jeder Stel-
ligkeit n > 0 enthalt. Die Erweiterung einer Signattir= (P(X), F(X), a(X)) istalso

Y= (P(%), F(2)U F* (%), a(X)Ua™ (D)) .

Markierungen Die Modelle der Paidikatenlogik erster Stufe bestehen aus nur einer
Welt. Wir verwende die Markierung, um diese einzelne Welt zu reggméntieren. Also

ist Lab(X) = {x} fur alle SignatureX, undx ist die initiale Markierung. Um die No-
tation zu vereinfachen, benutzen wir digrkére Schreibweise G fur Tableauformeln

in PL1-Kalkiilen, d. h., die (immer gleiche) Markierurgvird weggelassen.
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‘ a ‘ aq, 8P ‘ ‘ B ‘ B, B2 ‘
T (FAG) | ToeF, TG T (FVG) | TxF, TxG
Fax:(FVG) | FaxeF, FixG Fax:(FAG) | FoxeF, FixG
Fax:(F — Q) | TaxeF, FixG Fiox:(F — G) | FaeF, TG
T:x:mF F:x:F, F:x:F
Fox:mF T:x:F, T:xF
(@) [7i(z) | [ 0(x) [0i(x) |

Tox: (Vo) (F(z)) | T:x:F(x) Fix:(Va)(F(z)) | Frx:F(x)
Fox:(3x)(F(z)) | FoxF(x) T (3x) (F(z)) | T F(x)

Tabelle 3.1:Die vier Formeltypen der Rdikatenlogik erster Stufe.

Tableauregel Wir definieren einen gutartigen Kalk der also eine Erweiterungsre-
gel & hat.

Die Menge der nicht atomaren Formeln Farm (%) = Form$, ,(2*) wird in vier
Klassen eingeteilt (Tabelle 3.1): die Klasseler konjunktiven Formeln, die Klasge
der disjunktiven Formeln, die Klasseder universell quantifizierten Formeln und die
Klasse) der existentiell quantifizierten Formelar(ifying notation).

Notation 3.6.1 Die Buchstaben, 3, v und werden ausschlie3lich benutzt, um Ta-
bleauformeln des entsprechenden Typs zu bezeichnen. Im Fale dedd-Formeln
wird die von demguf3ersten) Quantoren gebundene Objektvariablglizit gemacht,
indem die Schreibweise(z) und v, (z) (bzw. §(x) und d;(z)) benutzt wird; ent-
sprechend bezeichnet(¢) das Ergebnis der Ersetzung aller Vorkommen wan -,
durcht. O

In Tabelle 3.2 ist die Erweiterungsregel des KaskCpr;, fur die vier Formeltypen
schematisch dargestellt.

Damit der Kalkil monoton ist, benutzen wir ein Schema §-Formeln, das zur Kon-
struktion eines Skolem-Terms kemeuesSkolem-Funktionssymbol verwendet. Statt
dessen wird jedeAquivalenzklasse voms-Formeln, die bis auf Umbenennung ge-
bundener Objektvariablen und Ersetzung von Grundtermen gleich sind, das gleiche
Funktionssymbol zugewiesen. (Dies ist eine Anpassung der in (Beekali 1993)
beschriebenedit*-Regel fir den Fall, daR keine freien Variablen auftreten.)

Definition 3.6.2 Sei eine Signatut € Sig,;,, von PL1 gegeben. Eingkolem-Term-
Zuweisungst eine Funktiorsko, die jeders-Formele € TabFormp;,(X*) einen Term

sko(¢) = f(t1,... 1) € Termpy, (%)

zuweist, so dal}
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1. (a) f € F* (%),
(b) k = as*(f) und
(C) ti,...,t in ¢ auftretende (Teil-)Terme sirtd,

2. wenn einf’ € F*° (%) in ¢ vorkommt,f > f’ gilt, wobei> eine beliebige aber
feste Ordnung auf'**(X) ist, und

3. fir alle 5-Formelny € Formd; ,(3*) gilt: wenn sko(y) = f(t,,...t,), dann
sind ¢ und gleich bis auf die Umbenennung gebundener Objektvariablen und
die Ersetzung von Vorkommen von Termgmlurcht; (1 <i < k). O

Der Zweck von Bedingung 2 in der obigen Definition vekv ist, Zyklen wie den
folgenden zu verhindern:

— sko(@) = f(t1,. .., t),
— das Symbo}f kommt in vor,
— sko(yp) = f'(t},...,t]) und das Symbof’ kommt in¢ vor.

GemdR Bedingung 3 ist es erlaubt, dasselbe Skolem-SyrabelfieAquivalenzklas-

se vond-Formeln zu verwenden, die gleich sind bis auf (a) die Umbenennung gebun-
dener Objektvariablen und (b) die Ersetzung variablenfreier Terme; die variablenfreien
Terme, die ersetzt werdewiiien, nussen zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht
werden.

Tatsachlich ist es nicht notwendig, komplexe Termedie Skolemisierung zu verwen-
den. Es reicht aus, in eindeutiger Weise jegdormel (bzw. Klasse von-Formeln,

die bis auf die Umbenennung gebundener Objektvariablen identisch sind) eine Sko-
lem-Konstantezuzuweisen (unter Beachtung von Bedingung 2 in Def. 3.6.2). Die
Moglichkeit, Skolemfermezu verwenden, spielt jedoch ein wichtige Rolle tias
Liften, d. h., die Konstruktion einer Version des KalkCp;,;, die freie Variablen ver-
wendet; dies wird von dem folgenden Beispiel illustriert:

Beispiel 3.6.3Den d-Formelné* = T:(3z)(p(t, z)) kann das gleiche Skolem-Funk-
tionssymbolf zugewiesen werden, wenn man die Skol@enmesko(6') = f(t) (fur
alle Termet) benutzt; in diesem Fall kann die ErweiterungsregelRiamissen, die
aus diesen-Formeln bestehemgeliftetwerden.

Wenn statt dessen Skolelonstantensko(d*) = ¢! benutzt werden, dann kann die
Erweiterungsregel nicht geliftet werden, wéilt — ¢'] = 6" abers![t — '] # 6¢. O

Wir definieren nun formal die Erweiterungsregel,; des KalkilsCpy,1:

2 Man beachte, daR die Termg (1 < i < k) Elemente vonTermp; ,(X) sein missen, also keine
Objektvariablen enthalten.
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a B 7(2) 6(z) T:x:G
ar by B 7 (t) d1(t) F:x:G
@ wobeit ein wobeit = sko(0) L

variablenfreier Term ist wobei( atomar ist

Tabelle 3.2:Erweiterungsregel-Schematar Pradikatenlogik erster Stufe.

Definition 3.6.4 Fur alle Signatureix und alle Pamisserdl C TabFormpy,; (X*), sei
die Mengefrr; (X)(IT) moglicher Konklusionen die kleinste Menge, die die folgenden
Konklusionen entalt (wobeia, 3, v, § Formeln des entsprechenden Typs bezeichnen):

—{{a1,0}} furallea €11,

—{{6:},{0:}} furalleg € 11,
—{{n(t)}} furalley € IIund alle Terme € Termd; ,(%*),

—{{o(t)}} fur alled € II, wobeit = sko(d) (Def. 3.6.2),

—{{L}} falls T:0:G, F:0:G € II fur ein AtomG € Atompr,; (X*).
O

Man beachte, daR die Formelnfiarmpy, () = Form$, ,(X) pradikatenlogisch&it-
zesind, also keine freien Objektvariablen enthalten und daf3 die Erweiterungsregel des
Kalkills Cpy,; auch keine freien Objektvariablen eirirt.

3.6.2 Semantik

Um die Semantik der Tableaus v@dh;,; zu definieren, benutzen wir die aus allen
kanonischerableauinterpretationen bestehende Mefig&lnterpp; ,(X*). Sie sind
wie folgt definiert:

Definition 3.6.5 Eine Tableauinterpretatian = ((D,Z), I) fur eine PL1-Signatut
ist kanonischwenn folgendes gilt:

1. D = Termd; ,(X%).
2. Hir alles-Formelnd(z) € TabForm(X*) gilt:
Wennvalz(§(z)) = true, dannuvalz(0,(t)) = true,
wobeit = sko(9).

3. I(x) =w’=(D,T). O

Intuitiv weist in einer kanonischen Tableauinterpretation die Interpretationsfuriktion
den Skolem-Termeh= sko(J) ein Element des Universums zwyrfdas die durcld
ausgednckte Eigenschatt gilt; aul3erdem wir die Markierungon I in der richtigen
Weise interpretiert.
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3.6.3 Korrektheit und Vollstandigkeit

Benutzt man die Meng&ublnterpp;, (X*) der kanonischen Tableauinterpretationen,
wie sie in Def. 3.6.5 definiert sind, dann hat der KdlKp;,, die Korrektheits- und
Vollstandigkeitseigenschaften aus den Definitionen 3.5.3 und 3.5.6. Insbesondere wer-
den alle Nachfolgetableaus eines TableAugn den gleichen kanonischen Tableau-
interpretationen wid’ erftillt; und jeder voll expandierte, nicht geschlossene Ast wird
von einer kanonischen Tableauinterpretatiom k™

Bevor wir unter Verwendung der Kriterien aus den Abschnitten 3.5.3 und 3.5.4 zeigen,
dal3 der Kalkil Cpy,; korrekt und vollsaindig ist, formulieren und beweisen wir die
entsprechende Version von Hintikkas Lemma.

Definition 3.6.6 Eine Menge= C TabFormpy,;(X*) von Tableauformeln ist eine
Hintikka-Mengewenn sie die folgenden Bedingungenuditf”

1. Es gibt keine komplemeatén atomaren FormelnG, F:G in =.

2. Wenna € =, dann sindv; undas in =.

3. Wenng € =, dann ist3; odergs, in =.

4. Wennvy(x) € =, dann isty, (¢) in = fur alle Grundterme in Term{; ,(3*).
5

. Wennd(z) € Z, dann isty; (¢) in =, wobeit = sko(9). O
Lemma 3.6.7 Wenn= eine Hintikka-Menge ist (Def. 3.6.6), dann

1. wird = von einer Tableauinterpretation ifiabInterp(X*) erflllt;

2. wird = von jeder Tableauinterpretatian erfullt, die die atomaren Formeln i&
erfullt.

Beweis: Der zweite Teil des Lemmas kann leicht durch Induktidoei’ die Struktur
der Tableauformeln i& bewiesen werden.

Eine kanonische TableauinterpretatiQfD, Z), I'), die die atomaren Formeln i&
erfullt, kann wie folgt definiert werden, was — mit Hilfe des zweiten Teil des Lem-
mas — den ersten Teil des Lemmas beweist:

e (D,T) ist eine Herbrand-Struktur, d. hD) = Term$; ,(X*), und Z(t) =t fur
alle Termet € Termp, ,(X).

o Firalle Atomep(ty, ..., ta)) Ubers* seip® (i, ..., to)) = true genau dann,
wennT:p(t,. .., tap) € E, und sonsp” (t1, . .., tap)) = false.
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o I(x)=(D,T).

Die Tableauinterpretatiofd ist wegen Bedingung 1 in der Definition von Hintikka-
Mengen (Def. 3.6.6) wohldefiniert. O

Lemma 3.6.8 Der Tableaukallll Cp;,; hat die starke Korrektheitseigenschaft 1 aus
Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen).

Beweis:Sei (D, Z) eine padikatenlogische Herbrand-Struktur, die eine Megg®n
Formeln erillt. Da die Skolem-Symbole if'**°(%) nicht in § vorkommen, gengt
es, ihre Interpretation so zualulen, daf3 die entstehende StruKthy Z*) Bedingung 2
in der Definition kanonischer Tableauinterpretationen entsprictiranid zugleich die
Interpretation der irt vorkommenden Symbole unardert bleibt. Eine kanonische
Tableauinterpretation, die die initialen Tableaus § erflillt, kann dann konstruiert
werden, indem maiD,Z*) mit der InterpretatiorY von Markierungen kombiniert,
die durchl(x) = (D, T) definiert ist.

Der Rangrk(f) der Symbolef € F*¥(X) sei wie folgt definiert:

e rk(f) =0, wennkeiny € TabForm(X*) mit sko(d) = f(ty,...,t) furirgend-
welchet,, ..., t, € Term);,(X*) existiert;

e rk(f) =1, wennsko(d) = f(t1,...,t;) fureind € TabForm(X) und gewisse
Termet,,. .., t; € Termp;,(%);

o rk(f) =1+ max{rk(f’) | f' € F}, wobeiF die Menge allerf’ € F* (%) ist,
die in einemd € TabForm(X*) vorkommen, so dako(d) = f(t1,...,t) fur
irgendwelche Terme, ..., t, € Termp,, (X%).

Die Funktionrk ist wegen Bedingung 2 in Definition 3.6.2 wohldefiniert.

Wir definieren induktiv eine Folg&D,Z")),>o von ptadikatenlogischen Strukturen,
die alle das Universury haben, wobe{D, Z") eine Struktuuber der Signatur” ist,
die die Einschainkung von:* auf Funktionssymbole vom Rang nichbfer als: ist;
die Interpretatiorz™*! stimmt mitZ" auf allen Symbolen if" U ¥ tiberein.

Die initiale InterpretatiorZ® sei durchf?’ = f7 fur alle f € F(X) definiert, und it
alle f € F**(3) vom Rang O sei der Wert voft’ beliebig gevehlt.

Die Symbolef € F*°(X) vom Rangr < n sind schon durclt™ interpretiert. Sei
f € F** (%) ein Symbol vom Rang. + 1; wir definierenfZ"" (b, ..., b;) fur alle
bi,...,b, € D durch: Wenn es Terma, ... t, € Term®(X*) gibt, so dalk" = b;

(1 <i< k), und es eine Formél(x) € TabForm(X*) mit f(t1,...,t;) = sko(d(z))

und valz» (0) = true gibt, dann vahle eine € D mit valzn (4,0} (61 (7)) = true und
definiereff"“(bl, ...,b) = e (daf vom Rangn + 1 ist, stammen die Symbole in
alle aus der Signatt™). Andernfalls, wenn keine solchen Terme. .., t; und eine
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Formeld existieren, dann lege als Wert vgi&™ ™ (b,, ..., b;) ein beliebiges Element
von D fest.

Wenn andere Term4, . . ., ¢, und eine anderé-Formel¢d’ existieren, die die obigen
Bedingungen etfilen, dann gilt

valzn (0(z)) = valz (' (x))

und

valzn (psey(01(2)) = valn fuer (07 (2))
weil Z"(t;) =Z"(t}) = b; (1 < i < k) und die Formeln und ¢’ identisch bis auf die
Umbenennung gebundener Objektvariablen und die Ersetzung von Terthecht;
sind (Bedingung 3 in Def. 3.6.2).

Man kann sich die Folgé(D,Z")),>, als eine Approximation an die gdikatenlo-
gische InterpretatiodD,Z*) Uber¥* denken, wobei die Interpretatidfi* auf den
Symbolen in2" mit 7", 77!, ... Ubereinstimmt. Sie euflt Bedingung 2 in Definiti-
on 3.6.2 per Konstruktion. O

Lemma 3.6.9 Der Tableaukalll Cp;,; hat die starke Korrektheitseigenschaft 2 aus
Definition 3.5.8 (Korrektheit der Erweiterung).

Beweis:Da der Kalkil gutartig ist, lonnen wir Lemma 3.5.9 anwenden.

Seill C TabFormpr,(X*) eine minimale Painisse einer Konklusiofi. UndIT werde
von einer Tableauinterpretatidm, /) = ((D,Z),I) € TabInterppy,(3*) erfullt. Wir
zeigen, daldm, ) eine der Extensionen {fi erfiillt, dabei werden die folgenden durch
den Typ der Formeln ifl bestimmten Blle unterschieden:

II = {a}: In diesem Fall isC = {{«a1, a2 }}, und dan von (m, I) erflillt wird, folgt
aus der Eigenschaft vam-Formeln (Def. 2.3.2), dafm, /) sowohla; als auchas
erfallt.

IT = {B}: In diesem Fall istC' = {{5,},{3:}}, und dag von (m, I erfillt wird,
folgt aus der Eigenschaft vostFormeln (Def. 2.3.2), dafin, I) mindestens eine der
Formelng; und g, erfullt.

I1 = {~}: In diesem Fall istC = {{~,(¢)}} fur eint € Termd;,(X*), und day(z)
von (m, I) erfillt wird, folgt aus der Eigenschaft vopFormeln, daRm, Z) die For-
mel v, (¢) erfullt.

IT = {0}: Indiesem FallisC = {{0,(¢)}} mitt = sko(d), und da von (m, Z) erflllt
wird und (m, Z) kanonisch ist, etfllt (m,Z) die Formelj, ().

IT = {T:0:F, F:0:F}: Eine Peimissdl von dieser Form wird von keiner Tableauinter-
pretation ertillt, was der Annahme widerspricht, d&l3/on (m, Z) erfillt wird; dieser
Fall kann also nicht eintreten. O
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Lemma 3.6.10 Der Tableaukalll Cpy,; hat die starke Vollgtndigkeitseigenschaft 1
aus Definition 3.5.10 (Angemessenheit der Menge der Tableauinterpretationen).

Beweis:Wenn(m*,Z) € TabForm(X*) ein initiales Tableauff'§ erfullt, dann ertillt
jede Einschainkung vonm* aufX: die Formeln ing, weil die Symbole inf’* (), die
die einzigen zuatzlichen Symbole ix* sind, nicht in§ vorkommen. O

Lemma 3.6.11 Der Tgbleaukalk'll Cp1,1 hat Vollsindigkeitseigenschaft 2 (Edfbar-
keit voll expandierteAste) aus Definition 3.5.6; und er ist semantisch analytisch.

Beweis: Sei B ein voll expandierter, nicht geschlossener Ast; unddseine Menge
atomarer Formeln augabForm(X*), so dal @it kein¢ in ® sowohl¢ als auchy ein
Element vonForm(B) U & ist.

Dann istForm(B) U ® eine Hintikka-Menge, und Lemma 3.6.7 impliziert, daf3 es eine
Tableauinterpretatiofm, I') gibt, die Form(B) U ® erflillt. Also hat der Kalkil Cpy,;
\olistandigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6.

Weil die initiale Weltw® die einzige Welt inm ist, und per Definition/ (x) = w?, ist
auch die zweite Bedingung in Definition 3.5.16witf 'und der Kalkil ist tatgichlich
stark semantisch analytisch. O

Satz 3.6.12Der Tableaukallal Cpr,; fur PL1 ist korrekt und vollgindig.

Beweis:Nach Sitzen 3.5.4 und 3.5.7 ist es ausreichend zu zeigenZgaltlie beiden
Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 und die beiden ¥aollisgkeitseigen-
schaften aus Definition 3.5.6 hat. Das folgt jedoch sofort aus Lemmata 3.6.8, 3.6.9,
3.6.10und 3.6.11. O

3.7 Gutartige Tableaukalkiile fiir Modallogiken

3.7.1 Einfiihrung

Die ersten nicht-strukturellen Kalke flir Modallogiken wurden in (Fitting, 1983)
beschrieben; sie verwenden Markierungen, um die Erreichbarkeitsrelation zwischen
maoglichen Welten zu repisentieren (anstatt sie implizit in der Struktur der Tableaus
zu kodieren). An Fittings Arbeiten anschliel3end wurden nicht-strukturelle Tableau-
kalkiile fiir viele Modallogiken definiert, siehe (Gar1998) tir eineUbersicht. Alle

diese Kalkile sind nicht monoton, weil sie Tableauregeln verwenden, die, wenn sie
auf einer-Formel angewendet werden (eine Formeln, dieElestenzeiner erreich-
baren Welt zusichern, in der eine bestimmte Formel wabhr ist), zur Skolemisierung der
m-Formel eine Markierung einfiren, dieneubzgl. des Astes oder sogar des Tableaus



3.7 Gutartige Tableaukallé flir Modallogiken 53

sein muB3. AuRRerdem sind viele dieser Kaiknicht gutartig, weil bei einer Erweite-
rungsregelanwenduradle Aste erweitert werden, auf denen die verwendetarisse
liegt.

In Abschnitt 3.7.2 wird eine Tableaukalkvorgestellt, der gutartig ist, weil jeder For-
mel F' ihre eigene Markierung (eineddélisierung vonF’) zugewiesen wird. Diese
wird zur Skolemisierung defr-Formel o: TOF verwendet. Dieser Kallist eine
Grundversion (d. h., eine Version ohne freie Variablen) des ilgjider in (Beckert
& Goré, 1997) beschrieben ist. Er kann als Beispiel diemerié in Abschnitt 3.3.7
aufgestellte Behauptung, daR es oft nur klefmalerungen erfordert, einepeicht
nicht-gutartigen Kalll'in einen gutartigen Kalld'zu verwandeln.

Da in Kripke-Modellen &ir Modallogiken Welten nicht notwendig eine Nachfolgewelt
haben, darf die Konklusion einerFormel (die die Wahrheit einer Formel in allen er-
reichbaren Welten zusichert) nur solche Markierungen enthalten, die Weltaseapr”
tieren, deren Existenz bekannt ist. Dieses Wissen wird aus den Markierungen anderer
Formeln auf dem Ast abgeleitet, was zu einer Unstetigkeit der Tableauregel bzgl. aller
Pramissen dihrt, die einev-Formel enthalten. In Abschnitt 3.7.4 wird eine Variante
des Kalkils definiert, dessen Regel stetig ist bzgFormeln; dort werdemedingte
Markierungen verwendet, die nicht die Existenz der Welt, die sie darstellen, implizie-
ren. Ein zuatzlicher Vorteil der Verwendung bedingter Markierungen ist, dal’ sie es
erleichtern, eine Version des Kails; die freie Variablen verwendet, zu definieren. Die
Uberpuifung der Existenz von Welten wird dann Teil des Abschlusses eines Astes.

3.7.2 Markierungen fiir modallogische Kalkiile

In diesem Abschnitt werden Markierungen definiert, die ausinhahien Zahlen be-
stehen; sie werdenalfig als Markierungen in Tableaukalkn verwendet. Markie-
rungen, die aus anderen Grundbausteinen aufgebaut sindeR’in analoger Weise
definiert werden.

Definition 3.7.1 Sei N die Menge der natlichen Zahlen. Die Mengéab(N) der
(nicht bedingtengaus natirlichen Zahlen bestehenden Markierungstwie folgt de-
finiert:

e Das Wortl ist ein Element vorLab(N).

e Wenno € Lab(N), dann ist das Wort.n ein Element vonLab(N) fur alle
n € N.

Die MengeCondLab(N) derbedingten aus nétlichen Zahlen bestehenden Markie-
rungenist wie folgt definiert:

e Das Wortl ist ein Element vorCondLab(N);
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e Wenno € CondLab(N), dann sind die Witer o.n und o.(n) Elemente von
CondLab(N) fur allen € N.

Die initiale Markierungvon Lab(N) und CondLab(N) ist 1.

Die Langeeiner Markierung ist die Zahl der Punkte, die sie eath plus eins; sie sei
mit |o| bezeichnet.

Die Komponenten einer Markierung heil3enPositionenin o. Eine Position isbe-
dingt, wenn sie von der Forrfn) ist, und eine Markierung ist bedingt, wenn sie eine
bedingte Position endit.

Die Aquivalenklasse aller Markierungen @vndLab(N), die mit einer Markierungr
bis auf das Vorhandensein von Klammerungberéinstimmen, sei mji¢] bezeichnet.

Die Menge aller nicht-leeremitialen Prafixeeiner Markierungr, die o selbstnicht
einschliel3t, sei mitpr (o) bezeichnet. O

Man beachte, daBab(N) C CondLab(N) und daf{1) keinElement vonCondLab(N)
ist, weil 1 die initiale Welt in Modellen re@$entiert, die immer existiert.

Im folgenden unterscheiden wir manchmal nicht zwischen den Markieruagen
ando.(n); in diesen Rllen benuzten wip.[n], um anzudeuten, daf} die Markierung
beide Formen haben kann.

Definition 3.7.2 Eine Mengel’ C Lab(N) von Markierungen isstark erzeugtwenn
folgendes gilt:

1. die initiale Markierund ist ein Element voii’; und

2. o € I'impliziertr € I fur aller € ipr(o). O

Die Markierungen inLab(N) stellen die Erreichbarkeitsrelation zwischen den Welten
dar, flir die sie stehen, indem eine Welt, die mifn| bezeichnet ist, von der Welt
erreichbar ist, die mit- bezeichnet ist. Eine Menge stark erzeugter Markierungen
kann man als Baum ansehen, dessen Wurzst und in demo ein unmittelbarer
Elternknoten vor.[n] ist.

Definition 3.7.3 Sei eine ModallogikL und eine stark erzeugte MengeC Lab(N)
von Markierungen gegeben. Eine Markierung I' ist von einer Markierung € I’
ausL-zudanglich in Zeicheno > 7, wenn die in Tabelle 3.3 aufgdfirten Bedingun-
gen ertillt sind.

Eine Markierungr € T ist eineL-Sackgassevenn keinr € I' vono ausL-zugganglich
ist. O
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Logik o > 7 genau dann, wenn || Logik o > 7 genau dann, wenn

K T = o.[n] KT T =o.n] oderr = o

KB T = o0.[n] odero = 1.[m] K4 T=o0.0

K5 T = o.[n], oder K45 | 7 =o0.0, oder
o] > 2,7 > 2 o] > 2, |7 > 2

KD K-Bedingung, odet ist eine || KDB | KB-Bedingung, oder
K-Sackgasse und = 7 I'|=1lundo=7=1

KD4 | K4-Bedingung, odes isteine| KD5 | K5-Bedingung, oder
K-Sackgasse und = 7 I'|=1lundo=7=1

KD45 | K45-Bedingung, oder KB4 | |T'|>2
Fl=1,0=1=1

B T = o0, oderr = o.[n|, S4 T =o0.0 oderr = o
odero = 1.[m]

S5 furalleo, 7

Tabelle 3.3:Die Zugginglichkeitsrelation auf Markierungeurfdie einfachen Mo-
dallogiken.

Das folgende Lemma zeigt, dal3 dieZuganglichkeitsrelation> auf Markierungen
genau der Erreichbarkeitsrelatidghauf L-Rahmen entspricht (siehe (&prL998) tir

einen Beweis). Insbesondere hatdie Eigenschaften wie Reflexiait,” Transitiviet

usw., die von den Axiomen der Loglk ausgeduckt werden (siehe Tabelle 2.1).

Lemma 3.7.4 SeiL eine der einfachen Modallogiken. WehrC Lab(N) eine stark
erzeugte Menge von Markierungen ist, dann(ist>>) ein L-Rahmen, wobep die
L-Zuganglichkeitsrelation ist.

3.7.3 Syntax und Semantik der Kalkiile fiir Modallogiken

Die gutartigen Kalkle Cy, fur die einfachen Modallogikeh, die in diesem Abschnitt
vorgestellt werden, griden auf den Markierungen verwendenden Kkdk aus (Fit-

ting, 1983). Der wesentliche Unterschied ist, daf3 wir, um die Halkionoton zu
machen, ein Erweiterungsregel-Schemasf-Formeln verwenden, das keine neuen
Markierungen einfhrt, sondern -afinlich dem Schemaf’y-Formeln in Abschnitt 3.6

— ein Symbol verwendet, das in eindeutiger Weise der Formel zugeordnet ist, auf die
die Regel angewendet wird.

Erweiterte Signaturen Es ist nicht notwendig, die Signaturen zu erweitern; also
ist> = ¥* fur alle Modallogiken und alle Signaturéhe Sig,,,q-
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‘ a ‘ aq, P ‘ ‘ B ‘ i, B2 ‘
T:0:(FAG) | Tio:F, T:o:G| | Tio:(FVGQG) | Tio:F, T:o:G
Fio:(FVGQG)|F.oF, F:0:G Fio:(FANG) | F:o:F, F:0:G
T:o:nF F:iooF, F:.0:F
F:o:=F T:0:F, T:.0:F

‘ S:owv ‘ S:o.nivg S:ion:yy S:o:vp ‘

T:.0:0F | T:om:F T:.on:0OF T:0:F
F:o:OF | Fion:F F:on:OF Fio:F

‘ S:t.niw ‘ S:Tivyr ‘ S:Tivp ‘ S:Tivs ‘
T:rn:0F | T:7:OF | T:7:F | T:7:00F
Firon:OF | F:m:OF | F:m:F | F:r: OOF

‘ S:o:m ‘ S:onm ‘
T:0:OF | T:on:F
F:o:OF | F:on:F

Tabelle 3.4:Die vier Formeltypen der Modallogiken.

Markierungen Die MengeLab(X) von Markierungen istdi alle Signaturerx die
MengeLab(N) der (unbedingten) aus natichen Zahlen bestehenden Markierungen
(Def. 3.7.1).

Erweiterungsregel Es gibt vier Typen komplexer (nicht atomarer) Tableauformeln:
a-Formeln (konjunktiv) und3-Formeln (disjunktiv) wie in Kallglen flir klassische
Logik, »-Formeln (die die Wahrheit einer Formel @ilen erreichbaren Welten aus-
dricken) undr-Formeln (die die Wahrheit einer Formelznmmindest eineerreichba-
ren Welt ausdrcken); siehe Tabelle 3.4.

Notation 3.7.5 Die Buchstaben andr werden ausschlie3lich verwendet, um For-
meln des entsprechenden Typs zu bezeichnen. O

Die Erweiterungsregelnuf’die verschiedenen Modallogiken unterscheiden sich im
wesentlichen in dem Regelschenma #-Formeln, d. h., in den Konklusionen vonaPr”
missen, diev-Formeln enthalten. In Tabelle 3.5 ist die Erweiterungsregetiié ver-
schiedenen Formeltypen schematisch dargestellt. Tabelle 3.6 fal3t zusammen, welche
Tableauformeln Teil der Konklusion einerdPnisse{{S:o:v}} sind, die aus einer-

Formel besteht; in dieser Tabelle bedeutetdaly, enthalten ist, fallso| > 2.

Wir geben die Definition der Erweiterungsreget €ine der Modallogiken formal an,
namlich flir die Logik K; die formalen Definitionen der Erweiterungsregeindie an-
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g
B | 5o

03]
D)

S:oww
S:o.n:vg
wobeio.n auf dem

Ast vorkommt;
fur alle Logiken

S:t.nw
S:Tivy
fur K5, KD5, K45
KD45, KB4, S5.

S:om

S:o.[m]:m

wobein = [F|, fallsm = T:0:OF,
undn = [—F], fallsT = F:0:0OF

S:o:v
S:o.n:yy

wobeic.n auf dem
Ast vorkommt;
fur K4, KD4, S4, S5,
und, falls|o| > 2, fur K5, KD5

S:t.niv

S:T:vp

fur KB, KDB, KB4, B.

T:.0:F
F.o:F

S:owv

S:o:vp

fur T, B, S4, S5.

S:t.nw
S:Tivs

falls 7 = 1, fur K5, KD5.

Tabelle 3.5:Erweiterungsregel-Schematar fViodallogiken.

| Logik | v furL = || Logik | v fUrL = |
K,D K K45, KD45 | K, 4, 4"
T KT KB4 K, B, 4, &
KB,KDB | K, B B K, T,B
K4,KD4 | K, 4 S4 K, T,4
K5,KD5 | K, 4%, 47,5 || S5 K,T,4,47

Tabelle 3.6:Elementet, der Konklusionen einev-Formel.
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deren Modallogiken kann leicht in analoger Weise aus ihren schematischen Beschrei-
bungen gewonnen werden.

Definition 3.7.6 Fur alle Pemisserll C TabFormy.q(X) enthalte€k (3)(I1) die fol-
genden Konklusionen (wobéi| eine beliebige aber feste Bijektion der Menge aller
Formeln in die Menge der natlichen Zahlen ist):

—{{a1,0}} furallea €11,
— {5}, {5:}} furalleg € 11,

—{{T:o.n:F}} fur alleT:0:0OF € II und alle Markierungen der Formn,
die inII vorkommen,

—{{F:o.n:F}} fur alle F:0:OF € 11 und alle Markierungen der Formn,
die inII vorkommen,

—{{F:0.n:F}} furalleF:0:0OF € II, wobein = [-F],
—{{T:o.n:F}} furalleT:0:CF € 11, wobein = [F],
—{{L}}falls T:o:F,F:0:F € T fur einF € Formpq(X).

Semantik Um die Semantik von Tableausrféine ModallogiKL zu definieren, be-
nutzen wir die MengelabInterpy,(X*), die aus Tableauinterpretationen besteht, die
(a) L-Interpretationen und (b) kanonisch sind; Interpretationen sind kanonisch, wenn
sie die durch Erweiterungsregelanwendungenmakbrmeln erzeugte Markierungen

in der richtigen Weise interpretieren.

Definition 3.7.7 Sei L eine der einfachen Modallogiken; sgic Sig eine Signatur;
und seiLab die MengeCondLab(N) der (bedingten und unbedingten) ausuniithen
Zahlen bestehenden Markierungen (Def. 3.7.1).

Eine Tableauinterpretatiofm, /) heile eindL-Interpretation wennm = (W, R, V')
ein L-Modell ist und die die Markierungen interpretierende Funktiatie folgenden
Eigenschaften hat:

1. I(1) = w® ist die initiale Welt inm;
2. I(0.(n)) = I(o.n) fur alleo.n undo.(n) in Lab;

3. furallec € Lab gilt, da3, wenr (7) undefiniert istiir eint € ipr(o), auchl (o)
undefiniert ist;

4. furalleo, T € Lab gilt, da3, wenn (ay > 7 und (b)/ (o) und/(7) definiert sind,
I(o) RI(7) qilt.

EineL-Interpretation iskanonischwenn zuatzlich folgendes gilt:
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5. Rir alle Markierungew = 7.n € Lab:
WennI(7) definiertistund/ () = OF, dannistl (o) definiert undl (o) = F,

wobei F' die Formel ist €ir welchen = [ F'] ([-] ist die Bijektion der Formelnin
die natirlichen Zahlen, die von der Erweiterungsregel verwendet wird). O

Da alle vorkommenden Mengen von Markierungen stark erzeugt sind, stellen die bei-
den Zusicherungen, daR jeBieinterpretation{m, Z) die Markierungl definiert, und
Bedingung 3 in der obigen Definition sicher, daf3 die Interpretationsfunktgmvie-

le Markierungen wie raglich in ipr(o) ,definiert. Jedoch ist es absolut asBig,
daRRl(r.(n)) fur eine bedingte Markierung(n) undefiniert ist, und zwar selbst dann,
wennI(7) definiert ist.

Beispiel 3.7.8Die Interpretationsfunktiod muf3 tir die Markierungen und1.1 de-
finiert sein. Rir 1.(1) braucht sie nicht definiert zu sein; aber wenn sie es ist, dann mufR3
auch/(1.(1).1) definiert sein. O

Benutzt man die Mengé&ublnterpr,(X*) kanonischelL-Interpretationen um die Se-
mantik von Tableaus zu definieren, dann hat der Ktk die Korrektheits- und
\olistandigkeitseigenschaften aus Definitionen 3.5.3 und 3.5.6 (Wioké&ie der ein-
fachen Modallogiken ist). Wenn ein Tableau von einer Tableauinterpretatiolit erf”
wird, dann werden auch alle seine Nachfolgetableaus von derselben Tableauinterpre-
tation erfillt; und jeder voll expandierte, nicht geschlossene Ast wird von einer kano-
nischenL-Interpretation exdlit.

Wiederum basiert der Beweis, daR voll expandidrsée erfillbar sind, auf einer ge-
eigneten Version von Hintikkas Lemma:

Definition 3.7.9 SeiL eine der einfachen Modallogiken; und &ee Sig,,.4 €ine Si-
gnatur. Eine Meng& C TabFormy.q(X*) von Tableauformeln, die keine bedingten
Markierungen enthlt, ist eineL-Hintikka-Menge wenn sie die folgenden Bedingun-
gen ertillt:

Es gibt keine komplemeartén atomaren Formelfo:p undF:o:pin =.
Wenna € =, dann sindy; undas, in =.
Wenng € =, dann ist zumindest eine der Formeélnund 5, in =.

WennS:o:v € =, dann istS:7:vk in = furalle 7 € Lab, fur dieo > 7 gilt.

a & w0 nhoE

WennS:o:m € =, dann istS:7:7; in = fur wenigstens ein € Lab, fur daso > 7
gilt. a
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Lemma 3.7.10 SeiL eine der einfachen Modallogiken; und seie Sig,,.4 €ine Si-
gnatur. Wenre eineL-Hintikka-Menge ist (Def. 3.7.9), dann

1. wird = von einer Tableauinterpretation ifiubInterpy,(X*) (d. h., einer kanoni-
schenL-Interpretation) eréillt und

2. wird = von jeder Tableauinterpretation éiiit, die die atomaren Formeln i&
erfullt.

Beweis: Der zweite Teil des Lemmas kann leicht durch Induktido®ei die Struktur
der Tableauformeln i& bewiesen werden.

Wegen Bedingung 1 in der Definition modaler Hintikka-Mengen (Def. 3.7.9) kann
eine kanonische Tableauinterpretatidi, R, V'), I'), die die atomaren Formeln i
erfullt, wie folgt definiert werden, was — mit Hilfe des zweiten Teil des Lemmas — den
ersten Teil des Lemmas beweist:

e SeilV die MengeLab aller Markierungen, die i& vorkommen;
e seil(o) = o, fallso € W; und seil (o) andernfalls undefiniert;
e furalles, 7 € W gelteoc R T genau dann, wenm > 7;

e seiV(p) ={o | T:o:p € E}. 0

Lemma 3.7.11 Fur alle einfachen Modallogikeh hat der Tableaukalll Cy, die star-
ke Korrektheitseigenschatft 1 aus Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge der Ta-
bleauinterpretationen).

Beweis:Seim = (W, R, V') ein L-Modell, das die Formelmengg erflllt. Wir wis-
sen, dafl’ = F fur alle F € §, wobeiw? die initiale Welt in#¥ ist.

Nun seiF,, fur allen € N die Formel tir dien = [F'| (wobei [-]| die Bijektion der
Menge der Formeln in die Menge der ndichen Zahlen ist, die von der Erweite-
rungsregel verwendet wird), uridsei wie folgt definiert: Es gelté(1) = w°, und fir
jede Markierung der Form.n gelte:

e Wenn es eine Wely € W gibt, die vonI(r) erreichbar ist, mitv = F,,, dann
setzel(t.n) = I(7.(n)) = w;

e sonst, wenn es keine solche Welt gibt, dennoch aber einedVekistiert, die
von I () erreichbar ist, dann setZ¢r.n) = I(7.(n)) = w';

e andernfalls, wenn es keine Welt gibt, die vé(r) erreichbar ist, dann seien
I(7.n) undI(7.(n) undefiniert.
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Die L-Interpretation(m, /) ist per Konstruktion kanonisch, und auf3erdenukrgie
die Tableauformeln auf initialen Tableaus , weil I(1) = w° = F fur alle F € 3.
O

Lemma 3.7.12 Fur alle einfachen Modallogikeh hat der Tableaukalld Cy, die star-
ke Korrektheitseigenschatft 2 aus Definition 3.5.8 (Korrektheit der Erweiterung).

Beweis:Da der Kalkil gutartig ist, lohnen wir Lemma 3.5.9 anwenden.

Seill C TabFormumeq(X*) eine minimale Rainisse einer Konklusio@'; und eine ka-
nonischeL-Interpretation(m, I) € TabInterpy,(X*) erfille II. Es ist leicht zuwiber-
prufen (getrennt nachdién entsprechend der Form vbi, dal3(m, I') eine der Ex-
tensionen irC' erfllt. O

Lemma 3.7.13 Fur alle einfachen Modallogikeh hat der Tableaukalkl Cy, die star-
ke Vollséindigkeitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.10 (Angemessenheit der Menge der
Tableauinterpretationen).

Beweis: Der Kalkiil hat diese Eigenschatft trivialerweise, weil die Signaturen nicht
erweitert worden sind (alsb* = X)), und darum jedek-Modell in M(XZ*) eine Ein-
sch@nkung seiner selbst atifist. O

Lemma 3.7.14 Fur alle einfachen Modallogikeb hat der Kalkil Cy, die Volls&ndig-
keitseigenschaft 2 (Hifibarkeit voll expandierteAste) aus Definition 3.5.6; und er
ist stark semantisch analytisch.

Beweis:Sei B ein voll expandierter, nicht geschlossener Ast; undiseine Menge
atomarer Formeln auBabForm.,.q(X*), so dal @it kein¢ in ® sowohl¢ als auchy
ein Element vorform(B) U ® ist.

Dann istForm(B) U ® eine L-Hintikka-Menge, und Lemma 3.7.10 impliziert, daf
es eine Tableauinterpretatidm, I) gibt, die Form(B) U ® erfullt. Also hatCpr,
\olistandigkeitseigenschaft 2 aus Definition 3.5.6.

Gemal3 der Konstruktion dieser Tableauinterpretation (siehe den Beweis des Lem-
mas 3.7.10) qilt/(c) = o fur alle 0 € W, und die zweite Bedingung in Definiti-
on 3.5.16 ist also edllt; und der Kalkil ist tatsichlich stark semantisch analytisch.

0

Satz 3.7.15Fur alle einfachen Modallogikeh ist der Tableaukalil Cy, fur L korrekt
und vollsaéndig.
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Beweis: Gemal3 Gitzen 3.5.4 und 3.5.7 reicht es aus, zu zeigen,daBie beiden
Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 und die beiden ¥oliisgkeitseigen-
schaften aus Definition 3.5.6 hat. Das folgt jedoch sofort aus Lemmata 3.7.11, 3.7.12,
3.7.13 und 3.7.14. O

Beispiel 3.7.16Wir beweisen, dal3
G =0(=pV g AOpA (O=gqV Op)

in der Modallogik K unertllbar ist (und also ihre NegationG eine K-Tautologie

ist). Abbildung 3.1 zeigt ein (voll expandiertes) geschlossenes Tableau, das Teil eines
Tableaubeweisesif (die K-Unertillbarkeit von)G ist. Die Knoten des Tableaus sind
numeriert; ein Pady; j] ist an den-ten Knoten angefgt, die Nummey deutet an, daf3

der Knoteni durch eine Anwendung der Erweiterungsregel auf eireni3se erzeugt
wurde, die die Formel des Knoten®nthalt.

Man beachte, dal3, nachdem Formel 5 zum Tableau hinaggef, die einzige ogli-

che Konklusion (die nicht schon auf dem Tableau ist) diejenige ist, die aus Formel 5
ableitbar ist und aus den Formeln 6 und 7 besteht; die berdéormeln 3 und 4
konnen zu diesem Zeitpunkt nicht benutzt werden, weil das Tableau keine Markierun-
gen der Form .n enthalt.

Die Markierungen, die durch die Anwendung der Tableauregel auf die aus-den
Formeln 5 bzw. 6 bestehenderaRiissen eingetirt werden, sind.1 = 1.[—~¢| und
1.2 =1.[-p]. O

3.7.4 Ein Kalkiil fiir die Modallogik K mit einer beziiglich -Formeln ste-
tigen Erweiterungsregel

Die im vorangegangenen Abschnitt vorgestellte Erweiterungsrag@éliédallogiken

ist nicht stetig beaglich Pamissen, diev-Formeln enthalten, weil die Bedingung
beachtet werden muf3, daf3 Markierungen, die durch Regelanwendungen auf eine
Formeln eingaihrt werden, in der Rmisse schon vorkommenussen. Beispiels-
weise kann aus der 8missdl = {T:1:0p} keine Konklusion abgeleitet werden, und
ebenso kann nichts alls = {T:1.1:¢} abgeleitet werden; aus der Vereinigung \¥én
undIl’ kann jedochrl:1.1:p abgeleitet werden.

Der wesentliche Nachteil einer heglich v-Formeln nicht stetigen Erweiterungsregel
ist, dal3 es unayglich ist, eine Version des Kaliks zu definieren, die freie Variablen
verwendet. Die/-Formeln erlauben die Ableitung vielahitlicher Konklusionen, wie
beispielsweise der Tableauformeell.n:p fur alle Markierungen der Formn, die auf
dem Ast vorkommen; alle diese Formeln durch eine einzige FoimeK :p darzu-
stellen, die eine freie Variabl& enthelt, ist nur noglich, wenn alle Instanzen von
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1 T:1:0(—p V q) A Op A (O—g V Op)
21 T:1:0(=p V q)
31 T:1:0p A (O=g vV O=p)

43 T:1:0p
53 1:1:0q V O—p
65 1:1:0q (75 T:1:O—p
6] T:1.1:7q 177 T:1.2:=p
[9:8] F:1.1:¢q 18171 F:1.2:p
(o2 T:1.1:=p V q [194] T:1.2:p
g0 T:1.1:—p [1210] T:1.1:q [20:18,19] L
(1311) F:1.1:p [169,12] L
[144] T:1.1:p
[1513,14] |

Abbildung 3.1: Das Tableau aus Beispiel 3.7.16.

T:1.X:p zulassige Konklusionen sind (in unserem Beispiel ist das nicht der dall f~
Instanzenr:1.n:p, so dafdl.n nichtauf dem Ast vorkommt).

Dieses Problem kann vermieden werden, wenn man die Vorbedingung &ligl&i}
alle Markierungen, die durch Regelanwendungen:akbrmeln eingaihrt werden,
schon in der Rarmisse vorkommen assen. Dann kann im obigen Beispiel, die Ta-
bleauformelT:1.(1):p ausII abgeleitet werden — ob die Markierung auf dem Ast
vorkommt oder nicht.

Dann wird es aber notwendig, um die Korrektheit des kilk/u bewahren, die Exi-
stenz von Welten, die bedingten Markierungen entsprechaterspiuberptifen,
wenn Aste abgeschlossen werden. Zum Beispiel ist das (scheinbar) widensipr”
che Paal:1.(1):p undF:1.(1):p nicht notwendig inkonsistent, weil die Wel{1.(1))

in einer Tableauinterpretationaglicherweise nicht existiert. Bevor wir dieses Paar als
inkonsistent bezeichnerokinen, nussen wir also sicherstellen, da@.(1)) in allen
L-Interpretationen definiert ist, die den TableauBserfillen, der geschlossen wer-
den soll. Glicklicherweise kann dieses Wissen aus anderen Tableauformeld auf
abgeleitet werden. In unserem Beispielrdé eine Formel auB wie beispielsweise
G = T:1.1:q es,rechtfertigen®, das Padr:1.(1):p undF:1.(1):p zum Abschluf3 vorB

zu verwenden; denn jede-Interpretationm, /), die B erflillt, muf3 auchG erfullen,
und also muf¥(1.(1)) = I(1.1) eine Welt in dem Modelin sein. Der wesentliche
Punkt ist hier, dal’ die Markierungl von G gerade in der Positionnbedingtist,
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oV T:.0:F
vi(o.(n)) F:o":F
fur allen € N L

wobei[o] = [¢'], und
0,0’ sind durch Formeln
auf dem Ast gerechtfertigt

Tabelle 3.7:Die neuen Regelschemata des KedC™" fur die LogikK.

in der 1.(1) bedingt ist. DiesdJberlegungen werden nun auf den allgemeinen Fall
beliebiger Markierungen auSondLab(N) verallgemeinert.

Definition 3.7.17 Eine Markierungs € CondLab(N) mit j-ter Position[n;] (wobei
1 < j <|o]) ist durch eine Mengél € TabForm,,,q modaler Tableauformelge-
rechtfertigt wenn es eine Teilmengk vonII gibt, so da3di jedes;:

1. eine in¥ vorkommende Markierung hat eine unbedingte aber sonst glgitdhe
Positionn;; und

2. fur alle Markierungerr, die in ¥ vorkommen, gilt: wennr| > j, dann ist die
j-te Position inr entwedet; oder(n;). O

Die Bedingung, dal3 die Markierungen komplenagat atomarer Formeln gerechtfer-
tigt sein missen, um mit ihnen einen Ast abschliel3en aaorieén, macht die Erweite-
rungsregel unstetigeuf Prdmissen, die Paare solcher komplemaest atomaren For-
meln enthalten. Das ist aber nicht sonderlich problematisch, weil die Regsbithe
Pradmissen ohnehin unstetig ist.

Abgesehen von der abweichenden Erweiterungsregel und davor('«aff.ab(N)

statt Lab(N) als Menge der Markierungen verwendet wird, stimmen Syntax und Se-
mantik des neuen Kalks C;?" fur die ModallogikK mit Syntax und Semantik des
Kalkuls Cx uberein, der im vorangegangenen Abschnitt definiert worden ist. Die
Signaturen werden nicht erweitert; und die Menfj@Interp der Tableauinterpre-
tationen, die die Semantik von Tableaus beschreiben, besteht aus den kanonischen
L-Interpretationen (Def. 3.7.7).

Tabelle 3.7 zeigt dimeuenRegelschematauf v-Formeln und zum AstabschluBlle
Schemata der Erweiterungsregel des K&K " sind in Tabelle 3.8 zusammengefalit.
Die Erweiterungsreged ™" von Ci" ist wie folgt formal definiert.

Definition 3.7.18 Fur alle PeEmisserdl C TabForm,.q seiEL" (I1) die kleinste Men-
ge, die die folgenden aglichen Konklusionen endit'(wobei -] eine Bijektion von
Formpmeq(2) in die Menge der natlichen Zahlen ist):
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« 15} T:0:0F F:o:OF T:0:OF
o oh ‘ o T:0.(n):F F:o.(n):F T:on:F
a2 fur allen € N wobein = [F]
F.o:OF T:0:nF F.o:mF T:0:F
F:on:F F:o:F T:0:F F.o':F
wobein = [~F] L

wobei[o] = [¢'], und
0,0’ sind durch Formeln
auf dem Ast gerechtfertigt

Tabelle 3.8:Regelschemata des KalsC;".

—{{a1,a0}}  furallea €I,

- {61}, {B.}} furalles e II,

—{{T:0.(n):F}} furalleT:0:0OF € ITund allen € N,

—{{F:0.(n):F}} furalleF:0:CF € ITund allen € N,

—{{F:o.n:F}} furalleF:0:0OF € II, wobein = [-F],

—{{T:on:F}} furalleT:0:OF €11, wobein = [F,

—{{L}} falls esT:o:F, F:0:F € TII gibt, so daf§o] = [¢'] und o, o’

durchII gerechtfertigt sind.
O

Die neuen Regelschemata t-Formeln und zum Astabschlu@®irien auchdi’ ande-

re der einfachen Modallogiken verwendet werden, die (a) seriell sind (in diesem Fall
ist der Rechtfertigungstest nicht notwendig, weil die Interpretation aller Markierungen
definiert ist) oder die (b) weder symmetrisch noch euklidisch sind. ialkir sym-
metrische und euklidische Logiken sind problematisch, weil ihre Erweiterungsregeln
Markierungen veruiizen lonnen. Beispielsweise kann die Tableauformdl:p aus
T:1.(1):0p abgeleitet werden, wenn die Logik symmetrisch ist. Die Semantik seri-
eller Logiken garantiert, dal3 alle Markierungen datdich Welten darstellen, aber in
nicht-seriellen Logiken ist es oglich, dal3 die Markierung definiert ist, die Mar-
kierung1.(1) aber nicht. Darum wird ein zaZlicher Mechanismus betigt, um
sicherzustellen, dal3 die Tableauforriel:p nur dann am Abschlul? eines Astes betei-
ligt ist, wenn die Markierung.(1) tatsichlich definiert ist. Dies kann man erreichen,
indem man eine zasZliche Menge von Markierungen an jede Tableauformel anhef-
tet, die alle gerechtfertigt seinuasSen, wenn die Formel benutzt wird, um einen Ast
abzuschlieRen (siehe (Beckert & @p997)).

Um die Vollséindigkeit vorCi?" zu beweisen, muf3 die Definition von Hintikka-Men-
gen so veandert werden, dal3 sie dieddlichkeit beticksichtigt, da3 Markierungen
bedingtsind (nur Bedingung 1 weicht von der Definition modaler Hintikka-Mengen
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ohne bedingte Markierungen ab, siehe Def. 3.7.9).

Definition 3.7.19 Eine Menge= C TabFormy,.q(X*) von Tableauformeln ist eini€-
Hintikka-Menge mit bedingten Markierungewenn sie die folgenden Bedingungen
erftllt:

1. Es gibt keine komplemeatén atomaren Formelho:p undF:o":p in =, so dal’
[o] = [¢'] undo, ¢’ sind durch= gerechtfertigt.

2. Wenna € =, dann sindv; undas in =.
3. Wenng € =, dann ist mindestens eine der Formg{rund 3, in =.
4. WennS:o:v € =, dannistS:o.(n):vk in = furallen € N.

5. WennS:o:7 € =, dannistS:o.n:m; € = furwenigstens ein € N. O

Lemma 3.7.20 Wenn= eineK-Hintikka-Menge mit bedingten Markierungen ist, dann

1. wird = von einer Tableauinterpretation iffabInterp (X*) (d. h., einer kanoni-
schenK-Interpretation) erdéllt und

2. wird = von jeder Tableauinterpretation éiiit, die die atomaren Formeln i&
erfullt.

Beweis:Wiederum kann der zweite Teil des Lemmas leicht durch Indukilmer die
Struktur der Tableauformeln i bewiesen werden.

Wegen Bedingung 1 in der Definition modaler Hintikka-Mengen mit bedingten Mar-
kierungen (Def. 3.7.19) kann eine kanonische Tableauinterpretéfi®nR, ), I),

die die atomaren Formeln i erflillt, wie folgt definiert werden, was — mit Hilfe des
zweiten Teil des Lemmas — den ersten Teil des Lemmas beweist:

e SeilW = {[o] | o € Lab ist durch= gerechtfertig;
e seil(o) = [o], falls[o] € W, und seil (o) andernfalls undefiniert;

e fur alle o, € W sei[r] genau dann vorio] erreichbar, wenm = o.n oder
T =o0.(n) fureinn € N;

e seiV(p) = {lo] | Tiop € =}. 0

Satz 3.7.21Der Tableaukalkl C;?" fur die ModallogikK ist korrekt und vollsindig.
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Beweis:Dieser Satz kann in der gleichen Weise wie Korrektheit und \aidigkeit
des KalkilsCk (Theorem 3.7.15) bewiesen werden.

Der Beweis der Korrektheitseigenschaft 1 (Angemessenheit der Menge der Tableauin-
terpretationen) bleibt unvendert.

Zu zeigen, dal3 der Kalikdie starke Korrektheitseigenschaft 2 (Korrektheit der Erwei-
terung) hat, ist etwas schwieriger, weil nun bedingte Markierungen in einem Tableau
auftreten lohnen. Aber nur in dem Fall, dal3 eineaRvrisse erlaubt, einen Ast ab-
zuschlielR3en, kann das zu Komplikationemfén. Dann mul3 das folgende Lemma
angewendet werden (das unmittelbar aus den Definitionen folgtngéi) eine ka-
nonischeL-Interpretation, und sei eine Markierung, die durch eine Mengkevon
Tableauformeln gerechtfertig ist. Wefm, 7') die Formeln inlI erfiillt, dann ist/ (o)
definiert.

Die WollstandigkeitseigenschaftemmRiien in gleicher Weise bewiesen werden wie f*

den Kalkil Cx — mit dem einzigen Unterschied, daf} der Begriff der Hintikka-Menge
aus Definition 3.7.19 und das entsprechende Lemma 3.7.20 verwendet werden, die die
bedingte Markierungen becksichtigen. O

Beispiel 3.7.22Wir setzen Beispiel 3.7.22 fort und zeigen die Undlfarkeit dersel-
ben Formelz wie dort, nun allerdings mit dem neuen Kalki?". Abbildung 3.2 zeigt
ein geschlossenes Table@tr" fur G, das mit Hilfe der Erweiterungsregel vat™
konstruiert ist.

Da die Bedingung fallen gelassen wurde, dal3 die Markierungen, die durch Anwen-
dungen der Erweiterungsregel auformeln eingaihrt werden, schon auf dem Ast
vorkommen, ist es nun aglich, die Formeln 6 und 7 zum Tableau hinzum#n, ob-

wohl ihre Markierungl.(1) noch nicht auf dem Ast vorkommt (sie ist jedoch in ihrer
zweiten Position bedingt).

Der linke Ast B; von T wird geschlossen, indem die Erweiterungsregel auf die
Pramisse angewendet wird, die aus dem komplearentPaar :1.(1):p undF:1.(1):p

in den Knoten 7 bzw. 14 besteht. Die Markierungl) dieser Atome ist auf3; durch

die Formeln 10 und 11 gerechtfertigt, deren Markierurigist. In diesem Fall ent-
halten die komplemeatén Formeln bedingte Markierungen, die nur durch eine dritte
Formel auf dem Ast gerechtfertigt sind, so dal’ der Rechtfertigungstesthicsi un-
verzichtbar ist. Der mittlere AsB; enthalt die komplemeraien Formelrf:1.1:¢ und
T:1.(1):q in den Knoten 11 bzw. 13. Deren Markierung ist wiederum durch die For-
meln 10 und 11 gerechtfertigt; letztere ist in diesem Fall Teil des komplemeant”
Paares. Der rechte Adt; enthdlt das Paaf:1.2:p und T:1.(2):p komplemenrdrer
Atome in den Knoten 18 bzw. 19. Die Markierumd2) der Formel in Knoten 19 ist
durch Formel 18 gerechtfertigt. O
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1- T:1:0(=p V ¢) AOp A (O=g V O—p)
211 T:1:0(-p V q)
(3 T:1:0p A (O—g V O—p)
43) T:1:0p
53] T:1:0—-q vV O—p
621 T:1.(1):=p V q

(741 T:1.(1):p
85 T:1:0—q (95 T:1:O—p
o8] T:1.1:—¢q 179 T:1.2:—p
110 F:1.1:q 1g17) F:1.2:p
(126] T:1.(1):—p 1136 T:1.(1):¢q [194] T:1.(2):p
(14121 F:1.(1):p [16;11!13]J_ [20;18,‘19]J_

[157,14] L
Abbildung 3.2: Das Tablead " aus Beispiel 3.7.22.

3.8 Gutartige Kalkiile fiir die Fragmente MLSS und MLSSF
der Mengentheorie

3.8.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt wird ein gutartiger TableaukdllCy; ss fur die Logik MLSS
vorgestellt, die ein entscheidbares Fragment der Mengentheorie ist. AuRerdem wird
eine Erweiterung@y ssr des Kalkils fur das goRere Fragment MLSSF beschrieben,
das durch Anreicherung von MLSS mit freien (uninterpretierten) Funktionssymbolen
entsteht (Abschnitt 2.6). Die gutartigen KalkCyr,ss undCy.ssr Sind leichte Varia-
tionen der in (Beckert & Hartmer, 1998; Hartmer, 1997) beschriebenerulcaltie

nicht gutartig sind. Sie bauen auf den Tableauldgi flir MLSS aus (Cantone, 1997)

auf.

Der Kalkiil Cyir,ss kann benutzt werden, um eine korrekte und vahstige Entschei-
dungsprozeduidi’MLSS zu konstruieren. Formelnussen nicht in Normalform sein,
wahrend die Erweiterungsregel des von Cantone definierterulsatkii normalisier-

te MLSS-Atome handhaben kann (die keine komplexen Terme enthalten) und eine
Vorverarbeitung erfordert, die die Eingabeformeln in normalisierte Formeln transfor-
miert. Der erweiterte Kalld'Cy1,5sr fur MLSSF verwendeE-Unifikationstechniken,

um Termpaare zu finden, die erlauben einen Ast abzuschliel3en, wenn es gelingt zu



3.8 Gutartige Kallle fur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie 69

zeigen, dal3 sie die gleiche Menge ieg@itieren; auf diese Weise kann der Suchraum
deutlich reduziert werden.

Mehrere andere Verfahren Behandlung der Mengentheorie mit Tablealéwlbder
Sequenzenkaikén sind vorgeschlagen worden (ohne Beanhting auf ein bestimm-
tes Fragment): Brown (1978) stellte einemgikatenlogischen Sequenzenkdlior,

der Spezialregelnui“viele mengentheoretische Symbole afithDe Nivelle (1997)
und Pastre (1978) psentierten Sequenzenkali flir Mengentheorie; Shults (1997)
beschreibt einen Tableaukalkiiit speziellen mengentheoretischen Regeln. Alle diese
Kalkl sind jedoch unvollstiidig (d. h., keine Semi-Entscheidungsverfahren).

3.8.2 Die Menge der Markierungen und die Erweiterung der Signaturen

Markierungen Die Modelle von MLSS und MLSSF bestehen aus nur einer Welt.
Wir benutzen die Markierung, um diese einzelne Welt zu reggzéntieren. Also ist
Lab = {x}, undx ist die initiale Markierung. Wie in Kallden fiir PL1 verwenden wir
die Kurzschreibweis8:G fur Tableauformeln, d. h., die Markieruagvird weggelas-
sen.

Erweiterung des Signaturen Eine Ungleichund-:(s = t) impliziert die Existenz

eines Elementes, das in einer der beiden Mengemd ¢ nicht aber in der ande-

ren vorkommt. Die Erweiterungsregel unseres Kidkriutzt diese Tatsacherfdie
Einfuhrung einer Skolem-Konstanten, die das existierende Element darstellt, wenn sie
auf eine Ungleichung angewendet wirdurklie Skolemisierung verwenden wir eine
unendlichen Mengé'***(3) von Konstanten, die disjunkt ist vari(X:).

Die Erweiterung einer MLSS- oder MLSSF-Signator= (P(X), F(X), «(X)), die
zur Konstruktion von Tableauformeln verwendet wird, ist also

£ = (P(), F(Z) U F*(S),a(S) Ua™(D)) ,

wobeia®* () (c) = 0 fur allec € Fs+° ().

3.8.3 Die Erweiterungsregel fiir MLSS

Schemata fiir nicht-atomare Formeln Die nicht-atomaren MLSS- und MLSSF-
Formeln werden wie gestinlich in a- und g-Formeln eingeteilt. Die Erweiterungs-
regel&yrss von Cyss ist fir ausa- und g-Formeln bestehende &missen durch die
Schemata aus Tabelle 3.9 definiert (wir benutzen eine Verallgemeinerung, bei der die
ausa- und -Formeln abgeleiteten Konklusionen aus einer beliebigen Zahl von Ta-
bleauformeln bzw. Extensionen bestehenkén).
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a g
a B | -] B

On

Tabelle 3.9:Verallgemeinerte Schematarfa- und 5-Formeln.

‘ Name‘ « ‘ Qi,...,0, ‘
(R1) T:(sCt) T:(s~sMt)
(R2) F:(sCt) F:(s ~sMNt)
(R3) T:(s Et; Mty) T:(s Ety), T:(s Ety)
(R4) T:(sEt; \ t2) T:(s Ety), F:((s Ety)
(R5) F:(s Et; Uty) F:(s Et1), F:(s Ety)
(R6) | F:(s E{t1,...,tu}n) | Fi(s = t1),...,F:(s = t,)

| Name | 5 | Biy..., B |
(R?) TI(S Etl Utg) T(S Etl), T(S Etg)
(R8) F:(s Et1 Mty) F:(s Ety), F:(s Ety)
(R9) F:(s Et1\ t2) F:(s Ety), T:(s Ety)
(R10)| T:(s E{t1,...,tu}n) | T:(s = t1),..., T:(s = t,)

Tabelle 3.10:Regelschematauf'das Aufspalten komplexer Mengenterme.

Schemata fiir das Aufspalten komplexer Mengenterme Es gibt zehn verschie-
dene Erweiterungsregel-Schematm flas Aufspalten komplexer Mengenterme; sie
wenden einfache mengentheoretische Lemmata an, wie,wdhns € ¢; U ty, dann

s € t; oders € t;”, um (a) Atome, die das Ist-Teilmenge-vona@ikatC enthalten,

zu eliminieren und durch (Un-)Gleichungen zu ersetzen und (b) komplexe Terme auf
der rechten Seite des Ist-Element-vomdikates= in ihre Bestandteile aufzuspalten.
Diese Schematadkinen als Instanzen der verallgemeinerten Schermaia-find (-
Formeln aus Tabelle 3.10 beschrieben werden; sie sind in Tabelle 3.10 aufgelistet.

Schemata fiir Gleichungen und Ungleichungen Es gibt drei Typen spezieller
Erweiterungsregel-Schematar fHandhabung der Gleichheit und Ungleichheit von
Mengen.

Erstens gibt es zwei Schemata ((EQ1) und (EQZ2) in Tabelle 3.11), diAdigen-

dung” einer Gleichung:(¢; =~ t,) auf andere Atome erlauben — allerdings nur in sehr
eingeschainkter Weise: eine Gleichung kann nur auf die oberste Ebene (also nicht auf
Teilterme) der rechten Seite eines positiven Atoms mit deadiRatensymboi an-
gewendet werden. Das heifl3t, eine Gleichung kann nur angewendet werden, um eines
der AtomeT:(s £¢;) undT:(s E t2) aus dem jeweils anderen abzuleiten. Diese Ein-
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Tl(tl ~ tg) Tl(tl ~ tg) TI(Sl Et)
Ti(S Etl) Ti(S Etg) FI(82 Et)
T:(s Ety) T:(s Ety) F:(s1 = s9)
(EQ1) (EQ2) (R11)
Fl(tl =~ tg)
T:(CEtl) F:(CEtl) T:(S Et) ‘ F:(S Et)
Fi(c Ety) | T:(c Ety) wobeis bzw.{...,s,...}
beic — sk F(t, ot undt bzw.{... t,...}
wobeic = skonssr(F:(f1 ~ 12)) Top-level-Terme auf dem Ast sind
(R12) (cut)

Tabelle 3.11: Regelschematauf” Gleichungen und Ungleichungen und das
Schnittregel-Schema.

schidnkung ist wichtig, da die Mglichkeit, Gleichungen wahllos auf andere Atome
anzuwenden, zu einem sehr vieb§eren Suchraunufiren wirde.

Zweitens ist es mglich, die Ungleichund-:(s; ~ s2) ausT:(s; E¢) und F:(ss Et)
abzuleiten ((R11) in Tabelle 3.11). Dieses Erweiterungsregel-Schema beruht auf der
Tatsache, dald zwei Objekte verschieden saigsaii, wenn eines von ihnen in einer
Menge vorkommt das andere aber nicht.

Drittens gilt auch das umgekehrte: Wenn zwei Mengennd ¢, verschieden sind,
dann enthlt eine von ihnen ein Elemeatdas nicht auch Element der anderen Menge
ist. Unglicklicherweise tihrt dies zu einem verzweigenden Regelschema ((R12) in
Tabelle 3.11), weik eine Element vor; (und nicht vont,) oder ein Element von,

(und nicht vont;) sein kann. Statt eineuesSymbol einzufihren, das das unbekannte
Elemente reprdsentiert, verwende wir eirgkolem-Konstanten-Zuweisyraie jeder
Ungleichung auf eindeutige Weise eine Konstante zuordaetlich wie die Skolem-
Term-Zuweisung aus Definition 3.6.2, dieFormeln einen Skolem-Term zuweist);
auf diese Weise wird die Monotonie und also die Gutartigkeit der Erweiterungsregel
bewahrt.

Definition 3.8.1 Sei eine MLSS- oder MLSSF-Signatil gegeben. Ein&kolem-
Konstanten-Zuweisur(@ur MLSS bzw. MLSSF) ist eine Funktioftoyssr, die jeder
Ungleichungp = F:(t; =~ t,) in TabForm(X*) eine Konstante

3k0MLSSF(¢) =cE FSkO(E)

zuweist, so daluii'alle ¢ € F**(X) folgendes gilt: wenrt’ in ¢ vorkommt, dann
c > ¢, wobei> eine beliebige aber feste Ordnung &uf’ () ist. O
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Das Schnittregel-Schema Das Schnittregel-Schema ((Cut) in Tabelle 3.11) kann
angewendet werden, um einen Astzu erweitern, wobei nur solche Atome der Form
s E t als Schnittformel verwendet werdeorikien, deren Termeundt

e Top-level-Terme (nicht nur Teilterme) eines Atoms &usind, oder

e direkte Teilterme von Termen der Forfm. ., s,...} bzw.{... ¢,...} sind, die
wiederum Top-level-Term eines Atoms aBfsind.

Das Schnittregel-Schema wird nur selten dtegt, um einen Beweis zu konstruieren;
berotigt wird es beispielsweise, um implizite Enthaltenseins-Zyklen auf einem Ast
aufzuspiren, siehe Abschnitt 3.8.3.

Beispiel 3.8.2WennT:(t; E {t2, t3 Mt,}) undT:(t5 M ts = t7) Atome auf einem Ast
sind, dann difent,, to, (t3 M ty), (t5 Mts), t7 als Terme in Schnittformeln verwendet
werden, unds, t4, t5, tg dirfen nicht verwendet werden (es sei denn, dasevdurch
andere Atome auf dem Ast gerechtfertigt) O

Schemata fiir den AstabschluB Eine Anwendung der Erweiterungsregel des Kal-
kils Cyi,ss fugt Formeln zu einem Tableauast hinzu, die in allen Mengenstrukturen
wahr sind, die Modelle des Astes sind; der Zweck der Regelschemnatiefi’ Ast-
abschluf3 ist es, Inkonsistenzen aufzudecken, also Formeln oder Formelmengen, die
in allen Mengenstrukturen falsch sind. Es gibt vier Arten solcher Inkonsistenzen, die
beticksichtigt werden mssen:

1. In keiner Mengenstrukturdsinen eine Formeb und ihr Komplement wahr
sein; darum erlaubt eine &riisse, die ein Paar, ¢ enthdlt, — wie in allen Kal-
kulen — die Ableitung der Konklusiof{ L }} (es ist fir die Vollstindigkeit des
Kalkuls ausreichend, nur komplemargAtomezu beticksichtigen).

2. Kein Objekt ist ein Element der leeren Menge; darum ist jedes Atom der Form
T:(t £ 0) unertillbar.

3. Da kein Objekt von sich selbst verschieden ist, sind Atome der Foftr ¢)
unertillbar.

4. Die Existenz eines Enthaltenseins-Zyklus, d. h., von Menge. ., u;, so daf3
u; € uir1 (1 <4< k)unduy € uy, wirde dem Fundierungs-Axiom der Men-
gentheorie widersprechen. Tatsilich gibt es per Konstruktion in der von-Neu-
mann-Hierarchie keine Mengen, die einen Enthaltenseins-Zyklus bilden. Also
erlauben Atome, die einen Enthaltenseins-Zyklus definieren, einen Ast abzu-
schliel3en; insbesondere B¢ = ¢) unerfillbar.

Im folgenden ist die Erweiterungsregel des Kdf<C, ss formal definiert:
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Definition 3.8.3 SeiY. eine MLSS-Signatur.

Fir alle PEimisserll C TabFormyss(X*) seiéuss(X*)(I1) die kleinste Menge, die
die folgenden Konklusionen ergh:’

- {{aq,...,an}}
fur allea € II (Tabellen 3.1 und 3.10);

- {6}, {Bu}}
fur alleg € II (Tabellen 3.1 und 3.10);

- {{T:(s E2)}}
furalle (&)T:(s Et1) und (b)T:(¢; &~ t5) oderT:(ty ~ t1) in IT;

— {{F:(s1 = 52)}}

furalleT:(s; Et) undF:(sy E¢) Iin1I;

- {{T:(set)}, {F:i(sE)}}

fur alle Mengenterme undt, so daf3

1. soder{...,s,...},und
2. toder{... t,...},

als Top-level-Terme in Atomen il auftreten;

- {{T:(cEt),F:(cEt)}, {F:i(cEL), T:(cEty)}}
furalleF:(¢; ~ to) in I, wobeic = skoypsse(F: (41 = t2));

- {{L1}}
falls
1. T:0:G, F:0:G € II fur ein AtomG,
2. T:(t 0) €11,
3. F:i(t=1t) €1,
4. esfireink € NAtomeT:(t; Et;41) (1 <i < k)undT:(tx Et;)inII gibt. O

3.8.4 Korrektheit, Vollstindigkeit, Terminierung
Der im vorangegangenen Abschnitt definierte Kk*-5S ist korrekt und vollstindig

(ein Beweis findet sich in (Hartmer, 1997)). Er hat die Korrektheits- und \oltit)-
keitseigenschaften aus Definitionen 3.5.6 und 3.5.8.

Satz 3.8.4Der Kalkiil CMESS fiar MLSS ist korrekt und vollsindig.
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Ohne weitere Einschrikungen ist der Kallk'CM">° jedoch keine Entscheidungspro-
zedur. Das RegelschemarfUngleichungen ((R12) in Tabelle 3.11)Hft zusitzliche
Konstanten ein und das Schnittregel-Schema kann — in Verbindung mit Schema (R11)
— benutzt werden, um neue Ungleichungen aus diesetZictien Konstanten zu kon-
struieren; die Wechselwirkung dieser Erweiterungsregel-Schemata kann zu unendli-
chenAsten fihren.

Glucklicherweise kann der Kalk'leicht in eine Entscheidungsprozedur verwandelt
werden, indem man die die Volistdigkeit bewahrende EinseamKung hinzufigt, daf3
solche Ketten,, cs, . . . niemals unendlich seirudfen, bei denen die Konstantezum

Ast hinzugetigt wird, indem das Regelschema (R12) auf eine Ungleichung angewen-
det wird, die die Konstante;, ; enthalt; die maximale Bhge solcher Ketten ist die
Zahl der (Teil-)Terme in der Formelmenge derenultbérkeituberptift werden soll.

Definition 3.8.5 SeiTy, . .., T, eine Folge von Tableausiféine Menges von MLSS-
Formeln, die mit Hilfe der Erweiterungsregl; ss (Def. 3.8.3) konstruiert worden
ist.

Der Rangrk(s) eines Mengenterms in der Folge von Tableaus ist wie folgt defi-
niert: Wenns in § vorkommt oder durch eine Anwendung eines der Regelschemata
(R1) und (R2) eingeffirt wurde, dann seik(s) = 0; andernfalls, wenn alse eine
Konstante ist, die dadurch eingéirt worden ist, dal3 das Regelschema (R12) auf eine
UngleichungF:(#; = t») angewendet worden ist, dann ist sein Rang

rk(s) = 1+ max{rk(t,), rk(t2)} .
O

Definition 3.8.6 Ein Tableaul” fur eine Menge§ von MLSS-Formeln isersclopft,
wenn keine Erweiterungsregelanwendung’Bumhdglich ist, ohne dafl3

e eine Konstante eingehiit wird, deren Rang gfler als die Zahl der (Teil-)For-
meln in§ ist oder

e ausschliel3lich Formeln zu einem ABtvon 7' hinzugetigt werden, die schon
auf B vorkommen.

Man beachte, das ein Tableau, das espthist (Def. 3.8.6), nicht immer auch voll
expandiert ist (Def. 3.5.5).

Satz 3.8.7 Es gibt genau dann ein ersgpftes, nicht geschlossen@g; ss-Tableau @r
eine Menge§ von MLSS-Formeln, werferfullbar ist.

Wenn also eine Folge von Tableaus £€ine Menge&§ von MLSS-Formeln irfairer
Weise konstruiert wird (d. h., alle oglichen Regelanwendungen werdaHher oder
spdter ausgeffirt), dann wird die Konstruktion nach endlich vielen Schritten mit ei-
nem Tableau terminieren, das (a) geschlossen ist — dagnusertfillbar — oder das
(b) ersclopft ist — dann isf erftllbar.
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3.8.5 Einschrankungen des Suchraums

Auch wenn der Suchraum des KalkCy,ss mit der im vorangegangenen Abschnitt
beschriebenen Eins@mkung endlich ist, ist er doch sehr grof3 — wegen des Indeter-
minismus des Schnittregel-Schemas und weil die Zahl der Konstanten, dieugirigef”
werden lohnen, exponentiell ist in der GRé der Formelmenge deren @Ehbarkeit
Uberptift werden soll.

Glucklicherweise ist es oglich, die Anwendung des Schnittregel-Schemas stark ein-
zuschainken, was gleichzeitig auch die Zahl der neu einiggén Konstanten redu-
ziert, weil eine Konstante, vom Rangk nur aus einer Ungleichung erzeugt werden
kann, die eine Konstanig. ; vom Rangk — 1 entrélt. nachdem das Schnittregel-
Schema mit einem Atom als Schnittformel angewendet worden ist;;,daenthalt.

Die Idee ist nun, zuerst alle Regelschemata auf3er dem Schnittregel-Schema so lan-
ge anzuwenden, bist keine weiteren Regelanwendungen nalicimsind, die neue
Formeln zuAsten hinzutigen, und dann einRealisatioreines offenen Astes zu kon-
struieren. Die Realisation eines AstBsapproximiert eine Mengenstruktur, die die
Formeln aufB erfullt (falls B erfullbar ist); sie erfillt zumindest alle Atome der Form

T:(t; Ety) auf B. Wenn die Realisation nicht auch alle anderen Atomeraefflillt,

dann kann sie verwendet werden, um Schnittregelanwendungen zu finden, die (zumin-
dest teilweise) ntzlich und sinnvoll sind.

Das Umschalten zwischen der Erweiterung von Taldseter und der Konstruktion
maoglicher Modelle und die Art und Weise, wie diese Modelle konstruiert werden,
ahnelt der Methode, die in (Cantone, 1997) beschrieben ist.

Definition 3.8.8 Sei X eine MLSS-Signatur; und sél eine Menge von MLSS-Ta-
bleauformelruberX*. Wir definieren folgende Bezeichnungen:

e G bezeichne die Menge aller Mengenteroigei'Y, die inII als (Teil-)Terme
vorkommen,;

e )V bezeichne die Menge (a) aller Terme G, so dal3T:(¢ £ s) ein Atom inII
ist, und (b) aller Konstanten ads die inII vorkommen;

e 7 bezeichne die Menge aller Konstanten, diélimorkommen, aber nicht Ele-
ment vonY sind,;

~ bezeichne didquivalenzrelation au§ U 7, die durch die Gleichungen i
induziert wird;

T' bezeichne die Menge allerc 7, so dal¥ ¢ s fur alles € G;

V' bezeichne die Meng®@’ U T) \ T';

u. sei flir jedesc € 7' ein Element der von-Neumann-Hierarchig das von
allenu. mit ¢ # ¢’ verschieden ist. a
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Man beachte, daff’ die Konstanten endit, die durch Anwendungen des Regelsche-
mas (R12) @i Ungleichungen eingefirt worden sind und diaicht gleich anderen
Termen sind (bzgl. der Gleichungen auf dem Ast). Die Interpretation dieser Konstan-
ten mufl3 von der Interpretation aller anderer Terme verschieden saimemd Terme

in V' die gleiche Interpretation habenrien.

Definition 3.8.9 Sei X eine MLSS-Signatur; sdil eine Menge von Tableauformeln
uberX*; und seit ein Mengenternil. Dann ist die Mengéy;(¢) derimpliziten Vor-
gangervont wie folgt definiert:

1. Pn @) = 0;

(
2. Pu(

3. Pu(ty Uty) = Pulty) UP(t);

4. Pu(ty Mty) = Pu(ty) N Pulty);

5. Pu(ti \ t2) = Pu(t1) \ Pult2); und
6. Pu(

Pul{t, et dn) ={s€VUT | Ti(s E{t1,....tu}tn) €TTFU {t1, ..., 10}
O

Die Mengen impliziter Vorgihger lonnen benutzt werden, um implizite Enthalten-
seins-Zyklen aufzudecken. Wenn beispielswaisePy (t),t € Pr(s) fur Termes, ¢

gilt, dann kann der Ast geschlossen werden, und es ist nicht notwendig, die Erwei-
terungsregel (und besonders das Schnittregel-Schema) anzuwenden, um den Zyklus
explizit zu machen. Also kann der Kalkmit Hilfe der Vorgdnger-Mengen atker ge-

macht werden, indem ein weiteres Regelschema zum Abschlu8sten hinzugefgt

wird:

Definition 3.8.10 Der Kalkiil C};; 5 Stimme mit dem Kalkl' Cyy ss bis auf seine Er-
weiterungsregefy; o5 Uberein, die wie folgt definiert ist:

Fur alle MLSS-Signature® und alle Pamisserll C TabFormyyss(X*) bestehe die
Menge&|,; ss(X)(I1) aus

— den Konklusionen i&yss (%) (IT) (Def. 3.8.3) und

— der Konklusion{{ L }}, falls die Mengen der impliziten Voegiger der Terme il
einen Zyklus enthalten, d. h., falls es Mengenterme. ., ¢, gibt, die als (Teil-)
Terme inIT auftreten, so daf € Pr(ts), ..., tn 1 € P(tn), tn € Pul(ty). O

Satz 3.8.11Der Kalkill C};; 4 fUr MLSS ist korrekt und vollsindig.
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Die MengePr(t) impliziter Vorgédnger enthlt diejenigen Terme, die Elemente der
Menge repasentieren, die vohreprasentiert wird, und deren Enthaltensein aus den
Atomen der Fornl:(s £ a) in IT (wobeia eine Konstante ist) und durch Anwendung

der Definitionen der Mengenoperationen abgeleitet werden kanRd2iksatioreiner
Menge von Tableauformeln geht dé€er noch hinaus: sie ist eine partielle Definition
einer Mengenstruktur, in der verschiedene Terme durch die gleiche Menge interpretiert
werden lohnen.

Definition 3.8.12 Sei X eine MLSS-Signatur; und séi eine Menge von Tableaufor-
melntber¥* mit L ¢ T1. Die RealisationR(t) eines Terms, der inII vorkommt,
ist wie folgt definiert:

1. Ru(t) =0, fallst = 0,
2. Rul(t)
3. Rul(t)

= {Ru(s) | s € Pu(t)} U{w}, fallst € 7",* und

= {Ru(s)| s € Pul(t)} sonst. 0

Die Realisation ist effektiv berechenbar und kann benutzt werden, um die Anwendun-
gen des Schnittregel-Schemas einzuacken: vorausgesetzt, ein ABtist ersclopft
beziglich aller anderer Erweiterungsregel-Schemata, mul3 das Schnittregel-Schema
nur auf solche Terme angewendet werden, die in Atomen vorkommenijdlievon

der RealisatiorR; erflillt werden, wobeil = Form(B) (wenn es kein solches Atom

gibt, dann ist der Ast edllbar, und die Suche nach einem Tableaubeweis terminiert).

Wenn beispielsweisE:(t; £ t5) ein Atom inII ist, aberR(t1) € Ru(t2), dann muld

es einen Terny geben, so dal (&fn(s) = Ru(t1) (d.h., die Realisation vos ist
dieselbe wie die vory) und (b)s ist ein implizites Element von, (d. h.,s € Pr(t2))

— aber dieses implizite Enthaltensein ist (noch) nicht explizit dargestellt (es gibt kein
Atom T:(s E tp) in II). In diesem Fall, wird das Schnittregel-Schema mit dem Atom
T:(s Ety) als Schnittformel angewendet.

Der folgende Satz sagt aus, daf3 die Valfstigkeit des KallsCy; o5 erhalten bleibt,

wenn Realisationen verwendet werden, um die Anwendung des Schnittregel-Schemas
einzuschanken (ein Beweis findet sich in (Hartmer, 1997)). Man beachte, dal’ der
Kalkul nicht abgeschacht wird, sondern daf3 die EinsanKung eine Technik ist, um
Beweisprozeduren, die adf;, o basieren, effizienter zu machen.

Definition 3.8.13 Wenng eine unertillbar Menge von MLSS-Formeln ist, dann gibt
es einen Tableaubewds, . . ., T), fur §, der unter Beachtung folgender Einsahkun-
gen konstruiert ist:

Das Schnittregel-Schema wird nur dann angewendet, um ein TableaausT; ab-
zuleiten, wenn der AsB von T}, der erweitert wird,

3 Man muR sicherstellen, daR die fur alle Termet von Ry (¢) verschieden sind; es ist immer
moglich, solcheu,. zu wéhlen.
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1. nicht geschlossen ist und

2. mit keinem anderen Erweiterungsregelschema eine Formethanzuzufigt
werden kann, die nicht schon aHfist;

und die Schnittformell:(s = t), die flir die Erweiterung verwendet wird, eine der
folgenden Bedingungen eift, wobeill = Form(B):

1. (@) T:(t~t) eI,
(b) Ru(t) # Ru(t'), und
(€ i.sePult),s¢ Pu(t),undF:(s Et) ¢ II, oder
ii. s€Pu(t),s ¢ Pu(t),undT:(s Et') ¢ 11,
2. (@ F:(t=t),F:(cEt),undT:(c V) € II (fur eine Konstante),
(b) Ru(t) = Ru(t'), Ru(s) = Ru(c), und
(€) s € Pult),s ¢ Pu(t'),undT:(s £¢) ¢ II,
3. (@ F:(f'et) eTI,
(b) Ru(t') € Ru(t), Ru(s) = Ru(t'), und
(€) s € Pu(t),undT:(s Et) ¢ II. 0

3.8.6 Ein Vergleich mit Cantones Kalkiil
Der im vorangegangenen Abschnitt beschriebenew@lk; ss fur MLSS hat gewisse
Gemeinsamkeiten mit dem von Cantone (1997) beschriebenen. Ein wesentlicher Un-

terschied ist, daR Cantones Kallauf normalisierteAtome beschaikt ist, d. h., auf
Atome, die keine komplexen Mengenterme enthalten.

Definition 3.8.14 Eine atomare MLLS-Tableauformelist genau danmormalisiert
wenn sie von der Form

ist, wobeia, b, c undb,, . . ., b, Konstanten sind. a



3.8 Gutartige Kallle fur die Fragmente MLSS und MLSSF der Mengentheorie 79

Es gibt eine edlibarkeitserhaltende Transformation beliebiger endlicher Mergen
von MLSS-Tableauformeln in Mengen normalisierter Atome, die darauf beruht, neue
Konstanten alsAbkirzungen® tir komplexe Terme einzufiren. Beispielsweise wird

T:(a E(bNY))

durch
T:(e~ (bNd)) und T:(a Ec)

ersetzt, wobet eine neue Konstante ist. Der Overhead flie Ausfihrung dieser
Transformation ist vernachssigbar, weil ihre Berechnungskomplexipolynomiell

in der Giol3e der zu transformierenden Menge ist. Allerdingjsrf'die Einfihrung
neuer Konstanten zu einem sehr via@eren Suchraum — um so mehr, als diese neuen
Konstanten in Gleichungen auftreten.

Die Regelschemata (R7), (R3), (R4) und (R10) unseresufsliiind — in Verbindung
mit den Regelschemata (EQ1) und (EQ2) — Erweiterungekdinplexeviengenterme
der entsprechenden Schemata in CantonesuKalBéispielsweise entspricht unser
Regelschema (R3), das erlaubt,

T:(aEb) und T:(a EY) aus T:(a E(bND))
abzuleiten, Cantones Regelschema, das erlaubt,
T:(a2b) und T:(a V) aus T:(cx (bM¥')) und T:(a Ec)

abzuleiten (@i allea, b, ¢).

Es gibt in Cantones Kalk kein Regelschema, das unseren Schematatome, die
Nichtenthaltensein ausgtken ((R5), (R8) und (R9)), entspricht. Betrachten wir die
drei Atome

QSZ Fl(CE(bIsz)\bg), ¢1 :TI(C Ebl), wg = FI(C Eb3) y

deren Konjunktion uneuiibar ist. Um einen Ast, der diese Atome ealthzu schlie-
Ren, werden unsere Regelschemata (R9) und (R5) angewendet, um das &ttan-
spalten und abzuleiten, daR eines der Komplementend 1/, wahr sein muR3, was
erlaubt, die zwei entstehenden Bsilé zu schlieRen (siehe das TabfeauAbbil-
dung 3.3 (a)). Da in Cantones Kalkkein Regelschemata zum Aufspalten ven
existiert, missen statt dessen SchemaitaAtome, die Enthaltensein ausdken, ver-
wendet werden, um ausy; undi, abzuleiten. Zuerst mu@ normalisiert werden;
das Ergebnis sind die Atome

F:(C Edl), Ti(dl ~ dg \ b3), T:(dg ~ b1 L bg) R

4 An deni-te Knoten in diesem Tableau ist die Bezeichniing; (R)] angeheftet, was andeutet, dal
seine Formel durch Anwendung des Regelschemas (R \pgsr auf eine Pamisse erzeugt wurde,
die aus der Formel dessten Knotens besteht.
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[L¢] F:(c & (by Uby) \ b3) (6] F:(c E (b Liby) \ b3)
[Z941] Ti(C = bl) [2541] T:(c = bl)
[3s] T:(c E bs) [3ia] T:(c E by)
~— |
LR F:(c E (b Uby))  5LRI T:(c E bs) [4;1;(Norm)] Ilz:(c Edi)
[6:4:R5)] F:(c E by) [9:(3,5);(Compl)] _L_ (5:5;(Norm)] T:(dy = dy \ b3)
| |
[8:(2,6);(Compl)] L 16:1;(Norm)] T:(dy & by LI by)
|
() (7:2,6)] T:(c E do)

18:35] T:(c Edy)

[9:4,8);(Compl)] L
(b)

Abbildung 3.3: Konstruktion eines geschlossenen Teiltableaus mit (a) dem
Kalkil Cyir,ss und (b) Cantones Kaikt:”

wobeid; den Term(b; LI by) \ b3 abkirzt undd, den Termb, LI b,. Dann lonnen mit

zwei Regelanwendungeh:(c £ d,) und T:(c E d;) abgeleitet werden. Das letztere
dieser beiden Atome kann verwendet werden, um den Ast abzuschliel3en; es entspricht
der Normalisierung des Atoms(siehe das Tableau in Abbildung 3.3 (b)).

Die Notwendigkeit (und Mglichkeit), komplexere Terme aus einfacheren zu konstru-
ieren, tihrt zu einem golReren Suchraum. Unser Kalkder komplexe Terme in ein-
facherer aufspaltet, ist zielgerichteter.

3.8.7 Ein gutartiger Kalkiil fiir MLSSF

Um den im vorangegangenen Abschnitt beschriebenenuKélsss fur MLSS zu
einem Kalkil Cyiissr fur das gof3ere Fragment MLSSF zu erweitern, gghés,

¢ die Vorbedingungudi die Anwendbarkeit der Gleichheitsregel-Schemata abzu-
schwachen (die neuen Schemata (EQ1’) und (EQZ2’) sind in Tabelle 3.12 enthal-
ten) und

e ein Schnittregel-Schema hinzumgkn, dal’ Gleichungen als Schnittformeln ver-
wendet (das Schema (Cut’) in Tabelle 3.12).

Die neuen Regelschemataiasén nur auf funktionale Mengenterme angewendet wer-
den. Nicht-funktionale Terme (auch wenn sie nicht reine Mengenterme som)ek”

die Erweiterungsregel-Schemata des KislCy,ss handhaben. Die Erweiterungsre-
gel Evssk VoN Cysse ISt unten formal definiert.
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T:(s = t) T:(t =~ s)
ols] P[] T:(t) = t2) ‘ F:(t; =~ t2)
Plt] olt] wobeit,, t, Terme auf dem Ast sind,

von denen wenigstens einer funktional ist

wobei das Vorkommen vosin ¢ (Cut)

innerhalb eines funktionalen Terms ist

(EQ1)  (EQ2)
Tabelle 3.12:Zusatzliche Erweiterungsregel-Schemaia KILSSF.

Definition 3.8.15 SeiX: eine MLSSF-Signatur.

Fur alle Peimissenll C TabFormymsse(X*) seiéurssr (X7)(I1) die kleinste Menge,
die die folgenden Konklusionen efatlt”

- {{aq,...,an}}
fur allea € I1 (Tabellen 3.1 und 3.10);

- {{51}7 ety {ﬂn}}
fur alle € II (Tabellen 3.1 und 3.10);

- {{olt]}}
fur alle (a)#[s] und (b) T:(s =~ t) oderT:(t ~ s) in II, so daf3s ein echter Teil-

term eines funktionalen Terms if]s] ist, wobei@[t] aus¢|[s| entsteht, indem ein
Vorkommen vors durcht ersetzt wird,;

— {{F:(s1 = 52)}}

furalleT:(s; E¢) undF:(sy E¢) in1I;

- {{T:(s e}, {F:(s EO)}}
fur alle Mengenterme undt¢, so daf3
1. soder{...,s,...},und
2. toder{...,t,...},

als Top-level-Terme in Atomen il auftreten;

- {{T(tl ~ tQ)}, {F(tl I~ tg)}}
fur alle Mengenterme;, undi,, die inII vorkommen und von denen wenigstens
einer ein funktionaler Term ist;

- {{T:(cet),F:(cEt)}, {F:i(cEL), T:(c Et)}}
furalleF:(t; ~ to) inII, wobeic = skoyrsse(F:(t1 = t2))

- {L}}

falls

1. T:0:G, F:0:G € II fur ein AtomG,
2. T:(t 0) €11,
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3. F:i(t=~t) ell,
4. esfireink € NAtomeT:(t; Et;1) (1 < i < k)undT:(t, E¢,) inII gibt. O

Der Kalktil Cyp,ssr fur MLSSF ist korrekt und vollstridig (ein Beweis findet sich in
(Hartmer, 1997)); er ist jedoch keine Entscheidungsprozedur.

Satz 3.8.16Der Kalkill Cyi,ssr fur MLSSF ist korrekt und vollandig.

3.8.8 Einschrankung des Schnittregel-Schemas mit Hilfe von Starrer E-
Unifikation

Die im vorangegangenen Abschnitt eingfeften zuatzlichen Regelschemata des Kal-
kills Cyi1,ssr Sind hochgradig nicht-deterministisch. In diesem Abschnitt beschreiben
wir ein Erweiterungsregel-Schema fILSSF, das sehr viel zielgerichteter ist, und zu
einem kleineren Suchraumliit. Es basiert auf dem Konzept dgarren E-Unifika-

tion.

Definition 3.8.17 Sei X eine MLSSF-Signatur.

Eine Gleichung mit starren Variablerst eine Formel mit starren Variablerér>;,
von der Form: ~ t'.

Ein starresE-Unifikationsproblem{ E, s, t) besteht aus einer endlichen Menfgstar-
rer Gleichungen und aus Termenindt tuber3;, .

Eine Substitutionr € Subst(Xf,) ist genau dann einkedsungdes ProblemgE, s, t),
wennso undto gleich sind in der freien Algebra, die durdv definiert wird, wobei
die freien Variablen irE¢ als Konstanten behandelt werden. O

Das Problem zu entscheiden, ob ein gegebenes startésifikationsproblem eine
Losung besitzt, ist entscheidbar (es ist NP-valtslig). Im allgemeinen ist die Zahl
der Losungen unendlich. Eidberblickuber Methoden zur dsung starreE-Unifika-
tionsprobleme findet sich in (Beckert, 1998b).

Die Idee ist nun, starré’-Unifikation fir die Behandlung des funktionalen Anteils

von MLSSF zu verwenden, und die MLSS-Erweiterungsregetifé Behandlung des
nicht-funktionalen (also mengentheoretischen) Anteils. Daatzlishie Erweiterungs-
regel-Schema, das wir im folgenden beschreiben, ist das Bindeglied zwischen diesen
beiden Teilen.

Betrachten wir z. B. einen A8, der die beiden Atome

T:(f(a) = b) und T:(g(f(a T (b U a))) Eg(b))
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enttelt. Der AstB ist unerfillbar, weila N (b U a) = a und also

g(flan(bUa))) = g(f(a)) = g(b) ;

das impliziertg(b) € g(b), was ein Enthaltenseins-Zyklus ist. Um den Asmit Hil-

fe der Erweiterungsregel vah,ssp Um ein geschlossenes Teiltableau zu erweitern,
muf3 man zuachst die mengentheoretischen Gleichungen finden, die bewiesen wer-
den missen (eine solche Gleichung wird bewiesen, indem man sie als Schnittformel
benutzt; nachdem der Ast, der das Komplement der Gleichunglerabgeschlossen

ist, steht sie auf dem verbliebenen offenen Ast zur Mgufig). Im obigen Beispiel ist

a N (bUa) = a die Gleichung, die man beweisen muf3.

Die Frage, welche mengentheoretischen Gleichungen bewiesen wendearmdamit
ein Ast B geschlossen werden kann, wird wie folgt in stak-éJnifikationsprobleme
Ubersetzt: dif jedes Paa#, t von Termen, die, &fen sie gleich, den Abschlul? des Astes
gestatten widen (z. B. die Terme, ¢, wennF:(s = t) auf B ist), wird ein starred-
Unifikationsproblem erzeugt. Inundt werden alle (maximalen) nicht-funktionalen
Teilterme durch starre Variablen ersetzt; die daraus resultierenden Férmed ¢*v
und die Gleichungen des Astes bilden ein staffddnifikationsproblem. Jededsung
des Problem entspricht einer Gleichung zwischen nicht-funktionalen Teiltermen, die,
wenn man sie beweisen kann, es erlaubt, den Ast abzuschlie3en. Di@slamgen
entsprechenden Ungleichungen werden als Konklusion verwendet, d. hgnsierk”
(disjunktiv verknipft) zum Ast hinzugefgt werden.

Definition 3.8.18 Sei A eine Menge atomare MLSSF-Tableauformel. Die MeAge
werde aus\ konstruiert, indem alle nicht-funktionalen (Teil-)Termha A durch eine
starre VariableX,; ersetzt werden.

Sei die Substitutiom, wie folgt definiert:7(X;) = ¢ fur alle Terme, die in A vorkom-
men und ersetzt worden sind (d. h, ist die inverse Operation der Transformation,
die A™ ausA konstruiert: A™r = A). a

Beispiel 3.8.19Sei

A={T:((anc)Ub=c), T:[f(c) Eglamec, f(d\e))]} ,
dann ist
AV ={T:(Xy = Xy), T:[f(X2) Eg(X5, f(X4))]}

das Ergebnis der Transformation. a

Definition 3.8.20 SeiX: eine MLSSF-Signatur; s&l C TabFormyssr(X*) eine Pa-
misse; sei\; die Menge aller Atome i, die von der FornT:(t; ~ t5), T:(t; Et3)
oderF:(t; Ety) sind; und seF} die Menge aller Gleichungen mit starren Variablen
in Afy.
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Weiterhin seju = {x, < r1,...,1, < r,} (n > 1) eine simultane bsung

1. starrerF-Unifikationsproblem&FEyy, s1,t;) und(E}Y, sa, to), S0 dal¥l:(s; Et;)
undF:(sy Et2) in A}y vorkommen, oder

2. starrerE-Unifikationsprobleme EYY, t1,t)), ..., (B, t,,tl) (n > 1), so dafl}
AtomeT:(t; EXt, ..., t, 1 EL,)undT:(t, Et}) in A}y einen potentiellen Ent-
haltenseins-Zyklus bilden.

Dann ist die Konklusion

{{F:(maq(X1) = r1i7ag) }s o {Fi(Tas (X0n) & ramag)}

eineEU-KonklusionvonII. O

Mit Hilfe des Begriffs der EU-Konklusion kann die verbesserte Erweiterungsregel
ExYoop des Kalkils CiY oo Wie folgt definiert werden:

Definition 3.8.21 SeiX eine MLSSF-Signatur.

Fur alle Peimissenll C TabFormyssr(X*) bestehe die Mengélil o (X*)(IT) aus
den Konklusionen iy ss(X*) (1) (Def. 3.8.3) und (zuatzlich) allen EU-Konklusio-
nen vonll. a

Beispiel 3.8.22Wir setzen das Beispiel vom Anfang dieses Abschnittes fort und wen-
den die Erweiterungsregel des neuen Kidgk’!:Y ... an, um ein geschlossenes Teilta-
bleau unter einem Ast zu konstruieren, der die Atome

T:(f(a) = b) und T:(g(f(an (bU a))) Eg(b))

enthalt. Das einzigdér-Unifikationsproblem, das aus diesen Atomen extrahiert werden
kann, ist

<{f(Xa) ~ Xb}ag(f(Xal‘l(bl_la)))a g(Xb)> .

Eine allgemeinste dsung dieses Problems ist die Substitufodn, — X4 . Da-

her erlaubt das neue Erweiterungsregel-Schema’{{§g., den Ast mit dem Atom

F:(a = am(bUa)) zu erweitern; er kann dann zu einem geschlossenen Teiltableau
erweitert werden (siehe Abbildung 3.4). O

5 Die Substitutiony muf eine simultane dsung mehrereE-Unifikationsprobleme sein, d. h., ein
simultanesstarres E-Unifikationsproblem mufd gest werden. Im allgemeinen ist die simulta-
ne starreE-Unifikation unentscheidbar. Aber die simultanen Probleme, die hiersgelérden
mussen, getren zu einer entscheidbaren Teilklassamitich der Klasse simultaner starréi-

Unifikationsprobleme von der FOROE, s1,t1), ..., (E, su, tn) }, bei denen die Gleichungsmengen
identisch sind. In diesem Fall ist jede Substitution, die (a) eioguhg des nicht-simultanen Pro-
blems(E, f(s1,...,84), f(t1,...,tn)) istund (b) keine Variable mit einem Term instantiiert, der

enthalt, eine Losung des urspriglichen Problems (das Funktionssymlpaarf nicht im urspungli-
chen Problem vorkommen).
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T:(f(a) = b)
T:(g(f(am (bl'—' a))) Eg(b))
T:(as%tan(bUa))
~ ~
T:(cEa) F:(cEa)
(cEaN (bUa)) T:(cEan(bUa))
E. / \ F:(cED) T:(clEa)
(J_ F:(cEa) T:(ceEbUa)
1 1

Abbildung 3.4: Ein geschlossenes Teiltableau, das mit der Erweiterungsregel des
Kalkils CEY o konstruiert ist ( 3.8.22).

Das neue Erweiterungsregel-Scheaterschneidet sich teilweise mit anderen Regel-
schemata. Es erlaubt beispielsweiBgs; ~ s,) ausT:(s; £Et) und F:(sy Et) ab-
zuleiten, fallss; und s, nicht-funktionale Terme sind. Das gleiche ist auch durch
Anwendung des Regelschemas (R1Dghth.

Es ist nicht notwendig, starm-Unifikationsprobleme zu backsichtigen, die aus Un-
gleichungerF:(s ~ t) in L} konstruiert werden &finen. Weil @imlich, nachdem das
Regelschema (R11) angewendet worden ist, der Ast entweder die Atdme s),
F:(c £t) oder die AtomeF:(c £ s), T:(c Et) enthalt.

Die Erweiterungsregel vofi{i\ ¢« ist korrekt, und das neue Schema hilft, den Such-
raum zu verkleinern. Es besteht die Vermutung, dgR.. auch vollséindig ist,
daf also die auf starrdf-Unifikation basierende Regelschema die Schemata (EQ1’),
(EQ2’), und (Cut’) es Kallals Cy;p ssr tatsichlich ersetzen kann, dies ist aber bis jetzt
unbewiesen.

Satz 3.8.23Der Kalkill Ci;i o4 fUr MLSSF ist korrekt.
Vermutung 3.8.24 Der Kalkil CEY o fUr MLSSF ist volls@indig.

Beispiel 3.8.25Wir beweisen, dal3 die Formel
G = [aE[(f(a)\ flaU(bMa)))LUdUe] N eldbEa] — aEd

eine MLSSF-Tautologie ist; sie erath'das freie Funktionssymbdgl Intuitiv ist wie
folgt einzusehen, dal3 die Form@leine Tautologie ist: Wir machen die Annahme,
daf3a ein Element von wenigstens einer der drei Mengea f(a) \ f(a U (bNa)),

d unde ist und dal U b ein Element vor: ist. Nun kanna nicht in der Mengeu
enthalten sein, weit = (a U (b N a)) und darumu die leere Menge ist (ff"alle Inter-
pretationen vory); die Mengee kanna nicht enthalten, denn andernfallglgg es einen
Enthaltenseins-Zyklus € (e U b) € a. Also mul3a in der Mengel enthalten sein.
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Abbildung 3.5 zeigt ein geschlossenes Tablaau.6 Die Unerfillbarkeit von—G
impliziert die Allgemeingiltigkeit vonG.

Formel (11) ist aus den Formeln (9) und (10) durch Anwendung des EU-Regelschemas
abgeleitet. Die Substitutiofir, < z.r0)} ist €ine Losung der starrel-Unifika-
tionsprobleme), X,, X,) und (0, (f(X,), f(Xaupna))), die aus 9 und 10 entstehen.
Dementsprechend ist die Ungleichufda ~ a LI (b M a)) zum Ast hinzugeafgt.

Bei der Anwendung des Regelschemas (R12) auf die Formel (11), durch die die For-
meln (12)—(15) zum Tableau hinzuget'werden, wird die Skolem-Konstante

Cc1 = SkOMLSSF(Fi(a ~ all (b [l a)))

eingetihrt.

Der Ast, der in dem Knoten (30) endet, ist durch den Enthaltenseins-Zyklés= o
unda E e LI b (Formeln (6) und (28)) geschlossen. Alle andefste sind durch Paare
komplemenrdrer Atome geschlossen.

Wenn das Regelschema zum Abschluf? ¥aten verwendet wird, das auf der Be-
rechnung von Mengen impliziter Voagger zum Auffinden impliziter Enthaltenseins-
Zyklen beruht (Def. 3.8.10), dann wird die Schnittregelanwendung, die die Formeln
(28) und (29) erzeugt, nicht betigt, sondern der Teilast, dessen Blatt der Knoten (26)
ist, kann sofort geschlossen werden; er altttihen impliziten Zyklus, weil aus € ¢

folgt, dal3a € e U b (dieser Zyklus wird durch die Schnittregelanwendung explizit ge-
macht). Die Menge aller nglichen impliziten Vorghger von Termen auf dem Teilast,
der in Knoten (26) endet, ida, b, d, e, f(a), f(a LU (bMa)), (e Ud)}. Die Vorgdnger-
Mengen der Konstanten sind:

Pr(a) {eU b}
Pn(b) =0
Pu(d) = 0
Pu(e) {a}

Die Vorgdnger-Menge von U b ist
Pr(eUb) = Pule) UPn(b) = {a} .

Damit haben wit € Pr(e U b) unde LI b € Pr(a), was das Vorhandensein eines im-
pliziten Enthaltenseins-Zyklus anzeigt. O

6 An deni-ten Knoten in diesem Tableau ist die Bezeichn{ing; (R)] angeheftet, was andeutet, dal
seine Formel durch Anwendung des Regelschemas (Rj¥Pgs; auf eine Paimisse erzeugt wurde,
die aus der Formel dessten Knotens besteht.
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Abbildung 3.5: Tableaubeweisuii'eine MLSSF-Formel (Beispiel 3.8.25).
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4 Erweiterungen

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel werden Techniken zur Verbesserung von Tableau&alkorge-

stellt, die die auf den Kalldlén basierenden Beweisprozeduren effizienter machen. Nur
solche Techniken werden in diesem Kapitel behandelt, die es erfordern, dan Kalk"
verdndern. Heuristiken und Methoden zur Organisation der Beweissuche, d. h., Tech-
niken zur Konstruktion einer effizienten Beweisprozedur basierend auf einem gegebe-
nen Kalkil, werden im @ichsten Kapitel behandelt.

Verstirkung des Kalkiils Ein Kalkul wird versgrkt, wenn er in solcher Weise
verdndert wird, daf? (zumindegirfimnanche Formeln)uczere Beweise existieren; das

kann beispielsweise dadurch geschehen, daf? man die Tableauregel so erweitert, dal3
zusatzliche Konklusionen aus bestimmterafissen abgeleitet werdemrien. In

den meisten &len wird ein Kalkil indeterministischer, wenn er veaskt wird; das

heil3t, es gibt bei jedem Erweiterungsschritt mehr verschiedergdidhkeiten fortzu-

fahren als mit dem urspnglichen Kalkil. Man muf3 daher abagen zwischen dem
Vorteil, dal3 es Wizere Beweise gibt, und dem Nachteil, dal} dieseéren Beweise
schwieriger zu finden seirokinen, weil der Suchraum mehr Verzweigungspunkte hat.

Leider gibt es kein allgemeines Kriterium, um zu entscheiden, ob eine bestimmte
Kalkul-Verstrkung nitzlich fir das Automatische Beweisen ist. Einige automatische
Deduktionssysteme benutzen sogar abgeachte’ Kalkile, die weniger Wahlimg-
lichkeiten bieten, — auf Kosten einer Veof€rung der jeweils kleinsten existieren-
den Beweise; dazu gelen beispielsweise solche Beweisprozeduremfadikaten-
logische Klausellogik, die eine starke Konnektionsbedingung verwenden (siehe Ab-
schnitt 5.5).

Die nicht-analytische Schnittregel, die erlaulot, &lle Markierungem und Formelny

die Konklusion{{o:T:¢}, {0:F:¢}} aus der leeren Brisse abzuleiten, ist ein typi-
sches Beispieldt eine Kalkil-Erweiterung, bei der der Nachteil des atadichen Inde-
terminismus den Vorteil, daflikZere Beweise existieren, bei weiteimeiwiegt. In au-
tomatischen Deduktionssystemen wird die Schnittregeialsohne Einschainkung
verwendet. Es gibt jedoch eingesahkte Versionen der Schnittregel, wie beispiels-
weise die Erzeugung lokaler Lemmata (Abschnitt 4.5), mit dezére Beweise kon-

89
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struiert werden &ihnen, ohne dal zu viele aigliche Wahlnoglichkeiten bei der Re-
gelanwendung eingehit werden.

Eine Methode zur Veratkung von Kalkilen, die immer von Vorteil ist, ist die in Ab-
schnitt 4.6 beschrieberferuning Technik, denn sie erlaubt, kleinere Tableaubeweise
zu konstruieren, undifirt keinerlei neue Wahloglichkeiten ein.

Eine anderer utzlicher Weg, Tableaukallké zu verstirken, ist die Einihrunguniver-
seller Variablen(Abschnitt 4.3); diese Technik kann zu exponentieitzéren Bewei-
sen tihren und @ihrt nur wenige zwszliche Wahlnoglichkeiten ein.

Aufschieben von Entscheidungen Oft ist es noglich, mehrere verschiedene Ta-
bleaus — und damit verschiedene Teile des Suchraums — durch ein einzelnes Tableau
zu repesentieren, wenn man aigliche syntaktische Hilfsmittel einfirt. Ein typi-

sches Beispiel ist die Technik dstarren Variablen(Abschnitt 4.2), wobei Tableaus,

die gleich sind bis auf die Ersetzung bestimmter Terme durch andere Terme, alle durch
ein einziges Tableau regséntiert werden, in dem eine freie (starre) Variable als Platz-
halter tir die verschiedenen Terme verwendet wird.

In gewissem Sinneutirt das Aufschieben von Entscheidungen zu einer Breitensuche,
bei der verschiedene Teile des Suchraums solange gleichzeitig durchsucht werden, bis
genug Information angesammelt wurde, so daf? eine informierte Entscheidung getrof-
fen werden kann, auf welchen Teil des Suchraums sich die Suche im weiteren kon-
zentrieren sollte. Wenn eine Tableauregelanwendung es beispielsweise erfordert, dal3
eine starre Variabl& mit einem bestimmten Terminstantiiert wird, dann ist die Ent-
scheidung,X mit ¢ zu instantiieren in dem Sinne eine informierte Entscheidung, als
man weil3, dal’ die Instantiierung sinnvoll ist, weil eine Regelanwendung existiert, die
ohne die Instantiierung nichtaoglich ist.

Techniken zum Aufschieben von Entscheidungen sind immer vorteilhaft, wenn man
als Qitemal} die Zahl der Regelanwendungen betrachtet, die asgeférden, bis

ein Tableaubeweis gefunden ist. Solche Technikennkh allerdings schwierig zu
implementieren sein. Wenn beispielsweise eine starre Variable mit einem Term in-
stantiiert wird, der sich sér als die falsche Wahl herausstellt, dann kann es sehr viel
schwerer werden, einen Tableaubeweis zu finden (nicht abeogliai,” vorausge-

setzt der Kalk ist beweiskonfluent). Es ist also vorteilhaft, starre Variablen so lange
nicht zu instantiieren, als es nicht absolut sicher ist, daf3 eine bestimmte Instantiierung
nutzlich ist. Eine Instantiierung, die mglicherweise aotzlich ist, noglicherweise aber

auch nicht, sollte statt dessen als Heuristik verwendet werden, d. h. Erweiterungsre-
gelanwendungen, die mit solch einer Instantiierung kompatibel sind, werden bevor-
zugt, sind aber nicht notwendigerweise die einzigen, die betrachtet werden. Weil diese
Methode aber schwierig zu implementieren ist, wenden praktisch alle tableaubasierten
Deduktionssystemeuf die Pedikatenlogik erster Stufe eine Substitution starrer Va-
riablen durch Terme auf das ganze Tableau an, sobald festgestellt wurde, dal sie den
Abschlul’ eines einzelnen Astes emghicht, — anstatt zuerstif jeden Ast des Tableaus
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nach einer Substitution zu suchen, die erlaubt ihn abzuschlie3en, und dann zu versu-
chen, alle diese Substitytionen zu kombinieren, um so eine einzelne Substitution zu
konstruieren, mit der all&ste zugleich abgeschlossen werdemkén.

Ein anderer Nachteil von Techniken zum Aufschieben von Entscheidungen ist, dal sie
die Interaktion zwischen dem Beweissystem und dem Benutzer erschweren (der Grund
fur eine solche Interaktion kann sein, dal’3 das System nicht voll automatisiert ist oder
auch dal? ein gefundener Beweis dem Benutzer mitgeteilt werden soll). Menschen be-
vorzugen Kalkile mit einer einfachen Erweiterungsregel. Jede ihrer Anwendungen
sollte syntaktisch (nicht unbedingt semantisch) einfach sein, d. h., sie sollten einfach
nachzuvollziehen und ihre Vorbedingungen einfaclukarprifen sein, und sie sollte
keine Seiteneffekte haben. KalkErweiterungen zum Aufschieben von Entscheidun-
gen resultieren jedoch typischerweise in einem syntaktisch komplizierteremlKalk”
Regelanwendungerokinen nicht-lokale Seiteneffekte haben, wie beispielsweise die
Instantiierung freier Variablen (das Problem der Benutzerinteraktion wirdén Fall

der Padikatenlogik erster Stufe in (Steekal., 1999) diskutiert).

4.2 Tableaukalkiile mit starren Variablen

4.2.1 Die ldee starrer Variablen

Das Konzept der starren Variabledas aus dem Automatischen Beweisen iadia-
tenlogik erster Stufe bekannt ist, basiert auf der Beobachtung, daR? die Erweiterungsre-
gel vieler Kallile fir Logiken mit Termendi bestimmte Rainissen stabil ist beglich

der Ersetzung von Termen Iih durch andere Terme; insbesondere gibt es1#ssen,

aus der eine Konklusiofi(¢) fur alle Termet abgeleitet werden kann.

Beispiel 4.2.1Ein typisches Beispiel ist die Erweiterungsregel des WislKp;, aus
Abschnitt 3.6. Sie ist stabilf'P@missen, die aus-, 3-, v- undd-Formeln bestehen.
Zum Beispiel kann die Konklusiofi{a, [t — t'], as[t — t']}} fur alle Termet’ aus
einer Peimisse abgeleitet werden, die digcormela|t — '] enttélt. P@missen, die
einey-Formely enthalten, erlauben die Konklusiétt) = {{~:(¢)}} fur alle Terme
abzuleiten.

Die Erweiterungsregel vo6pr,; ist nur flir P@missen instabil, aus denénabgelei-
tet werden kann, die also erlauben einen Ast abzuschlie3en; beispielsweise kann aus
{T:¢(s), F:o6(t)}[t — ¢'] nurdannl = L[t — t'] abgeleitet werden, wenh=s. O

Wenn ein Kalkil eine Erweiterungsregel hat, dann kann man, anstatt Terme bei ih-
rer Einflihrung zu,raten”, diese durch eine starre Variable eeg@ritieren, die spér

L'In der Literatur — insbesondere daber Kalkile fiir die Pedikatenlogik erster Stufe — werden ver-
schiedene andere Namaeur freie und besondersif starre Variablen verwendet, so beispielsweise
Parametey Dummy-Variablaind Meta-Variable
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,bei Bedarf* instantiiert werden, wenn die Erweiterungsregel auf eiaenRse an-
gewendet wird, dif die sie nicht stabil ist, wenn also die Regelanwendung ohne die
Instantiierung der starren Variablen nichogiich ist. Gewohnlich konnen Unifikati-
onsalgorithmen verwendet werden, aitgemeinst&Substitutionen zu finden, die eine
bestimmte Regelanwendung erlauben.

Intuitiv steht eine Formel, die eine starre Variableenthalt, fir eine einzelnes (unbe-
kanntes) Element der Menge aller Formeln, die maalervenn manX durch einen

Term ersetzt (vgl. Abschnitt 4.3, wo freie Variablen einget 'werden, dialle Ter-

me repesentieren undniverselleVariablen genannt werden). Alle Vorkommen einer
starren Variablen in einem Tableawssén immer mit dem selben Term instantiiert
werden (was der Grund dafist, daf} diese Variablestarr* genannt werden). Darum

kann die Instantiierung einer starren Variablen um eine Erweiterungsregelanwendung
maoglich zu machen, eine andere Regelanwendung verhindern, was besonders proble-
matisch ist, wenn der Kalk nicht beweiskonfluent ist.

Kalkule mit starren Variablen werden getuilich durch,Heben* (iften) eines Grund-
kalkuls konstruiert. Bisher ist das jedoch zumeist ein Ad-hoc-Verfahren. Ausgangs-
punkt ist die Beobachtung, das die Erweiterungsregel einesulsaflii’ einige oder

die meisten Rainissen stabil ist unter der Ersetzung von Termen durch andere Terme.
Dann wird die Pamisse in einem ersten Schritirfdiejenigen Painissen gehoben, die

die Ableitung einer Konklusior'(¢) fur alle Termet erlauben; in der Version mit
starren Variablen kann aus einer solchearfisse die Konklusio@' (X') abgeleitet
werden. In einem zweiten Schritt wird die Erweiterungsregel der Version mit starren
Variablen fir andere Ramissen entworfen (oft in Ad-hoc-Manier), so dal3 der Khalk™
korrekt und vollséindig ist. Das kann jedoch schwierig sein, und es kann versteckte
Fallen geben — besonders, wenn der GrundKalicht gutartig ist. Man mufl3 genau
Uberptifen, fir welche Painissen die ursprgliche Erweiterungsregel (ohne starre
Variablen) stabil ist undui'welche nicht.

Beispiel 4.2.2Die Tatsache, dal’ das Heben eines Grunditsl&chwierig sein kann,

wird durch die Geschichte der Kalle' mit starren Variablenuf” Prddikatenlogik er-

ster Stufe veranschaulicht: Als die ersten Versionen definiert wurdesrsdhen eini-

ge Autoren, dal3 die Grund-Erweiterungsregel, die sie benutztessFormeln nicht

stabil war, da sie verlangte, dal3 die durch eine Regelanwendung auf eine aus ei-
ner j-Formel bestehende &riisse eingeffirte Konstanteneusei. Andere Autoren
losten (bzw. umgingen) dieses Problem, indem sie ein korrektes Erweiterungsregel-
Schema it §-Formeln entwarfen, das jedoch nicht durch Heben des entsprechenden
Schemas des Grundkallk entstand (siehe Abschnitt 4.4r f€ine Diskussion, wie das
Erweiterungsregel-Schemarfs-Formeln verbessert werden kann). O

Solche versteckten Fallemkinen vermieden werden, indem manacimst den Grund-
kalkiil verdndert, so daf’3 euf'mdglichst viele Pamissen stabil wird, bevor man ihn
hebt. Das Entwurfsproblem ist dann, die Regel des Grundlsalitabil zu machen;
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ein Beispiel ist die Erweiterungsregel aus Abschnitt 3.6, die etwas unintuitiv sein mag,
die aber auchui’9-Formeln stabil ist.

Wenn ein Kalkil C* mit starren Variablen durch Heben aus einem stabilen Grund-
kalkiil C&? konstruiert worden ist, dann folgen Korrektheit und Valistiigkeit vorCt

aus Korrektheit und Vollstridigkeit vonC&? und mussen nicht extra bewiesen werden.
Insbesondere mulR man also, da die Beziehung zwischen der Grundversion und der
Version mit starren Variablen eines Kalk rein syntaktisch ist, nicht extra eine ge-
eignete Semantikuf" Tableaus mit starren Variablen entwerfen. Die Semantik eines
Tableaus mit starren Variablen kann in uniformer Weise, basierend auf der Semantik
seiner Grundinstanzen, definiert werden (Abschnitt 4.2.9).

4.2.2 Syntax von Tableaukalkiilen mit freien Variablen

Die Ersetzung von Termen durch freie Variablen ist nicht auf den Formélteiher
Tableauformeb:o:G beschahkt, sondern dieseokhen auch in der Markierungund

dem Vorzeichers verwendet werden. Das heif3t, wir machen die Annahme, daf3 die
Menge der Tableauformeln eine Sprache mit Termen ist. Markierungen und Formeiln
konnen gegebenenfalls Variablen derselben Sorte enthalten (und also auch Variablen
gemeinsam haben). Freie Variablen, die in Vorzeichen verwendet werdesgmvon

einer besonderen Soresein, so daff undF die einzigen Terme von der Sodsind.

Definition 4.2.3 Ein Kalkul C* fur eine LogiKL heiRe eirkalkiil mit freien Variablen
(bzgl. der Mengé/ar freier Variablen), wennuf'jede SignatuE € Sig vonL diejeni-

ge Erweiterung_;, von X, die verwendet wird, um Tableauformeln aufzubauen, auch
Erweiterung einer Signatdt;,; € Sig ist (die ebenfalls eine Erweiterung vanist),

so daf3 folgende gilt:

1. die MengeTabForm(3;,) von Tableauformelubery,, ist eine Sprache mit
Termen (Def. 2.2.1);

2. die MengeTabForm(X;,) von TableauformelmuberXy, ist die (genald Defini-
tion 2.2.2) ausTabForm(X3,) und der MengeVar freier Variablen konstruiert
Sprache mit freien Variablen, d. h.,

TabForm(%§,) = (TabForm(E;d))fv :

Die Termmengen vorfabForm(%f,) und TabForm(X},) seien mitTabTerm(X;,)
bzw. TabTerm(3},) bezeichnet.

Ein Kalkdl C&¢ ist einGrundkalkil (bzgl. der Mengé/ar freier Variablen), wenn seine
Tableauformeln keinerlei freie Variablen ausr enthalten. a
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Beispiel 4.2.4Eines der seltenen Beispieladie Nitzlichkeit freier Variablen in Vor-
zeichen ist ein Erweiterungsregel-Schema, das erlaubt, die nicht verzweigende Kon-
klusion{{X:F, X:G}} aus einer Rainisse, die didquivalenz{T:(F < G)} enthlt,
abzuleiten. O

Die Klasse der Tableaukalle mit freien Variablen ist nur dadurch charakterisiert, daf?
ihre Tableauformeln freie Variablen enthalten. Alle Definitionen aus Kapitel 3 von Be-
griffen wie Ast, Tableau, Tableaubeweis, Beweiskonfluenz, Monotonie, usw. bleiben
unveldndert. Die Begriffe eines Kallt'mit Erweiterungsregel und der Gutartigkeit
sind jedoch in dem Fall, dal’ ein Kalkstarre Variablen verwendet, nicht angemessen
und nussen entsprechend angepaldt werden (siehe Abschnitte 4.2.3 und 4.2.5).

4.2.3 Starre Variablen verwendende Tableaukalkiile mit Erweiterungsregel

Der Begriff eines Kallil's mit Erweiterungsregel (Abschnitt 3.3.3) — und also der eines
gutartigen Kalkils (Abschnitt 3.3.7) — sinduf 'Kalkle, die starre Variablen verwenden
nicht angemessen, weil bei einem Kallkiit Erweiterungsregel alle Tableauformeln
auf einem Tableall’ unvendert bleiben mssen, wenn es erweitert wird; es ist nicht
zulassig, inl" auftretende starre Variablen zu instantiieren. Daruhréi wir den Be-
griff einer Erweiterungsregel mit starren Variablen ewwobei eine Konklusion (neben
einer endlichen Menge von Extensionen) eine Substitutioraéinttié auf das ganze
Tableau angewendet wird, wenhfur die Erweiterung des Tableaus verwendet wird.
Von der Anwendung dieser Substitution abgeseharfed Tableauregelanwendungen
auch weiter nur lokale Auswirkungen haben. Das heil3t, eine Regelanwendung erwei-
tert einenAst eines Tableaus und, was dieolylichkeiten tir die Erweiterung eines
AstesB sind, ldngt nur vonB selbst ab; keine zaszlichen Vorbedingungen sind er-
laubt, wie Beispielsweise das Vorhandensein bestimmter Formeln auf ardsesn

Definition 4.2.5 SeiC ein Tableaukalil mit freien Variablen @it eine LogikL; und
seiY. € Sig eine Signatur vor..

Eine Konklusion mit starren Variablerst ein Paar(C, o), das aus einer endlichen
MengeC von Extensionen (Def. 3.3.4) und einer Substitutioa Subst(Xf,) besteht,
sodal’’ = Co.

Eine Erweiterungsregef (X) mit starren Variablerist eine Funktion, die jedem (end-
lichen) Tableauast, dessen Knoten mit FormelnBuigiorm(Xf,) markiert sind, eine
Mengeé (X)(B) (mdglicher) Konklusionen mit starren Variablen zuweist, die unend-
lich sein darf, aber auilbar sein muf3. O

Definition 4.2.6 SeiC eine Tableaukalld 'mit starren Variablenut eine LogikL; und
seiY € Sig eine Signatur voiL.
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Eine Erweiterungsregel(X) mit starren Variablercharakterisiertdie Tableauregel
R(X) vonC, wenn {ir alle Tableaud™ UberX}, das folgende gilt: Ein Tabledli" ist
genau dann ein Nachfolgetableau vbrid. h.,7" € R(X)(7)), wenn es einen AsB
in 7" und eine KonklusionC, o) mit starren Variablen irf(X)(B) gibt, so dal’ das
Tableaul” konstruiert werden kann, indem

1. der AstB fur jede ExtensiorF in C' mit einem neuen Teilast erweitert wird,
wobei die Knoten in diesem Teilast mit den Elementen Komarkiert sind, und

2. die Substitutionr auf das Tableau angewendet wird.

Wenn die Erweiterungsregél(X) mit starren Variablen die Tableaurede(X) vonC
fur alle Signaturert charakterisiert, dann hei#die Erweiterungsregel mit starren
Variablen vonC; undC heil3e eirKalkil mit starren Variablen und mit Erweiterungs-
regel&. O

4.2.4 Erweiterungsregeln mit starren Variablen, die beziiglich Substitution
monoton sind

Intuitiv ist die Anwendung der Substitution, die Teil einer KonklusionC, o) mit
starren Variablen ist, eine Vorbedingung fdie Ableitung vonC' aus den Formeln

auf dem Ast. Wenn ein (Grund-)Kalk'monoton ist (wie in Abschnitt 3.3.5 defi-
niert), dann ist die Vorbedingungrfdie Ableitung einer bestimmten Konklusion, daf3
bestimmte Formeln auf dem erweiterten Ast vorhanden sind — nicht aber die Abwe-
senheit von Formeln. Dementsprechend kann man den Begriff der Monotonie bzgl.
der Anwendung von Substitutionen definieren: Nur, daf} eine bestimmte Variable in
bestimmter Weise instantiiei$t oderwerden kannist als Vorbedingung zaEsig —

nicht aber, dal3 die Variabtechtin dieser Weise instantiiert ist. Jedoch kanrunith

eine andere, inkompatible Instantiierung die Regelanwendung sehr wohl verhindern.

Definition 4.2.7 SeiC ein Kalkul mit starren Variablen und mit Erweiterungsregel
fur eine LogikL.

Die Erweiterungsregef’ und der Kalkil C heil3enmonoton bzgl. Substitutiomvenn
fur alle Signaturex € Sig vonL und alleAsteuberX* das folgende gilt:

Wenn(C\, o) € £(B) undp, 7 € Subst(X*) mito = po T,
dann(C, p) € £(Br).

O

Beispiel 4.2.8 Angenommen, dal3 — in einem Kalkfur PL1, der monoton ist bzgl.
Substitution, {{{T:p(a,b)}},{X — a,Y — b}) eine nogliche Konklusion @it ei-
ne Ast B(X,Y) ist, dann ist{{{T:p(a,b)}},{Y — b}) eine nogliche Konklusion
fur B(a,Y), und({{T:p(a, b)}}, id) ist eine nogliche Konklusiontif B(a, b). O
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4.2.5 Gutartige Tableaukalkiile mit starren Variablen

Gutartigkeit, die Eigenschatft, die dgd/ohlverhalten* von Tableaukalikén erzwingt,

wird fur Kalkile mit starren Variablen imhnlicher Weise definiert wieuf"Grund-
kalkile. Ein Grundkalll ist gutartig, wenn er nicht-strukturell und monoton ist und
ein Kalktil mit Erweiterungsregel ist. Ein Kallk'mit starren Variablen ist gutartig,
wenn er nicht-strukturell ist (wie im Grundfall), er monoton ist (wie im Grundfall)
und datiberhinaus auch monoton bzgl. Substitution und er eine Erweiterungsnggel
starren Variablerhat, also die Anwendung von Substitutionen gestattet ist (statt einer
Grund-Erweiterungsregel).

Definition 4.2.9 Ein Tableaukalll'mit starren Variablen heil3gutartig, wenn er

1. nicht-strukturell ist,

2. monoton ist,

3. monoton ist bzgl. Substitution und
4,

eine Erweiterungsregel mit starren Variablen hat.

O

Wie im Grundfall (siehe Lemma 3.3.11) kann die Erweiterungsrégehes gutartigen
Kalkuls mit starren Variablen als Funktiénauf Pemissen dargestellt werden; und wir
identifizieren die Erweiterungsreg&lund die Funktiort.

Lemma 4.2.10 SeiC ein Tableaukalél mit starren Variableniir eine LogikL, der

gutartig ist und eine Erweiterungsreg€lmit starren Variablen hat. Dann gibt e&arf

alle Signaturer® vonL eine (eindeutig bestimmte) FunktiémE), die jeder (endli-
chen) Pamissell ¢ TabForm(X:,) eine Mengef (X)(I1) (mbglicher) Konklusionen
mit starren Variablen zuweist, so daf3

E(2)(B) = £(5)(Form(B))

fur alle TableadsteB uberX;, .

Der Begriff derminimalenPramisse einer Konklusion mit starren Variablen ist wie im
Grundfall definiert (Def. 3.3.13).

Erweiterungsregeln gutartiger Kaile'mit starren Variablend«inen mit Hilfe von Re-
gelschemata beschrieben werden, an die einaBnk{j angefgt ist, wie die Substitu-

tion zu berechnen ist, die angewendet wird, wenn eine Instanz des Schemas verwendet
wird, um einen Tableauast zu erweitern (siehe Abschnitte 4.2.10 und 4.2.BEif
spiele).
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4.2.6 Eine Subsumtionsrelation auf Konklusionen mit starren Variablen

Die Subsumtionsrelation (oder Ist-allgemeiner-als-Relatiofi) die auf Substitutio-
nen definiert ist, kann auf Konklusionen mit starren Variablen wie folgt erweitert wer-
den.

Definition 4.2.11 SeiC ein gutartiger Kalkl mit starren Variablenui' eine LogikL;
seien(C, o) und(C", ¢') Konklusionen mit starren Variablerbér der gleichen Signa-
tur 33, € Sig; und seilV C Var eine endliche Menge starrer Variablen.

Die Konklusion(C o) subsumiertlie Konklusion(C’, ¢’), in Zeichen
(C,o) <7 AT 0)
wenn es eine Substitutigne Subst(Xf,) gibt, so dal

1. 0 <Y p <" ¢/, wobei <" die Subsumtionsrelation auf Substitutionen aus De-
finition 2.2.6 ist;

2. Cp=C".

O

Lemma 4.2.12 Die Subsumtionsrelatiod” auf Konklusionen mit starren Variablen
ist transitiv.

Beweis:Wir nehmen an, daf{’, o) <" (C’, o'y und(C’, o'y <" (C", o").

Die Substitutionerp und o/, die genald der Definition der Relatior™ existieren,
erfillen die Bedingungen <" p <" ¢’ undo¢’ <" p' <" ¢"; da die Relation<"

auf Substitutionen transitiv ist, impliziert das<" p’ <" o¢".

AulRerdem habenwit'p’ = (Cp)p' = C'p' = C". Also qilt (C, o) <™ (C",¢"), denn
die Substitutiony’ hat die rotigen Eigenschaften. O

Lemma 4.2.13 Seien(C, o) und(C, ¢') Konklusionen mit starren Variablen, die sich
nur in ihren Substitutionen unterscheiden. Wend™ o', dann(C, o) <" (C, o).

Beispiel 4.2.14Eine Konklusion mit einer allgemeineren Substitution ist allgemeiner,
d.h.,
({{L}},id) subsumiert({{L}},{X — a}) ,

und wennY” ¢ W, dann

({1} {X = f(Y)}) subsumiert({{1}},{X — f(a)}) .
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Intuitiv bleibt die Vollséindigkeit eines gutartigen Tableaukalkkinit starren Variablen
erhalten, wenn aus jederdnisse nur bzgkl™ allgemeinste Konklusionen abgeleitet
werden. Jedoch mul3 die Variablenmengiemit Bedacht gewhlt werden. Wenn
der Kontext bekannt ist (d. h., ein bestimmtes Tableau), dann reicht es aus}ivenn
alle starren Variablen erdlt, die in diesem Kontext vorkommen. Andernfalls muf3
man sicherstellen, daf? die Vobistdigkeit tir jede beliebige Variablenmengg, die

in dem unbekannten Kontext vorkommeonkite, erhalten bleibt.

Beispiel 4.2.15Die Konklusion
Cx = ({{p(X)}}, id)

subsumiert die Konklusion

Cr = ({{p()}}, id)
fur alle Termet, falls X ¢ W; in diesem Fall kann die einzelne Konklusioh alle
KonklusionenC; ersetzen.

Wenn jedoch der Kontext unbekannt ist, und also die Méhgéie VariableX enthalt
(oder auch nicht), dann muf3 man vorsichtig sein, dégrsubsumiert’; nicht, falls
X € W. In diesem Fall kann man die Mend€'y | X € Var} von Konklusionen
benutzen, um die Mende”, | t € TabTerm} zu ersetzen, weil die Zahl der Variablen
in jedem beliebigen Kontextimmer endlich ist und es daher immer VariablenVar
gibt, die im Kontext nicht vorkommen. O

4.2.7 Die Version mit starren Variablen eines Grundkalkiils

Wie schon zuvor gesagt, kann ein TableaukbdK¥ mit starren Variablen aus einem
Grundkalkil ¢&¢ durchHebenkonstruiert werden. Die folgende Definition beschreibt
die Beziehung zwischef’ undcCeq.

Definition 4.2.16 SeiC™ ein gutartiger Kalkl mit starren Variablenui eine LogikL;
und seic&? ein gutartiger Grundkalk fur L, so daR @t alle Signaturert € Sig die
Erweiterte Signatuky;, die von(s&! benutzt wird, diejenige Signatur ist, die gafh”
der Definition von Tableaukalkén mit freien Variablen (Def. 4.2.3) existieren mulf3,
fur die

TabForm(%f,) = (TabForm(Egd))f"
gilt.
Der Kalktil C™ ist eineVersion mit starren Variablenles Kalkils C&¢ (und C&¢ ist
eineGrundversiorvonC™), wenn fir all Pmisseril,, C TabForm(3},) (mit starren
Variablen), alle Pamissenlly C TabForm(Egd) (ohne starren Variablen) und alle
Substitutionen € Subst(3f,) mit endlichem Definitionsbereich, so daf}

g7 = Hgd )
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das folgende gilt, wobed&? und£T die Erweiterungsregeln varé? bzw.C™ sind und
W = dom(r):

E8(Ilyy) = {Cya | €S gibY{Cyy, 0) € E™(IL,y), SO dARCly, ) <V (Cya, T)}

O

Beispiel 4.2.17Tabelle 4.1 zeigt Beispiele aus deaBiKatenlogik erster Stufeif die
drei Haupttypen von Grundanmiissen (und ihre Konklusionenyrfdie die Erweite-
rungsregel gehoben werden kann, und die jeweilige Version mit starren Variablen.

In jedem dieser &lle erlaubt die Grund-Erweiterungsregel (siehe Abschnitt 3.6), die
KonklusionC,q4 aus der Paimissell,q abzuleiten, und die Erweiterungsregel mit star-
ren Variablen (siehe Abschnitt 4.2.10) erlaubt, die Konklugign aus der Painis-
sell,, abzuleiten.

Unter Verwendung der Notation aus Definition 4.2.16 ist die Beziehung durch die
Substitutionr, fur diell,, 7 = Tly4 gilt, und die Substitutiop, fur dieC,,p = Cyq gilt,
angedeutet.

Im ersten Beispiel reicht esicht aus, wenn({{T:«:p(X,Y)}}, id) fur nur eine star-
re VariableX € Var eine Konklusion von{T:«:(Vz)(p(z,Y"))} ist, weil eine andere
Substitutionr’ = {Y +— ¢, X +— d} die VariableX instantiieren bihnte; dann wide
X ein Element vori¥ sein und also

({{T:p(X,Y) }}id) £ ({{T=*p(t, o)} },{Y — e, X — d}) .

O

Eine Grundversion eines beliebigen Kalk it starren Variablen kann leicht angege-
ben werden, indem man festlegt: falls ein P&ay,, o) eine Konklusion mit starren
Variablen einer Rainissell,, ist undp eine Substitution, die sowolil., als auchll,,
grundiert und @ir dieo < p gilt, dann seiC,yq = C',p €ine Konklusion (ohne starren
Variablen) der Paimissellyq = I1,.

Der Vorteil, wenn man einen Kallk'C™ mit starren Variablen aus einem Grund-
kalkiil C&¢ durch Heben konstruiert, ist, daR Korrektheit und Valhatigkeit vonC™
aus der Korrektheit und Vollatidigkeit vonCe? folgen.

Satz 4.2.18SeiC" ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL, und
seiC#! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daf’™ eine Version mit starren Variablen
von(ed ist (Def. 4.2.16).

Dann gilt fur alle Signaturer € Sig und alle endlichen Menge@ C Form(X) von
Formeln, daR es genau dann einéi-Tableaubeweisif G gibt, wenn es eine@s?-
Tableaubeweidir G gibt.
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|0 | ¢ |
gd | {T=:(Va)(p(z,e))} | {{T:xp(t,¢)}} fur alle Terme
rv [ {Ta:(Ve)(p(z, Y)} | ({{Tx*p(X,Y)}},id) furalleX € Var
T={Y ¢} p={Y e Xt}
L [u | ¢ |

gd [ {Toep(t) Aq()} | {{Toxep(t), Toxeq(d)}}

rv | {Toep(X) A (X))} | ({{Texep(X), Texeq(X) }}, id)
T={X —t} p={X —t}

L [T | ¢ |
gd | {Tup(t), Foep(d)} | {{L}}

rv | {T=p(t'), Faep(t”)} | ({({L}}, o) wobeio ein MGU vont’, " ist
rmitt=tr=t"r |p=r1

Tabelle 4.1: Beispiele fir die Beziehung zwischen einem Grundkalkiir PL1
und seiner Version mit starren Variablen (siehe Beispiel 4.2.17).

Beweis:Wenn-TeiI:AngenommenTOgd, ..., T8 (n > 0) ist ein Tableaubeweisif G,
der mit Hilfe des Grundkalkis C&¢ konstruiert ist.

Durch Induktionuber: beweisen wir, daf es einen TableaubeWgis ..., 7" mit
starren Variablen gibt, so dal¥'7; = T fur Substitutionen; € Subst(%,).

1 = 0: Der Kalkiil C,, ist nicht-strukturell, und irG kommen keine starren Variablen
vor. Darum giltTr¥ry = T fur 7t = T8 undry = id.

=1+ 1 Wenanf1 ausTig‘]1 durch Anwendung der Erweiterungsregel \@t auf
eine Pemissells! auf einem AstB5? von T8 entstanden ist, wobei die Konklusi-
on C&! verwendet worden ist, dann gibt es ein@fissell'" auf einem AstB:"
von T, so daRITi¥r; = T1ed und BIY7; = B%!. Also gibt es geraR der in Definiti-
on 4.2.16 festgelegten Beziehung zwischen der Grundversion einegl&alid sei-
ner Version mit starren Variablen eine Konklusi@i™, o) mit starren Variablen, die
auslI™ mit der Erweiterungsregel vaiiv ableitbar ist, und es gibt eine Substitutjgn
so dar’C™ p; = C&d undr; <" p;, wobeilW der Definitionsbereich von ist (der alle
in 7' auftretenden Variablen enih); daraus folgt, daB"p;, = T8, Also erfillen
die Substitutionr; ., = p; und das Tableal},, das aus/;" durch Erweiterung des
AstesB;" vonT; mit der KonklusionC™ entsteht, die Bedingungj’y, 7, = 7}%&.
Genau-dann-Teil:Angenommen;Y, ..., TV (n > 0) ist ein Tableaubeweisuf G,
der mit Hilfe der Erweiterungsregel mit starren Variablen des Kalk™ konstruiert

Ist.

Durch Induktionuberi beweisen wir, daB es einen Grund-Tableaube®ls. . ., 751
gibt, so dafr®! = Trvr; fur Substitutionen; € Subst(X%,) gilt (0 < i < n).
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i = 0: Der Kalkiil Cyq ist nicht-strukturell, und i kommen keine starren Variablen
vor. Darum giltT¢" = Trvr, fur T8 = T undry = id.

i — i+ 1. WennI;Y, ausT;" durch Anwendung der Erweiterungsregel mit starren
Variablen des Kallls C™ auf eine Pamissell™ auf einem AstB!Y von T} entstan-
den ist, wobei eine Konklusio(C™, o) mit starren Variablen verwendet worden ist,
dann gibt es eine Briisselle? auf einem AstB#! von T2, so dafiTe? = IT:¥7; und
Big‘]1 = B!1;. Also gibt es geral3 der in Definition 4.2.16 festgelegten Beziehung zwi-
schen der Grundversion eines Kal&'und seiner Version mit starren Variablen eine
Substitutionp, so dals <" 7; <" p; und die Grund-Konklusio@&! = C™ p; kann
ausII&d mit Hilfe der Grund-Erweiterungsregel des Kalk'Cs¢ abgeleitet werden.
Dao <V 7; <V p;, gilt T* = Tyr; = Tjop; und C& = Cp; = Cop;. Also erfillen
die Substitutionr;; = p; und das Tableaﬂ;gfl, das aus’® durch Erweiterung des
Astes B! von T2 mit der KonklusionC? entsteht, die Bedingurigi®’, = 71,71

0

Korollar 4.2.19 SeiC™ ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL,
und seiC®! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daRC™ eine Version mit starren
Variablen vonC#d ist.

In diesem Fall istC™ genau dann korrekt und volstdig, wennC&¢ korrekt und
vollstandig ist.

Aus Satz 4.2.18 folgt auch, dafd Korrektheit und Valistigkeit eines Kallls C;" mit
starren Variablen aus Korrektheit und Vodletligkeit eines Kalls C3¥ folgen, wenn
CY undC' dieselbe Grund-Versiof#! haben.

4.2.8 Konstruktion eines Kalkiils mit starren Variablen durch Heben

In diesem Abschnitt wird eallitert, auf welche Weise eine VersiGfi’ mit starren
Variablen eines Grundkalits C&4 konstruiert werden kann.

Eine triviale VersionC™ mit starren Variablen kann leicht wie folgt konstruiert wer-
den: Wenn es eine Grund-Konklusiél, zu einer Pamissell,, gibt, und eine Sub-
stitution p, die grundierend istuf’ eine Pamissell,, mit starren Variablen, so daf3
I, p = Igq, dann sefCyq, p) €ine Konklusion mit starren Variablen voh, .

Betrachten wir folgendes Beispiel aus deadikatenlogik erster Stufe: Da

Cea = {{Tp(a)}, {T:q(a) }}

eine Grund-Konklusion von

g = {T:(p(a) V q(a))}
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ist, undIl,,p = g furp = {X — a} und

I, = {T:(p(X) vV q(X))}

gilt, folgernd wir, dal3
(Crv, p) = ({T:p(a)}, {T:q(a) }},{X = a})

eine Konklusion (mit starren Variablen) van., im Kalkdl mit starren Variablen ist.
Solche eine triviale Konklusion ist natich nicht, was wir wollen. Unsere Absichtist,
einen Kalkil mit starren Variablen zu konstruieren, bei dem die allgemeinere Konklu-
sion

Cry = ({Twp(X)} {T:q(X)}}, id)
eine Konklusion mit starren Variablen der obigeamrssdl,., ist.

Die allgemeine Idee des Hebens ist, (wiederholt) Konklusionen (oder Mengen von
Konklusionen) der trivialen Version mit starren Variablen durch allgemeinere Kon-
klusionen zu ersetzen — und zwar auf solche Art und Weise, daf3 Korrektheit und
\olistandigkeit erhalten bleiben.

Satz 4.2.20SeienC und(C’ gutartige Kalkile mit starren Variablenifr eine LogikL,
die von ihren Erweiterungsregethbzw.£’ abgesehen identisch sind.

Ferner seiC korrekt und vollsindig, und idir alle Signaturen: € Sig von LL, alle
Pramissenll mit starren Variableniber £ und alle endlichen Meng®/ starrer
Variablen gelte folgendes:

1. Wenn es zu einer Konklusida’, ) € £'(X)(II) mit starren Variablen eine
Grund-KonklusiorC®! iber}; mit (C’, ') <" (C#!, id) gibt, dann gibt es ei-
ne KonklusionC, 7) € £(X)(IT) mit starren Variablen mitC, ) <" (C&4, id)
(Korrektheit)

2. Fur jede KonklusioqC, 7) € £(X)(II) gibt es(C", ') € &'(X)(II), so dal
(¢, 7y <V A(C,7)
(Vollstandigkeit)

Dann ist auch der Kalldl C' korrekt und vollsindig.

Der obige Satz beschreibt die Eigenschaften, die eine Menge von Konklusionen, die
weniger allgemeine Konklusionen ersetzt, haben muf3, damit Korrektheit und \oll-
standigkeit des Kalkls erhalten bleiben. Er beantwortet jedoch nicht die Frage, wie
eine solche Menge allgemeinerer Konklusionen zu berechnen ist. Leider gibt es keine
allgemeine Methode zur Konstruktion einer optimalen Menge, die nur allgemeinste
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Konklusionen entalt. Es gibt allerdings eine Methode, die in den meistafief”
gute Ergebnisse liefert; sie ist die Methode, die gemlich (in informeller Weise)
verwendet wird, wenn ein Grundkaikin Ad-hoc-Manier gehoben wird. Die Idee
ist, alle Vorkommen eines Terms in einer Gruna@wRissel18? und einer ihrer Grund-
KonklusionenC®d durch (Platzalterdi) beliebige Terme zu ersetzen, die starre Varia-
blen enthalten und dann mbérptifen, welche allgemeinsten Substitutionen angewen-
det werden rassen und welche andere Eigenschaften die neuen Terme haksarm™
um sicherzustellen, daf3, benutzt man die entstehende Konkl{sfonr) mit starren
Variablen als eine wyjliche Konklusion @ii die entstehende &missell™ mit star-

ren Variablen, eine Erweiterungsregel entsteht, die die Bedingungen des Satzes 4.2.20
erfullt, und also ein korrekter und volstidiger Kalkil ist.

Beispiel 4.2.21Wir nehmen an, die Grund-Konklusiof T:p(f(b))}} sei aus der
Grund-Pamisse{T:(a =~ b), T:p(f(a))} ableitbar, d.h., die Erweiterungsregel erlau-
be die,Anwendung* von Gleichungen auf Termen in anderen Formeln.

Wir ersetzen die Termvorkommen in deraRrisse und der Konklusion durch (Platz-
halter fir) beliebige Terme mit starren Variableramlich das Vorkommen vorfi(a)
durcht, das Vorkommen vom in a =~ b durcht’, das Vorkommen vom in a ~ b
durchs und das Vorkommen vofi(b) in der Konklusion durch'.

Nun ist es leicht zwbBerptifen, daf3, verwendet mak{T:p(s')}}, 7) als Konklusion
der Peimisse{T:(t' ~ s), T:p(t)}, Korrektheit und Vollsindigkeit geralR Satz 4.2.20
erhalten bleiben, wenn ein Unifikator vont’ und einem Teilternt” von ¢ ist und
s’ der Term ist, den man ealt; wenn mart” in ¢’ durchsr ersetzt. O

In manchen Bllen kann eine allgemeinere Konklusi¢f’, ') nicht verwendet wer-
den, weil sie die Korrektheitsbedingung des Satzes 4.2.2Qenrwenig* verletzt.
Das heil3t, @it viele oder gar die meisten — aber eben nicinteflle — Grund-Konklu-
sionenC®d mit (C', 7'y <V (C®4, id) gibt es eine (weniger allgemeine) Konklusion
(C, )y mit (C,7) <V (C®4,id). Diesem Problem kann man beikommen, wenn ent-
scheidbare, symbolische (d. h., syntaktisc@epstraintsformuliert werden knnen,
die die,guten” von den,schlechten“ Grund-Konklusionef#? trennen.

Die syntaktischen Objekte, aus denen symbolische Constraints besteal&sgnri

der erweiterten Signatlt* enthalten sein, die benutzt wird, um Tableauformeln zu
bilden. Das impliziert sofort, daf3 keine Constraints an (a) die Formeln eines initialen
Tableaus und (b) die spezielle Tableauformedngeheftet werdendkinen. Die Con-
straints werden zu einem Teil der Markierungen der Tableauformeln gemacht. Eine
spezielle Menge von Tableauinterpretationen wird verwendet, um die Semantik eines
Grundkalkils mit Constraints zu definieren; in diesen Interpretationerasgmtieren

alle Markierungen, die einen Constraint enthalten, defuzs ausgewertet wird, eine
spezielle Welt, in der alle Formeln falsch sind (so dal3, falls eine Markierunfalse
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ausgewertet wird, eine Tableauformel der Farrii:¢ von keiner Tableauinterpreta-
tion erftillt wird und eine Tableauformel der FormF:¢ vonjeder Tableauinterpreta-
tion erftillt wird).

Beispiel 4.2.22Nehmen wir an, die Grund-Konklusidd T:¢(succ(pred(n)))}} kon-

ne aus einer Rmisse{{T:¢(pred(succ(n)))}} abgeleitet werden, vorausgesetzt, der
Termn kann nicht (syntaktisch) zireduziert werden. In diesem Fall ist es nicht kor-
rekt, die Konklusion{{T:¢(succ(pred(X)))}} mit starren Variablen aus derdmisse
{{T:p(pred(succ(X)))}} abzuleiten.

Wenn jedoch die Bedingung, daf3nicht (syntaktisch) zw reduzierbar ist, als ein
symbolischer Constraift: # 0} formuliert werden kann, dann ist esrfille Termen
korrekt, die Grund-Konklusiofi{ T:{n # 0}:¢(succ(pred(n)))}} aus der Grund-R¢"
misse{{T:¢(pred(succ(n)))}} abzuleiten; und es ist dementsprechend korrekt, die
Konklusion{{T:{X # 0}:¢(succ(pred(X)))}} mit starren Variablen aus derdis-
se{{T:¢(pred(succ(X)))}} mit starren Variablen abzuleiten. O

Symbolische Constraints, die an eine Tableauformel angeheftet werden, um die Kor-
rektheit der Erweiterungsregel sicherzustellenss€n klar unterschieden werden von
solchen Constraints, die verwendet werden, um die Beweissuche zu steuern (wie bei-
spielsweise Ordnungs-Constraints, die Auswahlfunktionen implementieren, siehe Ab-
schnitt 5.5).

4.2.9 Semantik von Tableaus mit starren Variablen

Kalkule mit starren Variablen haben gelilich keine auf Tableauinterpretationen be-
ruhende Modellsemantik, weil die Wahrheitswerte verschiedener Tableauformeln, die
dieselbe starre Variable enthalten, miteinander wgpkinist. Nichtsdestotrotz ist es
mogliche, eine Semantiluf Tableaus mit starren Variablen zu definieren, basierend
auf der Semantik der Grundversion eines KedliC™ mit starren Variablen; diese Se-
mantik kann eingesetzt werden, um die Korrektheit g6hzu beweisen, indem man
zeigt, dal3 Erweiterungsregelanwendungen diglibdikeit erhalten. Zum Beweis der
Vollstandigkeit ist diese Semantik jedoch ungeeignet, weil die \alidigkeitskriteri-

en aus Definition 3.5.6 wie auch Satz 3.5.7 nur auf nicht-destruktiveukadawend-

bar sind und Kalkle mit starren Variablen irdrént destruktiv sind.

Definition 4.2.23 SeiC™ ein gutartiger Kalkl mit starren Variablenui’eine LogikL,
und seiC®! ein gutartiger Grundkalld fur L, so daRC™ eine Version mit starren Va-
riablen vonCed ist.

Ein Tableaul™ mit starren Variableruber einer Signatut’, wird genau dann von
einer Tableauinterpretatiofm, I) € TabInterp(Xy,) von C& erfullt, wenn fir alle
Substitutionenr € Subst(3;,), die T grundieren, das Grund-Tabled$! = T
von (m, I) erfullt wird (Def. 3.4.1). O
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Definition 4.2.24 SeiC™ ein gutartiger Kalkl mit starren Variablenui’eine LogikL,
und seiC#! ein gutartiger Grundkall fur L, so daRC™ eine Version mit starren Va-
riablen vonC#d ist.

Der Kalkiil C™ habe diestarke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erwei-
terung fir Kalkille mit starren Variablenwenn {ir alle Signaturert;, und alle Ta-
bleaus?, T" uber X, folgendes gilt: fallsI” ein Nachfolgetableau vof' ist, dann
wird 7" von allen TableauinterpretationenTabInterp(Xy,) erfullt, die T erflllen. O

Lemma 4.2.25 SeiC™ ein gutartiger Kalkil mit starren Variablenir eine LogikL,
und seiC®! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daRC™ eine Version mit starren
Variablen vonCe? ist.

Der Kalkil C* hat genau dann die starke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit
der Erweiterung ir Kalktile mit starren Variablen (Def. 4.2.24), weg#' die starke
Korrektheitseigenschaft der Korrektheit der Erweiteruag&rundkalkile hat (Eigen-
schaft 2 in Def. 3.5.8).

Beweis:Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen der Korrektheitseigenschaften
und der Beziehung zwischen einem Kialkiit starren Variablen und seiner Grundver-
sion. -

Satz 4.2.26SeiC™ ein gutartiger Kalkil mit starren Variablenir eine LogikL, und
seiC#! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daf’™" eine Version mit starren Variablen
von(Ced ist.

HatC™ die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 (Angemessenheit der Menge
der Tableauinterpretationen) und die starke Korrektheitseigenschaft der Korrektheit
der Erweiterungiir Kalkiille mit starren Variablen (Def. 4.2.24), dann @t korrekt.

Beweis:Weil C™ die Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.8 hat, hat &&¢h
diese Eigenschaft, denn die initialen Tableawsdine Menge&s von Formeln sind in
beiden Kalkilen gleich. D& die starke Eigenschaft der Korrektheit der Erweiterung
fur Kalkiile mit starren Variablen hat, hd¢? die starke Eigenschaft der Korrektheit
der Erweiterungdi Grundkalkile (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8), was aus Lemma 4.2.25
folgt.

Also ist C&! korrekt (Satz 3.5.4), was impliziert, daR au€h korrekt ist (Korol-
lar 4.2.19). O

4.2.10 Ein gutartiger Kalkiil mit starren Variablen fiir PL1

In diesem Abschnitt wird als Beispiel ein gutartiger KallKT ; mit starren Variablen
fur die Padikatenlogik erster Stufe definiert, der eine Version mit starren Variablen des
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Grundkalkils C&] , aus Abschnitt 3.6 ist und a@®; , mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.8
beschriebenen Technik des Hebens konstruiert werden kann.

Fir jede padikatenlogische Signatit (siehe Abschnitt 2.3) endtt die erweiterte
SignaturXi, die freien Variablen inVar als Konstanten (siehe Abschnitt 2.3) und
zusatzlich die MengeF** () von Skolem-Funktionssymbolen, die unendlich viele
Symbole jeder Stelligkeit > 0 enthalt. Folglich ist die MengelubForm(%f,) eine
Sprache um die Meng&erm (Xf,) von Termen (wobei alle freien Variablen und Terme
von derselben Sorte sind); und es ist leicht nachzuvollziehen, dal3

TabForm(Xf,) = (TabForm(Egd)fv ;

dabei bezeichnet;, die Erweiterung vor:: mit der MengeF*** (%) von Skolem-
Funktionssymbolen.

Beispiel 4.2.27Angenommeny ist eine Konstante der Signatdl, die aber keine
Skolem-Konstante ist, dann ist das Atgifa) eine FormeliberY und den erweiterten
Signaturen®;; und 25, . Ist ¢ ist eine Skolem-Konstante, dann jsic) ein Formel
Uber;; und ¥ aber nichtuberX. Die Atomep(X) undp(c, X) sind nur Formeln
uberX; . Man beachte, daf(c, ») keineFormeluber irgendeiner der Signaturen ist,
da Formeln keine freien Objektvariablen enthalterfei. O

Die Menge der Markierungen und die initiale Markierung \@h sind die gleichen
wie die des Kalkls C&4, d.h., die Markierung: reprisentiert die einzelne Welt der
PL1-Modelle.

Um die Erweiterungsregel vai¥¥ zu definieren, benutzen wir wieder die vereinheit-
lichende Notation (unifying notation) wiaif 'Grund-Tableauformeln, d. h., Tableau-
formeln mit starren Variablen werden i, -, §- und y-Formeln eingeteilt (siehe
Tabelle 3.1).

Die Erweiterungsregel-Schemata v6i sind durch Heben der Regelschemata des
KalkulsC&! konstruiert. Die Schematarfausa-, 3- undy-Formeln bestehendedri-
issen sind offensichtlich stabil beglich der Ersetzung von Termen durch Terme; neue
starre Variablen werden durch Regelanwendungen arhidsen, die/-Formeln ent-
halten, eingafhrt.

Das Schemaui'Pramissen, die ausFormeln bestehen, kann ebenfalls gehoben wer-
den — vorausgesetzt eine geeignete Variante des Schemas wird verwendet. Wie sich
leicht nachvollzieherdl3t, ist die Variante des Schemas stabil, bei der alle Grundterme,
die in der Formeb(x) vorkommen, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht wer-
den, der die gebundene Objektvariablersetzt. Also ist die Hauptschwierigkeit bei

der Gestaltung eines gutartigen Kal&flir PL1 mit starren Variablen schon gemei-
stert, raimlich durch die Gestaltung eines stabilen Grund-Erweiterungsregel-Schemas
fur 6-Formeln.
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Definition 4.2.28 Sei ¥ € Sigp;, eine PL1-Signatur. Ein&kolem-Term-Zuweisung
mit freien Variablerist eine Funktiorskog,, die jeders-Formelg € TabFormpr(Xf,)
einen Term

skog () = f(Xq,..., Xg) € TermOPLl(E}‘V)

zuweist, so dal}

1. (a) fe (%),
(b) k= agl°(f) und
(c) X4,..., X, die in¢ vorkommenden freien Variablen sind,;

2. wenneinf’ € F* (%) in ¢ vorkommt, dann giltf > f’, wobei> eine beliebige
aber feste Ordnung auf'**(X) ist; und

3. fur alle §-Formelny € TabFormpr:(X¥) gilt: wenn sko(y) = f(X7, ... X}),
dann sind die Formelp und ) gleich bis auf Umbenennung gebundener Ob-
jektvariablen und die Ersetzung von Vorkommen freier Variablerdurch X/
(1<i<k). O

Die Erweiterungsregel des Grundkal&C&! ist nur flir solche Paimissen instabil, die

es erlauben einen Ast abzuschliel3en. Denn es wird vorausgesetzt, dal3 die Formeln in
den komplemeriren Atomen :x:G und F:x:G identisch sind, aus denen die minimale
Pramisse tii die Ableitung vonlL besteht. Darum erlaubt das Regelschema mit starren
Variablen fir den AbschluR vorsten, aus einer Brilissell = {T:x:G, F:x:G’} die
Konklusion ({{_L}}, 1) abzuleiten, wenn ein Unifikator vonG und G’ ist. Da es
ausreicht, nur allgemeinste Konklusionen zu verwenden (Abschnitt 4.2.8), bleibt die
\ollstandigkeit des Kaluls erhalten, wenn man nur solche Konklusioféfl }}, )

zulaft, bei denep ein allgemeinstetJnifikator vonG und G’ ist.

In Tabelle 4.2 ist die Erweiterungsreg8li ; mit starren Variablen des Kalks Cpy
schematisch dargestellt; und im folgenden ist sie formal definiert.

Definition 4.2.29 Fir alle SignatureiX € Sigp;, und alle Pamissen
IT C TabFormpr,(37,)

bestehef (X)), (IT) aus den folgenden Konklusionen:

—{({a1, a0}, id)} furallea €11,

- {<{ﬂl}7 {52}5 Zd>} far a“eﬂ € Ha

—{{{m(X)},id)} furalley € II und alle starren VariableN € Var,

—{{{o(t)},id)} fur alled € II, wobeit = skog, (0) (Def. 4.2.28),

—{{{L}, )} falls esT:o:G und F:0:G" in 11 gibt, so daf¥7 und G" unifi-
zierbare Atome sind und ein MGU vonG und G’ ist.
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a p (x) 0(x)
o B ‘ o 71(X) d1(?)
Q2 fur jede wobeit = skog, ()
starre VariableXt (siehe Def. 4.2.28)
0
Y
L

wenng und unifizierbare Atome sind
ein MGU vong und ist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.2:Regelschemata mit starren Variablem PL1.

Der Kalktil Cpy, ist eine Version mit starren Variablen des korrekten und \aidigen
GrundkalkilsCpy,;, der in Abschnitt 3.6 definiert wurde; daraus folgt, dgR, korrekt
und vollséndig ist (Korollar 4.2.19).

Satz 4.2.30Der Kalkill Cy ; ist korrekt und vollsindig.

4.2.11 Ein gutartiger Kalkiil mit starren Variablen fiir die Modallogik K

Als ein weiteres Beispiel definieren wir eine Versi6fy mit starren Variablen des
GrundkalkilsCp" fur die ModallogikK aus Abschnitt 3.7.4, der eine Erweiterungsre-
gel hat, die beaglich »-Formeln enthaltenden &missen stetig ist, und die daruor f*
diese Paiissen hebbar ist.

Da Formmeq(X) keine Sprache mit Termen ist, werden starre Variablen nicht im For-
melteil einer Tableauformel sondern in ihrer Markierung benutzt; die Menge der Mar-
kierungen vorC" ist eine Sprache mit Termen (wobei Termeutithe Zahlen sind).
Also ist Labg, = CondLab(N U Var) die Menge der Markierungen varfy (wobei
CondLab(N U Var) analog zuCondLab(N) definiert ist, siehe Definition 3.7.1) mit
der initialen Markierungdl. Mit dieser MengeLab, von Markierungen gilt trivialer-
weiseTabFormye, (Xmoa) = (TabFormg(Xmea))™ (die Signaturen werden nicht durch
zusitzliche [Skolem-]Symbole erweitert).

Wie in Kalkulen flir die Pedikatenlogik erster Stufe ist das Erweiterungsregel-Schema
des Grundkaluls offensichtlich stabil bzgl. Rmissen, die aua- und -Formeln
bestehen. Die Rolle des Schemas f-Formeln spielt nun aber das Schenua #-
Formeln. Dieses Schema erlaubt es beispielsweise, aus eararsBe, diel:1:0G
enttelt, die Konklusion{{T:1.(n):p}} fur alle n € N abzuleiten. Das Schema kann
gehoben werden, und seine Version mit starren Variablen erlauldi diesKonklusi-
on{{T:1.(X):p}} fur alle starren VariableX abzuleiten.
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Wenn ein Ast abgeschlossen wird, dann werden alle starren Variablen, die in den Mar-
kierungen der beteiligten komplemanth Atome vorkommen, instantiiert, weil die
Markierungen durch andere auf dem Ast vorkommende Markierungen gerechtfertigt
werden nussen; und alle unbedingten Positionen in Markierungen sind grund (d. h.,
sie bestehen aus nalichen Zahlen und nicht aus Variablen). Beispielswersenein

die komplemeraien Atomegp, = T:1.(X):p und ¢, = F:1.(Y"):p nur zum Abschluf3
eines Astes verwendet werden, wenn der Ast Formeln wie 2.B.T:1.1:¢ enthalt,

durch deren Markierungen (Instanzen der) Markierungél ) und1.(Y") gerechtfer-

tigt werden. Also wird die Konklusiot{{L}}, {X — 1,Y — 1} aus der RPaimisse

{1, P2, 1} abgeleitet.

In Tabelle 4.2 ist die Erweiterungsregg]l’ ; mit starren Variablen des Kalks Cy ,
schematisch dargestellt; und sie ist im folgenden formal definiert.

Definition 4.2.31 Fur alle Signaturex € Sig,,,q und alle Pamissen
IT C TabFormmea(X)

besteh& Y (X)(IT) aus den folgenden Konklusionen (wolh€li eine beliebige aber fe-
ste Bijektion von der Mengé&orm,,,q(>) der modallogischen Formeln in die nai-
chen Zahlen ist):

—({{a1, a2}} fur allea € 11,

{51}, {Ba}},1d) furalleg eI,

{{T:0.(X):G}},id) fur alleT:0:0G € ITund alleX € Var,
{{F:0.(X):G}},id) furalle F:0:OG € ITund alleX € Var,
{{F:0.n:G}},id) furalleF:s:0G € II, wobein = [~G],
{{T:0.n:G}},id) furalleT:o:0G € 11, wobein = [G],

N o~ o~ o~~~

—({{L}}, ) falls esT:0:G, F:0":G € II gibt und p eine allgemeinste
Substitution ist, so dafy ] = [o'p] undop, o’ durchIlp
gerechtfertigt sind.

O

Es kann verschiedeneddlichkeiten geben, die Variablen in einer Markierung zu in-
stantiieren, so dalf? sie auf einem Tableauast gerechtfertigt ist.

Beispiel 4.2.32Betrachten wir die Riisse
IT={T:1.1.1:q, T:1.2:r, T:1.(X):p F:1.(X):p} .

Die Mengef!™

mod

(IT) besteht aus den Konklusionen

{1} {X = 1}) and ({{L}}, {X = 2}) .
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a o] T:0:0G F:0:0G

o oh ‘ o T:0.(X):G F:o.(X):G

@2 furalleX € Var
T:0:0F F:.0:0G T:0:0G F:o:=G
T:0.n:G F:on:G F:o:G T:0:G

wobein = [G] wobein = [-G]

T:.0:G
F:0':G
1

falls es eine Substitution gibt, so daflo ] = [0’ 1] und
diese Markierung durch Formeln auf dem Ast
nach Anwendung vop gerechtfertigt ist;
eine allgemeinste solche Substitutjoist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.3: Erweiterungsregel-Schemata des KadkCy' mit starren Variablen
fur die ModallogikK

Der KalktilsCy’ ist korrekt und vollstihdig, denn er ist eine Version mit starren Varia-
blen des GrundkalsCie" aus Abschnitt 3.7.4, der korrekt und vodstig ist.

Satz 4.2.33Der Kalkul CyY fur die LogikK ist korrekt und vollsindig.

Beispiel 4.2.34Als ein Beispiel beweisen wir wieder die Unellbarkeit der For-

mel G aus Beispielen 3.7.16 und 3.7.22, nun allerdings mit dem oben definierten
Kalkul Ciy mit starren Variablen. Abbildung 4.1 zeigt ein geschlossenes Tabgau

fur G, das mit der Erweiterungsregel voff" konstruiert ist (in der Abbildung sind die
Tableauformeln mit uninstantiierten starren Variablen gezeigt; die Substitutionen, die
wahrend der Konstruktion des Tableaubeweises anzuwenden sind, sind separat aufge-
listet).

Die Beweis hat die gleiche Struktur wie der in Abbildung 3.2 gezeigte, der mit Hilfe
der Grundversion des Kalks' konstruiert ist. Der Unterschied ist, dal3 bei der An-
wendung des Erweiterungsregel-Schemas fFormeln, um die Formeln 6, 7 und 19
zum Tableau hinzuzufijen, die neu eingefirten Markierungen nichigeraten* wer-

den missen. Statt dessen werden die starre Variablen enthaltenden Markierungen
1.(X1), 1.(X3) bzwl.(X3) eingefihrt. Die starren Variablen werdenapi instan-

tiiert, wenn die Erweiterungsregel angewendet wird, um den linken Ast des Tableaus
abzuschliel3en.

Beim Abschlul? des linken Astes reicht es nicht aus, die Substitifign— X, } anzu-
wenden, d. h.{{{L}}, {X; — X,}) ist keine giltige Konklusion irgendeiner Briis-
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[1-] T:l:D(ﬁp V q) A Op A (<>—|q V <>—|p)

Anzuwendende
Substitutionen: (21 T:1:0(=p V q)
o ={X1—~1,Xy—1} (3 T:1:0Op A (O—g V O—p)
02 = {Xs = 2} 43 T:1:0Op
53 1:1:0—g vV O—p
62 T:1.(X1):=p V q
(741 T:1.(X3):p
85 1:1:0—q 195 T:1:0—p
o8] T:1.1:—¢q 179 T:1.2:=p
[1x10) F:1.1:q 1g17) F:1.2:p
[126] T:1.(X1):{p ET:l.(Xl):q 1194 T:1.(X3):p
11412] F:1.(X4):p [16:11,13] L [20;18,|19]J_
[15;7,|14] 1

Abbildung 4.1: Das Tablead " aus Beispiel 4.2.34 ist das Ergebnis der An-
wendung der aufgafirten Substitutionen auf den obigen Baum.

se auf dem linken Ast des Tableaus, — denn die Markietui?g, ) ist nicht gerechtfer-
tig. SowohlX; als auchX, miissen mit 1 instantiiert werden, so dal3 die gerechtfertigte
Markierungl.(1) entsteht.

Nachdenmr; = {X; — 1, X, — 1} auf das Tableau angewendet worden ist, erfordert
es keine weiteren Instantiierungen starrer Variablen, um den mittleren Ast abzuschlie-
Ben. Um den rechten Ast abzuschlieBen muf3 dann allerdings die Substitution
gewendet werden, di&; mit 2 instantiiert.

Dieses Beispiel zeigt die Vorteile der Verwendung starrer Variablen. Werfxstiege-
schlossen werden, gibt es (in diesem Beispiel) jeweils nur eine allgemeinste Substituti-
on, die angewendet werden kann, d. h., in jedem Fall ist die Wahl der Instantiierungen
der freien Variablen deterministisch. Im Gegensatz damsseri die Markierungen
tatsichlich geraten werden, wenn die Grundversion des i{slkérwendet wird; es

ist nicht offensichtlich, ob die Markierung(1) oder die Markierungd.(2) eingefihrt
werden sollte, was der Wahbglichkeit entspricht, jede der starren Variablen entwe-
der mit 1 oder 2 zu instantiieren. O
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4.3 Kalkiile mit universellen Variablen

4.3.1 Die ldee eines Kalkiils mit universellen Variablen

Unter bestimmten Bedingungen gibt es noch eine anderglibtikeit als die Verwen-
dung starrer Variablen, um einen KalkZu verséirken. Statt eine freie Variable zu
verwenden, um einen einzelnen, unbekannten Term zagseptieren, kann man sie
auch dazu verwenden, als Platzhaltendile Terme zu stehen. Dann rgs€ntiert ei-

ne Formel, die eine solche freie Variahteenthalt, fur alle Formeln, die man dadurch
erhdlt, dald manc durch irgendeinen Term ersetzt. Intuitiv kann man diese Variablen
als auf de Meta-Eben universell quantifiziert betrachten; darum heiReniserselle
Variablen Um die starren und die universellen Variablen klar zu trennen, verwenden
wird im folgenden die Variablen in der Mengé&r ausschliel3lich als starre Variablen;
universelle Variablen stammen immer aus der separaten Méhge = {x;, x,, ...},

die von Var = { X1, X5, ...} disjunkt ist. Universelle Variablen werden niemals in-
stantiiert; auf Tableaus, die universelle (und keine starren) Variablen enthalten werden
keine Substitutionen angewendet.

Definition 4.3.1 SeiL eine Logik. Ein Kalkil C*v fur L mit freien Variablen heil3e
ein Kalkul mit universellen Variablerffur L), wenn sein Tableauformeln nur freie
Variablen aus der Meng€Var und keine aus der Mengéur enthalten. O

Definition 4.3.2 SeiC"" ein Kalktil mit universellen Variablenui’ eine LogikL; sei
¥ € Sig eine Signatur vorL; und sei® C TabForm(Xf,) eine Menge von Tableau-
formeln.

Die Mengelnst(®) C TabForm(%y,) der Instanzender Formeln ind ist wie folgt
definiert:

Inst(®) = {¢7 | 7 € Subst™(Z*) ist fur ¢ grundierendl .

O

Gutartigkeit und andere syntaktische Begriffe wie Konklusion und Erweiterungsregel
sind flir Kalkile mit universellen Variablen in gleicher Weise wig fGrundkalkile
definiert.

Der Vorteil universeller Variablen ist folgenderakfig ist es notwendig, mehrere ver-
schiedene Instanzen einer freie Variablen enthaltenden Tableauformel zu verwenden,
um einen Ast oder ein Teiltableau abschlieRenaarien. In Kalkilen mit starren Va-
riablen ist der Mechanismus dafdie Erweiterungsregel mehrfach auf diamissen
anzuwenden, die die Emfitung neuer starrer Variablen gestatten, um so Varianten
der Tableauformeln zu erzeugen. Starre Variablen sidiat implizit universell quan-
tifiziert (wie beispielsweise die Variablen in den Klauseln eines Resolutiondkalk™
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Nehmen wir an, ein Tableauast enthalte eine For(&l); und nehmen wir weiter an,

die Erweiterung des Tableaus werde mit der Erzeugung résterfortgesetzt. Eini-

ge dieser neuen (TeiRste enthalten Vorkommen der starren Variablénwenn X
instantiiert wird, muR die gleiche Ersetzung f{’ auf all dieserAsten vorgenommen
werden. In bestimmten Situationen ist es jedoatgiith — ohne die Korrektheit des
Kalkuls zu beeint@chtigen —, die Formeb(x) zu B hinzuzufigen. In solch einem
Fall kdnnen verschiedene Instanzgft) von ¢(x) verwendet werden, um den ABt

zu erweitern — ohne zuerst VarianteiX’), ¢(X"), ... von¢(X) zu generieren. Wenn
man solche Situationen erkennt und ausnutgtirtfdas zu kizeren Tableaubeweisen
und in den meistendtlen zu einem kleineren Suchraum. Wenn sowohl universelle als
auch starre Variablen in einem Kalk/erwendet werden, danmmkiien in den Konklu-
sionen mit starren Variablen Substitutionen benutzt werden, die allgemeiner sind als
in dem entsprechenden Kalkder nur starre Variablen verwendet.

Wenn ein AstB eine Tableauformep(x) enthdlt, bedeutet das intuitiv, dall maur f”
beliebige Terme die Formelg(t) zu B hinzufligen lonnte, ohne dabei neue offene
Aste zu erzeugen (diese intuitive Interpretation ist allerdings nur richtig, wenn keine
Information in der Struktur eines Tableauastes verborgen ist, d. h., wenn dar Kalk”
gutartig ist).

Beispiel 4.3.3 Abbildung 4.2 zeigt ein Beispielf die Nitzlichkeit universellerer Va-
riablen. Das Tablealli" (oben links in der Abbildung)ut'die Menge

§ = {(V2)(p(2)), —p(a) V —p(b)}

von PL1-Formeln kann nicht sofort geschlossen werden, da es keine einzelne Er-
setzung it X gibt, die es erlauben wie, L zu beidenAsten hinzuzufigen. Um

einen Beweis zu finden, muld die Erweiterungsregel noch einmal auf-Bamel
T:(Vx)(p(z)) angewendet werden, um eine VariagteX') = T:p(X’) der Formel

#(X) = T:p(X) zu erzeugen. Dann kann das geschlossene TaBlgaiwben rechts

in der Abbildung) abgeleitet werden.

Das Tablead " (unten links in der Abbildung), das die FormElp(x) statt der For-

mel T:p(X) enthélt, kann dagegen zu dem geschlossenen Talilga(unten rechts in

der Abbildung) erweitert werden, ohne dal3 eine Substitution angewendet wird, denn
T:p(x) steht tir alle Formeln der Formi:p(t), einschlieRlichl:p(a) undT:p(b). O

Ein zusitzlicher Vorteil universeller Variablen ist, dalR sie helfen, Redundanzen zu
vermeiden, die in Kalilen mit starren Variablen ir#nént vorhanden sind. Wenn bei-
spielsweise ein Tableauast mit starren Variablen die Formeln

P(X1) = Tip(Xy)
P(Xz) = Tip(Xy)
Y1 = Fup(

Y2 = Fip(b)
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mit {X — a} und{X' — b} angewendet

(b)

Abbildung 4.2: Beispiel tir die Nitzlichkeit universeller Variablen; die Tableaus

(@) 17", (b) T3Y, (c) T1* und (d)T3" aus Beispiel 4.3.3.
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enthalt, dann gibt es vier verschiedeneblichkeiten, den Ast zu schlieRen. Ealih”
der Ast jedoch die Formel(x) = T:p(x) mit einer universellen Variablen statt X, )
und ¢(X5), dann gibt es nur eine Konklusion, die den Ast schlieBmich {{L}},
und es ist nicht atig, dafir eine Variable zu instantiieren.

Universelle Variablen é&rinen in Tableaus beliebig umbenannt werden, vorausgesetzt
alle Vorkommen einer Variablen in derselben Tableauformel werden durch die gleiche
neue Variable ersetzt. Darum ist esgtich, mit einer Pamisse, die die beiden kom-
plemengiren AtomeT:p(x) und F:p(f(x)) enthalt, einen Ast abzuschlieRen, weil die
universelle Variable: in einem der beiden Atome umbenannt werden kann.

Die Technik, in Tableaukalkén universelle Variablen zu verwenden, wurde die
klassische Rxdikatenlogik erster Stufe zuerst in (Beckert &lttile, 1992) beschrieben

und ist in (Beckert & Hihnle, 1998) weiter verbessert worden. Ein Tableauwkakt
universellen Variablenu'Modallogiken ist in (Beckert & Ga, 1997) beschrieben. In
(Bibel, 1982) ist einé&splitting by needyenannte Technikuf 'die Konnektionsmethode
vorgeschlagen; sie basiert — wie die Methode der universellen Variablen — auf der Idee,
das Kopieren universell quantifizierter Formeln iallEii zu vermeiden, in denen es
korrekt ist, eine einzelne Kopie mit verschiedenen Instantiierungeiié Variablen

zu verwenden.

4.3.2 Die universelle Variablen verwendende Version eines Grundkalkiils

Kalkile C"™ mit universellen Variablen werden getrilich durch Heben eines Grund-
kalkiilsC&¢ konstruiert éhnlich wie Kalkile mit starren Variablen), so daB Korrektheit
und Vollstindigkeit vonC"" aus Korrektheit und Vollstridigkeit vonCed folgen.

Definition 4.3.4 SeiC"" ein gutartiger universelle Variablen verwendender kafiar
eine LogikL; und seiC#! ein gutartiger Grundkalk fur L, so daR @t alle Signatu-
reny € Sig die erweiterte Signatut;, die vonCsd benutzt wird, diejenige Signatur
ist, die genall3 der Definition von Tableaukallen mit freien Variablen (Def. 4.2.3)
existieren muf3,uf die

TabForm(%f,) = (TabForm(E;d))fv
gilt.
Der Kalkiil C* ist eineVersion mit universellen Variablevon C&¢ (und ¢! ist eine

GrundversiorvonC""), wenn fir alle PeEmisseril,, C TabForm(Xg,) mit universel-
len Variablen die Mengen

| J{€5(TT,4) | T ist eine endliche Teilmenge vdhst (TT,,) }
und

{{ElTl, ceey EnTn} | {El, R En} c guv(Huv)’ und fuir 1 S 7 S n,
ist7; € Subst™ (%) eine fir E; grundierende Substitutign
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gleich sind. O

Der folgende Satz stellt Korrektheit und Volsidigkeit eines gutartigen Kalls' mit
universellen Variablen zu Korrektheit und Volsidigkeit seiner Grundversion in Be-
ziehung. Der Beweis des Satzes ist konstruktiv und stellt also einen Algorithmus zur
Verfigung, mit dem ein Grund-Tableaubeweis aus einem Tableaubeweis mit univer-
sellen Variablen berechnet werden kann. Da der Grund-Tableaubeweis exponentiell
groR3er sein kann, ist eine Beweisrichtung nicht ganz einfach; es gibt keine eindeutige
Zuordnung zwischen Erweiterungsregelanwendungen im Grunakatki im Kalkil

mit universellen Variablen (in Beispiel 4.3.7 wird die Transformation veranschaulicht).

Satz 4.3.5SeiC"" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variablenif eine LogikL;
und seiC&! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daRC"" eine Version mit universellen
Variablen vonCed ist (Def. 4.3.4).

Es gibt fir eine Formelmeng€&' C Form(X) Uiber einer SignatuE € Sig genau dann
einenC""-Tableaubeweis, wenn es eingii-Tableaubeweidir G gibt.

Beweis:Wenn-Teil:Sei 78, ..., T4 (n > 1) ein mit dem Grundkalid'C&? konstru-
ierter Tableaubeweisif G

Durch Induktionuber: zeigen wir, daf es eine Fold&",..., T von Tableaus mit
universellen Variablenuf G gibt, so daB it jeden AstB" von T*" ein Ast B&4
von 759 mit

Form(B&) C Inst(Form(B"™))

existiert. Daraus folgt dann, daR alleste des geschlossenen Tablediy$ die Ta-
bleauformell enthalten. Also ist aucl' geschlossen.

» = 1: Ein (beliebiges) initiales Tableal" fur G enthalt keine universellen Variablen;
darum gilt Form(B#&Y) = Form(B") = Inst(Form(BYv)).

i — i+ 1: Sei B! der Ast von T#, der unter Verwendung einerariissell und ei-
ner Konklusiorced = {E%9, ... F&%) erweitert worden ist. Geaf¥ der Definition der
Beziehung zwischen einem Kaikimit universellen Formeln und seiner Grundversi-
on gibt es auf jedem ASBY mit Form (B&') C Inst(Form(BY)) eine Pamissel"’
aus der eine Konklusio6™v = {E}Y, ..., E}} mit universellen Variablen abgeleitet
werden kann, so dad@f‘]1 C Inst(E}V) (1 < j < k). Das Tablead}y; sei ausT;™
konstruiert, indem jeder solche Ast unter Verwendung danissdl"" und der Kon-
klusionC"" erweitert wird.

Nun seiBY, ein beliebiger Ast irif}Y,. Der einzige interessante Fall ist, wenn

Form(B}Y,) = Form(B;") U E}Y
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fur einj € {1,...,k} gilt. Dann erfillt der Ast B!, in T&',, der durch Erweite-

rung vonBigd mit Ejgd entstanden ist, die Bedingung der Induktionsannahme, weil
Form(B%') C Inst(Form(B)) und also

Form(B%) = Form(B5)U E]gd
C Inst(Form(B;™)) U Inst(E}")
= Inst(Form(B;") U E}")
= Inst(Form(B}Y,)) .

Genau-dann-Teil:Sei 77", ..., T (n > 1) ein Tableaubeweisuf'G, der mit Hilfe
des universelle Variablen verwendenden KgdlC" konstruiert ist.

Durch Induktionuberi — mit Induktionsanfang = n und bei jedem Schritt abneh-
mendem — zeigen wir:

InduktionsannahmeElr jeden AstBYY in TV existiert eine Meng@#d C Inst(B)
von Grund-Tableauformeln, so daR jeder Tableai#8t der diese Formeln erdlt;
zu einem geschlossenen (Teil-)Tableau erweitert werden kann.

Dal} die Induktion mit = n beginnt und in jedem Schritt verringert wird, spiegelt

die Tatsache wieder, daR man als allererstes wissen muf3, welche Instanzen von uni-
verselle Variablen enthaltenden Formeln man atsri#ssen beotigt, um die Bétter

des Grund-Tableaus abzuleiten, was dann erlaubt, die Instanzen inatheis$an der
Prdmissen zu bestimmen, usw.

Nachdem bewiesen ist, daf? die Induktionsannahme #'1 gilt, kann man folgern,
daR der einzelne Agt%” eines initialen Grundtableaus zu einem geschlossenen Grund-
tableau erweitert werden kann, denn es gilt

Form(B&') = Form(BY) = Inst(Form(B™)) ,
wobei B} der einzelne Ast des initialen Tabledli$” mit universellen Variablen ist.

i = n: Da das Tablead"” geschlossen ist, erdli’jeder seineAste B'" die Ta-
bleauformell ; darum kannb&! als die Mengg |} festgesetzt werden. Jeder Grund-
Tableauast, det entlglt, kann trivialerweise zu einem geschlossenen Teiltableau er-
weitert werden.

i+1 — i: SeiB;}" ein beliebiger Ast vofl}"'. Falls B} auch ein Ast vo}Y, ist, sind
wir fertig. Andernfalls ist7}"Y, ausT;" durch Erweiterung des Astds'" konstruiert
worden — unter Verwendung einerapmissell"V C Form(B}") und einer Konklusion
CcW ={EY",...,E}} vonII"™.

Sei @%il,j C Form(B}Y, ;) diejenige Menge von Tableauformeln, die geirder In-
duktionsannahmeuf'den AstB;Y, ; vonT}Y, existiert, der durch Erweiterung vasj"™

)
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mit £} entstanden istl(< j < k). Weiterhin seiendi allej € {1,..., k} Substitu-
tionean, e ,rf]'_, die fur E¥ grundierend sind, so gelt, daf3 alle Tableauformeln
in Inst(E}Y), die in @%ﬂu vorkommen, Elemente der Vereinigubjj":1 Er] sind.

Und weiter seib®! C Inst(Form(B!)) die kleinste Menge, die die folgenden Grund-
Tableauformeln enilt:
1. alle Grund-Tableauformeln ifust( Form(B}")), die in einer der Menge@%ﬁl,j
enthalten sindi( < j < k),

2. alle Grund-Tableauformeln ifust(Form(B")), die in solchen minimalen Bf"
missenl[8d C Inst(Form(B)) vorkommen, die erlauben, eine der Konklusio-
nen

gd __ uv,_1 uv,_1
Ce = {E\"7,,..., BT,

abzuleiten, wobet; € {1,...,1;} fur1 < j < k. Solche PamisseriI&! existie-
ren als Teilmengen voist(Form(B}")) gemdl3 der Definition der Beziehung
zwischen einem Kalld'mit universellen Variablen und seiner Grundversion.

Nun kann jeder Grund-Tableauds}® mit ®%% ¢ Form(B&) wie folgt zu einem ge-
schlossenen Teiltableau erweitert werden: DerBS'twerde (wiederholt) unter Ver-
wendungaller der Konklusioner8! = {E}v7! ..., E{¥7, } insolcher Weise erwei-

tert, dal in der Konstruktion jedes der neu entstehendesstejéde dieser Konklusio-
nen einmal verwendet worden ist. Die Anzahl der Konklusioneﬁ[é%zt1 [;; damit ist

die Zahl neuer Te#ste exponentiell itﬂf:l l;. Aus dem Schubfachprinzip folgt, daf
jeder der neuen TeiBte tir zumindest eiy € {1,....k} die Formelnaller Extensio-

nenE}Vr/ enttelt (also tiraller € {1,...,1;}); denn sonst mte es einen Ast geben,
der fiir jedesj € {1, ..., k} zumindest eine Extensionéfyvr,?j nichtenthalt — im Wi-
derspruch zur Konstruktionsvorschrift, dal alle Konklusiogéh*z! ,..., E;r).

an der Erweiterung aller neuen Taské beteiligt sind.

Es folgt, daf? jeder der neuen Eeté fir zumindest eiry € {1, ..., k} alle Tableau-
formeln in (I)%il’j enthalt, denn eine Formel

@%il,j C Inst(Form(B;Y, ;)) = Inst(Form(B;")) U Inst(E}")
ist entweder Element vofust(Form(B}"")) — dann kommt sie geaf Bedingung 1
in der Definition von®$ in ®* und also inB%* vor —, oder sie ist ein Element von
Inst(E£}V) und kommt daher gea’ Konstruktion auf dem neuen Teilast vor.

Die Induktionsannahme trifft auf jeden der neuen & zu, denn jeder von ihnen
enthalt die Formeln einer der Meng@ﬁl,j; sie kbnnen daher alle zu einem geschlos-

senen Teiltableau erweitert werden. Also kann der Bt zu einem geschlossenen
Teiltableau erweitert werden. O
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Korollar 4.3.6 SeiC"" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variablenii eine Lo-
gik L; und seiC®! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daBC" eine Version mit
universellen Variablen vo@e! ist (Def. 4.3.4).

Der Kalkill C* ist genau dann korrekt und voléstdig, wenrcs¢ korrekt und vollsin-
dig ist.

Beispiel 4.3.7Da die aus Beweisen mit universellen Variablen konstruierten Grund-
Tableaubeweise exponentielbdgér sind, kinnen wir nur ein kleines Beispialféinen
Schritt in der Konstruktion vorstellen.

Wir betrachten den in Abbildung 4.3 gezeigten Tableaubeweis, der universelle Va-
riablen verwendet (er ist mit dem KalkCpy, fur PL1 aus Abschnitt 4.3.6 konstru-
iert); und wir nehmen an, die Teiltableali$* und7;"" seien geschlossen (die Men-
geI' der Tableauformeln des initialen Tableaumkte beispielsweise die Formeln
T:(=p(a) vV =p(b)) undT:(—¢(c) V —¢(d)) enthalten).

Wir nehmen weiter an, dal3 die Methode zur Konstruktion eines Grund-Tableaubewei-
ses aus dem Beweis von Satz 4.3.5 schon auf alle Erweiterungsschritte angewendet
worden ist, die notwendig sind, um die Teiltabledy$ und7," zu konstruieren. Nun
betrachten wir den Erweiterungsschritt, in dem die universelle Variablen enthalten-
de Konklusion{{T:p(x)}, {T:p(y)}} aus der Painisse{T:(p(x) V p(y))} abgeleitet

wird. Sei B" der einzelne Ast des Tableaus vor der Erweiterungsregelanwendung,
und seienB;¥ und B}" die beidenAste des Tableaus danach. Die Konstruktion des
Grund-Tableaubeweises ist schon soweit fortgeschritten, dal3 geschlossene Teiltable-
ausTpgd unqugd vorliegen, die aus jedem beliebigen Grund-Tableauast erzeugt werden
konnen, der bestimmte Instanzen der Formelnigjifbzw. B entrelt. Wir nehmen

an, dalps! = {T:p(a), T:p(b)} und®&! = {T:¢(c), T:q(d)} diese Menge von Instan-

zen seien.

Abbildung 4.4 zeigt das komplette geschlossene Grundtableau. Wie sichubeht ~
prufen lERt, enthlt jeder der neuen Teikte entweder sowofil:p(a) als auchT:p(b)
oder sowohiIT:¢(c) als auchT:¢(d).? 0

Fur viele Logiken kann die Reduktion in der @3¢ kirzester Beweise, die sich mit der
Verwendung universeller Variablen erzielafit, auch durch eine zaizliche nicht-
analytische Schnittregel erreicht werden. In obigem Beismahké man die Schnitt-
formel

G = (Vo) (V) (p(2) V q(y)) = (Vo) (p(2)) V (Vy)(4(y))

verwenden. Danndkinte derjenige der entstehendiste, derF:G enthlt, mit ei-
nem Teil-Tableaubeweis konstanteroGe’ abgeschlossen werderahwénd derT:G

2 Man beachte, daf? im Grundkalkivie auch im universelle Variablen verwendenden Kilgin
Regelschemaut” v-Formeln benutzt wird, das erlaubf:(p(t) V ¢(t')) in einem Schritt aus
T:(Vz)(Vy)(p(z) V q(y)) abzuleiten, ohne daf’ zuefs{(Vy)(p(t) V ¢(y)) abgeleitet wird.
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e N
T pl(w) T:ql(y)
e ™

Abbildung 4.3: Ein Tableaubeweis mit universellen Variablen (Beispiel 4.3.7).

pla q(d) p(a q(d)
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Abbildung 4.4: Ein Grund-Tableaubeweis, der aus dem Tableaubeweis mit uni-
versellen Variablen in Abbildung 4.3 konstruiert ist (siehe Beispiel 4.3.7); um die
Lesbarkeit zu verbessern, sind die Markierungen und Vorzeichen nicht dargestellt
(die in allen Fllen bzw. T sind).
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enthaltende Ast mit einem Teil-Tableaubeweis von gleichef¥érvie der Tableaube-
weis mit universellen Variablen geschlossen werdennité. Also kann die Technik
der universellen Variablen in gewisser Weise als eine eingaskte’Anwendung der
nicht-analytischen Schnittregel angesehen werden (eine unbekthi/erwendung
der Schnittregeldhrt zu einer Suchraumexplosion).

In (Stenz, 1997) ist eine Transformation von Tableaubeweisen, die mit Hilfe eines uni-
verselle Variablen verwendenden Kalk fiir PL1 konstruiert sind, in Grund-Tableau-
beweise beschrieben. Diese Transformation kann jedoch nur angewendet werden, falls
universelle Variablen in dem Ausgangsbeweis niemals in einer Konklusion mit mehr
als einer Extension auftreten (also niemals in einer verzweigenden Konklusion). In
diesem Fall kann ein Grund-Tableaubeweis konstruiert werden, dessBea gulyno-

miell in der Gio3e des Beweises mit universellen Variablen ist.

4.3.3 Konstruktion eines universelle Variablen verwendenden Kalkiils

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Frage, wie eine universelle Variablen verwen-
dende Versio"’ eines Grund-TableaukallsC# zu konstruieren ist.

Eine Mdglichkeit ist, eine starre Variablen verwendende Versitrvon &, die mit

Hilfe der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Technik des Hebens konstruiert worden ist, in
einen Kalkil mit universellen Variablen zu verwandeln. Das kann wie folgt geschehen:
Sei eine Paimissell,, mit universellen Variablen gegeben. Dann werde jede univer-
selle Variable inll,, durch eine starre Variable ersetzt, so daf} eine nur starre Varia-
blen enthaltende Briiisse entsteht. Dabei werden mehrerer Vorkommen der gleichen
universellen Variabler in einer Formel durch die gleiche starre Variable ersetzt. Vor-
kommen vone in anderen Formeln werden durch andere starre Variablen ersetzt; und
verschiedene universelle Variablen werden immer durch verschiedene starre Variablen
ersetzt. Dann besteht die Mengegticher Konklusionen mit universellen Variablen

fur I1,, aus allenC,,, die wie folgt aus KonklusionefC,,, 7) mit starren Variablen

von Il konstruiert werdendrinen:

1. Jede starre Variable, die in nur einer Extension @gnvorkommt, wird durch
eine universelle Variable ersetzt.

2. Jede starre Variable, die in mehr als einer Extension®grvorkommt, wird
durch einen beliebigen Grundtetn& TabTerm ersetzt.

Alle Vorkommen einer starren Variablen werden durch die gleiche universelle Variable
bzw. den gleichen Term ersetzt. Man beachte, daf? die Substitutiaer Konklusion

mit starren Variablen keine Rolle in der Konstruktion der Konklusion mit universellen
Variablen spielt. Der so entstehende Kalkiit universellen Variablen ist per Kon-
struktion gutartig.
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Beispiel 4.3.81In Tabelle 4.4 sind Beispieleif die wichtigsten Pariomene aufgefirt,
die auftreten kinnen, wenn die oben beschriebene Methode zur Berechnung von Kon-
klusionen mit universellen Variablen verwendet wird.

(a) Eine neue universelle Variable wird eingleft.

(b) Eine Variable wirduber zwei Extensionen verteilt; sie verliert ihre Universlit”

und muf durch einen Grundterm ersetzt werden.

(c) Eine Variable tritt in nur einer Extension auf und bleibt darum universell.

(d) Eine Kombination der &lle (b) und (c); die Variable muf3 durch einen Grund-

term ersetzt werden, atirend die Variablg universell bleibt.

(e) In der Version mit starren Variablen mufd eine Substitution auf das Tableau an-

(f)

gewendet werden; in der Version mit universellen Variablen wird sie nicht ange-
wendet, da die Variablen, die zu instantiierearan, universell sind.

In diesem Fall €ihrt die Methode zur Konstruktion einer Konklusion mit univer-
sellen Variablen nicht zu einem optimalen Ergebnis. Jeder der beiden universel-
len Variablen wirduber die beiden Extensionen verteilt, und sie werden darum

durch Grundterme ersetzt. Jedoch beschreibt auch das alternative Schema

T:p(z) < q(y)
T:p(x) | Fip(x)
T:q(y) | F:q(y)

fur PL1-Formeln der Form(x) <> ¢(y) eine korrekte Erweiterungsregel; die
beiden universellen Variablen bleiben universell, obwohu&ier die Extensio-

nen verteilt werden. Dies Schema ist korrekt, vorausgesetzt, daf3 die universellen

Variablenz undy in jeweils nur einer Teilformel der Briiisse auftreteh. O

Wie Félle (a) und (b) in obigem Beispiel zeigen, werden in Kedki mit universellen

Variablen verschiedene Varianten (oder Instanzen) einer Konklusion durch das ver-

zweigende Regelschemata erzeugt, und nicht wie in {atkinit starren Variablen
durch die Schemata, die neue Variablen @mén.

Fur bestimmte Formelklassen kann die Verwendung einesti&adk™ mit universel-
len Variablen, der aus einem KalkC™ mit starren Variablen konstruiert worden ist,
Tableaubeweise erlauben, die exponentiell kleiner sind alsutizekten Beweise, die
mit C™ oder seiner Grundversiat#! geflihrt werden kihnen. Nichtsdestotrotz ist das
Ergebnis dieser Konstruktion nicht immer ein optimaler Kiliiit universellen Va-
riablen (wie Fall (f) in Beispiel 4.3.8 zeigt). Tatshilich ist die Frage, ob eine in der

3 Intuitiv ist dieses liberalere Schema korrekt, weil, fallg) undq(¢') fur allet,# € Term aquivalent

sind, die Formelrp(t) und ¢(t) entweder beideuf alle t € Term wahr sind oder beideuf alle
t € Term falsch sind.
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Huv — T(V.ZU) (p(.ZU, y))
I, = T:(Vz)(p(z,Y))
(Cry, 7y = (T:p(X,Y), id)
Cuv = T:p(CB, y)
(@)
Iy, = Tp(x)Aqg(z)
L, = T:p(X) Ag(X)
Conth = (0] i)
_ Tip(z)
Cuov = T:q(x)
(©)
_ Tip(f(a))
Hav Tf@) ~e
. To(/@)
VT TN e X
(Cry,7) = (T:pla), {X — a})
Cuv = Tp(a)
(e)

I, = T:p(x) V q(x)
I, = T:p(X) Vq(X)
(Cryymy = (T:p(X) | Tiq(X), id)
Cow= Tp(t) | Tiq(t)
fur allet € Term
(b)

I, = Tip(z) V g(z, y)
HI‘V: ( ) ( Y)
(Crvy) = (T: p(X) Tiq(X, Y) id)

Cop = T:p(t) | T:q(t,y)
fur allet € Term
(d)
I, = Tip(z) <> q(y)
I, = T(:p()X ) H(ﬂ](?)
T:p(X) | Fip(X .
Con?) = (rgv) | Frg) ™
o _ T [Fal
w S Talt) | Falt)
fur allet,t’ € Term
)

Tabelle 4.4: Beispiele fir die Konstruktion von Konklusionen mit universellen

Variablen (siehe Beispiel 4.3.8).
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Pramisse auftretenden universelle Variable in der Konklusion universell bleiben kann
oder durch Grundterme ersetzt werden muf3, im allgemeinen unentschetdher(f”
Fall der Pedikatenlogik erster Stufe wird dieses Problem in (Beckertaakié, 1998)
diskutiert).

4.3.4 Semantik von universelle Variablen enthaltenden Tableaus

Es ist im allgemeinen nicht aglich, eine Modellsemantikuf'Kalkile mit universel-

len Variablen zu definieren, wenn beide Vorzeiclreand T in Tableaus vorkommen
konnen. Der Grund daf’ist der folgende: Definiert man (was naheliegend ist), dai3
é(x) in I(o) wahr sei, fallsp(t) in I (o) fur alle Terme wabhr ist, dann ist(x) falsch

in I(0), falls es auch nur einen Tertrgibt, so daf¥)(¢) in I(o) falsch ist. Das heif3t,
F:o:¢(x) ist erflillt, wenn es einen Termgibt, so da¥ :0:¢(t) erfiillt ist. Das ist aber
nicht die beabsichtigte Semantik der universellen Variallen

Darum gtinden wir die Semantik der Tableaus eines Ki&K™" mit universellen Va-
riablen auf die Semantik der Tableaus der Grundverg#dwvonC""; wobei allerdings
die Beziehung eine andere ist als zwischen der Semantik von Tableasaman
Variablen und Grundtableaus.

Definition 4.3.9 SeiC"" ein gutartiger Kallal mit universellen Variablenui'eine Lo-
gik L; und seiC8! ein gutartiger Grundkalk fur L, so daRC" eine Version mit
universellen Variablen vo@s? ist.

Eine Tableauformep € TabForm(X:,) mit universellen Variablen wird genau dann
von einer Tableauinterpretatiafin, I) € TabInterp(X*) von C&¢ erfiillt, wenn alle
Grund-Tableauformeln ifinst ({¢}) von (m, I) erflllt werden. O

Wie im Fall von Grundtableaus, wird ein A#t,, eines Tableaus mit universellen
Variablen von einer Tableauinterpretatign, ') erfillt, wenn sie alle Formeln aus,,
erfullt (oder, wasaquivalent ist, wenn sie alle Formeln Inst(B,,) erfillt); und die
Tableauinterpretatiofim, I) erfiillt ein Tableaur,, mit universellen Variablen, wenn
sie einen Ast voT,,, erflillt.

Lemma 4.3.10 SeiC"" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variablenif eine Lo-
gik L; und seiC®! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daRC" eine Version mit
universellen Variablen vo@s ist.

Der Kalkill C" hat genau dann die Eigenschaft der starken Korrektheit der Erweite-
rung (Eigenschaft 2 in Def. 3.5.8) bzgl. der TableauinterpretationerC¥¢bnvennCe?
diese Eigenschaft hat.

Beweis:Das Lemma folgt sofort aus den Definitionen der Korrektheitseigenschaft und
der Beziehung zwischen einem Kallhit universellen Variablen und seiner Grund-
version. O
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Satz 4.3.11SeiC" ein gutartiger Kalkil mit universellen Variableriir eine LogikL;
und seiC#! ein gutartiger Grundkalil fur L, so daRC"" eine Version mit universellen
Variablen vonC#d ist.

WennC" die starken Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.8 hat (Angemessen-
heit der Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit der Erweiterung), dann
istC"" korrekt.

Beweis: Da C"" die Eigenschaft 1 (starke Angemessenheit der Menge der Tableau-
interpretationen) aus Definition 3.5.8 hat, hat agéh diese Eigenschaft, denn die
initialen Tableausui eine Menge§ von Formeln sind in beiden Kalitén gleich.

Weil C' die Eigenschaft 2 hat (starke Korrektheit der Erweiterung), hat &tictliese
Eigenschaft (gewal? Lemma 4.3.10).

Also istCed korrekt (Satz 3.5.4), woraus folgt, daR autti korrekt ist (Korollar 4.3.6).
O

4.3.5 Mischen Starrer und Universeller Variablen

Ein Kalkul mit universellen Variablen kann syntaktisch als Grundikgkifgefal3t wer-
den (da er keine starren Variablen eadthtind kann also gehoben und atdich um
starre Variablen angereichert werden.

Die Technik aus Abschnitt 4.3.3, mit der eine universelle Variablen verwendende Ver-
sion eines Grundkalks C&! aus einer starre Variablen verwendenden Vergitn

von &4 konstruiert werden kann, kann so angepaft werden, da man einen&&lk "

mit gemischt starren und universellen Variablen konstruieren kann, der eine Version
mit starren Variablen einer Version mit universellen Variablen @&hist.

Die Konstruktion beginnt genauso wie die eines ausschlief3lich universelle Variablen
verwendenden Kalks: Sei eine Ramissell,,,, mit gemischten Variablen gegeben
(d.h., eine Paimisse, die sowohl starre als auch universelle VariableranthZu-
nachst wird eine ausschlie3lich starre Variablen enthaltena®iBsd]l,., konstruiert,
indem die universellen Variablen I, durch starre Variablen ersetzt werden, wobel

— wie zuvor — Vorkommen einer universellen Variablemn derselben Formel durch

die gleiche starre Variable ersetzt werden, aber Vorkommenzviimverschiedenen
Formeln durch verschiedene starre Variablen; und verschiedene universelle Variablen
werden immer durch verschiedene starre Variablen ersetzatZickie verlangen wir
jetzt, dal3 die neu eingdififten starren Variablen von den starren Variablen verschie-
den sind, die schon ifl,,, vorkommen. Dann besteht die Menge der Konklusionen
mit gemischten Variableruf'die Peimissell,,, aus allen Konklusionet',,,, die wie

folgt aus einer KonklusiofC,., 7) mit starren Variablen voiil,, konstruiert werden
konnen:
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1. Alle starren Variablen i, die als ein Ersatzui eine universelle Variablg
eingetihrt worden sind und in nur einer Extension \@y vorkommen, werden
wieder durch die urspirigliche Variabler ersetzt.

2. Alle starren Variablen it,,, die als ein Ersatzut”eine universelle Variable
eingetihrt worden sind und in mehr als einer Extension ¥gn vorkommen,
werden durch eine beliebige starre Variable ersetzt.

3. Die Substitutionr wird auf die starren Variablen eingesahkt, die in der ur-
spuinglichen Pamissdl,,,, mit gemischten Variablen vorkommen.

Der zweite der obigen Schritte mag redundant erscheinen; er ist aber notwendig, weil
beispielsweisg {T:p(X)}, T:q(X)}} fur alle starren VariablenX eine Konklusion

von {{T:p(x) V q(x)}} sein muB. Intuitiv mssen Erweiterungsregelanwendungen,
die die Universalit einer Variablerx zerstren, die Ableitung einer beliebigen Zahl

von Varianten der Konklusion gestatten, die verschiedene starre Varigbéarstelle

der universellen Variables enthalten.

Beispiel 4.3.12Tabellen 4.5 und 4.6 zeigen Beispielg Prdmissen mit gemischten
Variablen und die Konklusionen mit gemischten Variablen, die aus diesen Konklu-
sionen mit der oben beschriebenen Methode konstruiert werden (vgl. Tabelle 4.4 und
Beispiel 4.3.8 wahnliche Beispiele benutzt werden, um die Konstruktion einer Kon-
klusion mit ausschlief3lich universellen Variablen zu demonstrieren).

(a) Eine neue universelle Variahtlewird eingefihrt. Die starre Variable’ bleibt
unveldndert.

(b) Die universelle Variable: wird Giber zwei Extensionen verteilt; sie verliert ihre
Universaliit und wird durch eine beliebige starre Variallleersetzt. Die starre
VariableY” bleibt unveendert.

(c) Die universelle Variable: tritt in nur einer Extension auf; darum bleibt sie uni-
versell. Die starre Variabl¥ bleibt unveendert.

(d) Ein Kombination der &lle (b) und (c); die universelle Variabdemuf3 durch eine
beliebige starre Variabl& ersetzt werden, ahirend die Variablgy universell
bleibt. Die starre Variable bleibt unveandert.

(e) In der Version mit ausschlief3lich starren Variablen muf3 eine Substitution auf
das Tableau angewendet werden; eine der instantiierten Variablen (die starre
Variable X) ist als Ersatzdi die universelle Variable eingefihrt worden, die
andere instantiierte Variable (die starre Variab)kommt schon in der Rrmisse
mit gemischten Variablen vor. In der Konklusion mit gemischten Variablen wird
nur die VariableY’, die schon in der Rrhisse vorkommt, instantiiert.
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(f) Dieses Beispiel zeigt, dal} eine universelle Variable ihre Univeasaleiliert
und durch eine beliebige starre Variable ersetzt werden muf3 (bzw. ersetzt bleibt),
wenn sie in einem Term im Wertebereich der Substitution auftritt, die Teil der
Konklusion mit ausschlief3lich starre Variablen ist. O

Wie Fall (f) im obigen Beispiel zeigt, mul3 eine universelle Variable durch eine starre
Variable ersetzt werden, wenn sie im Wertebereich einer Substitution auftritt, die auf
das Tableau anzuwenden ist. Darum ist es besser, wenn man die Wahl hat, entwe-
derx mit Y oderY mit (einem starren Ersatuiff) x zu instantiieren, die erstgenannte
Moglichkeit zu wahlen.

Beim Entwurf eines Kalils mit gemischten Variablen spielt eine allgemeinerer Ver-
sion der Unifikation eine wichtige Rolle, die wifV-Unifikationnennen. Im Fall, daf3
ausschlieflich starre Variablen auftreten, wie auch im Fall, daf3 ausschlief3lich univer-
selle Variablen auftreten, reicht die Standard-Unifikation, wie sie in Abschnitt 2.2.3
definiert ist, aus (der Unterschied ist nur, dafd im universellen Fall der Unifikator nicht
auf das Tableau angewendet wird). Im Fall, daf3 starre und universelle Variablen ge-
mischt auftreten, mufl? jedoch UV-Unifikation verwendet werden, die die unterschied-
liche Natur der beiden Typen von Variablen bekSichtigt.

Definition 4.3.13 Seien¢ und ¢y Tableauformelnuber einer Signatuk; . mit ge-
mischt starren und universellen Variablen; und seien

Tr={x1—Xy,...,epy > X} und p={y, = Y1,...,y, — Y}

Substitutionen, die alle universellen Variablenrsibzw. 1) durch neue starre Variablen
ersetzen, d. h.,

1. x4, ...,z sind alle universellen Variablen, die gnvorkommen, undy,, . . ., y,
sind alle universellen Variablen, die invorkommen,

2. Xq,..., X, Yq,..., Y sind paarweise verschiedene starre Variablen, die weder
in ¢ noch iny vorkommen.

Eine Substitution: € Subst(X* ) heil3e einJV-Unifikatorvon ¢ unde, wenn sie die
Einscheinkung eines Unifikators vapir undp auf die ing und/oder) auftretenden
starren Variablen ist. O

Man beachte, dalR Definitions- und Wertebereich eines UV-Unifikators nur starre und
keine universellen Variablen enthalten.

Beispiel 4.3.14Die Substitution{Y” — b} ist ein UV-Unifikator der Tableauformeln

T:p(x,Y) und T:p(a, b); die leere Substitutiond ist ein UV-Unifikator vonT:p(x)

und T:p(f(x)); und { X — f(Y)} ist ein UV-Unifikator vonT:p(X) und T:p(f(y)).
O
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My = T:(Va)(p(x
HrV - T (vx)(
(Cr, 1) = (T:p(X,Y, Z) , id)
(Coy, 7) = (Top(®,y,Z) , id)

(a)
I, = Tp(x,Y)Vq(e,Y)
I, = Tp(X,Y)Vq(X,Y)
(Cry,7) = (T:p(X,Y) | T:q(X,Y), id)
(Coy, 7y = (Tip(X,)Y) | Tiq(X,Y), id)

(b)
My = Tip(x,Y)Aq(e,Y)
I, = Tp(X,Y)Aq(X,Y)
Conth = 2T )
Coer) = (o) i)
()
My = Tep(x, 2) V q(@, y, Z)
I, = Tip(X, Z) Vq(X,Y, Z)

(Cr, 7y = (Tp(X,Z) | Tq(X,Y, Z) , id)
(Cov, 7) = (Tep(X, 2) | T(X,y, Z) , id)

fur alleX € Var
(d)

Tabelle 4.5: Beispiele fir die Konstruktion von Konklusionen mit gemischten
Variablen (erster Teil), siehe Beispiel 4.3.12.
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Tip(f(a,b))
e = Tf(@Y)~a
1 - Top(f(a, )
v Tf(X,)YV)~ X
(Cry,7) = (Tipla), {X = a,Y —b})
<Cmva T> = (T:p(a) ) {Y = b}>

(€)

Top(f(x))
Mo = F].ip(Y)

o — Tp(f(X))
v F:p(Y)
(Crvir)= (L, {V = f(XO})
(Coy ) = (L, {Y = [(X)])

fur alleX € Var
(f)

Tabelle 4.6: Beispiele fir die Konstruktion von Konklusionen mit gemischten
Variablen (zweiter Teil), siehe Beispiel 4.3.12.

Die Definitionen der Semantik ausschlief3lich starre bzw. ausschlief3lich universelle
Variablen enthaltender Tableaus (Def. 4.2.23 und Def. 4. 280 &1 leicht kombiniert
werden, um eine Semantilif Tableaus mit gemischten Variablen zu definieren:

Definition 4.3.15 SeiC™" ein gutartiger Kalkl mit gemischten Variableruf'eine Lo-
gik L; und seiC#! ein Grundkalkil fur L, so daf™ eine Version mit starren Variablen
einer Version mit universellen Variablen vG#t ist.

Ein Tableau mit gemischten Variablen wird genau dann von einer Tableauinterpreta-
tion (m, I') des GrundkalllsC#? erfillt, wenn flir alle Substitutionen € Subst(X*,),

fur die 7™ r keine starren Variablen erdh, das Tablead™ 7 von (m, ) erfullt

wird (gendld der Erillbarkeit eines Tableaus mit ausschlief3lich universellen Varia-
blen, Def. 4.3.9), d. h., wenn es einen Asvon 7™ 7 gibt, so dalRm, 7) alle (Grund-)
Tableauformeln innst(Form(B)) erfullt. O

4.3.6 Ein gutartiger Kalkiil mit gemischten Variablen fiir PL1

In diesem Abschnitt definieren wir einen KalkCgy, mit gemischten Variablenuf”

die Pidikatenlogik erster Stufe. Er ist mit Hilfe der in Abschnitt 4.2.10 beschriebe-
nen Methode konstruiert, und zwar aus dem Kalky;, mit ausschlie3lich starren
Variablen, der in Abschnitt 4.3.5 definiert ist.
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Fir jede padikatenlogische Signatdr (siehe Abschnitt 2.3) endti'die erweiterte Si-
gnaturX; . nur die starren Variablen aug: und die universellen Variablen au8/ar

als Konstanten (siehe Abschnitt 2.3); atdich entlalt sie die Mengel'**(X) von
Skolem-Funktionssymbolen, in der es unendlich viele Symbole jeder Stelligkeit gibt.
Alle freien (starren und universellen) Variablen sind von der gleichen Sorte.

Die Menge der Markierungen und die initiale Markierung ¥t sind die gleichen
wie die vonC& und C™, d.h., die Markierung: reprisentiert die einzelne Welt in
PL1-Modellen.

Wie zuvor verwenden wir die vereinheitlichende Notation, um die Erweiterungsregel
vonC™ zu beschreiben, teilen also die Menge der TableauformelraBerabelle 3.1
in a-, -, v- undé-Formeln ein.

Wie schon zu Beginn dieses Abschnittes gesagt, sind die Erweiterungsregel-Schemata
von C™ mit Hilfe der im letzten Abschnitt beschriebenen Methode aus den Schema-
ta vonC"™ konstruiert. Die Schemata vai"" unterscheiden sich besonders in zwei
Punkten von den entsprechenden Schemata desulsd@lk’; der ausschlief3lich star-

re Variablen verwendet: Erstens ist es nicht mehr das SchamaFormeln, das

neue Varianten einer Formel mit verschiedenen starren Variablarheindondern das
Schemauiit 5-Formeln. Zweitens verlangt das Schema zum AbschluRAsien nur

die Instantiierung von starren Variablen (und also nicht von universellen Variablen);
das heil3t, ein allgemeinster UV-Unifikator (Def. 4.3.13) der komplearentAtome

wird angewendet.

Es werden die gleichen Skolem-Terme wie im Fall ausschlief3lich starrer Variablen ver-
wendet (Def. 4.2.28); jedochumsseralle freien Variablen, also starre und universelle,
zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden.

In Tabelle 4.7 ist die Erweiterungsregel schematisoidié verschiedenen Arten von
Pramissen dargestellt, wobei nun starre und universelle Variablen gemischt auftreten
konnen.

Das folgende ist eine formale Definition der Erweiterungsréggl des Kalkils CoY,
mit gemischt starren und universellen Variablen.

Definition 4.3.16 Fur alle SignatureX € Sigp;, und alle Pamissen
II C TabFormpr1(X;,,)

bestehe (X)pY, (II) aus den folgenden Konklusionen mit gemischten Variablen:
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o p
oy Bip | Bap
@2 fur alle Substitutionep = {x; — X,,..., @, — X3},
so dalx, ..., x, diejenigen universellen Variablen sind,

die sowohl ing, als auch in3, auftreten
und{Xy,..., X;} beliebige starre Variablen sind

() 0()
7i(z) 01(t)
wobeix eine wobeit = skog, (0)
universelle Variable ist, (siehe Def. 4.2.28)

die nicht iny vorkommt

I—‘@I N

falls ¢ und unifizierbare atomare Formeln sind;
ein allgemeinster UV-Unifikator voa, v ist auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.7: Erweiterungsregel-Schematar fPL1 mit gemischt starren und uni-
versellen Variablen.
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—{ ({1, s}, id)} furallea € 11,

—{{{B1p},{Bap},id)} furalleg € MMund allep = {x; — X;,...,xx — Xi}, SO
dalx,, ...,z die universellen Variablen sind, die sowohl in
(4, als auch ing, vorkommen, und X, ..., X} beliebige
starre Variablen sind,

—{{{m(=x)},id)} fur alley € II, wobeix eine universelle Variable ist, die
nicht in~ vorkommt,

—{{({6(t)},id)} fur alleé € TI, wobeit = skoy, (6) (Def. 4.2.28),

—{({L}, )} falls es Tableauformeli:o:G und F:0:G" in II gibt, so dal3
G und G’ unifizierbare Atome sindj ist ein UV-Unifikator
vonG undG'. .

Satz 4.3.17Der Kalkill gy, ist eine Version mit starren Variablen einer Version mit
universellen Variablen des in Abschnitt 3.6 definierten KkKp; ;.

Korollar 4.3.18 Der Kalkil Cgy; ist korrekt und vollsindig.

4.3.7 Ein gutartiger Kalkiil mit gemischten Variablen fiir die Modallogik K

In diesem Abschnitt definieren wir eine VersiGi” mit gemischten Variablen des
KalkulsCi" fur die ModallogikK aus Abschnitt 3.7.4, d. h., einen Kalkiit stetigem
Erweiterungsregel-Schemarfi-Formeln. Variablen werden wieder in Markierungen
verwendet (und nicht im Formelteil einer Tableauformel). Die Menge der Markierun-
gen des Kallls mit gemischten Variablen ist

Lab,, = CondLab(NU Var U UVar)

mit der initialen Markierund.

Die Beziehung zwischen dem KalkC?" mit gemischten Variablen zu dem KailkCy¥

mit ausschlief3lich starren Variablen &rilich wie die zwischen den Kallen C3Y,
undCpy, fur PL1: InCpi, werden Varianten einer Formel durch Anwendung der Er-
weiterungsregel auf-Formeln generiert —alirend solche Regelanwendungedgpy,
universelle Variablen eintiren und Varianten durch Erweiterungsregelanwendungen
auf 3-Formeln erzeugt werden. In analoger Weise werdefijinvarianten von Ta-
bleauformeln durch Erweiterungsregelanwendungen-#&drmeln erzeugt —ahrend

in Cg durch solche Regelanwendungen universelle Variablen generiert werden und
Variante durch Erweiterungsregelanwendungensabbrmeln erzeugt werden, wenn
universelle Variablember verschieden@ste verteilt werden und dabei ihre Universa-
litat verlieren.
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In dem Kalkil Ci mit ausschlief3lich starren Variablen werden wegen Tests auf Recht-
fertigung alle Variablen, die in einem Paar komplenaeat ’Atome vorkommen, in-
stantiiert, wenn das Paar zum Abschlul3 eines Astes verwendet wird. Beispielswei-
se kann ein Paaf:1.(X):p, F:1.(Y):p nur verwendet werden, um einen Ast abzu-
schlieBen, wenn Formeln wi€:1.1:¢ zur Verfligung stehen, die die Markierungen
des komplemeumten Paars rechtfertigen. Also muf3 in diesem Fall die Substituti-
on {X — 1,Y — 1} angewendet werden. Wenn jedoch kompleraen#itome be-
nutzt werden, die universelle Variablen enthalten, wie ZIB.(x):p und F:1.(y):p,

dann muf3 man zwar noch immer testen, ob es Formeln auf dem Ast gibt, die eine
Instanzl.(n) von1.(z) und1.(y) rechtfertigen, aber es ist nicht mehr notwendig, die
universellen Variablem: undy zu instantiieren, wenn der Ast geschlossen wird.

Anders als die Erweiterungsregel des gemischte Variablen verwendendetdCalk

fur PL1 macht die Erweiterungsregel des Kdlk?" fur K keinen Gebrauch von UV-
Unifikation. Der Grund ist, dal3 freie Variablen in Markierungen niemals mit kom-
plexen Termen instantiiert werden, sondern nur mit einer anderen freien Variablen
oder einer natflichen Zahl. Markierungen mit gemischten Variablen sind unifizier-
bar, wenn es Substitution gibt, die ihre jeweiligen universellen Variablen instantiiert,
und eine weitere gemeinsame Substitution, die ihre starren Variablen instantiiert, so
dal3 die Kombination dieser Substitutionen ein Unifikator der Markierungen ist. Die
Substitutionen universeller und die Substitution starrer Variabdam&i sich nicht ge-
genseitig beeinflussen, und nur die starre Variablen instantiierende Substitution wird
auf das Tableau angewendet.

Die Erweiterungsregel?” vonCg" ist in Tabelle 4.8 schematisch dargestellt; und sie
ist im folgenden formal definiert.

Definition 4.3.19 Fur alle Signaturex € Sig,,,4 und alle Pamissen
IT C TabFormmea(X)
bestehe& Y (X) (IT) aus den folgenden Konklusionen mit gemischten Variablen (wobei

[-] eine beliebige aber feste Bijektion vaéfarm,,.q(2) in die Menge der natlichen
Zahlen ist):

—({{a1, 0 }} furallea € 11,

—({{B1p},{Bap}},id) fur alle g € IT und allep = {x; — Xi,...,x, — Xi}, SO
dalBx,...,x; diejenigen universellen Variablen sind, die
sowohl ing; als auch in3, vorkommen, und X3, ..., X;}

beliebige starre Variablen sind,
—({{T:0.(x):G}},id) fur alleT:0:0G € II, wobeiz € UVar eine universelle Va-
riable ist, die nichtr in vorkommit,

— ({{F:0.(x):G}}, id) fur alleF:0:OG € 11, wobeiz € UVar eine universelle Va-
riable ist, die nicht in vorkommt,



134 Kapitel 4: Erweiterungen

o p
a1 Bip | Bap
@2 fur alle Substitutionep = {x; — X,,..., x; — X3},
so dalx, ..., x, diejenigen universellen Variablen sind,

die sowohl ing, als auch in3, auftreten
und{Xj,..., X} beliebige starre Variablen sind

T:0:0G F:0:0G T:0:0G F:0:0G
T:0.(x):G F:o.(x):G T:o.n:G F:o.n:G
wobeix eine wobein = [G] wobein = [-G]

universelle Variable ist,
die nicht inoc vorkommt

T:0:0G F:o:-G
F:0:G T:0:G
T:0:G
F:.0":G
1

falls es eine Substitution € Subst,, und Substitutionep, p’ € Subst,, gibt,
so dalfopu] = [o'p'u] und
die Markierungemrpi undo’p’ i von Formeln infnst(By) gerechtfertigt sind,
wobei B der erweiterte Ast ist;
eine allgemeinste solche Substitutjorst auf das Tableau anzuwenden

Tabelle 4.8:Erweiterungsregel-Schemata des KadiCi;™" mit gemischten Varia-
blen flir die ModallogikK.
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—({{F:0.n:G}},id) fur alleF:0:0G € II, wobein = [-G1,
—({{T:0.n:G}},id) fur alleT:0:OG € 11, wobein = [G],

—({{L}}, ) falls T:0:G, F:0":G € II und i eine allgemeinste Substitu-
tion in Subst,, ist, fur die es Substitutionem p' € Subst,.,
gibt, so dallopu] = [0'p' 1] und die Markierungen pu und

o'p'u durch Formeln infnst (I11) gerechtfertigt sind.
O

Satz 4.3.20Der Kalkill C ist eine Version mit starren Variablen einer Version mit
universellen Variablen des Kalls Cx aus Abschnitt 3.7.4.

Korollar 4.3.21 Der Kalkil Cg" ist korrekt und vollsindig.

Beispiel 4.3.22Wir setzen Beispiele 3.7.22 und 4.2.34 fort und beweisen wieder, dal3
die Formel
G=0(-pVqg) ANOpA (CmqV Op)

K-unertillbar ist, nun aber mit Hilfe des oben definierten KatC" mit gemisch-
ten Variablen. Abbildung 4.5 zeigt ein geschlossenes Tabl&gumit gemischten
Variablen fir G.#

Bei der Anwendung der Erweiterungsregel auf dieormeln 2 und 4, durch die die
Formeln 6 bzw. 7 zum Tableau hinzuggt'werden, werden die universellen Varia-
blenx, bzw. x, eingefihrt (statt starrer Variablen).

Wenn die Erweiterungsregel auf die Formel 6 angewendet wird, und die Formeln 12
und 13 zum Tableau hinzuggft werden, verliert die in der Bmisse auftretende uni-
verselle Variabler ihre Universaliéit, da sieuber beide Extensionen verteilt wird; in

12 und 13 ist sie durch die starre Variablg ersetzt.

In der Version des Beweises, in der ausschliel3lich starre Variablen verwendet werden,
muf die SubstitutiofX; — 1, X, — 1} beim Abschluf3 des linken Astes auf das Ta-
bleau angewendet werden. Nun aitldas Tableau jedoch die universelle Variabje

statt der starren VariableK,. Darum reicht es aus, ziberptifen, daf3 eine Instantiie-

rung vonz, existiert die erlaubt, den Ast abzuschlie3en. Esuggndie Substitution

{X; — 1}, die die starre Variabl&’; instantiiert, auf das Tableau anzuwenden.

Wie im Beweis mit ausschlie3lich starren Variablen erfordert der Abschlufd des mitt-
leren Astes keine weiteren Instantiierungen, nachdém— 1} angewendet worden

ist. Nun ist allerdings die Variable, universell und ist daher beim Abschlul? des
linken Astesnicht mit 1 instantiiert worden. Daher ist es nicht notwendig, eine zwei-
te Variante der Formel 7 zu erzeugen; der rechte Ast kann mit den kompk@ent”
Atomen 7 und 18 abgeschlossen werden, wgilmit 2 instantiiert werderkdonnte

4 Die Abbildung zeigt die Tableauformeln mit uninstantiierten starren Variablen; dieremd der
Konstruktion des Tableaus anzuwendende Substitytion— 1} ist separat aufgefirt.
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[1-] T:l:D(ﬁp V q) A Op A (<>—|q V <>—|p)

Anzuwendende
Substitution: (21 T:1:0(=p V q)
o ={X; — 1} (3 T:1:0p A (O—g V O—p)
43 T:1:0p
53 1:1:0—q vV O—p
62 T:1.(x1):—p V q
(741 T:1.(x2):p
85 1:1:0—q 195 T:1:0—p
1og) T:1.1:—¢q 179 T:1.2:=p
[1g10) F:1.1:q 1g17) F:1.2:p
[126] T:1.(X7):—p (136] T:1.(X1):q [197,18] L
11412] F:1.(Xq):p [16:11,13] L
[15;7,|14] 1

Abbildung 4.5: Das Tablead 5" aus Beispiel 4.2.34 entsteht durch Anwendung
der Substitutiorr; auf den obigen Baum.

Dann ware die Markierungd.(z.) der Formel 7 durch die Formeln des rechten Astes
gerechtfertigt (aimlich durch Formel 18); es ist wiederum nicht notwendig, die Substi-
tution {x, — 2}, die eine universelle Variable instantiiert, @thlich auf das Tableau
anzuwenden — ihre Existenz gegt.’ a

4.4 Verbesserte Skolemisierung

Skolemisierung ist eine erfibarkeitserhaltende Deduktion der folgenden allgemeinen
Form: Wenn eine Formel bzw. einedpnissell gegeben ist, die die Existenz eines
Objekts mit bestimmten Eigenschaften in allen Modellen Mampliziert, dann wird

ein Skolem-Symbol, ein Skolem-Term oder ein anderes syntaktisches Konstrukt ein-
geflihrt, daf3 ein beliebiges dieser Objekte esaritieren soll, deren Existenz bekannt
ist; und eine Formel wird abgeleitet, die die Tatsache awgkdy dall das von dem
Skolem-Symbol re@sentierte Objekt die bekannten Eigenschaften hat.

Beispiel 4.4.1Eine Formelj = (3x)(¢(z)) der Pedikatenlogik erster Stufe impli-
ziert die Existenz eines Elementésm Universum jeden erfillenden padikaten-
logischen StruktuxD,Z) mit der Eigenschaft, daBalz [, q(¢(z)) = true. Eine
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Skolem-Konstante (oder ein Skolem-Term) wird eingefihrt, died reprasentiert;
und die Formeb(c) (bzw. ¢(t)) wird abgeleitet. O

Beispiel 4.4.2Eine Ungleichund-:(s ~ t) impliziert, wenns undt¢ als Mengen inter-
pretiert werden, die Existenz eines Elementedas in nur einer der beiden Mengen
vorkommt, nicht aber in der anderen.

Darum fihrt die Erweiterungsregel des KalkCy,ss aus Abschnitt 3.8Uf" das Frag-
ment MLSS der Mengentheorie, wenn sie auf eine Ungleichung angewendet wird, eine
Konstante: ein, die das existierende Elemehdarstellt. O

Die Objekte, deren Existenz bekannt istyssén keine Elemente eines Universums
sein. Sie bnhnen auch Funktionen, Relationen odergithe Welten sein (wie es bei
Kalkulen ftir Modallogiken der Fall ist).

Tableaukalkle flir viele Logiken verwenden die eine oder andere Art von Skolemisie-
rung. Oft jedoch liefert dig Standard-Skolemisierung* keine optimalen Ergebnisse.
Diese Kalkile kdnnen wie folgt verbessert werden: Statt ein beliebiges neues Skolem-
Symbol einzudihren, wird jeder Ramisse, aus der die Existenz eines Objektes mit be-
stimmte Eigenschaften abgeleitet werden kann, ihr eigenes Symbol zugewiesen (bzw.
eine Konstante oder ein Term). Wenn die gleicheflsse noch einmalif'eine Erwei-
terung verwendet wird, dann wird auch wieder das gleiche Skolem-Symbol benutzt.
Da die Menge aller Rrmissen aufafilbar ist, kinnen sie nur endlich viele verschiede-

ne Eigenschaften ausdiken, so dal3 eine awalbare Menge von Skolem-Symbolen
ausreicht.

Diese verbesserte Art der Skolemisierung wird von den gutartigenukadkitir PI1

und flir die ModallogikK verwendet, die in Kapitel 3 und den Abschnitten 4.2 und 4.3
beschrieben sind. Sie wurde zuenst flen Fall der Radikatenlogik erster Stufe in
(Beckertet al., 1993) eingadihrt, remlich in Form eines liberalisierten Erweiterungs-
regel-Schemaauf'o-Formeln. Eine verbesserte Version des Erweiterungsregel-Sche-
mas fir 7-Formeln in Modallogiken wurde zuerst in (Beckert & @pr1997) vorge-
stellt. Die verbesserte Skolemisierung ira@Katenlogik erster Stufe ist keine neue
Idee; die Verwendung eines Skolem-Terms, der der zu skolemisierenden Formel ein-
deutig zugeordnet ist, entspricht in gewisser Weise dd&@armen, die zuerst in (Hil-
bert & Bernays, 1939) definiert wurden (eine gute Bimfing ine-Logik findet sich in
(Meyer Viol, 1995)).

Diese verbesserte Skolemisierung in TableauKalklir das Automatische Beweisen

zu verwenden, hat mehrere wichtige Vorteile. Erstens bewahrt sie die Monotonie der
Erweiterungsregeln, ahirend eine Regel, die Symbole eihft, dieneusein missen,

nicht monoton ist (Kalkle, die solch eine Regel verwenden, sind nicht gutartig).
Zweitens wird durch die verbesserte Skolemisierung der Suchraum eingealschr”
weil die Zahl der verschiedenen Skolem-Symbole, die in einem Beweis verwendet
werden, kleiner ist. Und drittens haben Kalk," die die verbesserte Skolemisierung
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nicht verwenden, in der Regel nicht die EigenschaftstarkenKorrektheit der Er-
weiterung (Eigenschatft 2 in Def. 3.5.8), d. h., sie erhalten nicht notwendig di#-Erf"
barkeit durchdieselbernTableauinterpretationen. Der Grund hierfst, daf’ eine mit
Standard-Skolemisierung konstruierte Konklusion nur durch eine Tableauinterpreta-
tion erflillt wird, in der das neue Skolem-Symbol in der richtigen Weise interpretiert
wird, ndmlich durch eines der Objekte, deren Existenz bekannt ist. Wird dagegen die
verbesserte Skolemisierung verwendet, dann weil3 man von vorneherein, was die Ei-
genschaften des Objektes sind, das durch ein bestimmtes Skolem-Symasérdjart

wird. Also ist es noglich, die Menge der Tableauinterpretationen so ableri, dal3 sie

nur kanonischénterpretationen endit, in denen die Skolem-Symbole durch Objekte
mit den richtigen Eigenschaften interpretiert werden. Wenn solche kanonischen In-
terpretationen benutzt werden, dannatiidie verbesserte) Skolemisierung nicht nur
die Erflillbarkeit, sondern Rrnisse und Konklusion werden durdleselber(kanoni-
schen) Tableauinterpretationenwdtf” Um die Korrektheit des Kallds zu beweisen,

muf3 man dann natlich zusitzlich zeigen, dal} jedes initiale Tableauéine ertillba-

re Formelmenge von ein&anonischeMableauinterpretation erfif wird. Das kann

in der Regel nur dann gelingen, wenn man sicher sein kann, dal3 die Skolem-Symbole
nichtin initialen Tableaus vorkommeikiien —was der Hauptgrund dafst, dafd wir

die Verwendung einer erweiterten Signatur flie Konstruktion von Tableaubeweisen
zulassen, denn die zaizlichen Symbole der erweiterten Signatonkén nicht in in-
itialen Tableaus vorkommen.

Oft ist es auch maglich — in Abhangigkeit von der Ausdrucksake der jeweiligen
Logik —, die Korrektheit einer Erweiterungsregel, die die verbesserte Skolemisierung
benutztsyntaktisclzu beweisen (basierend auf der Korrektheit der entsprechenden Er-
weiterungsregel mit Standard-Skolemisierung). Beispielsweise beweist Egly (1998),
daR3 es in einem Tableaukalkur PL1 mit Standard-Skolemisierung und nicht-ana-
Iytischer Schnittregel — da die Schnittregel trivialerweise korrekt ist, beeintigt

ihre Verwendung das Argument nicht -oglich ist, tir alle FormelnG (in mehreren
Schritten) aus der leerendnisse die Tableauformel

T:(Vo)((Fy) (G, y) = Gz, f(2))))

abzuleiten, wobejf = skos, ((Jy)(G(X,y)). Daraus folgt die Korrektheit einer Er-
weiterungsregelui’ PL1, die die verbesserten Skolemisierung verwendet; denn die
obige Formel erlaubt es, an beliebiger Stelle im Tableaubeweis die Tableauformel
T:G(X, f(X)) aus der Tableauformdl:(Jy)(G(X, y)) abzuleiten.

Neben der Frage, welches Skolem-Symbol zu verwenden ist, besteht das Problem, die
Korrektheit der Skolemisierung im Zusammenhang mit freien (sowohl starren als auch
universellen) Variablen sicherzustellen. Man mufuidabrgen, daf3 die Instantiierung

von starren Variablen mit Skolem-Symbolen (oder mit Termen, die Skolem-Symbole
enthalten) nicht zu unemwmischten ErgebnisseuHit.

Beispiel 4.4.3Flr alle InstantiierungefY — t} der starren Variablel™ impliziert
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die Formel(3z)(p(z,Y)){Y — t} die Existenz eines Objektésfur das
valz pa(p(e, Y){Y = t}) = true

gilt. Im allgemeinen gibt es jedoch kein einzelngslas diese Eigenschafirfalle ¢
hat. O

Das im obigen Beispiel dargestellte Problem wird zumeist dadurasgedall man
einen komplexen Skolem-Term statt einer Skolem-Konstanten verwendet, wobei die
freien Variablen, von denen abhgt, welche Objekté die gewinschten Eigenschaften
haben, zu Argumenten des Skolem-Terms gemacht werden, d. h., im Beispiel wird die
Formelp(c(Y),Y) statt der Formep(c, V') abgeleitet.

Die Schwierigkeit beim Entwurf eines korrekten Regelschemas mit Skolemisierung
ist, herauszufinden, wodurch genau beeinflu3t wird, welches die Objekte sind, deren
Existenz bekannt ist. Alle freien Variablen, deren Instantiierung einen Einflul3 haben
kann, missen als Argumente des Skolem-Terms verwendet werden. Auf der anderen
Seite wird der Kalkl unndtigerweise abgesclaght und der Suchraum veafiért,

wenn zu viele Variablen in den Skolem-Term eingehen.

Beispielsweise verwendeterufrére Versionen von Kalkén mit starren Variablen

fur PL1 eine Skolemisierung, bei der alle starren Variablen, die auf dem erweiterten
Ast vorkommen, zu Argumenten des Skolem-Terms werdeate8prkannte man, daf

nur die Instantiierung der Variablen, die in eireFormelnd vorkommen (und nicht
aller Variablen auf dem Ast) einen Einflul3 darauf haben, welche Objekt im Universum
einer¢ erflillenden Tableauinterpretation die vérausgeduckte Eigenschaft haben
(Hahnle & Schmitt, 1994); es ist also ausreichend, die€ workommenden Variablen

zu Argumenten des Skolem-Terms zu machen, der bei einer Regelanwendung auf
eingefihrt wird.

Man kann naiilich alle Schwierigkeit, die durch die Verwendung freier Variablen
im Zusammenhang mit Skolemisierung entstehen, dadurch beseitigen, dafl3 man die
Eingabe-Formeln in einem Vorverarbeitungsschritt skolemisiert, wie es in allen Kal-
ktlen geschieht, die Klauselnormalform verwenden. Allerdings ist dasnEinche
Logiken nicht noglich, so z. B. @i intuitionistische Padikatenlogik. Auf3erdenufirt
Skolemisierung zu einem Informationsverlust (unahie”Skolemisierung zu dhiem
Informationsverlust). Betrachten wir beispielsweise die FogmelT:(3x)(p(z)) und

ihre skolemisierte Version' = T:p(c). Wenn ein lokales Lemma bzw. ¢’ erzeugt

wird (siehe Abschnitt 4.5), dann ist das Lemmadas zuT:(Vz)(—p(x)) aquivalent

ist, sehr viel mitzlicher als das Lemm@, das zuT:—p(c) aquivalent ist. Taeschlich
haben Tableaukalké fliir PL1 mit Lemma-Generierung umiynamischeSkolemisie-

rung nicht-elementarzere Beweiseur bestimmte Formelklassen als Kal& mit
Lemma-Generierung und Skolemisierung\&sverarbeitungsschriEgly, 1998).
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4.5 Lokale Lemmata

Eine einfache und in vielenaflén nitzliche Methode zum &tken von Kalkilen mit
Erweiterungsregel ist, sicherzustellen, dal3 die Extensionen einer Konklusion sich nicht
semantisclilberschneiden

Definition 4.5.1 SeiC ein (Grund-)Tableaukalk fur eine LogikL; und sei¥ € Sig
eine Signatur vor..

Zwei Extensionent;, £, C TabForm(X*) uberschneiden sich semantisetenn es
eine Tableauinterpretation iflabInterp(3*) gibt, die sowohlE; als auchE, erflillt.
a

Beispiel 4.5.2Betrachten wir den TableaukalkCp;,; fur PL1 aus Abschnitt 3.6. Die
zwei Extensionef T:p} und{T:q¢} in der Konklusion der Rirhisse{T:(p V ¢)} Uber-
schneiden sich semantisch, @@ und T:q beide von ein und derselben Tableauinter-
pretation vorCpy,; erflillt werden lonnen. O

Wenn eine Erweiterungsregelanwendung eine Konklusion verwendet, die sich seman-
tisch uberschneidende Extensionen eithdann wird in gewissem Sinne weniger
Information zum Tableau hinzugggt. Intuitiv muf3 man, um ein Tabledl abzu-
schliel3en, zeigen, dal keine Tableauinterpretation existiert, die irgendeinen Ast von
erfillt; und wenn esAste gibt, die (teilweise) von denselben Tableauinterpretation
erflllt werden, dann ms$sen diese Tableauinterpretationen, die mehr als einen Ast
erfullen, mehrfach behandelt werden.

Extensionen &inen durch zwdzliche Tableauformeloberschneidungsfrei gemacht
werden; dabei &finen aber auch zatliche Extensionen erforderlich werden, und
man mul3 vorsichtig vorgehen, damit die Korrektheit des Klalkrhalten bleibt.

Satz 4.5.3Sei(C ein gutartiger (Grund-)Tableaukalk fur eine LogikL, der (1) die
Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 hat (und also korrekt ist) und (2) voll-
standig ist; und sek eine Signatur voiL.

Fur jede KonklusiorC' = {E,..., Ey} (k > 1) Uber ©*, wobei E; = {¢},..., 4. }
(1 < i < k), sei die Konklusior®" wie folgt definiert:

lil_. . .
C'={E; U\ {61, 0, 311 <i<koundl <[; <rifurl <j<i}.
j=1

Sei der Kalkil ' wie folgt definiert: Die Erweiterungsregél vonc' ist fir alle Si-
gnaturenY € Sig und alle P@misserl € TabForm(%*) durch

E®)(I) ={C"| € e £(2)(1D)}
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gegeben, wobel die Erweiterungsregel vof ist; undC' stimmt mitC von der Erwei-
terungsregel abgesehéiberein.

Dann gilt folgendes:

1. Der Kalkil C' hat die Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.3 (und ist
also korrekt);

2. der Kalkil C" ist vollstindig;

3. fur alle Signaturert € Sig und alle Pémisserll € TabForm(X*) sind die Ex-
tensionen in allen Konklusionen &(X)(IT) semantiscliberschneidungsfrei.

Beweis:Korrektheitseigenschafteie Korrektheitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.3
Ubertégt sich trivialerweise, weil sicG undC' nur in ihrer Erweiterungsregel unter-
scheiden.

Um zu beweisen, dal3 die zweite Korrektheitseigenschaft (Korrektheit der Erweite-
rung) erhalten bleibt, benutzen wir Lemma 3.5.9. Danaclugees$ zu zeigen, dal3,
wenn eine der Extension in einer Konklusiéh= {E}, ..., E;} von einer Tableau-
interpretation(m, I) erflllt wird, auch eine der Extensionen @ von (m, I) erfiillt

wird. SeiE; die erste Extension i@, die von(m, I) erfiillt wird, d. h., (m, I) erfillt

keine der Extensioneh, ..., E;_;; und sei jeweilsﬁ{j die erste Tableauformel iA;,

die nicht erfillt ist (1 < j <i—1), d.h., die Tableauformelny, ..., ¢ , werden
von (m, [) erfullt. Es folgt, daf3 die Extension

i—1 —_— . .
ElU U{qng? {7"‘7¢‘ij1} )
7=1

die ein Element voi©* ist, von (m, I') erfiillt wird.

Vollstandigkeit: Die Vollstandigkeit vonC' folgt sofort aus der Vollstiidigkeit vonC,
weil beide Kalkile gutartig sind und also die zaizlichen Tableauformeln in den Ex-
tensionen volg' die Konstruktion eine€'-Tableaubeweises nicht beemmttitigen lon-
nen, der die gleichen Regelanwendungen benutzt, die zur Konstruktion(eirees
bleaubeweises verwendet werden — man beachte, daBjesé Extensio’ in einer
KonklusionC" eine ExtensiorZ € C gibt, so dal’F C E'.

Keine semantischblberschneidung:SeienE; und E; zwei verschiedene Extensio-
nen inC"; dann gibt es per Konstruktion vofi* eine Tableauformep mit ¢ € E;
und¢ € E;; daraus folgt sofort, daR sidki; und E; nicht semantiscliberschneiden
konnen. O
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Beispiel 4.5.4Wir nehmen anp, ¢, r, s, t seien Tableauformeln und
IT
plri|t
q| s
sei ein Erweiterungsregel-Schema eines Tableauksatk Dann ist

I1
plrir|t|t
S| s

L)
]
S
]
]
~
~

=3

=
=
BV < |

das entsprechende Erweiterungsregel-Schema ohne sematfisetsehneidungen
des KalkilsC' (Satz 4.5.3). O

Die Formeln, die zu Extensionen hinzuggtwerden, um sieberschneidungsfrei zu
machen, kann man alekale Lemmatansehen. Wenn im obigen Beispiel ein Ast
mit C* erweitert worden ist, und der neue Teilast, gemd ¢ enttglt, abgeschlossen
worden ist, kann man folgern, dal3 in allen Tableauinterpretationen, die deB Ast
erfullen, mindestens eines des Atomeind ¢ falsch ist und — daherhinaus — dal3
entweder (ap nicht ertillt ist oder (b)p erfullt ist aberq nicht. Also konnen diese
Formeln als,Lemmata” zu den weiteren Extensionen hinzugenommen werden. Die
Lemmata sindlokal*, weil sie nur in der lokalen Konklusion verwendet werden.

Wie Beispiel 4.5.4 zeigt, kann es zu einem drastischen Anwachsen der Zahl der Exten-
sionen tihren, wenn man sicherstellen will, daf3 die Extensionen aller Konklusionen
tberschneidungsfrei sind — was also nicht immer von Vorteil ist. Nichtsdestotrotz ist
die Methode ntzlich, denn es steht einem frei, entweder die wsgliche Konklusi-

on C oder dieuberschneidungsfreie Konklusioh (Satz 4.5.3) zu verwenden und die
Entscheidung von der Zahl der Extensione@ibzw. C* abreingig zu machen.

Zudem kann man das Verfahren auch auf Konklusionen in Regelschemata anwenden
statt nur auf einzelne Instanzen von Schemata. In vieddlerrist es dann oglich,

das Schemaufdie KonklusionC" zu vereinfachen, da einige ihrer Extensionen inkon-
sistent sind.

Beispiel 4.5.5Wir betrachten das folgende Erweiterungsregel-Schema, das typischer-
weise von einem Kallki fur die dreiwertige Lukasiewicz-LogiK; verwendet wird:

TA}:FVG
TH0,5}:F | T{3}h:F
T:{%}:G T:{O,%}:G
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Die Markierungen sind Teilmengen der Menge 7, 1} der Wahrheitswerte. Passende
Tableauinterpretationemif'diesen Kallil konnen folgendermal3en definiert werden:
Fur jedes Modell der Lukasiewicz-Logik gebe es eine Tableauinterpretatiod)

mit je einer WeltI (o) fur jede nogliche Markierung; und es gelt6o) = F genau
dann, wenn der Wahrheitswert vanin dem entsprechenden mehrwertigen Modell
ein Element vor ist.

Wendet man die Konstruktion aus Satz 4.5.3 an, salerhan das neuaberschnei-
dungsfreie Schema

TA}:FVG
T:{0, %}F T:{%}:F T:{%}:F
TA{i}:G | T:{0,31}:G | T:{0,3 }:G
F:{o0, %}F F:{%}:G
T:{0, s }:F

Die zweite Extension dieses Schemas ist urlyér, da der Wahrheitswerte van

nicht zugleich ein Element vofit } undkeinElement von{0, 5} sein kann. Die dritte
Extension kann vereinfacht werden, da die erste ihrer Formeln die letzte subsumiert;
und die zweite und dritte Formel implizieren zusammen, Oafer Wahrheitswert

von G ist. Das Ergebnis ist das folgende Schema,utssschneidungsfrei ist und die
gleiche Zahl von Extensionen hat, wie das uusliche Schema:

T{3}:FVG

T:{0, %}F T:{%}:F
T:{3}:G | T{0}:G

O

Das obige Beispiel stammt ausdhiile, 1993), wo ein Algorithmus zur Konstrukti-
on uberschneidungsfreier Erweiterungsregeiniféliebige mehrwertige Logiken be-
schrieben wird.

Extensionemberschneidungsfrei zu machen, ist aushiKalkile mit starren und uni-
versellen Variablenutzlich. Da diese aber keine durch Tableauinterpretationen defi-
nierte Semantik haben, ist die Konstruktion aus Satz 4.5.3 nicht direkt anwendbar. Statt
dessen mufd man sicherstellen, daf3 die Extensionen in der Grundversion dds Kalk”
uberschneidungsfrei sind, bevor der Kaligéhoben wird, um eine Version mit freien
Variablen zu konstruieren

Beispiel 4.5.6 Die Erweiterungsregel des KallsCpy,; fur PL1 erlaubt die Ableitung
von Konklusionen aug-Formeln, die nichtiberschneidungsfrei sind. Eine alternative
Version des Schemas

p

Bi | B2
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fur g-Formeln ist das Schema
p
B | B
B
dasuberschneidungsfreie Konklusionen erzeugt; es kann auwcefsionen vorcpy
mit starren Variablen verwendet werden.

Die Verwendung dieses Schemashift flir bestimmte Klassen von PL1-Formeln zu
einer nicht-elementaren Reduktion darge der kizesten existierenden Tableaube-
weise (Egly, 1998). O

Das folgende Beispiel zeigt, dal3 man Vorsicht walten lassen muf3 bei der Erzeugung
lokaler Lemmata, die universelle Variablen enthalten, und dafd das Ergebnis der uni-
formen Konstruktion aus Satz 4.5.3 nicht immer optimal ist.

Beispiel 4.5.7 Wir betrachten das Erweiterungsregel-Schema

T:(F(t) VG)
T:F(t)| T:G
fur alle Termet

Es kann gehoben werden, um das universelle Variablen verwendende Schema
T:(F(x) vV G)
T:F(z) | T:G
falls  nicht in G vorkommt

zu konstruieren. Wenn das Grund-Scheambarschneidungsfrei gemacht wird, indem
das Komplement vom:F'(t) als Lemma zur rechten Extension hinzuggfivird, dann
hat das resultierende Schema

T:(F(t) VG)
T:F(t)| T:G
F:F(t)

fur alle Termet

unglticklicherweise keine universelle Variablen verwendende Version, weil derfTerm
nun in beiden Extensionen vorkommt.

Es ist jedoch maglich, das Lemm&:(Vx)(F(x)) anstelle des Lemmds F'(t) zu ver-
wenden. Dann produziert das Regelschema nialigviberschneidungsfreie Konklu-
sionen, aber es gibt weniger Tableauinterpretationen, die beide Extensiomémerf”
und das Schema hat eine universelle Variablen verwendende Version:
T:(F(x) vV G)
T:F(x) T.G
F:(Va)(F ()
falls  nicht in G vorkommt
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4.6 Die Pruning-Methode

Die Pruning-Methodt die mit derCondensingyenannten Technik aus (Oppacher &
Suen, 1988) eng verwandt ist, erlaubt, sowohl dielf&des Suchraumes als auch die
Lange der generierten Tableaubeweise zu reduzieren.

Nehmen wir an, ein AsB eines Tableaus werde mit einer aus Extensidrgn. ., £,
bestehenden Konklusidar erweitert, und im weiteren Verlauf des Beweises werde ein
geschlossenes Teiltableau unter einer der Extensibp&aonstruiert, wobekeineder
Tableauformeln irE; bei der Konstruktion des Teiltableaus in eineafarsse Verwen-

dung findet. Dann kann das Teiltableau auch an jeden anderen Teilast unterhalb einer
der Extensionety; (j # ¢) oder sogar direkt an den At angefigt werden.

Es gibt mehrere wygliche Wege, eine solche Situation auszunutzen:

1. Der Kalkil kann versarkt werden, indem man die Tableauregel scaneert,
dal sie erlaubt]. zu allen Teifisten unterhalb der ExtensionEnhinzuzufigen
(7 # ©); dadurch wird der Kalul jedoch nicht-gutartig, weil_ in diesem Fall
nicht aus Paiissen auf den erweitertésten abgeleitet wird.

2. Man kann den Kalii'so veandern, dal3 esoglich wird, die Entscheidung auf-
zuschieben, welches diacfiste Konklusion sein soll, die zur Erweiterung eines
Astes verwendet wird. Die Konklusiari wird dann nur,vorlaufig* zur Erwei-
terung vonB verwendet. Nur wenn spér Formeln aus allen ihren Extensionen
zum AbschluB vorAsten verwendet werden, wird die Entscheidung getroffen,
daRC tatschlich tir die Erweiterung vorB verwendet werden soll; andern-
falls wird die Entscheidung getroffen, d@Rnicht verwendet werden soll, die
vorlaufige Erweiterung mit”' wird riickgdngig gemacht, und das geschlosse-
ne Teiltableau unterhall; wird direkt an B angetigt. Aber auch dies macht
den Kallil nicht-gutartig, weil in einem gutartigen Kalkéine Tableauformeln
nicht wieder entfernt werden kann, wenn sie erst einmal zum Tableau hinzu-
gefligt worden ist.

3. Man K3t den Kalkl unveidndert; die Information, dal’3 das geschlossene Teilta-
bleau unterhall¥; konstruiert werden kann, ohne Formeln d&tjsn Pramissen
zu verwenden, wird ausgenutzt, indem dieses Teiltableau an jeden noch offe-
nen Ast unterhalb der Extensionéf) (j # ¢) angefigt wird. Dann bleibt der
Kalkul gutartig; und Pruning wird als eine Technik zur deterministischen Kon-
struktion geschlossener Teiltableaus aufgefal3t. Eine Implementierung mufd das
geschlossene Teiltableau ndich nicht wirklich wiederholt konstruieren; die
Information, daR (und wie) dasaglich wére, gengt®

5 Von engl.to prune abschneiden, zuckschneiden.

6 Man beachte jedoch, daR man annehmen muf, das Teiltableau sei (zumindest implizit) unter jedem
offenen Teilast unterhalb einer der Extensiodgnvorhanden, wenn die Regulaitéiner Erweite-
rungsregelanwendungperptift wird (siehe Abschnitt 5.2).
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Definition 4.6.1 SeiC ein gutartiger Kalkil fur eine LogikL; sei¥ € Sig eine Signa-
tur; und seiTy, ..., T, eine Folge von Tableausif'eine MengeZ C Form(X) von
Formeln, so daff;,, ein Nachfolgetableau vdnh ist (1 < < n).

Ein Vorkommen einer Tableauformelin einem KnotenV eines Tableaif; istbenutzt
fur die Konstruktion vorY; 4, ..., T,, falls

1. ¢ = L (d. h., alle Vorkommen der Tableauformelgelten als benutzt); oder

2. es ein Tablealf; (: < j <n — 1) und einen AstB; durch denV entsprechen-
den KnotenV; in T} gibt, so dali;.; ausT; durch Erweiterung des Astds,
konstruiert ist, wobei eing enthaltende Rrisse und eine Konklusion

C]’:{El,...,Ek}

verwendet ist und ein Vorkommen ifi;; von zumindest je einer Formel in
jeder der Extensionef, . . ., E fur die Konstruktion vof} .4, ..., T, benutzt
ist. O

Wenn es mehr als ein Vorkommen derselben Formel auf einen® A#t, von denen

eines zur Erweiterung vol benutzt ist, dann gelten sie gafhDefinition alle als
benutzt. Man khnte statt dessen auch nur eines der Vorkommen als benutzt ansehen
(bevorzugt dasjenige, das der Wurzel des Tableausaainstén ist); jedoch sollten zu
viele Vorkommen derselben Formel auf einem Ast ohnehin vermieden werden (siehe
Abschnitt 5.2).

Beispiel 4.6.2Wir betrachten das in Abbildung 4.6 (a) dargestellt Tableau; wir neh-
men an, zur Konstruktion des Tableaus seiaalst die KonklusioR E, E» } der Pa-
missell verwendet worden, dann die Konklusi¢R;, £}, E4} der PEmissdl’ = F;

und schlief3lich seien das geschlossene Teiltalgam den Ast unterhalb’] und das
geschlosseng, an den Ast unterhal’, angefigt worden; dié\ste, die die Extensio-
nenE; und £, enthalten, seien noch offen.

Weiter nehmen wir an, daf3 keine der Formeli&infur die Konstruktion des Teiltable-
ausT; benutzt worden ist und daR3 keine der Formel&jrund E, fur die Konstruktion

von T, benutzt worden ist. Dann gelten per Definition die Formell ials unbenutzt.

Ob Formeln inE] fur die Konstruktion vorY; benutzt sind, ist irrelevant.

Wenn die erste der bylichkeit, Pruning auszufiren, verwendet wird, dann kann

zu den verbleibenden offendksten hinzugafgt werden (Abbildung 4.6 (b)). Wird

die zweite Moglichkeit verwendet, werden also alle Tableauerweiterungen, die sich
als unrotig erweisen, zwrckgenommen, dann entsteht das in Abbildung 4.6 (c) dar-
gestellt Tableau. Und das Tableau aus Abbildung 4.6 (c) ist das Ergebnis der dritten
Maoglichkeit, Pruning auszufiren, die die Gutartigkeit des Kaills ertglt. Man beach-

te, dal? die verschiedenen Pruning-Techniken alle zweimal ausgeférden mssen,
namlich einmal {ir jede der beiden Erweiterungsregelanwendungen, mit denen die un-
benutzten Extensionef, bzw. Ef, zum Tableau hinzugatjt wurden. O
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Il I
unbenutzt / \ / \
NIl =E E, Il =FE, E,
N \ i
E; Ey, E} E; Ey E}
A A A A
(@) (b)

E /H\E

II'=FE, 2
Il Elz/ E!;\Elg
A A A A
(c) (d)

Abbildung 4.6: Anwendung der Pruning-Technik (Beispiel 4.6.2).

4.7 Zusatzliche Regelschemata

Eine einfache aber oft effektive Weise, einen Kdlku verséirken, ist die Einihrung
zusatzlicher Erweiterungsregel-Schemata. Wenn eine bestimmte Folge von Regelan-
wendungen &ilifig auftritt, ist es sinnvoll, die Tableauregel so zu erweitern, daf3 eine
einzige Regelanwendung den gleichen Effekt hat, wie digfig auftretenden Folge

von Anwendungen.

Beispiel 4.7.1Nehmen wir an, dal3 in einem bestimmten Anwendungsgebuafidh”
Formeln der FornT:(true — ¢) vorkommen, was z. B. auftreten kann, wenn die zu
beweisenden Formeln automatisch generiert werden.

In diesem Fall ist esutzliche, den Kallkl Cpy,; fur PL1 um ein zuatzliches Schema

T:(true — ¢)
T:0

zu erweitern, so da:¢ in einem Schritt abgeleitet werden kann, ohne den Ast zuerst
mit der Konklusion{{F:true},{T:¢}} erweitern zu m$sen, um dann einen der bei-
den neuen TediSte durch Ableitung von. aus der Painisse{F:true} abzuschlieRen.

O
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Konstruktion effizienter
Beweisprozeduren

5.1 Einfithrung

5.1.1 Suchbdaume

Im vorangegangenen Kapitel wurden Methoden zur Verbesserung eines Tableaukal-
kuls diskutiert, die es eraglichen, kirzere Beweise zu erzeugen. Das Thema dieses
Kapitels ist nun, wie man auf effiziente Weise in dem verbleibenden kleineren Such-
raum nach einem Beweis suchen kann.

Der Suchraumdf3t sich als Suchbaum veranschaulichen, wobei jeatgiohe Wahl

der rachsten Erweiterungsregelanwendung auf ein Taklleainen Knoten im Such-
baum mit sovielen Nachfolgern erzeugt, WidNachfolgetableaus hat. Der Suchbaum
einesbeweiskonfluenteKalkils (der keine Sackgassen eaithist in Abbildung 5.1
schematisch dargestellt; dort sind alle Pfade entweder unendlich oder enden in einem
Beweis (durch einen Stesnangedeutet).

Zwei Konzepte @it die Beweissuche sind zu unterscheid&efensucheind Breiten-
suche Damit Tiefensuche wylich ist, darf es entweder keine Pfade im Suchbaum
geben, die keinen Beweis enthalten, oder es ma@glieti sein, solche Pfade zu ver-
meiden, indem man bei der Konstruktion von TableBasnelstrategien anwendet.
Bei beweiskonfluenten Kalkén sind es die unendlichen Pfade im Suchbaum, die ver-
mieden werden mssen.

L—=\ L—=\ L—=\ L—=\

Abbildung 5.1: Suchbaum eines beweiskonfluenten Kigk"

149
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L— =\ L—=\ L—=\ L— =\

Abbildung 5.2: Breitensuche.

5.1.2 Breitensuche und Iterative deepening

Da Fairnel3strategien, die Tiefensucheegiichen, tir Tableaukallle mit starren Va-
riablen schwer zu konstruieren sind, verwenden die meisten automatischen Dedukti-
onssysteme Breitensuche. Mit Breitensucbanen kiizere Beweise als mit Tiefen-
suche gefunden werden, weil alle Pfade des Suchbaums abgesucht wexdesmdy”

mit Tiefensuche ein Pfad, der einen kurzen Beweis ahthinter Umsthden nicht
betrachtet wird; Fairnef3strategien stellen nur sicher,idgddeinBeweis gefunden

wird, es mul3 aber nicht deukzZeste sein. Dabei ist zu bedenken, dal3 diede der
gefundenen Beweise bei automatischer Deduktion nicht von grol3er Bedeutung ist (der
einzige Vorteil kurzer Beweise ist, dal3 sie weniger Regelanwendungen erfordern, und
daher leichter zu finden sind). Breitensuche ist sehr,#lrer‘ als Tiefensuche, weil
benachbarte Pfade des Suchbaums \abidiche oder sogar identische Tableaus ent-
halten, die bei Breitensuche alle betrachtet werden. Dieser Nachteil der Breitensuche
uberwiegt bei weitem jeden Vorteil, den sie haben mag. In Abbildung 5.2 ist schema-
tisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei Breitensuche durchsucht wird.

Fir alle (praktikablen) Vervollsiridigungsmodi, d. h., alle (monotonen) Funktionen

von N in die Menge aller Tableaus, so daf}_, m(i) alle konstruierbaren Tableaus
enthelt, wichst die GoRe|m(i)| des Suchbaums exponentielliinEs ist — selbstuf
kleine: — in der Regel nicht mglich, alle Tableaus im:(:) im Speicher zu halten.
Darum verwenden die meisten Implementierungen (siehe z. B. (Beckert & Posegga,
1995)) Tiefensuche miterative deepeningTsID) (Korf, 1985): Der partielle, end-
liche Suchraum, der aus allen Tableausiiti) = |, m(j) fur eini € N besteht,

wird mit Hilfe von Tiefensuche und Backtracking abgesucht; und wenn sich heraus-
stellt, daR er keinen Beweis eathdann wird: erhoht. Die Tableaus id/ (i) stehen

fur die Konstruktion der Tableaus i (i 4 1) nicht zur Verfigung; sie ma$sen wieder

neu konstruiert werden, was jedoch im Vergleich zur Breitensuche ayfidketigen®
Ebene nur einen polynomiellen Overhead mit sich bringt, wdi(i + 1) exponentiell
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I\ I\ I\ A
1\ 7\ 1\ /1 \

L— =\ L—=\ L— =\ L—=\

Abbildung 5.3: Tiefensuche mit Iterative deepening.

groRer ist alsM (:). Obwohl TsID zu einer akzeptablen Performanz tableaubasierter
Theorembeweisewfirt, sollte man betonen, dal3 sie nur ein Kompromif} ist, solange
keine vollseindige Fairnel3strategierf Tiefensuche zur Veujung steht.

In Abbildung 5.3 ist schematisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei TsID
durchsucht wird.

5.1.3 Tiefensuche mit FairneBstrategien

Der Vorteil von Tiefensuche mit Fairnel} ist, daf3 die Menge der Informationen, die
die Tableaus darstellen, bei jedem Beweisschritt zunimmt; es geht keine Information
verloren, da es kein Backtracking gibt. Aul3erdem wird vermieden, daf3 gleiche Ta-
bleaus oder Folgen von Tableaus in verschiedenen Pfaden des Suchbaums mehrfach
betrachtet werden.

In Abbildung 5.4 ist schematisch dargestellt, welcher Teil des Suchbaums bei Tiefen-
suche mit Fairnel3strategie durchsucht wirdamiich nur ein Ast, der in einem Beweis
endet. Durch die FairneRstrategie werden die unendlifisém ohne Beweis vermie-
den. Allerdings kann der Beweis, der durch Tiefensuche mit Fairnel3 gefunden wird,
(sehr viel) Bnger sein und tiefer im Suchbaum liegen, als der&Ste Beweis.

Abbildung 5.5 veranschaulicht die unterschiedliche Struktur des Suchraumes bei den
verschiedenen Suchstrategien. Dort ist der Teil des Suchraums, der untersucht worden
ist, bevor der erste Beweis gefunden wird, eirglef.’ Die Form des Suchraums deutet
dessen exponentielles Wachstum nach unten an.

Im Fall von Grundkalkilen ist es relativ leicht, Tiefensuche zu verwenden. Deren Er-
weiterungsregeln sind nicht-destruktiv; darum ggines, systematisch alleaglichen
Konklusionen zu verwenden, bis alfeste des konstruierten Tableaus entweder voll
expandiert oder geschlossen sind.
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L— =\ L— =\ L—=\ L— =\

Abbildung 5.4: Tiefensuche mit Fairnel3strategie.

3 X X
x x x X
x
_ Tiefensuche mit Tiefensuche mit
Breitensuche Iterative deepening Fairnel3strategie

Abbildung 5.5: Vergleich der verschiedenen Suchstrategien.
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Bei Kalkiilen mit starren Variablen ist die Situation sehr viel komplizierter, denn sie
sind destruktiv (auch wenn sie beweiskonfluent sind). Die Anwendung einer Substitu-
tion kann Formeln auf einem Tableau zersti, die tir den Beweis bestigt werden,

und darum wieder hergestellt werdenssén, indem sie noch einmal aus ihrearfis-

sen abgeleitet werden.

Bis jetzt gab es keine praktikable Antwort auf die Frage, wie eine deterministische
Beweisprozedur, die Tiefensuche verwendet und \aildig ist, fir einen Kalkil mit
starren Variablen zu konstruieren sei. Solche Prozeduren wareuarrderi Spezialfall
nicht-destruktiver Kallle mit starren Variablen bekannt, bei derfeste ohne die In-
stantiierung von Variablen erweitert werden und schlief3lich nur eine einzige Substitu-
tion angewendet wird, von der bekannt ist, daR mit ihre/dee zugleich geschlossen
werden kohnen.

In diesem Kapitel wird das Problem analysiert, eine deterministische Beweisprozedur
fur Kalkile mit starren Variablen zu konstruieren; und eirasirig wird vorgestellt

fur den allgemeinen Fall beliebiger starre Variablen verwendendeukaléie gutar-

tig sind (und also insbesondere beweiskonfluent). Keine anderen Annahmen werden
gemacht; insbesondere ist die Methode nicht auf Wlalllir bestimmte Logiken oder
Formeln in einer bestimmten Normalform (wie etwa Klauselnormalform) basétr”

Die deterministische Suchstrategie, die wir vorschlagen, basiert auf:

e Regulariit (Abschnitt 5.2), um sicherzustellen, dal3 kej@gklen* in der Su-
che auftreten (es also nichtaglich ist, die gleichen Formeln oder Teiltableaus
wieder und wieder abzuleiten),

e Gewichtsordnunge(Abschnitt 5.3), wobei jeder Tableauformel ei@ewicht"
in solcher Weise zugeordnet wird, daf3 es (bis auf Variablenumbenennung) nur
endlich viele verschiedene Formeln mit einem bestimmten Gewicht gibt. Wenn
dann Tableauformeln mit kleinerem Gewicht zuerst abgeleitet werden, wird fr”
her oder spter jede Konklusion zu alleAsten hinzugefgt werden, die ihre
Pramisse enthalten, so dal3 diese Strategie also fair ist.

e Rekonstruktionsschritte(Abschnitt 5.4), die den Kald'in gewissem Sinne
~Schwach® nicht-destruktiv machen. Direkt im Anschlufd an einen destruktiven
Erweiterungsschritt, werden die Regelanwendungen aulgetiie notwendig
sind, um die zerstten Formeln zu rekonstruieren.

Die wesentliche Schwierigkeit ist, eine Regularsiiedingung zu definieren, die auf
der einen Seite restriktiv genug ist, um Zyklen in der Beweiskonstruktion zu vermei-
den, und auf der anderen Seite aber auch nicht zu restriktiv ist, so daf3 diaMbidst”
keit erhalten bleibt.

I Baumgartner (1998) sciit eine Regularitsbedingung vor, die (ein wenig) zu restriktiv ist, so daR

zwar Zyklen in der Beweissuche vermieden werden, andererseits aber Tiefemsultbeative de-
epeningverwendet werden muf3, um die Volisidigkeit sicherzustellen.
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Unsere Fairnel3strategie beksichtigt das ganze Tableau (und nicht nur einen einzel-
nen Ast), und zwar sowohl wenn es darum geht, die Regatanitiberptifen, als auch

bei der Auswahl einer Konklusion mit minimalem Gewicht. Eine auf dieser Strategie
beruhende Prozedur kann jederzeit jeden Ast des Tableaus erweitern. Das bedeutet
keinen besonders grof3en Speicherverbrauch; zumindest ist er ofehtdlS der einer
Beweisprozedur, die zwar immer nur ein@ktuellen* Ast erweitert bis er geschlossen

ist und erst dann andefeste betrachtet, die aber Iterative deepening benutzt, um die
\ollstandigkeit sicherzustellen, und also alle schon geschlossksteriiir den Fall,

daf’ Backtracking eintritt, speichern muf3.

5.1.4 Wann ist eine Beweisprozedur praktikabel?

Wie oben schon gesagt, gab es bisher keiadktikablenBeweisprozedureruf'Kal-

kile mit starren Variablen. Untgpraktikabel” ist zu verstehen, daf3 die Berechnungs-
komplexitt der Entscheidung, was diactiste Erweiterungsregelanwendung in einer
bestimmten Situation sein soll, nicht unangemessen grof3 ist. AuRerdem soll die Zahl
der Erweiterungsschritte, die notwendig sind, um einen Beweis zu finden, in einem an-
gemessenen Vealthis zur Zahl der notwendigen Schritte stehen, wenn Breitensuche
verwendet wird.

Trivialerweise existiert eine (nicht-praktikable) deterministische Beweisprozedur f~
alle monotonen Kalldlé — reamlich die triviale Prozedur, die eine Breitensuche im Hin-
tergrund durchihrt. Bis ein Beweis (im Hintergrund) gefunden istahif’ sie (im
Vordergrund) beliebige Erweiterungsregelanwendungen. Wenn ein Beweis gefunden
ist, fiigt sie diesen als Teiltableau an alle offerste an, was mglich ist, da der

Kalkil monoton ist. Solch ein Prozedur ist ndich véllig nutzlos. Man beachte,

daf3 eine solch sinnlose Prozedur selbst dann definiert werden kann, wenn die Berech-
nungskomplexdt der Erweiterungsschritte beispielsweise darauf eingaskhwiird,
héchstens polynomiell in der GBe des erweiterten Tableaus zu sein.

Wenn die in den folgenden Abschnitten vorgestellte Fairnel3strategie verwendet wird,
ist die Komplexitit der Entscheidung, welches deaxchste Erweiterungsschritt sein
soll, polynomiell in der GoRRe des expandierten Tableaus bzw. def¥@rseiner mgli-

chen Nachfolgetableaus. Im Mittel ist die Kompletijé¢doch sehr viel geringer, weil

nur diejenigen Teile eines Tableau betrachtet werdessari, die durch die jeweils
Erweiterung veaindert werden.

Die Grol3e der Tableaubeweise, die mit dieser Fairnel3strategie gefunden werden (und
die Zahl der Erweiterungsschritte) ist¢tistens die der Tableaubeweise, die mit TsID

im schlechtesten Fall konstruiert werden (also in dem Fall, daflizuéille Aste des
Suchbaums, die keinen Beweis haben, zuerst betrachtet werden).
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5.2 Regularitat

Der Begriff derRegulariatist aus dem Tableaubeweisen in klassischer Logik in Klau-
selnormalform (Letzt al,, 1992) und Negationsnormalform @Hitle & Klingenbeck,
1996; Hahnleet al, 1997) bekannt; er wird in (Beckert & afinle, 1998) auf Nicht-
Normalform-Tableausuf'die Pedikatenlogik erster Stufe erweitert.

Im folgenden definieren wir ein Regulaitkonzeptui beliebige gutartige Kalké

mit starren Variablen. Dieses Konzept unterscheidet sich von dem klassischen Begriff
der Regularat ganz wesentlich dadurch, dal3 das ganze Tableau betrachtet wird und
nicht nur ein einzelner Ast; es erweist sich als geeignet zur Konstruktion einer deter-
ministischen BeweisprozedunfKalkiile mit starren Variablef.

Nehmen wir an, eine Folgé,, ..., T, von Tableaus sei bereits konstruiert. Wir sa-
gen, eine Erweiterungsregelanwendung apfsei irregular, wenn das Nachfolge-
tableau”), ., in einem der Vorgngertableaud); enthaltenist — insbesondere, wenn
T,+1 in T, enthalten ist. In diesem Fall stellt die Fol@g, ..., T, einen Zyklus in
der Beweissuche dar, wéfl,,; keine Information entllt, die nicht auch schon if;
vorhanden sind.

Nun bleibt natitlich die Frage zu beantworten, wann ein Tableau ein anderealenth”
Dazu legen wir zuachst fest, dal3 ein Tablediein Tableall’,, entrelt, wenn jeder
Ast vonT} einen Ast vonl,, ., enttdlt. Intuitiv ist in diesem Fall das Tableaf},.
redundant, denn wenn geschlossene Teiltableaus unter allen geirsenkonstruiert
werden lohnen, dann ist es auchoglich, geschlossene Teiltableaus unter alisten
vonT}; zu konstruieren, da ja jeder einen deste vonT),,; enttglt.

Jetzt bleibt allerdings die Frage, wann ein Tab&sa@inen anderen Ast erdlt.” In

erster Angherung knhnen wir sagen, dal3 ein ABteinen AstB’ entrelt, wenn eine
Variante jeder Tableauformel iB’ in B vorkommt. Das ist allerdings eirgberver-
einfachung. Drei Aspekte ussen zustzlich beachtet werden:

Erster zusatzlicher Aspekt Es reicht unter Umaridemichtaus, wenn der AsB
nureineVariante einer Tableauformelenthalt, obwohl inB’ mehrere Varianten vos
vorkommen. Es kannamiilich sein, dafinehrereVarianten einer Formelf eine be-
stimmte Ableitung beatigt werden. Wenn allerdings die @3é& minimaler Rafnissen

in einem Kalkil beschahkt ist, minimale Raimissen also dchstens: Formeln ent-
halten (fir ein festes: € N), dann reicht es aus, wenn der Ateine Variante jeder
héchstens: Formeln enthaltenden Teilmenge vénrm(B') enthalt — was insbeson-
dere impliziert, dal3 es gagt, wennB nicht mehr alst variablendisjunkté/arian-

ten einer Formel endit. Man beachte jedoch die unten beschriebenen weiteren zu
benicksichtigenden Aspekte, die daaihfén lonnen, daf’ (a) Formeln, die (auf den

2 Kalkille mit universellen Variablen werden hier nicht betrachtet, da sie sicdighea' Regularisit
wie Grundkalkile verhalten.
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ersten Blick) Varianten voneinander sind, als wesentlich verschieden aufgefal3t wer-
den missen und dal3 (b) wegen der Interaktion verschied&siey, £ Varianten unter
Umstinden doch nicht ausreichend sind.

Beispiel 5.2.1 Minimale Pamissen bestehen in dem Kalkur PL1 aus Abschnitt 3.6
aus fochsteng: = 2 Formeln. Ein AstB enthalt darum einen AsB’ unter Umséinden
nicht, selbst wenn eeineVariante jeder Formel auB’ enthalt.

Besteht beispielsweise der ABt aus den beiden Formein= T:(—p(X) A p(f(X)))
und ¢' = T:(—p(X’) Ap(f(X'))), wahrendB nur aus der Formep besteht, dann
enthdlt zwar B eine Variante jeder Formel adf’, dennoch stellt aber défbergang
von B zu B’ sicherlich keinen Zyklus in der Beweissuche dar, waintich der AstB’
geschlossen werden kann, der Astiber nicht; die zweite Variantg ist notwendig.
O

Wir bescheinken uns also im folgenden auf solche Kegk bei denen minimale Bf”
missen nicht von beliebiger G8é sind, sondern in ihrer Kardinalitdurch eine Kon-
stantek € N beschahkt sind. Wie andere Kalkké, d. h., solche mit minimalen &mis-
sen beliebiger Gafie gehandhabt werdeprikien, ist am Ende von Abschnitt 5.4 be-
schrieben.

Zweiter zusdtzlicher Aspekt Bei der Beantwortung der Frage, ob ein Aseinen
Ast B’ entldlt, spielen nicht nur die Formeln aéf und B’ eine Rolle, sondern auch
die assoziierterFormeln auf andereAsten, die mit den Formeln auf bzw. B’ starre
Variablen gemeinsam haben.

Definition 5.2.2 Sind ¢ und Tableauformeln in einem Tabledumit starren Varia-
blen und gibt es eine starre Variable, die sowohpials auch iny vorkommt, dann
heil3ty) mit ¢ assoziiert Die Menge aller Tableauformeln ifi, die mit ¢ assoziiert
sind, ohney selbst, sei mitAssoc(T, ¢) bezeichnet.

Ist ® eine Menge von Tableauformelny so sei

Assoc(T, @) = ( U Assoc(T,9)) \ @ .

ocd

O

Der Grund datit, dal3 assoziierte Formeln beKsichtigt werden mSsen, ist, daf ihr
Vorhandensein sich bei der Anwendung von Substitutionen wegen der gemeinsamen
Variablen auswirken kann. So werden wir zur Konstruktion einer deterministischen
Beweisprozedur in Abschnitt 5.4 Regulatithit der Einschainkung kombinieren, daf?
jeweils nur eine solche von mehrerengtichen Konklusionen verwendet werden darf,
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die beziglich einerGewichtsordnun@Abschnitt 5.3) minimale Formeln erzeugt. Neh-
men wir an, der AsfB enthalte eine Variante(X) einer Formeky(X') auf B’, und
die VariableX komme in dem Tableall noch in einer assoziierten Formg(X) vor,
wahrend es in dem Tableal! kein weiteres Vorkommen voX' gebe. Nun kann
es sein, dal} eine Erweiterungsregelanwendung die Instantiieruny oamw. X’ mit
einem Ternt erfordert. Die entstehende Forngél) wird in beiden Tableaus von glei-
chem Gewicht sein. |i" wird aber zuatzlich die Formel)(¢) erzeugt; diese kann ein
so groRes Gewicht haben (insbesondere edfdgres alg(t)), dald sich dadurch die
Regelanwendung auf das TableAwerbietet — v@hrend die entsprechende Anwen-
dung aufl” mdglich ist. In solch einem Fall enditt ' der AstB den AstB’ alsonicht
(es sei denn er erdft'noch eine weitere Variante vaf X'), mit der keine Formeln
in T assoziiert sind).

Dritter zusdtzlicher Aspekt Wie schon gesagt, erdhiein Tableaul’ ein Ta-
bleauT”, wenn es it jeden AstB in T" einen AstB’ in 1" gibt, so dalRB den AstB’
enttelt. Dabei ist es durchausaglich, daR zwei verschiedendssten B, und B,
vonT derselbe As3’ zugeordnet wird. In diesem Fall gibt ag féde Menged’ von
k Formeln aufB’ eine Formelmeng®; auf B; und eine Formelmenge, auf B,, die
Varianten vond’ sind.

Die grundlegende Idee der Enthaltenseins-Relation impliziert, dalR jede Regelanwen-
dung, die auf dem AsB’ mit der Peimissed’ mdglich ist, auch — gleichzeitig — auf

den beiden3’ enthaltendersten B, und B, mit den Pemissend; bzw. &, mdglich

sein soll. Dafir mtissen aber die beiden Variablenumbenennunge®; diegs®; bzw.

aus®, erzeugen, kompatibel sein. Entsprechendes gilt, wenn dds’Asthr als zwei

Asten inT zugeordnet ist.

Definition und Eigenschaften der Enthaltenseins-Relation

Definition 5.2.3 SeiC ein Kalktil mit starren Variablen; sei;, eine Signatur; seien
T undT" Tableausuber};,, die keine starren Variablen gemeinsam haben; und sei
k € N eine natirliche Zahl.

Das Tablead” k-enthalt das Tablead”, in Zeichenl” C, T, wenn

i. jedem AstB vonT ein AstB’ vonT’ zugeordnet werden kann

ii. und dann — jeweilsdf jedes PaaB, B’ — jeder Menged' C Form/(B') von Ta-
bleauformeln au®?’, die lochstens: Elemente hat, eine Menge C Form(B)
von Tableauformeln auB und eine Variablenumbenennung- Subst (X, ) zu-
geordnet werden kann,

so dalf3:
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1. Rir ®, " undr gilt jeweils:

(@) or = P’;

(b) fur jede Tableauformed in Assoc(T,®) gibt es (mindestens) eine Ta-
bleauformek)’ in Assoc(T', ®'), so dal¥)r und+)’ identisch sind bis auf
die Umbenennung starrer Variablen, diehtin &7 bzw. ®' vorkommen.

2. Istein AstB’ vonT" verschiedeneAstenB;, . .., B, vonT zugeordnet{ > 2),
dann gilt tir alle®’ auf B, dal3 died’ im Zusammenhang miB,, ..., B, zuge-
ordneten Variablenumbenennungen. . ., 7, in folgendem Sinne kompatibel
sind: es gibt eine Substitution so dal3r| pree()uAssoc(r,e) = T (1 < @ < 5).

Seien nurY"und7” Tableausibery; , die starre Variablen gemeinsam haben; ungsei

eine Variablenumbenennung, so dalund 7’p keine Variablen gemeinsam haben.
Danngeltel” C, T, fallsT’p C, T. O

Enthélt eine Tablead’ ein Tableaul”, dann ist jedem AsB in T ein Ast B' in T"
zugeordnet. Wir sagen dann auch, daf der Bsten AstB’ enthalte, in Zeichen
B' C, B.

Beispiel 5.2.4Sei® = {¢(X)} und®’ = {¢(X')}; ferner sei
ASSOC(T7 (I)) = {¢(X7 Yi)? ¢(X7 YVZ)} .

Bedingung 1 (a) in Definition 5.2.3 ist beispielsweisaiétfwenn
Assoc(T", @) = { (X", Y")} .

Sie istnichterfllt, wenn Assoc (7", ') = 0; und sie ist auch nicht asfit, wenn
Assoc(T", @) = {(Y', X")} ,

da (X', Y7) und (Y’ X') gleich zu machen die Umbenennung der Variah¥én
erfordert, die in®’ vorkommit. O

Das folgende Lemma folgt sofort aus der Definition von

Lemma 5.2.5 Die RelationC, auf Tableaus (Def. 5.2.3) ist transitiv und reflexiv.

Wenn ein Tableail” in einem Tablead” k-enthalten ist, dann ist’ in 7' £’-enthalten
fur alle ¥’ < k.

Beispiel 5.2.6 Als einfaches Beispiel betrachten wir die Tableaus in Abbildung 5.6.
Die Tableaud; und7; 1-enthalten die Tableads, T3, T3; und das Tableail, 2-ent-
halt die Tableaud?, T}, T;. Aber das Tableail;, 2-enttalt nur77. O
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-¢$X1) T:p(X1) T:p(Y1) T:¢|(Y1) T ¢|(Yl)
T:0(Xy) T:p(Y>) T:¢|(Yz)
T:p(V3)

T T T} T} T3

Tl:p Tl:p
T:q(X) T:qu’)
(a) T:r(X')

(b)
Abbildung 5.7: Tableaus, von denen keines das anderea¢nBeispiel 5.2.7).

Beispiel 5.2.7Keines der Tableaus; undT; in Abbildung 5.7 (a) bzw. (b) endit
das jeweils andere. Das TableAuenthalt das Tableads; nicht, weil der Ast voril,
eine zuatzliche Formel entlt. Und7; enthélt 7 nicht, weil zwar eine Variante jeder
Formelmenge des Astes va@h auf dem Ast voril; vorkommt, aber zu dem Element
T:r(X') von Assoc(T5, T:q(X")) kein Gegensick in Assoc(T1, T:q(X)) existiert, und
also Bedingung 1 (a) in Definition 5.2.3 nicht elff'ist. O

Beispiel 5.2.8Das TableaW in Abbildung 5.8 (a) 1-enthdt das Tablead; in Ab-
bildung 5.8 (b). AberT; enthelt 7; nicht, denn die Formel:p(X') und T:p(X’)
in T, sind miteinander assoziiert,aiiend die entsprechenden FormelriZinnicht
miteinander assoziiert sind.

Der Ubergang vorT}, zuT; stellt auch deutlich keinen Zyklus in der Beweissuche dar,
weil das Tablead’; geschlossen werden kann, das TablEaaber nicht. O

Beispiel 5.2.9Das Tablead" in Abbildung 5.9 (a) enthlt das Tablead” in Abbil-
dung 5.9 (b)icht Das lonnte nur sein, wenn diaste B,, B, von T beideden ein-
zelnen Ast vonI” enthielten. Zwar gibt es auf beidéksten mit T:p(X,Y") bzw.

F:pl(a) F:pl(a)
F:q(b) F:q(b)
VAN e AN
Tp(X) TqY) Tp(X')  Tq(X)
(a) (b)

Abbildung 5.8: Nahezu identische Tableaus, von denen das eine (a) das ande-
re (b) enthalt, nicht aber umgekehrt (Beispiel 5.2.8).
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/.\ .|
Tp(X,)Y) TpY,X) T:p(U, V) Tp(X1, Y1) Tip(Xs, Va)
(a) (b) (c)

Abbildung 5.9: Beispiel fir Bedingung 2 in der Definition der Enthaltenseins-
Relation (siehe Beispiel 5.2.9).

T:p(Y, X) eine Variante der (einzigen) Formé&lp(U, V') im Ast vonT". Aber die
erforderlichen VariablenumbenennundgeXi — U, Y — V} und{X — V| Y — U}

sind inkompatibel; sie haben keine gemeinsame Spezialisierung. Damit ist Bedin-
gung 2 in der Definition der Enthaltenseins-Relation (Def. 5.2.3) verletzt.

Bei dem Tableau in Abbildung 5.9 (c) tritt dieses Problem nicht auf; es lakdas
Tableaul”. Die beiden erforderlichen Variablenumbenennung&n — U, Y; — V'}
und{X, — U, Y, — V'} sind hier kompatibel. O

Die Verwendung der Enthaltenseins-Relation macht nur Sinn, wenn sichergestellt ist,
daR ein Tablead” sein Nachfolgetableafi” nur dann entalt, wenn derUbergang

zuT” keinen Fortschritt in der Beweissuche bedeutet. Wie das folgende Beispiel zeigt,
kann sich dabei ein Problem ergeben, wenn mehrere gleiche Regelanwendungen auf
verschiedeneAste vonT mdglich sind.

Beispiel 5.2.10Bei dem in Abbildung 5.10 links gezeigten Tabl€Auist die gleiche
Erweiterungsregelanwendung, die aus danisse{ F:p, T:p} die Konklusion{{ L}}
ableitet, auf beidesten noglich; und um das Tableau abzuschlieBen muR diese
Regelanwendung — nacheinander — auf beiflsten ausgeffirt werden. Jedoch ist
das Tableads, das als Zwischenschritt nach einer Regelanwendung entsteht (Abbil-
dung 5.10 mitte) irl; enthalten, denn beidste vonT; enthalten den rechten, noch
nicht expandierten Ast voii,. Damit ist dieser Schritt irregat.’ Das Tableal’s, das
durch die Erweiterung beidésste entsteht (Abbildung 5.10 rechts), ist dagegen weder
in T, noch inT; enthalten. Die Ableitung voi; ausT; ohne das Zwischenergebriis

ist also als regai"anzusehen, und tatilich bedeutet sie auch einen Fortschritt in der
Beweiskonstruktion. O

Um dieses Problem zu umgehen, erweitern wir die Definition des Bedfdfthifolge-
tableauund erlauben die Ausfirung mehrerer gleicher Erweiterungsregelanwendun-
gen auf verschiedendsten eines Tableaus, um ein Nachfolgetableau zu konstruieren.

Definition 5.2.11 SeiC ein gutartiger Kalkil mit starren Variablen.

Ein Tableaul”, das aus einem Tabledudurch mehrere in folgendem Sing&iche
Erweiterungsregelanwendungen konstruiert werden kann, heiB&ehfolgetableau
vonT': Es gibt
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irreguldr regulr
F:p F:p F:p
7\ VRN VRN
Tp Tp Tp Tp Tp Tp

I I I
1 L L
regulr

Abbildung 5.10: Beispiel, das die Notwendigkeit illustriert, mehrere gleiche Re-

gelanwendungen als einen Schritt aufzufassen (siehe Beispiel 5.2.10).

— verschieden@ste By, ..., B, (n > 1) vonT,

— Prmissenl; auf B; (1 < i < n), die bis auf Variablenumbenennung gleich sind,
— eine KonklusionC, o) mitIL;o = IT;0 (1 < 4,5 < n),

so daR7" ausT dadurch entsteht, daR jeder diste B; mit C' erweitert wird und
anschlieRend die Substitutierangewendet wird. O

Nun kénnen wir daran gehen, basierend auf dem Begriffidémnthaltenseins, unser
Regulariitskonzept formal zu definieren.

Definition 5.2.12 SeiC ein gutartiger Kalkl mit starren Variablen; sét eine Signa-
tur; und seik € N eine natifliche Zahl.

Eine (endliche oder unendliche) Fol@E );>, von Tableaus (und insbesondere ein Ta-
bleaubeweid, ..., T,) fur eine Menges C Form(X) von Formeln hei3é-regular,
wenn siekeineTableaus!; undT; enthalt, wobeij < 7, so daf¥l; C, T} (Def. 5.2.3).

Eine Folge von Tableaus, die nictireguBr ist, heil3e:-irregular. O

Wenn eine Folgd, ..., T, von Tableaus:-regulr ist, 7, ; ein Nachfolgetableau
vonT, istund die Folg€ly, ..., T,, T, k-irregular ist, dann nennen wir die Erwei-
terungsregelanwendung, durch dig ,; aus7, konstruiert wirdk-irreguldr (denn sie
verursacht die Irregulaat). Ob eine Erweiterungsregelanwendung ragigt oder
nicht, hengt von dem Kontext ab, in dem sie verwendet wird.

Um zu puifen, ob eine Erweiterungsregelanwendung ragist, genigt es, die Teile

des expandierten Tableaus zu betrachten, die von der Erweiterung betroffen sind, d. h.,
den erweiterten Ast und die mit seinen Formeln assoziierten Formeln des Tableaus.
Fiir dieUberprifung der Regularitt sind keine Unifikationstests erforderlich, weil nur
Variablenumbenennungen betrachtet werden und keine Instantiierung von Variablen
mit Termen; das heil3t, die RegulatitZu uberprtifen, ist nicht so komplex wie ein
Subsumtionstest (der NP-volstdig ist).
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Man beachte auch, dal3 zwar assoziierte Formeladisichtigt werden mssen, es
aber keine Rolle spielt, wo auf dem Tableau sie liegen. Rrekturder Tableaus ist
insofern also irrelevant und muf3 nicht verglichen werden.

Wenn der oben definierte Regulatdg-Begriff verwendet wird, um den Suchraum ein-
zuschanken, indem nur regaité Folgen von Tableaus zugelassen werden, dann bleibt
die Vollstandigkeit erhalten; das heif3t, unser Regudéskonzept ist nicht zu restriktiv.

Satz 5.2.13Sei(C ein gutartiger Kalkil mit starren Variablen; sek eine Signatur;
und seik € N die maximale Gol3e aller minimalen Rimissen irC.

Wenn es einen Tableaubeweis éine Menges C Form(X*) von Formeln gibt, dann
gibt es auch einen regéilen Tableaubeweisif §.

Beweis:Dieser Satz folgt sofort aus Satz 5.4.4, der besagt, daf3 eineavalige deter-
ministische Beweisprozedunifalle gutartigen Kallle mit starren Variablen existiert,
die ausschliel3lich regaté Tableaubeweise konstruiert. O

Die Existenz einer vollstidigen deterministischen Beweisprozedur, die ausschliel3-
lich regulire Beweise konstruiert (Satz 5.4.4), impliziert nicht nur Satz 5.2.13; sie
zeigt auch, daf3 unser Begriff der Regulatritéstriktiv genug ist, um seinen Zweck zu
erfullen.

Eine wichtige Klasse irregatér Erweiterungsschritte ist die folgende: Nehmen wir
an, ein AstB, eines Tableau$' werde mit einer KonklusioKC, o) erweitert; und ein
Ast B}o in dem entstehenden Table&Usei inallen AstenB von T’ enhalten, die von
dem Erweiterungsschritt betroffen sind, d. h., in demBgstder erweitert wird) und in
allen anderesten, die vorv instantiierte Variablen enthalten. Dies ist insbesondere
der Fall, wennB/o in einem initialen Teilast, von T enthalten ist, der oberhalb der
ersten Vorkommen aller starrer Variablen im Definitionsbereichovendet.

Beispiel 5.2.14Wir nehmen an, dal} die Erweiterungsregel des #lalkniit starren
Variablen fir PL1 aus Abschnitt 4.2.10 verwendet wird, um den Bstdes in Ab-
bildung 5.11 (a) dargestellten Tabledlibzuschliel3en. Dabei wird die Konklusion
({{L}}, {X = a}) aus der Painisse{F:p(a), T:p(X)} abgeleitet; das Ergebnis ist
das Tablead” in Abbildung 5.11 (b).

Die Erweiterungsregelanwendung gef7u der oben beschriebenen Klasse einfach zu
erkennender irregatér Anwendungen. Der rechte ABto von'T”, dessen Knoten mit
den FormelrF:p(a) und zweimalT:¢(a) markiert sind, ist in dem initialen Teilas

von T' enthalten, dessen Knoten nfitp(a) und T:¢(a) markiert sind; undS, endet
oberhalb des ersten Vorkommens v&nin 7', welches die einzige Variable ist, die
von o instantiiert wird.

Intuitiv ist diese Erweiterungsregelanwendung nutzlos, weil jedes geschlossene Teil-
tableau, dafd unteB),o konstruiert werden kann, genauso sowohl uierals auch
unter B, konstruiert werden kann. O
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So So
F:p(a)\ F:p(a)\/

pd N
T:pl(a) I:q(al T:p(a)/ \I':q(al
Lo1p) T Lo7o@  Ta
B1 B2 Jl_ BéU
() (b)

\J .

By T:pl(a) T:q(a) l T:p(a/) } q(a)
1 By Jl_ Blo
(a) (b)

Abbildung 5.12: Beispiel fir den Unterschied zwischen dem neuen und dem
klassischen Begriff der Regulait(Beispiel 5.2.15).

Eine Erweiterungsregelanwendung wie oben beschrieben ist iaregei@l? der Defi-
nition von Regulardt, die gewhnlich in der Literatur gegeben wird (z. B. in (Beckert
& Hahnle, 1998)), wenn der Adé,o die gleiche Extension mehrfach eath seine
Beziehung zu andereksten wird nicht weiter betrachtet.

Beispiel 5.2.15Abbildung 5.12 illustriert den Unterschied zwischen unserem neuen
und dem klassischen Regulatg-Begriff. Die Situation ist der in Abbildung 5.11 dar-
gestellten und in Beispiel 5.2.14 adterten sehalinlich. Nun aber endet der initiale
TeilastS, vonT, der den AstB)o des Tableau8” enthalt, nicht oberhalb des ersten
Vorkommens der Variable, die vono instantiiert wird. Also gebit diese Erweite-
rungsregelanwendung nicht zu der Klasse einfach zu erkennender anegfihiwen-
dungen; sie ist auch tashilichregular gendal3 unserer Definition von Reguiltat, weil

der AstB, vonT keinen deAste vonT” enthlt.

Gendl} der klassischen Definition von Regulariist diese Erweiterungsregelanwen-
dung jedochirregular, weil der Ast Bjo von 7" die Extension{T:¢(a)} zweimal
enthalt. O

Wie Beispiel 5.2.15 zeigt, ist der klassische RegudésiBegriff in manchen &llen
restriktiver als unserer, was die Beweiskonfluenz meest kanr? Im Grundfall, wenn

3 Ob die Verwendung des klassischen, restriktiveren RegalssRegriffs tatachlich die Beweiskon-
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das Tableau keine freien Variablen eaithbesteht zwischen den beiden Reguddisi”
Begriffen kein Unterschied.

Der Beweis von Satz 5.4.4, der der Hauptsatz dieses Kapitels ist, verwendet das fol-
gende Lemma, in dem die Einsalmkung, die die Regulaat darstellt, beschrieben

ist. Eine unendliche, regaité Folge von Tableaus ealhiinendlich viele verschiedene
Tableauformeln; oder, wasquivalent ist, wenn eine reguk Folge von Tableaus (bis

auf Umbenennung starrer Variablen) nur endlich viele verschiedene Tableauformeln
enthalt, dann ist sie endlich.

Lemma 5.2.16 SeiC ein gutartiger Kalkil mit starren Variablen; sek eine Signa-
tur; und seik € N eine natirliche Zahl. Ferner sel" C TabForm(X*) eine endliche
Menge von Tableauformeln.

Dann gibt es keine unendliche, regwe Folge(7;);>, von Tableaus, so dafrfi > 0
alle Tableauformeln if; Varianten der Tableauformeln in sind.

Beweis:Die Aquivalenzrelation-, auf Tableaus sei definiert durch:

T ~, T genaudann,wennT C, 7" und 7" C, T .

Wir zeigen, daR es nur endlich viedguivalenzklassen (bzgh,) von Tableaus geben
kann, die aus Varianten der Formelnlirbestehen.

DaT endlich ist, gibt es nur endlich viele nicht nur bis auf Variablenumbenennung
verschiedene Paa(@, ¥) von Tableauformelmengernyrfdie folgendes gilt:

e Alle Elemente vor® und ¥ sind Varianten von Formeln ii;
e & hat hochstens: Elemente;
¢ jede Formelin¥ hat mindestens eine Variable mit einer Formebigemeinsam;

e es gibt keine Formel, «/' in ¥, die bis auf Umbenennung nicht ¢nvorkom-
mender Variablen identisch sind.

Seir die maximal nogliche Zahl verschiedener, inkompatibler Umbenennungen der
Variablen in® (diese faingt nur von der Zahl verschiedener Variable@iab); und sei
I';, eine Menge solcher wie oben beschriebenen Paare, vheschiedene Reasén-
tanten jeder Klasse von bis auf Variablenumbenennung gleichen Paareh; efethéi
sei die Mengd',. so gevahlt, dal3 alle ihre Elemente paarweise variablendisjunkt sind.

kluenz zeraiit, hdngt von den weiteren Einsa@nkungen ab, die verwendet werden; jedoch ist es
noch niemandem gelungen, eine deterministische Beweisproaediafie Variablen verwendende
Kalkile mit dem klassischen Begriff zu definieren. Und Grundidafag sehr wohl sein, dal3 er zu
restriktiv ist, um die Beweiskonfluenz zu bewahren, wenn er mit anderen Eardaimgen kombi-
niert wird, die die Fairnel3 der Strategie sicherstellen (wie beispielsweise Gewichtsordnungen).
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DaT'; endlich ist, ist auch die PotenzmerB€l';,) vonT';, endlich; und deren Potenz-
menged = P(P (L)) ist endlich.

Jedem Tableail’ sei ein Element vof3 wie folgt zugewiesen: Jeder Mengevon

auf einem Ast vori" auftretenden Formeln mitdechstens: Elementen sei das Paar

(®, Assoc(T, ®)) zugewiesen. Jedem A&t von T sei ein Element vorP([';) zu-
gewiesen, dal3 Varianten der Paare althdie Mengen® von Formeln aufB mit
héchsteng Elementen zugewiesen sind; dabei seien von Paaren, die bis auf Variablen-
umbenennung gleich sindpbfistens ausgevahlt. Dem Tablead™ sei ein Element

von P zugewiesen, das aus Varianten der deten vonT zugewiesenen Mengen
besteht.

Aus der Definition vorC, bzw. ~, folgt nun, dal’ zwei Tableads zur gleichen&qui-
valenzklasse bzgk-, getdren, wenn ihnen das gleiche Element vBreugewiesen
werden kann. Damit gibt esohstens so vielAquivalenzklassen, wi€ Elemente
hat — also endlich viele.

Um den Beweis des Lemmas zu vervdlistligen, nehmen wir an, dal3 die Zahl der
Aquivalenzklassen von Tableaus bzgl, n € N sei. Es kann keine unendliche, re-
gulare Folge von Tableaus geben, die ausschlief3lich Varianten der Fornieknin
halten, weil es in einer FoldE,, .. ., T, der Ldngen + 1 mindestens zwei verschie-
dene Tableaus; undT; geben muR, die zur gleichéwuivalenzklasse gefén, d. h.,
wir haben sowoht’; C, T; als auchl; C, T;. Da entwede) < ¢ oder: < j folgt, daf’
die Folge irregudr ist. a

5.3 Gewichtsordnungen

Gewichtsordnungen sind das zweite wichtige Konzept (neben Regtjaatif dem
unsere Fairnel3strategie basiert, mit der deterministische Beweisprozegubetid-
bige gutartige Kalll' mit starren Variablen konstruiert werdearkien.

Die wichtigen Eigenschaften einer Gewichtsordnung auf Tableauformeln, die benutzt
wird, um Fairnel3 sicherzustellen, sind die folgenden:

1. Sie ist eine Wohlordnung auf der Menge der Tableauformeln (bis auf Umbe-
nennung freier Variablen), d.h., sie ist wohlfundiert und es gibt immer nur
endlich viele (von Variablenumbenennung abgesehen) verschiedene Tableaufor-
meln, die mit einer gegebenen Tableauformel unvergleichbar sind.

2. Echte Instanzen einer Tableauformdiaben ein bheres Gewicht als.

3. Tableauformeln, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind, haben das glei-
che Gewicht.
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Intuitiv sind dies typische Eigenschaften einer Ordnung auf Tableauformeln, die da-
durch definiert sind, dal3 den Symbolen der Signg@ewichte” zugeordnet werden
(was der Grund ist, warum wir sfeewicht®rdnungen nennen).

Definition 5.3.1 SeiC ein Kalktil mit starren Variablen; und s&ieine Signatur vog.

Eine Gewichtsfunktions weist jeder Tableauformel ifubForm(X*) eine natifliche
Zahl (ihr Gewich) zu, so dal3 die folgenden Bedingungenbtsind:

1. Ist¢ eine beliebige Tableauformel, dann gibtkesne unendlich&enge¥ von
Tableauformeln, so daf3

(a) ¥ keine Tableauformelt, ¢/’ enthelt, die bis auf die Umbenennung starrer
Variablen gleich sind (d. h., alle Formelninsind echt verschieden),

(b) w(y) < w(op) furalley € v.

2. KommtX € Var in ¢ € TabForm(X*) vor und istt € Termg, (X*), t ¢ Var,
ein Term, der keine Variable ist, dann gilt

w(¢) <w(d{X —1t}) .

3. Sind¢, ¢' € TabForm(X*) bis auf die Umbenennung starrer Variablen gleich,
dann giltw(¢) = w(¢').

Seiw eine Gewichtsfunktion; dann ist die (vaninduzierte)Gewichtsordnunet,, auf
Tableauformelndf alle ¢, ) € TabForm(X*) definiert durch:

¢ <, v genau dann, wenm(¢) < w(v) .

O

Eine Gewichtsordnung wird alMlengenvon Tableauformeln fortgesetzt, indem die
maximalenGewichte der Formeln, die sie enthalten, verglichen werden. Diese Fort-
setzung ist ebenfalls eine Wohlordnung — vorausgesetzt die Mengen von Tableaufor-
meln, die verglichen werdenudén nur eine beschnkte Zahl von Varianten jeder
Tableauformel enthalten.

Beispiel 5.3.2Sei ¥ eine Signatur von PL1. Wir nehmen an, jedem Funktions- und
jedem Padikatensymbol irE* sei ein (positives) Gewicht zugeordnet, so dal3 es nur
endlich viele Funktions- und/oder &fikatensymbole eines bestimmten Gewichtes
gibt (starre Variablen haben implizit das Gewicht 0); dannsei) die Summe der
Gewichte aller Funktions- und &tikatensymbole, die in € TabForm(X*) vorkom-
men, wobei mehrfache Vorkommen mehrfachajeziverden. Die Funktiom ist eine
Gewichtsfunktion gemf Definition 5.3.1.
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Die Bedingung, daf3 nur endlich vielen Funktions- undditatensymbolen das glei-

che Gewicht zugeordnet werden darf, spielt in der Praxis keine Rolle, weil nur eine
endliche Zahl verschiedener Symbole in den Tableaugifie gegebene Menge von
PL1-Formeln auftreten kann, wenn die verbesserte Skolemisierung aus Abschnitt 4.4
verwendet wird; allen tagghlich vorkommenden Symbolen kann also das gleiche Ge-
wicht zugeordnet werden. O

Der Zweck von Bedingung 1 in der Definition von Gewichtsfunktionen ist offenbar;
sie stellt sicher, dal3, wenn unendlich viele verschiedene Formeln zu einem Tableau-
ast hinzugaigt werden, das maximale Gewicht der Formeln auf dem Astefr oder
spdter jeden beliebigen Wert erreichen wird. Bedingung 2 mag etwas meduté&r|”
rung erfordern. Sie stellt sicher, dal’ das Gewicht zunimmt, falls keine neuen Formeiln
an einen Ast angeingt werden, sondern er nur immer und immer wieder dadurch
verandert wird, dal3 eine Substitution angewendet wird. Man beachte, dal3 eine solche
Folge von Regelanwendungen die Reguddriticht verletzt, wenn jeweils eine neue
Formel entsteht.

Beispiel 5.3.3Wir nehmen an, dal’ eine Erweiterungsregel erlaubt, aus jeaeri$aé
der Form{p(f(---(X)---))} die Konklusion{{{¢},{r}}, {X — f(X')} abzuleiten,
wobei X' eine beliebige vonX verschiedene starre Variable ist. Dann kann das in
Abbildung 5.13 dargestellte (Teil-)Tableauwr fillen aus dem (Teil-) Tableau abgeleitet
werden, das aus einem einzigen mip(X;) markierten Knoten besteht.

Bedingung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen stellt sicher, dal3 das maximale
Gewicht der Formeln in den Tablealls zunimmit. O

5.4 Deterministische Beweisprozeduren fiir Kalkiile mit star-
ren Variablen

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie vaistige deterministische Beweispro-
zeduren @i beliebige gutartige Kalldé mit starren Variablen definiert werdearkien;
solche Beweisprozedureririen verwendet werden, um eine Tiefensuche nach Ta-
bleaubeweisen mit einer Fairnel3strategie auswmefi (siehe die Diskussion in Ab-
schnitt5.1). Sie werden mit Hilfe der Konzepte der Regua(ibschnitt 5.2) und der
Gewichtsordnungen (Abschnitt 5.3) konstruiert. Beispielsweise kann in dieser Weise
eine deterministische Beweisprozedur diie starre bzw. gemischte Variablen verwen-
denden Kallgle flir PL1 aus den Abschnitten 4.2.10 und 4.3.6 definiert werden.

4 Macht man, wie im folgenden Abschnitt beschrieben, einen Walkitch zusizliche Rekonstruk-
tionsschritte schwach nicht-destruktiv, dann kann diese Situation nicht mehr eintreten und Bedin-
gung 2 in der Definition von Gewichtsfunktionen ist nicht mehr unbedingt notwendig.
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n mal

i
N\

Abbildung 5.13: Ein Tableau, das die Notwendigkeit der Bedingung 2 in der
Definition von Gewichtsfunktionen illustriert (siehe Beispiel 5.3.3).

Die Gutartigkeit des Kallls ist unverzichtbar. Er muf3 nicht-strukturell sein, weil sonst
die Reihenfolge, in der Formeln zu einem Tableau hinauggafierden, relevant ist und

die Vollsténdigkeit verloren gehen kann, wenn sie in der Reihenfolge ihres Gewichtes
hinzugetigt werden. Der Kalkl'muf3 monoton sein, da deterministische Prozeduren
unter Umséihden zwischenutzZlichen auch redundante Beweisschritte aliséin; und

die redundanten Formeln, die dadurch hinzugefverden, difen die spter nachzu-
holen nitzlichen Erweiterungsregelanwendungen nicht verhindern. Es ist auch wich-
tig, daf’ der Kalkl' monoton bzgl. Substitution ist, so daf? die Reihenfolge in der ver-
schiedene sinnvolle Substitutionen angewendet werden, irrelevant ist.

Wir betrachten zuachst nur solche Kalké, in denen minimale Bmissen nicht be-
liebig grof3 sind, d. h., nicht mehr alsFormeln enthalten (i ein festes: € N). Wie
Kalkile, die diese Eigenschaft nicht haben, dennoch behandelt weodeek, wird
am Ende dieses Abschnittes diskutiert.

Um sicherzustellen, dal3 eine Beweisprozedur in jedem Fall einen Tableaubeweis findet
(vorausgesetzt ein Beweis existiert)ussén die Folgen von Tableaus, die konstruiert
werden, die folgenden beiden Bedingungemigsfi:

1. Die Folge von Tableaus, die konstruiert wird, mitfleguBir sein, d. h., Erwei-
terungsregelanwendungen, die ein in einem seinera¥ggrk-enthaltenes Ta-
bleau erzeugen, sind verboten.

2. Beijedem Ableitungsschritt wird aus alleroglichen Erweiterungsregelanwen-
dungen, die die Regulaatsbedingung nicht verletzen (wden), eine solche
ausgewahlt, die ein Nachfolgetableau erzeugt, in dem das Maximalgewicht der
Formeln so klein wie raglich ist (d. h., Nachfolgetableaus werden anhand des
maximalen Gewichtes aller ihrer Formeln verglichen).

Wenn mehrere wyjliche Erweiterungsregelanwendungen die obigen Bedingungen er-
fullen, kann eine Beweisprozedur beliebige Heuristiken verwenden, um eine von ihnen
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auszuvehlen. Eine typische Heuristik ist beispielsweise, Konklusionen zu bevorzugen,
die wenige Extensionen enthalten, so dal3 wenige neuasteiéirzeugt werden.

Man beachte, daf3 Formeln nicht notwendig in der Reihenfolge ihres Gewichtes zu
einem Tableau hinzugedit werden, weil eine Formet erst dann hinzugetjt wer-

den kann, wenn ihre Briissell auf dem Ast vorhanden ist, — und das Gewicht der
Formeln inII kann roher sein als das vop. Auch wird der Zeitpunkt, zu dem eine
Konklusion verwendet wird, von derjenigen ihrer Formeln bestimmt, die dakdté
Gewicht hat, so dal3 Formeln mit geringem Gewicht, die nur zusammen mit Formeln
hohen Gewichtes erzeugt werdemmké, erst sptér zum Tableau hinzugedt werden.

Um der Bedingung garge zu tun, daflle Erweiterungsregelanwendungen, die For-
meln geringeren Gewichts hinzifén, ausgetirt werden missen, bevor Formelngy™

Reren Gewichtes abgeleitet werden, kann es notwendig sein, schon geschisssene

zu erweitern. Solche Erweiterungen sind nicht immer redundant, denn auch geschlos-
seneAste enthalten noch immeutzliche Information und &finen anderdste durch
Substitutionen beeinflussen, die bei ihrer Erweiterung auf das Tableau angewendet
werden (die erste Substitution, die angewendet wird, um einen Ast abzuschliel3en, ist
nicht notwendigerweise digichtige). Wenn ein geschlossener Ast allerdings keine
starren Variablen mit anderdtsten gemeinsam hat, dann braucht er nicht erweitert zu
werden.

Leider ist die Regular#fs-Bedingung, wie sie oben definiert ist, immer noch sehr
schwierig zu implementieren; sie erfordert, ein Tabl&gy;, mit allen seinen Vor-
gangerniy, ..., T, zu vergleichen, und nicht nur mit dem Table&y aus dem es
abgeleitet wird. Solch ein Regulatstest ist banjlich des erforderlichen Speicher-
platzes wie auch des Zeitaufwands sehr teuer. Noch schwerer wiegt, dal3, wenn eine
Irregularitit entdeckt wird, wenn alsB, ;. in einem seiner Vorarigertableaus; ent-
halten ist, andere Nachfolgetableaus gn(nebenT}_ ) betrachtet werden ussen;
das entspricht jedoch in gewissem Sinne Backtracking. Der Guundié Notwen-
digkeit, andere Nachfolgetableaus v@h zu betrachten, ist der folgende: Ein Ta-
bleauT, ., das in einem Tableali; enthalten ist, mul3 bei der Beweissuche nicht
beticksichtigt werden, weil alle Tableaubeweise, die marigus konstruieren kann,
genauso aus; konstruiert werdendrinen. Giltj = n, dann gengt es, das Nachfolge-
tableaul;,,,; auszuschlielen; und man kann sicher sein, daf3 ein Beweis, dBf aus
ableitbar ist, genauso ali§ ableitbar ist, ohn&},,; zu betrachten. Gilt jedoch+# n,
dann ist noglicherweise das Tabledl, nicht Teil des aud;,..; und alsol; ableitba-

ren Tableaubeweises, sondern erfordert, mit einem alternativen Nachfolget&hleau
fortzufahren, das voff;_, verschieden ist. Die Situation ist in Abbildung 5.14 sche-
matisch dargestellt.

Alle diese Probleme resultieren aus der Tatsache, daf} ein Tabjesiaht notwen-
dig in seinem Nachfolgetabledl, enthalten ist, weil Kalkle mit starren Varia-
blen destruktiv sind und Formeln, dief) vorkommen, iril’;,; moglicherweise nicht
mehr enthalten sind. Ist der Kalkjedoch in dem Sinnechwach nicht-destruktiv
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Abbildung 5.14: Beweissuche mit einem destruktiven Kailk "
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Abbildung 5.15: Beweissuche mit einem schwach nicht-destruktiven #lalk”

dal3 Tableaus stets in ihren Nachfolgetableaus enthalten sind, ergibt sich die in Abbil-
dung 5.15 dargestellte Situation. Nun ist das TablEaum dem Tablead;, enthalten,

und man kann sicher sein, dal3 der dys; ableitbare Beweis auch direkt alis
ableitbar ist, also ohne den WeperT,, ., zu nehmen. In gewisser Weise sind also
(schwach) nicht-destruktive Kalke beweiskonfluent bzgtegularer Beweise.

Hat ein Kallil die Eigenschaft, dal3 Tableaus stets in ihren Nachfolgetableaus enthal-
ten sind, nicht, dannddinen,unangenehme* Zyklen auftreten. Es kann in einer un-
endlichen irregudie Folge von Tableaus einen Zyklus geben, der aus unendlich vielen
Tableausr,,, besteht, die sich alle gegenseitig enthalten; und es kann sein, daf3 kei-
ne der irreguren Erweiterungsregelanwendungen einfach zu erkennen ist, also kein
Tableau in der Folge in seineammittelbarerMorgadnger enthalten ist.

Beispiel 5.4.1Wir nehmen an, die in Tabelle 5.1 gezeigten symmetrische Regelsche-
mata charakterisieren die Erweiterungsregel einesi{sikit starren Variablen.

Beginnend mit einem initialen Tableau, das aus einem Ast mit den Tableauformeln
T:p(a), T:q(b) und T:p(X,) besteht, kann eine Foldg, 75, . .. von Tableaus abge-
leitet werden, so dal} jedes TableéBu(: > 0) der Folge das Tabledli,, 1-entfalt;

aber keines der Tableals (: > 0) enthalt das Tablead;,; (i > 0). Die ersten vier
Tableaus der Folge sind in Abbildung 5.16 dargestellt. O
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T:p(t) T:q(2)
Tiq(Y) T:p(X)
falls ¢ mit der Konstantem unifizierbar ist; falls ¢ mit der Konstantem unifizierbar ist;
Y ist eine beliebig starre Variable; X ist eine beliebig starre Variable;

ein Unifikator vont unde ist anzuwenden ein Unifikator vont unda ist anzuwenden

Tabelle 5.1: Symmetrische Regelschemata, die eine Zyklus erlauben.

T:pl(a) T:pl(a) T:pl(a) T pl(a)
T:ql(b) T:ql(b) T:ql(b) T ql(b)
T:p(Xy) Trpl(a) Trpl(a) Trpl(a)
T:(Y1) Tiql(b) T ql(b)
T:p(Xs) Tipl(a)
T:q(Y3)

T Ty T3 Ty

Abbildung 5.16: Eine irreguéire Folge von Tableaus, die einen Zyklus aitth”
(Beispiel 5.4.1).

Das obige Beispiel illustriert den Grund dafdald schwer zu erkennende Zyklen auf-
treten lonnen; es ist jedoch ein sehunstliches Beispiel, und der Zykluskiite ver-
mieden werden, wenn immer eine solcharmisse zur Ableitung einer bestimmten
Konklusion verwendet wrde, die die wenigsten Instantiierungen starrer Variablen not-
wendig macht (was ohnehin eine gute Heuristik ist). Das heil3t, anstatt die Konklusion
({{T:p(Y)}}, {X — a}) aus der Painisse{T:p(X')} abzuleiten, wird die Konklusi-

on ({{T:p(Y)}},id) aus der Raimisse{T:p(a)} abgeleitet. Es gibt jedoch, wie das
folgende Beispiel zeigt, kompliziertere Situationen, in denen auch die Verwendung
anderer Paimissen nicht hilft.

Beispiel 5.4.2 Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen einen Zyklus in einer unendlichen
irreguldren Folge von Tableaus, die mit Hilfe des gemischte Variablen verwendenden
Kalkuls fir PL1 aus Abschnitt 4.3.6 konstruiert ist.

Zur Konstruktion dieser Tableaufolge werden die folgenden Erweiterungsregelanwen-
dungen wiederholt ausgdfit:

— Eine Konklusion der Forn{T:r(Y")}, {T:s(Y")}} wird aus{T:(r(y) V s(y))} ab-
geleitet und benutzt, um den ganz rechten Ast des Tableaus zu erweitern (z. B. um
das Tablead§ aus dem Tableall; abzuleiten).

— Der dritte Ast von rechts wird abgeschlossen; dabei wird eine Vari&biait a
instantiiert (z. B. uni; ausTg abzuleiten).
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— Eine Konklusion der Formy{T:p(X)}, {T:q(X)}} wird aus{T:(p(x) V ¢(x)) } ab-
geleitet und benutzt, um den ganz rechten Ast des Tableaus zu erweitern (ZI'B. um
ausT; abzuleiten).

— Der dritte Ast von rechts wird abgeschlossen; dabei wird eine Varighbmeit b
instantiiert (z. B. uniy ausTy abzuleiten).

Nach Austihrung dieser vier Schritte ist der Zyklus vollendet, d. h., jedes Takleau
der Folge entalt das Tablead’;, , (fur: > 5). Kein Tableau in der Folge erdti'sein
unmittelbares Nachfolgetableau, so dal? der Zyklus schwierig zu erkennen ist. Man
beachte, dalifjede Erweiterungsregelanwendung eingfisse verwendet wird, die

die Instantiierung raglichst weniger Variablen erfordert. O

Die oben beschriebenen Probleme, die alle dadurch entstehen, dal? ein Tabjeau
nicht notwendigerweise sein Vaggertablead’; enthalt, konnen gedst werden, in-

dem man die Beweisprozedur auf folgende Weise schwach nicht-destruktiv macht:
Wir fordern, daf3 sofort nach einem destruktiven Erweiterungsschritt die Regelanwen-
dungen ausgefirt werden, die notwendig sind, um die zers¢h Formeln zu rekon-
struieren. Dabei wird im schlimmsten Fall eine Kopie des von den Instantiierungen
betroffenen Teiltableaus an jeden betroffenen Teilast aaggh "Solch eine Rekon-
struktion kann immer ausgdtfirt werden, weil der Kalld gutartig ist. Das Ergebnis

ist ein Tablealﬂ}jl, das das Tableali; und das Tableal;; enhalt, wie auch alle
Tableaus, die als Zwischenergebnissdvend der Rekonstruktion auftreten.

Beispiel 5.4.3Der linke Ast des Tableaus in Abbildung 5.19 (a) wird mit Hilfe der
Konklusion{{L}},{X — «} abgeschlossen. Das Ergebnis ist das Tablauin
Abbildung 5.19 (b), in dem alle die starre Variableenthaltenden Formeln zeost™
worden sind. Sie werden rekonstruiert, indem Kopien des Teiltabl€akis an alle
Aste vonT},, angekihgt werden, auf denen Formeln fehleh;X') besteht aus allen
Formeln inT;, in denenX vorkommt. Das Ergebnis ist das Table®g, (Abbil-
dung 5.19 (c)), das sowoli} als auchl;,, enthalt. O

Wenn eine deterministische Beweisprozedur nach jeder Erweiterungsregelanwendung
zurdchst eine Rekonstruktion ausft, dann entsteht eine Fol@g , 75", ... von Ta-
bleaus, wobef, ausT;" durch eine regalfe Erweiterungsregelanwendung und an-
schlielRende Rekonstruktion aller zers¢h Formeln entsteht. Um aibérprifen, ob

solch eine Folge regat’ist, genigt es, zu testen, ob das unmittelbare Nachfolgetableau
T;+1 vonT;" in T;" enthalten ist. Weitere Voagigertableaus us5en nicht betrachtet
werden, weil sie alle if;" enthalten sind.

Satz 5.4.4SeiC ein gutartiger Kalkil mit starren Variableniir eine LogikL; sei X
eine Signatur vorL; sei k € N die maximale Gof3e minimaler Pamissen irC; und
seiw eine Gewichtsfunktion.
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Abbildung 5.17: Eine irregulire Folge von Tableaus, die einen Zyklus eaitth”

(Teil 1); siehe Beispiel 5.4.2.
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Abbildung 5.18: Eine irreguéire Folge von Tableaus, die einen Zyklus aitth”

(Teil 2); siehe Beispiel 5.4.2.
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T:(p(x) v (q|(:13) Ar(z))) T:(p(z) v (ql(w) Ar(z)))
T:(sll\/ $2) T:(31|V S2)
F:p(a) F:p(a)
~ N
T:p(X) TZ(Q(X)l/\ r(X)) Tipl(a) T:(q(a)l/\ r(a))
T:ql(X) 1 T:ql(a)
Tar(X) T:r(a)
7\ VRN
T:s;  Tisg T:s;  Tisg
(a) (b)
T:(p(z) v (ql(w) Ar(z)))
T:(s1V s9)
F:pl(a) wobei S(X) =
~N
T pl(a) T:(q(a)l/\ r(a))
1 T:ql(a) T:p(X) T:(q(X)l/\ r(X))
@ T:r(a) T:q(X)
VRN I
T:sq T:so T:r(X)
SN\ /S(X)
()

Abbildung 5.19: Eine Tableau-Rekonstruktion (Beispiel 5.4.3).
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Falls es einen Tableaubeweidrfeine Menge§ C Form(X*) gibt, dann entBlt je-
de Folge(7;");>1 von Tableausifr §, die wie unten beschrieben konstruiert ist, ein
geschlossenes Tabledjf (n € N):

e T," ist ein initiales Tableauifr 3.
e Furalle: > 1 qilt:

1. T;,, ist ein Nachfolgetableau vof" (Def. 5.2.11), so daB (&j;,; nicht
in 7;" k-enthalten ist und (b) es kein Nachfolgetablédy, vonT;" gibt,
das Bedingung (a) diflt und zudem ein kleineres maximales Formelge-
wicht alsT;,; hat (bzgl. der Gewichtsfunktian).

2. Sei(C;, 7;) die aus einer Pamisse auf’;" ableitbare Konklusion, die ver-
wendet wird, unil;,; zu konstruieren; und seb; das minimale Teilta-
bleau vonT;,,, das alle Vorkommen der von instantiierten freien Va-
riablen entlélt. Das Tableaul/, entsteht aud;., durch (wiederholte)
Ausfihrung aller Erweiterungsregelanwendungen, die notwendig sind, um
das Teiltableaus; zu erzeugen; dabei wird; an das Ende alleAste an-
gefugt, die durch dass; entsprechende TeiltableauTy, , fuhren (welches
durch Anwendung von auf S; entsteht).

Beweis: Teil 1: DaC gutartig ist, gilt folgendes: Wen(C, o) eine Konklusion einer
Pramissdl ist, dann ist{C', id) eine Konklusion vorilo. Darum erfordern die Erwei-
terungsregelanwendungen, die notwendig sind,TUmausT; zu konstruieren, keine
Instantiierung starrer Variablen, d. h., sie sind nicht-destruktiv. Daraus folgt, daf3

T, C. T}

fur alle; > 1 gilt.

Per Konstruktion voff’;; ; werden alle Formeln, die durch die Anwendung der Substi-
tution ; auf ;" zersort werden, auf alled\sten auf denen sie ifi,.; fehlen, wieder
eingeftihrt. Also gilt

T} G T,

Teil 2: Wir zeigen, daf3 die Folg€l"),> regulr ist (Def. 5.2.12). Nehmen wir das

Gegenteil an; dann erafi'die Folge Tableaus;", 7;", j <4, so dal¥l;" C, T}". Mit
den Resultaten aus Teil 1 impliziert dies

T, C T T C T

was der Tatsache widerspricht, daf? (per Definition) das Talfleaightin 7", k-ent-
halten ist.
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Teil 3: Seiwyax € N ein beliebiges Gewicht. Wir zeigen, dal3 die initiale Teilfolge von
(T;");>1 endlich sein muB, die nur Formetnmit Gewichtw(¢) < wmax enthalt.

)

Seil eine Menge von (Varianten von) Regentanten jeder Klasse von Tableaufor-
meln in (7;");>1, die bis auf Variablenumbenennung gleich sind und deren Gewicht

)

nicht giolRer alswy,,, ist; ist alsop eine Tableauformel mity(¢) < wmayx iN (1, )i>1,

dann gibt es eine Variante vgnn I'; wir wahlenI” so, dal3 die Formeln ii paarweise
variablendisjunkt sind.

Die Definition von Gewichtsordnungen impliziert sofort, dal? die Mengadlich sein
muB. Darum ist Lemma 5.2.16 anwendbar, und die initiale Teilfolge(¥91;>1, in
der keine Formel mit einem Gewicht von mehr als,, auftritt, ist endlich.

Teil 4. Per Voraussetzung gibt es einenogticherweise irregaien) Tableaubeweis
Ti,...,T) fur§. Seiwn,, das maximale Gewicht aller in diesem Tableaubeweis auf-
tretenden Tableauformeln; und §&f das letzte Tableau in der (wie in Teil 3 gezeigt)
endlichen initialen Teilfolge vofZ;");>1, in der keine Tableauformeln mit einem Ge-
wicht von mehr alsw,,,,x auftreten (das Tablealll,",, enttelt also eine Formel mit
einem Gewicht von mehr ais,,,).

Wir beweisen durch Induktionber j, dafd es Substitutionen, . .., o, € Subst(¥X*)
gibt, so daf}
jy gk T;O'j .

j = 1: Seio; = id; die Tableaud] und 7" sind beide initiale Tableausif’y und
enthalten keine starren Variablen; also gilt trivialerwéise- T, C, T, =T/'o.

j — j + 1: SeienIl’ die P@misse undC, p) die Konklusion, die it die Konstruktion
vonTj,, ausT; verwendet worden sind; und sBj der Ast inT}, der erweitert wor-
den ist. Die Substitutiop sei so gewhlt, dal3 sie nur ifil’ vorkommende Variablen
instantiiert; das ist immer oglich, da der Kallal' gutartig ist.

Betrachten wir zuachst den Fall, daB kein Ast ifj; o; den AstB’ k-enthelt. Dann
enthalt jeder Ast vonT; o; einen nicht-expandierten Ast vdfi; und es gilt also

Andernfalls gibt esste B', ..., B* in Tfo;, die B; k-enthalten. DaB; C, B! fur
1 <1< s, gibt es eine Meng#8' von Tableauformeln auB’ und eine Substitution
(die wegen Bedingung 2 in der Definition der Enhaltenseins-Relation [Def. 5.2.3] nicht
von! abhéngt), so daBl'r = II'. Also kannB mit der Konklusion(C, po ) erweitert
werden. Sei nud’ das Tableau, das dadurch aljso; entsteht, daR jeder déste

B',..., B* mit der Konklusion(C, p o 7r) erweitert wird. Dieses Nachfolgetableﬁu
vonT fo; k-enthalt 77 ;.

Wir fahren fort, indem wir zeigen, dal jede Erweiterungsregelanwendung, die zur
Konstruktion vonT ausT, o; ausgetihrt wird, irregular ist. Alle durch eine sol-
che Regelanwendung neu entstehenden Tableaufornagtich "die inC' und die in
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(Assoc(T;F, 1)) p, kommen nach der Definition vof, bis auf Variablenumbenen-
nung inTj,, vor und haben also ein Gewicht kleiner oder gleigh... Da aber per
KonstruktionT " das letzte Tableau in der (regquén) Tableaufolge ist, das keine For-
mel mit einem Gewicht von mehr als,,., enthélt, mul3 jede Erweiterungsregelanwen-
dung, die keine Formel mit einem Gewicht von mehrwals. erzeugt, irregwr sein.
Damitgilt 7}, C, T' C, Tfo; =T oj mitojy = o,

Teil 5: Wir konnen nun die Aussage des Satzes beweisen, denn insbesoeehdinglt
das Tablead o,, das Tablead’,. DaT), geschlossen ist, erdhjeder Ast vonT!,
die Tableauformel.. Also ist | auch in jedem Ast vofi’ o,,, und somitin jedem Ast
von T, enthalten. Daraus folgt, daly geschlossen ist. O

Eine Beweisprozedur, die die Bedingungen des Satzes 5.4l arfd eine regudie
Folge T}, T,", ... von Tableaus konstruiert, so dai3” C, 7;%, fur alle: > 1, si-
muliert — in gewissem Sinne — eine Tiefensuche mit Iterative deepening (siehe Ab-
schnitt 5.1.2). Das Gewicht der Formeln, die in einem Tableau vorkommdarg”

wird schrittweise erbfit. Wenn ein (roglicherweise irregalier) Tableaubeweis exi-
stiert, der keine Formeln mit einem Gewicht von mehralg, enthalt, dann gibt es

ein geschlossenes Table@, das das letzte in der konstruierten Folge ist, das kei-
ne Formel mit einem Gewicht von mehr als,,, enthalt. Es enthlt alle ableitbaren
Tableausl.,,,.., die keine Formeln mit einem Gewicht von mehr aig,, enthal-

ten. Der grol3e Vorteil dieser simulierten TsID gegleer klassischer TsID mit Back-
tracking ist, dal das Tabled(J" eine sehr kompakte Darstellung des Suchraums ist.
Alle Information, die in einem der Tableads ,,,, enthalten ist, ist in der einheitli-
chen Struktufl’rvorhanden; alle Tableaus im Suchraum, die zueinander symmetrisch
sind und also die gleiche Information enthalten, sind durch ein einziges Teiltableau
von 7, dargestellt. Da kein Backtracking verwendet wird, geht schon abgeleitete In-
formation niemals wieder verloren. Es kann Teile des Tabl&gugeben, die redun-
dante Information darstellen und nutzlos sind (d. h., redundante Teiltableaus, die nicht
héatten erzeugt werden sollen); diese sind aber nichadiati, da sie mit Hilfe der in
Abschnitt 4.6 beschriebenen Pruning-Technik entfernt werdamdri.

Die in diesem Abschnitt beschriebene Methode zum Entwurf deterministischer Be-
weisprozeduren kann nur angewendet werden, wenn diBeaminimaler Rainissen
durch eine Konstante € N beschankt ist. Die Methode kann jedoch leicht so ange-
pal3t werden, dafd sie auch auf beliebige andereutabaiwendbar ist (wie beispiels-
weise den Kalll fur modale Logiken aus Abschnitt 3.7.4). Dazu wird die Schranke
wahrend der Konstruktion einer reguéh Folge(7;");>; von Tableaus schrittweise
erhoht. Man kann beispielsweise festlegen, daf k., (wn.x) gelten soll, wobek,,

eine monoton wachsende Funktion ist ung,, das maximale Gewicht von Formeln

in dem jeweils aktuellen Tableau.
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5.5 Gutartigkeitserhaltende Suchraumeinschrankungen

Die im vorangegangenen Abschnitt beschriebene Methode zur Konstruktion einer de-
terministischen BeweisprozedwrfKalkiile mit starren Variablen ist mit allen Such-
raumeinschainkungen kompatibel, die die Gutartigkeit des Kadkérhalten. Solche
Einscheinkungen basieren gelrilich auf semantischen Eigenschaften der jeweiligen
Logik, so dal’ sie nur schwer in uniformer Weise formuliert werdemnieh. Es fol-
genden wichtige Beispiel@if'solche Suchraumeinseamkungen.

Konnektivitdt Fur viele Kalkile (und Logiken) kann ein&onnektionsRelation
zwischen Tableauformeln definiert werden, so dal3 eine Fappdie keine Konnek-
tion zu einer anderen Formel (oder Menge von Formeln) auf einemBAsat, mit
Sicherheit redundant ist; in diesem Fall kann wegl@och eine aug ableitbare For-
mel zum Abschlul3 vorB beitragen. Das heil3t, (1) es gibt keine minimategnt-
haltenden Rafnisse, aus der abgeleitet werden kann, und — iterativ — (2) keine aus
einer minimaleng enthaltende Rmisse ableitbare Konklusion hat eine Konnektion
zu einer Formel oder einer Menge von Formeln BulUm fur die Einschahkung des
Suchraums uatzliche zu sein, muld die Konnektionsbedingung einfachilzerprifen
sein.

Fir den PL1-Kalkil aus Abschnitt 3.6 kann beispielsweise eine Konnektions-Relation
verwendet werden, bei der zwei Formeln genau dann eine Konnektion haben, wenn sie
das gleiche Atom mit verschiedener Polatrgnthalten (siehe z. B. (Beckert &aHiile,
1998)).

Ein Konnektions-Begriff, der darauf beruht, das Vorkommen gleicher Atome mit ver-
schiedener Polaat zu uberptifen, kann in den meisten Logiken in dem Sinne ver-
wendet werden, daf} das Vorkommen solcher Atoareefiie Konnektiorausreicht

Oft miussen aber auch noch anderer Arten von Konnektionaicksichtigt werden
(beispielsweise haben Formeln, die Gleichungenasgmtieren, eine Konnektion zu
allen Formeln, auf die diese Gleichupgngewendet* werden kann).

Wird ein gutartiger Kalkil'in einer Weise eingescainkt, so dald eine minimaledmis-

sen nur zur Erweiterung eines Astes verwendet werden darf, wenn alle ihre Formeln
eine Konnektion zu anderen Formeln auf dem Ast haben, dann bleibt die Gutartigkeit
des Kalkils erhalten. Gutartigkeit und Beweiskonfluenz gehen jedoch verloren, wenn
einestarkeKonnektions-Bedingung verwendet wird, bei der eine minimasasse

nur verwendet werden darf, wenn eine ihrer Formeln eine KonnektionBiathdes
Astes hat, der erweitert wird.

Selektionsfunktionen Ein weitere wichtige Methode zur Einsemkung des Such-
raums, die die Gutartigkeit eines Kalk"bewahrt, ist die Verwendung einer Selekii-
onsfunktion zur Auswahl derathsten zu verwendendenaRrisse, die auf eindiri-
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teralordnungberuht; diese Technik ist aus dem Beweisen in klassischer Klausellogik
bekannt (Hihnle & Klingenbeck, 1996; &hinle & Pape, 1997).

Man beachte, dal3 das Konzept der Literalordnungen von dem der Gewichtsordnungen
(Abschnitt 5.3) sehr verschieden ist; so sind Literalordnungen (im allgemédirem®
Wohlordnungen, da es unendlich viele unvergleichbare Formeln geben kann.



6 Fasern

6.1 Einfiihrung

Die Methode des Fasermi#fing) ist ein sehr ntzliches Konzeptdi die Kombination
logischer Systeme basierend auf der Kombination ihrer Semantiken (Gabbay, 1996¢;
Gabbay, 1996a; Gabbay, 1999), siehe Abschnitt 6.2. Die grundlegende Idee ist, die
Modelle, die die Semantiken zweier Logik&n und L, definieren, so zu kombinie-

ren, dal3 die resultierenden Strukturen benutzt werdeméri, um die Semantik von
Ausdricken (Formeln) aus der Kombination der Sprachenkpnnd L, zu definie-

ren. Die allgemeine Voraussetzung Fasern ist, dal3 die Modelle Komponenten wie
die Welten in Kripke-Modellen haben, wasliig mit den Annahmen, die wuber die

Form von Modellen gemacht habamereinstimmt.

Um gefaserte Modelle zu bilden, werden Faser-Funktiafgn, definiert, die jeder
Welt w einesL;-Modellsm; ein Ly-Modell m, zuweisen. Wenn einks-Formel in

der Weltw ausgewertet werden soll, wo ihr Wahrheitswert acimst undefiniert ist,
dann wird sie statt dessen in, = F; 5)(w) ausgewertet. Die volle 8tke des Fa-
serns kommt zum Vorschein, wenn der Prozel3 iteriert wird, um eine Semantik f*
die Logik Lj; 5 zu definieren, in deren Formeln Operatoren der Komponentenlogiken
beliebig verschachtelt auftreteohrien. Fasern ist in vielen Bereichen der Logik er-
folgreich eingesetzt worden, um Systeme und ihre Semantiken zu kombiniaren; f*
einenUberblick siehe (Gabbay, 1996c; Gabbay, 1999).

In diesem Kapitel erweitern wir das Konzept des FasernsTabfeaukalkle. Wir
beschreiben, wie in uniformer Weise ein korrekter und vatidiger Tableaukaik™

fur die kombinierte Logik aus Tableaukalkih der Komponentenlogiken konstruiert
werden kann. Da Tableaukalle fiir die meistenBasislogiken® schon zur Vanfjung
stehen (einschlief3lich klassischer Logiken, modaler Logiken, intuitionistischer Logi-
ken, temporaler Logiken und vieler anderer mehonikén Kalkile fir alle,,komple-

xen" Logiken gewonnen werden, die sich durch Fasern aus Basislogiken ergeben, wie
beispielsweise modale &tikatenlogik, intuitionistische temporale Logik, usw.

Der wesentliche Vorteil eines uniformen Konzeptas das Fasern von Tableaukal-
kulen ist, daB di die Konstruktion eines Kalks flr die KombinationLy; 5 zwei-

er Logiken kein Wissember deren Interaktion betigt wird. Also kdnnen Kalkile

fur Ly, o) schnell und einfach gewonnen werden. Korrektheit und \aidigkeit des
gefaserten Kalldls nuissen nicht neu bewiesen werden; sie folgen aus Korrektheits-

181
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und Volls&indigkeitseigenschaften der Komponentenki@KSatz 6.4.3).

Es ist auch roglich, einen Kalk C, fur eine LogikL; mit einem Kalkil C, fur eine
»reillogik® Ly von L; zu fasern (beispielsweise ist Aussagenlogik eine Teillogik der
Pradikatenlogik); wenn auch; die ganze LogikL; behandeln kann, so mag doch
der Kalkil C, fur Formeln aud., effizienter sein, so daf’ der gefaserte K& )
effizienter alg; ist.

Es ist nicht noglich, wllig beliebige Tableaukalké in uniformer Weise zu fasern.
Wenn nichtsuber die Kalkile bekannt ist, dann ist nicht klar, wo und wie der Kalk~
fur L, an den Kalkil fur L; ,angeschraubt’ werden muf3. Darum betrachten wir in
diesem Kapitel nur Tableaukalle, die — syntaktisch —

— gutartig sind
und — semantisch —

— die starken Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.8 haben (Angemessenheit
der Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit der Erweiterung),

— die starke \ollsihdigkeitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.10 haben (Angemessen-
heit der Menge der Tableauinterpretationen) und

— stark semantisch analytisch sind (Def. 3.5.16).

Kalkule mit diesen Eigenschaften sind hinreichendrmal®, um gefasert werden zu
konnen. Gutartigkeit der Komponentenkalii'ist ausreichend, um den gefaserten
Kalktl in uniformer Weise zu definieren (d. h., seine Syntax und seine Semantik).
Wenn die Komponentenkalke' datiber hinaus die oben aufgelisteten semantischen
Eigenschaften haben, dann ist der entstehende gefasertal Katkmatisch korrekt
und vollsgéindig tir die Logik, die durch Fasern der Komponentenlogiken entsteht. Au-
Rerdem hat dann der gefaserte Kakkélbst diese semantischen Eigenschaften, was es
ermoglicht, das Fasern von Tableaukaliri zu iterieren und so einen Kalkfur die

voll gefaserte LogiK.j; o) zu konstruieren.

Als ein Beispiel werden in Abschnitt 6.5 ein Kalkfur PL1 und ein Kalkf fur die
Modallogik K gefasert, wodurch ein Kalk fur eine modale Rdikatenlogik entsteht.

Es kann sein, dal? mit einem gefaserter Kialkir ein Semi-Entscheidungsverfahren
fur die Ertillbarkeit von Formeln der gefaserten Logik gebildet werden kann, d. h.,
eine auf dem gefaserten Kalldieruhende Beweisprozedur terminiexdgficherweise

nur fur unertillbare Eingabeformeln — selbst wenn die Komponentenkalkénutzt
werden lonnen, um die Erfllbarkeit in den Komponentenlogiken zu entscheiden. Das
ist jedoch nichtiberraschend, weil eine gefaserte Logik auch dann unentscheidbar sein
kann, wenn ihre Komponentenlogiken entscheidbar sind.

Zu verwandten Arbeiten ist (D’Agostino & Gabbay, 1996) ahlen, wo eine Me-
thode zum Fasern von Tableaukalli ftir Logiken mit sub-struktureller Implikati-
on vorgestellt wird. In (Gabbay & Governatori, 1998) ist eine Methode zum Fasern
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von Tableaukalklen flir modale Logiken beschrieben, um Kal& flir multi-modale
Logiken zu erzeugen; sie kann als Instanz des allgemeinen Konzepts angesehen wer-
den, dal3 im folgenden vorgestellt wird. In (Giunchiglia & Sebastiani, 1996) ist ein
Deduktionssystemui modale Logiken beschrieben, das separate Prozeduretef”
Handhabung des klassischen bzw. des modalen Anteils von Formeln verwendet.

In (Pfalzgraf, 1991; Pfalzgraf & Stokkermans, 1994) wird das séimliche Konzept
derlogischen Faserreingefihrt und motiviert; als konkrete Anwendungen wird die
Modellierung der logischen Kontrolle kooperierender Agenten genannt. Baader und
Schulz (1995a; 1995b) benutzen eine weitere Variante des Faserns, um die Definiti-
onsbereiche symbolischer Constraints ueglrigsverfahren zu kombinieren.

Die Vorteile der Kombination von Logiken werden in (de Rijke, 1997) diskutiert.

6.2 Fasern logischer Systeme

In diesem Abschnitt ist die allgemeine Methode des Faserns logischer Systeme be-
schrieben, und Syntax und Semantik gefaserter Logiken werden — basierend auf Syn-
tax und Semantik der Komponentenlogiken — definiert.

Intuitiv werden, wenn zwei Logikel,; und L, gefasert werden, Formeln betrachtet,

die aus Symbolen und Operatoren beider Logiken aufgebaut sind (Gabbay, 1996c;
Gabbay, 1999). In einem ersten Schritt betrachten wir eine Lbgik, bei derL,-
Formeln innerhalb voilL;-Formeln auftreten dinen aber nicht umgekehrt.

Die Logik Lj; o) = Ly ), die die volle Kombination vorl; und L, ist, wobei dann
Ausdticke aus beiden Logiken beliebig verschachtelt auftreemé&i, kann behan-
delt werden, indem die im folgenden beschriebene Konstruktion induktiv wiederholt
wird. Genauso ist es aglich, drei oder mehr Logiken zu kombinieren.

Da wir logische Systeme in einer sehr allgemeinen Weise definiert haben, steht keine
Information dauber zur Vertigung, wie Formeln aus Signaturen aufgebaut sind. Wir
modellieren die Annahme, ddR, ,)-Formeln konstruiert werden, indeby-Formeln
(auf irgendeine Art und Weise) als Teilformeln vin-Formeln verwendet werden,
wie folgt: Wir betrachten die Logil., 5 als eine besondere Version van, die

die Formeln vorL, als (zusitzliche) Atome entilf. Und in jeder Weltw derL; 5)-
Modelle (die angereichertk,-Modelle sind) ist der Wahrheitswert der at®lichen
Atome (dieL,-Formeln sind) derselbe wie in der initialen Welt eiigsModells, das
der Weltw zugewiesen ist. Also bestehén; ;-Modelle aus einenkL;-Modell m,

und einerFaser-FunktionF, die jeder Weltw in m; ein Ly-Modell zuweist (dies ist

in Abbildung 6.1 illustriert). Intuitiv wird eind.,-Formel, wenn sie inv ausgewertet
werden soll, wo ihr Wahrheitswert undefiniert ist, statt dessamnin= F(w) ausge-
wertet.
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f [ )
% ¢ m% = f(I’Z) (w%)
[ )
w} o
F1,2) .
w? e— 1,
T o |mj = Fpy(wi)
w? e N
m; F1,2)
[ )
o |mj = Fp(w})
[ )

Abbildung 6.1: Ein gefasertes Modell.

Definition 6.2.1 SeienL; und L, Logiken; sei jedem PaafX;, ¥,) € Sig, X Sig,
von Signaturen eine Signathiy, ») € Sig, zugewiesen, so daf3

Formy(X,) C Atom1 (X)) -

Dasgefaserte logische Systdm ), das durch Fasern der Logik&n undL, entsteht,
ist wie folgt definiert:

e Die MengeSig, ) der Signaturen voil(; ») besteht aus allen Signaturg 2
in Sig,, die einem Paafx;, ¥,) € Sig, x Sig, zugewiesen sind.

e FUr alle Signaturert, o) € Sig(; o) ist die MengeForm i 2)(21,2)) von L 2)-
Formelnuber X, ) identisch mit der Meng&orm,(X,2)) von L;-Formeln
UberX; ), und die Mengedtom; 2)(X(1,2)) von L o)-Atomenubery; 5 ist
identisch mit der Mengéltom, (¥;2)) vonL;-Atomenubery ,).

o Fur alle Signaturerx, 5 € S19(1,2) besteht die MengéA (1 2)(X(1,2)) derL o-
Modelle aus allen Paarém;, ), wobeim; € M, einL;-Modell ist undF ei-
ne Faser-Funktion, die jeder Welt in m,; ein L,-Modell m, € My(%,) zu-
weist, so dald eine Formél € Forms(X,) genau dann im wabhr ist, wenn sie
in F(w) wahrist, d. h.,

wkE G gdw. F(w) 2 G
dabei bezeichnep-; und =, die Wahrheit ausdickenden Relationen zwischen

Welten und Formeln id.; bzw. L.

Die MengelV(, ) der Welten vonm,, ) besteht aus allen Welten i, und
allen Welten in defL,-Modellen, die Welten inm; von F zugewiesen sind. Die
initiale Welt von(m,, F) ist die initiale Welt vonm; .
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Die die Wahrheit von Formeln ii(, 5)-Welten ausdrtkende Relation=;
ist fur alle Weltenw und alle FormelrG in Form 9)(Xq,2)) = Form(,2))
definiert durchw =, o) G genau dann, wena |=; G. O

Beispiel 6.2.2Um Prdikatenlogik erster Stufe PL1 und eine modale Logik fasern
zu kénnen, nehmen wir an, dal} ag féde PL1-SignatuEp;,; eine Signatur,,.q

in Sig,..q 9ibt, so daf} die AtomaberXp;, die aussagenlogischen Variablertig,q
sind. Dann ist(pr1,meq) €iNne PL1-Signatur, in der die &dikatensymbole von der
Formo;--- o, p (n > 0) sind, wobeio; € {00, &) —} und p ein Padikatensymbol

in YpPL1 ist.

Sind nunp und ¢ Priddikatensymbole iftp;,; und ista eine Konstante, dann igta)
eine aussagenlogische Variableélp,q, Op ist ein Pedikatensymbol i pr,;,moq) und
Op(a) ist sowohl ein Element VoA tompr: (X(prL1,mod)) &S auch vorFormmed(Emod)-

Beispiele fir Formeln inFormpr,, (X(p1.1,moa)) SiNd

jedoch istO(Vx) (p(x)) keineFormel in Formpri (X(pr1,moa)), da Modalititen nur auf
atomarer Ebene vorkommenidén; unddp(x) ist weder eine Formel if,,,q hoch
ein Atom in PL1, weil freie Objektvariablen gefd Definition in PL1-Formeln nicht
vorkommen difen.

Die gefaserte LogiH.(pr1,moq) iSt €ine modale Rdikatenlogik, wobei die modalen
Operatoren nur auf atomarer Ebene vorkommethesh: Wenn jedoch der Faser-Prozel}
iteriert wird, dann entsteht eine volle modala&katenlogik, weil dann die logischen
Operatorenv und A der klassischen Rdikatenlogik innerhalb modallogischer For-
meln verwendet werderokihen. O

6.3 Das Fasern von Tableaukalkiilen

In diesem Abschnittist beschrieben, wie in uniformer Weise ein Tableauikaikéine
gefaserte Logil.; o) aus zwei TableaukalkénC, undC, fur L, bzw.L, konstruiert
werden kann.

Wenn wir den Standpunkt einnehmen, dal3 die Suche nach einem Tableaubeweis ein
Versuch ist, ein Modelldi die Formeln des initialen Tableaus zu konstruieren, dann

L Wir betrachten hier nur Grundkalle. Um einen Kalkl mit starren oder universellen Variablen
fur die gefaserte Logik.(; ) zu konstruieren, mul3 zaghst ein GrundkaUﬂ'C(g{tZ) (durch Fasern)
konstruiert werden, was dann erlaubt, einen kalkit freien Variablen @i L(; 5y mit der Hebe-
Technik zu konstruieren, wie sie in Kapitel 4 beschrieben ist.
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entspricht die Suche nach einem Tableaubeweis in einem gefaserten #eikon-
struktion eines gefaserten Modells. Die Tableauformeln des gefaserteunl&aiks-
sen daher Wisseubér gefaserte Modelle regséntieren &rinen. Zu diesem Zweck
benutzen wir Markierungen, die entweder von der Ferve Lab; sind und Wel-
ten desL;-Modells bezeichnen oder von der Fofa; 0,) sind (wobeio, € Lab,
undo, € Laby) und Welten desjenigeh,-Modells bezeichnen, das durch die Faser-
Funktion der vons; bezeichneten Welt dds,-Modells zugewiesen wird. Eine Ta-
bleauformelT:o;:G driickt aus, dal®y in I;(oy) wahr ist; die Bedeutung einer Ta-
bleauformelT:(oy; 02):G ist, dalRG wahr ist in der Weltl; (o) des Modells, das von
der Faser-Funktion der Welt (o) zugewiesen ist.

Der kombinierte Kalkil konstruiert keine getrennten Tableauslk; - undL,-Formeln,
sondern bildet eine einheitliche Struktur mit einer einheitlichen Tableauerweiterungs-
regel.

Die Tableauerweiterungsregel des gefasertensalk; »), der aus’; undC, gebildet
wird, hat drei Komponenten:

1. die Erweiterungsregel vah ; sie kann auf did.;-Tableauformeln eines Astes
angewendet werden;

2. die Erweiterungsregel voy,; sie kann auf didl,-Tableauformeln mit einer
Markierung der Fornioy; 02) angewendet werden;

3. Ein Faser-Regelschema, das erlafifts;; 03):G, ausS:o,:G, abzuleiten, wenn
(G, eineL,-Formel ist und also von dé€kh-Regel behandelt werden mul3. Dieses
Regelschema dckt aus, dal’ eink,-FormelG,, wenn sie in eineL;-Weltw =
I,(oy) wahr ist, auch in der initialen Welt deszugewieseneh,-Modells wahr
ist.

Die einzige zuatzliche Annahme — neben Gutartigkeit der KdéC; undC, fur die
Komponentenlogiken —, die wir macherussen, um Syntax und Semantik des gefa-
serten Kalkils C, -y definieren zu kinnen, ist, daf3 die Erweiterungen der Signaturen,
die vonC; undC, benutzt werden, kompatibel sind.

Definition 6.3.1 Die Logik L(; », entstehe durch Fasern der LogikenundL,; und
seienC; und C, Kalkule fur L; bzw. L,, so daf @i alle Signaturert; € Sig, und

Y, € Sig, eine Erweiterun@é*) von X5 mit
- Formg(Eg*)) C Atom (37, ), und
- T = (%)

existiert.

Dann sei der gefaserte KalkC, 5 fur L, 5 fur alley, € Sig,, %, € Sig, wie folgt
definiert:
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Markierungen: Die Menge der Markierungen vah; » ist
Lab(lyg) = La1)1 U {(0'1;0'2) | o1 € LCLbl,O'Q € Labg} 3

die initiale Markierungo, ,, von C ) ist identisch mit der initialen Markie-
rungo? von(;.

Erweiterungsregel:Die Erweiterungsregel(; o) vonC, o) weist PEmissen
ITC TabForm(l,g)(EE‘m))

die folgenden roglichen Konklusionen zu (wobéi, und &, die Erweiterungs-
regeln vonC; bzw.C, sind):

1. die Konklusionen ir€; (I1;), wobeiIl; aus allen Tableauformels in II
besteht, die von der Form= S:o0;:G sind (Erweiterungsregel vodq;),

2. die Konklusionendi alle oy € Lab,, die aus Konklusionen ig,(Il;,, )
dadurch entstehen, dal? mandurch(o;; 02) ersetzt, wobei

[y, = {S:02:G | S:(0y;02):G € 11}

(Erweiterungsregel vods,),

3. die Konklusion{{S:(cy;09):G}} fur alle Tableauformel@ in IT von der
Form¢ = S:01:G mit G € Form,(X3) (Faser-Regelschema)

TableauinterpretationenDie Menge TabInterp, ,) der Tableauinterpretationen des
Kalkils C(, 5y besteht aus allen Paarémy; 5, /1 5)), wobeim; 5y = (m,, F)
einL(; »-Modell ist, so daf3 gilt:

1. es gibt eine Tableauinterpretatin,, I,) in Tablnterp, (X(1,2));

2. fur alle L,-Modelle m, ,, = F(w), die einer Weltw in m; zugewiesen
sind, gibt es eine Tableauinterpretatign, ,,, 12 ,,) in TabInterp,(Xs);

3. [(172)(0'1) = ]1(0'1) Und ](1’2)((0'1;0'2)) = [2’[1(01)(0'2) fur a”e g1 € La1)1
undoy, € Labs. O

6.4 Semantische Eigenschaften gefaserter Kalkiile

Wie schon in Abschnitt 6.1 erm¥int, fordern wir, dal’ ein Kaill," der zum Fasern
verwendet wird, aul3er gutartig zu sein auch die Korrektheits- und ¥otisgkeits-
eigenschaften aus Definitionen 3.5.8 und 3.5.10 hat und stark semantisch analytisch
ist.

Definition 6.4.1 Ein Kalkul C ist zum Fasern geeignetenn er
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— gutartig ist,

— die starken Korrektheitseigenschaften aus Definition 3.5.8 hat (Angemessenheit der
Menge der Tableauinterpretationen und Korrektheit der Erweiterung),

— die starke \ollsihdigkeitseigenschaft 1 aus Definition 3.5.10 hat (Angemessenheit
der Menge der Tableauinterpretationen) und

— stark semantisch analytisch ist (Def. 3.5.16). O

Die Gutartigkeit der Komponentenkaile’C; und C, reicht aus, um den gefaserten
Kalkul C(; 2y syntaktisch definieren zuokinen. AbelC(; 5 ist nur danrper Konstruk-

tion korrekt und vollstindig (und selbst zum Fasern geeignet), wénmnd C, die
semantischen Eigenschaften haben, die sie (wie oben definiert) zum Fasern geeignet
machen.

Es reicht zum Fasern nicht aus, wenn die Komponentenlalktir die schwachen
Korrektheits- und Vollsathdigkeitseigenschaften haben (Def. 3.5.3 und 3.5.6). Bleibt
beispielsweise nur die Hilibarkeit durchirgendeineTableauinterpretation erhalten,
wenn die Erweiterungsregel eines Komponentenkal&aingewendet wird, dann ist der
gefaserte Kalldl'mdglicherweise nicht korrekt. Intuitiv ist der Grund dafolgender:
Nehmen wir an,I{; 5y sei ein Tableauur Formeln der gefaserten Loglk, »), die
L,-Tableauinterpretatiofm,, I;) erfiille denL;-Anteil von T(1,2) und einer Weltw

in m; sei dasl,-Modell m, zugewiesen. Wenn nun die Erweiterungsregel des Kom-
ponentenkallls flr L; nur die Erfillbarkeit durchirgendeineTableauinterpretation
erhdlt, d. h., del;-Anteil eines Nachfolgetableaﬂ"%‘,,,z) vonT{; » nurvonirgendeiner
von (m,, I,) verschiedenen Tableauinterpretatign’, I;) erfullt wird, dann wirde

ein Problem entstehen, falta, und diew entsprechende Welt' in (m/, I;) nicht
kompatibel sind, falls also eirle,-Formel, die in der initialen Welt votm,, ;) (und

in w) wahr ist, inw’ nichtwahr ist.

Das folgende Beispiel zeigt, dal’ ein Kalkatsichlich semantisch analytisch sein
muf3, um zum Fasern geeignet zu sein, da sonst der gefasertd Ka¥lolls&ndig
sein lkonnte.

Beispiel 6.4.2Die \Vollstandigkeit eine Kallls C; fur PL1 bleibt erhalten, wenn ei-
ne Formel der FornT:(p V ¢) dann nicht €ir die Erweiterung eines Astes verwendet
wird, wenn das Atong nirgends sonst i auftritt (d. h., falls das Atong pur ist). Ein
Kalkul, der diese Suchraumbesahkung benutzt, ist jedoaficht semantisch analy-
tisch.

Wenn(C; mit einem Kalkil C, fur eine modale Logik gefasert wird, dann kann ein
PL1-Atom eine unetfllbare modallogische Formel sein. Also kann es sein, daf3 eine
pure Atome verwendende Erweiterunght redundant ist; und ein Kailk'fur PL1,

der zum Fasern geeignet sein soll, mul3 die Erweiterung eines Astes zulassen, der z. B.
T:0:[O(r A —r) V g] enthélt, so dal? neue Teiste entstehen, diEo:O(r A —r) bzw.
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T:0:q enthalten, was es ewglicht, die Formell:o:$(r A —r) an die modale Kompo-
nente des gefaserten Kalk'weiterzureichen und so ihre Uneltbarkeit festzustellen.
0

Es folgt der Hauptsatz dieses Kapitels.

Satz 6.4.3Die LogikL, ) entstehe durch Fasern der Logik&n undLy; C; undC,
seien Kallile fur L; bzw.L,, die zum Fasern geeignet sind (Def. 6.4.1), und der
Kalkul C(; 9 fur Ly, oy entstehe durch Fasern vah undC, gen@fd Definition 6.3.1.

Dann ist der Kalkil C(; o) zum Fasern geeignet.

Beweis: Gutartigkeit: Per Konstruktion ist(, », ein Kalkiil mit Erweiterungsregel,
und es ist leicht zwberptifen, daf? seine Erweiterungsregel monoton und nicht-struk-
turell ist. Also istC, ) gutartig.

Starke KorrektheitseigenschaftDie Menge§ C Form i 2)(2(1,2)) von Formeln wer-
de durch ein Modellm, F) € M1 5)(X1,2)) erfullt.

Da der Kalkil C; die starke Korrektheitseigenschaft 1 hat, gibt es eine Tableauinter-
pretation(my, I;) € TabForm:(X, ,)), die das initiale Tableawf§ erfillt, so dai

m; eine Erweiterung vomn, ist. Nun sei {ir alle Weltenw von m7} die Mengeg,,
definiert als die Menge aller Formeln forms(3%), die inw wahr sind;§,, wird von

dem Modellm, ,, = F(w) erfillt. Weil der Kalkiil C, die starke Korrektheitseigen-
schaft 1 hat, gibt es eine Tableauinterpretationy ,, I,,) € TabForms(Xf, ,)), die

das intiale Tableawfg,, erfillt, so daldm; , eine Erweiterung vomy_,, ist.

Die Tableauinterpretatioq(m7, 7*), I(1,2)) € TabInterp 5 (3

(1,2)) mit

- F*(w) = m3,,
— (a)[(l,z) (0'1) = [1(0'1) und (b)[(l,z)((a'l; 0'2)) = 12,11(01)(0'2) fur alle Paare
<O'1,0'2> € Lab; x Labs

von Markierungen

erfillt nun das initiale Tableawf§, und sie ist eine Erweiterung vam, F).

Starke Korrektheitseigenschaft Ba der Kalkil C(, ) gutartig ist, lonnen wir Lem-
ma 3.5.9 benutzen. SHi C TabFormi (X, ,)) eine minimale Painisse einer Kon-
klusionC'; und nehmen wir an, dal} von einer Tableauinterpretation

((my, F), I12) € TabInterp ; 5 (22‘1,2))

erfullt werde. Wir zeigen, da®(m,, F), I(; 5)) eine der Extensionen ifi erfiillt; wir
betrachten die folgenderalé in Abhéingigkeit von der Form voH:
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WennII nur Formeln der Forrf:o,:G enthlt, C' also audI mit der Erweiterungsregel
von(C; abgeleitet wird, dann wird eine der Extensioneidiron der Tableauinterpre-
tation ((m;, F), I »)) erfllt, weil C; die starke Korrektheitseigenschaft 2 hat.

WennII nur Formeln der Forns:(oy;0,):G enthalt, C' also ausll mit der Erwei-
terungsregel vort, abgeleitet wird, dann wird eine der ExtensionenCinvon der
Tableauinterpretatiod(m,, F), I1 o)) erfillt, weil C, die starke Korrektheitseigen-
schaft 2 hat.

WennIl = {S:0,:G} mit G € Formy(33) und C = {{S:(01;09):G}}, dann ist der
Wahrheitswert vortZ in w; = I(1 (o) der gleiche wie in der Welk; »)(01;09), die
die initiale Welt vonF (w ) ist, daher endllt die Tableauinterpretatiof{m,, F), I(; 2))
die FormelS:(oy; 09):G.

Starke Vollsindigkeitseigenschaft Bei((m7, F*), I(1 %)) eine Tableauinterpretation,
die das initiale Tableail, fur eine Menge§ C Form, 1 2)(¥(1,2)) von Formeln endllt.

Die C;-Tableauinterpretatiofmj, I; ), wobeil; die Einschahkung von/(; 7, auf Mar-
kierungen inLab, ist, erflllt 77 ebenfalls. Da der Kalld"C, die starke Vollsandig-
keitseigenschaft 1 hat, gibt es eine Modall € M, (X, 5)), das eine Einsclrikung
vonm; ist undg erfullt.

Nun sei fir alle Weltenw von m} die Mengeg,, definiert als die Menge aller Ta-
bleauformelnsd:T:G, so daRkG e Formg(EZ‘m)) in w wabhr ist; und seo; eine Mar-
kKierung inLaby, fur die, (1) = w gilt. Die C,-Tableauinterpretatio(iF* (w), I,) mit
I1(02) = I,9)((01; 09)) erfiillt §,. Da der Kalkil C, die starke Vollsindigkeitseigen-
schaft 1 hat, gibt es ein Modath, ,, in M;(%,), das eine Einsclarikung vonF*(w)
ist undg,, erfillt. Per Konstruktion erllt das Modellm, ,, alle FormelnG, die inw
wabhr sind.

Damit erfillt das L, »)-Modell (m,, ) von L, », die Formelmeng& und ist eine
Einscheinkung von((m7, 7*), wobeiF (w) = my f(,, fur alle Welternw in m, (dabei
ist f(w) die w entsprechende Welt im?).

Der Kalkill ist stark semantisch analytiscBei B ein voll expandierter Ast, der nicht
geschlossen ist; und séj, 5y C TabForm( 5 (X*) eine Menge atomarer Tableaufor-
meln, so dalui kein ¢ in &, ) sowohl¢ als auchp Element vonForm(B) U (1,2
sind. Wir zeigen, daR es eine Tableauinterpretatidfuliinterp , 5 (3 ,2)) gibt, dieB
und®, 5 erfiillt.

Fir allecy € Lab, seiBs,, der Teilast vonB, der aus Formeln der Forfi(oy; 02):G
besteht. Da3;,, ein voll expandierter, nicht-geschlossedigiAst ist und zudem der
Kalkil C, stark semantisch analytisch ist, gibt es eine Tableauinterpretation

(my gy, Iq,) € Tabinterp; o(X12)
die sowohlB;,, als auch die Menge

{S:02:G | S:(01;02):G € P19}
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atomarer Formeln auflt.

Sei B, der Teilast vomB, der aus Formeln der Forfo,:G besteht, wobeir, € Lab,.
Da B; ein voll expandierter, nicht-geschlossedgrAst ist undC; stark semantisch
analytisch ist, gibt es eine Tableauinterpretatiam,, /,) € TabInterp,(X(2)), die
sowohlB; als auch die atomaren Formeln der F&m,:G in &, 5 erflllt.

Sei die Mengeb, C TabForm, (X1 2)) atomarer Tableauformeln wie folgt definiert:
@, = {S:01:G | G € Formy(X3), und(ms,,, I, ) erflllt S:o5:G} .

Per Konstruktion kann die Mengk, kein Atom¢ und sein Komplement enthalten;
und das Komplement vopi = S:0,:G' € ® kann nicht inForm(B;) vorkommen, weil
sonstB; ,, auch das Komplement vdho,:G' enthalten wirde (daB voll expandiert
ist), das ist jedoch nicht aglich, weil (m;,,, I, ,,) sowohl|S:05:G' als auchB;,,
erfallt.

Damit gibt es, da der Kalk'C; stark semantisch analytisch ist, eine Tableauinterpre-
tation(m/, I7) € TabInterp,(X(, ,)), die sowohlB; als auch®, erfillt.

Schlief3lich folgt nun, dal3 die Tableauinterpretation
((m}, F), I1,9)) € TabInterp, 5)(3(; 2))
den AstB eritillt, die definiert ist durch:

— Hir alle Weltenw' in m ist dasL,-Modell, dasw’ zugewiesen wirdfF (w') = my 4,
(dabei isto, eine beliebige Markierung ifab,, so dal¥](o,) = w'),

— (@I (01) = I{(01) und (b)1(1,2)((01; 02)) = I3, (02) fur alle Paare
<O’1,0’2> € Lab1 X La,bg
von Markierungen.

O

Ein Kalkil, der zum Fasern geeignet ist, hat per Definition Eigenschaften, die seine
Korrektheit und Vollsindigkeit zusichern @ze 3.5.4 und 3.5.7). Darum impliziert
Satz 6.4.3 das folgende Korollar.

Korollar 6.4.4 Der Kalkil C(, 5y ist korrekt und vollsindig.

6.5 Beispiel: Fasern von Kalkiilen fiir PL1 und einer modalen
Logik

Als ein Beispiel fasern wir den in Abschnitt 3.6 definierten Kalkp;,; fur Pradika-
tenlogik erster Stufe PL1 und die EinsahKungCy des in Abschnitt 3.7 definierten
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Kalkuls fur die modale Logikf( ohne birgre logische Operatoren aus Abschnitt2.5.
Das Resultat ist ein KalkC(; o) fur eine modale Rdikatenlogik, wobei die modallo-
gischen Operatoren nur auf atomarer Ebene vorkomrmdgenl (Beispiel 6.2.2).

Die Tableauerweiterungsregel des gefasertenudalkann leicht durch Instantiierung
der Kalkile C; undC, in Definition 6.3.1 mitCp,; bzw. C; gewonnen werden. Als
Beispiel paisentieren wir einen Tableaubewais dlie Qiltigkeit der Formel

G = (Vo)(Bp(x)) = [=@F)(C=p(y)) A =(F2) (O—p(2))]

in der LogikL; ) = Lp, ); wir benutzen den Kalld'C(; 5) = Cpp, ), UM ein ge-
schlossenes Tableaurf~G zu konstruieren. Das Tableau |st in Abbildung 6.2 gezeigt;
es wird wie folgt erzeugt: Die Tableauformel 1 ist im initialen Tableau enthalten; dann
werden die Formeln 2—7 durch Anwendung der Regelschematé&pgrfur «- und
B-Formeln hinzugefgt. Das Schema vofp;; fur §-Formeln wird angewendet, um

8 aus 7 abzuleiten, wobei die Skolem-Konstante- sko((Jy)(C—p(y))) eingetihrt
wird. Nun wird, da 8 eine-Formel entilt, das Faser-Regelschema angewendet,
um 9 zum Ast hinzuzufgen, was es dann erlaubt, dig-Erweiterungsregel anzuwen-
den, um 10 aus 9 abzuleiten (wir nehmen an, gaRp(c;)] = 1) und um 11 aus 10
abzuleiten. An dieser Stelle wird das Regelschemaiggnfur v-Formeln auf 3 ange-
wendet, um 12 abzuleiten, wobei die universell quantifizierte Objektvariablech

den Grundterna, ersetzt wird (was zeigt, dafi - undC,-Regelschemata in beliebiger
Reihenfolge angewendet werdearkien). Schliel3lich wird das Faser-Regelschema
auf 12 angewendet, um 13 abzuleiten, und das Regelscheméviir v-Formeln

wird angewendet, um 14 abzuleiten. Nun kann der linke Ast des Tableaus abgeschlos-
sen werden, und zwar mit Hilfe des Erweiterungsregel-Schema&stabschlul? des
Kalkuls Cg; denn er enthlt die komplemeraien Atome 11 und 14. Der rechte Ast ist

in genau der gleichen Weise erweitert und geschlossen.

Seine volle Kraft entfaltet das Fasern, wenn der Faser-Prozeld iteriert wird, Uk aus
undCy, einen Kalkil C,; ; ¢, fur die volle modale RdikatenlogikL ., ; , zu konstru-
ieren; das ist raglich, weil die Kalkile C(; 2, C1,2,1)), - - - alle zum Fasern geeignet
sind. Als Beispiel benutzen Wit ; ;, um dle Gultigkeit der Formely’ =

(V2)(O(r(z) A s(2))) = [FY)(S(=r(y) V =s(y))) A =(F2)(O(=r(2) V —s(2)))]

in Ly, , g 2U beweisen; die Formél’ entsteht auss wie folgt: das Atomp(z) wird
durchr(z) A s(x) ersetzt, und-p(y) und —p(z) werden durch-r(y) v —s(y) bzw.
—r(z) V —s(z) ersetzt. Die Konstruktion des Tableaus beginnt wie oler:f(Ab-
bildung 6.2). Wir betrachten nur den linken Ast (der rechte Ast kann in der glei-
chen Weise geschlossen werden). Anstelle der Atome 10 und 1dltetkth Ast nun

10" =T:(;1.1):(=r(c1) V —s(c1)) und 14" = T:(%;1.1):(r(c1) A s(c1)). Die Erwei-
terung des Astes erfolgt wie in Abbildung 6.3 (um die Notation zu vereinfachen,

2 Um Negationen in PL1 und i zu unterscheiden, wird in modallogischen Formeln das Symbol
anstelle von- verwendet.
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1 T (Vo) (Op(x)) — [-(Fy )|(<> p(y)) A =(32)(O—p(2))])
2 Fuxe(Va)(Op(z)) = [~y )(|<> p(y)) A =(32)(C—p(2))]
3 Tox:(V xl)( p(z))

4 Fuem(3y) (O—p(y)) A (32)(C—p(2))

/ \

5 Fux: ﬁ(ﬂy)|(<> p(y)) 6 F:*:ﬁ(ﬂy?(o—p(y))

7 Tox: (Hy)|(<> p(y)) 15 T:*r(ﬂy)l(o—p(y))

8 T:x:O—p(eq) 16 Tix:O—p(cy)
9 T:(x; 1)|<> —p(c1) 17 T:(*;l)::<>—p(c1)
10 T:(x; 1. 1) p(c1) 18 T:(x;1.1):—p(c1)
11 F:(*;l.ll).p( ) 19 F:(*;l-ll):p(cl)
12 T:*:D|p(cl) 20 T:*:E|Ip(01)
13 T:(x; 1)|:Dp(cl) 21 T:(x; 1)|ﬂp(01)
14 T:(x; 1.|1):p(01) 22 T:(x; 1-|1):p(01)
L L

Abbildung 6.2: Ein Tableaubeweisuf"die Qiltigkeit der Formel5.
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100 T:(x;1.1):=r(c1) V —s(cq)
14 T:(x; 1.1):71(01) A s(cr)
23 T:(x; 1.1; *):lr(cl) A s(er)
24 T:(x; 1.1|; *):1(cy)
25 T:(x; 1.1|; x):5(cq)
26 T:(x; 1.1;%):—7r(c1) V —s(cy)

27 T:(*;l.l;*):—fcl) 31 F(*;l.l;*):—s(q)
28 T:(x; 1.1;%;1):—r(cy) 32 T:(x; 1.1; >i; 1):—s(eq)
29 F:(x; 1.1;|*; 1):r(e) 33 F:(x; 1.1;|*; 1):s(c1)
30 T:(x; 1.1;|*; 1) (c1) 34 T:(x; 1.1;|*; 1):s(cy)

L L

Abbildung 6.3: Die Fortsetzung des Tableaus f7'.

schreiben wir(x; 1; ) anstatt(x; (1; %)), usw.). Die Tableauformel4’ enttglt eine
PL1-Formel. Darum wird das Faser-Regelschema angewendet, und 23 wirdi'aus
abgeleitet; dies ist das Faser-Regelschema desutsall; 1., |, der wehrend der Ite-

ration mitCpr,, gefasert wurde, Uiy,  pr,) ZU konstruieren. Das Regelschema

von Cpy,; fur a-Formeln wird benutzt, um 24 und 25 aus 23 abzuleiten; dann wird 26
aus10’ abgeleitet, indem wieder das Faser-Regelschema angewendet wird, und das
Regelschemauti” 3-Formeln wird angewendet, um 27 und 31 aus 26 abzuleiten. Das
Atom —p(c;) in 27 enthdlt das modallogische und nicht dasigikatenlogische Ne-
gationszeichen. Also mul} das Faser-Regelschema noch einmal angewendet werden,
um 28 abzuleiten, was dann erlaubt, die Formel 29 durch Anwendung des Schemas f*
modallogische Negation abzuleiten. Die atomaren Tableauformeln 24 unoh?2@rk”

nicht benutzt werden, um den Ast abzuschlie3en, denn ihre Markierungen sind ver-
schieden. Also wird das Faser-Regelschema ein letztes mal angewendet, um 30 aus 24
abzuleiten. Dann wird der Ast abgeschlossen, und zwar durch Anwendung des Sche-
mas fir den Astabschluf3 auf 29 und 30.



7 TheorieschlieBen

7.1 Einfiihrung

Theorieschliel3en ist eine wichtige Technik fiie Verbesserung der Performanz von
automatischen Beweissystemen; sie ist aus dem Bereich des Theorembeweisens in
Pradikatenlogik erster Stufe wohlbekannt. Das spezifische Wissen aus einem gegebe-
nen Bereich (einer Theorie) wird ausgenutzt, indem effiziente Methoden zur Dedukti-
on in diesem Bereich eingesetzt werden.

Fir das Automatische Beweisen in aus realen Anwendungen stammenden Bereichen
ist das TheorieschlieRen besonders wichtig. Die Gleichheitstheorie wird zum Bei-
spiel sehr Aufig verwendet, aber die meisten Spezifikationen von Problemen realer
Anwendungen verwenden auch noch andere Theorien; algebraische Theorien in ma-
thematischen Problemen und Spezifikationen abstrakter Datentypen in der Software-
Verifikation, um nur einige zu nennen.

Der wegbereitenden Arbeit Stickels (1985) folgend, wurden Methoden des Theorie-
schlieBensui die verschiedensten Kalkypen beschrieben; dazu gebn Resoluti-

on (Stickel, 1985; Policriti & Schwartz, 1995), Pfad-Resolution (Murray & Rosen-
thal, 1987b), die Konnektionsmethode (Petermann, 1992; Petermann, 1993), Model-
lelimination (Baumgartner, 1992), Tableaukalik mit starker Konnektionsbedingung
(Baumgartneet al,, 1992; Furbach, 1994) und die Matrixmethode (Murray & Rosen-
thal, 1987a).

Folgendes abstraktes Modell wird gefvilich verwendet, um ein automatisches De-
duktionssystem zu charakterisieren, daf? eine Komponente zum Theorieschlie3en hat:
Ein allgemeiner Vordergrund-Beweisdoieground reason@rruft einen speziellen
Hintergrund-Beweiserbackground reasongrauf, um Probleme aus einer bestimm-

ten Theorie zu behandeln. Im Falle des tableaubasierten Theorembeweisens ist der
Vordergrund-Beweiser ein TableaukalKbzw. eine Implementierung eines Tableau-
kalkiils), wéhrend der Hintergrund-Beweiser ein beliebiger Algorithmus ist, der f”
eine gegebene Bmisse eine Konklusion oder eine Menge von Konklusionen berech-
net.

Dieses Modell pafit hervorragend in unseren allgemeinen Rahmen. Es ist nicht not-
wendig, eine neue Notatiomf'das Theorieschlie3en einmbifén oder Bedingungen

zu definieren, die die von einem Hintergrund-Beweiser berechneten Konklusionen
erfullen miissen, damit der resultierende Kallkiir eine Theori€/ und eine LogiKL
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korrekt und vollséindig ist (wie es gealinlich in der Literatuuber tableaubasiertes
TheorieschlieRen geschieht, siehe (Beckert, 1998a)). Statt dessen nehmen wir den
Standpunkt ein, dal3 eine Theoffeein neues logisches Systdny definiert. Die-

se Logik L+ hat die gleiche Syntax wie die urgprjliche LogikL; aber Modelle

von L+ sind nur solche Modelle voh, dieT erfullen. Dann khnen alle Begriffe und
Methoden aus den vorangegangenen Kapiteln verwendet werden, ohne die Notwen-
digkeit spezielle Versioneruf'das Theorieschliel3en zu definieren. Ein Hintergrund-
Beweiser ist dann eine Prozedur oder ein Algorithmus zur Berechnung von Konklu-
sionen, so dal} der entstehende Kakorrekt und vollséindig tir die Logik L ist.
Besondere Korrektheits- oder Vobstdigkeitskriterien mssen @if das Theorieschlie-

Ben nicht definiert werden, sondern die Techniken zum Nachweise von Korrektheit
und Vollstindigkeit, die in Kapitel 3 beschrieben sindykien benutzt werden. Auler-

dem lassen sich alle Methoden zur Verbesserung der Effizienz einer tableaubasierten
Beweisprozedur aus Kapiteln 4 und 5 anwenden, einschlie3lich Verwendung starrer
und universeller Variablen.

Hintergrund-Beweiser sindif viele verschiedene Theorien entworfen worden, beson-
ders fir das Gleichheitsbeweisen; elifberblick findet sich in (Baumgartnet al.,
1992; Furbach, 1994)uf"die Mengentheorie in (Cantore al, 1989). Die Deduk-
tion in einzelnen Modellen, beispielsweise deruniathen Zahlen, wird in (Bi'ckert,
1990) diskutiert.

7.2 Theorien

Wir definieren, dal3 jede adibare Menge von Formeln eine Theorie sei.

Definition 7.2.1 SeiL eine Logik; und set € Sig eine Signatur. Dann ist eine atf’
bare Menge/ (X) C Form(X) von Formeln eind’heorie

Das logische System ist identisch mif. mit der einzigen Abweichung, daBrfalle
Signaturert € Sig seine MengeM (%) von Modellen nur solche Modelle vdn(X)
enthdlt, die7 (%) erfullen. O

In der Literatur wird lufig zusitzlich gefordert (neben der Eifbarkeit), dafld eine
Theorie unter der logischen Konsequenzrelation abgeschlossen sein muf3. Ohne diese
Einscheinkung entllt die Notwendigkeit, zwischen einer Theorie und der Menge der

sie definierenden Axiome zu unterscheiden.

Definition 7.2.2 Eine TheorieT (X) ist (endlich) axiomatisierbawenn es eine (end-
liche) entscheidbare Mengk C Form(X) von Formeln (den Axiomen) gibt, so daf}
folgendes qilt: ¢ € Form(X) ist genau dann in allen Modellen vdn(X) erfiillt,
wenng in allen Modellen vorL(Y) erflllt ist, die ¥ erfillen. O
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Die meisten Theorien von praktischem Interesse sind axiomatisierbar. Ein Beuspiel f*
eine nicht axiomatisierbare Theorie ist die Mergealler erfillbaren PL1-Formeln.
Wenn eine Theori§ axiomatisierbar ist, dann ist die Menge dedin unertfillbaren
Formeln mit Hilfe eines Tableaukalls fur L aufzihlbar.

Beispiel 7.2.3Die in der Praxis wichtigste PL1-Theorie ist die GleichheitstheBtie
Sie besteht aus den folgenden Axiomen:

(1) (Vz)(z = z) (Reflexivitt),

(2)

(V) (Vo) (Vyr) - - (Vyn) (e R yr A A R Yy) —
fxy, .o zn) = flyr, . Un))

fur alle Funktionssymbolg € F(¥), wobein = ax(f) (Monotonie fir Funkti-
onssymbole),

3)

(Vaq) - (Vo) (V) - (Vyn) (R yr Ao Ay R yy) —
(p(l'l, s ,l‘n) - p(yla s ;yn)))
fur alle Padikatensymbole € P(X), wobein = ax(p) (Monotonie fir Prédi-
katensymbole),

Symmetrie und Transitivatf' von ~ werden von Reflexivét (1) und Monotonie i
Pradikatensymbole (3) impliziert (man beachte, daR P(X)). O

Beispiel 7.2.4Die PL1-Theorie7_ partieller Ordnungen besteht aus den folgenden
Axiomen:

(1) (Vz)=(z < z) (Anti-Reflexivitat),
(2) (Vz)(Vy)(V2)((z < y) A (y < 2) = (x < 2)) (Transitivitat).

Die Theorie7_ ist endlich; im Gegensatz zur Gleichheitstheorie alitkie keine
Monotonie-Axiome. O

7.3 Beispiele fiir Hintergrund-Beweiser

Tabelle 7.1 enthlt Beispiele €ir Konklusionen, die ein korrekter und volsidiger
Hintergrund-Beweisenii’die Gleichheitstheorig,, berechnen &rinte; die Pamissen
und Konklusionen enthalten starre wie auch universelle Variablen.

Wie das folgende Beispiel illustriert, ist es im Zusammenhang mit Theorieschlie3en
besonders wichtig, die Technik der universellen Variablen einzusetzen.
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| Pramisse | Konklusionen |

{F:(a=~a)} (H{L}} , id)

{F:(X ~a)} (H{L}} AX = a})

{F:(z~a)} (H{L}} , id)

{T:p(a), F:p(b) } ({{F:(a=b)}} ,id)

{T:p(f(a), f(0), T:(f(X) = X)} | ({{T:p(a, f(b))}}, {X = a})
({T:p(f(a),b)}}, {X — b})

{p(f(a), f(b), f(z) =~ x} ({T:p(a,b)}} , id)

Tabelle 7.1: Beispiele fir Pmissen und Konklusionen unter Verwendung der
Gleichheitstheorie.

Beispiel 7.3.1Wir nehmen an, ein Tableauast enthalte die GleichUrig(x) ~ =)
und die AtomeT:p(f(a), f(b)) und F:p(a,b). In diesem Fall kann die Konklusion
({{L}}, id) abgeleitet werden, und der Ast kann sofort geschlossen werden.

In einem Tableau mit starren Variablen dagegen, in dematinlicher) Ast die Glei-
chungT:(f(X) ~ X) anstelle vonT:(f(x) ~ x) enttelt, die nur die Ableitung der
maoglichen Konklusionen

({T:(f(0) = 0)}},{X = a}) und ({{T:(f(a) = a)}}, {X — b})

gestattet, kann der Ast nicht (sofort) geschlossen werden. O

Beispiel 7.3.2Ein korrekter und vollstihdiger Grund-Tableaukalkfur das logische
SystemPL17 , das entsteht, wenn die Theorie partieller Ordnungen (Beispiel 7.2.4)
zur PEdikatenlogik erster Stufe hinzugeeft' wird, kann konstruiert werden, indem die
Erweiterungsregel des Grundkalk'Cpr,; aus Abschnitt 3.6 mit den beiden Erwei-
terungsregel-Schemata vendtt wird, die in Tabelle 7.2 dargestellt sind. Das heil3t,
fur alle Pemissenll € TubFormpr,(X*) ist £ (X)(II) die kleinste Menge, die die
folgenden noglichen Konklusionen endit:

— alle Konklusionen ir€p,; (X) (I1),

— die Konklusion{{T:(t < t")}} fur alle Termet, t" € Termp,;,(X*), so dal es For-
meln inTI T:(¢t < ¢') und T:(#' < ¢") gibt, wobeit' € Termp; ,(X*),

— die Konklusion{{ L }}, falls T:(¢ < t) € II fur einen Termt € Termd, ,(X*). O
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t<t t<t
t,<t” J_
t<t"

fur allet € Term%; (%)
fur allet, ¢, " € Termd,,(X%)

Tabelle 7.2: Zusitzliche Erweiterungsregel-Schemata €flie Theorie partieller
Ordnungen (Beispiel 7.3.2).
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|
—

S IR Hk > R

<

= 3

... but we need notions,
not notation.

— A. TARSKI, 1943

Bijektion der Menge der modalen Formeln in die Menge deuriatien
Zahlen, S. 58
a-Formel, S. 46

B-Formel, S. 46

o0-Formel, S. 46

~v-Formel, S. 46

Menge von Markierungen, S. 54

v-Formel, S. 56

Komplement der Tableauformel| Def. 3.2.1, S. 27
Tableauformel, S. 27

m-Formel, S. 56

Pramisse (endliche Menge von Tableauformeln), S. 33

Einscheinkung einer Substitutiom auf eine Mengé” von Variablen,
Def. 2.2.4, S. 13
Komposition von Substitutiones undr, Def. 2.2.4, S. 13

Erweiterung einer Signatut, die freie Variablen einffirt, Def. 4.2.3, S. 93

Erweiterung einer Grund-Signatd, d. h., einer Signatur, die keine freien
Variablen eintihrt, Def. 4.2.3, S. 93

Aquivalenzklasse der Markierungen, die mibis auf das Vorhandensein von
Klammerungerubereinstimmen, Def. 3.7.1, S. 53

Substitution, S. 13

Erweiterung der Signatuz, S. 28

Signatur, S. 9

~immer‘-Operator in Modallogiken, S. 18
~manchmal“-Operator in Modallogiken, S. 18
Konjunktion, S. 16

Implikation, S. 16

Negation, S. 16

209
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Y% Disjunktion, S. 16

3 Existentielle Quantifizierung, S. 16

v Universelle Quantifizierung, S. 16

lo] Lange einer Markierung, Def. 3.7.1, S. 53

<, Gewichtsordnung, Def. 5.3.1, S. 166

> Zuganglichkeitsrelation auf der Menge der Markierungen, Def. 3.7.3, S. 54

< Subsumtionsrelation auf Konklusionen mit starren Variablen, Def. 4.2.11,

<w gﬁgZumtionsrelation auf Substitutionen, Def. 2.2.6, S. 14

= Beziehung zwischen Welten und Formeln, Def. 2.1.1, S. 9

C, k-Enthaltenseins-Relation, Def. 5.2.3, S. 157

N Durchschnitt auf der Metaebene, S. 22

M Durchschnitt auf der Objektebene, S. 22

U Vereinigung auf der Metaebene, S. 22

L Vereinigung auf der Objektebene, S. 22

\ Mengen-Differenz, S. 22

= Gleichheit auf der Metaebene, S. 21

~ Gleichheit auf der Objektebene, S. 21

€ Elementbeziehung auf der Metaebene, S. 21

E Elementbeziehung auf der Objektebene, S. 21

{}n Mengenkonstruktor auf der Objektebene, S. 22

C Teilmengenbeziehung auf der Objektebene, S. 21

C Teilmengenbeziehung auf der Metaebene, S. 21

0 leere Menge auf der Metaebene, S. 22

0 leere Menge auf der Objektebene, S. 22

Assoc(T,$) Menge der mitp assoziierten Tableauformeln Def. 5.2.2, S. 156

Atom Menge aller atomaren Formeln (Atome) einer Logik, Def. 2.1.1,S. 9

B Tableauast, S. 27

CondLab(N) die Menge der bedingten Markierungen, die ausitiatien Zahlen bestehen,
Def. 3.7.1, S. 53

C Konklusion, S. 30

C Tableaukalkl, S. 28

dom /(o) Definitionsbereich der Substitution Def. 2.2.4, S. 13

E Extension (endliche Menge von Tableauformeln), S. 30

& Erweiterungsregel, S. 30

F.G Formel, S. 9

5,6 Menge von Formeln, S. 9

Menge der Formeln auf einem TableauBstDef. 3.2.1, S. 27
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Form
0
Formpr,

Form™

fv

bl el .

Sig

skogy

sko

sort

Menge einer Formeln einer Logik, Def. 2.1.1, S. 9
Menge aller geschlossenen PL1-Grundformelat£8), Def. 2.3.1, S. 16

Menge aller PL1-Grundformeln, die @glicherweise) Objektvariablen
enthalten, die nicht durch einen Quantor gebunden sind, Def. 2.3.1, S. 16
deutet an, dal? es sich um eine Version mit freien Variablen einesilkalk”
einer Signatur usw. handelt, S. 93

Faser-Funktion, Def. 6.2.1, S. 183

Vorzeichen (falsch), Def. 3.2.1, S. 27

die Menge aller Mengenterméér: in einer Mengdl von
MLSS-TableauformeluberX*, Def. 3.8.8, S. 75
die leere Substitution, Def. 2.2.4, S. 13

Menge der initialen Rifixe einer Markierung, Def. 3.7.1, S. 53

die Menge der Markierungen, die ausuréithen Zahlen bestehen, Def. 3.7.1,

S.53
formale Sprache, S. 11

logisches System (Logik), S. 9
Modallogik L ohne birgire Konnektive, S. 20
das logische System MLSSF, S. 22

das logische System MLSS, S. 22

deutet an, daf3 es sich um eine Version mit gemischt starren und universellen
Variablen eines Kallls, einer Signatur, usw. handelt, S. 93
Menge aller Modelle einer Logik, Def. 2.1.1,S. 9

Modell, S. 9

natirlichen Zahlen, S. 53

Position in einer Markierung, die bedingt oder unbedingt sein kann, S. 54
bedingte Position in einer Markierung, S. 53

Menge der natrlichen Zahlen, S. 53

die Klasse aller Ordinalzahlen, Def. 2.6.4, S. 23

Pradikatenlogik erster Stufe, S. 15

Wertebereich einer Substitutien Def. 2.2.4, S. 13

deutet an, dafd es sich um eine Version mit starren Variablen einesl&alk”
einer Signatur usw. handelt, S. 93
Erreichbarkeitsrelation in Kripke-Rahmen, Def. 2.4.1, S. 18

Realisation einer Menge von MLSS-Tableauformeln, S. 77
Tableauregel, S. 28
Menge aller Signaturen einer Logik, Def. 2.1.1, S. 9

Funktion, die Formeln mit freien Variablen Skolem-Terme zuweist,
Def. 4.2.28, S. 107
Funktion, die Formeln Skolem-Terme zuweist, Def. 3.6.2, S. 46

Funktion, die den Termen ihre Sorte zuweist, Def. 2.2.1, S. 11
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Subst Menge aller idempotenten Substitutionen einer Logik, Def. 2.2.4, S. 13

S Menge von Sorten, S. 11

TabForm Menge der Tableauformeln einer Logik, Def. 3.2.1, S. 27

TabInterp Menge der Tableauinterpretationen eines KikDef. 3.4.2, S. 37

TabTerm Menge der Terme in Tableauformeln, Def. 4.2.3, S. 93

Term Menge aller (Nicht-Grund-)Terme einer Sprache, Def. 2.2.2, S. 12

Term%Ll Menge aller PL1-Grundterme, die keine Objektvariablen enthalten, Def. 2.3.1,

Termpt ‘I\S/I-eln%e aller PL1-Grundterme, die @glicherweise) Objektvariablen
enthalten, Def. 2.3.1, S. 16

Term Menge aller (Grund-)Terme einer Sprache, Def. 2.2.1, S. 11

T eine bestimmte Menge von Konstanten, Def. 3.8.8, S. 75

T Vorzeichen (wahr), Def. 3.2.1, S. 27

T Tableau, S. 27

T Theorie, S. 196

T< Theorie partieller Ordnungen, S. 197

T~ Gleichheitstheorie, S. 197

uv deutet an, dal? es sich um eine Version mit universellen Variablen eines
Kalkuls, einer Signatur usw. handelt, S. 93

val Auswertungsfunktion der Bdikatenlogik erster Stufe, Def. 2.3.2, S. 17

Var Menge aller freien Variablen, Def. 2.2.2, S. 12

V,W Menge von freien Variablen, S. 13

P4 von-Neumann-Hierarchie von Mengen, Def. 2.6.4, S. 23

% eine bestimmte Menge von Termen, Def. 3.8.8, S. 75

w? initiale Welt, Def. 2.1.1, S. 9

w Menge aller Welten eines Modells, Def. 2.1.1, S. 9

w Gewichtsfunktion, S. 166

X, Y, 7 freie (starre) Variable, S. 12

,Y, 2 Objektvariable, S. 12

m’y’z

freie (universelle) Variable, S. 12
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Die Nummern von Seiten, auf denen ein Begriff definiert wird, sind fett gedruckt;
wenn ein ganzer Abschnitt der Diskussion eines Begriffs oder Konzepts gewidmet ist,
sind die Seitennummern dieses Abschnitts kursiv gesetzt.

A
Abschluf3regel, 30
analytisch31
semantisch44, 44—-45
Antwort, die, 216
assoziiert,156
Ast, 27
Erfullbarkeit, 36
-erweiterung 30
geschlossene2?
atomare Formel (Atom®
Nicht-Grund-,12
Auswertungsfunktionl7

B
Beweiskonfluenz30, 30
Breitensuche, 149

C
Constraint, 103

D

Definitionsbereich einer Substitution,
13

E

E-Unifikation, starre82
EigenschaftsieheKalkul, Eigenschaft
Erfullbarkeit, 10
Erreichbarkeitsrelatior,8
ErweiterungsregeB0, 30-31
invertierbar43, 43
mit starren Variablerf4, 94-95
monoton bzgl. Substitutio®5, 95

213

-Schemata, 33, 96

F
fasern,181-194
Formel,9
a-, 46, 56
(-, 46, 56
v-, 46
-, 46
v-, 56
-, 56
modallogisch, 18
PL1,16
freie Variable 93-94
freies Funktionssymbol, 22

G
geschlossener As29
geschlossenes Table&9
Gewichts-
funktion, 166
ordnung,166, 165-167
Gleichheitstheorie, 197
Grundversion98, 115
gutartig,32—34 96

H
heben (lifting),101-104
Herbrand-Struktur, 49
Hintikka-Menge
modal,59
mit bedingten Markierunge®,6
PL1,49
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Index

I
invertierbar43, 43
Iterative deepening, 150

K
Kalkul, 28
mit universellen Variablerl, 12
Eigenschaft

analytisch31, 31

Beweiskonfluenz30, 30

gutartig,32, 32—34 96, 96

Korrektheit,38, 38

Korrektheit zusichernd38, 38—
39

Korrektheit zusichernd, stari&],
105

monoton,32, 32

nicht-destruktiv29, 29

nicht-strukturell 32, 32

semantisch37-45

semantisch analytisch4, 44-45

starke Vollséindigkeit,42

Stetigkeit,35, 35

syntaktische29-35

\olistandigkeit,38, 38

Vollstandigkeit zusichernd40,
39-41

Volistandigkeit zusichernd, stark,

42, 41-43
fur K, 62-67
mit gemischten Variablen] 32—
136
mit starren Variablernl08-111
fur modale Padikatenlogik,191—
194
fur Modallogiken, 52—67
fur PL1,45-52
mit gemischten Variablen]29—
132
mit starren Variablen1 05-108
grund,93
mit ErweiterungsregeB0-31, 94—
95

mit freien Variablen93-94
mit gemischten Variablen,125—
129
mit starren Variabler@4, 91-111
Syntax,27-29
zum Fasern geeignet, 187
Konklusion, 30
mit starren VariablerQ4
Konnektivitit, 179
Korrektheit,38, 38
starke, der Erweiterung,1-43
zusichernde Eigenschafte38, 38—
39
Kripke-Rahmen18, 55

L

L-Interpretation58

Lemma, lokal140-144

logisches System (Logik®, 9-24
mit Termen,12
mit Termen und freien Variablen,

11-12

MLSS, 20-24
MLSSF,20-24
Modallogik, 17-20
Semantik9
Syntax,9

M
Markierung

aus natirlichen Zahlen bestehend,

53

bedingt,53

fur Modallogiken 53-55

gerechtfertigtb4

Position in,53

Sackgass&4

stark erzeugt, 54

zuganglich,54
Mengenstruktur23
Mengenterm22
MGU, sieheUnifikator, allgemeinster
MLS (mehrstufiger Syllogismus), 21
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215

MLSS (MLS mit einelementigen Men-

gen), 21
Formel,22
MLSSF (MLSS mit freien Funktionen),
21
Formel, 22
modale
Hintikka-Menge 59
mit bedingten Markierunge®6
Modallogik,17-20
modallogische
Axiome, 18
Formel, 18
Modell, 9
monoton32

N

Nachfolgetableal28, 160
nicht-destruktiv29
nicht-strukturell 32

O
Objektvariable, 12, 16

P

permutierbar, 32

PL1,15-17
Formel,16
Hintikka-Menge 49
Satz,16
Struktur,17
Term,16

Pradikatenlogik erster StufsjehePL1

Pramisse, 33
minimale,34

Pruning,145-146

R

Realisation/7
regulr, 161
Regularitit, 155-165

S
Schemata, 33, 96

Selektionsfunktionen, 179
semantisch analytisch4, 44—-45
semantisch&berschneidung, 140
Signatur9

Skolem

-Symbol, 10
-Term,46, 107
-Konstante/1

Skolemisierungl136-139
Sorte, 11

Sprache mit Termeri,1
E-Unifikation, 82

starre Variable91-111
Stetigkeit,35
Substitution 13, 13-14

Einschenkung einerl3
Grund-,13
idempotentel3
Komposition von, 13
leere, 13

Subsumtion, 97

von Konklusionen mit starren Va-
riablen, 97
von Substitutionen, 14

T

Tableau27
-ast, 27
-beweis, 29
erfullbar

mit gemischten Variableri,29
mit starren Variablenl 04
mit universellen Variablerl, 24
Erfullbarkeit,36
-formel, 27
benutzt, 146
fur eine Formelmenge, 28
geschlossenef9
initiales, 28
-interpretation36
Semantik 36-37

TableaukalkT, sieheKalkil
Teilterm,11
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Term,11-12 Z
Nicht-Grund-,12 Zweiundvierzig sieheAntwort, die
PL1,16
Theorie, 196

partieller Ordnungen, 197
Theorieschliel3er],95-198
Tiefensuche, 149
TsID, 150,sieheTiefensuche

U
Unifikation, 14-15
Unifikator, 14
allgemeinster (MGU), 14
Uv-, 127
vollstandige Menge vori,5
unifizierbar,14
universelle Variable112-136
Universum einer PL1 Struktut,7
UV-Unifikator, 127

\
Variable
Belegung 17
freie, 12
Objekt-, 12, 16
Umbenennung, 13
universell,112-136
Variante,13
\ersion

mit gemischten Variablen, 125

mit starren Variabler98

mit universellen Variablerl.15

Vervollstandigungsmodus, 150
voll expandiert40
\ollstandigkeit,38, 38

zusichernde Eigenschaftet), 39—

41
von-Neumann-Hierarchi®3

W
Welt, 9
initiale, 9

Wertebereich einer Substitution, 13



