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Kurzfassung

Gegenstand des vorliegenden Berichtes ist die Untersuchung verschiedener bruchme-
chanischer Probleme fiir elastische mikropolare Kontinua. Nach der Darstellung der
mikropolaren Theorie fiir linear elastische Materialien wird deren Implementierung mit-
tels benutzereigener Elemente in das Finite-Elemente-Programm ABAQUS erldutert.
Fiir einen scharfen Riss erfolgt mit Hilfe eines Reihenansatzes fiir die Spannungen die ana-
lytische Herleitung der Rissspitzennahfelder bei Mode-I- und Mode-1I-Belastung. Durch
Finite-Elemente-Simulationen eines Risses in homogenem Material wird zum einen die
Implementierung in ABAQUS verifiziert und zum anderen die Bestimmung der vier
auftretenden Spannungsintensititsfaktoren in Abhéngigkeit von den Materialparametern
durchgefiihrt. Anhand von Rissen in einem Zweistoff- bzw. Schicht—Substrat—Verbund
erfolgt die Untersuchung des Einflusses charakteristischer Lingen auf die Kraftspan-

nungsintensitatsfaktoren.

Abstract

Fracture Mechanical Investigations of Elastic Micropolar Continua

The aim of this report is to investigate linear elastic micropolar models with respect to
fracture problems. To this end user—defined elements are implemented into the finite
element code ABAQUS. Also, by using appropriate series expansions, the near—tip fields
for mode-I and mode-II are analytically derived for a sharp crack. In order to verify the
implementation in the finite element code a crack in a homogeneous material is simulated.
Moreover, the stress intensity factors entering into the analytical solutions are determined
for various material parameters. For two-material and layer-substrate composites some
crack problems are investigated with respect to the characteristic length involved in the

micropolar model.
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Notation und Operatoren

Vektoren und Tensoren werden in Fettdruck dargestellt. In wenigen Fallen sind unter-

schiedliche Grofen mit demselben Symbol bezeichnet. Gleichungen in Indexschreibweise

unterliegen der Einstein’schen Summationskonvention. Die Anwendung der Rechenregeln

erfolgt in Analogie zu den Lehrbiichern von de Boer [17] und Klingbeil [66].

Lateinische Buchstaben

=

o

AT T mEmHs

=

Ki, Ky
Ki, Ky

Finheitstensor 2. Stufe (1 = é;;e; @ e,)
Materialtensor/-matrix fiir die Kraftspannungen (4. Stufe)
Materialtensor/-matrix fiir die Momentenspannungen (4. Stufe)
Kompatibilitatsmatrix

spezifische Volumenkraft

Rechter Cauchy—Green—Verzerrungstensor
Drehimpulsvektor

Verschiebungs- und Rotationsvektor

Green’scher Verzerrungstensor

(spezifische) innere Energie

Elastizitdtsmodul

Deformationsgradient, Kraftvektor

Verschiebungsgradient

Entropie

Impuls

Jacobideterminante

Steifigkeitsmatrix

kinetische Energie

klassischer Spannungsintensitatsfaktor fiir Mode T bzw. 11

Kraftspannungsintensitiatsfaktor fiir Mode I bzw. II

v



L., L; Leistung der duferen bzw. inneren Krifte
L raumlicher Geschwindigkeitsgradient
Lyl Momentenspannungsintensitiatsfaktor fiir Mode 1 bzw. 11
spezifisches Volumenmoment
Momentenspannungstensor
Momentenspannungsvektor

Masse

Formfunktionsmatrix

Formfunktionen

Normalenvektor

Spannungsexponent

Warmezufuhr

QO™ B 223 B2~

Warmeflussvektor

Rr Referenzkonfiguration

Rg) Referenzkonfiguration des Mikrokontinuums
R Momentankonfiguration

REZ) Momentankonfiguration des Mikrokontinuums
R Rotationstensor der polaren Zerlegung

r aus dem Verschiebungsfeld resultierender Rotationsvektor
Wairmestrahlung

Kraftspannungstensor

Kraftspannungsvektor

Zeit

rechter Strecktensor der polaren Zerlegung
Verschiebung

linker Strecktensor der polaren Zerlegung
Geschwindigkeit

Ortsvektor zu einem materiellen Punkt in Rr bzw. R;

IR =T R

™

Griechische Buchstaben

o, 3,7,6 Materialparameter

r Kriimmungstensor 3. Stufe

vy spezifische Entropieproduktion

€ Dehnungstensor

® Tragheitstensor des Mikrokontinnums
n spezifische Entropie



E DS 9 € > =

Indizes

Operatoren

Grad , grad
div

rot

Temperatur

Lamé’schen Konstanten
Querkontraktionszahl

Ortsvektor in Rg) bzw. REZ)
Kriimmungstensor

Dichte

Rotationsvektor

Eigendrehimpuls des Mikrokontinnums
spezifische freie Energie
Verschiebungsgradient des Mikrokontinuums
Geschwindigkeitsgradient des Mikrokontinuums

Winkelgeschwindigkeit

Bezug auf das Mikrokontinuum
Bezug auf die Verschiebung
Bezug auf die Rotation

Bezug auf die Randbedingung
Term nullter Ordnung

Term erster Ordnung

Bezug auf Mode 1

Bezug auf Mode I

Gradient bzgl. Rr bzw. R,

Divergenz bzgl. der Momentankonfiguration
Rotation bzgl. der Momentankonfiguration
Spur

Determinante

Inverse

Transponierte

materielle Zeitableitung

dyadisches Produkt (m®@n =m;n; e; ® e,)
Skalarprodukt (AT -B=S5p (ABT) = AijBij)
Tensorprodukt (AB = A;,B,; e; @ e))
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Kapitel 1
Einleitung

Bei klassischer kontinuumsmechanischer Betrachtungsweise eines rein mechanischen Pro-
zesses werden jedem Korperpunkt Verschiebungen als Freiheitsgrade zugewiesen und
Wechselwirkungen mit der &uferen Umgebung ausschlieflich durch Kréfte tibertragen.
In den letzten Jahrzehnten wurde eine Vielzahl phdnomenologischer Modelle erstellt, die
durch unterschiedliche Annahmen eine Erweiterung des klassischen Konzeptes erzielten.
Stellvertretend fiir diese Entwicklungen seien hier Begriffe wie orientierte und polare Me-
dien, nicht—einfache und nichtlokale Materialien, mikromorphe und Cosserat—Kontinua,

Theorien vom Grade N und Gradiententheorien genannt.

Die verschiedenen Ansitze, die dabei verwendet werden konnen, fasste Kroner in einer
anschaulichen Darstellung [71] mit den drei Begriffen Nichtlokalitat, Spinfreiheitsgrade
und Durchschnittstheorien zusammen. Er beschreibt damit die Einbeziehung von Wech-
selwirkungen endlicher Reichweite, die Verwendung rotatorischer Freiheitsgrade und die
Beriicksichtigung der Mikrostruktur des Kontinuums. Durch Umsetzung dieser Ideen ge-
lang es, sich von den starren Vorstellungen der klassischen Kontinuumsmechanik zu l6sen
und somit die Beschreibung einer Vielzahl zusétzlicher Phanomene zu ermdglichen, die

bisher nicht erfasst werden konnten.

Eine Reihe solcher Effekte ergeben sich auch fiir das im Rahmen dieser Arbeit betrachte-
te mikropolare Kontinuum. Erwidhnt seien beispielsweise die verbleibende Reststeifigkeit
gegeniiber Biegung bei verschwindender Materialdicke [101], die Dispersion bei Wellen-
ausbreitung [30] und die Verringerung des Spannungskonzentrationsfaktors eines runden
Loches [64]. Da die mikropolare Theorie durch ihre Materialparameter eine inhédrente

Langenabhéngigkeit aufweist, ermoglicht sie ebenfalls die Beschreibung von Grofeneffek-



ten. Diese konnten bereits in verschiedenen Experimenten, wie z. B. durch Torsion von

diinnen Kupferdrahten [37], nachgewiesen werden.

Ziel dieser Arbeit ist es, verschiedene bruchmechanische Aspekte des mikropolaren Konti-
nuums mit Hilfe von Finite-Elemente-Simulationen einiger Rissprobleme zu beleuchten.
Risse sind in diesem Zusammenhang von Interesse, da auf Grund des hohen Spannungs-
gradienten an der Rissspitze moglicherweise Effekte der mikropolaren Theorie zum Tragen
kommen. Untersucht wird dies anhand eines Risses in homogenem Material. Weitere po-
tentielle Finflussfaktoren stellen charakteristische Langen dar, die durch die Geometrie
vorgegeben sind. FEin solcher Fall wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit zum einen
durch einen Zweistoffverbund mit einem Riss parallel zum Materialiibergang realisiert.
Dabei entspricht der Abstand des Risses zur Grenzschicht der charakteristischen Grofe.
7Zum anderen wird am Beispiel eines Schicht—Substrat—Verbundes, dessen Riss sich senk-
recht zur Oberfliche der diinnen Schicht befindet, der Einfluss der Risslange bzw. des

Abstandes der Rissspitze vom Materialiibergang analysiert.

Nach einem Literaturiiberblick beziiglich der verallgemeinerten Kontinuumstheorien wer-
den im zweiten Kapitel zundchst die kinematischen Beziehungen sowie der Bilanzglei-
chungen des mikropolaren Kontinuums aufgestellt. Mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der
Thermodynamik erfolgt darauf die Ableitung der konstitutiven Gleichungen fiir elastisches
Materialverhalten. Das dritte Kapitel befasst sich mit der Implementierung der Theorie in
den FE-Code ABAQUS. Aus der schwachen Formulierung resultiert tiber das Galerkin—
Verfahren und eine geeignete Diskretisierung die Finite-Elemente-Formulierung. Die
Implementierung benutzereigener Elemente wird sowohl fiir drei— als auch fiir zweidi-
mensionale Kontinuumselemente erlautert. Uber einen Reihenansatz fiir die Spannungen
gelingt im vierten Kapitel die Herleitung einer analytischen Losung fiir die Nahfelder einer
Rissspitze. Dabei werden sowohl die singuldren als auch die konstanten Terme berech-
net und die Definition der Spannungsintensitdtsfaktoren fiir das mikropolare Kontinuum
vorgenommen. Das fiinfte Kapitel zeigt schlieklich die Ergebnisse der Finite—Elemente—
Simulationen. Nach Verifikation der Implementierung anhand des analytischen Ergebnis-
ses erfolgt fiir den Riss in homogenem Material die Bestimmung der verschiedenen Span-
nungsintensitatsfaktoren in Abhédngigkeit von den Materialparametern. Abschliefend
werden die oben genannten Beispiele des Zweistoff- bzw. Schicht—Substrat—Verbundes
betrachtet. Durch Variation der jeweiligen charakteristischen Lange wird dabei die Ver-
anderung der Spannungsintensitdtsfaktoren im Vergleich zu den klassischen Resultaten

untersucht.



Kapitel 2
Theorie des mikropolaren Kontinuums

Im AnschluR an einen kurzen historischen Uberblick iiber die Entwicklung verallgemei-
nerter Kontinua widmet sich dieses Kapitel der Darstellung der Theorie des mikropolaren
Kontinuums [27, 30, 34, 93, 115]. Nach Einfiihrung grundlegender Begriffe [51, 77| wird
das mikropolare Kontinuum definiert. Darauf erfolgt die Aufstellung der Bilanzgleichung
und die Ableitung thermodynamisch konsistenter Materialgleichungen aus dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik. Abschliefend werden die Kompatibilitdtshedingungen

bestimmt und die wichtigsten Figenschaften bzw. Gleichungen zusammengefasst.

2.1 Literaturiiberblick

Erste Anséatze fiir eine allgemeinere Formulierung der klassischen Elastizitatstheorie gehen
bis ins 19. Jahrhundert zurtick. Wahrend Voigt [116] bereits die Bedeutung von Rotatio-
nen und Momentenspannungen innerhalb eines Mediums erkannte, schlug Duhem [20] vor,
den einzelnen Kérperpunkten Richtungen zuzuweisen. Die Gebriider Cosserat, iiber deren
Leben einiges in dem Ubersichtsartikel [102] nachzulesen ist, schufen mit ihrer umfassen-
den Arbeit [14] einen Meilenstein. Trotzdem wurde ihr Werk fiinf Jahrzehnte lang nahezu
vergessen, wahrscheinlich begriindet durch die Komplexitat und die schwer zugéngliche
Notation der Arbeit. Nur in wenigen Verdffentlichungen [53, 55, 106] fanden ihre Ideen
Frwihnung. Sie wurden nahezu zeitgleich von Giinther [48] sowie Erickson & Truesdell
[24] wiederentdeckt. Letztere formulierten nach den Vorstellungen der Gebriider Cosserat
die Kinematik bzw. Statik fiir endlich verformte Stdbe und Schalen, wihrend Giinther

die Theorie des dreidimensionalen Kérpers fiir kleine Deformationen in eine zeitgeméfe



Tensordarstellung tibertrug. Wesentliches Merkmal des Cosserat—Kontinuums ist die Be-
riicksichtigung von Rotationsfreiheitsgraden. Die Gebriider Cosserat betrachteten diese
in Form von sogenannten Direktoren, die ein an den Kérperpunkt angeheftetes Dreibein
reprasentieren. Aus den Rotationen resultieren Momente, die, bezogen auf ein Flachen-
element, als Momentenspannungen in die Drehimpulsbilanz eingehen und dadurch die

Symmetrie der Kraftspannungen aufheben.

Initiiert durch die Arbeiten [48] und [24] folgte in den sechziger Jahren eine wahre Flut
von Verdffentlichungen. Das damalige Interesse zeigt sich auch in der Durchfiithrung ei-
nes ITUTAM-Symposiums {iber verallgemeinerte Kontinua [72]. Wie dessen Vorwort zu
entnehmen ist, war ein urspriingliches Ziel dieser Theorien, die Liicke zwischen atomisti-
schen und kontinuumsmechanischen Betrachtungen zu schliefen. Da es auf Grund der
parallelen Entwicklungen zu verschiedenen Begriffsbildungen und resultierende Fehlinter-
pretationen kam (siehe hierzu [16]), stellte eine Vereinheitlichung ein weiteres Anliegen

dieses Symposiums dar.

In Anlehnung an die Arbeit von Giinther untersuchten Kroner und Hehl [69, 70, 52] an-
hand des Cosserat—Kontinuums ebenfalls den Zusammenhang zwischen Momentenspan-
nungen und Versetzungen. Schaefer [101] konnte durch Benutzung von Spannungsfunk-
tionen erste analytische Ergebnisse bestimmen. Mit Hilfe von rein intuitiv aufgestellten
Materialgleichungen zeigte er, dass die Theorie bei reiner Biegung auch dann noch eine

Reststeifigkeit liefert, wenn die Dicke der Probe nahezu verschwindet.

Von Toupin [110, 111] stammt die Theorie nicht—einfacher Materialien, die er auch als
Materialien N-ten Grades bezeichnete. Dabei werden in der Energiefunktion zusétzlich
zum Deformationsgradienten noch héhere Gradienten bis zur Ordnung N berticksichtigt.
Als Sonderfall leitete er eine Theorie ab, die auf unterschiedliche Weise ebenfalls von
Grioli [47] und Aero & Kuvshinskii [1] entwickelt wurde. Sie wird im Rahmen dieser Ar-
beit Couple—Stress—Theorie genannt und zeichnet sich im Vergleich zur Cosserat—Theorie
dadurch aus, dass die Rotation keine unabhéngige Grofe darstellt, sondern mit der aus
dem Verschiebungsfeld resultierenden Drehung iibereinstimmt. Aus diesem Grund wird in
der Literatur unter anderem auch die Bezeichnung Cosserat—Theorie mit eingeschrénkter
Rotation oder Pseudo—Cosserat—Theorie verwendet. Ein Vergleich der Herleitungen aus
[47], [1] und [110] wurde von Mindlin & Tiersten [86] sowie Koiter [67] durchgefiihrt. Des
Weiteren werden in deren Arbeiten verschiedene Probleme fiir die Couple-Stress—Theorie
gelost. Beispielsweise konnte gezeigt werden, dass bei der Ausbreitung von Transversal-

wellen Dispersion auftritt. Die Bestimmung des Spannungskonzentrationsfaktors eines



kreisrunden Loches gelang Mindlin [81]. Die beiden letztgenannten Beispiele konnten von
Neuber [90, 91, 92] sowie Kaloni & Ariman [64] fiir die Cosserat—Theorie gelost werden.

Eine weitere Verallgemeinerung des Cosserat—Kontinuums bildet die Arbeit von Mindlin
[82]. Er ordnete jedem materiellen Punkt ein sogenanntes Mikrovolumen zu, das nicht nur
rotieren kann, sondern auch deformierbar ist. Allerdings wird dessen Verschiebungsgradi-
ent als konstant vorausgesetzt, wodurch nur eine homogene Deformation der Substruktur
moglich ist. Als Sonderfille lassen sich einerseits die Cosserat—Theorie andererseits eine
Gradiententheorie ableiten (siehe hierzu auch [83] bzw. [85]). Thr Hauptmerkmal besteht
darin, dass die freie Energie nicht nur vom Dehnungstensor sondern auch von dessen
Gradienten abhéngt. In einer weiteren Arbeit von Mindlin [84] wird in der Energiefunk-
tion zusétzlich noch der Dehnungsgradient zweiter Ordnung beriicksichtigt, woraus eine

Theorie resultiert, die besonders zur Beschreibung von Oberflicheneffekten geeignet ist.

Parallel zur Arbeit von Mindlin entwickelten Eringen & Suhubi [36, 107] eine nichtlineare
Theorie mit ahnlichem Ansatz. Wiederum wird jedem Punkt des Kérpers eine Sub-
struktur zugewiesen, die jedoch beliebig deformierbar ist. Ein solches Kontinuum wurde
zunachst als einfach mikroelastisch bezeichnet, und nach Hinzunahme einer Bilanzglei-
chung beziiglich der Tragheit der Substruktur wurde es mikromorph genannt [26]. Aus
der Einschrankung, dass sich die Substruktur wie ein starrer Korper verhilt, leitete Er-
ingen [27] aus der mikromorphen die mikropolare Theorie ab. Bis auf die eben erwiahnte
zusitzliche Bilanzgleichung ist sie mit der Cosserat—Theorie identisch. Obwohl im Rah-
men dieser Arbeit beide Bezeichnungen gleichberechtigt sind, wird im Folgenden stets der
Begriff der mikropolaren Theorie verwendet. In weiteren Arbeiten {ibertrug Eringen seine
theoretischen Ansitze auf Fluide und Platten [25, 28, 29]. Ausfiihrliche Darstellungen des

mikropolaren bzw. mikromorphen Kontinuums sind [30, 33, 34] zu entnehmen.

Ebenfalls Mitte der sechziger Jahre schufen Green & Rivlin [44, 45] mit der Theorie des
multipolaren Kontinuums ein tibergeordnetes Werk. Dabei werden Multipolentwicklungen
der Kréfte und Spannungen sowie der zugehorigen Verschiebungsfelder betrachtet, wobei
die klassische bzw. mikromorphe Theorie den Sonderfall des monopolaren bzw. dipola-
ren Kontinuums darstellen [43]. Zu Beginn der siebziger Jahre erfolgte durch Edelen et
al. [21, 22, 35| die Formulierung einer nichtlokalen Theorie, bei der jeder materielle Punkt
nicht nur mit einer infinitesimalen Umgebung sondern mit jedem Teil des Kérpers wech-
selwirkt. Diese Annahme erfordert in den Bilanzgleichungen die Beriicksichtigung von
Residuen, die bei Lokalisierung dem Einfluss dieser Wechselwirkungen Rechnung tragen.

Des Weiteren sind die konstitutiven Beziehungen Funktionale der Bewegung und Defor-



mation aller Kérperpunkte. FEringen [32, 33| leitete daraus einerseits die linearisierte Form
ab und schuf andererseits die Verbindung der nichtlokalen Theorie zu einer mikromorphen

Theorie hoheren Grades [31], bei der Momente beliebiger Ordnung beriicksichtigt werden.

All diese Theorien geben die wesentlichen Schritte bei der Entwicklung verallgemeinerter
Kontinua wieder. Die Angabe von konstitutiven Gleichungen beschrénkte sich dabei auf
elastisches Materialverhalten. Frste Ansdtze zur Beriicksichtigung der Plastizitat stam-
men von Lippmann [78] und Besdo [9]. Weitere Entwicklungen in dieser Richtung wurden
z. B. von de Borst [18], Steinmann [104] und Grammenoudis & Tsakmakis [42] durchge-
fiihrt.

Der vorliegenden Arbeit wird das elastische mikropolare Kontinuum zu Grunde gelegt.
Durch die Beriicksichtigung von Rotatationsfreiheitsgraden und Momentenspannungen
bietet es weitreichende zusitzliche Moglichkeiten im Vergleich zur klassischen Elastizitét,

bleibt jedoch trotzdem mathematisch handhabbar.

2.2 Grundlagen der Kinematik

Grundlage der folgenden kontinuumsmechanischen Betrachtungen ist der materielle Kor-
per B, der aus einer Menge materieller Punkte X" gebildet wird. Im dreidimensionalen
Euklidischen Punktraum E kann nach Festlegung eines Ursprungs O in E und eines raum-
festen Koordinatensystems mit dem Nullpunkt O jedem materiellen Punkt X" ein Orts-
vektor X zugeordnet werden. Der so erhaltene Bildbereich Ry ist der Raumbereich, den
der Korper in der zeitlich konstanten Referenzkonfiguration einnimmt. Beziiglich der Mo-
mentankonfiguration, die von der Zeit ¢ abhéngt, wird der zugehérige Raumbereich mit
R bezeichnet und jeder materielle Punkt X' mit einem Ort x identifiziert (siehe Abb. 2.1).

Dieser lédsst sich als einparametrige Schar von Konfigurationen durch die Bewegung

x =% (X, 1) (2.1)
beschreiben. FEs wird angenommen, dass zu einem festen Zeitpunkt ¢ die Inverse der
Bewegungsgleichung

X =X (x,1) (2.2)

existiere. Die Geschwindigkeit x eines Punktes ergibt sich aus der materiellen Zeitablei-

tung der Bewegung:

. d o,
X = x(X,t) = V(X,t) = v(x,1) . (2.3)



Die Deformation des Korpers kann mit Hilfe des Deformationsgradienten F',

F=F(X,1):= g—; = Grad %(X, 1)

beschrieben werden, wobei Grad der Gradientenoperator beziiglich der Referenzkonfigu-

, (2.4)

ration ist. Gemafs
dx = FdX (2.5)

bildet der Deformationsgradient ein materielles Linienelement der Referenzkonfiguration
dX in ein materielles Linienelement der Momentankonfiguration dx ab. Es wird det F > 0

vorausgesetzt. Der Verschiebungsvektor u ist durch

u=u(X,t) =x(X,t) - X (2.6)
definiert. Mit Hilfe des Verschiebungsgradienten

H = H(X, 1) := Grad a(X, 1) (2.7)
und des Einheitstensors 1 kann der Deformationsgradient durch

F=H+1 (2.8)
ausgedriickt werden.

Alle bisherigen Aussagen gelten fiir das klassische Kontinuum, das im Folgenden als Ma-
krokontinuum bezeichnet wird. Um in einer rein phanomenologischen Theorie die Mi-
krostruktur beriicksichtigen zu kénnen, wird jedem materiellen Punkt X zunéchst als
Substruktur ein materieller Korper M = M(X') zugewiesen (siehe z. B. [30, S. 628ff.]
und [36]). Dieser wird als eigenstandiges Kontinuum, das sogenannte Mikrokontinuum,
behandelt. Er nimmt in einer lokalen Umgebung um A in der Referenzkonfiguration
Rg) und in der Momentankonfiguration REZ) als Raumbereich ein. Der Ort eines Punk-
tes des Mikrokontinuums wird ausgehend von X bzw. x durch den lokalen Ortsvektor

= Rg) bzw. & in REZ) beschrieben (siche Abb. 2.1). Die Bewegungsgleichung fiir das

Mikrokontinuum lautet

€ = E(Xa E, t) = E (Xa E, t) : (29)

Ahnlich wie fiir das Makrokontinuum wird angenommen, dass dazu die Inverse relativ zu

=
e



existiere. Die zugehorige Geschwindigkeit ergibt sich aus

. d _ _
€= E(X.BE1) = V=(X.B.1) = Ve(X, & 1) = ve(x. &,1) (2.11)
Sie kann fiir festes X und £ um & = 0 in eine Taylorreihe
; oV
E=V(X,0,1)+ —| &+ 2.12)
0& ¢=0

entwickelt werden. Es wird vorausgesetzt, dass die Punkte X und x jeweils im Massen-

schwerpunkt des Korpers M liegen. Somit gilt

¢ =¢£(X,0,t)=0 (2.13)
und daraus folgend

V¢(X,0,1) =0 . (2.14)

Definiert man fiir das Mikrokontinuum den Geschwindigkeitsgradienten an der Stelle
& =0 als

A,

€ ez ’

ergibt sich fiir die Geschwindigkeit in linearer Ndherung

Q(X,1) = (2.15)

E=Q¢ . (2.16)

2.3 Definition des mikropolaren Kontinuums

Die Vereinbarung, dass jedem einzelnen materiellen Punkt wiederum ein materieller Kor-
per zugeordnet wird, ist Ausgangspunkt fiir eine Reihe verschiedener kontinuumsmecha-
nischer Modelle, wie z.B. den mikromorphen Kontinua [26, 31] oder einer von Mindlin
entwickelten Theorie [82] (vergleiche Kapitel 2.1). Die Untersuchungen der vorliegenden
Arbeit beschéftigen sich mit dem Spezialfall des mikropolaren Kontinuums. Es zeichnet
sich dadurch aus, dass als Bewegung des Mikrokontinuums lediglich eine eigentliche Ro-
tation zugelassen wird. Da es sich hierbei um eine homogene Deformation innerhalb der

lokalen Umgebung handelt, kann das mikropolare Kontinuum iiber die Eigenschaft

¢&=RyE (2.17)



W

Abbildung 2.1: Konfiguration und Deformation des mikropolaren Kontinuums
mit
Ry =Ry(X,t) , RI,=R; , detRL =1 (2.18)

definiert werden. Dabei wird durch den eigentlich orthogonalen Tensor Rj; lokal am
materiellen Punkt X" die Rotation des materiellen Kérpers M des Mikrokontinuums ver-

mittelt.

In Analogie zum Verschiebungsgradienten H (2.8) wird der Verschiebungsgradient des
Mikrokontinuums ® = i(X, t) so eingefiihrt, dass

Ry =& +1 (2.19)
gilt. Die materielle Zeitableitung von Gleichung (2.17) liefert

E=RyE=RyRIl¢ . (2.20)



Mit Hilfe der Identitat % 1= % (RyRT,) = RMRﬂ +RyRT, = 0 und den Gleichungen
(2.20) und (2.16) folgt schlieklich

Q=RyRl, =-7 . (2.21)

Allgemein kann die Abbildung eines beliebigen Vektors d durch einen antisymmetrischen

Tensor P = —P7T gemif

1
Pd=pxd, p= §€ijkpji . Pji=einpk (2.22)

mit einem zugeordneten axialen Vektor p dargestellt werden. Auf diese Art wird im

Folgenden der antisymmetrische Tensor € durch seinen axialen Vektor

1
Wy = §€ig’kﬂji (2.23)

ersetzt. Wie in Kapitel 2.5.1 zu sehen sein wird, stellt w in der linearen Theorie die

Winkelgeschwindigkeit der Rotation des Mikrokontinuums dar.

2.4 Bilanzgleichungen

2.4.1 FErhaltungssatz der Masse

Sowohl fiir das Makro— als auch fiir das Mikrokontinuum wird der materielle Kérper oder
Teilkorper als geschlossenes System betrachtet. Es gibt keine Erzeugung oder Vernichtung
von Masse und keinen Massenfluss durch materielle Flachen. Somit besagt der Erhaltungs-
satz der Masse, dass die Masse des Makrokontinuums m bzw. des Mikrokontinuums m,

zeitlich konstant ist. Dies ergibt
d d d d

L= dm= bow, = 2
T m =0 W M T g
B M

dmy =0 . (2.24)

Der Zusammenhang zwischen m und mj; ergibt sich aus der Definition, dass ein infinite-
simales Volumenelement dm des Makrokontinuums am Ort X der Gesamtmasse m(X)

des zugeordneten materiellen Kérpers M entspricht:
dm = muy . (2.25)

Nach Einfiihrung der Massendichten pr = pr(X,t) in Rr und p = p(x,t) in R; sowie
den entsprechenden infinitesimalen Volumenelementen dV und dv und Anwendung des
Lokalisationssatzes (siehe [49], S. 38) ergibt sich fiir das Makrokontinuum in lokaler Form

die sogenannte Kontinuitatsgleichung

dm = prdV = pdv = const. . (2.26)
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2.4.2 Impulssatz

Um die Impulsbilanz fiir das Makrokontinuum aufstellen zu kénnen, wird zunéchst der

Impuls des Mikrokontinuums Ip; durch

Ty = Iy(X, 1) := / % (x 4 &) dmy (2.27)

M

definiert. Da vorausgesetzt wird, dass x dessen Schwerpunkt bildet, gilt [41, S. 73]

/5 dmy =0 bzw. /g’de =0 (2.28)

M M

und man erhéalt

Iy = /}kde =Xmuy . (2.29)
M
Dem materiellen Punkt X wird als Impuls d1 derjenige des zugehoérigen Korpers M
zugeordnet

dI(X,t) :=xpdv =1y (2.30)

und durch Integration iiber den gesamten materiellen Kérper B erhdlt man den Gesamt-

impuls des Makrokontinuums

I(B,t):/IM:/icpdv . (2.31)

B R

Das Axiom der Erhaltung des Impulses besagt, dass die zeitliche Anderung des Impul-
ses gleich der Summe der auf den Korper einwirkenden duferen Kréfte ist. Das in der
vorliegenden Theorie betrachtete System von Kriften und Momenten ist Tab. 2.1 zu ent-
nehmen. Resultierende Krifte werden lediglich durch den Spannungsvektor t und die

Volumenkraftdichte b erzielt, so dass der Impulssatz

%I(B,t): /tda—l—/bdv (2.32)

R+ R

lautet, wobei OR; die Oberfliche von B in R; symbolisiert. Somit entspricht die Impuls-
bilanzgleichung des mikropolaren Kontinuums exakt derjenigen der klassischen Theorie.

Nach Einfiihrung des Spannungstensors T = T(x,#), der geméf

t = Tn (2.33)

11



Bezeichnung Symbol Einwirkung
Volumenkraftdichte b = b(x, 1) in R,
Krifte
Spannungsvektor t = t(n,x,1) auf OR,
Volumenmomentendichte 1=1(x,1) in R,
Momente
Momentenspannungsvektor | m = m(n, x, ) auf OR,

Tabelle 2.1: System der duBeren Krafte und Momente die auf den materiellen Korper B ein-

wirken

den auferen Finheitsnormalenvektor n auf den Spannungsvektor t abbildet, 1dsst sie sich

in die lokale Form
divT + b = px (2.34)

iiberfithren.

2.4.3 Drehimpulssatz

Wie schon bei der Herleitung der Impulsbilanz, wird zunachst das Mikrokontinuum be-

trachtet. Dessen Drehimpuls bezogen auf den Nullpunkt O ist durch

D = Du(X, 1) := /(x 1 €)% % (x + &) dmas (2.35)

definiert. Da x fiir M fest vorgegeben ist, folgt unter Beriicksichtigung der Gleichungen
(2.28) und (2.16)

M

Nach Ubergang zur Indexnotation (in der gesamten Arbeit gilt die Finstein’sche Sum-

menkonvention) ergibt der letzte Term

/5 x Q& dmar = €, /&fn dmy | er (2.37)
M

12



wobei e;;; das Permutationssymbol und e, (k = 1,2,3) Vektor einer Orthonormalbasis
ist. Der Klammerausdruck ist die Matrixdarstellung des Tragheitstensors des Mikrokon-

tinuums, der durch den symmetrischen Tensor (® symbolisiert das dyadische Produkt)

@=0"=0(X,1):= /g @ & dmay (2.38)
M

definiert ist (siehe [8, S. 70]). Somit lasst sich Gleichung (2.36) als
Dy = (Da)ker = €iji (i ma + 04,5, e (2.39)
schreiben.

In analoger Weise zur Herleitung des Impulses berechnet sich der Gesamtdrehimpuls D
des Makrokontinuums durch Integration {iber alle materiellen Punkte X', denen jeweils
der Drehimpuls des Mikrokontinuums zugeordnet wird. Wird der Eigendrehimpuls (oder
Spin) & von X durch

opdv:= | €xQEdmy (2.40)
/

definiert, gilt

D(B,t):/DMz/(xxic—l-a)pdv . (2.41)

Das Axiom der Erhaltung des Drehimpulses lautet: die zeitliche Anderung des Dreh-
impulses ist gleich der Summe der auf den Koérper wirkenden Momente. Diese kénnen,
wie in der klassischen Theorie, durch die duferen Krifte t und b entstehen. Des Weiteren
werden nun aber noch direkt Momente an der Oberflache und im Inneren des materiellen
Koérpers B beriicksichtigt. Wie dem Kraftsystem in Tab. 2.1 zu entnehmen ist, werden
diese durch den Momentenspannungsvektor m und die Volumenmomentendichte 1 repra-

sentiert. Auf den Nullpunkt O bezogen lautet der Drehimpulssatz

%D(B,t): /(xxt—l—m)da—l—/(xxb—l-l)dv . (2.42)

aRt Rt

Um die lokale Form bestimmen zu koénnen, wird der Momentenspannungstensor M =

M(x,t) gemaf

m = Mn (2.43)
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eingefiithrt. Analog zum Spannungstensor T (siehe z. B. [112, S. 138ff.]) kann seine Exi-
stenz aus der Drehimpulsbilanz (2.42) durch Betrachtung einer Folge dhnlicher Tetraeder
bewiesen werden. Mit Hilfe des Gaufi’schen Integralsatzes kann nun das Oberflichenin-
tegral in (2.42) auf gewohnte Weise in ein Volumenintegral umgewandelt werden. Durch
Anwendung des Lokalisationssatzes und Beriicksichtigung der lokalen Form der Impuls-

bilanz (2.34) gilt
Mg+ eiixTii + Iy = pog . (2.44)

wobei (+); fiir die partielle Ableitung %'l) steht. Nach Definition des Vektors t* durch

t}: = eijiji (245)
erhalt man
divM +t* + 1= po (2.46)

als lokale Form der Drehimpulsbilanz. Vergleich mit Gleichung (2.22) zeigt, dass t* ge-
nau dem Doppelten des axialen Vektors entspricht, der dem antisymmetrischen Teil des

Spannungstensors zugeordnet werden kann.

In der klassischen Elastizitatstheorie lautet die Drehimpulsbilanz e;;,T;; = 0, woraus
sich die Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors ergibt. Wie man an Gleichung
(2.44) erkennt, entsteht durch Hinzunahme von Momentenspannungen eine zusatzliche

Feldgleichung und die Symmetrie des Spannungstensors wird aufgehoben.

Fs gilt zu beachten, dass die Definition des mikropolaren Kontinuums (2.17) weder in die
Impuls- noch in die Drehimpulsbilanz eingegangen ist. Deshalb gelten alle bisherigen Er-
haltungssétze allgemein fiir Kontinua, denen beliebig deformierbare Korper als materielle

Punkte zugeordnet werden.

2.4.4 Bilanz der mechanischen Leistung

Die Bilanz der mechanischen Leistung stellt keine unabhangige Gleichung dar, sondern ist
eine direkte Folgerung aus der Impuls— und der Drehimpulsbilanz. Allerdings wird sie in
Kapitel 2.4.5 benotigt, um den ersten Hauptsatz der Thermodynamik geeignet formulieren

zu konnen.

Der Anteil des Impulses zur mechanischen Leistung wird aus Gleichung (2.34) durch Mul-

tiplikation mit der Geschwindigkeit x und anschliefender Integration iiber B berechnet.

14



Unter Beriicksichtigung von divT - x = div(TT %) — T - grad x und der Definition des

raumlichen Geschwindigkeitsgradienten
L:=gradx (2.47)

ergibt sich

d 1
/t-)'(da—l—/b-}'(dvz/T-Ldv—l—E5/5{-5{de ) (2.48)

aRt Rt Rt Rt

Hierbei handelt es sich auf der linken Seite um die Leistung der &uferen Krafte, wéhrend
auf der rechten Seite der erste Term die Spannungsleistung der inneren Krafte und der
zweite die zeitliche Anderung der kinetischen Energie infolge von Translationen reprisen-

tieren.

Durch Multiplikation der Drehimpulsbilanz mit w 14sst sich analog der Beitrag des Dreh-

impulses herleiten. Dieser lautet

/m-wda—l—/l-wdv=/M-gradwdv—/t*-wdv—l—/d’-wpdv . (2.49)

aRt Rt Rt Rt Rt

Hier steht auf der linken Seite die Leistung der &uferen Momente. Die ersten beiden Terme
der rechten Seite stammen von den inneren Momenten und der letzte Term beschreibt die
zeitliche Anderung der kinetischen Energie, die durch die Rotation des Mikrokontinuums

erzeugt wird.

Fs lasst sich zeigen (siehe Anhang A.1) , dass

. d 1 N
/a-wpdv—ﬁ§/w-®wpdv (2.50)
Rt Rt
mit
®:=(Sp@®)1-0 (2.51)
gilt.

Die Gesamtbilanz der mechanischen Leistung erhédlt man durch Addition der beiden Bei-
trage (2.48) und (2.49). Dies fiihrt zur Definition der kinetischen Energie

K:%/<'-5(+w-(:)w>pdv , (2.52)

R
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der Leistung der duferen Kréfte und Momente

£a=/(t-k—l—m-w)da—l—/(b-}'{—l—l-w)dv (2.53)

aRt Rt

und der Leistung der inneren Kréfte und Momente

£¢=/(T-L—|—M-gradw—t*-w)dv . (2.54)
Rt
Somit lautet die Gesamtbilanz der mechanischen Leistung

d
— K=L,—-L; . 2.
o K =L,— L (2.55)

2.4.5 FErster Hauptsatz der Thermodynamik

Im Rahmen der sogenannten rationalen Thermodynamik, deren Giiltigkeit in dieser Ar-
beit vorausgesetzt wird, wird gefordert, dass die Materialgleichungen stets den zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik erfiillen. Tm Folgenden wird zundchst der erste Hauptsatz
der Thermodynamik aufgestellt, der die Erhaltung der totalen Energie des betrachteten
Systems postuliert. Mit dessen Hilfe wird der zweite Hauptsatz in Form der Clausius—
Duhem-Ungleichung geeignet formuliert und daraus Restriktionen fiir die Materialglei-
chungen abgeleitet (siehe hierzu z. B. [13] und [114, Kap. E]). Hierfiir werden zu den
bisher rein mechanischen Gréfen einige neue Grofen eingefithrt, die sich im Weiteren

stets auf das Makrokontinuum beziehen.

Die Gesamtenergie ist die Summe der kinetischen Energie K und der inneren Energie F,

die sich mit der spezifischen inneren Energie e = €(x,t) durch

E= /epdv (2.56)

R

darstellen lisst. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die zeitliche An-
derung der totalen Energie gleich der von aufien zugefiihrten Energiednderung ist. Diese
Energiezufuhr besteht einerseits aus einem mechanischen Anteil, der Leistung der duferen
Krifte £,, andererseits aus einem thermischen Anteil, der sogenannten Warmezufuhr ().

Diese ergibt sich aus

Q= /qda+/rpdv : (2.57)

R+ R
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Die Wérmestrahlung r beschreibt den Anteil, der im Inneren erzeugt wird, wihrend die
Wirmeflussdichte ¢ den Fluss durch die Oberflache reprasentiert. Mit Hilfe des Warme-
flussvektors q = q(n, x, 1) lasst sich

¢g=—q-n (2.58)
schreiben.

Mathematisch formuliert lautet der erste Hauptsatz

% (K+E)=L,+Q . (2.59)

Zusammen mit der Bilanzgleichung der mechanischen Leistung (2.55) liefert dies
Pori—g=0 (2.60)

Finsetzen der Gleichungen (2.54), (2.56) und (2.57) liefert

d

7 epdv—/(T-L—l—M-gradw—t*-w) dv—/qda—/rpdvzo . (2.61)

R R R+ Rt

Nach Berticksichtigung von Gleichung (2.58) ldsst sich dies mit Hilfe des Lokalisations-

satzes in die lokale Form des ersten Hauptsatzes
pe — T -L—-—M- gradw +t* w+divgq—pr =0 (2.62)

iiberfithren.

2.4.6 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Der Theorie des mikropolaren Kontinuums soll ein thermodynamisch konsistentes Ma-
terialmodell zu Grunde liegen. Dies bedeutet, dass die Materialgleichungen stets den
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik erfiillen miissen. Zu seiner Formulierung wird zu-
nachst die Entropie H benétigt, die als Integral iiber die spezifische Entropie n dargestellt

werden kann:

H= /npdv . (2.63)
R

Mit 0 als absoluter Temperatur (6 > 0) lautet die Bilanzgleichung der Entropie

Hz—/%-nda—l-/(g—l-‘y)pdv . (2.64)

aRt Rt
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Zusétzlich zur Entropieproduktion durch die Umgebung, reprasentiert durch q/6 und r/0,
werden durch die spezifische Entropieproduktion 4 irreversible Prozesse im Inneren des
Korpers beriicksichtigt [114, §258]. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik in Form
der Clausius—Duhem—Ungleichung besagt, dass

/W’ dv >0 (2.65)

R

erfiilllt sein muss.
Wird die Bilanzgleichung (2.64) unter Beriicksichtigung von div § = %divq — g%q -grad 6

in ihre lokale Form {iberfiihrt, erhdlt man mit Hilfe der Energiebilanz (2.62)

1 1
(97'7—é—|-—(T-L—I—M-gradw—t*-w—gq-grade)20 . (2.66)
p
Mittels einer Legendre—Transformation kann die innere Energie e durch die Helmholtz’sche

freie Energie 1,
b=e—0p (2.67)

ersetzt werden (siehe z. B. [7, S. 8ff.]). Unter der Annahme, dass im Folgenden rein
isotherme Prozesse mit homogener Temperaturverteilung betrachtet werden, lautet die

Clausius—Duhem-Ungleichung:
—pp+T-L+M-gradw —t* - w>0 . (2.68)

Abschliefiend sei auf eine alternative Herleitung der Bilanzgleichungen durch Eringen und
Suhubi [36] verwiesen. Ausgangspunkt hierbei ist die Annahme, dass fiir das Mikrokon-
tinuum die klassischen Bilanzgleichungen gelten. Aus der Impulsbilanz multipliziert mit
einer Gewichtsfunktion wird durch eine integrale Mittelung sowohl die Impuls— als auch
die Drehimpulsbilanz fiir das Makrokontinuum hergeleitet. Erstere entspricht Gleichung
(2.34), wihrend die Drehimpulsbilanz allgemeineren Charakter als (2.46) besitzt.

Des Weiteren sei erwiahnt, dass Eringen [25] fiir den mikropolaren Korper noch eine zu-
satzliche Bilanzgleichung formuliert, die die Erhaltung der Tragheitsmomente des Mikro-

kontinuums besagt. Thr kommt in der linearen Theorie jedoch keine Bedeutung zu [34,

S. 116].
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2.5 Lineare, mikropolare Elastizitat

2.5.1 [Elastische freie Energiefunktion und geometrische Lineari-

sierung

Alle bisherigen Gleichungen sind allgemein fiir mikropolare Kontinua giiltig. Das Ver-
halten des betrachteten Materials wird durch das Materialgesetz, den sogenannten kon-

stitutiven Gleichungen, ausgedriickt, wobei im Rahmen dieser Arbeit reine Elastizitat

behandelt wird.

Es wird angenommen, dass fiir die spezifische freie Energie eines elastischen, mikropolaren

Kontinuums
¢ = (F, Ry, Grad Ryy) (2.69)

gilt. Neben dem Einfluss des klassischen Deformationsgradienten und des Rotationsten-
sors des Mikrokontinuums wird durch dessen Gradient, einem Tensor dritter Stufe, eine
zusitzliche Abhéngigkeit von der Nachbarschaft des materiellen Punktes beriicksichtigt.
Wie in Anhang A.2 gezeigt wird, kann Gleichung (2.69) durch Anwendung des Prinzips

der materiellen Objektivitat in
i = )(FT Ry, FTGrad Ryy) (2.70)
tiberfithrt werden.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit wird die Theorie unter Voraussetzung kleiner Deforma-
tionen verwendet. Dies hat zur Folge, dass fiir die Verschiebungsgradienten des Makro-

kontinuums H bzw. des Mikrokontinuums ®
H| <1, |H|<1, |®|<1, |[Hl<I (2.71)

gelten muss. Dasselbe gilt fiir alle raumlichen Ableitungen dieser Grofen. | - || stellt
hierbei die euklidische Norm dar, die fiir einen Tensor P durch ||P|| := VP - P definiert

ist.

Mit den eben genannten Bedingungen kann nun die geometrische Linearisierung vorge-
nommen werden, bei der Terme ab zweiter Ordnung in den oben genannten Groéfen ver-
nachlassigt werden. Diese ergibt fiir den Geschwindigkeitsgradienten der Mikrostruktur

(2.15) zusammen mit Gleichungen (2.19) und (2.21)

Q=@+1) ~d=-8&" . (2.72)
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Somit ist auch ® = —®7 antisymmetrisch und kann durch seinen axialen Vektor ¢ ersetzt

werden:

1
Pr — §eijkq)ji bZW. (I)]'Z' = eijkapk . (273)

Jedem materiellen Punkt wird dadurch ein Drehvektor zugeordnet, der die Rotation des
Mikrokontinuums charakterisiert. Daraus ergibt sich als weitere wichtige Eigenschaft des
mikropolaren Kontinuums, dass jeder materielle Punkt neben den Verschiebungsfreiheits-

graden zusédtzlich Rotationsfreiheitsgrade besitzt, die durch ¢ beschrieben werden.

¢ ist die zugehorige Winkelgeschwindigkeit und nach (2.72) und (2.23) gilt

$p=w . (2.74)
Die Linearisierung der in der freien Energiefunktion (2.70) vorkommenden Terme fiihrt
AR

FFRy=H"+1)(®+1)~H +®+1 (2.75)

F'Grad Ry = (HT + 1) Grad Ry ~ Grad @ ) (2.76)
Zur Beschreibung des Deformationszustandes lassen sich schlieflich mit Gleichung (2.73)
fiir die lineare Theorie zwei Tensoren definieren, die als Verzerrungstensor € und Kriim-
mungstensor & bezeichnet werden:

€ = HT + P bzw. €5 = Uji — € ikPk N (277)

k := Grad ¢ bzw. Kij = ©ij . (2.78)

Bei Elastizitit liefert die lineare Theorie fiir die spezifische freie Energie folgende Abhéan-
gigkeit:

b =1 (e, k) . (2.79)

Zur Herleitung der konstitutiven Gleichungen wird nun noch die Clausius—Duhem—Un-
gleichung (2.68) in linearisierter Form bendtigt. Aus den Gleichungen (2.23), (2.45) und
(2.72)—(2.74) folgt:

| . .
£ w = Seimneip Ty & ~Tonby, = =T & (2.80)
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Mit der Beziehung L = FF~! [51, S. 16] gilt L ~ H (1 — H) ~ H, womit
T-L—t*-sz-(H—I-Ci)T):T-éT (2.81)

geschrieben werden kann. Somit lautet die Clausius—Duhem—Ungleichung der linearen

Theorie:

—pp+T-E"+M-k£>0  baw.  —pb+Ty-éu+My-ku>0 . (2.82)

2.5.2 Konstitutive Gleichungen

Analog zur spezifischen freien Energie wird fiir den Kraft— und den Momentenspannungs-

tensor

T="T(e,k) , M = M(e, k) (2.83)

angenommen. Einsetzen von Gleichung (2.79) in die Clausius—Duhem-Ungleichung liefert

0 . 0 :
(Tm - Pa?il) C€p T+ (Mkl - paTiz) k200 (2.84)

Diese Ungleichung muss fiir alle zuldssigen thermomechanischen Prozesse stets erfiillt
sein. Da die Terme in den beiden Klammern geschwindigkeitsunabhéngig sind und die
Deformationsgeschwindigkeiten € und & beliebig gewdhlt werden kénnen, sind die Poten-

tialbeziehungen

O

T, = 2% 2.

Ik " Den : (2.85)
0

My = o200 (2.86)
Ok

notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Erfiilllung der Clausius—Duhem-Un-

gleichung.

Als Ansatz fiir die spezifische freie Energie wird ein Potential gewdhlt, das quadratisch in

den Deformationsmafien ist:

1

¢ = % (Aklmneklemn + Bklmn/fkl/imn) . (287)
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Bei den Tensoren vierter Stufe A und B handelt es sich um Materialtensoren, die die
Eigenschaften des jeweiligen Werkstoffes modellieren. Fiir sie gelten die Symmetrieeigen-

schaften
Aklmn - Amnkl 5 Bklmn - ankl . (288)

Wihrend ein konstanter Term in Ansatz (2.87) keine Rolle spielt, entféllt der in € lineare
Term auf Grund der angenommenen Spannungsfreiheit des undeformierten Kérpers. Da
bei Anwendung des Prinzips der materiellen Objektivitat (siehe Anhang A.2) auch un-
eigentlich orthogonale Tensoren zugelassen sind, verschwinden ebenfalls der lineare und
gemischte Term mit k. Denn bei einer Spiegelung des Raumes wiirden sie ihr Vorzeichen

andern und die Invarianz von i ware verletzt [34, S. 110].

Finsetzen in die Potentialbeziehungen (2.85) und (2.86) liefert schlieflich
le - Aklmnemn ; (289)
Mkl = Bklmn/{/mn (290)

als konstitutive Gleichungen. Im Folgenden werden isotrope Materialen betrachtet. Dies
hat zur Folge, dass A und B isotrope Tensoren vierter Stufe sind und sich die Anzahl ihrer
unabhéangigen Komponenten von 45 auf 3 reduziert (siehe [62, S. 302]). Diese werden so

sewihlt [93, S. 8], dass A und B mit Hilfe des Kroneckersymbols & durch
A = N 6u6n + (1t + @) Smbin + (1 — @) Snbim (2.91)
Biimn = B Okibmn + (7 4 6) Opmbin 4 (7 — 6) Opnbim (2.92)
darstellbar sind. Finsetzen in (2.89) baw. (2.90) licfert
Tie = Xewnbp + (04 a)ep + (0 — a)e , (2.93)
My = BEunbi+ (74 0)kw + (v — )k . (2.94)

Das isotrope, linear—elastische Materialmodell des mikropolaren Kontinuums besitzt also
die sechs Materialparameter A, u, o, 3, v und 6, wobei A und g den aus der klassischen
Elastizitdtstheorie bekannten Lamé’schen Konstanten entsprechen. Aus der Forderung,
dass die spezifische freie Energie positiv definit ist, ergeben sich fiir die Parameter folgende

Ungleichungen (siehe Anhang A.3):
0<3\+2u , 0<u , 0<a |, (2.95)

0<38+2y , 0<~ , 0<6 . (2.96)
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2.6 Kompatibilitatsbedingungen

Nicht alle beliebigen Tensoren € und & beschreiben einen physikalisch moglichen Defor-
mationszustand. Um sicherzustellen, dass zu vorgegebenem € und & fiir das Makrokonti-
nuum ein Verschiebungsfeld u und ein Rotationsfeld ¢ existiert, werden die sogenannten
Kompatibilitdtsbedingungen bendtigt. Ausgangspunkt fiir die Herleitung aus dem Ver-
schiebungsfeld ist die Gleichung

Ujip — Ui =0 . (2.97)
Nach Definition des dreistufigen Kriimmungstensor I durch

ik := —€jim@mk = —€jimKmk (2.98)
ergibt sich aus (2.97) mit Hilfe von (2.77)

€k — ki + Uik — Ui =0 (2.99)
als Kompatibilitdtsbedingung.

Fine weitere Forderung kann man aus dem Rotationsfeld ableiten, fiir das analog zu (2.97)
Pjik = Piki =0 (2.100)

gelten muss. Multiplikation von Gleichung (2.98) mit e;; fiihrt zu ¢ = —%eﬁlrﬁk und

Finsetzen in (2.97) liefert schlieklich die zweite Kompatibilitdtsbedingung:

Fiir den bisher verwendeten Kriimmungstensor & lassen sich unter Beriicksichtigung der
Definition (2.98) die Kompatibilitdtsbedingungen (2.99) und (2.101) folgendermafken for-

mulieren:

€ijk — €kii — €jimBmk + €jkmKEmi = 0 , (2.102)

Kmik — Kmk,i = 0 : (2.103)

2.7 Vergleich zur klassischen Theorie und zur Couple—

Stress—Theorie

Das mikropolare Kontinuum kann als konsequente Erweiterung der klassischen Theorie

betrachtet werden. Dem materiellen Punkt werden zusatzlich zu den Translationsfrei-
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heitsgraden u noch Rotationsfreiheitsgrade ¢ zugeschrieben. FEr erhdlt somit alle Frei-
heitsgrade eines starren Korpers. Wéhrend die Impulsbilanz unverandert bleibt, liefert
die Drehimpulsbilanz durch Beriicksichtigung der auftretenden Momentenspannungen m
und | sowie des Eigendrehimpulses o eine neue Feldgleichung. Gleichzeitig verliert der

Spannungstensor seine Symmetrieeigenschaft der klassischen Theorie.

Durch den Ubergang zur linearen Theorie kann fiir elastisches Material die Abhéngigkeit
der freien Energiefunktion von Tensoren bis dritter Stufe auf solche zweiter Stufe reduziert
werden. Dies fithrt zur Definition der Deformationstensoren € und k. Wéhrend die
Kriimmung & die relative Verdrehung benachbarter materieller Punkte beschreibt und
somit rein aus der Rotation des Mikrokontinuums resultiert, héngt € sowohl von u als
auch von ¢ ab. Zerlegung des Verschiebungsgradienten H = Hg + H4 in symmetrischen
Teil und antisymmetrischen Teil, der nach (H4);; = €;ixrx wiederum durch seinen axialen

Vektor r ersetzt werden kann, liefert mit (2.77)

€5 =

(wij 4 wii) Fein (e —pr) (2.104)
——
= Eij

NN | —

Wie hier zu erkennen ist, fallt der symmetrische Anteil von € mit dem klassischen linea-

risierten Green’schen Verzerrungstensor E zusammen.

Die Clausius—Duhem—-Ungleichung liefert die Potentialbeziehungen fiir die beiden Span-
nungsvektoren T und M. Aus dem quadratischen Ansatz fiir das Potential ¢ folgen
bei Isotropie zwei unabhéngige Materialgleichungen mit je drei Parametern. Darunter
befinden sich die beiden aus der klassischen Elastizitdtslehre bekannten Lamé’schen Kon-
stanten. Werden die vier neu hinzugekommenen Materialparameter gleich Null gesetzt,
so reduziert sich die mikropolare Theorie auf die klassische Elastizitat. In Tabelle 2.2

werden noch einmal die wichtigsten Gleichungen zusammengefasst.

Die mikropolare Flastizitdt ist des Weiteren eng mit der sogenannten Couple—Stress—
Theorie, u. a. auch Cosserat—Theorie mit eingeschrankter Rotation genannt, verbunden
(siehe z. B. [1], [110], [86]) . Da sie in Kapitel 4 Erwahnung findet, werden hier ihre
wesentlichen Merkmale erlautert. Die Couple—Stress—Theorie zeichnet sich dadurch aus,
dass zwar Momentenspannungen beriicksichtigt werden und somit ebenfalls das Momen-
tengleichgewicht (2.44) gilt, die Rotation jedoch keine unabhangige Groke mehr darstellt.
Vielmehr wird sie mit der Rotation des Verschiebungsfeldes gleichgesetzt, d. h.

1
p = §rotu =r . (2.105)
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Aus (2.104) folgt somit, dass der Dehnungstensors mit dem Green’schen Verzerrungstensor
E iibereinstimmt, und das Materialgesetz der Kraftspannungen reduziert sich auf das
klassische Hook’sche Gesetz. Wie in [30, S. 698fT.] gezeigt wird, ergibt sich als Konsequenz
aus Gleichung (2.105), dass die antisymmetrischen Teile sowohl der Kraft— als auch der
Momentenspannungen nicht aus den Grundgleichungen berechnet werden kénnen und

somit unbestimmt bleiben.

Die Couple—Stress—Theorie ist als Sonderfall fiir @ — oo ebenfalls in der mikropolaren
Flastizitat enthalten (siehe [16]). Da der Materialparameter o die Steifigkeit des Mikro-
kontinuums beziiglich lokaler Rotation beschreibt, kann dieser Grenziibergang als vollige
Behinderung dieser Rotation angesehen werden und jeder materielle Punkt erfahrt ledig-

lich die aus dem Verschiebungsfeld resultierende globale Rotation.

Impulsbilanz

Thig + by = pig (2.106)
Drehimpulsbilanz

Mg+ eiji T + lp = po (2.107)

Kinematische Beziehungen

Verzerrungstensor: €x = Ui g — €ximPm (2.108)

Kriimmungstensor:  kp = @r (bzw. Ty = —eijpkn) (2.109)

Konstitutive Gleichungen fiir isotrope, lineare Elastizitét

Kraftspannungen t T = X ennbp + (0 + a@)er + (1 — a)e (2.110)

Momentenspannungen: My = 3 Knpbp + (v + 0) ki + (v — 8) ke (2.111)

Kompatibilitatsbedingungen

€ije — €kji + Djin = Tjri = 0 (2.112)

Emige — Kmii =0 (bzw.  €mpj (Dpinik — Dimnkyi) = 0) (2.113)

Tabelle 2.2: Feldgleichungen des mikropolaren Kontinuums in der linearen Theorie
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Kapitel 3

Finite—Elemente—Methode

Um beliebige strukturmechanische Randwertprobleme mikropolarer Kontinua lésen zu
kénnen, muss die in Kapitel 2 beschriebene Theorie in ein numerisches Verfahren umge-
setzt werden. In der vorliegenden Arbeit geschieht dies mit Hilfe der Finiten—Elemente—
Methode (im Folgenden auch durch FEM oder FE abgekiirzt). Hierzu wird die mikropo-
lare Theorie iiber die Benutzerschnittstelle UEL durch eigensténdig entwickelte Elemente

in den kommerziellen FE-Code ABAQUS [57, 58] implementiert.

7Zu Beginn des Kapitels wird die schwache Formulierung des Randwertproblems hergelei-
tet, auf deren Basis die Diskretisierung in Form des Galerkin—Verfahrens vorgenommen
wird. Anschliefend wird auf die programmtechnische Umsetzung eingegangen. Dabei
werden zunachst Elemente zur Berechnung dreidimensionaler Probleme vorgestellt und
darauf Elemente zur Charakterisierung des ebenen Spannungs- bzw. Dehnungszustandes

abgeleitet.

3.1 Starke und schwache Formulierung des stationiren

Randwertproblems

Neben den in Tabelle 2.2 aufgefiihrten Gleichungen (2.106)—(2.111) werden zur vollstan-
digen Formulierung eines stationidren Problems Bedingungen fiir die Oberfliche des ma-
teriellen Korpers OR; benotigt. Auf den Teilflichen R} und OR; werden Dirichlet—

Randbedingungen fiir Verschiebungen und Rotationen und auf 9RY unddR}"* Neumann—
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Randbedingungen fiir Kraft— und Momentenspannungen vorgegeben:

u; = ud  auf OR} ) i =) auf IRY ) (3.1)

Tin; =19 auf OR} ) Miin; =m$  auf IR} . (3.2)
Dabei miissen die Beziehungen

ORYUOIRY =0R, A ORVNIRY = : (3.3)

IR UIRT =R, A IRF NIRRT =0 (3.4)

erfiilllt sein. Da im weiteren Verlauf nur stationdre Prozesse betrachtet werden, legen die

Gleichgewichtsbedingungen

TZ']',]' + b2 =0 R (35)

M+ e Ty, + 1, =0 , (3.6)

und die Randbedingungen (3.1), (3.2) zusammen mit den kinematischen und konstitutiven
Gleichungen (2.108)—(2.111) das zu l6sende gemischte Randwertproblem in seiner starken
Formulierung fest. Fiir gegebenes b und 1 kénnen somit die gesuchten Grofen u und ¢

bestimmt werden.

Grundlage der Methode der finiten Elemente ist die sogenannte schwache Formulierung.
Mit Hilfe der Variationsrechnung folgt sie aus dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen
(siehe z. B. [38, Kap. 10], das fiir die vorliegende Theorie zusatzlich unabhangige virtuelle
Rotationen beinhaltet [105]. Ausgangspunkt ist das Funktional der potentiellen Energie

M(ui, @) = /10(62';',/%')0 dvo—W, (3.7)
R

wobei die Arbeit der duferen Einwirkungen W, durch
W, = /t?ui da + / mi; da—l—/(biui + lip;) do (3.8)
OR! oRp Ry

gegeben ist. Die Integration iiber R! symbolisiert dabei in verkiirzter Schreibweise die
Summation der einzelnen Integrale {iber die im Allgemeinen unterschiedlichen Flachen
OR, i =1,2,3 (Analoges gilt fiir 9R™). Durchfithrung der ersten Variation beziiglich u;
und ;, dargestellt durch §, ergibt unter Beriicksichtigung der Gleichungen (2.77), (2.78),
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(2.85) und (2.86) (vergleiche [65]):

5H(u2,992) = / (8_7,/) 562']' + 8—7,/) 5/4:2']') dv — 5Wa

862']' 8/%'
Re
= / |:T]2 (5u]',2' — ei]'k 5ﬁpk) —I— Mij 5992',]'] dv — 5Wa (39)
Re
mit
W, = / 0 Su; da + / m¢ §p; da + / (b du; + 1; bi) dv . (3.10)
aRg IR R¢

Dabei gilt es zu beachten, dass die Variation und die partielle Differentiation vertauscht
werden konnen (siehe [46, S. 69]). Das Theorem vom Minimum der potentiellen Energie

liefert fiir den Gleichgewichtszustand die notwendige Bedingung
ol =0 ) (3.11)

woraus schlieklich die Grundgleichung der schwachen Formulierung

/ [Tm (Our g — €pim 60m) + M 59%,1] dv

R

= / 19 Suy da + / m$ S, da + / (b duy + I, b)) dv (3.12)

AR Ry R
resultiert.

Die gesuchten Losungsfunktionen u; und ¢; entstammen den Funktionenraumen

S, = {u2 |u; € H' ) wy=u? auf 872;”} , (3.13)

T = {pilpeH , pi=¢ afdRI} | (3.14)

wéahrend die Mengen aller méglichen Variationen éu; und ép; durch

~
I

{6u; | 6u; e H' |, éu; =0 auf IR} , (3.15)

W, = {6992' | dp; € H', Sp;i =0 auf 872?'} (3.16)
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gegeben sind. H' ist dabei die Menge aller Funktionen, deren erste partielle Ableitun-
gen iiber R; quadrat—integrabel sind. Von den Losungsfunktionen wird also lediglich die
Erfiillung der sogenannten wesentlichen Randbedingungen gefordert. Fiir die Variatio-
nen gelten die entsprechenden homogenen Randbedingungen. Somit ist durch Gleichung
(3.12) zusammen mit (2.108)—(2.111) und (3.13)—(3.16) die schwache Formulierung des
Randwertproblems charakterisiert. In Anhang B.1 wird gezeigt, dass deren Loésung iden-

tisch zur starken Formulierung ist.

3.2 Galerkin—Verfahren und Diskretisierung

Es gibt verschiedene Ansitze zur Bestimmung einer Naherungslosung der schwachen For-
mulierung (siehe hierzu [98, Kap. 2.3]). Durch Einschrankung der Funktionenraume S;,
T:, V; und W; auf endlich dimensionale Naherungen 87, T.%, V¢ und W¢ folgt die Aqui-
valenz der schwachen Formulierung zur Methode der gewichteten Residuen, wobei die
Variationen den Gewichtsfunktionen entsprechen. Die Forderung an die Ndherungslésung
besteht also darin, dass ihre Residuen im integralen Mittel verschwinden. Das im Folgen-
den verwendete Galerkin—Verfahren ist eine spezielle Form der Methode der gewichteten

Residuen. Hierbei erfolgt eine Zerlegung der Niherungslosungen u$ € S& und ¢ € T.¢

geméfs

uf =af +ud® . o =gl H el (3.17)

Kennzeichnend fiir das Galerkin—Verfahren ist die Tatsache, dass @ und ¢f aus dem-
selben Funktionenraum stammen wie ihre zugehorigen Gewichtsfunktionen §u$ und §¢¢,
d.h. @ 6uf € V& und ¢, 60F € W& w9 und 9 hingegen ergeben sich aus der

im Allgemeinen niherungsweisen Erfiillung der Randbedingungen auf dR}* bzw. IR;".
Durch Einsetzen der Gleichungen (3.17), (2.108), (2.109) sowie (2.89) und (2.90) (wegen
der kiirzeren Schreibweise im Vergleich zu (2.110) und (2.111)) ergibt sich als Bestim-

mungsgleichung fiir die unbekannten Gréfen a$ und B¢
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/ [(514?] — ejin 605) Ajini (ft;Gk — epim P ) + 599ij¢ij 95;?;] dv
R

= / 5uiG t? da + / 599? m? da + / (5uZG b; + 599? Zi) dv (3.18)

IRY Ry R

— / [ (5%% — €jin 5995) Ajirt (u?f — €kim 992?) + 599ij¢ij 9525;] dv
Rt

Die Besonderheit der Methode der finiten Elemente, deren Formulierung im Folgenden
fiir die mikropolare Flastizitdt basierend auf dem Galerkin—Verfahren hergeleitet wird,
liegt in der Diskretisierung des Problems durch Zerlegung des materiellen Korpers in sich
nichtiiberlappende Teilgebiete, die als finite Elemente bezeichnet werden. Die gesuchten
Variablen werden lediglich an diskreten Stellen, den Knotenpunkten, berechnet. Zur Inter-
polation zwischen diesen Knoten werden fiir die verschiedenen Elementtypen sogenannte
Formfunktionen verwendet, in der Regel Polynome eines bestimmten Grades. Der ge-
samte Losungsansatz resultiert durch Linearkombination dieser Formfunktionen mit den
Knotenvariablen als Koeffizienten. Insgesamt ergibt sich dadurch eine stiickweise stetige
Losung, zu der die Formfunktion eines Knotens nur einen Beitrag durch die unmittelbar

benachbarten Elemente beisteuert.

Zur Umsetzung der Theorie der mikropolaren Elastizitat werden Ansatzfunktionen fiir
die Verschiebung u und die Rotation ¢ sowie den Ort x benétigt. Im Folgenden werden
u und x stets durch dieselben Formfunktionen interpoliert, d. h. es werden ausschlieflich
isoparametrische Elemente benutzt. Beziiglich der Rotation werden zwei verschiedene
Moglichkeiten realisiert. Abhéngig von der Verschiebung werden deren Ansatzfunktionen
gleich oder um eine Ordnung niedriger gewahlt. Letzteres scheint gerechtfertigt, da im
Dehnungsmafs der Verschiebungsgradient direkt mit der Rotation verkniipft wird und
beide Grofien somit die gleiche Ordnung besitzen. Als Konsequenz folgt hieraus, dass nicht
jedem Knotenpunkt Rotationsfreiheitsgrade zugeschrieben werden. Diese Realisierung
der Flemente ist jedoch nicht in der Lage, den Spezialfall o # 0, 3,v,6 = 0 exakt
wiederzugeben. Analytisch ergibt sich dabei das klassische Verschiebungsfeld und fiir ¢
die daraus resultierende Rotation. Mit Ansatzfunktionen gleicher Ordnung fiir u und ¢

gelingt dies jedoch (siehe [19, S. 32ff.]).

Fiir die FE-Formulierung werden deshalb zunéchst verschiedene Knotenmengen einge-

fiithrt:
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K. : Menge der Knoten mit Verschiebungsfreiheitsgrad

(= Menge aller Knoten)

K, : Menge der Knoten mit Rotationsfreiheitsgrad
Ky @ Menge der Knoten mit Verschiebungsrandbedingung auf OR}"
IC&, :  Menge der Knoten mit Rotationsrandbedingung auf OR;"

Damit lassen sich die Ansatzfunktionen folgendermafen formulieren (vgl. Gleichung

(3.17)):

ul =Y Nidh o+ ) Niuho (3.19)
AEKL\KY, A€EKy,

pi = Z N7 df + Z Nl ) (3.20)
AEK\KY, AEKD,

= ) Niwao . (3.21)
AKX,

Summiert wird iiber die mit A bezeichneten Knoten des diskretisierten Gebietes, die in
der jeweiligen Menge enthalten sind (\ liefert das Komplement zweier Mengen). NY ist
die vorgegebene Formfunktion eines Knotens fiir die Interpolation der Verschiebung und
des Ortes, N7 entsprechend fiir die Rotation. Je nach Wahl des Ansatzes sind N} und
N7 identische Polynome oder unterscheiden sich um eine Ordnung. Die zu bestimmende
Knotenpunktsverschiebung und -rotation des A-ten Knotens in Richtung ¢ ist mit d¥,
und df, bezeichnet. Der letzte Term in (3.19) bzw. (3.20) dient zur ndherungsweisen
Erfiillung der wesentlichen Randbedingungen, so dass fiir die Knoten des vorgegebenen
Oberflichenabschnitts die zugehdrigen Verschiebungs- und Rotationswerte u?, und ©?,
direkt gegeben sind. Da, wie schon erwdhnt, das Galerkin—Verfahren zur Herleitung der
FE-Formulierung benutzt wird, ergibt sich mit beliebigen Koeffizienten ¢}, und ¢7, fiir

die Gewichtsfunktionen der Ansatz

sul = Y Nidy, | (3.22)
AEKL\KY,

§o7 = Y Nich, . (3.23)
AEKL\KY,
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Durch Einsetzen der Ansétze (3.19)—(3.23) in Gleichung (3.18) resultiert

C?A /NX,jAjiklNE,kdv d?B — /NX,jAjikleklnNg dv d;fE +
'Rt Rt
Cme - /NgemjiAjiklNE,k dv dip
- Rt
+ / (NgemﬁAﬁkleklnNg +Ng,ijjnlN§,l) dv d;fE] = (324)

R

C?A /Njibz dv + / Njitz da — /NX,]'Ajikl (Ng,ku?o — eklnNgﬁng) dv
- Re IR Rt

_|_

clh /Nglmdv—l— / Npmy, da

- Ry R

+ / {NgemﬁAﬁmN&ku?o — (NfemjiAjiniernNE + Nf, B jmiNE ) 992F}dv]
R

7ur besseren Ubersicht wird auf Summenzeichen verzichtet. Es gilt jedoch zu beachten,

dass A,B e K, \K),,CekKy,D EecK,\K und F e K. gilt.

Da Gleichung (3.24) fiir beliebig gewiahlte Koeffizienten der Gewichtsfunktionen erfiillt
sein muss, liefert Koeffizientenvergleich, dass die eckigen Klammern nach ¢¥, bzw. ¢’ ,
auf beiden Seiten identisch sein miissen. Um diese Gleichung in Matrizenschreibweise

darstellen zu kénnen, werden zunachst die folgenden Matrixkomponenten definiert:

Ky = /Nfi,jAﬁkzNE,k dv (3.25)
Rt
K,S = —/Nﬁ,]’AﬁmekmNgdv (3.26)
Rt
Ky = —/NgemﬁAﬁmNE,kdv (3.27)
Rt
K5 = /(NﬁemﬁAﬁkzekmNngNg,ijjn,Ng,,) dv (3.28)
Rt
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F; = /Njibz dv + / Njitz da — /NX,]'Ajikl (Ng,ku?o — eklnNgﬁng) dv (329)
Rt

Re IR
F¢ = /Ngzm dv + / N da—l—/{Ngem]’AﬁklNg’ku?o (3.30)
Ry ORI Re

— (NpemjiAjmenn N + Ng,]’Bm]’nlef’l) ﬁPOF}dv

Der Ubergang von den freien Indizes der rechten zur linken Seite folgt aus einer frei wihl-
baren, aber eindeutigen Zuordnungsvorschrift. Dies ist ein Teil der sogenannten Assem-
blierung, die jedem Paar (A,7), (B,1), (F,m) bzw. (F,n) bestehend aus Knotennummer
und Freiheitsgrad eine Nummer des globalen Gleichungssystems p, ¢, r bzw. s zuweist
(siehe hierzu auch Kapitel 3.3.1). In analoger Weise erfolgt der Ubergang fiir die Ver-
schiebungsfreiheitsgrade djy — dj und die Rotationsfreiheitsgrade d;7p, — df.

Somit ist es moglich, das zu l6sende Problem als Matrizengleichung
Kd=F (3.31)

zu formulieren. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K des Systems ist dabei als Blockmatrix

Kur Kve
K := (3.32)
Ker Kev

definiert, wihrend der gesuchte Losungsvektor d und der verallgemeinerte Kraftvektor F

durch

. F:= (3.33)
dv F¥

gegeben sind.

Mit Hilfe der Methode der finiten Elemente ldsst sich durch die Diskretisierung des be-
trachteten materiellen Korpers also die Losung des Randwertproblems, das durch die Dif-
ferentialgleichungen (3.5), (3.6) und die Randbedingungen (3.1), (3.2) beschrieben wird,

auf die Losung des linearen Gleichungssystems (3.30) reduzieren.
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3.3 Implementierung in UEL

Die lineare mikropolare Flastizitat wurde in den kommerziellen FE-Code ABAQUS im-
plementiert. Da der Theorie eine neue Gleichgewichtsbedingung in Form der Drehim-
pulsbilanz (2.107) zu Grunde liegt, mussten hierbei eigens definierte Elemente program-
miert werden. Diese Moglichkeit ist durch die Benutzerschnittstelle UEL (siehe [58,
Kap. 25.2.19]) gegeben. Sie ermoglicht es, weitgehend unabhangig von ABAQUS eine Ele-
mentsteifigkeitsmatrix und den zugehorigen Kraftvektor zu bestimmen. Neben weiteren
Variablen bzw. Steuergrofen werden diese {ibergeben und ABAQUS fiihrt anschliefend
lediglich die Assemblierung des Gesamtgleichungssystems durch und berechnet dessen
Losung. Auf deren Grundlage werden in einem weiteren Aufruf des benutzereigenen Pro-

grammes die gewiinschten Zustandsvariablen berechnet.

Die Moglichkeit, den Anteil jedes Elementes des FE-Modells einzeln zu berechnen und
anschliefend die Assemblierung durchzufiihren, ist gegeben, da die Formfunktion eines
Knotens nur in den unmittelbar angrenzenden Elementen ungleich null ist und sonst
iiberall verschwindet. Fiir die Integration {iber das Volumen bzw. die Oberfliche eines
bestimmten Elementes liefern somit nur die zu diesem Element gehorigen Knoten einen
Beitrag. Zur Vereinfachung der numerischen Auswertung der Integrale werden Elemen-
te gleichen Typs auf ein entsprechendes einheitliches Referenzelement transformiert, fiir
das dann die numerische Integration durchgefiihrt wird. Pro Elementtyp gentigt somit
die einmalige Angabe der Formfunktionen und der Integrationspunkte fiir das jeweilige
Referenzelement. Hierfiir werden sogenannte lokale Koordinaten eingefiihrt, die durch

X = @€ beziiglich der kartesischen Orthonormalbasis é; (k = 1,2, 3) gegeben sind.

Fiir die im Folgenden angegebenen isoparametrischen Elemente werden zur Interpolation
des Ortes und der Verschiebung stets die linearen und quadratischen Ansatzfunktionen der
Serendipity—Klasse verwendet (siehe [61, S. 138f.]). Alle Knoten befinden sich also auf dem
Elementrand. Wie bereits erwidhnt, erfolgt die Interpolation der Rotationen mit denselben
Funktionen oder durch Polynome, deren Grad im Vergleich zu den Verschiebungen um
eine Ordnung niedriger ist. Insgesamt besitzen diese isoparametrischen Elemente C°—
Stetigkeitseigenschaften, d. h. die Formfunktionen sind innerhalb des Elementgebietes

glatt und liefern an den Réndern einen stetigen Ubergang zu den Nachbarelementen.

Im Folgenden wird genauer darauf eingegangen, wie die FE-Formulierung fiir die Imple-
mentierung in ABAQUS umgesetzt wurde. Dies erfolgt zunachst allgemein fiir dreidi-

mensionale Probleme und im darauf folgenden Abschnitt fiir die Beschreibung des ebenen

34



Dehnungs— und Spannungszustandes des elastischen mikropolaren Kontinuums.

3.3.1 3d-Formulierung

Zur Berechnung allgemeiner dreidimensionaler Randwertprobleme wurden Quader-, Keil-
und Tetraederelemente implementiert. Dabei wurden Elemente mit unterschiedlichen In-
terpolationen fiir u und ¢ nicht beriicksichtigt, so dass jeder Knoten drei Verschiebungs-
und Rotationsfreiheitsgrade besitzt. Alle Elemente stehen mit vollstandiger und die Qua-
derelemente auch mit reduzierter Gaubintegration zur Verfiigung. Thre Formfunktionen
sind [57, Kap. 3.2.4-2/3.2.6-1 f.] zu entnehmen und die Lage der Stiitzstellen, auch In-
tegrationspunkte genannt, sowie deren Gewichtsfaktoren sind z. B. in [6, S. 304/308]

zu finden. Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick iiber die implementierten dreidimensionalen

Strukturelemente.
Typ Ansatz- Integrations- | Anzahl der | Bezeichnung
funktion ordnung Stiitzstellen in UEL
Tetraeder linear vollstandig 1 Ull
Tetraeder | quadratisch | vollsténdig 4 Ul12
Keil linear vollstandig 2:3 U13
Keil quadratisch | vollsténdig 3-7 Ul4
Quader linear vollstandig 2:2:2 Ul15
Quader quadratisch | vollstandig 3-3-3 Ul6
Quader linear reduziert 1 ui7
Quader quadratisch reduziert 2:2-2 Ul18

Tabelle 3.1: Implementierte 3d-Kontinuumselemente

Ebenso wie dem Referenzelement lokale Koordinaten zugewiesen werden, erhalten dessen

Knoten lokale Knotennummern von 1 bis n., der Gesamtanzahl der Elementknoten. Thre

35



Zuordnung zu den globalen Knoten des Gesamtmodells ist wiederum Teil der Assemblie-
rung und wird von ABAQUS {ibernommen. Die Grofe der quadratischen Elementsteifig-
keitsmatrix und des Elementkraftvektors ist durch 6 - n. festgelegt. Die entsprechenden
Bestimmungsgleichungen lassen sich einfach aus den Gleichungen in Kapitel 3.2 fiir den
Spezialfall herleiten, dass das Modell nur aus einem einzigen Flement besteht. Zunéchst
erfolgt die Anordnung der Knotenverschiebungen und -rotationen eines Elementes im L6-

sungsvektor gemaf

d = [a, a°]"

= [y, Ay Y dYdS Y de 2 ] (3.34)

Y PIne? 2ne?

Der Querbalken wird im Folgenden bei allen auf Elementbasis formulierten Gréfen be-
nutzt, fiir die eine Unterscheidung zu ihrem globalen Pendant nétig ist. Aufkerdem werden
ab sofort die lokalen Knotennummern verwendet, die im weiteren Verlauf durch die Klein-
buchstaben a, b, ¢, d, e und f gekennzeichnet werden. Vergleicht man (3.34) mit den
Gleichungen (3.25)-(3.30) so folgt daraus die Assemblierung der Elementfreiheitsgrade

nach

p=3a—-1)4+17 , g=30b—-1)+1 , (3.35)

r=3d-1)4+m s=3e—1)+n , (3.36)

wobei 0 <, l,m,n <3 sowie 1 <a,b,d,e,<n. und damit 1 <p,q,s,t < 3n. gilt.

Um die den Gleichungen (3.25)-(3.30) entsprechenden Ausdriicke in eine symbolische Dar-
stellung iiberfithren zu kénnen und somit einer einfachen Programmierung zuginglich zu
machen, werden die vorkommenden Grofen in zweifachindizierten Matrizen angeordnet.
Dabei werden aus den partiellen Ableitungen der Formfunktionen N und N? die soge-
nannten Kompatibilitdtsmatrizen der Verschiebung B* bzw. der Rotation B¢ gebildet,

die nach
BY = [BT,B;, . ,BZJ , BY = [Bf,Bf, ... ,Bfr} (3.37)

beziiglich der Elementknoten in Untermatrizen aufgespalten werden kénnen. Diese haben

folgende Gestalt:
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0
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0
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0
NS,
0
Ny,
0

0

(3.38)

mit 1 < a < n,.. Zwar wird hier zur Kennzeichnung der obere Index immer beibehalten,
natiirlich gilt jedoch N = N¥. Im Gegensatz zur Umsetzung der klassischen Theorie, in
der BY als 6 x3-Matrix dargestellt werden kann, wird hier auf Grund der im Allgemeinen

nicht symmetrischen Dehnungen bzw. Spannungen eine 9x3-Matrix bendétigt.

Die Formfunktionsmatrizen

NY = [NU,Ng,... N* ], N¢=[N? N N¢ ] (3.39)

werden aus Diagonalmatrizen der zu dem jeweiligen Knoten gehorenden Formfunktion

NY 0 0
Ne=10 N 0 |, 1<a<n, (3.40)
0 0 N

gebildet (Analoges gilt fiir N¥). Aus der Aufstellung der Kompatibilitatsmatrix B* laut
(3.38) resultiert fiir den Materialtensor 4. Stufe A die in Tabelle 3.2 erlauterte Zuordnung

Aijri — Ary. Die somit gebildete Matrix A ist durch
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I'bzw. J | 1123456789

tbzw. B | 11213123 |1]3|1]2

gbhzw. L | 1|23 [1]2(3]|1]2]|3

Tabelle 3.2: Zuordnungsvorschrift der Indexpaare (z, 5) bzw. (k,[) zu I bzw. J

A4 2u A A 0 0 0 0 0 0
A A+ 2 A 0 0 0 0 0 0
A A A+ 2 0 0 0 0 0 0
0 0 0 JT e 0 0 0 p— 0
A= 0 0 0 0 pu+a 0 0 0 u—a
0 0 0 0 0 pt+oa p—ao 0 0
0 0 0 0 0 p—a p+a 0 0
0 0 0 pu—a 0 0 0 u4+a 0
0 0 0 0 p—a 0 0 0 p+a
] (3.41)

gegeben. Bei der Implementierung in ABAQUS werden als Materialkonstanten die Quer-
kontraktionszahl v und der Elastizitatsmodul £/ verwendet. Sie sind mit den Lamé’schen

Konstanten A und g iiber die Beziehungen

Fv F

AT o S T amEs

(3.42)

verkniipft (siehe z. B. [89, S. 71]).

Auf Grund der in Gleichung (3.38) getroffenen Wahl fiir die Kompatibilitatsmatrix B¥

erfolgt in analoger Weise der Ubergang des Materialtensors B gemaR By — Bry zur
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Materialmatrix

p
p

D>

Il

|
—_

B+2y

p
B+2y
p

0

p

p
p+2y

0

0

0

0

0
v+

0

v+

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
vy+6 =06
vy—86 406
0 0
0 0

(3.43)

(3.44)

Werden dessen Produkte mit der Materialmatrix A aus den Gleichungen (3.26)—(3.28)
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direkt ausgefiihrt, so resultiert

10 0
A=Aé=(TA)" =206 , A=e&"Aé=4a|(g 1 o (3.45)
00 1

Hier ist deutlich zu erkennen, dass lediglich der Materialparameter o in A auftaucht und
somit alleinig fiir die Kopplung der aus den Verschiebungs- und Rotationsfreiheitsgraden

abgeleiteten Grofen verantwortlich ist.

Die Elementsteifigkeitsmatrix K kann mit (3.37)-(3.45) kompakt durch

- Kuu Kmp
K =
Ker Kee
[(B*)TAB" dv — [(BY)TAN¥® dv
= Re Re (3.46)
— [(N9TATB“dv [ [4a (N¥)"N¢ + (B¥)"BB¥ ] dv
L R Ri

ausgedriickt werden, wobei die Integration auf das Elementvolumen R, beschrinkt ist.

Anhand dieser Gleichung kann man leicht die Symmetrie der Elementsteifigkeitsmatrix
K =K’ (3.47)

erkennen. Da die Materialmatrizen A und B symmetrisch sind, gilt dasselbe fiir die Un-
termatrizen der Diagonalen K™ und K¥¢, wihrend fiir die beiden anderen Untermatrizen

Ko — (Ke)T gilt.

Mit Hilfe von (3.39), (3.40) und (3.46) lisst sich der Elementkraftvektor F folgendermafen

darstellen:

_ [(N9Thdo + [ (N9t da — K™ 0 — K" @O

i} P J f
F = — R¢ IRy . (348)
Ly [(N)TLdo + [ (N¢)Tmda — K" a® — K9 @
Ry AR
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Die darin vorkommenden Vektoren u® und @ entsprechen in der Anordnung der Frei-
heitsgrade d* und d¥ und beinhalten fiir Knoten mit Dirichlet-Randbedingung den vor-

gegebenen Wert und sind ansonsten Null.

Da die numerische Integration mittels Gaufintegration fiir das Referenzelement mit Vo-
lumen V, durchgefiihrt wird, erfolgt eine Transformation der globalen Koordinaten x auf

die lokalen x, wozu die Jacobideterminante

ji=det — = | 2z Odz> Oz (3.49)
X

benotigt wird. Fiir eine beliebige skalare Funktion f(x), die zu integrieren ist, gilt
/ F(x(%)) dv = / FX)j(%) divy diy divs = Y f(%)j(%iwi (3.50)
R v, =t

Der Integrand wird also nur an den s verschiedenen Stiitzstellen mit den lokalen Koordi-

naten Z; bestimmt und nach Gewichtung mit dem Faktor w; aufsummiert.

Die Elementsteifigkeitsmatrix und der Elementkraftvektor werden in einem ersten Durch-
lauf fiir jedes Element des gesamten FE-Modells bestimmt. Daraus bestimmt ABAQUS
den Gesamtlosungsvektor d, aus dem in einem zweiten Aufruf der Elemente die Verzerrun-
gen und Spannungen an den Integrationspunkten abgeleitet werden. Die Dehnung € und
die Kriimmung & sowie die Kraftspannungen T und Momentenspannungen M innerhalb

eines Elementes folgen aus

e—B'd" —eN*d”* , k=B"d" | (3.51)

T = Ae M =Bk . (3.52)

9

Fiir die Matrizen werden hier der Einfachheit halber die Symbole der Tensoren verwendet.
Die Anordnung der einzelnen Komponenten entspricht nach Tabelle 3.2 den Zuordnungs-

vorschriften ¢;; — €7, k;; — Ky, Tj; — Tr und M;; — M.

3.3.2 2d-Formulierung

Fiir das mikropolare Kontinuum gibt es zwei Arten zur Beschreibung einer zweidimensio-
nalen Theorie, die in [94] als erstes bzw. zweites ebenes Problem bezeichnet werden. Letz-

terer Fall, bei dem fiir die Verschiebung u = (0,0, u3) und fiir die Rotation ¢ = (1, ¢2,0)
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gilt (entspricht klassisch dem ,out—of-plane“~Problem), wird im Rahmen dieser Arbeit
nicht beriicksichtigt. Das erste ebene Problem verallgemeinert die klassische ,in—plane*—
Elastizitdt. Alle Feldgrofien sind unabhéangig von der z—Koordinate, und zur Berechnung
werden die Verschiebungskomponenten uy und u, sowie die in der z,y—FEbene wirken-
de Rotation 3 herangezogen. Analog zur klassischen Theorie gilt es zwischen ebenem
Spannungszustand (ESZ) und ebenem Dehnungszustand (ED7Z) zu unterscheiden (]34,
S. 120ff.].

Ebene Dehnung

Fiir den ebenen Dehnungszustand gelten die Bedingungen
Uz = Y1 = Y2 = 0 . (353)

Des Weiteren verschwinden die duferen Krafte in z—Richtung sowie die Momente um die

x— bzw. y—Achse, d. h.
b3:t350 s 11212=m1=m250 . (354)

Aus den Bedingungen (3.53) und den kinematischen Beziehungen (2.108), (2.109) folgt
direkt

€3 = €34 — €33 = 0 s Kap = Ka3 = K33 = 0 (Oz,ﬁ = 1,2) (355)
und iiber die Materialgesetze (2.110) und (2.111)
Tag = T3a =0 s Ma@ = M33 =0 (Oz,ﬁ = 1,2) . (356)

Die noch zu erfiillenden Gleichgewichtsbedingungen sind durch

Tya+Tiap+b =0 (3.57)

Torq+Thop+b2=0 (3.58)

Msy1 4+ Mg o+ T —Tio+15=0 (3.59)
gegeben.

Die Umsetzung mittels FEM erfolgt durch zweidimensionale Elemente mit den Freiheits-
graden wuy, uy sowie 3. Finerseits wurden die in Tabelle 3.3 aufgelisteten Dreiecks- und

Rechteckselemente implementiert. Sie beeinhalten dieselben Ansatzfunktionen fiir die
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Ansatz- Integrations- | Anzahl der | Bezeichnung in UEL
Typ : ) : :

funktion ordnung Stiitzstellen | bei ESZ | bei EDZ
Dreieck linear vollstandig 1 U21 U31
Dreieck | quadratisch | vollsténdig 3 U22 U32
Rechteck linear vollstandig 2:2 U23 U33
Rechteck | quadratisch | vollsténdig 3-3 U24 U34
Rechteck linear reduziert 1 U25 U35
Rechteck | quadratisch reduziert 2:2 U26 U36

Tabelle 3.3: Implementierte 2d—Kontinuumselemente mit gleichen Ansatzfunktionen fiir u

und 3

Verschiebungen und die Rotation und besitzen somit an jedem Knoten die angegebenen
Freiheitsgrade. Zum anderen wurden in einer zweiten Version der UEL-Subroutine Ele-
mente verwirklicht, die die Rotation im Vergleich zu den Verschiebungen mit um eine
Ordnung niedrigeren Polynomen interpolieren (siehe Tabelle 3.4). Dafiir wurden Ele-
mente mit quadratischem Verschiebungsansatz herangezogen. Fiir 3 werden also lineare
Formfunktionen verwendet, wodurch die Knoten der Kantenmitten lediglich die beiden
Verschiebungsfreiheitsgrade besitzen. Die Formfunktionen aller Elemente kénnen in [57,
Kap. 3.2.4-2/3.2.6-1 f.] nachgeschlagen werden. Die Stiitzstellen sowie deren Gewichts-
faktoren sind z. B. [6, S. 304/308] zu entnehmen.  Die Groke der Elementsteifigkeits-
matrix und des Elementkraftvektors reduziert sich im Vergleich zu den dreidimensionalen
FElementen von 3-(n. +n,) auf 2n. +n,, wobei n, die Anzahl der Elementknoten mit Ro-
tationsfreiheitgrad angibt. Werden die Gleichungen (3.24)—(3.30) als Ausgangsbasis der
FE-Formulierung genommen, so beschrianken sich die Werte der Indizes auf ¢, 5, k, [ = 1,2
bzw. m,n = 3. Der gesuchte Losungsvektor eines Elementes hat im ebenen Fall folgende
Gestalt:

a: [du? dw}T = [Jqflvgglv"' 7(]17187‘]”

2ne? Y

... ] . (3.60)

Dadurch ist in Bezug auf die Gleichungen (3.25)—(3.30) die Assemblierung innerhalb eines
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Integrations- | Anzahl der | Bezeichnung in UEL
v ordnung Stiitzstellen | bei EDZ | bei ESZ
Dreieck vollstandig 3 U32 U22
Rechteck | vollstandig 3-3 U34 U24
Rechteck reduziert 2:2 U36 U26

Tabelle 3.4: Implementierte 2d-Kontinuumselemente mit quadratischem Ansatz fiir u und li-

nearem Ansatz fiir 3

FElementes durch

p=2a—-1)417 , g=2b—-1)+1 , (3.61)

(3.62)
vorgegeben. Die Anpassung der in (3.46) und (3.48) vorhandenen Matrizen bzw. Vektoren

erfolgt durch Streichen {iberfliissiger Zeilen und Spalten. Auf diese Weise reduzieren sich

die Kompatibilitatsmatrizen auf

Nt 0
0o N* NY

B! = 2 , B =| "2 , (3.63)
N;‘,Q 0 sz1
0 N;ﬁ

und fiir die Formfunktionsmatrizen erhalt man
u N0
Nazl 0 Nu] L ONE=INY] (3.64)

ITbzw. J |1 (2|13 |4

thzw. B |1 12121

gbhzw. [ |1 ]2 ]1]2

Tabelle 3.5: Zuordnungsvorschrift der Indexpaare (7, ) bzw. (k,1) zu I bzw. J fir A;j —

Arg, €ijs — €, € — égund Tj; — T; bei ebenem Problem
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mit 1 <a < n.und 1 < b < n,. Die Materialmatrizen des ebenen Dehnungszustandes

lauten
A2 A 0 0
A — A A+ 2u 0 0
0 0 p+a p—a
|0 0 U—a p+a
i E(l—-v) Ev 0 0 7
(T+v)y(1=2v) (14wv)(1—2v)
Ev E(l-v) 0 0
_ (T+v)y(1=2v) (14v)(1—2v) - - (3.65)
0 0 TR T
0 0 v v +
i 21+ 24wy
und
6 0
B— |7 (3.66)
0 ~+906

Dabei gilt es zu beachten, dass bei der Matrix B den Zeilen- und Spaltenindizes 1 bzw. 2
jeweils die Indexpaare (3,2) bzw. (3,1) zugeordnet sind. Die Zuweisung fiir A kann

Tabelle 3.5 entnommen werden. Aus dem reduzierten Permutationssymbol
0
e = (3.67)

ergibt sich

. 2 0
A=Ae=(e"TA)" =206 |, A:éTAé=4a!0 1] : (3.68)
Mit den in diesem Abschnitt angegebenen Matrizen behalten die Gleichungen (3.46)—
(3.50) weiterhin ihre Giiltigkeit. Die Integration iiber die z—Richtung entfallt jedoch und

die Jacobideterminante ist durch

Oz Omp

ye— o A7

DT e dm (3.69)
7y 0T

45



definiert.

Aus den Gleichungen (3.51)-(3.52) ergeben sich die in Tabelle 3.5 erwdhnten Zustands-
variablen sowie die Kriimmungen & = [1132,/{31]T und die Momentenspannungen M =
[M3g, Mgl]T. Zusétzlich sind die Spannungen Ts3, M3 und Msy3 zu bestimmen. Aus den
Materialgesetzen (2.110) und (2.111) folgt direkt

F
T3 = 1) (11 ~ o) (€11 + €22) = (T + Ta2) (3.70)
Mz = (v —6)kar My = (y — 6)ks2 - (3.71)

Wie anhand (3.66) und (3.71) zu sehen ist, taucht der Materialparameter 5 auf Grund
der identisch verschwindenden Normalkomponenten der Momentenspannungen nicht auf

und spielt deshalb bei der zweidimensionalen Formulierung keine Rolle.

Ebene Spannung

Die Bedingungen fiir den ebenen Spannungszustand des mikropolaren Kontinuums lauten
Tag = T3a = T33 =0 s Ma@ = M33 =0 (Oz,ﬁ = 1,2) . (372)

Sie ersetzen die Gleichungen(3.53), wahrend die Beziehungen (3.54) weiterhin giiltig sind
und daraus dieselben Gleichgewichtsbedingungen (3.57)—(3.59) wie bei ebener Dehnung
resultieren. Mit Hilfe der konstitutiven Gleichung (2.110) zeigt sich, dass fiir die Kompo-

nenten des Dehnungstensors € Folgendes gilt:
€as=¢€a=0 (a,f0=1,2) . (3.73)

Hiermit ergibt sich {iber die kinematischen Beziehungen (2.108) aus der Unabhéngigkeit

der Feldgrofen von der z—Koordinate
p1=p2=0 , (3.74)

weshalb fiir den Kriimmungstensor & wiederum die in (3.55) angegebenen Komponenten
identisch verschwinden. Damit bleibt das Materialgesetz der Momentenspannungen im
Vergleich zum ebenen Dehnungszustand unverandert. Wie in der klassischen Elastizi-
tatstheorie erhdlt man die konstitutive Gleichung des ebenen Spannungzustandes durch
Invertieren der Gleichung (2.110), Einsetzen der Bedingungen (3.72) fiir die Kraftspan-
nungen sowie Riickinvertieren der zu den nichtverschwindenden Komponenten gehérenden

Restmatrix.
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Fiir die Umsetzung in die FE-Formulierung bedeutet dies, dass die Gleichungen (3.60)—
(3.69) mit Ausnahme von (3.65) iibernommen werden konnen. Die Materialmatrix A der

ebenen Spannung ist durch

[ A (A + p) 2\ T

0 0
A+ 2u A+ 2pu
2\ Ap (A
A+ 2u A+ 2pu
0 0 p+o p—ao
| 0 0 p—o p+a ]
K Ev 0 0 T
1—v?2 1—0v2
Ev 0 0
_ 2 _ 2
2010 Y 20+
0 0 v v +
i 2(1+v) © 204w °

gegeben. Neben den Momentenspannungen M3 und Mz aus Gleichung (3.71) muss bei

ebener Spannung des Weiteren die Dehnung €33 bestimmt werden. Sie berechnet sich nach

v

E

(T + Ty2) = — (€11 + €22) . (3.76)

€33 =

1 —v

Ebenso wie die Spannungskomponente T33 der ebenen Dehnung berechnet sich €33 gleich

wie im entsprechenden klassischen Fall (vergleiche [50, S. 194ff.]).

Bei der Implementierung von Elementen zu Beschreibung des ebenen Spannungszustandes

wurden dieselben Elementtypen wie bei ebener Dehnung verwendet (siehe Tabellen 3.3

und 3.4).
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Kapitel 4

Analytische Bestimmung der

Rissspitzenfelder

Als Grundlage fiir die folgenden FE-Untersuchungen verschiedener Rissprobleme werden
in diesem Kapitel die Rissspitzenfelder des elastischen mikropolaren Kontinuums analy-
tisch bestimmt. Frste analytische Rechnungen fiir Singularitédtsprobleme unter Bertick-
sichtigung von Momentenspannungen fithrten Muki & Sternberg [87] anhand der Couple—
Stress—Theorie (vergleiche Kapitel 2.7) durch. Dabei wurde die Einwirkung von Einzel-
kraften sowie unstetigen Belastungen auf eine Halbebene untersucht (siehe hierzu auch
Bogy & Sternberg [10, 11]). Cowin [15] iibertrug diese Resultate auf die mikropolare
Theorie. Die allgemeine Lésung eines Risses, der sich in einem unendlichen Medium be-
findet und senkrecht zu den Rissflanken auf Zug belastet wird, leiteten Muki & Sternberg
[88] fiir den ebenen Dehnungszustand der Couple-Stress—Theorie ab. Die Losung mittels
Spannungsfunktionen und Fouriertransformation lieferte als Endergebnis eine inhomoge-
ne Fredholm’sche Integralgleichung zweiter Art. Wéhrend deren vollstdndige Losung nur
numerisch méoglich ist, konnte der fithrende, singuldre Spannungsterm an der Rissspit-
ze durch Grenzwertbetrachtungen analytisch abgeleitet werden. Auf dhnliche Art 16sten
Paul & Sridharan [95, 96] das entsprechende axialsymmetrische Problem des mikropolaren
Kontinuums. Wiederum fiir die Couple—Stress—Theorie bestimmten Huang et al. [59, 60|
die asymptotische Losung an der Rissspitze fiir Zug- und Schubbelastung. Dies gelang
iiber einen Reihenansatz fiir die Komponenten der beiden Spannungstensoren, wobei der

Berechnung der ebene Dehnungszustand zu Grunde gelegt wurde.

Im Rahmen dieser Arbeit konnte die Vorgehensweise aus [88] auf das mikropolare Konti-

nuum iibertragen werden. Da fiir die weiteren Untersuchungen jedoch nur die Nahfelder
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der Rissspitze bei beliebiger Belastung von Interesse sind, wird in diesem Kapitel die

Methode von Huang et al. [60] angewandst.

4.1 Grundgleichungen in Polarkoordinaten

Im Folgenden wird der Riss als zweidimensionales Problem betrachtet, fiir das ein ebener
Dehnungszustand angenommen wird (siehe hierzu die Diskussion in [2, Kap. 2.9]). Da
die Berechnung in Polarkoordinaten r, 8, z erfolgt, werden zunéchst die entsprechenden

Grundgleichungen formuliert. Die Gleichgewichtsbedingungen lauten (siehe [60])

1 1

Trr,r + ;TTQ,Q + ; (Trr - T|919) =0 ) (41)
1 1

Tor, + ;Tee,e + . (Tyo+ Ty) =0 , (4.2)
1 1

Mzr,r + ;MZQ,Q + ;Mzr - Trn9 + TQT =0 . (43)

Da die Losung tiber einen Reihenansatz fiir die Komponenten der Spannungstensoren be-
stimmt wird, werden bei der Herleitung die Kompatibilitdtsbedingungen bendtigt. Sie
konnen analog zur Vorgehensweise in Kapitel 2.6 aus den Komponenten der Verzerrungs-

tensoren in Polarkoordinaten (siehe [34, S. 126])

Erp = Upypr €rg = Ugyr — Pz (44)
1 1
€or = - (urp —ug) + 9. €00 = - (ugo +us) (4.5)
1
Rer = @zpr Rzp = ;992,19 (46)

bestimmt werden. Daraus resultieren als Kompatibilitdtsbedingungen

oy — —€rmg + ot o—o (4.7)
r r
1 €09 — €Epp

€9o,r — —€rgg + ———— — Kz = 0 , (4.8)
r r

Karg — (r/izg),r =0 . (4.9)

Die Inversion der Materialgesetze fiir den ebenen Dehnungszustand liefert

1 1 1 1 1 2
€qpg = — —+— Ta+(___)Ta__V6aT 9 410
8 4[(# ) 5 o o) Tes = ZvdasTn (4.10)

«
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1
:—Mza
v+

/{ZO[

: (4.11)

wobei fiir die Indizes o, 8,y = r,0 gilt. Mit Hilfe dieser Gleichungen folgen fiir die
Spannungen aus den Kompatibilitatshedingungen (4.7)-(4.9) die Beziehungen

1 1 1 1 21
(— + _) Tr&,r + (_ - _) Tér,r - __[(1 - Z/) TTNg - VT'9'97'9:|
« H «

" o
= (Tt To) = =M =0 (4.12)

%[(1 —v) Tho,r — Z/Trr,r] - %[ (% + é) Toro + (% - é) Tre,e]
+ %% (Too — T5p) — % 20 =10 : (4.13)
Mo — My —rMy, =0 . (4.14)

Zur Bestimmung der Spannungsfelder in Ndhe der Rissspitze wird die in der klassischen
Theorie von Williams eingefiihrte Methode benutzt [117]. ITm Fall der mikropolaren Ela-
stizitdt wird zusédtzlich zu den Kraftspannungen ein Reihenansatz fiir die Momentenspan-

nungen bendétigt:

Tos(r,0) = TO) " + T (0) 77 + T2 (0) 7+ 4 ... (4.15)
M.g(r,0) = M@ + MO @) r7+5 4 MP@0)r+ 4.0 (4.16)

Der Spannungsexponent p (p < 0) der zu erwartenden Singularitat sowie Tézﬁ)(@) und

MY (0), die winkelabhangigen Anteilei-ter Ordnung, sind zu bestimmen. In den folgenden

zZ

Unterkapiteln geschieht dies bis zu den Termen erster Ordnung.

4.2 Rand- und Symmetriebedingungen

Grundlage der folgenden Berechnungen ist ein scharfer Riss in einem unendlichen Medi-
um. Seine beiden Rissflanken, die sich bei § = +x befinden (siehe Abb. 4.1), werden
in Richtung ihrer dufteren Normalen als kraft- und momentenspannungsfrei angenom-

men. Anwendung der Spannungstensoren auf die entsprechende Normale liefert somit die
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Abbildung 4.1: Koordinatensystem an der Rissspitze

Randbedingungen
ng((g = :|:7T) = 0 5 (417)
T =+7) = 0 ) (4.18)
M.g(0 =+7) = 0 . (4.19)

Es gilt zu beachten, dass auf Grund der im Allgemeinen nicht symmetrischen Spannungs-
tensoren die Randbedingungen (4.18) bzw. (4.19) nicht auf die Komponenten Ty, bzw. My,

iibertragen werden kénnen.

Wie in der klassischen Theorie kann mit Hilfe von Symmetriebedingungen eine Zuord-
nung der berechneten Vektor- und Tensorkomponenten zu den verschiedenen Rissmoden
erfolgen. Wie sich zeigen wird, werden diese Uberlegungen vor allem bei den zusitzlich
auftretenden Grofen eine wichtige Rolle spielen. Da die Berechnung in Polarkoordinaten
erfolgt, werden die Aussagen iiber die Symmetrie beziiglich der Koordinate 6 getroffen.
Diese geschieht zunachst fiir Mode I, der sich aus einer reinen Zughbelastung senkrecht
zu den Rissflanken ergibt. Hierbei ist die Verschiebung u, symmetrisch und u, sowie die

Rotation . sind antisymmetrisch beziiglich 6:
up(r,0) = u,(r,—0) ug(r,0) = —ug(r, —0) , (4.20)
0.(r,0) = —p.(r,—0) : (4.21)

Aus den kinematischen Beziehungen (4.4) und (4.5) und dem Materialgesetz lasst sich
damit die Symmetrie der Normalkomponenten der Dehnung ¢,, und ¢y sowie der Span-
nung 7T,, und Tyy ableiten. Entsprechend folgt die Antisymmetrie der Schubkomponenten
€rg5 €ory Trg und Ty, beziiglich 6. Des Weiteren liefert Bedingung (4.21) die Symmetrie
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der Kriimmung k.4 sowie der zugehorigen Momentenspannung M.y, wahrend die beiden

anderen Komponenten «., und M., wiederum antisymmetrisch sind.

Mode TI resultiert aus einer reinen Schubbeanspruchung in Richtung des Risses. Dies

ergibt die Symmetriebedingungen
up(r,0) = —u(r,—0) ug(r,0) = ug(r,—0) , (4.22)
0. (r,0) = @.(r,—0) , (4.23)

d. h. in diesem Fall sind Symmetrie und Antisymmetrie im Vergleich zu Mode T gerade
vertauscht. Dies gilt folglich auch fiir die Komponenten der Verzerrungs- und Spannungs-

tensoren.

4.3 Singulare Terme

Zur Bestimmung des Nahfeldes werden auf Grund seines singuldren Charakters zunachst
die Terme der niedrigsten Ordnung in r, die das Verhalten fiir r — 0 bestimmen, betrach-

tet. FEinsetzen der Reihen (4.15) und (4.16) in die Gleichgewichtsbedingungen (4.1)—(4.3)

ergibt bei Beriicksichtigung der ersten beiden Terme

1 1 1
pTOO) " + (p + 5) TID(O) 7% + TGy (0) "~ + T} (6) ">

+ (100 = TO) 7t + (TOO) = TRO) 75 +..= 0, (424)

1 1 1
PT(0)r" ™ + (p + 5) T3 (0)r" % + Tig(0) "™ + Tyg(0) ™2

+ (190 + T 0) 7+ (T00) - TRO) i 4 =0, (425)

1 1 1
P07+ (43 ) ML)+ M, 0027+ 21 0)

+ MO =t + MO0 =5 4 (TI0) = T(0)) 17
+ (T}y(e) - T<;>(0)> R =0 . (4.26)

T

Entsprechend resultieren aus den Kompatibilitdtsbedingungen (4.12)—(4.14) die zusétzli-

chen Bestimmungsgleichungen
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o1 - 1 _1 1 1 B
(; + ;) [PTT(S)(@) T (p+ 5) T (0)r 2] + (; - ;) [pTe(f)(@) !
1 ]2 1
+ (p + 5) 7 (0) rp—a] - [(1 —v) (T}ﬁg(e) Pt T (0) rp—5>

1 2
= (1o 1) [+ 2] (1900 + 70 0) o+ (10

1 4 1
D)) -5 — 1 (O )12 1 () i+ _
+ 7! (9)) r ] — (MZT () r? + MO(0) ) Lo.=0 o, (427)

20 fprorrrs (v D) 100 - [0+ (54 )

i
1 1 1 | 1 1
(o) rp—a] } T (— T —) [Tg;);(e) 7 () rp—a] i (_ _ _>
T ’ ’

TG

1 2
[rho o] < 2] (1900 - T00) o+ (100
I ] p—— <M(O)(0) 7+ MY (9) rp+%) L. =0 (4.28)
rr ~y +6 20 20 ?

MO0y 17 + MY ()45 — MO (0) 7 — MO (0) 7+

z z

1 1
—p MG (0) 1" - (p + 5) MP@ 4 =0 . (4.29)

Werden die Terme in (4.24)—(4.29) beziiglich ihrer Ordnung in r sortiert, erhélt man zur

Bestimmung des singuldren Anteils der Losung folgendes System von Differentialgleichun-

gen fiir die Terme nullter Ordnung:

T90) = —(p+ ) TOWO) + T 0) (4.30)
Tooh(0) = —(p+ 1) TO0) = T(0) (4.31)
MG, 0)=—=(p+1) MD(0) (4.32)
~[(1 =700 = T 0)]

(L, r 2710 r 1 271(0)

[ L) e+ [(2- 1)+ 200 L e
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1 1 1 1
(; + ;) Te(f,)e(e) + (; - ;) Tr(g,)Q(e)

:%{“1_”p+qjﬁkﬂ—ﬁm+lﬂﬁxﬂ} : (4.34)
MO0 =+ 1) MP0) . i

Wie zu erkennen ist, sind dabei die Komponenten der Kraftspannung véllig von den

Momentenspannungen entkoppelt sind.

Zur Losung der gekoppelten Differentialgleichungen der Kraftspannungen, wird zunéchst
(4.34) mit (4.30) zu
2a(1 — v)

Tinnl0) = Togh(0) = p = o

(700) + 750)) (4.36)

verkniipft. Analog liefern (4.33) und (4.31)

(0) © gy _, Mo (©) gy _ 7(0)
TEHO) + Tiop(0) = —p o= (100 - TH®) (4.37)

Durch Differenzieren von (4.37) nach 6 erhdlt man mit Hilfe von (4.36) die Differential-
gleichung einer freien, ungedampften Schwingung fiir die Summe 79 )((9) + Tg(g )((9):

(100 + 75 0)) = =p* (TOO+T0)) (4.38)
Deren Losung mit zwei freien Konstanten A; und A, lautet
TT(B)(H) + Tg(g)(e) = Aj cospb + A, sin ph (4.39)

und mittels Gleichung (4.37) folgt direkt

_ 2a(1 — v)

70 -T90) = =

(Aqsinpf — Az cos ph) . (4.40)

Zur vollstandigen Entkopplung des Differentialgleichungsystems wird nun Gleichung
(4.30) differenziert und durch Einsetzen von (4.31) ergibt sich mit (4.39) und (4.40)

TEhe(8) + (p+2)TS(8)

2a(1 — v)

i to (p+2)| (Aysinpd — Ascos p) . (4.41)

=(p+1)|p—

Es handelt sich hierbei um die Differentialgleichung einer ungedampften, erzwunge-

nen Schwingung (siehe [56, S. 204ff.]), deren Gesamtlosung sich als Summe T(S)(H) =

T
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T}S)h(e) + T}S)p(e) der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung T}S)h(e) und einer
Partikularlosung der inhomogenen Gleichung T}S)p(e) darstellen lasst. Es gilt

TOM0) = Az cos[(p + 2)8] + Agsin [(p + 2)0] (4.42)
und fiir die Partikulérlésung wird als Ansatz
T}S)p(e) = ay cos (ph) + ay sin (ph) (4.43)

gewahlt. Einsetzen von T(S)p(e) in (4.41) liefert fiir die freien Parameter ay, a1, A3 und

A, die Relationen

1[ _2all=v) (p+2)| A4y . (4.44)

1[ 2a(1 —v)
ay = —— p——
J e

2)| A = -
Ly R

Damit lassen sich aus den Gleichungen (4.40) und (4.30) die winkelabhéngigen Teile der

Kraftspannungen zundchst durch

2a(1 — v)
T©) (0 [4— P — +2]
(Aqcospd + Agsinpl) + Assin[(p+ 2)0] — Ascos[(p+2)0] , (4.45)
1 2a(1 — v)
TO0) = -~ |p- " —2 2
Do) = -2 1)
(Aqsinpd — Ay cospd) + Ascos[(p+2)0] + Assin[(p+2)0] , (4.46)
1 2a(1 — v)
(0 —lp-———=(p—2
A
~(Aqsinpd — Ay cospd) + Ascos[(p+2)0] + Assin[(p+2)0] , (4.47)
p+1[p+4 2a(l —v)
o) = D2
P+t p+a
(Aqcospd + Aysinpf) — Azsin [(p +2)0] + Ascos [(p + 2)0] (4.48)
darstellen.

Die Benutzung der Randbedingungen (4.18) und (4.17) liefert

1 B 2a(1 — v)

L o (p+2)| - (£sinpr Ay — cos pr Ay)

+cosprm A3 ksinpr Ay = 0 , (4.49)
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p+1[p+4 2a(l —v)
4 p+2 W+ o

- (cospr Ay + sin pr Ay)

Fsinpr A3+ cospr Ay = 0 . (4.50)

Dieses homogene, lineare Gleichungssystem fiir die Konstanten Ay, A,, A3z und A4 be-
sitzt nur dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinante der Koeffizientenmatrix
verschwindet. Aus deren Berechnung folgt die Bedingung

1 2a(l —v

2
[5 — T)] cos’pr sin’pr =0 . (4.51)
e

Mit cos?pr sin’pr = 1/2 - sin (2p7) erkennt man sofort, dass diese nur durch p = 1/2- 2,
z € Z (Menge der ganzen Zahlen) zu erfiillen ist. Eine weitere Forderung folgt aus der
Tatsache, dass die Losung physikalisch sinnvoll sein muss. Da die Verschiebung an der
Rissspitze endlich bleiben soll und in r um eine Potenz hoher ist als die entsprechenden
Spannungen, ist z = —1 die kleinste mogliche Zahl. Somit ergibt sich fiir die singuldren
Terme der Kraftspannungen derselbe Spannungsexponent

p=—3 (4.52)

wie in der klassischen Elastizitatstheorie. Auf Grund der verschwindenden Determinante
sind die Zeilen der Koeffizientenmatrix aus (4.49) und (4.50) mit p = —1/2 nicht mehr

linear unabhingig und zwischen den gesuchten Konstanten gelten die Beziehungen

_ 3a(l —v) l

Ao = [T e 8} A (4.53)
_ a(l —v) §

Ay = [74@ Tt 8] A (4.54)

Im Vorgriff auf das Endresultat und dessen Interpretation werden die verbleibenden Kon-

stanten gemafs

2 2
Al = \/jA[ 5 A2 = \/jA[[ (455)
T T

umbenannt. Durch die Indizes I und IT wird hier und auch im Folgenden die Zuordnung
des jeweiligen Termes zu Mode I bzw. Mode II vorgenommen. Dies geschieht anhand der

in Kapitel 4.2 formulierten Symmetriebedingungen (4.20)—(4.23).

Durch Benutzung der Gleichungen (4.52)—(4.55) resultieren fiir die winkelabhangigen An-
teile der Kraftspannungen aus (4.45)—(4.48) schlieRlich
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(
|
0 = (o) ()
-I-%j% [(1+6ai_a)cosg+(3-1-2@[1;;)(305%]7 (4.57)
TO9) = %f;_w[(l—loqlt_a)smg—l-(1+6ai12)81n§]
-I-%:j%[(1—10ai_a)cos§+(3-{-2041_;)(305%]a (4.58)
ng)(e) = i\zf_ﬁ [(3+2ai12)cosg+(1+6ai12)cos%]

114[[ 1—v . 0 . 3(9
— — (342 — — . 4.59
*4@[ ( ! au+a) (Sma“ma)] (4:59)

Somit sind die singuldren Terme der Kraftspannungen bis auf die beiden Konstanten Aj
und Ay, die im nachsten Kapitel mit Hilfe der Methode der finiten Elemente berechnet

werden, bestimmt.

Die Winkelfunktionen der Momentenspannungen lassen sich durch die beiden restlichen
Differentialgleichungen (4.32) und (4.35) berechnen. Aus ihnen folgt nach Differenzieren
von (4.32)
1
Migy(0) = = M(O) . (4.60)
Mit der Randbedingung (4.19) und der Differentialgleichung (4.32) lasst sich hieraus leicht
die Winkelabhéngigkeit der Momentenspannung zu

MO gy — in— 4.61

= (0) N (4.61)
L 0

MO0) = —Lcos— (4.62)

bestimmen. Durch die Konstante Lj ist bereits angedeutet, dass die singuldren Terme
der Momentenspannungen Mode T zugeordnet sind. Dies folgt direkt aus den Symmetrie-

bedingungen (4.21) und (4.23). Bei Mode-TI-Belastung existieren somit keine singularen
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Momentenspannungen und der fithrende Term ergibt sich in diesem Fall aus einer ho-
heren Ordnung in r. Deswegen wird im folgenden Teilabschnitt die analytische Losung
um den beziiglich r konstanten Term erweitert. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse
inklusive Verzerrungstensoren, Verschiebung und Rotation erfolgt nach Bestimmung des

konstanten Terms am Ende dieses Kapitels.

4.4 Konstante Terme

Fiir die r—~Abhéngigkeit ergeben sich aus dem Spannungsexponenten p = —1/2 als néchst
héhere Beitrdage zur Naherungslosung des Rissspitzenfeldes konstante Terme. Diese wer-
den ausschlieftlich aus Termen erster Ordnung gebildet, wie aus den Gleichgewichtsbe-
dingungen (4.1)—(4.3) und Kompatibilitdtshedingungen (4.12)—(4.14) sowie den Ansatzen
(4.15) und (4.16) ersichtlich wird. Die zu l6senden Differentialgleichungen fiir Télﬁ) und
MY sind analog zu (4.30)—(4.35), wobei p = 0 zu setzen ist:

af
TG0 = =TO0) +T0) (4.63)
TS0 = =100) = 150) (4.64)
ML) =-MPo) (4.65)
(1= ) TUL(0) — v Ty (0) = TR0 + TV (0) (4.66)
(L+ D) ro+ (L- D)o =2 (o -10m) . e
MO0 = M0y (4.68)

Wiederum sind Kraft- und Momentenspannungen entkoppelt und kénnen unabhéngig
voneinander bestimmt werden. Erst bei Anteilen, die proportional zu /r sind, kommt
es tiber (4.3), (4.12) und (4.13) zu solch einer Kopplung jeweils von Termen nullter und

zweiter Ordnung.

Zur Losung des Differentialgleichungsystems der Kraftspannungen werden zunéchst (4.63)

und (4.67) bzw. (4.64) und (4.66) zu
T0) = TSh0) (4.69)

T0) = —TS,(0) (4.70)
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kombiniert. Daraus folgt unter Beriicksichtigung von (4.64) durch zweifaches Differenzie-
ren von (4.63)

Tr(el,)eee(‘g) = QTe(el,)ee(e) = _4T(el,)e(9) . (4-71)

T

(1)

Losen dieser Differentialgleichung fiir TT;,Q(G) und anschliefende Integration liefert
TG)(0) = —kysin (20) + kycos (20) + ¢ . (4.72)

Von den drei auftretenden Konstanten kj, k;y und ¢ kann mit Hilfe der Randbedingung

(4.18) die Integrationskonstante ¢; = —kjr eliminiert werden und es gilt
TGV (0) = —kysin (20) — 2ky sin®(20) . (4.73)

Aus einmaligem Ableiten von (4.64) und Benutzung von (4.69) resultiert nach zweifacher

Integration
TD(0) = —ky cos (20) — kysin (20) + 20 + 5 (4.74)
und mit Hilfe der Randbedingung (4.17), die ¢ = 0 und ¢5 = k; erfordert, schlieflich
T3)(0) = 2krsin®(20) — kpsin (20) . (4.75)
Mit den bisherigen Ergebnissen aus den Gleichungen (4.63) und (4.64) ergibt sich

T(l)(e) = 2kr cos?(20) + kg sin (20) , (4.76)

Tr

T(0) = —kysin (20) + 2ky cos®(20) . (4.77)

fiir die beiden verbleibenden Kraftspannungskomponenten.

Die Winkelabhéngigkeit der Momentenspannungen lésst sich aus den beiden Diffential-
gleichungen (4.65) und (4.68) und der Randbedingung (4.19) geméaf

M) =lgcosd (4.78)

z2r

MU (0) = —Iysin 6 (4.79)

festlegen. Die Konstante /7 bringt wiederum zum Ausdruck, dass die beziiglich r kon-
stanten Terme der Momentenspannungen nur bei Mode Il auftreten, was aus den Sym-

metriebedingungen (4.21) und (4.23) hervorgeht.
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4.5 Spannungsintensitatsfaktoren und Zusammenfas-

sung

Bisher wurde auf die Interpretation der in der Losung auftretenden Konstanten verzichtet.
Fiir die Kraftspannungen ist durch den Vergleich mit der klassischen Losung (siehe [108,
S. 1.4b]) sofort eine Verwandtschaft von A; und Ay zu den klassischen Spannungsintensi-
tatsfaktoren Kj und K fiir Mode-I- und Mode-IT-Belastung zu erkennen. Auffalligster
Unterschied ist die explizite Abhéngigkeit der Losung von den Materialparametern p, v

und a.

Da es sich bei der mikropolaren Theorie um eine Erweiterung der klassischen Theorie
handelt, ist der Begriff des Spannungsintensitatsfaktors ebenso in diesem verallgemei-
nerten Rahmen zu betrachten. Im klassischen Fall ergibt sich fiir die Spannungen eine

Darstellung der singuldren Terme geméfs

il 1 K f1.(0 fiir Mode T
lim O;Iﬁ = T XrI fa[f( ) %.lr e ) (aa ﬁ =, 0) (480)
r—0 | TI Vorr | Kir aﬁ(e) fiir Mode 11

mit den Winkelfunktionen f{gg(@) und fig)(e) Zwar lasst sich diese Darstellung auf die
mikropolare Theorie iibertragen, eine eindeutige Definition der Spannungsintensitatsfak-

toren wird jedoch erst durch die Bedingungen
f(0=0)=1, (0=0)=1 (4.81)

moglich. Mit ihrer Hilfe konnen die Spannungsintensitétsfaktoren K7 und Ky des mikro-

polaren Kontinuums durch die Grenzwerte

K; = lir% [\/ 27r Tye(r, 0 = 0)] , (4.82)
Kg = lir% [\/ 271 Trp(r, 0 = 0)] (4.83)

definiert werden. Durch Einsetzen der Spannungskomponenten Tyy sowie T4, deren sin-

guldren Terme des jeweiligen Modes

1 A; 1—v 0 1—v 30
7O 0) = - 349 ~ 1 (1+6 27 4.84
b (1, 0) 4\/%[( + a,u—l—oz cosQ—I— + a,u—l—oz cos s ( )

A 1 — 0 1 — 0
il [(1 + 6 Z/) cos§ + (3 + 2« Z/) cos %] (4.85)

2rr J 1 e e

(r,0) =

AN—
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lauten, zeigt es sich, dass K7 und Ky iiber die Beziehungen

N 1—v
ko= (142 A 4.86
R R L (4.56)
Ky o= (1420=") 4 (4.87)
nm — aﬂ_{_a 7 .

mit den bisher benutzten Konstanten A; und Ay verkniipft sind. Der fiir Mode T und
Mode 1T identische Faktor 1 + 2« 1;; wird also durch die Normierung (4.81) den Span-

1
nungsintensitatsfaktoren zugeordnet.

Die sich aus dem singuldren und konstanten Term ergebende Losung fiir die Kraft- und
Momentenspannungen ist in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Dabei wurden die Winkelfunk-
tionen mit Hilfe der Identititen (siehe [12, S. 181]) cos (30/2) = cos (0/2)(1 —4sin*(0/2))
sowie sin (30/2) = —sin (0/2)(1 — 4cos*(#/2)) umformuliert. Aus den Spannungen las-
sen sich mit den Materialgesetzen (4.10) und (4.11) die Dehnungen (siehe Tabelle 4.2)
sowie die Kriimmungen bestimmen. Letztere sowie die aus (4.6) und (4.4) bestimmten
Rotationen und Verschiebungen sind Tabelle 4.3 zu entnehmen. Wie bereits in Kapitel
2.7 erwiahnt wurde, enthdlt die mikropolare Flastizitat als Spezialfall fiir o = 0 die klas-
sische Elastizitat und fiir den Grenzfall @ — oo liefert sie die Couple—Stress—Theorie.
Diese Aussagen konnen auch direkt auf die Losung des Nahfeldes der Rissspitze (4.90)—
(4.95) iibertragen werden, wie der Vergleich mit Tada [108, S. 1.4b] bzw. Huang et al. [60,
S. 448ff.] zeigt. Des Weiteren stimmen fiir @ = 0 die Spannungsintensitiatsfaktoren K7

und Kj sowie K und Ky jeweils {iberein.

Die bisherigen Ausfithrungen beschrankten sich auf Spannungsintensitatsfaktoren, die sich
aus den Kraftspannungen ergeben. Analog hierzu kénnen fiir die Momentenspannungen
Intensitdtsfaktoren festgelegt werden. Da in den beiden verschiedenen Moden die fithren-

den Terme eine unterschiedliche Ordnung in r haben, werden sie fiir Mode I durch L; und

fiir Mode II durch [ geméaf

Ly = lir% V2rr Mog(r,0 = 0) , (4.88)
I = lir% M.,(r,0 =0) (4.89)

definiert. L; und [y stellen also ein Mak fiir die Groke der Momentenspannungen direkt

an der Rissspitze dar.
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Kraftspannungen

_ " -
T”/‘9 I j{’]
Ty, 27T < 1;;)
[ 2 cos?6 |
—sin (20
+kr (26)
— sin (260)
2sin%0 |
n R’H

Vorr

+kir

Momentenspannungen

Mzr . L]
M., B \27r

M+oz

sin (26)
—2sin%0
+
2 cos?6
— sin (260) |
. g
sin 2
2+ 1y

[
COS 9

COS— [1 —20z1 L =+ <1 +60zi+;;> sin??

)

COS2 g sin =

4
2

o[t + (14 i2) o]
4 1—v 1—v 20
oS 3 [ 4ozu+a <1 +60zu+a> 08 5]

cos 5 [1 + ZOzi:_; <3 + 2ai+;> sin?
cos g [1 — ZOzi:_; <3 + 2ai+;> sin?
— <3 + 2@%) COSQg sin g
O(V/r)
O(V/r)
O(V/r)
| O(VT) |
cos N O(y/r)
—sinf O(\/r)

(4.91)

Tabelle 4.1: Spannungen des Nahfeldes der Rissspitze fiir Mode | und Mode II.
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Dehnungen

Erp
€ro

€or

€60

cos %{u(l —2v) —a+ [+ o7 - 6v)] sm”}
K; —Sing{Q(Ha)(l —v) — [+ a7 - 6v)] Cos2g}

2V2mrulu+a (3 -20)] | Q{Z(M —a)(1 =v) + [+ a(T - 6v)] COSQQ}

L]

2

COS_{”(l_QV)+O‘(3_4V) [,M+Oé(7—61/)] sm”}

[ 2(cos?0 — v) |
4 kr — sin (20)
2p | —sin (20)
| 2(sin*0 —v) |
_ —sin %{Q(ﬂ —a)(l —=v) = [Bu+a(5—2v)] COSZQ} |
Kir T oS g{'u(l_QV)_Oé+ [3ﬂ+0z(5—21/)] sm”}

T 2Bl +a (3 2)] cos %{u@ — )+ a— [3u+al5—2v)] sm23}

2v(p + o) — [3# + a(h — 21/)] CosQQ}

asin (26) O (/)
7l DRI B oM (4.92)
2pa | o ecos 20 + 7 O (/)
| —asin(20) | | O(V7) |

Tabelle 4.2: Dehnungen des Nahfeldes der Rissspitze fiir Mode | und Mode II.
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Kriimmungen

K zr L sing lir cos 0 O(/r)
[’%9] - V(v 4 6) |:Cosg] T [ me] + [ O(\/F)] (4.93)

Rotation
2r L 0 [
0, = N/%7;5Sin§ + r7f6cose + 0(r*?) (4.94)
Verschiebung

\/;M i cosg{ﬂu —2w) —a+ [p+ o7 —6v)] Sin2§}

pra@-=20)]| _ sin g{Z(lu +a)(1—v)— [,u + a7 — 61/)] COSQQ}

2

2 | —sin (20)

+\/z e —sing{Q(,u—oz)(l—y)— [Bu+ a5 —2v)] COSQg}
27 pfp + (3 =2v)] —COS%{/L(l—QV)—Oz+ [3,u+oz(5—21/)] sian}
kg | asin(20) O (r3/?)

+r2uoz[ac0529ﬂ] + [ 0(7«3/2)] (4.95)

Tabelle 4.3: Kriimmungen, Rotation und Verschiebungen des Nahfeldes der Rissspitze fiir Mo-
de | und Mode II.
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Kapitel 5
Finite-Elemente—Analysen

Als Anwendungsbeispiele werden in diesem Kapitel verschiedene Rissprobleme betrach-
tet und mittels der in ABAQUS implementierten Elemente berechnet. Zunéchst wird
ein Riss in homogenem Material untersucht, wobei entweder eine reine Mode-1- oder
Mode-TT-Belastung aufgebracht wird. Die Ergebnisse dieser FE-Rechnungen koénnen ei-
nerseits durch Vergleich mit der analytischen Losung (4.90)—(4.95) zur Verifikation der
selbst programmierten Flemente herangezogen werden. Andererseits ermoglichen sie die
Bestimmung der Intensitatsfaktoren sowohl der Kraft— als auch der Momentenspannungen
in Abhéngigkeit von den verschiedenen Materialparametern. Des Weiteren wird anhand
dieses Beispiels der Einfluss der verschiedenen Formfunktionen sowie der Integrationsord-

nung der implementierten Elementtypen untersucht.

Darauthin wird ein Zweistoffverbund mit einem Riss betrachtet, der parallel zur Grenz-
fliche der beiden Materialien liegt und eine senkrechte Zugbelastung erfihrt. Dabei wird
neben dem Einfluss der Materialparameter die Abhangigkeit der Intensitatsfaktoren vom
Abstand des Risses zur Grenzschicht betrachtet. Abschliefend erfolgt die Berechnung
eines Schicht—Substrat—Verbundes, bei dem sich ein unter Mode-I-Belastung stehender
Riss senkrecht zur Oberfliche in der diinnen Schicht befindet. In diesem Beispiel wird

zusitzlich zu den Materialparametern die Lange des Risses variiert.

5.1 Materialparameter

Wie aus Kapitel 2.5.2 hervorgeht, besitzt die mikropolare Elastizitdt aufer den beiden

klassischen Konstanten K und v die vier neuen Materialparameter o, 3, v und 6. Da im
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Folgenden rein zweidimensionale Analysen durchgefiihrt werden, entféllt der Parameter
£ und beziiglich des Materialgesetzes der Momentenspannungen ist fiir die Berechnungen
primar nur die Summe v 4+ 6 von Bedeutung (vergleiche Kapitel 3.3.2). Die jeweiligen
Einzelwerte von 4 und é bestimmen lediglich die Aufteilung des Momentenspannungsten-
sors in symmetrischen und antisymmetrischen Anteil. Da dies nicht gesondert betrachtet
wird, kann generell 6 = 0 gesetzt werden. Fiir die FE-Rechnungen werden somit neben

E und v die beiden mikropolaren Materialparameter a und 4 verwendet.

Wie den Materialgleichungen (2.110) und (2.111) entnommen werden kann, stimmt die
Dimension von a mit dem Elastizitdtsmodul {iberein. ~ sowie die beiden anderen Ma-
terialparameter im Materialgesetz der Momentenspannungen besitzen die Einheit einer
Kraft. Bildet man den Quotienten ~/FE oder v/a, so ergibt sich ein Parameter, der das
Quadrat einer intrinsischen Liange darstellt. Die mikropolare Theorie verfiigt somit iiber
eine inhdrente Langenabhéngigkeit, die die Beschreibung von Grofeneffekten erlaubt. Wie
eine Dimensionsanalyse anhand der Grundgleichungen (2.106)—(2.111) zeigt, ergeben sich
bei Anderung der geometrischen Abmessungen um den Faktor ¢ und Beibehaltung der
Neumann—-Randbedingungen nur dann dieselben Kraftspannungen und Dehnungen, wenn
A3,y und § mit ¢ multipliziert werden. Die Momentenspannungen bzw. die Kriimmungen
andern sich um den Faktor ¢ bzw. 1/e. Da der GroReneffekt bei Vernachliassigung von
# und ¢ also rein iiber v darstellbar ist, kann die Variation dieses Materialparameters

ebenso als Betrachtung geometrisch ahnlicher Bauteile interpretiert werden.

In der Literatur sind nur wenige experimentelle Untersuchungen zur Bestimmung der
Materialparameter der mikropolaren bzw. Couple-Stress—Theorie zu finden. Thre Er-
mittlung erfolgt dabei meist iiber den eben beschriebenen Grofeneffekt. Im Gegensatz
zu Zugversuchen werden solche Einfliisse fiir die Torsion von Kreiszylindern sowie bei
Biegung von Platten und gekriimmten Balken vorausgesagt [39, 40, 68]. Bei derarti-
gen Experimenten mit den Werkstoffen Stahl bzw. Aluminium konnte jedoch praktisch
kein Grokeneffekt festgestellt werden [103, 23]. Die Bestimmung der mikropolaren Ma-
terialparameter gelang fiir menschliche Knochen [118, 73] und Kunststoffschaume, wie
z. B. Polyurethan-Schaum, [74, 75, 3|. Eine weitere Moglichkeit ist die Messung der Aus-
breitung von Transversalwellen in einem mikropolaren Medium, das sich im Gegensatz
zum klassischen durch auftretende Dispersion auszeichnet [30]. Versuche mit Kaliumni-
trat lieferten hier nur bedingt einen Nachweis [4]. Der Einfluss der Momentenspannungen
konnte hingegen durch Schwingungsexperimente zur Schermodulbestimmung einer PVC-
Schicht, die zwischen zwei starre Zylinder eingebettet ist, demonstriert werden [97]. Eine

systematische Darstellung der experimentellen Untersuchungen ist [76] zu entnehmen.
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Da keine ausreichende Kenntnis der méglichen Werte von o und 4 gegeben ist, werden die
mikropolaren Materialparameter im Rahmen der folgenden FE-Rechnungen tiber meh-
rere Grofkenordnungen hinweg variiert und ihr Einfluss auf die Intensitatsfaktoren und
Winkelfunktionen studiert. Fiir das Verhiltnis o/ F wird der Bereich 107° < o/ E < 10?
ausgewihlt, wobei sich die mikropolare Theorie fiir o = 0 auf die klassische Theorie redu-
ziert und der Grenzfall @ — oo die Couple—Stress—Theorie repriasentiert. Die Werte von

7 liegen zwischen 1N < v < 10® N.

Restriktionen beziiglich der Wahl der Parameter ergeben sich auch aus der numerischen
Berechnungsmethode. So wurde in [19, S. 43ff.] durch eine grobe Fehlerabschitzung
gezeigt, dass die Genauigkeit bei Bestimmung der Schubspannungen vom kleineren der
beiden Werte W/Z und \/7/70‘ /labhangt. Dieses Verhéltnis sollte grofer als Eins sein,
wobei fiir die folgenden Beispiele [ die Lange des kleinsten Elementes an der Rissspitze
darstellt. Somit kann rein aus numerischen Griinden der Grenziibergang v — 0 nicht voll-
zogen werden. Durch Betrachten der Grundgleichungen (2.106)—(2.111) erkennt man, dass
in diesem Fall die Momentenspannungen verschwinden und sich das klassische Resultat

ergibt (sieche auch [19, S. 33]).

Letztere Aussage lasst sich allerdings nicht auf die analytische Losung der Rissspitzen-
felder (4.90)—(4.95) iibertragen. Wie deren Abhéngigkeit von den Materialparametern
zeigt, konvergiert sie nur fiir @« — 0 gegen die klassische Losung. Offensichtlich liefert
die Durchfithrung des Grenzprozesses ¥ — 0 in den zu lésenden Differentialgleichungen
(4.12)—(4.13) ein anderes Resultat als die Losung (4.90)—(4.95) fiir v = 0. Der mathe-
matische Hintergrund dieses Problems der singuldren Stérungsrechnung kann im Rahmen

dieser Arbeit jedoch nicht detailliert beleuchtet werden.

5.2 Riss in homogenem Material

5.2.1 Zur FE-Modellierung und Auswertung

In diesem Abschnitt wird ein Riss betrachtet, der sich senkrecht an der Oberfliche eines
homogenen, mikropolaren Materials befindet. Eine schematische Darstellung ist Abbil-
dung 5.1 zu entnehmen. Die Generierung eines zweidimensionalen FE-Modells des Risses
erfolgt mit Hilfe des kommerziellen Pre— und Post—Prozessors PATRAN [80]. Um mit PA-
TRAN die Visualisierung und Verarbeitung der FE-Resultate, die mit den implementier-

ten Elementen erzeugt werden, zu ermoglichen, bedarf es der Realisierung einer eigenen
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung des Risses in homogenem Material

Benutzerschnittstelle. Diese wandelt zusammen mit einigen ABAQUS-Routinen (siehe
[58, 5.1.3]) die Ergebnisdatei derart um, dass alle 16sungsabhéngigen Variablen eingelesen

und interpretiert werden kénnen.

Das in Abbildung 5.2 dargestellte Netz besteht aus insgesamt 1040 achtknotigen Ele-
menten. Analog zur analytischen Lésung wird ein ebener Dehnungszustand zu Grunde
gelegt (siehe Kapitel 3.3.2). Breite und Hohe des Modells betragen W = 11 mm und
2H = 20mm und der Riss hat eine Liange von ¢ = 1 mm. Wie zu erkennen ist, wird auf
Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft entlang der Risskante verzichtet. Auf Grund der
groben Elementierung in Umfangsrichtung wiirde dies zu wesentlich groferen Extrapola-

tionsfehlern bei Bestimmung der Spannungen an den Knoten fiir § = 0 fiihren.

Die Materialkonstanten der klassischen Elastizitdtstheorie sind im Folgenden durch F =
100 GPa und v = 0, 3 festgelegt, wahrend o und ~ variiert werden (siehe Kapitel 5.1). Als
Dirichlet—-Randbedingungen werden

u(r=0)=wug(r=0)=0 ug(r =10mm, § =0) =0 (5.1)

vorgegeben, wobei sich der Koordinatenursprung an der Rissspitze befindet (vergleiche
Abb. 5.1). Dort sind somit fiir alle Knoten die beiden Verschiebungsfreiheitsgrade be-
schrankt und zur Unterdriickung einer moglichen Starrkérperrotation wird der Knoten
am rechten Rand bei # = 0 in y—Richtung festgehalten. Beziiglich der Rotationsfreiheits-

grade werden keinerlei Einschrankungen vorgenommen.
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Riss

Abbildung 5.2: Netz des Risses in homogenem Material (links: gesamtes Netz, rechts: Ver-

netzung der Risszone)

Die Aufbringung der Spannungsrandbedingungen erfolgt direkt am Riss. Bei Mode T wer-
den beide Flanken mit einem Innendruck von P = 100 MPa belastet. Auf Grund des
Superpositionsprinzips (siehe [2, S. 79]) ergibt sich auf diese Weise derselbe Spannungsex-
ponent wie bei Zugbelastung am oberen und unteren Rand des Modells. Zur Realisierung
einer reinen Mode-II-Belastung hingegen miissen die Schubspannungen direkt auf die
Rissflanken aufgebracht werden, da ansonsten stets ein Mode-I-Anteil resultieren wiir-
de. Bei den folgenden Rechnungen fiir Mode IT wirkt auf die obere bzw. untere Rissflanke
eine Schubspannung von 100 MPa in positiver bzw. negativer x—Richtung. Da in der UEL-
Subroutine lediglich das Aquivalent zur von ABAQUS verwendeten Dload-Karte (siehe
[58, 23.4.15-1]) fiir senkrechten Druck implementiert ist, werden entsprechende Knoten-

krafte aufgebracht, die vorab aus der gegebenen Schubbelastung ermittelt werden.

Durch die Aufbringung einer reinen Mode-I- bzw. Mode-11-Belastung besteht die Mog-
lichkeit, die in Kapitel 3 vorgestellte Programmierung benutzereigener Elemente durch
Vergleich mit dem analytischen Ergebnis des Rissspitzennahfeldes (4.90)—(4.95) zu veri-
fizieren. Dies geschieht sowohl durch Bestimmung des Spannungsexponenten als auch
durch Betrachten der Winkelfunktionen. Wie in Kapitel 4 gezeigt wurde, gelten beziig-

lich der singuldren Terme des mikropolaren Kontinuums funktionale Zusammenhénge der
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Form

Té%) = (2rr)? | K1 f1500) + K £15(0) , (5.2)
M) = (2rr) Ly gls(0) (5.3)
mit fiﬁ, fifﬁ und giﬁ als Winkelfunktionen der Kraft- bzw. Momentenspannungen. Fiir

den Winkel # = 0 lassen sich daraus durch Logarithmieren unter Beriicksichtigung der

Gleichungen (4.90) und (4.91) die Beziehungen

log Tg(g)(e =0) = plog(2xr)+log K; , (5.4)
log TT(S)(H =0) = plog(2rr)+log Ky , (5.5)
log MZ(S)(G =0) = plog(27r)+logL; (5.6)

ableiten. Im Falle negativer Spannungen und Intensitatsfaktoren werden entsprechend
die Betrage der Grofen benutzt. Bei doppelt logarithmischer Auftragung der jeweiligen
Spannung iiber dem Radius ergibt sich somit eine Gerade mit dem Spannungsexponenten
p als Steigung. Auf Basis der Spannungswerte an den Knoten in Rissspitzennihe kann fiir
die FE-Ergebnisse eine lineare Regression durchgefiihrt werden [109] (siehe Abb. 5.3). Zur
Verifikation der numerischen Resultate anhand des Spannungsexponenten (siehe Kapitel
5.2.2 und 5.2.3) werden dabei sowohl die Steigung als auch der Achsenabschnitt nach dem
Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt. Thre Ermittlung erfolgt mit Hilfe des Com-
puteralgebrasystems MAPLE [99]. Bei der Berechnung der Spannungsintensitéitsfaktoren
(siehe Kapitel 5.2.2 und 5.2.3), die in der analytischen Losung freie Parameter darstellen
und nur numerisch ermittelt werden konnen, wird hingegen p = —1/2 fest vorgegeben
und lediglich der Achsenabschnitt mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate ange-
passt. Dies dient zur Vermeidung moglicher Ungenauigkeiten auf Grund unterschiedlicher

Spannungsexponenten bei Variation der Materialparameter.

Wie im klassischen Fall ist durch (5.4) und (5.5) auch bei mehrmodaler Beanspruchung
eine Moglichkeit zur Festlegung der Groken K7 und Ky gegeben, da die Spannungskom-
ponenten Ty, bzw. T,y fiir Mode Il bzw. Mode 1 bei # = 0 identisch verschwinden. Fiir die
Momentenspannungen kann auf die beschriebene Weise nach (5.6) der Intensitatsfaktor
L berechnet werden, wahrend sich der fiir Mode IT fithrende Faktor [j; direkt aus dem

arithmetischen Mittel der Werte fiir M.,(6# = 0) an den Knoten in Nahe der Rissspitze
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Abbildung 5.3: Beispiel einer linearen Regression

ergibt. Somit kénnen also auch bei den Momentenspannungen die Intensitétsfaktoren zu

Mode T und Mode II fiir eine beliebige Last getrennt voneinander bestimmt werden.

Wie die FE-Analysen zeigen, reagieren die Rechnungen des mikropolaren Kontinuums
bedeutend empfindlicher auf die Vernetzung als im klassischen Fall. Aus diesem Grund
wird die Rissspitze extrem verfeinert, so dass sich fiir die Kantenldnge [ der Flemente an
der Rissspitze und die Breite W des Modells ein Verhiltnis von /W ~ 107 ergibt. Des
Weiteren spielt die Vernetzung der unmittelbaren Umgebung der Rissspitze eine wichtige
Rolle. Die in Abbildung 5.4 a) dargestellte Elementierung fithrt fiir bestimmte Kombi-
nationen von Materialparametern zu numerischen Schwierigkeiten. Diese dufiern sich in
Rissspitzenndhe durch Oszillationen der Spannungswerte zwischen den Knoten der Ele-
mentecken und -mitten und durch eine Abweichung vom erwarteten linearen Verlauf bei
doppelt logarithmischer Auftragung. Dies wiederum fiihrt zu einer deutlichen Differenz
von bis zu 15% zwischen analytisch und mittels FEM bestimmten Spannungsexponen-
ten. Zwar konnen diese Méngel durch Verkleinerung der ersten beiden Elemente an der
Rissspitze verringert werden, zufriedenstellende Resultate ergibt jedoch erst die Vernet-
zung gemafk Abbildung 5.4 b). Hierbei degeneriert bei r = 0 eine Kante der acht innen
liegenden Elemente zu einem Punkt, wobei dort aus numerischen Griinden trotzdem pro

Element drei verschiedene Knoten liegen. Des Weiteren werden auf den radial verlau-
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Abbildung 5.4: Vernetzung der Rissspitze

fenden Kanten die Mittelknoten um ein Viertel der Kantenlange in Richtung Rissspitze
verschoben (angedeutet durch die Punkte in Abbildung 5.4). Daraus ergibt sich eine
Wurzelabhangigkeit in den Formfunktionen und die Elemente sind besser in der Lage, die

analytische Losung (4.94) und (4.95) fiir v und ¢ abzubilden (siche [5], [54]).

Anhand von Abbildung 5.3 ist zu erkennen, dass sich der lineare Verlauf der Kurve wegen
der extremen Verfeinerung des Netzes an der Rissspitze liber einige Grofkenordnungen von
r erstreckt. Fiir die Bestimmung des Spannungsexponenten sowie der Intensitatsfaktoren
wird in allen folgenden Rechnungen der Bereich 8-107®* mm < r < 1,7-107° mm gewihlt.
Er umfasst insgesamt 20 Knoten, wobei die ersten beiden Elemente an der Rissspitze auf

Grund ihrer héheren numerischen Ungenauigkeiten unberiicksichtigt bleiben.

5.2.2 Ergebnisse zu Mode I
Spannungsexponent und Winkelabhéngigkeit

Zur Verifikation der implementierten Elemente wird zunachst der Spannungsexponent aus
den FE-Rechnungen berechnet und mit der analytischen Losung p = —1/2 verglichen.
Dies erfolgt bei Mode I geméf Gleichung (5.4) bzw. (5.6) mit Hilfe der Komponenten Tyg

und M,g. Bei allen vier zur Verfiigung stehenden Achtknotenelementen fiir ebene Dehnung
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(U34, U36, U34, U36; siehe Kapitel 3.3.2) kann innerhalb der angegebenen Bereiche der
Materialparameter a und 4 eine sehr gute Ubereinstimmung des Spannungsexponenten
erzielt werden. Dies gilt sowohl fiir die Auswertung der Kraft- als auch der Momenten-
spannungen. Aus den Elementen mit vollstidndiger Integration ergibt sich stets ein zu
kleiner Exponent, der je nach Wahl der Materialparameter einen relativen Fehler von 2
bis 6%0 aufweist. Dieser kann mit den Elementen reduzierter Integration auf Werte kleiner
1,5%0 verkleinert werden. Wie diese Analysen auch zeigen, ist das Verhalten beziiglich
des Spannungsexponenten unabhéngig von der Art der Formfunktion fiir die Rotationen.

Linearer und quadratischer Ansatz liefern praktisch identische Spannungsexponenten.

Im Folgenden wird die Winkelabhéngigkeit der Kraftspannungskomponenten betrachtet.
Aus der analytischen Losung (4.90) und Gleichung (4.80) ergeben sich mit Beriicksichti-
gung von (3.42) die Winkelfunktionen

£.(0) cosg [1 —4C + (1 4+ 120) sin2§]
Fla(0) _ 1 (14 12C) cos*S sin & -
5 (0) 14+4C | sin € [-8C + (1 +12C) cos?E] . .
7(0) cos £ [=8C + (1 4 120) cos??]
wobei
a(l —v?)
T T+ (5.8)

gilt. Wahrend der Vorfaktor auf der rechten Seite lediglich fiir die Normierung von
Tg(g)(e = 0) eine Rolle spielt, ist C' wesentlich fiir die Gestalt der Funktionen verant-
wortlich. Er hdngt bei festem v lediglich vom Verhéaltnis o/ E ab und sein Wertebereich

liegt zwischen 0 und 1;”. Wie Abbildung 5.5 zu entnehmen ist, beschrankt sich der

Ubergangsbereich zwischen diesen Grenzwerten im Wesentlichen auf 0,01 < a/E < 10.

In den Abbildungen 5.6-5.11 werden die mittels FEM bestimmten Winkelfunktionen mit
den analytischen verglichen. Hierzu werden fiir den Radius » = 107 mm, bei dem der
singulére Term noch fithrend ist (vergleiche Abb. 5.3), die Spannungswerte an den Knoten
in Umfangsrichtung fiir 0 < § < 7 verwendet und mit dem aus der linearen Regression
stammenden K;-Faktor (vergleiche Kapitel 5.2.2) normiert. Es sei darauf hingewiesen,
dass fiir die Winkelfunktionen stets die in Kapitel 4.2 angegebenen Symmetriebedingungen
gelten. Die Abhangigkeit der Winkelfunktionen von o/ ist den Abbildungen 5.6-5.9 zu
entnehmen. Zusitzlich zu den Grenzfillen a/E = 0 und 10* werden im Ubergangsbereich

die Werte o/ = 1/10 und der Fall C' =1/4, d. h. o/ F ~ 0,9615, betrachtet.
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Abbildung 5.5: Faktor C' in Abhangigkeit von o/ F fiir v = 0,3

Neben der Symmetrie des Spannungstensors zeichnet den klassischen Fall die Tatsache
aus, dass im Bereich 0 < § < 7 keine negativen Werte existieren. Gilt a > 0, so ergeben
% < f < 7 negative Spannungen Tg(g) und Tg(f). Besondere
Verhaltnisse liefert C' = 1/4, was o = ﬁ entspricht (sieche Abb. 5.8). Im betrach-
teten Bereich 0 < 0 < 7 weisen dabei die Paare Tg(g) und Tg(f) bzw. TT(S) und Tr(g) eine

wechselseitige Punkt- bzw. Achsensymmetrie beziiglich § = 7 /2 auf. Fiir negative Winkel

sich fiir 2 arccos

sind die Symmetrien beziiglich § = —x /2 gerade vertauscht. Des Weiteren verschwinden

in diesem Fall bis auf Tg(g ) alle Spannungskomponenten bei # = 0 und eine weitere Erho-
hung des Materialparameters o fiihrt schlieflich zu negativen Normalspannungen 7 im

Bereich 0 < # < 2arcsin \/% (siehe Abb. 5.9).

Die FE-Analysen, die den Abbildungen 5.6-5.9 zu Grunde liegen, wurden mit dem Ele-
menttyp U36 durchgefiihrt und liefern eine sehr gute Ubereinstimmung zu den analyti-
schen Berechnungen. Des Weiteren kann bestatigt werden, dass die Kurven unabhéngig
vom Wert des Materialparameters 4 sind (v = 10* N bei Abbildungen 5.6-5.11 ) und sich
dessen Einfluss rein auf die Grofe der Intensitdtsfaktoren beschrankt. Wie zuvor beim
Spannungsexponenten kann zwischen den Elementen mit linearem und quadratischem
Ansatz fiir die Rotation kein signifikanter Unterschied festgestellt werden. Die verschie-

denen Integrationsordnungen hingegen liefern deutliche Unterschiede. Einerseits kénnen
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mit den Elementen voller Integration die teilweise zu beobachtenden Oszillationen (siehe
z. B. T, in Abbildung 5.6) stark vermindert werden. Da die Ursache dieses Effektes wohl
in der groben Elementierung in Umfangsrichtung zu suchen ist, bringt dies jedoch keine
unmittelbaren Vorziige. Andererseits zeigen sich ab o/FE > 10 numerische Schwierigkei-
ten bei der Berechnung der Spannungen wie anhand der Abbildungen 5.10 und 5.11 fiir
das Element U34 verdeutlicht wird. Zwar zeigen die Normalkomponenten eine gute Uber-
einstimmung mit der analytischen Losung, den Schubspannungen dagegen werden véllig
falsche Werte zugewiesen. Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dass letztere Aussage
auf den antisymmetrischen Teil des Spannungstensors bezogen werden muss, da der sym-
metrische Anteil richtig berechnet wird (sieche Abb. 5.11). Bei den Elementen reduzierter
Integration kann dieser Effekt zwar auch beobachtet werden, allerdings tritt er hier erst
fiir o/ F > 1000 und somit auferhalb des betrachteten Bereiches in Erscheinung. Das
Auftreten dieses Effektes deckt sich mit der in Kapitel 2.7 gemachten Aussage, dass im
Rahmen der Couple—Stress—Theorie der antisymmetrische Teil des Kraftspannungstensors

unbestimmt bleibt.

Ebenso wie bei den Kraftspannungen liegen die FE-Werte fiir die Winkelabhangigkeit der
Momentenspannungen sehr dicht am analytischen Ergebnis. Nach Gleichung (4.91) sind
die Winkelfunktionen bei Mode II fiir M., und M.,4 durch sin /2 und cos 0/2 gegeben und
somit vollig unabhéngig von Materialparametern. Dies kann fiir alle vier betrachteten
Elementtypen bestitigt werden. Numerische Schwierigkeiten wie bei Bestimmung der

Schubkomponenten der Kraftspannungen sind nicht beobachtet worden.
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Abbildung 5.6: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.7) mit den FE-Ergebnissen ei-

nes Elementes reduzierter Integration fiir o/ £ = 0
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Abbildung 5.7: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.7) mit den FE-Ergebnissen ei-

nes Elementes reduzierter Integration fiir o/ £ =0, 1
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Abbildung 5.8: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.7) mit den FE-Ergebnissen ei-

nes Elementes reduzierter Integration fiir o/ £ = 0,9615
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Abbildung 5.9: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.7) mit den FE-Ergebnissen ei-

nes Elementes reduzierter Integration fiir o/ £ = 1000
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Abbildung 5.10: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.7) mit den FE-Ergebnissen

eines Elementes vollstandiger Integration fiir o/ £ = 1000
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Abbildung 5.11: Vergleich der Winkelfunktionen des symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Teils der Spannungen aus Abbildung 5.10
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Spannungsintensititsfaktoren K;und I;

Die Bestimmung der Intensitatsfaktoren sowie die Charakterisierung des Einflusses der
Materialparameter o und ~ ist nur mit numerischen Verfahren durchfiihrbar. Dies ge-
schieht auf die in Abschnitt 5.2.1 beschriebene Weise, wobei die dargestellten Ergebnisse
mit dem Elementtyp U36 mit linearem Ansatz fiir die Rotation und reduzierter Integration

erzielt wurden.

Im klassischen Fall liefert die Auswertung einen Wert von K; = 205,6 MPa mm'/2. Zum
Vergleich kann die in Tada [108, S. 2.11| angegebene empirische Formel herangezogen
werden, mit deren Hilfe sich K7 = 208,1 MPa mm'/? ergibt. Die Abweichung von 1,2%
liegt dabei im Rahmen der zu erwartenden Genauigkeit. Wie weitere Untersuchungen
zeigen, kann die Ubereinstimmung dadurch verbessert werden, dass K direkt aus dem
Verschiebungsfeld bestimmt wird. Dies geschieht durch Auswertung der Verschiebung wug
bei § = m unter Beriicksichtigung von Gleichung (4.95). Auf diese Weise wird ein Wert von
K7 =209,1 MPa und damit eine Abweichung von 0,5% berechnet. Da fiir den eigentlich
interessanten Fall & # 0 und v # 0 die Unterschiede der beiden Varianten jedoch lediglich
in einem Bereich kleiner 0,5% liegen, werden im Folgenden weiterhin die Spannungswerte

zur Bestimmung von K benutzt.

Die Abbildungen 5.12 und 5.13 stellen die Abhingigkeit des Intensitétsfaktors A7 von
den Materialparametern o und + dar. Um die Abweichung vom klassischen Resultat zu
veranschaulichen, wird K; zur Normierung der Werte eingesetzt. Da a ein Maf fiir die
Kopplung zwischen den aus der Verschiebung bzw. Rotation abgeleiteten Grofen dar-
stellt, macht sich der Einfluss der mikropolaren Theorie fiir o/ E < 1072 praktisch nicht
bemerkbar. Dies gilt fiir beliebige Werte von 4. Erst bei ausreichend grofer Kopplung
bewirken die Momentenspannungen {iber das Momentengleichgewicht eine Verdnderung
des Kraftspannungsfeldes und damit von K. Tm Bereich 107 < o/ E < 10 findet in Ab-
hangigkeit von v eine Aufsplittung statt, die mit grofer werdendem o zunimmt. Wéhrend
sich fiir die Werte ¥ = 1 N und 100 N ein monoton steigender Verlauf ergibt, bildet sich bei
den restlichen dargestellten Kurven ein kleines Minimum aus, das sich mit zunehmendem
v bei hoheren Werten von o/ E befindet. Fiir o/ F > 10 wird schlieRlich ein Grenzwert
erreicht, der dem Spannungsintensitiatsfaktor der Couple-Stress—Theorie entspricht. Wie
die Abbildungen zeigen, betriagt die maximale Abweichung relativ zum klassischen Wert
rund 26% nach oben bzw. 13% nach unten.

Abbildung 5.13 ist die Abhdngigkeit des Spannungsintensitétsfaktors von 4 zu entnehmen.

Der K—Faktor scheint auch hier fiir v — 0 und 4 — oo einen Sittigungswert zu erreichen.
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Wie die Diskussion beziiglich des Grenziibergangs v — 0 in Kapitel 5.1 zeigt, verliert hier
einerseits die analytische Losung ihre Giiltigkeit und andererseits stoht die Numerik an

ihre Grenzen. FEine genauere Untersuchung dieses Grenzfalles wurde im Rahmen dieser
Arbeit nicht durchgefiihrt.

Im betrachteten Bereich ist zu erkennen, dass fiir kleine Werte von ~ stets K7 > K7 gilt, fiir
a/E =107° und 107 jedoch nur marginal. Dagegen ergeben sich fiir sehr groRe v kleinere
Spannungsintensititen als klassisch. Dazwischen liegt ein breiter Ubergangshereich, in

dem zu jedem Verhéltnis o/ E ein bestimmter Wert von ~ existiert, der den klassischen

K-Faktor liefert.

Auch bei den Spannungsintensititsfaktoren kann im Rahmen der numerischen Genauig-
keit kein Unterschied zwischen den Ergebnissen der Elementtypen mit unterschiedlichem
Rotationsansatz festgestellt werden. Der Vergleich der verschiedenen Integrationen zeigt,
dass die Elemente vollstandiger Integration bis zu einem Wert von o/ E = 1 um maxi-
mal 1% niedrigere Werte ergeben, wahrend diese Abweichung fiir groferes o bis zu 6%
betragt. Trotz der guten Ubereinstimmung des Spannungsexponenten in diesem Bereich
wirken sich somit die Fehler bei Berechnung der Schubspannungen negativ auf die Be-

stimmung von K aus.

Die Berechnung des Intensitdtsfaktors I; der Momentenspannungen wird mit Hilfe von
Gleichung (5.6) durchgefiithrt. Die Auswertung verlauft dabei analog zu derjenigen von
K. Die Abhéngigkeit von o ist Abbildung 5.14 zu entnehmen. Wie zu erkennen ist, gilt
prinzipiell L; < 0. Wie bei den Kraftspannungen macht sich der Einfluss des Kopplungs-
parameters a erst ab a/E > 1072 bemerkbar und nach einem Ubergangsbereich, in dem
der Betrag von L monoton zunimmt, stellt sich bei o/ F > 10 der Grenzwert der Couple—
Stress—Theorie ein. Einen dhnlichen Verlauf liefert die Variation des Materialparameters
v (siehe Abb. 5.15). Auf Grund des Materialgesetzes (2.111) verschwinden bei vy — 0 die
Momentenspannungen und damit auch Lj. Fiir sehr hohe + hingegen, fithren schon ge-
ringe Rotationsgradienten zu hohen Momentenspannungen, die ihrerseits der Verdrehung

benachbarter Punkte entgegenwirken.
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5.2.3 Ergebnisse zu Mode II

Spannungsexponent und Winkelabhangigkeit

Die Bestimmung des Spannungsexponenten Kj; wird iiber die Spannungskomponente T,
mit Hilfe von Gleichung (5.5) durchgefiihrt. Die erzielten Ergebnisse bestatigen im We-
sentlichen die bereits fiir Mode T gemachten Aussagen. Fiir die Elemente mit vollstandiger
Integration gilt es zu beachten, dass die im vorigen Abschnitt erwdhnten Schwierigkeiten
bei Bestimmung der Schubspannungen ebenfalls im Mode 1T auftreten und dazu fiithren,
dass eine sinnvolle Auswertung der Komponente T,y nicht mehr gewdhrleistet ist. Die
Momentenspannungen sind fiir » — 0 nicht singulér , sondern werden durch den konstan-
ten Term bestimmt. Wie Abbildung 5.16 zeigt, wird dies durch die FE-Resultate gut

wiedergegeben.

Abbildung 5.16: FE-Ergebnis der Momentenspannung M., (6 = 0) fiir r — 0

Die Winkelfunktionen der Kraftspannungen fiir Mode II folgen direkt aus Gleichung (4.90)
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unter Beriicksichtigung von (4.80) und (3.42):

f7(0) sin & [144C — (3 +40) sin?¢]
Ty | 1 | cos L1 4+4C — (3 4+4C)sin!] 50)
(0 L+4C | cos &1 —4C — (3 4 4C) sinL] -
75(0) —(3+4C) cos?Ssin &

Wie bei Mode T pragt der in Abbildung 5.5 dargestellte Faktor €' entscheidend die Gestalt
der Funktionen. Diese sind den Graphen 5.17-5.20 fiir die Werte a/E = 0 und 1/10,
C' =1/4 sowie o/ E = 1000 zu entnehmen. Die iiber K (siche Kapitel 5.2.3) normierten
FE-Ergebnisse, die mit dem Element U36 und 4 = 10* N berechnet wurden, decken sich

wiederum sehr gut mit den analytischen Funktionen.

Aus Gleichung (5.9) ergeben sich bei beliebigem o und 0 < 6 < 2 arcsin \/3513352’1;;_2;2)

positive Kraftspannungen T,, sowie T,y , wobei fiir die Diskussion ein positiver Kp—

Faktor vorausgesetzt sei. Im Falle o # 0 sind die Schubspannungen Tj,(0 < 0 < 7) stets

E+2a(3+v—2v2)
E—2a(1-v—2v2)

gilt. Erreicht a diesen Wert, so ergeben sich im betrachteten Bereich

kleiner als T,g. Ty, bleibt fiir 0 < § < 2arcsin positiv, wenn C' < 1/4

bzw. a < m
wie bei Mode I gewisse Symmetrien beziiglich § = =/2. Ty und Ty, sind achsensym-
metrisch zueinander und T,, und 7,4 besitzen eine wechselseitige Punktsymmetrie. Fiir
entsprechende negative Winkel ist die Art der Symmetrie wieder vertauscht. Dieser spezi-
elle Fall fithrt mit Ausnahme von 7,4 zum Verschwinden aller Spannungen bei § = 0. Bei

noch hoheren Werten von « treten dort schlieklich negative Schubspannungen Ty, auf.

Die beiden Winkelfunktionen cosf und —siné fiir die Momentenspannungen M., und
M4 konnen durch die FE-Werte, die mit Hilfe von [ (vergleiche Kapitel 5.2.3) normiert
werden, ebenfalls gut reproduziert werden. Der Vergleich der verschiedenen Elementtypen
ergibt beziiglich der Winkelabhangigkeit sowohl fiir die Kraft— als auch Momentenspan-

nungen dieselben Beobachtungen wie bei Mode 1.
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Abbildung 5.17: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.9) mit den FE-Ergebnissen

der Elemente reduzierter Integration fiir o/ F' = 0
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Abbildung 5.18: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.9) mit den FE-Ergebnissen

der Elemente reduzierter Integration fiir o/ £ = 0, 1
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Abbildung 5.19: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.9) mit den FE-Ergebnissen
der Elemente reduzierter Integration fiir o« / £ = 0,9615 (entspricht C' = 1/4)
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Abbildung 5.20: Vergleich der analytischen Winkelfunktionen (5.9) mit den FE-Ergebnissen
der Elemente reduzierter Integration fiir oo/ ' = 1000
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Spannungsintensititsfaktoren Ky und I

Aus Gleichung (5.5) wird fiir fest vorgegebenen Spannungsexponent p = —1/2 der Span-
nungsintensititsfaktors K7 und dessen Abhingigkeit von a und 4 bestimmt. Aus der
FE-Analyse resultiert im klassischen Fall der Wert K = 202, 8 MPa mm'/2. Die Berech-
nung mit Hilfe der in Tada [108, S. 2.29] angegebenen Formel liefert K = 199,3 MPa

1/2

mm'/?. Dies entspricht einer Abweichung von rund 1,8%, was im Bereich der zu erwar-

tenden Genauigkeit liegt.

In den Abbildungen 5.21 und 5.22 ist die Abhéangigkeit des Intensititsfaktors K von den
Materialparametern o und « fiir das Element U36 dargestellt. Wie der Vergleich mit den
Abbildungen 5.12 und 5.13 zeigt, haben die Kurven im Wesentlichen denselben Verlauf wie
bei Mode 1. Unterschiede zeigen sich jedoch in der Spreizung des Wertebereichs. Fiir sehr
grofe av und 7 sind bei Mode 1 bzw. IT die Verhéaltnisse zu den entsprechenden klassischen
K-Faktoren nahezu identisch. Tm Gegensatz dazu, zeigt Ky fiir kleine 5 eine deutlich

héhere Abweichung von Kpp, die fiir o/ F > 107" niherungsweise doppelt so groR ist wie
die vergleichbaren Werte bei Mode 1.

Wie bei den restlichen Grofen zuvor zeigen die Spannungsintensitatsfaktoren bei Mode 11
keinen entscheidenden Unterschied zwischen linearem und quadratischem Ansatz fiir die
Rotation. Die Elemente mit vollsténdiger Integration ergeben im Vergleich zur reduzierten
wiederum um rund 1% kleinere Werte. Dies gilt nur fiir & < 100 GPa, da ansonsten auf
Grund der erwihnten numerischen Schwierigkeiten die Bestimmung von K bei U34 und

U34 nicht mehr sinnvoll ist.

Der Intensitatsfaktor ;7 der Momentenspannungen ergibt sich aus dem fiir r — 0 kon-
stanten Anteil in Gleichung (4.91). Zu seiner Bestimmung wird bei der Auswertung der
FE-Ergebnisse die Momentenspannung M., an zehn Knoten im nahezu konstanten Be-
reich bei 3,7-107 % mm < r < 2,5-107" mm und # = 0 ermittelt (vergleiche Abb. 5.16) und
aus diesen Werten das arithmetische Mittel gebildet. Wie den Abbildungen 5.23 und 5.24
zu entnehmen ist, ergeben sich dhnliche Kurven wie beim Intensitatsfaktor Lj, obwohl
dieser zum singuldren Term gehort. Auffalligster Unterschied ist die Tatsache, dass fiir

kleine 4 im betrachteten Bereich [;; noch deutlich von Null verschieden ist.

Auf Grund der bisher gesammelten Erfahrungen kann festgestellt werden, dass die An-
satzfunktion der Rotation keinen signifikanten Einfluss auf die betrachteten Gréofen des
Risses in homogenem Material hat. Dagegen zeigt sich deutlich, dass die Elemente voll-

standiger Integration zur Berechnung fiir Verhéltnisse von a/F > 1 nicht mehr geeignet
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sind. Fiir alle folgenden Betrachtungen wird das Element U36 mit linearem Rotationsan-
satz ausgewdhlt. Im Vergleich zum Element U36 erfordert es einerseits auf Grund seiner
geringeren Anzahl an Freiheitsgraden weniger Rechenzeit und es hat sich andererseits in

extremen Féallen als numerisch stabiler erwiesen.
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Abbildung 5.21: Abhangigkeit des Kraftspannungsintensitatsfaktors A7y vom Materialparame-
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Abbildung 5.22: Abhangigkeit des Kraftspannungsintensitatsfaktors A7y vom Materialparame-
ter ~
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Abbildung 5.23: Abhangigkeit des Momentenspannungsintensitatsfaktors /;; vom Materialpa-
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5.3 Riss in Zweistoffverbund

Im Folgenden wird ein Zweistoffverbund untersucht, der einen Riss parallel zur Grenz-
schicht der beiden Materialien aufweist. Zum einen wird wie zuvor die Abhéngigkeit der
Spannungsintensitdtsfaktoren bei Variation der Materialparameter studiert. Das eigentli-
che Interesse gilt jedoch der Untersuchung des Einflusses von geometrischen Abmessungen
des Bauteils. Die wesentliche Grofe bei diesem Beispiel ist der Abstand des Risses vom
Materialiibergang. Bei dessen Variation ist mit einer Abweichung vom klassischen Ver-
halten zu rechnen, da die mikropolare Theorie eine inharente Langenabhéingigkeit besitzt
(siehe Kapitel 5.1) und geometrische Grofen diesbeziiglich charakteristische Langen dar-
stellen kénnen. Dieser mégliche Einfluss wird anhand der beiden Intensititsfaktoren A7

und R’H untersucht.

Eine schematische Skizze des Rissproblems ist Abbildung 5.25 zu entnehmen. Die zugeho-
rigen FE-Modelle haben die Breite W = 10 mm und jede Materialschicht eine konstante
Héhe von H = 10mm. Wéhrend die Rissldange stets @ = 1 mm betrigt, wird der Abstand

A I P I A
Material 2 H
‘:y
d]| e 1
a X H
Material 1
r e 5 3+
1< W =1

Abbildung 5.25: Schematische Darstellung des Risses im Zweistoffverbund

d des Risses vom Materialiibergang verdndert. Abbildung 5.26 zeigt das FE-Modell fiir
d = 0,2mm. Ahnliche Netze wurden fiir die Werte d = 11—0, %, 1 und 2mm erzeugt, wobei
die Anzahl der verwendeten Elemente zwischen 1506 und 1816 liegt. Die Vernetzung der

Rissspitze ist identisch zum Riss in homogenem Material (siche Kapitel 5.2.1 und Abb. 5.4

b)).
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Abbildung 5.26: Netz des Risses im Zweistoffverbund mit d = 0,2 mm (links: gesamtes Netz,

rechts: Vernetzung der Risszone)

Die klassischen Materialparameter £/ und v werden fiir beide Materialien fest vorgegeben.
Der Riss befindet sich im weicheren Werkstoff, dem FE; = 100 GPa zugewiesen wird. Das
andere Material erhilt den vierfachen Wert des Elastizitatsmoduls, also Fy; = 400 GPa.
Die Querkontraktionszahlen vy = v, = 0,3 werden fiir beide gleich gewdhlt. Um die
Anzahl der zu variierenden Parameter zu reduzieren, sei des Weiteren vorausgesetzt, dass
g = 79 = 0 gelte, sich der obere Werkstoff also klassisch verhalte. Fiir den Parameter ay
werden drei Werte festgelegt, die den Beginn der mikropolaren Effekte, den Ubergangs-
bereich und den Grenzfall der Couple-Stress—Theorie erfassen sollen. Hierfiir werden die
Verhaltnisse oy /Ey = llﬁ, 1 und 100 ausgewéhlt. Der Materialparameter vy nimmt im
Folgenden die Werte 10, 102, 10° und 107 N an. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass
prinzipiell 6 = 0 gilt.

Auf Grund der unterschiedlichen Materialien erfahrt der Riss bei einer aufseren Zugbela-
stung eine mehrmodale Beanspruchung. Deshalb wird die Last nicht auf die Rissflanken
aufgebracht, sondern die Randbedingungen wie folgt formuliert. Als Verschiebungsrand-

bedingungen wird
uy(y =d—10mm) =0 ; Uy(y =d—=10mm, 2 = —1mm) =0 (5.10)

vorgegeben (vergleiche Abb. 5.25), d. h. die untere Kante wird in y-Richtung festgehalten
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10 10° 10° 107

1/100 || 1,009 | 1,002 | 0,977 | 0,967

a/E 1 | 1,207 | 1,171 | 0,968 | 0,866

100 | 1,261 | 1,220 | 0,986 | 0,872

Tabelle 5.1: Grenzwert K3°/ K7 des Quotienten K/ K fiir d — oo

und ihr linker Randknoten zusétzlich in z-Richtung. Die Zugbelastung in Hohe von P =
100 MPa wird auf die gegeniiberliegende Kante in y-Richtung aufgebracht. Die spezielle
Art der Rissspitzenvernetzung (vergleiche Kapitel 5.2.1) erfordert zusatzliche, dass alle
Knoten bei r = 0 dieselbe Verschiebung und Rotation auszufithren haben. Mit Ausnahme
dieser Zwangsbedingung an der Rissspitze werden fiir die Rotationsfreiheitsgrade keine

Einschrankungen vorgenommen.

Die Bestimmung von K; und Ky fiir den Zweistoffverbund erfolgt analog zum Riss in
homogenem Material (siehe Kapitel 5.2.1). In den Abbildungen 5.27-5.29 ist Ky fiir die
drei verschiedenen Werte von « dargestellt. Der linke Graph zeigt jeweils die Normierung
auf den klassischen Wert fiir das jeweilige Verhaltnis d/a. Hieraus wird die Abweichung
von K7 zu K7 ersichtlich, wobei zu beachten ist, dass diese schon im homogenen Material
von Null verschieden ist (siehe Kapitel 5.2). Deshalb hat jede einzelne Kurve fiir d — oo
einen anderen Grenzwert, der Tabelle 5.1 entnommen werden kann. Die Werte R’}X’ und
K7, die sich aus K7 und K fiir d — oo ergeben, werden dabei aus dem entsprechenden
Modell fiir homogenes Material 1 bestimmt. In der zweiten Darstellung auf der rechten
Seite wird durch Division mit dem entsprechenden R’}X’ erreicht, dass fiir d — oo alle
Kurven gegen den Grenzwert 1 laufen, wodurch der Einfluss des Geometrieparameters d

sichtbar wird. Hierbei wird zum Vergleich die klassische Kurve fiir & = 0 dargestellt.

Wie anhand von Abbildung 5.27 zu erkennen ist, liegen die Unterschiede zwischen K7
und K7 bei ay/E; = 1/100 in der Grokenordnung von 1%. Somit konnen die bisherigen
Erkenntnisse, dass die Effekte der mikropolaren Theorie bei diesem Materialparameter-
verhéltnis nur schwach in Erscheinung treten, bestétigt werden. Bei allen Kurven steigt
das Verhiltnis K;/K7 fiir abnehmendes d/a an, was fiir vy = 10N allerdings nur schwach

beobachtet werden kann. Aufierdem liegen alle Werte hoher als ihr Grenzwert bei d — oo
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Abbildung 5.27: Spannungsintensititsfaktor K im Verhaltnis zum entsprechenden klassischen
Wert K; bzw. zum Wert K% fiir d = oo (klassisch: a3 = 41 = 0) in
Abhangigkeit von d/a

(vergleiche Tabelle 5.1). Da Letzterer grofer oder kleiner als Eins sein kann, kommt es
entweder zu einer Vergroherung oder Verkleinerung der Abweichung zu K7. Dem rechten
Schaubild ist zu entnehmen, dass bei Verringerung von d der Spannungsintensitétsfaktor
K fiir alle Werte von ~ wie im klassischen Fall stetig abnimmt. Dabei ist die klassi-
sche Kurve mit derjenigen fiir ¥ = 10N nahezu identisch und die Anderung von K; im

Vergleich zu R’}X’ wird mit steigendem ~ geringer.

Bei ay/Ey = 1 (siehe Abbildung 5.28 links) sind die Kurven fiir v = 10, 10> und 10° N
beziiglich des Verlaufs sowie der Lage zu ihrem Grenzwert K3°/K3° mit denjenigen aus
Abbildung 5.27 vergleichbar, wobei die dargestellten Werte wesentlich hoher liegen und
eine deutlich grokere Streuung aufweisen. Die Vergrokerung des K /K r—Verhiltnisses
bei kleinem d/a fiihrt bei v = 10° N dazu, dass im Gegensatz zum homogenen Material
R’I/KI > 1 gilt. Fin ginzlich anderes Verhalten zeigt die Kurve des Wertes v = 10"N. Fiir
kleiner werdendes d/a liefert sie im betrachteten Bereich eine Abnahme von K7/ K;. Wie
der Vergleich mit Tabelle 5.1 zeigt, wird dabei der Grenzwert R’}X’/K}X’ in der Umgebung
von d/a = 0,2 unterschritten. Daraus kann gefolgert werden, dass die Kurve insgesamt

nicht monoton verlauft und ein Maximum besitzt. Im rechten Schaubild kann ein sehr
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uneinheitliches Verhalten fiir die verschiedenen Werte von 4 beobachtet werden, fiir dessen

genauere Interpretation eine Vergroferung des betrachteten d/a—Bereiches sinnvoll wire.

Qualitativ nahezu identische Ergebnisse ergeben sich fiir ay/Fy = 100 (siehe Abbildung
5.29 ). Die beobachteten Abweichungen von Krzu K7 bzw. R’}X’ nehmen dabei allerdings
nochmals zu. Dies liegt zum einen an den unterschiedlichen Grenzwerten fiir d — oo

(vergleiche Tabelle 5.1) und zum anderen am grokeren Einfluss des Geometrieparameters

d.

Die Abbildungen 5.30-5.32 zeigen die Ergebnisse fiir den Mode-II-Anteil. Analog zu
Mode I wird links das Verhéltnis zum klassischen Wert K dargestellt. Da der Grenzwert
von K fiir d — oo verschwindet, wird im rechten Schaubild alternativ das Verhéltnis
KII/KI der Anteile der beiden Moden zueinander abbgebildet.

Obwohl bei oy / Ey = 1/100 die beobachteten Abweichungen bedeutend kleiner sind als bei
a1/ FE; = 1 bzw. 100, zeigt sich anhand des rechten Schaubildes bereits der Trend, dass
der Einfluss der mikropolaren Theorie den Mode-TI-Anteil verringert. Die Momenten-
spannungen wirken den im klassischen vorhandenen Schubspannungen am Riss entgegen
und, wie die negativen Werte zeigen, kommt es sogar zur Umkehrung der Belastung. Die
Verkleinerung des Abstandes d ergibt fiir ¥ = 10 N unabhéngig von « fast keinen Einfluss
auf das Verhaltnis RII/](II und der Mode-II-Anteil nimm¢t in ahnlichem Make zu wie im
klassischen Fall. Die Werte von RII/](II liegen dabei fiir jeden Wert von «y/FE; in Nahe
des Resultats, das fiir homogenes Material bestimmt wird (sieche Abbildung 5.21).

Die Werte ay/FE; = 1 und 100 liefern wiederum nahezu denselben Verlauf der einzelnen
Kurven bei unterschiedlichem Wertebereich . Aufféllig ist, dass im gesamten Bereich der
Mode-TT-Anteil fiir ¥ = 10* nahezu verschwindet. Fiir groReres v weist die Abweichung
von Ky zu Ky ein Minimum auf und die dargestellten Ergebnisse liegen vollstandig
im negativen Bereich. Das Kj/K;—Verhiltnis hingegen zeigt mit kleiner werdendem d
einen monoton fallenden Verlauf, der Ky betragsmikig bis an die Grokenordnung von K7

anwachsen lésst.
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Abbildung 5.30: Spannungsintensitatsfaktor Ay im Verhaltnis zum entsprechenden klassischen

Wert K7 bzw. zu K; (klassisch: oy = 41 = 0) in Abhangigkeit von d/a
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Abbildung 5.31: Spannungsintensitatsfaktor Ky im Verhaltnis zum entsprechenden klassischen

Wert K bzw. zu K (klassisch: oy = 41 = 0) in Abhangigkeit von d/a
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Abbildung 5.32: Spannungsintensitatsfaktor Ky im Verhaltnis zum entsprechenden klassischen

Wert K bzw. zu K (klassisch: oy = 41 = 0) in Abhangigkeit von d/a
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5.4 Riss in diinner Schicht

Abschliefiend erfolgt die Betrachtung eines sich unter Zughelastung befindlichen Risses in
einer diinnen Schicht, die sich auf einem wesentlich dickeren Substrat befindet. Wie in
Abbildung 5.33 skizziert, verlauft der Riss senkrecht zum Materialiibergang und befindet
sich vollstdndig im Schichtmaterial. Bei einer konstanten Schichtdicke ¢ = 0,1 mm wird
durch Variation der Risslange @ wiederum die Abhéngigkeit des Spannungsintensitatsfak-
tors vom Verhéltnis d/a untersucht, wobei d den Abstand zwischen der Rissspitze und

dem Materialiibergang darstellt.

Symmetrie- y
linie \ !
— 2H
< ;}4 X
a d
Material 2
Material 1 v

Abbildung 5.33: Schematische Darstellung des Risses in einer diinnen Schicht

Auf Grund der Annahme, dass sich der Riss in der Mitte des Bauteils befinde, ergibt sich
bei Zug eine reine Mode-I-Belastung, und durch Beriicksichtigung von Symmetrierandbe-
dingungen in der Rissebene reicht es aus, nur eine Hélfte zu modellieren. Abbildung 5.34
zeigt das FE-Modell fiir d/a = i, was einer Risslange von ¢ = 80 pm entspricht. Sowohl
die Dicke W des Substrates als auch die Héhe H des Modells betragen 10 mm. Mit densel-

1

ben geometrischen Abmessungen wurden aukerdem FE-Modelle fiir die Werte d/a = 3,

2, 2 und 2 erstellt. Zur Vernetzung wurden wegen der Verfeinerung in Richtung der

Schicht insgesamt 2678 Elemente verwendet.

Fiir das Material des Substrates sei ein Verhalten gemafs der klassischen Elastizitat vor-

ausgesetzt. Deshalb werden ihm F, = 100 GPa und v, = 0,3 zugewiesen, wahrend alle
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Abbildung 5.34: Netz des Risses im Zweistoffverbund mit d = 0,2 mm (links: gesamtes Netz,

rechts: Vernetzung der Risszone)

anderen Materialparameter gleich Null gesetzt werden. Die diinne Schicht erhalt einen
E-Modul von F; = 400 GPa, so dass sich im Gegensatz zum vorigen Beispiel der Riss nun
im steiferen Material befindet. Fiir die Querkontraktionszahl gilt vy = v5. Die Werte von
a; = 1, 100 und 10* GPa sowie v, = 10, 103, 10° und 10" N werden wie zuvor gewihlt,

wodurch sich die Verhéltnisse aq/Fy = 41%, i und 25 ergeben.

Wie beim homogenen Riss werden bei Formulierung der Randbedingungen die Knoten an

der Rissspitze in x— und y—Richtung festgehalten:
Ur(x=y=0)=u,(r=y=0)=0 . (5.11)

Die Zuglast von P = 100 MPa wird auf die untere Kante bei y = —10 mm aufgebracht.
Da nur die untere Hélfte des Bauteils modelliert wird, werden des Weiteren die Symme-

trierandbedingungen
uy(z >0,y =0)=0 , w.(x>0,y=0)=0 (5.12)
benotigt (vergleiche Kapitel 4.2).

In Abhangigkeit von d/a zeigen die Abbildungen 5.35-5.37 jeweils das Verhaltnis des

Spannungsintensitatsfaktors K7 zum klassischen Wert K fiir dieselbe Geometrie sowie
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den Absolutwert K;. Wie zu erkennen ist, steigt letzterer bei allen betrachteten Ma-
terialparameterkombinationen fiir abnehmendes d/a an. FEinen nahezu konstanten Ver-
lauf mit leichten Abweichungen bei kleinerem d/a weisen die Ergebnisse von K;/K; fiir
~ = 10N auf. Deren Héhe liegt dabei in allen drei Schaubildern nahe dem jeweiligen
Wert fiir homogenes Material (vergleiche Abb. 5.13), so dass angenommen werden kann,
dass die Resultate wesentlich durch die Abhangigkeit von den Materialparametern be-
stimmt werden. Deutlicher wird der Einfluss der geometrischen Abmessungen erst bei
den grokeren Werten von v. Dabei durchlaufen die Kurven bei Verkleinerung von d/a
zundchst ein Minimum und anschlieffend folgt ein deutlicher Anstieg. Dieses Verhalten
ist bei ay/F; = 1/400 am starksten ausgepragt, jedoch liegen die Werte, wie erwartet,
insgesamt viel enger beieinander als bei den anderen «y/FE;—Verhaltnissen. Entgegen den
bisherigen Erkenntnissen gilt bei diesem Beispiel fiir 4y = 10° N fast immer R’I/KI <1
und die Kurven fiir 44 = 10° N und 107 N sind nahezu identisch.
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Abbildung 5.35: Spannungsintensititsfaktor K im Verhiltnis zum entsprechenden klassischen
Wert K; bzw. Absolutwert von K7 (klassisch: oy = 41 = 0) in Abhangigkeit

von d/a
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Abbildung 5.36: Spannungsintensititsfaktor K im Verhaltnis zum entsprechenden klassischen
Wert K; bzw. Absolutwert von K (klassisch: oy = 41 = 0) in Abhangigkeit
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Abbildung 5.37: Spannungsintensitatsfaktor K7 im Verhaltnis zum entsprechenden klassischen
Wert K; bzw. Absolutwert von K7 (klassisch: oy = 41 = 0) in Abhangigkeit

von d/a
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5.5 Abschlielende Bemerkungen

Wie die FE-Analysen zeigen, konnen fiir den Riss in homogenem Material die Effekte
der mikropolaren Theorie erst ab einem Verhéaltnis von o/ E > 107 beobachtet werden.
Unabhéngig von der Wahl des Materialparameters v erfahren alle Intensitéatsfaktoren nur
zwischen 107> < o/ E < 10 eine wesentliche Verdnderung. Dieser Ubergangsbereich zum
Grenzwert der Couple—Stress—Theorie stimmt gut mit dem Intervall iiberein, in dem der
Faktor C' aus Gleichung (5.8) eine Anderung des Verlaufs der Winkelfunktionen bewirkt
(vergleiche Abb. 5.5).

Sowohl bei der Analyse des Zweistoffverbundes als auch des Risses in der diinnen Schicht
kann eine Abhéngigkeit von der charakteristischen Geometriegrofe d/a aufgezeigt werden,
die im Vergleich zum Verhalten des entsprechenden klassischen Mediums teilweise deutlich
verschieden ist. Diese Abweichungen weisen kein einheitliches Verhalten auf, sondern

unterscheidet sich je nach Wahl der Materialparameter.

Da sich alle dargestellten Effekte und Abweichungen vom klassischen Ergebnis aus rein
theoretischen Betrachtungen ergeben und die Materialparameter dabei um mehrere Gro-
fenordnungen variiert werden, kann keine abschliefende Aussage iiber die praktische Be-
deutung dieser Phinomene gemacht werden. Hierzu bedarf es genauerer Kenntnisse {iber

die Werte der mikropolaren Materialparameter.
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Kapitel 6
Zusammenfassung

Die Untersuchungen dieser Arbeit basieren auf der linearen Theorie des elastischen mi-
kropolaren Kontinuums. Es zeichnet sich dadurch aus, dass jedem materiellen Punkt
neben Verschiebungs- auch Rotationsfreiheitsgrade zugeordnet sind. Dies hat das Auf-
treten von Momentenspannungen zur Folge und deren Einfluss auf die Drehimpulsbilanz
bewirkt fiir die Kraftspannungen den Verlust ihrer Symmetrieeigenschaft. Bei isotro-
pem Material wird in den konstitutiven Gleichungen der Kraftspannungen zusétzlich zu
den Lamé’schen Konstanten ein Materialparameter benétigt, der die Kopplung des anti-
symmetrischen Teils der Dehnung und der Spannung vermittelt. Das Materialgesetz der

Momentenspannungen enthéilt ebenfalls drei Parameter.

Nach ausfiihrlicher Darstellung der Theorie des mikropolaren Kontinuums, konnte aus der
schwachen Form mit Hilfe des Galerkin—Verfahrens eine Finite-Elemente—Formulierung
erstellt werden. Thre Implementierung in den kommerziellen FE-Code ABAQUS er-
folgte durch benutzereigene Elemente. Sowohl fiir dreidimensionale Analysen als auch
fiir den ebenen Spannungs- bzw. Dehnungszustand wurden verschiedene Elementtypen
bereitgestellt. Wéhrend alle Flemente mit Formfunktionen gleicher Ordnung fiir die
Verschiebungs- bzw. Rotationsfreiheitsgrade zur Verfiigung stehen, wurden im zweidi-
mensionalen Fall ebenfalls Elemente realisiert, deren Rotationsansatz im Vergleich zur

Verschiebung um eine Ordnung niedriger ist.

Hauptziel der Arbeit war die Untersuchung verschiedener Rissprobleme. Durch eine Ver-
allgemeinerung der von Williams eingefiithrten Methode zur Bestimmung der Rissspitzen-
nahfelder konnte eine analytische Losung fiir den singuldaren und konstanten Term bei
Mode-I- und Mode-1T-Belastung bestimmt werden. Es zeigte sich, dass bei den Kraft-

spannungen die Singularitdtsordnung der mikropolaren Theorie mit der klassischen {iber-
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einstimmt. Die Momentenspannungen weisen bei Mode T ebenfalls denselben Spannungs-
exponenten auf. Im Falle einer reinen Mode-TI-Beanspruchung hingegen sind sie nicht
singuldr, sondern werden an der Rissspitze durch den konstanten Term bestimmt. Fiir
die Winkelfunktionen ergibt sich im Gegensatz zum klassischen Resultat eine Abhangig-

keit von den Parametern des Materialgesetzes der Kraftspannungen.

Mit Hilfe der Methode der finiten Elemente wurde zunéchst das Verhalten eines Risses
in homogenem Material unter Mode-I- bzw. Mode-1T-Belastung untersucht. Anhand der
analytischen Losung konnte die Implementierung der Elemente verifiziert werden. Der
Vergleich der einzelnen Elementtypen zeigte, dass die unterschiedlichen Ansatzfunktio-
nen fiir die Rotation keinen signifikanten Einfluss haben. Bei Unterscheidung zwischen
vollstdndiger und reduzierter Integration erwiesen sich die Elemente mit reduzierter Inte-

gration als numerisch wesentlich stabiler.

In Abhéngigkeit von den Materialparametern erfolgte sowohl fiir die Kraft- als auch fiir die
Momentenspannungen die Bestimmung der Intensitiatsfaktoren. Die Variation des zusétz-
lichen mikropolaren Materialkennwertes des Kraftspannungsgesetzes liefert als Grenzfall
fiir sehr kleine bzw. groke Werte die Ergebnisse der klassischen bzw. der Couple-Stress—
Theorie. Deren Lage zueinander wird von den Parametern der konstitutiven Gleichungen
fiir die Momentenspannungen bestimmt. Nur wenn deren Werte hoch sind, ergibt sich
eine Verringerung der Kraftspannungsintensitétsfaktoren im Vergleich zum klassischen
Resultat. Kleine Parameterwerte fiihren hingegen zu einer deutlichen Erhéhung. Wie
die Untersuchungen auch zeigten, ist der Einfluss der verschiedenen Materialkennwerte
qualitativ nahezu unabhéingig vom betrachteten Mode. Diese Aussage gilt sowohl fiir die

Intensitatsfaktoren der Kraft- als auch der Momentenspannungen.

Abschlieflend wurde der Einfluss von geometrischen Bauteilabmessungen auf die Kraft-
spannungsintensititsfaktoren untersucht. Finerseits geschah dies anhand eines Zweistoff-
verbundes mit einem Riss parallel zur Grenzschicht, wobei dessen Abstand zum Mate-
rialiibergang bei konstant gehaltener Risslange variiert wurde. Des Weiteren wurde ein
Schicht—Substrat—Verbund betrachtet, der einen Riss senkrecht zur Oberfliche der diin-
nen Schicht aufweist. Hier wurde die Rissldnge und somit der Abstand der Rissspitze
zur Grenzschicht verédndert. Bei Variation der genannten Geometriegrofen konnte ein
Verhalten beobachtet werden, das teilweise deutlich von den Resultaten der klassischen
Elastizitdtstheorie abweicht. Allerdings hangt der zu beobachtende Effekt in Art und

Grofe sehr von der Wahl der Materialparametern ab.

In der Vergangenheit blieben bruchmechanische Probleme im Rahmen der verallgemeiner-
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ten Kontinua nahezu unberiicksichtigt. Aus diesem Grund kann die vorliegende Arbeit
bei der Untersuchung grundlegender Aspekte nur einen ersten Schritt darstellen. Wie
bereits erwahnt, konnen keine Aussagen iiber die Signifikanz der aus rein theoretischen
Betrachtungen abgeleiteten Phinomene gemacht werden. Dafiir bedarf es entsprechender

experimenteller Untersuchungen, die bislang nicht durchgefiithrt wurden.

106



Anhang A

Zur Theorie des mikropolaren

Kontinuums

A.1 Kinetische Energie durch Rotation des Mikrokon-

tinuums

In diesem Abschnitt soll die Giiltigkeit der Gleichung

d 1 N

/d’-updvzﬁ§/w-®wpdv (A1)
Rt Rt

bewiesen werden. Ausgehend von der rechten Seite ergibt sich mit Hilfe der Definition

(2.51) zunachst

w - (:)w = @mmwkwk — @klwkwl . (AQ)

Die materielle Zeitableitung liefert unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Tragheits-

tensors @

d . . .
E <L«J . @w) = @mmwkwk + 2®mmwkwk — @klwkwl — 2®klu}kwl . (A?))

Fiir O folgt aus den Gleichungen (2.38) und (2.16)

O = / (Ul + E0En) dimnr = QO + 0Ok (A.4)
M
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Hiermit gilt fiir die Spur von @
O=20-0=0 (A.5)

da das innere Produkt eines symmetrischen mit einem antisymmetrischen Tensor iden-
tisch verschwindet. Der dritte Term in Gleichung (A.3) kann mit (A.4), (2.22) und den

Symmetrien von € und @ folgendermafen umgeformt werden:
@klwkwl = Qkawk®mlwl = 20w -Ow = -2 (L«J X w) - Ow =0 (A6)

Durch Zusammenfassen dieser Ergebnisse kann die rechte Seite von (A.1) als
d 1 - . .
3 w-Owpdv = | (Opnwrwr — Opwiw;) pdv (A7)

Rt Rt

dargestellt werden.

Andererseits folgt mit der Definition von & (2.40) und Benutzung des axialen Vektors w

gemaf (2.22)

orpdv = ey, / iCminnlm dMar = €ij1eminwnOim = Oppmwr — Oy . (AL8)
M

Die Zeitableitung hiervon ergibt zusammen mit Gleichung (A.5)

é‘kp dv = @mmwk - @mtdz - @ikwi . (Ag)

Somit erhdlt man schlieflich fiir die linke Seite von Gleichung (A.1)

/0’ Wwp dv = /(@mmwkwk — ®2kw2wk) pdv N (AlO)

Rt Rt

wobei Gleichung (A.6) zu benutzen ist.

Mit (A.7) und (A.10) ist damit die Giiltigkeit von Gleichung (A.1) bewiesen.

A.2 Prinzip der materiellen Objektivitat

Das Prinzip der materiellen Objektivitat besagt in seiner aktiven Formulierung, dass die
konstitutiven Gleichungen unabhéngig von iiberlagerten Starrkérperbewegungen sind [8,

S. 139]. Hierzu werden zwei Bewegungen x(X, ) und x*(X,#*) betrachtet, die durch

x*=Q(t)x+c(t), Q"=Q"', t*=t—a (a=const.) (A.11)
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miteinander verkniipft sind. Da der orthogonale Tensor Q eine Rotation und ¢ eine
Translation des Korpers beschreibt, unterscheiden sich die Bewegungen nur durch eine
Starrkorperbewegung. Fiir die spezifische freie Energiefunktion des elastischen, mikropo-

laren Kontinuums (2.69) und den Deformationsgradienten muss gelten:
W = (F*, R%,, Grad R%,) = ) (F, Ry, Grad Ry) = ¢, F*=QF . (A.12)
Des Weiteren wird angenommen, dass sich der Rotationstensor der Mikrostruktur gemafs
Ry, = QR (A.13)

transformiert. Da die Gleichungen (A.12) und (A.13) fiir beliebige Rotationstensoren Q

erfiillt sein miissen, gilt dies inshesondere auch fiir
Q=R" | (A.14)

wobei R den eigentlich orthogonalen Rotationstensor darstellt, der aus der polaren Zer-

legung des Deformationsgradienten [51, S. 17]
F-RU=VR (A.15)

folgt. Bei U bzw. V handelt es sich dabei um den rechten bzw. linken Strecktensor, die
beide symmetrisch und positiv definit sind. Schlieflich wird durch

C:=UU=F'F (A.16)

der rechte Cauchy—Green Tensor definiert. Durch Einsetzen von (A.14) — (A.16) in Glei-
chung (A.12) unter Beriicksichtigung von C = FTR/(FTRy/)T gilt fiir die freie Energie-

funktion

v = ¢ (U, U 'UR"Ry, U "UR" Grad Ry)
= ¢ (U, U'F"Ry, U"'F Crad Rys) = ¢ (C, F TRy, FTGrad Ray)

= ¢ (F"Ry,F'GradRy) . (A.17)

Somit ist die Abhangigkeit der spezifischen freien Energie auf die zwei unabhéngigen
Terme FTR ), und FTGrad Ry reduziert.
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A.3 Positive Definitheit der freien Energie

Aus der Tatsache, dass die spezifische freie Energie positiv definit ist [113, S. 153fT.]
>0 ) (A.18)

ergeben sich Restriktionen fiir die Materialparameter. Aus den Gleichungen (2.87), (2.91)
und (2.92) folgt

b = 21_p[A(SPG)Z-I-(;L—I-a)e-e-q-(M_Q)G.GT
+B8(Spr)’ +(v+ )k -k+(y—8)k-K"] _ (A.19)

Es gilt nun, die Tensoren € und & in unabhingige Anteile aufzuspalten. Allgemein kann
ein beliebiger Tensor P additiv in seinen symmetrischen Anteil Pg := % (P + PT) und
antisymmetrischen Anteil P4 := % (P — PT) zerlegt werden. Des Weiteren muss der Spu-
ranteil separiert werden. Dies geschieht durch die Zerlegung P = PX + PP in Kugelanteil
PX .= £(SpP)1 und Deviator PP =P — L(SpP)1. Da Sp P” = SpP,4 = 0 und damit
(PA)D =P, bow. (PS)K = PR gilt, kann P gemif P = (Ps)” + PX 4 P, aufgespalten

werden. Hieraus konnen die beiden inneren Produkte
P-P=(Ps)” (Ps)"+PX.PEyP,. P, | (A.20)
P-P’ = (Py)” - (Ps)" +PX . P —_P,.P, (A.21)

gebildet werden ((Ps)? - PX = (Ps)P - P, = PX . P4 = 0). Anwenden dieser Formeln

fiir € und & liefert zusammen mit Gleichung (A.19)
200 = (3A42u)e™ - €F + j(es)” - (es)” +aen-€a
+(38 4+ 27)k" - k"N 4y (ks)” - (k) +6K4- K4 . (A.22)

Da die einzelnen Summanden unabhingig voneinander sind, muss zur Erfilllung von

(A.18)

0<3\+2u , 0<u , 0<a , (A.23)
0<38+2y , 0<~y , 0<é (A.24)
gelten.
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Anhang B

Zur FE-Formulierung

B.1 Identitit der Losung der starken und schwachen

Formulierung

Es soll bewiesen werden, dass die Losung u; und ¢; der starken Formulierung auch Losung

der schwachen Formulierung ist und umgekehrt (vgl. hierzu Kapitel. 3.1).

Finerseits ergibt sich ausgehend von den Differentialgleichungen (3.5) und (3.6) durch
Multiplikation mit den Gewichtsfunktionen éu; bzw. é¢;, Integration iiber den betrachte-

ten Korper und Summation der beiden Gleichungen:

/ [(Tij,j —I— bz) 5u2 —I— (Mij,j —I— ek”le —I— ZZ) 5992] dv = 0 . (Bl)

R

Partielle Integration des ersten Terms (analog fiir den dritten Term) liefert

/Tmﬁui dv = —/TM&LZ'J dv—l— / Tijnj5uida . (BQ)

R R R+

Finsetzen und Benutzung der Randbedingungen (3.2) liefert die Grundgleichung der
schwachen Formulierung (3.12). Die Gebiete der Oberflichenintegrale folgen dabei aus
der Tatsache, dass die Gewichtsfunktionen du; bzw. §p; auf IR} bzw. OR;* verschwinden
(siehe Gleichung (3.13)), und die Beziehungen (3.4) erfiillt sein miissen. Somit sind u;

und ¢; auch Lésung der schwachen Formulierung.

111



Andererseits ergibt sich durch partielle Integration von (3.12) aus der schwachen Formu-

lierung
=:a; =bl
—_—— ~
/ [(Tij,j +b;) bu; + (M5 + eri T + 1) 5%’] dv
R
— / [ (TZ']'TL]' — t?) 5u2 — (MZ']'TL]' — m?) 5992] da = 0 . (B?))
ORE
' =:a? =:b?

Die Gleichung soll fiir beliebige Variationen erfiillt sein, weshalb zunachst éu; und d¢p; so

gewahlt werden konnen, dass

ou; = a; f(rn) o0 = b g(x,) (B.4)

gilt, wobei f(z,) und ¢(z,) glatte Funktionen mit folgenden Eigenschaften sind:

>0 in Ry >0 in R
f(@n) . g(wn) : (B.5)
=0 auf IR =0 auf IR

Dies fiihrt zu der Gleichung

/ (aiz I+ b g) dv =0 , (B.6)

R

die nur fiir a; = b; = 0 erfiillt werden kann, wodurch die Giiltigkeit der Gleichgewichtsbe-
dingungen (3.5) und (3.6) bewiesen ist.

Fiir die Randbedingungen erfolgt der Beweis komponentenweise, weshalb zunéchst
bui = nal f(wa) . bpi=6abl(wn) (B.7)

gesetzt werden. Fiir die glatten Funktionen f(z,) und §(x,) gelte nun

N >0 in IR} . >0 in OR™
f(z:) o g(w) - (B.8)
=0 auf OR}" =0 auf IR}

Mit dem vorigen Ergebnis liefert Einsetzen in Gleichung (B.3)

/(a?)zfda—l— /(b?)diazo : (B.9)

R} R
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woraus die Bedingungen a! = b = 0 resultieren. Nach analoger Vorgehensweise fiir die
beiden anderen Komponenten ergeben sich schlieflich die Randbedingungen (3.2). Damit
ist gezeigt, dass die Losung der schwachen und starken Formulierung identisch ist. Ab-
schliefiend sei noch darauf hingewiesen, dass fiir die schwache Formulierung lediglich die
FErfiillung der wesentlichen Randbedingungen (3.1) gefordert werden muss, da die natiir-
lichen Randbedingungen automatisch durch Gleichung (3.12) gewahrleistet sind. Fiir den
Beweis der Eindeutigkeit der Losung sei auf [100] bzw. [34, S. 127f.] verwiesen.
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