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Kapitel 1

Einleitung

Kann die elektrische Leitfdhigkeitsverteilung im Innern eines Koérpers allein
dadurch rekonstruiert werden, daff man Stromfliisse an der Korperoberfliche
einspeist und dort die entstehenden Spannungsverteilungen mifit? Diese Frage
steht im Mittelpunkt der elektrischen Impedanztomographie (EIT). Die mathe-
matische Formulierung dieser Fragestellung geht auf Calderéon [16] zuriick, der
im Jahr 1980 folgendes inverse Randwertproblem betrachtete: Ist die ortsab-
héingige Koeflizientenfunktion ¢ in der elliptischen Differentialgleichung

V- (cVu)=0 (1.1)

in einem Gebiet B durch die Neumann- und Dirichlet-Randwerte aller Lo&-
sungen v auf dem Rand 0B eindeutig bestimmt, und, falls ja, wie kann man
sie aus diesen Daten rekonstruieren? Im Gegensatz dazu versteht man in die-
sem Zusammenhang unter dem direkten Problem (oder Vorwdrtsproblem) die
Bestimmung des Potentials u bzw. seiner Dirichletrandwerte in Abhéngigkeit
von den Neumannrandwerten bei bekanntem Leitfadhigkeitskoeffizienten o. Die
besonderen Schwierigkeiten bei diesem inversen Problem bestehen in der Nicht-
linearitdt und der Schlechtgestelltheit, d.h. der inhdrenten Empfindlichkeit der
Leitfahigkeitsrekonstruktion gegeniiber Datenstérungen.

Die anfangs angegebene physikalische Interpretation dieses Problems liegt
nun auf der Hand, denn das stationére elektrische Potential v in einem Kérper B
mit rdumlich variierender Leitfihigkeit o geniigt der Differentialgleichung (1.1),
wahrend der Stromflufs durch den Rand gerade durch die Neumannrandwerte
g—;f | op und die Randspannung durch die Dirichletwerte u|pp dargestellt werden.

Anwendungsmoglichkeiten dieser Technologie wurden anfangs vor allem in
der Medizin gesehen [12], weil Organe, Knochen, Fettgewebe, eingeatmete Luft
usw. sehr unterschiedliche elektrische Leitfdhigkeitswerte aufweisen, die man
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mit einer einfachen, preiswerten und fiir den Organismus unschédlichen Tech-
nik abzubilden hoffte. So wurden bereits in der ersten Hélfte der achtziger
Jahre Rekonstruktionsverfahren und Mefapparaturen entwickelt, noch bevor
iiberhaupt die Identifizierbarkeit aus mathematischer Sicht geklart war. In der
Folgezeit wurden Fortschritte in vielerlei Hinsicht erzielt: Die Identifizierbarkeit
konnte unter gewissen Voraussetzungen an o geklart werden und zahlreiche Re-
konstruktionsalgorithmen wurden entworfen, wir berichten dariiber in Kapitel 3
dieser Arbeit; aber auch die technischen Mefinstrumente wurden immer ausge-
reifter und neue Anwendungsmoglichkeiten innerhalb der Medizintechnik, aber
auch aufserhalb erschlossen. Letztere reichen von nichtdestruktiven Priifmetho-
den zur Qualitdtssicherung in der Produktion iiber geophysikalische Anwendun-
gen bei der Suche nach Bodenschétzen oder bei der Schadstoffausbreitung im
Erdreich, der Uberwachung von Mehrphasenstromungen im Chemieingenieur-
wesen, bis hin zur Steuerung von industriellen Fertigungsprozessen, etwa in der
Nahrungsmittelindustrie.

Bei vielen Anwendungen kommt es dabei gar nicht darauf an, die Leitfahig-
keit in allen Einzelheiten zu rekonstruieren, da man lediglich an Abweichungen
von einem Referenzzustand interessiert ist. Dieses spezielle Problem wird in
vorliegender Arbeit behandelt, in der wir als Vergleichszustand eine homoge-
ne Leitfahigkeitsverteilung annehmen mit Unregelmé&figkeiten in der Form von
Einschlissen mit erhohten oder erniedrigten Leitfihigkeitswerten, die es zu
entdecken gilt.

Verwandt hiermit ist die Problemstellung in der inversen Streutheorie, wo
versucht wird, aus dem Vergleich von an einem Hindernis gestreuten Wellen mit
den ungestreuten Wellen das Hindernis zu rekonstruieren. Von Kirsch [46] wur-
de kiirzlich eine Charakterisierung der Hindernisse angegeben: Danach liegt ein
Testpunkt innerhalb oder aufierhalb des Hindernisses, je nachdem, ob die soge-
nannten Fernfelddaten der Grundlésung bzgl. dieses Testpunktes im Bildraum
eines sich aus den gemessenen Fernfelddaten ergebenden Operators enthalten
sind. Dies kann in eine vom Prinzip her sehr einfache numerische Rekonstruk-
tionsmethode umgesetzt werden.

In dieser Arbeit {ibertragen wir die Methode von Kirsch [46] auf das zu-
vor beschriebene Problem der Erkennung von Einschliissen in der elektrischen
Impedanztomographie. Dabei setzen wir voraus, daf die Einschliisse im Ver-
gleich zum Hintergrund alle eine niedrigere oder alle eine hohere Leitfdhigkeit
besitzen. Insbesondere schliefst der erste Fall auch elektrisch isolierende und der
zweite Fall perfekt leitende Einschliisse ein. Wir betrachten nun die Randwerte
einer Funktion mit einer Dipolsingularitdt in einem Testpunkt. Dieser Punkt
liegt genau dann in einem Einschluff, wenn diese Randwerte im Bildraum ei-
nes Operators enthalten sind, der sich aus der Neumann-Dirichlet-Abbildung
ergibt, also, physikalisch gesehen, der Zuordnung zwischen Randstromen und



gemessenen Randspannungen bei fester Leitfahigkeitsverteilung.

Aus unseren theoretischen Resultaten ergibt sich ein numerisches Verfahren,
das gegeniiber den existierenden Rekonstruktionsverfahren in der EIT erhebli-
che Vorteile in sich vereint. Obiges Vorgehen wird einfach auf ein Gitter von
Testpunkten angewandt und vermittelt somit ein Bild von der Lage der Leitf-
higkeitsinhomogenititen. Als direktes, also nichtiteratives Verfahren erfordert
es kein wiederholtes Losen des Vorwértsproblems, eine entsprechende Simula-
tion des Mefvorgangs muf$ allenfalls zur Bestimmung der Vergleichsdaten fiir
die homogene Referenzleitfdhigkeit gelost werden, sofern diese nicht analytisch
oder ebenfalls aus Messungen zur Verfiigung stehen. Dies sorgt fiir einen dufierst
geringen Rechenaufwand. Dariiberhinaus wird hier die Lésung des urspriingli-
chen nichtlinearen Problems rekonstruiert, anders als einige herkémmliche Ver-
fahren, die mit linearen Ndherungsproblemen arbeiten und so einen teilweisen
Informationsverlust in Kauf nehmen.

Unabhéngig von der vorliegenden Arbeit hat bereits Hihner [35] die Charak-
terisierung aus [46] auf das Impedanztomographieproblem iibertragen kénnen.
Allerdings betrachtet er ausschliefflich perfekt leitende Einschliisse und setzt zu-
dem voraus, daf diese elektrisch geerdet sind oder mathematisch ausgedriickt,
dafl dort das Potential v den Wert Null hat. Dieser Umstand 14ft auch bei ihm
wie bei Kirsch die Verwendung von Grundlésungen zu, im Gegensatz zu den
von uns bendtigten Dipolfunktionen. Wie schon erwéhnt, ist unsere Methode
aber bei wesentlich allgemeineren Leitfdhigkeitsverteilungen anwendbar.

Bei der Herleitung und Darstellung der Resultate beschrénken wir uns im
folgenden auf den zweidimensionalen Fall; wir wollen aber schon hier klarstellen,
daft fast alle Ergebnisse in naheliegender Weise auf den dreidimensionalen Fall
iibertragen werden kénnen. Auf diesen Punkt gehen wir spiter noch kurz ein.

Untergliedert ist diese Arbeit wie folgt: Im zweiten Kapitel fassen wir einige
bekannte Resultate iiber das Vorwértsproblem zusammen und richten dabei un-
ser Augenmerk besonders auf den hier interessierenden Fall stiickweise glatter
Leitfdhigkeiten. Des weiteren wird die fiir die Formulierung des inversen Pro-
blems unerldfiliche Neumann-Dirichlet-Abbildung eingefiihrt mitsamt einer Zu-
sammenstellung ihrer wichtigsten Eigenschaften. Das inverse Problem steht im
Mittelpunkt des dritten Kapitels, in dem wir eine Ubersicht der in den letzten
Jahren erzielten Fortschritte hinsichtlich Identifizierbarkeit und Rekonstrukti-
onsalgorithmen geben. Unser theoretisches Hauptergebnis, die Charakterisie-
rung von Inhomogenititen anhand der Neumann-Dirichlet-Abbildung wird im
fiir diese Arbeit zentralen vierten Kapitel hergeleitet. Im abschliefenden fiinf-
ten Kapitel beschreiben wir die numerische Implementierung und illustrieren
anhand von Beispielen die Anwendbarkeit unseres Algorithmus.
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Kapitel 2

Das direkte Problem

Bevor wir uns in den ndchsten Kapiteln mit dem inversen Problem befassen,
beschiftigen wir uns hier zunichst mit dem Vorwértsproblem. Nach dem all-
gemeineren Zugang iiber die variationelle Form der Randwertaufgaben wird
die fiir die Formulierung des inversen Problems bené&tigte Neumann-Dirichlet-
Abbildung eingefiihrt und untersucht. Nachfolgend gehen wir auf den fiir das
folgende wichtigen Spezialfall stiickweise konstanter Leitfdhigkeiten ein, und
abschliefend betrachten wir das noch speziellere Beispiel mit radialsymme-
trischer, stiickweise konstanter Leitfihigkeit im Einheitskreis, welches wir im
Verlauf dieser Arbeit immer wieder aufgreifen, weil an ihm viele wesentliche
Gesichtspunkte explizit veranschaulicht werden kénnen.

Die in diesem Kapitel ohne Beweis zusammengefafiten Ergebnisse kénnen in
Standardwerken wie [30] oder [70] nachgelesen werden, denen auch die von uns
verwendete Notation entnommen ist, soweit sie hier nicht explizit eingefiihrt
wird.

2.1 Neumannsche Randwertaufgaben

Es sei B C R? ein beschrinktes, einfach zusammenhiingendes Gebiet mit hin-
reichend glattem (etwa C?T*) Rand T = dB. Wir betrachten die Neumannsche
Randwertaufgabe

V-(cVu) = 0 in B, (2.1a)
ou
05, = [ aufT, (2.1b)
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dabei bezeichne v den bzgl. B dufieren Normalenvektor auf 7. Der Leitfdhig-
keitskoeffizient o(z) sei beschrankt und es sei

eisellr?lf o(z) > 0; (2.2)
damit ist die Differentialgleichung (2.1a) in B elliptisch. Physikalisch bedeutet
dies, daft elektrisch perfekt leitende sowie isolierende Gebiete ausgeschlossen
sind, vgl. hierzu aber Bemerkung 2.2.

In dieser Arbeit wird, wenn nicht ausdriicklich anders erwéhnt, immer der
schwache Losungsbegriff verwendet. Damit koénnen auch fiir unstetige Leitfa-
higkeiten o und Stromfliisse f Losungen des Randwertproblems (2.1) erklért
werden. Hierzu fiihren wir einige Bezeichnungen ein.

Mit (¢, ¢) 2(1) = $, ¥¢ ds wird das Innenprodukt in L?(T') bezeichnet, das
sich als Bilinearform auf das Dualsystem (H~/2(T"), H/2(T)) fortsetzen lift;
hierfiir wird dieselbe Notation verwendet.

Es bezeichne 1 die konstante Funktion, 1(z) = 1 fiir alle # € T; somit
ist L2(T) = {¢ € L2(T) : (¢, 1)>(r) = 0} der abgeschlossene Unterraum von
L?(T) derjenigen Funktionen mit verschwindendem Integralmittel iiber 7. Ent-
sprechend werden auch die Unterriume H 1/ *(T) der Sobolevriume H*1/2(T)
definiert,

SYHT) = {p € HEVX(T) : (¢,1) po(r) = 0}

Wir identifizieren H§1/2 (T') mit dem Dualraum ( i/2 (T'))" von Hol/2 (T') bzgl.
der von L?(T) induzierten Topologie: Definitionsgem#R erhéilt man ( Lz (1))
aus der Vervollstindigung von L2(T') bzgl. der dualen Norm

|- lgg=1/2¢my = sup M,
¢€Hé/2(T) H¢||H1/2(T)

was auf ein Gelfandtripel HY/*(T) — L2(T) — (H/*(T))" mit kompakten,
injektiven Einbettungen und jeweils dichtem Bildraum fiihrt.

Der Nullraum der Einbettung H~Y/%(T) = (HY*(T))" — ( <1/2(T))’ ist
eindimensional und wird durch die Funktion 1 aufgespannt. Der Homomor-
phiesatz, angewandt auf diese Einbettung, liefert nun

(H*(T)) = H Y/*(T)/span{L};

dies rechtfertigt die Identifikation von (Hi/ (T)) und H, 1/2 (T). Die Definition
dieser Raume auf anderen geschlossenen Kurven erfolgt analog.
Schliefilich sei noch

HY(B) = {¢ € H'(B) : ¢|, € H*(T) C L(D)};
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aufgrund des Spursatzes ist H!(B) wohldefiniert. Wegen der Poincaré-Un-
gleichung [67, Satz 28.3]

2
l[ullF sy SC<‘7{uds‘ +/ |Vu|2da:>
T B

ist die Norm
wmzuB):iﬁJVuFdw

in H}(B) zur H*(B)-Norm Aquivalent.
Die schwache Form der Randwertaufgabe (2.1) lautet nun:

Bestimme u € H'(B) : /BaVu -Vodr = (f,¢)r2(1) V¢ € H'(B).
(2.3)

Dieses Problem ist fiir f € H1/%(T") genau dann lésbar, wenn (f, 1) r2(r) = 0,
und in diesem Fall ist die Losung bis auf additive Konstanten eindeutig be-
stimmt, demzufolge existiert eine eindeutige Losung u € H}(B). Der Losungs-

operator f — w ist linear und stetig als Abbildung Hgl/Z(T) — Hl(B).

2.2 Die Neumann-Dirichlet-Abbildung

In der elektrischen Impedanztomographie kann bei gegebener Leitfihigkeit o
das zugehdrige Spannungspotential u, nur am Rand des Gebiets B gemessen
werden, dies sind die Dirichletrandwerte von u,. Beobachtet wird also die so-
genannte Neumann-Dirichlet-Abbildung

(2.4)

f’_>A0'f:u0'

{mWnHWWx
|7

A, erhdlt man aus der Verkniipfung des erwdhnten Losungsoperators f — u,
mit dem Spuroperator u — ulr; letzterer ist stetig als Abbildung H!(B) —

2 (T'), daher ist auch A, ein stetiger linearer Operator in der in (2.4) ange-
gebenen Topologie.
Dartiberhinaus ist A, : H;l/z(T) — Hi/z(T) sogar ein Isomorphismus.
Denn einerseits ist das Dirichletproblem

V-(oVu)=0 in B, u=g aufT,
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eindeutig l6sbar mit stetigen Losungsoperator Hi/2(T) — HY(B), g = u,.
Andererseits liegt das Stromfeld oVu, in H(div,Q) = {v € L?*(Q)?: V-v €
L?(Q)} und wegen der Stetigkeit von

H(div, B) — H;*(1),  v— (v V)|,
vgl. [31, Thm. 2.5], folgt fiir die Losung u, eine Abschitzung

Ou,

UE <c- HUaHHg(B)- (2.5)

H=1/2(I)

Insgesamt resultiert daraus die Beschrénktheit der Dirichlet-Neumann-Abbil-

—1/2

dung At : <1/2(T) — Hs '4(T), g — Ua;; |T. Also ist A, stetig invertierbar.

Wir fassen weitere Eigenschaften von A, zusammen, siehe dazu auch
z.B. [32].

Lemma 2.1. Es seien 0,0 beschrinkte Leitfdhigkeiten, welche der Bedin-
gung (2.2) gentigen, und 0 # f, f € HO_I/Z(T). Dann gilt:

(@) (fshof)r2ery = (f, Ao f)12(r)s
(b) {f,Aof)r2(T) >0,
(c) {fiAef)rzry > (f, Asf)r2(m) firo <G, 0 #7,

(d) (f, Axora-nzllrzry < M Acf)rzery + (1= M{(f, Az f) L2 (1)
fir0<A<1l und o#0.

Beweis. Seien u,, i, € H}(B) die Losungen von (2.3) fiir die Neumann-Rand-
werte f, f. Einsetzen von 4, bzw. u, in die jeweilige schwache Formulierung
liefert dann

<fa Aaf>L2(T) = / oVug - Vi, dr = <f7 Aaf>L2(T)a
B

also (a). Fiir f = f erhiilt man auRerdem

(fs Ao f)r2(r) :/ o|Vug|*dz >0
B

(letzteres, weil fiir nichtkonstantes f die Losung u, nicht konstant sein kann),
dies ist Behauptung (b).
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Der Beweis von (c) und (d) beruht auf dem Dirichletprinzip fiir das
Neumann-Problem (2.3), daf ndmlich u, auch als eindeutige Losung des Mini-
mierungsproblems

1
B /B (7‘Vu|2 dzx — (f, u>L2(T) — uegil(jB)! (2.6)
charakterisiert werden kann; der Wert des Minimums ist dann — % (fruo)L2(m) =
—%(f, Agf>Lz(T). Wenden wir dies fiir u, und uz an, so ergibt sich fiir o < 7,
o # 7, die Ungleichungskette

1 1
7§<f7 Aaf)LZ(T) = 5/ O"V’U,U|2 dr — <fa UJ>L2(T)
B
1
< 5/ o|Vug|* dz — (f, us) L2(r)
B
R 1
<3 o|\Vug|"dz — (f,uz)r2(r) = _§<f7AFf>L2(T)
B

(die erste, strikte Ungleichung folgt aus der eindeutigen Losbarkeit von (2.6)),
woraus (c) folgt. Ahnlich folgt Behauptung (d) aus

1
_§<f’ Mora-nzf)rz(r)

1 _
= 5 / (Ao + (1 = N)7) | Viror1-xnzl” dz — (f, Urot(1-20)7) L2(T)
B

2
1 2
= )\(5 o|Vuret1-nyzl” dz — <f,u/\g+(1_/\)E>L2(T))
B
1 o 2
+(1-X) (5 o|Vuret1-nyzl” dz — (f, u/\g+(1_/\)E>L2(T))
B

1
)\(§/BU|VUJ|2d$_<f,ua>L2(T))

+(1- /\)(% /B 0| Vuz|* dz — (f, uE>L2(T>)

\%

= ,\(f%g, A,,f)LZ(T)) + (1~ A)(—%U, AEf>L2(T)>' =

Schréinken wir A, auf L?(T) ein, dann kann die Neumann-Dirichlet-Abbil-
dung auch als Operator L2(T') — L%(T) aufgefakt werden; in dieser Topologie
bezeichnen wir die Neumann-Dirichlet-Abbildung mit A. Der formale Zusam-
menhang ist durch

Ay = A0 (2.7)
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gegeben, wobei ¢ die (kompakte) Einbettung HY? (T) — L2(T) und (' als der
zu ¢ duale Operator die (ebenfalls kompakte) Einbettung L2(T) < H, 1/ (T)
sei.

Aus Lemma 2.1(a),(b) folgt, daR A, selbstadjungiert und positiv ist. Je-
doch ist A, nicht positiv definit, wie man aus der (aus (2.7) offensichtlichen)
Kompaktheit von A, unmittelbar schlieft. Teile (c) und (d) von Lemma 2.1
besagen, daf A, bzgl. der Leitfihigkeit o streng monoton fallend und strikt
konvex ist.

Uber die Kompaktheit hinausgehend zeigt das nichste Lemma, daf A, ein
Hilbert-Schmidt-Operator ist. Wir erinnern daran, daf ein kompakter Operator
K : L3(T) — L2(T) genau dann ein Hilbert-Schmidt-Operator ist, wenn fiir
eine (beliebige) Orthonormalbasis {f;} von LZ(T)

1Kl = Y 1K Fill7a ) < oo

J

gilt [68]. Ist K selbstadjungiert, dann ist diese Bedingung dquivalent zur qua-
dratischen Summierbarkeit der Eigenwerte {\;} von K und es ist

1K lfs = > A%
J

Lemma 2.2. A, : L2(T) — L2(T) ist ein Hilbert-Schmidt-Operator.

Beweis. Aus der Beschranktheit von A, : H,
LZ(T)

Y21y = HY?(T) folgt fiir f €

(fs A f) 2y = (L AcH 2y < cllflla-12m)lAe fll a2 ()

< CHAGHHI/Z(T)HH*I/Z(T)”f”?{flﬂ(T)'

Die Berechnung der Norm in H$(T') wird auf den Fall des Einheitskreises
zuriickgefiihrt, vgl. [51, Thm. 8.13]. So erhilt man fiir die auf 7" nach der Bo-
genlénge 7 parametrisierte Funktion f(1) ~ > (ax cos(‘%kr) + Bk sin(l%kr))

k=1

durch
1 N 1/2
I lizzery = (= ok (af +6D)

k=1

eine Norm, die zu anderen Normen in HJ(T') dquivalent ist, siche auch (2.25)
in Abschnitt 2.4.
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Nach diesen Vorbereitungen schiitzen wir nun die Eigenwerte von A, mit
Hilfe des Minmaxprinzips (vgl. [51, Thm. 15.14]) ab:

(f Arf) e :

17y 7

A2kt1 < sup{ f Lcos(Z&Ir), sin(2&ir), 1=1,... ,k}

2 (I o
sup i f Lcos(E=ir), sin(&&lr), 1=1,...,k

= Omin Hf”%z(T) IT] IT]
Y il +67) c

< C'sup kL _ =

- > (af +87) k+1
I>k

L < o0, also AU ein Hilbert-Schmidt-Operator. O

oo
Somit ist > A2 < C 2

k=1

M

2.3 Diffraktionsprobleme

In den restlichen Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir den Spezialfall,
daf die Leitfahigkeit stiickweise konstant ist. Zur Vereinfachung der Darstellung
gehen wir zunéchst von folgenden Annahmen aus.
Es sei {2 € B ein einfach zusammenhén-
gendes Gebiet mit hinreichend glattem (etwa
C?*%) Rand I' = 0Q. Mit v wird auf 7' der
bzgl. B &uflere Normalenvektor bezeichnet, B
auf I' sei v die bzgl. Q dufiere Normale, vgl.
nebenstehende Skizze. Der Leitfahigkeitsko-

effizient o sei von der Form v
v
fi Q
o) =" TS (2g)
1 firze B\,

mit einer Konstanten 0 < x # 1.

Fiir das zugehorige Randwertproblem kann man auch eine starke Form an-
geben. Dazu beachten wir zunéchst, dafl u, in den beiden Teilgebieten 2 und
B\Q (nach dem Weylschen Lemma) harmonisch im klassischen Sinn ist. Ebenso
&Rt sich unter den angenommenen Glattheitsvoraussetzungen an die Randkur-
ve ' zeigen [52, § V.4], daR fiir f € C1T%(T) die Losung u, zweimal stetig
differenzierbar auf 2 bzw. B \ Q fortsetzbar ist.

Mit der Greenschen Formel (bzgl. Q und B\ ) formen wir nun die linke
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Seite von (2.3) um,

/UVu-Vqﬁdw:—/l-;Auqﬁdm— Aug dzx
B

Q B\Q
Ou~ out Ou
+£ﬁw¢d8—£w¢d8+é%¢d8,

wobei auf [' mit u~ bzw. u™ die Fortsetzungen von u aus den Gebieten ) bzw.
B\ Q auf den gemeinsamen Rand T bezeichnet werden, d.h. fiir z € T ist

(2.9)

4+ _ .
u™(z) = hlgglJr u(z £ hv),

wobei v die Normale im Punkt « sei. Entsprechend ist % auf I" definiert.

Da in Q und B\ Q die Differentialgleichung im klassischen Sinn erfiillt ist,
erhilt man aus (2.3) unter Beachtung der Randwerte 2%|, = f und (2.9) die
Bedingung

I

- +
ﬁn%qﬁds = ﬁ %d)ds fiir alle ¢ € H(B).
Unter den angenommenen Glattheitsannahmen fiihrt dies auf

+ _
[ auh:_ ou ou ‘F_

7 ov _W‘F_KW

d.h. der Fluf o% |r durch die Randkurve T ist stetig. Da u € H}(B), folgt aus
dem Spursatz und der Regularitdt von u, daf u selbst stetig sein muf,

[“]1" = u+|r _u_|r =0.

Insgesamt lautet die starke Formulierung des Randwertproblems (2.1) mit
o aus (2.8) damit wie folgt:

Au = 0 in B\T, (2.10a)
ou
5, = f aufT, (2.10b)
[u], = 0, (2.10c)
ou
{agh = 0 (2.10d)

fuds = 0. (2.10e)
T
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Randwertprobleme dieser Art, bei denen die Koeffizienten stiickweise glatt
sind und an den Unstetigkeitskurven Sprungbedingungen der Art (2.10c) und
(2.10d) gestellt werden, heifien Diffraktionsprobleme (oder Transmissions- bzw.
Refraktionsprobleme).

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden auch Diffraktionsprobleme mit
inhomogenen Sprungbedingungen benétigt, d.h. an die Stelle von (2.10c) und
(2.10d) treten

[u] = und [U%L = (2.11)
mit ¢ € H'Y?(T') und ¢ € H~'/%(T). Als Folgerung aus dem Spursatz ist
fir v # 0 die Losung des Diffraktionsproblems dann nicht mehr in H!(B)
enthalten. Daher reduzieren wir dieses inhomogene Problem zunicht auf ein
Problem mit homogenen Sprungdaten, [-|r = 0. Sei dazu 4 in 2 die Lsung
des Dirichletproblems

At =0 in(, 4=—1 aufl,

und setze @ = 0 in B\ Q. Dann ist [4]r = ¢ und [a%]r = —H%“. Fiir die
Differenz 4 = w — 4 soll nun [@]r = 0 und [U%]F =¢g:=p+ I'Cag'; |F gelten.

Aus (2.9) ergibt sich demnach folgendes Variationsproblem fiir :

/BO'Vﬁ . V¢ dx = <f, ¢>L2(T) — <<,5, ¢>L2(I‘) fir alle ¢ S H;(B) (2.12)

Dieses Problem ist wieder eindeutig in H}(B) losbar, wenn (f,1)r2(r) —
(@, 1)r2ry = 0 ist. Da (f,1)2(ry) = 0 angenommen wurde und nach dem

Divergenzsatz §T m% ds = 0 ist, liegt also eindeutige Losbarkeit von (2.12)
genau fiir (¢, 1) 2y = 0 vor.

Bemerkung 2.1. Diffraktionsprobleme mit mehr als einer Inhomogenitit lassen
sich vollig analog behandeln. Seien €4, ...,Qx € B einfach zusammenhéngend
mit ﬁj NQ = 0, und bezeichne I'j den Rand von Q;; weiter sei 2 = Q;U- - -UQn
und I' =T; U--- UT'y. Die Leitfdhigkeitsverteilung habe nun die Form

0@):{@ firz e (j=1,...,N),

_ 2.13
1 firzeB\Q, (2.13)

mit Konstanten 0 < k; # 1. Genau wie im Fall von nur einer Inhomogenitét
wird dann das Diffraktionsproblem (2.10) hergeleitet, wobei die Sprungbedin-
gungen (2.10c) und (2.10d) auf jedem Randstiick I'; gestellt werden,

ou~

Oou out
[u]F =0 und [ Lj— Fj—kajﬁ

Tovlr, T v

=0 (j=1,...,N).

Ly
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Bemerkung 2.2. Zwei Grenzfille gilt es fir Leitfahigkeiten der Form (2.8) zu
betrachten, und zwar die Félle von elektrisch isolierenden (x = 0) bzw. perfekt
leitenden (k = oo) Einschliissen.

Beginnen wir mit dem Fall k = 0. Dann kann in den Isolator 2 kein Strom
flieften, d.h. %‘—:|F = 0, was sich auch aus der Sprungbedingung (2.10d) fiir

k = 0 ergibt. Das Vorwéartsproblem besteht damit aus der Neumannschen
Randwertaufgabe
Au = 0 inB\Q, (2.14a)
0
a_:j = f aufT, (2.14b)
out
% = 0 aufl, (2.14c)

fuds = 0, (2.14d)
T

oder in schwacher Formulierung: Bestimme u € H}(B \ Q) so, daf

_Vu-Védr = (f,¢)r2ry fiir alle ¢ € H}(B\ Q), (2.15)
B\Q
wobei HY(B\ Q) = {¢ € H(B\ Q) : (¢, 1)p2(r)y = 0} sei. Die Norm
Hu||§{é B\ = I} B\§|Vu|2da: ist aufgrund der Ungleichung vom Poincaré-
Friedrichs-Typ [67, § 28]

2
ul|? —<c‘7{ud8‘ +/ Vul? dz
el oy < (| $. a7 )

in HY(B\ Q) zur H'(B\ Q)-Norm #quivalent und der Lésungsoperator f ~ u
als Abbildung H, “/*(T) — H(B\ Q) stetig.

Etwas anders ist die Situation im Fall k = co gelagert. In perfekt leitenden
Einschliissen 2 gleichen sich Potentialunterschiede sofort aus, d.h. in jedem
Teilgebiet §2; ist u = const. Somit kann auch hier das Vorwértsproblem durch
eine Randwertaufgabe im Restgebiet B \ Q beschrieben werden, vgl. [4]:

Au = 0 in B\Q, (2.16a)
ou
— = fT 2.1
£ f auf T, (2.16b)
u = const aufl'; (j=1,...,N), (2.16¢)
Ou .
Fjads =0 (j=1,...,N), (2.16d)

%uds = 0. (2.16e)
T
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Die Potentialkonstanten auf den einzelnen Randstiicken I'; auf der rechten Seite
von (2.16¢) sind implizit durch die Bedingungen (2.16d) und (2.16e) eindeutig
bestimmt. Bei der schwachen Formulierung treten die dirichletartigen Randbe-
dingungen (2.16¢) als wesentliche Randbedingungen auf und finden als solche
Eingang in den Ansatzraum. Die Variationsformulierung lautet hier wie folgt:
Bestimme u € H! (B \ Q) := {¢ € HI(B\Q) : ¢|pr, = const (j=1,...,N)}
so, dafs

Vu-Védr = (f,¢)r2¢r) fiiralle ¢ € H} (B \ Q). (2.17)
B\Q
Auch in diesem Fall ist der Losungsoperator HJI/Q(T) — HY(B\Q), f —
u, stetig. Charakterisierungen fiir die Potentialkonstanten auf den einzelnen
Randstiicken I'; konnen iibrigens dhnlich hergeleitet werden wie in [15] fiir das
verwandte Problem mit perfekt leitenden Rissen.

Die Monotonieeigenschaft aus Lemma 2.1(c) kann auf die beiden Félle k = 0
und k = oo ausgeweitet werden. Zum Beispiel ist A, — Ay positiv fiir £ = 0 und
negativ fiir K = oo. Dazu muf im Beweis lediglich das Dirichletprinzip (2.6)
durch

1/ _|Vu|?dz — (f,u)r2(ry — min! (2.18)
2 B\Q w
ersetzt werden, wobei sich das Minimum in (2.18) im Fall x = 0 iiber H}(B\Q)
und im Fall & = oo iiber H} (B \ Q) erstreckt, vgl. auch [28].

Mit geringfiigigen Modifikationen 14fit sich auch der Beweis der Hilbert-
Schmidt-Eigenschaft von A, auf die beiden Grenzfille s = 0 und k = oo
iibertragen.

2.4 Beispiel: Radialsymmetrische Diffraktions-
probleme

Ist das Grundgebiet der Einheitskreis, B = B; = {z € R? : |z| < 1}, und die

Leitfdhigkeitsinhomogenitéit ein Kreis um den Nullpunkt mit Radius p, 2 =

B, = {z € R? : |z| < p}, dann kann das zugehérige Diffraktionsproblem

explizit gelost werden. Wir werden spéter des fteren hierauf zuriickkommen,

um anhand dessen allgemein formulierte Aussagen beispielhaft zu erldutern.
Die Leitfahigkeit sei jetzt also durch

i
o(z) = {n ur |z| < p,

1 fiir p < z| <1,
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gegeben. Dann ist die Losung u des Diffraktionsproblems (2.10) harmonisch im
Kreis B, sowie im Kreisring B \ B,, und ein Separationsansatz in Polarkoor-
dinaten, z = re®, fiihrt auf eine Lsungsdarstellung

ag + 3 (ay coské + by sink€)rk  fiir r < p,
u(r,€) = " (2.19)
ag + X (af coské + b sinké)rk  fiir p<r <1,
k=1

mit gewissen Koeflizienten af, bkjE € R. Die Normierung (2.10e) fiihrt auf aj =
0. Die restlichen Koeffizienten bestimmen wir aus den Bedingungen (2.10b)
bis (2.10d). Sei dazu

F(€) ~ (o cos k€ + B sin k¢) (2.20)

k=1

die (formale) Fourierreihe der Neumann-Randwerte; wegen (f, 1)z2(7) = 0 ist
ap = 0. Ein Koeffizientenvergleich von

Ou Ou >
—| =—(1,¢ = Z k(a; cos k& + b sin k)
ovir Or Pl

= Z(k(a: —at,)coské + k(b + b, sinkg)

mit (2.20) liefert
B

af —at, = % und by +bt, = f fir k=1,2,... (2.21)

Ahnlich folgt aus

(af cos k& + b sin k¢)p"

M2

ut| = u(p+,§) =

=

|=1

M

((a;:pk +at, p ) coské + (b p* —bT, p ") sinkg),

>~
Il
—

p=ulp— &) =ag + Y _(aj p* coské + b p* sin k¢)
k=1
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sowie der Bedingung (2.10c), daf a;, = 0 und

a:—i—afkp_% =a; und bﬁ —bfkp_% =b, fir k=1,2,...

(2.22)
Entsprechend geht man mit (2.10d) vor:

+ o0
6L = Ou (p+,€) = Z (a)f coské + b} sin k€)kp* "

ov
k=1

or
Z afp"t —at pF ) cos k€ + k(b pF Tt + 0T, p7F ) sin kE),

k=1
und
Ou~ 6 >
l{,%‘r‘ p—, &) = kz_:l (kkay p"~1 cos k€ + kkb,, p* ! sin k¢)
fiihren auf
af —al, p7* = ka, und b +bF,p7%F = kb, fir k=1,2,...

(2.23)
Auflésen von (2.21), (2.22), (2.23) ergibt fir £ = 1,2,...

+ _ k—1 10k + __ k—1 1/8k
ayg _(]‘+n+1) T’ bk _(1+n+1) T’
ot = e Ok Y 0V Vel
—k = D+ Dp% ) —k = GeFDF (e DA%
— k+1 k—1 2k -10 — _ (k+1 k—1 2k 711819
a, = (55 + 552 p*) % by = (551 + 5547

Damit erhélt man fiir die Neumannrandwerte aus (2.20) als zugehorige Dirich-
letdaten

M2

u|T =u(l,§) = (aj cos k€ + b sin k€)

1

=

((a; + afk) cos k& + (b;r — bJ_rk) sin kf)

M

b
Il
—

%%(ak cos k& + B sin k€).

o

>~
Il

1
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Hieraus erkennt man insbesondere, daf die trigonometrischen Grundfunktionen
Eigenfunktionen von A, sind,

L {oshey Lt D= (ko Dot peosky )

sin k¢ E(k+1)+ (k — 1)p?* Usink¢

Da die Fourierbasis {ﬁ cos k¢, ﬁ sin k€}2° | eine Orthonormalbasis von L2(T')

bildet, kann man die Spektralzerlegung der (kompakten und selbstadjungierten)
Neumann-Dirichlet-Abbildung A, aus (2.24) ablesen.

Aus dieser Spektraldarstellung werden iiberdies die Abbildungseigenschaf-
ten von A, in den 2m-periodischen Sobolevraumen H$(T) klar, die durch die
Norm

1 1/2
Iollmsery = (= Dk (a} +8D) (2.25)

k=1

fir (&) ~ > (ay cos k€ + B sin k&) definiert sind. Speziell fiir s € Ny gilt
k=1

181lzg(ry = 16 2 ()

und die Aquivalenz dieser Norm zu anderen Normen in H3(T') findet man etwa
in [51].

Nach (2.24) verhalten sich die Fourierkoeffizienten von A,¢ asymptotisch
wie 1 (14 o(1)){ax, Bk}, d.h. aus ¢ € HE(T) folgt Ao € H:TH(T) fiir jedes
s € R. Dies weist in dem hier betrachteten Spezialfall die Abbildungseigenschaft
A, Hy Y2 (T) — o2 (T') nach. Weiterhin erkennt man auch unmittelbar aus
der Eigenwertasymptotik von (2.24), dak A, ein Hilbert-Schmidt-Operator ist.
Ebenso kénnen die Eigenschaften von A, aus Lemma 2.1(b)—(d) hier auch aus
der Darstellung (2.24) abgelesen werden.

Bemerkung 2.3. Die Vorgehensweise aus diesem Abschnitt 14t sich auf Leitf4-
higkeitsverteilungen verallgemeinern, die in Ringgebieten stiickweise konstant
sind, wenn also o(z) = k; fiir p; < |z| < pj—1 mit Radien 0 = py < py-—1 <

- < p1 < po = 1 und Leitfahigkeitskonstanten «; > 0, j = 1,..., N, gilt.
Spéter benoétigen wir nur den speziellen Fall

i
o= {* free<lel<py (2.26)
1 fir |z| < pg oder p1 < |2| < 1.

Die Neumann-Dirichlet-Abbildung ergibt sich dann zu

) {Coskﬁ} 1 l_uz(ﬁ—f)%_#(ﬂ%k _ng){coskﬁ}

g - : 7 Zk .
sin k& kq_ uz(z_f) +M(p%k _ p%k) sin k&

(2.27)
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mit p = Z—H, vgl. auch [19]. Das Vorgehen im Fall beliebig vieler Schich-

ten wird in [58] beschrieben; daneben werden dort noch fiir weitere spezielle
Leitf&higkeitsverteilungen analytische Losungen angegeben; siehe auch [59] fiir
dreidimensionale Probleme.
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Kapitel 3

Das 1mverse Problem

Das dem direkten Problem aus dem vorigen Kapitel zugeordnete inverse Pro-
blem besteht aus der Rekonstruktion von Eigenschaften des Leitfdhigkeitskoeffi-
zienten o aus den beobachteten Daten, hier also aus der Kenntnis der Neumann-
Dirichlet-Abbildung A, . Im folgenden tragen wir diesbeziiglich einige bekannte
Resultate zusammen, wobei wir den Schwerpunkt auf die Identifikation von
stiickweise glatten Leitfahigkeiten legen, also insbesondere die in Abschnitt 2.3
beschriebenen.

Anschlielend gehen wir auf die Schlechtgestelltheit des inversen Problems
ein. Aus Standardabschitzungen fiir elliptische Randwertprobleme folgt dem-
gegeniiber, vgl. [66], daR das Vorwértsproblem in folgendem Sinne gutgestellt
ist,

lAsy, — AUzHH—l/z(T)ﬁ\Hl/Z(T) <Clloy - 02||L<>°(B),

d.h. die Neumann-Dirichlet-Abbildung hingt bzgl. dieser Normen stetig vom
Leitfahigkeitskoeffizienten ab.

Der letzte Abschnitt enthilt dann noch eine Ubersicht der wichtigsten Re-
konstruktionsverfahren, die zur numerischen Losung des inversen Problems ein-
gesetzt werden. Wir verzichten dabei auf eine Bewertung der Verfahren hin-
sichtlich Rekonstruktionsqualitdt, Rechenaufwand, Robustheit und praktischer
Anwendbarkeit, sondern skizzieren nur die jeweils zugrundeliegenden Ideen.

Einen umfassenden Uberblick iiber Eindeutigkeits- und Stabilititsaussagen
bietet das Buch von Isakov [41], worin auch viele verwandte Probleme behandelt
werden. Dort wird auch kurz auf einige numerische Methoden eingegangen;
ansonsten verweisen wir auf die Ubersichtsartikel [17], [18], [21] und die darin
enthaltenen Referenzen.

23
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3.1 Identifizierbarkeit

Die eingangs zitierte Fragestellung von Calder6n [16] nach der Rekonstruier-
barkeit des Leitfahigkeitskoeffizienten o aus der Neumann-Dirichlet-Abbildung
ist formal nichts anderes als die Frage nach der Injektivitdt der Abbildung

or— Ag, (3.1)

wobei natiirlich der Wahl der Funktionenklasse fiir die Leitfdhigkeit eine wich-
tige Bedeutung zukommt.

Kohn und Vogelius [48] zeigten, daf die Neumann-Dirichlet-Abbildung die
Funktionswerte und sdmtliche Ableitungen von o am Rand T eindeutig be-
stimmt, was sofort die Identifizierbarkeit von analytischen Leitfadhigkeiten nach
sich zieht. Im dreidimensionalen Fall wurde Identifizierbarkeit fiir o € C°°(B)
von Sylvester und Uhlmann [65] gezeigt; spiter konnte dieses Resultat auf Leit-
fahigkeiten mit weniger einschrinkenden Glattheitsvoraussetzungen, ndmlich
auf o € W2P(Q), p > 3/2, ausgeweitet werden [55]. Im zweidimensionalen ge-
lang Nachman [55] ein Eindeutigkeitsbeweis fiir 0 € W2P(§2), p > 1; von Brown
und Uhlmann [13] wurde dies fiir 0 € WP(Q), p > 1, verallgemeinert.*

Bis auf das letztgenannte Ergebnis sind die oben angegebenen Aussagen
(nach den Sobolevschen Einbettungssitzen, siehe etwa [30]) auf stetige Leitf4-
higkeiten beschrankt. Fiir die in dieser Arbeit behandelten unstetigen, stiickwei-
se glatten Leitfahigkeiten liegen jedoch einige spezielle Eindeutigkeitsergebnisse
vor, die wir hier gesondert erwdhnen wollen. So konnten Kohn und Vogelius [49]
ihr Identifizierbarkeitsresultat auf stiickweise analytische Leitfdhigkeiten mit
stlickweise analytischen Unstetigkeitskurven iibertragen.

Isakov [40] (siehe auch [41, Thm. 5.7.1]) gab folgendes Resultat zur Identi-
fikation von Einschliissen an:

Satz 3.1. Es seien 01,02 zwei Leitfihigkeiten der Form

kj(z) firz e Q;,
oj(z) =9 " . .
y(z) firxz e B\ Qy,
mity € C%(B), k; € C*(Q;) und y(z) # kj(z) fiirz € 9Q;. Das Grundgebiet B
sei C?-berandet und die (nicht notwendigerweise zusammenhdingenden) Mengen

Q; C B haben Lipschitzrand und dariberhinaus seien B\Q; zusammenhingend
(1 =1,2). Aus Ay, = A,, folgt dann o1 = o3.

*Die Sobolevriume WHP(Q2) enthalten Funktionen, deren schwache Ableitungen bis zur
Ordnung ! in LP(Q) liegen.
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Isakov formulierte diesen Satz sogar fiir lokalisierte Dirichlet-Neumann-
Abbildungen’, bei denen alle Dirichletdaten nur auf einem vorgegebenen Teil
des Randes von Null verschieden sind und die Neumanndaten auch nur dort
gemessen werden.
In einer neueren Arbeit gibt Ikehata [39] ei-
ne Charakterisierung von Einschliissen an, die c(1)
wir fiir den Fall einer konstanten Hintergrund-
leitfahigkeit v = 1 kurz vorstellen wollen. Be-
trachtet werden stetige Kurven c : [0,1] — B,
deren Anfangs- und Endpunkte auf dem Rand
von B liegen, d.h. ¢(0),¢(1) € T, vgl. nebenste-
hende Skizze. Fiir jede solche Kurve und jedes
feste t € (0,1) wird dann eine Folge von Di-

richletproblemen ¢(0)
Ay = 0 in B, (3.2a)
u = g, aufT, (3.2b)

konstruiert, deren Losungen ug, in HY (B \ c([0,t])) gegen 5-log| - —c(t)|
konvergieren. Damit wird gezeigt, dafl genau dann

sup |((A;1 - Ail)gt,n,gtm}Lz(T” < 00 (3.3)
0<t<s
neEN
gilt, wenn das Kurvenstiick ¢([0, s]) in B\ Q liegt. Gibt es einen Wert s., so daf
das Supremum in (3.3) nicht existiert, dann schneidet die Kurve ¢ den Einschluf§
Q, und das kleinste solche s, gehort zu demjenigen Kurvenpunkt ¢(s,), wo ¢ den
Rand T erstmals durchdringt. Zu Einzelheiten {iber Regularitédtsanforderungen
an die Gebiete und die Leitfahigkeit verweisen wir auf die Originalarbeit.
Jedoch ist auch diese Charakterisierung letztlich nicht konstruktiv, da die
Existenz der Dirichletrandwerte g;, mittels der sogenannten Rungeapproxi-
mationseigenschaft nachgewiesen wird, die wiederum auf dem Satz von Hahn-
Banach beruht. Nebenbei bemerkt verwenden auch die zuvor erwéhnten Ein-
deutigkeitssdtze von Kohn und Vogelius bzw. Isakov die Rungeapproximati-
onseigenschaft. Die Charakterisierung von Einschliissen, die wir in Kapitel 4
herleiten, stellt unseres Wissens damit insbesondere den ersten konstruktiven
Eindeutigkeitsbeweis fiir dieses Problem dar.
Bei weiter eingeschrinkten Funktionenklassen fiir die Leitfdhigkeit geniigt
bisweilen schon ein einziges Experiment, d.h. die Messung von A, f fiir lediglich

tBei Dirichlet-Neumann-Abbildungen gibt man Dirichletwerte am Rand vor und ordnet
diesen die Neumannwerte zu. Im nichtlokalisierten Fall ist die Dirichlet-Neumann-Abbildung
nichts anderes als die Inverse der Neumann-Dirichlet-Abbildung.



26 Kapitel 3: Das inverse Problem

ein Strommuster f, um Identifizierbarkeit beweisen zu kénnen. Ist etwa die
Leitfdhigkeit von der Form

k fir x € Q,
o(z) = i} =
1 firze B\Q,

und ist die Konstante k bekannt, dann reicht eine einzige Messung aus, um
etwa Einschliisse in der Form von Kreisen [42] oder konvexen Polygonen [27],
[8] zu identifizieren. Ebenso lassen sich damit Abschétzungen {iber die Grofe
des Einschlusses 2 gewinnen [43], [5]. Fiir beliebige Polygongebiete im R? sind
dagegen zwei Messungen hinreichend [62].

Fiir eine beliebige Anzahl isolierender oder perfekt leitender Einschliisse,
also K = 0 oder kK = oo, im R? folgt die Identifizierbarkeit mit Hilfe von zwei
Messungen aus einer Arbeit von Alessandrini und Diaz Valenzuela [4].

3.2 Schlechtgestelltheit

Die Injektivitdtsaussagen des vorangegangenen Abschnitts geben noch kei-
ne Auskunft iber die Stabilitdt der zu (3.1) inversen Abbildung, welche
natiirlich von den verwendeten Topologien fiir die Leitfdhigkeit und die
Neumann-Dirichlet-Abbildung abhingt. Bei Verwendung der Operatornorm
|- | r—2/2(7)— Fr1/2 (7 fiir die Neumann-Dirichlet-Abbildung konnte Alessandri-
ni [1], [3] fiir Raumdimensionen gréfier als zwei eine Stabilitdtsabschitzung der
Art

-5
o1 — o2leo < C|log |Agy — A02||H*1/2(T)—)H1/2(T)|

fiir ein ¢ € (0,1) beweisen, allerdings unter recht starken Glattheitsvorausset-
zungen an die Leitfahigkeit.

Aus praktischer Sicht ist die Verwendung von H*'/?(T)-Normen fiir die
Daten jedoch problematisch, da diese nicht (stabil) gemessen werden kdnnen.
Daher wollen wir nun die L?(7")-Norm zur Messung von Stromfliissen und Span-
nungen auf dem Rand heranziehen, d.h. wir untersuchen jetzt die Stabilitdt der
Abbildung o — A,.

Wir demonstrieren die Schlechtgestelltheit anhand des radialsymmetrischen
Beispiels aus Abschnitt 2.4. Nach (2.24) ergibt sich die Spektralzerlegung der
Differenz ]\g — ]X]l aus der Darstellung

e (k) —

2 (1 — k)p** cos k€
E(Ii+1)+ (k — 1),02’€{sink§}7 (3-4)
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mit deren Hilfe wir die Hilbert-Schmidt-Norm von 1~\a — 1~\]1 abschitzen konnen,

2k

(1- 2
I, An||Hs—2Z( T “,Z”_l)pzk)

8|k — 1)?

1°p 4 Z Cp*lk \
T (k1= [k =1]p*)2 = k2 T (k4 1] = |k = 1]p?)?

Fiir die Leitfahigkeitsdifferenz gilt

i 1|2 _ m2/Ppt/P — 112 fiir p < oo,
Lr(B) |k — 12 fiir p = oo,

und wir gelangen zu

Cp474/p
£ 1| =[x = 1]p?)

1A — Axllfys < 0 5 o= 170 (p)- (3.5)

Betrachtet man nun speziell Leitfihigkeitswerte x = r(p) = 1+ (mp?)~ /P, dann
ist |lo — 1||r(py = 1 fiir alle p > 0 und |Ay — Ay||lus — O fiir p — 0. Dieses
Beispiel zeigt also, dak die Abbildung o — A, bzgl. dieser Normen nicht stetig
invertierbar ist.

Dies iibertréagt sich natiirlich auch auf schwéchere Normen fiir die Neumann-
Dirichlet-Abbildungen, etwa die Spektralnorm als Operatornorm von A,
L%(T) — L%(T).

Auch bei Verwendung von W*P(B)- A
Sobolevnormen (k > 0) fiir die Leitfdhigkeit k(p)
ist die Abbildung nicht stetig invertierbar. - -

| |
| |
| |
| |

Als Beispiel dazu dienen Leitfahigkeitsver-
teilungen ¢(x) € C°°(B) mit

G

|

|

|

|

/L _ 1 1+
() k(p) fiir [z < p,

xr) = I L !
1 fir |z| > 2p, p 2p

und 1 < 6(z) < k(p) fiir p < |x| < 2p mit x(p) wie oben, vgl. Skizze. Fiir diese
Leitfahigkeiten gilt |6 — 1{|ww»p) > |6 — 1l|ze(B) > |lo — 1||zr(B) = 1 und,
wie man mit der Monotonieeigenschaft aus Lemma 2.1(c) durch Abschitzung
der Eigenwerte von As — A; folgert (vgl. (3.5)),

C(2p)* /P

18e = Asllis < s T = n(p) = 1100022

—0 fiir p — 0,
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was die Schlechtgestelltheit des Leitfahigkeitsrekonstruktionsproblems beweist.

In manchen Féllen mit stark eingeschrénkter Zahl von Freiheitsgraden fiir
die Leitfahigkeit liegen jedoch einige Stabilitdtsaussagen (meist von lokaler Na-
tur) vor, siehe etwa [26], [9], [2], [10], [43].

3.3 Rekonstruktionsverfahren

Bei der numerischen Leitfdhigkeitsrekonstruktion bereiten vor allem die Nicht-
linearitdt und die Schlechtgestelltheit des Problems Schwierigkeiten. Daher be-
ruhen viele Rekonstruktionsalgorithmen auf einer sukzessiven Linearisierung
des Problems, bzw. fiir das Ndherungsverfahren wird von vornherein nur ein
linearisiertes Problem betrachtet. Die Schlechtgestelltheit macht fast immer
den Einsatz von Regularisierungstechniken notwendig, die fiir die verschiede-
nen Verfahren sehr unterschiedlich ausfallen kénnen. Wir verzichten hier auf
eine Beschreibung einzelner Regularisierungsverfahren und verweisen dazu auf
die Originalarbeiten oder auf die Monographien [25] oder [45].

Die erste auch in der Praxis eingesetzte Rekon-
struktionsmethode war der sogenannte Backprojection-
Algorithmus von Barber und Brown [6], [7], der von
einer Linearisierung um die homogene Hintergrundleit-
fahigkeit, Ap4n = Ay + A[h], ausgeht. Der bei Ein-
speisung eines Dipolstrommusters (Neumanndaten) in
einem Randpunkt z gemessene Spannungswert (Dirich-
letdaten) wird verwendet, um Information iiber die Leit-
fahigkeitskorrektur h entlang der durch z verlaufenden
Dipolaquipotentiallinie zu gewinnen. Eine mathematische Rechtfertigung fiir
diese Nidherungsmethode wurde spiter von Santosa und Vogelius [61] gegeben.
Nachteil dieses Verfahrens ist vor allem seine mangelnde Flexibilitit, da es nur
Kreise als Grundgebiete (im zweidimensionalen Raum) und Linearisierungen
um homogene Hintergrundleitfihigkeiten zulaft.

Am gebrauchlichsten sind derzeit wohl Verfahren, die auf einer Formulie-
rung als Optimierungsproblem aufbauen, bei dem die zu rekonstruierende Leit-
fahigkeit ein geeignetes Funktional minimiert. Oft wird hier das sogenannte
Output-Least-Squares- Funktional

1
Flo) =53 1Ig = Aol
J

herangezogen, wobei §; die zu den Stromfliissen f; gemessenen Spannungs-
werte bezeichnen und als Norm || - || die L?(T)-Norm oder eine diskrete, die
Messung iiber Elektroden beriicksichtigende Norm verwendet wird. Wird die
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L*(T)-Norm verwendet und bildet { f;} eine Orthonormalbasis von L*(T'), dann
mift dieses Funktional gerade die Differenz von A, zur gemessenen Neumann-
Dirichlet-Abbildung in der Hilbert-Schmidt-Norm. Die Minimierung erfolgt
dann iterativ mit bekannten Methoden aus der nichtlinearen Optimierung, et-
wa dem Levenberg-Marquardt-Verfahren, wobei in jedem Iterationsschritt die
Neumann-Dirichlet-Abbildung um die aktuelle Iterierte linearisiert wird, siehe
etwa [71], [57], [24]. Um den Rechenaufwand gering zu halten, wird manchmal
nur ein einziger Iterationsschritt durchgefiihrt [20]; dies entspricht dann wieder
einer Ndherungslosung des linearisierten Problems.

Ein anderes Funktional wurde in [50], [47] gew&hlt. Das Stromfeld wird hier
als unabhéngige Variable eingefiihrt, v = o¢Vu, und damit das Randwertpro-
blem (2.1) zusammen mit den gemessenen Dirichletranddaten als ein System
geschrieben,

V.-v=0 und v=0Vu in B, (3.6a)
viv=f und u=g auf T. (3.6b)

Hieraus folgt 0'/2Vu — ¢~'/2v = 0, und dies motiviert die Minimierung des
Funktionals

1 —
Fo, {u;}, {v}) = EZ/B|"1/2V“J' oV da
J

unter den Nebenbedingungen
V'VjZO iIlB, Vj'l/:fj aufT, uj:f]j aufT,

wobei wieder {f;} die angelegten Strommuster und {g;} die zugehorigen ge-
messenen Spannungen bezeichnen. Ein &hnliches Funktional wurde zuvor schon
in [69] betrachtet.

Mit einem direkten Verfahren fiir das nichtlineare inverse Problem hat man
es beim sogenannten Layerstripping zu tun [63]. Die Idee dabei ist, die Leit-
fahigkeit schichtweise vom &ufieren Gebietsrand her zu rekonstruieren. Mittels
Spannungsmessungen, die zu stark oszillierenden Strommustern gehoren, 14kt
sich die Leitfdhigkeit auf dem Rand bestimmen, vgl. auch [54], und diese wird
dann als Leitfadhigkeitsndherung in einer Randschicht verwendet. Danach wird
die Randschicht ,abgestreift* und das Problem auf das verbleibende Gebiet re-
duziert. Mit Hilfe einer Operatordifferentialgleichung vom Riccati-Typ mit der
Neumann-Dirichlet-Abbildung als Anfangswert erhélt man dann die Neumann-
Dirichlet-Abbildung fiir das verkleinerte Gebiet. Sukzessive gewinnt man so die
Leitfahigkeitsverteilung im Innern. In der Praxis erweist sich diese Methode
jedoch als extrem instabil.



30 Kapitel 3: Das inverse Problem

Einige Verfahren sind auch speziell fiir das in dieser Arbeit behandelte Pro-
blem der Gebietsrekonstruktion entwickelt worden. Fiir stiickweise konstan-
te Leitfdhigkeiten der Form (2.8) ist also (bei bekanntem Wert ) die In-
homogenitét  gesucht. Meist wird die Randkurve I' = 00 sternférmig als
z(0) = 2o+ p(0)e® angesetzt, um anschlieRend den Mittelpunkt x, und die Ra-
diusfunktion p(f) aus einer vorgegebenen Funktionenklasse mit wenigen Frei-
heitsgraden zu optimieren, siehe [14], [44], [37], [38]. Aufgrund der wenigen
Parameter geniigen fiir die Optimierung in der Regel schon sehr wenige Mes-
sungen, oft sogar eine einzige. Andererseits erfordern diese Verfahren natiirlich
einige Vorkenntnis iiber die Inhomogenitit €2, insbesondere, was die Zahl ih-
rer Zusammenhangskomponenten angeht. So sind numerische Ergebnisse bisher
nur fiir den Fall einer Komponente verdffentlicht worden. Demgegeniiber ben6-
tigt das Verfahren, das wir in dieser Arbeit entwickeln, keine Vorkenntnis iiber
Anzahl und Gestalt von Zusammenhangskomponenten, allerdings auf Kosten
erheblich zahlreicherer Messungen.



Kapitel 4

Charakterisierung von
Inhomogenitaten

In diesem Kapitel kommen wir zum theoretischen Hauptresultat dieser Arbeit.
Dies wird im ersten Abschnitt fiir den Einheitskreis als Grundgebiet formuliert
und einige Folgerungen daraus gezogen. Der Beweis wird im zweiten Abschnitt
gefiihrt. Anschlieftend verallgemeinern wir unser Ergebnis in verschiedene Rich-
tungen, unter anderen fithren wir den Fall allgemeinerer Grundgebiete mit Hilfe
konformer Abbildungen auf den Einheitskreis zuriick. Im letzten Abschnitt wird
das Gezeigte anhand des Beispiels aus Abschnitt 2.4 veranschaulicht.

4.1 Darstellung der Hauptergebnisse

Wir greifen wieder die Situation von Abschnitt 2.3 (bzw. Bemerkung 2.1) auf,
wo die Leitfdhigkeit von der Form

(2) k fir z € Q, (4.1)
o(z) = — .
1 fiirze B\,

war. Dabei sind durchaus mehrere (einfach zusammenhéngende) Komponen-
ten fiir die Inhomogenitdt (2 zugelassen, jedoch hier zunéchst alle mit ein und
derselben Leitfahigkeitskonstanten k; Verallgemeinerungen werden in den Ab-
schnitten 4.3.1 und 4.3.2 behandelt. Wesentlich ist hier, daff das Restgebiet
B\ Q zusammenhingend ist. Mit A, bzw. Ay werden wieder die Neumann-
Dirichlet-Abbildungen zu den Leitfahigkeiten o aus (4.1) bzw. zur homogenen
Leitfahigkeit, 1(x) = 1 fiir alle z € B, bezeichnet.

31
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Im Fall des Einheitskreises, B = By, ist unser Hauptresultat folgende Cha-
rakterisierung von :

Satz 4.1. Es sei B = B,. Weiter sei fiir eine beliebige Richtung d € R?,
|d| =1, und z € By

1(z—2z)-d
z = —-——— N T = B . 4.2
9z,d() - fiir x € 0B, (4.2)
Dann gilt fir k # 1
920 € R(|Ay — A1|Y?)  genau dann, wenn =z € Q. (4.3)

Beweis. Der Beweis folgender Teilschritte wird in Abschnitt 4.2 gefiihrt:

(a) Zun&chst leiten wir in Abschnitt 4.2.1 eine Faktorisierung
Ay — Ay =LFL’

her, wobei L : H; '/* ) — H? (T') geeignet gewihlt werden wird, L' :
Hgl/Z(T) — Hol/z(l") der zu L duale Operator und F : Hi/z(F) — H, 1/2(11)
ein Isomorphismus ist, der mit seinem dualen Operator iibereinstimmt, F' = F”.

(b) Mit Hilfe von (a) weisen wir nach (Abschnitt 4.2.2), daf
R(|As — A1|'/?) = R(L).
(c) Schliefilich zeigen wir (in Abschnitt 4.2.3) noch die Charakterisierung
924 € R(L) genau dann, wenn z € Q.
Aus (b) und (c) folgt sofort die Behauptung des Satzes. O

Fiir andere Grundgebiete verallgemeinern wir Satz 4.1 in Abschnitt 4.3, vgl.
Satz 4.12. Die einzige vorzunehmende Anderung besteht in einer anderen Wahl
der Testfunktionen g, 4 zur Charakterisierung von €.

Nach Lemma 2.1 ist der kompakte Operator A, — Ay : L3(T) — L(T)
selbstadjungiert und positiv (bzw. negativ), wenn x < 1 (bzw. £ > 1). Daher
besitzt A, — Ay eine Spektralzerlegung

— Ay = Z,\ V) L2 (T) V) (4.4)

mit einer Orthonormalbasis von L?(T') aus Eigenfunktionen v; zu den Eigen-
werten A; < 0 (bzw. A\; > 0).
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Korollar 4.2. Es sei B = By. Besitzt A, — Ay die Spektralzerlegung (4.4),
dann gilt (fir K #1)

Z <gz,d7 Uj>iZ(T)
A

< oo genau dann, wenn z € ).
J

Beweis. Fiir |[A, — A1|'/? besteht die Spektralzerlegung

Ao = Ra V2 = I3 0) L2y vy

J

Aufgrund der Selbstadjungiertheit und Injektivitit (letztere folgt sofort aus der
Positivitit (bzw. Negativitit)) von A, — A; liegt der Bildraum R(|A, — Ay |'/?)
dicht in L2(7T'), denn

R(IAs — A1 [1/2) = N(|A, — Ma|'/?) " = N(Ay — Ay)* = {0}
In diesem Fall besagt das Picard-Kriterium, vgl. [25, Thm. 2.8], daf§

2
~ ~ 9z,d,Vj
gz.a € R(|Ay — A1]*?)  genau dann, wenn Z W\w < oo0.
: J
j

Zusammen mit Satz 4.1 folgt damit das Korollar. O

Wie Korollar 4.2 fiir ein numerisches Verfahren ausgenutzt werden kann,
liegt auf der Hand: Es wird lediglich die Spektralzerlegung von Ao—Aq benétigt,
um Q zu bestimmen. Die numerische Umsetzung und dabei zu bewéltigende
Schwierigkeiten sind Gegenstand von Kapitel 5.

An dieser Stelle sei noch einmal ausdriicklich betont, dafs der spezielle Leit-
fahigkeitswert  in (2 fiir die Charakterisierung geméaf Satz 4.1 bzw. Korollar 4.2
keine Rolle spielt und insbesondere a priori keine Kenntnis davon erforderlich
ist. Ist die Inhomogenitét €2 erst einmal bestimmt worden, dann kann s etwa
durch Anwendung des Newtonverfahrens auf die Abbildung

k= (£, Ao f)r2ery — (fs Ao flr2(m) (4.5)

fiir ein beliebiges Strommuster f € H 1/2 (T") gewonnen werden; dabei bezeich-
ne (f, Ao, f)r2(r) den gemessenen, zum exakten Leitfahigkeitswert ., gehoren-
den Wert. Startet man die Newtoniteration mit k9 < k., dann konvergieren
die Iterierten des Newtonverfahrens wegen der Monotonie und Konvexitét der
Abbildung (4.5) (vgl. Lemma 2.1(c),(d)) monoton wachsend und quadratisch
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gegen k. Die Differenzierbarkeit der Abbildung (4.5) ist nicht schwer zu zeigen
und in der Literatur schon lange bekannt [16], speziell fiir das hier behandelte
Problem lautet die Ableitung (siehe z.B. [11])

<f7A Przr) = /|Vug\2da:

Allerdings muft beim Newtonverfahren in jedem Iterationsschritt, um die Funk-
tion (4.5) und ihre Ableitung auszuwerten, die Losung eines Vorwértsproblems,
Uy, berechnet werden.

4.2 Beweis des Hauptresultats

Es sei an dieser Stelle schon betont, daft der Beweis bis auf die spezielle Wahl
der Funktion g, 4 unabhéngig vom Gebiet B durchgefiihrt werden kann. Daher
formulieren wir die Ergebnisse in groflerer Allgemeinheit und beschrinken uns
erst gegen Ende von Abschnitt 4.2.3 auf den Einheitskreis.

Auch wenn wir in diesem Abschnitt Randwertprobleme der Anschauung
wegen immer in starker Form notieren, so wollen wir nichtsdestotrotz den L&-
sungsbegriff immer im schwachen Sinn verstanden wissen, wie er in Kapitel 2
eingefiihrt wurde.

4.2.1 Faktorisierung: A, — Ay = LFL’

Wir beginnen mit der Definition des Operators L, der implizit iiber die Lésung
folgenden Neumann-Randwertproblems erklért ist:

Av = 0 inB\Q, (4.6a)
Oov
w - 0 aufT, (4.6b)
OvT
W = (;5 auf F, (46C)

?{Tvds = 0. (4.6d)

Fir ¢ € Hy 1/2 (T") besitzt dieses Problem wieder eine eindeutige Losung v €
H}(B\ Q) und der Lésungsoperator H, 1/2(11) — HY(B\Q), ¢ + v, ist linear
und stetig. Die Stetigkeit des Spuroperators H.(B '\ Q) — Hl/z(T) impliziert
dann, dafs der durch

L. {Hol/z(l“) —s HY*(T), am

¢ — Lo =vlr,
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erklirte lineare Operator L wohldefiniert und beschriankt ist. Dariiberhinaus ist
L noch injektiv, denn aus L¢p = v|r = 0 folgt mit (4.6b), daff die harmonische
Funktion v verschwindende Cauchydaten auf T" hat, was wegen der Eindeutig-
keit dieses Cauchproblems (siehe [53, Thm. 19.1I]) v = 0 in B\ Q nach sich

. . +
zieht, also insbesondere ¢ = 8(;’ |F =0.

174

Lemma 4.3. Es sei k # 1. Mit dem Operator L aus (4.6), (4.7) besteht dann
eine Faktorisierung

Ay — Ay =LFL'. (4.8)

Dabei bezeichnet L' : H;l/Q(T) — <E/Z(F) den dualen Operator zu L und
F: Hi/z(f‘) — HQI/Z(F) ist ein Isomorphismus mit F = F'.

Beweis. (a) Fiir ein festes f € HO_I/Z(T) sei u, die Losung des Vorwérts-
problems (2.10) und uy die Losung des entsprechenden homogenen Problems
(k = 1). Die Differenz u, — uy ist harmonisch in B\ Q, hat verschwindende
Neumannrandwerte auf 7', und aufgrund des Divergenzsatzes gilt

uwh ul
<—80; |F’ IL>L2(I‘) = <f, ]]->L2(T) =0 und analog <—331} |F’ ]]->L2(F) =0.
(4.9)

Dabher 18st u, — ug fir ¢ = W |- das Randwertproblem (4.6) und infol-
gedessen gilt

O(ug—ug)t
L) = (ug = )y = (Mg = A0S, (4.10)
vgl. folgendes Diagramm: A A
o — 41 -
N (o — u)|
G T

A

O(us—u1)t |
ov r
f)(u(,—u]l)Jr

Bezeichnen wir die Abbildung f — 5
in (4.10) eine Faktorisierung

|F mit G, dann haben wir

Ay — Ay = LG (4.11)

hergeleitet. Zu zeigen ist jetzt noch G = FL’.
(b) Aus Linearitat und Stetigkeit des Losungsoperators Ho 1/2 (T) — HX(B),
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# > u,, sowie des Operators H(div, B\ Q) — H, “/*(T"), Vu, — 8;3 Vel
auch (2.5), folgt unter Beachtung von (4.9), daf§
ST = BT,
,: ot (4.12)
f — Go’f = a—,/a ™

ein wohldefinierter beschrénkter linearer Operator ist. Der Operator in der
Faktorisierung (4.11) ist somit durch G := G, — G1 gegeben.

Als néchstes wollen wir den dualen Operator G/ berechnen. Zu diesem
Zweck betrachten wir das inhomogene Diffraktionsproblem

Aw = 0 inB\T, (4.13a)
ow
W = 0 aufT, (4.13b)
[w], = 4, (4.13c)
ow
[a%}r = 0, (4.13d)

fwds = 0, (4.13e)
T

fiir ¢ € Hi/? (I') und bezeichnen seine Lésung mit w,. Anwenden der Green-
schen Formel in © und in B\ © ergibt

+ - +
(Gof,¥) L2(r) = Oug (wh —w;)ds = —j{ nau" w, ds+7{ Oug w ds
Oov r Ov r Ov
~—
—ug
- v
611); _ 3111; + auo awa’
_7{(—/{ 5y o + o ua)ds—i—fT(EwU— o uo.> ds
<~ ——
=0, wegen [uy]r=0 und [U%‘L]FZO =f =0

= % fwa ds = <wg,f>L2(T).
T
Dies zeigt, dal G’ ¢ = wy|r mit der Losung w, von (4.13) gilt und demnach
Gy = (G, — G = (w, — w1z

Nun 16st aber die Einschrinkung von w, auf B\ Q auch das Randwertpro-
blem (4.6) fiir ¢ = 9w | und folgerichtig gilt L(a

v |r ;"f |F) = wy|r = GL 1) sowie

w —’u)jl+
L(2mezm)™| ) = (wy —wy)lr = G — G = G (4.14)

v
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Dies kann wie folgt skizziert werden:

GI
1/’ \ . (wo— - ’U)]l) |T
F . .
AN
8(w,,7w1)+
ov T
—_ + . . . .
Die Zuordnung ¢ — w |F definiert wiederum einen linearen Opera-

tor, den wir F' nennen wollen, und mit dieser Bezeichnung kann (4.14) auch als
LF = @ geschrieben werden; Konjugation ergibt dann

G=F'L. (4.15)
(c) Wir zeigen noch, daf§

1/2 —-1/2
F { <o (F) — H<> (F)a (416)

_ O(we—w )Jr
dll—)FdJ— T]l

I"’
ein Isomorphismus mit F = F” ist. Damit folgt aus (4.11) und (4.15) dann die
Behauptung von Lemma 4.3.

Die Linearitdt und Stetigkeit von F' erhilt man wieder aus den entsprechen-
den Eigenschaften der Losungsoperatoren fiir das Diffraktionsproblem (4.13)
(fiir o und fiir 1) und des Operators H'(div, B \ Q) — H Y%(T), Vw,
%"—VHF, vgl. wieder (2.5). Auferdem wird noch benutzt, daff wegen des Diver-

genzsatzes <%”—VI|F, 1)) = <0;U—uﬂ+|r’ 1)2(r) = 0 ist.

Zunichst betrachten wir mit W := w, — wy die Differenz der Lésungen
von (4.13) zu den Leitfihigkeiten o und 1. Dann 16st W folgendes Diffraktions-
problem:

AW = 0 in B\T, (4.17a)

oW

W], = 0, (4.17¢)
ow owy
ool = =0T (4.17d)
fmwsz 0. (4.17e)
T

Wir fahren fort mit dem Nachweis der Surjektivitdt von F'. Zu diesem Zweck
geben wir uns ein beliebiges ¢ € Hy 1/ 2(I‘) vor und konstruieren eine Funkti-

on Y € Hi/Q(I‘) mit Fy = ag:f r = ¢. Dazu betrachten wir zunéchst das
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Neumannproblem im #uReren Gebiet B \ €,

oW oW+
AW =0 inB\Q, 22| =0 ‘F:qﬁ, des:o.
T

Ov It ’ Ov

Wir bezeichnen mit w := W |r die Dirichletrandwerte der Losung dieses Pro-
blems auf I' und 16sen damit das Dirichletproblem im inneren Gebiet (2,

AW =0 inQ, W |, =w.

Mit der dadurch in den beiden Teilgebieten B \ Q und €2 definierten Funktion

W setzen wir ¢ = [o%—VX]F = ¢ — nagv—y_|r. Wegen des Divergenzsatzes ist
(‘921—,;, 1)z2(ry = 0 und damit ¢ € HQI/Z(I‘). Nun 16st W das Diffraktionspro-

Bw]l*

blem (4.17), falls dort 5| = 5 ist.

Im néchsten Schritt erkléren wir wy zuerst in B\ Q als Lésung des Neu-
mannproblems

—  Ouwp owy 1
Aw; =0 in B\Q, —‘:o, 1‘: 7{ ds =0,
e in B\ ov It v k—17 Tw]1 s
und weiter in  als Losung von
. owy 1 _
Awy =0 in Q, ayl ‘F:mgo, yiw]l ds:f}w;{ds.
Setzen wir nun v := [wy]r, dann 16st die so definierte Funktion wy das Diffrak-

tionsproblem (4.13) (fiir k = 1). Die Normierungsbedingung fiir wj sorgt hier
fiir (1,4)z2(r) = 0, also ¢ € He'*(T).

Somit sind also wy bzw. w, = wy; + W Losungen von (4.13) (bei Leitfa-
higkeit 1 bzw. o) mit der oben konstruierten Funktion ¢ in der Sprungbedin-
gung (4.13c). Demnach gilt F'¢p = ¢ und es folgt die gewiinschte Surjektivitat.

Aus dem Beweis der Surjektivitdt wird im iibrigen klar, daf die dort kon-
struierte Funktion v eindeutig bestimmt ist, d.h. F' ist auch injektiv.

Der Operator F : HY/3(T) — H, Y?(T) ist also stetig und bijektiv, nach
dem Satz von der stetigen Inversen ist dann auch die Umkehrabbildung F~! :
H;Y*(T') = HY*(T') beschrinkt.

Es verbleibt noch der Nachweis von F' = F'. Hierzu untersuchen wir zu-
néichst den Operator

F, { () — H VA(D),

SwT
Yr— Fop = g;|r‘
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Seien 91,12 € Hi/Z(F) beliebig und wy,ws die zugehorigen Losungen der je-
weiligen inhomogenen Diffraktionsprobleme (4.13). Mit der Greenschen Formel
(angewendet in den Teilgebieten B \ 2 und ) ergibt sich

ow; ow; ow; _
(Foth1,2) L2(1) :ﬁ ! Yy ds = f;a—;wg dsfﬁn 5 L wy ds

ov B Y ) v
=K gy
o 8’11)1 (9102 _~_(9’LU§r _ 8’11);
= § (Gotwa—wn 52 s f (w2 —wi w70 ) as
—~— —— ~———r
=0 =0 o
- ov
. Owd
- f_(wf _,_/wl) 8—1/2 ds = (Fov2,%1)12(1),
r o \\f-/
= R,

d.h. F, ist symmetrisch im Dualsystem <H§1/2(I‘), <1/2(I“)> und stimmt daher
mit seinem dualen Operator iiberein, F! = F,. Entsprechendes gilt natiirlich
auch fir F; und somit fir F = F, — Fj. O

Die Abbildungseigenschaften der im Beweis von Lemma 4.3 auftretenden
Operatoren kénnen durch folgendes Diagramm veranschaulicht werden:

Bemerkung 4.1. Der in der Faktorisierung (4.8) auftretende duale Operator L’
wird im Beweis von Lemma 4.3 gar nicht in expliziter Form ben6tigt. Nichts-
destotrotz kann auch L' wieder iiber die Losung eines Neumannproblems aus-



40 Kapitel 4: Charakterisierung von Inhomogenitéiten

gedriickt werden, und zwar:

Av' = 0 inB\Q,
/

Z—v = —¢' aufT,
v

+

8; = 0 aufl,
v

fv'ds = 0.
T

, JHSVH(T) — B (D),
. ¢/ — LI¢I _ (UI)+

Damit ist dann

I‘7

der zu L duale Operator, wie man unter Zuhilfenahme der Greenschen Formel
leicht verifiziert. Genau wie fiir L folgt aus der Eindeutigkeit fiir das Cauchy-
problem, daR L' injektiv ist.

4.2.2 Der Bildraum von |A, — A|'/2

In diesem Abschnitt sei x # 1; wir wollen dann zeigen, daf die Bildrdume von
[As — A]1|1/ 2 und von L iibereinstimmen. Dazu wird der Isomorphismus F :

V1) - H VAT als unbeschrénkter Operator F : D(F) C L2(T") — L2(T)
aufgefaRt. Wir fiihren F iiber den Umweg iiber seine Inverse F~! ein, die wir
als Restriktion von F~1 auf L2(I") definieren, d.h.

F~': YD) — LA(T), F~l:=.F71/, (4.18)

wobei ¢ hier die Einbettung Hi/z(F) — L2(T) bezeichnet und ¢/ die Einbet-
tung L2(T) < Ho_l/z(l") ist.* Wegen der Injektivitdt von ¢ und ¢’ ist auch
F~' injektiv, daher konnen wir F' := (F~!)~! setzen mit dem zugehdrigen
Definitionsbereich

D(F) = R(F 1) =R(F 1) = FY(LX(D)).

Lemma 4.4. Der Operator F : D(F) C L2(T') — L2(T") ist eine unbeschrinkte
und selbstadjungierte Einschrinkung von F mit einem dicht in L2(T') liegen-
den Definitionsbereich. Weiter ist F ein positiver Operator fir k < 1 und ein
negativer Operator fir k > 1.

*Die Bezeichnungen ¢ bzw. .’ werden sowohl fiir Einbettungsoperatoren auf I' als auch auf
T verwendet, vgl. (2.7). Welche Randkurve gemeint ist, ergibt sich jedoch immer unzweideutig
aus dem Zusammenhang.
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Beweis. Aus der Kompaktheit von F~1 vgl. (4.18), folgt die Unbeschriinktheit
von F' und wegen

ml = R(LF*lL’)J— = N( (LF*IL')') =N(FH={0}

die Dichtheitsaussage fiir den Definitionsbereich. Die Symmetrie von F ist
in Lemma 4.3 gezeigt worden, damit folgt auch die Selbstadjungiertheit [60,
Thm. 13.11].

Fiir 0 £ 1 € R(L') € HY/*(T), ¢ = L'¢ mit ¢ € H; /*(T), gilt

(F, ) L2(ry = (FL'¢, L'¢) 2 (ry = (LFL'¢, ¢) (1)
=((As — A1)@, B)L2() {

>0 fir0O<k<l,
<0 firk>1,

wobei die Faktorisierung (4.8) und Lemma 2.1(c) verwendet wurde. Aufgrund
der Injektivitdt von L ist aber

R(L') = N(L)* = {0}* = H/*(D),

wobei der Abschluf hier bzgl. der H'/?(I')-Norm und die ,Orthogonalitiit*
im Sinne des ( <1/2(I‘), JI/Z(F))—Dualsystems zu verstehen sind. Aus dieser
Dichtheit folgt nun fiir alle ¢ € Hy/ (1)

>0 fir0O<k<1,

. (4.19)
<0 firk>1.

(FY,¢) 21 {

Weil F' aber eine Einschrinkung von F ist, gilt (4.19) insbesondere fiir ¢ €
D(F’ ), d.h. F ist selbstadjungiert und semidefinit. Da mit F' natiirlich auch F
injektiv ist, kann das Gleichheitszeichen in (4.19) nur fiir ) = 0 angenommen
werden; also ist F ist positiv fiir £ < 1 und negativ fir x > 1. O

Mit F ist auch F~! selbstadjungiert und positiv (bzw. negativ), d.h.
o F ' fir0<k<l,
=40
—F~! fiirk >1,

ist selbstadjungiert, positiv und R(|F~1|) = R(F~!). Damit besitzt |F~!| ei-
ne eindeutig bestimmte (ebenfalls selbstadjungierte und positive) Quadratwur-
zel [60, Thm. 13.31]

[FUYZ L) — L3(T),  |FTY = [FTVRIET,

und offenbar ist R(\F‘1|) C R(\F—1|1/2)_
Wir bendtigen noch ein Hilfsresultat:
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Lemma 4.5. Der Operator K : L2(T') — L2(T) sei selbstadjungiert, positiv

und besitze eine Fortsetzung als Isomorphismus H;1/2(1") - 01/2(1"). Dann
ist die (selbstadjungierte und positive) Quadratwurzel K 1/2 ein Isomorphismus

L2(T) — H? (T") und besitzt eine Fortsetzung als Isomorphismus HO_I/Q(I‘) —
L2(T"); diese beiden Isomorphismen sind zueinander dual.

Beweis. Fiir ¢ € L2(T") gilt
1KY 20|32 0y = (K20, KM29) oy = (4, K9) L2(r)
< Ol =12 1KY | g2y
< CHKHHl/Z(F)eH*l/Z(F)||'¢1H?‘-I—1/2(F)7
d.h. K'/2 besitzt eine stetige Fortsetzung H /(') — L2(T'), die wir K,/*

nennen wollen.
Aufgrund der Symmetrie von K'/2 gilt fiir ¢,¢ € L2(T)

(9, (K11/2)'1/1>L2(r) = <K11/2¢,1/1>L2(r) = <K1/2¢,¢>L2(r)

= (¢, KM*P) 121y = <¢,K11/21/1>L2(r),
und weil L2(T') dicht in Hy 1 *(I') liegt, stimmt somit der duale Operator
(K11/2), c L2(T) — Hi/Z(I‘) mit der Einschrinkung K11/2‘L3(F) iiberein, d.h.

mit K'/2. Also ist K'/2 auch als Operator L2(T') — Hy/*(T) stetig.
Die Fortsetzung von K als Operator HyY? (T) — H? (T") k6nnen wir jetzt
als K = (KII/Q)’KII/2 schreiben, und es gilt

1/2 1/2 . —1/2
1KY g2y < NEL ) Ve @ye 2|l EL 2 ¢lleqy fiir € Hy V(D).

Weiter folgt daraus
K| g1z ry

L)Y N g2y oy

HK11/2¢||L2(1") >

Yl zr-1r2(r) MEY 2
TNE P Ny ereqy 1$lE-120)
1

Nl r-172(r)
1/2

1Y 2y oy 1K =2 ey nraey
fiir alle 0 # ¢ € Hy “*(I), d.h. die Inverse K; /% : L3(T) — H; Y*(T) ist
stetig, K11/2 : H;l/z(l") — L2(T) ist also ein Isomorphismus. Demzufolge ist
(K1?y = KK;'Y? : L2(T) — HY/*(T') ebenfalls ein Isomorphismus. o
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Wir wenden nun Lemma 4.5 fir K = [F~'| an. Insbesondere gilt
R(F~Y?) = H*(T) und [F~'|'/? ist als Abbildung L3(T') — Hy/*(T)
ein Isomorphismus genau wie der duale Operator (|F~*|'/2)" in der Topolo-
gie Hy '/*(T) — LA(T).

Bezeichnen wir die Inversen dieser Isomorphismen mit |F|Y/2 : He/*(T') —
L2(D) bzw. (|F|Y/2) : L3(T) — H (), dann erhalten wir

F| = (22 (1) = Ho (). (4:20)

Damit kommen wir zum letztendlichen Ziel dieses Abschnitts:

Lemma 4.6. Es gilt R(|A, — Ay |'/?) = R(L).
Beweis. Mit der Faktorisierung (4.8) und (4.20) erhalten wir
A, — Ay| = (L(|F|V?)|FIM2L = A'A
mit A = |F|'/2L'/'. Da A eine Abbildung L2(T) — L2(T) ist, ist A’ der adjun-
gierte Operator von A, d.h. A’ = A*. Bekanntlich gilt R((A*A)Y/2) = R(A*),
vgl. etwa [25, Prop. 2.18|, und daraus schliefen wir
g€ R(|Ay — A1'?) <= g e R(A") =R(L(F|'?))

= JpeLiT): g=(L(|F"?) ¢

= 31/1€H<>_1/2(F): g =Ly

> geR(L)=R(L) C H/*(T).

Hier wurde noch die Bijektivitat von (|[F|*/2)" : L2(I') — Hy /*(T') benutzt. O

4.2.3 Der Bildraum von L

Der Operator L (und damit auch L) aus der Faktorisierung (4.8) hingt nur
vom Gebiet (2, nicht jedoch vom dort vorherrschenden Leitfihigkeitswert  ab.
Gerade diese Tatsache ermdoglicht nun zusammen mit der im vorigen Abschnitt
gezeigten Gleichheit der Bildriume R(L) und R(|A, — Ay|*/?) die Charakteri-
sierung von (2 in Satz 4.1 ohne Vorkenntnis von k.

Aus der Definition des Operators L in (4.6), (4.7) wird klar: Eine Funktion

g€ H? (T') liegt genau dann in R(L), wenn das Cauchyproblem

Av = 0 inB\Q, (4.21a)
v = g aufT, (4.21b)
ov = 0 aufT, (4.21¢)

ov
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eine Losung v € HZ(B\Q) besitzt, und in diesem Fall gilt L( aaz;: |F) = g. Unser
Ziel ist es nun, Funktionen g anzugeben, anhand derer man die Ld&sbarkeit
von (4.21) sofort entscheiden kann.

Betrachten wir zunéchst Neumannsche Funktionen fiir das Gebiet B. Diese
sind durch N(z,z) = 2t log|z — @| 4+ n(z,z) definiert, wobei n(z,-) fiir jedes
z € B das Neumannproblem

Agn(z,z) = 0 in B,
on(z,x) 1 Olog|z — z|
W B(CE) - %T auf T,
f B(z)n(z,xz)ds, = ,i?{ B(z)log|z — z|dsg,
T 2m Jr

mit einer Normierungsfunktion 3, §T B(z)ds, = 1, lost. Fiir jedes z € B laft
sich N auch als Distributionenlésung des Neumannproblems

A;N(z,z) = 6(zx—2) in B, (4.22a)
% B(z) aufT, (4.22b)

0, (4.22¢)

fT B(@)N(z,2) ds,

schreiben. In diesem Fall gilt N(z,z) = N(z, ), sieche etwa [34, § 4.7]; insbeson-
dere ist N auch in der als Parameter auftretenden Variablen z harmonisch und
damit unendlich oft differenzierbar (fiir z # z). Differenzieren wir die Gleichun-
gen (4.22) nach dem Parameter z in eine beliebige Richtung d € R?, |d| = 1,
so erhalten wir

Az% = —(d-Vé)(x—%) inB, (4.23a)
0 ON(z,z)
81/1. W = 0 auf T, (423b)
7{ ﬂ(a:)M ds, = 0. (4.23c)
T 0.d

Die Funktion

ON(z,z) 1 (z—x)-d On(z,x)
9.d 21 |z—xf? * 0.d (4.24)

hat eine dipolartige Singularitét in z mit Dipolachse d, wihrend der zweite Term
% harmonisch ist und lediglich zum Erfiillen der Randbedingung (4.23b) und
der Normierung (4.23c) ben6tigt wird.
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Lemma 4.7. Es sei N eine Neumannsche Funktion fiir B und d € R?, |d| = 1,
eine beliebige Richtung. Dann besitzt das Cauchyproblem (4.21) fir g(z) =
% :c(z)]l(a:) mit c(z) = ﬁ b %(z,w) dsy genau dann eine Lésung v €
HY(B\ Q), wenn z € Q.

Beweis. Aufgrund der Wahl von c¢(2) gilt (1, g)z2(r) = 0, und wegen (4.23) ist
% — ¢(2)1 harmonisch in B\ {z} und erfiillt die Cauchyrandbedingun-
gen (4.21b) und (4.21c).

Fiir z € Q ist iiberdies % —c(2)1 € CYB\ Q) C HY(B\ Q), also 16st
% —¢(2)1 fir z € Q das Cauchyproblem (4.21).

Kommen wir nun zum Fall z ¢ © und nehmen an, daf$ eine Losung v des
Cauchyproblems (4.21) existiert. Aus der Eindeutigkeit fiir das Cauchyproblem

schliefen wir, daff v = % —c(2)1in B\ (QU {z}) gelten muR. Der zweite
Term von 2% in (4.24) ist glatt, und den Gradienten des ersten Terms berech-

nen wir zu
1 (z—x)-d 1 (2(z—2x)-d d
271_Vz |z —z|2 271'( |z — z|* (z - 2) |z — z|?

und erhalten

1 (z—a)-d|
2r  © |z — z|?

Aber fiir z ¢ Q ist

1 |d? 11

TAm? |z —zt T 4n? |z — 2t

= ¢ L*(B\ Q)

T 27|z —xf?

1o (z—2)-d 1 1
2 ° |z —z|?

also folgt % —¢(2)1 ¢ HY(B\ Q), d.h. das Cauchyproblem kann hier keine
Losung in HX(B\ Q) besitzen. O

Bislang waren alle Betrachtungen noch unabhéngig vom speziellen Grund-
gebiet B. Fiir den Einheitskreis ist die Neumannsche Funktion zur Normie-
rungsfunktion 8 = 1/27 jedoch explizit bekannt:

N(z,z) = {%<1og|z — | +log|§ - |z|x|) fiir z # 0,

(4.25)
5= log || fiir z = 0;

ihre Richtungsableitung lautet

—z) z?z—x)- .
ON(z,x) %(ﬂzz_w)‘zd + 4l z‘ ) ‘i) fiir z # 0,

0.d —z-d (1 + ﬁ) fiir z =

2
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Die in Lemma 4.7 auftretenden Randwerte haben hier die Form (vgl. (4.2))

g:.a(x) = ‘91\29(;;) _1(z-2)-d

T |z—ax?

Korollar 4.8. Im Fall des Einheitskreises, B = By, gilt g,q4 € R(L) genau
dann, wenn z € (2.

Beweis. Fir f = 1/|T| ist ¢(z) = 0. Die Behauptung folgt dann unmittelbar
aus Lemma 4.7 und den vorangestellten Uberlegungen. O

Bemerkung 4.2. Die Wahl der Richtung d spielt in Lemma 4.7 und Korollar 4.8
nur eine untergeordnete Rolle. Im Fall des Einheitskreises, B = Bj, sei noch
auf zwei Spezialfille besonders hingewiesen (fiir z # 0):

- _ oz _ 1 2Pz _ 1 |z| —cos <(x,2)
(a) Fir d = oy 1st 9gza(z) = T2l =z = x TTP—2lcosa(zz) nd
€L €L H
T3 — =z 3 _ 1 z—z _ 1 sin <(z,z)
(b) fiir d = oy st 9za() = Tz Je—x|2 — 7 1H[2[2=2]z| cos (z,2) °

Bemerkung 4.3. Anstelle von % kénnen auch hoéhere Ableitungen der Neu-
mannschen Funktion N herangezogen werden, etwa

O'N(z, )

Dodr---0.d; fir Richtungen d; € R?,|d;| = 1,i=1,...,1.

Wenn g, 4 die Randwerte dieser hoheren Ableitungen bezeichnen, kann der
Beweis von Lemma 4.7 unmittelbar iibertragen werden. Dies liegt wieder in der
(jetzt noch stirkeren) Singularitidt an der Stelle z begriindet.

4.3 Verallgemeinerungen

4.3.1 Unterschiedliche Leitfahigkeitswerte, Isolatoren
und perfekte Leiter

Satz 4.1 kann auch auf die in Bemerkung 2.1 angesprochene Situation iiber-
tragen werden, daf die Leitf&higkeitskonstanten «; in den einzelnen Einschliis-
sen (2; unterschiedlich sind, sofern nur das Vorzeichen von ; — 1 fiir alle Kom-
ponenten gleich ist. Hierzu muf lediglich eine Faktorisierung wie in Lemma 4.3
hergeleitet werden, denn daraus folgt zusammen mit der Definitheit von Ao—Ay
dann Lemma 4.6, und der Bildraum von L ist ohnehin nur von 2 abhingig.
Die vorzunehmenden Anderungen im Beweis von Lemma 4.3 sind nur gering-

fiigig, wenn wir (mit den Bezeichnungen von Bemerkung 2.1) unter HEY (1)
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den Produktraum Hflﬂ (Ty) x -+ x Hétlm () verstehen. Bei den auftreten-

den Diffraktionsproblemen sind die Sprungbedingungen fiir den Fluf auf jedem
Randstiick I'; mit dem jeweiligen Leitfdhigkeitswert x; zu interpretieren.
Selbst fiir die beiden Grenzfille Kk = 0 und k = oo behilt die Charakterisie-
rung der Leitfdhigkeitsinhomogenitéit aus dem vorigen Abschnitt ihre Giiltig-
keit. Auch in diesem Fall ist A, — Ay definit (vgl. Ende von Bemerkung 2.2) und
es geniligt somit der Nachweis einer Faktorisierung gemaff Lemma 4.3. Wir wol-
len die vorzunehmenden Anderungen hier nur kurz andeuten, weil der Beweis

von Lemma 4.3 ansonsten fast wortwortlich iibernommen werden kann. .
F)

Zuerst behandeln wir den Fall k = 0. Aufgrund der Randbedingung g,j |F =
't
0, vgl. (2.14¢), ist G, = 0, vgl. (4.12), und damit Gf = -Gy f = —8;} -
+
Dementsprechend erhélt man auch F, = 0, d.h. F'yy = —Fy¢ = —85”1} r mit

wy als Losung von (4.13). Der Beweis der Isomorphie von F : Hol/z(l") —
H, 12 Wird in diesem Fall sogar deutlich einfacher, weil beim Nachweis der
Surjektivitat die Konstruktion einer Losung W von (4.17) schlichtweg entfallt.

Komplizierter verhilt es sich im Fall K = co. Zunéchst muf zur Auswertung
von G4 fiir ¢ € H? (T") anstelle von (4.13) das Randwertproblem

Aw, = 0 inB\Q, (4.26a)
85';" = 0 aufT, (4.26b)
We = Y+const aufl; (j=1,...,N), (4.26¢)
ow
—ds = j=1,...,N 4.2
o s 0 (4 by N, (4.26d)
J
}I{wa ds = 0, (4.26e)
T
gelost werden, es gilt dann GLv¢ = w,|r. Die jeweiligen Konstanten auf

der rechten Seite von (4.26¢) sind dhnlich wie beim Vorwértsproblem (2.16)
durch (4.26d) und (4.26e) eindeutig festgelegt. Beim Beweis der Surjektivitét

von F' wird die Funktion W genau wie zuvor bestimmt. Zu ¢ := [%—VX]F sei

dann w, in B\ Q die Lésung von

—  Ow, ow}
Aw, =0 in B\ Q, 8—11;11: , (;U;F:go, %ngds:o.
Mit den Konstanten c¢; = ﬁ $ w} ds setzen wir schlieRlich w, = ¢; in €;
J J

und ¢|F_ = w} ‘F_ +c¢;. Dann verifiziert man leicht, daf w, und wy = wy — W
das Gewiinschte leisten, d.h. Fiyp = ¢.
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Die Verallgemeinerungen aus diesem Abschnitt kénnen auch kombiniert wer-
den. Wenn also zu Inhomogenitédten mit x; < 1 noch isolierende Gebiete hin-
zukommen, bleibt Satz 4.1 giiltig. Entsprechendes gilt fiir ; > 1 und perfekt
leitende Einschliisse.

Eine Charakterisierung &hnlich der unsrigen im Fall geerdeter perfekt lei-
tender Einschliisse wurde von Hahner [35] unabhingig von dieser Arbeit ange-
geben. Die Erdung bewirkt dabei einen Potentialwert Null in allen Einschliis-
sen anstelle der durch die Quellfreiheit (2.16d) implizit festgelegten Potential-
konstanten in (2.16c). Der Verzicht auf die Quellfreiheit erlaubt bei ihm die
Verwendung von Grundlésungen fiir die Testfunktionen g, 4 anstatt der hier
benétigten Dipolfunktionen, also der Ableitungen von Grundlésungen.

4.3.2 Nichtkonstante Inhomogenitéaten

Unter gewissen Voraussetzungen kénnen auch Einschliisse mit nichtkonstan-
ten Leitfahigkeitskoeflizienten durch Satz 4.1 bzw. Korollar 4.2 charakterisiert
werden.

Satz 4.9. Es sei B = By. Die Leitfahigkeit habe die Form
o(z) = k() fur x €, B
1 fiirz € B\ Q,
wobei entweder k(z) > 1+ ¢ oder k(z) < 1—¢ firx € Q und ein e > 0 gelte.
Auch dann gilt
9z.d € ’R(|1~\U — ]\1\1/2) genau dann, wenn 2z € Q.
Vor den Beweis dieses Satzes stellen wir noch ein Hilfsresultat.

Lemma 4.10. Sei X ein Hilbertraum und A : D(A) C X — X selbstadjungiert
und injektiv. Dann gilt

y € R(A) genau dann, wenn  sup (v, 2) < 00.
ozzex [ Azl

Beweis. Wegen R(A)+ = N(A*) = N(A) = {0} liegt R(A) dicht in X und
A7' i D(A7') € X — X ist ebenfalls selbstadjungiert [68, Thm. 4.21] mit
D(A™*) = D(A~!) = R(A). Definitionsgemif besteht aber D(A~*) aus den-
jenigen y € X, fiir die das Funktional z — (A71z,y) in D(A~!) beschrinkt
ist [68, Sect. 4.4], oder mit anderen Worten: y € D(A™*) = R(A) genau dann,

wenn A*l
sp  ABY) o (@)

— T < 0.
ozzer(a) Il ozzex || Az]]
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Beweis (von Satz 4.9). Wir beschranken uns hier auf den Fall x(z) > 1+ ¢ fiir
z € Q. Es sei

oo fiir z € Q,

o(e) = 1 firze B\Q.

1+¢e firz e,
1 fir z € B\ Q,

und  o(z) = {

Aus der Monotonieeigenschaft (Lemma 2.1(c), siehe auch Bemerkung 2.2) folgt
dann

Ay — Ay <A, — Ay SAQ_AI <0,
und die drei Differenzen von Neumann-Dirichlet-Abbildungen sind jeweils in-

jektiv. Mit dem schon zuvor erwihnten Lemma von Heinz (vgl. [68, Thm. 9.3])
ergibt sich

Az — Aq|Y2 > |Ay — Ag)V2 > |A, — Aq|Y2 > 0O, (4.27)
und die beteiligten Operatoren geniigen den Voraussetzungen von Lemma 4.10

mit X = L2(T).
Sei nun y € R(|A, — Ay|'/?). Wegen (4.27) und Lemma 4.10 ist

<yax>L2(T) < S <y7m>L2(T)
/2

su = = < u = = < 00,
0£2eL2(T) |[Ae — Ap V22|12 (1) — ozecrz(m) |[|Ae — Ax[* 22| L2 (1)
also y € R(|Az — Ay|*/?) wiederum nach Lemma 4.10. Somit haben wir nach-
gewiesen, daR R(|A, — A1|'/?) € R(JAz — A1]*/?), und ganz analog zeigt man
R(|A, —A1]"7?) € R(|As—A1[Y/%. Wegen R(|Ay —Ay1]'/?) = R(|As—Aq[V/?) =
R(L) stimmen alle Bildriume mit R(L) {iberein und die Behauptung folgt dann
aus Korollar 4.8. O

Ubrigens kann die zu Beginn von Abschnitt 4.3.1 abgeleitete Verallgemeinerung
nun auch unmittelbar aus Satz 4.9 gefolgert werden.

4.3.3 Andere Grundgebiete

Eine Moglichkeit, den Fall eines vom Einheitskreis abweichenden beschrinkten
einfach zusammenhingenden Gebiets B C R? zu behandeln, ist dann gegeben,
wenn man eine konforme Abbildung ® kennt, die das Gebiet B (nach Identifi-
kation R? ~ C) auf den Einheitskreis B abbildet.
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Die Existenz solcher konformer Abbildungen ist nach dem Riemannschen
Abbildungssatz gesichert, fiir ihre Eindeutigkeit, die jedoch hier nicht benotigt
wird, miissen noch zusétzliche Bedingungen gestellt werden. Aufgrund unse-
rer Glattheitsannahmen an den Rand T 14t sich ® zu einem Homd6omorphis-
mus B — B fortsetzen; ebenso kann die Ableitung @' (z) stetig auf den Rand
fortgesetzt werden und dort ist ®'(z) # 0. Zusammengefafit findet man diese
Aussagen versehen mit Literaturhinweisen z.B. in [29, Anhang 4].

Lemma 4.11. Es set N(é,:ﬁ) eine Neumannsche Funktion zur Normierungs-
funktion B fir den Einheitskreis B. Dann ist

N(z,z) = N(®(2), ®(x)) fir z,x € B

eine Neumannsche Funktion zur Normierungsfunktion |®'| Bo® fir das Gebiet
B.

Beweis. Es gilt

N(z,7) = o log|2(2) — B(z)| + 2(®(2), 2(x))

?(z) — @(x)

e ECIOR1E0)

L jogle — o + 21
= — 10 zZ— X — 10
2w 3 2 )

1
=: —1 —
5 oglz — x|+ n(z,z)

und damit
A;N(z,z) =(x — 2) fir z € B,

denn, weil ® injektiv ist und ®’(z) # 0, ist w in B als Funktion von x

holomorph und von Null verschieden, woraus wiederum folgt, daf n(z,z) in B
harmonisch ist. Weiter erfiillt N die Randbedingung

ON(z,x)
vy

ON(2, &)

= |#/(2)| 52

= |#'()| A(2(2)

P(z
P (x

2w
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und die Normierungsbedingung

fT ' ()| A(@(2)) N (2, ) ds, =

Wegen ¢, (®(z)) |®(z)|ds, = §7 B(2) ds; = 1 handelt es sich bei [®'| 3 o ®
auch tatsdchlich um eine Normierungsfunktion fiir den Rand T'. O

Damit sind wir in der Lage, eine Verallgemeinerung von Satz 4.1 fiir belie-

bige einfach zusammenhingende Gebiete, welche den Glattheitsanforderungen
von Abschnitt 2.1 an den Rand geniigen, zu formulieren.

Satz 4.12. Sei ® eine konforme Abbildung von B auf den Einheitskreis B.
Weiter sei fiir eine beliebige Richtung d € R?, |d| =1, und z € B

G2,d(2) = 93(2),a(®(x)) — c(2)1(z) firxeT =0B (4.28)
mit c(z) = ﬁ $1 90(2),a(®(x)) dsz. Dann gilt fir k # 1
Gz, € R(\]\g — A1|1/2) genau dann, wenn z € SQ. (4.29)

Beweis. Wir wenden Lemma 4.11 auf die Neumannfunktion N aus (4.25) fiir
den Einheitskreis an. Beachten wir dann noch, daff

= |®'(2)] g (2),a(®(x))

8

I

o
~

8
I

und ®'(z) # 0, dann folgt die Behauptung wie im Fall des Einheitskreises aus
Lemma 4.7. O

Analog zu Korollar 4.2 gilt hier:

Korollar 4.13. FEs gelte die Spektralzerlegung ]&U — ]\1 = Z], )\j< '7Uj>L2(T)'Uj
mit einer Orthonormalbasis {v;} von L%(T). Dann gilt fiir k # 1

Z (Gz,d5 UJ'>%2(T)

] < oo genau dann, wenn z € ).
J

J
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4.3.4 Der dreidimensionale Fall

Die in diesem Kapitel hergeleitete Charakterisierung von Einschliissen kann
ohne gréfere Anderungen auch auf den dreidimensionalen Fall iibertragen wer-
den. Eine Faktorisierung A, —A; = LF L' gemif Lemma 4.3 besteht ebenso wie
die Gleichheit der Bildraume R(JA, — Ay|'/?) = R(L) nach Lemma 4.6. Auch
Lemma 4.7 hat weiterhin Bestand, wenn dort die Neumannsche Funktion fiir
das dreidimensionale Hintergrundgebiet B verwendet wird. Die Grundlésung
fiir die Laplacegleichung im R? lautet —1/(4n|z — z|) und der daraus beziig-
lich der Dipolachse d € R?, |d| = 1, gebildete Dipol hat in 2 eine Singularitit
der Form (z — ) - d/(4n|z — z|®). Fiir die Einheitskugel ist die Neumannsche
Funktion wieder explizit bekannt [70, Aufg. 21.8],

-1 1 1 2 1
N(z,x) = — + +lo + —,
(2,) 47r<|z—:v| ‘ﬁ—\zkc‘ g1—|z-x|+|§—|zm|) 27

W berechnen lassen. Anders als im

woraus sich die Dipolrandrandwerte 9
zweidimensionalen Fall konnen beliebige “Gebiete aber nun nicht mehr einfach
mittels konformer Abbildungen auf die Einheitskugel zuriickgefiihrt werden,
da dieses Hilfsmittel im dreidimensionalen nicht zur Verfiigung steht. Da die
Neumannsche Funktion nur fiir wenige spezielle Gebiete explizit bekannt ist,
mufs diese bei einer praktischen Umsetzung numerisch berechnet werden, was
allerdings einen enormen zusétzlichen Rechenaufwand erfordert.

Ahnliche Probleme treten — unabhingig von der Raumdimension — iibri-
gens auch dann auf, wenn die Hintergrundleitfdhigkeit nicht mehr als konstant,
sondern lediglich als glatt! vorausgesetzt wird. Zwar kann die Faktorisierung in
naheliegender Weise iibertragen werden, aber selbst fiir den Einheitskreis wird
man die Neumannsche Funktion nur in den wenigsten Fillen kennen.

4.4 Beispiel: Der radialsymmetrische Fall

Wir wollen nun die Ergebnisse dieses Kapitels fiir die radialsymmetrischen,
stiickweise konstanten Leitfihigkeiten aus Abschnitt 2.4 illustrieren. Dazu stel-
len wir die auftretenden Operatoren zunéchst beziiglich der Fourierbasis dar.

Beginnen wir mit dem Operator L, also mit der Lésung des Randwertpro-
blems (4.6). Ein Ansatz

(oo}

v(r,€) = Z (ak, cos k& + by, sin k&)rF firp<r<1
k=1

T Auf die genauen Glattheitsanforderungen gehen wir hier nicht weiter ein. Im wesentlichen
muf die eindeutige Losbarkeit des Cauchyproblems gew&hrleistet sein.
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fiithrt bei Neumannrandwerten auf dem inneren Kreisrand {z : |z| = p}

B(€) ~ % ;(ak cos k€ + fBy sin k€)

auf

pk+1/2 o
= aQ_ = —F — b = —b7 =
ar = a—g 21k k k

P12 by
p2k — 1 &

fir k=1,2,...

Demzufolge gilt

© 5 k+1/2

vl = v(1,6) = 3 T cos ke + e sinke)
k=1

und L wird durch

L cosk 1 2pk+1/2

L: {Vf . g} o kf} (4.30)
Wsmkf k p2k —1 Usink¢

vollsténdig beschrieben, da {\/+r_p cos k€, \/% sin k£}52 , eine Orthonormalbasis

von L2(T') und {ﬁ cos k&, ﬁ sin k€}2° , eine ebensolche fiir LZ(T') bildet. Da-

mit kann man L’ sofort angeben:

1
, . feoské 12pkH1/2 (=5 cos k€
L {sin kg} = k p2k -1 ﬁ sink¢ [’ (431)

alternativ kann dies auch durch Lésen des entsprechenden Randwertproblems
(vgl. Bemerkung 4.1) hergeleitet werden.

Die Singuldrwete %252’1;_1/12 von L bzw. L' klingen schneller ab als jede Po-
tenz von k. Die Funktionen im Bildraum von L (bzw. L) sind damit unendlich
oft differenzierbar auf T' (bzw. auf I'). Dies illustriert auf der einen Seite den
glittenden Charakter der Operatoren L bzw. L' und auf der anderen Seite
die Unstetigkeit ihrer Inversen. Letzteres steht in unmittelbarem Zusammen-
hang mit der (aus dem Hadamard-Beispiel bekannten) Schlechtgestelltheit des
Cauchyproblems fiir elliptische Gleichungen.

Als néchstes kommen wir zum Operator F' = F, — Fy, wobei F,, durch das

Diffraktionsproblem (4.13) und die Abbildungsvorschrift 1 —
ist. Die nun schon bekannte Vorgehensweise fiihrt auf

P ﬁcosk{ ._>§ K(p?* — 1) ﬁcoskﬁ (432)
7\ sinkg p(k+1)+ (k= 1)p?* | > sinkg '

w}

8&/ |F festgelegt
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und weiter auf

‘%UEM}H%k:(l—@O—p%F {%wwkg

F=F,—F :{v | - .
L {ﬁsmkf 2p (k+1)+ (k= 1)p2k ﬁsmkf

}. (4.33)
Dieselbe Darstellung gewinnt man im {ibrigen auch aus der Faktorisierung (4.8)
und den Spektralzerlegungen (4.30) und (4.31) von L und L’ sowie derjenigen
von A, — Aq, vgl. (3.4). Man erkennt, daf sich sowohl die Eigenwerte von F,
als auch diejenigen von F, — Fy asymptotisch wie const - k + o(k) fiir k — oo
verhalten, was die Abbildungseigenschaft H./> (') - Hs 1/2 (T') dieser beiden
Operatoren nochmals verdeutlicht.

Nach diesen vorbereitenden Uberlegungen fahren wir mit der Charakteri-
sierung der Bildridume durch die Funktion g, 4(z) = %(lzzzz)"zd
wir Polarkoordinaten z = |z|e’¢, d = €', z = €'¢, dann besteht die Reihenent-
wicklung

fort. Benutzen

1 |z]cos(9 — () —cos(§ =) =
gz,d(f) T 1+ |2|2 — 2|z| cos(€ — €) a Z

cos(k(¢ = ¢) — (9 =),
(4.34)

wie man unter Zuhilfenahme von [33, Formel 1.447] leicht verifiziert.

Zunéchst betrachten wir das Cauchyproblem (4.21) mit g, 4 als rechter Seite.
Mit Hilfe eines Separationsansatz erhalten wir als Lésung

u(r,€)
= Z _lg‘:il (cos(k¢ + (9 — ¢)) cos k€ + sin(k¢ + (9 — () sink€) (r* + r~F)
k=1
= Z _|22‘:71 cos(k(€—¢) — (9 — Q) (r* +r7F)
k=1

und daraus als als radiale Ableitung auf dem Kreisring {z : |z| = p}

v _ o ke cos(k(€ - ¢) — (9 = () k—1/2  —k—1/2

Fiir die Sobolevnorm der Normalableitung bzgl. des Kreises B, ergibt sich
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demnach
i L k?|z[2—D) (pF1/2 — pk1/2)2
42 P P
HZ(0B,) k=1

s k25+2‘z|2k_2(p2k_1 ) 1

14 2s+2<‘z|>2k 2
E k
472

Waihrend die erste Summe fiir jedes s € R konvergiert, ist die zweite Summe
fiir p > |z| konvergent und fiir p < |z| divergent, beides unabhingig von s. Fiir

k=1

|2| = p liegt Konvergenz genau fiir s < —3/2 vor, also ist 32 ¢ Ho_l/z((?BM).

Dies zeigt, daf das Cauchyproblem eine Losung im Kreisring By \ B.| besitzt;
genau dies ist die Aussage von Lemma 4.7 bzw. Korollar 4.8.

Anstatt das Gebiet Q mit Hilfe des Bildraums von R (L) und der damit ver-
bundenen Frage der Losbarkeit des Cauchyproblems (4.21) zu charakterisieren,
steht alternativ dazu noch die Méglichkeit iiber den Bildraum R(|A, — Ay|'/?)
zur Verfligung, vgl. Satz 4.1 und Korollar 4.2. Nach (3.4) treten die Eigenwerte

von AU — ]&1 immer paarweise auf, \op_1 = Ao = k%, mit je-
weiligen Eigenfunktionen vop_1 = %, Vop = 51355, k =1,2,... Damit folgt
aus (4.34) fir k =1,2,...

|Z‘k—1

cos(k¢ + (¥ —Q))

(9z,d) V2k—1)L2(T) = —

S

sowie
|Z|k71

<gz,d7v2k>L2(T) = \/E Sln(kg + (19 - C))a

und wir erhalten

% (g2 a4y 06)2 a0y A\ 26D
D P 27T|1—Fv|PQZk (e 1)+ 1)”2k)<u> ‘

k=1 P

Diese Reihe konvergiert genau fiir |z| < p in Ubereinstimmung mit Korollar 4.2.

Bemerkung 4.4. Anhand eines Beispiels veranschaulichen wir noch die Notwen-
digkeit der Voraussetzung fiir unsere Charakterisierung, daf B\ Q zusammen-
hiangend sein muf. Wir greifen dazu die ringférmige Inhomogenitét (2.26) aus
Bemerkung 2.3 auf. Aus (2.27) erhalten wir die Spektralzerlegung fiir Ay — Ay,

A A, {coskf} 2 (Pt — p3*) {cos kf} (4.35)
o sin k€ F1— g2 (22)™ 4 u(p3k — pat) SinkE
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mit p = Q—Ii Daraus ergibt sich

[e%s} [e%s} 2k —

Z <gz,d7vk>%2(T) . 1 Zk‘ 1- Mz(%) + :u’(p%k - p%k) <|Z>2(k b
2\ = 9np02 2k e

= | Ak mpilul = 1- () p1

und diese Reihe konvergiert genau fiir |z| < p1, d.h. der von der Inhomogenitit
eingeschlossene innere Kreis {z : |z| < p2} mit Leitfdhigkeitswert Eins wird
nicht erkannt.



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

In diesem abschliefenden Kapitel wollen wir demonstrieren, wie die bis hierhin
entwickelten Ergebnisse in ein effizientes numerisches Verfahren umgesetzt wer-
den konnen. Wir geben zunéchst einige Detailinformationen zu unserer Imple-
mentierung und belegen dann anhand numerischer Experimente die Leistungs-
fahigkeit des Algorithmus.

5.1 Zur Implementierung

Alle numerischen Beispiele in dieser Arbeit basieren auf synthetischen Daten,
die wir bei Vorgabe einer stiickweise konstanten Leitfihigkeitsverteilung der
Form (2.13) dadurch erhalten, indem wir fiir verschiedene Strommuster f die
zugehorige Neumannsche Randwertaufgabe numerisch 16sen und die sich daraus
ergebenden Dirichletdaten als Mefiwerte verwenden.

Vorwiértsproblem

Die numerische Losung der Vorwértsprobleme erfolgt mit der Methode der fi-
niten Elemente. Dazu approximieren wir die Randkurven des Grundgebiets B
und der Einschliisse 2; durch Polygone, wobei fiir den dufleren Rand T eine
sehr viel feinere Auflésung (256 Knoten) als fiir die inneren Rénder I'; gewéhlt
wird, um auch noch hochfrequente Neumanndaten f auf T vorschreiben zu
kénnen. Mit Hilfe von Vernetzungsroutinen der Matlab-PDE-Toolbox erzeugen
wir dann eine Triangulierung von B, welche die Einschliisse €2; als Teilgebiete
enthilt, vgl. Abb. 5.1(a). Den Ansatzraum fiir das Galerkinverfahren zur Varia-
tionsaufgabe (2.3) bilden die beziiglich dieser Triangulierung stiickweise linea~
ren Funktionen; bei isolierenden oder perfekt leitenden Einschliissen schrinken

57
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Abbildung 5.1: Triangulierung eines Gebiets

wir diesen Ansatzraum entsprechend (2.15) bzw. (2.17) auf H.(B \ Q) bzw.
H. (B \ Q) ein.

Als Strommuster verwenden wir die beziiglich der Bogenldnge 7 parametri-
sierten trigonometrischen Basisfunktionen von L2(T),

{cos Z sk =1,...,128} U {sin 37 - k= 1,...,12T}, (5.1)
wobei |T'| die Bogenlinge des Randpolygons T' bezeichnet. Man beachte, daf§
aufgrund der Normierungsbedingung (f,1)z2(ry = 0 bei einer Randdiskreti-
sierung durch 256 Knoten nur 255 linear unabhingige Strommuster angelegt
werden konnen. Fiir diese Neumanndaten f berechnen wir dann die Integra-
le fT fods fiir stiickweise lineare Funktionen ¢ aus dem Ansatzraum analy-
tisch. Als Randwerte der Galerkinndherungslosung erhalten wir zunéchst linea-
re Splines, die anschlieRend wieder L?(T)-orthogonal auf die trigonometrische
Basis (5.1) projiziert werden.

Konforme Abbildungen

Um unser Verfahren auf zweidimensionale Gebiete wie das in Abb. 5.1(a) ge-
zeigte anwenden zu koénnen, miissen wir eine konforme Abbildung ® dieses
Gebiets auf den Einheitskreis berechnen, vgl. Satz 4.12. Dazu bedienen wir uns
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einer z.B. in [29, Kap. 1.2.2] und [36, Chapt. 16.7] beschriebenen Konstruktions-
methode. Aus der sogenannten Gerschgorin-Integralgleichung ergibt sich dabei
zunichst die Randzuordnungsfunktion 6 : [0,|T|] — [0,2n], die der nach der
Bogenlinge parametrisierten Randkurve z(7) von T die durch ® induzierte Pa-
rametrisierung des Einheitskreisrandes, e??("), zuweist. Diese Integralgleichung
losen wir mit Hilfe einer einfachen Kollokationsmethode, vgl. [29, Kap. 1.4.1].
Anschliefend konnen wir ®(z) fiir Punkte z aus dem Innern von B mittels der
Cauchy-Integralformel berechnen,

_ 1 o) .1 et
@(z)—%ﬁc_zd(—% e

Somit sind wir in der Lage, die transformierten Dipolrandwerte g, 4(z) in (4.28)
fir z € B und x € T auszuwerten. Abb. 5.1(b) veranschaulicht das Ergebnis
der konformen Transformation fiir das Gebiet aus Abb. 5.1(a).

Picard-Test

Unsere numerische Losung des inversen Problems stiitzt sich auf Korollar 4.13.
Zunichst werden die Eigenwerte \; samt zugehoriger Eigenfunktionen v; nu-
merisch berechnet, um anschlieftend die Reihe

<g z,ds U '>2
h(z) =y 2B (5.2)
- Al

auf Konvergenz hin zu tberpriifen. Bei der praktischen Durchfiihrung tritt
hier das Problem auf, daff uns aufgrund der nur endlich vielen Strommuster
hochstens ebensoviele Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrixdarstellung der
Neumann-Dirichlet-Abbildung zur Verfiigung stehen, und die endliche Reihe

J

2
gz da'U] L2(T
§ o THE I (5.3)

konvergiert trivialerweise. Aufierdem wird man aus Eigenwerten und Entwick-
lungskoeflizienten nur dann niitzliche Informationen beziehen kénnen, solange
nicht Rechenungenauigkeiten und Meffehler (bzw. Diskretisierungsfehler bei
unseren kiinstlich erzeugten Daten) ihren Informationsgehalt verwissern. Die-
ser Gesichtspunkt muft bei der Wahl von J ebenfalls beriicksichtigt werden.
Wir wollen zunéchst die Wahl des Abbruchindex J motivieren und verschaf-
fen uns dazu einen Eindruck von der Genauigkeit unserer numerischen Losung
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10° 10?
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(a) Eigenwerte Ag: exakt (durch- (b) wym/|z2(k=1) fiir 21, 27, 2©
gezogen) und numerisch (punk-
tiert)

Abbildung 5.2: Vergleich von exakten und berechneten Gréfsen beim radialsym-
metrischen Beispiel

des Vorwiartsproblems. Zu diesem Zweck betrachten wir den speziellen radial-
symmetrischen Fall mit p = 1/2 und £ = 1/2; die exakten Eigenwerte* von
A, — Ay sind hier

2
A — = A = —-——"
2k—1 2k k(3-4F —1)
und weiter ist
. 2 ~ 2 |Z|2(k71)
Wk = <gz,d,v2k—1>L2(T) + <gZ,d7'U2k>L2(T) = o 0 (54)

d.h. wy, hingt nur vom Betrag des Testpunktes, |z|, ab und insbesondere nicht
von der verwendeten Dipolrichtung. In Abb. 5.2(a) stellen wir den exakten
Eigenwerten die numerisch berechneten gegeniiber, und Abb. 5.2(b) zeigt die
Quotienten wym/|z|?*~1 fiir drei Testpunkte 2! = 3/8 € Q, 2* = 1/2 € T,
2¢ =5/8 € B\ Q und Dipolachse d = 1. Das Abklingverhalten der berechneten
Eigenwerte folgt zunéchst demjenigen der exakten Eigenwerte, bis eine Grofen-
ordnung von etwa 10~ ! erreicht ist; weitere Eigenwerte konnen im Rahmen der
Rechengenauigkeit und verwendeten Diskretisierung offenbar nicht mehr be-
rechnet werden. Von den zugehorigen Entwicklungskoeffizienten scheinen etwa

*Im folgenden seien die Eigenwerte von A, — Ay immer betragsmifig fallend angeordnet,
also [A1| > |A2] > -+ > 0.
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Abbildung 5.3: Niveaulinien von h; zu den Niveaus 10!,10%%,10%,...,10° (von
innen nach aufen). Hier: J = 20. B = B; (Einheitskreis), Q = Bj/5(3/8)
(gestrichelt eingezeichnet), k = 1/2

die ersten 11 Paare verwertbar zu sein, dies entspricht den ersten 22 Eigen-
werten, die durch die zusétzliche horizontale Linie in Abb. 5.2(a) zur Abszisse
2 -1078|\;| abgetrennt worden sind. Motiviert durch diese Diskussion setzen
wir

J=max{2j: |\g;| <|\1|}  fiir 6 =2-10""% (5.5)

und verwerten im folgenden immer nur die ersten J Eigenwerte und Entwick-
lungskoeflizienten. Wiederholt man diese numerischen Experimente fiir andere
Parameter p und k&, so stellt sich eine dhnliche Situation zu der in Abb. 5.2 dar-
gestellten ein, was die heuristische Wahl von J geméf (5.5) untermauert. Auch
in den noch folgenden numerischen Beispielen bewéhrt sich diese Festlegung.
Kommen wir zuriick zum Problem der Entscheidung iiber Konvergenz oder
Divergenz der Reihe (5.2) anhand der endlichen Teilsumme (5.3). Man wird
letztendlich erwarten, daf der Wert von hy(z) fiir z € Q kleiner ist als fiir
z € B\ Q, jedenfalls fiir einen hinreichend grofen Diskretisierungsparame-
ter J. Dies legt es nahe, die Funktion h;(z) fiir eine Menge von Testpunkten
auszuwerten, dann einen Schwellenwert M festzusetzen und schliefllich die In-
homogenitit Q durch {z € B : hy(z) < M} anzunihern. In Abb. 5.3 ist dies fiir
ein Beispiel illustriert; hier wire etwa M = 10? ein geeigneter Wert. Neben der
Schwierigkeit einer geeigneten Wahl des Schwellenwerts M spricht noch ein wei-
teres Skalierungsargument gegen dieses Vorgehen. Die Aussage von Satz 4.12
und Korollar 4.13 bleibt namlich richtig, wenn dort §. 4 durch ¢(2)g. 4 mit einer
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von Null verschiedenen Funktion ¢(z) ersetzt wird. So wiirde etwa eine Wahl
c(z) = (hs(2))~*/? den endlichen Summenwert

XJ: gzdavj>L2(T) 1

fir alle z € B
|Aj]

Jj=1

liefern, also eine konstante Funktion ohne jegliche Aussagekraft. Die Wahl
¢(z) = 1 liefert zwar in numerischen Experimenten gute Ergebnisse, um dies
begriinden zu konnen, miiffte man jedoch in der Lage sein, die ,Divergenzge-
schwindigkeit* der Reihe (5.2) fiir z € B\ Q abzuschétzen.

Wir schlagen hier eine andere Vorgehensweise vor. Die Reihe (5.2) kon-
vergiert, wenn die Quadrate der Entwicklungskoeffizienten bzgl. der Eigenba-
sis von Ay — Aq, @z’d,vkﬁz(n, ,schneller abklingen als die Eigenwerte |Ag|.
Besonders motiviert wird dies durch das radialsymmetrische Beispiel in Ab-
schnitt 4.4. Dort gilt (§..q4,vok—12k L2 z** und |Aog—12k] ~ p*/k,
d.h. das Abklingverhalten ist im Wesenthciien jeweils geometrisch und ein Ver-
gleich der Abklingfaktoren filtert die Punkte z €  heraus. Gestiitzt auf die-
se Beobachtung wollen wir dies auf den allgemeinen Fall {ibertragen. Als er-
stes fassen wir die quadrierten Entwicklungskoeffizienten wie in (5.4) immer
paarweise zu wy zusammen, weil diese Koeffizienten im radialsymmetrischen
Fall unabhingig von der Dipolrichtung und vom Argument von z sind. Aufier-
dem erscheint uns dies auch im allgemeinen Fall gerechtfertigt, da die Strom-
muster immer in Sinus-Kosinus-Paaren zu den verschiedenen Frequenzen an-
gelegt werden und somit eine gewisse Richtungsunabhingigkeit erzielt wird;
zudem belegen numerische Experimente deutliche Vorteile bei diesem Vorge-
hen gegeniiber der Betrachtung einzelner Entwicklungskoeffizienten. Entspre-
chend werden die Eigenwerte jeweils paarweise in geometrischen Mittelwerten
|)\2k,1>\2k|1/ 2 zusammengefaft. Um nun die Abklingfaktoren einander gegen-
iiberzustellen, passen wir eine Kleinste-Quadrate-Ausgleichsgerade an die fiih-
renden J/2 Werte von log |Aar 1 Xox|'/? = (log | A2k 1| +log |A2x]) /2 und log wy,
an, vgl. Abb. 5.4(b). Durch Vergleich der Geradensteigungen ermitteln wir als
Né&herung fiir die Inhomogenitdt 2 die Menge derjenigen z € B, deren zu-
gehorige Koeffizienten-Ausgleichsgerade ein stérkeres Gefille vorweist als die
Eigenwert- Ausgleichsgerade. Das Ergebnis dieses Vorgehens fiir dieses Beispiel
ist in Abb. 5.4(a) zu sehen, das grau hinterlegte Gebiet zeigt die auf diese Weise
entstandene Rekonstruktion.

Bemerkung 5.1. Bei unserer Charakterisierung gehen wir von einer vollstdndi-
gen Kenntnis der Neumann-Dirichlet-Abbildung aus. Dieses Idealmodell ist in
praktischen Anwendungen natiirlich nicht zu verwirklichen. Auf der einen Seite
stehen immer nur endlich viele Messungen zur Verfiigung, die alle nur mit einer



5.2 Weitere numerische Beispiele 63
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tion (grau schattiert) bzgl. der ersten J/2 = 10 Werte

Abbildung 5.4: Abklingverhalten von Eigenwerten und Entwicklungskoeffizien-
ten und sich daraus ergebende Rekonstruktion

begrenzten Genauigkeit durchgefithrt werden kénnen. Dieses Problem tritt auch
bei unseren numerischen Simulationen auf. Auf der anderen Seite miissen in der
Praxis noch Erwigungen dahingehend mit einbezogen werden, daf die Indukti-
on der Randstrome und die Messung der resultierenden Randspannungen iiber
Elektroden erfolgt. Die Anzahl der verwendeten Elektroden setzt einerseits eine
natiirliche Grenze fiir die moglichen Messungen, andererseits werden bei diesem
Vorgehen die Randspannungen nur auf einem Teil des Randes, ndmlich dem von
den Elektroden bedeckten Teil gemessen. Dariiberhinaus miissen die Elektro-
den bei einer numerischen Simulation der Messungen fiir den Referenzzustand
(A1) im Vorwirtsproblem geeignet modelliert werden [22], [64], [56]. Die Frage,
wie sich diese Elektrodenmodelle in unsere Theorie und numerischen Verfahren
einbinden lassen, ist bislang noch offen und bleibt in dieser Arbeit ausgespart.

5.2 Weitere numerische Beispiele
Beispiel 5.1. In diesem Beispiel betrachten wir eine drachenférmige Inhomo-

genitdt, wie sie bei inversen Streuproblemen oft als Modellobjekt dient, siehe
Abb. 5.5; das Hintergrundgebiet ist weiterhin der Einheitskreis. Wir untersu-
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(a) k=0.J =18 (b) k=0.5. J =20 (c) k=0.99. J =20

Abbildung 5.5: Rekonstruktion fiir verschiedene Leitfdhigkeitskonstanten

chen die Qualitidt der Rekonstruktion fiir verschiedene Leitfahigkeitskonstanten
k, Abb. 5.5 zeigt die Rekonstruktionen fiir k = 0 (isolierend), £ = 0.5 und
k = 0.99. Fiir unsere Gebietscharakterisierung in Satz 4.1 spielt der spezielle
Wert keine Rolle und tatséchlich ist die Giite der erhaltenen Rekonstruktionen
in allen drei Féllen vergleichbar.

Beispiel 5.2. Als nichstes untersuchen wir den Fall zweier Inhomogenititen,
diesmal allerdings in einem nichtkreisformigen Hintergrundgebiet, vgl. Abb. 5.6.
Die Leitféhigkeitsvorgaben in den beiden Komponenten sind k; = ko = 0.5
bzw. k1 = 0.5, ko = 0.99, und zum Vergleich ist noch der Fall k; = 0.5, kg =1
hinzugefiigt, bei dem der zweite Einschluff gar nicht existiert. In den beiden
ersten Féllen ist klar zu erkennen, dafl jeweils zwei Teilgebiete rekonstruiert
werden. Im zweiten Fall wird jedoch die Inhomogenitét, in der die Leitfahigkeit
nur geringfiigig unterhalb des Hintergrundwertes liegt, verkleinert wiedergege-
ben; dagegen wird der Fall von nur einem Einschlufs korrekt aufgel6st. Hier zeigt
sich auch die Tendenz aller bekannten Rekonstruktionsverfahren, getrennte In-
homogenitéiten miteinander zu verschmieren. Dies fiihrt zu den in Richtung der
jeweils anderen Komponente vergréfierten rekonstrierten Einschliisse.

Beispiel 5.3. In Bemerkung 4.4 hatten wir gesehen, dafl unsere Methode bei
nicht einfach zusammenhéingenden Inhomogenititen versagt. Wir wollen dies
numerisch iiberpriifen und geben dazu das Ringgebiet Q = By gs \E0.4 im
Einheitskreis vor und setzen dort die Leitfahigkeit k = 2, vgl. Abb. 5.7(a). Tat-
séchlich wird der innere Kreis nicht erkannt, wie man nach den Ausfiihrungen
in Bemerkung 4.4 erwarten mufite. In Abb. 5.7(b) haben wir einen Durch-
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(a) k1 = 0.5, ko = 0.5. (b) k1 = 0.5, kKo = 0.99.
J =28 J =26

Abbildung 5.6: Rekonstruktion von zwei Inhomogenitéiten

gang zum inneren Kreis hin geéffnet, indem wir ein Viertel des Ringgebiets
herausgeschnitten haben. Bei dieser dufterst schwierig zu rekonstruierenden In-
homogenitat stofit unser Verfahren an seine Auflésungsgrenze, gleichwohl die
grundsétzliche Form des Objekts erkannt wird.

Beispiel 5.4. Wie anfangs erwidhnt, wurde die Erfassung von Mefidaten fiir A, f
und Ajf durch die numerische Losung des Vorwértsproblems simuliert. Daf
wir dabei fiir beide Datensétze dasselbe numerische Verfahren, insbesondere
mit derselben Gebietstriangulierung, verwendet haben, birgt natiirlich die Ge-
fahr eines ,inverse crime“ in sich.! Es ist namlich nicht auszuschlieRen, daf die
Datenqualitidt der Differenz (A, — Ay)f besser ist als die der einzelnen Mes-
sungen, A, f bzw. Ay f, weil sich darin enthaltene Fehleranteile moglicherweise
gegenseitig ausloschen. Um diese Effekte auszublenden und auch ansonsten die
Empfindlichkeit des Verfahrens gegeniiber Datenstérungen zu untersuchen, ha-
ben wir die Rekonstruktion fiir das Beispiel 5.1 (mit x = 1/2) mit gestorten
Daten wiederholt; dazu haben wir normalverteiltes Rauschen zu unseren Mes-
sungen hinzuaddiert. Die Eigenwerte von A, — Ay fiir verschiedene Rauschpegel
sind in Abb. 5.8 zu sehen. Das exponentielle Abklingverhalten der Eigenwerte
bricht zusammen, sobald diese in die Grofenordnung des Rauschens geraten.

tDer Begriff ,inverse crime* wurde von Colton und Kress [23] geprigt, um die Situation
zu beschreiben, daff die Lésung des inversen Problems auf demselben Vorwértsproblemléser
beruht, mit dem simulierte Daten erzeugt werden. Hier meinen wir damit allgemeiner, daff
ein Rekonstruktionsverfahren moéglicherweise einen Vorteil aus dem Gebrauch von simulierten
Daten zieht.
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(a) Kk =2. J =30 (b) k=2.J =32

Abbildung 5.7: Rekonstruktion von (Fast-)Ringgebieten

Man wird sich zwangsldufig bei der Rekonstruktion auf die stabil berechenba-
ren Eigenwerte beschrénken miissen, indem man den Wert § fiir die Berechnung
des Abbruchindex J in (5.5) an den Rauschpegel anpaft. Die so erhaltenen Er-
gebnisse werden in Abb. 5.9 prisentiert; die erreichbare Auflésung schwindet
erwartungsgeméif bei einer abnehmenden Anzahl verwertbarer Daten.
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Abbildung 5.9: Rekonstruktion bei gestorten Daten
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Zusammenfassung

Wir haben in dieser Arbeit ein neuartiges Verfahren zur Erkennung von Leitfa-
higkeitsinhomogenititen in der elektrischen Impedanztomographie entwickelt.
Fiir Einschliisse, die gegeniiber dem Hintergrund durch eine sprunghaft erhch-
te oder erniedrigte Leitfdhigkeit gekennzeichnet sind, haben wir eine explizite
Charakterisierung hergeleitet, die sozusagen als Nebenprodukt auch einen kon-
struktiven Eindeutigkeitsbeweis fiir diese Klasse von Leitfdhigkeiten abwirft.
Die Beweisidee zu dieser Charakterisierung ist durch entsprechende Resulta-
te von Kirsch [46] fiir das inverse Streuproblem angeregt worden, jedoch un-
terscheiden sich die eingesetzten mathematischen Hilfsmittel teilweise deutlich.
Der von uns gefiihrte Beweis kommt im wesentlichen ohne Potential- und Spek-
traltheorie aus und benutzt nur die Losungstheorie von elliptischen Randwert-
problemen.

Weiterhin haben wir einen numerischen Algorithmus entworfen und diesen
wir mit synthetischen, teilweise verrauschten Daten getestet. Die Qualitdt der
erhaltenen Rekonstruktionen erweist sich dabei derjenigen von herkémmlichen
Verfahren, welche in der Regel betrichtlich mehr Vorabinformation iiber Anzahl
und Form der Inhomogenitidten benotigen, als mindestens ebenbiirtig. Dariiber-
hinaus erfordert unser Algorithmus als direktes Verfahren einen vergleichsweise
sehr geringen Rechenaufwand. Die bei gestorten Daten erforderliche Regulari-
sierung erfolgt in Abhéngigkeit vom Rauschpegel durch eine naheliegende Wahl
eines Diskretisierungsparameters.
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