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Berechnung starrer und flexibler FE-Strukturen in Gravitationsfeldern mit
der ’Energy-Momentum-Method’

Mit der sogenannten Energy-Momentum-Methode (nach Simo et al) steht ein implizites Zeitintegrationsverfahren
mit vollstindiger Energie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung zur Berechnung gekoppelter starrer und flexibler Struk-
turen mit transienter Belastung zur Verfigung. Das Verfahren ist aufgrund seiner hohen numerischen Stabilitdt fir
Langzeitsimulationen mit grofien Rotationen besonders gut geeignet. Im Beitrag wird speziell untersucht, wie sich das
Zeitintegrationsverfahren auf den Algorithmus bei der Berechnung von Strukturen in Gravitationsfeldern auswirkt.
Vereinfachend wird dabei von einem stationdren, radialsymmetrischen Kraftfeld ausgegangen. Von besonderem In-
teresse ist hierbei der Nachweis der Energieerhaltung im Algorithmus bei z.B. einem sich im Kraftfeld bewegenden
Satelliten. Es wird eine Formulierung vorgestellt, mit der die Gravitationskrdifte energieerhaltend fiir starre und ela-
stische Kontinua auch bei grofien Bewegungen darstellbar sind. Die Funktionsfihigkeit der Formulierung und Fragen
zur Genauigkeit werden an einem numerischen Beispiel diskutiert.

1. Einfithrung

Die numerische Analyse der transienten Bewegung von Strukturen in Gravitationsfeldern erfordert eine Zeitinte-
gration iiber grofle Zeitrdume. Daher erscheinen dissipative Verfahren wenig sinnvoll, insbesondere wenn Impuls-
und Drehimpulserhaltung nicht gewéhrleistet werden kénnen. Aufgrund ihrer hohen numerischen Stabilitdt sind fiir
Fragen der Strukturmechanik die implizite Mittelpunktsregel sowie die sogenannte 'Energy-Momentum’ Methode
besonders gut geeignet. Mit der Mittelpunktsregel, einem symplektischen Verfahren, kann allerdings im allgemeinen
die Energieerhaltung nicht erfiillt werden. Daher wird hier im Beitrag die "Energy-Momentum’ Methode weiterver-
folgt, die die Eigenschaft besitzt, Impuls, Drehimpuls und Energie exakt im Zeitschritt zu erhalten. Die Methode
wurde in SIMO & TARNOW [1] vorgeschlagen und fiir starre Kontinua von SIMO & WONG [2] erweitert. In Bezug
auf Zentralkraftfelder ist zu erwéhnen, dafl ein Vergleich der "Energy-Momentum’ Methode und der Mittelpunkts-
regel hinsichtlich der Stabilitédt in GONZALES & SIMO [3] fiir Punktmassen mit quadratischen Potentialfeldern
durchgefiihrt wurde. In GREENSPAN [4] wurde eine, die Erhaltungssiitze erfiillende Formulierung entsprechend der
"Energy-Momentum’ Methode vorgeschlagen, mit der Punktmassensysteme mit den von ihnen ausgehenden Potenti-
alfeldern berechnet werden kénnen. Der Fokus des vorliegenden Beitrages liegt auf der entsprechenden Formulierung
der Anziehungskraft als &uflere Kraft auf einen Satelliten in einem quadratischen Zentralkraftfeld, das von der Masse
des Satelliten nicht beeinflufit wird.

2. Definition von Gravitationsfeldern

Das betrachtete Schwerefeld wird von einer Punktmasse erzeugt, deren Masse sehr viel grofler ist als die des betrach-
teten Korpers. Daher kann das Zentrum Z des Schwerefeldes als ortsfest angesehen werden, d.h. seine Position wird
von den Kérpern in seinem Schwerefeld nicht beeinfluflt. Bei Kenntnis der Gravitationsbeschleunigung g,.y in ei-
ner Referenzentfernung r,.s ergibt sich der Vektor der Gravitationbeschleunigung eines Punktes i auf dem Kérper zu
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Hierbei sei X der Ortsvektor in der Referenzkonfiguration und x = X +u der
Ortsvektor in der aktuellen Konfiguration. u sei der Verschiebungsvektor und Ursprung

der Betrag der Referenzentfernung sei r; = |r;]|

Die Gravitation fiihrt mit der Dichte g auf eine Volumenkraft der Form p = ¢ g, wobei mit g, eine sinnvoll
zu wahlende Grofle des im Zeitschritt konstanten Vektors der Gravitationsbeschleunigung bezeichnet wird.
Die schwache Form der Impulsbilanz im Zeitschritt tog — t1¢ fiir das unbelastete System im Schwerefeld lautet:

ol = oM + o1If — /Qgem-éu dv = 0. (3)
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STIM und SII% stehen fiir die virtuellen Arbeiten infolge Massentriigheit und Verzerrungen von elastischen, starren
und gekoppelten starr-elastischen Strukturbereichen. Fiir g, wird folgender Ansatz eingefiihrt:

Tzef Too +Tio (4)

8em = Jref
oo 710 Too + T10

3. Nachweis der Erhaltungssitze

Es wird davon ausgegangen, dafi sich fiir die beiden ersten Anteile in (3) der Nachweis der Impuls-, Drehimpuls- und
Energieerhaltung fithren 148t. Fiir den Anteil infolge Gravitation miissen folgende Nachweise erbracht werden:

- Drehimpulserhaltung um das Gravitationszentrum J o5 X 0 8em dV =0 mit ro5 = % (roo + r10)
Bo

Dieser Nachweis kann sowohl fiir die vorgeschlagene Formulierung als auch fiir eine Formulierung mit der Mittel-
punktsregel gefiihrt werden.

- Energieerhaltung Weot = At [ 0 8em o5 AV = [ 0 (810 T10 — oo - Too) dV = W,
B() BO

Hierbei wird gezeigt, dafl die Arbeit der Gravitationskrifte We,; im Zeitschritt genauso grof3 ist wie der Potenti-
alverlust im Schwerefeld W,. Dieser Nachweis gelingt nur fiir die vorgeschlagene Formulierung und kann fiir eine
Formulierung mit der Mittelpunktsregel nicht gefiihrt werden.

4. Diskretisierung im Raum

Die Einfiihrung der Formfunktionen gemif N. = [Isxs N1, ..., Isx3 Nnen] im Rahmen einer isoparametrischen Dis-
kretisierung ergibt auf Elementebene das Residuum

R. = / o NI gem(r) dV (5)
Bo

gem ist verschiebungsabhéngig und bei einer Linearisierung ergeben sich zusétzliche, unsymmetrische sogenannte
"Last’anteile fiir die Elementsteifigkeitsmatrix. Starrkorper werden zur Erfassung der Gravitation analog der FE-
Methode raumlich iiber Einzelelemente diskretiert. Die Wirkungslinie der resultierenden Gravitationskraft verlauft
dann durch den Schwerpunkt des Starrkorpers, der in einem inhomogenen Potentialfeld aber i.a. nicht identisch mit
dem Massenmittelpunkt ist. Die Position des Schwerpunktes, sowie der Betrag der resultierenden Anziehungskraft
héngen von der jeweiligen Lage des Starrkorpers im Gravitationsfeld ab, d.h. zur Erfassung des korrekten Einflusses
der Gravitation muf} eine Integration iiber das Volumen in der aktuellen Konfiguration durchgefiihrt werden.
Die aus der rdumlichen Diskretisierung des Starrkorpers berechneten Knotenkréfte werden dann iiber Kopplungs-
bedingungen auf die 6 Freiheitsgrade im Massenmittelpunkt transformiert. Entsprechend sind die Lastanteile der
effektiven Steifigkeitsmatrix auf die Starrkorperfreiheitsgrade zu transformieren.

5. Numerisches Beispiel: Punktmasse auf elliptischer Bahn

Es wird eine Punktmasse (Masse m) betrachtet, die sich infolge ihrer Geschwindigkeit auf einer elliptischen Umlauf-
bahn um ein Gravitationszentrum gemé#fl der Abbildung befindet. Mit Hilfe der Kepler’schen Gesetze werden die
Anfangsbedingungen bestimmt zu: g (rpaz) = 3.9478 - 1072 = vo = 0.36276 *; T =46.4758 s

2m Tmax = 10m Die Abbildung rechts zeigt den zeitlichen [Nm] Energie
Verlauf der Gesamtenergie fiir eine kon- 0.14

stante Zeitschrittweite iiber einen léngeren 0.12

M dpoi nt ——

z Zeitraum. Wihrend die Zeitintegration mit o1 e T
5 der Mittelpunktsregel Oszillationen aufweist, o 08
M wird die Energieerhaltung mit der 'Energy- —,, Pl i

Vo Momentum’ Methode exakt erfiillt. Impuls
und Drehimpulserhaltung sind fiir beide Me-
thoden erwartungsgeméf exkat erfiillt.
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