
Auf dem Gebiet der Festkörper-
physik hat das Verständnis der Er-
scheinung der Supraleitung seit
seiner Entdeckung vor über 30
Jahren stets eine herausragende
Rolle gespielt. Das Verschwinden
des elektrischen Gleichstromwi-
derstands in bestimmten Festkör-
pern unterhalb einer „Sprungtem-
peratur“ Tc verbunden mit spezi-
ellem magnetischem Verhalten
hat wegen möglicher Anwendun-
gen weltweit großes Interesse ge-
funden. Unglücklicherweise wa-
ren bis in die achtziger Jahre nur
Supraleiter mit Sprungtemperatu-
ren unterhalb 23 K bekannt (Tief-
temperatursupraleiter), so dass
ihr Einsatz wegen der hohen An-
forderungen an die Kryotechnik
(Kühlung mit flüssigem Helium)
nur sehr begrenzt möglich war. Mit
der Entdeckung der Hochtempe-
ratursupraleiter im Jahre 1986
durch Bednorz und Müller [1] än-
derte sich dies sehr schnell, da
bald eine Menge von Materialien
entdeckt wurde, deren Sprung-
temperatur zwischen 80 und 140
K liegt und daher der Kühlung mit
flüssigem Stickstoff zugänglich ist.

Zum Verständnis des Phänomens
der Supraleitung in den Tieftem-
peratursupraleitern wurde der ent-
scheidende Beitrag mit der Ent-
deckung der Bedeutung der
Wechselwirkung zwischen Elek-
tronen und Gitterschwingungen
(Elektron-Phonon-Wechselwir-
kung) 1957 geliefert [2]. Die auf
dieser Wechselwirkung aufge-
baute Theorie der Supraleitung ist
unter dem Namen Eliashberg-
Theorie bekannt. Sie erlaubt, aus-
gehend von den Eigenschaften

des Normalleiterzustandes, die
Berechnung der Sprungtempera-
tur Tc und anderer Eigenschaften
des Supraleiters. 

In der Vergangenheit wurden die
für diese Theorie benötigten In-
formationen über den Normallei-
terzustand meist aus Messungen
entnommen, so dass keine echte
Möglichkeit der Vorhersage ge-
geben war. Dies hat sich in den
letzten Jahren deutlich geändert.
Die verlässliche Berechnung der
Elektronenstruktur, der Gitterdy-
namik und der Elektron-Phonon-
Kopplung ist dank verbesserter
numerischer Verfahren und ver-
besserter Leistungsfähigkeit der
Rechner inzwischen für einfache
Systeme auf Workstations oder
PC-Clustern möglich. Dies wurde
kürzlich sehr erfolgreich für den
neu entdeckten Supraleiter MgB2

und andere Diboride gezeigt [3].

Beim Verständnis der Hochtem-
peratursupraleiter (HTSL) ist man
von einer vergleichbaren Situati-
on noch weit entfernt (für einen
Überblick über Supraleitung in den
HTSL sei auf einen Beitrag in den
FZKA-Nachrichten [4] verwiesen).
Dies beruht zunächst darauf, dass
die für die Supraleitung entschei-
dende Kopplung bisher nicht be-
stimmt werden konnte. Erschwe-
rend kommt hinzu, dass die
Hochtemperatursupraleiter eine
komplexe Kristallstruktur mit vie-
len Atomen in der Einheitszelle be-
sitzen und daher nur mit sehr auf-
wändigen numerischen Verfahren
behandelt werden können. Es ist
daher bisher nicht bekannt, wel-
che Rolle die Elektron-Phonon-
Wechselwirkung in diesen Syste-
men spielt. In der vorliegenden
Arbeit soll an einem typischen

Hochtempera tursupra le i te r
(HTSL) gezeigt werden, dass mit
Hochleistungsrechnern Normal-
leitereigenschaften auch für diese
Systemklasse erfolgreich simuliert
werden können, so dass der Bei-
trag der Elektron-Phonon-Wech-
selwirkung zur Supraleitung para-
meterfrei bestimmt werden kann.
Für diese Simulation wurde
YBa2Cu3O7 gewählt, da dieses der
am Besten studierte HTSL ist, für
den auch detaillierte experimen-
telle Untersuchungen der Gitter-
dynamik vorliegen.

Die verwendeten numerischen
Verfahren werden im Hinblick auf
Speicherplatz und Rechenzeitbe-
darf im Folgenden genauer disku-
tiert.

Das Verfahren zur Bestimmung
der Gitterstruktur beruht auf einer
Minimalisierung der Gesamtener-
gie des betrachteten Festkörpers,
wobei wegen der periodischen An-
ordnung der Atome des Kristalls
nur eine Einheitszelle (die Grund-
einheit, aus der der Festkörper
aufgebaut werden kann) zu be-
trachten ist. In Abb. 1 ist diese 
Einheitszelle für das System
YBa2Cu3O7 dargestellt. Freie Pa-
rameter für die Simulation sind die
Achsenlängen a,b,c und die Posi-
tion der Atome innerhalb der Zel-
le (für YBa2Cu3O7 fünf weitere
Freiheitsgrade). Der numerisch
aufwändigste Schritt besteht in
der Lösung eines verallgemei-

Berechnung der Gitter-
struktur, elektronischen
Bandstruktur, Gitter-
dynamik und Elektron-
Phonon-Kopplung

Einleitung
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nerten Eigenwertproblems (Ei-
genwert ε)

wobei die Matrix H nichtlinear von
ψ abhängt und S eine symmetri-

sche Matrix ist. Die Größe der Ma-
trizen wird von der gewünschten
Genauigkeit bestimmt.

Der benötigte Speicherplatz vari-
iert zwischen 300 und 700 Mega-
bytes und die zu diagonalisieren-

den Matrizen haben eine Dimensi-
on zwischen 726 und 1772. Neben
der Lösung des Eigenwertpro-
blems (1) wird bei der Energiebe-
rechnung als weiterer wichtiger nu-
merischer Schritt eine Fast-Fouri-
er-Transformation (FFT) mehrfach
eingesetzt, um verschiedene Bei-
träge zu H möglichst ökonomisch
zu berechnen. In Tab. 1 sind typi-
sche Rechenzeiten für eine Ener-
gieberechnung bei vorgegebener
Struktur auf der VPP5000 bei ver-
schiedener Matrixgröße angege-
ben. Neben den Rechenzeiten
wurde auch die Zahl der ausge-
führten Floating-Point-Operatio-
nen pro Sekunde angegeben, die
ein Maß für die Ausnutzung der
Rechenleistung des verwendeten
Prozessors darstellt. Die verbes-
serte Nutzung der verfügbaren
Rechenleistung der VPP5000 mit
wachsender Systemgröße führt
dazu, dass die Rechenzeit nur
moderat anwächst. 

Wegen der großen Zahl der zu op-
timierenden Strukturparameter
beträgt der Gesamtaufwand für
die Strukturoptimierung ein Viel-
faches der in Tab. 1 angegebe-
nen Rechenzeiten. Die berech-
neten Atompositionen sind in gu-
ter Übereinstimmung mit Mess-
daten [5]. 

Zur Berechnung der Gitter-
schwingungen ist die Kenntnis der
2. Ableitung der Energie des Sys-
tems nach den Atomkoordinaten
nötig. Dabei ist der zentrale, re-
chenintensive Schritt die Lösung
eines inhomogenen linearen Glei-
chungssystems. Der Rechenauf-
wand steigt mit der 4. Potenz der
Anzahl der Atome, so dass mit
wachsender Atomzahl die Leis-
tungsfähigkeit moderner Work-
stations rasch überfordert ist. In

Hψ = ε Sψ (1)
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Abb. 1: Kristallstruktur von YBa 2Cu3O7.
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Matrix- Struktur Gitterdynamik
dimension

ND Zeit [Std.] MFLOPS Zeit [Std.] MFLOPS

726 7 645 29 4200

1125 13 960 33 4100

1360 17 1144 37 4000

1772 29 1387 56 3800

MFLOPS = 106 Floating Point Operations / sec

Tab. 1: Typische Rechenzeiten und Leistungsdaten der VPP5000 für die Be-
rechnung der Gitterenergie (Struktur) und Gitterdynamik für YBa 2Cu3O7 für
unterschiedliche Matrixdimensionen N D.



Tab. 1 sind Rechenzeiten für ver-
schiedene Genauigkeiten für die
VPP5000 für einen hochsym-
metrischen Punkt in der Brillouin-
Zone (BZ) angegeben. Für eine
verlässliche Interpolation des ge-
samten Phononenspektrums be-
nötigt man etwa 20 Punkte in der
BZ.

Neben den sehr großen Anforde-
rungen an die Rechenzeit wird in
unserem Beispiel Speicherplatz
von mehr als 5 Gigabyte pro Pro-
zessor benötigt. In Abb. 2 sind die
Frequenzen für Gitterschwingun-
gen der ∆1- und ∆2-Symmetrie
längs der (100)-Kristallrichtung für
zwei verschiedene Rechnungen
dargestellt, die sich bezüglich ih-
rer Genauigkeit unterscheiden.
Die zweite Rechnung wurde so

bezüglich der Systemressourcen
reduziert, dass die Speicherplatz-
anforderung unter 2 Gigabyte liegt
und die Rechenzeit ungefähr ei-
nen Faktor 3-4 geringer ist als für
die aufwändigsten Rechnungen.

Wie man sieht, ist die Überein-
stimmung mit den experimentel-
len Ergebnissen von Pintschovi-
us et al. [6] für die sehr genaue
Rechnung gut. Die Absolutwerte
für die Frequenzen stimmen mit
den gemessenen Daten gut über-
ein. Sehr befriedigend ist auch die
Tatsache, dass der bisher unver-
standene starke Abfall der höch-
sten Mode als Funktion des Wel-
lenvektors q längs der (100)-Rich-
tung in den Simulationen korrekt
wiedergegeben wird. 

Auf der Basis dieser Ergebnisse
lässt sich der Einfluss der Elek-
tron-Phonon-Wechselwirkung für
die Supraleitung parameterfrei
bestimmen. Erste Ergebnisse un-
serer Rechnungen deuten darauf
hin, dass die Elektron-Phonon-
Wechselwirkung in den HTSL ei-
ne vernachlässigbare Rolle spielt.
Für eine detaillierte Diskussion
wird der Leser auf Ref. 7 verwie-
sen.

Die vorliegenden Rechnungen
zur Elektronenstruktur, Gitterdy-
namik und Elektron-Phonon-
Wechselwirkung haben gezeigt,
dass auch komplexe Systeme wie
YBa2Cu3O7 mit modernen Simu-

Zusammenfassung
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Abb. 2: Frequenzen atomarer Eigenschwingungen in einer ausgewählten Kristallrichtung für ver-
schiedene Symmetrien ( ∆1, ∆2). Im linken Teil der Abbildung sind Ergebnisse dargestellt, die mit mo-
deraten Anforderungen an Speicherplatz und Rechenzeit erzielt wurden. Die Ergebnisse sehr ge-
nauer und damit sehr aufwändiger Rechnungen sind im rechten Teilbild dargestellt.
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lationsverfahren der Festkörper-
physik erfolgreich behandelt wer-
den können. Im Hinblick auf Spei-
cherplatz und Rechenzeitbedarf
sind Hochleistungsrechner zur
Bewältigung der numerischen
Behandlung zwingend notwen-
dig. 

Die Autoren danken Prof. Dr. H.
Wühl sowie dem Institut für Tech-
nische Physik für die Überlassung
der Abb. 1 und den Herren Dr. L.
Pintschovius und Dr. W. Reichardt
für zahlreiche Diskussionen.
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