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Zusammenfassung

Untersucht werden rdumlich ausgedehnte musterbildende Systeme in der Néhe des
Ubergangs zur ersten Instabilitit, wenn die entscheidenden nichtlinearen Terme
im Bifurkationspunkt verschwinden und die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-
Gleichung an die Stelle der klassischen Ginzburg-Landau-Gleichung als Amplitu-
dengleichung des Systems tritt. Wir zeigen, dass die Losungen der verallgemei-
nerten Ginzburg-Landau-Gleichung tatséchlich eine gute Approximation fiir die
Losungen des urspriinglichen Systems sind, und zwar iiber eine sehr lange endli-
che Zeitskala. Auflerdem beweisen wir, dass sich in diesem Fall jede kleine Losung
des musterbildenden Systems nach einer gewissen Zeit derart entwickelt, dass
sie durch die Losung der Ginzburg-Landau-Gleichung beschrieben werden kann.
Dabei beschrénken wir unsere Betrachtungen auf eine Kuramoto-Shivashinsky-
Swift-Hohenberg-Gleichung, die uns als Modell fiir ein solches musterbildendes

System dient.
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1 Einleitung

1.1 Musterbildende Systeme

In den unterschiedlichsten Bereichen unseres tédglichen Lebens und in den ver-
schiedensten naturwissenschaftlichen Disziplinen beobachtet man ein Phdnomen,
das als Musterbildung oder Selbstorganisation bezeichnet wird. Gemeint ist da-
mit ein Prozess, bei dem ein rdumlich oder zeitlich homogener Zustand durch

Ausbildung einer Struktur in einen inhomogenen Zustand iibergeht.

Eines der bekanntesten musterbildenden Systeme ist sicherlich der Taylor-
Couette-Fluss. Dabei wird eine Fliissigkeit, die sich zwischen zwei rotierenden
Zylindern befindet, untersucht. In einer zu Beginn laminaren Stromung kommt
es zur Bildung von Wirbeln, wenn ein bestimmter Parameter (die sog. Taylor-
bzw. Reynoldszahl), der sowohl von der Geometrie und der Rotationsgeschwin-
digkeit der Anordnung als auch von der Viskositdat und der Dichte der Fliissigkeit
abhéngt, einen kritischen Wert iibersteigt. Vergroflert man den Parameter noch
weiter, wird die periodische Wirbelstruktur instabil, und es kommt schliellich
zu chaotischem Verhalten. Bei Rohrstrémungen beobachtet man das gleiche Ver-
halten, falls die Durchflussmenge erhoht wird. Man spricht in diesem Fall vom
Poiseuille-Fluss [6, 10].

Ebenfalls im Bereich der Fluiddynamik ist die fiir die Meteorologie (hier spezi-
ell bei der Wolkenbildung) bedeutsame Rayleigh-Bénard-Konvektion angesiedelt:
Eine Fliissigkeitsschicht (oder Gasschicht) wird von unten beheizt und oben auf
einer festen Temperatur gehalten. Solange die Temperaturdifferenz klein ist, ge-
schieht der Warmeaustausch durch Konduktion, d.h. die Fliissigkeit bewegt sich
nicht. Sobald der Betrag des Temperaturgradienten jedoch einen kritischen Wert
iibersteigt, beginnt die Fliissigkeit sich zu bewegen, und es kommt zur Ausbildung
von Mustern, wie z.B. Rollen oder Sechsecken [11, 26, 27].

Ein weiteres Beispiel aus der Physik findet sich in der nichtlinearen Optik: Viele
optische Medien zeigen beim Durchgang von Licht ein nichtlineares Verhalten.

So kann z.B. das Phéanomen der Selbstfokussierung beobachtet werden, wenn es
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in den Bereichen eines Mediums, die sehr groflen Lichtintensitdten ausgesetzt
sind, zu einer Vergréflerung des Brechungsindexes kommt. Dann kann ndmlich
ein Laserstrahl, dessen Intensitét in der Mitte des Strahls sehr grof§ ist und zum
Rand hin abnimmt, zum Entstehen einer Sammellinse fithren, was wiederum eine
weitere Intensitéitssteigerung nach sich zieht und bei bestimmten Experimenten
ein Muster entstehen lisst [2, 42].

Auf dem Gebiet der Nanophysik beobachtet man beim epitaktischen Wachstum
von Halbleitern ebenfalls eine Musterbildung. So kommt es beispielsweise beim
Aufwachsen von InAs auf ein GaAs-Substrat mittels molecular beam epitaxy
(MBE) zum Wachstum im sog. Stranski-Krastanov-Modus, bei dem sich kleine
InAs-Inseln von nahezu einheitlicher Gréfie (= 10 nm) und sehr regelméfiger
Anordnung bilden. Man spricht daher auch von selbstorganisiertem Wachstum,
wobei der fiir den Wachstumsmodus entscheidende Parameter die Differenz der
Gitterkonstanten von Substrat und aufgedampftem Halbleiter ist, d.h., sind die
Gitterkonstanten etwa gleich groff, kommt es nicht zum Inselwachstum, sondern
zur Schichtbildung. In der Praxis finden solche Materialien bereits heute An-
wendung in Halbleiterquantenpunktlasern, und fiir die Zukunft erhofft man sich
auch in der Mikroelektronik einen Durchbruch auf dem Weg zum Quantencom-
puter [3, 4, 9, 25, 40].

Auch der in der Supraleitung wichtige Josephson-Kontakt kann in diesem Zusam-
menhang genannt werden, wobei es sich in diesem Fall nicht um ein rdumliches,
sondern ein zeitliches Muster handelt: Verbindet man zwei Supraleiter iiber eine
diinne isolierende Schicht miteinander, so stellt sich ein auf dem Tunneleffekt be-
ruhender Gleichstrom ein. Legt man nun von auflen eine Spannung an, so ldsst
sich eine von der Grofle der Spannung abhéngige Oszillation des Tunnelstroms
feststellen [1, 17].

In der Chemie gibt es ebenfalls Beispiele fiir musterbildende Systeme. Das be-
kannteste diirfte sicherlich die Belousov-Zhabotinsky-Reaktion sein, bei der eine
aus einer Mischung von Natriumbromat (NaBrOj), Malonsiure (C3H40,), Schwe-
felsdure (H2SO,4), Natriumbromid (NaBr) und Ferroin ([Fe(C1oHgN3)3]SOy4) be-

stehende Fliissigkeit ihre Farbe periodisch zwischen rot und blau dndert. Dieser
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Prozess kann sich bei geeignetem Mischungsverhéltnis der Chemikalien auch mit

der Zeit stabilisieren, und man erhilt ein rot-blaues Streifenmuster [16, 24, 46).

Andere musterbildende Systeme lassen sich in der Biologie finden. So kann das
menschliche Gehirn als ein sich selbst organisierendes System angesehen werden,
und auch bei der Entstehung von Korallenriffen lasst sich ein analoges theoreti-
sches Modell herleiten [21, 30].

Dariiber hinaus gibt es auch auflerhalb der Naturwissenschaften Systeme, wie
beispielsweise die internationalen Finanzmérkte [18] oder den Verkehrsfluss in
Stadten oder auf Autobahnen [7, 22|, die ebenfalls eine Selbstorganisation auf-

weisen.

Erstmals wurde im Jahr 1952 durch A. M. Turing — ausgehend von biologisch-
chemischen Fragestellungen — ein entscheidender Ansatz, den er diffusionsgesteu-
erte Instabilitdt nannte, vorgeschlagen, um den Mechanismus, der zur Entstehung
der Muster fiihrt, verstehen zu kénnen [43]. Inzwischen ist die Modellbildung zur
Erklarung der Musterbildung schon sehr weit fortgeschritten, und es stellt sich
heraus, dass fiir viele Systeme die komplexe Ginzburg-Landau-Gleichung zur Mo-

dellierung herangezogen werden kann.

1.2 Turing-Instabilititen in degenerierten Systemen

Unser Interesse gilt rdumlich ausgedehnten musterbildenden Systemen in der
Nihe des Ubergangs zur ersten Instabilitit, bei denen als Amplitudenglei-
chung nicht mehr die klassische, sondern die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-
Gleichung auftritt. Diese Situation liegt vor, wenn die entscheidenden nichtlinea-
ren Terme in der Ndhe des Bifurkationspunktes verschwinden, was beispielsweise
beim Taylor-Couette-Fluss zwischen zwei mit entgegengesetztem Drehsinn rotie-
renden Zylindern [6], beim ebenen Poiseuille-Fluss [31], beim Jeffery-Hamel-Fluss
in einer Diise [13], beim Blasius-Grenzschicht-Fluss an einer endlichen Platte [39]
oder auch bei der doppelt-diffusiven Konvektion (Warmekonvektion einer homo-

genen Mischung aus zwei Komponenten unterschiedlicher Dichte und gleichen
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Aggregatzustandes) [23] der Fall ist. Weitere Beispiele finden sich in [15].

In der vorliegenden Arbeit beweisen wir, dass sich jede kleine Losung des mu-
sterbildenden Systems derart entwickelt, dass sie nach einer bestimmten Zeit
durch die Losungen der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung appro-
ximiert werden kann. Als Modell fiir ein solches musterbildendes System dient
uns dabei eine Kuramoto-Shivashinsky-Swift-Hohenberg-Gleichung, auf deren ge-

nauere Untersuchung wir uns im folgenden beschrianken wollen.

Die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung ist durch
8TA = OéoA + 04183(14 + 062|A|2A + 043’14‘28)(14 + 0441428)(121 + 045’A|4A, (11)

mit a; = Qe + i € C, a1, >0, T'>0, X € R, und AX,T) € C
gegeben.

Als Beispiel eines musterbildenden Systems betrachten wir das eindimensionale
Modell

2\2 2 3
t - - x - .
Ou=—(1+0))u+ e“u — fud,u — yu (1.2)

mit (z,t) € R x RT und Parametern 3,7,¢ € R. Diese Gleichung, die aus einer
Kuramoto-Shivashinsky- und einer Swift-Hohenberg-Gleichung zusammengesetzt
ist, bezeichnen wir im folgenden als KSSH-Gleichung. In der Néhe der ersten
Instabilitéit der trivialen rdumlich homogenen Losung u = 0, die fiir €2 = 0
auftritt, betrachten wir 0 < e < 1 als kleinen Bifurkationsparameter und kénnen

im degenerierten Fall

2

37+69:503 (cs € R), (1.3)

d.h. wenn die entscheidenden nichtlinearen Terme mit ¢ — 0 verschwinden,

mittels des Ansatzes

u(z,t) = Y2 A(ex, %t)e™ + Y2 A(ex, %t)e ™™ + O(e) (1.4)
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el/2A
AV \/ \/ \V e

Abbildung 1.1: Modulation von u durch die Einhiillende A.

1/2

die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung (1.1) formal herleiten. Fiir klei-
ne € > 0 beschreibt die Losung A der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-
Gleichung langsame zeitliche und rdumliche Modulationen des instabilsten Mu-
sters €. Die Modulation ist gemdf unseres Ansatzes (1.4) von der Grofienord-
nung O(£'/?) und hat die Breite 1/¢. Eine schematische Skizze dieser Situation
ist in Abb. 1.1 zu sehen.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, diese Gleichung mittels eines Approxima-
tionssatzes (Satz 2.3) und eines Attraktivitdtssatzes (Satz 3.4) mathematisch zu

rechtfertigen.

Dazu beweisen wir in Kapitel 2, dass zu jeder Losung der verallgemeinerten
Ginzburg-Landau-Gleichung (1.1) fiir Zeiten 7' € [0,7p] eine Losung des Ori-
ginalsystems (1.2) existiert, die durch diese fiir ¢ € [0,7/e%] nidherungsweise
beschrieben wird. Die Schwierigkeit des Beweises liegt in der langen Zeitskala
O(1/€?) begriindet. Durch Anwenden der Gronwallschen Ungleichung auf Losun-
gen der Ordnung O(£'/?) kann némlich nur die Zeitskala O(1/¢'/?) abgedeckt
werden. Unser Beweis basiert auf einer Weiterentwicklung dhnlicher Approxima-

tionssétze fiir die klassische Ginzburg-Landau Gleichung
aTA = aoA+a18§A+a2|A|2A (15)

mit a; = e +1jim € C, a1, >0, T>0, X € R, und A(X,T) € C, die



6 1 EINLEITUNG

mittels des Ansatzes
u(x,t) = eAex, e*t)e™ + eA(ex, *t)e ™ + O(?) (1.6)

im nichtdegenerierten Fall als Amplitudengleichung hergeleitet werden kann, d.h.
die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung tritt auf, falls der kubische Ko-
effizient as der Ginzburg-Landau-Gleichung bei Erreichen der Instabilitit ver-
schwindet, genauer gesagt, falls as = O(e) gilt. Approximationssétze fiir die klas-
sische Ginzburg-Landau-Approximation finden sich in [8, 14, 34, 44], wo spezielle
Modellprobleme, aber auch der allgemeine Fall und die Navier-Stokes-Gleichung
betrachtet werden. Diese Theorie hat sich als wichtiges mathematisches Werkzeug
etabliert, mit dessen Hilfe beispielsweise die obere Halbstetigkeit von Attrakto-
ren bewiesen werden kann [29] oder sich globale Existenzaussagen gewinnen las-
sen [37]. Ein aktueller Uberblick hierzu findet sich in [28].

Fiir die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung wurde in [41] ein entspre-
chender Approximationssatz fiir analytische Anfangsbedingungen von (1.1) be-
wiesen. In der hier vorliegenden Arbeit werden wir diese Voraussetzung ab-
schwéchen und nur noch die dreimalige Differenzierbarkeit der Anfangsbedingung
fordern. Ferner schlieen wir eine Liicke an der entscheidenden Stelle des Bewei-
ses aus [41] (siehe auch Bemerkung 2.5). Die Schwierigkeit liegt dabei darin,
dass die Koeffizienten vor den kubischen Termen nur an den kritischen Wellen-
zahlen k. verschwinden (dies entspricht in (1.7) dem Teil mit Jy ), und deshalb
zum Nachweis der Approximationseigenschaft die Konzentration der Fouriermo-
den bei k. ausgenutzt werden muss. Im Unterschied zur klassischen Ginzburg-
Landau-Gleichung
OrA=0%A+A+0-A%+|APA

lautet die Gleichung im degenerierten Fall

OrA=0%A+A+0-A2+0-|APA,

was bei der von uns gewahlten Skalierung auf die degenerierte Ginzburg-Landau-

Gleichung
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OrA=0%A+A+0- A2+ [APPA + |A]P0xA + A20x A + |A|*A (1.7)

als Amplitudengleichung fiihrt (siehe Abschnitt 2.2).

In Kapitel 3 zeigen wir, dass sich jede Losung der Ordnung O(e'/?) des Original-
systems so entwickelt, dass sie nach einer Zeit O(1/&?) durch die verallgemeiner-
te Ginzburg-Landau-Gleichung beschrieben werden kann. Der nichtdegenerierte
Fall wurde in [14, 35] behandelt, an welchem wir uns orientieren. Eine zusétzliche
Schwierigkeit in unserem Fall ist auf die Tatsache zuriickzufithren, dass sich die
lange Zeitskala O(1/g%) erneut nur iiber die Konzentration der Moden erreichen
1a8t, um so die Degeneriertheit der Nichtlinearitéit an den Wellenzahlen k = +1
auszunutzen. Diese Konzentration wiederum miissen wir zum Nachweis des At-
traktivititssatzes aber eigentlich erst zeigen. Im nichtdegenerierten Fall ist die
Konzentration nicht notwendig. Zur Beseitigung dieses Dilemmas fithren wir eine

zeitabhéngige Norm ein.

Aus der Giiltigkeit des Approximationssatzes folgt, dass sich die Dynamik der
verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung im Originalsystem ndherungswei-
se wiederfindet. Die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung besitzt neben
stabilen periodischen Losungen auch Front- und Pulslésungen [20, 45]. In [3§]
wurde gezeigt, dass sich spezielle dieser Losungen im Originalsystem fiir alle Zei-

ten wiederfinden.

Unsere Untersuchungen fithren wir im Fourierraum durch. Dabei benutzen wir
die Funktionenriume L'(m) und L'(m,e,kq), deren Normen folgendermafien

definiert sind:

lllmy = [ Ja()] (0 + k)™ dk,

R X k — ko
filsimeny = 1o (14|

Die Vorteile dieser Funktionenrdume liegen in der Abgeschlossenheit gegeniiber

Faltungen sowie in der Tatsache, dass eine Skalierung keinen Einfluss auf die
Norm hat. AuBerdem folgt aus @ € L'(m), dass u € CJ" mit lim u(z) =0

T— 00
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gilt, d.h. u liegt auch im Raum der m-mal gleichméBig stetig differenzierbaren

Funktionen.

Bezeichnung: Alle Konstanten werden einheitlich mit C' bezeichnet, falls sie

unabhéngig vom kleinen Storungsparameter 0 < ¢ < 1 gewihlt werden konnen.



2 Der Approximationssatz

In diesem Kapitel wird fiir ein Modell einer Kombination der Swift-Hohenberg-
Gleichung mit der Kuramoto-Shivashinsky-Gleichung, das somit sowohl eine ku-
bische als auch eine quadratische Nichtlinearitit enthélt, eine verallgemeinerte
Ginzburg-Landau-Gleichung hergeleitet. Hintergrund des dabei zugrundeliegen-
den Ginzburg-Landau-Approximationsverfahrens ist die Tatsache, dass im Fall
von parabolischen Gleichungen die sich in der Néhe einer Instabilitit verzweigen-
den Loésungen naherungsweise durch Modulationsgleichungen beschrieben werden

konnen.

2.1 Lineare Stabilititsanalyse der trivialen Losung

Als Losung von

o = —(1+0%)*u + au — Bud,u — yu®

mit (z,t) € R x R und Parametern «, 3,7, € R erkennt man sofort die triviale
Losung u = 0, die als Gleichgewichtslosung bzw. stationédre Losung stets Losung
dieser nichtlinearen Differentialgleichung ist. Zur Untersuchung der Stabilitdt von

u = 0 wird fiir die linearisierte Gleichung

ou=—(149>)u+ au =: Lyu (2.1)

eine Eigenwertbetrachtung durchgefiihrt, d.h. man untersucht die Eigenwertglei-
chung Lou = Aqu mit A\, € C. u(x,t) = 0 ist eine stabile Losung von (2.1),
wenn alle Eigenwerte A, von L, echt negativen Realteil besitzen.

Macht man den Ansatz u(x,t) = e, (t) fir k € R, so ergibt sich

Lou=—(14+202+0+a)u=(—1+2k* - k' + a)u = \qu,
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Abbildung 2.1: Eigenwert A, in Abhéngigkeit der Wellenzahl £ im Fall a # 0.

so dass man fiir den dazugehdrigen Eigenwert A, abliest:

Moo = K 4+ 282+ (a—1) = —(k* = 1)’ + a. (2.2)

Demnach liegt im Fall oo < 0 Stabilitdt vor. Bei aw = 0 ist A1 = 0, wéhrend fiir
a > 0 der entsprechende Eigenwert jeweils in einer ganzen Umgebung von Wel-
lenzahlen k der kritischen Wellenzahlen k.= 41 positiven Realteil besitzt (siehe
Abb. 2.1).

Losungen der linearisierten Gleichung (2.1) sind damit durch

Ak,at jtkx

u(z,t) = ewete™

gegeben, d.h. fiilr a < 0 strebt u fiir ¢ — oo mit einer exponentiellen Rate gegen
0 (Ddmpfung). Im Fall o > 0, aber klein, ist es naheliegend anzunehmen, dass es
aufgrund der parabolischen Form von A an den kritischen Wellenzahlen k. = +1
Losungen in Form von langsamen zeitlichen und rdumlichen Modulationen der
kritischen Moden e gibt.

2.2 Herleitung der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-

Gleichung

Aus diesem Grund wird fiir (1.2) der Ansatz



2.2 Herleitung der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung 11

d(x,t) = eAg(ex, %)+ P A (e, %) e +e Ay (ex, £%t) e 43/ As(ex, £%1) e +c.c.
(2.3)

mit o = €2 > 0 gemacht, wobei c.c. das komplex Konjugierte des davorstehenden
Ausdrucks bezeichnet, was auf eine Gleichung vom Ginzburg-Landau-Typ fiihrt.
Die Wahl des Ansatzes erfolgt dabei so, dass dieser der Degeneriertheitsforderung
(1.3) an die Gleichung bereits Rechnung trigt, d.h. vor A;(ez,e*t) muss statt e

der Faktor £'/2 stehen. Im folgenden wird auBerdem durch Setzen von

X:=exr und T :=¢e%t

eine Umskalierung sowohl des Ortes als auch der Zeit vorgenommen. Man nennt
dies auch die natiirliche Zeitskala, da ? gerade der maximale Wert ist, den A,
annimmt, und somit ein O(1)-Anwachsen auf einer O(1/e?)-Zeitskala passiert.
Analog ist fiir 0 < ¢ < 1 der Abstand der beiden Nullstellen von Ay, in der Néhe
einer der kritischen Wellenzahlen von der Grofienordnung O(e) (siehe Abb. 2.1).
Fiir die partiellen Ableitungen beziiglich dieser neuen Variablen bedeutet das:
0, =e0x und 9; = £207. Geht man nun unter Beriicksichtigung der Umska-
lierung mit dem Ansatz (2.3) in die KSSH-Gleichung (1.2) ein, so erhdlt man
folgende Gleichung:

52 9r AL + co. = —cA
+e¥2e'™ (—iB(A1 Ao + A2 Ay) — 3yATA)
+€5/26ix<141 + 48%14.1 - 3’)/14314%)

fWWMm@%+%@&+@@A+A@@+mﬁQ

e (=94, — iBA})
+éﬂémcﬁ@%—3wA¢h—yAﬂ
+ c.c. + hot.,

wobei h.o.t. hier fiir alle Terme steht, die an den entsprechenden Stellen von
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hoherer Ordnung in ¢ sind.

Vergleicht man die Koeffizienten, die jeweils vor €%, ce?® und £3/2¢%* stehen,
erkennt man, dass fiir ¢ — 0 folgende Beziehungen gelten miissen:

[ ] AO - 0,

A2
o 0 —ifAT =0 = Ap=-ift,
—3iBA Ay — v A3
L] —64143 — 325141142 - ’}’A? =0 <~ Ag = Zﬁ 1642 T4 ’
[ ] aTAl = Al + 463(—/11 — 3’7143/_1% (24)

—ﬂm@%+%@&+@@A+A@@+MMQ.

Setzt man die ersten drei Gleichungen in die vierte ein, so ergibt sich unter Beriick-

sichtigung der zu Anfang geforderten Degeneriertheit

2

37+%:503 (cs € R)

die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung

OrA; = Ap+40%A; — csATA; + ¢ (A20x Ay + 2| A1 POx Ar) + a1 Ay [* Ay
(2.5)

mit

Bt
576

2 . Va2 i3? —1 ?
€ = ﬁ‘i‘@(ﬁ +3y) , =-—— , ag=c¢ 37“‘? :

Unter Annahme unseres Ansatzes (2.3) stellen die Losungen dieser Gleichung
somit eine Approximation der Losungen der urspriinglichen Gleichung (1.2) vom
Swift-Hohenberg-Typ dar.
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Im folgenden gehen wir nun der Frage nach der Giite dieser Approximation nach.
Nur beim Nachweis eines Approximationssatzes ist sichergestellt, dass sowohl
die Losungen der urspriinglichen KSSH-Gleichung als auch die der Ginzburg-
Landau-Gleichung annéhernd identisches Verhalten haben. Wir untersuchen also
die Approximationseigenschaften der Naherungslosung ¢ fiir den Fall, dass A;

Losung der Ginzburg-Landau-Gleichung (2.5) ist.

Vernachléssigt man die Terme mit hoherer e-Ordnung in (1.4), so reduziert sich

die letztendlich zu untersuchende Néherungslosung auf folgenden Ausdruck:

V2 A (ex, e%)e™ + cc. . (2.6)

Bemerkung 2.1 Liegt bei einer Ginzburg-Landau-Gleichung Reflexionssym-
metrie vor, so ist nur ein einziger weiterer Parameter notwendig, um die verall-
gemeinerte Gleichung zu erhalten. Wenn beispielsweise eine skalarwertige parti-
elle Differentialgleichung auf der reellen Achse invariant beziiglich der Symmetrie
(x,u) — (—z,u) ist, dann muss die zugehorige Ginzburg-Landau-Gleichung in-
variant unter der Transformation (X,U) — (=X, A) sein, d.h. mit A(X) ist
gleichzeitig auch A(—X) eine Losung der Ginzburg-Landau-Gleichung. Setzt

man A(—X) in die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung ein, erhilt man

OrA = apA + 0% A + | AP A — as| A|P0x A — 0y A?0x A + as|A|*A.

Der Vergleich mit der komplexkonjugierten Ginzburg-Landau-Gleichung

aTzzl = O_éozzl + @1(9?(121 + 0_42|121|2A -+ d3|[1|28xfl + 0_6412128)(14 + @5|A|4A

zeigt o = o fir j = 0,1,2,5 und ¢; = —¢; fir j = 3,4, was gleich-
bedeutend ist mit «q, aq, a9, a5, € R und az,as € iR. Im Fall der Symme-
trie (z,u) — (—z, —u) folgt fiir die Ginzburg-Landau-Gleichung die Symmetrie
(X,A) — (=X,—A), was fiir die Koeffizienten «; auf dasselbe Ergebnis wie

oben fiihrt. Genau diese Situation liegt bei unserem KSSH-Modell vor.
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Bemerkung 2.2 Unser Modell (1.2) ist das einfachste musterbildende System,
das diese Art der Degeneriertheit (1.3) zeigt. In physikalischen Systemen findet sie
sich nur nach Einfithrung zweier zusétzlicher reeller Parameter fiir den Real- und
Imaginérteil des Koeffizienten vor dem kubischen Term der Ginzburg-Landau-
Gleichung. Es gibt eine Reihe von physikalischen Systemen, bei denen wenigstens
der Realteil dieses Koeffizienten mit dem Bifurkationsparameter zusammen ver-
schwindet [15, 41].

2.3 Die Approximationseigenschaft

Diese Eigenschaft formulieren wir im folgenden Approximationssatz, der im An-

schluss bewiesen wird.

Satz 2.3 (Approximationssatz) Sei m > 1. Fir alle Ty > 0 und alle Cy > 0
existieren  Konstanten ¢y >0 und Cy >0, so dass fir alle Losungen
Ay = A((X,T) won (2.5), deren Fouriertransformierte Ay(K,T) die Un-
gleichung
sup [ A (K, T)|(1 + | K™ dk < C, 2.7)
T€[0,To]

erfiillen, folgendes gilt: Fiir alle € € (0,e9) existieren Losungen u von (1.2) mit

‘max sup  sup
J=0sm 4e(0,Tp /e2] z€R

o (u(:v,t) — (Y2 A (ex, %)™ + c.c.))‘ < Coe.

Bemerkung 2.4 Die Voraussetzung (2.7) impliziert

sup HAl(',T)HC;n-M <C; mit A € C([0,Tp], C7"(R, C)) (2.8)

T€[0,To)]

aber nicht umgekehrt, da aus (2.7) lirin A (X, T) = 0 folgt. Die Approxima-

tionseigenschaft gilt jedoch auch bereits unter der schwicheren Voraussetzung
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(2.8), allerdings ist der funktionalanalytische Aufwand fiir diesen Nachweis er-
heblich groBer, wie man in [33, 34] sehen kann. Die zugrundeliegende Hauptidee
kann wesentlich einfacher erliutert werden, indem man L!'-Réume im Fourier-
raum betrachtet.

Als eine Konsequenz kann die fiir (1.1) bekannte Dynamik [12, 20, 45] auch fir
unser musterbildendes System (1.2) gefunden werden. Dabei ist der Fehler von
der Ordnung O(e) viel kleiner als die Approximation und die Losung selbst, die
beide jeweils die GréBenordnung O(g'/?) fiir alle T' € [0,Ty] bzw. t € [0, Tp/<?]
haben.

2.4 Die Beweisidee

Allgemein betrachtet, haben wir es mit dem abstrakten Evolutionssystem
o,U =AU+ B(UU)+C(U,U,U)

zu tun, wobei A ein linearer, B ein bilinearer symmetrischer und C' ein
trilinearer symmetrischer Operator ist. Die Losung U koénnen wir wir in ei-
ne Niherungslosung €'/2¢ und in einen Fehler ¢’R aufspalten, d.h. es gilt
U=¢e"2p+ R mit 3> 1. Der Fehler R erfiillt dann die Gleichung

OR= AR+ 2:'?B(¢,R) + O(e).

Wenn wir nun zeigen, dass R auf dem Zeitintervall [0, Ty/e?] O(1)-beschrinkt
ist, ist der Approximationssatz bewiesen. Wegen der auftretenden O(g'/?)-Terme
ist dies jedoch kein triviales Problem: Einfaches Anwenden der Gronwallschen Un-
gleichung wiirde uns nur auf einer Zeitskala O(1/c'/?) eine Aussage liefern. Wir
miissen daher zunéchst eine Aufteilung der Losung U (bzw. U im Fourierraum)
in Moden vornehmen, was allein jedoch noch nicht ausreicht, da es uns nur bis
zu einer Zeitskala O(1/¢) fiihrt. Erst nach Durchfiihrung einer geeigneten Varia-
blentransformation kann schliefllich mit Hilfe der Degeneriertheitsbedingung (1.3)
die Beschriinktheit von R auf einer Zeitskala O(1/e?) gezeigt werden.

Bemerkung 2.5 Die Hauptschwierigkeit beim Beweis des Approximationssat-

zes riihrt von der langen Zeitskala O(1/¢?) her. Die Verwendung der Modenfilter,
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die sich bei der klassischen Ginzburg-Landau-Gleichung als erfolgreiches Werk-
zeug erwiesen haben, wiirde in unserem Fall nur zu einer Abschéitzung auf einer
O(1/e)-Zeitskala fithren und die quadratische Kopplung der kritischen Moden

et zu den gedimpften Moden €% und e*??*

zeigen. Erst mit Hilfe der Dege-
neriertheitsbedingung (1.3) gelingt es, den fehlenden Faktor 1/e zu gewinnen,
d.h. die kubischen Terme in der Ginzburg-Landau-Gleichung werden damit mit
einem zusétzlichen € versehen oder besitzen wenigstens eine Ableitung. In den
skalierten Variablen bedeuten Ableitungen formal das Hinzukommen von weite-
ren e-Potenzen, da ja 0, = €Jx . Um dieses ¢ ausnutzen zu konnen, miissen
wir Regularitét aufgeben, d.h. [|0;A(e - )[co < el|OxA(-)[co < e[| A()l|¢p - Dies
stellt jedoch nicht wirklich eine Einschrankung dar, da wir mit Hilfe der linearen

au‘)ﬁt)

Halbgruppe (e >0 der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung diese

Regularitét zuriickgewinnen.

Dariiber hinaus muss auch noch die Konzentration der kritischen Fouriermoden
bei k = 41 verwendet werden. Dieser entscheidende Schritt fehlt im Beweis
von [41].

2.5 Die Modenaufteilung

Zunéchst schreiben wir die Ausgangsgleichung (1.2) mit n := —g und vy == —v

in folgender Form:
2
Ou = — (1 + 83) u + e*u + 0o, (u?) + yu® . (2.9)
Die weitere Untersuchung erfolgt nun im Fourierraum, wo (2.9) die Darstellung
Q=N+ pUxt+y Gxl*a (2.10)

hat, mit @ = a(k,t), A = Ak) := —(1 + k*)? + &% und p = p(k) := 2ink.

Die Moden 1, bei ganzzahligen k-Werten, d.h. k£ = m € 7, lassen sich mit Hilfe

der Tréagerfunktion
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(k) ::{ Lk <o, (2.11)

ausgehend von
und

folgendermaflen darstellen:

o) = (k) x(2k)
oa(k) = (k) x(3(k ~2)).
S20y(k) = (k) x(3(k ~3)).
Souk) = (k) x((k — 4)). (2.12)
oa(k) = alk)x(3(k +2)).
20 4(k) = (k) x(3(k+3)).
2oLu(k) = alk) x(2(k +4)).

Dabei ist § > 0 eine feste kleine Zahl, die unabhéingig von ¢ gewéhlt wird.

Nimmt man auch noch die Kopplung zwischen 9y und ©; bzw. v_y, v_1 und 05

sowie U_o und ©; hinzu, erhélt man die im weiteren nicht zu vernachlassigenden

Moden

(k) = alk) (x(G(k = 1) = x(k=1)) , (2.13)
20 1a(k) = ak) (x(5

Die Beriicksichtigung der Kopplung von v, mit v_; und umgekehrt sowie von
U9 mit U_, liefert weitere Beitrige bei £k = 0, die man in vy, zusammenfasst.
Analog koppeln 0; und 0y, bzw. v_; und ©0_y, zu zuséitzlichen Beitradgen bei
k =2 bzw. k = —2, was zusammen schlief$lich die folgenden drei weiteren Moden

ergibt:
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Abbildung 2.2: Graphische Veranschaulichung der Moden im Fourierraum, wobei wir
uns auf die Darstellung des Bereiches 0 < k < 4 beschrinken (s.a. Bem. 2.6 u. 2.7).

k—2))) und (2.14)

In (2.12), (2.13) und (2.14) sind somit die Beitréige bis zur Ordnung &? beriick-
sichtigt. Alle {ibrigen Moden, die sich im Ausdruck
5/2

N ~ 2~ 2 A 2 A 2 A N ~ ~
EMN U = U —E Vo — 83/ Vin — 63/ V_1n — € Vop — 62’U_Qn — 81/2?}1 — 81/21}_1

—&0g — €Uy — €V_9 — 53/2'83 — 53/2@,3 — 20y — 20y
zusammenfassen lassen, sind mindestens von der Ordnung O(£%/?) und haben in
den folgenden Uberlegungen bereits eine Groéfle, um sie mittels einer einfachen

Anwendung der Gronwallschen Ungleichung abschétzen zu konnen.

Eine anschauliche graphische Darstellung der einzelnen Moden ist in Abb. 2.2
zu sehen, wo die im k-Bereich zwischen 0 und 4 liegenden Moden aufgetragen

sind. Da die im z-Raum vorliegenden Multiplikationen der Funktionen = im
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k-Raum Faltungen der entsprechenden Fouriertransformierten @ dieser Funk-
tionen bedeuten, kommt es zu einer Verbreiterung der Moden. Genauer gesagt,
addieren sich die Breiten der einzelnen Tréger dieser Funktionen im Fourierraum.
In den Gleichungen erkennt man dies am Argument der Tragerfunktion x: Bei
X(%(kz — ko)) handelt es sich um ein Rechteck der Héhe 1 und der Breite pd, das
symmetrisch iiber kg liegt (vgl. Definition von x in Gleichung (2.11)). Es liegt
also eine Verbreiterung um den Faktor p vor. Dariiber hinaus addieren sich bei
der Faltung auch die e-Ordnungen der Ausgangsmoden des Produkts, so dass der

Beitrag des Faltungsprodukts immer geringer ist als der der einzelnen Faktoren.

Bemerkung 2.6 Aufgrund der Symmetrie der Modenverteilung, d.h. wegen
Uy, = u*, , sieht das Bild fiir den negativen k-Bereich vollig analog aus, und es ist
moglich, die weiteren Betrachtungen auf die Moden mit k£ > 0 zu beschrédnken.
Die dabei gefundenen Ergebnisse kénnen dann problemlos auf den negativen

k-Bereich iibertragen werden.

Bemerkung 2.7 Samtliche Abbildungen von Modenverteilungen in dieser Ar-
beit sind so zu verstehen, dass die L'-Norm der jeweiligen Moden aufgetragen
ist. Im Fall von 4, in Abb. 2.2 bedeutet dies beispielsweise, dass die L'-Norm
von der Ordnung O(g'/?) ist.

Einsetzen von (2.12) in Gleichung (2.10) bei Darstellung nur derjenigen Beitrége,
die e-unabhiingig oder von der Ordnung 32 in der Gleichung fiir 9, sind, liefert
nach Division durch die jeweilige e-Potenz vor der Zeitableitung auf der linken

Seite das folgende Differentialgleichungssystem fiir die einzelnen Moden:

Oitg = Mg+ 2p (01 % 9_1) X0 + Ho,
Oon = Aon + 2p (D2 * D-2) Xon + 671(00 * D1 % D—1) Xon + Hop

Oy = A0+ 3718 (01 % 01 % 0_1) X1 + 2pe (01 % Og + D_1 * Vg) x1 + Hy,
Qy01n = A1y + 2p (01 % Do + D1 * D2) X150 + 371 (01 % 01 % 0_1) X1n + Hin
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Oty = Mg+ p (01 % 01) X2 + Ha,

Oylon = Aoy + 2p (D2 * Vg + U3 % 0_1) Xon + 371 (01 * 01 * Vo) X2n + Han
Otz = A3+ 71 (D1 % 01 % 01) X3 + 2p (01 * 02) x3 + H3,

Oivy = Aig+ p (D2 % D2) Xa + 371 (01 * Oy * D) Xa + Hy,

OOy = AU, + 2p(0g * O3 4 01 * 0g) + 371 (01 * 01 * O3 + g % Og *x 01) + H,. .

Fir 9_1,0_1,,0_9,0_9,,0_3 und v_4 gelten entsprechende Gleichungen. Die ver-
wendeten Abkiirzungen x,,, m € Z, sind — basierend auf der Vereinbarung in
(2.11) — folgendermaflen definiert:

[ G, e
SCR R

Fiir die restlichen oben benutzten, aber bislang noch nicht definierten Trager-

funktionen y. _, gilt:
1 1
(k) = -k)—x(=k]),
Xon (k) X<4 ) x(2 )
1
xanlh) = x(3HFD) -x kT,

) = x(30F2) —x (507 2)

Die Summanden H  stehen fiir die Terme mit hoherer e-Ordnung. Definiert man

Vs = (UO,UQ,Ug,U4,U0n,U1n,U2n,Ur) )

Hs = (H07H27H37H47H0n7Hln7H2n7H7’) (215)

und daraus abgeleitet

10s|2rgmy = PollLrmy + 102l omy + 193]l L1 (my + 104l 21 (m) + [ Ponll 21 (m)

01 ll 21 m) + D20 ll 21 m) + [0l L1 m) 5

I Hslloromy = [[Holloromy + 1 Hzll2rgmy + 1 Hsl 21 ony + 1Hall 2t my + [[Honll £t (m)
+HH1nHL1(m) + HHQnHLl(m) + HHrHLl(m) )
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dann gilt fiir diese Terme:

1Hllz ey < Ce (linllien + 10l Lmy) -
<

1H oy < Ce (llonllzr e + 18]l ()

unter der Voraussetzung, dass die Ungleichung

101][210,e,0)) + 10| 1(my < Co

mit einer beliebigen, aber festen Konstante C), > 0 erfiillt ist. Hierbei haben wir

verwendet, dass gilt:

@0l prgmy < Cllafl om0l L m) »
la*0||poeny < Clldllzroen|0llzr©e)
lax||oimy < Cllax|lzroe,1) - (2.16)

Die zu betrachtenden Funktionenriume sind der L!'(m)- und der L'(0,¢, ko)-

Raum, deren Normen folgendermaflen definiert sind:

lillgmy = [ JaG) (0 k)™ dk,
. 2.17
lillgmers = [ la(o) (1+ dk.
Aus 4 € L'(m) folgt dann uv € CJ" mit lim u(z) = 0. Die zweite Norm

ermoglicht es schlieBlich, die Konzentration einer Funktion in einer Umgebung
von ko analytisch zu fassen. Genauer gesagt: Falls 4 € L'(m,¢e, ko) von der
Ordnung O(1) ist, bedeutet dies, dass u = eA(ex)e*® mit A € C* von der
Ordnung O(1) ist. D.h. 4 ist in einer O(g)-Umgebung von ky konzentriert, was
gleichbedeutend damit ist, dass u eine langsame riaumliche Modulation von e*0®
darstellt.
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2.6 Die Variablentransformation

Um die erforderliche Fehlerabschiitzung aus Satz 2.3 fiir eine O(1/e?)-Zeitskala
beweisen zu konnen, muss der die Schwierigkeiten verursachende Term 2pe(0; *
Ug 4+ U_1 * U9) in der Gleichung fiir 9, beherrscht werden. Mit Hilfe einer Varia-
blentransformation wandeln wir diesen Term in ep(0q * 01 * 0_1) mit [p(k)| <
C(le| + |k — 1]|) um, d.h. die Degeneriertheit (1.3) kann unmittelbar verwendet

werden. Die Variablentransformation hat die folgende Gestalt:

@0 = —2)\_1)(0[) @1 * 73_1 + éfUA)Q , (2 18)
@2 = —>\_1X2p @1 * @1 + ETUAJQ s .

d.h. die Transformation basiert darauf, dass 9y und 0, durch 0; und v_; ,,ver-
sklavt” werden (analog gilt dies natiirlich auch fiir v_5 ). Damit werden die stéren-
den Moden beseitigt und durch die beiden neuen, mit einer zusétzlichen e-Potenz
skalierten Funktionen wy und wy ersetzt. Diese liefern in der o;-Gleichung nur

noch solche Beitrége, die fiir das Erreichen unseres Zieles unproblematisch sind:

Oy = Mg+ Ho+ Fy,
Oron = Abon + Hon )
Oty = oy + &G (b, 01,0_1) + Hy
Oyinn = Noi, + Hip,
Oylon = Aoy + Hap
Oy = by + Hy + (2.19)
O3 = Mg+ Hs,
Oy = Nog+ Hy,
0, = Mo, + H,.

Die Situation nach der Variablentransformation ist in Abbildung 2.3 dargestellt,

wobei dort bereits beriicksichtigt ist, dass wy und g, bzw. ws und o, je-
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I
R
— 81/2@1
53/27}17@ 53/2@3
82’@0 ][] €2U~}2 52@4

55/2@7’

T T T 1 >

0 1 2 3 4 k

Abbildung 2.3: Die Modenverteilung nach Durchfiihrung der Variablentransformation
(s.a. Bem. 2.6 u. 2.7).

weils von der Ordnung O(g?) sind und daher jeweils gemeinsam durch die neuen

Variablen wy bzw. ws, ausgedriickt werden kénnen.

Die Terme mit hoherer e-Ordnung werden dabei in den Ausdriicken H  zusam-

mengefasst. Fiir diese gelten mit

1] 21 (0.e,1)) + |05 21 (my < O,

wobei C, wieder eine beliebige, aber feste Konstante ist, die Abschétzungen

Ce? (||171\|L1(o,e,1) + 5||17s||L1(m)) ,
¢ (HthLl(o,s,l) + €H@SHL1(m)) ,

1|2 0.

IA A

HﬁsHLl(mfl)

wobei in Analogie zu (2.15)
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Hs = (ﬁ07ﬁ27ﬁ37ﬁ47ﬁ0n7ﬁ1n7ﬁ2n7ﬁ7‘)

I Hollormy = 1 Hollpromy + 1 Hallromy + 1 Hsl 2y + |1 Hall 22 my + | Hon | 1 gmy +
[ Hunll £t m) + ([ Hanll Lt omy + 1 Hel| Lt (m)

definiert sind. Dabei sind in H_ die bislang durch H  ausgedriickten Terme und
die durch die Variablentransformation neu auftretenden Beitrdge mit hoheren e-

Ordnungen zusammengefasst.

Fir H, erhalten wir durch die Transformation

Hy = 2peiy* 0_g + pedy x 9 + O(£?)
= 2pe(—A"txapy * 01) * (=X Ixaply * ;)
—|—2p€(—2)\_lxop@1 * 1}_1) * (2)\_1X0p731 * @_1) + O(€2> y

so dass obige Abschitzung fiir Hy richtig ist. (Analoges gilt fir H,.)

Die auftretenden Zeitableitungen der Variablentransformation sind in Fy und

Fy zusammengefasst:

Fg = 5_12)\_1)(0,0(815@1 * @_1 + @1 * 3t27_1) s
F~12 = 5_12)\_1)(2,0((9,5@1 * f}l) .

Damit konnen samtliche Terme der Ordnung O(e) in der Gleichung fur
0y durch den zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit eingefithrten Ausdruck

eG(01,01,0_1), der fiir das Faltungsprodukt steht, dargestellt werden. Es gilt:

G(on, 01, 01) (k) = ///g(k, k— 0,0 —m,n)or(k — i1 (1 — m)o_(n) dndmde
(2.20)
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mit
9(17 17 17 _1) = 0(6) :
Im z-Raum bedeutet diese Variablentransformation fiir den Ansatz u = u(x,t):
u o= V2,67 4 e 4 2P 4 g2y, et

+&2wg + 01,e™ + 209, + 2v,, + 720, + coc. . (2.21)

2.7 Abschitzungen des Residuums

Beim Residuum von u handelt es sich um die Terme, die nach dem Einsetzen
der Approximation (1.4) in die urspriingliche Gleichung tibrigbleiben. Dement-
sprechend bedeutet Res(u) = 0, dass u eine Losung von (1.2) ist. In der Fehler-

gleichung entspricht das Residuum einer Art Inhomogenitét, d.h.

Res() == =0t + Mi+y uxtx U+ pu*.

Fiir die Fehlerabschétzung ist es notwendig, das Residuum, das sich auch folgen-

dermaflen aufspalten ldsst, klein zu machen:

Resg = —0uwo + Mo —i—ﬁo +1§07
Res) = —8by + oy + G (0,01, 9_1) + H
Resiy, = —0yb1n + N + Hun,
Resy = —8hin+ oo+ Ho + Fy, (2.22)
Ress — —0ys 4+ Aoy + Hs |
Resy = —0y04+ Aoy + 15.74 ;
Res, = —8yb, + Ao, + H, .

Um dies zu erreichen, ergdnzen wir unsere Approximation ¢ um Terme héherer

Ordnung, so dass wir fiir die Losung u des transformierten Systems schlieflich
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den folgenden Ansatz machen:

o(z,t) = (eY2A(ex,%)e™ + c.c.)
+(32A ez, )€™ + c.c.)
+e2Ag(ex, €%t) + (2 Ay(ex, £%)e™ 4 c.c.)
+e Aj(ex, e°t) + (3 Ay (ex, €)™ + c.c.)
+(32 Ag(ex, £%)e™* + c.c.

Dabei 16st A; die verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung (1.1), wahrend
Al eine Losung der um A; linearisierten verallgemeinerten Ginzburg-Landau-
Gleichung mit einer nur von A.; abhéngigen Inhomogenitét ist. Alle iibrigen A;
konnen als Losungen von algebraischen Gleichungen wie in (2.4) bestimmt werden
(vgl. [41]). Die Approximation ist dann so lange wohldefiniert, wie die Losung A,
der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung existiert, denn aufgrund der
e-Unabhéngigkeit der Approximationsgleichung sind die restlichen A; fiir alle
t € 10,Tp/e?] O(1)-beschrénkt.

Wir definieren im folgenden

51/2@1 = PX1, 53/2851n = OX1n; 53/2953 = PX3,
201 = Pxa, 2P0 = Px0, E P2 = PXa,
629270n - @XOna 52@271 - @XQm 55/2@7” - @Xm

wobei die ¢; € L*(1,e,7) fiir alle t € [0,Ty/e?] von der Gréfenordnung O(1)
sind, so dass das folgende Lemma gilt:

Lemma 2.8 Fir alle € € (0,1) gibt es eine Konstante Cres > 0, so dass

Sup ||R651 (t)HLl(l,s,l) S CR6554
tG[O,To/EQ]
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sup || ReSS (t) ||L1(m) S ORes€2
t€[0,Tp /2]

(2.23)
gilt, wobei wir die Abkiirzungen
Ress = (Reso, Reso, Ress, Resy, Resy,, Res,)
und

||R683||L1(m) = HRes(]HLl(m) + HR@SQHLl(m) + HR@SgHLl(m)
+ ||R654||L1(m) + ||R651n||L1(m) + ||R63r||L1(m)

verwendet haben.

Beweis:
Dass die e-Ordnungen formal richtig sind, ist nach der Herleitung der ver-

allgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung klar.

In den gewéhlten Rédumen folgt die Abschiatzung nun unter Verwendung der fol-
genden Ungleichung [32]: Es sei f(k + ¢) = O(k®) fir K — 0. Dann gilt fur

ma > s+m:

k=0
i Flk+ 01+ |k)™) (L [k + )™
< Al <(C
< A 0| gy | = OSWPT y Ees
k=K K*(1+|eK +£))"°
< s = 7).
>~ 05 Sl]fl(p (1 + ’K’)mA O(E )

Wenn man den obigen Ansatz in das transformierte System einsetzt, fallen eine

Reihe von Termen weg, so dass die letzte Abschétzung beispielsweise auf
£k + 1)) = A1+ k) + 48| < Clf

fiir |k| <1 angewendet werden kann.
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Fiir 4, ist die Approximation von der GroBenordnung O(g'/?), withrend das
Residuum bei k = 1 durch A; die Ordnung O(£7/2?) hat (vgl. Abschnitt 2.2).
Einen weiteren Beitrag zum Residuum bei k = 0 liefert noch A mit der Ord-
nung O(c%?), so dass sich in der Gleichung fiir ¢; die Ordnung O(e*) ergibt.
Die Kurve der Eigenwerte A in der Gleichung fiir A} kann nun um k£ = 1
zu |k — 1> entwickelt werden, woraus folgt, dass wir aufgrund von (2.24) fiir
die Losung A der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung die Forderung
A € C[0, Ty, L*(m + 4)] stellen miissen (vgl. Satz 2.3). Im Fall von 4, ist die
Approximation im transformierten System von der Ordnung O(e?), withrend die
Beitriige von Ay bzw. A} zum Residuum bei k& = 2 die Ordnung O(e?®) bzw.
O(s") haben, d.h. in der Gleichung fiir w, liegt die Ordnung O(e?) vor. Alle

iibrigen Terme koénnen vollig analog abgeschéatzt werden. [

2.8 Die Fehlerabschitzung

Nach diesen Vorarbeiten kann nun die Fehlerbetrachtung in unserem neuen Sy-
stem (2.15) durchgefithrt werden. Um die Fehlergleichungen fiir die einzelnen

Moden zu gewinnen, wahlt man in Analogie zum Ansatz (2.3) folgende Ansétze:

0 = ¢+ 2R,

Uln = Qin+ 2Ry, ;

U3 = ¢3+ 2Ry )

Uy = ¢at 2Ry, (2.25)
Wy = Go+e’Ry,

Wy = P2 + 2Ry )

b, = @ +eR,,

wobei in wy bzw. wy die Beitrdge von wy und vy, bzw. w, und s, zusam-

mengefasst sind (vgl. Gleichung (2.21)).

Fiir 9, erhalten wir die Gleichung
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Oin = Oipr + *0R,
= At )\821%1 +3eG ((’51 + EQRla o1+ 82R1, P11+ 82]%’4) + I:[l

= Ap1t+ /\62}?1 +
i ///g(k, k—L,6=mn)-(pr+ 52R1)(k —0) - (&1 + 521:21)(5 —m) -

(1 + e2R_))(n) dndmdl + H, . (2.26)

Somit geniigt der Summand H; der Ungleichung

12 0en) < C (IBillr ey + £l Ballrmy + Chres)
~ A 2
+C(Dy, Do) (1 Rallroey + 1 Ball i)

solange

||R1HL1(0,5,1) <Dy , ||Rs||L1(m) < D,

mit den beiden von 0 < ¢ < 1 unabhéngigen Konstanten C' (unabhéngig von
Dy und D, ) und C(Dy,D,) (abhiingig von Dy und D,) gilt. R, steht fiir die
stabilen Moden, d.h.

Es - (E()v RQ; -é37 ﬁ47 ElnRT)

mit || R Li(m) Wie oben definiert.

Betrachtet man nun nur diejenigen Beitrige, die mit &2 skalieren, folgt nach
Division durch €2 fiir den Fehler R, die Gleichung

atRl = )\Rl + 3eG(p1, ¢1, pb—l) + 6eG (¢, Rl» $_1) + Hl . (2.27)

Diese Gleichung 16sen wir mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel:
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t
Ri(t) = / A (3G (1, 1, Roy) + 66G(n, Ru, ¢or) + Hy) () dr. (2.28)
0

Als Anfangswert wurde dabei Ry(t)|—o = 0 angenommen. Ebenso soll auch fiir

die iibrigen Fehleranteile R..(t)|t:o =0 gelten.

In den anderen Féllen muss unter Verwendung der Definitionen

= <w07w27v3yv4uvln7vr)7

ffs = (]:}0, ]:}2, ]:}3, 11:}4, ﬁlm Hr)

die sich mit Hilfe des Ansatzes
A 2
Us = s + " Ry

ergebende Gleichung

(915178 = atgés + &?2(913]:25
= APy + A\’Ry + H, + F,

auf die gleiche Weise behandelt werden, und man erhilt fiir den Fehler R,
8tRs :)\Rs+ﬁs+ﬁ187
deren Losung durch

3 (2.29)
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gegeben ist. Der Ausdruck ﬁs geniigt dabei der Ungleichung

|-y < C (1Rillr0en) + el Bollim) + Cres
s A 2
+C(Dy, Do)e (1Rl pr 0.y + 1 Rall i)

}425 enthilt die beiden Zeitableitungsterme Fy und Fy, fiir die ja

571(815771 * V1) = 571(2951 * 0y p1 + €201 * Rl + 2Py * 8t]%1 + 254]%1 * atpbl)
und

Op1 = O(e*) in  LY0,¢,1)

gilt. Daraus folgt dann:

IEllimy < CE|Rillioeny + € |0:R |1 0.0y + ellRillZ10,0)) -
Ersetzt man hier nun 9, R; durch die rechte Seite von (2.27) und schitzt |A(k)| <

C(e?+|k—1]?) fiir k nahe 1 ab, wie im Beweis von Lemma 2.8 benutzt, so erkennt

man, dass damit

||5tf31||L1(o,5,1) < 05||R1||L1(1,5,1)

und somit 3
Il Limy < CllIRAll ey + €[ Rall Ty

gilt.

Um nun die Giiltigkeit des Approximationssatzes beweisen zu koénnen, muss ge-
zeigt werden, dass die Fehlerterme beschriankt sind und somit fiir kleine ¢ > 0
keinen signifikanten Beitrag liefern, was gleichbedeutend damit ist, dass diese
Terme fiir ¢ — 0 verschwinden. Dies gelingt durch Betrachtung der Ausdriicke
fiir den Fehler in den oben (siehe Gleichung (2.17)) definierten Normen L*(m)
und L'(m, e, ko).
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Wegen R, = ]%in (n € N) geniigt es, die Moden mit positiven Indizes zu
betrachten. Die dabei gefundenen Resultate lassen sich einfach auf den konjugiert

komplexen Term iibertragen.

Fiir ||[Ry(t)|| 2101y gilt nach (2.28) folgende Ungleichung:

(L] [Fvewey

t
[0 (301,01, 1) +6G (6, Raspor) + 1 ) (1) d
0

IN

t
J 1 soen-p.m (1361 61, Rl oen (2.30)
0

+ 16561, B, @)l + MHillzroen ) (1) dr

Um eine endgiiltige Abschétzung dieses Ausdruckes bestimmen zu kénnen, ist es
erforderlich, sich zunéchst mit den beiden Faltungsprodukten zu beschéftigen, die

in obiger Ungleichung wieder mit Hilfe von G geschrieben sind.
Es gilt:
e G(¢1, @1, Ro1) || 210,y

— 5///‘g(k,k—ﬁ,é—m,m)@l(k—E)@l(é—m)f%,l(m)‘ dm d dk

IN

Ce? oillraen 161l mraeny 1R-1llpae 1) - (2.31)

Beweis:

3

[ okl = .6 = m) 1 (k= D@1 = m) Fe-r (m) dim e

L1(0,e,1)

< g/// gk, & — £,€ = m,m)@n (k — €)@y (€ —m) B (m)| dm de dk
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a// g(k, k — £,0 — m,m)| -
oo ) =) |

dm dt dk

s

>

) (1o []) (1

gk, k—0,0 —m,m)

(1 =) (1 =) E)W
// |Q1(k — 0)] (1 + ‘%D |¢1( —m)| (1 + ‘H”%D ,

. 1
ARam)] (147

< € sup
k{,meM

) dm dl

gk, k— 0,0 —m,m)

e |

'H@lHLl(l,z-:,l)||951||L1(1,5,1)HE—IHLl(l,s,fl)_ (2.32)

= € sup
k.l meM

Dabei ist M folgendermaflen definiert:

M={ktmeR: |k—(-1<§|l—m—1 <6, |m+1] <4, |k—1] <d}.

Um die Abschétzung fortsetzen zu konnen, fehlt noch eine genauere Untersuchung
des Faktors

gk, k— 0,0 —m,m)
2 T e (1

(2.33)

m+1
€

5|
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Nach Durchfiithrung der Substitution

E—0—1 = ek k= e(K+L+M)+1
(—m—-1 = ¢L = ¢t = e(L+M)
m+ 1 = M m = eM-—1

erhélt man fiir (2.33) die folgende Darstellung in den neuen Variablen:

sup gl4+e(K+L+M),1+eK,1+eL,eM—1)
K,LMeN (1+[KT]) (1 + [L]) (1 + [M]) ’

wobei M ={K,L,M € R: |eK| <4, |eL| < 6, |[eM| < 6}.
Wegen
lg(14+e(K+L+M),1+ecK,1+ecL,eM —1)|

< |g(1,1,1,=1)| 4+ Dye | K + L + M| + Dye | K| + Dse |L| + Dye | M|

mit von ¢, K, L, M unabhéngigen Konstanten D; und |g(1,1,1,—1)| = O(e),
ergibt sich schliefSlich

’g(l—}—e(K—FL—i—M),l—{—sK,l+€L,€M—1)

sup
KL, MeAt (1 + [K[) (1 + [L]) (1 + [M])
< sup |g(1,1,1,—1) + Die|K + L+ M| + Dye |K| + Dse |L| + Dye | M|
TK,LMeN (14 [K]) (T + |L]) (1 + [M])

= (e.

Diese Abschitzung gilt in einer Umgebung der kritischen Stelle, d.h. es gibt ein
§ >0, so dass fiir |[eK| + |eL| + |eM| < & die Uberlegungen richtig sind.

Setzt man dieses Ergebnis in (2.32) ein, erhélt man die Behauptung. |
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Genauso ldsst sich auch die Abschitzung fiir das zweite Faltungsprodukt in (2.30)

zeigen, fiir das die analoge Ungleichung

||EG(¢1a Rlv ¢_1)||L1(0,€,1)
<Ce |@llnaen 1Rillmaen 1@-1llzi e

gilt.

Damit fehlt nur noch eine genauere Betrachtung der linearen Halbgruppe in
(2.30):

g2t

2
—e“t
e €

‘ e/\ (t—7)

< supe”
L1(07€’1)—>L1(1)511) |k-|<§

E—1
AR) (t=7) (1 i | |>|
5

—(k=1)2(t—)

IA

sup ‘e + sup
k

k-1
‘!e—(k—l)Q(t—T)
k £

)

6—52 ’£|
eVt — 1T

r2(-n) K]
19

IN

C <1+sup e
K

K2(t—7)=:¢
< < C |1+ sup
13

)

IN

C<1+5\/t1__7> (C >0).

Diese Zwischenergebnisse setzt man nun in (2.30) ein, was auf folgende Ungleich-

ung fiir HR1HL1(1,E,1) fithrt:

@)t 1en)

t
1 9 1 A . -
< O/C <1 + ﬁ) (3038 [P1llreny 1P1ll ey 1R-1llLre—1)

+ 60, g? ||851||L1(1,a,1) ||R1||L1(1,s,1) ||95—1||L1(1,e,—1) + ||[:]1||L1(o,e,1)) (7') dr
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t
1 ~ 0
< [c(1 (2}215 Hls>d 2.34
_0/ ( +€\/ﬁ> el Rillreny + 1H 1l L 0ey ) (7) dT (2:34)

<feiv =)

((C+ DI Ry(T) |1 0.y + C¥Ra(7)]| 12y + £2Ces

N A 2
+O(D1, D (IR |0 + 1Rl 1))

Die Betrachtung von || R|| Li(m) in analoger Weise fiithrt auf

. (2.29)
[Rs(O)llrromy = (2.35)

/te’\(tT) (1—:}3(7') +Z§’s(7')> dr

Lt(m)
t ~ ~
< L1 Mmoo | (A ey + I a1 )
0

Mit
12Xty < sup [P (14 [])| < Cem D (A4 (t=7)7Y) (0> 0)

kann die obige Abschitzung (2.35) fortgesetzt werden:

t

IRl < [ eI+ =) ) (I ey + 1Bl ) dr
0

IA

t
/ e~ (1 + (t — 7)1/
0

(ClIRUP) 11,6.0) + £CN Ry (7] 53 om) + Cres

N A 2
+cwhmkmmvmw%m+wuﬂmwn)df
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< Csup ([Bi(M)lpr e + €l Ro(P) 2 m) + Ches

T€[0,t]

N ~ 2
+ OO, D) (IR 0y + 1R i) )

t
/ e—a(t—T)(l + (t _7_)—1/4) dr
0

< Cswp (1B ()2 .e.1) + BT |1 (m) + Cires
T€(0,t

~ ~ 2
+ C(Dy, Dy)e (1R (1) 0. + [ Ro (P[22 ) :

Somit folgt schlielich

SL[101>]|IRS(T)HL1<m> < CSl[lop} (1B (M) + el Ro(P) | L1m) + Cres  (2:36)
T7€(0,t T7€(0,t

~ ~ 2
+ C(Dy, Dy)e (1B (1)l 0. + I Bo(P) [ 236m)) ) :

Man sieht, dass die beiden Fehlergleichungen (2.34) und (2.36) fiir HRlHLl(L&l)
und || R,|| 1 (m) Miteinander gekoppelt sind. Nach [34, 36] kann die Abschétzung
folgendermaflen weitergefithrt werden, wobei man als erstes den Fehlerterm
H]%sHp(m) betrachtet und dann in die Ungleichung fiir HRlHLI(l’E’l) einsetzt. De-

finiert man zuvor

Si(t) = sup [|[Ri(7)|lzren) s
T€[0,t]

Ss(t) = sup [|[Rs(7T)|[L1(m)
T€[0,¢]

so erhélt man die Abschétzung

Su(t) < C (Su(t) + €S(t) + eC(Dy, D)(S1(t) + Su(t))* + Ches ) -

Wé&hlt man nun £ > 0 hinreichend klein, so dass
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Ce < und  eC(Dy, D,)(Dy + D,))? < 1

N | =

gilt, folgt daraus die folgende Ungleichung:

Ss(t) < QC(Sl(t) + CRes + 1) : (237)

Diese kann jetzt in (2.34) eingesetzt werden, was auf

t
. 1
Ry(t . < /C’ 1 .
Bl < ( - r7>

((C+ DENRD) 121y + CH(S1(7) + Cres +1)

+€2Ces + C(Dy, D,)e* (Si(7) + Su(7))? ) dr
fiithrt. Ist aulerdem e > 0 so klein, dass

eDi(t) +eC(Dy, D) (D + D,)* < 1 (2.38)

erfiillt ist, kann die Abschétzung fiir || Ry (¢)|| L1161y fortgesetzt werden. Mit T' =

et und analog 7 = €27 erhalten wir

A T

+(1+ CR65)> dr

IA
Q
O\H
/N
—_

+
~ —

|
Rl
N———
~~

A T

Ll(1,,1) L(1,¢,1)

VAN
Q
O —
I/
—_
+
—_
S~
—
+
3
=
N
+
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T
1 -
+C / 1+ = | || Ry (l> dr
/ T—-7 €2/ llLraen
— C(]. +CRes)(T+2\/T) +
T 1 -
+C / 1+ ) ||, (T) 7
s T—7 €2/ llniaen)
TE[0,Ty) ’ 1 . 7
< D+C’/ 1+ _ R1<2) 7 |
s T—7 € Ll(1,e,1)

Unter Verwendung der Gronwallschen Ungleichung nach [19], S. 188ff, folgt aus
(2.39) schlieBlich

i T
1R (O)l| o (1en) < D1 = O(1) fiir alle ¢ € {0 “}

g2
und somit die Beschrinktheit des Fehlers Ry (t).

AbschlieBend bleibt noch die Beschréinktheit von ||R,(t)]| Li(1,e1) bzw. Ss(t)
zu zeigen. Dies geschieht, indem man das gerade berechnete Ergebnis fiir
||}?1(t)||L1(17€71) bzw. Si(t) in (2.37) einsetzt:

Tt
Ss(t) < 2C(S1(t)+Chrest+1) < 2C(D14Cres+1) =: Dy = O(1) fiir alle t € [0 0} :

,—
2

Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 gilt dann folglich

T
eS.(t) <eDy < 1=0(1) fiir alle ¢ € [0 0] ,

,—
2

womit auch die Giiltigkeit von Ungleichung (2.38) gezeigt ist.
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Damit ist die Beschrénktheit der Fehlerterme gezeigt und die Approximationsei-

genschaft des Ansatzes bewiesen.

Als weitere wichtige Eigenschaft neben der Approximation bleibt nun noch die
Attraktivitat der Ndherungslosungen nachzuweisen, was im folgenden Abschnitt

geschieht.



3 Der Attraktivitiatssatz

In diesem Kapitel beweisen wir, dass die Losungen, die durch die verallgemeinerte
Ginzburg-Landau-Gleichung im Sinne des vorigen Kapitels beschrieben werden

konnen, attraktiv sind.

Unter der Attraktivitdt versteht man dabei den Effekt, dass sich eine beliebi-
ge, jedoch hinreichend kleine Anfangsbedingung (GroSenordnung O(¢'/2)) un-
serer KSSH-Gleichung (1.2) zeitlich derart entwickelt, dass sie nach einer Zeit
Ty/e* durch Losungen der verallgemeinerten Ginzburg-Landau-Gleichung (1.1)
beschrieben werden kann (vgl. [5, 14]) und somit die in Abb. 3.1 dargestellte

Fouriermodenverteilung besitzt.

In einem ersten Schritt beweisen wir dafiir, dass wir auf einer sehr kleinen Zeitska-
la O(s71/*) eine Modenverteilung wie in Abb. 3.1 erhalten. Dies geschieht durch
einen Existenzsatz auf einer O(s~1/*)-Zeitskala und anschlieendes Auswerten der
Variation-der-Konstanten-Formel zu verschiedenen Zeitpunkten. Danach folgt im
zweiten Schritt der Beweis des vollstédndigen Attraktivitdtssatzes (vgl. Satz 3.4).
Dies geschieht wiederum durch einen Existenzsatz, jetzt jedoch auf einer O(1/?)-
Zeitskala, und anschliefendes Auswerten der Variation-der-Konstanten-Formel zu
verschiedenen Zeiten. Die Schwierigkeit dabei liegt darin, dass wir die Konzen-
tration der kritischen Moden verwenden miissen, um auf eine O(1/e?)-Zeitskala
zu kommen, wiahrend wir andererseits diese lange Zeitskala zum Entstehen der
Konzentration bendtigen. Wir l6sen das Problem durch Einfiihren zeitabhéngiger

Normen.

3.1 Der erste Schritt

Wie bereits gesagt, betrachten wir zunéchst eine sehr kleine Zeitskala ¢t = ¢7¢

mit beliebig kleinem, aber festem a > 0. Zur besseren Ubersicht withlen wir im
folgenden a = 1/4. Die Attraktivitéitseigenschaft ldsst sich im folgenden Satz

zusammenfassen:

41
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Satz 3.1 (Erster Attraktivititssatz) Fir alle C; > 0 gibt es Konstanten
go > 0,Cy > 0, so dass fir alle € € (0,e9) folgendes gilt: Sei u(-,0) eine
Anfangsbedingung des Kuramoto-Shivashinsky-Swift-Hohenberg-Modells (1.2) mit
a(-,0)|| L1my < C1e'/%. Dann erfillt die Losung @ = a(k,t) fir t = e=Y/* mit
der Notation aus Kapitel 2 (Gleichung (2.12)) die folgenden Abschitzungen:

T =T o5
ERNENCNE)
A A A IA
SIS
M M 0 M

>

=

3

™

L

~

IS
|y o B -
- = e
& 2 &
VAN VAN VAN
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(G N O I )
w W

L X <
R

>
—~ —~ oS — %)\ —~ ~~ — ~—~
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S
~— N~— ~— N— ~— N— ~— N— ~—
h
'
—
3
=
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[©}
—
~
v

=
2
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S
™
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~
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Analoges gilt fiir die u_. mit negativen Indizes.

Bemerkung: Aus Notationsgriinden beweisen wir die Modenverteilung nicht fiir

t =& Y4 sondern fiir t = ke~ /4 fiir ein kK € N.

Der Satz besagt also, dass die zu einer beliebigen, aber kleinen Anfangsbedin-
gung gehorende Losung von (1.2) sich derart entwickelt, dass sie zum Zeitpunkt
t = e~'/* die Fourierdarstellung aus Abb. 3.1 besitzt. Zur Wahrung der Uber-

sichtlichkeit beschrinken wir uns auf die Darstellung des Bereichs k£ > 0.

3.2 Beweis des ersten Attraktivititssatzes

Da die Anfangsbedingung u4 := u(z,0) laut Voraussetzung von der Groflenord-

nung O(g'/2) ist, machen wir fiir die Losung u(x,t) den Ansatz



3.2 Beweis des ersten Attraktivitatssatzes 43

4]
gln Ui
. o i
£32 | _?2 1n us
82 _120}’! _ | _ﬁZn ﬁ4 A
&2 u,
T T 1 1 >
0 1 2 3 4 k

Abbildung 3.1: Entwicklung der Moden aus dem Kontinuum heraus nach Satz 3.1
(s.a. Bem. 2.6 u. 2.7).

u(x,t) = eY?v(x,t)  mit v=0(1).

Im k-Raum, wo die weitere Betrachtung stattfinden soll, bedeutet dies vollig

analog, dass der Ansatz

a(x,t) =e?0(x,t)  mit o =0(1). (3.1)
lautet.
Diesen Ansatz setzen wir nun in die fouriertransformierte Differentialgleichung
Bt = N+ N(@) mit N(@) "2 pis o+ axa*a

ein, was auf folgende Gleichung fiir v fiihrt:
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0 = N0+ 20 s 0+ e 0% 0% 0. (3.2)

Aufgrund der Giiltigkeit des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir semilineare
Differentialgleichungen (vgl. [19]) erhalten wir eine Lésung o € C/([0, to), L' (m))
fiir ein ¢35 > 0 und koénnen diese mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel

darstellen:

t
b= 0(k,t) = O (k) +e'/? / AR (i s+ eV 2o 0% 0)(k, 7) dr . (3.3)
0

Diese Losung kann durch wiederholtes Anwenden des Existenz- und Eindeutig-
keitssatzes fiir alle ¢ € [0,e71/4] fortgesetzt werden, wenn wir die Beschrinktheit

von ¢ in diesem Zeitintervall beweisen konnen.

Bezeichnet man die Inhomogenitét aus (3.2) mit N, d.h.

N(©) = pox 0+ Y20 % 0% D,
so folgt

sup  [[0(+, )| 11 (m)
te[0,e-1/4]

t
< sup (HeAtﬁAHLl(m)+51/2/||e>\(t_T)||L1(m—1)—>L1(m)||N(ﬁ(7—>)”L1(m—1) dT)
0

te[0,e~1/4]

t
S 687/4”@AHL1(m) + 081/2 sup /652(1‘/77)(1 + (t _ 7_)71/4) dr -
tef0.e=1/4] )

< elloalliom + CeV2e (5-1/4 L4

e—1/4
)

( sup 0(7) [ gmy + sup 4]||ﬁ(7)||il(m>)

T€[0,e—1/4] T€[0,e~ 1/
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mit unterschiedlichen von 0 < ¢ <« 1 unabhéngigen Konstanten C. Fiir hin-
reichend kleines £ > 0 ist damit die Beschranktheit von © bewiesen, denn wir

erhalten

sup |00+, )| 21 m) < 2€[|0allLromy = O(1).
t€[0,e—1/4)

1/4

Es ist offensichtlich, dass dies auch fiir ¢ty = ke™/* mit festem « € N richtig ist,

d.h. es gilt
sup |00, )| 21 m) < 2€]|0allLromy = O(1).
te[0,ke—1/4]

Damit kénnen wir nun mit der Untersuchung der Attraktivitéitseigenschaften fort-
fahren und betrachten zunéchst das Verhalten der Losung bei k. = 41 . Im ersten

Schritt wird hierfir o(k,t) in zwei Beitrdge aufgespalten:

0k t) = oar (ko t) + 05(k,t)  mit oy (k) = (xa (k) + x_1 (k) 0(k, ),
0, (k1) = o(k, ) — 0 (. 1)

Als erstes betrachten wir den Beitrag v, unter Beriicksichtigung, dass im Bereich

des Tragers von 05 A(k) < 0 gilt, und erhalten die Abschétzung

L c—1/4 .
10s(e™ M ey < 1€ Xl gm)—20m) 105 (0] 226y +

o—1/4
+51/20 sup HN(ﬁ(T))HLl(m_l) / ek(t—T)(l_’_(t_T>—1/4) dr
TE[0,e—1/4] 9
e 1/4 ) -
< 0O + O sup INEE) oo
T7€[0,e™
< 0",

wobei verwendet wurde, dass
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70’6_1/4

= o(e"?) fir 6 <Ound e — 0 (3.4)

gilt.

Daraus folgt, dass © nach der Zeit t = ¢ /4

in einer Umgebung von k. = £1
von der Groenordnung O(1) ist, wiahrend im {ibrigen Bereich die Grofienordnung

O(£?) vorliegt.

Fiir die urspriingliche, uns interessierende Funktion @ bedeutet dies nach (3.1),

dass
a(k,t) = Gaq (k1) 4+ s(k, t) = Y2011 (k, t) + %0, (K, 1)

gilt, d.h. zum Zeitpunkt ¢t = e~/

ist 4 bei k., = £1 von der GréBenordnung
O(£'/?) und im iibrigen Bereich O(¢), was in Abb. 3.2 graphisch veranschaulicht

1st.

Offensichtlich erhalten wir dieselbe Modenverteilung fiir alle ¢ € [¢7'/4, ke~ /4]
mit K € N (s.0.), d.h. v, erfiillt die Ungleichung

sup |0l g1y < CEV2

tele~ /4 ke—1/4)

Auf diesem Zwischenergebnis bauen wir nun auf und fithren in unserem zweiten
Iterationsschritt die neue Funktion o, ein, die wie oben von der GréSenordnung
O(1) sein soll und die gleichen Trager wie 05 besitzt. Damit ldsst sich o folgen-

dermaflen schreiben:

Uk, t) = %05y (k,t) + cvy(k,t) . (3.5)

Wir gehen also vollig analog zum ersten Schritt vor, bei dem in (3.1) 0 = O(1)

1/2

eingefiithrt wurde, und ziehen wieder den Faktor "/ heraus. Einziger Unterschied

ist, dass die Modenentwicklung jetzt bei k = +2 und k£ = 0 untersucht wird.
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51/2@11

. . >
-1 0 1 k

Abbildung 3.2: Verteilung und Gréfienordnung der Moden nach dem ersten Iterations-
schritt zur Zeit t = e~ /* (vgl. Gleichung (3.5) sowie Bem. 2.7).

Dann kénnen wir wie bei der Einfithrung von 047 und 95 oben eine Aufspaltung

vornehmen, und zwar fiir den nicht um k& = £1 konzentrierten Anteil:

g = Vo, 42 + Uy mit Uo,+2 = (X0 + X2 + X—2) Uy ; (3.6)

~

Uy =

v

s — Vo,+2 -

Um die GréBenordnung von 9,(¢~'/4) zu erhalten, setzen wir (3.5) in die Diffe-

rentialgleichung ein und erhalten

61/2815@:5 + 8(9131:)8 = )\81/217:&1 + )\81:]5 + N(él/Q@il + 812)5) ,

wobei nach (2.10)

N(€1/2@i1 +€?:)3) _ ,0(81/2,&il +812)5)*2 +'71(51/2@i1 _'_612}8)*3
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ist. Damit ergibt sich nach Aufspaltung nach der O(e)-Ordnung und Ausmulti-
plizieren der Faltungsprodukte folgende Differentialgleichung fiir o, :

Obe = Aot {p (22 + 261201 % 5,)+ ) 4

1/2,5%3 ~¥2 A 3/2, 2%2 | 9ax3
—1—71(5/v*ﬂ+35vll*vs+35/vﬂ*vs + e, Xs -

Ys ist dabei der Triiger von ¥, und mit (--+)* ist das Faltungsquadrat gemeint,
dh ( . .)*2 — ( . .) * ( . .>' Analog gllt dann: ( . .)*3 — ( . .) * ( . .) * (. . ) .

Als néchstes setzen wir die Aufspaltung (3.6) in diese Gleichung ein, was mit der

Tragerfunktion y, von v, auf die DGL

D40, = N0, + Ny xr

mit
Nr(@il, Vo 42,0r) = p (@121 + 26120,y * (0, + Uo,+2) + (0, + ﬁo,ﬂ)*z)
+m (51/2@131 +3e02] * (0, + Go,22)
+ 383/2@:5 * (f)r + @0’:&)*2 -+ 62(1}7« + @0,12)*3>
fiihrt.

Ausgangspunkt der weiteren Betrachtung ist die Tatsache, dass aufgrund unserer

obigen Definitionen fiir 047 und Yy,

A2 _
035 Xr =0

gilt, was folgende Abschitzung ermoglicht:

sup ||NTXT||L1(T)’L—1)

tele= /4 ke—1/4)
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tele= /4 ke—1/4)] tele= /4 ke—1/4

< Cel/? ( sup 1011 (m) sup }H’f)s”Ll(m))

= 0(Y?).

Fiir die weitere Auswertung ziehen wir wieder die Variation-der-Konstanten-

Formel

heran und schéatzen ab:

A —e—1/4 -
1or @) l1emy < 1™ Dxe 2ty 2y 100 (67 23my
t

+ s Nonlpen [ 1€)X o d7

TE[e~ /4] 14

t
< e"’(t’g_m)]\@r(€’1/4)\|L1(m) + Cel/? / e ot=7) (t — 7)71/4 dr .

e—1/4

Zum Zeitpunkt ¢ = 2~ lautet die Abschitzung

H@T(2€_1/4)HL1(m) < CeV? (vgl (3.4)),

bzw. analog zu oben gilt

sup ||1A)T(t)||L1(m) S 051/2.
te[2e—1/4 ke—1/4]
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V+1

£00,42 // \
\ ~—_
Sa

\

83/2@7"

T T T T >
-2 -1 0 1 2 k

Abbildung 3.3: Verteilung und Groflenordnung der Moden nach dem zweiten
Iterationsschritt zur Zeit ¢ = 2e~%/* (vgl. Gleichung (3.7) sowie Bem. 2.7).

Fiir 0g+s bedeutet dies wegen 0, = O(1)
@0,:&2 - 0(1) P

womit gezeigt ist, dass sich auch bei k = 0 und k = £2 nach der Zeit t = 2e~1/4
Moden aus dem Kontinuum herausbilden (siehe Abb. 3.3).

Die Moden bei k = 43 untersuchen wir entsprechend, indem wir zunéchst die

soeben gewonnenen Erkenntnisse nutzen, was uns auf den Ansatz

ﬂ(k’, t) = 51/2@:‘:1(]{3, t) + €1A)07:|:2(k’, t) + 53/2?:]7«“6, t) (37)

fithrt, wobei auch @, (k,t) = O(1) ist und durch die Aufspaltung

~

Uy = Dxipas + Oy Mit  x1pa3 = (Xin + Xo1n + X3 + X=3) U,

Ur(2) = Upr — VUxin 43,
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dargestellt wird. Einsetzen in unsere Differentialgleichung fiithrt auf

1/249 A « 3/29 2
20,041 + €0l 12 + € 29,0,

= AEI/Q@:I:I + )\61707:‘:2 + )\63/212},« + N(€1/217i1 + 61}0,:&2 + 63/212)7«>
mit der Nichtlinearitét

N(51/2@i1 + 0,42 + 53/2{77«)

1/2 A ~ 3/25 \*2 1/2 A ~ 3/25~ \*3
= p(a?/’U:tl—i—EUo’iQ—i—E / Ur) +"}/1(€ / Ui1+5U0,i2+5/U7~) .

Bezeichnet man den Triger von 9, mit Y, , erhalten wir somit fiir o, die Diffe-

rentialgleichung
Oy, = N, + e3/2 (p(eﬁfl + 2632011 % Vg 40 + O(2)) + 7 (3205 + 0(52))) Xr -

Unter Beriicksichtigung der obigen Aufspaltung fiir v, , wobei x,(2) der Tréager
von dy(z) ist, folgt fiir alle ¢ € [2e7 /4, ke=1/4]

02y = Alp(2) + g3/2 (p(eﬁfl + 26320, x Do.12 + O(e%))
+ N8 + 0(e?)) xo)

= Aoy + Brgy  mit [|Bya)llnim_1) = O("?)

und daraus mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel

_9e—1/4 - -
1220 ) | my— 2 ) [ B2y (26 )| 226y

t

+ sup | Bre2y |l (m—1) 12X £t (m1) L1 () AT
TE[2e1/4 ke—1/4] 9e1/4

IA

e"’(t’k—lﬂ)@@)(2571/4) + Y2,
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Damit erhalten wir schliefilich die Abschéatzung

sup [[o (1)l < CeY?, (3.8)

te[3e=1/4 ke—1/4]

was fiir die oben neu definierten Moden

Uy1n13 = O(1)
bedeutet. Bei k = +1 und k = +3 bilden sich demnach nach der Zeit ¢t = 3e~1/4

weitere Moden der GroBenordnung O(e%?2) heraus.

In volliger Analogie zum bisherigen Vorgehen konnen wir auf diesem Zwischen-

ergebnis

’ll(k’, t) = 81/21A)i1(k’, t) + 5@0’:‘:2(]{3, t) + 53/21:):‘:1%:‘:3(]{5, t) + 62@r(2)(k7 t)

aufbauend zeigen, dass die Losung a(t) fiir ¢ € [4e='/4, ke='/4] die Darstellung

Ak, t) = 2041 (k, t)+eto o (k, )+ 2010 13(k, £)+E%00n 2on +4(k, 1)+ 0,3 (K, t)
mit
Von,+2n,44 = Or(2) (Xon + Xon + X—20 + X4 + X—-4)

besitzt, wobei 9.1, 0o t9, V41n 44, Vonto+4 in LY(m) fiir alle t € [4de™1/4 ke 1/4]
O(1)-beschrénkt sind.

Damit ist Satz 3.1 bewiesen, und wir kénnen tatséchlich von der in Abb. 3.1

graphisch veranschaulichten Modenverteilung ausgehen.
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3.3 Konzentration der kritischen Moden

Die obigen Betrachtungen haben gezeigt, dass sich aus einer beliebigen, aber
O(e'/?) kleinen Anfangsbedingung unserer KSSH-Gleichung nach einer Zeit
Ty/e* bei k = 0,+1, 42,43, +4 Moden herausbilden, die von einer GréSenord-
nung O(¢'/2) bis O(e?) sind, wihrend die Beitréige in den iibrigen k-Bereichen
von der GréBenordnung O(%/2) | d.h. stark gedampft, sind. Die Modenbeitrige
bei den kritischen Wellenzahlen k. = +1 liefern dabei den grofiten Beitrag. In
Kapitel 2 haben wir gesehen, dass diese kritischen Moden der Ginzburg-Landau-
Gleichung stark konzentriert sind, was wir schliellich beim Nachweis der Ap-
proximationseigenschaft ausgenutzt haben. Diese Konzentration wollen wir im
folgenden fiir die sich aus dem Kontinuum heraus entwickelnden Losungen der
KSSH-Gleichung nachweisen.

3.3.1 Modenkonzentration bei einer einfacheren Modellgleichung

Zur Erklarung und Veranschaulichung der Beweismethode wollen wir zunéchst die
Konzentration fiir eine einfachere Modellgleichung betrachten, bevor wir dann zu

unserem eigentlichen Problem iibergehen.

Unsere exemplarische Gleichung lautet

Oyu = @%u + 0,u .

Der Summand 9?u ist dabei gerade der Linearteil unserer Ginzburg-Landau-
Gleichung, wihrend 0,u® der Degeneriertheit der dortigen Nichtlinearitiit ent-
spricht. Durch diese Vereinfachung erreichen wir zum einen eine Verschiebung
der kritischen Wellenzahl zu k. = 0, und zum anderen als Haupteffekt, dass auf-
grund des Nichtvorhandenseins quadratischer Nichtlinearitéten der Nachweis der
Konzentration in diesem Fall ohne eine zuvor durchgefiihrte Variablentransfor-
mation vergleichsweise einfach moglich ist. Unser Ziel ist es, den folgenden Satz

Zu zeigen.
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Satz 3.2 (Konzentrationssatz 1) Fir alle C; > 0 gibt es Konstanten
Cy, 20,171 > 0, so dass fiir alle € € (0,£¢) aus der Anfangsbedingung

14(0) |2 my < Cre™?

folgt, dass
[6(Ty/e*) o110y < Cye?/?

gilt, was aufgrund unserer Definition der L'(1,e,0)-Norm gleichbedeutend einer

Konzentration von u betr k. =0 nach der Zeit T1/82 18t.

Beweis:

Wir verwenden wieder den Ansatz aus Gleichung (3.1)

so dass die Ausgangsgleichung fiir unsere Untersuchung in v

O = 8:%1) + 0, v°

lautet. Nach Ubergang in den k-Raum ist somit die Gleichung

O = —k*0 + eikv™
t

zu betrachten, die wir unter Verwendung der Variation-der-Konstanten-Formel

16sen:

t
ok, t) = e ¥k, 0) + & / e ki (k1) dr (3.9)
0
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Im ersten Schritt werden wir nun zeigen, dass

S(t) == sup [[6(7)]|1gmy = O(1) (3.10)

T€[0,t]

gilt, und zwar auf der langen Zeitskala t = T /2.

Mit der Abschétzung

e M ik || gy < Ot — 1) 72

fiir den Integranden erhalten wir zunéchst die Ungleichung

S(t) < S(0)+eS(t)? / Ot — )" V2dr
= 5(0) —eS(t)*20Vi—7 |

= 5(0) +2CeVtS(t)3.

Gleichung (3.10) ist also beispielsweise dann erfiillt, wenn es ein 77 > 0 gibt, so
dass S(Ty/e?) < 25(0) gilt. Wir miissen also die Existenz eines solchen T} > 0

zeigen, fiir das

2CeVES(t)? < S(0)  (t=Ty/e%)
folgendermaflen abgeschéitzt werden kann:

2C=VS(t)? < 2CeV(25(0))% = 16C=vVtS(0)° < S(0).

Fir ¢t bedeutet das
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RS T
—\16C'S(0)2) &2
und weiter

1= (iosp)

Damit haben wir gezeigt, dass es tatséchlich ein solches 77 > 0 gibt, fiir das

o(Ty/e?) € L (m) (3.11)

von der Ordnung O(1) ist.

Um schliefflich die Konzentration der Mode bei k£ = 0 zeigen zu konnen, gliedert
sich das weitere Vorgehen in zwei Teile, wobei wir unter Verwendung des gera-
de erhaltenen Zwischenresultats (3.11) zunéchst o(7y/e?) € L'(1/2,¢,0) zeigen
und anschlieBend darauf aufbauend durch erneute analoge Durchfiihrung dieses
letzten Schrittes

o(Ty/e?) € L'(1,¢,0)

beweisen werden.

Firr die L'(1/2,¢,0)-Norm von ¢ erhalten wir nach Einsetzen der mit der

Variation-der-Konstanten-Formel erhaltenen Losung © die Ungleichung

1/2
> dk

t
39 / ek, 0) + / e PN ik (k, 1) dr
0

1/2
) dk +

k

€

[o@leopen = [lo0)] (1 N

1/2
> dk

[

) k
< /e*’f t@(k,())\(H -
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1/2
+5/ <1+ ) dk |

Die weitere Abschéitzung wollen wir getrennt fiir die beiden Summanden vorneh-

t
/ e ik ok, ) dr
0

k
£

men. Fiir den ersten gilt bei ¢t = T} /&%:

k

€

VAN

1/2 k 1/2
> dk sup et (1 n ) /|@(kz,0)|dk
9

/\e—k%(k,())] (1 v

B\ 2
_ L2 ~
= w14 )4]) 10

)1/2

< Cmax{Le 2V [6(0)]| 1 o)

120} Lr (o)

€2=_k2t —62 f
= stgp e <1 + |€t1/2

t=T1/€2 71/4 . B
< Cmax{1, Ty "} ||6(0)| 10y = O(1) .

Der zweite Summand ist nach der Zeit T)/e® ebenfalls von der Gréfienordnung

O(1), was sich folgendermaBen zeigen lisst:

t

1\ /2
g/ /e_k%_ﬂ ik o(k, ) dr (1 - |> dk
/ €
t I 1/2
< esup /e‘k2(t_7)|k| (1 + ‘—) dr / sup |0(k, 7)**| dk
k 5 15 0<r<t

k

£

S(t)?

3/2
> dr

t
/€2€—k‘2(t—7') (1 I
0

< sup
k
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>3/2

t
< /520 max{1, (t — 7)"3*e 732} dr S(t)*
0

§

752 1
¢ ( + e(t —71)1/2

dr S(t)?

2=k2(t-7) |
< / g2 sup
s 3

< £2C' max{t, t"/* 732} S(t)*

t:T_l/E2

L Cmax{Ty, T}'*} S(t)?

= 0(1).

Damit haben wir das wichtige Zwischenergebnis (7} /e?) € L'(1/2,¢,0) erhal-
ten, was wir bei der nun folgenden Betrachtung der fiir die Konzentration mafigeb-

lichen L!(1,e,0)-Norm von ¢ verwenden werden. Entsprechendes gilt natiirlich
auch fiir alle ¢ € [T} /2, 2T /€?].

Es ist

o) |L11e0) = /\@(t)| <1+ ’lz|> dk

(3.9) /

e T, T %)

t
+e / e ik (k, 1) dr <1+

T /e?

k
)dk:

3

< flerensno) (e[ s

t
te / / e ik ok, ) dr <1+

T1/€2

Wir beginnen wieder mit dem ersten Summanden und schétzen fiir die Zeit t =
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2T /&* ab:
—k2(t—T1 /€2 » 2 k
/‘e ok T/ (14| 2] ) b

k(=T /22) <1 . ‘k’
£

< sup /|f)(k:,T1/52)| (1 + i’:

1/2
S ) dk
k

) 1/2
t=2T1/52

< Cmax{L, Ty "'} [0(Ty /) |1 1 2.00)

— 0(1).

Bei der Betrachtung des zweiten Summanden gehen wir entsprechend vor:

k
)dk

€

t

g/ / e ik ok, ) dr <1+

T /e?
t , L 1/2
< esup / ek (tfr)w (1 + ‘_> dr
. €
T1/€2
L
/ sup |o(k, )" <1+ > dk
T e2<7<2T /&2 €
t ]{? 3/2 N
< sup / g2k (t=7) <1+ ) dr| S(t)°
k Tl/E2 c
_ 2 ~
t=T1/e C' max{Ty, T11/4} S(t)?
= 0(1)
mit St) = sup  [[0)||1a/2e0) -

Ty /e2<7<2T /2

Insgesamt folgt hieraus also ©(27;/¢?) € L'(1,6,0). Analog kénnen wir
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0(kTy/e?) € L'(k/2,¢,0) zeigen. Demnach tritt bei der kritischen Mode k. = 0

nach einer Zeit O(1/e?) eine Kontraktion auf.

3.3.2 Modenkonzentration bei der KSSH-Gleichung

Im weiteren wollen wir zeigen, dass auch die von uns betrachtete KSSH-Gleichung

du=—(1+02)%u+ &’u — yu* — Bud,u

und die zugehorige verallgemeinerte Ginzburg-Landau-Gleichung mit der sche-

matischen Darstellung

OrA=A+ A+ |APA+ |APO,A + A%0, A+ |A|*A

ein der soeben betrachteten Modellgleichung entsprechendes Konzentrationsver-
halten besitzt. Die obige Vorgehensweise ist dabei jedoch nicht direkt anwendbar.
Der Grund hierfiir ist die Tatsache, dass sich das Faltungsprodukt G(4y,t,0_1)

nicht als Ableitung schreiben lésst.

Modellgleichung fiir eine quadratische Nichtlinearitéit

Aufgrund der Tatsache, dass die Existenz der Losung auf der langen Zeitskala
O(1/¢?) nur mit Hilfe der Konzentration der kritischen Moden bei k., = =+1
gezeigt werden kann, stehen wir nun vor einer neuen Schwierigkeit, denn anderer-
seits ist die Existenz der Losung auf der langen O(1/e?)-Zeitskala Voraussetzung
dafiir, dass die Konzentration der Moden iiberhaupt bewiesen werden kann. Wir
beseitigen dieses Dilemma, indem wir eine zeitabhéngige Norm einfiithren, die es
uns trotz der gegenseitigen Abhéngigkeit von Konzentration und Existenz auf
der langen Zeitskala ermoglicht, beide Fragestellungen gleichzeitig zu betrachten.

Dazu untersuchen wir im weiteren zunachst die nichtlinearen Terme.
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Als erstes betrachten wir die exemplarische Modellgleichung

Oy = 352} + evdv,
wobei wir anders als bei der vorigen Modellgleichung nicht ausnutzen wollen, dass

sich v0,v auch als %835112 schreiben lasst. Geht man in den Fourierraum iiber,

ist zu zeigen, dass fiir die Losungen ¢ der Gleichung

Oy = —k*0 + €0 * ikd
folgender Satz gilt:

Satz 3.3 (Konzentrationssatz 2) Fir alle C; > 0 gibt es Konstanten
Cy,e0,T1 > 0, so dass fiir alle € € (0,2¢) aus der Anfangsbedingung

[9(0)[|L1(my < Ch

von O0;0 = —k*0 + €0 * ikd folgt, dass

16(T1 /)1 1e0) < Co

gilt, d.h. es liegt eine Konzentration von © bei k. =0 nach der Zeit Ty/e* wvor.

Der Beweis basiert auf der Abschitzung der mit Hilfe der Variation-der-

Konstanten-Formel erhaltenen Losung

t
ok, t) = e " tog(k) + ¢ / e F ) (6 5 ikd) (K, 7) dr | (3.12)
0

Dabei erweist es sich als vorteilhaft, die beiden von ¢ abhéingigen Funktionen

a(t) und b(t) einzufiihren, die folgendermaflen definiert sind:
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a(t) = sup [[0(7)]|L1(0)
0<r<t
k
b(t) = sup (627)1/2|@<k’7)|||dk
0<r<t <

Aus der Beschrinktheit von a(t) und b(¢) folgt dann ndmlich die Konzentration
der Mode bei k= 0.

Als erstes schitzen wir a(t) ab:

T

alt) = sup e o0 (k) + e / e M9 (5 % ikt) (k, s) ds

0<r<t s L)
< —k27 A
N osglilg)t He Pllzi0)

—k2(1—s ~ BN
+¢€ sup ||€ k= )||L1(0)_>L1(0)||U(S)||L1(0)||Z.I€U(S)||L1(O) ds
0§T§t0
7k
< Ca(0)+ Cea(t) swp [| 2 0(s)| () e ds
o<r<t) || € L1(0)
< Ca(0)+ Ca(t) sup [ b(s)e?(e2s)" 2 ds
0§T§t0
S=e?s

<

Ca(0) + Ca(t)b(t) / S~124s

Cora(0) + Con T 2a(Ty JE2)W(T J€2) |

wobei in der letzten Zeile die lange Zeitskala t = T} /e? eingesetzt wurde.

Fiir die Abschéitzung von b(t) gehen wir entsprechend vor. Zur Verbesserung der
Ubersicht betrachten wir die beiden Summanden in (3.12) getrennt und bilden

das Supremum erst zum Schluss. Zunéchst der erste Term:
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/({;‘Qt)l/2|6_k2t@0(k)| |l€€| dk

< (&) sup
k

e_k2tk| / (60(k)| dk
g

IN

Cl|voll 1 (0)

IN

Ca(0).

Fiir den zweiten Term gilt die Abschétzung

/

IA

IN

IN

IN

IN

t=T1/€2

T

(627')1/25/64“2(773)(@ x ik0)(k, s)

0

T

E‘ ds| dk
€

(527_)1/26//6—k2(r—s)|(@ * ik0)(s)] |k| dk ds

0

r k
(627')1/25/sup e k(=92
o " ¢

k
e_kz(T_S)f
g

r k
(&?27')1/25/sup e k(=92
o " ¢

T

(7" 2a()b(r) [ sup|e™t

(27) a(r)b(r) [ C(r = s

€
/|(@ « ik0)(k, 5)| dk ds
[0(s)lz2(0) [[tk0(8) || 21 (0) ds

[5(s)l] 210)

‘g(g%)l/%(s)

L(0)

2(T—s)k,‘ 8_1/2 ds

)71/2871/2 ds

0(527)1/2a(7)b(7) < sup 0(627)1/2a(7)b(7)

0<r<t

CT\*a(Ty/e*)b(T /).

63

e(e2s)71? ds
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Insgesamt haben wir also auf der langen Zeitskala ¢t = Ty/e* fiir b(t) die

Abschétzung

b(t) < Cpa(0) + Cha(’t)2a(t)b(t)

gefunden, d.h. die beiden Ungleichungen, denen a(t) und b(t) geniigen miissen,
héngen gegenseitig voneinander ab. Dies ermdglicht eine Fortfithrung der

Abschitzung bis zur Zeit T) = 2, wenn zum einen

Caz(26)2a(t)b(t) < Cara(0)

und zum anderen

Cia (%) 2a(t)b(t) < Cira(0)

gilt. Dies ist erfiillt, falls 7} so klein ist, dass sowohl

CaQCblTll/2a<O) <

A~ =

also auch

Calengl/Qa(O) S

R

gelten. Damit folgen die beiden Ungleichungen

a(Ty/e*) < 2C,41a(0)
und

b(Ty/e?) < 2C3a(0)

woraus die Beschriinktheit von a(7;/¢?) und b(T)/e*) wegen 99 € L'(m) un-

mittelbar ersichtlich ist.
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Abschlieend bleibt noch zu zeigen, dass hieraus wiederum die Konzentration
der Mode bei £ = 0 zum Zeitpunkt 7) folgt. Dazu betrachten wir die fiir die

Konzentrationsuntersuchung mafgebliche L!(1,¢,0)-Norm von o(k,t):

I a0 = [

< /|@(k,t)] dk+/ o(k, 1) <§>| dk

A k
= 1ol + ) [ k0l || a

i(k,t) (1 + g) dl

< a(t) + (%) 7V 20(t).

Aufgrund der Beschréinktheit von a(t) und b(t) erhalten wir nun zur Zeit T}

die Beschrénktheit von ||0||p1(1,,0):

16(T /e | ieny < alTi/e?) +b(Ty/e?) < 2Caa(0) + 2T; *Chya(0)

IA

20, [[0(0) ]| 1 gmy + 277 /2 Coa [|0(0) | 11y -

Damit ist Satz 3.3 bewiesen, d.h. fiir die Losung unserer Modellgleichung 0,0 =
—k*0 + &0 * ikt folgt aus 9(k,0) € L' die Konzentration der Mode bei k. = 0
bis zum Zeitpunkt 77 .

Modenkonzentration bei der KSSH-Gleichung

Auf der Basis dieses Ergebnisses konnen wir nun schliefSlich die Untersuchung auf
unsere KSSH-Gleichung (1.2) ausdehnen. Das Resultat dieser Untersuchungen

formulieren wir im folgenden
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Satz 3.4 (Zweiter Attraktivitidtssatz) Fir alle Cy > 0 gibt es Konstanten
g0 >0,Cy >0,T1 >0, so dass fir alle € € (0,e0) folgendes gilt: Sei u(-,0) eine
Anfangsbedingung des Kuramoto-Shivashinsky-Swift-Hohenberg-Modells (1.2) mit
4, 0)|| L1my < C1e¥2 . Dann erfiillt die Losung @ = a(k,t) fir t = T/e® mit
der Notation aus Kapitel 2 (Gleichung (2.12)) die folgenden Abschitzungen:

lao(T1/e)|im) < Coe,
ao(T1 /)l prmy < Cae,
[don(T1 /%) Lrimy < Ca®,
[ion (T2 /%) | L1imy < Cae?,
||@1(T1/52)||L1(1,5,1) < Cye'?,
1 (T1 /%) | pagmy < Cae™?,
las(Ty /) |rmy < Co®?,
[as(T1 /) |imy < Cae?,
(T2 /)| rimy < Cag®?.

Analoges gilt fir die u_. mit negativen Indizes.

Dies ist der vollstandige Attraktivitatssatz, der das Hauptergebnis dieses Kapitels
darstellt. Danach entwickelt sich die zu einer beliebigen, aber kleinen Anfangs-
bedingung gehorende Losung von (1.2) so, dass sich zusétzlich zu der bereits in
Satz 3.1 gefundenen Modenstruktur nach der langen Zeit Tj/e?* mit beliebigem,
aber festem 77 > 0 bei den kritischen Wellenzahlen k. = +1 eine Kontraktion
der Moden herausbildet, so dass die Losung dann die in Abb. 3.4 gezeigte Fou-
rierdarstellung besitzt, was gleichbedeutend damit ist, dass sich « im z-Raum

als

u (x, T1/£2) = 2 A(ex)e™ + 2 A(ex)e™™ + O(e)

schreiben lasst, wobei

sup (|A(X)| + |0xA(X)]) = O(1)

XeR
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gilt.
Beweis von Satz 3.4:

In Kapitel 2 hatten wir in Gleichung (2.19) nach Durchfiihrung der Variablen-

transformation

lAJO = —2)\_1X0p @1 * 1}71 + €UA}0 s (3 13)
@2 = —)\_1X2p @1 * @1 + ETUA)Q s .

folgendes System erhalten:

Oy = g+ Hy+ Fy,
Aylon = Aon + Hop
Oty = Moy +eG(0y,01,0_1) + Hy
Oy, = Aoy, + Hip,
Oylon = Aoy + Hop
Oy = My + Hy+ Fy, (3.14)
O3 = Az + Hs,
Oy = Moy + Hy,
O, = A0, + ﬁr )

mit
F, = e 20 Y op(0py * Oy + Oy * Op0_y) ,
ﬁg = 8712>\71X2,0(8t’{}1 * 'lA}l) .
und 3
|Hill o1y < Cé? (||171HL1(0,5,1) +5H@s||L1(m)) ,
Ay < C(I1onlzoen + ellbsllziem)
solange

91121 0,e,0)) + 10| L1(my < Co

mit einer beliebigen, aber festen Konstante C), > 0 ist, wobei weiterhin

Hs = (1{[07 FIQv FISv ﬁ47 Ij]Ona f{hu ]Z[2n7 I:[r) ’
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I Hollpromy = [ Hollpromy + 1 HallLiomy + 1 Hsll rgmy + 11 Hall£rmy + | Honll 2 gmy +
I Hinll L1 my + [ Honll Lt my + (1 Hr [ £1(m) -

Bislang haben wir lediglich gezeigt, dass wo |,_,.—1/4 und Wi |,_, 12 in L*(m)
von der Ordnung O(e!) sind. Um beweisen zu kénnen, dass diese Terme
tatséchlich sogar von der Ordnung O(1) sind, miissen wir genauso wie in Kapi-
tel 2 die Terme FQiz mittels der Konzentration der Moden als O(1) abschétzen.
Zum Beweis der Modenkonzentration und um das bisherige Vorgehen, das bei
unseren Modellgleichungen zum Ziel gefithrt hat, problemloser iibertragen zu
kénnen, vernachlissigen wir zunéichst den Summanden H; , d.h. wir betrachten

das Teilproblem
@@1 = /\@1 + EG(@l, ’01, @_1) s
und transformieren die Gleichung noch derart, dass die zu betrachtende kritische

Mode (k. = 1) nun ebenfalls bei 0 liegt. Jetzt konnen wir die Losung von (3.14)

betrachten, indem wir die Variation-der-Konstanten-Formel benutzen:

t
01(t) = ™y (k,0) 4 ¢ / APEDG (61, 01, 9_1) (K, 5) ds .
0

Die fiir die Abschétzung entscheidenden Hilfsgréfien seien wieder mit a und b

bezeichnet und folgendermaflen definiert:

a(t) = sup [[01(7)]21(0), (3.15)
0<r<t
k
b(t) = sup (527)1/2\@1(1:,7)\”%. (3.16)
0<r<t g

Fiir a(t) gilt dann die Ungleichung

at) < sup (|l (k, )]l
0<7<t

+5/ 1T Loy 0y |G (01, D1, D-1) (8) | 11 0) ds)
0
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T

< a(0) + Ce sup [ [|G(01,01,0-1)(8)]| 1 (0) d5 - (3.17)

o 0<r<t
ST 0

Mit der Definition aus Gleichung (2.20) sowie analogen Uberlegungen wie im

Anschluss an Gleichung (2.33), diesmal natiirlich mit k. = 0, folgt

|G(01, 01,0-1)|[210) =

= [[[lgth, k= e.0 = ey, e0)llon(k = O)llon (€ = ) [o-1(01) ey de

IN

J]] cri+ 1k —a+1e—al+1a)
01 (k= )||01(€ = )| [0-1(¢1)| dby dl dk

IN

///C<\k—€+€—£1+€1|+\k—£y+|e—el|+w)
01 (k = O)[|01(€ — €4)][0-1(¢1)| dby dl dF .

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung setzen wir fort:

< [[[cur—a+ie—nl+ 101+ k- a+10- ]+ a)-
01k — O)|[01(€ — £0)||[0-1(£1)| dly dl dk

<[] 20—tttk = )llon(e = ) llo-a(er) ey de i
+ [[ 2010 = tlliate = Ollin(e = e0lfo-1(e)] de de ak

+ [ [ [ 211k = 011y = el (62) ey de di.

Diese drei Summanden, die jeder fiir sich wieder eine Faltung darstellen, betrach-

ten wir nun getrennt voneinander, wobei wir mit dem letzten beginnen:

20 [ [ [ 1611610k = OlJoa(€ = ) o1 (61)] ey de b
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<20 [faolde [ o) de [ 1l )l de

b

20l 130y 7 [ |2

IN

o1 (6)] (27) 2 dty

< 2077 Y2a(r)a(T)b(r).

Vollig analog zeigen wir fiir den ersten Summanden

20///"‘7—5\@1(%—€>HW—€1>||@fl<€1>|d£1 de dk

<20 [fe—tllintk = 0)ldk [ fin(e—eolde [ o) de

< 207_1/2(1(7)&(7')19(7)

und fiir den zweiten

20/// [0 —ml|0y(k — £)]|01(€ — £1)|[0_1(¢1)] dby dl dE

< 20 [ o=l fin(e = el dk [[[oa(k = O] e [ [o-a(0)]d

< 2077 Y2a(m)a(T)b(T).

Somit gilt die Ungleichung

|G (01, 01,0-1) || L1 (0) < GCT_I/QCL(T)CL(T)[)(T) ,

die wir in (3.17) einsetzen:

T

a(t) < Ca(0)+6Ce sup [ a(s)a(s)b(s)s™/*ds

0<r<t
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< Cua(0) + CoaTi2a(t)a(t)b(t) .

Ausgehend von der Definition von b(t) ergibt sich nach Einsetzen der Variation-

der-Konstanten-Formel

b(t) < sup [(e27)Y?

3

AM7H, (K, 0) k ‘ dk

0<r<t
2 2| [ MO (h b o k
+ sup [(e°1)/e|[ e G(01,01,0-1)(k, s)ds| |—| dk.
0<r<t s £

Fiir den ersten Summanden gilt dabei in volliger Analogie zu (3.17)

/(527)1/2

. k R
eA(k)Tvl(k:,O)g‘ dk < C||o1(-,0)||10) = Ca(0) .
Beim zweiten Summanden nutzen wir die gerade gezeigte Abschéitzung fiir

HG(@b 01, 17—1)HL1(0) :

k

3

/(527')1/25 dk

/ek(k)(T_s)G(@la 01,0-1)(k, s) ds
0

T

(e21)% / sup
k
0

IN

k
A ) g‘ [1G v, 0.0) (. 5)] dk ds

T

< (527)1/2/sup ’e’\(k)(T_s) k“ 6Cs~2a(s)a(s)b(s) ds
k
0

< (*1)Y%6Ca(T)a(T)b(T) /sup ‘ek(k)“’s) k‘ sV2ds
k
0

< (@) 26Ca(Ra(r(r)C [(r — )25 2 ds



72 3 DER ATTRAKTIVITATSSATZ

< (527')1/20a(7')a(7')b(7') )

Insgesamt gilt also mit T} = &2t

b(t) < Chia(0) + CoTi*a(t)?b(t) . (3.18)
Die Beschrénktheit von a(t) und b(¢) kann nun unter der Annahme

Coa T ?a(t)?b(t) < Coya(0)

und
Coo T2 a(t)?b(t) < Chra(0)

gezeigt werden.

Diese Annahme ist richtig, falls 77 > 0 und unabhéngig von € > 0 so klein ist,

dass zum einen

CoaCin T *a(0)a(0)

IN
ool

und zum anderen

CoCha T a(0)a(0)

IA
00|

Wir erhalten also
a(Ty/e*) < 2C,41a(0)

und

b(Ty/e?) < 2C3a(0) ,

d.h. sowohl a(T}/e*) und auch b(T;/e?) sind wegen ©(0) € L'(m) beschriinkt.
Aufgrund der oben bereits gezeigten Aquivalenz von a(t) und b(t) auf der einen
Seite und der L'(1,¢,0)-Norm von 9(k,t) folgt damit zum Zeitpunkt ¢ = T} /&>

die Konzentration der Moden bei k = 0, was wegen unserer Transformation zu
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Beginn dieses Beweises letztendlich eine Konzentration der kritischen Moden in

einer O(e)-Umgebung von k., = 1 der Losungsfunktion unseres Teilproblems der
KSSH-Gleichung bedeutet.

Das volle Problem

Zur Behandlung des vollen Problems diirfen im folgenden die in (3.14) mit H_
bezeichneten Terme nicht mehr vernachlassigt werden. Auflerdem spalten wir von

0, noch die Mode bei k = 3 ab, so dass schlielich folgendes System zu betrachten

ist:
8t171 = )\1}1+€G<f}1,@1,1}_1)+}~[1,
Oy = Mg + Hjy, (3.19)
Oty = Aog+ H, + F,
mit
?95 = IZ)O—FUAJQ—|-’LZJ_2—|-1A14+1A)_4+€1/2@r+@on+’f}2n+@_2n,
Hy, = Hy+Hy+Hy+ H_ 4+ ¢?H, + Hyp, + H_»,,
F, = Fo+F+F,,
'UAJ3 — 1}34"{]734"{]1”"‘@,1”,
Hy = H3+H 3+ Hy, +H4,.

Fiir festes t > 0 gilt dabei wie oben

IHillz0en < 10131 0em @3l i omy + 2191121 0.0 195 ]| 1 m)

+€2||@1||il(0,5,1) + 55/2”@3”%1(@ + 57/2||@s||%1(m) )

1Hsliy < 191050 + ellinllzsoenlloslziom +/2l@sl5ny + 105051
1Hllzimy < 100l 2a0.e0) + 1911 10,2 @3] 1 0my + €72 (101l 30,0, 195 22 m
el ds] 7 my + 2105121 () »
IFlimy < Ce™ Mol o0, 10i01 ]| 0.1y
< CEqilH@1HL1(O,E,1)H/&lHLl(‘LEvl)’
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wobei bei der letzten Ungleichung 9,0, durch die rechte Seite der Gleichung fiir
01 ersetzt wurde und ¢ € [0,2] gilt.

Fithrt man nun zusétzlich zu a(t) und b(t) (siche (3.15) und (3.16)) die beiden
Grofien

c(t) = sup ||1IJ3(T)|’L1(m), (3.20)
0<r<t

d(t) = sup (52(1—i—T))l/QHﬁS(T)HLl(m) (3.21)
0<r<t

ein, so kénnen wir diese Ungleichungen auch folgendermaflen schreiben:

IH ()| 0eny < €at)’e(t) + 2alt)’ + 2a(t)d(t)(* (1 + 1))~/
+e52e(t)? + TP (1+ 1),
Ilﬁs(t)llwm) < a(t)? +ea(t)d(t)(E(1+1)) 77 +&¥(t)’
+e52d(t)?(2(1 + 1),
IH(Dllrmy < alt) +a(t)e(t) + 7 a(t)d(t)(e*(1 4 )71/
tec(t)? 4 2d(8)*(E2(1 + 1),
IED)llrmy < Calt)b(t) (%) 2.

Damit lassen sich unter Beriicksichtigung der Ungleichungen fiir | H, || L10,e1) 5
|Hsllztmy und [|Hy|zim) sowie unter Verwendung der Variation-der-
Konstanten-Formel die gleichen Abschitzungen wie oben fir a(t), b(t) und c(¢)
durchfithren. Wir schétzen zunéchst die neu hinzugekommenen Terme ab und
setzen diese anschlieend in die bereits vorhandenen Ungleichungen fiir a(t) und
b(t) ein. Die noch aufzustellenden Ungleichungen fiir ¢(¢) und d(¢) sind analog

zu der von a(t) aufgebaut.

Fiir die Betrachtung von a(t) und b(t) bendtigen wir mit > 0:
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[T hafi ()1 +5) 7 ds

0
] He,\(T—S)X1
0

< C sup ||f1(8)||L1<o,e,1>5_27{
0<s<t

L1(0,e,1)

||f1(3>||L1(0,e,1)(52(1 +5))7ds

L'(0,e,1)—L1(0,e,1)
7_maX(O,l—y) ’ v 7& 1 ’
InT, vy=1,

wobei fl = f1X1, sowie

Je

€

/ k) fu(k, s)(2(1+5)) 7 ds| |~| dk

0

< (627‘)1/28_15/8up
k
0

k R
AR (=) 5| / |f1(k, 5)|(e*(1 4 5)) " dk ds

T

< (@) [oup PO K1 fi(5) 130 (1 4 )7 ds
0

< (527.)1/25*1 oS<UI<) HfA1<5)|’L1(07€71) /C’(T — 5)’1/2571/2(82(1 +5)) 7ds
SSST 0

< (527')1/25*1003<u<p HJE1(5)||L1(0,5,1)5727(1 + 1) min(/2)

T T/2 T
wobei die letzte Abschéitzung einfach durch die Aufspaltung [ = [ + [ ge-
0 0 T/2
wonnen wird.

Bei ¢(t)und d(t) sind

T

[ TN h(s) (1 + ) ds

0

Lt(m)
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T

< / He’\(FS)XS

0

Hf3(3)|’L1(m)(€2(1 +5)) 7ds

L (m)—L*(m)

< C sup | fa(s)llpim (31 +7)) 7

0<s<t

sowie

IS+ ) ds

0

Li(m)

< /He)\(ffs)x
0

£5(8) )| 2gmy(€2(1 + 5)) ™7 ds

LY (m)—LY(m)
<C sup || fs(s)llnrm (21 +7)) 7
0<s<T

mit f3 = fsxs und f, = fix, hilfreich. Statt (3.18) erhalten wir damit dann

unter Verwendung der Variation-der-Konstanten-Formel

a(t) < Ca(0)+ CioT2a(t)?b(t) + CTi(a(t)?c(t) + a(t)®) + CTV *a(t)d(t)

+CY2e(t)? 4 CeM2d(t)?
Die Abschétzung fir b(t) lautet (vgl. (3.18))

b(t) < Ca(0)+ CT%a(t)?b(t) + T1C(a(t)?c(t) + a(t)®) + Cealt)d(t)

+CTV 2 2e(t)? + C32d(t)?.

Die Ungleichungen fiir ¢(t) und d(t) erhalten wir durch entsprechende Uberle-

gungen wie bei a(t) und b(t) aus der Variation-der-Konstanten-Formel:
c(t) < Cc(0)+ Cla(t)® + a(t)d(t) + e¥?c(t)® + '/2d(t)?)

d(t) < Cd(0)+ Cla(t)* + Tia(t)c(t) + e 2a(t)d(t) + ec(t)? + ed(t)? + a(t)b(t)).
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Unter der Annahme, dass

CTa(t)?b(t) + CTy(a(t)?c(t) + a(t)®) + CT*a(t)d(t)
+Ce2e(t)? + CeM2d(t)? < Cal0),

CT2a(t)?b(t) + CTe(a(t)?c(t) + a(t)®) + Cea(t)d(t)
FOT P 2e(t)? + Ce22d(t)? < Cal0),

C(2c(t)? + V2d(t)?) < Ce(0),
C(ea(t)d(t) + ec(t)? + ed(t)? + Tia(t)c(t)) < Cd(0)

erfiillt ist, gelten die Abschéatzungen

a(t) < 2Ca(0),
b(t) < 2Ca(0),

c(t) < Cla(t)? + a(t)d(t)) + 2C¢(0) < C(a(0) + a(0)d(0) + ¢(0)) |
d(t) < Cla(t)* +a(t)b(t)) +2Cd(0) < C(a(0)* + a(0)? + d(0)),

was unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die L;(m)-Norm unserer Anfangs-
bedingung beschrankt ist, gleichbedeutend damit ist, dass auch a(t), b(t), ¢(t) und
d(t) beschriankt sind.

Dabei ist zu beachten, dass die obige Annahme tatséchlich richtig ist, wenn nur

Ty und ¢ hinreichend klein sind, so dass

CTy (a(0)® + a(0)°d(0) + a(0)%¢(0)) + CT!"* (a(0) + a(0)* + a(0)d(0))
WoRY ((a(0)4 +a(0)2 +d(0))” + (a(0)? + a(0)d(0) + c<0))2> < Ca(0),
CTy%a(0)* + CTy"*e (a(0)° + a(0)*d(0) + a(0)*c(0))

+Ce (a(0)° + a(0)? + a(0)d(0)) + CTI"*2 (a(0)° + a(0)d(0) + c(0))’

+C2 (a(0)* + a(0)? + d(0))" < Cal0),
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83/2

&
o52]

Abbildung 3.4: Entwicklung der Moden aus dem Kontinuum heraus, wobei die beiden
kritischen Moden bei k. = +1 konzentriert sind (s.a. Bem.2.7). Beachte: Die Varia-
blentransformation ist in dieser Abbildung bereits beriicksichtigt, so dass bei k = 0
und |k| =2 die Ordnung O(£?) vorliegt.

2

2 (a(0)* + a(0)d(0) + ¢(0))" + €2 (a(0)" + a(0)? + d(0))" < Ce(0),

Ce'? (a(0)° + a(0)* + a(0)d(0))
1 Ce ( (a(0)? + a(0)d(0) + ¢(0))” + (a(0)" + a(0)? + d(O))Q)

+CTy (a(0)" + a(0)%d(0) + a(0)c(0)) < Cd(0).

Damit haben wir gezeigt, dass auch beim vollen Problem (3.19) die fiir die Kon-
zentration nach der Zeit Tj/e? entscheidende Grofie b(T)/e?) beschrinkt bleibt.
Zu diesem Zeitpunkt liegt fiir die gerade untersuchte transformierte Gleichung al-
so tatséchlich eine Konzentration der Mode bei k& = 0 vor, was letztendlich nach
Durchfithrung der Riicktransformation eine Konzentration der kritischen Mode

bei k. =1 der Losungsfunktion unserer KSSH-Gleichung bedeutet.

Wegen 0_; = 0] zeigt auch die zweite kritischen Mode (k. = —1) diese Konzen-

tration, so dass sich nach der Zeit 7T die in Abb. 3.4 dargestellte Modenverteilung
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herausbildet. Zusétzlich zu unseren bisherigen Ergebnissen (vgl. Abb. 2.2 und 3.1)
haben wir damit bewiesen, dass die kritischen Moden sich nicht nur durch ihre
GroBenordnung — O(e'/?) im Vergleich zu O(e) der restlichen Beitrige —

hervorheben, sondern auch eine Peakform entwickeln.

3.4 Konzentration der nichtkritischen Moden

Im vorigen Abschnitt haben wir gezeigt, dass sich fiir ¢ € [T} /g%, kT /€?] in unse-
rem System eine Modenverteilung, wie sie in Abb. 3.4 zu sehen ist, herausbildet.
Das wichtigste Ergebnis dabei war, dass die kritischen Moden bei £ = +1 konzen-
triert sind, wahrend fiir die iibrigen Moden eine derartige Aussage bislang nicht
moglich ist. Darauf bauen wir auf und verwenden insbesondere, dass iy € L(m)
von der Ordnung O(g?) und 4; € L'(1,¢,1) von der Ordnung O(c'/?) ist. Set-
zen wir diese Modenverteilung in unsere Nichtlinearitit N (@) = puxt+y Ukt
(vgl. 2.10) ein, so ergibt sich fiir ¢ € [T}/e?, kT /€% die in Abb. 3.5 dargestellte

Modenverteilung von N(u) .

Fiir die weitere Betrachtung ziehen wir unter Beriicksichtigung dieser Modenver-

teilung von N (@) die Variation-der-Konstanten-Formel

t
(k1) = QPTG 0 T 162y 4 / A=) N () (K, 5) ds

T1/€2

heran. Da der erste Summand fiir die nichtkritischen Moden exponentiell
gedampft ist, spielt er im folgenden keine Rolle, so dass wir fiir die nichtkriti-
schen Moden die Abschéatzung

t

[ [ 90— xa = x)N@) (k) ds £ ()] di

T1/€2

< C sup ||N(ﬁ)('at)f<')||u(o)

te[Ty /e2,kTh /€2]
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Abbildung 3.5: Modenverteilung der Nichtlinearitit fir ¢ € [T7/e2, kT /e?] unter
Beschrénkung des dargestellten Bereiches auf 0 < k <4 (s.a. Bem. 2.6 u. 2.7).

finden, wobei die Gewichtsfunktion f die Eigenschaft hat, dass % die Modenver-
teilung aus Abb. 3.5 ist. Im Zusammenhang mit der Variation-der-Konstanten-
Formel bedeutet dies, dass (1 — x1 — x_1)u dieselbe Modenverteilung besitzt wie
(1 —x1— x-1)N(u), d.h. neben den kritischen Moden weisen demnach auch die

Moden bei £k =0, k=3 und k = —3 eine Konzentration auf.

Doch auch fiir die kritischen Moden bringt dieses Vorgehen neue Erkenntnis-
se, und zwar folgt aus 4; € L'(l,e,1) fir ¢t € [T1/e? kT1/e%], dass fiir
t € [2T1/e,kT1 /€% dann 4y € L'(3/2,e,1) gilt, d.h. mit fortschreitender Zeit
nimmt die Konzentration immer mehr zu, und es kommt zu Ausbildung eines

schmalen Peaks. Um dies zu beweisen, untersuchen wir zunéchst die einfache

Modellgleichung
Ot = —k*u+ (k| +e) h,
wobei
LN
sup [ h(k,t)e /2 (1 + —) dk = O(1) (3.22)
tE[O,Tl/SQ] €
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und

/ﬁ(k, 0)e~1/2 (1 + ‘k

3

)1 dk = O(1) (3.23)

gelte. Zu zeigen ist also fiir ¢ = T} /e?:

/|1l(k:,t)|e_1/2 (1 + 'k

€

3/2
) i = O(1).

Wir betrachten dazu die Variation-der-Konstanten-Formel

t
alk,t) = e *ta(k,0) + / e M=) (|k| + &) h(k, s) ds (3.24)
0

und schatzen ab:

1\ /2
/\a(k;,t)\s—l/? <1+€> dk
1\ 32
< /\e—k2ta(k,0)|g—1/2 <1+€> dk

dsdk .

2 3/2
¢—kHt=5) g=1/2 (1 n 8) (Ik| + ) h(k, 5)

t

o]

0

Fiir den zweiten Summanden gilt hier:

I

dsdk <

3

3/2
) (|k| +¢) h(k,s)

k
e—kQ(t—s)€—1/2 (1 + |

t

/ sup
k

0

_ ds -
9

3/2 I
) (]k|+e)£3/2 <1+ Z

g

eka(tfs)gfl/Q (1 + ‘k

B\
-sup [ |h(k,s)|e 32 (1 + |— ) dk .
0<s<t £
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Wegen (3.22) fehlt jetzt nur noch die genauere Betrachtung des ersten Faktors.

Nutzt man

sup
k

I 1/2
ek (t=s) 2 (1 + ’g) (|k] +¢)

< C (sup ‘eka(tfs)gz‘ + sup ‘ekQ(ts)‘k|3/2€1/2D
k k

IN

C (52 + (t — s)_3/451/2> :

so folgt fiir diesen mit ¢ = T} /&>

e kA (t=s) —1/2 (1 + ds

o |

3/2 LN\
) (|%| +5)53/2 (1 + ‘ED

¢
/C’ (52 + (t — s)_3/4€1/2> ds
0

t
/sup
0k

IN

< Celt+ ceMP A

< CTi+CT* =0().
Damit und wegen (3.23) folgt auch

k
/‘eflﬁTl/gQ,&(k’O)‘gfl/Q <1+ v
g

me:Om,

woraus sich schliellich die Behauptung ergibt.

Dies gilt auch fiir unsere KSSH-Gleichung, da sich die fiir die Modellgleichung

gerade durchgefiihrten Abschétzungen wegen
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Abbildung 3.6: Modenverteilung von @ fiir ¢ € [271 /2, kT1/€?] (s.a. Bem. 2.6 u. 2.7).

IMN1+k) < O@E* -k und
(3.25)
lg(k,¢,m,n)| < Cle+|k—=1+k—C—-1+|{—m—1]+|n+1])

problemlos iibertragen lassen. Fiir ¢ € [27)/e? kTy/e?]|gilt also, dass 4y €
L*(1,£,0) von der Ordnung O(g?) und 4; € L'(3/2,¢,1) von der Ordnung
O(e'/?) ist. Diese Modenverteilung ist in Abb. 3.6 dargestellt.

Die Betrachtung kénnen wir nun rekursiv fortsetzen, indem wir das gerade fiir
t € [2T1/e?, KT, /€] gewonnene Zwischenergebnis als Ausgangspunkt fiir den
néchsten Iterationsschritt, der vollig analog zum gerade gezeigten verlduft, ver-
wenden. Fiir die Nichtlinearitéit erhalten wir damit die in Abb. 3.7 dargestellte

Modenverteilung; insbesondere sieht man, dass gilt:

xoN (@) € L*(3/2,¢,0) Ce?,
xiN (@) € LY(3/2,e,1) < C&%?,
xoN (@) € L*(3/2,6,2) < C&2.

ANV
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Abbildung 3.7: Modenverteilung von N(a) fiir ¢ € [27} /€2, kT /€% (s.a. Bem. 2.6
u. 2.7).

Die Variation-der-Konstanten-Formel lautet mit der Startzeit ¢t = 27} /e? dann:

t
a(k,t) = W2/ gk oy /2) 4 / ARSI N(G) (k, 5) ds .
2T1/82

Mit der oben definierten Gewichtsfunktion f machen wir fiir die nichtkritischen
Moden, fiir die der erste Summand exponentiell geddmpft und daher unproble-

matisch ist, die Abschitzung

t

[ [ @900 = )N @)k, ) ds F(8)| di

2T1 /62

< ¢ sup o IN@)(C D))

te(2Ty [e2,kTh /€2]

was wiederum zeigt, dass (1 — x1 — x_1)@ zu diesem Zeitpunkt die gleiche Mo-
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denverteilung wie (1 — x; — x_1)N (@) hat.

Beim kritischen Teil gehen wir entsprechend wie oben vor und beweisen, dass aus
iy € L'(3/2,¢,1) von der Ordnung O(c'/?) fiir t € [2T1/e%, kT /€% jetzt 1 €
L'(2,e,1) von der Ordnung O(e'/?) fiir [31} /2, KT} /<?] folgt. Dazu betrachten

wir erneut die Modellgleichung
ot = —k*au+ (|k| +¢)h,

jedoch diesmal mit

1\ 32
sup h(k,t)e~1/? (1 + ‘5 ) dk = O(1) (3.26)

te[0,11 /2]

sowie

k
/ ik, 0)e 12 (1 +

£

)1 i = O(1), (3.27)

und zeigen fiir ¢t = Ty /e?, dass

)2 dk = O(1)

/|a(k,t)|€_1/2 (1 + ‘g

gilt. Das gelingt uns mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-Formel (3.24), die

uns folgende Abschétzung ermoglicht:

L 2

/]a(k,t)]e’w <1+ ‘g) dk
L 2

< /‘e‘thﬂ(l@,O)’s_l/Q <1+ g) dk

+f]

Die Betrachtung des zweiten Summanden liefert:

dsdk .

2
¢k (t=5) =172 (1 + g ) (|k] +¢€) h(k, s)
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i) (k| + &) h(k, s)| ds dk

I

—k2(t—s) e—1/2 <1+‘

t 1\ 2 N
< /sup e W (t=9)g1/2 (1 + ’— ) (|k| + ) e%/? <1 + |—D ds -
0 k € €
1\ 372
- sup [ |h(k,s)|e 32 (1—}—’) dk .
0<s<t 9

Fiir ¢ = Ty /e* gilt damit

¢
/ ek (t=s) o1/ (1 + ‘ ds
0

1\ 2 —3/2
> (k| + ¢)e*? <1+‘k‘>
£ 5
¢ I\ /2

/ e k- 5)»3( ‘) (|| +¢)| ds

0
s.0.

< o+ ont=001),

woraus mit (3.27) zusatzlich

/’e—k2T1/a2a(k’0)‘€—l/2 <1 n

folgt, so dass wegen (3.26) die Behauptung, dass fiir ¢t = T} /? die Lésung unserer
Modellgleichung @ € L*(2,¢,0) von der Ordnung O(g'/?) ist, stimmt.

’Z)Z dk = O(1)

Dieses Resultat kann bei unserer KSSH-Gleichung wegen (3.25) unmittelbar auf
die Mode 4, iibertragen werden, so dass fiir ¢ € [3T}/e? Ty /%] schlieBlich die
Modenverteilung aus Abb. 3.8 vorliegt, d.h. es gilt
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el m
g3
&2
85/2 _ | L
gm I
. : . . .
0 1 2 3 4 k

tp € L'(3/2,¢,0) ist O(e?),

iy € LY(2,6,1)  ist O(eY?),

iy € LY(1,¢,2)  ist O(e?),

i3 € L'(3/2,¢,3) ist O(3?),

i e L'(L,e,4) st O(), (3.28)
s € L*(m) ist O(e%?),

ig € L'(m) ist O(e%),

i, € L'(m) ist O(s7/?)

und analog fiir die Moden 4_,, mit n € N.

Diese Vorgehensweise (Betrachtung von N () und Abschétzung sowohl der kri-
tischen also auch der nichtkritischen Moden) lésst sich beliebig oft rekursiv fort-
setzen. Als Ergebnis zeigt sich, dass nicht nur die kritischen Moden, sondern

auch die iibrigen Moden eine Konzentration aufweisen, d.h. fiir jedes n € Z gilt



38 3 DER ATTRAKTIVITATSSATZ

Abbildung 3.9: Modenverteilung von @ im nichttransformierten System nach einer
Zeit O(1/¢?) (s.a. Bem. 2.7).

U, € L*(m,e,n) mit beliebig grofem m € N. In Abb. 3.9 ist dies fiir diejenigen
Moden, deren Gréfienordnung zwischen O(¢'/2) und O(£%/2) liegt, dargestellt,
wobei sich dieses Bild im Gegensatz zu den vorigen Abbildungen jetzt auf die

Situation im nichttransformierten System bezieht, so dass die Moden bei k£ =0

und k = £2 wieder die Ordnung O(e) haben (vgl. Abb. 3.1).
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