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Kapitel 1

Einleitung

Die Grundausbildung im Fach Informatik an Univeas#ii und Hochschulen beinhaltet

als einen wesentlichen Teil eine Hiffung in die theoretischen Konzepte der Infor-
matik. An der Universat Karlsruhe wird dies durch die Vorlesupigformatik 111* f'ur
Studierende im dritten Fachsemester realisiert. Themenschwerpunkt dieser Vorlesung
sind Berechenbarkeit, Kompleaistheorie und Formale Sprachen. Diese Themen wer-
den betont mathematisch behandelt. Insbesondere spielen neben den dort vorgestellten
Algorithmen Beweise eine grofR3e Rolle, um Studierenden Wissen aus diesem Bereich
zu vermitteln, und sie zu bafiigen, mathematisch gesicherte Erkenntnisse zu erar-
beiten. Allerdings haben erfahrungsgbviele Studierende ernsthafte Probleme, Be-
weise zu verstehen oder selbst Beweiseutudi; hinzu kommt oftmals ein geringes
studentisches Interesse an der Bewsisiing.

In der Informatikausbildung spielt der Rechner als Werkzeug zur Vermittlung von
Informatik-spezifischem Wissen eine immewn@Bere Rolle: etwa bei der elektroni-
schen Pasentation von Folien und Animationen in einer Vorlesung, bei der Nach-
bereitung einer Vorlesung oder beim ortsuratgigen Selbststudium mit interaktiver
Lernsoftware am heimischen Rechner. Diesem immagkstén Interesse an rechner-
gestitzter Lehre, welches sich auch in einarllg staatlich gediderter Projekte wi-
derspiegelt, steht ein Mangel an konkreten Methoden und Konzepten zur Erstellung
derartiger Lernsoftwareuf viele Bereiche der Informatik entgegen.

Eine Ausnahme stellt die Animation von Algorithmen dar, also die dynamische,
graphische Visualisierung des Ablaufs eines Algorithmus\tisbildungszwecke. Sie
ist kontinuierlich seit den achtziger Jahren Forschungsthema und eine Reihe von Kon-
zepten und Systemen zur rechnergegén Erstellung von Algorithmenanimationen
ist aus ihr hervorgegangen. Aufgrund mittlerweile technisch fortschrittlich eingerichte-
ter HOorsdle mit NetzanschiSsen d@ir Rechner und festinstallierteBeamern®, werden
Algorithmenanimationen vermehrt in Informatikvorlesungen eingesetzt.

Fur die anschauliche Vermittlung mathematischer Konzepte hingegen existieren
derzeit nur wenige allgemein anwendbare Konzepte oder Methoden oder gar Auto-
rensysteme, um gezielt zu mathematischen Inhalten rechnaetdstinsoftware zu
entwickeln. Um das Veratidnis von Beweisen zu verbessern, werden in Latirbin



bisher oft bestimmte Aspekte eines Beweises miazlghen Abbildungen oder Dia-
grammen veranschaulicht. Diese Vorgehensweise wurde auatirfZelne Beweise

in elektronischen Lehrtexten erprobt. Allerdings handelte es sich dabei immer um
Ad-hocLosungen, welche auf den individuellen Erfahrungen des Lehrenden und Au-
tors beruhen und die nicht auf andere Beweibertragbar sind. In systematische-
ren Ansitzen zur Beweisvisualisierung wird derzeit entweder lediglich der Beweistext
durch eine betont strukturierte Darstellung lesbarer gestaltet, oder es wird versucht,
fur eine eingeschrnkte Klasse von Beweisen den Beweistext ganz durch statische,
visuelle Darstellungen — etwa Venn-Diagramme — zu ersetzen.

1.1 Ziel der Arbeit

In unserer Arbeit stellen wir neue Konzepte und Methoden vor, mit denen gezielt inter-
aktive Lernsoftwareui Beweise aus der Theoretischen Informatik entwickelt werden
kann. Diese Lernsoftware soll Informatik-Studierenden helfen, awsgenSachver-
halte aus einer eigfirenden Vorlesung in die Theoretische Informatik am heimischen
Rechner nachzubereiten. Gegbei der traditionellen Nachbereitung mit Letdbérn

und Vorlesungsmitschriften, zeichnet sich unsere Lernsoftware durch folgende Merk-
male aus:

e Verwendung animierter Graphik, um die Beweise mitatmbcher visueller An-
schauung zu vermitteln.

¢ Verwendung eines hohen Grads an Interakdiyitim Studierenden zum Expe-
rimentieren und zur intensiveren Auseinandersetzung mit Beweisen zu motivie-
ren.

Die derzeitigen Anatze zur graphischen Vermittlung von Beweisen ersetzen den Be-
weistext ganz durch visuelle Rgseéntationen. Im wesentlichen hat dies zur Folge,
daf’ die graphische Darstellung alle Eigenschaften eines Modells der bewiesenen Aus-
sage reflektieren muf3. Da dies meist nur éinfache oder endliche Modelleaglich
ist, kdnnen nur eine sehr eingesahkte Klasse von Beweisen visualisiert werden. Bei
unserem Ansatz hingegen besatikén wir uns auf die graphische Darstellung von
endlichen Teilen des Modells. Diese Visualisierung kann dann selbst zwar kein Be-
weise der Aussage mehr sein, es lassen sich aber sehr viel mehr Beweise graphisch
veranschaulichen und es istoglich, genauere Handlungsanweisungen zu erstellen,
um zu einem Beweistext geeignete graphische Darstellungen zu konstruieren.

Im Gegensatz zu den bisherigen Atsen der Beweisvisualisierung entwickeln
wir ein methodisches Konzept, mit dem eine grof3e Klasse von Beweisen systematisch
und mit RechneruntenstZzung visualisiert werden kann. Ein Ziel unserer Arbeit ist
deswegen auch die Entwicklung einer Software, welchkrtich zu Algorithmenani-
mationssystemen — dazu verwendet werden kann, um Animationen von Beweisen zu
erstellen.



1.2 Kurzuberblick

Wir beginnen unsere Arbeit mit einem kurzen, an zwei Beispielen aus der Theoreti-
schen Informatik orientiertebberblick tiber Algorithmenanimationen und Systeme

zu Erstellung derartiger Animationen. Die dabei vorgestellten Begriffe und Konzepte
dienen uns in den darauffolgenden Kapiteln als Basis zur methodischen Erstellung von
Beweisvisualisierungen.

In Kapitel 3 stellen wir unser Konzept vor, umrféine in der Theoretischen Infor-
matik wichtige Klasse von Beweisen — Reduktionsbeweise — systematisch interaktive
Lernsoftware zu erstellen. Diese kann von Studierenden der Informaitédf selbst-
gesteuertes, erfahrungsbetontes Lerpeedrning by doing“) benutzt werden. Dabei
stehen die einer Reduktion zugrundeliegenden algorithmischsarigsverfahren im
Vordergrund, die Beweise selbst spielen noch eine untergeordnete Rolle. Am Ende das
Kapitels berichten wiuber eine Evaluation einiger Visualisierungen, die von uns im
Rahmen detlbungen zur Vorlesungnformatik I eingesetzt wurden.

In Kapitel 4 untersuchen wir den derzeitigen Stand der Forschung von Beweisvi-
sualisierungenui den Ausbildungsbereich. Dazu benutzen wir eine von uns entwic-
klete Taxonomie zur Klassifizierung von Systemen zur Erstellung von Beweisvisuali-
sierung und ordnen einige rgsentative Systeme grob in unser Klassifikationsschema
ein. Das Klassifikationschema selbst stellen wir wegen seines Umfangs detailiert in
Kapitel 8 vor.

Nach diesentberblick stellen wir in Kapitel 5 unser Konzept zur Animation von
Beweisen vor, bei der ahinlich zu einer Algorithmenanimation — die logischen Aus-
sagen und konstruktiven Argumente eines Beweistextes anhand von graphischen Dar-
stellungen dynamisch veranschaulicht werden. Im Gegensatz zur unserer in Kapitel 3
vorgestellten Methodik, steht dabei der Beweistext im Zentrum. Wir zeigen, wie daraus
systematisch eine den Beweistext begleitende Animation erstellt werden kann.

Basierend auf unserer Methode haben wir Werkzeuge entwickelt, mit denen sich
WWW-basierte Beweisanimationen rechnergegténtwickeln lassen. Wir stellen un-
ser System — SCAPA — in Kapitel 6 vor. Wir beenden unsere Arbeit mit zwei
ausftihrlichen Fallbeispielen von SCAPA-Animationen zweier Beweise, so wie sie
typischerweise in einer Eiafirung in die Theoretische Informatik vorkommen.

Die von uns visuell umgesetzten Lerninhalte kommen in jeder Grundausbildung
Informatik vor und lassen sich deshalb in vielen Lalaiérn nachlesen. Wir haben
bei der Darstellung der Lerneinheiten deswegen auf einailadistie Wiederholung
der Inhalte verzichtet. Da aber in den Leticbérn nicht immer einheitliche Notationen
existieren, tihren die von uns benutzten Inhalte — so wie sie in der Vorlesung vermittelt
werden — in Anhang A auf.

In Anhang 7 geben wir den ausfilichen Beweistext, die bewiesenen Aussagen
und einige zuatzliche Erkéirungen zum Beweise der beiden Fallbeispielen wieder.
Die von uns entwickelten Werkzeuge stellen wir in Anhang C vor und die darauf ba-
sierendeAIpX-Stil-Datei und HTML-Erweiterung zur Erstellung der Beweistexte in
Anhang D.1. Die Fragedgien der Evaluation gegen wir der Vodstdigkeit halber in

3



Anhang E wieder.

1.3 Hinweis an den Leser

Bei den von uns entwickelten Animationen haben wir sehr oft Farbe benutzt. In die-
ser Arbeit kommen viele Bildschirmphotos dieser Animationen vor, die im Text mit
Bezug auf die verwendeten FarberaetErt werden. & die Leser, die nur eine reine
schwarzweil3-Version dieser Arbeit in demhktlen halten, haben wir an entsprechen-
der Stelle im Text in Klammern angegeben, welchen Grauwert die im Texhente™
Farbe ungedhr in der schwarzweif3-Abbildung besitzt.



Kapitel 2

Algorithmenanimation

Mit einer Algorithmenanimationdf3t sich das dynamische Verhalten eines Algorith-
mus visualisieren, indematirend des Ablaufs des Algorithmus graphische Sichten auf
dessen Datenstrukturen dargestellt werden. Algorithmenanimationen werden haupt-
sachlich im Ausbildungsbereich eingesetzt, damit der Lernende die prinzipielle Funk-
tionsweise eines Algorithmus besser erkennen und verstehen kann.

In diesem Kapitel legen wir dar, wie Algorithmenanimationen im Ausbildungs-
bereich — insbesondere im Bereich der Theoretischen Informatik — eingesetzt wer-
den lonnen und mit welchen Werkzeugen sich diese Animation erstellen lassen. Wir
versuchen dabei nicht, einen vollatligenUberblick tiber alle derzeit veugbaren
Systeme und deren Leistungsmerkmale zu geben. Entsprecbéedsichten finden
sich in [FRICK 1998] bzw. [RRICE et al. 1993]. Stattdessen reil3en wir nur kurz die
historische Entwicklung der bekanntesten Algorithmenanimationssysteme an und be-
schidnken uns auf eine ausfilichere Darstellung eines einzelnen, von uns verwen-
deten Systems. Doch zuvor grenzen wir den Begriff Algorithmenanimation gbgen”
anderen Visualisierungen in der Softwareentwicklung etwas ein. Wir adaptieren diese
Begriffe sgter tir eineahnliche Abgrenzung im Bereich der Beweisvisualisierung.

2.1 Begriffsdefinitionen

Die Begriffe im Bereich der Softwarevisualisierung und deren Bedeutung werden in
der Literatur nicht immer gleichbedeutend verwendet. Insbesondere wird die Algo-
rithmenanimation oftmals als Teilbereich der Programmvisualisierung angesehen. Um
keine Mil3versanhdnisseiber die Verwendung dieser Begriffe in dieser Arbeit aufkom-
men zu lassen, alitern wir sie kurz etwas genauer. Wir folgen dabei der Darstellung
in [PRICE et al. 1998], siehe auch Abbildung 2.1.

Softwarevisualisierungmfal3t den ganzen Bereich der visuellen Darstellung ver-
schiedener Aspekte von Computer-Software mit Hilfe von Typographie, Graphik und
Animationen. Zur Softwarevisualisierung gehinsbesondere die Visualisierung von
Algorithmen dies sind abstrakte Beschreibungen vasirigs- oder Berechnungsver-



fahren, und voriProgrammendies sind konkrete Implementierungen von Algorithmen
in einer bestimmten Programmiersprache:

» T he differentiation between program and algorithm is subtle and can best
be desribed from a user perspective: if the system is designed to edu-
cate the user about a general algorithm, it falls into the clasfgofiithm
visualization If, however, the system is teaching the user about one par-
ticular implementation of an algorithm, it is more likgbyogram visual-

izatior’ [PRICE et al. 1998]

Daniberhinaus &fnen natilich auch andere hier nicht aufgéiite Teile einer
Software visuell dargestellt werden, etwa deren Spezifikation mit einem Klassendia-

gramm in UML (unified model language

Softwarevisualisierung

Programm-
visualisierung

Algorithmen-
visualisierung

Statische Kode
visualisierung

statische
Algorithmen-
visualisierung

Statische Daten-
visualisierung

Algorithmen-
animation

Abbildung 2.1: Zusammenhang zwischen einigen Begriffen aus der Softwarevisualisierung,
nach [RRICE et al. 1998].



Algorithmen konnen statisch, zum Beispiel durch Angabe in Pseudokode, und dy-
namisch, durch eine Animation der im Algorithmus aedérten Datenstrukturen vi-
sualisiert werden. Bei einem Programm unterscheidet man noch genauer zwischen
Quellkode und den Daten (Datenstrukturen). Der Kode kann statisch, zum Beispiel
durch, pretty printing“, und die Daten, also der interne Zustand des ablaufenden Pro-
gramms, durch Diagramme, wie etwa einer Darstellung einer verketten Listen mit
Kastchen und Pfeilen, visuell dargestellt werden. Auch bei spezifikationsnahen Pro-
grammiersprachen wigstate charts” kann deren graphische Angabe als endlicher Au-
tomat als statische Visualisierung angesehen wendsnelles Programmiere(VP)
bezeichnet die Spezifikation eines Programms und dessen Daten mit Hilfe visueller
Darstellungen. Dynamische Darstellungen spielen in diesem Bereich keine Rolle. Wird
das Programm schrittweise ausgiatt ' und dabei visuell, zum Beispiel durch Hervor-
hebung der aktuellen Programmzeile, veranschaulicht, dann spricht m&ogeani-
matior werden bei Programmausfiung dieAnderungen der Datenstrukturen visuell
dargestellt, dann spricht man vBatenanimationDasProgrammieren durch Demon-
stration(PdD), also die Spezifikation von Programmen und Daten durch Vorgaben von
Beispielen durch den Benutzter, kann als Teil der Schnittmenge von Kode- und Daten-
animation aufgefal3t werden.

In den folgenden Ausifirungen interessieren uns im wesentlichen nur Systeme zur
Erzeugung und Darstellung von Algorithmenanimationen.

2.2 Algorithmenanimationssysteme

Abbildung 2.2 zeigt die chronologische Entwicklung bekannter Algorithmenanimati-
onssysteme und die Beziehungen zwischen ihnen. Die durchgezogenen Linien veran-
schaulichen eine starke Alhgigkeit der verbundenen Systeme, wie sie etwa durch
eine evolutioare Weiterentwicklung eines Systems innerhalb einer Forschergruppe
entstanden ist. Die gestrichelten Linien veranschaulichen eine losanglgkeit, be-

dingt durch wesentliche, gemeinsame Grundmerkmale, wie zum Beispiel die deklara-
tive Beschreibung visueller Darstellungen. D#sergang vom grau schattierten zum
hellen Hintergrund markiert den derzeitigen Trend zu WWW-basierten Algorithmen-
animationen mit Implementierungen von Systemen in Java.

Bei den folgenden Systemen wird der Algorithmus meist in einer bestimmten Pro-
grammiersprache implementiert, um dann daraus mit den speziellen Merkmalen des
verwendeten Systems eine Animation zu erzeugen. Im Gegensatz zu Programmvisua-
lisierungssystemen steht das Programm nicht im Vordergrund, sondern dient nur als
Mittel, um eine animierte Sicht des Algorithmus zu generieren.

Die Entwicklung von Systemen zur Erzeugung undderitation von Algorith-
menanimationen begann etwa 1984 mit BALSA (Brown ALgorithm Simulator and
Animator) [BROWN und SEDGEWICK 1984], einem System zur Animation von Al-
gorithmen, die in der Programmiersprache C implementiert werden. Das System un-
terstitzt verschiedene, alternative Sichten auf einen Algorithmus. Mit der Vorstellung
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1984 Balsa
interessantes Ereignis

Abbildung 2.2: Historie von Algorithmenanimationssystemen

von BALSA wurde auch der Begriff einésteressanten Ereignissegepigt: Ein in-
teressantes Ereignis ist ein Teil des Algorithmus, der ainé&s Versandnis des Al-
gorithmus wesentliche (interessante) Zustandeiung (Ereignis) bewirkt. Zum Bei-
spiel ist bei Sortieralgorithmen das Austauschen der Werte zweier Variablen ein in-
teressantes Ereignis,aliend die Zustandsderung der bei einer Implementierung
eventuell dazu benutzte Hilfsvariable nicht interessant ist. Das Folgesystem BALSA-
I1 [B ROWN 1988b, BRowN 1988a] ist im wesentlichen eine Re-Implementierung von
BALSA fur den Apple-Macintosh. Mit BALSA-II kihnen in Pascal implementierte
Algorithmen animiert werden. Bei beiden Systemeuassen die interessanten Ereig-
nisse manuell implementiert werden, das heil3t, der Programmierer des Algorithmus

1Engl.:interesting event




wabhlt die interessanten Ereignisse aus unérezgydie entsprechenden Programmtei-

le durch Aufrufe geeigneter Funktionen aus einer Animationsbibliothek. Das so er-
weiterte Programm kann ganz normadeisetzt und gestartet werden. Mit Hilfe der
Animationsbibliothek wird bei Ablauf des Programms eine visuelle Darstellung der
interessanten Ereignisse erzeugt. Die in BALSA vorgestellten Konzepte werden in
ZEUS[BROWN und HERSHBERGER1992] auf simultane, mehrfache Sichten, der Ver-
wendung von Farben undwimlichen Darstellungen erweiterteds animiert Algo-
rithmen, die in einer Modula-8hnlichen Programmiersprache implementiert werden.

Ein weiterer Ableger der BALSA-Familie iStANGO [STASKO 1990]. Dieses Sy-
stem untersttzt neben elementaren geometrischen Objekten die kontinuiefiude-
rung der Position dieser Objekte entlang eines Pfadis Quellprogramme mEsen
manuell modifiziert werden. XANGO [STASKO 1992] ist lediglich eine X-Windows
Version von ANGO. POLKA ist eine C++-Animationsbibliothek, welche die Funkti-
onsmerkmale von ANGO implementiert. 8MBA [STASKO 19964a] ist auf Basis von
PoLKA entstanden. &BA erhdlt seine Animationsbefehle aus einem Skript (einem
ASCII-Text), interpretiert die Befehle und erzeugt daraus eine Animation. Das Skript
kann von jeder Programmiersprache mit Hilfe von Ausgabeanweisungen erzeugt wer-
den. J3MBA (Java-Samba) ist eine Re-Implementierung vam&a in der Program-
miersprache Java.AMBA hat die Entstehung weiterer Java-basierter Algorithmena-
nimationssysteme angeregt: JAWAAIERSON und RODGER 1998] basiert ebenfalls
auf einem Animationsskript und unteustt einenahnlichen Befehlssatz wieA®! -

BA, erweitert diesen aber noch durch die Darstellung und Manipulation aomB™
en, Priorieitswarteschlangen, Listen, Schlangen und Graphen. Das Systsnk
DA [MITCHENER et al. 1996] ist wie J&AMBA eine Re-Implementierung vom&IBA
angereichert mit einigen zatlichen Befehlen.

Da die manuelle Implementierung der interessanten Ereignisse undoziggpeivi-
sueller Darstellungen eine sehr zeitraubendggkéit ist, wird dies bei den folgenden
Systemen teilweise automatisiertNMMus [DUISBERG 1987-1988] ist ein in Small-
talk implementiertes System, bei dem die visuellen Darstellungen sowie deren zeitli-
che Anderung mit Hilfe vonConstraintsbeschrieben werden. Das System nutzt die
Objekt-orientierten Eigenschaften von Smalltalk aus, um die darzustellenden Daten-
strukturen (Objektelber eine allen Objekten gemeinsame Basiskl@dgect mit
einer visuellen Sicht zu verbinden.LADDIN [KYRSKYKARI und RaIHA 1987] ist
ein System, um auf dem Apple-Macintosh in Pascal und Modula-2 Programm im-
plementierte Algorithmen zu animieren. Die Animation des Algorithmus wird auf
Basis einer deklarativen Spezifikation der Visualisierung automatisch erzewgt. P
NE [ROMAN et al. 1992] ist ein weiteres System, mit dem die visuelle Darstellung von
Datenstrukturen deklarativ beschrieben wird. Bstén in C- oder C++ implemen-
tierte Algorithmen animiert werden. Der University of Washington lllustring Com-
piler (UWIC) [HENRY et al. 1990] visualisiert automatisch elementare Datentypen
und Operationen in Pascal-Programmen mit heuristischen Verfahremb&hifiaus

2Engl.: path-transition



visualisiert das System noch die komplexeren Datenstrukturen Listaerl&inin und
Graph.

ELIOT [LAHTINEN et al. 1996] animiert Algorithmen, die in einer&wiliche Pro-
grammiersprache (Eliot-C) implementiert wurden, weitgehend automatisch. Zur Er-
zeugung der Animationen, greifttEoT auf die Animationsbibliothek von &LkA
zu. Das System JHOT (Java-Eliot) [HAAJANEN et al. 1997] ist eine Klient-Server-
basierte Java-Implementierung vomi&t. Uber eine WWW-Schnittstelle kann der
Benutzer Javatinliche Programme (EJava) eingeben; diese werden an einen Server
geschickt, automatisch mit Graphikbefehlen erweitert und die resultierende Animati-
on kann im WWW-Stbere? vom Benutzer betrachtet werden.

Bei allen diesen Systemen hat der Benutzer die volle Kontrddkr den zu ani-
mierenden Algorithmus, dessen Eingabe und die Sicht auf ihn. Mit Collaborative Ac-
tive Textbooks (CAT) [BRowN und NAJORK 1997] werden WWW-basierte Algorith-
menanimationen innerhalb eines elektronischen Klassenzimmers zur Instruktion der
Schiler durch einen Lehrer benutzt. Dabei wird der Algorithmus und dessen Einga-
ben vom Lehrer vorgegeben, die st kénnen lediglich unterschiedliche Sichten
auf diesen Algorithmus produzieren. Die Algorithmen sind in der verteilten Program-
miersprache Oblig implementiert fRDELLI 1995]. Diese eignet sich besonders gut
zur Implementierung des vornehmlich netzbasierten Systems CAT. Da CAT aufgrund
der Verwendung von Oblig nur mit speziell angepal3ten und nicht mit hardielsén
WWW-Stdberern verwendbar ist, wurde eine eine Java-basierte Version von CAT ent-
wickelt: JCAT [BROWN und RaiIsaAMO 1996]. Die Algorithmen sind statt in Obliq in
Java implementiert und die Kommunikation zwischen Server (Lehrer) und Klienten
(Schulern) ist mit Javas Remote Method Invocation (RMI) realisiert.

Wie diese chronologischen Zusammenfassung zeigt, ist ein deutlicher Trend hin zu
Java- und WWW-basierten Algorithmenanimationen zu erkennen. Desweiteren zeigt
sich auch, dal3 Systeme, bei denen der Algorithmus in einer vorgegebenen Program-
miersprache implementiert werden muf3, meist recht kurzlebig sind und keinen son-
derlichen Einflul3 auf zukiftige Systeme aubén.

Wir betrachten im folgenden das Animationssysteam8A, einen Vertreter der
BALSA-Familie, etwas genauer, weil es uns als Grundlagelié Erstellung einiger
Algorithmenanimationen aus der Theoretischen Informatik dient. Wir steherss
hier auch vor, weil wir dessen Java-basierte Re-ImplementieramMBADA als Basis
zur Erstellung von Beweisanimationen in unserem System SCAPA verwendn. L
BADA und SAMBA besitzen keinen auf die Animation von Algorithmen besctktén
Satz von Animationsbefehlen. Sie eignen sich daher aucHi€& Erstellung von Be-
weisanimationen.

2.2.1 Das Algorithmenanimationssystem Samba

SAMBA stellt eine einfache interpretierbare Sprache zurugarfig, mit der Anima-

3Engl.: WWW-Browser
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tionen beschrieben werdemhkien. 3MBA ist in C++ implementiert und bildet die
interpretierten Befehle auf die Animationsbibliothek von Polka ab. Die Befehle dieser
Sprachen &inen als Ausgabe eines Programms einer beliebigen Programmierspra-
che erzeugt werden. Dazu muf3 der Autor die zu animierenden Programme von Hand
geeignet mit Ausgabebefehlen erweitern. Man kann aber auch ohne Implementierung
eines Algorithmus, durch direkte Angabe von Animationsbefehlen in eine Datei mit
einem Texteditor ein Animationsskript erzeugen. Um diese Vorgehensweise komfor-
tabel zu gestalten, istAMBA ein Java-Programm — MRACA — beigetigt, mit dem

eine Folge von 8MBA -Befehlenuber eine graphische Benutzungsschnittstelle einge-
geben werden kann (Abbildung 2.3(a)). Die Animation wird dabei angezeigt und kann
schrittweise erweitert werden (Abbildung 2.3(b)).

_| Maraca Controls | /| -
File
Views | Saiitha ] s
Define View | Set Current |
Background | Coordinates |
Comments
camment | % |
Drawing
Line | Rectngle |
Circle | Triangle |
Palygon | Text |
= -
Srrooth | Jurmg |
Change Attributes
Chject Color | String |
Fill | Wiclth |
Visibiliy | Faise |
Lower | Delete |
Other e Coarenaea radve
Group | 1D Swap | e
Srmooth Swap | Instant Swap | ::.T Dttt "'""’P"I
Begin Concurrent| End Concurrent | m ":‘f: | T .-“ 2"""'
Delay g
(a) Steuerung (b) Animation

Abbildung 2.3: Erzeugen vonaAsBA -Skripten mit MARACA: Die einzelnen Kommandos von
SaMBA werdenuber die Steuerung von MRACA angevahlt werden (a); im Animationsfenster
werden die Parameter des Kommandos bestimmt und die Auswirkungen des letzten Komman-
dos lassen sich sofort betrachten (b).
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SamMBA kennt Befehle zum Erzeugen von Linien, Polygone, Rechtecken, Kreisen,
Dreiecken und Text. Deren Attribute, wie Farbe oder Position, lassen sich im Lau-
fe einer Animatioruber einen eindeutigen Bezeichraardern. Dauberhinaus erlaubt
SamMBA die Darstellung dieser Objekte in verschiedenen Fenstern. Abbildung 2.4 zeigt
ein mit MARACA erzeugtes Animationsskript.

triangle roof 0.4 0.872 0.146 0.588 0.688 0.588 red half
rectangle base 0.148 0.29 0.534 0.298 gray half
rectangle door 0.218 0.294 0.122 0.17 gray solid
rectangle window 0.432 0.36 0.156 0.102 gray solid
pointline ground 0.024 0.288 0.974 0.288 orange medthick
circle ball 0.888 0.32 0.028425341 pink solid

moverelative ball -0.5 0.0

Abbildung 2.4: Beispiel eines Animationsskripts SAMBA

Wird SAMBA mit einem Animationsskript gestartet, so erscheint ein Steuerungs-
fenster (Polka Control Panel*) mit dem der Benutzer die Animation anhaltstof"),
schrittweise ausifiren (Step“) oder beendenQuit*) sowie die Geschwindigkeit der
Animation regeln kann,Slow‘—,Fast‘). Die Animation selbst erscheint in ein oder
mehreren Fenstern $aAmBA*“). Der Bildschirmbereich der Animation kann in alle
vier Richtungen verschoben oder verkleinert werden (Abbildung 2.5).

| Sainba ]

STATL | SDi| Shoe

| » ¥| & in| Cut Cwteeg Enfrath Close

Abbildung 2.5: Austihren eines Animationskripts mitas1BA
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SAMBA ist gegember anderen Systemen flexibler einsetzbar.d&skin Program-
me nahezu jeder Programmiersprache animiert werden. Voraussetzung ist, dal3 die Pro-
grammiersprache eine textuelle Ausgabe erzeugen und in eine Datei umleiten kann.
Auf Basis der primitiven geometrischen Objekte lassen sich beliebige Datenstrukturen
visualisieren. Dies ist allerdings auch ein wesentlicher Nachteil, da komplexe Anima-
tionen und visuelle Darstellungenuinsam aus den vorhandenen Objekten konstruiert
werden nussen. Die Produktivdt' des Autors ist deswegen recht gering. Mit Syste-
me wie JEIOT konnen im Gegensatz dazu sehr schnell Animationen entwickelt wer-
den. Dazu werden im wesentlichen die Datenstrukturen und Operationen automatisch
wahrend der Programmausirung in vorgefertigte graphische Darstellungen abgebil-
det. Dadurch hat der Autor dann allerdings oftmals wenig Einflu3 auf die Gestaltung
der Animation. Im Ausbildungsbereich kann dies sehr nachteilig sein, da man sich oft
spezielle, auf den Algorithmus abgestimmte visuelle Darstellungerselit, um die
Eigenschaften des Algorithmus besser vermittelnaoniei.

2.3 Beispiele

In diesem Abschnitt geben wir zwei Beispiele von Algorithmenanimation zu typischen
Themen aus der Theoretischen Informatik. Die Algorithmen sind von uns in Perl oder
Java implementiert und manuell mit Animationsbefehiendés Algorithmenanimati-
onssystem SMBA erweitert wordenUber eine HTML-basierte Schnittstelle kann der
Benutzer Eingaben an den Algorithmuagigien und das Animationsskript anfordern.
SaMBA muR auf Klient-Seite installiert und als Hilfsanwend(rither dieMIME-
typesim benutzten WWW-Stberer integriert worden sein. Nach Anforderung des
Animationsskripts, startet der Kliena®sa mit dem Skript (Abbildung 2.6).

Diese Vorgehensweisghinelt der Mocha-Architektur [B&<ER et al. 1995], bei der
ebenfalls eine Algorithmenanimation auf einem Server ausgefiird. Aber anstatt
ein Animationsskript auf einmal zubértragen, werden einzelnen Animationsbefeh-
le Gber Unix-Ports sofort an den Klienterbérmittelt. Aul3erdem kann der Benutzer
auch wahrend der Animation Daten eingeben, die an den Server geschickt und dort
vom Algorithmus verarbeitet werden. Bei Mocha ist der Klient keine Hilfsanwendung,
sondern ein Java-Applet, welches ebenfalls vom Seautser das Netz geladen wird.
Unser Ansatz hat den Vorteil, auf eine komplizierte Port-Anbindung zu verzichten und
statt eines speziellen Protokolls filie Ubermittlung der Animationsbefehle, das Ani-
mationsskript selbst dem Klienten mbérmitteln. Desweiteren eatft' die Implemen-
tierung eines Java-Applets, welches die Animationsbefehleamgptind interpretiert.

Die im folgenden vorgestellten Algorithmenanimationen sind in einem HTML-
basierten Hypertext enthalten, der von uns zur Nachbereitung der Studierenden der
Vorlesung,,Informatik [II* entwickelt wurde. Die Vorlesung richtet sich an Studie-
rende der Informatik an der UniveraitKarlsruhe im dritten Fachsemester untrt”

“Engl.: Helper-Application
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Klient (WWW-Browser)

INTERNET  tommmmmmmmmeemee ?

Server

maodifizierter

Algorithmus

Samba-Skript

Abbildung 2.6: Anbindung von &1BA an einen WWW-Siberer

in die Themen Berechenbarkeit, Komplesgtheorie, Automatentheorie und Forma-

le Sprachen ein. Der Hypertext ist auch als Vorlesungsskriptum in gieemalen”
Papierversion ewddtlich. Als erstes Beispiel betrachten wir eine Animation des Cocke-
Kasami-Younger-Algorithmus. Im Verlauf der Vorlesung wird auch dessen Korrektheit
bewiesen. Eine Animation dieses Korrektheitsbeweises wird uns noch in eiaes sp”
ren Kapitel begegnen. In Abschnitt 2.3.2 betrachten wir dann am Beispiel der Kon-
struktion kanonischer LR-Parser, wie Algorithmenanimationen dazu benutzt werden
konnen, wenig algorithmisch daf'aber mathematisch und deklarativ beschriebene
Verfahren anschaulich zu vermitteln.

2.3.1 Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

Der Cocke-Kasami-Younger- (CKY-)Algorithmus wird dazu benutzt, um in die Begrif-
fe und Verfahren der Syntaxanalyse eindugn. Er hat gegeter den imJbersetzer-

bau eingesetzen Verfahren den Vorteil, noch sehr einfachwrgfiebige kontextfreie
Grammatiken in Chomsky-Normalform anwendbar zu sein. Er eignet sich deswegen
besonders gut, um in die Begriffe und Konzepte des Parsings atmzuf."'In der fol-
genden Darstellung des CKY-Algorithmus setzen wir die Vertrautheit mit einigen Be-
griffen aus dem Bereich der Formalen Sprachen, wie sie etwa oL[Mt al. 1988]
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Abbildung 2.7: Beispielpyramideuf‘'den Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus

vermittelt werden, voraus.

Der CKY-Algorithmus entscheidet zu gegebener, kontextfreien Gramngatik
Chomsky-Normalforrhiund Wortw, obw in der vonG erzeugten Sprachg(G) ent-
halten ist. Es wird dabei folgend&ottom-up* Strategie verfolgt: Ausgehend ven
werden in einem ersten Schritt alle Nichtterminalzeichen bestimmt, aus denen alle
Teilworter der lange 1 vonw ableitbar sind. Mit Hilfe dieser Nichtterminalzeichen,
bestimmt man dann alle Nichtterminalzeichen, aus denen alle diédwder lange
2 vonw ableitbar sind, usw., bis die Menge aller Nichtterminalzeichen bestimmt
worden ist, aus denen selbst ableitbar ist. Es gilt folgender Satz:

Theorem 1 Es giltw € L(G) genau dann, wenn das Startsymbolihliegt.

Die dem Algorithmus zugrundeliegende Datenstrukaf$tisich anschaulich als
Pyramide darstellen. Die einzelnen Zellen der Pyramide korrespondieren zu bestimm-
ten Teilwortern vonw und enthalten nach Terminierung des Algorithmus jeweils alle
Nichtterminalzeichen, aus denen das zugeje Wort ableitbar ist. &"die Formulie-
rung des Algorithmus numeriert man die Zellen systematisch mit Paaren von Zahlen.
Fur das Wortubab ergibt sich zum Beispiel eine Pyramide mit numerierten Zellen, wie
sie Abbildung 2.7 zeigt.

Im Skriptum zur Vorlesung wird der Algorithmus wie folgt beschrieben und mit
einem Beispiel — welches wir nichtgséntieren — ealitert.

Definition 1 (Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus)

Gegeben sei eine kontextfreie Grammadiik= (N, T, S, P) in Chomsky-Normalform

und ein Wortw = w, ... w, € T*. Wir beginnen mit der Erzeugung einer Pyramide,
deren Basis aus Zellen besteht, unter welche von links nach rechts die Buchstaben

5@ ist e-frei und jede Produktion hat entweder die Fakin— ¢ oderX — YZ .
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Fehlerart absolute &lifigkeit relativ

Richtige Losung 48 55.17%
3. Ebene zuviel 13 14.94%
3. Ebene zuviel/ 4. Ebene leer 8 9.20 %
3.und 4. Ebene leer 10 11.49%
total falsch 8 9.20%

Tabelle 2.1: Hiufigkeiten von Fehlerarten bei einer Klausuraufgabe zum Cocke-Kasami-
Younger-Algorithmus

vonw geschrieben werden. Die Zellen der Pyramide werden nach folgender Vorschrift
schrittweise mit Mengen von Nichtterminalzeichen veigefillt:

1. Basis der PyramideFir 1 < j < n schreibed € N in die Zelle(1, j) genau
dann, wenn es eine Produktieh— w; in P gibt.

2. Weitere ReihenAlle Reihen kleiner gleich seien schon eingetragen. Bestimme
die Eintiége in Zelle(i + 1,7) fur1 < j < n —iwiefolgt: Hirl < m <
betrachte alle Paar®, X, mit X; aus Zelle(m, j) und X, aus Zelle(i — m +
1,7 +m). TrageA in Zelle (i + 1, j) ein, fallsA — X; X, in P vorkommt.

Es giltw € L(G) genau dann, wenf in Zelle (n, 1) vorkommt.

Probleme beim Verstindnis des CKY-Algorithmus

Bevor wir uns der Animation des Algorithmus zuwenden, belegen wir anhand von
Daten einer Klausuraufgaben, dal3 die wesentlichen Probleme beinandmg des
CKY-Algorithmus (bei einer traditionellen statischenaBentation) in der richtigen
Zuordnung der Zellen bestehen.

Bei der genaueren Untersuchung desuigen zu einer Aufgabe in der schriftli-
chen Pufung zur Vorlesunginformatik I1I* im WS 96/97 an der Universitt Karlsruhe
zeigte sich, dalR 39 von 89 (43,82%) der Studierenden, die diese Aufgabe bearbeitet ha-
ben, den Algorithmus nicht korrekt durclifien konnten. Die Studierenden mulf3ten in
dieser Aufgabe zeigen, daBab € L(G) fur die kontextfreie Grammatik

G = ({S, A, B,C, D}a,b}, S, P) mit

P={ S—CS|DS|SC|SD|AB| BA,
C — AB,D —- BA,A—a,B—b } gilt.

Dazu war die vorgegebene Pyramide entsprechend audkzufAbbildung 2.8 zeigt
die dabei am &aufigsten gemachten Fehler. Die Fehdarfijkeiten sind in Tabelle 2.1
angegeben.

16



cCs |Ds |CSs cCs |Ds |CSs
A B A B A B A B
a b a b a b a b
(a) Richtige lLosung (b) 3. Ebene zuviel
cs |Ds | Cs cs |Ds | Cs
A B A B A B A B
a b a b a b a b
(c) 3. Ebene zuviel und 4. (d) 3. und 4. Ebene leer
Ebene leer

Abbildung 2.8: Klassifikation von Fehlern bei einer Klausuraufgabe.

Die mit Terminalsymbolen ausgdften Kasten zeigen einen korrekten Eintrag, ein
Minuszeichen zeigt eine fehlerhafte ausdieé Zelle. Pyramide 2.8(a) regséntiert
die einzig korrekte bsung, bei der lediglich die 3. Ebene leer ist, die anderen drei
Pyramiden re@Sentieren &tifig gemachte Fehler.

Bei Pyramide 2.8(b) ist die 3. Ebenal$chlicherweise ausgdft, alles andere ist
aber richtig. Bei Pyramide 2.8(c) ist atglich noch die 4. Ebene leer geblieben. Da
man recht einfach durcfHinsehen*, also ohne Augiifrung des Algorithmus heraus-
finden konnten, obbab € L(G) gilt, kann es sein, dal? bei Pyramide 2.8(b) einige Stu-
dierenden,gemogelt* haben und deswegen die obere Zelle korrekuligsf. Wenn
dies der Fall ist, dann sind sie eigentlich dem Fehlertyp 2.8(c) zuzuschlagen. Bei Py-
ramide 2.8(d) ist die 4. Ebenal§chlicherweise leer geblieben. Da bei allen diesen
Studierenden (79 von 87, 90.80%) die 1. und 2. Ebene richtig auligeéir, kann
man davon ausgehen, dafd sie — im Gegensatz zu alilg falschen, abgegebenen
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Losungsversuchen — den Algorithmus gelernt und ihn zumindestens teilweise verstan-
den haben. Viele Studierenden schienen sich allerdings davon verwirren zu lassen,
dal3 die komplette 3. Ebene keine Eage enthlt. Dies B3t den Schlul? zu, daf} sie

die korrekte Zuordnung der Zellen zu den Taltern nicht wirklich begriffen haben.

Die obige deklarative Beschreibung des Algorithmus, aber auch arleesglgorith-
mische Darstellung, kann den genauen Ablauf der Zuordnung der Zellen zueinander
nur implizit reflektieren. Zwar wird der Algorithmus in fast allen Letdbérn mit ein

oder zwei Beispielen veranschaulicht. Aber schon bei kleinen Beispielen kann nicht
jeder Zustand des Algorithmus dargestellt werden. Die folgende von uns entwickelte
Animation des CKY-Algorithmus hingegen verdeutlicht die korrekte Zuordnung der
Zellen sehr viel besser als eine statische Darstellung.

Animation des CKY-Algorithmus

Abbildung 2.9 zeigt einen Ausschnitt aus der Animatian die Grammatik und das
Wort aus der Klausuraufgabe: Die aktuellen Z¢lle- 1, j) wird wahrend der Anima-

tion gelb (hellgrau in der Abbildung) hervorgehoben. Die zuggfehn Zellen(m, j)

und (i —m + 1,5 +m) furm = 1,...,i — 1 werden der Reihe nach ebenfalls mit
gelber Farbe markiert. Die Farbe signalisiert den Testuoljeidesm und jede Pro-
duktion A — XX, die NichtterminalzeicherX in Zelle (m,j) und X, in Zelle

(i —m+ 1, j +m) enthalten sind. Ist dies der Fall, dann werden die Zellen mitgr”
Farbe markiert (positiver Test, dunkelgrau in der Abbildung) drid Zelle (i + 1, j)
eingetragen; ist dies nicht der Fall, dann werden die Zellen mit roter Farbe markiert
(negativer Test).

Fopramide 1 1 Fyrumide 1

al | ¥ a] in cat Catugy Fefrash) Clowe |l ] ¥ A e e Cutwg Rafrash] Cloos

Abbildung 2.9: Animation des Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus
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Abbildung 2.10 zeigt alle drei Kombinationearfdie obere Zellg4,1). Bei der
Animation wird besonders gut die genaue Zuordnung der Zellen mit dem schon bear-
beiteten beiden Tetisungen und der gerade aktuellen Zelle sichtbar.

[ C B |l' 5 Ch ISP IES IL 5 C B |l' 5
i Y] h i Y] A | i Y] E
i h i

EFErTE o sereerd s | EFErTE o sereerd s | EFErErs e STy

Abbildung 2.10: Zuordnung der Zellen bei der Animation des Cocke-Kasami-Younger-
Algorithmus

Neben der vorgegebenen Grammatik, kann das Programmaueigéne Beispie-
le genutzt werden. In der HTML-Version des Skriptums kann der Studiendreteein
HTML-Formular eine Grammatik in Chomsky-Normalform, dessen Startsymbol und
ein Terminalwort eingeben, um anschliel3end eine Algorithmenanimation des CKY-
Algorithmus anzufordern.

Durch das Bearbeiten von Aufgaben oder Beispielen mit dieser Animaticaf erh”
der Lernende eine sofortigeuBKmeldung, ob die eigene Vorstellung vom Algorith-
mus korrekt ist. Bestimmtedfé im Algorithmus, die nicht richtig verstanden wur-
den, lassen sich so vom Studierenden eigenmotiviertedgn. Mit der Animation
konnen auch sehr viel gBere Beispiele bearbeitet werden, als das, wegen adfdeGr”
der resultierenden Pyramide, mit Papier und Bleistift in einem vertretbaren Zeitauf-
wand noglich ist. Gerade bei einer grol3en Pyramidlt tiie korrekte Zuordnung und
dessen Symmetrie noch viebskér ins Auge, siehe Abbildung 2.11.

2.3.2 LR-Parsing

Neben dem Cocke-Kasami-Younger-Parsingalgorithmus, wird in der Vorlesung auch
das fir denUbersetzerbau wichtige LR-Parsing vorgestellt. Die Darstelluagresid

der Vorlesung ist betont abstrakt und formal gehalten, um neben einer bloRen Er-
klarung des Verfahrens auch noch dessen Korrektheit beweiseonnerk Die Be-
weise sind im folgenden nicht aufgéfrt, da uns nur das Verfahren selbst und des-
sen Pasentation interessiert. Die mathematischen Notationen erschweren es vielen
Studierenden erfahrungsgaf) die Konstruktion von LR-Parsern nachzuvollziehen
oder selbst auszufiren. Deswegen haben wir einige Algorithmenanimationen erstellt,
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Abbildung 2.11: Die vier Zuordnungen zu Zell&, 2) bei der Animation des Cocke-Kasami-
Younger-Algorithmus @i das Woriababab und flir die Grammatik aus der Klausuraufgabe.

mit denen die Studierenden die Konstruktion eines LR-Parsers aus einer Grammatik
Schritt ftir Schritt nachvollziehen und ausprobieramkén. Die visuelle Darstellung

hilft ihnen dabei, die abstrakten Notationen und formalen Begriffe mit konkreten Vor-
stellungen zu verkupfen. Wie bei der Animation des CKY-Algorithmuspiktien sie
eigene Beispiele eingeben. Die genauen Definitionen zum LR-Pargingek ™von
einem mit dem LR-Parsing nicht vertrauten Leser in Anhang A nachgelesen werden.

Verstandnisprobleme beim LR-Parsing

Das LR-Parsing selbst ist ein algorithmischer Vorgang und die wkugfig einer LR-
Kellerableitung mit Hilfe einer gegebenen LR-Parsertabelle zu einer Grammatik ver-
ursacht erfahrungsgeafi"den Studierenden keine allzu grof3en Schwierigkeiten, wie
auch unser Untersuchung zum CKY-Algorithmus in Abschnitt 2.3.1 zeigt, daf3 die
Mehrheit der Studierenden ein gelerntes Verfahren korrekt dulneéifi’ lonnen und

die anderen zumindestens ein solides Grundaadstis des CKY-Algorithmus besit-
zen.

Im Gegensatz dazu verursacht die obige mathematische, deklarative Konstrukti-
onsbeschreibung von kanonischen LR-Parsern den meisten Studierenden erhebliche
Verstndnisschwierigkeiten, da kein Verfahren algorithmisch angegebenen ist, um aus
einer Grammatikiber die LR-Kellermaschinen eine LR-Parsertabelle zu konstruieren.
Die deklarative Beschreibung ist gahit worden, da die darauf aufbauenden Korrekt-
heitsbeweise eine wesentliche Rolle im Curriculum bilden: Die Studierenden sollen
lernen, derartig beschriebene Algorithmen zu verstehen, watespielleicht selbst
welche zu entwerfen und um sich von deren Korrektheit mathematiscberaeugen.

Durch eine zuatzliche, stark algorithmische Beschreibung des Konstruktionsver-
fahrens, kbnnten vermutlich die studentischen Varsihisprobleme gemildert oder
ganz ausgaumt werden. Allerdings bekommt man dann zwei unterschiedliche Dar-
stellungen: Eine, die den Studierenden hilft, LR-Parser zu konstruieren, und eine, die
zum Rihren von Beweisen benutzt wird.

Um zwei unterschiedliche Darstellungen zu vermeiden, haben wir mehrere Anima-
tionen erstellt, die auf einer Implementierung des Konstruktionsverfahrens beruhen.
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Die Animationen knhnen von den Studierenden benutzt werden, um die deklarativen
Beschreibung besser zu verstehen und um sich selbst eine algorithmische Vorstellung
zu bilden. Es existieren schon einige Programme zur Visualisierung von LR-Parsern.
Diese lie3en sichuii"unsere Zwecke leider nicht einfaobérnehmen, da Implemen-
tierungen, wie etwa in [KURI und WILLIAMS 1994, KHURI und SUGONO 1998] be-
richtet, sich im wesentlichen auf die Visualisierung des Parsing-Vorgangs und nicht der
Konstruktion der Parsertabelle konzentrieren. Andere Lernprogramme ut#erst”
zwar die interaktive Konstruktion eines LR-Parsers aus einer Grammatik, aber nicht
eineskanonischer.R-Parsers, sondern einer Varianteo[BGER 1994]. Der aus dem
Ubersetzerbau bekannte LR-Parser-Generator YACC wird zwar in der Vorlesung bei-
spielhaft vorgestellt, er eignet sich aber aufgrund fehlender visuellen Anschauung nicht
zur Vermittlung des Konstruktionsverfahrens. Dlaerhinaus erzeugt YACC keinen
kanonischen LR-Parser, sondern eine weitere Variante: einen LALR-Parser.

Animation

Wie die Algorithmenanimation des Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus werden die
Animationen zum LR-Parsing mit Hilfe eines HTML-Formulars angefordert, siehe
Abbildung 2.12.

Die Grammatik wird durch Angabe ihrer Produktionen in einem Textfenster einge-
geben, als Startsymbol wird implizit verwendet. Mit einem AuswahlschaRd@nn
der Benutzer den Parameteeinstellen, zur Auswahl stehén= 0 undk = 1. Der
Benutzer kann drei verschiedene Animationen anfordern:

e Mit dem Schalter,Indet. LR(k)-Maschine aus Grammatik® wird eine Anima-
tion angefordert, welche die Konstruktion der nichtdeterministischen LR(K)-
Kellermaschine zeigt.

e Mit dem Schalter,Det.LR(k)-Maschine* wird die deterministischen LR(k)-Kel-
lermaschine angezeigt.

e Mit dem Schalter,Parser-Tabelle aus det.LR(k)-Maschine” bekommt man eine
Animation, welche die Konstruktion der LR(k)-Parsertabelle aus der determini-
stischen LR(k)-Kellermaschine und der Grammatik zeigt.

Zugitzlich kann der Benutzer eine Postscript-Datei der nichtdeterministischen und de-
terministischen LR(k)-Kellermaschine anforderin@et.LR(k)-Maschine-Postscript*
und ,Det.LR(k)-Maschine-Postscript*). Aufgrund ihrer Quati#ignet sich die Post-
script-Darstellung wesentlich besser zUterprifen von eigenen (Papieogiingen —
zum Beispiel einetJbungsaufgabe — als die Animation am Bildschirm.

Das Konstruktionsverfahren ist in Java implementiert. Wie bei der Animation des
CKY-Algorithmus, liefert das Programmbér dasCommon gateway interfacen
SAMBA -Animationsskript an den aufrufenden WWWe8Erer. Das Layout der in der

8Engl.:radio button
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Abbildung 2.12: HTML-Formular zum Starten der Animationen zum LR-Parsing

Animation dargestellten endlichen Automaten wird auf Server-Seite mit dem frei ver-
fugbaren ProgrammpakgbraphViz* [ELLSON et al. 1998] erzeugt. Es eignet sich be-
sonders gut daf, da es uns erlaubt, Einflul3 auf die relative Anordnung der Knoten zu
nehmen, und weil es das LayoutrfGraphen mit 20—30 Knoten in nur wenigen Se-
kunden berechnet. Dadurch ergibt sich (auf3er dem Laden des Animationsskript) keine
merkliche Wartezeit bei der Anforderung einer Animation. Wir benutzeraphViz*
auch, um die Postscript-Versionen der Automaten zu produzieren.

Wir beschreiben die Animation am Beispiel der Grammatik

G = ({a,b},{A,B,S},S,{S — Ab,S — Bb,A — Sb, A — a, B — Sb})

fur £ = 1 (siehe auch Beispiel 21).

Nichtdeterministische LR-Kellermaschine Abbildung 2.13 zeigt den Beginn der
Konstruktion der nichtdeterministischen LR(1)-Kellermaschine.

Ausgehend vom Anfangszustand (dem LR(1)-Itg¥h — -S$], gekennzeichnet
durch einen eingehenden kurzen Pfeil) wird der Automat schrittweise um die Folge-
zuséinde mit LR(k)-Items undlbergingen erweitert (Definition 14). Die dabei noch
nicht bearbeiteten Zustide sind weil3 und mit einem cyan-farbigen Rand markiert
(hellgrauer Rand in der Abbildung bei den Zarstie mit LR(1)-Iten]S — -Bb, $] und
[S — -Aa, $]). Bereits vollséindig bearbeitete Zumtde besitzen einen weifen Hinter-
grund und schwarzen Rand. Der gerade aktuelle Zustand (AnfangszistandsS$],
der Punkt und das folgende Zeich&rsind hervorgehoben, der nicht interessierende
Rest tritt durch das helle Grau in den Hintergrund), ist mit gelber Hintergrundfarbe
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Abbildung 2.13: Anfang der Animation

markiert (hellgrau schattiert in der Abbildung). Der aktuellisergang von diesem
Zustand zu einem Folgezustand ist mit blauer Farbe hervorgehoben (dunkles Grau in
der Abbildung), der Folgezustand ebenfalls mit Gelb (Transition vom Anfangszustand
mit ZeichenS in den Zustand mit LR(1)-ItemiS’ — S - §]). Das dabei eingelese-

ne SymbolS hinter dem Punkt im LR(1)-ltem des Anfangszustand ist ebenfalls blau
markiert und durch die helle Schattierung der restlichen Teile des LR(1)-lteatzzus”™
lich hervorgehoben. Wenn zum aktuellen Zustand alle Folgamdstberechnet wer-

den, wird der achste noch nicht bearbeitete Zustand betrachtet. Die zur Konstruktion
berotigte Grammatik wird in einem separatem Fenster angezeigt (nicht dargestellt).
Die Produktionen sind dort entsprechend der verwendeten bzw. erzeugten LR(Kk)-Items
farblich hervorgehoben. Abbildung 2.3.2 zeigt die resultierende nichtdeterministische
LR(1)-Maschine am Ende der Animation.

Deterministische LR-Kellermaschine Die Konstruktion der det. LR(k)-Kellerma-
schine wird nicht animiert, sondern lediglich angezeigt. Das Verfahren, um aus einem
nichtdeterministischen Automaten (der nichtdeterministischen LR(k)-Maschine) einen
aquivalenten deterministischen Automaten (der deterministischen LR(k)-Maschine) zu
konstruieren ist Teil der in der Vorlesung behandelten Automatentheorie.

Fur die wichtigsten Algorithmen aus der Automatentheorie wird vorlesungsbeglei-
tend ein Applet angeboten, welches — wie die Algorithmenanimationen —im Hypertext
integriert ist. Der Benutzer kann sich dort zu Automaten das Ergebnis diverser Algo-
rithmen schrittweise anzeigen lassen, oder selbst esanig eingeben und diese auto-
matisch Schrittdit Schrittuberprifen lassen. Dabei werden die eigenen Eingaben farb-
lich mit den korrespondierenden Teilen des Automats wgoknDas Applet basiert
auf Version 2.0 von JFlap [BOGER, GRAMOND und RODGER 1999], welches wirdi
unsere Zwecke angepalit und umataiche Verfahren erweitert habengBcH 1998].
Abbildung 2.15 zeigt einen Ausschnitt aus dem Programm zum Teilmengenkonstruk-
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Abbildung 2.14: Ende der Animation

tionsverfahren, mit dem zu einem vorher eingegebenen nichtdeterministischen end-
lichen Automaten eiraguivalenter deterministischer endlicher Automat schrittweise

berechnet und visualisiert wird.

Konstruktion der LR-Parser-Tabelle Die Animation des Konstruktionsverfahrens
zur LR-Parsertabelle zeigt jeweils in einem Fenster die Grammatik, die damitgeh”
ge deterministische LR(k)-Maschine und die zu erstellende LR(k)-Parsertabelle. Die
Zustnde der deterministischen LR(k)-Maschine sind durchnumeriert, sie dienen als
Zeileneintage der LR(k)-Parsertabelle. Die Tabelle wirdiwé&nd der Animation zei-
lenweise, Zustandif Zustand aufgebaut. Schon abgearbeiteteafutst UndJberggn-

ge werden in der deterministischen LR(k)-Maschine graanpf”
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Abbildung 2.15: Interaktives Lernprogramm zum Bereich endliche Automaten.

Bei der Konstruktion der LR-Parser-Tabelle wird sowohl der aktuelle Zustand der
deterministischen LR(k)-Maschine als auch der korrespondierende Zustand (Reihe) in
der Tabelle mit gelber Farbe hervorgehoben (hellgrau in den Abbildungen). Bei einem
shift- oder goto-Eintrag sindbergang und Symbol der Transition und das zugiefe”
korrespondierende Symbol blau oder cyan markiert, siehe Abbildung 2.16.

Bei einem reduce-Eintrag wird die korrespondierende Produktion der Grammatik
und das im Zustand befindliche LR(K)-Item analog hervorgehoben. Konflikte werden
mit einem kurzen roten Text beschrieben und durch rote &getiin Tabelle, Produk-
tion und LR(K)-Item hervorgehoben.

Abbildung 2.17 zeigt zwei LR(K)-Itemst — Sb-,b] und[B — Sb-b] im Zustand
mit Nummer 6, die einen reduce-reduce-Konflikt verursachen: Die beidenaugei”
reduce-Anweisungen sind in die Tabelle eingetragen und rot markiert; ein Text weist
zusatzlich auf die Art des Konflikts hin (reduce-reduce oder shift-reduce Konflikt). Bei
mehr als zwei Einagen werden die weiteren Anweisungen nicht mehr eingetragen,
sondern lediglich durch Punkte markiert.

Die Farben sind so geatlt, dal3 sich zusammengelge Teile visuell schnell iden-
tifizieren lassen: Der aktuelle Zustand (Zeile) in der Tabelle und in der deterministi-
schen LR-Kellermaschine ist jeweils gelb gddt. Das Eingabezeichen (Spalte) in der
Tabelle und am Zustandbérgang im Automaten bei shift-Eiaggén bzw. als Voraus-
schauzeichen im LR(k)-ltem bei reduce-Eagen ist jeweils blau oder cyan gelft.

Mehr noch als bei der Animation des CKY-Algorithmus, erlaubt die Animation den
Studierenden durch Angabe eigener Grammatiken bestimmte Aspekte oder Spezi-
alfalle des Konstruktionsverfahrens (Auswirkung der Wahl ¥otonflikte) indivi-
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duell zu untersuchen. In einem Lehrbuch oder einer Vorlesung kann aus Platz- oder
Zeitmangel nur unzureichend auf die besonderen Eigenheiten des Verfahrens einge-
gangen werden. Die Animatioaft sich auch benutzen, um eigeresuiigen zu ent-
sprechendetybungsaufgaben zubérprifen, bevor ein studentischer Mitarbeiter die
Losung korrigiert.

2.4 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Abschnitt — anhand zweier abdfcher Beispiele und einem
ausgewahlten Animationssystem — den derzeitigen Stand der Technik demonstriert,
Studierenden der Informatik Algorithmen mit Hilfe von Algorithmenanimationen an-
schaulich zu vermitteln. Im Gegensatz zu den Teilen der Grundausbildung Informa-
tik, die sich ausgiebig mit dem Entwurf von Algorithmen besitigen, spielen in der
Theoretischen Informatik mathematische Methoden und Konzepte, insbesondere Be-
weise, eine grof3e Rolle bei der Vermittlung der dort behandelten Themamend

die Animation von Algorithmen ein seit Beginn der 80er Jahre stark erforschtes Gebiet
darstellt und eine Vielzahl verschiedener Systeme und Konzepte hervorgebracht hat,
ist die Visualisierung mathematischer Konzepte speziglidén Ausbildungbereich

ein nur wenig barcksichtigter Bereich. In den folgenden Kapiteln stellen wir unsere
Konzepte vor, wie sich Beweise mit Hilfe des Rechner anschaulich und interaktiv Stu-
dierenden vermittelt lassen. Wir beginnen mit einer in der Theoretischen Informatik
stark verbreiteten Beweistechnik: Reduktionsbeweise.
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Abbildung 2.16: Gelb (helles Grau) markierter Zustand im Automaten mit blauen (dunkles
Grau) Zustanddergang (a) und analog hervorgehobenastitien der Parsertabelle, in wel-
cher der zugetrige shift-Eintrag s5 eingetragen wird (b).
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Kapitel 3

Interaktive und visuelle Prasentation
von Reduktionen

In diesem Kapitel wenden wir uns einer wichtigen Beweismethode aus der Theore-
tischen Informatik zu — der Reduktionstechnik: Viele Eigenschaften von (Entscheid-
ungs)-Problemen lassen sich durch eine Abbildung eines bekannten Problems auf ein
unbekanntes (oder umgekehrt) genauer untersuchen. Dabei sind sowohl die Eigen-
schaften der beteiligten Probleme als auch die der Abbildung relevant. Mit Hilfe dieser
Technik konnen zum Beispiel untere Zeit- oder Speicherschranken von Problemen, de-
ren Komplexitit oder die Nichtberechenbarkeit bestimmter Funktionen bewiesen wer-
den.

Die mathematische Behandlung dieser Themen erschwert vielen Studierenden den
Zugang zu dieser wichtigen Technik. Wir stellen hier ein neues Konzept vor, mit dem
sich zu einem Reduktionsbeweis gezielt ein interaktives Lernprogramm entwickeln
lait, mit der Studierende di@irf'einen Beweis notwendigen Eigenschaften der be-
handelten Probleme und der Reduktionsabbildung visuell und interaktiv untersuchen
konnen. Wir veranschaulichen unsere Methode anhand von vier von uns implemen-
tierten Beispielen. \&firend der Vorlesungnformatik I1I* im Rahmen detUbungen
haben wir zwei dieser Programme eingesetzt. Sie konnten von den Studierenden zur
Bearbeitung zweietJbungsaufgaben benutzt werden. Am Ende dieses Kapitels be-
richten wiruber eine Evaluation dieses Einsatzes.

Unser Ansatz zur visuellen und interaktiveraBentation von Reduktionen kann
als eine Erweiterung der Technik der Algorithmenanimation interpretiert werden und
lal3t sich in Kirze wie folgt beschreiben:

1. Eine einzelne Instanz eines Problems kann meist auf einglinohé’ Art und
Weise visualisiert werden.

2. Die Reduktionsabbildung ist berechenbar und kann zu einer Algorithmenanima-
tion ausgebaut werden, welche die Transformation der Instanzen eines Problems
in Instanzen eines anderen Problems visualisiert.
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3. Die Instanzen eines Problems lassen sich mit einem Algorithoses | Dieser
kann implementiert und zu einer visuellen Darstellung desuingsprozesses er-
weitert werden. Nichtdeterminismen oder zeitaufwendige Teile des Algorithmus
lassen sich dabei durch Benutzerinteraktion realisieren.

4. Mit einer Koppelung der interaktiven Algorithmenanimationen aus 2 uad8 |~
sich ein simultaner, visueller Zusammenhang zwischen den Problemen und de-
ren Eigenschaften herstellen.

Wir beginnen mit einer Darstellung der Reduktionstechnik, die sich an deren An-
wendung in der NP-Vollsiridigkeitstheorie orientiert. AnschlieRendbertErn wir, wie
Reduktionsbeweise in Lehubhern oder in einer Vorlesung traditionellaggentiert
werden, um dann unseren Ansatz zur interaktiven Visualisierung von Reduktionen zu
beschreiben.

3.1 Reduktionen

Die Grundstruktur einer Reduktion istimmer gleich: Ein Problem wird auf ein wei-
teres abgebildet, so dal3 bestimmte Eigenschaften erhalten bleiben, zum Beispiel, die
Losbarkeit eines Entscheidungsproblems, die Semantik ebrersétzten Programms
oder, dal3 ein Folge von Zahlen mit einem bestimmten Zeitaufwand sortiert werden
kann. Da wir normalerweise nur am&lingen interessiert sind, die sich mit Hilfe eines
Computers berechnen lassen, ist eine wesentliche Eigenschaft der Reduktionsabbil-
dung ihre Berechenbarkeit.

Die zu transformierenden Objektamgen vom Anwendungsbereich ab. Es kann
sich dabei um Entscheidungsprobleme aber auch um Programme einer Programmier-
sprache handeln, die in die Maschinensprache eines Mikroprozegsmsetzt wer-
den sollen. Wir khnen von den speziellen Objekten abstrahieren, indem wir sie auf
geeignete Weise als Wvteruiber einem endlichen Alphabet kodieren, zum Beispiel als
Sequenz von Nullen und Einsen, wie das bei jeder internenaReptétion in einem
Rechner der Fall ist. Deswegen winblicherweise eine formale Sprache zur abstrak-
ten Beschreibung von Problemen verwendet.

Definition 2 (Reduktion)
¥, Y’ seien endliche Alphabete udd C ¥*, L, C X* zwei Spracheruber diesen
Alphabeten. EindReduktiorist eine berechenbare Funktion ¥* — X" mit

w € Ly genau dann, wenn(w) € L, fur allew € ¥* .

In Definition 2 istL, eine Menge von Problemeryrfdie wir eine losung kennen
bzw. flir die wir annehmen einedsung zu kenner; ist eine Menge von Problemen,
fur die wir bisher keine bSung kennen. Wir betrachten Entscheidungsprobleme, dal3
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heil3t, die losbarkeit eines Elementsvon X besteht entweder in einer positiven €
L) oder einer negativen( ¢ L) Antwort. In der Situation von Def. 2 sagt man auch,
dalR L, auf L, reduziertwird.

Betrachten wir das Problem, C-Programme auf einem Rechner atsznf Da-
zu wird das C-Programm mit Hilfe eindsbersetzers in die Maschinensprache des
Rechners transformiert und dort direkt ausdet.” Dies ist eine Reduktion von C-
Programmen auf Maschinenprogrammen. Deersetzer ist die Reduktionsabbildung.
Die wesentliche Eigenschaft der Abbildung ist deren die Korrektheit. Dieser Sachver-
halt 1a13t sich wie folgt mit einer Formulierung als Entscheidungsproblem beschreiben:
Jedes Wortv ausY* beschreibe ein C-Programm inklusive einer Ein- und Ausgabe
und jedes Wort aus’* beschreibe ein Maschinenprogramm inklusive einer Ein- und
Ausgabel; C ¥* sei die Menge aller C-Programme, die auf der gegebenen Eingabe
die gegebene Ausgabe produzieren, analoglseC Y'* die Menge aller Maschi-
nenprogramme, die auf der gegebenen Eingabe die gegebene Ausgabe produzieren.
Ein Beweis der Korrektheit deSbersetzers stellt dann in unserem Sinn einen Re-
duktionsbeweis dar. Einen derartigen KorrektheitsbewaisTiringmaschinen) wird
uns zum Schlufd dieser Arbeit wiederbegegnen. Der Beweis ist direkt: Bisen”
des Entscheidungsproblexit liegt in der Austihrung des Maschinenprogramms mit
der Eingabe und Nachgpiting, ob die produzierte Ausgabe mit der gegebeutsar--
einstimmt. Das Entscheidungsprobléth kann dann durch die Reduktion ebenfalls
gelost werden.

Die Reduktionstechnik kann aber aucin fridirekte Beweise benutzt werden, etwa
um die Unentscheidbarkeit eines Problems zu beweisen: Wenn die Unentscheidbarkeit
von ¥* bekannt ist, kann durch Reduktion auf Problefhdie Unentscheidbarkeit von
¥ bewiesen werden.

Abbildung 3.1 veranschaulicht die Grundstruktur einer Reduktion.

3.1.1 Traditionelle Prasentation von Reduktionsheweisen

Das Grundschema von Beweisen, die auf der Reduktionsmethode beruhen, sei es, um
den Nachweis einer unteren Schranke eines Problems zu erbringen oder dessen Kom-
plexitat zu beweisen, ist immer seahrilich und beruht auf den Nachweis bestimmter
Eigenschaften der Reduktionsabbildung. Bevor ein Reduktionsbeweis durch den Leh-
rer psentiert oder von den Lernenden ausgearbeitet werden smibem zuerst die
beiden Probleme selbst und dann die Reduktionsabbildung verstanden werden. Erst
danach kann mit dem eigentlichen Beweis begonnen werden. EaserRation eines
Reduktionsbeweises besteht also aus:

1. der Definition und Eduterung der beiden Entscheidungsprobleme bzw. Spra-
chenL; C ¥*undL, C ¥'*,

2. der Definition und Eduterung der Reduktionsabbildung ¥* — ¥ und

3. dem Beweis von Eigenschaften von
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Abbildung 3.1: Schematisch dargestellte Beziehungen zwischen zwei Entscheidungsprobleme
¥* und ¥, Instanzenw und 7(w) und deren bsungen in einem Reduktionsbeweis.

In Vorlesungen oder Lehtdzhern werden die beiden Entscheidungsprobleme ne-
ben einer rein textuellen Beschreibung oftmals durch die visuelle Darstellungen einer
oder zweier Instanzen und dereodLingen veranschaulicht. Formal besteht disurig
zwar lediglich in einer Ja/Nein Antwort, aber in fast alleallEi mul3 dazu einedsung
konstruiert werden, die sich in der Regel visualisiewad?t|'Bei dem Problem zu ent-
scheiden, ob zum Beispiel ein gerichteter Graph einen Hamiltonschen Kreis besitzt
oder nicht, &3t sich das Problem durch Zeichnen des Graphen und Markieren eines
Hamiltonschen Kreises im Graphen veranschaulichen. In der Berechenbarkeitstheo-
rie wird unter anderem mit der Reduktionstechnik Aiguivalenz zweier formaler
Berechenbarkeitsmodelle gezeigt, etwa von Turingmaschinep-uekiursiven Funk-
tionen. Das Problem, hier eine Menge von Turingmaschinen oder Funktionen, wird oft
durch Angabe einzelner Berechnungsschritte veranschaulicht.

Die Abbildungr wird normalerweise teils algorithmisch teils deklarativangegeben
und oftmals noch durch visuelle Darstellungen veranschaulicht, zum Beispiel, durch
Angabe einer zu transformierenden Instanz und deren Bild. Damit sich der Lernende
intensiver mit der Reduktionsabbildung auseinandersetzt, fordernWirlrgsaufga-
ben dazu auf, die Abbildung einer bestimmte Instanz selbst dunchmri"und das
Ergebnis anzugeben. In vielemlien ist dies aufgrund der Gi8é der resultierenden
Instanz nur @i simple Beispiele sinnvoll.

Die Eigenschaften selbst werden bewiesen, alrggdixohnlich nicht durch Bilder
veranschaulicht. In einigenabén reicht den Beweisautoren oder Dozenten die Ver-
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mittlung der Reduktionsabbildung und dessen Eigenschaften sogar schon als Beweis
aus.

3.2 Interaktive Visualisierung von Reduktionen

Die bei einer Reduktion auftretenden Abbildungemkén als Algorithmen betrach-

tet werden. Diese lassen sich mit Hilfe von Algorithmenanimationen anschaulicher
vermitteln, als es traditionell in einer Vorlesung oder einem Buduylioh ist. Wie
Abbildung 3.1 zeigt, kommen bei einer Reduktion drei Abbildungen vor: die bere-
chenbare Reduktionsabbildung ¥* — X" und zwei Losungsalgorithmed : ¥* —
{ja,neint und B : ¥** — {ja,nein;. A und B kdnnen deterministisch sein, sierkien

aber auch nichtdeterministische Berechnungsschritte enthalten oder lediglich rekursiv
aufzahlbar sein.

Wir beschreiben im folgenden, wie die Teile einer Reduktion — (1) die beiden Pro-
bleme und zugedrigen Losungsverfahren, (2) die Reduktionsabbildung und (3) die
Eigenschaften der Abbildung — auf Basis von Algorithmenanimationen uratzzus”
lichen Benutzereingaben, den Studierenden visuell und interaktiv vermittelt werden
konnen und welche zatlichen gdagogischen Effekte sich daraus ergeben. #usf”
liche Beispiele unseres Ansatzes behandeln wir in damsién Abschnitten.

3.2.1 Visualisierung der Entscheidungsprobleme

Bei den Entscheidungsproblemen handelt es sich um Sprachratiefbestimmte al-
gorithmische losungsverfahren vorhanden sind oder gesucht werden. Deswegen kann
eine Instanz und derdsungsprozel? mit Hilfe einer Algorithmenanimation des Verfah-
rens veranschaulicht werden. Dies gebér die rein statische Visualisierung einer In-
stanz und einerasung, wie sie in Lehichern zu finden ist, hinaus. Diese Vorgehens-
weise ist allerdings nur praktikabel, wenn dassuingsverfahren auf einem herkin-
lichen Rechner berechenbar und effizient ist, also polynomiellen Zeitaufwand besitzt
und keine nichtdeterministischen Berechnungschritteadnth™

Falls das losungsverfahren einen schlechten, etwa exponentiellen, Zeitaufwand
besitzt, nichtdeterministische Berechnungsschritteadhtidler gar nicht entscheidbar,
sondern nur rekursiv audinlbar ist, dann ist eine Implementierung als Algorithmen-
animation nicht mehr sinnvoll oder gar nicht mehogifich (etwa bei nicht entscheid-
baren Problemen). In diesemlien, K3t sich aber eine derartige Animation zu einer
interaktiven Emulatiomles Problems ausbauen, indem der Benutzer folgende Berech-
nungsschritte des Algorithmus kontrolliert:

e Die Angabe einer partiellen oder volkstdigen losungeiner Instanz bei einem
Problem mit hoher Zeitkomplext, falls eine losung existiert.

¢ Die nichtdeterministische Auswadiner Anweisung, etwa bei der Konstruktion
einer Losung von NP-vollstiidigen Problemen.
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e Die Auswahl eines Erweiterungsschrigimer partiellen bsung zu einer Instanz
eines rekursiv auttilbaren Problems, etwa beim Postschen Korrespondenzpro-
blem.

In allen drei Rllen wird jeweils der komplexe Teil des Algorithmus durch den Benut-
zer ausgafhrt, das Programm selbstyftim wesentlichen nur noch die Korrektheit
der Auswahl und stellt sie visuell dar, siehe Abbildung 3.2. Analog kanurlicitauch
ProblemL, visuell piasentiert werden.

¥ Reduktionsabbildung 7 )i
w > 7(w)

interaktive Emulation
Algorithmenanimation
g snwiyiiob v

\ \

w E L17 ____________________ T(w) S L2?

Abbildung 3.2: Interaktive Visualisierung von Probleminstanzen mit einer Algorithmenanima-
tion und Benutzerinteraktionen (grau schattierter Teil der Reduktion).

Durch die Benutzerinteraktionen ergeben sich neben der visuellen Anschauung
zusatzliche @dagogische Effekte, die sich mit einer reinen Algorithmenanimation
nicht erreichen lassen:

1. Der Benutzer edit eine sofortige REkmeldunguber den Erfolg des ausgai-
ten Berechnungsschritts. Wir adtern dies exemplarisch am Beispiel eines NP-
vollstandigen Problems in Abschnitt 3.4.2. Es handelt sich dabei um eine inter-
aktive Emulation von Problerh,.

2. Durch die Schwierigkeiten, demadhisten Schritt im @Sungs- oder Aufatilungs-
verfahren auszuahlen, bekommt der Lernende ein @Gleffur die Komple-
xitat des Problems, insbesondere wenn das Problem nicht entscheidbar ist. Wir
erlautern dies anhand des Postschen Korrespondenzproblems in Abschnitt 3.4.1.
Auch hier handelt sich um eine interaktive Emulation von Problgm
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3.2.2 Visualisierung der Reduktionsabbildung

Da die Reduktionsabbildung berechenbar ist, kann auch sie durch eine Algorithmen-
animation pasentiert werden. Damit kann der Lernende aualieFoder Eigenschaf-

ten der Abbildung studieren, die bei einer traditionellen Darstellung nicht zur Geltung
kommen. Insbesondere bei Reduktionsabbildungen, die schon bei einer kleinen In-
stanzw eine komplexe Instanz(w) liefern, &Rt sichr(w) mit Hilfe des Rechners

auch dann noch graphisch veranschaulichen, wenn eine Darstellung durch den Autor
oder durch den Studierenden zwinsam oder zu aufwendig ist.

Wenn nicht nur die RrSentation einer bekannten Abbildung im Vordergrund steht,
sondern der Lernenden zUWbung fir einen eigenen Beweis eine geeignete Reduk-
tionsabbildung finden soll, so kann bei Eingabe der Abbildung durch den Lernenden
— anstatt einer Vorgabe durch den Autor — der Studierende die eingegebenen Abbil-
dung anhand von Instanzen visualbeérptifen. Auf diese Weise deinen Fehler in
der Reduktionsabbildung entdeckt werden und der Studierende bekommt Vertrauen
in die Richtigkeit der eigenen Abbildung. In Abschnitt 3.4.2genhtieren wir eine
derartige interaktive Visualisierung eines Kachelungsproblems. Bei einer geeigneten
Einscheinkung der Eingabe kann in vielealfén sogar die Korrektheit der so einge-
gebenen Abbildung automatisciberprift werden. Die Art des Korrektheitsbegriffs
hangt dabei natrlich vom konkreten Anwendungsbereich ab. Die Korrektheit umfal3t
aber immer die Berechenbarkeit verund dessenodsungserhaltende Eigenschaften.
Bei einer eingegebenen Reduktionsabbildungen oritdEn Beweis unerwischten
Eigenschaften lassen sich dem Studierenden sofort Hinweise auf den gemachten Feh-
ler mitteilen. Wir stellen eine solche Implementierung in Abschnitt 3.4.3 vor. Siehe
Abbildung 3.3 fir eine schematische Darstellung.

3.2.3 Visualisierung der Beziehung zwischen dendsungen

Bei einer simultanen Animation bzw. interaktiven Emulation der Entscheidungsverfah-
ren A und B, lonnen auch die Beziehungen zwischen desirig der Instanz aus zu

der transformierten Instanz visuell dargestellt werden, zum Beispiel, wie esung”

bzw. die Konstruktion einer @Sung vons mit der Ldsung vorr (w) zusammenarigt,

oder umgekehrt. Dies kann den Studierenden helfen, weallg& Instanzen gefirten
Beweis dieser Eigenschaften anhand einiger Beispielinstanzen besser nachzuvollzie-
hen. Insbesondere bei einer interaktiven Emulation der Probleme und einer Animation
der ReduktiondRt sich so bei eineknderung einer partiellendsung vonw durch

den Benutzer simultan der Zusammenhang mit der zugggri partiellen lbsung von

7(w) nachvollziehen. Siehe Abbildung 3 4rféine schematische Darstellung.

35



w Eingabe von 7 ~ (w)
Algorithmenanimation
< >
2] Q
>
= 2
s =3
= 3
5 5
< w
\ \
Beziehung zwischen den Lésungen
we L7 Tttt T(w) € Ly?

Abbildung 3.3: Algorithmenanimation der Reduktionsabbildung und deren Eingabe durch den
Benutzer (grau schattierter Teil).

3.3 Auswabhl der interaktiven und visuellen Teile einer
Reduktion

Wie wir gesehen haben, lassen sich Reduktionen aufaltige' Weise anschaulich
und mit Benutzerinteraktion vermitteln. Dieser Vielfalt steht der Entwicklungsauf-
wand solcher Software entgegen. Nicht alles, waglioh ist, kann mit vertretbarem
Zeitaufwand auch implementiert werden. Wipnggrn deswegen kurz, wann es sinn-
voll ist, bestimmte Teile einer Reduktion interaktiv zu visualisieren und wann nicht.
Diese Entscheidungamgt im wesentlichen vom Einsatz der zu entwickelnden
Lernsoftware ab. Die interaktiven Elemente sind besonders dann wichtig, wenn ein
Dozent fehlt, der den Lernenden gezielt eine Reduktion vermittelt. Dies gilt ganz be-
sonders i das Selbststudium, aber auch bei der Nachbereitung einer Vorlesung oder
bei Lernsoftware, die im Rahmen eingbungsaufgabe eingesetzt wird. Die visuelle
Anschauung ist im Grunde in allen vier Bereichen sinnvoll, vor allem alzdmrerid
einer Pesentation in der Vorlesung oder beim Selbststudium, wenn der Lernende die
Reduktion zum ersten Malegséntiert bekommt. Bei der Nachbereitung oder im Rah-
men vonUbungsaufgaben kann der visuelle Anteil zugunsten der Interaktion reduziert
werden. Die Eingabe und Verifikation der Reduktionsabbildung spielt in einer Vorle-
sung, bei deren Nachbereitung oder beim Selbststudium keine Rolle. Sie &hé
Ubungsaufgabe aber sehr wichtig, um eine Kontrolle unddRieldunguber die eige-
ne Losung zu erhalten. Siehe Tabelle 3.1.
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Abbildung 3.4: Visualisierung der Beziehung zwischen desurig einer Instanz und der
Losung der transformierten Instanz (dunkel grau schattierter TaileiRe simultane Visuali-
sierung nussen auch die hellgrau schattierten Teile implementiert werden.

3.4 Beispiele

Wir fahren fort mit einer detaillierten Beschreibung von vier Reduktionen, an denen
wir unser Konzept umgesetzt haben. Dabei haben wir im Einzelfall nicht alle beschrie-
benen Visualisierungs- und Interaktionsgtichkeiten realisiert, sondern jeweils nur

die fur das betrachtete Beispiel interessanten Teile. Zwei der folgenden Lerneinheiten
wurden von uns spezieluf Ubungsaufgaben entwickelt und konnten zur deren Be-
arbeitung von den Studierenden im Rahmenldleangen zur Vorlesunginformatik

lII* benutzt werden. Wir berichtenber diesen Einsatz und dessen Evaluation in Ab-
schnitt 3.5. Unser erstes Beispiel visualisiert eine Reduktion des modifizierten Post-

Vorlesung NachbereitungUbung  Selbststudium

interaktiv o + ++ +
visuell ++ + + +4+
Korrektur — — + o

Tabelle 3.1: Auswahl interaktiver, visuelle Elemente oder einer automatischen Korrektur in
Abhéangigkeit vom Einsatz einer Reduktion: Nicht sinnvel)( bedingt sinnvoll §), sinnvoll
(+), sehr sinnvoll ¢-+).
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schen Korrespondenzproblems auf das Halteproblem. Wir beginnen mit einer kurzen
Wiederholung einiger elementarer Begriffe aus der Berechenbarkeitstheorie.

3.4.1 Berechenbarkeit

In der Berechenbarkeitstheorie interessiert man sich unter anderetie fBeziehun-

gen zwischen verschiedenen abstrakten Berechenbarkeitsmodellen: Zum Beispiel, ob
zwei Berechenbarkeitsmodellen gleictachtig sind, das heil3t, ob mit ihnen jeweils

die gleiche Menge von Funktionen berechnet werden kann, oder ob es Funktionen gibt,
die nicht mit einem bestimmten Modell berechenbar sind. Ein wichtiges Berechenbar-
keitsmodell ist das der Turingmaschine. Wir wiederholen die wesentlichen Begriffe
im nachsten Abschnitt. Mit Hilfe eines solchen o@émlichen formalen Berechenbar-
keitsbegriffs wird in einfihrenden Vorlesungen in die Theoretische Informatik gezeigt,
dal es Funktionen (Probleme) gibt, die sich nicht berechnen (o bzw. entschei-

den) lassen. Es geht'mittlerweile zum kanonischen Ausbildungsstoff in der Theore-
tischen Informatik, zuerst die Unentscheidbarkeit des Halteproblems zu zeigen.

Auf Basis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems, werden mit Hilfe der Reduk-
tionsmethode weitere nicht berechenbare Funktionen bzw. unentscheidbare Probleme
untersucht. Von gif3erer Bedeutung ist dabei das Postsche Korrespondenzproblem.
Weiter unten zeigen wir, wie die Reduktion dieses Problems auf das Halteproblem
mit einer interaktiven Emulation des Postschen Korrespondenzproblems visuell veran-
schaulicht werden kann. Im folgenden setzen wir die Vertrautheit mit den elementaren
Begriffen einer Turingmaschine und dem Postschen Korrespondenzproblem voraus.
Die vollstindigen Definitionen finden sich in Anhang A.

Reduktion des modifizierten Postschen Korrespondenzproblems auf das Halte-
problem

Der Beweis der Unentscheidbarkeit des modifizierten Postschen Korrespondenzpro-
blems basiert auf einer Reduktion des modifizierten Postschen Korrespondenzpro-
blems auf das Halteproblem. Dazu wird eine Transformation angegeben, die eine Tu-
ringmaschine mit Anfangskonfiguration so in eine Instanz des modifizierten Postschen
Korrespondenzproblems abbildet, dal3 die Turingmaschine genau dinwdrin das
zugeloirige modifizierte Postsche Korrespondenzprobleshdr ist.

Die grundlegende Idee bei der Reduktion ist es, mit Hilfe des modifizierte Post-
schen Korrespondenzproblems die Austingen der Turingmaschine zu simulieren.
Dazu werden in geeigneter Weise die Anfangskonfiguration, die Zustbedgnge
und die Symbole der Turingmaschine in Wortpaare transformiert, so dal3 mit diesen
Paaren Schrittui’ Schritt beginnend mit der Anfangskonfiguration die Konfiguratio-
nen der Turingmaschine erzeugt werdemikén (und nur diese). Falls ein Endzustand
erreicht wird, sorgen spezielle Wortpaarewtafial3 sich die bisher erzeugte partiel-
le Losung zu einer €Sung des modifizierten Postschen Korrespondenzproblems ver-
vollstandigen &3t. Abbildung 3.5 veranschaulicht die Struktur dieser Reduktion und
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die von uns visualisierten Teile.

Turingma- Reduktionsabbildung MPKP

schine >

Emulation
uoneNw3 aAm eIl

\
Beziehung zwischen den Losungen

TM halt? | =77 7 e MPKP lésbar?

Abbildung 3.5: Beziehungen zwischendungen des Halteproblems (Turingmaschine mit Ein-
gabeband) und des modifizierten Postschen Korrespondenzproblems (MPKP)

Der hellgrau schattierte Teil reggéntiert die Darstellung von Turingmaschinen
durch eine Java-Emulation, der dunkelgrau schattierte Teiaseptiert die Darstel-
lung des (modifizierten) Postschen Korrespondenzproblems durch eine weitere Java-
Emulation. Diese beiden Darstellungen sind im Hypertettich getrennt, es gibt kei-
nen simultanen Zusammenhang zwischen den beiden Visualisierungen. Zur Visualisie-
rung der Reduktion verwenden wir lediglich die Emulation des Postschen Korrespon-
denzproblems, da die Studierenden an diesem Punkt der Vorlesung schon hinreichend
vertraut mit der Funktionsweise einer Turingmaschine sind. Die Reduktionsabbildung
wird rein textuell erkért.

Visualisierung einer Turingmaschine

Die Definition und Funktionsweise einer Turingmaschine wird durch eine von uns be-
nutzte Java-Emulation visuell untesstt. Die Studierendendsinen dort deterministi-
sche Turingmaschinen eingeben und schrittweisasaivshi lassen. Die Zustaratsie-
rungen und das aktuelle Band werden dabei angezeigt. Siehe Abbildung 3.6.

Diese Emulation ist insbesondere fTuringmaschinen geeignet, die viele Berech-
nungsschritte ausfiren. Der Hypertext zur Vorlesung eathéinige Instanzen der
Emulation mit,fleiRigen Bibern® [BRADY 1988]. Dies sind Turingmaschinen, die

1Engl.:busy beaver
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Abbildung 3.6: Java-Emulation einer Turingmaschine

auf dem Bandalphabg®b, 1} operieren und mit leerem Band (nur Nullen) starten. Fi-
xiert man die Anzaht der Zustinde dieser Turingmaschinen und ordnet man jedem

die maximale Anzahl Einsen zu, welche das Band nach Halten dieser Turingmaschine
enthdlt (falls sie alt), so bekommt man eine totale Funktion auf derurietfien Zah-

len. Von dieser Funktion — deBiberfunktion“ —wird in der Vorlesung gezeigt, dal} sie
nicht berechenbar ist. Der Hypertext egithéinige Java-Emulationen fleil3iger Biber,

die den Studierenden anschaulich vermitteln, dal3 schon bei wenigeandestdie
Anzahl Berechnungschritte und Einsen auf dem Band enorm ansteigt. Eind@rdiusf”

che Pasentation fleiBiger Biber auf Papieumdé in solch einem Fall Unmengen von
Platz verbrauchen.

Visualisierung des Postschen Korrespondenzproblems

Mit unserer interaktiven Java-Emulation des Postschen Korrespondenzproblems k™
nen die Studierenden auch komplexere Instanzen ausprobieren, um so eine bessere
Vorstellung von der Schwierigkeit des Postschen Korrespondenzproblems zu bekom-
men, siehe Abbildung 3.7.

Die Benutzungsschnittstelle der Simulation besteht aus drei Teilen: Dielsien”
ste entlalt alle wichtigen Kontrollfunktionen, wie Laden, Speichern und Eingabe von
Instanzen sowie einer unbegrenziémdo®-Funktion. Unterhalb der Men€iste wer-
den die Wortpaare der Instanz eines Postschen Korrespondenzproblems aufgelistet,
und zwar in einer di das Ausprobieren anschaulicheren Form: Das linke Wort ei-
nes Paars steht direkbér dem rechten Wort des Paars. Unterhalb dieser Wortpaare
befindet sich eine partielledsung, wobei anstatt der Indizes der Wortpaare die Wort-
paare selbst angegeben werden. Stimmen die beiden so gebildeter Wderein, so
hat man eine bSung gefunden. Dearbéreinstimmende Biix der Worter wird durch
einen gtinen Hintergrund hervorgehoben (dunkelgrau in der Abbildung). Der Studie-
rende kann durch einfache Direktmanipulationen aus den Wortpaaren versuchen, ei-
ne Losung zu konstruieren. Dazu mul3 mit der Maus ein Wortpaar ausgesucht und
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Abbildung 3.7: Emulation einer Instanz des Postschen Korrespondenzproblems

an eine Stelle in der partiellenosiing verschoben werden, in der es dann automa-
tisch eingefigt wird. Jeder dieser Schritte kann durch gligndo“-Funktion wieder
rickgangig gemacht werden. Mit Hilfe dieser Simulatiarnkien die Studierenden an-

hand von umfangreicheren Instanzen des Postschen Korrespondenzproblems ein bes-
seres Verstiidnis der Komplexat des Postschen Korrespondenzproblems gewinnen.

Visualisierung der Reduktionsabbildung

Mit Hilfe der Emulation des Postschen Korrespondenzproblems und einer vorgege-
benen transformierten Instanz einer Turingmaschinankn die Studierenden nach-
vollziehen, wie mit dem modifizierten Postschen Korrespondenzproblem, diai#usf™
ungsschritte einer Turingmaschine simuliert werden. Abbildung 3.8 zeigt die Emula-
tion einer Instanz eines modifizierten Postschen Korrespondenzproblems, welches zu
einer Beispielinstanz einer Turingmaschine gghDa eine ausffirliche Darstellung

der Reduktionsabbildung hier zu viel Raum einnehmeinde; erfiutern wir die Re-
duktion beispielhaft anhand dieser Emulation.

Das erste Wortpaa(#, q101#) zeigt die Kodierung der Anfangskonfiguration
Bq101B der Turingmaschine. Mit diesem Wortpaar muf3 begonnen werden. Das Sym-
bol # dient zur Trennung der verschiedenen Konfigurationen. Der Zusibadgng
d(q,1) = (r,0, R) wird durch das Wortpagp1, 0r) dargestellt. Da kein anderes Wort-
paar pal3t, mufld die partielleokling damit erweitert werden. Danach werden die rest-
lichen Bandzeichen mit Hilfe der Wortpaa(® 0), (1, 1), (B, B) und zum Schlufd mit
(#,#) ,kopiert‘. Das Resultat ist eine partiell®@&ling(#¢101#, #q101#0r01#),
bei der die zweite Hifte des unteren Wortes die Folgekonfiguration der Turingmaschi-
ne beschreibt. Nach einer weiteren Anwendung {br ), einem Zustandgiergang
und mehrerenKopierregeln* bekommt man die dritte Konfiguration, wie sie in obi-
ger Abbildung dargestellt ist. Wird ein Finalzustand der Turingmaschine erreicht, dann
sorgen entsprechende Wortpaareudadal? das obere Wort das untgegnholt.
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Abbildung 3.8: Simulation einer Turingmaschine mit einer Instanz des Postschen Korrespon-
denzproblems

Mit Hilfe dieses Beispiels, &rinen die Studierenden die Transformation von Tu-
ringmaschinen in Instanzen des modifizierten Postschen Korrespondenzproblems, aus-
probieren und dabei beispielhaft erfahren. Geftren einer traditionelle Darstellung
des Beispiels in der Vorlesung (es nimmt unter Auslassung vieler Zwischenschritte 2
volle Folien in Anspruch), hat diese Form der Darstellung den Vorteil, die schrittweise
Simulation der Turingmaschine mit dem modifizierten Postschen Korrespondenzpro-
blem sehr viel deutlicher zu machen.

3.4.2 PUZZLE

Die folgenden drei Beispiele visualisieren Reduktionen NP-\aniidigjer Probleme.
Doch zuvor wiederholen wir kurz die elementare Begriffe zur NP-\alidigkeit.
Ausflhrlicheres zur NP-\ollstridigkeitstheorie findet sich in einer Vielzahl von Lehr-
bichern oder in [GREY und DHNSON 1979]. Die in der Vorlesung benutzten Defi-
nitionen finden sich in Anhang A.

Es gibt zwei generelle Methoden, um die NP-Vdalstiigkeit eines Problems, C
¥"* zu zeigen:

1. Durch Reduktion eines anderes ProblemC ¥*, dessen NP-\ollstridigkeit
schon bewiesen wurde, alif (L, <, Lo).

2. Durch einen elementaren Beweis, das heil3t, durch Angabe einer berechenbaren
Funktion, die mit polynomiellen Zeitaufwand jede nichtdeterministische Turing-
maschine mit einer Eingabe in eine Instanz € X* abbildet, so da3 genau
dannw, € L, gilt, wenn die zugebrige nichtdeterministische Turingmaschine
gestartet mit der Eingabeal.’

Wir erlautern im folgenden unser Konzept zur interaktiven Visualisierung von Re-
duktionen anhand drei Beispielen von Reduktionen NP-\aildigjer Probleme. Die
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ersten beiden wurdenahtend der Vorlesung im Rahmen eingbungsaufgabe be-
handelt.

1. Ein elementarer Beweis eines Kachelungsproblems — PUZZLE —, also eine Re-
duktion nichtdeterministischer Turingmaschinen auf PUZZLE. Unser Hauptau-
genmerk liegt hier auf die Eingabe der Reduktionsabbildung und einer interak-
tiven Emulation des Kachelungsproblems.

2. Eine (einfache) Reduktion von 3SAT auf eine Variante von 3SAT — MONOTO-
NE 3SAT. Hauptaugenmerk ist die Eingabe der Reduktionsabbildung und die
automatische Verifikation einiger ihrer Eigenschatften.

3. Eine (komplexe) Reduktion von 3SAT auf das Problem Hamiltonscher Kreise —
GHK. Hauptaugenmerk liegt hier auf die simultane und interaktive Visualisie-
rung der beiden Probleme.

In der Vorlesung wird die NP-Vollstidigkeit von SAT durch einen elementaren
Beweis und von 3SAT durch eine Reduktion von SAT bewiesen. Im Skriptum zur
Vorlesung ist zuatzlich eine Reduktion des Kachelungsproblems auf SAT angeben.
Zusammengenommen bilden diese Probleme einen zusarangstiden, Redukii-
onsbaum®, der den Anfang einer ganzen Hierarchie von Reduktionen darstellt, siehe

Abbildung 3.9.

PUZZLE — SAT

|

3SAT

MONOTONE 3SAT GHK

Abbildung 3.9: Hierarchie der zur Vorlesung behandelten Reduktionen

PUZZLE

Die folgende Darstellung des Kachelungsproblems orientiert sich an den Definitionen
und dem Beweis in [WGNER 1994].
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Definition 3 (PUZZLE)

e INSTANZ: ¥ sei ein endliches Alphabet;, ..., T, € ¥* n > 1 seien Typen
von, Kacheln“, wobeia, b, ¢, d) den Typ einer Kachel mit oberer Seiterechter
Seiteb, unterer Seite und linker Seitel bezeichnet, und’ € £, ¢ > 1 sei ein
guadratischer Rahmen.

e FRAGE: Ist es mglich den Rahmei®’ so mit den Kacheln von Ty, ..., T,
auszutillen, dal3 jede Seite einer Kachel an die Seite der benachbarten Kachel
oder dem Rahmen pal3t?

Dieses Entscheidungsproblem kann mit Hilfe einer visuellen Darstellung von In-
stanzen vermittelt werden, indem die Kacheln anschaulich als Quadrate mit Kanten-
markierungen und der Rahmen als Quadrat mit markierten Rechtecken dargestellt
wird. Abbildung 3.10 zeigt eine derartige visuelle Darstellung @sbéren Instanz
Y ={1,2,3,4,5},t = 3, F = (1,2,3,1,1,3,2,5,2,2,3,5), Ty = (2,3,2,4), T, =
(2,1,2,3), T3 = (1,4,2,2), T, = (4,4,5,5),Ts = (2,5,2,5). Der quadratische Rah-
menF einer Instanz ist dabei ausgehend von der linken oberen Ecke in Uhrzeigersinn
visuell dargestellt.

2 Z 1 2 4 Z
4 3|3 1112 4111 51 4115 g
¢ c Z 4 ] c
1 2 £
Z 1
3 1
Gl d
Z G £

Abbildung 3.10: Visuelle Darstellung einer Beispielinstanz von PUZZLE

Fur den Beweis der NP-Vollatidigkeit von PUZZLE wird eine Turingmaschine
mit einseitig-unendlichem Band betrachtet. Von dieser Variante von Turingmaschi-
nen wird in der Vorlesung bewiesen, dal3 sie (mit lediglich polynomiellen Zusatz-
aufwand) die gleiche Menge von Funktionen berechnen, wie Turingmaschinen mit
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zweiseitig-unendlichem Band. Aufgrund diegejuivalenz stellt dieser Ansatz keine
Einschankung zur Definition NP-vollstridiger Probleme dar. Der Beweis diyui-
valenz wird uns noch in Kapitel 7 im Zusammenhang mit einer Beweisanimation
besclaftigen.

Im zentralen Teil des Reduktionsbeweises ist zu zeigen, dal3 jedes Prbbiem
NP, L C ¥*, polynomiell und tsungserhaltend auf PUZZLE abgebildet werden kann.
Nach Definition von NP und Entscheidbarkeit (Def 18) existiert ein Polypamnd
eine (einseitig-unendliche) nichtdeterministische Turingmaschindie genau dann
nachp(|w|) Schritten auf Eingabe € ¥* mit Ausgabel halt, wennw € L gilt. Fir
den elementaren Beweis mul} also aus der Beschreibun@ wor einer gegebenen
Eingabe eine Instanz von PUZZLE konstruiert werden, welche genau dsinar list,
wennT’ auf der Eingabe mit Ausgaliehalt.

Die Grundidee des Beweises ist es, die nichtdeterministische Turingmagchine
mit der zugebrigen Instanz von PUZZLE zu simulieren. Dazu wird eine Konfigura-
tion vonT und alle noglichenUberginge in eine Reihe von Kacheln kodiert. Diese
Kacheln missen so gestaltet werden, daf3 eine Reien Kacheln genau dann unter
der datiberliegenden Reihe palit, wenrzu einer Folgekonfiguration von' korre-
spondiert. Die obere Seite einer Kachel etdas Symbol der zugehgen Zelle vom
Band der Turingmaschine. Wenn der Schreib-/Lesekiyeir ‘einer Zelle steht, dann
wird noch der aktuelle Zustand zur oberen Seite der zoiggéri Kachel hinzugejt
und die linke und rechte Seite der Kachel wird zur Simulation der Kopfbewegjeg -
das Band verwendet. Die untere Seite der Kachelanthé Information €ii die re-
sultierende Konfiguration. Der Rahmen der Instanz hat daf€&ir'= p(|w|). Er wird
wie folgt erzeugt: Die obere Seite wird aus dem Zustand des initialen Bandes und dem
aktuellen Zustand voifi konstruiert; die untere Seite stellt das Ausgabeband mit Aus-
gabel dar; die linke und rechte Seite des Rahmens wird mit einem speziellen Symbol
(#) aufgetillt, welches nicht inX vorkommen darf. Abbildung 3.11 veranschaulicht
die Struktur dieser Reduktion und die von uns visualisierten Teile.

Der hellgrau schattierte Teil regéntiert die Eingabe der Reduktionsabbildung,
der dunkelgau schattierte Teil reggentiert die interaktive Emulation von PUZZLE.
Der Studierenden kann eine nichtdeterministische Turingmaschine eingeben, die von
ihm genauer spezifizierte Reduktionsabbildung wird darauf angewendet und anhand
der interaktiven Emulatioral3t sich dann experimentell Vertrauen in die eigene Abbil-
dung gewinnen oder der Studierende kann sich durch ein Gegenbeispielultsaren -
zeugen, dal3 er keine geeignete Abbildung eingegeben hat. Die Turingmaschine mit
einseitig-unendlichem Band wird nicht visualisiert, da die Studierenden zu diesem
Zeitpunkt der Vorlesung hinreichend damit vertraut sind.

Visualisierung von PUZZLE

Der Hypertext zur Vorlesung erdlt'eine Java-Emulation einer Instanz von PUZZLE
(Abbildung 3.12). Der Lernende kann die Kacheln mit der Mausadmeri und versu-
chen damit den Rahmen zullEén. Falls die benachbarten Seiten zweier Kacheln oder
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Abbildung 3.11: Visualisierung der Reduktion von PUZZLE

einer Kachel mit dem Rahmen nicht passen, dann werden diese Teile mit schwarzer
Hintergrundfarbe hervorgehoben. Der Vorteil dieser Emulation geggmder Papier-
version ist eine direkte visuelleukkmeldung von falschen und korrekten Versuchen
die Instanz zudsen. Dies macht es einfacher tien Lernenden, das Problem im De-

tail zu verstehen. Nach kurzem Experimentieren sollten die meisten Benutzer mit dem
Problem vertraut sein.

Visualisierung der Reduktionsabbildung

Abbildung 3.13 zeigt eine Instanz von PUZZLE die zu einer bestimmten, hier nicht
naher erdiuterten Turingmaschine gath.'Die obere Seite korrespondiert zur initialen
Konfigurationg; 01 B und die untere Seite korrespondiert zu der geschten Endkon-
figurationg,100B. Die erste Reihe von Kacheln korrespondiert zu der initialen Kon-
figurationq,01B (obere Seiten der Kacheln) und zur einer FolgekonfiguratiphB
(untere Seite der Kacheln); die Kachel in der oberen linken Ecke simuliet/den
gang(qi1,0) — (¢1,1, R).

Der schwierige Teil des Beweises besteht darin, die richtige Reduktionsabbildung
zu finden. kit einen einfihrenden Kurs in die Theoretische Informatik ist diese Auf-
gabe zu komplex, um ohne Hinweise g&tizu werden. Um die Suche nach der kor-
rekten Transformation zu erleichtern, kann mit unserer interaktiven Visualisierung der
Reduktion der Lernenden die Transformation selbst spezifizieren und eingeben. Nach
der Eingabe einer Turingmaschine wird die Transformation automatisch angewendet,
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Abbildung 3.12: Bildschirmphoto der Java-basierten Emulation eiogdien Instanz von
PUZZLE. Die Kachel in der Mitte paf3t nicht. Die nicht passenden Teile der Kachel und ih-
rer Nachbarfelder werden automatisch schwarz hervorgehoben.

um die entsprechende Instanz zu erzeugen. Diese wird wie zuvor beschrieben simu-
liert. Damit kann der Lernenden anhand von Beispielinstanzen die Eigenschaften sei-
ner Transformation validieren.

Der Rahmen wird automatisch aus dem Eingabeband und deingeivén Ausga-
be konstruiert. Es ist deswegen nicht notwendig, dafl3 der Lernende selbst diesen Teil
der Transformation spezifiziert. Desweiteren ist die graphische Benutzungsschnitt-
stelle so gestaltet, daloNg unsinnige Transformationen nicht eingegeben werden
konnen.

Fur die Eingabe der Transformation haben wir die Typen der Kacheln iaAdpg-
keit der verschiedenen Aktionen und Zarstien der nichtdeterministische Turingma-
schine aus,Sicht* der Zellen in folgende sechs verschiedene Kategorien eingeteilt
(beachte dabei, dal3 eine Kachel immer mit einer Zelle des Bandes korrespondiert):

1. Weder vor noch nach einem Schritt der nichtdeterministischen Turingmaschine
ist der Schreib-/Lesekopiber dieser Zelle (Kachel).

2. (p,b,R) € 0(q,a), das heillt, der Schreib-/Lesekopf igier dieser Zelle, ein
neues Symbalt wird in diese Zelle geschrieben, der Schreib-/Lesekopf bewegt
sich nach rechts und der interne Zustand der nichtdeterministische Turingma-
schine wechselt naah

3. (p,b,L) € 6(q,a), analog zu 2.
4. (p,b,U) € §(q,a), analog zu 2.
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Abbildung 3.13: Eine teilweise ausg#ifé Instanz von PUZZLE, die zu einer nichtdetermini-
stischen Turingmaschine ga.”

5. Der Schreib-/Lesekopf bewegt sich von links in die Zelle.
6. Der Schreib-/Lesekopf bewegt sich von rechts in die Zelle.

In diesen Kategorien sind, b und ¢, p Platzhalter @i die zugebiigen Symbole und
Zustinde der nichtdeterministischen Turingmaschine. Durch eine Mehrfachagéswahl
der Symbole, Zusiride oder Paaren von Symbolen und Zod€n kann der Benutzer
die Transformationui’ eine Kategorie eingeben. Abbildung 3.14 zeigt die Eingabe
fur die Kategorie 2 und 5). Dieser Ansatz der Mehrfachauswahl erleichtert es den
Lernenden, die korrekte Tranformation zu finden und verhindert unsinnige Eingaben.
Nachdem die Transformation auf diese Weise spezifiziert ist, kann der Studierende
eine nichtdeterministische Turingmaschine eingeben und die automatisch erzeugte In-
stanz von PUZZLE eingehender untersuchen. Die Studierermiamek mit Hilfe der
Emulation der Instanz ihredsung experimenteliberprifen und Sicherheit in die Kor-
rektheit der Transformation gewinnen oder sie durch ein Gegenbeispiel widerlegen:
Zum Beispiel durch Eingabe einer Turingmaschine, die bei einer bestimmten Eingabe
mit Ausgabel ankglt, ohne das die zugehge Instanz von PUZZLEoKbar ist oder
umgekehrt. Ist dies der Fall, dann kann der Studierende die Transformation modifizie-
ren und dessen Korrektheit erneut durch Experimentieren validieren oder falsifizieren.

2Engl.: multiple-choice
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(a) Vollstandige, korrekte (b) Partielle Eingabe zu
Eingabe zu Kategorie 2 Kategorie 5

Abbildung 3.14: Eingabe der Transformation: (a) zeigt die korrekte Eingabeid Katego-
rie 2, (b) zeigt die teilweise eingegebene Kategorie 5.

3.4.3 MONOTONE 3SAT

Wir betrachten nun ein weiteres Entscheidungsproblem, dessen NPandlgeit
nicht wie bei PUZZLEuber einen generischen Beweis bewiesen wird, sondern durch
eine Reduktion von 3SAT, dem Eitfbarkeitsproblem aussagenlogischer Klauselmen-
gen mit Klauseln, die ausochstens drei Literalen bestehen.

Definition 4 (3SAT)

e INSTANZ: Eine Klauselmengé, so dal3 jede Klausel i aus lochstens drei
Literalen besteht.

e FRAGE: IstS erflillbar?

Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, nehmen wir an, daf3 die Instanzen von 3SAT in
einer Sprachd. C X* kodiert sind. Desweiteren identifizieren wir den Namen des
Problems 3SAT mit der Menge aller alibharen Klauselmengen.

Um Erfahrungen mit dem Beweisen NP-vddstliger Probleme zu gewinnen, hat-
ten die Studierendenatitend detUbungen zur Vorlesunginformatik 11I* die Ge-
legenheit, von folgender Variante von 3SAT (ausAREY und JOHNSON 1979]) zu
zeigen, dal3 sie NP-volmtdig ist:

Definition 5 (MONOTONE 3SAT)
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e INSTANZ: eine Klauselmengé, so dal’ jede Klausel if aus lochstens drei
Literalen besteht und entweder nur negative oder nur positive Literalalenth”

e FRAGE: IstS erflillbar?

Wir nennen Klauseln positiv (negativ), wenn sie nur aus negativen (positiven) Li-
teralen bestehen. Der Beweis der NP-Valtstigkeit von MONOTONE 3SAT basiert
auf einer polynomiellen Reduktion von 3SAT auf MONOTONE 3SAT. Klauseln einer
Instanz von 3SAT, die nicht der Form von MONOTONE 3SAT ggeri, werden in ei-
ne Menge von Klauseln transformiert, die nur positive und negative Klauselalenth™
Dazu wird in einer nicht negativen (nicht positiven) 3SAT-Klausel ein positives (nega-
tives) Literalz (—x) durch ein neues negatives (positives) Literal (u) in der posi-
tiven (negativen) Klausel ersetzt und eine neue Klavsel —x (u Vv z) der Klausel-
menge hinzugefgt. Klauseln einer Instanz von 3SAT, die schon die in MONOTONE
3SAT verlangte Form besitzen, werden nichtaretért. Im Beweis ist dann zu zeigen,
dal3 eine Instanz von 3SAT genau danmuBsr ist, wenn die transformierte Instanz
erfullbar ist.

Die Hauptschwierigkeit der Studierenden bestand darin, eine solche geeignete Ab-
bildung zu finden. Die Idee, ein Literal durch ein neues Literal zu ersetzen, wurde
schon bei der Reduktion von SAT auf 3SAT in der Vorlesung benutzt. In Rahmen der
Ubungsaufgabe sollten die Studierenden diese Idee aufgreifen, um einen Reduktions-
beweis tir MONOTONE 3SAT zu schreiben. Der Beweis wurde von studentischen
Mitarbeitern (Tutoren) korrigiert. Wir haben eine Software entwickelt, mit dem die
Studierenden ihre Abbildung eingeben und automatigoérpifen lassen konnten.
Das Programm verifiziert die Reduktionsabbildung automatisch und gibt detaillier-
te Hinweise, falls die Transformation fehlerhaft ist. Die Instanzen selbst werden dabei
nicht visualisiert. Korrekt bedeutet in diesem Fall, dal? die Transformation polynomiell
berechenbar unasungserhaltend ist. Abbildung 3.15 zeigt schematisch die Redukti-
on.

Visualisierung der Reduktionsabbildung

Durch eine automatischdberptifung der Reduktionsabbildung konnten die Studie-
renden vor Abgabe und Korrektur ihreosling erfahren, ob die ihrem Beweis zu-
grunde liegende Reduktionsabbildung korrekt war. Der Beweis selbst konotéatat”
noch Fehler enthalten und wurde deswegen noch traditionell vom Tloéopiift. Ab-
bildung 3.4.3 zeigt die Eingabemaske dieses automatischen Tutors im Hypertext zur
Vorlesung.

Mit Hilfe dieser Eingabemaske kann eine Transformatiovon 3SAT auf MO-
NOTONE 3SAT durch Eingabe der Bilder vanauf zwolf verschiedene Typen von
Klauseln definiert werden. Diese Typen charakterisieren atiglichien Klauseln ei-
ner Instanz von MONOTONE 3SAT. Zu jeder Klaugelerste SpaltgUrbildbereich®
in Abbildung 3.4.3) kann eine Menge von Klauseln eingegeben wey@#d (). Klau-
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Abbildung 3.15: Eingabe und Verifikation der Reduktionsabbildung bei einer polynomiellen
Reduktion von 3SAT auf MONOTONE 3SAT.

seln werden als Folgen von Literalen getrennt dui¢lflogische Disjunktion) einge-
ben. Literale sind entweder aussagenlogische Variablen (gegeben durch kleine Buch-
staben) oder Variablen mit voranstehender NegatiorEine Menge von Klauseln ist
eine durch Komma getrennte Folge von Klauseln. Die vierte Reihe in Abbildung 3.4.3
definiert zum Beispiet(z v —y) als die Meng€x V u, =u V =y} von nicht tautolo-
gischen Klauseln mit einer positiven und einer negativen Klausst.eine dabei neu
eingefihrte aussagenlogische Variable.

Nachdem ein Student die Transformation velfslig oder partiell eingegeben und
,AbbildungUberpufen* gedrickt hat, wird automatischberptift, ob die Transforma-
tion eine Abbildung von 3SAT nach MONOTONE 3SAT darstellt, und ob siallerf”
barkeitserhaltend ist oder nicht. Die polynomielle Berechenbarkeit der Transformation
wird implizit durch das Eingabeformat sichergestellt: nicht polynomielle berechenbare
Funktionen lassen sich nicht eingeben.

Falls, wie in unserem Beispiel, die Transformation nicht korrekt ist, dann gibt das
Programm detaillierte Meldungemér die gemachten Fehler meK'(Abbildung 3.17).
Zum Beispiel, wurde in der siebten Reihg tlie Klausebz vV —yV -z (—x | —y | —2
bei ersten SpaltgUrbildbereich*) kein Bild angegeben (zweite SpalBldbereich®).
Die Informationtiber eine fehlerhafte Reduktion ist durch rote Farbe (dunkler Grau-
ton) in der dritten SpalteBemerkungen® hervorgehoben. Falls die Reduktion nicht
erfullbarkeitserhaltend ist, gibt das Programm zu jedem entsprechenden Teil einer
Klausel ein Gegenbeispiel in Form einer Interpretatioruezky ‘welche beschreibt,
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Abbildung 3.16: Eingabe einer Transformation
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Abbildung 3.17: Ausgabe des automatischen Tutors
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warum die Reduktion an dieser Stelle zu einem fehlerhaften, das heif3t, niclt erf”
barkeitserhaltendem Ergebnigitt. (Erste Reihe in Abbildung 3.17). Mit Hilfe dieser
Unterstitzung, kann eine korrekte Reduktion gefunden werden, bevor sie und der zu-
gelorige Reduktionsbeweis von den Tutoren korrigiert wird.

Da es im allgemeinen unentscheidbar ist, ob eine Funktierullbarkeitserhal-
tend ist oder nichtberptift unser Programm einesskKere, entscheidbare Bedingung:

e Jedes Modell einer Instartzvon 3SAT kann zu einem Modell der transformier-
ten Instanz-(S) erweitert werden und

e Jedes Modell einer InstanZ.5) ist ein Modell vons.

Aufgrund dieser Einsclankung lonnen nicht alle etfilbarkeitserhaltenden Re-
duktionen automatisch als korrekt identifiziert werden. Fallzim Beispiel eine er-
fullbarkeitserhaltenden Abbildung ist, die obigen Bedingungenigenann kann dar-
aus eine weitere arfibarkeitserhaltenden Reduktion konstruiert werden, indem die
Vorzeichen der Literale in der resultierenden Klauselmenge invertiert werden. Die so
erzeugte Abbildung ist euflbarkeitserhaltend, geigt aber nicht mehr obiger Bedin-
gung! Die so konstruierten Abbildungen sind allerdings etyuasatirlich®, insbeson-
dere kommen Studierenden normalerweise nicht auf solche kompliziesgamgén.
Deswegen ist obige Einsamkung beim Einsatz in der Ausbildung nicht sonderlich
hinderlich. Sie erraglicht es, polynomiell berechenbare Transformation auf obige be-
schriebene einfache Art und Weise einzugegeben. Die einfache Eingahiét elet’
Studierenden allerdings nicht aus der Verpflichtung, im anschlieRenden schriftlichen
Beweis zu zeigen, dal’ die Reduktion polynomiell berechenbar untbarkeitserhal-
tend ist.

Unser Programm ist in der Skriptsprache Perl implementiert und in unserem Hy-
pertext mit Hilfe des Common Gateway Interface eingebunden. Das Programm selbst
ist recht klein: es besteht aus ungjef'500 Zeilen (ohne Kommentare). Der Hauptteil
des Programms ist eine Implementierung eines Tableau-basierten automatischen Be-
weisers @ir Aussagenlogik. Er wird dazu verwendet, um sowohl obige eingaskte”
erflllbarkeitserhaltenden Eigenschaften zu testen als auch die Gegenbeispiele zu er-
zeugen.

3.4.4 Gerichteter Hamiltonkreis

Das im Jahre 1859 von Sir William Hamilton (1805-1865) nach ihm benadhental-
tonsche Problengelort zum Standardrepertoire der algorithmischen Graphentheorie.
Es wird im Grundstudium der Informatik im Zusammenhang mit Graphenproblemen
sowie der dort behandelten Graphenalgorithmen vorgestellt ustersim’ der Kom-
plexitatstheorie eingehender untersucht. Wir betrachten eine Formulierung des Hamil-
tonschen Problemsuf gerichtete Graphen. Eine analoge Variaafét ISich auchut’
ungerichtete Graphen aufstellen.
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Definition 6 (Gerichteter Hamiltonkreis (GHK))

e INSTANZ: Ein gerichteter Graply = (V, E') mit Knotenmengéd” und Menge
E CV x V von Kanten.

e FRAGE: BesitztG' einen Rundweg durch den Graphen, so dal jeder Knoten
genau einmal besucht wird ?

GHK ist NP-vollstindig. Bewiesen wird diesblicherweise mit einer Reduktion
von 3SAT. Der Beweis und die dabei verwendete Reduktionsabbildung ist im Ge-
gensatz zur Reduktion von SAT auf 3SAT oder von 3SAT auf MONOTONE 3SAT
nicht einfach. Die meisten Lehubher, die diese Reduktion behandeln, hegi ' sich
mit einer umgangssprachlichen Definition der Reduktionsabbildung und einer knappen
Erlauterung, warum sie eribarkeitserhaltend ist. Da die Definition der Reduktions-
abbildung recht umberschaubar ist und der durch die Reduktion entstehende Graph
sehr schnell anachst, haben viele Studierende erfahrungsgfegrofle Probleme, die
Reduktion zu verstehen. Ist andererseits die Reduktionsabbildung und der Zusammen-
hang zwischen dendsungen der Instanzen gut verstanden worden, dann braucht der
Beweis auch nicht mehr besonders atishich zu sein, um die NP-Vollatidigkeit von
GHK einzusehen.

Unsere folgende Beschreibung der Reduktionsabbildung ist weitgehend umgangs-
sprachlich gehalten, in einer Form, so wie sie in den meisten Standanttéler”
vorkommt. Rir weitere Informationenber den Beweis, sei hier auf ein Lehrbuch ver-
wiesen, etwa [VEGENER 1993] oder [PERSCHNEIDERUNd HAMMER 1996].

S ={ci,...,cn} sei eine Menge mitn aussagenlogischen Klausein= z;; v
Zio V ziz Mit 2z € 1,74, ..., Ty, 72, Wir beschreiben die Reduktionsabbildung
informell. Man konstruiert aus' einen gerichteten Graphen = 7(S) = (V, E) in
mehreren Schritten. Jede VariableSrwird durch jeweils einen Knoten in(S) und
jede Klausel inS wird durch jeweils einen Teilgraphen bestehend aus sechs Knoten in
7(S) reprdsentiert. Die genaue Struktur der Teilgrapherdié Klausel:; vV -z, V -y
zeigt Abb. 3.18. Es ist hilfreich, sich diese Teilgraphenaalrst als,black box* mit
drei eingehenden und drei ausgehenden Kanten vorzustellen - jeweils eine eingehende
und ausgehende Kantarféines der drei Literale der Klausel. Jeder Variablenknoten
besitzt zwei eingehende und zwei ausgehende Kanten. Die horizontale Eingangskante
der Knoten auf der linken Seite des Teilgraphenaspntieren eine positive Belegung
der Variablen, die vertikale Eingangskante innerhalb des Teilgraphen eine negative.
Analog repasentieren die horizontale Ausgangskante der Knoten auf der rechten Seite
des Teilgraphen eine positive, die vertikale Ausgangskante innerhalb des Teilgraphen
eine negative Belegung der Variablen.

Die restlichen Kanten spiegeln die Struktur der Formel im Graphen wiedejef"
de Variable werden zwei Pfade einggt; die die positiven und negativen Vorkommen
der Variablen in den einzelnen Klauseln der Reihe nach besuchen. Schliel3lich werden
die beiden Pfade mit derachsten Variablen verbunden bzw. der ersten, falls es keine
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Abbildung 3.18: Reduktionsabbildung: Struktur der Teilgraphen

weitere Variable mehr gibt. Etwas detaillierter bedeutet dies: Startpunéefi positi-

ven Pfad zui-ten Variablen ist der VariablenknoterKommt die zugebrige Variable

im [-ten Literal derk-ten Klausel positiv vor, so wird der positive Pfad um eine Kante
vom bisherigen Endpunkt zufrten Eingangsknoten désten Klauselteilgraphen er-
weitert. Der neue Endpunkt des positiven Pfades wird dani-tieAusgangsknoten
desk-ten Klauselteilgraphen. Sind alle positiven Vorkommen der Variablen besucht,
so wird der Endpunkt des Pfades mit deathsten Variablenknotent- 1 verbunden.
Analog vergihrt man iir die negativen Vorkommen der Variablen.

Abbildung 3.19 zeigt schematisch die Reduktion und unsere Visualisierung dazu.
Mit dem von uns entwickelten Java-Programomkén die Studierenden Instanzen von
3SAT eingeben. Die Reduktionsabbildung wird automatisch auf diese Instanzen ange-
wendet und der zugehige Graph wird graphisch dargestellt (oberer hellgrau schattier-
ter Teil). Daniberhinaus kann der Studierende (partielleplrigen der eingegebenen
Instanz oder der transformierten Instanz angeben (dunkelgrau schattierte Teile). Spezi-
elles Augenmerk wurde dabei auf die Veranschaulichung der besonderen Eigenschatf-
ten einer Reduktion gelegtanilich die simultane Korrespondenz vondiingen zu
Instanzen der beiden zugeigen, in Zusammenhang gebrachten Problemstellungen
(unterer hellgrau schattierter Teil). Dadurch wird der Zusammenhang zwischen einer
erflllenden Belegung der Klauselmenge und einem Hamiltonkreis im erzeugten Gra-
phen durch das Applet graphisch deutlich gemacht.
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Abbildung 3.19: Visualisierung der Reduktion von 3SAT auf GHK

Visualisierung der Reduktion

Nach dem Start des Applets erscheint eine Eingabemaske, in der eine eigene Klausel-
menge eingegeben oder aus einer Liste voreingestellter Klauseln aldgewiden

kann. Hat man die Eingabe abgeschlosserabdich durch Betigen eines Schalters

der zur Klauselmenge gehige Graph der Reduktion berechnen und anzeigen. Die
Anwendung der Reduktionsabbildung selbst wird nicht visualisiert, sondern nur die
Eingabeinstanz und der resultierende Graph.

Visualisierung der Probleme

3SAT Die Klauselmenge wird im wesentlichen textuell dargestellt. Abbildung 3.20
zeigt die Darstellungui'die erfillbare Menge{x; V —x1 V =z, 23 V 21 V 2o }.

Die in der Menge vorkommenden Variablen sind am unteren Rand der Reihe nach
aufgelistet (Variablen der Formeln®). Daber ist die Menge selbst im speziellen Ein-
gabeformat des Applets dargestelirigegebene Formel*): Eine Klausel besteht dabei
aus fochstens drei Literalen, die durch ein Komma getrennt werden. Sie wird durch
einedffnende ({*) und eine schlieBende ') geschweifte Klammer begrenzt. Ein ne-
gatives Literal wird durch ein vor dem Bezeichner gestelltégekennzeichnet. Am
oberen Rand sind von oben nach unten die einzelnen Klauseln der Menge aufgelistet.
Links im Eingabeformat,Klauseln der Formeln*) und jeweils rechts daneben sind
die drei Literale der Klausel separat aufgieft (,Literale der Klausel*). Die Farben
markieren die von einer partiellen Interpretatioruéitéin (gnin, mittleres Grau in der
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Abbildung 3.20: Visualisierung einer Instanz von 3SAT und eines partiellen Modells der In-
stanz

Abbildung), nicht ertillten (rot, dunkles Grau) und noch nicht genauer spezifizierten
Teile der Klauselmenge (gelb, helles Grau). Die partielle Interpretation wird interak-
tiv durch Anwéhlen der aufgelisteten Variablen und Literale mit der Maus angegeben:
Durch einmaliges Anafilen einer unspezifizierten Variablen bzw. Literal (gelb) wird
es mit dem Wahrheitswert WAHR belegt (gn); alle Literale, die diese Variable enthal-
ten bzw. die Variable, die in diesem Literal enthalten ist, und alle weitere Vorkommen
des Literalsandern simultan ihre Farbe. Durch weiteres Amen werden sie entspre-
chend mit dem Wahrheitswert FALSCH (rot) und dann wieder als unspezifiziert (gelb)
markiert. Auf diese Weise kann der Studierende sehr leicht eine Belegung der Varia-
blen angeben und sofort visueibérprifen, ob die Klauselmenge oder Teile davon
erfullt sind oder nicht.

Hamiltonkreis Das Hamiltonkreisproblem wird nicht separat, sondern nur in Zu-
sammenhang mit der Reduktion visualisiert. Dargestellt werden also nicht beliebige
gerichtete Graphen, sondern lediglich der zu einer Instanz von 3SAirigetGraph.
Abbildung 3.21 zeigt den zur Klauselmen@g Vv -z, V o, x3 V21 V25 } gelorigen
Graphen.

Die beiden Blocks von jeweils sechs Knoten eeg@ritieren die zwei Klauseln der
Beispielinstanz. Sie sind geafd"der Definition der Reduktionsabbildung wie in Ab-
bildung 3.18 skizziert mit Kanten untereinander verbunden. Die drei Knoten ober-
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E%'Applet Viewer: Reduktionen StartAppler.class

Applet started.

Abbildung 3.21: Visualisierung einer transformierten Instanz

halb davon entsprechen den in der Beispielinstanz vorkommenden Variablen. Sie sind
ebenfalls geral? der Definition der Reduktionsabbildung mit Kanten untereinander
verknipft. Dabei entspricht eine gné Kante einem Pfad zu einem positiven Vorkom-
men und eine rote Kante einem Pfad zu einem negativen Vorkommen der Variablen in
einem zu den Klauseln gehigen Knoten (in der schwarzweil3-Abbildung leider nicht

zu erkennen).

Zu jedem der einzelnen Graphelemente existieren Hilfetexte, diamgeiem Ver-
bleiben des Mauszeigetbér dem entsprechenden Element erscheinen. Wie bei der
Darstellung einer Instanz von 3SAT, regentiert die B'bung der Graphknoten den
Wahrheitswert der zugehigen Variablen, die zum jeweilige Knoten geh Analog
kann durch Klicken auf den Knoten dieser Wahrheitswerandeit werden.

Visualisierung der Beziehungen zwischen dendsungen

Um die Beziehung zwischen einer eingegebenen Klauselmenge und denorzugeh”
gen Graphen besser verdeutlichen und experimentell erfahrearmek; besteht ein
simultaner Zusammenhang zwischen einer eingegebenen partiellen Interpretation im
Klauselfenster und einem partiellen Hamiltonkreis im Graphenfenster. Abbildung 3.22
zeigt die Frbung des Graphen zur in Abbildung 3.20 durch den Benutzer angegebenen
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Interpretation.

Eg-_?,ﬁpplet Viewer: Reduktionen.StartApplet.class
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Applet started.

Abbildung 3.22: Beispielbelegung der Literale

Eine blaue Brbung einer Kante verdeutlicht, das diese zu dem gesuchten bzw.
konstruierten Pfad dazugett, der bei einer edilenden Belegung der Formel einen
Kreis bildet bzw. bilden soll (in schwarzweil3-Abbildung leider nicht zu erkennen).
Ein Kante kann durch Klicken zum Pfad hinzugenommen oder aus dem Pfad ent-
fernt werden. Wird ein rmglicher Teilweg des Kreises durch die Auswahl einer Kante
vervollséndigt, so belegt das Applet die zugeigé Variable entsprechend den Aus-
sagen im Beweis. Dies bedeutet jedoch nicht, dal3 der vermotigite Teilweg auch
tatsichlich zu einem Kreis im Graphen geh So lohnen durch das einfache Klicken
auf die Knoten und Kanten im Graphen wahlweise beide Implikationed\deiva-
lenzeigenschaft der Reduktion getrennt voneinander oder gleichzeitigfigeprden:

Man kann einen Kreis im Graphen suchen und nach dem Finden eines solchen ei-
ne erfillende Belegung der Formel ablesen, oder man sucht einkeadé Belegung

und sieht nach dem Bestimmen einer solchen einen Kreis im Graphen, oder aber man
fuhrt einfach beides gleichzeitig durch, um einen Kreis oder eindlentie Belegung

zu bestimmen.
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3.5 Einsatz und Evaluation

Wiahrend deilUbungen zur Vorlesunginformatik 111 im WS 97/97, haben wir die

in Abschnitt 3.4.2 (PUZZLE) und Abschnitt 3.4.3 (MONOTONE 3SAT)aettiérten
interaktiven Lerneinheiten eingesetzt und deren Verwendung seitens der Studieren-
den auf Basis eines Fragebogens ausgewertet. Im Rahmen dareeguféiwilli-
genUbungen, waren zwei Reduktionsaufgaben zu bearbeiten: Ein elementarer NP-
\ollstandigkeitsbeweis von PUZZLE und eine Reduktion von 3SAT auf MONOTO-
NE 3SAT. Letztere war einfach zwsén, falls der zuvor in der Vorlesung behandel-

te analoge Reduktionsbeweis von SAT auf 3SAT verstanden wurde. Die Aufgabe zu
PUZZLE war hingegen umfangreicher und schwieriger. Bei der Aufgabenbeschrei-
bung und dem zugehigen Applet wurde deswegen aledungshinweis ein Kacheltyp
vorgegeben. Die @Sung zu den Aufgaben war schriftlich abzugeben und wurde von
studentischen Mitarbeitern (Tutoren) korrigiert. Die Software konnte benutzt werden,
um die eigene bSung genauer zu untersuchen, bevor sie zu Papier gebracht wurde.
Die Software war auf deruf"die Studierenden eingerichteten Rechnern im Rechen-
zentrum (AB-Pool) installiert und konnten mit einem WWW6sB¢ier benutzt werden.

Das PUZZLE-Applet mit HTML-Anleitung konnte als Datei vom Netz geladen und
alternativ von den Studierenden auf einem heimischen Rechner benutzt werden. Da die
Software zu MONOTONE 3SAT Server-basiert ist, konnten die Studierenden darauf
lediglich on-lineiber das WWW zugreifen.

Einige Tage, nachdem die Studierenden ihre korrigiertesubgen zwckerhalten
hatten, wurden die Frage@én in der Vorlesung verteilt, ausgéf'und anschlielRend
wieder eingesammelt. Mit der Evaluation sollte herausgefunden werden, wie viele
Studierenden das zaizliche multimediale Angebot nutzen und — basierend auf einer
Selbsteinscatzung —, ob es ihnen bei der Bearbeitung der Aufgaben geholfen hat.

Weil die Antworten auf eine reine Selbsteinatiiing beruhen, sind die Ergebnisse
nicht objektiv und daher mit Vorsicht zu interpretieren. Die Evaluation ist auch nicht
repsentativ, da viele Studierende nicht regeBig (einige leideuberhaupt nicht)
zur Vorlesung erscheinen. Diese Studierenden nehmen erfahrurgf$géer 'auch gar
nicht an denUbungen teil, so daR? dieses atdiche Angebot von ihnen nicht wahr-
genommen wurde. Die zur Umfrage verwendeten Frageb'haben wir in Anhang E
aufgefihrt.

3.5.1 Auswertung zu MONOTONE 3SAT

58 Studierenden haben den Fragebogen beantwortet. Von diesen haben 43 die Aufgabe
bearbeitet. 10 davon haben die Software benutzt. Tabelle 3.2 zeigt die Auswertung zu
den Fragen, welche von allen 43 Studierenden beantwortet wurden. Die erste Spalte
beinhaltet alle Ergebnisse der 10 Studierenden, diatzlisti die Software benutzt
haben, die zweite Spalte beinhaltet die Ergebnisse der anderen 33 Studierenden, die
dritte Spalte beinhaltet die Summe.

Die durchschnittlich aufgewendete Zeitrfdie Bearbeitung der Aufgabe ist bei
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Software benutzt

Ja Nein Gesamt
Anzahl 10 33 43
Zeit [h] 1.43 1.15 1.22
Schwierigkeitsgrad 3.77 3.31 3.43
korrekte Losung 4 19 23
teilweise korrekt 6 5 11
falsche losung 1 8 9

Tabelle 3.2: Ergebnisse zur Evaluation von MONOTONE 3SAT. Der Schwierigkeitsgrad konn-
te im Bereich 1 (viel zu niedrig) bis 5 (viel zu hoch) angegeben werden. Weiterarknkjén
im Text.

denjenigen, welche die Software benutzt haben, etwhshDies ist nicht sonderlich
verwunderlich, da sie zasZliche Zeit beatigten, um sich mit der Software vertraut

zu machen und sie zu bedienen. Erstaunlicherweise wird der Schwierigkeitsgrad der
Aufgabe von den 10 Studierenden etwabér 'eingesditzt als von diesen 33 anderen.
Dies mag seine Ursache darin haben, daf3 viele von den 33 Studierenden die Aufgabe
sofort I6sen konnten und deswegen die Software nicht benutzt haben. Insbesonderen
wird dies der Fall gewesen sein, wenn sie die analoge, lokale Reduktion von SAT auf
3SAT, wie sie in der Vorlesung ausfilich behandelt wurde, vorher verstanden hatten.
Sie sclatzen die Aufgabe deswegen vermutlich als etwas einfacher ein.aofesten

Zeilen zeigen, dal3 von den 33 Studierenden, sehr viele die Aufgabe riz$eigkonn-

ten und von den 10 Studierenden vathismalig viele die Aufgabe nicht ganz korrekt
geldst haben. Dies zusammen mit der vorigéimerlegung legt nahe, daR bei den 10
Studierenden relativ mehr schahiere Studierende dabei sind als bei den 33 Studie-
renden. Bemerkenswert ist, dal3 nur einer von den 10 (10%) aber 8 von 33 (24%) eine
falsche Losung abgaben. Es scheint, dal} die Software denastterén Studierenden
geholfen hat, eine richtige Transformation zu finden, auch wenn der anschliel3ende
Beweis nicht ganz richtig ist (bei 6 Studierenden ist er lediglich teilweise korrekt).

Vorgaben in Anleitung geholfen 3.18
Fehler entdeckt 0

Fehler teilweise entdeckt 4
Anleitung gelesen 3.23

Tabelle 3.3: Ergebnisse zur Evaluation von MONOTONE 3SAT. Nur Studierende, die die Soft-
ware benutzt haben, sind ieKsichtigt. Bei den Vorgaben im Anleitungstext konnten Zahlen
von 1 (sehr viel) bis 5 (gar nicht) und bei der Frage zur Bedienanleitung von 1 éaligt”
gelesen) bis 5 (gar nicht gelesen) angegeben werden. WeiteegErg€n im Text.

Nach der Selbsteinsatvung dieser 10 Studierenden, haben die Vorgaben (d.h. die
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Beschreibung der Einscmkung bei der Transformation) nufig geholfen (Tabel-
le 3.3). Die Vermutung, dal die Software half, die Aufgabe besser zu bearbeiten, wird
durch die Selbsteinsefrung der Studierenden etwas laégt: vier von den 10 ha-
ben teilweise Fehler in ihrerdsung gefunden. Auch wenn diese Ergebnisse keinen
genauen Schluld zulassen, glauben wir doch, daf3 die Software mit ihedaloheh
Hilfestellungen einen Teil der (sctagheren) Studierenden geholfen hat, ihoslrig
vor deren Abgabe zu verbessern. Insbesondere zeigen die Resultate keinerlei negativen
Auswirkungen bei Verwendung der Software auf die endtige L6sung der Aufgabe.

Die Anleitung zur Software (eine Bildschirmlfénde HTML-Seite) wurde ledig-
lich zum Teil gelesen.

3.5.2 Auswertung zu PUZZLE

Auch bei dieser Aufgabe wurden 58 Fraggbi abgegeben. 29 Studierende haben die
Aufgabe bearbeitet, davon 28, die auch die andere Aufgabe bearbeiteten. Das Puzzle-
Applet benutzt haben 9 Personen, 8 davon haben auch die andere Aufgabe bearbeitet,
5 von diesen 8 haben dabei die Software benutzt. Tabelle 3.4 zeigt den genauen Zu-
sammenhang zwischen der Bearbeitung von der Aufgabe zu MONOTONE 3SAT und
zu PUZZLE.

MONOTONE 3SAT PUZZLE Aufgabe bearbeitet
bearbeitet Nein Ja JamitApplet Gesamt (Ja,Nein)

Nein 14 1 1 15

Ja 15 28 8 43

Ja mit Software 1 10 5 11

Gesamt (Ja,Nein)| 29 29 9 58

Tabelle 3.4: Zusammenhang der Bearbeitung von PUZZLE und MONOTONE 3SAT

Tabelle 3.5 zeigt die Ergebnisse der Fragen, welche von allen 29 Studierenden
beantwortet wurden. Die erste Spalte beinhaltet alle Ergebnisse der 9 Studierenden,
die zusitzlich das Applet benutzt haben, die zweite Spalte beinhaltet die Ergebnisse
der anderen 20 Studierenden, die dritte Spalte beinhaltet die Summe.

Wie zuvor, liegt der Zeitaufwand der 9 Studierenden, welche das Applet benutzten,
Uber denjenigen der 20 anderen. Der Schwierigkeitsgrad wird bei beiden Gruppen als
nahezu gleich eingesatrt. Dies mag daran liegen, daf} auch einige bessere Studie-
rende, die die erste Aufgabe leichter eiretztén und ohne die zatZliche Software
geldst haben, sich bei der schwierigeren PUZZLE Aufgabe mit Hilfe des Applets ver-
gewissern wollten.

Es haben vertnismalRig weniger von den 9 Studierende eine falscbgung ab-
gegeben als von den 20 anderen.
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Software benutzt

Ja Nein Gesamt
Anzahl 9 20 29
Zeit [h] 219 1.83 1.94
Schwierigkeitsgrad 3.33 3.3 3.31
korrekte Losung 5 8 13
teilweise korrekt 3 7 10
falsche losung 1 5 6
Papier oder Software 244 1.25 1.62

Tabelle 3.5: Ergebnisse zur Evaluation von PUZZLE. Der Schwierigkeitsgrad konnten im Be-
reich 1 (viel zu niedrig) bis 5 (viel zu hoch) angegeben werden. Bei der letzten Zeile konnte
angegeben werden, ob bei der Aufgabe eher, Rapier und Bleistift (1, sehr viel) oder dem
Applet (5, nur Applet) gearbeitet wurde. Weitere Enkliigen im Text.

Ja Nein Geholfen

Transformation eingegeben 5@ 2 2
An Beispiel getestet 56) 3 1
Eigenes Beispiel 13) 6 2

Tabelle 3.6: Ergebnisse zur Evaluation von PUZZLE. Nur Studierende, die das Applet benutzt
haben, sind bercksichtigt. Die Zahlen in Klammern in der ersten Spalte beinhalteatzli
die Ergebnisse der dritten Spalte. Weitere Bridligen im Text.

Von den 9 Studierenden, die das Applet benutzten, haben die meisten eine Trans-
formationsvorschrift eingegeben und anhand der im Applet voreingestellten Turing-
maschine getestet (siehe Tabelle 3.6).

Nur drei Studierende haben eine atdiche Turingmaschine eingegeben. Die mei-
sten haben sich damit bagyt, ihre Transformation am im Applet voreingestellten
Beispiel zu testen. Diese Turingmaschine sollte also mit Bedaclhalgewérden, so
dal3 noglichst viele falsche Transformationen damit erkannt weraemégir. Die um-
fangreiche Bedienungsanleitung (mehrere Seiten) des Applets wurde noch weniger gut
gelesen (Durchschnitt 2.72 beoglichen Werten von 1 (vollatidig gelesen) bis 5 (gar
nicht gelesen)) als die Anleitung der anderen Software.

3.5.3 Freie Antworten

Zu beiden Programmen gab es je zwei Fragen zur deren Bedienbarkeit. Sie wurden
leider nur sehr unzureichend beantwortet, so dal3 sich kein klares Bild ergibt. Es kann
aber auch einfach sein, daf3 es bei der Bedienung keine besonderen Probleme auftraten.
Hier ware eine Befragung in Form eines Interviews hilfreicher gewesen.

Beim PUZZLE Applet gab es Probleme bei der Bildschirmdarstellung in verschie-
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denen Stberern (insbesonderen dem Appletviewer). Ein bekanntes JarmoRien
das unter dem geftjelten Begriff,write once, debug everywhere" mittlerweile schon
zum Allgemeingut bei der Entwicklung Java-basierter Softwar@deh”

3.5.4 Freie Kommentare

Neben den konkret vorgegebenen Fragen, konnten die Studierenden auf de+rageb”
gen auch eigene Kommentare zu den beiden Werkzeugen abgeben. Dies hilft erfah-
rungsgenal3, Probleme zu becksichtigen, die bei Durcbfirung der Befragung nicht
erkannt oder als Problem betrachtet wurden. Leider werden diese Kommentare von
den Studierenden nicht besonders stark genutzt. Trotzdem ergab sich in einigen Punk-
ten eine klare ldufung der Kommentare, die auf wesentliche Probleme beim Einsatz
der Software schlieReaft.

Vier Studierende bearigelten den schlechten Zugang zur Softwgra: AB-Pool
sind meistens keine Rechner wggbar (zu voll).”. Weitere vier Studierende schrieben,
insgesamjverschlingt das Besorgen und Einarbeiten® in die Softwateviel Zeit".
Diese Aussage wird durch die Auswertung der Daten zur aufgewendeten Zeit unter-
mauert. Einige empfanden die Anleitung und Aufgabenbeschreibung zu PUZZLE als
zu lang. Dies wird eine wesentliche Ursacheuwlaéwesen sein, dald nur wenige die
Bedienanleitungen vollatidig gelesen haben.

Einige Bemerkungen von den Tutoren zu den abgegebensuanigén offenbar-
te eine unerwartete Kuriosit Einige Studierenden hatten den Reduktionsbeweis zu
MONOTONE 3SAT mit einer Fallunterscheidung von allen 1&8I&1 getihrt. Dies
zeigt, dal3 die alternative &éntation — in diesem Fall die redundante Eingabe der
Transformation — einen nicht zu untersthénden Einflul3 auf die Gestaltung der stu-
dentischen b3ungen hat.

3.5.5 Zusammenfassung der Evaluation

Die Auswertung zeigt, daf® nur wenige Studierenden daatziugie Angebot an-
genommen haben, sie aber wahrscheinlich von dessen Nutzung profitieren konnten,
wahrend bei den anderen mehr fehlerhaftsurigen zu finden waren. Die geringe
Akzeptanz liegt im wesentlichen im zaiglichen Zeitaufwand und den schlechten Zu-
griff auf die Software begmidet. Letzteres kann durch eine off-line Architektur — zum
Beispiel eine reine Java Implementierung mit HTML — in den Griff bekommen wer-
den.

Da die Software zwdzlich zum gewohnten Lehrbetrieb eingesetzt wiaftISich
der zusitzliche Zeitaufwand nicht reduzieren. Um auch dieses Hindernis zur Akzep-
tanz aus dem Weg zauimen, bnnten die Werkzeuge direkt im Unterricht eingesetzt
werden. Diese wird zum Beispieurf'einen Kurs,Formale Sprachen und endliche
Automaten” angewendet FOGER 1995]. Allerdings ist eine solche Vorgehenswei-
se eher bei einer instruktionalen Vermittlung von Wissen durch einen Lehrer geeignet,
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als zur nachbereitenden Eioling der in der Vorlesung behandelten Themen anhand
neuerahnlicher Probleme, so wie wir es durchgfeft haben.

Die Auswertung hat auch gezeigt, dal? selbst geuigigie Dokumentationen zu
den Lernprogrammen von Informatikstudenten nicht ausreichend gelesen werden. Ein
Hauptaugenmerk bei der Entwicklung von Lernsoftware diesen Anwenderkreis
sollte deswegen auf eineaglichst intuitive Benutzetfirung liegen. Dies ist bei der
Komplexitit der Software (vor allem des PUZZLE-Applets) leider nicht immegm™
lich. Die geringe Bereitschaft, Softwaredokumentation zu lesen, kann aber auch eine
besondere Eigenart von Informatikstudierenden sein, die mit dem Umgang von Soft-
ware vertraut sind und diese deswegen ohne langwieriges Lesen von Bedienanleitun-
gen benutzen.

3.6 Zusammenfassung

Wir haben in diesem Kapitel eine Konzept vorgestellt, mit dem in der Theoretischen In-
formatik vorkommende Reduktionsabbildungen und (Entscheidungs-)Probleme sowie
deren Losungsverfahren visuell und interaktiv vermittelt werdemmeén. Eine Eva-
luation zweier von uns exemplarisalrfden Bereich NP-Vollstridigkeit entwickelten
Lernprogramme zeigt, daR dessen Einsatz im Rahmedtergen einigen Studieren-

den half, die fir einen Reduktionsbeweis notwendige Transformation besser zu finden
und damit eher einen korrekten Reduktionsbeweis aubrei:

Die Reduktionsbeweise selbst spielten bisher eine untergeordnete Rolle. Die Soft-
ware hilft nicht den Beweistext besser zu vermitteln oder ihn zu gestalten. Erfahrungs-
gemal3 haben sehr viele Studierende Probleme, Beweise in lesbarer Form zu notie-
ren. Siehe dazu auch Abschnitt 4.4 am Ende des folgenden Kapitels. Uns stellte sich
deswegen die Frage, wie noch weitergehend visuelle Darstellungenaaen®ation
von Beweisen benutzt werdewrkien. Wir entwickeln in den weiteren Kapiteln eine
grundlegende Methodik, zu konstruktiven Beweisen systematisch eine Animation zu
entwerfen, mit welcher wesentliche Teile des Beweiseatziish auf visueller Ebe-
ne vermittelt werden d&rinen. Unsere Vorgehensweise kann als &ibertragung des
Paradigma und der Verfahren zur Algorithmenanimation auf Beweise verstanden wer-
den.

Bevor wir aber zum eigentlichen Kern dieser Arbeit kommen, geben wiraohn”
sten Kapitel einetberblickuiber existierenden Aasze und Methoden der Visualisie-
rung von Beweisen. Unser Hauptaugenmerk gilt dabei insbesondere der Darstellung
von Beweisenui Ausbildungszwecken.
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Kapitel 4

Bewelsvisualisierung

In diesem Kapitel geben wir eindiberblick tiber derzeit existierende Konzepte und
Systeme, mit denen Beweise visuell dargestellt werdam&i. Dabei interessieren
uns insbesondere AatZe zur visuellen Vermittlung von Beweiseaur fAusbildungs-
zwecke. Im @ichsten Abschnitt entwickeln wir Begriffe, mit denen sich Beweisvisua-
lisierungen und Systeme grob klassifizieren lassen. Wir adaptieren dazu im wesentli-
chen die &ir den Bereich Softwarevisualisierung existierenden Begriffe. DiestmeN"

zur Softwarevisualisierung nutzen wir aus, um eine feinere Klassifikation von Be-
weisvisualisierunssystemen basierend auf der Taxonami8dftwarevisualisierung

aus [RRICE et al. 1998] zu entwickeln. Da das Klassifikationeschema sehr allgemein
und umfangreich ist, stellen wir es im Detail erst in Kapitel 8 vor und bggn'uns in
diesem Kapitel mit einer groben Klassifizierung 4.2. Die Tahggkeit unseres Sche-
mas erweist sich anschlieRend bei einer Klassifikation existierender Beweisvisualisie-
rungssysteme (Abschnitt 4.3). Am Ende dieses Kapitels berichtenbgiréinen von

uns durchgeffirten Vergleich zweier Klausuraufgaben, der die praktischen Probleme
der Studierenden mit denuRien eigener Beweise aufdeckt, auf die derzeitigen Be-
weisvisualisierungen und Systeme nur unzureichend eingehen.

4.1 Begriffsdefinitionen

Im Bereich der Visualisierung von Beweisen gibt es im Gegensatz zur Softwarevi-
sualisierung noch keine genaue Abgrenzung zwischen den verschiedenen existieren-
den Formen von Visualisierung. Um in den folgenden Abschnitten bisherigatZens™
zur Beweisvisualisierung genauer untersuchen und klassifizieremneR; definieren
und beschreiben wir einige Begriffe zur Beweisvisualisierung und ordnen existierende
Begriffe in diesen Kontext ein. Siehe Abbildung 4ut €ine schematische Darstellung
der im folgenden erlditen Begriffe.

Mit Beweisvisualisierungezeichnen wir den ganzen Bereich der visuellen Dar-
stellung verschiedener Aspekte aller Arten von Beweisen mit Hilfe von Typographie,
Graphik und Animationen. Wir unterscheiden zwischen Visualisierungzr forma-
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ler Beweise- dies sind Beweise mit Argumentationen auf abstraktem Niveau, so wie
sie in Lehrhichern zu finden sind — urfdrmaler Beweise- dies sind Beweise, die in
einem formalen Kall'ausgefihrt sind und bei denen logische Aussageori&f einer
formalen Sprache sind.

Ein nicht formaler Beweis vedit sich zu einem formalen Beweisdrilich wie
ein in Pseudokode notierter Algorithmus zu einem in einer bestimmten Programmier-
sprache geschriebenen Programm: Pseudokode besitzt im Gegensatz zu Programmier-
sprachen weder eine genaue Syntax noch eine Semantik, insbesondere kann der Al-
gorithmus nicht auf einem Rechner ausdet 'werden. Die genau Bedeutung eines
so beschriebenen Algorithmus wird dem Menschen erst durcitZictie umgangs-
sprachliche Erldiungen offenbar. Analog dazu ist ein nicht formaler Beweis lediglich
eine auf hohem abstrakten Niveau gafte aber wenig detaillierte umgangssprachli-
che Begundung tir die Wahrheit einer Aussage. Einem formalen Beweis hingegen
liegt ein formaler Beweiskalld 'mit festgelegtem Satz von Beweisregeln zugrunde.
Die zu beweisende Aussage und die in einem formalen Beweis auftretenden logischen
Formeln halten sich an eine formale Syntax. Formale Beweasmdti automatisch
vom Rechneuberptift oder mit dessen Untergzung konstruiert werden. Wie bei ei-
nem Rechnerprogramm sind Syntax und Semantik bei einem formalen Beweise genau
definiert. Diese Analogieal3t sich auch genauer als Isomorphie zwischen bestimm-
ten konstruktiven Beweisen und typisierten Lambda-Auskien beschreiben (also ei-
ner funktionalen Programmiersprache); siehe zum BeispROELSTRA 1999]. Wir
begnigen uns im folgenden mit einer laxen ldentifizierung von Programm und Beweis
sowie Daten(strukturen) und Termen bzw. Formeln. Auf Basis dieser Analogie bilden
wir im folgenden Begriffe @i den Bereich Beweisvisualisierung, die eine Entspre-
chung im Bereich der Softwarevisualisierung haben. Siehe dazu auch dighAwst™
gen in Abschnitt 2.1, Seite 5.

Eine statische Visualisierung formaler Beweiedet sich derzeit haupshlich
bei Systemen zur formalen Spezifikation und Verifikation von Soft- oder Hardware.
[SETZER] gibt eine (nicht ersabpfende)Ubersicht der getatichlichsten Systeme. Be-
weise werden hier haugshilich durch eine Baum- oder Graphendarstellung statisch
visualisiert. In diesen meist interaktiven Systemen liegt der Schwerpunkt auf der rech-
nergeatitzten Konstruktion von noch nicht gefundenen Beweisen und weniger auf der
Prasentation bereits vorliegender Beweise. Die Visualisierung hat dabei die Aufgabe,
die Komplexitit formaler Beweise zu reduzieren, um dem Menschen nur die gerade
interessierenden Details — zum Beispiel das aktuelle Beweiszigseptiéert werden.
So ist die Termtiefe bei der Darstellung von Formeln und Termen meist laedc¢hr”
Diese Form der visuellen Darstellung ist mit dgpretty printing* von Programmen
vergleichbar. Eine Ausnahme von diesen rein baumartigen Beweisdarstellungen ma-
chen das ILF- [BHN et al. 1997] und2-System [BENZMULLER et al. 1997]. Mit ih-
nen lassen sich formale Beweise in eine dem Menschen lesbare umgangssprachliche
Darstellung bringen.

Die Spezifikation und Klassifikation der Syntax und Semantik diagrammatischer
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Beweis-
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Abbildung 4.1: Zusammenhang zwischen Begriffen im Bereich der Beweisvisualisierung.

Rep@sentationen ist Gegenstand der Forschung im Beviscieller Sprachehn Visu-
elle Sprachen umfassen einen sehr weiten Bereich visueller Darstaliudge fKom-

munikation mit und unter Menschen:

»1hey [visual languages] cover the entire spectrum of human expres-
sion ranging from fine art, such as an abstract expressionist's private
language, to precise technical communication using rigorously defined
notation, such as musical notation, mathematical notation, or street
maps.” [MARRIOT und MEYER 1998]

Visuelle Sprachen umfassen im Bereich Softwarevisualisierung auch das visuelle Pro-
grammieren, enthalten in der Schnittmenge statischer Programm- und Datenvisualisie-
rung. In der Beweisvisualisierung gibt es einen dem visuellen Programmieren entspre-

1Engl.:visual languages
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chenden Forschungszweig, der als Teilbereich visueller Sprachen aufgefal3t werden
kann:

»Arecent... use of visuale languages is to formalize and support so-called
diagrammatic reasoning, that is, reasoning about diagrams and reasoning
by visual manipulation of diagrams.” [MRRIOT und MEYER 1998]

Der Begriff ,reasoning® ist in diesem Zusammenhang noch sehr allgemein und wird
eher im Sinne eines vaunftigen Argumentierens oder Nachdenkens gebraucht. Man
kann etwa das Interpretieren diagrammatisch aufbereiteter statistischer Daten in die-
sem Sinne algdiagrammatic reasoning" bezeichnen. Dies wird bei der Bewleisiig

mit Hilfe von Diagrammen einschnkender aldogisches SchlieRen mit Diagram-
merf [ALLWEIN und BARWISE 1996] bezeichnet und umfaRt formale und nicht for-
male Beweidfihrung mit Hilfe statischer, visueller Darstellungen, wie etwa Venn-
Diagramme @it das Beweisen mengentheoretischer Aussagen. KennzeichuneheHf~

ses Forschungsgebiet ist aber das Bestreben, formale diagrammatische Darstellungen
mit genau festgelegter Syntax und Semantik zu erhalten. Wir wollen dies genauer als
formales logisches SchlielRen mit Diagramn{ELSD) bezeichnen. Dieser Bereich

ist in der Schnittmenge zur Visualisierung formaler Beweise und Formeln enthalten.
Insbesondere steht die Realisierung von Systemen zur visuellen Bewveisd im
Vordergrund. Am weitesten fortgeschritten ist diese Technik im Bereich geometrischer
Beweise: Aus Punkte und Linien bestehende Diagramme, die Beweisskizzasenepr™
tieren, werden formal interpretiert und haben Eingang in Systeme zur rechnézgest”
ten Beweisfihrung [BARKER-PLUMMER und BaILIN 1992] und in intelligenten Tu-
torsystemen gefunden PbERSONet al. 1985, M\TSUDA und OXAMOTO 1998].

Die Animation formaler Beweise und Formeln ist ein von der Forschung nur we-
nig bewcksichtigter Bereich. Animationerokiten etwa zur dynamischen Darstellung
von Formeln und insbesondere von Regelendungerbenutzt werden. Bei Syste-
men zur Hard- und Softwareverifikation macht dies allerdings nur wenig Sinn, da die
dort auftretenden Formeln und Terme nur wenig Struktur besitzen, die der menschli-
che Betrachter meist leicht erfal3t. Der Schwerpunkt dieser Systeme liegt in der Un-
terstitzung des Menschen, eine bestimmte Beweisregel aus einer groRen Menge po-
tentiell anwendbarer Regeln auszahMén. Ein animierte Darstellung einer Regelan-
wendung, die dem Vermatidnis oder der Ealiterung dieses Beweisschritts dienen soll,
hilft dem Menschen wenig, einen partiellen Beweis zu einem korrekten formalen Be-
weis zu vervollsdhdigen, da die weitere Beweissuche haagitéch vom Ergebnis der
Regelanwendung aber weniger vom Varstiiis der Anwendung abhgt. Das System
selbstberptift die Korrektheit des Beweises. Beim formalen logischen Schlie3en mit
Diagrammen kinnen animierte Darstellungen von Regelanwendungen hingegen Sinn
machen. Sodf3t sich die Konstruktion von Venn-Diagrammen durch eine animierte
Darstellung der dabei angewendeten visuellen Beweisregeln sehr viel anschaulicher
darstellen, als es mit einer statischen Repritation raglich ist.

2Engl.:logical reasoning with diagrams
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Bei nicht formalen Beweisen unterscheiden wir zwischen dem Gebstatischer
und animierter Darstellungen. Statische visuelle Darstellungen werden im Ausbil-
dungsbereich oft als za&liche Erkéirungen bei nicht formalen Beweisen in Lehr-
und Schullbichern verwendet. Zur statischen Visualisierungogehuch die struk-
turierte Darstellung nicht formaler Beweise, wie etwa @adculational proof for-
mat[DI1IJKSTRA und SCHOLTEN 1990], eine strukturierte Variante fBK et al. 1996]
oder ein vergleichbarer, von Leslie Lamport entwickelter Beweisstil{bORT 1995].

Auf der Ebene der Softwarevisualisierung entsprechen diese stilistischen Notationsfor-
men der strukturierte Darstellung von Algorithmen in Pseudokode.

Unter Beweisanimationerstehen wir sowohl die dynamische Darstellung/er
derungenlogischer Aussagen alirend eines Beweises als auch die Animation der
logischen Aussagen selbst. Dieser Ansatz zur Vermittlung nicht formaler Beweise ist
bisher nur bei einigen wenigekd-hocImplementierungen durchgdifit worden, wie
etwa bei einer mit Eus erstellten Animation eines geometrischen Beweises des Satzes
von Phytagoras [BowN 1993, NELsON und GLASSMAN]. Eine Methodik oder ein
Konzept, mit der auch andere Beweise systematisch animiert weotherek, existiert
nicht.

4.2 Grobes Klassifikationsschema

Unser Klassifikationschema besteht wie das Schema von Price, aus sechs obersten
Kategorien, die wir im folgenden kurz adtern. Zu Details siehe bitte Kapitel 8.

A. Anwendungsbereiclber Anwendungsbereich umfafit alle Merkmale eines Be-
weisvisualisierungssystems, welche flen Beweisautor wichtig sind. Dazu ge-
héren Hardware und Betriebssystem, verwendbare Logik und Bewgliskai-
schidnkungen, Grenzen undégkéen des Systems hinsichtlichs der zu visualisie-
renden Beweise.

B. Inhalt: Hiermit wird beschrieben welche Teile (Formeln, Regeln) eines Beweises
und auf welcher Abstraktionsebene (formal, nicht formal) ein Beweis visuali-
siert wird. Zu dieser Kategorie gett'auch die Art der Visualisierungerzeugung
(»live" oder in einer Vorverarbeitung).

C. Form: Mit dieser Kategorie wird die visuelle Ausgabe beschrieben: welches
Zielmedium (Bildschirm, Papieruf Visualisierung verwendet wird; Farben und
Raumdimensionen; graphische Primitive; Animationen oder statische Bilder;
Auslassung von Details und Verwenden verschiedener Sichten.

D. Methode Die Methode beschreibt alle wesentlichen Merkmale eines Software-
visualisierungssystems, die der Visualisierer zur Erzeugung der Visualisierung
bericksichtigt und verwendet: Spezifikationsstil der Visualisierung; Automati-
sierungsgrad; Anpassbarkeit der Visualisierung durch den Benutzer; Verbindung
zwischen Beweis und Visualisierung.
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E. Interaktion Die Interaktion de®enutzersnit dem Visualisierungssystem wird
durch die allgemeine Merkmale einer graphischer Benutzungsschnittstellen und
die spezielle Merkmale eines Animationssystems beschrieben.

F. WirksamkeitHiermit werden Zweck, Einsatz und Nutzen des Beweisvisualisie-
rungssystems klassifiziert.

4.3 Klassifikation von Beweisvisualisierungssystemen

Mit Hilfe unseres Klassifikationsschemas (Details siehe Kapitel 8) untersuchen wir
im folgenden einige Beweisvisualisierungssysteme etwas genauer. Theorembeweiser,
die zur formalen Beweistirung benutzt werden, herksichtigen wir dabei nicht, da

sie sich nicht zur Vermittlung nicht formaler Beweise eignen. Als einzige Ausnahme
betrachten wir in Abschnitt 4.3.3 das LernprogrammPHRPROOF da es speziell

fur den Ausbildungsbereich konzipiert wurde und einige awctdi€ Visualisierung

nicht formaler Beweise interessante Merkmale aufweist. Ebensmhkschtigen wir

keine spezialisierten Systeme zur geometrischen Bewweishg, da sie weniger die
anschauliche visuelle Darstellung von Beweisen sondern mehr dessen visuelle Kon-
struktion in den Vordergrunducken. Als einzigen Vertreter aus diesem Bereich un-
tersuchen wir in Abschnitt 4.3.1 lediglich eine mit dem Algorithmenanimationssystem
Zeuserstellte Animationen eines geometrischen Beweises des Satzes von Pythagoras.
In Abschnitt 4.3.2 stellen wir Gloors System zur Visualisierung nicht formalen Kor-
rektheitsbeweise von Graphenalgorithmen vor. Und als letztes System betrachten wir
in Abschnitt 4.3.4 ROOFVIEWS mit dem im Structured calculational proof format
geschriebene Beweise in einen interaktiven Hypertext transformiert wecsherei.’

Wir beschreiben die verschiedenen Aspekte der Systeme absatzweise in der Rei-
henfolge der Taxonomie (A—F), ohne jeweils dabei die einzelnen Teilkategorien zu
benennen. Teile der Taxonomie, die nicht zutreffen, sind in denulwsfigen auch
nicht aufgetihrt.

431 Zeus

A: Anwendungsbereich Bei diesem System handelt es sich nicht um ein speziel-
les Beweisvisualisierungssystem, sondern um eine mit dem Algorithmenanimations-
system £us [BROWN und HERSHBERGER1992] erstellte Animation eines Bewei-
ses des Satzes von Pythagora€l[SloN und G.ASSMAN]. Sie wurde im Rahmen
eines Algorithmenanimationg-estivals® entwickelt [RowN 1993]. ZEus animiert
Programme, die in einem Dialekt von Modula-2 geschrieben sind. Die interessanten
Ereignisse und Sichten auf das Programm werden manuell mit Hilfe einer Animati-
onsbibliothek implementiert.

Anstatt Algorithmen khnen mit Zus natirliche beliebige implementierbare Ab-
laufvisualisierungen realisiert werden. In diesem speziellen Beispiel wurde ein Pro-
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gramm implementiert, das die konstruktiven Vorschriften eines Beweises zum Satz von
Pythagoras reflektiert. Der Beweis selbst ist als eine Sicht implementiert, welche die
gerade betrachteten Aussagen und Beweisregeln umgangssprachlichzeatl(s
Proof*, siehe Abbildung 4.2). Es werden Teile der Aussagte 'das rechtwinklige
Dreieck) graphisch in einer zweiten Sicht veranschauligbt€lid View").
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Abbildung 4.2: Bildschirmphoto einergJs-Animation eines Beweises des Satzes von Pytha-
goras (aus [HLSON und GLASSMAN]).

B: Inhalt Beweisregeln werden nur implizit durch ihre Auswirkungen auf das dar-
gestellte rechtwinklige Dreieck visualisiert. Die Visualisierung wird livehrénd der
Laufzeit des Programms erzeugt.

C: Form Als Darstellungsmedium dient der Bildschirm. Alle graphische Elemen-
te stammen aus einer Animationsbibliothek. Mitiger Farbe (hellgrau in der Ab-
bildung) sind Teilaussagen im Beweis markiert, die durch das rechtwinklige Dreieck
visualisiert werden. Ansonsten wird Farbe nur zur Kennzeichnung debéitinhalts

des Dreiecks benutzt.
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D: Methode Die Visualisierung ist handkodiert und fest in das System integriert.
Der Autor mufd den Beweis sehr gut kennen, um den zoggér Algorithmus und
dessen Animation zu erstellen.

E: Interaktion ZEuUs wird Uber verschiedene Fenster und Schalter gesteuert. Der
Benutzer kann das Tempo der Animation beeinflussen. Details der Visualisierung las-
sen sich nicht ausschalten. Der Benutzer kann die visuelle Darstellung nicht an seine
Bedirfnisse anpassen. Einapi abspielbares Animationsskript wird nicht erstellt. Bei
der Animation handelt sich um eine AiDia-Schau“. EinzelngDias" lassen sicluber

ein spezielles Fenster direkt aallén (Zeus Photo Album®).

F: Wirksamkeit Die Animation wurde nicht im Unterricht eingesetzt. Sie stellt le-
diglich eine Studie dar, die auf einem Algorithmenanimatigisstival® entstanden
ist.

4.3.2 Gloors System

A: Anwendungsbereich Das in [GLoOR und STREITZ 1990] beschriebene System

zur Visualisierung von Korrektheitsbeweisen von Algorithmen ist eine nur auf dem
Apple Macintosh lauf—dhige Implementierung in HyperCard. Eine spezielle Logik
oder ein konkreter Beweiskalkist vom System nicht vorgegeben, da der Beweis le-
diglich als umgangssprachlicher Text formuliert wird. Es wurde bisher nur ein Korrekt-
heitsbeweis eines bestimmten Graphenalgorithmus visualisiert. Die Autoren sehen den
Einsatzschwerpunkt in der Visualisierung von Korrektheitsbeweisen von Graphenal-
gorithmen. Die Gol3e der Beweise ist nur durch die Implementierung in HyperCard
eingeschainkt, eine konkrete Besadmkung ist uns nicht bekannt.

B:Inhalt Formale Beweisedinen nicht visualisiert werden. Nicht formale Beweise
werden als HyperCard-Anwendung implementiert. Die Regelanwendungen sowie die
Aussagen werden als umgangssprachlicher Text formuliert und mit Hyperverweisen
miteinander verbunden. Beweisregeln werden nicht visualisiert. Auf Basis von Ani-
mationen des Algorithmus wird im wesentlichen die Induktionsaussage im Beweis, die
mit der Invariante des Algorithmus korrespondiert visualisiert (siehe Abbildung 4.3).
Die Visualisierungen werden mit HyperCard vor der Laufzeit entwickelt.

C: Form Der Beweis wird auf einem Computer-Bildschirm dargestellt. Die Granu-
laritat ist im voraus durch eine fixe Implementierung festgelegt und kann durch den
Benutzer nicht gafidert werden.

D: Methode Die Visualisierung ist eine HyperCard Anwendung und fest in das Sy-
stem integriert. Beim vorliegenden Beispiel wurde eine zur Visualisierung des Algo-
rithmus erstellte Algorithmenanimation zur Visualisierung des Korrektheitsbeweises
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Definition f;;gil;dds‘;reﬁ?mwf“’} as two (or more

Lat the two eiges h\m} on w be (x.w)
and (y,w), where x andy are in V. Now
consider the subgraph
H=Tulxw)uiyw)

H will have exactly ane cycle C, and Cwill
contain edges (x,w) and (y.w).

[ neut proof step |

Abbildung 4.3: Bildschirmphoto von Gloors System

verwendet. Der Autor muf3 den Beweis sehr gut kennen, um die Animation zu erstel-
len. Der Benutzer kann die Visualisierung nicht an seineuB®isse anpassen.

E: Interaktion Das Visualisierungssystem ist Teil VOONAMATED ALGORITHMS

und verwendet daher dessen SteuerungMATED ALGORITHMS ist eine integrier-

te Hypermedia-Anwendung. Einzelne Beweisteile und die dazuggdn visuellen
Darstellungen werdenber Hyperverweise angahlt. Details des Beweise®Riien
ausgelassen werden, indem nicht allen Hyperverweisen gefolgt wird. Einfluf3 auf den
zeitlichen Verlauf der Visualisierungft sich nehmen.

F: Wirksamkeit Die Visualisierung ist einAbfallprodukt* von ANIMATED ALGO-
RITHMS. Sie wurde nicht im Unterricht eingesetzt. Im Vordergrund stand das Interesse
der Autoren, ihr Animationssystem aualr tden Bereich der Beweisvisualisierung zu
erproben. Sie hoffen, daffihre Arbeit] will stimulate research in the area and influ-
ence the generation of more systems for proof visualizatiomg@r et al. 1992].

4.3.3 Hyperproof

A: Anwendungsbereich Hyperproof [BARWISE und ETCHEMENDY 1998] ist ein
Lernprogramm @it den Apple Macintosh, mit dem Studierenden dabkrEin forma-

ler Beweise erlernendgdinen. Dem Ganzen ist ein erfahrungsbetontes Leryiera(-

ning by doing“) zugrunde gelegt. Das System ist von seiner Konzeption ein interak-
tiver Theorembeweiser. Nicht formale Beweise sind nicht Gegenstand des Systems.
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Es lassen sich formale Aussagen deadtatenlogik mit einem Kall“im Fitch-
Stil [BARWISE und ETCHEMENDY 1993] beweisen. Die zugrundeliegendeagiKa-
tenlogische Sprache erlaubt lediglich, Aussagbker eine vorgegebene geometrische
Welt zu formulieren und diese zu beweisen. Einadktingen der Beweisgi8e und
Formeln sind uns nicht bekannt.

B: Inhalt Die Beweise werden textuell dargestellt und hierarchisch strukturiert. Der
Name der bei einem Beweisschritt verwendete Beweisregel ist an der entsprechenden
Stelle im Beweis vermerkt. Neben dieser rein textuellen Darstellung sind die atomare
Formeln visuell mit geometrischen Objekten, wie Quadern, Tetraedern und Pyrami-
den, und derenatimliche Lage und @f3e in Bezug gesetzt: Auf jedes graphische
Objekt kann in einer Formeln mit einer Konstanten verwiesen werden, und digeGr”
und Lage dieser Objekte kann durcra@ikatensymbole beschrieben werden. Diese
geometrische Welt@l3t sich als Visualisierung einesaplikatenlogischen Modellsif”

die gegebene formale Sprache auffassen. Die Beweisregeln und komplexere Formeln
werden nicht visualisiert. Die Visualisierung wird liveatwend der Laufzeit erstellt.
Siehe auch Abbildung 4.4.

C: Form Als Darstellungsmedium dient der Bildschirm. Alle graphischen Elemen-

te stammen aus einer fixen Menge geometrischer Objekte und cgenaticfier Be-
ziehung. Farben werden nur zur besseren Unterscheidung der geometrischen Objekte
verwendet. Es existiert sowohl eine zwei-dimensionale Sicht als auch eine alternative
drei-dimensionale Sicht auf die Blockwelt. Details des Beweises und der Visualisie-
rung lassen sich nicht ausblenden. Die Visualisierung ist statisch, insbesondere gibt es
keine Animationen. Alternative Sichten auf den Beweis oder die Formeln (aul3er den
drei Raumdimensionen) werden ebenfalls nicht uni¢zst™

D: Methode Die Visualisierung ist handkodiert und fest in das System integriert.
Mit Hilfe der Maus kann der Benutzer die geometrische Lage und Anzahl der geome-
trischer Objekte veridern.

E: Interaktion Das System wircuber Schalter und Mess gesteuert. Der Benut-
zer kommunizieruber verschiedenen Dialogfenster, mit denen zum Beispiel Formeln
eingegeben werderokinen.

F: Wirksamkeit HYPERPROOFwird von seinen Autoren zur Ausbildung ihrer Stu-
dierenden in formaler Logik benutzt. Eine Studleer die Wirksamkeit existiert nicht.
Es sind lediglich einige ausgahlte studentische Kommentare auf der WWW-Seite
zum Programm zu finden.
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Abbildung 4.4: Ein Beweis in MPERPROOF Der Beweis ist hierarchisch strukturiert. Der
Benutzer kann den Wahrheitsgehalt der Formeln visuell anhand der graphischen Darstellung
eines Modellauberprifen. Geometrische Objekte in dieser Darstellung lassen sich mit den im
Beweis verwendeten Konstantensymbole versehen (kommt in der Abbildung nicht vor).
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4.3.4 Proofviews

A: Anwendungsbereich PROOFVIEWS[GRUNDY 19964a] stellt in HTML geschrie-
bene strukturierte Beweise hierarchisch da&oBrviEws wird vornehmlich zur Vi-
sualisierung nicht formaler Beweiser benutzt, es wurde aber auch zur Visualisierung
formaler Beweise im HOL System verwendet{GIDY und LANGBACKA 1997]. Zur
Betrachtung der Beweisvisualisierungen gginéin WWW-Soberer. Die Beweisvi-
sualisierungen werden unter dem Betriebssystem Unix erzeugt. Mit dem System wer-
den Beweise von Aussagen inadiKatenlogik erster Stufe behandelt. Die Beweise
mussen inStructured calculational proof formageschrieben sein &K et al. 1997],
einem Notationsstil, der eng an Kalkdes natilichen Schliel3ens angelehnt ist. Da
lediglich die Struktur des Beweises visualisiert wird, handelt es sichi@0OPVIEWS

um eine Art,pretty printer‘. Es khnen nur Beweise mit wenigen geschachtelten Teil-
beweisen visualisiert werden, da der Speicherbedarf exponentiell in der Anzahl der
Teilbeweise anachst.

B: Inhalt Der Beweistext wird als Hypertext dargestellt. Geschachtelte Teilbewei-
se lassen sich im WWW-8bereruber Hyperverweise auf- und wieder verdecken.
Dies ernoglicht es dem Betrachter, Details des Beweises individuell auszublenden
und nur bei Bedarf genauer zu inspizieren. Siehe dazu auch Abbildung 4.5. Diese
Form des hierarchischen Bewegisrowsing“ wurde erstmals von Leslie Lamport vor-
geschlagen [AMPORT 1995]. Sie erlaubt dem Leser, eine ihm angemessene Sicht des
Beweises zu @afilen, um zum Beispiel alle uninteressanten Details eines Beweises zu
verdecken.

C: Form Da der Beweis lediglich als HTML-Text am Bildschirm visualisiert wird,

gibt es kein graphisches Vokabular. Ebenso werden keine Animationen eingesetzt. Far-
ben werden lediglich zur Hervorhebung einiger HTML-Verweise, insbesondere zum
Auf- und Verdecken von Teilbeweisen benutzt. Das System untet$€ine alternati-

ven Sichten auf den Beweis.

D: Methode Um mit PROOFVIEWSeinen in HTML vorliegenden bereits strukturier-
ten Beweis in eine eberbare Version zu transformierten, markiert man mit speziellen
Anweisungen im urspiriglichen HTML-Text die Teilbeweise per Hand.

E: Interaktion Die Beweisvisualisierung kann mit jedem WWWbe8€rer betrach-

tet werden. Der Benutzer interagietier die Navigationsleiste desoBerers undiber

die Verweise im Beweistext, mit denen Teilbeweise verdeckt und wieder aufgedeckt
werden lohnen.

F: Wirksamkeit PROOFVIEWS wurde bisher nicht im Ausbildungsbereich einge-
setzt. Es ist Teil einer Erweiterung des HOL-Theorembeweiser und wird dort zur bes-
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A== A \." B.

= { Assuming the hypothesis, we can simplify the consequent. }
A =—=>"true’

= {Boolean simplification.}
true

(a) Verdeckter Teilbeweis

A-—>= AVB.
= { Assuming the hypothesis, we can simplify the consequent.}
p<A>
AVB
= {Replace A with true, since it is an assumption.}
true V' B
= {Boolean simplification. }
true
A ==>"true’
= {Boolean simplification.}
true

(b) Aufgedeckter Teilbeweis

Abbildung 4.5: Darstellung eines strukturierten Beweises mio®FvIEwS Die blau her-
vorgehobenen Textteile atern jeweils informell die Anwendung einer Beweisregel auf die
diesem Textteil voranstehenden logischen Aussagen (in der schwarzweil3-Abbildung nicht zu
erkennen). Unterstrichene Beweisregeln weisen auf einen verdeckten Teilbeweis hin (a), der
durch Anwahlen mit der Maus aufgedeckt werden kann (b).

seren Darstellung formaler Beweise benutzt.

4.4 Studentische Probleme beim Vergindnis von Be-
weisen

Meine zweighrige Erfahrung bei der Betreuung di#tsungen zu den Pflichtvorlesun-
gen,Informatik IlI* und ,Informatik IV* an der Universiiit Karlsruhe und der Korrek-

tur der zugebiigen Klausuren hat bei mir den bleibenden Eindruck hinterlassen, dal
die meisten Studierenden kaum in der Lage sind, einen Bewagssprind weitgehend

exakt zu formulieren, auch wenn sie eine richtige Beweisidee gefunden haben. Ande-
rerseits haben sie keine ernsthaften Probleme, algorithmische Verfahren zu verstehen,
auszuarbeiten oder anzuwenden. Die folgende kurze Analyse von Klausurergebnissen
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soll dies anhand konkreter Zahlen verdeutlichen.

Die Klausur zur VorlesunglInformatik 11" im Februar 1997 enthielt eine Auf-
gabe aus dem Bereich Formale Sprachen zum Thema Grammatiken und kontextfreie
Sprachen. In einer Teilaufgabe sollten die Studierenden mit &otisgéer Induktion
beweisen, dal? die von der in der Aufgabe vorgegebenen kontextfreien Grammatik er-
zeugten Sprache Teilmenge von der in der Teilaufgabe angegebenen Sprache ist. In der
darauffolgenden Teilaufgabe war zu einem gegebenen Wort und einer Grammatik in
Chomsky-Normalform der Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus (CKY-Algorithmus)
auszutihren® Die dabei auszuiilende Pyramide war im Klausurtext vorgegeben. Die
erste Teilaufgabe wurde mit 6 Punkten, die zweite mit 3 Punkten bewertet. Beide Pro-
blemstellungen wurden zuvor in der Vorlesung und in témungen mit etwa dersel-
ben Intensit behandelt. Die Schwierigkeit in der ersten Teilaufgabe bestand weniger
darin, auf die richtige Beweisidee zu kommen (diese war simpel), sondern in der For-
mulierung des Beweises. Letzteres wurde exemplarisckifieahnliche Aufgabe in
denUbungen zur Vorlesung behandelt. Bei der zweiten Teilaufgabe kam es darauf an,
den Algorithmus mit Hilfe der visuellen Darstellung auf eine bestimmte Eingabe an-
wenden zu kiinen. Auch dieses wurde in delbungen behandelt. Abbildung 4.6 zeigt
die Verteilung der Differenz der erzielten Punkte der Studierenden in der Beweisauf-
gabe zur CKY-Aufgabe. Bei der Bildung der Differenz wurden die Punkte der zweiten
Teilaufgabe verdoppelt, um das Resultat besser interpretiereonnek:

Die Punkte (Kreise und *) rechts von O auf der unteren Achse entsprechen Stu-
dierenden, die bei der Beweisaufgabe tendenziell besser als bei der CKY-Aufgabe ab-
schnitten. Punkte links davon entsprechen Studierenden, die beim CKY-Algorithmus
tendenziell besser als bei der Beweisaufgabe abschnitten. Die mit einem Stern (*) be-
zeichneten Punkte sind Studierenden, die mindestens 1 Punkte (von 3 Punkten) in der
CKY-Aufgabe und mindestens 1.5 Punkte (von 6 Punkten) in der Beweisaufgabe er-
zielt haben. Der Mittelwert von allen Studierenden liegt bei -2.544. Dies belegt, dal3
die Studierenden mit der CKY-Aufgabe erheblich weniger Probleme hatten als mit der
Beweisaufgabe.

Die Sterne re@Sentieren Studierende, bei denen anzunehmen ist, daf sede
Aufgaben ein gewisses Grundvenstinis besitzen. Man kann bei diesen Studierenden
davon ausgehen, dal? sie beide Teilaufgaben verstanden haben und eine Idee zu deren
Losung besitzen. Die &lifung der Sterne (Mittelwert -1.631) zeigt, dal3 auch diese
Studierenden besser bei der Anwendung eines zuvor gelernten und visuell geeignet
darstellbaren Algorithmus abschneiden, als beim Alus#i einfacher Induktionsbe-
weise. Eine genauere Inspektion der gemachten Fehler in der Beweisaufgabe zeigte,
dal3 die meisten dieser Studierenden eine konstruktive Idee hatten, wie der Beweis
verlaufen mil3te, aber bei der Umsetzung in eine Induktion scheiterten.

3Es handelt sich um die gleiche Aufgabe, von der die Werte in Tabelle 2.1 stammen.
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Differenz Beweisaufgabe — 2*CKY-Aufgabe

60 T T T
1 [ o O < 1PinCKY oder < 1.5Pin Beweisaufgabe
I I * *  >=1Pin CKY und >= 1.5P in Beweisaufgabe
‘ ‘ - Mittelwert f. < 1Pin CKY oder < 1.5P in Beweisaufgabe
sol : : - Mittelwert f. >= 1Pin CKY und >= 1.5P in Beweisaufgabe
*
[ I
[ [
401 * i | * 7
* * I * *
o * * | % *
¥ ox % *
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Abbildung 4.6: Beziehung zwischen den erzielten Punkte bei zwei Klausuraufgaben

4.5 Zusammenfassung und Ausblick auf das d@chste
Kapitel

Die hier vorgestellten Systeme stellen eine asgritative Auswahl von Beweisvi-
sualisierungen auf dem Rechner tden Ausbildungsbereich dar. Fast alle weiteren
Versuche, wie die Animation zum Satz des Phytagoras oder eine unsdnerein”
Arbeiten [RAPE und SCHMITT 1997], sind lediglichlAd-hoecimplementierungen eines
bestimmte Beweises, die ohne methodische Grundlage oder gar ein spezielles Auto-
renwerkzeug entstanden sind. Ausnahmen sind lediglrebd®?viEws und HYPER-
PROOF Allerdings haben beide Systeme nur einen eingesttien Anwendungsbe-
reich: Mit PROOFVIEWS werden Beweise lediglich strukturiert dargestellt, und mit
HyPERPROOFkONNen lediglich formale Beweise zu einen ganz engen Anwendungs-
bereich visualisiert werden.

Die bisherigen Anatze zur Beweisvisualisierung beruhen fast ausschlief3lich auf
einer Koppelung zwischen dem Beweistext undazzigchenstatischerBildern. Sinn-
voller ware es, die &higkeiten der Studierenden aus dem Bereich der Algorithmen
fur das Lernen von Beweisen auszunutzen. Diesde ihnen helfen, ungewohnte und
als zu schwierig empfundene Beweise mit bekannten und verstandenen Konzepten zu
verbinden. Von solch einem Ansatz berichtete zum Beispi@ld®WKNECHT 1998]:
Horer einer Einfihrung in die Theoretische Informatik implementieren im Rahmen
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der Ubungen zur Vorlesung die dort vorgesiten Beweise als auditbare Program-

me in der funktionalen Programmiersprache Scheme. Dies hilft zwar nicht, die Be-
weise direkt besser zu verstehen, zwingt die Studierenden aber, sich intensiver mit
den Beweisen auseinanderzusetzen. In unserer Arbeit gehen wir einen Schritt weiter
und betrachten den Beweistext selbst als eine, Algorithmus®, bei dem Schrittui

Schritt logische Aussagen transformiert werden. Wir zeigen, wie sich ein Beiweistext
mit Hilfe zusitzlicher graphischer Darstellungen der im Beweistext auftretenden Ob-
jekte veranschaulicheaft. Dabei fassen wir folgende Ziele ins Auge:

e Entwicklung einer Ablaufvisualisierung eines deklarativen Beweises, um die al-
gorithmischen Bhigkeiten der Studierendeurfdas Versanhdnis deklarativer Be-
weise auszunutzen.

e Heranfihren der Studierenden an das hohe Abstraktionsniveau eines exakten
Beweises durch graphische Veranschaulichung der im Beweis auftretenden Ob-
jekte anhand konkreter Instanzen.

e FoOrdern eines explorativen Lernstils, indem die Animation sich an die vom Be-
nutzer eingegebenen Instanzen anpalit.

Bei unserem Konzept steht eine systematische und methodische Entwicklung von
Beweisvisualisierungen im Vordergrund, denn nur a@tlsich der ganze Entwick-
lungsprozeld vom rein umgangssprachlich formulierten Beweis bis zur Erstellung der
Beweisvisualisierung mit spezieller Software untetzth. Der derzeitige Mangel an
solchen Systemen ist wohl der wesentliche Grundidafa? Beweisvisualisierungen
auf dem Rechner — im Gegensatz zu Algorithmenanimationen — derzeit selten ent-
wickelt und fast gar nicht im Ausbildungsbereich eingesetzt werden.
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Kapitel 5

Animation strukturierter Bewelise

Unser Ansatz zur Animation von Beweisafil sich in drei abgegrenzte, aber aufein-
ander aufbauende Teile untergliedern. Wir formulieren diese drei Teile als Fragen, die
ein Autor zu beantworten hat, wenn er zu einem Beweis schrittweise eine begleitende
Animation erstellen rachte.

1. Wie schreibe ich den Beweistext?
2. Wie finde ich zu den Objekten im Beweistext geeignete visuelle Darstellungen?

3. Wie finde ich eine Ablaufbeschreibung des Beweistextes, mit der sich die visu-
ellen Darstellungen zu einer Animation zusamnugyefi lassen?

Die erste Frage betrifft den Beweistext selbst: Soll er vafidig durch graphische
Darstellungen ersetzt werden? Diese Fragé Kich &ir uns mit,Nein“ beantworten,
da derartige Visualisierungen in den Bereich logischen Schliel3ens mit Diagrammen
fallen und die dortigen Aregze noch weit entfernt sind von einer umfassenden Visua-
lisierung umfangreicher Beweise. Zwekén ist dann allerdings, wie der Beweistext zu
schreiben ist: Bei einer rein umgangssprachlichen Formulierung kann eine Beweisani-
mation nur unzureichend mit Softwareuntetsting erzeugt werden. Der Beweistext
muf3 also formale und semantisch genau spezifizierte Elemente enthalten, um diese au-
tomatisch mit dem Rechner bearbeiten pnkén. Damberhinaus soll der Beweisautor
moglichst frei bei der Gestaltung und Formulierung des Beweistextes sein. Insbeson-
dere wollen wir nicht von ihm verlangen, einen formalen Beweis zu schreiben. F~
eine rechnergesgtZt Beweisvisualisierung ist also die Frage zarkli, welche formale
Elemente der Beweistext enthalten soll und welche nicht. Siehe dazu Abschnitt 5.1.
Es wird sich herausstellen, das grobe Strukturmerkmaileifie rechnergestzte Ent-
wicklung ausreichend sind. Wir sprechen deswegen in unserer Arbeit von der Animati-
onstrukturierterBeweise. Auch wenn sich unsere Beispiele auf nicht formale Beweise
beschanken, ist unser Ansatz ebenso auf formale Bewasstiagbar, sofern die for-
malen Beweise die daf hotwendige Strukturmerkmale besitzen.

Die zweite Frage betrifft die visuelle Darstellung zum Beweis: Wie findeuché-
stimmte Beweisteile geeignete Visualisierungen? Nacho/@ und SrrReITz 1990]
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liegen hier teilweise die G@iride fir den derzeitigen Mangel an Beweisvisualisierun-
gen:

» 1he lack of previous work in the area is partly due to the fact that proofs
often involve hypothetical and abstract objects created for the purpose of
the proof. Such objects are difficult to visualize.”

In Abschnitt 5.2.2 zeigen wir, wie zumindesirfkonstruktive Beweise aus weiten Be-
reichen der Theoretischen Informatik Visualisierung systematisch gefunden werden
konnen. Basis unseres Ansatzes ist eine visuelle Darstellung eines Modells der bewie-
senen Aussage. Diegielt dem in HPERPROOFan einem fixen, endlichen Modell
verwirklichten Konzept. Im Gegensatz zu der dortigen statischen Visualisierung des
Modells benutzen wir zuzlich Animationen, um die konstruktiven Teile eines Be-
weises zu veranschaulichen.

In Abschnitt 5.2.4 befassen wir uns dann mit der Frage, wie sich aus den visuellen
Darstellungen der Objekte im Beweistext eine Animation erzeugBh Dazu mufl}
zum Beweistext eine Ablaufstruktur gefunden werden, mit der sich die Visualisierun-
gen zu einer Animation zusammenggén lassen.

Unser Konzept zur Beweisanimation kann — wie schon bei den Begriffsdefinitio-
nen und der Taxonomie im vorangegangenen Kapitel geschehen — in Analogie zur
Algorithmenanimation interpretiert werden: So wie bei einer Algorithmenanimation
der dynamische Ablauf des Algorithmus anhand einer graphischen Darstellung der
Datenstrukturen und inré&énderungen veranschaulicht wird, veranschaulichen unsere
Beweisanimationen den dynamischen Ablauf eines Beweistextes anhand einer graphi-
schen Darstellung der logischen Aussagen und iAreterungen bei Beweisregelan-
wendungen.

5.1 Wie schreibe ich den Beweistext?

Die Frage,Wie schreibe ich den Beweistext?‘ wollen wir durch die Angabe eines kon-
kreten Beweisformats &fén. Das Beweisformat mufd dabebglichst den folgenden
Anforderungen gemgen.

Der Autor des Beweises soll Details des Beweistextes weitgehend frei formulieren
konnen, ohne durch das Beweisformat stark einges¢tirZu werden. Insbesondere
wollen wir keine formale Sprache vorgegeben, in der die logischen Aussagen geschrie-
ben werden mssen, also keine Vorgabe von logischen KonnektivealiRaten oder
Sorteninformationen. Da wir eine umfassende Menge von Beweisen abdecken wollen
und nicht, wie beim logischen diagrammatischen Schliel3en nur einen spezialisierten
Bereich, muf3 das Beweisformat einegfichst flexible Beweisfhirung erlauben. Ins-
besondere darf kein fester, einsghkénder Satz von Beweisregeln vorgegeben wer-
den. Wie ein Beweisschritt bagmndet wird, soll in Verantwortung des Autors bleiben.

Fur denLesersoll das Beweisformat oglichst lesbar sein. Es soll ihm helfen, den
Beweistext zwberschauen und besser nachzuvollziehen.
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Um das Erstellen der Beweisanimation teilweiseamtomatisierenmuf3 das For-
mat auch einige formale Element enthalten, allerdings nur so viele, daf3 der Autor
nicht zu stark in seinen Gestaltungsghichkeiten eingeschrikt wird. Ein weiteres
Kriterium bei einer rechnergasgtten Erstellung von Beweisanimationen ist die Wart-
barkeit des Beweises und der zugabén Animation: KleinéAnderungen im Beweis-
text sollen spter keine oder nur wenigknderungen bei dessen Visualisierung nach
sich ziehen. Dies ist insbesondere bei einer Teilautomatisierung der Beweisvisualisie-
rung wichtig, weil dabei einige Elemente manuell vom Autor implementiert werden
mussen.

Das Resultat unserer Beinlingen, dideweisanimatioyveranschaulicht die kon-
struktiven Elemente des Beweistextes. Das Beweisformat sollte deswegen schon selbst
einen eher betont konstruktiven Charakter haben.

Es gibt in der Literatur einige Beweisformate, die entwickelt wurden, um das
Schreiben korrekter (nicht formaler) Beweise nud&rn. Formate, die auf Beweis-
kalkiilen des natrlichen Schlie3en basieren, zum Beispieh{EBHOUSE 1989], ha-
ben wir nicht weiter betrachtet, da sie zu stark an bestimmte formale Beweisregeln ge-
koppelt sind. Danberhinaus sind derartig aufbereitete Beweise unserer Meinung nach
nicht gut lesbar.

Mit dem Beweisformat von Leslie Lamport A\MPORT 1995] wird ausgehend von
einer Beweisskizze durch Dekomposition in immer kleinere Teilbeweise, schrittweise
ein stark formalisierter Beweis entwickelt. Das Beweisformat dient vornehmlich dem
Autor dazu, sich selbst von der Korrektheit einer Aussagemrzeugen. Die Beweise
in diesem Format sind nicht immer gut lesbar, da sie aufgrund der Methodik sehr stark
ineinander verschachtelte Teilbeweise enthalten.

Das unseren Anforderungen araamsten kommende existierende Beweisformat
ist dasStructured calculational proof formatvelches uns schon in Zusammenhang
mit PROOFVIEWS im vorangegangen Kapitel begegnet ist. Da es bis auf wenige De-
tails alle fir uns notwendigen Merkmale besitzt, haben wir es zur Grundlage unserer
Beweisanimationen gemacht. Wir betrachten zuerstaohsten Abschnitt dessen un-
strukturierte Variante, dann d&tructured calculational proof formagelbst und an-
schlie3end einige von uns hinzuggtén Erweiterungen.

5.1.1 , Calculational proof format®

DasCalculational proof formafD 1JKSTRA und SCHOLTEN 1990] ist ein von Edsger
W. Dijkstra entwickelter Formalismus, der urspglich dazu diente, um die systemati-
sche Entwicklung eines Programms aus dessen formaler Spezifikation zuuingsrst”
Das Beweisformat wird mittlerweile auch in einer Rihfung in die formale Rdika-
tenlogik und deren Anwendungen in der systematischen Programmentwicklung be-
nutzt [GRIES und SCHNEIDER 1994]. Wir orientieren uns in unserer Darstellung im
wesentlichen an den in [[BEs und SCHNEIDER 1994] verwendeten Notationen.

Die Grundidee beinCalculational proof formaist es, Beweisschritte als syntak-
tische Transformationen zwischen Booleschen Formeln aufzufassen, das heif3t, diese
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Transformationen sind Berechnungealtulationg auf Formeln ¢tructures Struktu-

ren). Im Calculational proof formatvird eine Aussage (Struktur) bewiesen bzw. wi-
derlegt, indem ausgehend von der Aussage eine Folge von Beweisschritten (Berech-
nungen) im Wahrheitswettue oderfalse endet. Dies betont dearfuns wichtigen
konstruktiven Charakter von Beweisen. Die Beweisschritte sind linear angeordnet, um
den Beweistit den Menschen lesbarer zu gestalten. Die Granatatér Beweisschrit-

te sollte so gewfilt sein, dal? der Mensch jeden Beweisschritt rein syntaktisch nach-
vollziehen kann. Um ihm dies zu erleichtern, ist an jedem Beweisschritt eine Recht-
fertigung in Form eines Kommentars, der zum Beispiel den Namen der verwendeten
Beweisregel angibt beigadt. Rechtfertigungen werden in geschweiften Klammern
an den zugebrigen Beweisschritt geschrieben. Der Wahrheitswert einer Booleschen
Struktur A wird durch den Operatdr] mit [A] ,,ausgewertet*. Die folgenden schema-
tischen Beweisschritte illustrieren eingBeweis* einer Booleschen Struktur.

[A]

= { Rechtfertigungti [[A] = [B]] }
[B]

= { Rechtfertigungti [[B] = [C]] }
[C]

= { Rechtfertigungit [[C] = true ]}
true

Der Operator-] besitzt noch eine zweite Bedeutung, die ihm seinen Namen —
Uberall-Operatof — gegeben hat: Sind und B reelle Matrizen, so definie® =
A + B die durch elementweise Addition resultierende reelle MattixSind hinge-
gen A und B Boolesche Matrizen, so bezeichnét= B normalerweise nicht die
Boolesche Matrix, die durch elementweise Boolesche \@grkurig vonA und B ent-
steht, sondern den Wahrheitswete (false ), falls A und B elementweise gleich
sind (oder nicht). Damit alle Operatoren uniform gehandhabt werden, wird durch den
Uberall-Operator mifA = B] angezeigt, daR es sich um einen elementweisen Ver-
gleich handelt, der in einem Wahrheitswert resultiert, d4dhund B musseniberall
Ubereinstimmen, damjtd = B| = true gilt. Ansonsten bezeichnet = B analog
zu A + B die elementweise Verkipfung mit=.

Zusitzlich zum Gleichheitssymbet wird im Fall von Booleschen Strukturen ein
weiteres Symbok fur Gleichheit zugelassen. Bei Gleichheit auf Booleschen Struk-
turen handelt es sich um die logiscAquivalenz. Da diese assoziativ ist, istim
Gegensatz ze= immer assoziativ. Desweiteren hateine kleinere RaZzedenz als alle
anderen Operatoren und erlaubt deswegen, bei komplexerenutiysdrKlammern
einzusparen.

Bei einem,richtigen* Beweis wird der explizite Bezug zu einem Beweisschritt in
einer Rechtfertigung weggelassen, im obigen Beispiel etiya= [B]. Die Recht-
fertigung muf3 sich nicht notwendigerweise auf eine vorher festgelegte Beweisregel

1Engl.:everywhere operator
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beziehen, sondern kann auch ein kurzer informeller Kommentar sein. Ebenso ist es
nicht zwingend, die zu transformierenden Booleschen Strukturen als stark formalisier-
te Aussagen zu notieren. Der Autor ist weitgehend frei in der Wahl des Formalisie-
runggrads.

Ist die zu beweisende Behauptung éiquivalenz zweier Booleschen Strukturen
Aund D, so muRfA = D] = true gezeigt werden. Ein Beweis davon stellt sich
schematisch etwa wie folgt dar:

[A= D]

= { Rechtfertigungdt [A = D] =[B = D] }
[B = D]

= { Rechtfertigungdt [B = D] =[C = D] }
[C = D]

= { Rechtfertigungtif [C' = D] = true }
true

Dieser Beweis ist durch diealnfige Verwendung voi) etwas schwer zu lesen.
DasCalculational proof formabietet deswegen eine veniZte Schreibweise an, bei
der die Transformation vopd = D] in true abkirzend als Transformation votiin
D notiert wird. Es werden also nicht skalare Werte, sondern Strukturen transformiert.
Obiger Beweis kann dann alsZend wie folgt notiert werden.

A

= { Rechtfertigungiit [A = B] }
B

= { Rechtfertigungtif [B = C] }
C

= { Rechtfertigungiii [C' = D] }
D

Quantoren haben das Fornvat V' : B : T'mit einer Variablerd” (oder einer Folge
V' von Variablen), einer Booleschen Strukiy die den quantifizierten Bereich angibt
und einer Booleschen Struktili, welche die Aussage regséntiertuber die quantifi-
ziertwird.V : V' : B : T istselbst wieder eine Boolesche Struktur. Der Ausdruck ist ein
Skalar, fallsB und7" skalar sind. In unseren Beispielen weiter unten benutzen wir ein
etwas weniger formales Formairfdie Quantifizierung und schreibg¥x € T: B:*
statty : « : B : T. Ein Beweis vorvz :: [A.x = D.z|) sieht schematisch etwa wie
folgt aus (Bereich und Typ sind weggelassen):

Vixw: Ax

= { Rechtfertigungtif (V: = :: [A.x = B.z]) }
V:x: Bx

= { Rechtfertigungtt (V: z :: [B.x = C.z]) }
Vix:Cx

= { Rechtfertigungtii (V: z :: [C.x = D.x]) }
Vix:Dx
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Um die Beweisfihrung zu vereinfachenokhen imcalculcational proof format
freie Variablen benutzt werden, so daf3 sich der vorangehender Beweis per Konvention
auch in folgender vereinfachter Form notieraf3t (Bereich und Typ weggelassen):

Wir stellen ir jedesr folgendes fest:
= A{.xRechtfertigungu’l'r' (V:xz:[Axz=Bx])}
= B{.glj?echtfertigung @it (V:z :: [Bax=Cuxl) }
= Cj{wRechtfertigungu‘i'r' (Viz:[Cx=D.ux])}
D.x

Analog kann natilich auch mit dem Existenzquantor verfahren werden.

Beispiel 1

Der folgende stark formalisierte Beweis soll einen Eindruckubdar'geben, wie das
Calculational proof formafur das Erstellen exakter, nach unseren Definitionen aber
nicht formaler Beweise benutzt werden kann. Wir geben einen Beweis der simplen
Aussage

Va,b,c,de N:a<bAc<d=a+c<b+d .

Im Beweis verwenden wir zwei spezielle Regeln, um die in der Aussage vorkom-
mende Ungleichhek zweier natitlicher Zahlen zu behandeln.

1. Die Symmetrie vorx fur einen beliebigen Term der eine natiliche Zahl re-
prasentierttrue = [t < t|, Regel (1), und

2. esisterlaubt einen Termder eine natiliche Zahl repasentiert, auf der rechten
Seite einer Ungleichung durch einen Ternt zu ersetzen,ui’ den[s < t] =
true bewiesen wurdefl < r] = [l < r[t/s]], Regel (2), wobei[t/s] die
Substitution vors durcht in r bezeichnet. Da wir keine Subtraktion betrachten,
ist diese Regeldt natirliche Zahlen korrekt.

Desweiteren verwenden wir noch zwei einfache aussagenlogische Umformungen.
3. Die Abschvdchung vom: [A A B] = [A], Regel (3), und

4. dieAquivalenz[A] = [A A true], Regel (4), §ir alle Booleschen Struktures
undB.

Fur allea, b, ¢, d € N gilt:
[a <bAc<d]

= { Regel (4)}
[a <bAc<dAtrue]
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= { Symmetrie vor fura + ¢, Regel (1)}
[a<bAc<dANa+c<a+(]

= { Ersetzex durchb auf der rechten Seite van+ ¢ < a + ¢, Regel (2)}
[a<bAc<dANa+c<b+ (]

= { Abschwdchung vom, Regel (3)}
c<dANa+c<b+(]

= { Ersetzer durchd auf der rechten Seite van+ ¢ < b + ¢, Regel (2)}
c<dANa+c<b+d]

= { Abschwéchung vom, Regel (3)}
la+c < b+d]

Dieser Beweis istdi alle natirlichen Zahlen, b, c undd eine Transformation vom
Booleschen Werfiu < b A ¢ < d] in den Booleschen Weft. + ¢ < b + d]. Aufgrund
der Semantik der Implikatios- und des Quantors, stellt diese Transformation einen
Beweis fir die Aussag®&a,b,c,d: N:a <bAc<d= a+ c<b+ddar. Der De-
taillierungsgrad des Beweises ist recht hoch. Dies erlaubt ein einfaches, schrittweises
Uberpuifen der einzelnen Beweisschritte durch den Schreiber oder durch einen Le-
ser des BeweisesuFfortgeschrittene Leseokinten die einfachen aussagenlogischen
Umformungen weggelassen werden.

5.1.2 ,Structured calculational proof format*

DasCalculational proof formatstl3t — was die Lesbarkeit der Beweise angeht — an
Grenzen, wenn Beweise ggftt werden, die aus vielen Teilbeweisen bestehen. Das
Structured calculcational proof form#8ACK et al. 1996, BckK et al. 1997] erweitert
das Beweisformat um za&liche hierarchische Strukturierungsmittel, die es erlauben,
Teilbeweise an der Stelle im Beweis aus#uiEn, an der sie verwendet werden. Be-
trachte folgenden schematischen Bewei€atculational proof formaftur die Aussa-
ge[AANP =Z]=true (aus [Back etal. 1996, Seite 3)).

ANP

= { Rechtfertigungdif [P = Q] }
ANQ

= { Rechtfertigungtif [Q) = R] }
ANR

= { Rechtfertigungiit [A = B] }
BAR

= { Rechtfertigungtii [B = (] }
CAR

= { Rechtfertigungdir [C AR =Y}
Y

= { Rechtfertigungtif [Y = Z] }
A
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Beweise dieser Gestalt werden durch das wiederholte Auftreten ganzer Teilformeln
wie A oderR sehr schnelldi den Menschen wiersichtlich. Um die Wiederholungen
zu vermeiden und solche Beweise trotzdem linear darzustellessen imCalcula-
tional proof formatdie Teilbeweise ausgegliedert und getrennt bewiesen werden. Sie
konnen dann im nachfolgenden Beweis innerhalb einer Rechtfertigung als ein Lemma
benutzt werden.

Lemma?2 [P = R| = true .

P

= { Rechtfertigungdi [P = Q] }
Q

= { Rechtfertigungtit [Q = R] }
R

Lemma 3 [A = C] = true

A

= { Rechtfertigungtif [A = B]| }
B

= { Rechtfertigungdr [B = C| }
C

Theorem 4 Es gilt[AA P = Z].

ANP
= {Lemma 2}
AANR
= {Lemma3}
CAR
{ Rechtfertigungdif [ C AR =Y }
Y
{ Rechtfertigungtif [Y = 7] }
A

Bei dieser Umstrukturierung des Beweises, die unternommen wurde, um seine
Lesbarkeit zu erblien, werden nun Teilbeweise vorweg @at, ohne dal} der Leser
Kenntnisuber den Beweis der eigentlich interessierenden Aussage besitzt. Dies kann
in vielen Situationen das Veestdnis der ausgegliederten Teilbeweise behindern, ins-
besondere wenn es sich um rein technische Aussagen handelt, die sich nicht sinnvoll
als eigensiindiges Lemma formulieren lassen. Wird hingegen der Hauptbeweis vorweg
betrachtet, dann werden darin Rechtfertigungen benutzt, die auf Ergebnisse verweisen,
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die erst hinterher bewiesen werden. In beidalidfi’ist die Pasentation des Beweis
fur den menschlichen Leser eher schlechter geworden als besser.

Statt nun Teilbeweise ganz auszugliedern, werden sigtimoctured calculational
proof formathierarchisch an der Stelle ihrer Verwendung in den Beweis eingegliedert
und durch Einucken und vorangestelltenund nachgestelltenals Teilbeweis kennt-
lich gemacht. Ferner wird im Antezedent des Beweisschritts die im Teilbeweis trans-
formierte TeilformelP durch.P_ und in der Konklusion die resultierende Teilformel
R durch™ R markiert:

ANLP,
{ Teilbeweis fir [P = R] }

° P
= { Rechtfertigungtii [P = Q] }
Q
= { Rechtfertigungtif [Q = R] }
R
LAJATRT
= { Teilbeweistir [A = C]}
° A
= { Rechtfertigungtii [A = B] }
B
= { Rechtfertigungtif [B = C] }
C
"C"AR
= { Rechtfertigungtdif [C AR =Y}
Y
= { Rechtfertigungdif [\ = 7] }
A

Bei der Verwendung von Teilbeweisen ist Vorsicht geboten. Falls der Teilbeweis
keinedquivalente Beziehung zwischen zwei Booleschen Strukturen bewasistt, tié
korrekte Verwendung des Teilbeweises von den Monotonieeigenschaften des Opera-
tors ab, dessen Argument durch den Teilbeweis ersetzt wird. Soll zum Beispiel aus
LAL = P die Aussage C'' = P gefolgert werden, so mul3 wegen der Antimono-
tonitat des erstens Arguments ves ein Teilbeweis @it A = —C, alsoC' = A
bzw. A < C, geflihrt werden.

LAlo= P
= { Teilbeweis fir[A < C] }
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o A

< { Rechtfertigungiit [A < B] }
B

= { Rechtfertigungtif [B = C] }
C

"C'= P

Es ist also darauf zu achten, dal3 die Ersetzung wahrheitserhaltend ist. Die korrekte
Verwendung eines Teilbeweises ist, wie auch bei den anderen im Beweis auftretenden
Begnindungen, dem Autarberlassen.

Beim Rihren eines Teilbeweises kann der Autor oftmals einen Vorteil aus der Se-
mantik des logischen Operators ziehen. Wird zum Beispiel der Antezedeiter
Implikation A = B in einem Teilbeweis umgeformt, so kann der Autor aufgrund der
Semantik vor= im Teilbeweig A] = true annehmen. Diese Art der Ausnutzung der
Semantik logischer Operatoren in Booleschen Strukturen bahmefa von Teilbewei-
sen hilft oftmals, um kurze und lesbare Beweise zu schreiben. Sie wurde zum Beispiel
explizit in das hierarchische Beweisformat von Lamport integriesMPORT 1995].

Unser vorangegangenes Beispiel kannStructured calculational proof formatie
folgt notiert werden:

Beispiel 2
Mit Hilfe eines Teilbeweises und der Ausnutzung der Semantik-¢okann der Be-
weis aus Beispiel 1 wie folgt umgeschrieben werden:

Fur alle natirlichen Zahleru, b, ¢, d gilt:
I_[CL <bANc< d]J
= { Teilbeweisvoria <bAc<d|=[a+c<b+d]}

Annahmela < b A ¢ < d] = true, alsofa < b] = [¢ < d] = true
wegen der Semantik von
® true
= { Symmetrie vor fura + ¢, Regel (1)}
[a+c<a+]
= { Regel (2) und Annahmig < b] = true }
[a+c<b+(]
= { Regel (2) und Annahme < d| = true }
la+c < b+d]

a+c<b+d”

Im Gegensatz zu Lamports Beweisformat, enthalten Beweise, ditrinctured
calculational proof formageschrieben sind, meist weniger tief verschachtelte Teil-
beweise. Aber auch schon bei ein oder zwei Teilbeweisen leidet die Lesbarkeit des
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Beweistextes etwas. In [RUNDY 1996b] wird deswegen eine Hypertextdarstellung
fur dasStructured calculational proof formatorgestellt, mit dem sich geschachtelte
Teilbeweise individuell durch den Leser auf- und wieder verdecken lassen, siehe dazu
auch die Erldirungen zu ROOFVIEWSIm vorangegangenen Kapitel.

5.1.3 Erweiterungen des Beweisformats

DasCalculational proof formatrennt logische Aussagen (dort Boolesche Strukturen
genannt) von den mit einem Kommentar versehenen Regelanwendungen. Die struk-
turierte Variante erweitert das Format um geschachtelte Teilbeweise; Quantoren wer-
den informell behandelt. Weitere oft vorkommende Strukturierungsmittel wie Induk-
tion und Fallunterscheidungen sind nicht explizit Bestandteil des Beweisformats. Die-
se Konstrukte sinduf uns aber von Bedeutung, da sie angeben, auf welche Art die
logischen Aussagenafiiend des Beweises transformiert werdaur. lfisere rechner-
gestitzte Erstellung einer Ablaufvisualisierung legen wir deswegen folgende Notation
fur Induktion und Fallunterscheidung fest.

Fallunterscheidung

In einer Fallunterscheidung wird, etwa in einem Beweis v B vV C' = D], nach
den disjunktiv verknpften logischen Aussagety B undC' unterschieden. Dies kann
zwar im Structured calculational proof formalurch drei aufeinanderfolgende Teilbe-
weise notiert werden, ist aber dann nur schwerdén Leser als Fallunterscheidung
erkennbar, wie folgendes schematisches Beispiel veranschaulichen soll:

LAaVBvV(C
= { Teilbeweis fir[A = D] }

o A
= {..}
D

"D'VW.BuVvC
= { Teilbeweis fir [B = D] }

° B
D
[DVTD7V (]
= { Teilbeweis it [C' = D] }

° C

= {..}
D
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DvDvVT™D"
= { Einfache Aussagenlogik
D

Durch explizite Angabe derdfié lal3t sich ein derartiger Beweis lesbarer gestalten.
Die Fallunterscheidungifiren wir als Teilbeweis, diedié sind fortlaufend numeriert,
und jeder Fall besteht aus einem eigenen Beweis. Die letzte Boolesche Struktur dieser
Beweise ist in jedem derafé identisch.

LAV BV C,
= { Teilbeweis fir [AV BV C' = D] }

e Beweis durch Fallunterscheidung na¢hB undC'

1. A
A
= {..}
D
2. B:
B
= {..}
D
3. C:
C
= {..}
D
I_D_I

Bei folgendem Spezialfall einer Fallunterscheidung wird nach den Eigenschaf-
ten einer Variablen unterschieden, die in einem Term oder einer logischen Aussage
enthalten ist. Die spezifische Eigenschaft der Variablen wird im zarggdT Teilbe-
weis ausgenutzt. Wir betrachten als Beispiel den schematischen Beweis der Aussage
Vn € Z : P(n) = Q(n) und machen eine Fallunterscheidung nachk 0,7 = 0 und
n < 0:

Fur allen € Z qgilt:
LP(n)
= { Teilbeweis fir [P(n) = Q(n)] }
e Beweis durch Fallunterscheidung nach 0,n = 0 undn > 0
1. n>0:
P(n)
= { Weil [n > 0] gilt }

Q(n)
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2. n=0:
P(n)
= { Weil [n=0]gilt }
Q(n)
3. n<0:
P(n)
= { Weil [n < 0] gilt }
Q(n)

I_Q(n)‘l
In diesem Beweis ist die zu beweisende Aussages N : P(n) = Q(n) gewis-
sermaflen implizitivn € N: (n > 0AP(n)Vn =0AP(n)Vn < 0AP(n)) = Q(n)
umgeformt und dann obiges Schemadine Fallunterscheidung angewendet worden.
Fur die Lesbarkeit eines Beweis mit Fallunterscheidung ist wichtig, dal® zu Anfang
der Fallunterscheidung dem Leser klar ist, dai3 die Fallunterscheidungpefsct ist:
In unserem ersten Beispiel durch Angabe der expandierten Teilstrukiu@nndC,
im zweiten durch Angabe alleraglichen Rllen > 0,n = 0,n < 0.

Induktion

Eine Induktion besteht aus einer Induktionshypothese, dem Induktionsparameter, dem
Induktionsanfang und einem Induktionsschluf3 mit der Verwendung der Induktions-
hypothese. Die Induktionshypothese ist in vielalléi einfach die zu beweisende
Aussage. Sie braucht deswegen nicht explizit im Beweis vorzukommen. Unsere Er-
weiterung des Beweisformates sieht eine explizite Angabe des Induktionsparameters,
des Induktionsanfangs und des Induktionsschlus (inklusive Angabe der Art des Induk-
tionsschritts und Verwendung der Induktionshypothese) vor. David Gries benutzt in
seiner Variante de€alculational proof format§GRIES und SCHNEIDER 1994] eine
ahnliche Syntax. Wir stellen das Konstrukt beispielhaft in einem Beweis der simplen
AussagevVn € N:n!l=n-n—1-...-2-1]vor. Die Fakultt einer nairlichen Zahl

sei dabei rekursiv durchi = 1 undn! = n - (n — 1)! definiert.

Beweis durch vollstihdige Induktion nach € N:
Induktionsanfang

1. n=1:
n!
= {n=1}
1!
= { Def.von!}
1
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Induktionsschritt vom — 1 aufn

n!

= { Def.von! }
n-(n—1)!

= { Induktionsvoraussetzungifin — 1 }
n-n—1-n-=2)-...-2-1

Der Induktionsbeweis besteht also aus zwei Teilen, die durch Angabe von Induk-
tionsanfang und Induktionsschluf3 markiert sind. Die Beweise in diesen beiden Teilen
sind im Structured calculational proof formatotiert. Die Induktionshypothese wird
als Regelanwendung mit einem informellen Kommentar angegeben. Bei einem Basis-
fall mit mehreren BRllen kann einfach unser vorangegangenes Konstrukt zur Fallunter-
scheidung verwendet werden.

5.2 Wie finde ich geeignete visuelle Darstellungen?

Wie wir bisher gesehen haben, ist das wesentliche Strukturierungsinstrument in un-
serem auf denS$tructured calculational proof formdtasierenden Beweisformat eine
Unterscheidung in logische Aussagen (Formeln, Booleschen Strukturen) einerseits und
Anwendungen von Beweisregeln auf diese Aussagen andererseits. Bevor wir uns der
Visualisierung von Beweisregel zuwenden, legen wir in diesem Abschnitt dar, wie sich
die logischen Aussagen sinnvoll graphisch veranschaulichen lassen. Unser Ziel ist es
dabei, den Wahrheitswert einer logischen Formel, also deren Semantik, visuell zu ver-
anschaulichen. Der Betrachter soll anhand von Beispielinstanzen seheeank dal3

die gerade im Beweis manipulierte Aussage wahr (oder falsch) ist.

Der Wahrheitswert einer logischen Aussage wird formal durch ein Modell einer
Logik bestimmt. Als Logik betrachten wir im folgenden die zweiwertigad#katen-
logik; unsere Vorgehensweise ist aber auch auf andere Logiken mit Modellsemantik
ubertragbar. Der folgende Ansatz ist unabgig vom verwendeten Kalkund einem
bestimmten Beweisformat. Insbesondere spielen Beweisregeln noch keine Rolle.

Das Modell ist fir eine Beweigfhrung durch den Menschen wichtig. Wird ein
Beweis durch den Leser nachvollzogen, so kann dies einerseits durch eine rein syntak-
tischeUberpuifung der Regelanwendungen geschehen oder durchHéiampuifung
auf semantischer Ebene. Gerade letztereauiseii tiefes Verstindnis des Beweises
von grundlegender Bedeutung.

Wir legen eine Vorgehensweise dar, wie zu einer logischen Aussage mit einer Art
,bottom-up* Methode systematisch eine sinnvolle visuelle Darstellung gefunden wer-
den kann. Ziel ist es, die Interpretation einer logischen Formel durch ein Modell mit
Hilfe einer visuellen Darstellung (von Teilen) des Modells sichtbar zu machen. Im
Gegensatz zum Bereich des diagrammatischen logischen Schliel3en ist es nicht unser
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Ziel, eine graphische Regséntation des Modells zu konstruieren, die einen visuellen
formalen Beweis der zu visualisierende Aussage darstellt. Diedemiur in Ausnah-
mefdllen flir die meist unendliche Modelle gelingen, mit denen wir es in der Theoreti-
schen Informatik zu tun haben.

Wir beschreiben unseren Ansatz formal und wiederholen deswegen kurz die Defi-
nition der modellbasierten Semantik einer zweiwertigeadikatenlogik.

5.2.1 Modellsemantik der Padikatenlogik

Wir betrachten im folgenden nur Aussagen, die in einer Sprache der zweiweldige Pr”
dikatenlogik erster Stufe (PL1) formuliert sind. Terme werden wie gewohnt aus ge-
gebenen Variablen-, Konstanten- und FunktionensymbolewiiiRate aus Termen und
einem Padikatensymbol; und logische Aussagen awiReaten und denblichen lo-
gischen Konnektiven und Quantoren gebildet. Ersetzungen von nicht quantifizierten
Variablen durch Terme werden durch Substitutionen beschrieben. Da die formale Syn-
tax solch einer Spracheif'unsere weiteren Betrachtungen nur zweitrangig ist, ver-
zichten wir auf eine genaue Darstellung der Syntax; sie kann vom interessierten Leser
zum Beispiel in [FTTING 1996, Seiten 97-103] nachgelesen werden.

Auch in der folgenden detaillierteren Darstellung der Semantik von Awger
einer Sprache der zweiwertigena@ikatenlogik halten wir uns sehr stark an die in
[FITTING 1996] gegebenen Definitionen.

Definition 7 (Pradikatenlogisches Modell)
Ein Modell M = (D, I) fur eine Sprache der zweiwertigenaBikatenlogik erster
Stufe besteht aus:

1. Einer nicht leeren MengP, derDoméanevon M.
2. Einer Abbildung!/, derinterpretationvon M, die

e jeder Konstanten ein Element! € D,

¢ jedemn-stelligen Funktionssymbqi einen-stellige Funktionf! : D* —
D und

¢ jedemn-stelligen PadikatensymboP einen-stellige RelationP! C D
zuordnet.

Definition 8 (Variablenbelegung)

Eine Variablenbelegunin einem Modell(D, I') ist eine Abbildungs von der Menge
der Variablen naclD. Das Bild einer Variablem unter der Abbildungs bezeichnen
wir mit v,

Mit Hilfe eines Modells(D, I') und einer Variablenbelegung kann jedem Term ein
Element aus der DoameD zugeordnet werden.
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Definition 9 (Auswertung eines Terms)
M = (D, I) sei ein Modell unds eine Variablenbelegung in/, dann wird jedem
Termt ein Wertt’-® wie folgt rekursiv zugeordnet:

1. Rir jede Konstante gilt ¢/# = ¢I.
2. Hir jede Variabler gilt v"% = 7.

3. Hir einn-stelliges Funktionssymbglund Termet4, ..., ¢, gilt
[f (1o ta)] = f107 )

Beispiel 3 (Natirliche Zahlen)
Die in Beispiel 2 bewiesene Aussage

Va,b,c,d :N:a<bAhc<d=a+c<b+d

wird durch das ModelkN, 7) mit (n + m)’ = n’ + m’ und <'= {(n,m) | n <
m,n, m € N} erfullt.?

Einer Formel aus der gegebenen Sprache wird wie folgt einer der Wahrheitswerte
wundf zugeordnet. Wir gehen davon aus, dal3 auf Basis von Wahrheitstafelief”
logische Konnektiven, logische Ausdkeuber den Wahrheitswertamundf ausge-
wertet werden &inen.

Definition 10 (Auswertung einer Formel)

M = (D, I) sei ein Modell ir eine Sprache der zweiwertigeraBikatenlogik erster
Stufe unds eine Variablenbelegung. Den Form@n—-®, ® A ¥, ® v ¥, (Vz)® und
(37)® wird wie folgt ein Wahrheitswerd’# (woderf ) zugeordnet:

1. Hir atomare Formeln:

[P(t1,...,t,)]"# = wgenau dann, wengt!? ... t5) € P!
true 0 =w
false # =f

2 o= [ W , falls @78 = f
- ~ 1 f ,sonst

w |, falls®’f = wund¥/# =w

1.6 _
3. [®A Y] _{f , sonst

w , falls®’# = woder¥/-# =w
f ,sonst

Dabei sind0, 1,2, ... lediglich Abkiirzungen @i deren formale Darstellung, s(0), s(s(0)) mit
Hilfe einer Nachfolgefunktion.

4. [® v )8 = {
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5. [@ = W1 = [~ v W10

w , falls fur jedess’ mit 3(y) = 3'(y) fur jedesy # =
6. [(Vz)®]'# = oLF" = wailt
f ,sonst

w , falls fur ein 3’ mit 5(y) = 5'(y) fur jedesy # «
7. [(32)®]F = ®LF = wilt
f ,sonst

Beispiel 4 (Hyperproof)
In HyPERPROOFenthalt die Donane des dort fixierten Modells geometrischen Objek-
te. Die Interpretatior bildet Konstantend; b, c, . . .) auf die entsprechenden geome-
trischen Objekte ab. Funktionssymbole gibt es nicht. Dedk&atensymbole werden
von [ auf Relationen abgebildet, deren Wahrheitswert von der Lage uaBeGdér
geometrischen Objekte adhgt.

Betrachte Abbildung 4.4, Seite 77. Das grof3e Dodekaeder wird umitl das Kklei-
ne mitd bezeichnet (siehe Beweistexturdas gegebene Modell gilt algoc Large!
und Dodec’ = {¢,d}, und damitLarge(d)’ = w und Large(c)’ = f.

5.2.2 Modellbasierte Visualisierung logischer Formeln

Ein von einem Menschen umgangssprachlich formulierter Beweiskdtilicherwei-

se abstrakte Schluf3folgerungen, die auf den semantischen Eigenschaften der im Be-
weis auftretenden Objekte basieren. Rein syntaktische Schluf3folgerungen mit einem
formalen Beweiskald'kommen eher selten vor. Im Gegensatz zu einer Maschimé f*

ein Mensch den Beweis einer Aussage meist mit einem bestimmten Modell vor Augen.
Um umgekehrt einen Leser die Schluf3folgerungen des Beweises zu vermitteln, ist es
deswegen sinnvoll die im Beweis auftretenden logischen Aussagen und Argumenta-
tionen auf Basis dieses Modells zu veranschaulichen. Als ersten Schritt zur Erstellung
von Visualisierungen logischer Aussagen fixieren wir deshalb ein Modell der bewie-
senen Aussage. Wir aitern dann, wie auf Basis solch eines Modells die logischen
Aussagen systematisch visualisiert werdennen. Dabei konstruieren wir ausgehend
vom fixierten Modell schrittweiseutr’die Konstantensymbole, Terme aéikate und
letztendlich fir die Formeln eine visuelle Darstellung, bei der jeweils die inm vor-
angehenden Schritt festgelegten graphischen Darstellungetefi' richsten Schritt
tubernommen werden. Als Resultat dieser hierarchischen Vorgehensessiisgt die
Visualisierung einer Formeln (eines Terms) die Visualisierung von Teilformeln (Teil-
termen). Wie wir noch sehen werden, ist diese Eigenschaft wichtidi€ Animation

der Beweisregeln. In der Praxis wird man urdith nicht derart formal wie im fol-
genden vorgehen, sondern lediglich informell die interessierenden Teile des Modells
fixieren. Wie die Objekte des Beweises dann konkret dargestellt werden seliegt, h”
stark vom Einzelfall ab. Wir stellen unser Konzept deswegen an Beispielen orientiert
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vor. Unsere Methode dient als eine Art Leitfaden zur Konstruktion visueller Darstel-
lungen der Interpretation logischer Aussagen.

Visualisierung der Domane

Der erste Schritt, die in einem Beweis auftretenden logischen Formeln visuell darzu-
stellen, ist festzulegen, wie die Elemente der fixierten Boe) graphisch veran-
schaulicht werden sollen.

Definition 11 (Visualisierung einer Donéne)
(D, I) sei ein padikatenlogisches Modell. Eine Abbildung die jedemd € D eine
graphische Darstellungl” zuordnet, heiRvisualisierung vorD.

Eine sinnvolle Wahl vori” hangt von dem im Beweis verwendeten Eigenschaften
der Elemente vorD ab. Die Visualisierung der Doamée eines Modells sollte die we-
sentlichen Eigenschaften der Elemente aus derd@wisuell wiedergebepWesent-
lich* heil3t, dald die in einem Beweis verwendeten Eigenschaften von und Beziehun-
gen zwischen den Elementen visuell vorliegen, aber die zu beweisenden Eigenschaften
nicht visualisiert werden.

Wir unterscheiden zwei grundlegende Typen der Visualisierung eineabendlie
wir als konkreteundabstrakteVisualisierung bezeichnen:

e Konkrete VisualisierungDie graphischen Darstellungen der Elemente der Do-
mane sind verschieden. Die Darstellung gibt genau die individuellen Eigenschaf-
ten eines Elements wieder.

e Abstrakte VisualisierungDie graphischen Darstellungen der Elemente der Do-
méane sind nicht verschieden. Viele Elemente (insbesondere unendliche viele)
besitzen dieselbe graphische Darstellung. Die Darstellung gibt einige allen Ele-
menten gemeinsame Eigenschaften wieder.

Als Beispiele betrachten wir im folgenden auch die in Abschnitt 2.2 vorgestell-
ten Systeme und interpretieren deren visuelle Darstellungen unter dem Aspekt obiger
Begriffe.

Beispiel 5 (Gloors System)
Gloors System wurde zur Animation eines Korrektheitsbeweises eines Graphenalgo-
rithmus benutzt. Die Doarie D des Modells des bewiesenen Theorems ah{lvée-
zeichnete) Knoten, (gewichtete) Kanten,urtathe Zahlen (zur Gewichtung der Kan-
ten) und Graphen.

Ein Graph wird auf Basis seiner Kanten und Knoten mit einer in der Informatik
ublichen Form graphisch dargestellt: Jeder Knoten wird durch einen Kreis visuell mit
alphanumerischen Bezeichner dargestellt, jede Kante durch eine Gerade, welche die
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beiden zugebrigen Knoten verbindet, jedes Gewicht wird als Folge arabischer Zif-
fern an die zugetrigen Kante geschrieben. Ein aus Knoten und gewichteten Kanten
bestehender Graph wird auf analoge Weise visualisiert.

Jede Kante, jeder Knoten, jede Zahl und jeder Graph derdder® hat eine ei-
gene eindeutige graphische Darstellung, das heif3t, in unserer Terminologie verwendet
Gloors System eine konkrete Visualisierung \ion

Beispiel 6 (Satz des Pythagoras)

Die Doméne eines natlichen Modells des Satzes von Pythagoras,ahtbchtwink-

lige Dreiecke. Diese &inen auf vielfltige Art und Weise mathematisch modelliert

werden: Als Menge dreier Punkte im euklidischen Raum oder als Tripel der Kan-

tenlinge der Hypothenuse und zweier Winkel. Die Details interessieren uns hier nicht.
Die ZEus-Animation verwendet eine abstrakte Visualisierung eines rechtwinkli-

gen Dreiecks. Jedes Dreieck der Dmme'D wird durch eine identische graphische

Darstellung visualisiert, die von den konkreten Maf3en und Winkeln der Dreiecke ab-

strahiert. In unserer Terminologie verwendet dieus-Animation eine abstrakte Vi-

sualisierung vorD.

Beispiel 7 (Hyperproof)
In HYPERPROOFbesteht die Dom@rie aus drei-dimensionalen geometrischen Objekten
(Pyramiden, Quader, Dodekaeder).

Sie werden haup&ghlich konkret als zwei-dimensionale Projektionen graphisch
dargestellt. Nur @i manche Lernsituationen wird bei einem Objekt die Form unbe-
stimmt gelassen: Der Benutzer soll lbung aus vorgegebenen Aussagen Form und
GrolRe deduktiv bestimmen. Zu sehen ist dann ein Zylinder als abstrakte Darstellung
des Objekts.

Konkrete Visualisierungen entsprechen in der Programmvisualisierung in etwa der
graphischen Darstellung von Datenstrukturen. Ein konkrete Darstellung der Elemente
einer Donahe ist meist einfacher zu finden, als eine stark abstrahierte. Abstrakte Dar-
stellungen reflektieren weniger Eigenschaften als konkrete Darstellungemondrk™
deswegen irreffirend sein, wenn einafféinen Beweis wichtige Eigenschaft nicht dar-
gestellt wird. Da abstrakte Darstellungen aber weniger Details zeigen, sina dierf”
Betrachter meist kognitiv leichter zu erfassen. Siehe Tabelleus.gifie Gegeuber-
stellung dieser Vor- und NachteileuFdie Praxis ist es sinnvoll, erst eine konkrete
Darstellung zu w&hlen, und erst stér zu versuchen, von unwichtigen Details in der
Visualisierung zu abstrahieren (etwa den inneren Knoten vaumin und Graphen
oder dem konkreten Winkel eines Dreiecks).

Beispiel 8 (Natirliche Zahlen)

Wir betrachten noch einmal das in Beispiel 3 fixierte Mod®l| 7). Der Beweis nutzt
die relative Gol3e einer naftrlichen Zahl als ihr wesentliches Merkmal aus. Died& |
sich auf viel@iltige Weise visualisieren, zum Beispiel:
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konkret abstrakt

leichter zu finden schwierig zu finden

allgemein fir verschiedene Beweis zuAbstraktion meist spezielluf” einen
verwenden Beweis

meist detailreiche Darstellung oft kompakte Darstellung

kognitiv schwerer zu erfassen kognitiv leichter zu erfassen
meist alle Eigenschaften dargestellt wichtige Eigenschaftenten fehlen

Tabelle 5.1: Vor- und Nachteile konkreter und abstrakter Visualisierungen

e Durch einen (horizontalen) Balken, desseangé proportional zur &f3e der
dargestellten Zahl ist.

e Durch einen Kreis, dessen Durchmesser proportional zeR&dér dargestellten
Zahl ist.

Welche der beiden Varianten — Darstellungunither Zahlen als Balken oder
Kreise — die sinnvollere ist,drigt neben der Doame D auch von der fixierten Inter-
pretation/ ab. Letztere ordnet den in einem Beweis auftretenden syntaktischen Kon-
strukten, Konstanten und Termen Elemente/Ausd Padikaten Wahrheitswerten zu.
Wir erweitern nun die Visualisierung voP zu einer Visualisierung von Konstanten
und Termen. Dabei gehen wir davon aus, dal} die Elementéveon V' fur einen
vorliegenden Beweis sinnvoll graphisch dargestellt werden (alsoialléeii Beweis
wesentlichen Eigenschaften reflektieren).

Visualisierung von Konstanten

Die im Beweis auftretenden Konstantensymholheerden sinnvollerweise durdh’)"
visualisiert, das heil3t, eine Konstamtevird durch die Visualisierung ihres durch die
Interpretation zugeordneten Elementssualisiert.

Definition 12 (Visualisierung von Konstanten)
(D, I) sei ein padikatenlogisches Modell und eine Visualisierung vorD. V' laft
sich vermittel¢’)" zu einerVisualisierung von Konstanterfortsetzen.

Beispiel 9 (Hyperproof)

In Hyperproof existieren mit kleinen alphanumerischen Symbolen bezeichnete Kon-
stanten ¢, b, ¢, . ..). Sie werden als geometrische Objekte des fixierten Modells inter-
pretiert und mit Hilfe deren zwei-dimensionale Projektionen visualisiert. Zur besseren
Identifizierung einer zu einer Konstanten gegén graphischen Darstellung, werden
die Konstanten teilweise zur zatzlichen Kennzeichnung verwendet.

Die visuelle Darstellung von Konstantensymbolen entspricht in der Programmvi-
sualisierung in etwa der visuellen Darstellung von Werten elementarer Datentypen,
wie ganzen Zahlen oder Zeichenketten.
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Visualisierung von Termen

Die einfachste Variante, Terme auf Basis der vorangehenden Visualisierungen zu ver-
anschaulichen, ist analog zu Konstanten eine Fortsetzuny wvenmittelst” = (t/)V.
Allerdings geht dabei in einigedfén wichtige Informatioruber den Termaufbau ver-
loren. Wir diskutieren dies anhand zweier Beispiele etwas genauer.

Beispiel 10 (Birarbaume)
In einem Beweis der Korrektheit eines Algorithmus, derdBbiumetiber natiflichen
Zahlen manipuliert, seien Bamidume syntaktisch wie folgt beschrieben:

e nil ist der leere Biarbaum
e Wenn/ undr Binarbkdume sind, dann ist audky, ) ein Bindrbaum.

Das natitliche Modell(D, I') der Korrektheitsaussage eathéine mathematische Be-
schreibung von Biaftdume. Das zweistellige Funktionssymbdiat bei einem Term
b(l,r) einen reirkompositionalefCharakter: Esfgt die Birdrbdumel undr zu einem
neuen Bi@rbaum mit einem (nichtatier bestimmten) Wurzelknoten und linken Teil-
baum! sowie rechten Teilbaumzusammen. Im zugehigen Modell sind die beiden
mathematischen Modellierung&nundr’ der Teilkdumel undr integraler Bestandteil
vonb(l,r).

Diese Elemente vo kdonnen durch eine gewohnte graphische Darstellung von
Binarbdumen konkret visualisiert werden, die graphischen Darstellungeh wod
sind dann Teil der graphischen Darstellung ¥@nr). Seil” solch eine Visualisierung
von D. Obiger Term &3t sich analog zu einer Konstanten ohne Informationsverlust
vermittels(b(Z,r)")" visualisieren. Bei einer abstrakten Visualisierung kann auch von
den konkreten Termerundr abstrahiert werden. Siehe Abbildung 5Sut $olche zwei
unterschiedliche Darstellungen von

b(b(b(nil, nil), b(b(nil, nil), nil)), b(b(nil, b(b(nil, nil), b(nil, nil))), b(nil, nil))) .

Bei Funktionssymbolen mit kompositionalem Charakter sind die so konstruierten
Objekte oftmals eindeutig gegeben, das heil3t, ein Elemenivbat in der logischen
Sprache eine eindeutige syntaktische Darstellung als Term. Andedtvestsich im
folgenden Beispiel.

Beispiel 11 (Natirliche Zahlen)

Die Addition+ auf den natilichen Zahlen besitzt eineperationalerCharakter. Sie
weist zwei natiflichen Zahlen eine neue Zahl zu, ohne dal} die beiden Argumente Teil
der gebildeten Summe sind. DdErhinaus ist die Darstellung nicht eindeutig+ 3
bezeichnet dieselbe Zahl wiet 2.

Stellt eine Visualisierund” von N die natirlichen Zahlen als horizontale Balken
dar, so sind die Darstellungen vofl + 3)’)" und((2 + 2))" identisch. Die Infor-
mationuber den Termaufbau geht dabei verloren. Abhilfe kann hier eine Animation
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/

(a) Konkrete Visualisierung (b) Abstrakte Visualisierung

Abbildung 5.1: Beispiel einer konkreten (a) und abstrakte (b) Visualisierung einaghimnmns

schaffen, welche die Konstruktion vai + 3)’ veranschaulicht und in der visuellen
Darstellung((1 + 3)")" endet. Abbildung 5.2 skizziert solch eine Animation, bei der
die zu den Argumenten gehigen Balken zu einem neuen Balken vereinigt werden,
der deren Summe visualisiert.

Werden natiliche Zahlen durch Kreise mit einem Durchmesser proportional zum
Wert der Zahl dargestellt, safft sich die Addition nicht mehr derart intuitiv visuali-
sieren. Die Balkendarstellung ist in diesem Fall sinnvoller.

I:I :I

[ \ (R |
v N v N

[ [ ] [ [ ]
(a) Animation vonl + 3 (b) Animation vor2 + 2

Abbildung 5.2: Animation der Summie+ 3 (a) und2 + 2 (b)

Falls ein Termf(¢4,...,t,), der mehrere Teilterma, ..., ¢, mit operationalem
Charakter entalt, durch eine Animation visualisiert werden soll, ist es sinnvoll, zu-
vor die Teilterme in einer bestimmten Reihenfolge zu animieren, um dann die jeweils
resultierenden statischen Abbildungen als Ausgangspunkt der Animatiohzwbe-
nutzen. Eine simultane Animation der Teilterme ist zu vermeiden, da dann der kogni-
tive Aufwand Ur den Betrachter zu grof3 wird. Man kann als einfache Auswertungs-
strategie den am weitesten links stehenden Teilterm zuerst (rekursiv) animieren, dann
den davon rechts stehenden, usw.
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Damit diese hierarchische Form der Visualisierung von Teiltermen systematisch
durchgetihrt werden kann, sollte bei der Animation eines Ternmisimer das letz-
te Bild mit der Visualisierungt’)"" tibereinstimmen. Ist diese wichtige Eigenschaft
erfullt, dann kann der Betrachter die Interpretation des Terms Scari®c¢hritt an-
hand der Animation visuell nachvollziehen.

Beispiel 12 (Natirliche Zahlen)

Wir visualisieren, wie in Beispiel 11, natiche Zahlen als horizontale Balken und die
Addition zweier Zahlen als Aneinandadgén von deren zugehgen Balken. Dann
endet die Animation + 1 in einer Visualisierung der resultierendenuréichen Zahl

2, und die Summe(1 + 1) + 1) + 1 kann dann systematisch durch eine Sequenz der
drei Animationenl + 1, 2 + 1 und3 + 1 visualisiert werden. Siehe Abbildung 5.&f"
eine Skizze dieser Animation.

Abbildung 5.3: Animation der Summeél + 1) + 1) + 1

Ein Term, der aus verschiedenen Funktionssymbole aufgebaut ist, kamhchat”
beide Formen — kompositional und operational — enthalten und wie oben beschrieben
visualisiert werden (eine statische Visualisierua@tlsich dabei als eine sehr simple
Animation auffassen). In manchemlien ist es sinnvoller, einen Tertrmit operatio-
nalem Charakter nur einmal durch eine Animation zu visualisieren, und in weiteren
Beweisschritten, in denenvorkommt, lediglich das Resultat der Animation zu ver-
wenden. Dies reduziert den kognitiven Aufwand des Betrachters.

Die visuelle Darstellung kompositionaler Terme entspricht in der Programmvisua-
lisierung grob der visuellen Darstellung zusammengesetzter Datenstrukturen; und die
von operationalen Termen entspricht der visuellen Darstellung eines (arithmetischen)
Ausdrucks.

Visualisierung von Pradikaten

Wenn die Visualisierung” von Termen festgelegt ist, so mul3 alchstesuberlegt
werden, wie auf Basis voir die Pddikate der logischen Sprache geeignet veran-
schaulicht werden d&inen. Padikate treffen Aussagenbér die Eigenschaften von
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oder Beziehungen zwischen Elementen der Boel Eine Visualisierung sollte die-
se Beziehungui'den menschlichen Betrachter sichtbar machen.
Bei Pradikaten, die individuelle Eigenschaften der Elemente der@wnbeschrei-
ben, sollten diese Eigenschaften schon bei der Visualisierung der Elemente mit veran-
schaulicht werden. Eine explizite Visualisierung deadtkatensymbols erafit dann.

Beispiel 13 (Hyperproof)

In HYPERPROOFexistieren Padikatensymbole, um die Form und absolute oder relati-

ve GiolRe der geometrischen Objekte syntaktisch zu beschreiben. Diese Eigenschaften
werden implizit durch die graphische Darstellung der Elemente als Tetraeder, Quader
oder Dodekaeder mit genau sichtbareoe visualisiert.

In nicht formalen Beweisen kommen Gleichheitsrelation, Ungleichheit und Ent-
haltenseinbeziehungen sehaufig vor. Padikate, die Elemente derart vergleichen,
konnen meist durch einfaches Gegbaistellen der visuellen Darstellungen der ver-
glichenen Elemente visualisiert werden.

Beispiel 14 (Natirliche Zahlen)
Der Beweis aus Beispiel 2 erthlogische Aussagen, in denen udithe Zahlen
groRennal3ig verglichen werden, etwa< m. Werden, wie in Beispiel 8 vorgeschla-
gen, natifliche Zahlen als horizontale Balken bzw. Kreise mit einan@ié oder ei-
nem Durchmesser proportional zum Wert der Zahl visualisiert, so kann dek&<
durch Gegeunberstellen der Balken oder Kreisen visualisiert werden. Die graphischen
Objekte sollten so plaziert werden, dal3 der menschliche Betrachter d&e@riter-
schied leicht sieht — etwa durdbbereinanderstellen der beiden Balken und gleicher
Ausrichtung an deren linken Positionen; siehe Abbildung 5.4. Welche der beiden Dar-
stellungen sinnvoller ist,drigt davon ab, welche weiteren Eigenschaftemntiakier
Zahlen im Beweise visualisiert werden sollen.

Man beachte, dal} auf dieselbe Weise auch die Relatienen > und = darge-
stellt werden knnen.

Enthaltenseinrelationen, wie die Mengenrelationgn®, C und C, lassen sich
— wie bei Venn-Diagrammenblich — durch geometrisches Enthaltensein einer Vi-
sualisierung in einer anderen visualisieren. Dies trifft auchdéis Enthaltensein von
TeilbAumen in Blumen, partiellen Ableitungen in Ableitungsfolgen usw. zu. Zu be-
merken ist, dald bei einer guten Visualisierung einer Relation oftmals auch deren Um-
kehrung mit visualisiert wird, so wie bei undC.

Visualisierung von Formeln

Logische Formeln setzen sich aus atomaren Formeln und (rekursiv) aus Formeln mit
Hilfe logischer Konnektive und Quantoren zusammen. Die Semantik dieser Formeln
hé&ngt von der verwendeten Logik ab. Wir besatikén uns hier auf die geduchli-
chen Konnektive- (Negation),A (Konjunktion), v (Disjunktion), = (Implikation)
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L1
Q ]
(a) Kreise (b) Balken

Abbildung 5.4: Beispiel einer Visualisierung vdn < 3, einmal durch Kreise und einmal
durch horizontale Balken. Der Durchmesser der Kreise ist identischangd.der horizontalen
Balken. Die Gol3e HRt sich in beiden &len gut vergleichen. Der Platzbedarf ist bei Balken
allerdings erheblich geringer.

und< (Aquivalenz) sowie die Quantorah(Allquantor) und3 (Existenzquantor) mit

der bekannten zweiwertigen Semantik. Im folgendenré€n wir kein allgemeinver-
bindliches Rezept bieten, um beliebige Formeln zu visualisieren. Wir edamuns
wieder auf eine beispielorientierte Darstellung. Die Erfahrungen mit unseren Beispie-
lanimationen zeigen, dal3 die logischen Aussagen in den nicht formalen Beweisen fast
keine logischen Konnektive oder Quantoren enthalten (so wie bei Gleichheitsbewei-
sen). Die wenigen Konnektive lassen sich meist wie in den im folgenden vorgestellten
Beispielen visualisieren.

Visualisierung logischer Konnektive Eine Konjunktion® A W ist wahr, wenn®

und ¥ wabhr ist. Dies &3t sich am sinnvollsten visualisieren, wenn der Betrachter die
Visualisierung vonb undvon ¥ sehen kann. Eine Konjunktion sollte deswegen durch
eine simultane Visualisierung der beiden Teilformeln dargestellt werden, etwa durch
Nebeneinanderstellen oder einer Darstellung in zwei verschiedenen Fenstern, siehe
Abbildung 5.5 fir ein Beispiel.

L] L
L ] \ |

Abbildung 5.5: Beispiel einer Visualisierung var< 3 A 2 < 4.

Eine Disjunktion® Vv ¥ ist wahr, wenn® oder ¥ wahr sind. DiesdRt sich am
sinnvollsten visualisieren, wenn der Betrachter die Visualisierungdvoder von ¥
sehen kann, je nachdem, welche der beiden Formeln vom Modellt eviid. Auch
dies K3t sich wie bei der Konjunktion durch eine simultane Visualisierung del-erf”
ten Teilformeln erreichen. Werden konjunktiv vedpite Formeln vertikal und dis-
junktiv verkniipfte Formeln horizontal ausgerichtet, so lassen sich beide Konnektive
optisch unterscheiden. Diese Form der Darstellung findet sich beim automatischen
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Beweisen zur Darstellung von Formeln in Negationsnormalform beim Dissolutions-
kalkil [MURRAY und ROSENTHAL 1987] bzw. fir Formeln in konjunktiver Normal-
form bei der Matrixmethode [BEL 1987], dort werden die Teilformeln allerdings nur
syntaktisch dargestellt.

Die logische Negation braucht bei atomaren Formeln normalerweise nicht explizit
visualisiert zu werden, da bei guter Visualisierung deslidts auch dessen Negation
sichtbar wird, so wie das in unseren Beispielen der Fall ist.

Wenn Konjunktion, Disjunktion und Negation so wieoggrt visualisiert wer-
den, kann aus der Visualisierung selbst die logische Aussage nicht mehr rekonstru-
iert werden: Abbildung 5.5dinte auch eine Visualisierung van< 3 A 2 < 4 oder
=(1 < 3) vV (2 < 4) zeigen. Im Bereich des logischen SchlieBens mit Diagrammen
ware dies fatal, da die Visualisierung den Beweistext ersetzt und in unserem Beispiel
die Visualisierung nicht mehr als eindeutiger Beweis einer bestimmten Aussage gelten
kann. Weil wir die Visualisierung lediglich begleitend zum nach wie vor existierenden
Beweistext verwenden, haben wir diese Probleme allerdings nicht.

Da in der zweiwertigen Rdikatenlogik alle anderen logischen Konnektive mit
Hilfe der Konjunktion, Disjunktion und Negation dargestellt werdemhkén, lassen
sie sich auch auf analoge Weise visualisieren. In vielalteR besitzt die Implikati-
on allerdings einen eher konstruktiven Charakter, ded&s Versindnis der Aussage
wichtiger ist als das rein logischequivalent—-® v ¥ von ® = . Falls eine Implika-
tion eher den Charakter einer Konstruktionsvorschrift besitzt, so kann es sinnvoll sein,
zu visualisieren, wie aus dem Wahrheitswert doder Wahrheitswert vo& konstru-
iert wird. Dies B3t sich, wie bei Funktionen mit operationalem Charakter, mit Hilfe
einer Animation bewerkstelligen. Ausgangspunkt der Animation ist die Visualisierung
von ®m und Endpunkt ist die Visualisierung vdn

Beispiel 15 (Natirliche Zahlen)
Wir betrachten die Formél < 2 = 1 < 2+ 1. Die Implikation Ef3t sich als Konstruk-
tion der Konklusionl < 2 + 1 aus der Paimissel < 2 interpretieren.
Dies laR3t sich auf Basis der wie in den vorangehenden Beispielen visualisierten
Zahlen, dem Additionsoperator und denaé&kat< durch eine Animation visualisie-
ren, die aus der Visualisierung van< 2 durch Addition vonl auf der rechten Seite
der Ungleichung die Visualisierung vdn< 2 + 1 konstruiert, siehe Abbildung 5.6.

Visualisierung von Quantoren Bei den bisherigen Betrachtungen spielten Varia-
blen — ob gebunden oder ungebunden — noch keine Rolle: es handelte sich um Grund-
terme und Grundformelin.

Eine existenzielle Aussage: € M : @ ist genau dann wahr, wenn es éire M
gibt, so daf3p[x/d] wahr ist. Dieser Interpretationsvorgang kann durch Angabe eines
solchen Elementd dem menschlichen Betrachters veranschaulicht wertlers. M :
® wird also wie die Formel[z/d] visualisiert. Der Bezug zum Quantor wird (wie
bei den logischen Konnektiven) durch die textuelle Darstellung hergestellt. Die Wahl
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Abbildung 5.6: Beispiel einer Visualisierung varn< 2 = 1 < 2 + 1 durch eine Animation.

von d hangt von dessen weiterer Verwendung im Beweis ab. Es gibt unterddoest”
unendlich viele Wahlmoglichkeiten.

Beispiel 16 (Natirliche Zahlen)
Betrachte die Formeln : N : 2 < 1 + n. Sie ist wahr {ii jedesn > 1. Die Formeln
kann etwa durch eine Visualisierung vdri< 1 + 3 veranschaulicht werden.

Eine universell quantifizierte Formgk € M : ® ist genau dann wahr, wenarf”
jedesd € M die Formel®[z/d] wahr ist. Analog zu existenziellen Quantifizierungen
konnte ein menschlicher Betrachter diese Interpretation visuell nachvollziehen, indem
er fir jedesd € M die Visualisierung vonb[z/d] betrachtet. Dies efe allerdings
bei einem unendlichen Grundbereitheine sehr zeitraubendaiigkeit und ist daher
nur bei endlichen Mengel praktikabel. Bei Mengen mit unendlich vielen Elementen
bieten sich folgendedsungen an:

e Wahle eine abstrakte Visualisierung der Elemente ¥6nso dald sictvz €
M : ® durch eine endliche Aufgilung geeigneter Regséntantenl von M
vermittels®[z/d] visualisierendiRt. Am ginstigsten ist es, alle Elemente vbh
durch eine einzige Darstellung zu visualisieren. Allerdings gelingt dies nur in

Ausnahmedilen.

e Wahle ein Elementl € M aus, und visualisiergz € M : & vermittels der
(konkreten) Visualisierung vo[z/d]. Diese Losung ist in der Regel immer
moglich, da die so resultierende Grundformel eine Aussdgs éndlich viele
Elemente trifft. Bei einer Implementierung der Visualisierung auf einem Rech-
ner kannd etwa durch den Betrachter der Visualisierung selbsiduwerden,
so wie bei einer Algorithmenanimation die Eingabe des Algorithmus oft vom
Betrachter ausgeatilt werden kann.

Beispiel 17 (Natirliche Zahlen)

Betrachte die Aussagen € N : n < n + 1 Wir nehmen an, daf} natiche Zahlen
durch horizontale Balken, die Addition zweier Zahlen durch Zusammenlegen ihrer
visuellen Darstellungen und die Ungleichung dutdbereinanderstellen visualisiert
werden.
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Die Aussage kann dann durch eine Iteratidoer alle natilichen Zahlen visua-
lisiert werden. Dies resultiert in der (unendlichen) Folge der Visualisierungen von
1<1+41,2<2+41,3 <3+ 1,etc. Dies ist offenbar nicht praktikabel. Statt dessen
kann ein geeigneter Reggséntantui n gewahlt werden, etwa, und die Aussage wird
durch die Visualisierung von < 2 + 1 veranschaulicht.

Bei einer konkreten Visualisierunglfit die Iteration zu einer komplexen animier-
ten Darstellung der logischen Aussage. Bei einer Folge verschiedener allquantifizierter
Formeln in einem (linearen) Beweis, ist der Zusammenhang zwischen den visuellen
Darstellungen der einzelnen Formel flen Betrachter nur noch sehr schwer nach-
vollziehbar. Deswegen sollten Quantifizierungesghchst fiiih im Beweis durch freie
Variablen ersetzt werden. Dann kann ansthtrjede einzelne Formeibér den quan-
tifizierten Teil des Beweises iteriert werderurflen Betrachter hat dies den Vorteil,
den quantifizierten Teil schrittweise an einer Instanz der Variablen nachvollziehen zu
konnen.

5.2.3 Zusammenfassung

Wir fassen noch einmal schematisch zusammen, wie zu logischen Aussagen auf Basis
eines Modells visuelle Darstellungen konstruiert werden sollten.

kompositional Domiine

Konstante

a,b, A

g Ly oo e

A = adAa

Abbildung 5.7: Schematische Vorgehensweise bei der Visualisierung von Formeln

Abbildung 5.7 zeigt konzentrische Ellipsen, die in vier Quartale unterteilt sind; die
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linken beiden Viertel beschreiben die Syntaxebene; die rechten beiden die semantische
Ebene. Die Viertel bedeuten im einzelnen (gegen den Uhrzeigersinn von links, oben):

1. Die syntaktische Beschreibung logischer Aussagen durch Konstanten-, Funkti-
ons-, Padikatensymbolen und die logische Sprache.

2. Beispiele von Termen und atomaren Formelin.

3. Visuelle Darstellungen der Beispiele auf Basis einer Visualisierung eines Mo-
dells.

4. Die Semantik logischer Aussagen, gegeben durch eidilatenlogisches Mo-
dell bestehend aus einer Dame und einer Interpretation.

Die zu visualisierenden logischen Aussagen sind im Beweistext enthalten. Die be-
wiesene Aussage wird durch das Modelluditf ' Um systematisch zu den logischen
Aussagen geeignete visuelle Darstellungen zu finden, wird,vmoren” nach,aul3en”
vorgegangen: Zuerst werden die visuellen Darstellungen der Konstanten festgelegt (der
elementaren Objekte der D@mé); diese werden verwendet, um die Darstellungen
von Termen mit kompositionalem Charakter festzulegen (komplexe, zusammengesetz-
te Objekte der Domarie); diese werden verwendet, um die restlichen Termenbeit
wiegend operationalem Charakter festzulegen; die visuellen Darstellungen der Terme
werden verwendet, um die durchaélikatensymbole beschriebenen Beziehungen zwi-
schen den Termen zu visualisieren. Als Effekt dieser Vorgehensyaitealten® die
Visualisierungen von Formeln und Termen die Visualisierungen ihrer Teilformeln und
Teilterme. Die konkrete Bedeutung veanthalten* lahgt von der Wahl der visuellen
Darstellung ab, gemeint ist aber durchaus ein weitgehend geometrisches Enthalten-
sein. Die so konstruierte visuelle Darstellung einer logischen Aussage kann auch als
deren visuellgInterpretation® angesehen werden. Resultat digsgerpretation” ist
ein Diagramm, welches den Wahrheitswert der logischen Aussage sichtbar macht.

Im Gegensatz zu den Arbeiten im Fachgeblegisches SchlieRen mit Diagram-
men*“, bei denen fast ausschliel3lich eine isomorphe Beziehung zwischen zu beweisen-
der Aussage und diagrammatischer Darstellung eines Modells im Vordergrund steht,
begnigen wir uns mit einer injektiven Abbildung von logischen Aussagen auf visu-
elle Darstellungen von Teilen eines Modells. Unser Ansatz hat den Vorteil, auch Mo-
delle, die keine (anschauliche) endliche diagrammatische Darstellung besitzen, durch
konkrete Visualisierungen ihrer Elemente zu veranschaulichen. Allerdings stellt die
Visualisierung dann kein Modell (also Beweis) der Aussage mehr dar. Da wir den Be-
weistext aber nicht durch diese Darstellungen ersetzen, stelltidiessére Methode
kein Problem dar.

5.2.4 Animation von Beweisregelanwendungen

Wir kommen nun zur Visualisierung der Beweisregelanwendungen in einem Beweis.
Eine Beweisregel inCalculational proof formatst eine syntaktische Transformati-
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on einer Booleschen Struktdr in eine neue Boolesche Struktdr. Ein Beweis ist

dann eine Folge solcher Transformationsschritte. Die Regelanwendung kann als syn-
taktische Substitution eines Teilterms (Teilstruktarin @ durch einen Term (eine
Struktur)¢ beschrieben werden. Wir schreib@fs/¢] fur solch eine Substitution. Es

gilt also¥ = ®[s/¢t]. Natirlich kann eine Regelanwendufgauch ganz ersetzen.

Die wichtigste Eigenschaft einer Beweisregel ist dessen KorrektheiCdtou-
lational proof formatbedeutet dies, dal’ die Regel den Booleschen Wahrheitswert der
transformierten Booleschen Struktur althEine wahre (falsche) Aussage wird wieder
in eine wahre (falsche) Aussage transformiert.

Im vorangegangene Abschnitt haben wir gezeigt, wie auf Basis eines Modells
der bewiesenen Aussage der Wahrheitswert einer logischen Aussage, also hier einer
Booleschen Struktur, visualisiert werden kann. Um eine Regelanwendung in einem
Beweis anschaulich nachvollziehen und versteheronm&ri, mul3 eine Visualisierung
der Regelanwendung deutlich macherie die visuelle Darstellung des Wahrheits-
werts der transformierten Struktdr in die visuelle Darstellung des Wahrheitswerts
der resultierenden Struktur transformiert wird. Dies ist ein konstruktiver Prozel3, der
am besten durch eine Animation verdeutlicht wird. Ausgangspunkt der Animation ist
die Visualisierung vor und Endpunkt der Animation ist die Visualisierung vién
Weitere Visualisierungen von Beweisregelanwendungemei so leicht hintereinan-
der ausgaihrt werden. Der Betrachter kann die Korrektheit der Regelanwendungen
anhand der modellbasierten visuellen Darstellungen der Booleschen Strukturen an-
schaulich nachvollziehen.

Zu einer sinnvollen Animation gelangt man durch eine Untersuchung der Beweis-
regel auf syntaktischer Ebene: Welcher Teder Booleschen Struktup wird durch
einen anderen Term oder eine Boolesche Strukarsetzt, und wie wirkt sich diese
Anderung auf die Visualisierung aus@rrdie Animation der Regelanwendung nut-
zen wir die,Enthaltensein“-Eigenschaft der Visualisierung der Booleschen Strukturen
aus: Die Visualisierung vors wird durch die Visualisierung vonersetzt. Dies funk-
tioniert, da die visuelle Darstellung vonin der von® geometrisch lokalisierbar ist.

Die Animation endet dann in der visuelle Darstellung ¥gr/t|; siehe Abbildung 5.8
fur eine schematische Darstellung.

Die Visualisierung vors verschwindet bei der Animation. Die Visualisierung von
t wird entweder durch die zu animierenden Regel neu eutgébder ist schon auf
Grund einer vorangegangene Regelanwendung vorhanden.

Beispiel 18 (Natirliche Zahlen)

Im Beweis aus Beispiel 2 wird im Teilbeweis in der Booleschen Struktur: < a+¢]

der Terma auf der rechten Seite der Ungleichung dubcérsetzt. Die resultierende
Boolesche Struktur isiz + ¢ < b + ¢]. Wird die Addition selbst nur einmal beim
ersten Auftreten im Beweis durch eine Animation visualisiert und in allen weiteren
Vorkommen durch deren Ergebnis, daaf3i’sich der Ersetzungsprozel3 durch simples
Austauschen des horizontalen Balkens vodurch den Balken von veranschauli-
chen. Siehe Abbildung 5.@fein skizzenhaftes Beispiel anhand der Instanzenl,
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o O[s/ 1]

Abbildung 5.8: Schematische Darstellung einer Beweisregelanimation. Rararkommende
Teilterm s wird durch einen Teilterm ersetzt. Die zugedrige Animation verdeutlicht diesen
Ersetzungsprozeld durch Ersetzen der visuellen Darstellung dorch die Darstellung vot

b=2undc = 3.

Bei der Ersetzung vondurchs sind auch Teile der Visualisierung betroffen, die
nicht zus odert geloren. Im vorangehenden Beispiel wurden durch den Ersetzungs-
prozel3 die in der Visualisierung vdn+ ¢ enthaltende Visualisierung vanetwas
nach rechts verschoben. Derartige &fedérungen sollten oglichst vermieden wer-
den, damit der Betrachter sich allein auf die von der Beweisregel modifizierten Teile
konzentrieren kann.

Abbildung 5.9: Beispiel einer Beweisregelanimation, tie3 < 1+3in1+3 <2+ 3 durch
Ersetzen vorl durch2 auf der rechten Seite der Booleschen Struktur transformiert.

Falls ¢ in weiteren Beweisschritten verwendet wird oder, wie im folgenden Bei-
spiel, Teil eines kompositionalen Termsst, sollte eine Kopie der Visualisierung ven
zur Animation verwendet werden. Die originale Visualisierung ¥/taf3t sich dannuf’
weitere Beweisschritte oder zur Visualisierung vomerwenden.

113



Beispiel 19 (Pumpinglemma)
Pumpinglemma flir kontextfreie Sprachen: Fur jede kontextfreie Sprachegibt es
einn € N, so dal esui'jedesz € L mit |z| > n eine Zerlegung = wvwzy gibt mit:

1. |uv| <n
2. v >1
3. w'waly € Lfurallei € N

In einem Beweis dieses Lemmas nutzt man aus, dal3 es zu jeder kontextfreien Spra-
che L eine kontextfreie Grammati& in Chomsky-Normalform mitL. = L(G) exi-
stiert. Der Beweis beruht dann darauf, in einer Ableitghgs* uAy =* uvAzy =
uwvwzy eines Wortesvwxy den Ableitungsschritd =* v Ax wegzulassen oder durch
beliebig viele weitere Ableitungsfolgea =* vAx zu erweitern. Die urspirigliche
Ableitungsfolge und deren Visualisierung sollte im letzten Fall erhalten bleiben.

Bei einer Visualisierung einer Ableitungsfolge durch einen Syntaxbaum, kann die-
ser Ersetzungsvorgang durch eine Animation veranschaulicht werden, bei welcher der
zu A = v Ay gelorige Teilbaum-mal kopiert und an entsprechender Stellte eingef”
wird. Abbildung 5.10 zeigt wie bei einer abstrakten Visualisierung der Teilbaum zwei-
mal zur Erweiterung des Syntaxbaums verwendet wird.

In der strukturierten Variante d€3alculational proof format&kommen als spezi-
elle Beweisregeln noch Teilbeweise hinzu. Das Beweisformat besitzt keinerlei Ein-
schankungen, wie das Ergebnis eines Teilbeweises zur Transformation der voran-
gehenden Booleschen Struktur verwendet werden kann. &iégste Variante sind
Teilbeweise, bei denen eine Teilstruktieiner Booleschen Struktdr (in mehreren
Einzelschritten) in eine andere Teilstruktirtransformiert wird (durchaguivalente
Umformung oder Implikation), um in ® durch zu ersetzen. In dieseralén visua-
lisiert die Animation des Teilbeweises, den Ersetzungsproze donch:). Aufgrund
der, Enthaltensein“-Eigenschaft wird implizit auch die Ersetzdng/+| visualisiert.
Die Anwendung des Teilbeweises braucht also nicht expliziiddesichtigt werden.
Falls im Teilbeweis-¢ in — transformiert wird, Bnhgt es von der Visualisierung der
Negation ab, wie der Teilbewes geeignet visualisiert wird. Falls — wie bei unseren
Beispielen — die Negation nicht explizit visualisiert wird, braucht die Anwendung des
Teilbeweises auch nicht explizit hexksichtigt werden.

5.3 Wie finde ich eine Ablaufstruktur des Beweises?

Wir nehmen im folgenden an, dal3 der zu animierende Bewefstioctured calcula-
tional proof formatvorliegt und vom Autor geldit wurde, wie die dort enthaltenen
logischen Aussagen und Regelanwendungeredfeoiiger Methode graphisch darge-
stellt und animiert werden. Die Frage, mit der wir uns nun baficfen, ist, wie sich
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Abbildung 5.10: Animation einer Regelanwendung im Beweis des Pumpinglenuméerf-
textfreie Sprache.

die visuellen Darstellungen der logischen Aussagen und die Animation der Regelan-
wendungen zu einer Gesamtanimation des Beweistextes zusaugaetdéssen.

Die Ablaufstruktur eines Beweistextes, insbesondere von lineare Beweiggadim
culational proof formatist im wesentlichen durch den Autor vorgegeben: Ein Leser
liest den Beweis ausgehend von der ersten logischen Aussage schrittweise von oben
nach unten bis zur letzten logischen Aussage durch und vollzieht dabei die einzel-
nen Transformationschritte nach. Wenn der Beweis — wie beim von uns verwendeten
Structured calculational proof format geschachtelte Teilbeweise ealthso wird bei
Erreichen eines Teilbeweises dieser vom Leser ebenfalls schrittweise von oben nach
unten nachvollzogen.

Basierend auf dieser Ablaufstruktur startet eine Beweisanimation mit der Visuali-
sierung der ersten logischen Aussage und animiert die einzelnen Regelanwendungen.
Die Animation endet dann mit der Visualisierung der letzten logischen Aussage. Teil-
beweise entsprechen dabei Regelanwendungen, die — wie im vorangehenden Abschnitt
diskutiert — implizit mit animiert werden.

Problematisch wird diese Form des Ablaufs, wenn der Beweis auch Allquanti-
fizierungen, Induktion oder Fallunterscheidungen altttExistenzquantifizierungen
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konnen durch Angabe des existierenden Elementes (dasliclatberechenbar sein
mul3) aufgedst werden.

5.3.1 Ablauf einer Allgquantifizierung

Der Ablauf eines allquantifizierten (Teil-)Beweises kann analog zur Visualisierung ei-
ner allquantifizierten Formel realisiert werden. Der wesentliche Unterschied ist, dafd
sich bei einem allquantifizierten Teilbeweis die Quantifizierung nicht nur auf eine For-
mel sondern auf mehrere Formeln und auf Beweisregeln bezieht.

Ein Teilbeweis, der eine allquantifizierte Variable althiacht eine Aussagdeér
alle quantifizierten Elemente einer Teilmenge einer Boen'Dies kihnen unendliche
viele sein, etwa bei einer Quantifizierualger alle naiilichen Zahlen. Beim logischen
Schliel3en mit Diagrammen versucht main $pezielle Bereiche, etwa Beweise men-
gentheoretischer Aussagen, derartige Quantifizierungen in den Diagrammen mit dar-
zustellen, etwa durch Darstellung einer Menge als Kreis oder Region. Bei derartigen
Diagrammen wird von den konkreten Elementen abstrahiert, es handelt sich dabei also
um abstrakte Visualisierungen von Teilen der Cxova.”Falls der Autor eine derartige
Visualisierung fixiert hat, braucht ein Allquantor bei der Ablaufbeschreibung nicht ex-
plizit berticksichtigt zu werden: der quantifizierte Beweis kann anhand der abstrakten
Darstellung animiert werden.

Falls die Donaihe konkret visualisiert wird, funktioniert dieser Ansatz nicht mehr.
Hier gibt es zwei verschiedenenddlichkeiten, bei der Ablaufstruktur den Allquantor
zu behandeln. Welche Wahl getroffen wir@sfgt von der Verwendung des Allquantors
im Beweis ab:

1. Einsetzen einer konkreten Instanz bei Erreichen des allquantifizierten Teilbe-
weises. Diese Vorgehensweise bietet sich besondensnéndlichen Bereiche
an: So wie bei einer Algorithmenanimation die graphischen Darstellungen von
einer konkreten Eingabe des Programmsaaigien, welches den Algorithmus
implementiert, bhnen auch die Elementehér welche in einem Theorem eine
Allaussage getroffen wird, im Beweis anhand eines konkreten Elements veran-
schaulicht werden.

2. lterationuber alle quantifizierten Elemente bei einer Quantifizierulper einen
endlichen Bereich. In einigerafén kommen Allquantifizierungen in Beweisen
vor, die keine Korrespondenz zu einem Allquantor im zu beweisenden Theo-
rem besitzen, sondern zur Dekomposition oder Konstruktion komplexerer, aber
endlicher Objekte verwendet werden, wie etwa die Indizierung im Korrektheits-
beweis des Cocke-Kasami-Younger-Algorithmus, siehe Anhang B.1. In diesen
Fallen sollte in der Ablaufstrukturber alle quantifizierten Elemente iteriert wer-
den, um den konstruktiven Charakter zu betonen. Der quantifizierte Teilbeweis
wird also mehrfach durchlaufen.
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5.3.2 Ablauf einer Induktion

Ein Induktion verlalt sich&hnlich wie eine Allquantifizierungber einen endlichen
Bereich. Wenn eine abstrakte Visualisierung gkitvivurde, dann érinen erst der In-
duktionsanfang und darauf—folgend der Induktionsschritt anhand deatden gra-
phischen Darstellungen der Damé visualisiert werden. Eine Iteration ist nicht not-
wendig.

Eine Induktion (iber natiflichen Zahlen) besitzt etwa folgendes Schema:

(P(O)A (YneN:P(n)=P(n+1)))=VneN:P(n)

In unserem Beweisformat kommen Induktionsanféh@) und Induktionsschlufd
Vn € N: P(n) = P(n+ 1) vor. Obige Konklusion ist die zu beweisende Induktions-
hypothese.

Bei einer konkreten Visualisierung wird ein bestimmter Wert des Induktionspa-
rametersn festgelegt, der von anderen allquantifizierten Variablenaaggkin kann,
die vorher vom Betrachter mit einem konkreten Wert belegt wurdekann etwa
die Lange einer Zeichenkette sein. Die Induktion beschreibt dann eine Konstrukti-
on ausgehend vom Induktionsanfamdper eine mehrfache Anwendung der Indukti-
onsvoraussetzung im Induktionsschluf3 bis der Wert des Induktionsparameters erreicht
wurde. Bei konkreten Visualisierungesidt sich der Ablauf eine Induktion also durch
eine Iteration vord bis zum konkreten Wert von beschreiben. Es ist auchoglich
die Induktion rickwértsgerichtet zu lesen: Ausgehend vom konkreten Wert des Induk-
tionsparameters wird zuckgezhlt bis der Induktionsanfang erreicht wurde. Diese
Sichtweise entspricht bei einem Algorithmus einer Rekursion. Eine sinnvolle Wahl
der Ablaufrichtung — vonaits oder uckwérts — tahngt vom konkreten Beweis ab. Wir
halten einen vorartsgerichteten Ablauf allerdingarfgeeigneter, weil sie analog zu
einer lteration in einem Algorithmusif‘den Menschen leichter nachzuvollziehen ist,
als ein tickwértsgerichteter Ablauf wie bei einer Rekursion.

5.3.3 Ablauf einer Fallunterscheidung

Wir haben zwei Formen von Fallunterscheidungen kennengelernt: Eine allgemeine,
bei der fir disjunktiv verknipfte Teilstrukturen jeweils getrennte Teilbeweiseulpet”
wird, und eine spezielle, bei der nach verschiedenen Instanzen einer allquantifizierten
Aussage unterschieden wird.

Programme enthalten geWrilich Verzweigungen im Programmfluf3. Eine Ver-
zweigung wird vahrend der Ausffirung deterministisch in Alamgigkeit vom aktu-
ellen Programmzustand ausgavit. Dieser Ablauf &3t sich derart allgemein nicht
auf eine Fallunterscheidungpértragen, da alle oder mehrerallE simultan zutref-
fen kdnnen. Dies aigt im wesentlichen von der Wahl der Visualisierung — abstrakt
oder konkret — ab:

1. Bei einer abstrakten Visualisierung trifft — nach Definition — die Visualisierung
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immer auf jeden Teilbeweis in einer Fallunterscheidung zu (falls nicht, dann ist
die visuelle Darstellung falsch gahlt worden).

2. Bei einer konkreten Visualisierung kann die konkrete Instanz auch mehr als nur
einen Fall erllen.

Man kann diesen Indeterminismus im Beweisablauf auf folgende Weisen begegnen:

1. Durch Auswahl eines zutreffenden Falls aus mehrereglictien. Dies kann
entweder durch den Beweisautor a priori oder durch den Benuterand des
Beweisablaufs geschehen.

2. Durch sequentielle Aushirung jedes zutreffenden Falls.

3. Durch simultane Ausitirung jedes zutreffenden Falls: Ablauf des ersten zutref-
fenden Falls, dann desofisten usw.

Letztere Variante ist aus didaktischer Sicht ungeeignet, da der Betrachter einen mit-
unter komplizierten parallelen Beweisablauf und dabei mehrere simultane Visualisie-
rungen verfolgen muf3. Eine sequentielle Adsfing ist einfacher nachzuvollziehen,
konnte den Betrachter aber verwirren, da unmotiviert nach Ablauf des erste Falls wie-
der zutick zu einem weiteren gesprungen wird. Insbesondere widerspricht dies der al-
gorithmischen Erfahrung unserer Studierenden. Die Auswahl eines zutreffenden Falls
durch den Betrachter selbst stellt unserer Ansicht nach die sinnvollste Variante dar:
Zum einen bekommt der Studierenden nicht den umeéhden Eindruck eines De-
terminismuses und zum anderem wird er gezwungen, sich genauer mit dem Beweis
auseinanderzusetzen.
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Kapitel 6
SCAPA

In diesem Abschnitt beschreiben wir SCAPAStructuredCAlculational Proof An-
imator — unserem System, mit dem BeweiseStructured calculational proof format
und zugebiige Beweisanimationen rechnergezt erzeugt und @sentiert werden
konnen. SCAPA besteht hauptdilich aus zwei Teilen:

1. Einem WWW-basierten System, das dem Benutzer erlaubt, mit einem WWW-
Stoberer durch hierarchisch strukturierte Beweise nbatit sowie die Ani-
mation zum Beweis zu starten und zu steuern. Der Benutzer kann den Beweis
schrittweise inspizieren, ahirend er die Gltigkeit der einzelnen Regeln anhand
der begleitenden Animation visuell nachvollziehen kann. Wir stellen diesen Teil
von SCAPA aus Sicht des Benutzers in Abschnitt 6.1 vor.

2. Einer Sammlung von Werkzeugen, die vom Autor einestipXLgeschriebe-
nen Beweises benutzt werdeariien, um diesen automatisch in einen hierar-
chisch aufgebauten HTML-Beweistext und in Java-Quellkode transformieren zu
konnen. Der Javakode dient als Rahmen, um die Beweisanimation zu implemen-
tieren und um sie mit dem &bérer zu verbinden und zu synchronisieren. Wir
stellen diesen Teil von SCAPA aus der Sicht des Autors in Abschnitt 6.2 vor.

6.1 Benutzersicht

SCAPA kann mit jedem veuijbaren Java- und JavaScriptigen WWW-Sbberer,
wie Netscape oder dem Internet Explorer, ohne Installatioatzlistier Software be-
nutzt werden. Eine Beweisanimation besteht aus dem HTML-Beweistext und einem
Java-Applet, welches die zugmige Animation implementiert. Abbildung 6.1 zeigt
ein Bildschirmphoto von SCAPA, das die HTML-Version des in Abschnitt 2 aus-
geflinrten strukturierten Beweises zeigt.

Der Teilbeweis ist verdeckt, nur der Hinweis zum Teilbeweis und ein kleines Drei-
eck, welches die Position des Teilbeweises angibt, sind sichtbar. Wenn der Benutzer

1Engl.:to browse
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auf dieses Dreieck klickt, dann wird der zugeigé Teilbeweis sichtbar. In gleicher
Weise kann der Benutzer auch Teilbeweise wieder verdecken. Wir haben diese Form
des, Stoberns” im wesentlichen vonR®OFVIEWS Ubernommen.

_i|Netscape: SCAPA: Structured CAlculational Proof A /| -

File Edit View Go Communicator Help

T T o == T

Proofof Ya,b,c,d: N:a< bAc<d=>a+ec< b+d

For all natural humbers a, b, ¢, d we observe

e < bAc < d].

={ Subprooffor fa < bAc < df= fa+c<b+df}
> "fa+tc<b+d]” |

Start | ;
I | 0% |

Abbildung 6.1: Ein Bildschirmphoto eines Beweises mit einem verdeckten Teilbeweis

Falls der Benutzer eine ihm genehme Sicht des Beweises aalsijdvat, dann
kann er die Animation durch Anklicken des KnopfgStart® starten. Dieser Knopf
befindet sich in einem separatem HTML-Rahmen unter dem HTML-Rahmen des Be-
weistextes. Wenn der Knopf angallt wurde, erscheint ein neues Fensjéma(ba-
da Control*), das einige Dialogelemente zur Steuerung der Animatioraknthd
es erscheinen ein oder mehrere Fenster, die die Animation enthgheimgtion®).
Wahrend der Beweisanimation wird die zum aktuellen Zustand der Animatiarigeh”
ge Boolesche Struktur bzw. der zugeigé Hinweis simultan zur Animation durch Far-
bumschlag hervorgehoben. Abbildung 6.2 zeigt das System, nachdem der Teilbeweis
vom Benutzer aufgedeckt und einige Beweisschritte ausgeWwurden. Es zeigt ein
Bildschirmphoto aus einer Animation zum Beweis der Aussageé,c,d € N : a <
bAc < d= a+c < b+d,wie sie in Abschnitt 5.2.2, Beispiel 18 beschrieben wurden:
Die Domdne des natlichen Modells der Aussage besteht aus demntiehien Zah-
len. Sie werden als horizontale Balken visualisiert, die Addition zweier Zahlen wird
als Animation visualisiert, bei der die zugeigen Balken aneinandergeft werden
und die Ungleichheit zweier Zahlen wird durttbereinanderstellen der horizontalen
Balken mit Ausrichtung auf die linke Ecke visualisiert. Die im Beweis verwendeten
Regeln werden ebenfalls durch eine Animation visualisiert, bei der die beteiligten ho-
rizontalen Balken geeignet verschoben werden.

Mit dem Steuerungsfenster kontrolliert der Benutzer die Geschwindigkeit der Ani-
mation, lalt sie an oderuhrt sie schrittweise fort. Die Fenster, die die Animationen
enthalten, besitzen Schalter, um den Fensterinhalt nach plygh),(unten (down"),
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Jose<bae
={ Replece ¢ by o on the mght kand side of @ + © < b + ¢, aude (3) ]
lo+c< b+d] o
"la+c< b+d” | s S| ETEEGGEGED o ﬂ[” E
awe_| F T I z
| Lo o o o)

Abbildung 6.2: Ein Bildschirmphoto mit einem Ausschnitt einer Beweisanimation

rechts (right*) oder links (left*) zu verschieben, um den Fensterinhalt zu veggrin

(,in") oder zu verkleinern,fout*) und um das Fenster zu schliel3gcigse”). Wahrend

der Animation wird die gerade aktuelle Boolesche Struktur im Beweistext hervorgeho-
ben: Durch einen gmen Hintergrund, falls die ausgewertete Boolesche Struktur den
Wahrheitswertrue besitzt und durch einen roten Hintergrund, falls sie den Wahr-
heitswertfalse besitzt. Abbildung 6.2 zeigt den Zustand der Beweisanimation, bei
der Regel (2) (Ersetzung eines Terpder eine natrliche Zahl repasentiert, auf der
rechten Seite einer Ungleichurgdurch einen Term fur den[s < ¢] = true gilt) auf

die Ungleichung: + ¢ < a + c angewendet wurde. Der Hinweis zur Regelanwendung
im Beweistext ist mit gelber Farbe hervorgehoben, und simultan dazu zeigt die Ani-
mation wie in der visuelle Darstellungdurchb auf der rechten Seite der Ungleichung
ersetzt wird. Abbildung 6.2 zeigt die Animation in einem Zustand nach etwaaléeH"

der abgelaufenen Zeit. Die roten gepunkteten Pfeile sind nicht Teil dieser Animation,
sondern deuten nur an, wie sich dietzunda gelorigen Balken bewegt haben. Nach
der Regelanwendung ist die Animation in einem Zustand, der die resultierende Boole-
sche Struktur + ¢ < b + ¢ visualisiert.

Die Instanzer, b, c und d konnen in diesem einfachen Beispiel nicht durch den
Benutzer vor Beginn der Animation selbst eingegeben werden, sondern sind durch
den Autor der Animation vorgegeben worden. Die konkreten Werte der Variablen sind
fur das Versandnis der Argumentationen im Beweistext nicht von Belang, sondern nur
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der relativer GolRenunterschied der Variablen. Es handelt sich bei der Animation um
eine abstrakte Visualisierung des Modells.

Die Ablaufstruktur des Beweistextes und der zugeen Animation ist bei SCA-
PA im wesentlichen wie in Abschnitt 5.3 dargelegt realisiert. Die Ablaufstrukdngh™
von der Wahl der Visualisierung ab, ob konkret oder abstrakt, und muf3 deswegen
im voraus durch den Animationsautor festgelegt werden. Generell wird der Beweis
schrittweise von Anfang bis Ende durchlaufen. Der Ablauf bei einem Allquantor wird
bei Erstellung der Animation festgelegt. Es gibt zwed@lichkeiten:

1. Durch Instantiierung der Variablen durch den Benutzer oder Beweisautor oder
2. durch eine fortgesetzte Iteratiober den quantifizierten Bereich.

Bei einer Induktion wird ausgehend vom Basisfall (oder den Balést) schrittwei-
se solange durch den Induktionsschritt iteriert, bis der Wert der Induktionsvariablen
erreicht worden ist. Bei einer Fallunterscheidung wirahwénd der Animation basie-
rend auf dem aktuellen Zustand ein zutreffender Fall deterministisch aabljeigine
Auswahl durch den Benutzer ist nicht vorgesehen (aber technisch mit unserem System
maoglich).

Die in diesen Abschnitt von uns zur lllustration verwendete Animation eines Be-
weises der sehr simplen Aussage b,c,d e N:a < bAc<d=a+c<b+d
stellt noch keine besonderes realistische Anwendung unseres Systems dar. In Kapitel 7
zeigen wir zwei ausffirliche Beispiele von Animationen zu Beweisen von Aussagen,
wie sie in der Ausbildung in der Theoretischen Informatik vorkommen. Im folgenden
konzentrieren wir uns auf die Erstellung derartiger Animationen mit SCAPA.

6.2 Autorensicht

Aus Sicht des Autors ist SCAPA eine Sammlung von Werkzeugen, um strukturier-
te Beweise zu schreiben, diese in Javakode und eine HTML-Version des Beweises
zu transformieren, und um die zugelge Beweisanimation zu implementieren. Ab-
bildung 6.3 zeigt die einzelnen Schritte, um eine Beweisanimation systematisch mit
SCAPA zu erstellen (wir eallitern die Details in denagchsten Abschnitten): Schrei-
ben des Beweises iATEX (1); Konvertieren (oder direktes Schreiben) des Beweises
in HTML mit Hilfe von ,Pseudo-Tags* (2); Transformieren der so annotierten HTML-
Version in reines HTML (3) und Erzeugen von Javakode (4); Erweitern des Javako-
des durchUberschreiben von Methoden zu einer valisigen Implementierung der
Booleschen Strukturen und der Hinweise (5); und Erweiterung dieser Implementierung
mit Anweisungendii das AlgorithmenanimationssystemmuBADA (6). Der resultie-
rende HTML-Beweistext (3) kann mit einen WWWebErer betrachtet werden, und

die zugelorige Animation (6) kann gestartet werden.
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Abbildung 6.3: Entwickeln einer Beweisanimation mit SCAPA

6.2.1 Schreiben des Beweistextes

Der Beweistext kann entweder ffTX geschrieben werden, einem Textsatzsystem im
Stil einerMark-up-Sprache [lAMPORT 1986], oder direkt in HTML mit Hilfe spezi-
eller ,Pseudo-Tags".

IATEX wird im universi@éiren Bereich &ufig benutzt, um technische Dokumente
oder Texte zu erstellen, die viele (mathematische) Symbole enthalten, so wie das im
Bereich der Theoretischen Informatik der Fall ist. Wir haben eit@aXtMakro-

Paket (\TpX-Stil) zum Setzen von Beweisen istructured calculational proof for-
matentwickelt, mit dem die Strukturinformationen des Beweises, wie in Abschnitt 5.1
erlautert, explizit gekennzeichnet werden. In Anhang D.1 beschreiben wir detailliert
diesesATpX-Stil.

Die KTpX-Version des Beweises wird automatisch mit dem freigdttithen ETEX-
2HTML-Konverter [DRAKOS 94] nach HTML transformiert. DeATEX2HTML-Kon-
verter sucht zu jedem im Dokument verwendet&ipA-Stil (eine Datei) nach einer
Perl-Datei gleichen Namens. Diese Perl-Datei beschreibt im einzelnen, wie die spe-
ziellen Kommandos und Umgebungen des zagiglen ETEX-Stils nach HTML kon-
vertiert werden. Wir haben diesen Mechanismus benutzt, um den Konverter so zu er-
weitern, dal3 die spezielleATEX-Kommandos zum Setzen des Beweises in HTML-
~Pseudo-Tagsubersetzt werden. Diesdags* enthalten alle Strukturinformationen
des Beweises. Wir benutzen diegeseudo-Tags*, um daraus eine reine HTML-Ver-
sion des Beweistextes zu erzeugen (siedehaten Abschnitt).
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Diese zweistufige Vorgehensweise erlaubt es, einen Beweis anstdit{naluch
direkt in HTML zu schreiben (zum Beispiel mit einem HTML-Editor). Da HTML
keine speziellen mathematischen Zeichen und das Setzen von mathematischen For-
meln unteraitzt, bevorzugen wir den Ansatz der Konvertierung viip{. Unsere
bisherigen Erfahrungen (und Bildschirmphotos) zeigen, daf3 die resultierende HTML-
Version von guter Quakit'ist. Desweiteren bleibt SCAPA aufgrund dieses zweistu-
figen Ansatzes offenuf"weitere Textformate wie Framemaker oder Word-Doc, falls
mit den dort zur Verigung stehenden Konvertierungswerkzeugen die entsprechenden
~Pseudo-Tags" erzeugt werdearkien.

Abbildung 6.4 zeigt einen Ausschnitt aus d8gX-Version des Beweises aus Ab-
bildungen 6.1 und 6.2. Die dunkler schattierten Textteile markieren die Strukturin-
formationen, die anderen realisieren den Beweistext in eimedén £TeX erfahre-
nen Autor gewohnten Form. Eine detaillierte Beschreibung unserer Stildatei geben
wir in Anhang D.1. Abbildung 6.5 zeigt einen Ausschnitt der zuggigen mit dem
Konverter erzeugten HTML-Version. Zur bessetébersicht sind die meisten auto-
matisch erzeugten HTML Teile nur mit Punkten angedeutet und teilweise von uns
per Hand eingerckt. Die Strukturinformationen sind iyPseudo-Tags" von der Form
<CPROOF ..> ... < \CPROOEFE- kodiert. Wir erfiutern diesgPseudo-Tags" genau-
er in Anhang D.2.

6.2.2 Erzeugen des HTML-Beweistextes

Zwei von SCAPAs Werkzeugen eproof2html  undfold (siehe Anfaihge C.2

und C.3) — produzieren aus dem annotiertem HTML-Beweistext eine reine HTML-
Version. Mitcproof2html  werden die in depPseudo-Tags® enthaltenden Struk-
turinformationen des HTML-Beweistextes zur Formatierung der HTML-Version des
Beweises benutzt. Das Resultat ist ein reiner HTML-Text, mit Ausnahme der Kenn-
zeichnung von Teilbeweisen. Das zweite Werkziald nutzt diese Information, um

den HTML-Text in eine siberbare Version zu transfomieren. Anstatt, wie r@dBF
VIEWS implementiert, @i jede nogliche Kombination von verdeckten und sichtbaren
Teilbeweisen (exponentiell viele) jeweils eine HTML-Datei zu erstellen, erzeugen wir
nur eine einzige HTML-Datei und nutzen JavaScript, um Teilbeweise zu verdecken
oder wieder sichtbar zu machen. Das Resultatfetch ist eine einzelne, kompakte
HTML-Datei.

Wann immer der Benutzer die Sicht des HTML-Beweistexstedeit, wird der ak-
tuelle Status der verdeckten und sichtbaren Teilbeweise dem automatisch erzeugten
Java-Programm mitgeteilt. Dort kann diese Information zur adaptiven Gestaltung der
Animation benutzt werden. Zum Beispiebhrien die Teile einer Animation, die zu
verdeckten Teilbeweisen geten, abgelizt oder ausgelassen werden.
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F'ur alle nat'urlichen Zahlen $a,b,c,d$ gilt:

[aleq b\land clleq d] s

Teilbeweis von $[a\leq b\land c\leq d]\Rightarrow
[a+c\leq b+d]$

Symmetrie von $\leq$ f'ur $a+c$, Regel (1)

$[a+c\|eq a+c]$

[a+c\leq b+d]

Abbildung 6.4: Ausschnitte aus défgEX-Version eines Beweistextes

6.2.3 Erzeugen des Java-Quelltextes

Ein drittes von SCAPAs Werkzeugercproof2java , siehe Anhang C.1 — benutzt

die HTML-ahnlichen,Pseudo-Tags", um aus der textuellen Beschreibung des Bewei-
ses Java Quelltext zu extrahieren. Dieser Quelltext dient zur Synchronisation der Ani-
mation und zu dessen Verbindung mit dem HTML-Beweistext. Der Autor einer Be-
weisanimation braucht nichtdér diese internen Details von SCAPA zu wissen. Des-
weiteren dient der Quelltext als Rahmen dien Algorithmus, der zur Implementierung

der Animation dient: Alle explizit mit depPseudo-Tags* angegebenen Beweisregeln

— Induktion, Fallunterscheidung, etc. — werden benutzt, um aus dem Beweis einen
partiellen Algorithmus zu synthetisieren. Folgende, dabei nicht automatisch erzeugten
Teile werden durch (leere) Methodenaufrufe implementiert:
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F&uuml;r alle nat&uuml;rlichen ZahlerI>a< \I>, ...

&nbsp <CPROOF CMD=STRUCTURE ID=ID3

<IMG ... >[<I>a< \I> <IMG ...

IEOPERATORS <IMG ... SRC="img5.qi"" .~ | OPERAIOR

Teilbeweis von ...

Zeomoor cuo-susprooro-s

h

<IMG ... SRC="tl-blue.gif" >[<I>a< \I> + ...

Abbildung 6.5: Ausschnitte aus der HTML-Version des Beweistextes

e Fir jede Boolesche Struktur existiert jeweils eine Methode, die den Wahrheits-
wert dieser Struktur berechnet und eine, welche die Struktur selbst implemen-
tiert.

e FUr jeden Hinweis existiert eine Methode, die die zugale Regelanwendung
implementiert.

e Fir jede Quantifizierungw,d, aber auch Induktionsvariablen) existiert eine Me-
thode, um die Variable einzuliren und wieder zu zemen ) oder deren Wert
aus den gerade sichtbaren Werten zu berechivdndquktionsvariablen).

Diese Methoden werden an entsprechenden Stellen im Algorithmus aufgerufen. Der
Autor der Animation muR diese Methoden dutéberschreiben geeignet implementie-

ren (Punkt (5) in Abbildung 6.3). Dazu braucht er den automatisch erzeugten Quelltext
nicht zuandern, sondern kann durch Erweitern dieser Klasselllretschreiben der
Methoden die offenen Teile implementieren. Der so implementierte Algorithmus wird
mit Befehlen fir das von uns verwendete Animationssyste’mMBADA angereichtert,

um eine Animation des Beweises zu erzeugen. Unsere Erfahrungen mit der Erstellung
von Beweisanimationen zeigen, dal3 die Annotation des Algorithmus bzw. der Metho-
den am besten durch ein weitefgserschreiben der Methoden implementiert werden
sollte, da dies eine klare Trennung von dem zum Beweisggéri Algorithmus und
dessen Animation erlaubt. Durch diese objektorientierten Ansatz kann das verwen-
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dete Animationssystem dann leichter durch ein anderes Java-basiertes Animationssy-
stem ersetzt werden, ohne den einmal implementierten Algorithmus waeaierm

zu nuissen. Zuatzlich erlaubt es dieser Ansatz, den Beweis(text) und die zurggh”
Animation einfacher zu warten: Werden ifigX-Beweistext nach Fertigstellung der
Animation nur geringigige Anderungen, wiéAndern von Indizes odedbersetzung

der verwendeten natlichen Sprache (Deutsch) in eine andere (Englisch), vorgenom-
men, so ist es nicht notwendig, die vom Benutzer implementierten Methoden und die
Animation zuandern. Die fertige Java-basierte Animation wird als Applet in den Be-
weistext integriert.

Um die Zuordnung der automatisch erzeugten Methoden zum Beweistext zu er-
leichtern, benutzen wir dgavadoc -Werkzeug des Java Developer Kits (JDKurF"
jede Methode, die potentiell vom Autobérschrieben werden kann, wird in der von
javadoc erstellten HTML-Dokumentation der entsprechende Teil des Beweises (die
Boolesche Struktur oder der Hinweis) zur Dokumentation der Methode benutzt (Ab-
bildung 6.6).

| Metscape: Class FM.FM HE
Fia [di Vs 0o  Cormoorss imip
¥ o Boohiveks 0 Loty fieto 10w Los olon deS-paps Broa PTG e TH e TR TH il ﬂfl_,l' i Pl e b
W | - el
becauselD4 i

public vold becanseIDd (boolean LaVisible)
This method Soet nothisg. It should be overriden eith am animstion of the folbowing proof step:

= Symmetry of < for a + c,rle (1]

Faranwsters:
iV lalble — A hoolean that |s true i the HT ML e correspondieg, to this method is visible

structure DS
public wold strustareIDB(boolean lsvisible)
This method o nothisg. B should be overriden with am asimstion of the folbowing struchure: .

lo=c=<ard

Faranseters;
igVleiblae - A bookeam that is true iff the HTML e comrespandieg bo this method is visible.

Abbildung 6.6: Beispiel einer mjavadoc erstellen Dokumentation des automatisch erzeug-
ten Javakodes

6.2.4 Implementierung der Animation

Zur Erzeugung der Beweisanimation benutzen wir das freiugirdie Algorithme-
nanimationssystemAMBADA [MITCHENER et al. 1996]. Wir haben AMBADA um
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spezielle Kommandos erweitert, mit denen der HTML-Text imb®tér vom Anima-
tionssystem aus &hirend der Animation farblich markiert werden kanaMBADA ist
vollstandig in Java implementiert und ist kompatibel mit dem Algorithmenanimations-
system Samba [@sko 1996b]. Analog zum Schreiben einer Algorithmenanimation
mit LAMBADA, mufd der Autor einer Beweisanimation die interessanten Ereignisse
(Boolesche Strukturen und Hinweise) des automatisch erzeugten und manuell erwei-
terten Algorithmus mit lAMBADA -spezifischen Animationsbefehlen implementieren.
Diese Befehle erlauben es, zwei-dimensionale geometrische Objekte wie Kreise, Lini-
en oder Text zu erzeugen und zu manipulieren (&aderungen, flieRenden Bewegun-
gen).

Abbildung 6.7 zeigt die derzeitige Architektur der Darstellungskomponente von
SCAPA: Mitder HTML-Darstellungskomponente des&¢rers (Pagelayouter*) und
JavaScript haben wir denaftérbaren Beweistext realisiert. Die Beweisanimation ist
als Applet bestehend aus dem Algorithmus und dem Animationssystem implementiert.
Beide Teile sind durch Implementierung als Java-Threads voneinander entkoppelt. Der
Zustand der vom Benutzer auf- und zugedeckten Teilbeweise wird von JavaScript vor
Start der Animation an den Algorithmugérmittelt. Nach Start der Animation erzeugt
der Algorithmus basierend auf diesen Informationen und auf optionalen Benutzerein-
gaben ein Animationsskript unibérmittelt es innerhalb des Applets dem Animations-
system. Das Animationssystembérnimmt die Kontrolle und markiertabirend des
Ablaufs der Animation die zugehigen Teile des Beweistextes. Beweistext und Ani-
mation sinduber, Live Connect* — einer Schnittstelle um Daten zwischen Java-Script
und Java-Applet auszutauschen — gekoppelt. Im Gegensatz zu dieser prepradtér
nicht standardisierten Schnittstelle, stellt das vom WWW-Konsortium festgddegt
cument Objekt Modell* (DOM) eine alternative Schnittstelle dar, ist aber derzeit nur
in Teilen beim Internet Explorer implementiert (\Version 4.0).

Wir haben LaMBADA verwendet, da dessen Befehlssatz nicht auf die Animation
von Programmen, die in einer bestimmten Programmiersprache implementiert wur-
den, besclarikt ist, sondern sehr flexibel zur Animation beliebiger Objekte eingesetzt
werden kann. Desweiteren kann ein valstiig Java- (und JavaScript-)basiertes Sy-
stem off-line benutzt werden. Diese Anforderung ergab sich aus unsehenfErfah-
rungen mit dem Einsatz CGl-basierter Programme, die gezeigt hat, dal3 Studierende
Lernsoftware nur unzureichend benutzen, wenn sie nur im Rechnerlabor oder nach
langwieriger Installation auf dem eigenen Rechner oder langen Ladepdigerdas
WWW benutzt werden kann. Siehe dazu die Diskussion in Abschnitt 3.5.
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Abbildung 6.7: Archiktektur der Darstellungskomponente von SCAPA
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Kapitel 7

Fallbeispiele

In diesem Kapitel beschlie3en wir unsere Arbeit mit zwei abdichen Beispielen

von SCAPA-Beweisanimationen realistischer Theoreme. Das erste Beispiel stammt
aus dem Bereich Formale Sprachen. Es veranschaulicht einen Korrektheitsbeweis des
in einfihrenden Vorlesungen gerne behandelten Cocke-Kasami-Younger-Parsingalgo-
rithmus. Das zweite Beispiel stammt aus dem Bereich Berechenbarkeit. Es veran-
schaulicht eine Richtung in einem Beweis Aguivalenz zweier verschiedener Ty-

pen von Turingmaschinen. Die aubflichen Beweistexte mit einigen zatzlichen
Erlauterungen befinden sich in Anhang B.

7.1 Korrektheit des Cocke-Kasami-Younger-Algorith-
mus

Den Cocke-Kasami-Younger-Parsingalgorithmus und eine zrgghAlgorithmen-
animation haben wir in Abschnitt 2.3.1 vorgestellt. Um die Studierenden davon zu
Uberzeugen, dal3 der Algorithmus Eine Grammatiks entscheidet, ob ein Wott in

L(G) ist oder nicht, wird in der Vorlesung die Korrektheit des Algorithmus bewiesen.
Dazu ist zu zeigen, daf8 € L(G) genau dann gilt, wenn das Startsymbol in der ober-
sten Zelle der Pyramide enthalten ist. In der Vorlesung wird folgende etadsest”
Aussage bewiesen:

Lemma5 G = (N, X, S, P) sei eine Grammatik in Chomsky-Normal-Formge ¥*
mit n = |w| und zelle die vom CKY-Algorithmus berechnete Funktion, dann gilt f
allel <i<n,1<j<n-—1

zelle(i,j) ={X e N | X =" w; ... wj1i1}

Falls der Algorithmus selbst gut verstanden wurde, ist die Aussage des Theorems
einsichtig. Der Korrektheitsbeweis isbérschaubar und unkompliziert. Er eignet sich
deswegen gutif'ein erstes realistisches Fallbeispiel.

Die Doméne des natliche Modells des Satzes besteht aus folgenden Mengen:
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Grammatiken in Chomsky-Normalform bestehend aus Terminal- und Nichtter-
minalzeichen. Der Einfachheit halber legen wir — wie bei der Algorithmenani-
mation —N = {A, B,...,Z},¥ = {a,b,...,z} undS als Startsymbol fest.

Folgen von Terminal- und Nichtterminalzeichen ¢w&r) und den Produktio-
nen,

der dazu gebrigen vom Algorithmus berechneten Funktiatile und

Ableitungsfolgen.

Wir visualisieren diese Elemente (bis auf Ableitungsfolgen) wie folgt mit konkre-
ten Darstellungen:

1.
2.

Die Terminalzeichen textuell als einzelne, kleine Buchstaben.
Die Nichtterminalzeichen textuell als einzelne grof3e Buchstaben.

Die Worter werden textuell als Folgen der Visualisierungen der einzelnen Zei-
chen dargestellt.

Die Produktionen textuell als mit einem Pfeil verbundene rechte und linke Seite
der Produktion. Die Visualisierung et also die Visualisierung von Nichtter-
minalzeichen und \aftern.

Die Grammatiken durch vertikale Auf—listung ihrer Produktionen. Die Visua-
lisierung einer Grammatik eralt die Visualisierung der Produktionen.

Die Funktionzelle wird durch die von der Algorithmenanimation gewohnten
Darstellung als Pyramide visualisiert. Die veelle berechneten Mengen von
Nichtterminalzeichen werden textuell in die zugahé Zelle geschrieben. Eine
Zelle entlalt die Visualisierung der Nichtterminalzeichen.

Ableitungsfolgen werden durch eine abstrakte Visualisierung des Syntaxbaums
dargestellt. Es wird vom linken und rechten Teilbaum der Wurzel abstrahiert, da
deren konkreten Elementerfdas Versaindnis der Induktion nebeastilich sind.

Der Syntaxbaum enéit'die Visualisierung der Nichtterminal- und Terminalzei-
chen.

Der Beweis ist ein Gleichheitsbeweis, der in der Kurzform des Beweisformats nie-
dergeschrieben ist. Die Booleschen Strukturen (der insgm zugebrigen Lang-
form) sind alle atomar. Einziges &tikatensymbol ist die Gleichheit, ansonsten treten
nur Terme auf. Die Gleichheit wird durch Angabe der verglichenen Terme visualisiert,
in diesem Fall sind dies Terme mit dem obersten Funktionssyaubtl (Pyramide)

131



und Mengen von Ableitungen. Da eine Angabe aller Ableituagsieé aber zu aufwen-
dig und unibersichtlich ist, stellen wir nur die jeweilige im Teilbeweise verwendete
Ableitung durch einen Ableitungsbaum dar.

Der Beweis zeigt, wie eine vom Algorithmus berechnete Zelle zu Ableitungen kor-
respondiert. Durch Anwenden einiger elementarer Definitionen und der Induktions-
voraussetzungen werden diese Ableitungen konstruiert. Da einghalicdié Erbute-
rung der Animation hier zu viel Raum einnehmenrdé, konzentrieren wir uns auf
den wichtigsten Teil, den Teilbeweis im Induktionsschlul3. Siehe AnhanguB defi
kompletten Beweis. Abbildung 7.1 zeigt einen Ausschnitt aus der Animatiodei
inneren Teil des Induktionsschlusses.

Fur jedesl <m <4 und jede ProduktiolX — Y Z € P gilt:

Y € zelle(m, j), Z € zelle(i —m, j +m)
= {m,i—m < n—i+ 1und Induktionsvoraussetzurg

Y =* Wi .o Wijtm—1, Z =" Witm - - Wjti—1
= {Def.von=undX — Y7}

X='YZ = wyj ... wj+m_1Z =* Wy .o Wijpm—1Witm - - - Witi—1
= { Def.von=*}

X =* Wy .o Wjgj—1

Dies ist ein Beweisui' Y € zelle(m,j),Z € zelle(i — m,j +m) = X =*
wj ... wji— fur zelle(i, j) und alle ProduktionelX’ — Y"Z.2 Die Nichtterminalzei-
chen vorelle(i, j) werden vdhrend der Animation vor Erreichen des Teilbeweises an
entsprechender Stelle in die Pyramide eingesetzt. Noch nicht betrachtete Zellen sind
leer. Siehe Abbildung 7.1(a). Der Teilbeweis veranschaulicht die Beziehung zwischen
den Nichtterminalzeichen vorelle(i, j), zelle(m, j) undzelle(i —m, j+m) und den
zugelorigen Ableitungen der entsprechenden Teltigf.

Die im Teilbeweis gerade betrachtete Produktion wird in der Auflistung der Pro-
duktionen farblich markiert (nicht in der Abbildung gezeigt). Die Aussage

Y € zelle(m, j), Z € zelle(i —m,j +m)

wird nicht explizit visualisiert, da man direkt sehen kann, dal3 die entsprechenden Sym-
bole in der Zelle vorhanden sind. Esawe aber raglich, die betrachteten Nichttermi-
nalzeichen noch zasZlich hervorzuheben. Die Werte von j undi — m, j + m wer-
den wie bei der Algorithmenanimation durch farbliches Hervorheben der mugeh”
Zellen visualisiert: Gelbui zelle(i, j) und Gun fir die beiden anderen.

Die Induktionsvoraussetzungitiit zwei vorher berechnete Ableitungen der be-
trachtete Teilwrter ein. Sie werden in der Animation bei Anwendung der Induktions-
voraussetzung jeweils als abstrakter Syntaxbaum dargestellt, siehe Abbildung 7.1(b).

1Zu einer Zelle gebit eine Menge von Ableitungen, zur Pyramide also eine Menge von Mengen
von Ableitungen.

2Man beachte, dafX’, Y und Z quantifizierte Variablen sind und nicht etwa Nichtterminalzeichen
aus der Doraine des Modells.
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Abbildung 7.1: Pyramidendarstellung (a) und zumggii Zellen getrige Syntaxaume (b)

Die Zugelorigkeit eines Teilbaums zu einer Zelle wird durch diargg 'Farbe und die
Stellung veranschaulicht. Aus diesen beiden Ableitungen und der betrachteten Pro-
duktion wird unter Zuhilfenahme der Definition der Ableitbarkeitsrelatieri die
Ableitung X =" w;...w;;;—; konstruiert. Dieser Konstruktionsproze3 wird durch
eine Animation veranschaulicht. Abbildung 7.2(a) zeigt den Anfang der Animations-
sequenz und Abbildung 7.2(b) das Ende. Die Animation schiebt die zu deadeibr
gelorigen Teilworter am unteren Ende des neuen Syntaxbaums zum gerade betrach-
teten Teilwort zusammen, und die inneren Details werden ausgeblendet. Das Resultat
ist eine abstrakte Visualisierung voh =* w; ... w;,;_1, also dem Ergebnis der Re-
gelanwendung durch den resultierenden abstrakten Syntaxbaum visualisiert. Um den
Zusammenhang mit der zugaiigen Zelle deutlich zu machen, wird der Syntaxbaum
ebenfalls gelb markiert.

Der gesamte Ablauf der Animation wird durch die Grobstruktur des Beweises be-
stimmt. Die beideraiiReren Allquantoren des Beweises werden durch eine Eingabe
realisiert: Der Benutzer kann vor Ablauf der Animation analog zur Algorithmenanima-
tion selbst eine Grammatik und ein Woratlén, anhand deren der Beweis veranschau-
lichtwird. Die Induktionuber; und die Allquantifizierung von undm wird durch eine
(endliche) Aufahlung der Werte realisiert. Der sich so ergebene Ablauf der Anima-
tion entspricht dem Verlauf der Algorithmenanimation. Dies ist nichaltigi da die
Induktion den auf dynamischem Programmieren beruhenden Kern des Cocke-Kasami-

133



T T
g g

/\
AA

a

ah
Eisie] in] @A] Left] migmt] w) bas| Eisie] in] @A] Left] migmt] w) bas|
_ﬂ'.h.-:l.w Jarm A ppiel Wireday _ﬂ'.h.-:l.w Jarm A ppiel Wireday

Abbildung 7.2: Bildschirmausschnitte aus der Beweisanimation zum CKY-Algorithmus: Be-
ginn (a) und Ende (b) der Animation, welche die Konstruktion des Syntaxbaums zu*
Wy oo Wigi—1 zeigt.

Younger-Algorithmus reflektiert und die Allquantifizierungen den inneren Schleifen
des Algorithmus entsprechen.

So wie die Algorithmenanimation das dynamische Verhalten des CKY-Algorith-
mus besser veranschaulicht, werden mit der Animation des Korrektheitsbeweises die
Konstruktion der Ableitungen und deren Zusammenhang mit der berechneten Funkti-
on zelle anschaulicher vermittelt als es mit einer rein statischen, graphischen Darstel-
lung moglich waére.

7.2 Turingmaschinen

Im folgenden pasentieren wir eine Re-Implementierung mit SCAPA uns@ckhoc
Implementierung einer Visualisierung einguivalenzbeweises zweier verschiedener
Typen von Turingmaschinen APE und SCHMITT 1997].

Der Beweis kann auch als Reduktionsbeweis betrachtet werden, bei der Turingma-
schinen mit zweiseitig unendlichem Band auf Turingmaschinen mit einseitig unend-
lichem Band reduziert werden, so dafd beide Turingmaschinen die gleiche Funktion
berechnen. Im Sinne des in Kapitel 3 vorgestellten Konzepts handelt es sich bei den
Turingmaschinen um digProbleme®, die lbsung eines solchen Problems ist die Be-
rechnung einer Funktion, das heil3t die Ausfling der Turingmaschine. Die Reduk-
tionsabbildungibersetzt —ahnlich einem Compileni herkommliche Programmier-
sprachen — eine Turingmaschine mit zweiseitig unendlichem Band in eine Turing-
maschine mit einseitig unendlichem Band, so dal3 die Semantik der Turingmaschinen
erhalten bleibt. Siehe Abbildung 7.3.
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Abbildung 7.3: Reduktion einer Turingmaschine mit zweiseitig unendlichem Band auf eine
Turingmaschine mit einseitig unendlichem Band

Die in Kapitel 3 vorgestellten Konzept®kiien zur visuellen und interaktiven Ver-
mittlung dieses Sachverhalts eingesetzt werden. Im Hypertext zur Vorlesumg k™
die Studierenden anhand einer Java-Emulation die Funktionsweise einer Turingma-
schine mit zweiseitig unendlichem Band erfahren. Siehe Abschnittuk.@i€ Defini-
tion von Turingmaschinen. und Abbschnitt 3.4ut &ine kurze Erldiung der Emula-
tion.

Turingmaschinen mit einseitig unendlichen Band unterscheiden sich von Turing-
maschinen mit zweiseitig unendlichen Band in zweierlei Hinsicht:

1. lhr Band ist nach links besdmkt, besitzt also einen Anfang, und ist lediglich
nach rechts hin unbes@nkt. Das linke Ende wird durch ein spezielles, sonst
nicht vorkommendes Bandsymbol markiert. Wir benutzten dazu

2. Wir vereinbaren, dal3 die Turingmaschine ahhwvenn der Schreib-/Lesekopf
uber das linke Ende hinauswandert.

Turingmaschinen mit einseitig unendlichem Band werden in der Vorlesung ehrgjef”

um zu zeigen, dal3 Variationen von Turingmaschinen (es gibt noch weitere) sich nicht
auf die Menge der von ihnen berechenbaren Funktionen auswirkt. Ein Studierender
konnte zuerst glauben, dafl3 mit Turingmaschinen mit einseitig unendlichem Band we-
niger Funktionen berechnet werdearkien. Um diesen aglichen Eindruck zu wi-
derlegen, wird bewiesen, dal3 beide Typen von Turingmaschinen die gleiche Menge
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von Funktionen berechnet. Die Implikation von einseitig unendlichen zu zweiseitig
unendlichen Turingmaschinen ist intuitive und technisch einfacher als die umgekehrte
Richtung, die wir im folgenden betrachten werden.

Die grundlegende Idee basiert auf einer schrittweisen Simulation einer zweiseitig
unendlichen Turingmaschine auf einer einseitig unendlichen: Wir stellen uns die Zel-
len des einseitigen Bandes von links nach rechts numeriert vor. Eine ianagwitte
auf dem zweiseitig unendlichen Band wird fixiert und die Zellen auf deren rechter Sei-
te werden fortlaufend von der Mitte aus auf die geraden Zellen des einseiten Bandes
und die Zellen der linken Seite werden auf die ungeraden Zellen abgebildet. Nennen
wir diese Abbildung sim. Dann wird eine Transformation (gdompiler*) angegeben,
welche die Zustandergangsfunktion einer zweiseitig unendlichen Turingmaschine
M auf eineUbergangsfunktiod’ einer einseitig unendlichen Turingmaschiié ab-
bildet, so dalV/’ die Turingmaschind/ simuliert. Bei der Transformation werden
Zustinde und Symbole von/ umbenannt, und es kommen einige neue hinzu, um
zum Beispiel auf dem einseitigen Band das linke Ende zu markieren, damit der Kopf
nichtlber das Ende hinauauft. Bewiesen wird folgendeSimulationslemma’.

Lemma 6 K, sei das Band der zweiseitig unendlichen Turingmaschiheachn
Schritten undK das einseitig unendliche Band der simulierenden Turingmaschine
M nachm Schritten. Dann gilt:

Im e N:m>nAsimK,)=K.

Die Doméne des @dikatenlogischen Modells des Theorems eltthéiden Typen
von Turingmaschinen, diese bestehen jeweils aus

1. einer Mengé' von Bandsymbolen,

dem Band, einer Folge von Bandsymbolen (zweiseitig oder einseitig unendlich)
einer Menge) von Zustinden, einer Mengg' C () von Endzusaihden,

der Zustandsiergangsfunktion : I' x Q@ — T' x @Q x {L, R, U},

der Position des Schreib-/Lesekopfes auf dem Band und

o gk w D

dem aktuellem Zustandder Turingmaschine.
Wir visualisieren diese Elemente mit konkreten Darstellungen wie folgt:

1. Die Bandsymbole textuell als beliebige Zeichenketten. Das spezielle Bandsym-
bol » wird durch das Zeicher visualisiert.

2. Das Band durch einen besahKten (vahlbaren) Ausschnitt um den Schreib-
/Lesekopf herum. Jede Zelle des Bandes wird durch ein Rechteck markiert, in
dem das Bandsymbol eingetragen ist. @lubch werden Farben benutzt, um den
Zusammenhang zwischen den geraden und ungeraden Zellen des einseitig un-
endlichen Bandes und den Zellen auf der linken und rechten Seite der aragin”
Mitte des zweiseitig unendlichen Bandes hervorzuheben.
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3. Die Zustinde textuell als beliebige Zeichenfolgen.

4. Die Zustandsbergangsfunktion wird nicht explizit visualisiert, es wird ledig-
lich der jeweils folgende Zustandlsérgang textuell angezeigt. Dies iat tias
Verstindnis des Beweises ausreichend.

5. Die Position des Schreib-/Lesekopfes wird durch ein blaues Rechteck um die
zugeloiige Zelle visualisiert.

6. Der aktuelle Zustand ist Teil der Visualisierung deximsten Zustandber-
gangs.

Der Beweis basiert auf vollatidiger Induktion nach der Anzahlvon Austih-
rungsschritten vord/. Er entlalt drei ineinander geschachtelte Fallunterscheidungen
fur die verschiedenen Bewegungen des Schreib-/Lesekopfes, welche selbst je noch ein-
mal zwei Flle enthalten, amlich dald der Kopf sich links oder rechts der imager
Mitte befindet. Dazu kommen dann im Fall einer Bewegubgr die Mitte hinweg
noch jeweils ein weiterer dazu. Insgesamt also acht zu betrachtatide F~

Im Beweis werden die einzelnen Simulationsschritte und der Zusammenhang zwi-
schen den beidendidern detailliert nachvollzogen. Obwohl die einzelnen Beweis-
schritte im wesentlichen nur auf der Definition der Tranformation basieren, lassen die
Fallunterscheidungen den Beweis stark wachsen. Die aoltisgen Definitionen und
der Beweis finden sich in Anhang B.2. Die Hypertextdarstellung des Beweises bietet
hier den Studierenden die ddlichkeit, sich erst eine grobe Sicht des Beweises an-
zuschauen, ohne die inneren Fallunterscheidungen zu betrachten. Die Animation zum
Beweis zeigt die einzelnen Simulationsschritte. Der Studierende kann siclemd
des Beweises visuell von deGleichheit’ der beiden Brideruberzeugen. Falls ein
Teilbeweis verdeckt wird, zum Beispiel der Fall, dal’ der Schreib-/Lesekopf sich nach
Links bewegt, dann zeigt die Animation die zugelgén zwei bis drei Simulations-
schritte nicht, sondern lediglich das resultierende Band. Die Animation palf3t sich so
den individuellen Bedrfnissen eines Studenten an.

Dieses Beispiel zeigt, daf3 in der Hypertextdarstellung durch die verdeckbaren Teil-
beweise auch gfiere Beweise noch lesbar sind. Der valtgtige Beweis nimmt ca.
funf Papierseiten ein. Die meisteall€'im Beweis werden auf analoge Weiseujet:

In einer Vorlesung oder einem Lehrbuclhindén nur zwei oder drei der insgesamt acht
Fallen wirklich betrachtet. Die Auswahl liegt dabei in deartdlen des Dozenten oder
Autors. Dahingegen erlaubt unsere Beweisanimation dem Studierende selbst, die ihn
interessierendendlé mit Hilfe der Visualisierung genau zu untersuchen.

7.3 Erfahrungen
Zum Abschlul3 berichten wir noch kurmér unsere Erfahrungarbér den Zeitauf-

wand, den das Schreiben einer Beweisanimation verursacht, und wie sich die Ent-
wicklung einer Beweisanimation auf die Gestaltung des Beweistextes auswirken kann.
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Abbildung 7.4: Bildschirmphoto einer Beweisanimation Aquivalenz zweier Typen von Tu-
ringmaschinen

Der Zeitaufwand hihgt im wesentlichen von der @é des Beweises (Zeitauf-
wand zum Schreiben des Beweises) und von der Anzahl verschiedener Beweisobjekte
ab (Zeitaufwand zum Implementieren dieser Objekte und deren Animation). Da unsere
Beweise sarker formalisiert und strukturiert sind als herkinliche Beweistexte, dau-
ert das Schreiben des Beweises auaeigEr. Bei unseren beiden Beispielen lag jeweils
ein umgangssprachlich formulierter Beweis vor. Das Umschreiben i€dbsilatio-
nal proof formathat etwa ein (CKY-Korrektheitsbeweis) bis zwei (Turingmaschine)
Tage gedauert. Es ist anzunehmen, dal? mit einer zunehmenderh@ew an das
spezielle Beweisformat, dieser Zeitaufwand etwas reduziert werden kann. Den zum
Beweis gebriigen Algorithmus anschlieend in Java zu implementieren, hat in den
Beispielen weniger Zeit gekostet als von uns erwartet: etwsas €inen Tag. Das liegt
zum einen daran, dal3 die zu implementierenden Datenstrukturen sehr einfach sind,
und zum anderen, dal3 die Zeitkomplexitier Algorithmen keine grof3e Rolle spielt
(die Eingabeinstanzen sind klein). Die Implementierung der Animation hingegen ist
recht aufwendig. Quabtt'und Zeitaufwand drigen stark vom verwendeten Animati-
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onssystem ab. Das von uns verwendete/BADA stellt keine allzu rachtigen Ani-
mationsbefehle zur Vaufjung. Wir haben ungefir zwei bis drei Tage betigt, um
die optisch eher einfachen Animationen zu implementieren.

Die Entwicklung einer Beweisanimation hat sich positiv auf den Beweistext aus-
gewirkt: Zum einen erschwert die feinere Granukdriles verwendeten Beweisfor-
mats es, wesentliche Beweisschritte auszulassen und zum anderen deckt die anschlie-
Rende Implementierung oftmals noch unbemerkte Fehler im Beweistext auf. Der im
Vorlesungsskriptum enthaltene Korrektheitsbeweis des CKY-Algorithmus enthielt im
Induktionsanfang zum Beispiel keinen Hinweis auf die wesentliche Voraussetzung,
daf3 die Produktionen in Chomsky-Normalform (also terminierend sind). Desweiteren
konnten wir bei der Implementierung des Beweises Zguivalenz zweier Turing-
maschinen viele falsche Indizierungen im Beweistext entfernen. Insgesamt werden die
Beweistexte also korrekter. Das Schreiben eines Beweises mit dem Ziel einer anschlie-
Renden Beweisanimation hatte auch Auswirkung auf die strukturelle Gestaltung der
Beweistexte. Zum Beispiel haben wir im Korrektheitsbeweis des CKY-Algorithmus
bewul3t im Induktionsanfang und -schluld einen Teilbeweis eirigefum den Kern
der Argumentation auf eine terminierende Produktion und die znrigeh Ableitung
zu isolieren und sie so leichter visualisieren zankén. In der Version im Skriptum
wurde lediglich eine Gleichheitsbeziehung zwischenMengealler terminierenden
Produktionen und der zugehgenMengevon Ableitungen benutzt.
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Kapitel 8

Taxonomie von
Beweisvisualisierungen

In [HARRISON 1996] wird untersucht, wie in interaktiven Beweissystemen maschi-
nenlesbare Beweise dem Menschen zur Eingabe, ModifikatiotJbedotifung p&-
sentiert werden. Dabei geht es weniger um die Darstellung eines existierenden Bewei-
ses, sondern hauptstilich um dessen rechnergggté Konstruktion durch den Men-
schen. Harrison beschreibt folgende sechs Kriterien, nach denen sich Beweisdarstel-
lungen in interaktiven Theorembeweisern klassifizieren lassen:

1.

Automatisierungsgrad: In welchem Mal3e wird der Benutzer vom System bei der
Beweissuche untenrsizt?

Benutzerinteraktion: In welchem Mal3e mul3 der Benutzer dem System Anwei-
sungen erteilen?

Erweiterbarkeit: In welchem Mal3e kann der Benutzer die Darstellung des Be-
weises modifizieren?

Beweisstil: Werden Beweise eher deklarativ oder prozedural notiert?

Beweisrichtung: Welche Beweisformen, wie Widerspruchsbeweise oder direkte
Beweise, unterstzt das System?

Verarbeitungsparadigma: Werden Beweise interaktiv oder Stapel-orienéiert
arbeitet?

Er wendet Kriterien 1 (niedrig, hoch) und 4 (prozedural, deklarativ) auf einige exi-
stierenden Systeme an. Diese Einteilung ist sehr grob und reflektiert den Schwerpunkt
dieser Systeme auf dasogiichst automatischEindenund Uberpriifeneines Bewei-
ses und nicht auf dessen venstiliche Darstellungu'einen menschlichen Betrachter.

'Engl.: batch oriented
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Die Strken und Schachen eines Beweisstils werden nach folgenden Gesichtspunk-
ten konkret anhand einiger Systeme und abstrakter anhand einer Unterscheidung nach
prozeduralen oder deklarativen Beweisstileoresrt:

1. SchreibbarkeitWie aufwendig ist es, dem System einen korrekten Beweis einer
Aussage einzugeben?

2. Lesbarkeit Werden die Beweise dem Menschen vansllich pasentiert?
3. Wartbarkeit Konnen Beweise leicht wiederverwendet oder adaptiert werden?

4. Verarbeitungsgeschwindigkeitann der Beweis vom System effizient verarbei-
tet werden?

Weitere Klassifikationsschemata finden sich zum Thema Beweisvisualisierung der-
zeit im Gegensatz zu Softwarevisualisierungssystemen nicht. Da die Taxonomie von
Harrison zu grob ist und lediglich eins@mkend den Bereich formaler Beweise ab-
deckt, entwickeln wir auf Basis der Taxonomie von Softwarevisualisierungssystemen
nach [RRICE et al. 1998] eine eigene Klassifikation von Beweisvisualisierungsyste-
men. Da das Schema vonHRE et al. 1998] sich in den meisten Teilen nicht kon-
kret auf Software bezieht, sondern allgemeine Kriterien von Visualisierungssystemen
umfaldt, sind nur geringfjige Modifikationen otig.

Die Taxonomie @it Softwarevisualisierungssysteme naclRIfEE et al. 1998] be-
steht auf der ersten Ebenen aus sechs Kategorien:

A. AnwendungsbereiéhWelche Programmedtinen mit dem Softwarevisualisie-
rungssystem (SV-System) visualisiert werden?

B. Inhalt: Welche Aspekte eines Programmes werden von dem SV-System visuali-
siert?

Form: Was sind die Merkmale der erzeugten Visualisierung?
Methode Wie wird die Visualisierung spezifiziert?

Interaktion Wie interagiert der Benutzer mit dem SV-System?

m m O O

Wirksamkeit: Wie guttibermittelt das SV-System Informationen dem Benutzer?

Diese Unterscheidung in sechs oberste Kategorien basiert auf einem in der Soft-
warevisualisierung weit verbreiteten Modell, bei der zu jeder Kategorie verschiedene
Personen beigetragen haben: Pesgrammiereiproduziert den Algorithmus oder das
Programm, welches gaafi"dem Anwendungsbereich des Systems visualisiert wer-
den kann (A: Anwendungsbereich). DEntwickler des Softwarevisualisierungssy-
stemdestimmt, welche Aspekte des Algorithmus oder Programms visualisiert werden

2Engl.:scope
3Engl.: effectiveness
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konnen (B: Inhalt). Dasoftwarevisualisierungssystgroduziert eine visuelle Aus-
gabe mit bestimmten Merkmalen (C: Form). Désualisiererspezifiziert die Visua-
lisierung (D: Methode). DeBenutzelinteragiert mit dem System, welches bestimmte
Auswirkungen auf ihn hat (E: Interaktion, F: Wirksamkeit).

Wir stellen im folgenden diese Taxonomig tien Bereich Softwarevisualisierung
vor (jeweils in einem eigenen Unterabschnitt) und adaptieren sie zu einer Taxonomie
von Beweisvisualisierungssystemen (ebenfalls ein eigener Unterabschnitt). Da sehr
viele Merkmale, wie zum Beispidhteraktionund Wirksamkeitder Taxonomie un-
abrhéangig vom Visualisierungbereich sind, ergeben sich nur marginale Unterschiede.
Falls sich eine Kategorie nicht oder nur geringitj &ndert, verzichten wir auf eine ge-
nauere Beschreibungifden Bereich Softwarevisualisierung. Basis der Adaption wird,
wie bei der Begriffsbildung im Bereich Beweisvisualisierung, die Analogie Algorith-
mus und nicht formaler Beweis, Programm und formaler Beweis, Daten und Formeln
sein.

8.1 A: Anwendungsbereich

8.1.1 Softwarevisualisierung

Der Anwendungsbereich umfal3t alle Merkmale eines Softwarevisualisierungssystems,
welche fir den Programmierer des zu visualisierenden Programms wichtig sind.

A.1. Allgemeine Anwendbarkéitkann das System einen allgemeinen Bereich von
Programmen verarbeiten oder stellt es nur eine feste Menge von Beispielen dar?
A.1.1 Hardware Auf welcher Hardwareduft das System?
A.1.2 BetriebssystemWelches Betriebssystem wird batigt?

A.1.3 Spracheln welcher Programmiersprachaissen die Programm geschrie-
ben sein?

A.1.3.1. Nebensufigkeib: Unterstitzt das System Nebenlfigkeiten der Pro-
grammiersprache (falls vorhanden)?

A.1.4 Anwendung Welche Einschainkungen in der Art der zu visualisierenden
Programme gibt es?

A.1.4.1. SpezialgebietWelche Programmedtinen besonders gut mit dem Sy-
stem visualisiert werden?

A.2. Skalierbarkeit In welchem Mal3e verarbeitet das System grol3e Programme?

A.2.1 Programm Was ist das gifdte verarbeitbare Programm?
A.2.2 DatenmengeWas ist die golite verarbeitbare Datenmenge?

4Engl.: generality
SEngl.:cuncurrency
6Engl.:application
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8.1.2 Beweisvisualisierung

Hardware und Betriebssystem sind allgemeine Merkmale eines jeden Systems und
bleiben deswegen unwardert. Die anderen Punkte beziehen sich auf Programme. Da
wir Beweise statt Programme visualisieren wollen, ist zu untersuchen, ob die Klassifi-
zierungsmerkmale auchifBeweise sinnvoll sind, wenn wir Programm durch Beweis
ersetzen. Dabei solltenaglichst alle wichtigen Merkmale des Systems aus Sicht des
Autorseines Beweises erfal3t werden. Insbesondere gehen wir davon aus, daf3 ein Be-
weis nicht erst gefunden werden muf3, sondern schon vorliegt. Die wichtigsten Merk-
male eines Beweises sind die Logik, in welchem die bewiesene Aussage formuliert
ist, und der Beweiskalk; mit dem die Aussage bewiesen wurde. Nehgfitjkeit ist

bei der Darstellung eines gefundenen Beweises nicht von Bedeutung; deswegen lassen
wir diesen Punkt im Klassifikationsschema weDie ,Daten” eines Beweises sind

die in ihm auftretenden Variablen, Terme und Formeln bzw. logischen Aussagen. Wir
werden im weiteren Verlauf unsererdétérungen bei Beweisen allgemein den Begriff
Formeln statt Daten benutzten. Dies soll Variablen und Terme immer mit einbeziehen.
In Theorembeweisern ist die @Bé der verarbeitbaren Beweise und Formeln norma-
lerweise nicht beschrikt. Im Ausbildungsbereich macht es oftmals allerdings Sinn,
Beschankungen einzuftiren, da mit der anwachsenderoGe von Beweisen und For-

meln auch die Menge der visuellen Darstellungen zunimmt und damigarsichtlich
werden kann. Der Anwendungsbereich — bezogen auf Beweisvisualisierung — stellt
sich dann wie folgt dar (siehe auch Abbildung 8.1).

A.l. Allgemeine AnwendbarkeiKann das System einen allgemeinen Bereich von
Beweisen verarbeiten oder stellt es nur eine feste Menge von Beispielen dar?
A.1.1 Hardware Auf welcher Hardwareduft das System?
A.1.2 BetriebssystemWelches Betriebssystem wird batigt?

A.1.3 SpracheIn welcher Logik und in welchem Kalk'sind die Beweise ge-
schrieben? Ist es ein deklarativer oder prozeduraler Beweis?

A.1.4 AnwendungWelche Einschainkungen auf die Art der zu visualisierenden
Beweise gibt es?

A.1.4.1. SpezialgebietWelche Beweisedrinen besonders gut mit dem System
visualisiert werden?
A.2. Skalierbarkeit In welchem Mal3e verarbeitet das System grof3e Beispiele?

A.2.1 Beweis Was ist der gol3te verarbeitbare Beweis?

A.2.2 DatenmengeNas ist die golite verarbeitbare Datenmenge (Variablen, Ter-
me, Formeln)?

"Bei interaktiven Theorembeweisen kann Neberfitjkeit jedoch in Form von Indeterminismen des
Kalkuls oder bei paralleler Beweissuche auftreten.
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A.1.1 Hardware

A.1.2 Betriebs-
system

A.1l allgemeine

Anwendbarkeit

A.1.3 Sprache

A.1.4 Anwendung A.1.4.1 Spezial-
gebiet

A: Anwen-
dungsbereich

A.2.1 Beweis

A.2 Skalierbarkeit

A.2.2 DatenmengjL

Abbildung 8.1: Hierarchie zum Anwendungsbereich

8.2 B:Inhalt

8.2.1 Softwarevisualisierung

Die beiden wesentlichen Teile einer Software sind das implemenBestgamm(der
Quelltext) und eine abstrakte Beschreibung der Software durch @ilgemithmus
Manche Systeme sind flexibel genug, beide Aspekte darzustellen.

B.1. Programm In welchem Mal3e visualisiert das System das implementierte Pro-
gramm?

B.1.1 Kode In welchem Mal3e visualisiert das System die Anweisungen des
Quellprogramm®?

B.1.1.1. Ablauffluf® In welchem Mal3e visualisiert das System den Ablauf der
Instruktionen des Quellprogramms?

B.1.2 Daten In welchem Malf3e visualisiert das System die Datenstrukturen im
Quellprogramm?

B.1.2.1. Datenflu® In welchem Mal3e visualisiert das System den Datenfluf3
im Quellprogramm?

8Engl.: program source code
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B.2. Algorithmus In welchem Mal3e visualisiert das System den abstrakten Algorith-
mus des Programms?

B.2.1 Anweisungenin welchem Mal3e visualisiert das System die Anweisungen
des Algorithmus?

B.2.1.1. Ablaufflufd In welchem Mal3e visualisiert das System den Ablauf der
Anweisungen des Algorithmus?

B.2.2 Daten In welchem Mal3e visualisiert das System die abstrakten Daten-
strukture® im Algorithmus?

B.2.2.1. Datenflul® In welchem Mal3e visualisiert das System den Datenflul3
im Algorithmus?

B.3. Treue und Vollsindigkeit': Rep@sentieren die visuellen Darstellungedas
wahre und vollsaihdige Verhalten der zugrundeliegenden virtuellen Maschine?

B.3.1 Durchdringund?: Falls das System zur Visualisierung nelzasfiger Pro-
gramme benutzt werden kann, zerstes die Ausfihrungsreihenfolge des
Programms?

B.4. Zeitpunkt der Datene(;euguﬁgWerden die Daten, von denen die Visualisie-
rung ablangt, wahrendUbersetzungszeit oder Laufzeit erzeugt?

B.4.1 Abbildung der Programmzéft Was ist die Abbildung zwischen dgPro-
grammzeit* und dejVisualisierungszeit‘?

B.4.2 Zeitpunkt der Visualisierungserzeugdhgwird die Visualisierung nach
Programmablauf mit dabei gespeicherten Daten gl wahrend der
Programmausiftirung erzeugt?

8.2.2 Beweisvisualisierung

Die Darstellungen des Quelltextes eines Programmes ungedity printing*, Struk-
turdiagramme und Funktionsgraph&tUbertragen auf formale Beweise umfafit dieser
Bereich eine strukturierte, meist bawmnfiige Darstellung der verwendetBeweisre-

geln (den Beweisbaum). Sie kommt bei vielen Systemen zur interaktiven formalen

9Engl.: high level algorithm

10Engl.: high level data structures
1Engl.:fidelity and completeness
2Engl.: metaphors
13Engl.:invasiveness

¥Engl.: disrupt

SEngl.: data gathering time

18Engl.: temporal control mapping
Engl.:visualization generation time
BEngl.: call tree
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Beweistihrung, wie beimKarlsruhe Interactive VerifiefREIF et al. 1997] oder bei

der graphischen Benutzungsschnittstelle des HOL-SystergH3.995], aber auch

bei automatischen Theorembeweisern vor, wie etwa beim Tableau-basierten Beweiser
[BECKERT et al. 1996]. Mittlerweile werden auch Hypertext-Darstellungen von

Beweisldumen verwendet, bei denen der Benutzer ineinander geschachtelte Teilbe-

weise ausblenden kann, um so adaptiv die Kompéxitrmaler Beweise zu reduzie-

ren [GRUNDY und LANGBACKA 1997].

Der Ablaufflul’ eines Programms kann durch verschiedene Formen von Flu3dia-
grammen statisch dargestellt werden. Ebens@igghvisuelle Re@sentationen der
Rekursionstiefe in diesen Bereich oder das simples Hervorheben der geradelatisgef”
ten Instruktion im Quelltext. Bei Beweisen entspricht der Ablaufflul3 der Reihenfolge
der Regelanwendungen. Wir bezeichnen diesRagelflul Dessen visuelle Darstel-
lung spielt bei den derzeit existierenden Theorembeweisern so gut wie keine Rolle.
Sie ist lediglich implizit in der Baumdarstellung des Beweises als lineare Folge von
Regelanwendungen (Knoten) auf einem Ast gegeben. Bei Verzweigungen ist hingegen
keine Reihenfolge dekste mehr gegeben. Visuelle Darstellungen wie FluBdiagramme
konnten auchdi Beweise verwendet werden, indem sie strukturierende Beweisregeln
wie Induktion, Teilbeweise oder Fallunterscheidungen hervorheben. Analugdd
gebruchliche Visualisierungemif die Rekursionstiefe zur Visualisierung einer proze-
dural interpretierten Induktion benutzt werden. Dies hat bisher aber keine Eingang in
die Beweisvisualisierung gefunden, weil der deklarative Charakter von Beweisen bei
fast allen Systemen und Beweisnotationen im Vordergrund steht.

Bei den Daten eines Programmes handelt es sich um die bei einem Programmab-
lauf erzeugten Datenstrukturen, die zusammen den aktuellen Zustand des Programms
bilden. Bei einer Programmvisualisierungrkien zusammengesetzte Datenstrukturen
auf Basis visueller Darstellungen elementarer Daten inaliedEr Form veranschau-
licht werden. Oftmals werden gerichtete oder ungerichtete Graphen zur visuellen Dar-
stellung komplexer Datenstrukturen verwendet. Dies trifft insbesondere auf mit Zei-
gern realisierte Datenstrukturen zu. Die in einem Beweis auftretenden Regeln manipu-
lieren Formeln die den Daten eines Programms entsprecheruli2ahinaus &hnen
auch freie Variablen auftreten, die den Zustandsvariablen eines Programmes entspre-
chen. Sie kihnen im Verlauf eines Beweises durch Werte instantiiert werden. Ein we-
sentliches Charakteristikum eines Beweisvisualisierungssystems ist die visuelle Dar-
stellung der Formeln und der in ihnen enthaltenden Variablen und Terme. Theorembe-
weiser begngen sich normalerweise mit einer typographischen Darstellung von For-
meln. Bei dem Lernprogramm YWERPROOF[BARWISE und ETCHEMENDY 1998]
hingegen sind zwdzlich Konstanten als geometrische Objekte sowie atomare Aus-
sagenuber dereroitliche Beziehung durch die Position der geometrischen Objekte
visualisiert. Venn-Diagramme stellen zum Beispiel formale logische Aussalgen -
Mengen dar, die mit formalen Beweisregeln manipuliert werden.

Mit Datenflu? bezeichnet man abstrakt die Beziehung von Ein- und Ausgabeda-
ten zwischen Objekten. Der Datenflul? repeitiert Zwischenergebnisse, diahsend
einer Berechnung auftreten. Der Datenflul3 kann bei Programmen diagrammartig mit
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einem Graphen statisch resentiert werden, etwa als Auswertungsbaum bei einem
arithmetischen Ausdruck. Eine visuelle Sicht des Laufzeitkellers beschreibt den Da-
tenflu® zwischen Funktionen und Prozeduren. Wir bezeichnefamtelflukonse-
guenterweise die Beziehung zwischen demfisse und der Konklusion von Beweis-
regeln. Diese wird noch weniger als der Regelflul® derzeit zur visuellen Darstellung
von Beweisen herangezogen. Bei einer prozeduralen Sichtweise einer Induktion, kann
— ahnlich einem Laufzeitkeller — der Formelflul3, also die induktiv konstruierten For-
meln, zur Ablaufzeit visuell dargestellt werden.

Die analogen Charakterisierungen der Softwarevisualisierung existierenwuch f~
Algorithmen. Der wesentliche Unterschied besteht lediglich darin, daf? die visuellen
Darstellungen eines Algorithmus eineo@ere Abstraktionsstufe gegdrer den De-
tails einer Programmvisualisierung besitzen. Analog lassen sichudidid Beweis-
visualisierungen ealliterten Merkmale problemlos auf nicht formale Beweibert-
ragen. Statt von Formeln sprechen wir in diesem Fall aber lieber etwas vager von
Aussagen

Die visuellen Darstellungen einer Software variieren zwischen den verschiedenen
Systemen. Wie gut eine visuelle Darstellung das Verhalten und den Zustand der virtu-
ellen Maschine widerspiegelt, ist deswegen ein wichtiges Beurteilungskriterum.

»~Automatic systems. . may produce a misleading abstraction for a data
structure while visualizers using a system like TANGO may only animate
a particular part of an algorithm for expository purpose R[EE et al. 1998]

Die grofsteTreue und Vollsindigkeitbesitzen meist Systeme, die stark mit dem Quell-
text eines Programmes verbunden sind. Dieser Aspekt spielt auch bei der Charakteri-
sierung eines Systems zur Visualisierung von Beweisen eine Rolle. Hier stellt sich die
Frage, wie gut die Visualisierung die Eigenschaften des Beweislsaldderspiegeln.

Da Durchdringungbei der Softwarevisualisierung nur ein Aspekt paralleler Pro-
grammausihrung ist, die auf der Ebene von Beweisen keine Entsprechung besitzt,
lassen wir diesen Punkt in unserer Klassifizierung weg. Unser Klassifikationsschema
fur Systeme zur Beweisvisualisierung zum Bereich Inhalt stellt sich dann wie folgt dar,
siehe auch Abbildung 8.2:

B.1. Formaler BeweisIn welchem Mal3e visualisiert das System den formalen Be-
weis?

B.1.1 Beweisregelnin welchem Mal3e visualisiert das System die Beweisregeln
im formalen Beweis?

B.1.1.1. RegelfluRIn welchem Mal3e visualisiert das System den Regelflul? des
formalen Beweises?

B.1.2 Formeln In welchem Mal3e visualisiert das System die Formeln im forma-
len Beweis?
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B.1.1Beweisregeln B.1.1.1 Regelfluf

B.1 Formaler
Beweis

B.1.2 Formeln B.1.2.1Formelfluf3

B.2.1Beweisregeln B.2.1.1 Regelfluf

B.2 nicht formaler

Beweis
B.2.2.1 Aussagen-

B.2.2 Aussagen

B.3 Treue und
Vollstandigkeit

B.4.1 Abbildung
der Beweiszeit

B.4 Zeitpunkt der
Datenerzeugung

B.4.2 Erzeugungszeit
der Visualisierung

Abbildung 8.2: Hierarchie zinhalt

B.1.2.1. Formelflufd In welchem Mal3e visualisiert das System Formelfluf3 im
formalen Beweis? Zum Beispiel den Zustand der Datehrerid einer
Induktion?

B.2. Nicht formaler Beweisin welchem Mal3e visualisiert das System den nicht for-
malen Beweis?

B.2.1 Beweisregelnin welchem Mal3e visualisiert das System die Beweisregeln
im nicht formalen Beweis?

B.2.1.1. RegelfluRIn welchem Mal3e visualisiert das System den Regelflul? des
nicht formalen Beweises?

B.2.2 Aussagenin welchem Mal3e visualisiert das System die abstrakten Aussa-
gen im nicht formalen Beweis?

B.2.2.1. Aussagenflufdn welchem Mal3e visualisiert das System den Aussa-
genflul? im nicht formalen Beweis?

B.3. Treue und Vollsindigkeit Repisentieren die visuellen Darstellungen die wahre
und vollséindige Bedeutung des zugrundeliegenden #lalk”™
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B.4. Zeitpunkt der Datenerzeuguri¢/erden die Daten, von denen die Visualisierung
abhangt, wahrendUbersetzungszeit oder Laufzeit erzeugt?

B.4.1 Abbildung der, Beweiszeit! Was ist die Abbildung zwischeBeweiszeit’
und, Visualisierungszeit‘?

B.4.2 Erzeugungszeit der Visualisierung/ird die Visualisierung nach Beweis-
ablauf mit dabei gespeicherten Daten odire” wahrend der Beweis-
ausftihrung erzeugt?

8.3 C:Form

Dieser Teil der Taxonomie beschreibt die Charakteristik der Ausgabe des Visuali-
sierungssystems. Da sie allgemeine Visualisierungsmerkmale erfal3t, kann sie ohne
groBeAnderungubernommen werden. Wir stellen diesen Teil der Taxonomie des-
wegen ohne Beispiele aus der Softwarevisualisierung vor. Siehe Abbildung 8.3. Das
Merkmal C.5Programmsynchronisatioaus der Taxonomie von fRCE et al. 1998]
beschreibt die &igkeit eines Softwarevisualisierungssystems, mehrere unterschiedli-
che Programme — geschrieben in einer gemeinsamen Programmiersprache — synchron
zu visualisieren, zum Beispiel, um das Zeitverhalten verschiedener Sortiertalgorithmen
zu veranschaulichen. Wir haben diesen Punkt weggelassen, weil es unserer Meinung
nach selten vorkommt, dal3 verschiedene Beweise derselben Aussage — geschrieben in
einem gemeinsamen Kalk= parallel visualisiert werden solléf.

C.1. Medium Was ist das Zielmediunuf'die visuelle Darstellung?

C.2. PrasentationsstilWie ist das generelle Erscheinungsbild der visuellen Darstel-
lung?

C.2.1 Graphisches VokabulaMelche graphischen Elemente werden zur Pro-
duktion der Visualisierung benutzt?

C.2.1.1. Farbe In welchem MalRe werden Farben benutzt?

C.2.1.2.Dimension In welchem MalRe werden zazliche Dimensionenuf”
die Visualisierung benutzt?

C.2.1.1. Animation Wenn das System Daten zur Laufzeit erzeugt, in welchem
Mal3e enthlt die resultierende Visualisierung Animationen?

C.2.1.1.Ton In welchem MaRe verwendet das System Ton @hertragung
von Informationen?

C.3. Granularitat: In welchem Mal3e kann das System feine Details filtern?

¥In diesem Zusammenhang denkbar ist auch eine parallele Visualisierung eines Beweises, der in
verschiedenen Kalkén ausgefhirt wurde; zum Beispiel, um zwei Kalke zu vergleichen.
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C.1: Medium | C.2.1.1: Farbe

C.2.1: Graphisches
Vokabular

C.2.1.2:Dimension

C.2: Prisenta-
tionsstil

@ C.2.3: Ton

C.3: Grallularitdt —1 C.3.1: Auslassung

C.2.2: Animation

C.4: Mehrfache
Sichten

Abbildung 8.3: Hierarchie z&orm

C.3.1 Auslassungin welchem Mal3e erlaubt das System Informationen auszulas-
sen?

C.4. Mehrfache Sichterin welchem Mal3e stellt das System mehrfache, synchroni-
sierte Sichten dar?

DasZielmediunmder erzeugten Visualisierung kann vadtig sein und Film, Video
oder auch einfach nur Papier umfassen. Die getilichsten Medien bei einer Beweis-
visualisierung auf dem Rechneurdtén jedoch Farb- oder schwarzweif3-Bildschirme
sein. Das graphische Vokabular gibt Auskunifiet die graphischen Primitive (Punk-
te, Linien, Polygone, Farben, Texturen), aus denen die graphischen Darstellungen zu-
sammengesetzt sind. Miarbe kbnnen bestimmte Teile einer Beweisvisualisierung
hervorgehoben werden, zum Beispiel zur Markierung einer Teilformeln in einem Be-
weistext, die gleichzeitig in einer Animation graphisch dargestellt wird. Neben zwei-
dimensionalen Darstellungen, wie sie bei Visualisierungen zu Beweisen in traditionel-
len Lehrtexten vorkommen,okinen moderne Rechner daerhinaus Informationen
uber einen Beweis drei-dimensional darstellervPEHRPROOFetwa stellt Konstan-
ten in Formeln alternativ als zwei- oder drei-dimensionale geometrische Objekte dar.
Animationenwerden in Softwarevisualisierungssystemen benutzt, um die zeitlichen
Aspekte bei einer Programmaukfung zu erfassen. In derzeit existierenden Theorem-
beweisern werden Animationen bisher noch nicht zur Visualisierung formaler Beweise
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herangezogen. Bei nicht formalen Beweisen sind bisher nur in einigen Ausralemef”
dynamische Aspekte eines Beweises visualisiert worden. Zu letzterert gehschon
erwahnte Zus-Animation des Satzes von Pythagoras. Statt statischer Darstellungen
konnen Animationen von Beweisen sehr viel besser die konstruktiven Aspekte in ei-
nem Beweis visualisieren, zum Beispiel eine Regelanwendwamyvurden noch nicht

fur Beweisvisualisierung benutzt. Selbst im Bereich der Softwarevisualisierung sind
Tone bisher rar. @fie — insbesondere gesprochener Texvrkén dazu benutzt wer-
den, wahrend des Ablaufs einer Beweisvisualisierung die graphischen Darstellungen
zustzlich zu erdiutern.

Die Granularitat beschreibt, welche Details eines Beweises visualisiert werden
und inwieweit das System erlaubt, bestimmte Informationen gemisttulassender
zu filtern. Theorembeweiser stellen normalerweile die Details eines Beweises selek-
tiv dar, da der Benutzer nicht immer alle vegbaren Informationen zur interaktiven
Beweistihrung beotigt. Zum Beispiel khnen beHAD die Sorteninformationen bei
der Darstellung von Formeln ausgeblendet werden. Strukturierte Beweisformate wie
dasStructured calculational proof formarmoglichen eine Hypertextdarstellung eines
nicht formalen Beweises, bei dem sich Teilbeweise vom Benutzer gezielt ausblenden
lassen.

Mehrfache Sichtearlauben die simultane visuelle Darstellung eines Beweises mit
verschiedenen synchronen Sichten. Bei der Visualisierung eines Beweisenk/um
Beispiel Formeln auf unterschiedliche Weise visualisiert werden, etwa eine grobe von
den Details abstrahierende Sicht und eine feine alle Details zeigende Sicht. Dies Merk-
mal wird bisher aber von keinem uns bekannten System verwendet, aul3er zur groben
und detaillierten Sicht auf einen Beweisbaum.

8.4 D: Methode

Die Methodebeschreibt alle wesentlichen Merkmale eines Softwarevisualisierungs-
systems, die der Visualisierer zur Erzeugung der Visualisierungcksichtigt und
verwendet. Die Taxonomie ergh'auch hier vom Bereich der Softwarevisualisierung
weitgehend unalarigige Merkmale. Wir haben deswegen auch diesen Teil fast ohne
Modifikation tibernommen. Wo sich etwas gegéei dem Anwendungsbereich Soft-
ware gandert hat, haben wir den urspiglichen auf Softwarevisualisierung zielenden
Teil in Klammern hinzugafgt, der Rest ist unvaridert; siehe Abbildung 8.4.

D.1. SpezifikationsstilWelcher Stil zur Spezifikation der Visualisierung wird ver-
wendet?

D.1.1 Intelligenz Falls die Visualisierung automatisch erstellt wird, wie fortge-
schritten ist die Software aus Sicht d&instlichen Intelligenz*?

D.1.2 AnpaRbarkef’: In welchem MaRe kann der Benutzer die Visualisierung

20Eng|.:tailorability
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‘ D.1.1 Intelligenz

D.l.2AnpaBbarkeit}— D.1.2.1AnpaBbar-

keitsmethode
D: Methode
< D.2.1 Beweis-

stil

D.1 SpeziﬁkationsK

ignoranz

D.2 Verbindungs-
technik

D.2.2 System-Be-
weis Verbindung

Abbildung 8.4: Hierarchie zMethode

anpassen?

D.1.2.1. Anpal3barkeitsmethod#/ie kann der Benutzer die Visualisierung an-
passen?

D.2. VerbindungstechnikVie sind Visualisierung und Beweis (Software) verbunden?

D.2.1 Beweisignoranz (Kodeignorartz)Falls das System nicht vollautomatisch
ist, wieviel Kenntnis muf? der Visualisierebér den Beweis (Programm-
kode) besitzen, um die Visualisierung zu erzeugen?

D.2.2 System-Beweis(-Kode)-Verbinduigie stark ist das System mit dem Be-
weis (Kode) verbunden?

Der Spezifikationsstiumfaldt die Art und Weise, wie die Visualisierung erstellt
wird. Bei den derzeit existierenden Softwarevisualisierungssystemen kann dar-Stil
veranderbarsein. Dazu getréen statische Visualisierungen im@iern und Filme, wie
beispielsweisgSorting out Sorting“ [BECKER und SHERMAN 1981]. Visualisierun-
gen konnenhandkodiertsein, durch Schreiben eines speziellen Programms, welches
die Animation erzeugt, so wie es bei den von uns erzeugten und in Kapitel 2 vorge-
stellten Algorithmenanimationen der Fall ist. Bei BALSAEWZS und TANGO wird
die Animation auf Basis spezieller Befehle aus eiAeimationsbibliothelerstellt.

Es gibt auchautomatischerzeugte Visualisierungen, etwa bei (I)&r und bei al-

len Quelltext;Debuggern”. Das Mal3 apintelligenZ, mit dem die Systeme dabei
vorgehen, mag zwamf 'den Entwickler von Softwarevisualisierungswerkzeugen in-
teressant sein, ist unserer Meinung nagh dén Gebrauch des Systems durch den
Visualisierer aber unwichtig. Wirufiren diesen Punkt nur der Vobstdigkeit hal-

ber auf. Bei machen Systemen kann der Benutzer die Visualisierung in bestimmtem

21Engl.:code ignorance allowance
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Mal3e anpassen. So lassen sich FensiBgytind -inhalt bei &BA verschieben und
vergiolRern. Damberhinaus kann der Benutzer auch die Darstellung der Daten beein-
flussen, etwa durch eine Spezifikation der Abbildung von Programmdaten auf visuelle
Darstellungen bei Pavane. Bei den meistpretty printern* B3t sich durch Anga-
be von Parametern die Darstellung beeinflussen. Bei Beweisvisualisierungssystemen
sind dieselben Merkmale zu beobachten: So ypietty printing”-Programmen eine
strukturierte Sicht auf den Quelltextes erlauben, erzeugen fast alle interaktiven Theo-
rembeweiser automatisch eine hierarchische Darstellung eines formalen Beweises. Die
Anpal3barkeit durch den Benutzer besgtkt sich meist auf alternative Darstellungen
von Formeln, wie zum Beispiel die Einstellung der Termtiefe oder das Ausschalten
von Sorteninformationen beim automatischen Theorembewﬁi‘@@r Eine spezielle
Spezifikationssprache gibt es nicht, alternative Darstellungen lassen siclibszidie
Schalter einer graphischen Benutzungsschnittstell@hlem. Beim ILF-System hin-
gegen kann der Benutzebér eine Spezifikationssprache die Darstellung der Formeln
beschreiben. Bei den derzeit existierenden Visualisierungen nicht formaler Beweise
uberwiegt ein unverriderlicher oder handkodierter Stil zur Spezifikation der Visuali-
sierung. Er ist oftmals durch das verwendete Animationssystem festgelegt, etwa durch
die Verwendung von Zus bei der Animation des Beweises des Satzes von Pythago-
ras oder durch AIMATED ALGORITHMS [GLOOR et al. 1993] bei der Visualisierung
eines Korrektheitsbeweises [GOR und STREITZ 1990, G.OOR et al. 1992]. Ledig-
lich PROOFVIEWS erstellt automatisch einen strukturierten Hypertext aus einem Be-
weis ausgefhirt im Calculational proof formatder in HTML geschrieben und mit
speziellen Strukturierungsanweisungen versehen sein muf3.

Bei einem Softwarevisualisierungssystem charakterisieri/dibindungstechnjk
wie Programm und zugehige Visualisierung zusammeahgen. Unsere Algorith-
menanimationen sind manuell mit Ausgabebefehlen angereichert, die beihfersf”
des Programms ein Animationsskript SAMBA erstellen. Manche Systeme wigN-
GO (mit einer entsprechenden Erweiterung) stellen einen speziellen Editor zur Verf”
gung, mit dem die interessanten Ereignisse im Quelltext markiert (annotiert) werden,
ohne den urspmiglichen Kode selbst zu vemdern. Der so annotierte Quelltext wird
dann automatisch in ein mit Animationsanweisungen angereicherten Kode transfor-
miert, der anschlieRergbérsetzt und ausgdiit wird. (J)E.IOT annotiert den Kode
automatisch. Daneben existieren noch andereatxes die meist von spezifischen Ei-
genheiten der Quellsprache Gebrauch machen: Animus nutzt die objektorientierten
Merkmale von Smalltalk aus, um dignderung beliebiger Objekte zubérwachen
und darauf mit einer Modifikation der Visualisierung zu reagieren. Aus Sicht des Vi-
sualisierers ist dig&kodeignoranzein wichtiger Aspekt von Softwarevisualisierungs-
systemen: Vehrend bei automatischen Systemen normalerweise keine Kenntnisse des
Quelltextes vorhanden seinussen, mul3 der Visualisierer bei manuell modifizierten
Programmen in der Regel den Kode genauer verstehen. Die Kodeignoranz ist ein wich-
tiges Kriterium bei Systemen, mit denen der Quelltext nicht modifiziert sondern anno-
tiert wird. Ebenso von Bedeutung ist die Frage nach der Verbindung des Visualisie-

153



rungssystems mit dem Quellkode. Bei BALSA sind Quelltext und Visualisierung so
stark verschainkt, daf3 Programm und Visualisierung in derselben Umgebung und auf
dem gleichen Rechner ablauferussén, whrend unsereA1BA -Animationen durch

das Skript so vom Programm entkoppelt sind, daf3 die Animation auf einem ande-
ren Rechner ablaufen kann. Werden die Skripte gespeichert, so sind Programmablauf
und Visualisierung zeitlich entkoppelt. Animationssysteme wie (J)CAT udt A
entkoppeln Programm und Visualisieruagdlich mit Hilfe einer Klient-Server Archi-

tektur.

Analog stellt sich bei Beweisvisualisierungen die Frage nach der Verbindung zwi-
schen dem Beweis und seiner Visualisierung. Bei fast allen Theorembeweisern sind
formaler Beweis und visuelle Darstellung so stark veraokt, daf3 sie zu einem inte-
grierten Gesamtsystem galen. Dies gilt ir interaktive Theorembeweiser wie HOL,
automatische Beweiser W},@AP, bis hin zum Lernprogramm YPERPROOF Da die
Visualisierungen in diesem Fall automatisch generiert werden, sind zu deren Erzeu-
gung keine Kenntnissabér den Beweis notwendig. Bei einigen Theorembeweiser
ist die Visualisierung vom Beweissystem entkoppelir HOL gibt es auf Basis von
PROOFVIEWS eine HTML-Ausgabe von Beweisen (ausgeft' in einem bestimmten
Kalktl) im Structured calculational proof formatvelche dann mit einem WWW-
Stoberer inspiziert werdendknen, und beﬂﬂP lassen sich Tableaubeweise naabtr”
lich mit dem speziellen ProgramremoRETAB schrittweise nachvollziehen. Die derzeit
existierenden Visualisierungen nicht formaler Beweise wurden bisher immer per Hand
kodiert. Dies liegt im wesentlichen am Mangel an jeglichen formalen Komponenten
der visualisierten Beweise: In Gloors System besteht der Beweis aus verschiedenen
mit HyperCard verkopften Textbausteinen; der Visualisierer stellt die Visualisierung
und deren Verkapfung mit dem Beweistext ebenfalls manuell mit HyperCard her. In
PrRooFviEwswerden alle zur strukturierten Darstellung begten Informationen per
Hand in den Beweistext einggft. Der Visualisierer muf3 also sehr genaue Kenntnisse
uber den gaflirten Beweis besitzen, um eine sinnvolle Visualisierung zu erzeugen.

8.5 E: Interaktion

Die Interaktion desBenutzeramit dem Visualisierungssystem wird in der Taxono-
mie weitgehend durch allgemeine Merkmale einer graphischer Benutzungsschnittstel-
len und spezielle Merkmale eines Animationssystems charakterisiert. Da dieser Tell
ebenfalls unabdrigig vom Anwendungsbereich Softwarevisualisierunguisgrfieh-

men wir ihn vollseindig Uir eine Charakterisierung der Interaktion bei Beweisvisuali-
sierungssystemen; siehe Abbildung 8.5

E.1. Stil: Wie interagiert der Benutzer mit dem System und wie steuert er es?

E.2. Navigation In welchem Mal3e untenstzt das System eine Navigation durch die
Visualisierung?
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E.1: Stil |

E.2.1:Auslassungs-
Steuerung

E.2: Navigation

E.2.2.1Richtung

E.2.27Zeitsteuerung

E: Interaktion

E.2.2.2.Geschwin-
digkeit

E.3: Skriptfihig-
keit

Abbildung 8.5: Hierarchie zinteraktion

E.2.1 Auslassungssteueruni§ann der Benutzer Details auslassen?

E.2.2 Zeitliche Steuerungn welchem Mal3e kann der Benutzer den zeitlichen
Verlauf der Visualisierung steuern?

E.2.2.1. Richtung Kann der Benutzer die zeitliche Richtung umkehren?

E.2.2.2. Geschwindigkeitin welchem Mal3e kann der Benutzer die Ausf”
rungsgeschwindigkeit steuern?

E.3. Skripti&higkeit Unterstitzt das System das Speichern und Wiederholen von Vi-
sualisierungen?

Der Stil charakterisiert die Benutzungsschnittstelle des Beweisvisualisierungssy-
stems aus dem Blickpunkt des Betrachters der Visualisierung. Der Stil ist nicht auf
Visualisierungssysteme begrenzt, sondern ist ein allgemeines Merkmal von Software.
[PRICE et al. 1998] unterscheiden drei Interaktionstypen:

e KommandozeilerDas System wird durch textuelle Eingabe einzelner Komman-
dos interaktiv oder durch Angabe von Parametern beim Programmstart gesteu-
ert.

e Skriptbasierte SteuerunBie Steuerungsanweisungemn flas System sind voll-
standig in einem Skript enthalten. Eine weitere Interaktion mit dem System ist
normalerweise nicht vorgesehen.
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e Graphische Benutzungschnittstelléer Benutzer steuert das System mit der
Maus durch Anvahlen von Schaltern und Mas. Insbesondere gefen Fenster-
basierte Systeme in diesen Bereich.

Bei den derzeit vetfgbaren Beweisvisualisierungssystemeerwiegen graphischen
Benutzungschnittstellen. Lediglich bei Programmen, die formale Beweise strukturiert
darstellen, finden sich Kommandozeilen-orientierte Systeme. Dazreyehim Bei-

spiel RROOFVIEWS welches aus einer Shell gestartet wird, woRETAB, das durch
Tastaturkirzel gesteuert wird. Eine Skript-basierte Steuerung von Beweisvisualisie-
rungen ist uns nicht bekannt. Fast alle Systeme besitzen eine graphische Benutzungs-
schnittstelle und sind Fenster-basiert.

Die Navigationbeschreibt Funktionsmerkmale des Systems mit denen der Benut-
zer Beweise und Formeln betrachten kann. Allgemein verbreitete Merkmale sind zum
Beispiel Anderungen der @3e und Aufbsung der visuellen Darstellung oder eine
Abstraktion von den Details eines Beweises. So zeigt das KIV-System den Beweis-
baum eines formalen Sequenzenbeweises ohne die@igeth Sequenzen an, und der
Baum kann vergiBert oder verkleinert dargestellt werden. Bagslassungsteuerung
beschreibt die &higkeit des Systems, auf Benutzeranforderung hin Details des Bewei-
ses oder bestimmte Informationen zu untaoten. Zum Beispiel kann der Benutzer
bei mit PROOFVIEWS erzeugten HTML-Beweisen ineinander verschachtelte Teilbe-
weise beliebig verdecken und wieder aufdecken. Falls das System Beweise nicht nur
statisch visualisiert, sondern animiert, ist destliche Steuerungin wichtiges Krite-
rium, um zu beurteilen, wie der Benutzer den zeitlichen Verlauf der Animation steu-
ern kann. Bei der mit dem AlgorithmenanimationssysteruZ erstellten Animation
des Satzes von Pythagoras kann der Benutzer die Animation starten, anhalten, wieder
fortfuhren und die Ausfiirunggeschwindigkeimodifizieren. DieRichtungder Zeit
laR3t sich hingegen nicht umkehren.

Die Skript&higkeitbeschreibt, ob mit dem Beweisvisualisierungssystem eine er-
zeugte Visualisierung abgespeichert undtspwiederholt von verschiedenen Perso-
nen abgerufen werden kann. Der automatischen Theorembeﬂ%&rrzeugt vahr-
end der Beweissuche ein Skript, daSRETAB zur Darstellung des gefundenen Be-
weises benutzt. Bei anderen Theorembeweisern gibt es dadsgkiEit nicht, da der
Beweis und dessen Visualisierung zu stark veimckirsind. Skripthigkeit findet man
bei Systemen zur Visualisierung von nicht formalen Beweisen noch vergebens, wenn
man von der unvariderlichen Zus-Animation zum Satz von Pythagoras absieht.

8.6 F: Wirksamkeit

Die bisher aufgaflirten Punkte der Taxonomie beKksichtigen haup&chlich techni-

sche Merkmale von BeweisvisualisierungssystemenulRatinaus istdi den prakti-
schen Einsatz auch digirksamkeiter entwickelten Visualisierung auf den Benutzer
fur die Beurteilung eines Systems von Bedeutung. Dieser Teil der Taxonomie ist eben-
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falls von so allgemeiner Natur, so da wir ihn ohne jegliéinelerungubernehmen.
Siehe Abbildung 8.6.

F.1: Zweck

F.2: Angemessen-

und Klarheit
@ F.3.1: Ausbildung

F.3: Evaluation

F.3.2: Industrie

F.4: Einsatz

Abbildung 8.6: Hierarchie zuWirksamkeit

F.1. Zweck Fur welchen Zweck ist das System geeignet?

F.2. Angemessenheit und Klarhdtalls automatisch erzeugte Visualisierungen vom
System verwendet werden, wie gut vermitteln sie die zu visualisierenden Infor-
mationen?

F.3. Evaluation In welchem Mal3e wurde das System evaluiert?
F.4. Einsatz In welchem Zeitraum und wie wurde das System bisher verwendet?
F.4.1 Ausbildung Wurde das System zur Ausbildung an (Hoch-)Schulen be-

nutzt?

F.4.2 Industrie Wurde das System in der Industrie eingesetzt?

Der Zweckvon Visualisierungen formaler Beweise, die in Theorembeweisern inte-
griert sind, liegt in der Unteratzung des Benutzers bei der Beweissuche und weniger
in der Vermittlung von Kenntnissen und@figkeiten im Ehren formaler Beweise. Im
Gegensatz dazu dient das LernprogrammPERPROOFStudierenden, einfache logi-
sche Aussagen formal zu beweisen und mit Hilfeatzigcher anschaulicher graphi-
scher Darstellungen besser zu verstehen.
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Die Angemessenheit und Klarhaharakterisiert bei automatisch erzeugten Be-
weisvisualisierungen, wie gut sie die dem Betrachter helfen, einen Beweis zu verste-
hen. Verstehen bedeutet dabei nicht so sehr das rein syntaktische Nachvollziehen ein-
zelner Beweisschritte, sondern ein gesamtheitliches mentalesiMdingt des Bewei-
ses. Letzteres wird durch die rein baumartige Darstellung formaler Beweise bei Theo-
rembeweisern nur unzureichend gefért (ist allerdings auch nicht deren Zweck). Bei
den existierenden Systemen zur Visualisierung nicht formaler Beweise, wird die Vi-
sualisierung nicht automatisch sondern manuell durch den Visualisierer generiert. Die
Visualisierungen sind meistif ‘einen begrenzten Themenbereich konzipiert und spe-
ziell daflir entworfen. Mit diesen Systemen kann der Benutzer deswegen die visuali-
sierten Beweise vermutlich besser verstehen.

Ob dies der Fall istdf3t sich empirisclevaluieren Der Effekt von Beweisvisuali-
sierungen auf den Betrachter ist (im Gegensatz zu Algorithmenanimationen) allerdings
bisher noch gar nicht untersucht worden. Die Ursaalrételim bisher nur saflichen
Einsatz solcher Systeme und der Schwierigkeit einerassptativen Evaluation lie-
gen. Meistens begigt man sich mit individuellen Erfahrungen von Benutzern, wie
etwa Kommentare von Studierenden, diergRPROOFIM Unterricht benutzten.

Beweisvisualisierungssysteme sind bisher lediglich im Forschungs- und Ausbil-
dungsbereich eingesetzt worden. Dies trifft insbesondaraitht formale Beweise
zu, wdhrend sich Theorembeweiser mit deren integrierten Visualisierungkomponen-
te zur Soft- und Hardwareverifikation mittlerweile an der Schwelle zum industriellen
Einsatz befinden.
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Kapitel 9
Ausblick

Wir sind in dieser Arbeit der Frage nachgegangen, wie man Bewaiskefi' Informa-
tikunterricht multimedial aufbereiten kann. Zum einen haben wir ein Konzept vorge-
stellt, um interaktive Lernprogrammarfdie wichtige Klasse der Reduktionsbeweise
zu entwickeln, und zum anderen haben wir eine zur Algorithmenanimation analoge
Methode — Beweisanimation — entworfen, um Beweistexte mit einer begleitenden Ani-
mation visuell zu veranschaulichen.

Die von uns entwickelten interaktiven Lernprogramme einiger Reduktionsbeweise
decken einen wichtigen Teil der Beweise ab, wie sie in eineubnefiden Informa-
tikvorlesung zum Thema NP-\Volstdigkeitstheorie an den Universi#h behandelt
werden. Unsere auf einer Selbsteirsizining der Studierenden basierende Evaluie-
rung zweier dieser Programmetwréend eines vorlesungsbegleitenden Einsatzes in den
Ubungen zur Vorlesunginformatik 11I“an der Universitit Karlsruhe offenbarte, da
die Akzeptanz derartiger Lernprogramme unter denatali€hen Zeitaufwand leidet,
den die Benutzung der Programme den Studierenden verursacht. Unsere Auswertung
zeigte aber auch, dal3 die Studierenden, die die Lernprogramme benutzten, korrektere
Losungen bei den zugetijenUbungsaufgaben abgaben, als die Studierenden, die die
Lernprogramme nicht benutzten.

Unser zweites Konzept zur multimedialen Aufbereitung von Beweisen — die Be-
weisanimation — erlaubt die Visualisierung einer grof3en Klasse von konstruktiven Be-
weisen. Die Beweisanimation ist der erste systematische und rechuézgestrisatz
zur Visualisierung von BeweisenifAusbildungszwecke mit Hilfe einer den Beweis-
text begleitenden Animation. So wie bei einer Algorithmenanimation der Lernende die
einzelnen Operationen eines Algorithmus schrittweise anhand graphischer Darstellun-
gen der Datenstrukturen nachvollziehen kann, werden bei unseren Beweisanimationen
die konstruktiven Argumentationen eines Beweistextes mit Hilfe graphischer Darstel-
lungen der im Beweistext manipulierten logischen Aussagen veranschaulicht. Mit un-
serem Beweisanimationssystem SCAPA lassen sich derartige Beweisanimationen er-
stellen. Die so implementierten Beweisanimationen folgen keinem vorher festgelegten
starren Ablauf, sondern passen sich den Eingaben des Benutzers an. &jechen”
den Studierenden ein selbstgesteuertes und erfahrungsbetontes Lernen von Beweisen.
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Im Gegensatz zu den Lernprogrammen aus dem Bereich der Reduktionsbeweise,
wurden die Beweisanimationen von uns bisher noch nicht im Rahmen einer \Vorle-
sung eingesetzt. Unsere gegamtigen Arbeiten beseltitigen sich deswegen mit dem
Einsatz und der Evaluierung von Beweisanimationen begleitend zur VorleBuog
matik III* im WS 99/00. Unser Ziel ist es, die Akzeptanz der Beweisanimationen und
deren Auswirkung auf die Studierenden zu messen.

Zukunftige Arbeiten auf dem Gebiet der Beweisanimation sollten sich — neben der
Erstellung weiterer Animationen und deren Einsatz und Evaluierung — mit der Verbes-
serung der Werkzeuge zur Erstellung von Beweisanimationen &igégem. Mit ver-
gleichbar geringem Aufwandokinen unsere Werkzeuge zusammen mit dem mausge-
steuerten AnimationssystemA®ACA und einer graphischen Benutzungsschnittstelle
zu einem Autorensystem integriert werden. Diaesrdée’ die Entwicklung (graphisch
einfacher) Beweisanimationen, die einem starren Ablauf folgen, drastisch erleichtern.

Weit aus schwieriger ist eine Weiterentwicklung unseres Ansatzes, um Beweisa-
nimationenautomatischaus einem Beweis zu erstellen. Dazu ist es notwendig, die
strukturierten, nicht formalen Beweise systematisch in formale Beweise zu transfor-
mieren. Auf Basis des formalen Beweisesnkte dann ein zugehiges Programm
vollautomatisch synthetisiert werden, und aus diesem Programm kann dann ebenso
automatisch eine Animation erstellt werden. Die sich daraus ergebenen Forschungs-
fragen sind ebenso vielltig wie komplex: Wie erstelle ich aus einem strukturierten,
nicht formalen Beweis systematisch einen formalen Beweis? Wie sieht ein formaler
Beweiskalkil aus, der die Strukturinformationen und nicht formalen Komponenten
des urspuihglichen Beweises im formalen Beweis &it?"Wie kann aus dem forma-
len Beweis ein Algorithmus synthetisiert werden, der als Basgieirie automatisch
erstellte Animation dienen kann? Wie kann diese Animation mit dem winggichen
nicht formalen Beweistext gekoppelt werden?

Letztendlich laihgt der Einsatz von Beweisanimationen und die Weiterentwicklung
von Werkzeugen zur Erstellung von Beweisanimationen stark davon ab, wie und ob
die Studierenden das aitzliche Angebot nutzten und wie weit sie davon profitieren
konnen.
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Anhang A

Definitionen und Algorithmen

In diesem Kapitel wiederholen wir eine Reihe bekannter Definitionen und Verfahren,
die zum detaillierten Veratidnis der vorangegangenen Kapiteln beitragen. Die Dar-
stellung beruht, soweit nicht anders angegeben, auf dem Vorlesungskriptum. Wir ha-
ben nur an manchen Stelle den Text noch etwasiig¢kind einige Kommentare von

uns in Klammern innerhalb des Textes einggf™

A.1 LR-Parsing

Das LR-Parsing ist eifbottom-up“-Verfahren, bei der ausgehend von einem Terminal-
wort mit Hilfe von Regeln schrittweise eine Rechtsableitunguigézh einere-freien
kontextfreien Grammatik konstruiert wird. Damit dabei der Parser das Ende des Wor-
tes erkennt, wird vereinbart, das es immer mit dem Sonderzefcbedet. Dabei wird
vorausgesetzt, daf3nicht in der Menge der Nichtterminal oder Terminalzeichen vor-
kommt. Es werden nur Grammatiken von folgender Form betrachtet:

Definition 13 (Erweiterte Grammatik)
Zu einer kontextfreien Grammat® = (N, T, S, P) entsteht dieerweiterte Gramma-
tik

G'=(NU{S'}, TU{$},5, PU{S — S$})

durch Hinzunahme eines neuen Startsymbols und einer neuen Produktion.

Wir erklaren die Funktionsweise des LR-Parsings im folgenden anhand der Bei-
spielgrammatilG 4g x p.

Beispiel 20 (Die GrammatikG 4 xp)

1 S—S8+T 4 T —F
2 ST 5 F—(9)
3 T —-TxF 6 F —id
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Um festzustellen, ob ein Worb im Sprachschatz voir 4 x p liegt, kann man
die LR(1)-Parsertabelle aus Abbildung A.1 benutzen. Die systematische Konstruktion
solch einer Tabelle aus einer Grammatik, wird uns weiter unten bégsym.

Zustand Aktion Sprung
d + x () $|S T F
0|s5 s4 1 2 3
1 s6 acc
2 r2 s7 2 r2
3 r4 r4 r4 r4
4| s5 s4 8 2 3
5 6 r6 r6 r6
6| sb s4 9 3
7| s5 s4 10
8 s6 sl1
9 ri s7 ri ri
10 r3 r3 r3 r3
11 5 15 5 5

Abbildung A.1: Parsertabelleif G 4z x p

Ein LR-Parserkann mehrere Zuatide haben. Diese Zastde werden watirend
des Parsings in einem Keller abgelegt und zwar immer abwechselnd ein Buchstabe
des Kelleralphabets, ein Zustandssymbol, ein Buchstabe des Kelleralphabets usw. Das
oberste Kellerzeichen ist immer ein Zustandssymbol:adwelle ZustandDer Ein-
fachheit halber benutzen wir Zahlen zur Bezeichnung vonafuigi. Der Anfangszu-
stand wird durcl) dargestellt. Ein LR-Parser startet in der Konfiguration mit leerem
Keller und dem zu parsenden Wartals Eingabe. Eine solche Konfiguration schreiben
wir als0 | w. Die ndchste anzuwendende Regel wird durch die Bgerder Parserta-
belle bestimmt. In Abaigigkeit von dem ersten noch nicht gelesenen Buchstaben des
Eingabewortes und dem aktuellen Zustand wird aus der Parsertabelctistenaus-
zufihrende Aktion ermittelt. Steht in dem entsprechenden Feld der LR-Parsertabelle
kein Eintrag, so ist der Parsingversuch fehlgeschlagen und das Eingabewarnt geh”
nicht zuL(Gapxp). Steht dortuce, so ist das Eingabewort akzeptiert. Ein Eintrag
signalisiert, dal eine shift Operation ausdetwird: das achste Zeichen vom wird
auf dem Keller abgelegt. Der neue aktuelle Zustand.i§lie Zahl: wird jetzt das
oberste Kellerzeichen. Steht in dem Feld der LR-Parsertabelle der Eintrag ist
eine reduce-Aktion mit dej-ten Regel A — v, der GrammatikG 4 x p auszutihren:
Der Keller weist in diesem Fall das EndskK von der Formsyb; s; ... sx_1bxj auf.
Zundchst wirdb; s, ... sx_1b,j durch die linke Seite der Produktion ersetzt, so daf3
jetzt der Keller aufsy A endet. Der neue aktuelle Zustand wird jetzt wieder aus der
Parsertabelle ermittelt unter dem Zustagdind der Spalteui’ A. Wir wollen im fol-
gendenS’ | ¢ als Endkonfigurationui’ LR-Parser ansehen. Tabelle A.1 zeigt eine
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LR-Kellerableitung mit dem Parseniftdas Wort idx id + id$.

Zeile Keller Eingabe Ableitung
1 0 id x id + id$ idx id +id
2 0id5 x id + id$ <0 id- xid+id
3 OF3 x id + id$ <! F.-xid+id
4 0T2 x id + id$ < T.xid+id
5 0T2x 7 id + id$ < Tx-id+id
6 0T2x 7id5 + id$ < Txid-+id
7 0T2x 7F10 + id$ <! TxF-+id
8 0T2 +id$ ! T +id
9 0S1 +id$ ! S-+id
10 0Sk-6 id$ &0 S+-id
11 0Si-6id5 $ <0 S+id-
12 0S16F3 $ <! S+F-
13 0S16T9 $ <! S+T-
14 0S1 $ <! S-

Tabelle A.1: Beispiel einer LR-Kellerableitung des Worts<idd + id$ . Die letzte Spalte zeigt,
wie bei einer erfolgreichen LR-Kellerableitung ifhottom-up* Verfahren ein Rechtsableitung
aus dem Startsymbdl konstruiert wird. Der Punkt* markiert dabei die Position desdfiXes,
der bei der Kellerableitung schon verarbeitet wurde.

Den Zeichen auf dem Keller kommt eine besondere Bedeutung zu, denn sie kom-
men als Pafix der einzelnen Zwischerostér bei der Rechtsableitung vor. Beim LR-
Parsing wird dies ausgenutzt, um unsinnige Ableitungahrerid des Parsens zu ver-
meiden: Aktionen, die zu einer Ableitungtfien, bei der ein Rfix entsteht, wel-
cher beikeiner Rechtsableitung aus dem Startsymbol entstehen, kommen nicht der
LR-Parsertabelle vor. Bfixe, die bei einer Rechtsableitung vorkommen, weréen
benshhige Piafixegenannt. Der erste Schritt zur LR-Parsertabelle ist die Konstruktion
eines endlichen Automaten — die nichtdeterministische LR-Kellermaschine —, welcher
alle lebensdihigen Pafixe erkennt. Dazu wird ein sogenanntd®(k)-Element ein-
gefiihrt. Es ist von der Forrfd — « - v, y|, wobeiy € T* und A — uv eine Ableitung
ist.

Definition 14 (Die nichtdet. LR(k)-Maschine)

SeiG = (N, T, S, P) eine kontextfreie Grammatiky’ ihre $-Erweiterung, dann ist
die LR(k)-MaschineM¢ , = (@Q,V, q, d, F) ein nichtdeterministischer endlicher Au-
tomat mit spontaneblbergingen, wie folgt definiert:
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Q ist die Menge aller LR(k)-Elemente vay,

V=NUT,
@ =[S"— -S%,¢],
F=qQ,

[A—=uX vyl €d([A—u-Xvyl,X)furX eV
[B — vy,2] € 0([A — u-Bv,yl,e),fallsB € N,ze€ {ueT"||ul <kvy=u}
undB — v, € P

(Im Skriptum und in der Vorlesung wird noch bewiesen, dal3 dieser Automat alle
lebenséihigen Pafixe der Grammatik akzeptiert. Wir lassen diesen Beweis hier aus, da
uns im folgenden nur die Konstruktion der LR(k)-Maschine interessiert.)

Beispiel 21

Der auf der folgenden Seite abgebildete endliche Automat stellt die nichtdetermi-
nistische LR(1)-Kellermaschine zur Grammatk = ({a,b},{A, B,S},S,{S —

Ab,S — Bb,A — Sb,A — a,B — Sb}) dar. Der Automat wird ausgehend vom
Startzustand, schrittweise mit Hilfe von Definition 14 konstruiert.

(Aus diesem Automaten wird durch das zuvor in der Vorlesung behandelte Teil-
mengenkonstruktionsverfahren @iguivalenter deterministischer Automat — die deter-
ministische LR(k)-Kellermaschine — erzeugt. Abbildung A.2 zeigt den resultierenden
Automaten €ir die GrammatilG.)

Mit Hilfe der deterministische LR(K)-Kellermaschine ist man in der Lage, zu einer
kontextfreien Grammatik eine Parsertabelle zu konstruieren. Aus praktischedésr”
betrachten wir nur den Fall = 0 undk = 1.

Definition 15 (Der kanonische LR(k)-Parser)

G = (N,T, S, P) sei eine kontextfreie GrammatiK ., = (Q,V, ¢, A, F) die zu-
gelorige deterministische LR§-Maschinej € {0, 1}. Der kanonische LR(k)-Parser
K = Kg,, fur G besitzt als Zustiide die Zustiide vonDg ;.. Seiq € @), c € T und
A € N. Die Parsertabellauf”’K wird durch die folgenden Regeln konstruiert:

e falls A(g, ¢) definiert ist, kommgA (g, ¢) im Feld (g, ¢) vor (shift-Anweisung).
e falls A(q, A) definiertist, kommt\(q, A) im Feld(q, A) vor (goto-Anweisung).

e falls ein ElemenfA — w -,y| in ¢ liegt, kommtrj fur die mit j numerierte
AbleitungA — u im Feld (¢, y) vor (reduce-Anweisung).

e falls[S" — S - $,y]in ¢ vorkommt, stehticc im Feld (g, $).
Es kann passieren, dal die LR(K)-Parsertabelle zu einem Zustand und einem Sym-
bol mehrere Einage enthlt. In solch einem Fall &rfinen beim LR-Parsing die Ak-

tionen nicht mehr deterministisch ausgdwt ' werden. Es handelt sich dabei um einen
Konflikt. In der Praxis interessiert man sich nur £ R-Parser ohne solche Konflikte.

164



[S-> .Abg] [S-> Bbg]

B $

[S->ADbS] ->B.
b

s
@ [S-> Bbh] [S->Ab. %]
b
[S->B.bh] [B->.Sbb]

b s
[B->Shh]

A b
[B->Sb.b]
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[S ->.S$]
[S->.Ab$]
[S->.Bb3g]
[A ->.Sb,b]
[A->.ab]
[B->.Sb,b]
[S->.Ab,b]
[S->.Bb,b]

[S ->S$]
[A ->Sb,b]
[B->Shb]

[S->AbS]
[S->A.b,b]

[S->B.b$)
[S->B.b,b]

[A > Sb.,b]
[B -> Sh.,b]

[S->Ab.3]
[S-> Ab.b]

[S->Bb.J]
[S->Bb.b]

Abbildung A.2: Beispiel einer deterministische LR(1)-Kellermaschine

Definition 16 (Konflikte)

Sei D . der deterministische LR(k)-Automat zur Grammatik Ein Zustandy von
D¢ enthalt einenreduce-reduce-Konflikivenn es zwei verschiedene Produktionen
A —v,B—uundeinWorty € k : T*mit[A — v-,y| € gund[B — u-,y| € qgibt.

Ein Zustand; von D, ;. enthelt einenshift-reduce-Konfliktwenn es zwei Produktionen
A = vew, B - umitc € TundWortery,z € k: T*mitl:y = cmit[A —
v-cw,z] € gund[B — u - ,y] € g gibt.

A.2 Turingmaschinen

Eine Turingmaschine [JRING 1936] ist eine abstrakte Maschine, um den Begriff der
Berechenbarkeit einer Funktion zu formalisieren. Wir geben im folgenden eine ge-
geruber dem Vorlesungsskriptum oder einem Lehrbuch starkweté& und weniger
formale Darstellung der wesentlichen Begriffe.

Eine Turingmaschine besteht aus:
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1. Einem zweiseitig unendlichen Band, das in einzelne Zellen aufgeteilt ist. Jede
Zelle entlalt ein Symbol aus einer endlichen Mengel" enthalte immer ein
spezielles Symbab.

2. Einem Schreib-/Lesekopf, der sich immer genhar'eine Zelle des Bandes be-
findet und in der Lage ist, nach links und nach recittsr das Band zu wandern.

3. Einer Kontrolleinheit, die sich zu jeder Zeit in einem internen Zustand befindet,
der aus einer endlichen Zustandsme@gentnommen ist.

Das Verhalten einer Turingmaschine wird, wie folgt, durch eine Zustdretgangs-
funktiond : QxT' — Q@ xI'x{L, R,U} beschrieben: Wenpe (@ der aktuelle Zustand
der Turingmaschine ist, € I' das Symbol der Zelle unterhalb des Schreib-/Lesekopfs
undd(q, a) = (r,b, L) (6(q,a) = (r,b, R), (¢, a) = (r,b,U)) gilt, dannuberschreibt
die Turingmaschine das Symbol in der Zelle unterhalb des Schreib-/Lesekofs mit
der Kopf bewegt sich eine Zelle weiter nach links (rechts, bewegt sich mibbt)das
Band und die Turingmaschine geht in den internen Zustailder. Eine Turingma-
schinehalt, falls der interne Zustand in einen ausgezeichneten Endzugfaad()
ubergent.

Eine Konfigurationeiner Turingmaschine besteht aus der Position des Schreib-
/Lesekopfes, dem Band und dem Zustand der Turingmaschine. Eine Konfiguration
wird abkiirzend durch den relevanten Teil des Bandes notiert: gegeben als Zeichen-
kette, mit dem aktuellen Zustand geschrieben vor dem Zeichen der Zelle unter dem
Schreib-/Lesekopf. Zum Beispiel beschrei®d0q, 1B eine Konfiguration einer Tu-
ringmaschine, die sich im Zustapgdbefindet, mit einem Band, das die Symba|e, 1
enthalt, wobei sich links und rechts davon unendlich viele Leerzeidhbefinden und
der Schreib-/Lesekopfber der Zelle mit dem Symbalsteht.

Mit Turingmaschinen &inen,ahnlich zu einem gewlinlichen Rechner, Funktio-
nen berechnet werden. Dazu werden die Funktionsargumente geeignet kodiert und auf
das Band geschrieben. Dann wird die Turingmaschine gestartet und wenaltsie h”
kann der Funktionswert vom Band abgelesen werden.

Eine nichtdeterministische Turingmaschirgt analog zu einer deterministischen
Turingmaschine definiert, mit dem einzigen Unterschied, da®Jdergangsfunktion
einen Zustand in einklengevon moglichen Aktionen abbildet:

0: [ x ¥ — 20U}

Das Verhalten einer nichtdeterministische Turingmaschine ist wie folgt definiert: Wenn
q der aktuelle Zustand der nichtdeterministischen Turingmaschine ist dag sich
unter dem Schreib-/Lesekopf befindliche Symbol, damahkvdie nichtdeterministi-
sche Turingmaschine ein Tripél, ¢, d) € (g, s) und der interne Zustand der Maschi-
nedndert sich dementsprechend.

Turingmaschinen stellen ein elegantes und einfaches Modell dar, um den Begriff
einer Berechnung und eines Algorithmus zu formalisieren. Mit Hilfe diese Modells,
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lait sich auf elementare Weise nachweisen, dald es Funktionen gibt, die nicht bere-
chenbar sind. Normalerweise wird dies in einer @&mgérvorlesung vorallgemeinen
Halteproblemfur Turingmaschine gezeigt, d.h. es gibt keinen Algorithmus (keine Tu-
ringmaschine), der bei Eingabe einer Turingmaschine und einer Anfangskonfiguration
entscheidet, ob die Turingmaschir@toder nicht. Die Unentscheidbarkeit des allge-
meinen Halteproblems dient dann als Ausgangspumikeifien Reduktionsbeweis der
Unentscheidbarkeit des folgenden Problems.

A.3 Postsche Korrespondenzproblem

Beim Postschen Korrespondenzproblero $® 1946] handelt es sich um ein Wortpro-
blem, welches in fast jeder in die Theoretische Informatikuginéhde Vorlesung be-
handelt wird. Das Postsche Korrespondenzproblem dient als Ausgangspuvikié”
wichtige Resultate in der Informatik: zum Beispiel der Unterscheidbarkeit aehiPr”
katenlogik erster Stufe.

Definition 17 (Postsches Korrespondenzproblem)

Eine Instanz des Postschen Korrespondenzproblems ist eine Folge von Wortpaaren
{((x1,91)s- -+ (Tk, yr)), 71, y; € B* Uber einem endlichen Alphabgt

Eine Losungeiner Instanz des Postschen Korrespondenzproblems ist eine Folge
(i1,...,1,) von Indizes mitn > 0, so dal¥;, z;, ...z, = Yi,Yi, - - - ¥i, Qilt.

Zum Beispiel besitzt die Instanz0, 01), (10, 0)) die L6sung(1, 2) (bzw. 010 als
Losungswort), whrend die Instanz(0,1)) keine Losung besitzt. Nicht immer sind
diese Beispiele und deremklingen — sofern sie existieren — derart einfach: die
kirzeste losungfolge degharmlos‘ aussehend Instanz

((001,0), (01,011), (01, 101), (10, 001)}

besteht aus 66 Indizes.

Die Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems wird durch Reduk-
tion auf eine modifizierte Variante bewiesen. Bemdifizierten Postschen Korrespon-
denzproblenmul(3 eine losung mit dem ersten Wortpaar der Folge beginnen. Anson-
sten gleichen sich die Definitionen.

A.4 NP-Vollstandigkeit

Als mathematische Basis zur Beschreibung vasurigsverfahren wirdiberlicher-
weise das Modell der Turingmaschine herangezogen, siehe dazuuthemein”Ab-
schnitt A.2. Eine (deterministische oder nichtdeterministische) Turingmasehine
scheideteine Sprachd. C ¥* genau dann, wenn die Maschine bei jeder Eingabe
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w € X* anhalt und die finale Konfiguratio®q1B ist, fallsw € L gilt, und BqOB
sonst. Dabei sej € " ein Endzustand.

Um von der nicht formalen Beschreibung von Entscheidungsproblemen zu abstra-
hieren, werden diese — wie wir schon bei deradtérung der Reduktionsmethode ge-
sehen haben — in der Komplexistheorie als Formale SprachenC >* Uber einer
endlichen Signatur kodiert. Einelnstanzeines Entscheidungsproblems ist dann ein
Wort w € ¥* und die Entscheidungsfrage ist, abe L gilt oder nicht. Dieser An-
satz vereinfacht die Untersuchung von Entscheidungsproblemen erheblich und erlaubt
es, sie auf einem abstraktem mathematischen Niveau zu untersuchen. Eine $prache
heiRtentscheidbagenau dann, wenn die Frage € L? fir jedesw € X* von ei-
ner Turingmaschine entschieden werden kann. Etwas fornaesich dies wie folgt
formulieren:

Definition 18
Eine Sprachd. C ¥* heil3tentscheidbarwenn es eine nichtdeterministische Turing-
maschine gibt, die genau dann auf Eingabe L mit Ausgabel halt, wennw € L

gilt.

Die Klassen P bzw. NP sind die Mengen aller Probleine >*, die mit einer
deterministischen bzw. nichtdeterministischen Turingmaschirie héchsteng(n)
Schritten entschieden werdenrkien. Dabei isp ein Polynom und: die Lange des
Eingabewortsy € L.

Unser allgemeiner Begriff der Reduzierbarkeit wird im Fall NP-valtgtiger Pro-
bleme durch eine zasZliche Anforderung an die Reduktionsabbildung eingesdkir”
Ein ProblemL; C X* ist polynomiell reduzierbaauf ein ProblemL, C ¥'*, be-
zeichnet mitL; <, L,, wenn es eine deterministische Turingmaschine gibt, die in
polynomieller Zeit eine Funktion : ¥* — >’ berechnet, so daf3 giliy; € L; genau
dann, wenm(w,) € Lo.

Ein ProblemL, € NP hei3tNP-volls&indig wenn jedes Problem; € NP poly-
nomiell reduzierbar auf ist.
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Anhang B

Beweise zu den Beispielen

B.1 Korrektheit des Cocke-Kasami-Younger-Algorith-
mus

Lemma7 G = (N, X, S, P) sei eine Grammatik in Chomsky-Normal-Formg ¥*
mit n = |w| und zelle die vom CKY-Algorithmus berechnete Funktion, dann gilt f
allel <i<n,1<j<n-—1

zelle(i,j) ={X e N | X =" w; ... wj1i1}

Fiur jede GrammatikG = (V, %, S, P) in Chomsky-Normalform  und jedes
w e YT gilt:
Beweis durch vollgtihdige Induktion naciiN
Induktionsanfang
1.:=1:
Fur jedesl < j < n gilt:
zelle(1, 7)
= { Def.vonzelle }
{XeN| X sw;ePl}
= { Teilbew. fir X ¢ N }

Fir jede Produktion’ — w; € P gilt:
X — wj € P
{ Def. von=-"'}
X =! wj
= { Def. von=-"* und Grammatik in CNF
X = wj

(X eN|TX =% w7}
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Induktionsschritt voni — 1 aufi
Furjedesl < j <n —1i+1qilt:
zelle(i, j)
= { Def. vonzelle }
Uicmeil X EN | X = YZ € P,LY € zelle(m, j),Z € zelle(i —m, j +m)a}
= {Teilbew.irX - YZ e Pundl<m<i}

Fur jedesl < m < und jede ProduktiodX — Y Z € P gilt:

o Y €zelle(m,j),Z € zelle(i —m,j + m)
= {m,i—m < n—i+ 1und Induktionsvoraussetzurg

Y =* Wj o Wjtm—1, 7 =" Wigm -« Witi—1
= {Def.von=undX — Y7}

X='YZ = Wy ... ’U)j+m_1Z =* Wy .o Wijgm—1Witm - - - Wjti—1
= { Def.von="}

X =* Wy .o Wjgj1

Uremeil X EN|TX = w;y . wjpy 17}

B.2 Turingmaschinen

Wir geben hier eine genauere Schilderung des Beweises der Aussage, dal3 jede Be-
rechnung einer Turingmaschine mit zweiseitig unendlichem Band sich auch auf ei-
ner Turingmaschine mit einseitig unendlichem Band dwrcréin E3t, genauer: Sei
T = (X,T,Q,q,9d) eine Turingmaschine mit zweiseitig unendlichem Band, wel-
che die Funktiory : ¥* — X* berechnet. Dann gibt es eine Turingmaschihe=
(3,T,Q1, q,061) mit einseitig unendlichen Band, welche ebenfallberechnet. Um
diese Behauptung zu beweisen, sind einige Vorbemerkungen und Notationen notwen-
dig, auf dem dann das zu beweisende Lemma beruht. Wir folgen im wesentlichen der
Darstellung des Vorlesungsskriptums.

Die Idee des Beweises besteht darin, ein zweiseitig unendliches Band

!

B [1T 2 ['3 W |11 (el 08N
q
durch das einseitig unendliche Band

» B[ B2 [B[1 BB
q
zu simulieren. Dabei isf eine Markierung dif die Bandzelle, die in der Anfangs-

konfiguration fokussiert wurde.
Formal definieren wir zu jeder Konfiguration

K=Bs y...s 1}1s1...qs;...5:B,
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vonT die Konfiguration
SIMK) = » $15_1...q8;S_i...SkS_B
vonT;. Befindet sich der Schreib- und Lesekopf links ¢léviarkierung, also
K=Bs_j...q5_;...5_1 1 81...5:B

SO setzten wir

SIM(K) = » 515_1...5q "5_;...5,5_xB
Das neu einzuffirende Zustandssymbgpt! kodiert dabei die Information, daf in der
Ausgangskonfiguration links von | auftrat. Das Symba| dient allein zur Markie-
rung der Anfangszelle. Eine Bewegung vqrum einen Schritt nach linksifirt also zu
Zelle s 4. Ist die Konfigurationk™ beziglich der vonB verschiedenen Bandbeschrif-
tung nicht symmetrisch mit Zentrufn dann fillt man die Konfiguration durck, = B
oders_; = B entsprechend auf. Die Anfangskonfiguratian éiie Turingmaschin&;
zur Berechnung des Funktionswertés)) fur w = w; ... wy ist jetzt

Slm(Ko) = » quB... wy_1Buw,B

Ebensoandert sich auch die Anweisung, wie der Funktionswert nach Terminierung
aus der Bandinschrift abgelesen werden soll. Im einzelnen ist das schwierig zu be-
schreiben, aber die folgende intentionale Beschreibung vermittelt die Idee: von der
fokussierten Zelle ausgehend (in der Konfiguration gekennzeichnet durch das Auftre-
ten des Zustandg) liest man die Bandinschrift nach links bis zuraahstens. Auf
dem einseitigen Band heif3esen nach links*auf dem rechts voistehenden Tejlle-
sen jedes zweiten Feldes nach links“und auf dem links Jvatehenden Teillesen
jedes zweiten Feldes nach rechts”.

Nach diesen einleitenden Egklingen kihnen wir jetzt zu gegebener zweiseitig
unendlicher Turingmaschirié = (X, T, @, qo, 0) die einseitig unendliche Turingma-
schineT; = (3, T, Q1, qo, 61) angeben:

Q1 = QU{¢g"|qeQ}U
{ar g€ QY U{ar | ¢ € Q}
{ar' 1e€eQ}U{q ¢}

51(q, s) = (ql,sl, U) falls d(q,s) = (q1,$1,U)
6i(g7 " s) = (¢t s,U) falls §(q,s) = (q1,51,U)
51(q, s) = (q,r,s1,R) falls 0(q,s) = (q1,51,R)
51(q_173) (qlLﬂSl’ ) falls 5(‘]’5) ((] S1, )
d1(q, s) = (qlL,sl, L) falls d(q,s) = (¢q1,51,L)
51(q_173) - (q1R781’ ) falls 6( ’S) ((h,Sl, )
51(61&8) (q7 )

d1(qr, 5) (¢,s,L)

51((]};1?8) (q 737 )

oi(qp'ys) = (¢7%s,L)

or(qr,») = (qz L >, )

51((]_17’) (qa»v )
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wobei stetss #p» undgq, ¢; € Q@ gilt.

Der Superskript-1 an einem Zustand zeigt an, dal3 sich die fokussierte Zelle des
zweiseitig unendlichen Bandes links von der Anfangsmarkierung befindet, die Sub-
skripte R und L dienen dazu, das jeweilige Zwischenfeld des einseitig unendlichen
Bandes zwberbricken.

Mit dieser Definition voril; kann nun das folgende Lemma bewiesen werden:

Lemma 8 (Simulationslemma)

Seien die Turingmaschin@hund7; und dieUbersetzungim wie oben definiertk,
die Konfiguration, di€l’ nachn Schritten erreicht unds<}!, die Konfiguration, diel;
nachm Schritten erreicht. Dann giltfr jedesn > 0:

Im e N:m>nAsimMK,) =K

m -

Beweis durch vollgihdige Induktion nach:N
Induktionsanfang
1. Firn=0qilt::
true
= { Konvention zur Berechnung eines Wertes. .. wy, }
Ky = Bgow; ... w, B
= { Anwenden von sin}
sim(Ky) = sim(Bgowy . .. w,B)
= { Def. von sim}
sim(Ky) =» qounBweB ... w,B
= {Def.vonK} }
sim(Ky) = K}
= {m:=0}
Im € N:m >nAsimK,) = K}

m

Induktionsschritt vom — 1 aufn
K, 1 =Bs_j...s;B
= { Aktueller Zustand vorf” seiq, Position des Kopfes:i }
LK, 1=Bs_g...q84+;...8:,B_
= { Teilbeweis fir[K,, 1 = Bs_g...q5+;...5,B = 3Im € N:m >nAsimK,,) = K},
}

Beweis durch Fallunterscheidung nach den Aktionen der Turingmas&hine
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1. §(q,s+i) = (q1, 1, R):
° K, 1=Bs p...q8+;...s1:B
= { Anwendung vory }
K, 1=Bs p...q8+;...sp.BNK, =Bs_...tq,...s;B
= { Induktionsvoraussetzungifi =n — 1 }
LIm' eN:m/ >n—1AsiM(Bs_g...qs+;...s,B) = K;,J/\K =
Bs_ p...tq1...s:B

= { Teilbeweis fir 3Im’ € N : m' > n — 1

A
sim(Bs_k...qs+yi...spB) = K;l, = dnm € N : m >
’rL/\Sim(BS,k...tql...SkB):K%l}

Beweis durch Fallunterscheidung nach Position> 0, +i < 0
des Kopfes
(@ +i>0:
e Im eN:m'>n—1IASiMBs g...q8+;...5:.B) =
K,
= { +¢ > 0 nach Annahme

Im' € N :m' > n—1AsimBs p...501 |
. qS;i...s;B) :K}n,
= { Def. von sim}

In'eN:m'>n—1A»...qsi5 ;...8,5_1B = K%%,
= {d0(g:s) = (q,r,t, R) }

Imw' e N = m > n - 1IN »
e tQI,RS—iSi-i-I N SkS,kB = K%l’-l—l
= { 51(¢]1,R757i) = (qlasfiaR) }

An' eN:m/' >n—1A» ... t5_;q18i11..-SkS_ kB =
Kl
= {m:=m'+2undm >n}

dm eN:m >nAp ...tq13i+1...sks,kB:K%1
= { Def. von sim}

dm e N:m >nA Sim(BS,k B 1 R .SkB) =
Ky,

(b) +i < 0:

Am' eN:m/ >n—1AsIM(Bs ...q8+;...5:B) =
K,
= { +i¢ < 0 nach Annahme

In' e N:m' >n—1AsimMBs_g...qs_;... |
s1...5,B) = K},
= { Def. von sim}

Im' eN:m' >n—1Ap ...s;g  s_;... .55 1B =
Kl

' -1 -1
= {51(q 73772) = (QLLataL) }
In' e N:m' >n—1A » ...qfisit...sks,kB =

1
Km’+1
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= { Teilbeweis fir [(3m’ € N : m' > n — 1A »
...qiisit...sks,kB = Krln’+1 =dn eN:m > nA »
. ql_ls,(i,l)si,lt osks_kB=KL]}
Beweis durch Fallunterscheidung nach Positien<
—1,+7 = —1 des Kopfes
b.l. +i<—-1:
e IJm' € N : m > n— 1A »
.. .qiisit. .LSps_pB = K;,H
= { 61(Q1_ia37(i71)) = (ql_lﬂsf(z?l)aL) }
In' € N : m > n— 1A »
cee quS,(i,I)Si_lt ce SkS,kB = Krln’—I—Z
= {m:=m'+2undm >n}

dm € N : m > nA >
e qfls,(i,l)si,lt. ..8kS_pB = K%l
b.2. +i=-1:
In' € N : m > n— 1A »

-1 _ 7l
ql’letsz ...8gs_ B = Km’—H

= {51(Q££v31) = (qflvsle) }
Im' € N @ m' > n—1Aqg" »
Ss1tso...spS_p B = K;l,JrZ
S {aa" ) = (> R) }
ImeN:m' >n—1A» q151ts2...5,5 1B =
Kl
= {m:=m'+3undm >n}
dn € N:m > nA » qsitsy...sps_ B =
Ky
MmeN:m>nAW» s15_1...tS_iq1...S8p5_ B =
KL7
= { Def. von sim}
Im eEN:m>nASIM(Bs_g...tq...spB) = K},
"Im € N:m >nAsimBs_g...tq1...54,B) = K} 7 AK,, =
BS,k...tql...SkB
= { Einsetzen vor¥,, und Abschvechung}

Im e N:m >nAsim(K,) = K},
2. 0(q,5+i) = (q1,t, L):

Kn—l = BS,k e St SkB
= { Anwendung vor }

K, 1=Bs p...q8+;j...s;BNK, = Bs_y... QiS+(i-1)t- - spB
= { Induktionsvoraussetzungifnn — 1 }

Im'eN:m'>n—1AsSIM(Bs_g...qs4;...5;B) :Kéﬁ
= { Teilbeweis &ir 3n' € N : m' > n — 1A
sim(Bs_f...qs+y;...8:B) = K}n,] = [@Fm € N : m >
nASIN(Bs_g...q15+i 1t...s.B) = K} }
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Beweis durch Fallunterscheidung nach Position> 0, +i < 0
des Kopfes
(@ +i>0:
e Im eN:m'>n—1IASiMBs g...q8+;...5:.B) =
K},
= { +¢ > 0 nach Annahme
Im' € N : m' > n—1AsimBs_g...5.1 |
ceeq8i...8,B) = Ky
= { Def. von sim}
I eEN:m'>n—1A» ...qs;...5:,5_pB =K,
= { Teilbeweis fir [(3m’ € N : m' > n — 1A »
..qSi...8p5 kB = Ky = dm € N @ m > nA »
e ST .. q13i—13—it cee SkS,kB = Km }
Beweis durch Fallunterscheidung nach Positien>
1,£7 = 1 des Kopfes
al +i>1:
e IJm' € N : m > n— 1A »
e qSi. .. SpS_p B = Kpy
= {dlgs)=(q1,0,t,L) }
In' € N : m > n— 1A »
cee q1,L3—it cee SkS,kB = Km’+1
= {dlq,r,5-i) = (q,5-4,L) }
In' € N : m' > n— 1A »
v S1 .. qlsi_ls_it ce SkS,kB = Km’+2
= {m:=m'+2undm >n}

dm € N : m > nA >
eS8 1. q18i-18_it...skS_ B = Ky,
a.2. +i=1:
Im' eN:m' >n—1A» gsiq_1...5,5_pB =
K,y

= {51((]731) = (QI,Lata L) }
Im' € N : m' > n—-1Aqr »
ts_1...5t5_kB = Kpyi1
= {dlq,,») = (ql_}z,>,R) }
In'eN:m'>n—1A» qi}zt...sks_kB:

K2 1 1
= {0(q g.t) = (g1 L, R) }
Im' € N : m' > n — 1A »

q_ls,it e SkS—kB = Ky 43
= {m:=m'+3undm=m>n}
Im eN:m > nAw tqgts_i...5_pspB =
Kn
TImeN:m>nAwtg s 1...s_pspB =K,
= { Def. von sim}
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Im € N : m > n AsimBs_...tg"'s 1 |

81...SkB):Km
(b) +i < 0:

An' eN:m/ >n—1AsIM(Bs ...q8+;...5,B) =
K},
= { +i¢ < 0 nach Annahme

In' e N:m' >n—1AsimMBs_g...qs_;... |
81...SkB):K$1/
= { Def. von sim}

In' eN:m' >n—1Aw» ...q¢ 's_;...505 1B =

K,
= {o(g Y s) = (g pt,R) }
In' € N : m > n — 1A  »
e tqi}%SiJrls_(i_i_l) ...8kps_pB = Krln’—i—l
= {51(111_}3,31'“) = (7", si+1,R) }
Im' € N : m > n - 1A »

ce t8i+1q1_18,(i+1) cee SkS,kB = K%l’-i—?
= {m:=m'+2undm >n}
Im € N : m > nA >

e t8i+1q;18,(i+1) ...8pSs_pB = K%l
= { Def. von sim}
dm eN:m >nAsim(s_g... ql_ls,(iﬂ)t. ..8pB) =
Ky,
TG meN:m > n/\Sim(S,k .. .quSii_lt. .. SkB) = Krln_'/\Kn =
BS,k ce QISi(ifl)t ce SkB
= { Einsetzen vor¥,, und Abschvechung}
dm e N:m >nAsimK,) = K,
. 0(q,8+i) = (q1,t,U):
Kn—l = BS,k e St SkB
= { Anwendung vor }
K, 1=Bs_p...q8+;j...sp,BNK, =Bs_p...qit...s;B
= { Induktionsvoraussetzungifnn — 1 }
LIm' eN:m! >n—1ASIM(Bs_g...qs4;...5,B) = K! , JAK, =
Bs_p...qit...spB
= { Teilbeweis &ir 3n' € N : m' > n — 1A
sim(Bs_f...qsy;...8:B) = K%l, = dm € N : m >
nASIM(Bs_g...qit...sp.B) = K} '}

Beweis durch Fallunterscheidung nath > 0, +i < 0

(@ +i>0:
e Im eN:m'>n—IASiMBs g...q8+;...5:B) =
K,

m

= { +¢ > 0 nach Annahme
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Im' € N : m' > n—1AsimBs_g...5.1 |
qs;...spB) = K%l,
= { Def. von sim}
In' eN:m/ >n—1A» ...qs;...5_ 5B = K},
= {51((]’ Si) = (QIata U) }
EIm'EN:m’Zn—l/\b...qlt...s_;.ﬁskB:K;L,Jrl
= {m:=m'+1undm >n}
EImEN:mZn/\b...qlt...s_kskB:K}n
(b) +i < 0:
Am' eN:m/ >n—1AsIM(Bs ...q8+;...5:B) =
K},
= { +i¢ < 0 nach Annahme
Im' e N: m' > n—1AsimBs g...qs_; |
s1...5,B) = K},
= { Def. von sim}
Im'eN:m' >n—1Aw» ...q¢ s ;...5_ps_pB =
K},
= {51(‘1_1’371') = (QIlvtv U) }
EIm'EN:m’—l2n—1/\>...q1_1t...s,ks,kB:
Ky
= {m:=m'+1undm >n}
EImEN:mZn/\»...ql_lt...s_ksl,ﬁB:K,%1
"Im € N:m >nAsimBs_g...qt...sp,B) = K} 7AK, =
BS,k...qlt...SkB
= { Einsetzen vor¥,, und Abschvachung}

Im € N:m >nAsimK,) = K},

"Im eN:m >nAsimK,) =K.

m
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Anhang C

Werkzeuge

C.1 cproof2java

Name cproof2java  — erzeugt Java-Quellkode aus Beweisendafculational
proof format

Synopsis cproof2java [options] file(s)

Beschreibung cproof2java  erzeugt ein Java Kodefragment aus einem Beweis
im caculational proof formatder in HTML mit Hilfe zusitzlicher Pseudo Tags ge-
schrieben ist, siehe AbschnittD.@rféine Beschreibung dieser Tagproof2java
benutztperl . Anstatt den Beweis direkt in HTML, kann man ihn auchAfgEK mit
demcproof -Stil schreiben (siehe Abschnitt D.1) und ihn #iiEX2HTMLN das von
cproof2java  geforderte HTML Format konvertieren.

Optionen

-extends <classname> Spezifiziert den Namen der Oberklasse aus dem die
erzeugten Java Klasse abgeleitet wird. Voreinstellung ist ’java.applet.Applet’. Falls
<classname> leer ist, dann beitzt die erzeugte Java Klasse keine Oberlasse.

-configfile <file> Spezifiziert den Name der Konfigurationsdatei. Voreinstel-
lung ist es, \.cproof-init zu laden, falls sie existiert, oder die Konfigurationda-
tei aus dem Installationverzeichnis zu laden, falls sie nicht existiert.

-d <dir> Spezifiziert das Verzeichnis in dem die Java Klasse geschrieben wird.
Voreinstellung ist\. . Diese Option wird ignoriert, falls kein Verzeichnis angegeben
wird.

-0 <file>  Spezifiziert den Namen der erzeugten Java Klasse. Voreinstellung ist es,
den Quelltext der Klasse auf die Standard Ausgabe zu schreiben.
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C.2 cproof2html

Name cproof2html  — konvertiert spezielle Pseudo Tags nach HTML.
Synopsis cproof2html [options] file

Beschreibung cproof2html  konvertiert einen Beweis imwalculational proof for-

mat der mit zusitzlichen Pseudo Tags in HTML geschrieben ist in (fast) reines HTML.
cproof2html  benutztperl . Nur die speziellen Pseudo Tags werden durch HTML
Kode ersetzt. Alles anderen wird einfaadbheérnommencproof2html  gibt reinen
HTML Kode aus mit der Ausnahmen, dal} die geschachtelte Teilbeweise mit dem
Pseudo TagFOLDME>..</FOLDME>markiert sind. Benutzen Sfeld , um einen
stoberbaren HTML Beweistext zu erzeugen.

Optionen
-configfile <file> Spezifiziert den Name der Konfigurationsdatei. Voreinstel-
lung ist es, \.cproof-init zu laden, falls sie existiert, oder die Konfigurationda-

tei aus dem Installationverzeichnis zu laden, falls sie nicht existiert.

-d <dir> Spezifiziert das Verzeichnis, in dem die erzeugte HTML Datei geschrie-
ben wird. Voreinstellung ist.

-0 <file> Spezifiziert den Name der erzeugten HTML Datei Voreinstellung ist
<file>p.<ext> wobei<file>.<ext> der Name der Eingabedatei ist.

C.3 fold

Name fold - erzeugt siberbares HTMLUT geschachtelte Teilbeweise
Synopsis fold [options] file(s)

Beschreibung fold konvertiert eine HTML Datei, bei der die geschachtelte Teilbe-
weise mit dem Pseudo Tag-OLDME>..</FOLDME>markiert wurden, in stiierba-
res HTML.fold benutztperl .fold erzeugt drei Dateien: Den HTML Beweistext
(proof.html ), eine HTML Datei mit einem Applet, welches die Beweisanimation
erzeugt &nimapplet.html ), und eine dritte, die zwei HTML Rahmen eath'in
welchem jeweils die beiden anderen Dateien eingebettetisided(html ).
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Optionen

-applet  Flgt das Applet am Ende des HTML Beweistextpsopf.ntml ) an.
Voreinstellungsrafl3ig wird das Applet nicht am Ende der Datei gedt.

-appparam <string> Spezifiziert die Parameter des Applet Tags. Voreinstellung
ist

'CODEBASE="../.." CODE="Proof/Anim.class WID-
HT=95 HEIGHT=30’

-appletname <string> Spezifiziert den Namen des Applet. Voreinstellung ist
animapplet

-configfile <file> Spezifiziert den Name der Konfigurationsdatei. Voreinstel-
lung ist es, \.cproof-init zu laden, falls sie existiert, oder die Konfigurationda-

tei aus dem Installationverzeichnis zu laden, falls sie nicht existiert.

-d <dir> Spezifiziert das Verzeichnis, in welches die Ausgabedateien geschrieben
werden. Voreinstellung ist.

-extension <string> Spezifiziert die Dateierweiterung der Erzeugten HTML
Dateien. Voreinstellung ishtml
-foldtag <string> Spezifiziert den Namen des Pseudo Tags, der zur Markie-

rung der Teilbeweise verwendet wurde. Voreinstellung3L DME

-nojavascript Erzeuge @it jede nogliche Kombination sichtbarer und verdeckter
Teilbeweise jeweils eine Datei ohne JavaScript Kommandos. Voreinstellung ist es, nur
ein Datei zu erzeugen und den jeweiligen Status sichtbarer und verdeckter Teile mit
JavaScript und mit Hilfe der HTML Rahmendatei zu erzeugen.

-noframes Es wird keine Datei mit HTML Rahmen erzeugt. Voreinstellung ist diese
Datei zu erzeugen. Diese Option macht nur Sinn, warajavascript gesetzt
wird.

-noscript  Fuge keine JavaScript Kommandos am Ende jedes HTML Beweistextes
an. Diese Kommandos werdeurfdie Kommunikation mit dem Applet verwendet.
Voreinstellung ist es, die Kommandos zu erzeugen.

-numbering Die Namen der HTML Beweisdateien werden aus dem Nafire
le>.<text> der Eingabedatei durch Amfien einer fortlaufenden Numerierung am
Ende von<file> . Die Numerierung startet mit (<file>1.html ). Die Datei
<file>0.html ist der HTML Beweistext, bei dem alle Teilbeweise verdeckt sind.
Falls diese Option nicht angegeben ist, werden die Namen der HTML Dateien aus
den in ihnen enthaltenen Teilbeweisen erzeugtHeiar einen verdeckten Teilbeweis,
einV fur einen sichtbaren TeilbewelgVH.html ist der Name der HTML Datei, in
welche die ersten beiden Teilbeweise sichtbar sind und der dritte verdeckt. Die Na-
men geben nicht die hierarchische Struktur der Teilbeweis wieder, es ist lediglich eine
falsche Remsentation des Zustands der Teilbeweise. Diese Option macht nur Sinn,
wenn-nojavascript gesetzt wird.
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Anhang D

LATEX Stil-Dateien und
HTML-Pseudo-Tags

D.1 cproof -Stil

Dieser Abschnitt beschreilfTeX-Kommandos und -Umgebungen, mit denen Bewei-

se im Structured calculational proof formah IATEX gesetzt werden ddinen. Java-
spezifische Informationen sind dabei ausschlief3lich in optionalen Parametern unterzu-
bringen, um die Kommandos auch ohne das Ziel einer Programmsynthese benutzen
zu konnen. Wir benutzen das in AMPORT 1986] verwendete Format, um didgX-
Kommandos und -Umgebungen zu beschreiben:

Everything in typewriter font, such asfewcommand{ ” represents ma-
terial that appear in the input file exactly as shown. The italicized parts
cmd args anddefrepresent items that vary; the command’s description
explains their function. Arguments enclosed in square brackets [ ] are op-
tional; they (and the brackets) may be omitted’ANlPORT 1986, Seite
150]

Optionale Parameter verweisen gproof -Stil auf Java-spezifischen Kode, der zur
Erzeugung der Programmteilerfden synthetisierten Algorithmus notwendig ist, die
sich nicht aus derffIeX-Anweisungen erzeugen lassen. Die meisten der im folgenden
beschriebenen Kommandos und Umgebungen starten mit @ir{éimcalculational).

D.1.1 Markieren des Beweises
\begin{cproof} [packagé proof\end{cproof}

Diese Umgebung markiert den Anfang und das Ende eines Beweises. Alle An-
weisungen auf3erhalb dieser Umgebung werden von SCAPAs Werkzeugen ignoriert.
packageist ein Bezeichner im Format [a—zA=Z-9]+. Es gibt den Namen des Java-
packagean, der den synthetisierten Javakode alttvoreinstellung isProof .
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D.1.2 Boolesche Strukturen

\begin{cstructure} structure\end{cstructure}

Jede der im Beweis verwendeten Boolesche Strukturen muf3 mit dieser Umge-
bung markiert werden. Die Boolesche Struldtructuredarf keine anderen Komman-
dos oder Umgebungen deproof -Stil enthalten, mit Ausnahme der Kommandos
\cexpand , \cresult ,\ctrue und\cfalse . Die letzten beiden produzieren
lediglichtrue undfalse .\cexpand markiert die Teilstruktur, die in einem nach-
folgenden geschachtelten Teilbeweis transformiert wird. Die resultierende Boolesche
Struktur wird in der dem geschachtelten Teilbeweise nachfolgenden Booleschen Struk-
tur mit\cresult markiert.

D.1.3 Beweisschritt

\begin{cbecause} {op} hint\end{cbecause}

Mit dieser Umgebung wird ein Hinweis zu einem Beweisschritt markiert, der sich
zwischen Booleschen Strukturen oder einer Booleschen Struktur und einem geschach-
telten Teilbeweis befindetp gibt die Art der Beweisregel an, etwabzw. = (Aqui-
valenz) oder (Implikation). hint ist der Kommentarui' diesen Beweisschritt.

D.1.4 Teilbeweise
\begin{csubproof} subproof\end{csubproof}

Ahnlich zur Markierung eines ganzen Beweises, umschlieRicsidproof -
Umgebung einen geschachtelten Teilbeweis. Der Teilbesudiproofsollte sollte mit
einer Booleschen Struktur beginnen und enden. Manchmal ist es allerdings vorteilhatft,
zu Beginn des Teilbeweises einige informelle Erkifigen voranzustellen. Ein Teilbe-
weis kann selbst wieder einen Teilbeweis enthalten.

Die Boolesche Struktur, die afirend des Teilbeweises transformiert wird, sollte
ein Teilstruktur der dem Teilbeweis vorausgehenden Booleschen Struktur sein. Der
transformierte Teil dieser Struktur sollte mit daoexpand -Kommando kenntlich
gemacht werden. In der gleichen Weise, sollte die letzte Boolesche Struktur des Teilbe-
weises eine Teilstruktur der dem Teilbeweis nachfolgenden Booleschen Struktur sein
und mit dem\cresult  -Kommando kenntlich gemacht werden.

D.1.5 Quantifizierung

Jeder Beweis oder Teilbeweis kann eine oder mehrere Variablen enthalten, die univer-
sell bzw. existenziell quantifiziert sind. Ein so markiert Beweis ist ein Bewialfé
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bzw. eine Instanz der quantifizierten Variable. Im synthetisierten Javakodeuvjed f~

de quantifizierte Variable eine Java-Variable erzeugt. Dessen Javatyp kann nicht auto-
matisch ermittelt werden und mufl3 deswegen vom Autor angegeben werdatzlichs”

ist vom Autor anzugeben, wie eine universell quantifizierte Variable im Programm be-
handelt wird: durch eine Autilung aller Instanzen aus dem quantifizierten Bereich,
durch Angabe einer Instanz zu Beginn des Algorithmus oder durch einen konstanten
Wert. Um ster in optionalen Parametern auf die Variable zugreifenannki, kann

ein eindeutiger Bezeichner angegeben werden.

Universelle Quantifizierung
\begin{cforall} [typd[iterate][ref]l{var}{domair} proof\end{cforall}

var ist der Name der Variable, so wie sie im markierten Beweis verwendet wird.
Die Variable istuber den angegebenen Beretmainquantifiziert.

Der optionale Typypegibt den Typ der zugeadrigen Java-Variablen an. Vorein-
stellung istint . Mit iterate gibt der Autor an, wie die Quantifizierung im Javakode
implementiert wird:

e user : Der Wert der Variablen wird zu Beginn der Programmabsfihg ange-
geben. Vorzugsweise sollte der Autor des Algorithmus und der Animation dem
spdteren Benutzer diesen Wert, etulzet ein Dialogfenster, eingeben zu lassen.
Alternativ kann ein konstanter Wert im Algorithmus verwendet werden.

e for=value;expr;next : Alle Instanzen der Variable werden mit eirfer -
Schleife aufgealilt. Dabei isivalue der initiale Wert der Java-Variableex-
pr ist ein Boolescher Ausdruck, der genau dann wahr wird, wenn die Schleife
abbrechen soll (alle Werte aufgddt sind). Die jeweils achste Instanz der Java-
Variablen wird in einer Zuweisung innerhalb voaxt erzeugt.

Voreinstellung fir iterate  istuser . Das dritte optionale Argumenef spezifiziert
einen eindeutigen Bezeichner, etwafur die Java-Variable. Er kann benutzt werden,
um mit<x> innerhalb vorexpr oder allen anderen optionalen Argumenten auf die
Java-Variable zu verweisen.

Existenzielle Quantifizierung
\begin{cexists} [typd[ref]{var}{domair} proof\end{cexists}

var ist der Name der Variable, so wie sie im markierten Beweis verwendet wird.
Die Variable istuiber den angegebenen Beretdmainquantifiziert.

Der optionale Typypegibt den Typ der zugeadrigen Java-Variablen an. Vorein-
stellung istint . Das zweite optionale Argumemf spezifiziert einen eindeutigen
Bezeichner, etwa, fur die Java Variable. Er kann benutzt werden, um s in-
nerhalb vorexpr oder allen anderen optionalen Argumenten auf die Java-Variable zu
verweisen.
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D.1.6 Induktion

Beruht ein Beweis auf vollatidiger Induktion, dann ussen der zur Induktion geh-

ge Teil, der Basisfall sowie der Induktionsschritt markiert werden. Die in der Induktion
verwendete Induktionsvariable wirdhiilich zu einer universell quantifizierten Varia-
ble, mit einerfor -Schleife aufgeafilt.

Induktion

\begin{cinduction} [typd[for=expr;cond;stat{var}{domaint
proof\end{cinduction}

var ist der Name der Variable, so wie sie im markierten Beweis verwendet wird.
Die Variable istuber den angegebenen Beretdmainquantifiziert.

Der optionale Typypegibt den Typ der zugedrigen Java-Variablen an. Vorein-
stellung istint . Mit <i> kann auf den aktuellen Wert der Induktionsvariablen ver-
wiesen werden. Mikn> kann auf den urspiriglichen Werte der Induktionsvariablen
verwiesen werden. Der zweite optional Paramébervalue;expr;next gibt
an, wie der Induktionsverlauf implementiert wird: Die Werte der Variable werden
mit einerfor -Schleife aufgeahilt. value spezifiziert den initialen Wert der Java-
Variablen.expr ist ein Boolescher Ausdruck, der genau dann wahr wird, wenn die
Schleife stoppen soll. Die jeweilanliste Instanz der Java-Variablen wird in einer Zu-
weisung innerhalb vonext erzeugt. Voreinstellungit for=value;expr;next
istfor=0;<i> < <n>;<i>++

Basisfall

\begin{cbasecase}[{\it expr}] casesend{cbasecase}

Der Basisfallmuf3vor dem Induktionsschritt angegeben werdexprist ein Boo-
lescher Ausdruck, der genau dann wahr sein soll, wenn der aktuelle Zustand der In-
duktionsvariablen durch einen Basisfall behandelt wird. Man kairn in expr auf
den aktuellen Wert der Variablen verweisen. (und analog auf andere quantifizierte Va-
riablen). Voreinstellung voexprist <i>==0 . casesntlelt alle Basisélle. Jeder Ba-
sisfall entlalt einen Teilbeweis, der mitase markiert sein muf3.

\begin{case} [expif{thecasé proof \end{case}

Das optionale Argumergxprist ein Boolescher Ausdruck, der genau dann wahr
sein sollte, wenn der aktuelle Zustand der Induktionsvariable vom puigein Basis-
fall behandelt wird. Man kann m#i> in exprauf den aktuellen Wert der Induktions-
variablen zugreifen. Voreinstellung vaxprist <i>==0 . thecasest ein BTpX-Text
der dem Ausdruclexpr entspricht.proof ist der Beweis des Basisfalls (ohne um-
schlieRend@roof - odersubproof -Umgebung).
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Induktionsschritt

\begin{cstepcase} {reductior} proof\end{cstepcase}

Ein Induktionsbeweis mul3 genau einen Induktionsschritt enthalten. Der erste Pa-
rameterreductionist eine kurze Beschreibung, wie die Induktionsvariable reduziert
wird. proofist der Beweis des Induktionsschrittes.

Verwendung der Induktionshypothese

\begin{cbecauseind} [expi{op} hint\end{cbecauseind}

Diese Umgebung sollte anstatt ddrecause -Umgebung zur Angabe eines Be-
weisschrittes verwendet werden, der von der Induktionshypothese Gebrauch macht.
Das optional Argumengxprist ein Java Ausdruck, der den reduzierten Wert aus dem
Induktionsparameter berechnet (zum Beisgieb-1 ). Dieser Parameter wird derzeit
ignoriert. Er kann aber vielleicht in zukftigen Version @ii eine rekursive Implemen-
tierung der Induktion verwendet werdep zeigt die Art des Beweisschrittes an, etwa
= bzw- = (Aquivalenz) oder= (Implikation) hint ist der Kommentarti diesen Be-
weisschritt.

D.1.7 Fallunterscheidung

\begin{ccase} cases proofend{ccases}

Ein Fallunterscheidung im Beweis muf3 mit dieser Umgebung markiert wesden.
sesist eine kurze Angabe aller proofaufgezhlten Flle. Jeder einzelne Fall proof
besteht aus einem separaten Beweis, der mit der Umgetas®y markiert werden
mulf3.

\begin{case} [exph{thecasé proof \end{case}

Das optionale Argumergxprist ein Boolescher Ausdruck, der genau dann wahr
sein sollte, wenn der aktuelle Zustand des Beweises vom nugeh Fall behandelt
wird. Man kann inexpr auf die Java-Variablen wie oben beschrieben zugretfes.
caseist ein ETpX-Text der dem Ausdruckxpr entsprichtproofist ein Beweis des
Basisfalls (ohne umschlieRenpmof - odersubproof -Umgebung).

D.2 HTML-Pseudo-Tags

Anstatt den Beweis vorfIeX nach HTML zu konvertieren, kann er auch direkt in
HTML gesetzt werden. Mit einem speziellen HTML-Pseudo-Tags werden dabei die
Informationenuber den Beweis markiert. Der Pseudo-Tag besitzt folgendes Format:
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<CPROOF CMD=commararguments text</CPROOF>

commandspezifiziert den Typ (Boolesche Struktur, Hinweis, Induktion, etc) des
umschlossenen Textes. Jedes Kommando kann einigéziaké Argumente besitzen.
Die folgenden Auflistung zeigt alle Kommandos mit ihren Argumenten in der gleichen
Reihenfolge wie ihre zugehigen ETEX-Befehle.

D.2.1 CPROOF
<CPROOF CMD=CPROOF PACKA¥G&kage proof</CPROOF>

Dieser Tag markiert den Anfang und das Ende eines Beweises. Alles aul3erhalb
wird von SCAPAs Werkzeugen ignoriert. Das optionale Argunpatkage ist ein
Bezeichner im Format [a—zA-B—-9]+. Er gibt den Namen des Java package des Java
Kodefragmentsui diesen Beweis an. Voreinstellung Btoof .

D.2.2 STRUCTURE
<CPROOF CMD=STRUCTURE iD=structure</CPROOF>

Jede Boolesche Struktstructureim Beweis mul3 mit diesem Tag markiert wer-
den.structure  darf keine anderen Pseudo-Tags enthalten.

Der (nicht optionale) Parametat ist ein eindeutiger Bezeichner. Basierend auf
diesem Bezeichner erzeugiroof2java  zwei Java Methoden, die als Rahmen f~
die Implementierung der Booleschen Struktur im Algorithmus dienen:

e structure id: Dies implementiert die Boolesche Struktur.

e truthValueOfstructure id: Hiermit wird der Wahrheitswert der Boole-
schen Struktur zuckgegeben. Voreinstellung ist es, den Wahrheitswert der zu-
letzt ausgaihrten Booleschen Struktur zwiokzugeben. Diese Methode sollte
nur dannuberschrieben werden, wenn sich der Wahrheitswahresid der Aus-
fuhrung der Booleschen Struktstructure  id andern kann.

D.2.3 BECAUSE
<CPROOF CMD=BECAUSE if=hint</CPROOF>

Ein Hinweis zu einem Beweisschritt wird immer zwischen zwei Booleschen Struk-
turen oder einer Booleschen Struktur und einem geschachtelten Teilbeweis plaziert.
hint ist der Hinweis €ir den Beweisschritt. Der Operatarfdiesen Beweisschritt und
die Klammern, die den Kommentar einschlie3amssen in HTML manuell angegeben
werden.

Der (nicht optionale) Parametet ist ein eindeutiger Bezeichner. Basierend auf
diesem Bezeichner erzeugproof2java  eine Java Methode, die als Rahmen f~
die Implementierung der Booleschen Struktur im Algorithmus dient:
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e because id: Implementiert die Transformation der vorangestellten Booleschen
Struktur in die nachfolgende.

D.2.4 SUBPROOF
<CPROOF CMD=subproof>subprooi/CPROOF>

Der geschachtelte Teilbewessbproofsollte mit einer Booleschen Struktur begin-
nen und in einer enden. Manchmal ist es allerdings sinnvoll mit einigen informellen
Erklarungen zu beginnen. Der Teilbeweis kann selbst wieder eine beliebige Anzahl
geschachtelter Teilbeweise enthalten.

D.2.5 Quantifizierung
FORALL

<CPROOF CMD=FORALL TYR¥ze ITERATE=it REF=ref> proof
</CPROOF>

Der optionale Parametgrpe gibt den Typen der zugehigen Java-Variablen im
Java Kode Fragment an. Voreinstellungirgt . Mit it spezifiziert der Autor, wie die
Quantifizierung im Kode Fragment implementiert wird:

e user : Der Wert der Variablen wird zu Beginn der Programmahbsifihng ange-
geben. Vorzugsweise sollte der Autor des Algorithmus und der Animation dem
spdteren Benutzer diesen Wert, etulzet ein Dialogfenster, eingeben zu lassen.
Alternativ kann ein konstanter Wert im Algorithmus verwendet werden.

e for=value;expr;next : Alle Instanzen der Variable werden mit eirfer -
Schleife aufgeahlt. Dabei istvalue der initiale Wert der Java-Variableex-
pr ist ein Boolescher Ausdruck, der genau dann wahr wird, wenn die Schleife
abbrechen soll (alle Werte aufgddt sind). Die jeweils achste Instanz der Java-
Variablen wird in einer Zuweisung innerhalb voaxt erzeugt.

Voreinstellung tir iterate  istuser . Das dritte optionale Argumenef spezifiziert
einen eindeutigen Bezeichner, etwgafur die Java Variable. Er kann benutzt werden,
um mit<x> innerhalb vornexpr oder allen anderen optionalen Argumenten auf die
Java-Variable zu verweisen.

cproof2java  erzeugt zwei Java Methoden, die als Rahmerdfé Implemen-
tierung der Quantifizierung dienen.

e variableintroduction name Diese Methode wird im Java Kode Frag-
ment immer dann aufgerufen, wenn der Algorithmus den quantifizierten Teil
des Beweises erreicht. Die Methode kann zu Initialisierungen benutzt werden.
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e variabledestruction name Diese Methode wird im Java Kode Fragment
immer dann aufgerufen, wenn der Algorithmus den quantifizierten Teil des Be-
weises verlaf3t.

Dabei istnameein eindeutiger Bezeichner, der aypegebildet wird.

EXISTS
<CPROOF CMD=EXISTS TYPtype REF=ef> proof</CPROOF>

Der optionale Parametaype gibt den Typen der zugehigen Java-Variablen
im Java Kode Fragment an. Voreinstellungirgt . Der zweite optionale Parameter
ref spezifiziert einen eindeutigen Bezeichner, ewydir die Java Variable. Er kann
benutzt werden, um m#x> innerhalb vorexpr oder allen anderen optionalen Ar-
gumenten auf die Java-Variable zu verweisen.

cproof2java  erzeugt zwei Java Methoden, die als Rahmen zur Implementie-
rung der Quantifizierung dienen.

e variableintroduction name Diese Methode wird im Java Kode Frag-
ment immer dann aufgerufen, wenn der Algorithmus den quantifizierten Teil
des Beweises erreicht. Die Methode kann zu Initialisierungen benutzt werden.

¢ variabledestruction name Diese Methode wird im Java Kode Fragment
immer dann aufgerufen, wenn der Algorithmus den quantifizierten Teil des Be-
weises verlafit.

Dabei istnameein eindeutiger Bezeichner, der aypegebildet wird.

D.2.6 Induktion
INDUCTION
<CPROOF CMD=INDUCTION TYR#pe ITERATE=it> proof</CPROOF>

type gibt den Java Typen der Induktionsvariablen im Java Kode Fragment an.
Mit dem zweiten Parametet spezifiziert der Autor, wie der induktive Prozel3 im
Kode Fragment implementiert wird. ist von der Fornfor=value;expr;next
Die Variable wird in einerffor -Schleife iteriertivalue gibt den initialen Wert der
Java-Variablen angxpr ist ein Boolescher Ausdruck, der genau dann wahr wird,
wenn die Schleife stoppen soll, und die jeweilchSte Instanz der Java-Variablen
wird innerhalb einer Zuweisung imext erzeugt.

cproof2java  erzeugt drei Java Methoden, die als Rahmen zur Implementierung
der Induktion dienen.

e induction name Liefert den initialen Wert der Induktionsvariablen, wenn der
Algorithmus die Induktion erreicht.
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e variableintroduction name Diese Methode wird im Java Kode Frag-
ment immer dann aufgerufen, wenn der Algorithmus den quantifizierten Teil
des Beweises erreicht. Die Methode kann zu Initialisierungen benutzt werden.

e variabledestruction name Diese Methode wird im Java Kode Fragment
immer dann aufgerufen, wenn der Algorithmus den quantifizierten Teil des Be-
weises verlafit.

Dabei istnameein eindeutiger Bezeichner, der aypegebildet wird.

BASECASE
<CPROOF CMD=BASECASE EX&®w cases</CPROOF>

Der Basisfall der Induktion mufd immer vor dem Induktionsschritt im Text vor-
kommen.exprist ein Boolescher Java Ausdruck, der genau dann wahr ist, wenn der
aktuelle Zustand der Induktionsvariablen vom Basisfall behandelt wird. Auf dem aktu-
ellen Zustand kann m&lt;n&gt; in exprzugegriffen werden (analog auch auf alle
anderen sichtbaren Variablerasesenthalt alle Basiséle. Jeder einzelne Fall mul3
in einem separatem Beweis enthalten sein, der mit einen Pseudo-Tag mit Kommando
CASEmarkiert ist.

<CPROOF CMD=CASE EXRpr> cases</CPROOF>

exprist ein Boolescher Java Ausdruck, der genau dann wabhr ist, wenn der aktuelle
Zustand der Induktionsvariablen von diesem Fall behandelt wird. Auf dem aktuellen
Zustand kann mi&lt;n&gt; in expr zugegriffen werden (analog auch auf alle an-
deren sichtbaren Variablen).
STEPCASE

<CPROOF CMD=STEPCASt®0f</CPROOF>

Es mul3 genau ein Induktionsschritt vorkommgerofist der Beweis des Indukti-
onsschritt. (ohne Pseudo-Tag RROORderSUBPROORKommando).

BECAUSEIND

<CPROOF CMD=BECAUSEIND EXBRpD=id> hint</CPROOF>
Dieses Pseudo-Tag sollte anstatt des Komma@®BiSCAUSKkerwendet werden,
um in einem Induktionsschritt zu markieren wo und wie die Induktionshypothese ver-

wendet wurdeexprist ein Boolescher Java Ausdruck, der beschreibt wie die Indukti-
onsvariable reduziert wird (etw&lt;n&gt;-1 ). Dieser Parameter wird momentan
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ignoriert. Er kann in zuliiiftigen Versionen benutzt werden, um eine rekursive Vari-
ante der Induktion zu implementierten. Der Operatordiesen Beweisschritt und die
Klammern, die den Kommentar einschlie3enssen in HTML manuell angegeben
werden.

Der (nicht optionale) Parametet ist ein eindeutiger Bezeichner. Basierend auf
diesem Bezeichner erzeugproof2java  eine Java Methode, die als Rahmemn f~
die Implementierung der Booleschen Struktur im Algorithmus dient:

e because id: Implementiert die Transformation der vorangestellten Booleschen
Struktur in die nachfolgende.

D.2.7 Fallunterscheidung
<CPROOF CMD=CCAS&pr proof</CPROOF>

Wenn ein Beweis aus unterschiedlichall&fi besteht, dann sollte dieses Pseudo-
Tag benutzt werden, um alle diesalle'im Beweise zu markieren. Jeder einzelne Fall
in proofbesteht aus einem separaten Beweise, der mit dem PseudbAEgarkiert
ist.

<CPROOF CMD=CASE EXRs> cases</CPROOF>

exprist ein Boolescher Java Ausdruck, der genau dann wabhr ist, wenn der aktu-
elle Zustand des Beweises von diesem Fall behandelt wird. Innerhakxypon kann
auf die sichtbaren Java-Variablen mit dem optionalen Bezeichner zugegriffen werden
(siehe Quantifizierungen).
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Anhang E

Fragebogen

Fragebogen zur Ubungsaufgabe ,,PUZZLE-Problem*

ja  nein

1. Haben Sie die Aufgabe 1 auf dem 4. Ubungsblatt (,PUZZLE-Problem®) bearbeitet? o o

Falls ja, bitten wir Sie, Angaben zu den folgenden Fragen zu machen (alle Angaben sind freiwillig):

2. Wieviele Stunden haben Sie sich insgesamt mit der Ubungsaufgabe beschiftigt? —h

3. Wie beurteilen Sie den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe?
(1: viel zu niedrig, 2: etwas zu niedrig, 3: richtig, 4: etwas zu hoch, 5: viel zu hoch)

ja  teilweise nein

4. Haben Sie die richtige Transformationsvorschrift gefunden? 0 O O

[S25

Haben Sie dabei mehr mit Papier und Bleistift (P.u.B) oder mehr mit dem Puzzle-
Applet gearbeitet? (1: nur P.u.B., 2: iiberwiegend P.u.B., 3: beides gleich,
4: {iberwiegend Applet, 5: nur Applet) -

Talls Sie das Puzzle-Applet benutzt haben, bitten wir Sie, auch folgende Fragen zu beantworten:

6. Wieviel haben Thnen die Vorgaben beim Puzzle-Applet zu einem Teil der Transfor-
mationsvorschrift geholfen? (1: sehr viel, 2: viel, 3: miBig, 4: wenig, 5: gar nicht) I

=1

Bitte geben Sie an, wie Sie das Puzzle-Applet benutzt haben, und ob lhunen das
geholfen hat, einen Fehler in ihrer Transformationsvorschrift zu finden:

N . e ja mnein geholfen
Haben Sie eine Iransformationsvorschrift eingegeben? 1 &

a O ]
e . s . ja mnein geholfen
Haben Sie die Transformation an der Beispiel-T'M getestet und die erzeugten Puzz- p O -

leteile in den Rahmen eingesetst?
ja  mnein  geholfen

Haben Sie eine eigene Turingmaschine eingegeben? O O O

8. Welche zusitzlichen Hilfestellungen durch das Puzzle-Applet hidtten Sie sich ge-
wiinscht?

9. Welche Probleme hatten Sie mit der Bedienung des Puzzle-Applets?

10. Haben Sie die Bedienungsanleitung zum Puzzle-Applet gelesen?
(1: vollstandig, 2: fast vollst., 3: zum Teil, 4: nur kurz, 5: gar nicht) -
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Fragebogen zur Ubungsaufgabe ,MONOTONE 3SAT%

ja  nein

1. Haben Sie Aufgabe 2 auf dem 4. Ubungsblatt (,MONOTONE 3SAT“) bearbeitet? 0 o

Falls ja, bitten wir Sie, Angaben zu den folgenden Fragen zu machen (alle Angaben sind freiwillig):
2. Wieviele Stunden haben Sie sich insgesamt mit der Ubungsaufgabe beschiftigt? —h
3. Wie beurteilen Sie den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe?

(1: viel zu niedrig, 2: etwas zu niedrig, 3: richtig, 4: etwas zu hoch, 5: viel zu hoch)

PO . . ja teilweise nein
4. Haben Sie die richtige Transformationsvorschrift gefunden? 1

m} m} O
5. Haben Sie die bei der Aufgabe angegebenen HTML-Seiten benutzt, um lhre Trans-
. . . o e ja nein
formationsvorschrift zu iiberpriifen? JD O

Falls ja, bitten wir Sie, auch die folgenden Iragen zu beantworten:
6. Wieviel haben Thnen die Vorgaben bei den HTML-Seiten bei der Losung der Aufgabe

geholfen? (1: sehr viel, 2: viel, 3: miBig, 4: wenig, 5: gar nicht)

ja  teilweise nein
a a O

-1

Haben Thnen die HTML-Seiten geholfen, Fehler in Threr Lésung zu entdecken?

8. Welche zusitzlichen Hilfestellungen durch die HTML-Seiten hidtten Sie sich ge-
wiinscht?

9. Welche Probleme hatten Sie mit der Bedienung der H'I'ML-Seiten?

10. Haben Sie die Bedienungsanleitung zu den HTML-Seiten gelesen?
(1: vollstandig, 2: fast vollst., 3: zum Teil, 4: nur kurz, 5: gar nicht)
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Beweis

formal, 68

nicht formal, 68
Beweisanimation, 71
Beweisformat

structured calculational, 89—93
Beweisvisualisierung, 67
Boolesche Struktur

Implementierung, 187

C

Calculational proof format, 85—89
case (Parameter), 190-191
case Umgebung, 186

CAT, 10

cbasecase Umgebung, 185
cbecause Umgebung, 183
cbecauseind Umgebung, 186
ccase (Parameter), 191

ccase Umgebung, 186

cexists Umgebung, 184-185
\cexpand Kommando, 183

\cfalse Kommando, 183
cforall Umgebung, 184
cinduction Umgebung, 185

Cocke-Kasami-Younger
Algorithmenanimation, 18-19

cproof (Parameter), 187

cproof Pseudo-Tag, 186-191
basecase (Parameter), 190



becauseind (Param.), 190-191
because (Parameter), 187-188
case (Parameter), 190-191
ccase (Parameter), 191
cproof (Parameter), 187
exists (Parameter), 189
expr (Parameter), 190, 191
forall ~ (Parameter), 188—-189
id (Parameter), 187, 191
induction  (Param.), 189-190
iterate  (Parameter), 188, 189
package (Parameter), 187
ref (Parameter), 188, 189
stepcase (Parameter), 190
structure  (Parameter), 187
subproof (Parameter), 188
type (Parameter), 188, 189
cproof Umgebung, 182
cproof.sty ,182-186
cproof2html , 180
cproof2java ,179
\cresult Kommando, 183
cstepcase Umgebung, 186
cstructure Umgebung, 183
csubproof Umgebung, 183
\ctrue Kommando, 183

D
Datenanimation, 7
Doméane, 97

E
Elemente

LR(k), 163
Eliot, 10
Emulation

eines Entscheidungsproblems, 33
Endkonfiguration

fur LR-Parser, 162
entscheiden, 168
Ereignis

interessant, 8
Evaluation, 61-66

206

zu MONOTONE 3SAT, 61-63
zu PUZZLE, 63-64

existenzielle Quantifizierung
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