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Regularisierung des Haftzustandes bei Coulombscher Reibung

Herrn Prof. Dr. ErwiN STEIN zum 65. Geburtstag gewidmet

Bet Stick-slip-Bewegungen infolge Coulombscher Reibung wird die volle Trennung von Gleit- und Haftbereichen in der
Kontoktfliche beriicksichtigt. Die zugehdrigen Kontaktkrifte werden deshalb unstetig. Regularisierungsmethoden fithren
grenzschichtartige Naherungen fiir die Ruhezustinde ein. Drei Niherungen werden mit der exakten Losung eines me-
chanischen Systems verglichen.

Stip-stick oscillations due to Coulomb’s friction depict the separation of the sliding and full adhesion portions in the
contact surface. The corresponding contact forces therefore become discontinuous. Regularisation methods introduce a
boundary layer-type approzimation for the states of rest. Three approzimations are compared with the exact solution of a
mechanical system.

MSC (1991): 73T05, 73E10, 7610

1. Einleitung

Das ideal Coulombsche Kraftgesetz besitzt nur Giltigkeit fiir den Zustand der Relativbewegung zweier Kérper im Kon-
takt. Man spricht von Gleiten. Die zugehorige Gleitreibungskraft ist eine eingepragte Kraft mit bekanntem Gesetz. Im
Zustand der relativen Ruhe, d. h. beim Haften, existiert kein Kraftgesetz. Die Haftkraft mufl als Zwangskraft zwischen
beiden Korpern aus der Kenntnis des Systemzustandes berechnet werden. Bei allgemeinen Bewegungen wechseln die
Zustande Haften und Gleiten einander ab. Solche dynamischen Systeme mit wechselnden Bindungen besitzen als wesent-
liches Kennzeichen sprunghafte Anderungen ihres mechanischen Verhaltens. Dies wird verursacht durch den systembe-
dingten Wechsel zwischen Differentialgleichungen, die das Gleiten beschreiben, und algebraischen Gleichungen, die den
Ruhestand des Haftens erfassen. Ein Ubergang von einem zum anderen Zustand wird durch Schaltbedingungen geregelt.

Das Ziel einer Regularisierung ist die Glattung des sprunghaften Kraftverlaufes beim Wechsel von Gleiten zu Haften.
Um dies zu erreichen, wird der Haftzustand durch eine Naherung beschrieben, bei der anstatt der Zwangskraft eine ein-
gepragte Kraft mit bekanntem Kraftgesetz an der Kontaktstelle vorausgesetzt wird. Mit der damit verbundenen Anderung
des mechanischen Modells verliert der Begriff Haften seine Giiltigkeit, da an keiner Kontaktstelle wirklich Ruhe herrschen
kann. Die Konsequenzen verschiedener Regularisierungen werden nachfolgend an einem Modellproblem diskutiert.

2. Coulombsche Reibung bei einem Modellproblem

Zur Darstellung des wesentlichen Sachverhaltes geniigt es, ein einfaches Modell zu betrachten. Gegeben sei eine Punkt-
masse m. die sich parallel zu einer rauhen, schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel a bewegen kann. Der Gleitreibungs-
koeffizient ist #. Die Ebene wird harmonisch mit der Kreisfrequenz 2 und der Amplitude a zwangsbewegt. Es ist
y=asin $2t. 1
Die Lage der Masse wird durch die Absolutkoordinate z beschrieben. In Abbildung 1a ist die Coulombsche Reibung
zwischen Korper und Ebene im Fall des Gleitens durch das rheologische Symbol eines Reibgliedes gekennzeichnet.
Beim Haften (Abb. 1b) ist die Masse fest mit der Unterlage verbunden. Fir die Kontaktkraft zwischen Korper und
Unterlage existiert im Rahmen der Coulombschen Voraussetzung kein Kraftgesetz.
Die Bewegungsgleichung fiir das Gleiten ergibt sich zu
mi + Rg = myg sin a (2)
mit der Coulombschen Gleitreibungskraft

Rg = umg cos asgn (& — §) . (3)

ars Abb. 1. Mechanisches Modell, a. Gleiten, b. Haften
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Gleiten setzt eine Relativbewegung | — 9} > 0 zwischen Korper und Unterlage voraus. Die kinematische Schaltbedin-
gung fiir einen Ubergang zum Haften lautet deshalb
|z —gy[=0. (4)
Das Haften ist gekennzeichnet durch den Zustand der relativen Ruhe # — § = 0. Die zeitvariante Haftkraft Ry
folgt aus einer Gleichgewichtsbedingung. Unter Beachtung von (1) liefert dies die algebraische Gleichung
my+ Ry = mg sin a. (5)
Die ZustandsgroBen besitzen die bekannten Werte
=7, z =1y, (6)

wobei die konstante Verschiebung zy durch die Vorgeschichte der Bewegung festgelegt ist. Haften existiert unter der
Bedingung |Rg| < |Rgl, d. h. solange der Betrag der Haftkraft nach (5) kleiner ist als der Betrag der Gleitreibungskraft
nach (3). Die statische Schaltbedingung

|Rul = | Rel (7)

regelt den Ubergang zum Gleiten.

Das gesamte Problem ist stiickweise linear und deshalb vollstindig algebraisierbar. Eine Lésung im Zeitbereich
ergibt sich durch Anstiickeln analytischer Teillosungen, mit denen aufeinanderfolgende Haft-Gleitzustinde erfafit wer-
den. Weg und Geschwindigkeit der Masse am Ende eines Zustandes ergeben bei Kenntnis des Schaltzeitpunktes die
Anfangsbedingungen fiir den nachfolgenden Zustand. Das mathematische Problem ist zuriickgefiihrt auf die numerische
Bestimmung aufeinanderfolgender Schaltzeitpunkte. Sie berechnen sich als Nullstellen der transzendenten Gleichungen
{4) und (7).

Zur dimensionslosen Darstellung wird die bezogene Zeit

=0t (8)

gewahlt. Der Wechsel zwischen verschiedenen Zustanden ergibt eine Folge von Schaltzeiten ty, bzw. 7g,. Haften be-
ginnt zur Zeit 7 = ry,. Die darauf folgende Schaltzeit T = 7, ist die erste Nullstelle der Schaltbedingung (7) im offenen
Intervall T > ty,. Gleiten existiert ab dem Zeitpunkt 7 = 7g,. Es ist beendet, wenn die erste Nullstelle der Schaltbedin-
gung (4) im offenen Intervall T > v, erreicht wird. Aus rechentechnischen Griinden werden zu Beginn eines jeden
neuen Zustandes die relativen Zeiten

TH=T—Tq,, _ Tc=17— TG, 9)
verwendet. Die Bewegung 146}t sich durch Wahl einer Relativkoordinate
92
f=———" (x-y) (10)

Hg cos a

einfacher beschreiben. Weiterhin werden die dimensionslose Gleitreibungskraft

0 = sgn (%) : (11)

und die Haftkraft

Ry
= 12
On UG cos a (12)
eingefiihrt. Es verbleiben dann nur noch zwei frei wiahlbare Parameter
t @°
g_tana ’ B__0 , (13)
2 g cos o

die die Wirkung der dufleren eingepréigten Krifte beschreiben. Insgesamt ergibt sich mit allen eingefiihrten GrofSen eine
Differentialgleichung und eine algebraische Gleichung mit Nebenbedingungen:

d? d
_§+QG=A+BSin(TG+TGo); ——E >0; ¢ >0,
drg drg (14)
on = A+ Bsin(tg +tm,); lon| < 1; Ty > 0.

Die Kopplung erfolgt iiber zwei Schaltbedingungen, die dadurch entstehen, daf§ in den Nebenbedingungen die Ungleich-
heiten durch die Gleichheiten ersetzt werden.

Der Typ der Bewegung wird durch die beiden Kontrollparameter A und B bestimmt. Von besonderem Interesse
sind stationédre periodische Vorginge mit der Periode 27, bei denen der Einflul der Anfangsbedingungen zur Zeit 7 =0
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Abb. 2. EinfluB von A und B auf die Bewe-
gungsformen

abgeklungen ist. Treten wihrend einer Periode Gleitzustande auf, so erfahrt die Koordinate & ein Verschiebungsinkre-
ment. Thm ist der mittlere Drift

Av = [E(t + 27m) - E(v)]/2n (15)

zugeordnet. Abb. 2 zeigt alle moglichen Bewegungsformen wahrend einer Periode in Abhéangigkeit von A und B.

Im einzelnen sind dies:
I. Permanente Rube, — II. unidirektionale beschleunigte Bewegung, — III. unidirektionale Bewegung, unterbrochen
durch eine Pause; Av = const., — IV. Bewegung in wechselnde Richtungen, unterbrochen durch zwei Pausen;
Av = const., — V. Bewegung in wechselnde Richtungen, unterbrochen durch eine Pause; 4v = const., — VI. Bewegung
in wechselnde Richtungen ohne Pause; Av = const.

Beim Ubergang von Gleiten zu Haften (g = 0) tritt ein Kraftsprung

40 = 0¢(-0) — oy(0); 0<|do| <2, (16)

auf. Er ist die Differenz zwischen der Gleitreibungskraft und der Haftkraft. In Abb. 3 ist exemplarisch fiir die Parame-
terwerte A =0.5 und B = 1.6 (Bereich V) im Zeitbereich einer halben Periode, beginnend mit dem beliebigen Zeit-
punkt g, der stationare Kraftverlauf zu sehen. Es handelt sich um die Abfolge: Gleiten mit d&/dzg > 0, Haften mit
der Dauer Null, Gleiten mit d§/dr¢ < 0, Haften mit endlicher Dauer und Gleiten mit d&/dzg > 0.

| PH, PG
1.0 4

HF—y T
’ / o

~1.04 _— Abb. 3. Exemplarischer Kraftverlauf bei Cou-
lombscher Reibung (A = 0.5, B = 1.6)

3. Die Regularisierung durch eine Feder

Dieses Regularisierungsmodell orientiert sich an der Verwandtschaft zwischen Coulombscher Reibung und idealer
Elastoplastizitit. Es ist z. B. bei Vu Van [1] zu finden. Im Fall des Gleitens werden die Eigenschaften des Cou-
lombschen Gleitreibungsgesetzes beibehalten (Abb. 4a). Der Haftzustand wird dagegen ersetzt durch Einfithrung
einer tangentialen Feder mit der Steifigkeit cr am Kontakt (Abb. 4b). Thre ungespannte Lage folgt aus der Vor-
geschichte der Bewegung.

Abb. 4. Regularisierungsmodell Feder,
a. Gleiten, b. Haften

30 Z. angew. Math. Mech., Bd. 76. H. 8
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Das Kraftgesetz

1
en = (§- %) (17)
besitzt den dimensionslosen Regularisierungsparameter
g = Q*m/er. (18)
Die ungespannte Lage &, der Feder folgt fiir das Haften aus dem Ende des vorhergehenden Gleitens zu
dg
£y = &(-0) — e, sgn [d—(—O)} . (19)
TG
Imregularisierten Problem wird die Abfolge verschiedener Zustédnde durch zwei Differentialgleichungen
d’g d§ dé
25 -2\ = A+ Bsi . ub .
dré—l—sgn (dTG> + B sin (I'G —l—TGO), drg >0; g >0,
PO (20)
'd?—f—; (E—go):A-i-BSin(TH‘i‘THO); |QH|<1, TH>0,
H e

beschrieben. Im Grenziibergang &, — 0 geht (20) in (14) iiber. Das Gesamtproblem (20) ist algebraisierbar. Nur die
Schaltzeiten miissen numerisch bestimmt werden. Von Interesse ist der Fehler im Vergleich mit der exakten Losung.
Fiir eine grundsatzliche Diskussion geniigt es, einen beliebigen Haftzustand zu betrachten. Hier gilt im Coulombschen
Fall fiir die Geschwindigkeit d§/dry = 0. Wird die Lésung des Anfangswertproblems (20) nach Potenzen von &, geord-
net, so ergibt sich auch im Haftzustand eine Geschwindigkeit

;T(S = —/€c A0 sin (T1/\/€e) + €. B sin (T + i, ) + O(VEe &) - (21)
H

Der Fehler bei der Haftkraft ist von der Ordnung O(1), beim Weg Of(e.). Dem harmonischen Anteil der Erre-
gung ist eine harmonische Funktion mit der Frequenz 1/./e. tberlagert, deren Amplitude vom Kraftsprung Ao
an der Schaltstellé abhangt. Bei Verkleinerung von &, nimmt die Oszillation der Lésung zu. Fiir den Wert
ge = 0.01 und denselben Parametern wie in Abb.3 zeigt Abb. 5 den regularisierten Verlauf der Kraft. Auffallend
ist, dafl bedingt durch die Oszillation im Haftbereich ein Bereich mit kurzzeitigem Gleiten auftritt, der keinen
realen Bezug besitzt.

} PH, PG
1.0 4
.
H — T
To T+ T
Abb. 5. Exemplarischer Kraftverlauf bei Regula-
—1.04 risierung durch emme Feder (A=05, B=1.6,

& = 0.01)

4. Die Regularisierung durch einen Dampfer

Kikucnr und Open [2] schlagen im Haftzustand als Regularisierungsmodell die Anordnung eines tangentialen viskosen
Dampfers mit der Konstanten dy vor. Anschaulich ergibt sich dieselbe Situation wie in Abb. 4, wobei aber im Fall des
Haftens die Feder durch einen Dampfer ersetzt werden mufl. Zum Unterschied zu vorher wird keine Verschiebung aus
der Vorgeschichte benétigt, da das Kraftgesetz
1 de

€n
mit dem dimensionslosen Regularisierungsparameter
&a=80m / dr (23)

geschwindigkeitsabhangig ist. Stattdessen mufl der Giltigkeitsbereich des Gleitzustandes und damit auch die kinema-
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tische Schaltbedingung gedndert werden. Das gesamte Problem lautet

d% dé . dé

ar—é—f-sgn(d—r(;):A-i-BSln(t(;‘f-TGU); —dtg > &4 7g >0,
d* 1 dg 0
— +— —=—=A+Bsin(tg +t4,); loul<1; > 0.

dr} & dn

Mit eq — 0 ergibt sich der Coulombsche Fall. Die Losung des Anfangswertproblems (24) liefert auch fiir den Haftzu-
stand eine Geschwindigkeit

;—gzed[fH-Bsin (Tu + 7w,)] +0(8<21)- (28)
Ty

Der Klammerterm enthalt die Haftkraft des Coulombschen Falls. Der konstante Kraftanteil A erzeugt eine konstante
Geschwindigkeit g4 A.

Beim Ubergang von Gleiten zu Haften besitzt die Haftkraft eine Grenzschicht der Art Ap e~™/%, AuBerhalb der
Grenzschicht ist der Fehler O(gq). Fiir den Wert g4 = 0.01 und die in Abb. 3 verwendeten Parameter zeigt Abb. 6 den
regularisierten Verlauf der Kraft im gleichen Zeitbereich wie in Abb. 3. In den Haftbereichen wurde die Losung mit
einer Zeitschrittweite von 277/10000 berechnet, und die Ergebnisse wurden durch eine Punktfolge dargestellt.

PH, PG
1.0+

B

Ty H To+ 7

i Abb. 6. Exemplarischer Kraftverlauf bei der Re-
—1.04 gularisierung durch einen Dampfer (4 =0.5,

B =18, 4 = 0.01)

5. Regularisierung durch Feder und Dampfer

Es ist naheliegend, beide vorher betrachteten Regularisierungsmethoden zu vereinen und beim Haften an der Kontakt-
stelle (Abb. 4b) parallel sowohl Feder wie auch Ddmpfer anzubringen. Dann lautet das Kraftgesetz

L L) (26)

o = gq dTy &

Dies ergibt die Differentialgleichungen

4’ dé . d§
E%—sgn(a = A+ Bsin(tg +1¢6,) ; ar_(; >0; 17¢ > 0,
(27)
ﬁ ! d'134—1(5 &) = A+ Bsin(tg +1th,); log! < 1; 8 >0
di, &4 drg e 0 HT o/ on ' H=
Um Oszillationen zu vermeiden, muf eine iiberkritische Ddmpfung mit
(2¢4)? < &, (28)
gewihlt werden. Fiir einen Vergleich mit den vorhergehenden Regularisierungen wird speziell
=&, =€ (29)
vorausgesetzt. Dann ergibt sich im Haften aus der Losung des Anfangswertproblems (27.2) die Geschwindigkeit
dE B . s -7 - ~T 2
PRt 2ey [cos (tq + Tr,) + sin (Ty + Tr,) — (sin T, + cos Ty,) e F] + Adp(e ™™ —e7™) + O(€%) . (30)
H

Der Fehler ist auferhalb einer Grenzschicht mit verschieden abklingenden Exponentialfunktionen von der Ordnung
O(e). Der harmonische Erregerkraftanteil geht mit einer Phasenverschiebung von 77/4 in den Fehler ein. Bei der Haft-
kraft klingt der Kraftsprung mit e~™/¢ ab. Der Fehler ist auferhalb der Grenzschicht O(e).

30*
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PH, PG
1.0 4

g f—s

70 To+7

i
l Abb. 7. Exemplarischer Kraftverlauf bei der Re-
~1.04 gularisierung durch Feder und Dampfer (4 = 0.5,

B =16, & =& = 0.01)

Abb. 7 zeigt den Verlauf der Kraft fiir die in Abb. 3 verwendeten Parameter und dem Regularisierungsparameter
¢ = 0.01 im gleichen Zeitbereich wie in Abb. 3.

6. Auswirkung der Regularisierung auf die Gesamtbewegung

Bisher wurde nur die Auswirkung der Regularisierung auf einen beliebigen Haftzustand untersucht. Die Schaltzeit
Ty, wurde dabei als bekannt angenommen. Da sie geschichtsabhingig ist, wird sie von der Art der Regularisierung
beeinflult. Eine formelméafige Darstellung verbietet sich wegen der unbekannten Losungen der sie ergebenden alge-
braischen Gleichung. Eine Diskussion des gesamten Fehlers kann somit nur noch auf der Basis numerischer Ergebnisse
fiir ausgesuchte Beispiele erfolgen. Hierzu werden zwei extreme Parameterkonstellationen betrachtet.

Bewegungstyp III: In Abb. 8 ist fiir eine stationire Bewegung der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit
wahrend zweier Perioden zu sehen. Der Zeitbereich ist in allen Bildern derselbe.

Abb. 8a zeigt den exakten Verlauf. In jeder Periode tritt ein Wechsel zwischen Haften und Gleiten ein. In Abb.
8b ist die vorhergesagte Oszillation beim Haften im Fall der Regularisierung durch eine Feder zu erkennen. Sie ist die
Ursache fiir das Auftreten zusitzlicher kurzer Haftzustande, die der Realitdt widersprechen. Der konstante Anteil in
Abb. 8c bei der Regularisierung durch einen Dampfer fithrt zu einer unrealistischen Geschwindigkeit. Die Regularisie-
rung durch Feder und Dampfer gibt im Mittel das exakte Ergebnis richtig wieder (Abb. 8d).

Bewegungstyp VI: Die Geschwindigkeit fiir zwei Perioden zeigt Abb. 9. Visuell ist kein Unterschied zwischen
dem Ergebnis fir den Coulombschen Ansatz und den drei Regularisierungsmethoden festzustellen. Deshalb ist der
Verlauf nur einmal dargestellt.

Es existiert nur noch Gleiten in wechselnde Richtungen mit unterschiedlicher Zeitdauer. Der zugehorige Kraftver-
lauf ist eine Meanderfunktion mit Kraftspringen vom Wert Zwei. Fiir den Coulombschen Ansatz ist die Haftdauer
Null, ansonsten endlich, aber sehr klein. Deshalb verschwindet die Oszillation bei der Regularisierung durch eine Feder.

Ein quantitatives Mafl zur Beurteilung der Giite einer Regularisierung ist der Drift Av nach Gleichung (15). Er
erfafft den Verschiebungsverlauf. Ergebnisse fiir zwei um eine Zehnerpotenz verschiedene Werte der beiden Regularisie-
rungsparameter zeigt Abb. 10. Fiir die Coulombschen Voraussetzungen werden absolute Zahlen angegeben. Abweichun-
gen durch die Regularisierungen werden dagegen in Prozenten ausgedriickt.

L4
dr
d¢ y
P 0.009
0.006 4
A /\ T T
HFr — i
T a 0+ 4n To To + 47
d€
o b.
0.0164 97
4
dr
0.006
n T :/\ /_/\ T Abb. 8. Geschwindigkeit fir A =0.9,
s TO_;_4W o S~ 4r B=0.11; g =¢g =0.01 a. Coulomb, b.
¢ d Feder, c¢. Dampfer, d. Feder und Dampfer



ViELSaCK, P.: Regularisierung des Haftzustandes bei Coulombscher Reibung 445

€

281 &

r
e T —
To \/ Y— in
2.4 Abb. 9. Geschwindigkeit fiir A = 0.05; B = 3.0, & = &4 = 0.01

Die Regularisierung durch eine Feder ergibt fiir den Kraftverlauf immer die schlechteste Niherung. Durch die
Integrationen zur Ermittlung des Geschwindigkeits- und Verschiebungsverlaufes tritt eine Glattung der oszillierenden
Teilidsungen in Haftbereichen ein. Das Modell kann deshalb fiir Bewegungen mit kurzen Haftbereichen bei Wahl eines
geniigend kleinen Regularisierungsparameters zur Beschreibung des Verschiebungsverlaufes Verwendung finden. Die
Regularisierung durch einen Dampfer fiihrt bei grofen konstanten eingepragten Kréften und lang andauernden Haft-
zustanden zu einem nicht akzeptablen Fehler. Bei kurzen Haftzeiten liefert es dagegen das genaueste Ergebnis. Das
gemischte Modell ergibt gleichméaBig fir alle Kontrollparameter A und B ausreichende Néherungen.

[ A=09 [ B=0a1]

Feder +
Ee=8d Coulomb Feder Dampfer f ©f
Dimpfer
0.010 0.0007 110% 1400% 6 %
0.001 11% 140% 0.5%
[ A=0.05 | B=30
Feder +
€e=E&d Coulomb Feder D#impfer ?del
Dampfer
0.010 04 5% 07 % 09 %
0.001 2% 0.06% 0.08% Abb. 10. Fehler beim Drift infolge Regularisierung

7. Ausblick

Kennzeichnend fiir alle bisherigen Betrachtungen ist die getrennte Beschreibung aufeinanderfolgender Haft- und Gleit-
zustinde. Die Uberginge werden durch statische und kinematische Schaltbedingungen geregelt. Die Schalter entstehen
durch die stiickweise Linearisierung eines nichtlinearen Kraftgesetzes. Tatsachlich wurden bei allen erfolgten Regulari-
sierungen lineare Kraftgesetze verwendet, die insgesamt zu stiickweise linearen Bewegungsgleichungen fiir Haften und
Gleiten fiihrten. Beispielhaft ist dieser Sachverhalt in Abb. 11 im Fall der Regularisierung durch einen Dampfer wieder-
gegeben.

Bei einer stiickweise linearen Regularisierung (Abb. 11b) wird die im Coulombschen Gesetz (Abb. 11a) nicht
definierte Haftkraft im Fall der Ruhe (d&/dt = 0) ersetzt durch ein lineares Kraftgesetz im Bereich kleiner Geschwin-
digkeiten (|d&/dt| < £4). Mit der Vorgabe eines einzigen, jetzt aber nichtlinearen Kraftgesetzes (Abb. 11c), konnen
aufeinanderfolgende Haft- und Gleitzustinde durch eine einzige Bewegungsgleichung beschrieben werden, wobei die
Schaltbedingungen entfallen. Hierzu bietet sich die arctan-Funktion an. Sie ist bei Kikuch und Opex [2] zu finden.
Popr et. al. [3) verwenden sie bei der Regularisierung durch einen Dampfer fiir ein Schwingungsproblem. Mit der Wahl

o PP o

|

S5 4
P
Sis

Abb. 11. Kraftgesetze, a. Coulomb,
b. stiickweise lineare Regularisierung,
a. b. c. ¢. nichtlineare Regularisierung
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eines nichtlinearen Kraftgesetzes ist implizit auch die Festlegung eines Regularisierungsparameters & verbunden, und
zwar derart, dafl mit ¢ — 0 eine stetige Annaherung an das Coulombsche Gesetz erfolgen mufl. Deswegen wird auch
bei dieser Art der Regularisierung die Lésung der Bewegungsgleichung Grenzschichtcharakter besitzen. Eine nume-
rische Integration bringt somit neue Fehlerquellen ins Spiel. Wesentlich hierbei ist sicherlich eine geeignete Steuerung
der Zeitschrittweiten, um innere und duflere Losung des Grenzschichtproblems mit gleicher Genauigkeit zu erfassen.
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