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Kurzfassung

Die Vorgehensweise einer Stabilitdtsanalyse stochastisch erregter dynamischer Systeme
nach dem Konzept von Khas'minskii wird anhand drei unterschiedlicher Beispiele vor-
gestellt. Eine Aussage iiber die Stabilitédt der betrachteten Losung erfolgt {iber das Vor-
zeichen des grofiten Ljapunov-Exponenten, der durch die Fiirstenberg-Khas minskii-
Gleichung bestimmt werden kann. Hierfiir ist die Kenntnis der stationfiren Vertei-
lungsdichte des Systems notwendig. Diese wird entweder durch direkte Integration des
stochastischen Differentialgleichungssystem (Monte-Carlo-Simualtion) oder als Losung
der zugehorigen Fokker-Planck-Gleichung bestimmt.

Zunéchst wird nochmals mit der Untersuchung gekoppelter Biege- und Torsionsschwin-
gungen auf die Problematik parametererregter Systeme eingegangen. Hierbei steht der
Vergleich zweier Koordinatentransformationen im Vordergrund. Beide Transformatio-
nen fithren geméfl des Konzeptes von Khas'minskii auf ein System nichtlinearer sto-
chastischer Differentialgleichungen mit einer einseitigen Entkopplung des instationédren
Losungsanteiles. Anschlielend wird die Stabilitdtsanalyse auf nichttriviale Losungen
nichtlinearer Systeme mit stochastischer Fremderregung ausgedehnt. Die Variations-
gleichungen bilden hier zusammen mit den stochastischen Differentialgleichungen der
zu untersuchenden Losung ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem, das die Grund-
lage fiir die Berechnung des grofiten Ljapunov-Exponenten darstellt.

In allen drei Beispielen ist zu erkennen, dass die hier verwendete Methode eine effektive
Vorgehensweise bei der Bestimmung des grofiten Ljapunov-Exponenten von Losungen
stochastisch erregter dynamischer Systeme ist.






I1I

Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wihrend meiner Tétigkeit als wissenschaftlicher Mit-
arbeiter am Institut fiir Technische Mechanik der Universitéit Karlsruhe (TH).

Herrn Prof. Dr.-Ing. W. Wedig mochte ich herzlich fiir seine intensive Betreuung, An-
regung und Forderung der Arbeit sowie das mir entgegengebrachte Vertrauen danken.
Seine stets vorhandene Diskussionsbereitschaft hat zum Entstehen dieser Arbeit bei-
getragen.

Fiir die Ubernahme des Korreferats und das entgegengebrachte Interesse bedanke ich
mich vielmals bei Herrn Prof. N. Sri Namachchivaya vom Department of Aeronau-
tical and Astronautical Engineering der University of Illinois in Urbana-Champaign,
USA. Dem Vorsitzenden des Priifungsausschusses, Herrn Prof. Dr.-Ing. M. Gabi vom
Fachgebiet Stromungsmaschinen der Universitdt Karlsruhe gilt ebenfalls mein Dank.

Herrn Prof. Dr.-Ing. J. Wauer mochte ich danken fiir die stets vorhandene Diskussi-
onsbereitschaft und die kritische Durchsicht des Manuskripts. Ferner danke ich Herrn
Prof. Dr.-Ing. J. Wittenburg fiir sein Interesse an meiner Arbeit.

Auch meinen Kollegen und Kolleginnen am Institut fiir Technische Mechanik mdchte
ich meinen Dank fiir die interessanten Gespriche und das angenehme Arbeitsklima
aussprechen.

Ich bedanke mich weiterhin bei meinen Eltern, meinem Bruder mit Familie, welche
Vertrauen in meine Entwicklung aufbrachten und auf deren Riickhalt ich mich stets
verlassen konnte.

Mein ganz besonderer Dank gilt meiner Lebenspartnerin Julia, die mich stets mit viel

Geduld unterstiitzt und somit einen grofien Anteil zum Gelingen dieser Arbeit beige-
tragen hat, auch wenn dies oft mit einem personlichen Verzicht verbunden war.

Karlsruhe, im Juli 2004 Marcus Simon






INHALTSVERZEICHNIS \Y

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1
1.1 Uberblick . ... ... .. ... 1
1.2 Aufbau der Arbeit . . . . ... 2

2 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie 4
2.1 Statistische Grundgréfen . . . . . . ..o 4

2.1.1 Zufallsvariable . . . . . . . ... ... 5
2.1.2  Verteilungen von Zufallsvariablen . . . . .. .. ... .. .. .. )
2.1.3 Momente von Zufallsvariablen . . . . . . ... ... ... ... 8
2.2 Stochastische Prozesse . . . . . . . . ... ... L. 10
2.2.1 Momente von stochastischen Prozessen . . . . .. .. ... ... 10
2.2.2  Stationdre Zufallsprozesse . . . . . . . . .. ... ... 11
2.2.3 Ergodische Prozesse. . . . . . . . . ... ... 0. 12
2.2.4 Markov-Prozesse . . . . . ... ... ... ... ... ... 14
2.2.5 Diffusionsprozesse . . . . . . . ... 14
2.2.6  Wiener-Prozel und weiles Rauschen . . . . . .. ... ... .. 15
2.3 Stochastische Differentialgleichungen . . . . . . . . . .. ... ... .. 16
2.3.1 Interpretation im Sinne Itos und Stratonovichs . . . . . . . . .. 17

3 Stabilitatstheorie 19

3.1 Kinetische Stabilitdtstheorie . . . . . . . . .. .. ... ... ... ... 20
3.1.1 Die Empfindlichkeits- und Variationsgleichungen . . . . . . . . . 22
3.1.2  Erste Methode von Ljapunov . . . . . ... .. ... .. .... 23

3.2 Stochastische Stabilitat . . . . . . . ... o000 24

3.3 Ljapunov-Exponenten . . . . . . .. ... ... oL 25
3.3.1 Ljapunov-Exponenten fiir deterministische Systeme . . . . . . . 26
3.3.2 Ljapunov-Exponenten fiir stochastische Systeme . . . . . . . .. 26

4 Losungsmethoden 29

4.1 Monte-Carlo-Methoden . . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 29
4.1.1 Stochastische Taylorentwicklung . . . . . . . ... ... ... .. 30
4.1.2 Konvergenz numerischer Verfahren . . . . . . . ... ... ... 31
4.1.3 Stochastisches Eulerverfahren . . . . . . . .. ... ... .... 31
4.1.4 Verfahren héherer Ordnung . . . . . .. .. ... .. ... ... 32

4.2 Losung der Fokker-Planck-Gleichung . . . . . . .. ... ... ... .. 34
4.2.1 Entwicklung in ¢;-Richtung . . . . . . . ... ... 35

4.2.2 Entwicklung in z;-Richtung . . . . . .. ... o000 38



VI INHALTSVERZEICHNIS

5 Biege- und Torsionsschwingungen eines Balkens

5.1 Hyperkugelkoordinaten . . . . . . . .. .. ... ...
5.1.1 Monte-Carlo-Simulation . . . ... ... ...
5.1.2 Losung der Fokker-Planck-Gleichung . . . . .
5.2 Bipolarkoordinaten . . . . .. ... ...
5.2.1 Monte-Carlo-Simulation . . . . ... ... ..
5.2.2  Losung der Fokker-Planck-Gleichung . . . . .
5.3 Vergleich der beiden Koordinatentransformationen . .

6 Kramers-Oszillator

6.1 Variationsgleichung . . . . . . .. ... ... ... ..
6.2 Transformation auf Polarkoordinaten . . . . . . . ..
6.3 Monte-Carlo-Simulation . . . . . ... ... ... ..
6.4 Losung der Fokker-Planck-Gleichung . . . . . . . ..

7 Autoparametrischer Oszillator

7.1 Bewegungsgleichung . . . . . ... ... ... ....
7.2 Anregungsmodell . . . ... ..o
7.3 Stabilitdt der semitrivialen Losung . . . . . . . . ..
7.3.1 Variationsgleichung . . . . . .. ... ... ..
7.3.2 Anregung durch farbiges Rauschen . . . . ..
7.4 Stabilitdt nichttrivialer Losungen . . . . . . .. . ..
7.4.1 Variationsgleichung . . . . . . . ... ... ..

8 Zusammenfassung

9 Anhang

9.1 Introduction . . . . . . . ... .. ... L.
9.2 Organization of the Work . . . . . .. .. ... ...
9.3 Coupled Oscillatory System . . . . ... . ... ...

9.3.1 Projection by Hypersphere Coordinates . . . .

9.3.2 Projection by Bipolar Coordinates . . . . . .
9.4 Kramers Oscillator . . . . ... ... ... ... ...
9.5 Autoparametric Vibration Absorber . . . . . . . . ..

9.5.1 Stability Investigation of the Semitrivial Solution . . . . . . ..

9.5.2 Stability Investigation of Nontrivial Solutions

Literaturverzeichnis

40
42
44
44
o1
53
53
o8

62
63
64
65
65

73
74
75
76
7
78
79
79

91

94
94
94
95
96
98
100
102
103
104

107



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Uberblick

Dynamische Systeme mit zufdlligen Einfliissen sind in den verschiedensten ingenieur-
wissenschaftlichen Gebieten anzutreffen. In der Baudynamik beispielsweise spielen zu-
fillige Windkréfte oder zuféllige Anregungen durch Erdbeben bei der Auslegung von
Bauwerken eine wichtige Rolle. Im Bereich der Luft- und Raumfahrttechnik miissen zur
Auslegung von Flugkorpern zufillige Erregerkréfte beachtet werden, die durch Strahl-
triebwerke auf deren Struktur wirken. In der Kraftfahrzeugdynamik werden regellose
Fahrbahnprofile zur Beurteilung des dynamischen Verhaltes von Kraftfahrzeugen be-
trachtet. Die Gemeinsamkeit dieser Beispiele sowie aller Systeme, die auf irgendeine
Art durch zufillige Signale angeregt werden, liegt in der Beschreibung der entspre-
chenden Modelle durch stochastische Differentialgleichungen. Die zufélligen Einfliisse
treten hierbei in Form zeitvarianter Koeffizienten oder als Zwangserregung auf. Stocha-
stische Differentialgleichungen selbst sind abkiirzende Schreibweisen fiir stochastische
Integralgleichungen. Die Integralgleichungen enthalten stochastische Integrale, fiir de-
ren Interpretation sich im Bereich der Stochastik zwei Definitionen durchgesetzt haben.
Neben dem Integral im Sinne von Stratonovich [51] existieren die in dieser Arbeit aus-
schliefllich betrachteten Itdschen Integrale [22]. Die Losung einer stochastischen Diffe-
rentialgleichung auf der Basis des Itoschen Integrals ist ein Diffusionsprozef, der durch
die Angabe seiner Verteilungsdichte vollsténdig charakterisiert ist. Die Verteilungs-
dichte kann iiber die zugehorige Fokker-Planck-Gleichung bestimmt werden. Hierbei
handelt es sich um eine homogene, partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
nichtkonstanten Koeffizienten.

Neben der Beschreibung der Losung einer stochastischen Differentialgleichung spielt
auch die physikalische Realisierbarkeit der berechneten Losung eine Rolle. Hierfiir ist
es notwendig, eine Stabilitdtsuntersuchung durchzufiithren. Dabei ist der Begriff der
Stabilitat nicht als absolut anzusehen. Vielmehr bedarf es einer Definition, was genau
unter Stabilitit zu verstehen ist. Bei deterministischen Systemen hat sich der Sta-
bilitdtsbegriff von Ljapunov bewéhrt. Zur Behandlung von Systemen mit zufélligem
EinfluB mufl jedoch auf Basis eines bestimmten Konvergenzbegriffes eine neue Stabi-
litdtsdefinition eingefiihrt werden. Zwei Definitionen haben sich dabei durchgesetzt: die
Stabilitat im Mittel, bei der die Momente der Losung zu bestimmen sind, und die fast
sichere Stabilitét, nach der das Vorzeichen des grofiten Ljapunov-Exponenten iiber die
Stabilitat einer Losung entscheidet.
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In der vorliegenden Arbeit wird auf die Problematik der Stabilitéit einer Losung dy-
namischer Systeme mit stochastischer Anregung eingegangen. Die Vorgehensweise bei
einer Stabilitdtsanalyse geschieht dabei nach dem folgenden Schema:

e Herleitung der entsprechenden Variationsgleichung.

e Koordinatentransformation nach dem Konzept von Khas'minskii und Aufstellung
der Fiirstenberg-Khas'minskii-Gleichung fiir den gréfiten Ljapunov-Exponenten.

e Bestimmung der unbekannten stationdren Verteilungsdichte.

In bisherigen Arbeiten wurden ausschliellich lineare, parametererregte Schwingungssy-
steme auf Stabilitdt der Ruhelage untersucht. Neben dem Vergleich zweier Koordina-
tentransformationen bei der Stabilitdtsanalyse eines parametererregten Schwingungssy-
stems, ist das Ziel dieser Arbeit die Erweiterung der Stabilitdtsanalyse auf nichttriviale
Losungen nichtlinearer Schwingungssysteme.

1.2 Aufbau der Arbeit

Das Kapitel 2 enthélt eine kurze Einfithrung in die Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitstheorie. Hierbei werden ausgehend von den statistischen Grundgréflen, wie den
Zufallsvariablen sowie deren Beschreibung durch Verteilungen und Momente, stochasti-
sche Prozesse eingefiihrt. Eine wichtige Prozefklasse stellen dabei die Markov-Prozesse
dar. Sind diese stetig, so werden sie Diffusionsprozesse genannt. Deren KEigenschaft,
keine Informationen der Vergangenheit fiir die Beschreibung der wahrscheinlichen Ent-
wicklung des Prozesses in der Zukunft zu bendétigen, ist das auf stochastische Systeme
iibertragene Kausalitdtsprinzip der klassischen Physik. Zur Beschreibung dynamischer
Systeme, wie sie in der Mechanik auftreten, werden stochastische Differentialgleichun-
gen eingefiihrt, deren Losungen Diffusionsprozesse sind. Die Beschreibung von Diffusi-
onsprozessen erfolgt durch ihre Verteilungsdichte, die auch Losung der entsprechenden
Fokker-Planck-Gleichung ist.

In dem darauffolgenden Kapitel 3 werden die Grundziige der Stabilitdtstheorie beschrie-
ben. Hierbei steht der Stabilitédtsbegriff von Ljapunov im Rahmen der kinetischen Sta-
bilitdtstheorie im Vordergrund. Fiir Stabilitdtsanalysen werden Ljapunov-Exponenten
eingefiihrt, die ein leistungsfdhiges Instrument zur Untersuchung von Losungen dyna-
mischer Systeme darstellen. Nach dem Ergodentheorem von Oseledec entscheidet das
Vorzeichen des grofiten Ljapunov-Exponenten iiber die Stabilitdt einer Losung. Die
Auswertung erfolgt durch Einfithrung einer d-dimensionalen Hyperkugel entsprechend
dem Konzept von Khas'minskii. Durch die Transformation erhélt man eine einseitige
Entkopplung der Amplitude A;, die den instationéiren Losungsanteil des Prozesses dar-
stellt. Die Norm des Zustandsvektors in der Definition des Ljapunov-Exponenten kann
nun durch die Amplitude ersetzt werden, die ihrerseits durch eine Integration des Am-
plitudenprozesses aufzufinden ist. Der Amplitudenprozef selbst ist nur noch abhéngig
von den stationédren Prozessen des Systems. Sind diese Prozesse zusétzlich noch ergo-
disch im Mittel, so kann der zeitliche Mittelwert durch den statistischen ersetzt wer-
den, woraus die sogenannte Fiirstenberg-Khas’ minskii-Gleichung resultiert. Unbekannt
hierbei ist die Verteilungsdichte der stationdren Prozesse, die als Voraufgabe bei einer
Stabilitdtsanalyse aufzufinden ist.
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Kapitel 4 beschreibt zwei Moglichkeiten zur Berechnung der unbekannten Verteilungs-
dichte. Diese zwei prinzipiell unterschiedlichen Methoden kénnen zum einen in die di-
rekten Methoden, zu denen die Monte-Carlo-Methoden zu zéhlen sind und zum anderen
in die indirekten, wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden unterschieden werden.
Bei den Monte-Carlo-Methoden werden mittels numerischer Integration der stochasti-
schen Differentialgleichungen Losungstrajektorien erzeugt, aus denen unter Zuhilfenah-
me eines einfachen Abzédhlalgorithmus die gesuchte Verteilungsdichte ermittelt wird.
Bei den indirekten Methoden wird die gesuchte Verteilungsdichte als Lésung der zu-
gehorigen Fokker-Planck-Gleichung ermittelt. Die Losung der Fokker-Planck-Gleichung
geschieht durch Entwicklung in Fourierreihen und Polynome im Sinne eines Galerkin-
Verfahrens, da strenge Losungen nur in Ausnahmefillen angebbar sind, und man auf
Néherungslosungen angewiesen ist.

In Kapitel 5 wird die Stabilitdt der gekoppelten Biege- und Torsionsschwingungen ei-
nes schlanken Rechteckstabes untersucht. Die entsprechende Variationsgleichung ist
ein parametererregtes Differentialgleichungssystem, dessen Ruhelage in gewissen Para-
meterbereichen aufgrund der breitbandigen, stochastischen Anregung instabil werden
kann. Fiir die praktische Berechnung werden hier zwei Koordinatentransformationen
benutzt. Zum einen handelt es sich um die klassische Hyperkugel, die schon in [16]
untersucht wurde, und zum anderen um eine Bipolarkoordinatentransformation mit
anschliefender Amplitudentransformation.

Kapitel 6 beschreibt die Vorgehensweise bei der Stabilitdtsanalyse der stationéren
Losung des Kramers-Oszillators. Ein Kramers-Oszillator ist ein klassischer Duffing-
Schwinger, der durch weiles Rauschen angeregt wird. Der Unterschied zu dem in
Kapitel 5 behandelten System liegt in der Untersuchung einer nichttrivialen Losung.
Problematisch hierbei ist, dafy die Losung im allgemeinen nicht in geschlossener Form
angegeben werden kann und sie daher in Form einer Differentialgleichung in der Varia-
tionsgleichung auftritt.

Das in Kapitel 7 behandelte System ist ein sogenanntes autoparametrisches System.
Eine Besonderheit autoparametrischer Systeme liegt in der Existenz einer semitrivialen
Losung. Dies bedeutet, die Teilsysteme sind derart nichtlinear miteinander gekoppelt,
daB ein System aufgrund einer Anregung im oszillierenden Zustand ist, wihrend das
andere in Ruhe verweilt. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Stabilitéit der semitrivialen
Losung bei einer Anregung des Primérsystems durch farbiges Rauschen untersucht.
Neben der semitrivialen Losung existieren auch nichttriviale Losungen, die ebenfalls
beziiglich Stabilitdt untersucht werden.

Die Arbeit schliefft mit einer kurzen Zusammenfassung.
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Kapitel 2

Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie

Ausgangspunkt der Beschreibung und Analyse zufilliger Phdnomene ist die mathema-
tische Statistik und die Wahrscheinlichkeitstheorie. Im folgenden Kapitel werden die
wichtigsten Bezeichnungen, Begriffe und Sétze, die fiir spiatere Anwendungen benétigt
werden und im wesentlichen den Biichern von Arnold [3], Hennig [21] und Sagirow [46]
entstammen, aufgefiithrt. Fiir ndhere Einzelheiten wird auf die zahlreichen Lehrbiicher
verwiesen, wobei hier speziell [10], [11], [14], [41], [44] und [52] zu nennen sind.

2.1 Statistische Grundgréfien

Die moglichen Versuchsausgéinge eines mathematischen Modells, dessen Ausgang vom
Zufall abhéngt, werden Elementarereignisse genannt. Die Elementarereignisse werden
in der Menge 2, die Stichprobenraum genannt wird, zusammengefafit. Ein typisches
Element aus dem Stichprobenraum wird mit w gekennzeichnet (w € ). Ein beob-
achtbares Ereignis F ist eine Teilmenge von  (E C ). Unter den Ereignissen von
Q) befindet sich das unmogliche Ereignis @ sowie das sichere Ereignis entsprechend
dem gesamten Raum §2. Zu jedem Ereignis E existiert ein komplementéres Ereignis
E. Da Ereignisse Mengen sind, lassen sie sich nach den Regeln fiir Mengenoperationen
verkniipfen.

Bei der Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird der Begriff der Sigma-
Algebra benutzt. Als Sigma-Algebra auf 2 bezeichnet man eine Familie (Klasse) £
von Teilmengen von €2, die folgende Eigenschaften besitzt:

e N e,
e £;€& — E;€E,
o ,c& — UjE; €€,
Ist eine Funktion P auf £ so definiert, dafl sie die Eigenschaften
e 0<PE)<1 VEE€EE,

o P(Q) =1,
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o P(U;E;) = >, P(E;) (fiir paarweise disjunkte Ereignisse)

erfiillt, so wird diese Funktion Wahrscheinlichkeitsmafl auf £ genannt. Mit dem Stich-
probenraum (2, der Ereignisalgebra £ und dem Wahrscheinlichkeitsmafl P ist ein Ver-
such mit zufilligem Ausgang mathematisch vollstandig beschrieben. Zusammen be-
zeichnet man die drei Groflen als den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, P) des betrach-
teten Versuchs.

Neben dem Begriff der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist der Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit von Bedeutung. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses Ey unter
der Bedingung des Eintretens von F; wird bedingte Wahrscheinlichkeit genannt und

ist definiert durch
P(E; N Ey) .

P(Ey)

Das Ereignis Fs heifit dann unabhéngig vom Ereignis Fy, wenn

P(By|E)) = P(E,) £ 0. (2.1)

gilt. Danach liegt mit (2.1) Unabhéngigkeit bei
P(E\ N E3) = P(Ey)P(E,) (2.3)

VOr.

2.1.1 Zufallsvariable

Ist den Elementarereignissen w € 2 eines zufélligen Versuches eine reelle Variable X (w)
zugeordnet, dann heifit X (w) Zufallsvariable. Je nachdem ob X(w) nur endlich oder
abzihlbar unendlich viele oder aber iiberabzihlbar viele Werte 2 annehmen kann', wird
zwischen diskreten und stetigen Zufallsvariablen unterschieden. Diese Definition kann
sinngemif auch fiir vektorielle Grofen X7 (w) = (X1(w),..., Xn(w))" angewendet
werden. Gleichungen und Ungleichungen, die in den folgenden Definitionen auftreten,
werden hierbei dann komponentenweise verstanden. Eine Zufallsvariable ist danach eine
reellwertige Funktion X (w), welche den Stichprobenraum €2 auf den d-dimensionalen
euklidischen Raum R¢ abbildet.

2.1.2 Verteilungen von Zufallsvariablen

Ein Mittel zur analytischen Behandlung von Zufallsvariablen ist die sogenannte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung oder Verteilungsfunktion Fx(z). Sie beschreibt die Wahrschein-
lichkeit dafiir, da§ X (w) < x ist:

Fx(z) =P (w|X(w) <x). (2.4)
Die Verteilungsfunktion besitzt dabei folgende Eigenschaften:
Pla < X(w) <b) = F(b) — Fl(a), (2.5)

F(a) < F(b), a<b, (2.6)

'Dies setzt einen iiberabzihlbaren Stichprobenraum 2 voraus.
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al_i)r_noo F(a) = F(—c0) =0, (2.7)
blirg F(b) = F(0) = 1. (2.8)

Ist eine stetige Verteilungsfunktion Fx(x) im Intervall (—oo, 00) differenzierbar, so
heifit die Ableitung

px(z) = o (2.9)

Verteilungssdichte oder Dichtefunktion. Aufgrund der Monotonie (2.6) der Verteilungs-
funktion ist die Verteilungsdichte immer grofler oder gleich null:

px(x) > 0. (2.10)

Aus der Intervallwahrscheinlichkeit (2.5) folgt
b
Pla< X(w) < b) = /px(x)dx ~ F(b) - Fla). (2.11)
Zusammen mit (2.7) und (2.8) ergibt sich die sogenannte Normierungsbedingung

o0

/px(x)dm =1 (2.12)

—0o0

Eine wichtige stetige Verteilung ist die sogenannte Gauflsche Verteilung oder Normal-
verteilung. Eine Zufallsvariable X (w) heifit im Intervall (—oo, 00) normalverteilt mit
den Parametern m, o, wenn ihre Verteilungsdichte durch

1 _@m?

px(7) = e 22, 0>0 (2.13)
o\ 2T

gegeben ist. Die Funktion besitzt ein Maximum

1
max(px (z)) =
o\ 2w
bei x = m und Wendepunkte bei x = m £ o mit
1
px(r=m=+o) = :
oV 2me

Weiterhin ist die Normalverteilung symmetrisch beziiglich x = m.

In Abbildung 2.1 sind Verteilungsdichten der Normalverteilung bei Variation von o
dargestellt. Der Parameter m heifit Erwartungswert, der Parameter o2 heiit Varianz
oder Dispersion. Die Verteilungsfunktion einer normalverteilten Zufallsvariablen X (w)
ergibt sich aus (2.13) zu

1 r i7m2
Fx(x) = o / e~ d. (2.14)



2.1. STATISTISCHE GRUNDGROSSEN

Py (X)

Abbildung 2.1: Normalverteilung bei Variation von ¢ bei m = 0.5

Bei der Betrachtung zweier Zufallsgrofen X (w) und Y (w) werden diese in einem zwei-

dimensionalen Zufallsvektor (X (w),Y (w))? zusammengefafit. Die Verteilungsfunktion
einer zweidimensionalen Zufallsgréfie wird definiert durch

Fxy(z,y) = P[(X(w) <z)N (Y (w) <)

) (2.15)
Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, daff X (w) < z und gleichzeitig Y (w) < y ist. Die
Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen allein, unabhéngig von der anderen, bezeich-
net man als Randverteilung
Fx(x)

Fxy(z,00) = P[(X(w)
Fy(y) =

= Fxy(oo,y) = P[(X(w)

o) N (Y

~—

VANVAN

- - (2.16)
(W) <y)l=PY <y).
Zwei Zufallsgréfien heiflen unabhéngig voneinander, wenn ihre Verteilungsfunktion gleich
dem Produkt der Randverteilungen ist:

Fxy(z,y) = Fx(2)Fy(y) = Fxy(x,00)Fxy(00,y).

(2.17)
Sind die Zufallsvariablen X (w) und Y (w) stetig verteilt und existiert iiberall die Be-
ziehung

92
= F 2.18
pxy(,y) D0y Xy (7, 9), ( )
so heilt pxy (z,y) zweidimensionale Verteilungsdichte, und man erhilt

Pl(X(w)<z)Nn(Y(w) <y)] = / /pr(a:,y)dxdy,

—00 —0OQ
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Pllan < X(@) < 22) N (1 < Y(w) < )] = / / pxy (@ p)dedy  (2.19)

fiir die Verteilungsfunktion und die Intervallwahrscheinlichkeit.
Die Wahrscheinlichkeit fiir X' < x unter der Bedingung Y = y wird bedingte Verteilung
genannt und ist durch

Fyy(aly) = ——— / Py (7, 5)d7 (2.20)

f pXY(i)7 g)d‘/i—oo

definiert. Analoges gilt fiir die bedingte Verteilungsdichte

pxv(zly) = %7 (2.21)

wenn die zugehorige Verteilungsdichte pxy (z,y) bekannt und py(y) > 0 ist. Gilt fiir
die bedingte Verteilungsdichte pxy (z|y) = px(z), so sind die Zufallsvariablen X (w)
und Y (w) unabhingig voneinander, und aus (2.21) folgt

pxy (2, y) = px(z)py (v). (2.22)

Ist px, x, (21, x2) die gemeinsame Verteilungsdichte zweier Zufallsvariablen X;(w) und
Xs(w), die geméf der Koordinatentransformation

le :91(X1>X2)> Xlzhl(}/lan%

2.23
Yo = g2( X1, X2),  Xo=hao(Y1,Y2) (223)
auf die Zufallsvariablen Y7(w) und Y3(w) transformiert werden, dann ist
Pyviva (U1, ¥2) = pxi x5 (T1 = Pa(Y1,42), T2 = ha(y1, y2)) | (y1, y2)| (2.24)
die gemeinsame Verteilungsdichte der Zufallsvariablen Y;(w) und Y5(w). Hierin ist
0z Ows
J(y1,12) = % % (2.25)
Oy2  Oy2

die Jacobische Determinante (siehe dazu [9]) der Koordinatentransformation (2.23).

2.1.3 Momente von Zufallsvariablen

Eine Zufallsvariable X (w) ist durch die Angabe ihrer Verteilung bzw. Verteilungsdichte
vollsténdig charakterisiert. Eine weitere Moglichkeit, die Zufallsvariable zu beschreiben,
besteht durch die Angabe ihrer Momente. Momente sind Gréflen, die aus der Vertei-
lungsfunktion bzw. Verteilungsdichte der Zufallsvariablen X (w) abgeleitet werden.

Sind X3 (w),..., X, (w) stetig verteilte Zufallsvariablen mit der n-dimensionalen Ver-
teilungsdichte px,..x, (z1,...,2,) und ist g(Xy,...,X,) eine Funktion dieser Zufalls-
variablen, dann wird der Erwartungswert der Funktion ¢g(Xj, ..., X,,) definiert durch

o0

E(g(X)) = / o(@)px(@)dz. (2.26)

—00
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Momente sind spezielle Erwartungswerte. Das Moment (g + ... + «a,)-ter Ordnung
der Zufallsvariablen Xi(w),..., X, (w) ist der Erwartungswert der Funktion g(X) =
X7+ X7 und wird durch

gekennzeichnet. Mit
fxor.xon = E(Xy —mx,)* - (X —mx, )™) (2.28)

werden die zentralen Momente der Ordnung (o + ... + ;) beschrieben. Fiir den Fall
einer einzelnen Zufallsvariablen X (w) reduzieren sich die Beziehungen zu

Mo = Mxa = E(Xa),

fo = pixe = E((X —mx)®). (2.29)

Von besonderer Bedeutung bei der Beschreibung von Zufallsvariablen sind das Moment
erster Ordnung, das auch Erwartungswert heifit, und das zentrale Moment zweiter
Ordnung, das Varianz oder Dispersion genannt wird und mit 0% gekennzeichnet ist.
Die positive Wurzel ox wird als Standardabweichung bezeichnet.

Bei der Beschreibung mehrerer Zufallsgrofien treten neben den bereits bekannten Mo-
menten fiir einzelne Zufallsvariablen noch , gemischte” Momente auf. Aufgrund der
Wichtigkeit werden hier die Momente zweiter Ordnung fiir zwei Zufallsvariablen X (w)
und X, (w) beschrieben. Die gewohnlichen Momente zweiter Ordnung sind zunéchst

Moo = Mx2 = E(Xf),

2.30
mogsz§ = E(Xg) ( )

Diese heiflen quadratische Mittelwerte. Hinzu tritt das als Korrelation bezeichnete ge-
mischte Moment mq;, fiir das

miyy = mMx,x, = FE (X1X2) (231)

gilt. Analog ergibt sich fiir die zentralen Momente zweiter Ordnung

H2o = pix2 = E ((Xl - m10)2) )

2.32
o2 = pixz = E((Xy—mo)?) (2:52)
mit dem gemischten Moment
pi1 = px,x, = E (X1 —mag) (X2 — mo1)) = mig — migmor = 0x,x,, (2.33)
der sogenannten Kovarianz der Variablen X;(w) und Xs(w). SchlieSlich wird
0X1Xs = XX (234)
O'X1 O'X2
als Korrelationskoeffizient bezeichnet. Fiir ox, x, = 0 gilt
E(X1X5) = E(X1)E(Xs). (2.35)

Die Zufallsvariablen sind in diesem Fall unkorreliert. Unabhéngige Zufallsvariablen sind
unkorreliert, die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht.
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2.2 Stochastische Prozesse

Eine Zufallsvariable, die eine Funktion mehrerer Parameter ist, wird Zufallsfunktion
oder stochastischer Prozefl genannt. Ist dieser Prozefl lediglich eine Funktion der Zeit,
dann wird er mit X; bezeichnet, wobei fiir eine einfachere Darstellung auf das Argument
w im weiteren verzichtet wird. Werden sdmtliche Parameter des Prozesses festgehalten,
so reduziert sich der Prozel wieder auf eine Zufallsvariable. Der stochastische Prozef3
X; ist einer iiberabzdhlbaren Menge von Zufallsvariablen X &quivalent, da sich fiir
jedes t € T' eine Zufallsvariable ergibt.

Existiert fiir jede endliche Menge ¢; € T (i = 1,...,n) eine entsprechende Menge von
Zufallsvariablen X7 = Xy, ..., X,, = X}, mit der n-dimensionalen Verteilungsfunktion
FX1-~-Xn<x17 ce ,$n;t1, e ,tn) =P ((Xl S xl) N---N (Xn S l'n)) y (236)

dann definiert diese Verteilungsfunktion einen Zufallsprozefl X;. Existieren die entspre-
chenden Ableitungen, so heifit

an
le...Xn(.fCl, e ,xn;tl, Ce 7tn> = mFXI...Xn<x17 R tl, ce ,tn) (237)

die n-dimensionale Verteilungsdichte des Prozesses X;. Die Verteilungsfunktion (2.36)
besitzt zwei wichtige Eigenschaften. Sie ist invariant gegeniiber einer Permutation der
Indizes (Symmetrie-Eigenschaft) und fir m > n gilt mit

FXI...Xm([El, ey I, 00, ... ,OO;tl, ce 7tm> = FXl...Xn(ZEl, ce ,In;tl, ce ,tn) (238)

die sogenannte Vertréiglichkeitsbedingung. Im Zusammenhang mit stochastischen Pro-
zessen ist der Fundamentalsatz von Kolmogorov von grofler Bedeutung. Er sagt aus, dafl
zu jeder Familie von Verteilungsfunktionen, die die Symmetrie und Vertréglichkeitsbe-
dingungen erfiillen, ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, £, P) und darauf ein stochasti-
scher Prozel X, existiert, der die vorgegebenen Verteilungen als endlich dimensionale
Verteilungen besitzt.

2.2.1 Momente von stochastischen Prozessen

Analog zur Beschreibung von Zufallsvariablen durch Momente wird man auch zur Be-
schreibung eines stochastischen Prozesses, aufgrund der oft fehlenden Kenntnis der Ver-
teilungsfunktion bzw. Verteilungsdichte, wiederum entsprechende Momente einfiihren.
Diese Momente sind, aufgrund der Zeitabhéngigkeit des zu beschreibenden Prozesses,
Funktionen der Zeit. Die Momente (o + ...+ «a,)-ter Ordnung sind gegeben durch

leo‘lu.X’,C:n (tl, .. ,tn) =F (Xtoil .. 'Xf;")

o0 o0
= / /x?l'"Igan;ll,“X;);n(xl,...,xn;tl,...,tn)dl‘l"'dCCn, (2.39)
—o0 —0o0

die zentralen Momente (a1 + ... + a;,)-ter Ordnung durch

xen o (ts o) = B (X — max () -+ (X, — mx(£)™) - (2.40)
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Von spezieller Bedeutung bei der Beschreibung stochastischer Prozesse sind die Momen-

te erster und zweiter Ordnung. Das Moment erster Ordnung eines einzelnen Prozesses
Xy

mx(t) = B(X,) = / S (2.41)

wird Mittelwertfunktion genannt. Das Moment zweiter Ordnung zweier Prozesse X;
und Y;

Rxy(t1,t2) = B (X, Yy,) = / / rypxy (z,y; t, to)dxdy (2.42)

—00 —O0
wird Korrelationsfunktion genannt. Sind X; und Y; zwei verschiedene Prozesse, so heifit
Rxy (t1,t2) Kreuzkorrelationsfunktion. Bezeichnen X; und Y; den gleichen Prozef}; so
nennt man Ry x(t1,t) Autokorrelationsfunktion des Prozesses X;.
Das zentrale Moment zweiter Ordnung der Prozesse X; und Y;

COVXy(tl,tg) = E<<Xt1 - mX(tl))O/;z - my<t2)))

- / / (2 — mx (1)) (y — my (t2))pcy (2, s 1, £2)ddy (2.43)

—00 —00

heifit Kovarianzfunktion. Sind X; und Y; verschiedene Prozesse, so heifit Cov xy (t1, t2)
Kreuzkovarianzfunktion und fiir gleiche Prozesse Autokovarianzfunktion Covy x (1, t2).
Fiir t; = t5 = t erhélt man aus der Autokovarianzfunktion die zeitabhéngige Dispersion

COVXX =F ((Xt — mX(t))Q) = O'gg(t) (244)

Fiir Vektorprozesse X; und Y, ergeben sich anstelle der Korrelationsfunktion und
der Kovarianzfunktion die Korrelationsfunktionsmatrix Rxy (t1,%2) und die Kovari-
anzfunktionsmatrix Cov xy (t1,t2). Einen Zusammenhang zwischen den beiden Funk-
tionen (2.42) und (2.43) beschreibt die Beziehung

COny(tl, tg) = ny(tl, tg) — mx (tl)my(tg). (245)

Fiir zentrierte Prozesse, fiir die mx(t;) = 0 und my(t2) = 0 gilt, fallen die beiden
Funktionen zusammen.

2.2.2 Stationire Zufallsprozesse

Ein stochastischer Prozef3 heiffit stationir, wenn der Prozefl invariant gegen eine Ver-
schiebung des Nullpunktes des Parameters ¢ ist, andernfalls heifit er instationér.
Die Verteilungsdichte fiir jedes n und beliebiges t; besitzt dann die Eigenschaft

Pxy X, (1, Tyt oyt F10) = Dxyex, (T, -y T by, o ). (2.46)

Ein stationdrer ProzeB mit der Eigenschaft (2.46) wird auch streng stationdr oder
stationdr im engeren Sinne genannt. Fiir n = 1 ergibt sich mit ¢ty = —t;

px, (21, 11) = px, (21, 0). (2.47)
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Die eindimensionale Dichte eines stationéren stochastischen Prozesses X; héngt nicht
von der Zeit ab. Damit sind auch die davon abgeleiteten Grofien E(X;), F(X?) und
die Dispersion zeitinvariant. Fiir zwei Prozesse X;; und Xy, (n = 2) ergibt sich fiir
to - —tl

Px1x, (@1, Tas b, t2) = Pxyx, (21, 023 0,80 — t1) = Dx, x, (21, T2 T — ). (2.48)

Die Dichte héngt nur von der Differenz 7 = t5 —t; der betrachteten Zeitpunkte ab. Da-
mit hdngen auch die Momente zweiter Ordnung zweier Prozesse nur von der Differenz
7 ab. Speziell gilt fiir die Autokorrelationsfunktion

Rxx(ti,t2) = Rxx(7) = E(Xi Xy4r) - (2.49)
Sie ist eine gerade Funktion
Rxx(7) = Rxx(—7) (2.50)
mit der Eigenschaft

Im Rahmen einer sogenannten Korrelationstheorie stochastischer Prozesse, in der nur
die ersten und zweiten Momente zur Beschreibung benutzt werden, wird die einen
stationdren Prozef§ kennzeichnende Bedingung (2.46) nur fiir n = 1 und n = 2 gefordert.
Solche Prozesse heiflen stationér im weiteren Sinne oder schwach stationér.

Unter der Spektraldichte oder dem Leistungsdichtespektrum Sy x(\) eines mindestens
schwach stationdren stochastischen Prozesses X; mit der Korrelationsfunktion Rx x (7)
versteht man deren Fouriertransformierte

SX)((/\): /e_iATRX)((T)dT (252)
mit der Umkehrung
1
Rxx(7) = o / e Sxx (A)dA. (2.53)
7r

Diese beiden Gleichungen werden als Wiener-Chintschin-Relationen bezeichnet. Sie
konnen dahingehend interpretiert werden, dafl der Zufallsprozefl entweder mit Hilfe
der Korrelationsfunktion im Zeitbereich oder mit Hilfe seiner Spektraldichte im Fre-
quenzbereich beschrieben wird. Die Spektraldichte beschreibt die Zusammensetzung
des quadratischen Mittelwertes des Prozesses aus den Frequenzanteilen.

2.2.3 Ergodische Prozesse

Ein stationdrer stochastischer Prozefl heifit ergodisch beziiglich einer Menge G von
Funktionen ¢(X;), wenn fiir jede Funktion g € G die Beziehung

T—oo 1’

9% = lim = / (9(X) (2.54)
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mit Wahrscheinlichkeit eins gilt, also das Zeitmittel von g(X;) gleich dem Ensemble-
mittel dieser Funktion ist. Die Bedeutung der Ergodizitét liegt darin, dafl die Momente
durch Zeitmittelung aus einer einzigen Realisierung des stochastischen Prozesses ge-
wonnen werden konnen, denn nach (2.54) ist das Zeitmittel ¢g(X;) unabhingig von
der benutzten Realisierung, sofern fiir diese die Auftretenswahrscheinlichkeit nicht null
ist. Die Bedingung der Ergodizitdt hingt wesentlich von der Funktion g in (2.54) ab.
Ein Prozef ist daher nicht einfach ergodisch bzw. nicht ergodisch, sondern immer nur
in Bezug auf eine vorgegebene Funktion ¢g(X;). Die wichtigsten Félle stellen in der
Anwendung die

e Ergodizitdt im Mittel

T
S ) 1
0
e Ergodizitat im quadratischen Mittel
S 2
= Jim / Xpdt = E (X7), (2.56)
e Ergodizitdt in der Korrelation
XtXt+T = hm — /XtXt_;,_Tdt RXX( ) (257)

dar. Der Nachweis der Ergodizitit eines Prozesses gestaltet sich oft schwierig, da Ergo-
dizitatskriterien voraussetzen, dafl der stochastische Prozefl analytisch beherrscht wird.
Meist verfiigt man jedoch nur iiber endlich lange Zeitschriebe einiger Realisierungen
eines stochastischen Prozesses. Aus diesem Grund wird im weiteren vorausgesetzt, daf,
so lange sich kein Widerspruch einstellt und es verniinftig erscheint, die betrachteten
Prozesse im Sinne von (2.54) als ergodisch anzusehen sind. Damit kénnen alle zur Be-
schreibung bendtigten Groéflen aus den vorhandenen Zeitschrieben gewonnen werden.
Als Beispiel wird hier aufgefiihrt, wie aus einer einzelnen Realisierung eines stochasti-
schen Prozesses X; die Verteilungsdichte px(z) gewonnen werden kann.

Im Intervall 0 < ¢ < T werden die Zeitintervalle At; summiert, fiir welche z; < z(t) <
x; + Ax; ist. Ist T, = > At; diese Summe, dann ist

7

zi+Ax;
T.
lim Tx =P(z; <z(t) <z + Ax;) = / px (z)dr = py(z;) Az, (2.58)

fiir hinreichend kleines Ax;. Damit kann die Verteilungsdichte fiir hinreichend grofles
T und hinreichend kleines Az; aus

o 1 T, T,
px(@i) = Alaggo fm (A@T> = Az, T (2.59)

angenédhert werden.
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2.2.4 Markov-Prozesse

Ein stetiger ZufallsprozeB X; heifit d-dimensionaler stetiger Markov-Prozef3, wenn die
bedingten Verteilungsdichten die Beziehung

px(a:n, tn|$n—17 R 1S 1 2 P ,to) = pX(mn7tn|$n—1a tn—l); Ly > tho1 > ... > 1

(2.60)
erfiillen. Anschaulich bedeutet dies, daf}, falls der Zustand eines stochastischen Prozes-
ses zu einem gewissen Zeitpunkt ¢y bekannt ist, keine zusétzliche Information iiber das
System zu Zeiten t < t fiir die Beschreibung der wahrscheinlichen Entwicklung des
Prozesses fiir ¢t > ¢y notig ist, was dem auf stochastische Systeme iibertragenen Kau-
salitéitsprinzip der klassischen Physik entspricht. Die Bedeutung der Ubergangsverteil-
ungsdichten besteht darin, dafl sich mit ihnen aus einer Anfangsverteilung px(xo; o)
nach Gleichung (2.21) alle endlichdimensionalen Verteilungsdichten des Prozesses ge-
winnen lassen. Fiir ¢, > ... > t; ergibt sich

px(To, ..., Ty to, .. tn) = px(Tn;tn|Tn_1;tn—1) ... Dx(@1; t1|T0; To)- (2.61)

Die Gleichung

e}

px (@15 t1|xo; ty) = /PX (x1;t1|; t) px (x5t 205 t0) de (2.62)

—0o0

heifit Chapman-Kolmogorow-Smoluchowski-Gleichung. Fiir einen Markov-Prozef§ X
besagt sie, daB die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von einem Punkt x, im
Phasenraum R¢ zur Zeit to zum Punkt @, zur Zeit ¢, gleich der Wahrscheinlichkeit des
Ubergangs zu einem Punkt @ zur Zeit ¢ multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit des
Uberganges von @ zur Zeit ¢t nach @, zur Zeit t1, integriert iiber alle Zwischenwerte &
ist.

2.2.5 Diffusionsprozesse

Ein vektorwertiger Diffusionsprozef} ist ein Markov-Prozefl mit stetigen Realisierungen.
Die Ubergangswahrscheinlichkeit besitzt dabei die in [3] angegeben Eigenschaften, die
hier keine weitere Bedeutung haben. Ein Diffusionsprozefl ist Losung einer stochasti-
schen Differentialgleichung der Form

dX, = f(t, X)dt + G(t, X)dW,, dim(X,) = d, dim(W,) = m, (2.63)

falls £ und G stetig in ¢ sind. Der Vektor f wird Driftvektor, die Matrix B = GG*
Diffusionsmatrix genannt. Die entscheidende Eigenschaft der Diffusionsprozesse ist, daf3
ihre Ubergangswahrscheinlichkeit durch die Angabe des Driftvektors und der Diffusi-
onsmatrix eindeutig bestimmt ist. Unter gewissen Voraussetzungen (z.B. Differenzier-
barkeit) ist die Ubergangsverteilungsdichte px(x;t|x,; s) eine Fundamentallésung der
Kolmogorowschen Vorwértsgleichung

4 o (Bi;(t,x)p) =0, (2.64)

a + Zz:; a—xz(fl(t, CE)p) - 5 Z axzax]

i=1 j=1

die auch unter dem Namen Fokker-Planck-Gleichung bekannt ist.
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2.2.6 Wiener-Prozefl und weifles Rauschen

Der Wiener-Proze3 W, ist ein rdumlich und zeitlich homogener Diffusionsprozefl mit
dem Driftvektor f = 0 und der Diffusionsmatrix B = E, wobei E die Einheitsmatrix
ist. Er ist ein Modell fiir die mathematische Beschreibung der Brownschen Bewegung
eines Partikels in einer Fliissigkeit.

Fiir einen skalaren Wiener-Prozef3 ergeben sich folgende wichtige Eigenschaften, de-
ren Herleitung in [3] zu finden sind. Der Wiener-Prozel 1, ist ein Gaufischer stocha-
stischer Prozel mit einer normalverteilten Dichte. Zudem ist W; ein Martignal, d.h.
E(W W) = W, fiir t > s. Die Zuwéchse W;, — W, _, sind unabhéngig, stationir und
normalverteilt. Daraus folgt, daf8 (symbolisch geschrieben) (dW;)? = dt gilt. Obwohl
der Wiener-Prozel W; zwar stetige Realisierungen besitzt, ist er nicht ableitbar.
Unter weilem Rauschen wird ein Gauflscher stochastischer Prozef ¢ mit Erwartungs-
wert £(&) = 0 und einem auf der gesamten reellen Achse konstanten Leistungsdichte-
spektrum Sge(A) verstanden. Aufgrund der Wiener-Chintschin-Relationen (2.52) und
(2.53) mit der Autokorrelationsfunktion Ree(7) = C(7) muf folglich

See(N) = — / e O(r)dr = — (2.65)

T or 2T

—00

mit einer positiven Konstanten ¢ gelten. Gleichung (2.65) ist aber nur vereinbar mit

der Wahl
C(r) =0(7), (2.66)

wobei §(7) die Diracsche Delta-Funktion darstellt. Insbesondere ergibt sich damit fiir
die Autokorrelationsfunktion

Reg(T) = { go : ; 8. (2.67)

Ein derartiger Prozef existiert jedoch im traditionellen Sinne nicht. Das weifle Rau-
schen 148t sich daher aufgrund der beschriebenen Eigenschaften nur noch im Rahmen
der Theorie der verallgemeinerten Funktionen (Distributionen) beschreiben. Im folgen-
den werden daher die fiir die Beschreibung wichtigsten Eigenschaften verallgemeinerter
Funktionen aufgefiihrt, wobei fiir eine ausfiihrliche Beschreibung auf die Speziallitera-
tur wie z.B. [13] verwiesen wird.

Ein stetiges lineares Funktional

By(p) = / o(0)£ (1)t (2.68)

—00

auf dem Raum K aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen () heifit verallge-
meinerte Funktion oder Distribution. Die spezielle verallgemeinerte Funktion

D () = ¢(to) (2.69)

heifit Diracsche Delta-Funktion und wird mit §(¢ — ty) bezeichnet.
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Im Gegensatz zu den klassischen Funktionen besitzen verallgemeinerte Funktionen im-
mer Ableitungen beliebiger Ordnung, die ebenfalls wieder verallgemeinerte Funktionen
sind. Fiir die zeitliche Ableitung einer verallgemeinerten Funktion gilt die Beziehung

() = —2(¢). (2.70)

Ein verallgemeinerter stochastischer Prozef ist eine zufillige verallgemeinerte Funktion
mit den in [3] angegeben Eigenschaften. Ein verallgemeinerter stochastischer Prozefl
heifit Gauflisch, wenn fiir beliebige linear unabhéingige Funktionen ¢1, ..., ¢, € K die
ZufallsgroBe (P(1), - -+, P(p,)) normalverteilt ist. Er ist durch die Angabe des stetig
linearen Mittelwertfunktionals

E(®(p)) = m(e) (2.71)
und des stetig bilinearen Kovarianzfunktionals
E((2(p) = m(e))(2(¥) — m(¢))) = Covyy (2.72)

eindeutig bestimmt. Der Vorteil eines verallgemeinerten stochastischen Prozesses liegt
darin, dass seine Ableitung stets existiert und wiederum ein verallgemeinerter stocha-
stischer ProzeB ist. Die zeitliche Ableitung ist dabei wieder durch

d(p) = —0() (2.73)

gegeben.

Mit der Theorie der verallgemeinerten stochastischen Prozesse ist es nun moglich, die
Ableitung eines Wiener-Prozesses zu bilden. Dabei ergibt sich dann fiir die Kovarianz-
funktion der Ableitung des Wiener-Prozesses die verallgemeinerte Funktion

d

—Cov(s,t) =0(t — s). (2.74)
dt

Dies ist gleichzeitig die Kovarianzfunktion des weiflen Rauschens. Das weifle Rauschen
& ist also die Ableitung des Wiener-Prozesses, sofern man beide Prozesse als verallge-
meinerte stochastische Prozesse auffa3t. Es gilt

& =W, (2.75)

und .
W, = [ &ds (2.76)

/

im Sinne der Ubereinstimmung der Kovarianzfunktionale.

2.3 Stochastische Differentialgleichungen

Bei der Untersuchung stochastischer dynamischer Systeme wird man haufig auf das
vektorwertige Differential der Form

dXt = f(t, Xt)dt -+ G(t, Xt)th, Xto = X (277)
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mit dim(X;) = d und dim W, = m gefiihrt. Es wird stochastisches Differentialglei-
chungssystem genannt und ist eine abkiirzende Schreibweise der Integralgleichung

t t
Xt:Xt0+/f(s,Xs)ds+/G(S,Xs)dWs; X, -, (2.78)
to to

da die Ableitung des Wiener-Prozesses in (2.77) im klassischen Sinne nicht existiert
und daher (2.77) nicht als gewohnliches Differentialgleichungssystem aufgefait werden
kann. Das zweite Integral in der Integralgleichung (2.78) kann aufgrund der gldttenden
Wirkung der Integration als klassische Zufallsgrofie aufgefafit werden. Dies bedeutet,
daf} zur Behandlung der Gleichung keine verallgemeinerten Prozesse eingefiihrt werden
missen.

Das erste Integral in Gleichung (2.78) kann als gewohnliches Riemann-Integral aufge-
fafit werden, wohingegen das zweite Integral, das auch stochastsiches Integral genannt
wird, aufgrund der unbeschrankten Schwankungen nicht mehr als Riemann-Stieltjes-
Integral angesehen werden kann. Daher ist es erforderlich, einen neuen Integralbegriff
zu formulieren.

2.3.1 Interpretation im Sinne It6s und Stratonovichs

Wird das stochastische Integral in (2.78) als Grenzwert einer Riemann-Stieltjes-Summe

t
/ G, AW, = lim Y G, (W, - W,_)) (2.79)
=1

to

interpretiert, so héngt dieser Wert wesentlich von der Wahl der Zwischenpunkte 7; ab
(siche dazu [3]). Um einen eindeutigen Integralbegriff zu erhalten, ist es deshalb not-
wendig, eine gewisse Wahl von Zwischenpunkten 7; derart festzulegen, dafl das Integral
sinnvolle und erwiinschte Eigenschaften besitzt.

Stratonovich hat in seiner Arbeit [51] durch die Wahl der Zwischenpunkte bei 7, =
% ein Integral definiert, bei dem die Regeln des klassischen Integrationskalkiils
anwendbar sind. In der Literatur werden stochastische Integrale im Sinne von Strato-
novich mit [ G o dW, gekennzeichnet.

Eine weitere Moglichkeit der Definition des stochastischen Integrals wurde von It6 [22]
eingefiihrt. Die Wahl der Zwischenpunkte fillt bei seiner Definition auf 7; = ¢;_;. Diese
Walhl fithrt aber zu einem von der klassischen Integralrechnung abweichenden Kalkiil.
Stochastische Integrale im Sinne Itds werden mit [ GdW, gekennzeichnet.

Die Frage nach der Interpretation des stochastischen Differentialgleichungssystems
stellt sich beim Grenziibergang von physikalisch realisierbaren glatten Prozessen zu
Markov-Prozessen. Zum Itoschen Integral gelangt man, wenn man den Grenziibergang
vor der Auswertung des Integrals durchfiihrt, zum Integral von Stratonovich, wenn man
den Grenziibergang nach der Integration durchfiihrt. Es ist jedoch immer méglich, bei-
de Integraldefinitionen mit

t

t t
1
/gm‘ odW, s = /gm‘sz',s t3 /(gkl),j gjids (2.80)
to

to to
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ineinander zu iiberfithren, wobei f(x); die partielle Ableitung agi:;) bedeutet. Beide
Definitionen sind identisch fiir G(t, X;) = G ().

Der entscheidende Vorteil der Itoschen Wahl ergibt sich aus der Wahl der Zwischen-
punkte 7; = t;_; an der linken Grenze des Zeitintervalls. Zur Berechnung des Inte-
gralwertes zu einem bestimmten Zeitpunkt bendtigt man keine Funktionswerte G, zu
Zeitpunkten spéter als ¢;_;. Das Integral ist eine nichtvorgreifende Funktion der obe-
ren Integralgrenze. Damit ergibt sich eine einfachere Berechnung der Erwartungswerte.

Insbesondere ist
E (/ Gth) =0. (2.81)

Wichtig fiir die Behandlung stochastischer Differentialgleichungen ist der Satz von Ito.
Ist der d-dimensionale Prozefl X; durch (2.77) gegeben, so ist der k-dimensionale Pro-
zeB Y, = u(t, X;) Losung des stochastischen Differentialgleichungssystems

d d
1
dY', = |u(t, Xo) + Ua(t, X0) f(t, X1) + 5 SN wbiy | dt+UL(t X,)G(t, X,)dAW,
i=1 j=1
(2.82)
mit der k x d -Matrix U,
duy duy
o1 T Oxyg
U, = : : , (2.83)
duy, duy,
oz T Oxg

wenn u(t, X;) als eine einmal in ¢t und zweimal in @ stetig differenzierbare Funktion
vorgegeben ist.
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Kapitel 3

Stabilitatstheorie

Der Begriff der Stabilitdt hat im Laufe der Zeit eine stdndige Entwicklung erfahren
und wurde immer wieder den besonderen Erfordernissen spezieller Problemkreise an-
gepaflt. Aus diesem Grund existieren in der Literatur zahlreiche Lehrbiicher, die sich
mit den verschiedensten Stabilitdtstheorien dynamischer Systeme beschiftigen. Aus
der groflen Vielfalt sollen hier stellvertretend die Werke von Malkin [30], Hahn [18]
und Leipholz [28] aufgefiihrt werden, auf deren Basis die nachfolgenden Ausfithrungen
aufgebaut sind.

Erste Untersuchungen iiber Stabilitdt gehen auf Aristoteles und Archimedes zuriick.
Mit diesen beiden Namen sind zwei unterschiedliche Betrachtungsweisen verkniipft. Bei
Aristoteles wird die Bewegung untersucht, die nach einer Stérung auftritt, und es wird
aus dem Ablauf der Bewegung auf Stabilitit des ungestorten Zustandes geschlossen.
Archimedes hingegen folgert aufgrund der rein geometrischen Situation, die sich nach
der Storung eines Systems ergibt, wann Stabilitdt des ungestérten Systems vorliegt.

Die erste Methode heifit kinematische und hat im Zusammenhang mit der Stabilitat der
Bewegungen von technischen Systemen stark an Bedeutung gewonnen. Die zweite wird
geometrisch-statische Methode genannt. Neben den beiden beschriebenen Methoden
existiert noch eine dritte. Bei ihr werden Energiekriterien verwendet, um auf Stabi-
litdt einer Gleichgewichtslage zu schlieflen, weshalb sie energetische oder Energieme-
thode heifft. In diesem Zusammenhang ist wesentlich der Satz von Lagrange-Dirichlet,
der aussagt, daf§ das Gesamtpotential statisch konservativer Systeme fiir eine stabile
Gleichgewichtslage ein Minimum besitzt.

Bemiihungen, eine einheitliche Stabilitdtstheorie fiir alle Zweige der Mechanik zu er-
schaffen, blieben bis heute ohne grofien Erfolg. Die Methoden stehen weitestgehend
nebeneinander, und es haben sich eigenstdndige Theorien der Stabilitat gebildet, je
nachdem, ob man das Feld der Dynamik betritt, wo die kinematische Methode vor-
herrscht, oder ob man sich im Bereich der Elastizitéitstheorie und Statik befindet, wo
vorwiegend die geometrisch-statische und energetische Methode angewendet werden.

Neben den Methoden, die zu einer Aufspaltung der Theorie fithrten, haben auch
die unterschiedlichsten Stabilitdtsdefinitionen trennend gewirkt und damit zu zahl-
reichen Auslegungsmoglichkeiten gefiihrt. In der heutigen Zeit hat sich weitestgehend
der Stabilitdtsbegriff von Ljapunov durchgesetzt und stellt auch die Basis der Stabi-
litdtsbetrachtungen dieser Arbeit dar.
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Abbildung 3.1: Trajektorien im Euklidischen Raum

3.1 Kinetische Stabilitatstheorie

In der kinetischen Stabilitdtstheorie wird im wesentlichen der Stabilitdtsbegriff im Sinne
Ljapunovs benutzt. Damit sind die Wahl der Abstandsmafle und die Art der Storungen
in charakteristischer Weise festgelegt, wohingegen die Festlegung des Bezugssystems
bzw. des gestorten Zustands dadurch noch nicht scharf eingeschrénkt wird.

Die Wahl der Abstandsmafle orientiert sich an einer kinematischen Auffassung der
Stabilitéit, d.h. es existiert immer ein Zeitbezug. Ausgangspunkt sind Bewegungen
z(t), t € R{ im Euklidischen Raum. Die ungestérte Bewegung wird durch die Trajekto-
rie C°, die gestorte Bewegung durch eine Nachbarschaftstrajektorie C® gekennzeichnet.
Zur Beurteilung der Stabilitit werden zwei Bildpunkte P € C° und Q € C* betrachtet,
die auf C° bzw. C* entlanglaufen (sieche Abbildung 3.1). Als Norm wird der im Sinne
der Metrik des Raumes genommene Abstand der Bildpunkte d[P(t;), Q(tx)] gewéhlt,
die dem gleichen Parameterwert ¢; entsprechen. Damit Stabilitat vorliegt, wird ver-
langt, daB sich die Bildpunkte auf C° und C* zu keiner Zeit zu weit, néamlich mehr als
um ein vorgegebenes Mafl r, voneinander entfernen.

Im Rahmen der kinetischen Stabilitdtstheorie tritt oft der Fall auf, daf§ der ungestorte
Zustand eine statische Gleichgewichtslage ist. Die zugehorige Trajektorie C° schrumpft
fiir alle Zeiten t auf einen einzigen Punkt zusammen. Dieser Fall ist in Abbildung 3.2
dargestellt.

Ausgangspunkt einer Stabilitdtsanalyse sind die Bewegungsgleichungen eines physika-
lischen Systems

= F(x,a,t). (3.1)

Dabei sind a und ¢ Parameter des Systems, wobei speziell ¢ fiir die Zeit steht.
Denkt man sich den ungestérten Zustand x° als partikuldre Losung von (3.1) durch
die Bedingung

i = F’(z2",a’ 1) (3.2)
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Abbildung 3.2: Stabile statische Gleichgewichtslage

und den gestorten Zustand 2 entsprechend durch
&t = F2(x®, a®,t) (3.3)
festgelegt, so gilt fiir die Variation v(t) das Differentialgleichungssystem
o(t) = F~ (ch, aA,t) — F° (:I;O, ao,t)
bzw.

v(t) = (v, B,1) (3.4)
mit v;(t) = 22(t) — 2%(t) und B, = af — af. Die sogenannten Variationsgleichungen
(3.4) haben fiir 8 = 0 die triviale Losung v = 0, die den Nullpunkt des n-dimensionalen
Raumes darstellt. Da dann gleichzeit ©(t) = 0 gilt, ist der Nullpunkt eine stationére

Losung. Die Stabilitdtsbedingung von Ljapunov 1&8t sich nun durch die drei folgenden
Definitionen ausdriicken:

e Die ungestorte Bewegung x°(¢) heift dann (schwach) stabil im Sinne Ljapunovs,
wenn sich zu jeder Zahl e, wie klein sie auch sei, ein ¥(e,ty) > 0 derart angeben
148t, daB fiir eine beliebige Norm der Variationen v(t) die Ungleichung

lo(®)]] <e (3.5)
fiir alle t > t, erfiillt ist, wenn nur
lv(to)]] < (e, o) (3.6)
gewahlt wird.

e Ist die ungestorte Bewegung x°(t) stabil im Sinne Ljapunovs und kann man
dariiber hinaus ein Jy(ty) > 0 so wéahlen, daf allein durch Begrenzen der An-
fangsstorungen geméf

[[v(to) < Po(to) (3.7)
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sogar ein Verschwinden der Storungen im Laufe der Zeit, d.h.

tlim llv(t)|| =0 (3.8)
folgt, dann heifit die ungestorte Bewegung x°(t) asymptotisch stabil im Sinne
Ljapunovs.

e Die ungestorte Bewegung °(t) heifit instabil, wenn sie nicht stabil ist.

Will man iiber die Stabilitdt des ungestorten Zustandes etwas aussagen, so mufl man
das zeitliche Verhalten der Variation kennen oder abschétzen kénnen.

3.1.1 Die Empfindlichkeits- und Variationsgleichungen

Ausgangspunkt einer Stabilititsanalyse ist der ungestorte Zustand x°(t), der die Be-

ziehung
i) = F; (2,00, t), 4k=1,....n;r=1...m (3.9)

erfiillt. Infolge von Stérungen, die auch in Verinderungen der Parameter bestehen
koénnen, erhilt man den gestérten Zustand x2(¢). Unter der Annahme, dafi durch die
Anderung der Parameter o’ in o2 = o + 3, in der Art iibergeht, daf die Struktur

der Differentialgleichung (3.9) nicht verdndert wird, gilt, wenn man sich auf Glieder
beschrinkt, die in [, linear sind,

0
Ox;

0
0al

xiA = :v? (ozg + ﬂr,t) +v; = 17? (af,t) + Br + . (3.10)

0

Der Term a—g £, gibt die Anderung von 2¥ infolge der Veriinderung der Parameter an.
ar

0

Die Grofien axg werden Empfindlichkeitskoeffizienten genannt, da sie ein Maf fiir die
a?"
Empfindlichkeit der Losung gegen eine Parameteranderung sind. Mit der Abkiirzung

Ox?
= o 3.11
Uir = a0 (3.11)
folgt unmittelbar aus (3.10)
i =) (al,t) + 1y B + b (3.12)

Aus @2 = F; (25,2 + [, t) ergibt sich mit (3.10)

:L’ZA = E (.1'2 (Oz?,t) + uklﬂl + Vg, Oég -+ ﬁr, t) . (313)

Entwickelt man diesen Ausdruck nach Taylor, so erhélt man bei Vernachléssigung aller
Glieder, die Produkte von v, (6, und die GroBlen vy, [, selbst in hoherer Ordnung
enthalten,

OF;
8.17[

i = F (a0 (0% 1) .o 0) + {

OF;
(z}, ag,t)] (wiiB; +v) + 90 (29, a2, t) B;. (3.14)
J
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Wegen (3.12) und (3.9) ist andererseits
i = F, () (a2, ) ,al t) + u;3; + ;. (3.15)

Vergleicht man nun (3.15) mit (3.14), so ist leicht zu erkennen, dafl die Beziechungen

. OF; OF;
i — {axl (a2, o, t)] s+ G (o0 1) (3.16)
d
un | oF
0; = 05, (27, ), t) vy (3.17)

gelten miissen.

Interessiert man sich fiir den Einflu}, den die Storungen der Anfangsbedingungen her-
vorrufen, was in der Stabilitdtstheorie nach Ljapunov ausschliellich betrachtet wird,
so hat man mit den Variationen v; zu arbeiten und das Differentialgleichungssystem
(3.17) zu verwenden.

Das System (3.17) wird als System der Variationsgleichungen bezeichnet. Im allge-
meinen wird es nichtlinear sein. Beriicksichtigt man Glieder hoherer Ordnung bei der
Entwicklung von (3.14) unter Vernachldssigung von Parameterdnderungen, so ergibt
sich fiir die Variation v; das System

_oF,

Vi =
’ 8$l

1
(xg,ag,t)vl—l—...%—m vl (3.18)

3.1.2 Erste Methode von Ljapunov

Unter den Oberbegriff der Ersten Methode von Ljapunov fallen iiblicherweise alle Me-
thoden, die in irgendeiner Weise die Losungen der Variationsgleichungen (3.18) zur
Beurteilung des Zeitverhaltens der Stérungen v(t) heranziehen. Die zweite oder direk-
te Methode von Ljapunov, auf die im folgenden nicht néher eingegangen wird, geht
zwar auch von den im allgemeinen nichtlinearen Variationsgleichungen aus, arbeitet
jedoch mit sogenannten Vergleichsfunktionen, ohne das Gleichungssystem (3.18) selbst
zu l6sen. An die Stelle der Schwierigkeit, Variationsgleichungen zu 16sen, tritt bei dieser
Methode das Problem, eine geeignete Vergleichsfunktion zu finden.

Die Untersuchung des Stabilitdtsverhaltens bringt offenbar in all den Féllen keine
Schwierigkeiten mit sich, in denen die Differentialgleichung der gestorten Bewegung in
geschlossener Form gelost werden kann. Derartige Félle sind aber die Ausnahme und
kommen praktisch kaum vor. Daher waren die Anstrengungen stets darauf gerichtet,
Methoden zur Losung eines Stabilitdtsproblems ohne die vollstdndige Integration der
Storungsgleichung zu entwickeln. Das gerade macht die eigentliche Stabilitédtstheorie
erst aus.

Der einfachste Fall sind lineare Variationsgleichungen. Dann geniigt eine Abschétzung
der sogenannten charakteristischen Groflen; bei Differentialgleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten sind dies die charakteristischen Exponenten, bei Differentialgleichun-
gen mit periodischen Koeffizienten die charakteristischen Multiplikatoren und bei Dif-
ferentialgleichungen mit beliebigen Koeffizienten die charakteristischen Zahlen. Sind
die Variationsgleichungen nichtlinear, so stehen zwei Strategien zur Verfiigung. Eine
Moglichkeit ist, das Gleichungssystem zu linearisieren und somit auf die sogenannten
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Variationsgleichungen der Ersten Ndherung zu kommen. Zweitens kann man mit Hilfe
von Zwischenintegralen versuchen, ausreichend viele Informationen fiir einen Stabi-
litdtsnachweis zu erreichen.

3.2 Stochastische Stabilitat

Bei Stabilitdtsuntersuchungen von Lésungen stochastischer Systeme werden in der Sy-
stemmatrix der Variationsgleichung Elemente auftreten, die vom Zufall abhéngen. Da
sowohl die Systemantwort als auch die Erregung vom Zufall abhéngt, mufl die Sta-
biltitsbedingung ebenfalls statistisch ausgewertet werden. Ein Uberblick iiber die un-
terschiedlichen Definitionen fiir die Stabilitdt stochastischer Systeme ist in den Arbeiten
von Kozin [25], [26] zu finden. Dabei haben sich nach Arnold [3] im wesentlichen zwei
Definitionen durchgesetzt, die hier beschrieben werden.

Gegeben sei die stochastische Differentialgleichung

dX, = f(t, X,)dt + G(t, X,)dW, (3.19)

mit dem Startwert X, = c und ¢ > ¢y, die die Voraussetzungen beziiglich Existenz
und Eindeutigkeit erfiillt und in ¢ stetige Koeffizienten hat. Weiterhin sei

F(£,0) =0, Gt0)=0 Vt>t, (3.20)

so dafl die Ruhelage X ;(0) = 0 eine eindeutige Losung der Differentialgleichung (3.19)
zum Anfangswert ¢ = 0 ist. Danach bezeichnet man die Ruhelage als stochastisch stabil
(stabil mit Wahrscheinlichkeit 1), wenn fiir jedes € > 0

lincl]P [ sup || X+(c)|| > e] =0 (3.21)

to<t<oo

gilt.
Die Ruhelage heifit stochastisch asymptotisch stabil, wenn sie stochastisch stabil ist
und wenn zusétzlich gilt

lim P Llim X,(c) = o] ~1. (3.22)

c—0

Ansonsten heif3t sie instabil.
Die Ruhelage heifit insbesondere stochastisch asymptotisch stabil im Ganzen, wenn sie
stochastisch stabil ist und

P [tllrgo X,(c) = o} —1 (3.23)
fiir alle ¢ € R? erfiillt ist.

Fiir den Fall G(t,X;) = 0 entsprechen die Definitionen denjenigen im deterministi-
schen Fall. So gesehen kann die stochastische Stabilitdtsdefinition als Verallgemeinerung
des deterministischen Stabilitatsbegriffes von Ljapunov angesehen werden.

Die zweite Moglichkeit der Stabilitétsdefinition fiir stochastische Systeme erfolgt durch
die Untersuchung entsprechender Momente. Dieses Konzept ist historisch &lter und
in gewissen Fillen einfacher durchzufiihren. Hierbei mittelt man im Gegensatz zur
Definition gemé&$ (3.21) — (3.23) zuerst fiir ein festes ¢ iiber alle moglichen Werte einer
Funktion ¢(X;) = ¢1(t) und priift die so entstandene deterministische Funktion g;(¢)
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auf ihren Verlauf im Intervall [t,,00). Die auf Stabilitdt zu untersuchende Ruhelage
heifit dann im p-ten Mittel stabil (p > 0), wenn es fiir alle € > 0 ein § > 0 gibt, so dafl

sup E|| X ()| <e (3.24)

to<t<oo

fir |c|] < § gilt. Die Ruhelage heifit im p-ten Mittel asymptotisch stabil, wenn sie im
p-ten Mittel stabil ist und wenn

lim E|| X (0)][” = 0 (3.25)

fiir alle ¢ aus der Umgebung von & = 0 erfiillt ist. Im Falle p = 1 bzw. p = 2 spricht
man von (asymptotischer) Stabilitdt im Mittel bzw. im Quadratmittel. Die besondere
Betonung auf die beiden ersten Momente geht auf die sogenannte Korrelationstheorie
zuriick, die sich mit normalverteilten Prozessen beschéftigt, welche durch diese Mo-
mente komplett beschreibbar sind.

3.3 Ljapunov-Exponenten

Die allgemeinste Form von Variationsgleichungen, die im Rahmen der Ersten Metho-
de von Ljapunov auftreten konnen, sind lineare Variationsgleichungen mit beliebig
verdnderlichen Koeffizienten. Ein System mit verdnderlichen Koeffizienten entsteht da-
durch, daf§ auf den rechten Seiten des Gleichungssystems (3.2), das den ungestorten
Zustand beschreibt, die Zeit t explizit vorkommt.

Um eine Aussage beziiglich der Stabilitdt des der Variationsgleichung zugrunde lie-
genden ungestorten Zustands x° treffen zu konnen, muss das Ziel sein, das zeitliche
Verhalten der allgemeinen Losung der Variationsgleichung abzuschétzen. Wenn alle
partikuldren Losungen von (3.17) mit der Zeit dem Betrage nach gegen Null gehen
oder unter einer vorgeschriebenen kleinen Schranke bleiben, so kann man sagen, dafl
die ungestorte Losung stabil ist.

Eine Abschiatzung der Losungen ist fiir Variationsgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten mit Hilfe des Realteils der charakteristischen Exponenten moglich. Diese
Moglichkeit besteht hier nicht mehr. Man wird aber versuchen, das Wachstumsver-
halten der Lésung mit d&hnlichen Mitteln zu untersuchen.

Hierbei stellen die Ljapunov-Exponenten im Bereich der Stabilitdtstheorie ein lei-
stungsfahiges Instrument bei der Untersuchung von Losungen dynamischer Systeme
dar. Die Idee der Ljapunov-Exponenten entstammt der Verallgemeinerung der Unter-
suchung der Eigenwerte der Matrix A von (3.17) an den Gleichgewichtspunkten und
den Floquet-Multiplikatoren. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, die Stabilitéit stationérer,
periodischer, quasi-stationédrer und chaotischer Systeme zu bestimmen. Die Ljapunov-
Exponenten sind dabei ein Maf fiir das Auseinanderlaufen der Trajektorien durch ur-
spriinglich benachbarte Punkte, d.h. sie sind ein Ma$ fiir die Abhéngigkeit des Systems
von den Anfangsbedingungen. In der Literatur haben sich die Ljapunov-Exponenten
speziell auf dem Gebiet der Chaosforschung als wichtiges Werkzeug fiir die quantitative
Beschreibung dynamischer Systeme etabliert. Siehe dazu auch [56], [49], [50], [43], [42].
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3.3.1 Ljapunov-Exponenten fiir deterministische Systeme

Ausgangspunkt sind aus (3.17) hergeleitete lineare Variationsgleichungen. Die allge-
meine Losung v(t) kann durch

v(t) = ®(x0,1)vo (3.26)
formal angegeben werden. ®(xg,t) bezeichnet die Fundamentalmatrix. Es gilt
®(xp,t+7) = ®(V,X0,t) 0 B(x0, 7). (3.27)

Unter dem Zykel ¥, versteht man die Abbildung, die die Zeitentwicklung der Punkte
des Phasenraums beschreibt, wobei o die Komposition von Abbildungen bezeichnet.
Man definiert nach [42] die k-dimensionalen Ljapunov-Exponenten A (Fk, xo) durch

||®e; A ... A Deyl|

1

A (F*,%xq) := lim —1 3.28
(F" o) it ller A ... Aegll (3.28)
wobei k = 1,2,...,n ist. F* bezeichnet einen k-dimensionalen Teilraum des Tangen-
tialraumes Ry im Punkte xo. Die GréBen e; (i = 1,...,k) bezeichnen eine Basis
im F* A bezeichnet das duBlere Produkt und |||| ist die Norm beziiglich irgendeiner

Riemannschen Metrik (z.B. die Euklidische Metrik). Somit ist
llet Aea AL Aegll (3.29)

das Volumen des k-dimensionalen Parallelepipeds. Der Ljapunov-Exponent gibt an-
schaulich an, wie stark sich das k-dimensionale Parallelepiped beziiglich der Gréfie im
Zeitmittel verdndert. Es gibt hochstens

_ 3.30
kl(n —k)! (3:30)
k-dimensionale Ljapunov-Exponenten. Uber die Existenz des Grenziibergangs' in der
Definition (3.28) werden Aussagen im Multiplikativen Ergodentheorem von Oseledec
[40] getroffen.

3.3.2 Ljapunov-Exponenten fiir stochastische Systeme

Ausgangspunkt der Betrachtungen stellt wiederum die lineare Form der Variations-
gleichungen (3.17) dar. Im Gegensatz zu den bisherigen Betrachtungen héngen die
Elemente der Systemmatrix A jetzt zusétzlich von stochastischen Prozessen ab. Fiir
die Herleitung des Ljapunov-Exponenten (siche dazu [8]) fiir stochastische Systeme
wird analog zum Flufl deterministischer Systeme eine Abbildung eingefiihrt, die den
Anfangszustand vy € R? in den Zustand v zum Zeitpunkt ¢ € R unter dem Einflu
von w € € iberfiihrt:

Y(t,w,v) = ®(t,w)v (3.31)

1 Pe; N... N\ Pe
'In einer strengen Definition miifite man A (Fk,xo) := limsup — In [®e, £l schreiben,

t—oo Hel/\.../\ekH
da der Limes in (3.28) nicht zu existieren braucht. Beschréinkt man jedoch die Untersuchungen auf
reguléire Systeme, so darf auf (3.28) zuriickgegriffen werden.
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Die Abbildung ¥ bezeichnet man als Kozykel. Sie besitzt die Eigenschaft
D(t+s,w)=P(t,vw) o P(s,w) Vs, t€R. (3.32)
v, bezeichnet hierbei den Shift
rw(s) == w(s +1). (3.33)

Der Shift wird in der Eigenschaft des Kozykels (3.32) bendtigt, da w von der Zeit
abhéngt.

Mit Hilfe des Kozykelkonzeptes kann eine Definition der Ljapunov-Exponenten fiir
stochastische Systeme angegeben werden:

Der Ljapunov-Exponent eines linearen Kozykels W(t,w,.) = ®(¢,w) in Richtung von
vy unter dem Einflufl von w € € ist definiert als

1
AMw, vg) == tlirgo 7 In ||®(t, w)vo|. (3.34)

Ahnlich wie bei deterministischen Systemen interpretiert man diese Gréfie als die expo-
nentielle Wachstumsrate des linearen Kozykels in Richtung von vy. Eine Aussage iiber
die Existenz dieses Grenzwerts trifft wiederum das Multiplikative Ergodentheorem von
Oseledec.

Mit (3.34) erhélt man die r verschiedenen Ljapunov-Exponenten A; > ... > A, mit den
Vielfachheiten d;, >, d; = d, wenn v, in Richtung des sogenannten Oseledec-Raumes
FE;(w) mit der Dimension dim E;(w) = d; gestartet wurde. Die Abhéngigkeit von w €
driickt aus, dafl die Oseledec-Réume Zufallsvariablen sind. Die Ljapunov-Exponenten
héngen dagegen nicht vom Zufall ab.

Konzept von Khas’minskii

Fiir die praktische Berechnung des grofiten Ljapunov-Exponenten hat sich die Vorge-
hensweise nach dem Konzept von Khas'minskii etabliert. Dabei transformiert man die
zu untersuchende stochastische Variationsgleichung

auf eine Hyperkugel im R und erhilt dadurch folgendes Gleichungssystem:

dln At = hl(got)dt + gl(gﬁt)th,
dpy = hy(pr)dt +g,(pr)dW, dimep, =d - 1. (3.36)

Fiir d = 2 entspricht die Transformation einer Transformation auf Polarkoordinaten,
fir d = 3 auf Kugelkoordinaten usw.. Fiir die Berechnung des gréfiten Ljapunov-
Exponenten interessiert lediglich der Abstand des Zustandsvektors || X;|| von der Ruhe-
lage. Durch die Transformation auf die Hyperkugel ist es nun moglich, diese Norm durch
die Amplitude A; auszudriicken. Dadurch ergibt sich fiir den Ljapunov-Exponenten

1A
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Weiterhin erreicht man, wie man in (3.36) leicht sehen kann, eine einseitige Entkopplung
des instationdren Losungsanteil A; von den stationdren Winkelprozessen ¢,.Dadurch
kann der natiirliche Logarithmus der Amplitude aus Gleichung (3.36) durch Zeitinte-
gration berechnet werden, und man erhélt fiir den Exponenten

t ¢

1
A1 = lim 7 /hl(goT)dT—i—/gl(goT)dWT : (3.38)

t—o00
0 0

Das stochastische Integral in der rechten Seite von (3.38) ist ein Integral im Sinne von
It6 , fiir das nach (2.81)

t
Jim / g1, )dW, =0 (3.39)
0

gilt. Eingesetzt in (3.38) ergibt
t
A= tlgglo% hi(p,)dT. (3.40)
0
Ist die Funktion h4 (¢, ) ergodisch im Mittel, so kann der zeitliche Mittelwert durch das

Ortsmittel ersetzt werden, und man erhalt die sogenannte Fiirstenberg-Khas minskii-
Formel

A = / hi(p)p(p)de (3.41)

fiir die Berechnung des grofiten Ljapunov-Exponenten, wobei p(¢) die stationére Ver-
teilungsdichte des Winkelprozesses ¢, darstellt.
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Kapitel 4

Losungsmethoden

Zur Berechnung des grofiten Ljapunov-Exponenten nach Gleichung (3.41) ist die zen-
trale Aufgabe einer Stabilitdtsanalyse die Ermittlung der stationédren Verteilungsdichte.
Hierfiir existieren zwei prinzipiell unterschiedliche Vorgehensweisen.

Die direkten Methoden, zu denen die Monte-Carlo-Methoden zu zéhlen sind, betrachten
den stochastischen Prozef und dessen Anderungen. Hierbei werden mittels numerischer
Integration der stochastischen Differentialgleichungen Losungstrajektorien erzeugt, aus
denen geméifl Kapitel 2.2.3 die gesuchte Verteilungsdichte ermittelt wird.

Die indirekten, wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden basieren auf einer statisti-
schen Betrachtung der Prozesse. Wird eine stochastische Differentialgleichung im Sin-
ne von Ito untersucht, so stellt deren Losung einen Diffusionsprozefl dar. Die Vertei-
lungsdichte kann dann als Losung der zugehorigen Fokker-Planck-Gleichung ermittelt
werden. Bei der Fokker-Planck-Gleichung handelt es sich um eine partielle Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten. Strenge Losungen sind
nur in Ausnahmefillen explizit angebbar, so daf§ man im allgemeinen auf Naherungslo-
sungen angewiesen ist.

4.1 Monte-Carlo-Methoden

In diesem Abschnitt werden Diskretisierungsverfahren zur approximativen Bestimmung
der Trajektorien eines stochastischen Differentialgleichungssystems vorgestellt. Diese
Verfahren benutzen stochastische Elemente fiir die Losung eines numerischen Problems.
Das bedeutet, daBl jedes dieser Verfahren einen Zufallszahlengenerator verwendet, wor-
aus auch der Begriff Monte-Carlo-Methoden abgeleitet ist. Der in dieser Arbeit ver-
wendete Zufallszahlengenerator besteht aus einem linearen Kongruenzgenerator, der
die ndherungsweise gleichverteilten und statistisch unabhéngigen Zahlenfolgen U,, und
V,, erzeugt. Mit einer Box-Miiller-Transformation

R, =+/—2InU, cos(27V},) (4.1)

kann daraus eine normalverteilte Zahlenfolge R, erzeugt werden, die die geforderten
Bedingungen fiir numerische Simulationsmethoden erfiillt.

Bei der Anwendung numerischer Integrationsmethoden ist darauf zu achten, daf§ die-
se konsistent mit dem Ito-Kalkiil sind. So lassen sich insbesondere klassische Runge-
Kutta-Verfahren fiir deterministische Systeme, wie z.B. das Heun-Verfahren, im allge-
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meinen nicht direkt auf stochastische Differentialgleichungen anwenden. Eine ausfiihr-
liche Begriindung ist in [24] zu finden.

4.1.1 Stochastische Taylorentwicklung

Bei der Herleitung numerischer Verfahren fiir stochastische Differentialgleichungen
nimmt die stochastische Taylorentwicklung eine zentrale Rolle ein und kann als verallge-
meinerte deterministische Taylorentwicklung aufgefait werden. Sie basiert auf einer re-
kursiven Anwendung der It6-Formel (2.82) und liefert Naherungen des Losungsprozesses
eines stochastischen Differentialgleichungssystems (2.77).

Die Vorgehensweise einer stochastischen Taylorentwicklung wird anhand der Losung
X, einer skalaren stochastischen Differentialgleichung in integraler Form

t

X=X, + /f(s,Xs)ds+ /g(s,Xs)dWS (4.2)

to
erlautert. Fiir eine stetige, zweimal differenzierbare Funktion h(¢, X;) gilt nach (2.82)

t t
h(t, X;) = h(to, Xy,) +/L0h(s,Xs)ds+/Llh(s,Xs)dWS. (4.3)

to to

Die Operatoren L° und L' sind durch die beiden Gleichungen

0 o 1 0?

o _ Y = 442 -

L - 8t+f(taXt)ax7+2g (taXt)axQ
0

definiert.
Durch die Anwendung von Gleichung (4.3) auf die Funktionen f(¢, X;) und ¢(¢, X;) in
den Integranden von (4.2) ergibt sich

t s s
X, = Xto—i—/ f(to,XtO)+/Lof(T,Xr)dr+/L1f(T,Xr)dWT ds +
to to to
t S s
+/ g(to,XtO)—l—/LOg(r, X,n)dr%—/ng(r,Xr)dWT dW, (4.5)
to to to
und daraus
t t
Xt:Xto+f(tO,XtO)/ds+g(t0,Xt0)/dWs+R (4.6)
to to

mit dem Restglied

R = /t/SLOf(r,Xr)drds+/t/SLlf(r,XT)dWrds%—

to to to to
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t s t s
+ / / Log(r, X, )drdW, + / / L'g(r, X,)dW,dWi. (4.7)

to to to to

Gleichung (4.6) ist die einfachste nichttriviale stochastische Taylorentwicklung. Taylor-
entwicklungen hoherer Ordnung kénnen durch wiederholte Anwendung der Ito-Formel
in den Termen des Restgliedes erhalten werden. Dabei ist zu beachten, daf§ bei einem
Wiener-Prozef3 (dW;)? von der GroBenordnung dt ist. So muf fiir eine stochastische
Taylorentwicklung erster Ordnung in dt die Ito-Formel zusétzlich auf das Integral mit
dem Integranden L'g(t, X;) in (4.7) angewendet werden. Unter dieser Voraussetzung
ergibt sich als Ndherung fiir den Prozef§ X,

t t

Xt — Xto+f(thXto)/dS+g(tU7Xto)/dW8

to to

t s
+LYg(to, Xyp) / / AW, dW, + R (4.8)

to to

mit dem neuen Restglied R, auf dessen Darstellung hier verzichtet wird.

4.1.2 Konvergenz numerischer Verfahren

Eine charakteristische Eigenschaft numerischer Integrationsverfahrens ist die sogenann-
te Konvergenzordnung. Fiir stochastische Differentialgleichungen werden folgende Ver-
einbarungen getroffen.
Eine Approximation heifit stark bzw. stark konvergent mit der Ordnung v, wenn eine
positive, reelle von At unabhéngige Konstante K existiert, so dal zum Zeitpunkt T =
NAt

B(|Xr — X8]) < K(A#) (4.9)

gilt. Fiir eine schwache Approximation mit der Ordnung 3 dagegen wird
B(9(Xr)) — E(9(Xy))| < K(At)? (4.10)

gefordert. Mit den Ordnungszahlen v und /3 ist eine quantitative Beurteilung der nu-
merischen Verfahren moglich.

4.1.3 Stochastisches Eulerverfahren

Die approximative Berechnung der Trajektorien erfolgt iiber die Diskretisierung des
zugehorigen stochastischen Differentialgleichungssystems. Dabei wird der Differential-
quotient durch einen Differenzenquotient ersetzt. Die Schrittweite ist im allgemeinen
nicht zwingend konstant anzunehmen, was hier jedoch geschehen soll.
Die einfachste Methode stammt von Maruyama [31] und wird in Anlehnung an die klas-
sischen Methoden auch stochastisches Euler-Verfahren genannt. Die Methode iiberfiihrt
(2.77) in

X1 = X+ ftn, Xp) Aty + g(tn, X)) AW, (4.11)
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mit den Differenzen

tnt1
Aty =ty — 1y = / ds (4.12)
tn
und
tnt1
AW, =W, ., — W, = / dWs. (4.13)
tn

Die Auswertung des stochastischen Integrals erfolgt an der unteren Integrationsgrenze
tnt1 tn+1 tnt1
/ o5, X,)dW, ~ / 9ty X ) AW, = g(tn X,) / aw, (4.14)
tn tn tn

und ist daher konsistent beziiglich des Itoschen Kalkiils.
Bei der Implementierung des stochastischen Fulerverfahrens ist darauf zu achten, dafl
es sich bei AW,, um eine normalverteilte Zufallsvariable mit den Momenten

E(AW,) =0; E(AW,)?) = At, (4.15)
handelt. Die Realisierung dieser Zufallsvariablen erfolgt durch die Vorschrift
AW, = Ro\/At, (4.16)

mit der aus der Box-Miiller-Transformation (4.1) hervorgegangenen normalverteilten
Zufallsvariablen R,,, die die Momente

E(R,) =0; E(R)=1 (4.17)

besitzt.
Das Eulerverfahren ist stark konvergent mit v = 0.5 (gegeniiber dem deterministischen
Fall mit v = 1) und schwach konvergent mit 3 = 1.

4.1.4 Verfahren héherer Ordnung

Fiir die Entwicklung von Verfahren héherer Ordnung spielt die stochastische Taylor-
entwicklung eine zentrale Rolle. Wird die Losung X; einer stochastischen Differential-
gleichung geméf Kapitel 4.1.1 entwickelt, treten hierbei deterministische, stochastische
und gemischte Mehrfachintegrale auf. Fiir eine kompaktere Darstellungsform werden
folgende zwei Vereinbarungen getroffen:

o WL W2 ... , W™ sind paarweise unabhiingige, skalare Wiener-Prozesse.
lny1 tny1

° WtOEt — /thOZ / dt.
tn tn

Ein Mehrfachintegral kann damit im weiteren durch die Abkiirzung

tn+1 83 82
](11 ----- im)itnstnyl — / T //dWslidWszzz o dWs?Z (4'18>
tTL t"L tTL

ersetzt werden.
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Milstein-Verfahren

Fiigt man den Term mit dem Intergral I(;1yy,+,,, aus der Taylorentwicklung (4.8)
dem stochastischen Euler-Verfahren hinzu, so folgt daraus das sogenannte Milstein-
Verfahren

XnJrl = Xn + f(tna Xn)Atn + g(tna Xn)AWn + ng(tna Xn)I(l,l);tn,tn+1 . (419>
Durch Auswertung des Mehrfachintegrals ergibt sich daraus

Xop1 = X+ ftn, Xo) A, + g(tn, X0) AW,
dg

(i X) 52, X,) [(AW,)? — Aty]. (4:20)

Das Verfahren ist streng konvergent mit v = 1, was eine Verbesserung gegeniiber dem

Euler-Verfahren darstellt, und es ist schwach konvergent mit 5 = 1.

0g(tn, X»)

Im Falle eines additiven weiflen Rauschens, fiir das = 0 gilt, verschwindet

x
der Zusatzterm im Milstein-Verfahren. Dies hat zur Folge, daf§ das stochastische Eu-
lerverfahren, welches dann identisch mit dem Milstein-Verfahren ist, streng konvergent
mit v =1 ist.

Taylor-Verfahren der Ordnung v = 1.5

Das Taylorverfahren der Ordnung v = 1.5 ist eine Erweiterung des vorgestellten
Milstein-Verfahrens. Hierbei werden zusétzlich die Integrale 110y, tn1s £(0,1)stn,tnrss
L0.0)tn tnsr U0d I(11.1)4, 4, dem Milstein-Verfahren hinzugefiigt. Aus Gleichung (4.20)
folgt damit

Xn+1 = Xn + f(tnv Xn)Atn + g(tm Xn)AWn + ng<tna Xn)l(l,l);tn,tn+1
+L1f(tn7 Xn>l(1,0);tn,tn+1 + Log<tn7 Xn)I(O,l);tn,tn+1

+L0f<tn7 Xn)I(O,O);tn,thrl + L1L1g<tn> Xn)]—(l,l,l);tn,tn+1' (421)
Die Mehrfachintegrale
1 2
1(070);tn,tn+1 §<Atn) )
1
[(1>1)§tn’tn+1 5 [(AWn)z - Atn] s
1
[CREIEI o [(AW)? — AW, A, (4.22)

konnen, unter Zuhilfenahme des Satzes von It6, direkt ausgewertet werden. Fiir das

Integral
tn+1 t

T0,1)stntnin = / /dWsdt (4.23)
tn tn
existiert jedoch keine explizite Losung. Es kann aber als normalverteilte Zufallsvariable
thy1 t
AZ, = / /dWSdt (4.24)

tn tn
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mit den Momenten

1 1
B(AZ) =0 B(AZ))= S0 BAWAZ)= (ML) (425)
aufgefafit werden. Die Erzeugung der Zufallsvariable AZ,, erfolgt durch die Vorschrift

1 1 3
AZ,=—-|R, —R, At,)? 4.26
3 (Rt ot ) (a0): (4.26)
mit den normalverteilten Zufallsvariablen R,, ; und R, ». Unter Verwendung der Losun-
gen der Mehrfachintegrale und der Zufallsvariablen AZ, 148t sich Gleichung (4.21)
auswerten, und es ergibt sich

1
Xni1 = Xo+ f(tn, Xo)Ab, + g(tn, Xo) AW, + 599’ [(AW,)? = At,]| +gf'AZ,
1 17. 1
+ {g + fd + 5929”} (AW, A, = AZy] + 3 [f +ff'+ 5924 (At,)?
1 ! / 1
+59 l99" + (¢')?] [g(AWn)2 — Atn] AW, (4.27)

mit den Abkiirzungen fiir die partiellen Ableitungen

O=% (=92

Ein Nachteil des Taylorschen Verfahrens besteht darin, dafl die Koeffizienten der sto-
chastischen Differentialgleichung mehrfach abzuleiten sind. Ersetzt man diese Differen-
tialquotienten durch Differenzenquotienten, gelangt man zu den stochastischen Runge-
Kutta-Approximationen. Weitergehende Verfahren sind implizite Approximationen,
Extrapolationsmethoden und Predictor-Corrector-Verfahren. Eine ausfiihrliche Beschrei-
bung ist in [24] zu finden. Auf diese Methoden soll jedoch im Rahmen dieser Arbeit
nicht ndher eingegangen werden.

Monte-Carlo-Methoden sind robuste und universell einsetzbare Werkzeuge fiir die Un-
tersuchung auch hoherdimensionaler stochastischer Systeme. Neben den systematischen
Fehlern der Verfahren tritt zusétzlich noch ein Fehler durch die begrenzte Simulati-
onsdauer T auf, d.h. die Kenntnisse iiber ein dynamisches System werden in einem
bestimmten Zeitintervall gewonnen, ohne zu wissen, wie sich das System in der Zeit
danach verhalten wird. Fiir befriedigende Losungen werden iiber 107 < 10° Zeitschritte
simuliert.

4.2 Losung der Fokker-Planck-Gleichung

Die gesuchte stationdre Verteilungsdichte p(w) eines dynamischen Systems mit dem

Zustandsvektor
u = [9017"'790d717xs,17"-7$s,d]Ta (428)

wobel die Zustandsvariablen auf die Bereiche

3
—g < < ;; —g < Yo, pqo1 < g; —00 < Tg1y..., Lgg < OO (4.29)
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beschrankt sind, ist auch Losung der stationédren Fokker-Planck-Gleichung

2d—1 2-12d-1 g9

Z aii (hi(u)p(u)) — % Z Z uOur (gi(w)gr(u)p(uw)) = 0. (4.30)

i=1 i=1 k=1

Die Koeffizienten h;(w) und g¢;(u) sind dabei die Drift- und die Diffusionsterme des
zugehorigen stochastischen Differentialgleichungssystems. Bei der Fokker-Planck-Glei-
chung handelt es sich um eine lineare, homogene, partielle Differentialgleichung zweiter
Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten.

Die Randbedingungen ergeben sich aus der Periodizitéit des rotierenden Winkels ¢

T 3T
p(ul — TSy au2d—1) = p(“l = TSy ,Ugd_l),
2 2
0 o _ 0 =BT (4.31)
a—ulp(ul—_§a---au2d—l) = 8—u1p U1—7,---,U2d—1)

und der Integrabilitdtsbedingung, aus der folgt, dal an den Réandern der restlichen
Zustandsvariablen die Verteilungsdichte identisch verschwinden muf3:

T T
p(UhUz = —57 e 7U2d—1) = p(UhUz = 5; .. 7U2d—1) =0,
T T
==, ... _ = ==, ... 1)=0
p(ulv , Ud—1 2a , Uad 1) p(ulv , Ud—1 2a ; Uad 1) 5 (432>
p(Ur, ... ug = —00,. .., Usg—1) = P(Up,...,Ug=00,...,Uzq—1) =0,
p(uy, ..., Uugq—1 = —00) = plug,...,usgg—1 = 00)=0.

Losungen der Fokker-Planck-Gleichung (4.30) kénnen im allgemeinen nicht in geschlos-
sener Form angegeben werden. Daher ist es notwendig, Ndherungsverfahren einzuset-
zen. Das hier verwendete Naherungsverfahren zur Auffindung schwacher Losungen ba-
siert auf der Entwicklung der gesuchten Verteilungsdichte in eine Reihe von orthogo-
nalen Funktionen

plur, o tupa 1) = D o0 Y Oinying 1 S (1) - fig, (u2a-1) (4.33)

12d—1

mit den unbekannten Koeffizienten o;, . ; . Fiir eine hohe Approximationsgiite ist die
Wahl der Ansatzfunktionen f;, (uy),---, fi,,_,(u24—1) von grofer Bedeutung. Es zeigt
sich, dafl eine unbedachte Wahl formal korrekter, aber physikalisch wenig begriindeter
Ansatzfunktionen einen vielgliedrigen Ansatz nach sich zieht, wodurch ein hoher Re-
chenaufwand entsteht, der vermieden werden sollte.

4.2.1 Entwicklung in ¢;-Richtung

Es ist naheliegend fiir die Entwicklung der Verteilungsdichte und der nichtkonstanten
Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung in ¢;-Richtung Fourierreihen zu verwenden.
Fiir den rotierenden Winkel ¢, der auf dem Bereich [—7/2,37/2) beschrankt ist, kann
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— exakt
— — Fourierreihenentwicklung

Abbildung 4.1: Entwicklung von sin ¢ cos® ¢ gemif Gleichung (4.34)

die Entwicklung mit herkémmlichen Fourierreihengliedern durchgefiihrt werden. Diese
bilden auf dem Bereich [—7/2,37/2) ein vollstindiges, orthogonales Funktionensystem
und erfiillen die Randbedingungen (4.31), was eine exakte Entwicklung der Koeffizien-
ten ermoglicht.

Die fluktuierenden Winkel ¢, ..., p4_1 sind auf das Intervall [—7/2, 7 /2] beschrankt.
Herkéommliche Fourierreihenglieder bilden auf diesem Bereich kein orthogonales Funk-
tionensystem. Dieses Problem &t sich dadurch beheben, dafl eine Beschrinkung der
Kosinus- und Sinusanteile auf jeweils gerad- oder ungeradzahlige Argumente vorgenom-
men wird. Das jetzt orthogonale Funktionensystem hat aufgrund der Beschrinkung
der Reihenelemente aber den Nachteil, mit den verbliebenen Gliedern die Koeffizien-
ten nicht mehr exakt, sondern nur noch naherungsweise entwickeln zu koénnen. Die
ndherungsweise Entwicklung von Termen sin” ¢ cos™ ¢ konvergieren fiir n +m > 3
sehr schnell und stellen gute Ndherungen dar. Probleme treten aber bei den Entwick-
lungen von cos ¢ und sin ¢ auf. Als Beispiele sind in den Abbildungen 4.1 und 4.2 die
Néaherungen fiir

2 (8 16 8
sin ¢ cos? @ ~ - <1—5 sin 2¢ + 105 sin4y — 315 sin 6<p> (4.34)
und
2 (4 8 12 16
sin p =~ - (§ sin 2¢ — 15 sin 4o + I sin 6 — &3 sin 8@) (4.35)

dargestellt. Trotz der offensichtlichen Méangel der Ndherung fiir sin ¢ in Abbildung 4.2
liefert diese Art der Entwicklung brauchbare Ergebnisse (siehe dazu [53]).

Zur Vermeindung der im Intervall [—m/2,7/2] auftretenden Schwierigkeiten bei der
Entwicklung der Koeffizienten mit allgemeinen Fourierreihen, kénnen verallgemeinerte
Fourierreihen benutzt werden. Diese Fourierreihen bilden auf dem betrachteten Bereich
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— exakt
— — Fourierreihenentwicklung

Abbildung 4.2: Entwicklung von sin ¢ gemifl Gleichung (4.35)

ein orthogonales Funktionensystem und enthalten die noch zu bestimmenden Anteile

Sn(p) = Zsm sin(iy) (4.36)
Culp) = Zcm cos(ip), (4.37)

=1

die sowohl gerad- als auch ungeradzahlige Argumente enthalten, wodurch eine exakte
Entwicklung der Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung ermdoglicht wird.
Da aufgrund der Beziehung

/2

/ sin(ny) cos(mp)dy = 0 (4.38)

—7/2
fiir beliebige ganzzahlige n und m die wechselseitige Orthogonalitét

/2

/ Sy Chdip = 0 (4.39)

—7/2
gesichert ist, geniigt es, die beiden Relationen

/2

/ SpSmdp =0 n#m (4.40)

—7/2
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und
w/2

/ ChCrdp =0 n#m (4.41)
—x/2
zu gewahrleisten. Mit Hilfe der Fouriermomente

/2
Mep = / sin” pdp, (4.42)

—/2

/2
Men, = / cos” pdp (4.43)

/2
konnen die Glieder der verallgemeinerten Fourierreihe ermittelt werden. Die Vorgehens-
weise dafiir wird in Kapitel 4.2.2 anhand der Ermittlung von orthogonalen Polynomen,

die zur Entwicklung der Verteilungsdichte und der Koeffizienten in z;-Richtung benotigt
werden, erlautert.

4.2.2 Entwicklung in r;-Richtung

Die Entwicklung der Verteilungsdichte und der Koeffizienten in x;-Richtung wird unter
Verwendung von vorab zu bestimmenden Polynomen

k
Hy(z) =) aga’ (4.44)

J=0

durchgefiihrt. Diese miissen die Orthogonalitatsrelation
b
/Hk(x)Hl(x)w@)dx = 0k (4.45)

auf dem Intervall (a, b) erfiillen, das auch ein- oder beidseitig unendlich sein darf. w(x)
wird Belegungs- oder Gewichtsfunktion genannt und ist dem gestellten Problem ent-
sprechend zu wihlen, ¢; ist eine Normierungskonstante und d; das Kronecker-Symbol.
Da die Zustandskoordinaten x; in keiner Richtung beschrénkt sind, mufl die Bedin-
gung (4.45) auf dem Intervall (—oo, 00) sichergestellt werden. Die Bestimmung der
noch unbekannten Koeffizienten ay; erfolgt durch Einsetzen von (4.44) in (4.45) und
anschliefender Ausfithrung der Integrationen fiir [ = 1,...,k. Dies fiihrt zu einem
linearen, algebraischen Gleichungssystem

l
Z QpiMj41 = clékl; = O, cey k (446)

=0
mit den Momenten m;,,, die durch die Vorschrift

o0

My = /a:j+lw(x)dx (4.47)

—0o0
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definiert sind. So werden z.B. die Koeffizienten des Polynoms

3
Hg(l‘) = Z a,gjfL‘j = a3p + a31T + a32x2 + CL33I3 (448)

=0

aus dem Gleichungssystem

mgo MMy Mg M3 30 0

mp My M3 My a;; | | O (4.49)

mo Mg My Ms5 @32 0 '
€3

mg Mg M5 Mg as3 a33

gewonnen. Bei (4.49) handelt es sich um ein unbestimmtes Gleichungssystem. Damit
ist eine der Groflen frei wahlbar. Hierbei bietet sich die Wahl as3 = 1 an.
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Kapitel 5

Biege- und Torsionsschwingungen
eines Balkens

Ein klassisches Beispiel aus der Theorie der kinetischen Stabilitéit elastischer Systeme
stellt das hier beschriebene Problem der gekoppelten Biege- und Torsionsschwingungen
eines schlanken, elastischen Rechteckbalkens dar, der durch zwei duflere, zeitabhéangige
Endmomente belastet wird. Dieses System wurde schon von Mettler [32] und Bolo-
tin [7] fiir den Fall harmonischer Anregung ausfiihrlich diskutiert. Stabilitatsanalysen
fir Systeme mit stochastischer Anregung sind in [1], [2], [38], [39], [37], [36], [16] und
[48] zu finden. Ziel der erneuten Betrachtung ist eine Stabilitétsuntersuchung, bei der
die Zustandskoordinaten des zugehéorigen stochastischen Differentialgleichungssystems
gemifl dem Konzept von Khas'minskii auf Bipolarkoordinaten transformiert werden, so
daf ein Vergleich mit den Ergebnissen einer Stabilitdtsanalyse, die auf einer Transfor-
mation auf Hyperkugelkoordinaten basiert und hier ebenfalls diskutiert wird, moéglich
ist.

Das angesprochene System ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Es besteht aus einem Bal-
ken mit Rechteckprofil, der so gelagert ist, daf} lediglich eine Verdrehung der Balkenen-
den um die z-Achse und eine Verschiebung der Balkenenden in z-Richtung verhindert
wird. Die waagrechte Verschiebung u(z,t) und der Verdrehwinkel J(z,t) werden durch
die gekoppelten Bewegungsgleichungen

ELu" (z,t) + M(t)9"(z,t) + pii(z,t) + ci(z,t) = 0,

M(t)u" (z,t) + GJI" (2, t) + pr®d(z,t) + dd(z,t) = (5.1)

beschrieben. Hochgestellte Striche geben in den Bewegungsgleichungen partielle Ablei-
tungen nach der Koordinate z an, hochgestellte Punkte partielle Ableitungen nach
der Zeit t. Die beiden Momente M (t) sind zeitabhingige Biegemomente, die den
Balken jeweils an seinen Enden belasten. FI, und GJ sind dabei die Biege- und
Torsionssteifigkeit, p die Massenbelegung, r der polare Tréagheitsradius und ¢ und d
Dampfungskonstanten. Aus der beschriebenen Lagerung ergeben sich die sechs Rand-
bedingungen

u(0,t) =u(l,t) = 0,
u’(0,t) =u"(l,t) = 0, (5.2)
9(0,t) =d(,t) = 0
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u(z,t)
M(t) [ M)
v Z) 19(27 t)
v l g
Q u(z,t) on
T\M/g )

Abbildung 5.1: Beidseitig eingespannter, schlanker Rechteckbalken

fiir die Verschiebung u(z,t) und den Verdrehwinkel J(z, ).
Mit den ersten beiden Eigenformen der Biege- und Torsionsschwingungen

u(z,t) = rqi(t) sin WTZ (5.3)
und s
V(z,t) = qo(t) sin — (5.4)

[
ist es moglich, durch Separation das gekoppelte Differentialgleichungssystem fiir das
Zeitverhalten der Losung

G+ 28141 + wig — wiwal(t) g 0 (5.5)
G + 2022 + wige — wiwal(t)n = 0 .
mit den darin verwendeten Abkiirzungen
EI GJ c
e R R - N
l wl?r 20 (5.6)
G, = d Clt) = M (t) Mo — VEILGT :
2_2/”’2’ — Mcrv er =T I

zu erhalten. Das Gleichungssystem (5.5) ist ein parametererregtes, gekoppeltes Dif-
ferentialgleichungssystem mit dem nichkonstanten Koeffizienten ((¢) im Koppelterm.
Eine Besonderheit parametererregter Systeme besteht darin, dafl die Ruhelage ¢, (t) =
¢2(t) = 0 instabil werden kann. Die einer Stabilitdtsuntersuchung dieser speziellen
Losung zugrunde liegende Variationsgleichung ist bei dem hier betrachteten System
identisch mit dem Gleichungssystem (5.5), da dieses linear und homogen ist. Die breit-
bandige, stationdre Parametererregung wird beschrieben durch die Gleichung

((t) = ot (5.7)
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&; ist hierbei das in Abschnitt 2.2.6 beschriebene weifle Rauschen, das mit der Intensitét
o in die Parametererregung eingeht.

Durch die Einfithrung der Zustandskoordinaten

q q
Xl,t = {1, Xz,t = —17 X2,t = {2, X2,t =2 (5-8)
w1 Wa

wird zunéchst das Gleichungssystem (5.5) in das stochastische Differentialgleichungs-
system

Xm,t = W1X27tdt,

dX27t = —(leLt + 2ﬁ1X27t)dt + WQO-X&tth, (5 9)
dX37t = CUQX;Ltdt, ‘
dX47t = —<(,U2X37t —+ 2ﬁ2X4’t)dt + wlaXLtth

iiberfiihrt.

Um eine Aussage beziiglich der Stabilitdt der Ruhelage treffen zu kénnen, wird unter
Verwendung des Konzeptes von Khas'minskii der grofite Ljapunov-Exponent berechnet,
dessen Vorzeichen entscheidend fiir die Stabilitdt der betrachteten Losung ist. Fiir die
praktische Berechnung nach Abschnitt 3.3.2 wird der Zustandsvektor X, derart trans-
formiert, dafl eine Entkopplung des instationédren Losungsanteil erreicht wird, wodurch
der Ljapunov-Exponent unter Zuhilfenahme der Fiirstenberg-Khas'minskii-Gleichung
(3.41) bestimmt werden kann.

5.1 Hyperkugelkoordinaten

Als erste der beiden im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten Koordinatentransfor-
mationen wird fiir die Untersuchung der fast sicheren Stabilitdt der Ruhelage X, = 0
die Transformation auf eine Hyperkugel diskutiert. Die Zustandskoordinaten X, =
(X4, Xog, Xy, X47t)T werden dabei geméf der Vorschrift

A= /X2 4 X3+ X3+ X3, D<A < oo,

arctan §2’t, X120, i .
= Xas —5 <Yy <
arctan S, T X1+ <0,
X3t
P14 = arctan ————=, —§ < 1 < 7, (5.10)
\ XTe + X3,
Xy
24 = arctan i y oy < < 3

VX + X3+ X3,

unter Beachtung des Satzes von It6 (2.82) auf die neuen Koordinaten transformiert.
Dadurch ergibt sich das stochastische Differentialgleichungssystem fiir den natiirlichen
Logarithmus der Amplitude In A; und den Winkelkoordinaten ), ¢1, und @9,
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dln A,
dipy =
d@l,t =
d902,t =

>

Py, P1,t) P2t

1(Vt, P14, P2,0)dE+ g1 )

Ve, P1e, P2.0) AW,
)
)

( )

2(Vt, P1e, P20 )dE + go
( )
( )

>

(5.11)

>

@th, P1,t) P2t
¢t7 P11ty P2t

3(Vr, 014, P2, )dt + g3
4 (e, 1,6, P2, )dt + ga

>
~~ N /N~

mit den zugehorigen Drifttermen

1 2

hi = —20; sin® Wy cos? ©1.t cos? Yot — 205 sin? Yot — §w§0 sin? P14 X

. 1
cos” (a4 (sin® 1y cos® 1 4 cos® oy — 1) + 5“%‘72 cos” ¢y cos® 14 X

cos? Yot — W1wa o sin 1y cOs Py Sin g 4 cos? P14 51N g ¢ cos® ©2.t
hy = —wi — 28;sinyY,; cosy; — w§02 sin 1), cos 1, tan® ©1.t5

12 : 2 27 .
hs = wacos s tan sy + 20 sin ¢y sin g 4 cos Y1+ + wio™ [sin g 4 X

1
.9 2 2 2
cos 1 ¢(1 — sin” ¢y cos® p14) — 5 cos YPtan o (1 + cos <P1¢)] , (5.12)
hy = w%aZ[sin2 1, sin? Ot cos? ©1,£ 51N Pa 4 cos® Dot — 3 sin g 4 COS a4 X

2 4 L, .9 2 :
(1 —2cos” 14+ cos™ p14) — 5 cos Yy sin® 1 4 cos” @y 4 8in oy X
COS pa,4] — wio” cos 1y cos” P14 sin a4 cos” oy — w? sin g, +
wiweo? sin 1y, cos Yy sin Ot cos? D1t cos? wa(1—2 cos? wat) +

.9 2 . .
23 sin” ¢, cos 1,6 S Pa ¢ COS Yo 1 — 23, sin P2,t COS P2 ¢

und Diffusionstermen

g1 = 0 COSP14COoSPat(wy cosysingg + wosin iy sin ¢y 4 cos o y),
g2 = weo cosYtan gy,

. .9
g3 = —wy0osinyy;sin” ¢y,

s = 0 COS P14 COSPat(wy Cosy oS g — wasin iy sin g ¢ sin o).

(5.13)

Aufgrund dieser Transformation ist es moglich, die euklidische Norm des Zustandsvek-
tors || Xy|| in Gleichung (3.28) durch die Amplitude A; zu ersetzen. Damit ergibt sich
fiir den grofiten Ljapunov-Exponenten

t

1. A 1
A = lim —lnA—t = Jim / by (Wr, 010y 2.7 )dT. (5.14)

t—o0 0 t—o00
0

Wird jetzt unter Voraussetzung von Ergodizitdt im Mittel der zeitliche Mittelwert
durch den statistischen Mittelwert mit der dreidimensionalen, stationédren Verteilungs-
dichte p(1, 1, p2) ersetzt, so folgt aus (5.14) die Fiirstenberg-Khas'minskii-Gleichung

3r/2 w/2 w/2

/\12/ / /hl(wa¢17<P2)p(¢7¢17902)d¢d901d902 (5-15)

—7/2 —7/2 —7/2
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fiir den groBten Ljapunov-Exponenten. Unbekannt ist hierin noch die stationdre Ver-
teilungsdichte p(v, p1, ¢2), die unter Verwendung der in Abschnitt 4 vorgestellten Me-
thoden aufgefunden werden kann.

5.1.1 Monte-Carlo-Simulation

Mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation sowie der in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen
Vorgehensweise kann die Verteilungsdichte p(v, @1, p2) als Héaufigkeitsverteilung er-
mittelt werden. Bei der numerischen Integration der Winkelprozesse 1, 1, und @24
mittels des stochastischen Eulerverfahrens wurden N, = 10® Zeitschritte simuliert. Die
konstante Zeitschrittweite betrug dabei At = 0.01s. Da eine Visualisierung der Vertei-
lungsdichte p(1), 1, o) nicht moglich ist, sind in den Abbildungen 5.2, 5.3 und 5.4 die
Randverteilungsdichten

w/2

p<w7901> = / p(wﬂOlaSDZ)ngZa

—7/2
w/2

(1, p2) = /p(¢7¢1,¢2)d¢1, (5.16)

—7/2
3r/2

plp1,p2) = / (Y, @1, p2)di)

—m/2

fiir die Parameter w; = 1.557 %, wo = 1.0s7 %, 3; = 0.4, 3, = 0.2 und o = 0.5 dargestellt.
In den beiden Abbildungen 5.2 und 5.3 ist das periodische Verhalten der Vertei-
lungsdichte in Richtung des rotierenden Winkels 1) erkennbar. An den Réndern bei
@1, 2 = £5 verschwindet die Verteilungsdichte. Die Auswertung von (5.14) fiir den
grofiten Ljapunov-Exponenten ergab fiir die angegebene Parameterkombination \; =
—0.191157. Bei den durchgefithrten Simulationen hat sich gezeigt, dafl ab einer An-
zahl von N, > 10° Simulationsschritten keine wesentlichen Anderungen mehr im Wert
des Ljapunov-Exponenten auftreten (siehe dazu auch [16]). In Abbildung 5.13 ist eine
Stabilitédtskarte in Abhéngigkeit der Dampfungsparameter 5; und [, fiir den Bereich
—0.2 < By, B2 <0.55 dargestellt.

5.1.2 Lo6sung der Fokker-Planck-Gleichung

Die zur Berechnung des grofiten Ljapunov-Exponenten nach Gleichung (9.3.1) gesuch-
te stationdre Verteilungsdichte p(i, 1, o) ist auch Losung der stationdren Fokker-
Planck-Gleichung

0 9 9 1, 18,
@(th) + a—%(h3p) + 8—(102(h4p) - 56—W(92p) - 58—@%@329)
1o, o o &

57 3(95p) = 5 - - = 1

mit den Randbedingungen fiir den rotierenden Winkel 1
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Abbildung 5.2: Randverteilungsdichte p(v, p1) mittels Monte-Carlo-Simulation
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Abbildung 5.3: Randverteilungsdichte p(v, ¢2) mittels Monte-Carlo-Simulation
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Abbildung 5.5: Ljapunov-Exponent A\; in Abhéngigkeit der Dampfungen (3, und (s
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T 3T
P <¢ = ——,901,902> = p (w = 7,%@02) ,

2
0 7r 0 3m (5.18)
%p (¢:—§a9017902> = %p (@D: 7,8017902)
und den Randbedingungen fiir die fluktuierenden Winkel ¢ und @9
™ T
P<¢7¢1=—§;§02> = p<w,¢1=§,wz> =0,
(teer=F) = (o) =0 o
p\¥, Y1, Y2 = 5 =P ,<P17902—2 = U.

Zusétzlich zu den Randbedingungen erfiillt die Verteilungsdichte noch die Normie-
rungsbedingung (2.12) in der Form

3n/2 ©/2 w/2

/ / /P(wa¢1,g02)dwd(p1d<p2:1. (5.20)

—7/2 —7/2 —m/2

Fiir die Entwicklung der Verteilungsdichte p(v), @1, ¢2) und der nichtkonstanten Koef-
fizienten in der Fokker-Planck-Gleichung (5.17) bietet sich eine Entwicklung in Fou-
rierreihen nach Abschnitt 4.2 an. Problematisch hierbei ist die Entwicklung der Koeffi-
zienten, in denen Terme mit tan ¢, und tan ¢, auftreten. Diese Randsingularitdten in
den fluktuierenden Winkeln bei ;5 = +7 treten bei Transformationen der Zustands-
koordinaten auf Hyperkugelkoordinaten ab der Dimension d > 3 auf. Zur Elimination
dieser Terme wird nach [53] und [16] zunéchst eine Substitution der Verteilungsdichte

(1, @1, 02) = p* (¥, o1, P2)s(¢1, 2) (5.21)

mit der auf der Basis der Jacobischen Determinate der Riicktransformation

J(Am Py, P1,ts 902,15) = A? COS ©1¢ cos? Pt (5-22)

erhaltenen Funktion
s(ip1,p2) = cos @y cos” @y (5.23)

durchgefiihrt. Die Normierungsbedingung (5.20) dndert sich dann zu

3r/2 w/2 w2

///P*(%901,902)3(901>S02)d¢d801dg02. (5.24)

—7/2 —7)2 —7/2
In den neuen Termen

R (Y, 01,02) = hi(, 1, pa) cos py cos? g,
: ) . (5.25)
95, (W, 01,00) = gi(W, 01, 92)95 (Y, 1, p2) cos o1 cos o, 0, =2,3,4

sind nach der durchgefithrten Substitution weiterhin Ausdriicke mit tan ¢; enthalten.
In [16] wird fiir solche Fille vorgeschlagen, eine Multiplikation der Fokker-Planck-
Gleichung mit den fiir die Singularitéiten verantwortlichen Nennerausdriicken n(p, . . ., ¢;)
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durchzufithren. Hier erfolgt daher eine Multiplikation der Gleichung mit dem Faktor
cos 1. Daraus ergibt sich schliellich die modifizierte Fokker-Planck-Gleichung

op* op*  opt  _ 10" _ 10%p
h h h ha -
0p+28¢+3 + 82 9222(%2 9332890%
82 * 82 * 82 * 82]9*
q q =0 5.26
9442 9,2 3 9238¢ 9248¢¢ 48901902 ( )
mit den Koeffizienten
noo_ [9h  Ohs  Ohi 1&g, 18gs 10,
’ 00 ' Opy  Dpy 200 2047 2 99
_62953 . N o gz | cos )
Ovpr Oy Dp12] ’
- [ 0955 0933 8954_
ho = |h}— — —
2 2" 50 T 9o D | Cos 1, (5.27)
- [ 0933 09a3 895:4-
hy = |hi— — —
’ L 5 (2 o 8902_ cos e
- [ 914 0G5, 89§4_
hy = |hl— — —
M e T 0 9p |
und
?ij(¢7 Y1, @2) - 9:;(% ¥1, (102) COS 1, 27] = 27 37 47 (528>

die frei von Singularitdten sind und durch endliche Fouriereihen dargestellt werden
kénnen.
Die gesuchte Funktion p*(, ¢1, ps) wird durch die dreidimensionale, komplexe Fou-
rierreihe

p* (Y, o1, p2) Z Z Z Crim explJ (kY + 2lp1 + 2meps)] (5.29)

—Kl=—Lm=—

in der modifizierten Fokker-Planck-Gleichung (5.26) ersetzt, und es ergeben sich (2K +
1)(2L +1)(2M + 1) homogene, algebraische Gleichungen fir (2K +1)(2L+1)(2M +1)
unbekannte Koeffizienten cyy,,,. Zusammen mit der Normierungsbedingung (5.24) wird
daraus ein iiberbestimmtes, inhomogenes Gleichungssystem, das mit einem numeri-
schen Gleichungsloser ndaherungsweise ausgewertet werden kann. In den Abbildun-
gen 5.6, 5.7 und 5.8 sind Randverteilungsdichten fiir die Parameter w; = 1.5571,
wy = 1.0s71, B = 0.4, B, = 0.2 und o = 0.5 dargestellt. Fiir die Fouriereihenentwick-
lung in ¢-Richtung wurden K = 2 Reihenglieder und in Richtung der fluktuierenden
Winkel ¢ und ¢y L = M = 6 Reihenglieder verwendet. Der fiir diese Parameter-
kombination errechnete Ljapunov-Exponent betrug Ay = —0.191103. Ein Vergleich mit
dem Ergebnis aus der Monte-Carlo-Simulation zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung.
Die Randverteilungsdichten in den Abbildungen 5.6, 5.7 und 5.8 sind glatter als die in
den Abbildungen 5.2, 5.3 und 5.4 dargestellten, mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation
erhaltenen Dichten. Dies ist auf den Abzéhlalgorithmus der Monte-Carlo-Simulation
zuriickzufithren. Abbildung 5.9 zeigt die Stabilitdtskarte fiir die Dimpfungskonstanten
By und B,. Auch hier ist eine gute Ubereinstimmung der beiden Methoden erkennbar.
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5.2 Bipolarkoordinaten

Nach der ausfiihrlichen Diskussion der Stabilitdtsanalyse unter Zuhilfenahme von Hy-
perkugelkoordinaten, wird hier eine weitere Koordinatentransformation vorgestellt.
Aufgrund des vierdimensionalen Zustandsvektors X; = (Xl,t,X27t,X3,t,X4,t)T ist es
moglich, alternativ zu den bisher betrachteten Hyperkugelkoordinaten, die Zustands-
koordinaten auf Bipolarkoordinaten zu transformieren. Dazu werden die beiden Am-
plituden a;; und as; sowie die zugehorigen rotierenden Winkel 1, ; und 12, durch die
Transformationsvorschrift

aye = \/X12,t + X22,t’ 0 S ai ¢ < 09,
ag’t = \/X32,t + Xit’ O S a27t < o0,

X
arctan 2 X120,

V1= o —I <t <%, (5.30)
arctan 5 + 7, X1 <0,
X,
arctan %, X34 >0,
oy = X0 7 —I <<
’ arctan ==t + 71, X3, <0 2= 2
X3t ’ ) ’

eingefiihrt. Unter Beachtung des Satzes von Ito erhélt man daraus das stochastische
Differentialgleichungssystem

day; = fi(ars, age, Y14, o r)dt + ki(ays, age, P1p, o) dWry,
dins = hi(ars, ase, Y14, Yo r)dt + gi(are, asy, V1.6, Por)dWs, (5.31)
dasy = folars, agp, Y1y, Yo r)dt + ka(ary, age, V14, e e)dWy,
diar = halars, age, V14, Ver)dt + go(ars, ast, V14, Vo) dWs
mit den Koeffizienten
_ ) i
. 9 o [ Q2 . 2
hi = — |wi+261sinYcosthy s + o w; (a_) sin )y ¢ cos Py 4 cos” Yoy ,
1
- o\ -
. 1 .
hy = — |wy+ 2028019, costhay + o°wi (a—) Sin g 4 cOS oy cOS™ P14 |
2
s i
a = Uwza—COSwl,tCOSQﬁQ,t,
1
a1
g2 = owr— COS Py + COS Py ¢, (5.32)
2
.9 1, 2a§ 2
fi = —2Bisin" Yy aq + 57 wza— cos” 11 4 COS VP4,
1
. 9 1, 2@% 2
fo = —20B5sin" Yy a0 + 50 W1a_COS 1,4 COS Py,
2
ki = WQUGQSinwl,tCOStha
ke = wioa;sinigcosiy .

Eine Amplitudentransformation der beiden Amplituden a;; und as; durch
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At:ﬁ/ait—i—a%t, OSAt<OO,

5.33
gpt:arctan%, 0<p < T ( )
Q¢ 2

fithrt auf ein Differentialgleichungssystem fiir den natiirlichen Logarithmus der Ampli-
tude A;, den fluktuierenden Winkel ¢, und den beiden rotierenden Winkeln v, ; und
Yy in der Form

din Ay = ha(pe, Y14, ¥or)dt + ga(pr, Y14, Yo, ) dWr,
dor = hs(or, V10, V2,0)dt + g3(pr, Y1, o) dWs, (5.34)

dipar = ho(pr, Y14, V21)dt + ga(pr, 1 ¢, Vo) AW,

Ay = hi(pe, Y1, Yar)dt + g1(or, Y14, Yo, ) dW,.

Die Drift- und die Diffusionsterme fiir die Amplitude A; und den Winkel ¢; lauten

hy = 2sing;cos e sin? Y1y — Po sin? o)

1 _ , cos? ¢, cos?
—502 [w%(? sin ¢y sin? Yot — cos? Pat) L GE

Sin @y cos @y

)sin4 o1 cos® g

2 2 .92 2
—wj5 (2 cos” g sin® ¢y 4 — cos” Y1) —
sin ; cos @y

+2wyws sin Yy 4 sin g 4 COS 1y ¢ COS wg,t(cos2 Yy — sin® ) Sin @y cos gpt} ,
(5.35)

1 .
hy = 502 wi cos® g; cos? Py ¢ + (Wi + w3) cos? @y sin? ; cos? 1y 4 cos? oy

—|—w§ sin? ¢, cos? o — 2wiwo cos? o sin? o cos 1,4 COS gy Sin Yy 4 Sin %,t}

—20, sin® ¥t sin® Yoy — 20 cos” ¥t sin® U1,
g5 = —0wysin’ @y SIn Yy 4 COS Pay + owy cos? Pt COS Yy ¢ SIN Py,

gs = 0 sing;cos p(wasin g ¢ cos oy + wy cos Yy ¢ Sin ).

Die Terme h;, he, g1 und g, bleiben unveréndert, da die rotierenden Winkel %, ; und
Yo nicht an der zweiten Transformation beteiligt sind.

Durch die Transformation der Zustandskoordinaten auf Bipolarkoordinaten mit an-
schlieBender Amplitudentransformation wurde wiederum, entsprechend dem Konzept
von Khas’minskii, eine Entkopplung des instationdren Losungsanteils A; von den sta-
tiondren Winkelprozessen ¢y, ¢, und 19, erreicht. Damit ist es wieder moglich, den
groBten Ljapunov-Exponenten unter Verwendung der Fiirstenberg-Khas’ minskii-Gleich-

ung
w/2 37/2 37/2

)\1:// /h4(90,1/117%)P(%iﬁlawz)d@dwldd& (5-36)
0 —w/2—7/2

zu bestimmen.
Unbekannt in (5.36) ist auch hier die stationére Verteilungsdichte p(ip, 11, 109) der stati-
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onédren Winkelprozesse, die vorab noch bestimmt werden mufl. Die Berechnung erfolgt
mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation und anschliefend als Losung der entsprechen-
den Fokker-Planck-Gleichung.

5.2.1 Monte-Carlo-Simulation

Wie bei der Stabilitdtsanalyse unter Verwendung von Hyperkugelkoordinaten wird die
Bestimmung der gesuchten Verteilungsdichte mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation
an den Anfang gestellt. Die numerische Integration der Winkelprozesse erfolgte dabei
durch ein stochastisches Eulerverfahren mit der konstanten Zeitschrittweite At = 0.01s.
Fiir die Ermittlung der Randverteilungsdichten

3m/2

plp, 1) = /p(%%,%)d%,

—7/2

3r/2

/p(%whwz)dwh (5.37)
—7/2

w/2

p(r, ) = / P, 1, o) s

0

p(gO, w2)

wurden N, = 108 Zeitschritte simuliert, die in den Abbildungen 5.10, 5.11 und 5.12 fiir
die Parameter w; = 1.5571, wy = 1.0s7 %, B, = 0.4, 3y = 0.2 und o = 0.5 dargestellt sind.
In den Abbildungen 5.10, 5.11 und 5.12 ist die Periodizitét der rotierenden Winkel 1y ;
und 19, zu erkennen. An den Réndern ¢ = 0 und ¢ = 7/2 des fluktuierenden Winkels
verschwinden die Randverteilungsdichten. Abbildung 5.13 zeigt die Stabilitatskarte fiir
die Dampfungsparameter §; und s im Bereich —0.2 < (31, (2 < 0.55, wobei fiir jeden
berechneten Ljapunov-Exponenten eine Gesamtschrittzahl von N, = 10% Zeitschritten
benutzt wurde.

5.2.2 Losung der Fokker-Planck-Gleichung

Die dem stochastischen Differentialgleichungssystem (5.34) zugehorige Fokker-Planck-
Gleichung lautet

0 0 0 1 62 ) 1 82
%(hﬂ’) + 8—%(h1p) + 8—%(%]9) - 58—<p2(g3p) T 2002
19 2 0? 0? 0?

_58_%(9229) - W(gsgm) - m(%gﬂ?) - m(mgﬂ)) = 0 (5.38)

(43p)

mit den Randbedingungen
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5.2. BIPOLARKOORDINATEN 5}

0.04

p(gpla ()02) 0.035

0.03

| “\ |
N 0“ A\
) // / “k‘\ ‘“:/0 ;\\t“ “ /I'“‘: o\
/ ““0 ‘ \ I,
Y “:“//

0.025

0.02

/
o ‘ W
(NN

w\\\ ‘
$ ‘ “

0.015

“

Abbildung 5.12: Randverteilungsdichte p(¢1, ¢2) aus Monte-Carlo-Simulation

T \o T \ T \ T T

| o ) ) i

0.5 L ° S

i
0.4 0.3
031 ~o,2\
0
2
02F © -
2 2 X \
" 01— |
0.1F i
O\o\
0 -
0.1\
0.1
Q - |
0.2\_O
22— |
—02 03, | | | | |
202 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
B

Abbildung 5.13: Ljapunov-Exponent A; in Abhéngigkeit der Démpfungen (; und [,



56 KAPITEL 5. BIEGE- UND TORSIONSSCHWINGUNGEN EINES BALKENS

p(s@,wl g%) = p(%@bl:%,wz)
sop (pn=-30) = (e WQ)
p(%%,wz g) = p(%wl,wz ) (5.39)
sp(eonin=-3) = op(pvnia=7)
ple=0,11,9) = p<¢=§,¢1,¢2>=0.

Zusétzlich zu den Randbedingungen erfiillt die Verteilungsdichte die Normierungsbe-
dingung

w/2 3w/2 37/2

/ / / plp, ¥, o) dipdiprdipy = 1 (5.40)

0 —w/2—7/2

In den Drifttermen hz und hy treten, wie bei der Transformation auf Hyperkugelkoor-
dinaten, Terme in den Koeffizienten auf, die zu Singularititen bei ¢ = 0 und ¢ = 7
fithren. Diese miissen fiir eine Entwicklung der Verteilungsdichte und der nichtkonstan-
ten Koeffizienten noch eliminiert werden. Die Fokker-Planck-Gleichung wird hierfiir
mit dem Faktor n(y) = sin ¢ cos ¢ durchmultipliziert. Dies fiihrt auf die modifizierte

Fokker-Planck-Gleichung

op op —0p 1_ 0% 1_ 0?p 1_ %
h h h hs— — =G11—= — —Goo—=5 — —(aa——r
op + 18¢1+ 25 BT + 3&0 29118¢f 29228¢§ 29333@2
0%p 0%p 0*p
—q Goa—— = 0 (5.41
9128¢1¢ 913a¢ 9238%%0 ( )
mit den Koeffizienten
7 = Ohs n Ohy (%2 132933 _ 132911 _ 182922
° T o "o Tk 200 20w 2003
_ 82931 _ 0? 932 82912 sin @ cos ¢
0o Opdhy 0101, ’
N [ dgn dg13 3912_ .
hi = |h — — —
1 _ 1 D D s | Sin ¢ €os @, (5.42)
Ez _ _h2 . 0922 _ 0923 _ 8912_ $in @ cos @
0y Oy aiﬂl_ ’
hy = _h3 0933 6913 — 0gas | sin ¢ cos
L dp 0y 3¢2_
und
Gij = 9igjsinpcosyp 4,5 =1,2,3, (5.43)

die jetzt frei von Singularitédten sind.
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Die Verteilungsdichte p(ip, 11, 12) kann in eine Reihe orthogonaler Funktionensysteme
entwickelt werden:

plsp, 1, 12) = ZZ Z crim Pi(p) explj (o1 + mibs))]. (5.44)

Fiir die Entwicklung in Richtung der beiden rotierenden Winkel ¢; und 15 bieten sich
aufgrund der Periodizitdt komplexe Fourierreihen an. In Richtung des fluktuierenden
Winkels ¢ werden auf dem Intervall (0,7/2) orthogonale Polynome Py (¢) verwendet,
die als Voraufgabe noch bestimmt werden miissen. Geméf der in Abschnitt 4.2.2 be-
schriebenen Vorgehensweise werden die Polynome

= i enitp’ (5.45)
i=0

unter Verwendung der Orthogonalitétsrelation

w/2
/ Py Pdip — { " ngm (5.46)
0 )
fiir die Gewichtsfuntion w(p) = 1 berechnet:
PO(QD) = 17
T
Pl(gp) = ¢ ZJ
) (5.47)
P - 2T —
2(p) = -t g

Mit den Polynomen (5.47) kann der Ansatz (5.44) in die modifizierte Fokker-Planck-
Gleichung (5.41) eingesetzt werden. In Verbindung mit der Normierungsbedingung er-
gibt sich damit ein inhomogenes, algebraisches, iiberbestimmtes Gleichungssystem fiir
die unbekannten Koeffizienten cy,,, das ndherungsweise mit einem numerischen Glei-
chungsloser ausgewertet werden kann.

Bei der Entwicklung der Fokker-Planck-Gleichung mit dem Ansatz (5.44) werden Aus-
driicke vom Typ

sin® (p COoS 908890 ( ) Zhabcnl i (548>

zu entwickeln sein. Unter Beachtung der Orthogonalitatsrelation ergibt sich fiir die
nullte, erste und zweite Ableitung (¢ = 0,1, 2) der Polynome die Entwicklung
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w/2

n k

1 o
hobonk = —ZZenﬁemQ /sin“@cosb P T2 dp,

I e

0
i /2

1 <& o
hfablnk: - f_zzenjlenjgjl/SinaSOCOSbSOSOJI—HQ_ldSO, (549)

4

Jj1=0 j2=0 0

w/2
n k
1 o 4 N
haponk = ﬁzzenﬁenml(ﬁ —-1) / sin® ¢ cos” /T2 dop.
0

71=072=0

Eine Entwicklung unter Verwendung der hier berechneten orthogonalen Polynome eig-
net sich besser fiir eine Approximation der Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung
als eine Entwicklung in nichtverallgemeinerte Fourierreihen. In den Abbildungen 5.14,
5.15 und 5.16 sind Randverteilungsdichten fiir die Parameter w; = 1.557 !, wy = 1.0s71,
Gr = 04, B = 0.2 und ¢ = 0.5 dargestellt. Die Dichte wurde dabei in den bei-
den Richtungen der rotierenden Winkel bis zum sechsten Glied und in Richtung des
fluktuierenden Winkels bis zum vierten Glied entwickelt. Ein Vergleich mit den Rand-
verteilungsdichten, die mit der Monte-Carlo-Simulation bestimmt wurden, zeigt wie-
derum eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse. Der fiir die angegebene Pa-
rameterkombination ermittelte grofite Ljapunov-Exponent betrug Ay = —0.191115.
Abbildung 5.17 zeigt die Stabilitatskarte fiir die Dédmpfungsparaneter 5; und [, im
Bereich —0.2 < 3y, (B2 < 0.55, die ebenfalls sehr gut mit der Stabilitdtskarte der
Monte-Carlo-Simulation iibereinstimmt.

5.3 Vergleich der beiden Koordinatentransforma-
tionen

Bei einem Vergleich der beiden Koordinatentransformationen wird die Frage im Vor-
dergrund stehen, ob durch die Wahl einer der beiden Transformationen ein entscheiden-
der Vorteil bei der Durchfiihrung einer Stabilitdtsanalyse gewonnen werden kann. Die
numerische Integration des stochastischen Differentialgleichungssystem mittels einer
Monte-Carlo-Simulation ist fiir beide Koordinatentransformationen unproblematisch
und zeigt keine Vorteile auf. Problematisch ist jedoch eine Stabilitdtsanalyse unter
Verwendung der Losung der entsprechenden Fokker-Planck-Gleichung bei Systemen
hoherer Ordnung. Hier ist das Auftreten von Singularitdten in den Koeffizienten der
Fokker-Planck-Gleichung in den Réndern der fluktuierenden Winkeln kritisch. Diese
Singularitéiten treten jedoch in den Drifttermen des stochastischen Differentialglei-
chungssystem sowohl nach der Transformation auf Hyperkugelkoordinaten als auch
nach der Transformation auf Bipolarkoordinaten auf. Auch hier fithrt keine der bei-
den Transformationen zu einer Vereinfachung. Ein Vergleich der Stabilitétskarten zeigt
auch eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der Stabilititsanalysen. Einzi-
ger Nachteil der Transformation der Zustandskoordinaten auf Bipolarkoordinaten ist
die Notwendigkeit einer zweiten Transformation, der Amplitudentransformation. Diese
macht es erforderlich, einen zusétzlichen Arbeitsschritt einzufiihren, so dafl der Auf-
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wand hier etwas hoher ist, als bei der Verwendung von Hyperkugelkoordinaten. Dies ist
jedoch wenig problematisch, da die Transformation mit Hilfe des Computeralgebrasy-
stem MAPLE durchgefiihrt wurde und damit der Mehraufwand geringfiigig und wenig
fehleranfillig war.
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Kapitel 6

Kramers-0Oszillator

In den bisherigen Arbeiten (z.B. [16] und [23]) und in dem vorausgegangenen Ab-
schnitt wurden lediglich Stabilitdtsanalysen von Ruhelagen als spezielle Losungen pa-
rametererregter Systeme untersucht. Diese Einschriankung soll nun nicht mehr gelten.
Im folgenden wird die Analyse auf nichttriviale Losungen fremderregter dynamischer
Systeme erweitert.

Seit seiner Einfiihrung 1918 von Duffing [12] gilt der nichtlineare Oszillator mit einem
kubischen Riickstellterm

,ét + ’YZt + U/(Zt) = f(t), v > 0, (61)

wobei sich der kubische Riickstellterm aus dem Potential

22 24
U(z) = —a— +b— 6.2
(:) = —aZ +5 (62)
mit den Parametern
a,b>0 (6.3)

ergibt, als eines der klassischen Systeme in der nichtlinearen Mechanik. Ausfiihrliche
Beschreibungen der Phanomene dieses Ostzillators sind in zahlreichen Arbeiten zu fin-
den, wobei hier exemplarisch das Buch von Guckenheimer und Holmes [17] aufgefiihrt
werden soll. Riickt anstelle einer deterministischen Anregung, wie sie in den Untersu-
chungen des Duffing-Oszillators benutzt wird, eine stochastische in der Form

f(t) = /2276, (6.4)

so beschreibt Gleichung (6.1) die regellose Bewegung eines Partikels in einem Wérme-
bad unter dem Einflul eines bistabilen Potentials. & représentiert auch hier das sta-
tiondre GauBsche weile Rauschen. Der Parameter ¢ in der Anregung steht fiir die
Temperatur des Warmebades. Dieses Modell wurde erstmals von Kramers in seiner
Arbeit [27] vorgestellt und ist daher auch unter dem Namen , Kramers-Oszillator” in
der Literatur zu finden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden der Einfachheit halber die Parameter e =a=5b=1
gesetzt. Gleichung (6.1) kann dann mit der Anregung (6.4) als stochastisches Differen-
tialgleichungssystem



6.1. VARIATIONSGLEICHUNG 63

dry = ydt,
dy = (—yye—U'(zy))dt + /2vdW;
mit den Zustandskoordinaten z; = 2; und y; = 2; geschrieben werden. W, ist dabei

der Wiener-Prozef}. Fiir jeden beliebigen Startvektor (zg,yo) existiert eine Losung von
(6.5), die ihrerseits Diffusionsprozesse mit der stationdren Verteilungsdichte

(6.5)

plo) = Newp (~Uta) - 2 ) (6.6)

darstellen. N ist eine Normierungskonstante. Eine Besonderheit dieses Systems liegt in
der Unabhéngigkeit der Verteilungsdichte vom Dampfungsparameter ~.
Schimansky-Geier und Herzel zeigten in ihrer Arbeit [47], dafl fiir kleine Dampfungs-
werte (v < 1) der grofte Ljapunov-Exponent A;(7) grofer Null werden kann. Dies
ist (siche [4]) das erste Beispiel eines dynamischen Systems, fir das additives weifles
Rauschen zu Instabilitdaten fiihrt.

Ziel dieser Untersuchung ist die numerische Bestimmung der Ljapunov-Exponenten
unter Verwendung einer Monte-Carlo-Simulation und durch Loésen der Fokker-Planck-
Gleichung mittels Reihenentwicklung zum Auffinden der unbekannten Verteilungsdich-
te.

6.1 Variationsgleichung
Fiir die Untersuchung der Losung
2 = Zs, (6.7)
die die Gleichung (6.1) erfiillt, mufl zundchst die entsprechende Variationsgleichung
aufgefunden werden. Hierzu fiihrt man den Stérungsansatz
2 = 25 + Az (6.8)
n (6.1) ein:
(Zs + Azt) + 7(758 + Azt) + U/ Zs + AZt \/ gt (69)

Der nichtlineare Term U’(zs; + Az;) kann mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung um die
Losung z

3U’(zt)
azt

linearisiert werden. Einsetzen von (6.10) in (6.9) fithrt auf

Az = /276, (6.11)

U'(zs + Az) = U'(z5) +

Az +--- (6.10)

Zs

ou’
Zo+72s + U'(25) + AZ + vAZ + ()

Da die Losung z, die Differentialgleichung (6.1) identisch erfiillt, ergibt sich aus (6.11)
die Variationsgleichung

OU ()
5Zt

Az + Az +

Az =0, (6.12)

Zs
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die mit den Zustandskoordinaten
Vit = AZt, Vot = AZt (613)
als stochastisches Differentialgleichungssystem

dUl,t = U2,tdt7

6.14
dvgy = (= U"(zs)v1s — yva)dt = ((1 — 32?)1}1,75 — yvgy)dt ( )

angegeben werden kann.

6.2 Transformation auf Polarkoordinaten

Zur Bestimmung des grofiten Ljapunov-Exponenten werden die Zustandskoordinaten
vy und ve, geméf dem Konzept von Khas'minskii auf Polarkoordinaten nach der

Vorschrift
Ay =\ Jvi, +v3,, 0< A < oo,
| arctan 2, vy >0, 4 (6.15)
= arctan % +m, v <0

transformiert. Durch diese Transformation ergibt sich das stochastische Differentialglei-
chungssystem fiir den natiirlichen Logarithmus der Amplitude A; und den rotierenden
Winkel ¢;. In den transformierten Variationsgleichungen tritt jetzt noch, im Unter-
schied zu parametererregten Systemen, die Losung des Systems x, als Parameter auf.
Zur vollstandigen Beschreibung ist es daher notwendig, die Systemgleichungen (6.5),
die die Losung beschreiben, hinzuzuziehen:

dinA; = [(2—3a2,)sin g, cos o, — ysin® ]dt,
dp, = [(2—3a3,) cos® oy — ysin gy cos p, — 1]dt,
’ (6.16)
d'rSat = ys,tdta
dysy = [—VYsp + Top — 22 Jdt + \/2ydW,.

Durch die Transformation auf Polarkoordinaten wird eine einseitige Entkopplung des
instationdren Losungsanteils erreicht, so dal der grofite Ljapunov-Exponent mit Hilfe
der Fiirstenberg-Khas'minskii-Gleichung

0o oo 3m/2

A(y) = / / / [(2—3x§)sin<ﬂcossa—vsiHQw]p(rs,ys,w)dcpdxsdys (6.17)

—00 —00 —7/2

unter Voraussetzung von Ergodizitdt mit der noch unbekannten stationédren Vertei-
lungsdichte p(zs, ys, ¢) bestimmt werden kann.
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Abbildung 6.1: Verteilungsdichte p(xs, ys) der stationdren Losung mittels Monte-Carlo-
Simulation

6.3 Monte-Carlo-Simulation

Fiir die Berechnung der stationdren Verteilungsdichten mittels einer Monte-Carlo-
Simulation wurden wie im vorausgegangenen Abschnitt N, = 10° Zeitschritte simu-
liert. In Abbildung 6.1 ist die stationdre Verteilungsdichte p(xs,ys) der Losung des
Kramers-Oszillators dargestellt. Es ist hier deutlich der Einflu des Potentials (6.2)
zu erkennen. An dieser Stelle soll nochmals erwihnt werden, dafl die Losung, im Ge-
gensatz zum Ljapunov-Exponenten, invariant gegeniiber dem Dampfungsparameter ~
ist. In den Abbildungen 6.2 und 6.3 ist der grofite Ljapunov-Exponent als Funktion
des Parameters v aufgetragen. Zur Berechnung dieser Stabilitdtskarten wurde fiir die
Ermittlung eines Ljapunov-Exponenten N, = 10° Zeitschritte simuliert. Es ist zu er-
kennen, daf§ fiir 0 < v < 0.55 der Exponent ein positives Vorzeichen besitzt. In diesem
Bereich ist die Losung des Kramers-Oszillators (6.6) instabil. Fiir y 2 0.55 besitzt der
Ljapunov-Exponent ein negatives Vorzeichen. Hier ist die berechnete Losung von (6.1)
stabil.

6.4 Losung der Fokker-Planck-Gleichung

Die zu (6.16) gehorende stationére Fokker-Planck-Gleichung mit den zugehorigen Drift-
und Diffusionstermen
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Abbildung 6.2: Groiter Ljapunov-Exponent A; () im Bereich 0 < 4 < 1 mittels Monte-

Carlo-Simulation
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Abbildung 6.3: Grofiter Ljapunov-Exponent A;(7y) im Bereich 0 < ~ < 70 mittels

Monte-Carlo-Simulation
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hy = (2—32%)cos®p — ysingcosp — 1,

hs = 4 , (6.18)
hy = —yys + s — a3,
gi = 2v
lautet 3 5 9 L
%(th) + 8_955(h3p) + a_ys(h4p) - §a—y§(gip) = 0. (6.19)

Die Randbedingungen
3T

p(g@z _g7xs7ys) = p(QO: ?7%795)7
9 (0= % ag,ys) = 9 (p = ST )
890}9 Y = 27 51 Ys - 8%0p Y = 2 yLsy Ys ), (620)

p(@,ﬂfs = —OO,ys) = p(gp,:l:s = Oovys) = 07
p(@vzsvys = _OO) = p(gp7$57ys = OO) =0

ergeben sich aus der Periodizitdtsbedingung fiir den rotierenden Winkel ¢ und der Inte-
grabilitdtsbedingung der stationédren Verteilungsdichte. Neben den Randbedingungen
muf die Verteilungsdichte die Normierungsbedingung

00 oo 3m/2

// /p(:r57y5790)d90dxsdys=1 (6.21)

—00 —00 —7/2

erfilllen. Nach Ausfithren der Differentiationen ergibt sich aus (6.19)

2
[% 8h4] op Op dp 1 ,0% 0 (6.22)

oy "o P T as, gy 3%y =
In den Koeffizienten der Gleichung (6.22) treten nach der Transformation auf Polarko-
ordinaten keine Terme auf, die zu Singularitédten fithren. Daher ist eine Modifikation
der Fokker-Planck-Gleichung bei diesem Problem nicht notwendig. Die Losung von
(6.22) erfolgt wiederum durch Entwicklung der gesuchten Verteilungsdichte in eine
Reihe orthogonaler Funktionensysteme. Dabei bietet sich in Richtung des rotierenden
Winkels ¢ aufgrund der Periodiziét eine Entwicklung in eine Fourierreihe an. In Rich-
tung der beiden Zustandskoordinaten zs und ys der zu untersuchenden Losung wird
die Verteilungsdichte in orthogonale Polynome auf dem Intervall (—oo, c0) entwickelt.
Diese Polynome miissen vorab noch bestimmt werden. Die zur Erzeugung bendétigten
Gewichtsfunktionen werden aus der bekannten Losung (6.6) gewonnen und lauten

wi(e) = exp(3 — 7).
2 6.23
wsly) = exp(—L), (628

2

Polynome, die die Orthogonalitdtsbedingung
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[ HestwHentmusturin = { o T (6.21)

mit der speziellen Gewichtsfunktion ws(ys) aus (6.23) erfiillen, werden Hermite-Poly-
nome genannt. Beispielhaft sind hier die ersten vier Polynome angegeben:

Heo(ys) = 1,

Hei(ys) = Ys,

Hey(ys) = y2 —1, (6.25)
Hes(ys) = v: — 3ys,

Hermite-Polynome besitzen eine Reihe von wichtigen Eigenschaften, die in [29] aus-
fithrlich beschrieben werden. Fiir die Entwicklung der stationédren Verteilungsdichte
sind dabei die Differentiationsformel

d
@Hen(ys) =nHe, 1(ys) (6.26)

und die Rekursionsrelation

ysHen(ys) = Henqa1(ys) +nHen 1(ys) (6.27)

besonders zu erwéhnen. Aufwendiger gestaltet sich die Auffindung der Polynome

H, (1) = enit, (6.28)
=0

mit der Gewichtsfunktion w;(z). Es muf hier die in Abschnitt 4.2.2 beschriebene
Vorgehensweise zur Bestimmung orthogonaler Polynome durchgefiihrt werden. Durch
Auswertung der Orthogonalitéitsbedingung

I |0, m#n,
[ A T T (629
ergeben sich die Polynome
H()(I's) - ]-7
Hl<xs) = s,
Hy(z,) = 22 —1,042, (6.30)
H3(z,) = 2 —1,960x,,

Die gewonnenen Polynome bilden zusammen mit der Gewichtsfunktion w; (), ebenso
wie die Hermite-Polynome mit der Gewichtsfunktion ws(ys), ein orthogonales Funk-
tionensystem auf dem Intervall (—oo,00) und werden daher generalisierte Hermite-
Polynome genannt (siche dazu auch [55]).
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Mit der komplexen Fourierreihe, den Hermite-Polynomen und den generalisierten Her-
mite-Polynomen kann die Verteilungsdichte als eine Reihe in der Form

K L M
P, ys) = D > > cumHi(ws)wi (x) He(y)ws(ys) exp(jmep) — (6.31)

k=0 =0 m=—M

dargestellt werden. Wird der Ansatz (6.31) in die ausdifferenzierte Fokker-Planck-
Gleichung (6.22) eingesetzt, so werden unter anderem Ausdriicke der Form

80 imaz
xlg o H,(xs)wy(zs ] chkm (xs)wi () (6.32)

zu entwickeln sein. Die Entwicklung soll dabei auf die fiir den Reihenansatz gewéhlte
Anzahl n,, an Polynomen beschrénkt bleiben.

Eine Moglichkeit, die gesuchten Koeffizienten g.,; zu ermitteln, besteht darin, die
Differentiation und die Multiplikation auszufithren und diese iiber die Losung eines
linearen Gleichungssystems zu bestimmen. Diese Variante bendétigt zur Berechnung
jedoch eine hohere als die gewdhlte Anzahl von Polynomen und fiihrt dariiber hinaus
zum Teil auch zu Schwierigkeiten bei der Losung des Gleichungssystems. Ndheres hierzu
ist in [53] zu finden.

Besser eignet sich hier die folgende Moglichkeit, die die Orthogonalititsrelation (6.29)
ausnutzt. Hierbei wird Gleichung (6.32) mit einem Polynom H,(x,) multipliziert und
iiber dem Bereich (—o0, 00) integriert. So ergibt sich fiir den Koeffizienten

1 o
Geknj — C_ / x’;Hj(xs)%[Hn(‘xs)wl(Is)] dx,. (633>
7

S

Bei dieser Entwicklung ist es nur noch notwendig, eine von k und ¢ abhéngende groflere
Zahl als n,, an Taylormomenten

o0

my, = /:c?wl(xs)dxs (6.34)

—00

zu berechnen, nicht aber mehr als n,, Polynome. Nach Ausfithrung der Differentiatio-
nen ergeben sich fiir die nullte, erste und zweite Ableitung
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9Jokn; = _E E i1 Chio iy +io+ks

11=0122=0

1 [ &
Giknj = E E 11€ni1 €5ig My +intk—1
J

11=012=0

noj
+§ E enilejiz(—hlmi1+i2+k+1—hzmi1+i2+k+3) )

11=012=0

Jokn; = [Z le emleﬂganrerk 2 (6'35)

11=0129=0

_2 Z Z h1m11+12+k + h2m11+12+k+2)

11=012=0

+ E E enllejlz(h Mi1+4i24+k+6 + th h2m11+12+k+4

11=0122=0

+(h} = 3ha)Miy tigrht2 — Py vigk) |-

Nach einer Entwicklung der Verteilungsdichte und der nichtkonstanten Koeffizienten
in der Fokker-Planck-Gleichung ergibt sich in Verbindung mit der Normierungsbedin-
gung der Verteilungsdichte ein inhomogenes, algebraisches Gleichungssystem fiir die
unbekannten Koeffizienten ¢y, aus (6.31), das unter Zuhilfenahme eines Standardglei-
chungslosers ausgewertet werden kann. In den Abbildungen 6.4 bis 6.6 sind Ergebnisse
dargestellt, die durch Losen der Fokker-Planck-Gleichung ermittelt wurden. Fiir die
Entwicklung in Richtung der Zustandkoordinaten wurden & = [ = 3 Reihenglieder,
in Richtung des rotierenden Winkels m = 6 Reihenglieder verwendet. Abbildung 6.4
zeigt die stationédre Verteilungsdichte der Losung von (6.1). In den Abbildungen 6.5
und 6.6 sind Stabilitdtskarten fiir den Dampfungsparameter v dargestellt. Auch hier
ist zu erkennen, dafl die Qualitdt der Losung, die mittels der Fokker-Planck-Methode
bestimmt wurde, deutlich besser ist. Dieser Verbesserung gegeniiber der Monte-Carlo-
Methode steht jedoch ein hoher Aufwand bei der Reihenentwicklung der Fokker-Planck-
Gleichung gegentiiber.
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Abbildung 6.4: Verteilungsdichte p(xy,ys) der stationdren Losung mittels Losung der
Fokker-Planck-Gleichung
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Abbildung 6.5: Groiter Ljapunov-Exponent A; () im Bereich 0 < v < 1 mittels Losung
der Fokker-Planck-Gleichung
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Abbildung 6.6: Groter Ljapunov-Exponent Ai(7y) im Bereich 0 < v < 70 mittels

Losung der Fokker-Planck-Gleichung
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Kapitel 7

Autoparametrischer Oszillator

Eine spezielle Gruppe nichtlinearer Systeme sind sogenannte autoparametrische Syste-
me. Darunter versteht man Schwingungssysteme, die sich aus mindestens zwei Teilsy-
stemen zusammensetzen. Ein Teilsystem, das sogenannte Primérsystem, befindet sich
durch eine Anregung im oszillierenden Zustand. Die Anregung kann durch Fremderre-
gung, Parametererregung, Selbsterregung oder durch Kombination verschiedener An-
regungsarten erfolgen. In dieser Arbeit wird ausschlieBlich eine als Funktion der Zeit
vorgegebene Krafterregung F'(t) betrachtet. Im allgemeinen besitzt das Primérsystem
den Freiheitsgrad N und wird durch die Zustandskoordinaten x;,4; (i = 1,...,N)
beschrieben. Das andere Teilsystem wird Sekundérsystem genannt. Es besitzt n Frei-
heitsgrade und wird durch die Zustandskoordinaten y;,9; (j = 1,...,n) beschrieben.
Die beiden Systeme sind derart nichtlinear miteinander gekoppelt, dass eine sogenannte
semitriviale Losung existieren kann, die durch die Eigenschaft

N
> (@f+af) #0, g =0, §;=0 (j=1,...,n) (7.1)
i=1

gekennzeichnet ist. Das bedeutet, dass das Sekundérsystem in Ruhe verweilt, wiahrend

das Primérsystem aufgrund der Anregung schwingt. Die semitriviale Losung kann in

bestimmten Bereichen der Erregerkreisfrequenz instabil werden. Diese Bereiche nennt
man Instabilititsbereiche. Innerhalb der Instabilititsbereiche oder beim Ubergang in
diese Bereiche befindet sich das System in autoparametrischer Resonanz. Aufgrund der

Schwingungen des Primérsystems, die als Parametererregung in das Sekundérsystem

eingehen, verweilt dieses nicht mehr ldnger im Ruhezustand. In diesem Zusammenhang

spricht man auch von autoparametrischer Erregung.

Erste Arbeiten iiber autoparametrische Systeme gehen auf Gorelik und Witt [15], Mi-

norsky [35] und Mettler [33], [34] zuriick, die die freien Schwingungen eines elastischen

Pendels untersuchten.

Das hier behandelte, in Abbildung 7.1 dargestellte Schwingungssystem wird auch au-

toparametrischer Schwingungstilger genannt. Es besteht aus einer Masse M, die iiber

eine Feder mit der Federkonstanten ¢; und einem Dampfer mit der Dampferkonstanten

k mit der Umgebung verbunden ist und einer Masse m, die iiber einen masselosen

Stab der Lénge ¢ und einen winkelgeschwindigkeitsproportionalen Dampfer mit der

Déampferkonstanten k; pendelnd an der Masse M befestigt ist. Die Masse M wird

durch eine duBere, zeitabhingige Kraft F(t) zu vertikalen Schwingungen angeregt, die

mit der Koordinate y beschrieben werden. Die Pendelbewegung der Masse m wird
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Abbildung 7.1: Autoparametrisches System bestehend aus einer Masse und einem Pen-
del

durch die Koordinate ¢ beschrieben. Alle Bewegungen des Systems laufen unter dem
Einflufl des Schwerkraftfeldes der Erde ab. Dieses System wurde fiir deterministische
Anregungen in der Literatur ausfiihrlich diskutiert. Stellvertetend werden hier die Ar-
beiten von Haxton und Barr [20], Hatwal [19], Bajaj [5], Ruijgrok [45] und Banerjee
u.a. [6] aufgefiihrt.

7.1 Bewegungsgleichung

Die Bewegungsgleichung des Systems kann mit der kinetischen und der potentiellen
Energie

1 1 1
T = —My*+ -—m(y+ lpsinp)? + —m(lp cos p)?,
2 2 2 (7.2)
1 .
V. = mgl(l—cosyp)+ §cly2

sowie der virtuellen Arbeit der potentiallosen Krifte

Woire = —kyoy — kapdp = Q10q1 + Q20¢2 (7.3)
durch Auswertung der Lagrangeschen Gleichungen zweiter Art
d (0L oL
dt (aq’) o 9 (7.4)

gewonnen werden. Dabei sind
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die generalisierten Koordinaten und

Ql - _kya
Q2 = —kap
die generalisierten Krifte, die aus (7.3) durch Koeffizientenvergleich ermittelt werden.

Die Auswertung der Lagrangeschen Gleichungen (7.4) ergibt das gekoppelte Differen-
tialgleichungssystem

(7.6)

(M +m)iy + ki + crye + ml(y sin gy + gbf cospy) = F(t),

). . L (7.7)
ml° oy + kqpr + mglo, + mly, singp, = 0,
das mit den Abkiirzungen
k kd 2 C
K1 = Ro — —— —
1 Mm 27 LT M 78
2o g m F<t) .
w2 g: H M—{—m’ () (M+m)€
auf die Form
il 4 Kt + wine + p(@esing, + @f cosgy) = C(t), (7.9)

Gt + Koy + wapy + T sing, = 0

gebracht werden kann.

7.2 Anregungsmodell

Neben dem bisher betrachteten weilen Rauschen als Anregungsmodell, existieren auch
Modelle, die es ermoglichen, dynamische Systeme durch farbiges Rauschen anzuregen.
Eine Moglichkeit, farbiges Rauschen zu erzeugen, wird in [54] vorgestellt. Hierbei geht
der Anregungsproze3 Cy mit der Amplitude A

Cy=Acosgy, o < (7.10)

iiber die cos-Funktion aus dem Anregungswinkel ¢; hervor. Der Anregungswinkel ¢,
wird beschrieben durch die Differentialgleichung erster Ordung

b = —w. + 0, (7.11)

bzw. durch die dquivalente stochastische Differentialgleichung

d¢t = —wedt + O'th. (712)

Der Parameter w, stellt dabei die konstante Anregungsfrequenz dar, die durch weifles
Rauschen mit der Intensitit o gestort wird. Durch die zusétzliche Beschreibung des
Anregungswinkels mittels Gleichung (7.12) erhoht sich die Dimension des zu beschrei-
benden Problems um eins.

Der Anregungsprozed kann durch die in Kapitel 2.2.2 beschriebene Spektraldichte
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— 0=04
— - 0=0.7

Abbildung 7.2: Spektraldichte der Anregung C; mit Bandpaficharakter

Se(w) 122 w? +w?+o0*/4

2 [(w—we)? + ot /4][(w + we)? + 0 /4]
charakterisiert werden. In den Abbildungen 7.2 und 7.3 ist die Spektraldichte fiir ver-
schiedene Parameter dargestellt. Fiir w, = 1.0 und A = 1.0 zeigt die Anregung in
Abbildung 7.2 BandpaBicharakter mit einer zunehmend aufgeweiteten Spektraldichte
fiir wachsende Intensitédten o. Verschwindet die Anregungsfrequenz w,, so ergeben sich
TiefpaBspektren, wie sie in Abbildung 7.3 dargestellt sind. Wie aus Gleichung (7.13)
ersichtlich ist, ergeben sich fiir den Anregungsprozef offensichtlich zwei Grenzfille:

(7.13)

1. Fiir 0 = 0 konzentriert sich die Spektraldichte bei +w, in Form von Dirac’schen
Delta-Funktionen. Dies bedeutet, dafl eine harmonische Anregung vorliegt.

2. Fiir A, 0 — oo konvergiert die Spektraldichte gegen eine Konstante. Hierbei han-
delt es sich gemé&f (2.65) um eine Anregung mit weilem Rauschen.

7.3 Stabilitit der semitrivialen Losung

Bei ndherer Betrachtung der Systemgleichungen (7.9) ist zu erkennen, dafl die Existenz
einer semitrivialen Losung, die charakteristisch fiir autoparametrische Systeme ist, der
Form

Nt = Ns,t pr =0 (7.14)
fiir das zu untersuchende Schwingungssystem moglich ist. Diese spezielle Losung wird
im folgenden beziiglich ihrer Stabilitdt untersucht.
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Abbildung 7.3: Spektraldichte der Anregung C; mit TiefpaBcharakter

7.3.1 Variationsgleichung

Zur Stabilitdtsuntersuchung der semitrivialen Losung (7.14) wird zunéchst die Varia-
tionsgleichung hergeleitet. Dazu wird die Losung durch die beiden Gréflen u; < 1 und
vy < 1 geméf

Mt = Tst 1 U, wr =0+ (7.15)

gestort.

Durch Einsetzen des Storansatzes (7.15) in das Ausgangssystem (7.9) ergibt sich nach
Linearisierung das Gleichungssystem

Mst + K1Ms, + wfns,t = (4,
iy + Kty +wiug = 0, (7.16)
i}t + /{21')75 + (wg + 7-757,5)1& = 0.

Die Gleichung fiir die Storgrofie u, ist eine gewohnliche, homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die entkoppelt von den beiden anderen
Gleichungen betrachtet werden kann. Dabei ist leicht zu erkennen, dafl die Stérung wu;
fiir t — oo verschwindet, da fiir das System eine positive Ddmpfung x; vorausgesetzt
wird. Damit wird das Stabilitédtsverhalten der semitrivialen Losung alleine durch das
Verhalten der Storung v, charakterisiert. Es geniigt also, zur Stabilitdtsuntersuchung
das reduzierte Gleichungssystem
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ﬁs,t + Hlﬁs,t + w%ns,t = Ct7

.. ) . 7.17
Vs + KoU; + (wg -+ 775’15)’025 ( )

I
o

heranzuziehen.

7.3.2 Anregung durch farbiges Rauschen
Wird das Schwingungssystem (7.9) durch den in Kapitel 7.2 vorgestellten farbigen

Rauschprozel angeregt, so ergibt sich mit den Zustandsvariablen

M,st = Ns,ts M2,s,t = Ns,ts
V1,t = Ut, Vot = Ut

(7.18)
die zur Variationsgleichung (7.17) dquivalente stochastische Differentialgleichung

dnl,s,t = 772,S,tdt7
d772,s,t = (A COs ¢y — R1T)2,st — W%nl,s,t)dﬂ

dvl,t = Ug’tdt, (719)
dvgy = (—hRaovay — (W5 + Acosy — KiMass — Winyer)v1)dL,
dCbt = —wedt + Uth,

wobei sich die Dimension durch die Beschreibung des Anregungswinkels ¢, um eins
erhoht.

Die Zustandskoordinaten der Storung werden geméfl dem Konzept von Khas'minskii
nach der Vorschrift

At:,/vit%—vit, OSAt<OO7

arctan ~2t, v > 0, (7.20)
t = vt 7 T <Y < 3m
arctan 7=+, vy <0, 2 2
auf Polarkoordinaten transformiert. Dadurch ergibt sich das Gleichungssystem
dlnA, = h1<¢t; M,s,ts 112,s,ts Cbt)dt + 01 (?ﬂm M,sts 112,s,t5 ¢t)th,
dy = ho(Ve, s, Mayses Or)dt + g2 (Ve Mot M2,st G ) AW,
dnl,s,t = n2,s,tdt7 (721)
dﬁz,s,t = (A COS ¢ — R1Tj2,st — w%nl,s,t)dtv
d¢t = —wedt + Uth
mit den Drift- und Diffusionstermen
hi = —kysin® Yy + [1 - (w% + Acos ¢p — Kinass — W%ﬁl,s,t” sin ¢ cos Yy,
hy = —sin1 — (u)g + Acos ¢y — Kkimg — wfm) cos® 1), — Ko sin 1y cos 1y, (7.22)
g1 = 07 .

g2 = 0
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fiir den Amplitudenprozel In A; und den Winkelprozefl ;. Aufgrund der durch die
Koordinatentransformation erhaltenen Separation des instationdren Losungsprozesses
kann der gréfite Ljapunov-Exponent A\; durch die Fiirstenberg-Khas minskii-Gleichung

o0 o0 37‘(’/2 e

A= (—kosin® ¥ + K sin v cos ¥)) p(ih, my, m, @)dpdipdmpdiy  (7.23)
/1]

—00 —00 —7r/2 —T
mit

K = [1 — (w% +Acosoy — Kimase — w%nl,s,t” (7.24)

bestimmt werden. Die noch unbekannte stationére Verteilungsdichte p(1, 1, m2, ¢) wird
mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation ermittelt.

In Abbildung 7.4 ist der gréfite Ljapunov-Exponent A; als Funktion der natiirlichen
Eigenkreisfrequenz des Pendels wy und der Amplitude der Rauschanregung A darge-
stellt. Bei der Simulation wurden fiir jeden Exponenten N, = 107 Zeitschritte simu-
liert. Das Verhéltnis der konstanten Anregungsfrequenz w, zur natiirlichen Eigenkreis-
frequenz des Primérsystems betrug ®¢ = 1.0. Fiir die Ddmpfungsparameter wurde
k1 = ko = 0.2 gewahlt. Abbildung 7.6 zeigt einen Schnitt durch Abbildung 7.4 auf der
Hohe von A\; = 0. Hierdurch sind die Stabilitats- und Instabilitatsbereiche der semitri-
vialen Losung deutlich zu erkennen. In den Abbildungen 7.5 und 7.7 ist ebenfalls der
Ljapunov-Exponent \; als Funktion der Amplitude A und der Eigenkreisfrequenz wsy
dargestellt. Hier jedoch fiir den Fall einer verschwindenden Rauschanregung ¢ = 0.0.
Dies entspricht einer harmonischen Anregung mit konstanten Anregungsfrequenz w,.
Fiir den dargestellten Parameterbereich ist eine Stabilisierung der semitrivialen Losung
durch die Einfiihrung eines Rauschprozesses zu erkennen. Dieser Stabilisierungseffekt
kann jedoch nicht auf den gesamten Parameterbereich verallgemeinert werden.

7.4 Stabilitit nichttrivialer L6sungen

Neben der semitrivialen Losung (7.14) existiert auch eine nichttriviale Losung der Form

N = Ns,ts Ot = Psit- (7.25)

In diesem Fall ist zusétzlich zum Primérsystem auch das Sekundérsystem im oszillie-
renden Zustand. Fiir gewisse Parameterkombinationen kann auch diese Losung instabil
werden, was Gegenstand der folgenden Untersuchung sein soll.

7.4.1 Variationsgleichung
Die Variationsgleichung fiir die nichttriviale Losung ist unter Verwendung eines Stor-

ansatzes der Form

Ne = Nsp + Ut Pt = Pst + U (7.26)

mit den Storgrofen u; < 1 und v; < 1 zu ermitteln. Die nichtlinearen Ausdriicke
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fi = p(Brsing + @} cospy)

7.27
fo = Tsingy, ( )

die in den Systemgleichungen (7.9) auftreten, werden mit Hilfe einer Taylor-Entwick-
lung um die zu untersuchenden Loésungen 7, und ¢, linearisiert:

fl = M (Qbs,t sin Ps,t + (zbg,t cos st,t) + KUt (Qbs,t COS Pst — (zbg,t sin @s,t)
+24ps 10t COS P + U SIN P ¢, (7.28)

fo = Tisesinpg, + Uy Sin gy + T)s 4V COS Qs 4.

Zusammen mit den Systemgleichungen fiir die nicht in geschlossener Form angebbaren
Losungsfunktion 7, und ¢, ergibt sich das fiir die Stabilitidtsanalyse zu betrachtende
Differentialgleichungssystem

7./}s,t + Klﬁs,t + w%ns,t + H (@s,t sin Sos,t + Sbg,t COs Sos,t) = A COoSs ¢t7
Sbs,t + 52¢s,t + W%‘ps,t + ﬁs,t sin Pst = 07
U + K + w%ut + uvy (@s,t COS Pst — @g,t sin @S,t) +

o L (7.29)
245 10; COS Py ¢ + PV SIN sy = 0,
By + Koly + wavy + iy Sin g ¢ + Ts v cO8 Psr = 0,
¢t = —We+ Uft-

Fiir die Angabe der &quivalenten stochastischen Differentialgleichug mufl das Glei-
chungssystem (7.29) auf ein System erster Ordnung umgeformt werden. Diese Umfor-
mung geschieht unter Verwendung der Systemmatrix B, die durch die Einfiihrung der
Zustandskoordinaten

Mt =TMNst, Pt = Psit, Ul = U, Vig = Vg, (7 30)
M2t = Nsty, P2t = Pst, Ut = U, V2 = Vg

aus der Darstellung

0N —w +0&;
771,t UpX
D1t P2,
1:617t u2,t
B | i1 = Vo, (7.31)
M2t —KiM2,t — w%m,t - M@%,t cos 14 + C cos ¢y
Dot —Ro@Pot — W%@l,t
Ut —KiUgy — Wiy + MSO%,tvl,t SIn Y14 — 2pP2, V2,4 COS P14
@2,t —RoU2t — wgvl,t

gefunden wird. Durch Linksmultiplikation mit der inversen Matrix B~" ergibt sich das
Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
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ol —w+ o0&

Mt T2t

D1 P2t

Uy (T

by | = BT va (7.32)
M2,t —FKll2y — Wity — jis , cos @1y + C cos ¢y

Dot — Koo — Wip1y

Uy —hRilg — w%“l,t + lwg,tvl,t SIN p1,p — 2pp2, V24 COS P14

7']2,1} —RaUg¢ — w%vu

Ein kritischer Fall bei der oben beschriebenen Umformung tritt ein, wenn die System-
matrix B singuldr wird. Hier gilt dann

detB = (1 — psin® p1,)° = 0. (7.33)

Fir p < 1 kann die Determinate der Matrix B nicht identisch verschwinden. Dies
ist aber immer fir M > 0 erfiillt, so daf§ die hier durchgefiihrte Invertierung immer
moglich ist.

Durch Einfiihrung der Abkiirzungen

D, — 1 Do — Sin pq ¢
! —‘1 + psin? gth’ ? —1 4 psin® 90-1’57
_ 2usin gy 4 cos @y D, — cos 1 +(1 + psin® @y 4)
3= L=

(=1 + psin® 1)’ (=1 + psin® g1 )
Ds = =K1ty — Wit — ﬂ‘ﬂg,t cospry+ Ccosdy, Dg = —rapas — WPy

(7.34)
ergibt sich die Inverse der Systemmatrix in der kompakten Schreibweise
1 00 00O 0 0 0 0
01 000 0 0 0 0
00100 0 0 0 0
00010 0 0 0 0
B'=]100001 0 0 0 0 (7.35)
00000 D Doy 0 0
00000 D D, 0 0
0000 0 vi4Ds pvig Dy Dy pDy
00000 viDy viyDs Dy D

Die stochastische Differentialgleichung nach It6 kann damit in der Form
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dp, = —w.dt+ odWy,
A = m.dt,
dp1y = 802,tdta
dULt = U27tdt7
dvl,t = ’Ug’tdt,
dnyy = |D1Ds+ MD2D6} dt,
dps, = mm+m%w,

: (7.36)

dugy = |v1:D3D5+ pv1DyDe +

Dy (—kyugy — wiugy + v 03 1 SN @1y — 2pa02,102, COS P14

+uD — 2 ( KUt — w2vl t) ]dt
®u=[mM%+m%%+

D, (—H1u2,1 — w%uu + /w2,t90§,1 SIN @14 — 22,121 COS 901,t)

+D1 (—K,Qvgﬂg — wgvl,t) :|dt

angegeben werden. Nach dem Konzept von Khas'minskii werden die Zustandskoordi-
naten der Storungen geméafl der Vorschrift

Ay = \/u%t+u%,t+v%,t+vg,t7 0< A <oo,

arctan uys > 0, ,
t = 2t - <Yy < =F,
arctan —=- +7r up < 0, 2 = 2
U1t
iy = arctan ——=tee | T <y < T (7.37)
/0,2 2
Uyt Upy
Vo ¢
Yo = arctan 7 _g < gy < %

2 2 2
\/ul,t T Uz, + U

auf Hyperkugelkoordinaten transformiert. Dadurch erhédlt man das stochastische Dif-
ferentialgleichungssystem

din Ay = k(N1 M2 P P20 e, Y1, Yo, G )dt +
9 (771,t, M2t P1,t, P2t Wy, ¢1,t7 ¢2 t t)th>

dyy = h2(771,t,772,t,901,t7902,t7wt>¢1,t,¢2t, t)d
92(7]1,1:, M2t PLEs P2ty Yty V14, Yo, ¢¢)dWs,

dip1y = h3<7]1,t7 N2ts P1es P2, Vi, V1es Yot, @ t)d
93(M1.65 M.t P15 Pty Yoy V1,es Vae, Gr) AW,
das = ha(nie, Dot Pres Pty Vos Vres Yo, Gr)dt +
94(771t 772t,<,01t7902t,?/1t;wltywzt,@)dwt,
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dmyg = 1ma.dt,
dney = (D1Ds+ pDyDg) dt,
derr = @o.dt, (7.38)
ds; = (DsDs+ DyDg)dt,
do; = —wdt+ odW;

bei dem der instationdre Losungsanteil In A; einseitig von den stationdren Prozessen
entkoppelt ist. Die Diffusionsterme der transformierten Zustandsgleichung g, g2, g3 und
g4 verschwinden alle, da das weifle Rauschen nur in der Gleichung fiir den Anregungs-
winkel auftritt. Dieser ist jedoch nicht an der Koordinatentransformation beteiligt. Die
entsprechenden Diffusionsterme ergeben sich zu

hlz

h3:

(1 — wal) sin 1, cos 1, cos> V14 cos? Vot +

+ (D3D5 + uDyDg + ,uDlgog’t sin ;4 — uw§D2) sin 1, sin 1y ; cos ¥y 4 cos? Yoy —
— k1 Dy sin® ¢y cos® (2w cos” Vo — (2uD1pa s cos o1 +

+puko D) sin by cos ¥y 4 sin e cos oy + (1 4+ Dy Dy + D3 Dg+

+ ungp;t sin 14 — w%Dl) sin 1y 4 sin g cos Yoy —

— (ng sin ¢y + w%Dz cos wt) Cos Yy ¢ Sin g COS Pg ¢ —

— (2uDapa s cos 1+ + Ko D) sin? Uat,

—sin® ¢, + (D3D5 + uDyDg + /LDlgogyt siny ; — ,uDgwg) cos ¥ tan Yy

COS
— (2uD1pat cos 14 + KopDs) = e

tan 1y — k1 Dy sin by cos
1,t

—wi Dy cos® ¢y,

cos iy ¢ tan gy + (/11 D; sin® Yy — sin Y, cos wt) sin iy 4 cos 4 —
— (D3D5 + uDyDg + ,uDlgoat sin ;4 — uDgwg) sin 1, sin’ Y1+
+ (2uD1pa cOS 14+ + ke Ds) sin iy sin iy 4 tan e + Dlw% sin 1, cos 1y cos Y ¢,
—siny ¢ sin? oy + (Dlwf — 1) sin 9, cos 1), cos® 1y 4 sin o COSYgy —

— (MD4D6 + D3Ds — ,uDgwg) sin 1, sin 1y 4 cos 1y ¢ sin iy 4 cos Yoy

+2uD 124 cOS P14 SNy oS Py 4 sin® by —

— (ko D1 + 2uDapa s cOS 1 4) Sin g 4 cOS gy +

+rop Do sin 1y cos 1y 4 sin? Yoy — Dy gog’t sin ;4 sin Yy sin ¢ 4 cos Yy ¢ sin ey +
+ (D23, sin 14 + Dy D5 + D3Dg — wyDy) sinthy 4 cos® gy —

— (w%Dg cos Y + k1 Dy sin Q,Dt) cOS 1 4 cos? (Y

+#1 D1 sin? Wy cos? (1 sin? o COS Pa .

(7.39)

Nach der Transformation ist es moglich, den grofiten Ljapunov-Exponenten A\, unter
Voraussetzung von Ergodizitat im Mittel, iiber die Fiirstenberg-Khas minskii-Gleichung,
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Abbildung 7.12: Stabilitétskarte fiir o = 0.0 (harmonische Anregung)

die fiir das gegebene Problem durch

0o o0 21 oo 37/2 w2 w/2 &

///// / //hlp(mmza901790%¢,¢17¢27¢)d771d772dg01dg02d1/1d1/11d¢2d¢

—o00—00 0 —00—7/2 —7/2 —w/2 —T
(7.40)

gegeben ist, zu bestimmen. Die Berechnung der achtdimensionalen Verteilungsdichte
in Gleichung (7.40) erfolgt iiber eine Monte-Carlo-Simulation. In den Abbildungen 7.12
und 7.13 ist der grofite Ljapunov-Exponent als Funktion der Anregungsamplitude A
und der Erregerfrequenz w, fiir eine harmonische Anregung (o = 0.0) und fiir einen
farbigen AnregungsprozeB mit der Intensitdt ¢ = 0.7 dargestellt. Fiir die Simulati-
on wurden N, = 10% Zeitschritte simuliert. Die natiirlichen Eigenkreisfrequenzen w,
und wy standen im Verhéltnis 2 : 1. Als Ddmpfungsparameter wurden x; = kg = 0.7
gewahlt. In den Abbildung 7.14 und 7.15 sind Hohenlinien fiir A\; = 0 aufgetragen.
Es ist fiir die angegebene Parameterkombination ein stabilisierender Effekt durch das
farbige Rauschen zu erkennen. Ahnlich wie bei der semitrivialen Losung ist jedoch
auch hier keine Ubertragung dieses Stabilisierungseffektes auf andere Parameterkom-
binationen moglich. Es muf3 fiir jede dieser Kombinationen erneut eine vollstéindige
Stabilitatsanalye durchgefiihrt werden.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Bei der Untersuchung dynamischer Systeme steht oft die Frage nach der physikali-
schen Realisierbarkeit einer Losung im Vordergrund. Hierbei findet der Begriff der Sta-
bilitdt eine vielfiltige Verwendung. In der vorliegenden Arbeit werden ausschlieflich
Aussagen auf Basis der kinetischen Stabilitdtstheorie getroffen, da Stabilitdtsprobleme
offensichtlich ihrer Natur nach kinetische Fragestellungen sind. In der kinetischen Sta-
bilitdtstheorie wird alleine der Stabilitdtsbegriff im Sinne Ljapunovs verwendet, wo-
bei das Verhalten der Trajektorie einer gestérten Bewegung beziiglich der Trajektorie
der zugehorigen ungestorten Losung untersucht wird. Hierbei stellen die Ljapunov-
Exponenten ein leistungsfihiges Instrument zur Untersuchung von Losungen dynami-
scher Systeme dar. Mit ihrer Hilfe ist es moglich, die Stabilitdt deterministischer und
stochastischer Systeme zu bestimmen. Die Ljapunov-Exponenten sind dabei ein Mafl
fiir das Auseinanderlaufen der Trajektorien durch urspriinglich benachbarte Punkte,
d.h. sie sind ein Maf fiir die Abhéngigkeit des Systems von den Anfangsbedingun-
gen. Nach dem Ergodentheorem von Oseledec entscheidet das Vorzeichen des grofiten
Ljapunov-Exponenten iiber die Stabilitéit der zu untersuchenden Losung des Systems.
Dabei ist die Losung asymptotisch stabil, wenn der gréfite Ljapunov-Exponent kleiner
null ist.

Die Auswertung des Ergodentheorems von Oseledec ist einfach, wenn die Zustands-
koordinaten der Storungen eines d-dimensionalen Systems nach dem Konzept von
Khas’minskii auf eine Hyperkugel projiziert werden. Durch die Einfiihrung einer Ampli-
tude und d—1 Winkelkoordinaten, gibt der grofite Ljapunov-Exponent die exponentielle
Wachstumsrate der instationdren Amplitude an. Sind die stationdren Winkelprozesse
und die zu untersuchende stationire Losung zusétzlich ergodisch im Mittel, so kann
der grofite Ljapunov-Exponent aus der stationédren Verteilungsdichte der Winkel- und
Losungsprozesse gewonnen werden.

Fiir die Berechnung der stationdren Verteilungsdichte existieren zwei prinzipiell un-
terschiedliche Moglichkeiten, die in dieser Arbeit verwendet werden. Beide Methoden
besitzen als Ausgangspunkt der Betrachtungen stochastische Differentialgleichungen
im Sinne von [to.

Zu den sogenannten direkten Methoden sind die Monte-Carlo-Methoden zu z&hlen.
Hierbei wird der stochastische Prozef selbst und seine Anderungen betrachtet. Mittels
numerischer Integration der stochastischen Differentialgleichungen werden Losungs-
trajektorien erzeugt, aus denen, unter Voraussetzung von Ergodizitdt, durch einen
Abzéhlalgorithmus die entsprechenden Verteilungsdichten als Haufigkeitsverteilung auf-
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gefunden werden. Monte-Carlo-Simulationen sind robuste und universell einsetzbare
Verfahren zur Untersuchung stochastischer Systeme. Die Nachteile sind lange Rechen-
zeiten und die Tatsache, daBl mit diesen Verfahren nur ein beschrénkter Abschnitt der
Losung analysiert werden kann.

Die indirekten, wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden basieren auf einer statisti-
schen Betrachtung der Prozesse. Die Verteilungsdichte kann dann als Losung der zu-
gehorigen Fokker-Planck-Gleichung ermittelt werden. Bei der Fokker-Planck-Gleichung
handelt es sich um eine homogene, partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung mit
nichtkonstanten Koeffizienten. Strenge Losungen sind nur in Ausnahmefillen angebbar,
so dafl man im allgemeinen auf Ndherungslosungen angewiesen ist. In der vorliegen-
den Arbeit werden zur Losung der Fokker-Planck-Gleichung orthogonale Funktionen-
systeme benutzt. Dazu werden in Richtung der durch die Transformation eingefiihrten
Winkelkoordinaten komplexe Fourierreihen und in Richtung der Zustandskoordinaten
der ungestorten Losung angepafite orthogonale Polynome verwendet. Der auf diesen
Funktionensystemen basierende Reihenansatz der gesuchten stationdren Verteilungs-
dichte iiberfithrt die Fokker-Planck-Gleichung zusammen mit einer Normierungsbedin-
gung in ein inhomogenes, algebraisches Gleichungssystem, das mit Hilfe eines numeri-
schen Gleichungslosers ausgewertet werden kann. Probleme bei der Entwicklung treten
bei verschwindender Rauschanregung auf. Hier wird die stationédre Verteilungsdichte
singuldr. Den Grenziibergang zu singuldaren Verteilungsdichten koénnen Fourierreihen
jedoch nicht leisten. Daraus ergibt sich die Forderung, daf§ die Rauschanregung hinrei-
chend grof} sein muf}, damit die Verteilungsdichte eine regulére Gestalt annimmt. Eine
weitere Ursache fiir das Auftreten von Singularitéten liegt in der Transformation der
Zustandskoordinaten auf eine Hyperkugel. Ab der Dimension d = 3 treten in den Koef-
fizienten der Fokker-Planck-Gleichung Terme auf, die in den Réandern der fluktuieren-
den Winkel zu Singularitéten fithren. Zur Elimination dieser Terme wird ausgehend von
der Transformationsvorschrift eine Substitution verwendet, die diese Terme beseitigt.
Hierdurch entsteht eine modifizierte Fokker-Planck-Gleichung, die eine Verwendung
von Fourierreihen bei der Entwicklung der stationdren Verteilungsdichte erlaubt. Ist
die Substitution nicht ausreichend, so wird die modifizierte Fokker-Planck-Gleichung
mit den Kehrwerten der verbleibenden Singularitéitsterme multipliziert. Die dadurch
erhaltene partielle Differentialgleichung ist nun keine Fokker-Planck-Gleichung mehr.
Diese wiederum kann jedoch unter Zuhilfenahme von Fourierreihen gelést werden. Ein
entsprechender Losungsansatz fithrt jetzt zu einem iiberbestimmten, inhomogenen, al-
gebraischen Gleichungssystem, das mit einem Least-Square-Verfahren naherungsweise
gelost wird. Beispielhaft fiir solche Systeme ist die Untersuchung der Stabilitéit von ge-
koppelten Biege- und Torsionsschwingungen eines schlanken Rechteckstabes in Kapitel
4. Die zugehorige Variationsgleichung ist ein gewohnliches, parametererregtes Differen-
tialgleichungssystem, dessen Ruhelage fiir gewisse Parameterkombinationen instabil
werden kann. Die Stabilitdtsanalyse wurde hierbei unter Verwendung von zwei Koor-
dinatentransformationen durchgefiihrt, wobei jeweils Terme in den Koeffizienten auf-
traten, die zu Singularitdten an den Réndern der fluktuierenden Winkel fiithrten. Bei
beiden Koordinatentransformationen war daher vor der eigentlichen Reihenentwicklung
eine Modifikation der Fokker-Planck-Gleichung notwendig, so dafl sich kein entschei-
dender Vorteil bei der Wahl einer bestimmten Koordinatentransformation ergab.

Wird die Stabilitét einer nichtrivialen Losung untersucht, so ist die stationére Vertei-
lungsdichte zusétzlich zu den Winkelkoordinaten abhéngig von den Zustandskoordi-
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naten der ungestorten Losung. Die Entwicklung in Richtung dieser Koordinaten er-
folgt durch angepafite Polynome. Hierbei eignen sich aufgrund des Losungsintervalles
(—00,00) der Zustandskoordinaten Hermite- bzw. generalisierte Hermite-Polynome.
Als klassisches Beispiel hierfiir wurde in Kapitel 5 die nichttriviale Losung des soge-
nannten Kramers-Oszillators auf Stabilitdt untersucht.

In Kapitel 6 wurde die Stabilitéit der semitrivialen und nichttrivialen Lésung eines auto-
parametrischen Systems, das einer Fremdanregung durch farbiges Rauschen unterliegt,
betrachtet. Autoparametrische Systeme bestehen aus n Teilsystemen, so dal die nicht-
triviale Losung einen 2n-dimensionalen Zustandsvektor besitzt. Zusatzlich zu den 2n
Zustandskoordinaten héngt die stationére Verteilungsdichte von 2n — 1 Winkelkoordi-
naten der Koordinatentransformation und dem Anregungswinkel des Rauschprozesses
ab. Damit handelt es sich um eine 4n-dimensionale Verteilungsdichte, die fiir eine sta-
bilitdtsanalyse aufgefunden werden mufl.. Hierbei hob sich der Vorteil der schnelleren
Rechnung bei der Losung der Fokker-Planck-Gleichung gegeniiber der Monte-Carlo-
Simulation durch den hohen Aufwand bei der Entwicklung der Verteilungsdichte auf.
Aus diesem Grund wurde hier nur eine Stabilitdtsanalyse unter Verwendung von Monte-
Carlo-Simulationen durchgefiihrt.



Kapitel 9

Anhang

9.1 Introduction

Systems with random influence can be found in various fields of engineering. For exam-
ple in civil engineering random wind forces or random excitations through earthquakes
play a decisive role. In the sector of aeronautical and astronautical engineering it is
necessary to pay attention to random forces through turbo fans which act on the struc-
ture of planes. The common ground of these examples and any system being subject
to random excitations is the description by stochastic differential equations. Among
the characterization of a solution to a stochastic differential equation the technical
feasibility of the computed solution is of particular importance. For this purpose it is
necessary to make a stability investigation.

This work deals with stability investigations of dynamical systems driven by random
excitations. The procedure of stability investigation can be divided into three parts:

e Derivation of the corresponding variational equation.

e Coordinate transformation with respect to the concept of Khas'minskii and for-
mulation of the Fiirstenberg-Khas minskii-equation for the top Ljapunov-exponent.

e Determination of the unknown stationary distribution density using Monte-Carlo-
methods and Fokker-Planck-methods.

9.2 Organization of the Work

Chapter 2 contains a short introduction to the fundamental terms of probability theory.
Chapter 3 deals with stability theory in the sense of Ljapunov. Here the Ljapunov-
exponents are introduced. Ljapunov-exponents are an important and powerful tool
for the investigation of solutions of dynamical systems. For the calculation of the top
exponent one has to introduce a d-dimensional unit hypersphere following the concept
of Khas'minskii. Due to the transformation the amplitude A; describing the unsteady
part of the process can be decoupled. In the definition of the top Ljapunov-exponent
the norm of the state vector can be replaced by the amplitude A;. The amplitude
process depends only on the stationary processes of the dynamical system and thus
can be found by time integration. With the assumption of ergodicity the so called
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Fiirstenberg-Khas'minskii-equation containing the unknown distribution density of the
stationary processes can be formulated.

Chapter 4 describes two possibilities to determine the unknown distribution density.
The first method is a direct method, the so called Monte-Carlo-simulation. Here trajec-
tories of the solution are generated by integrating the stochastic differential equation.
The distribution density can be found by using a simple counting algorithm.

The second possibility is an indirect method. Here the distribution density can be found
as a solution of the corresponding stationary Fokker-Planck-equation. The solution can
be found using series expansion of the density and the nonconstant coefficients.
Chapter 5 describes the stability investigation of an elastic structure. For the considered
system it is possible to project the linear state processes of the dynamic system on a
unit hypersphere and on bipolar coordinates. The purpose of this investigation is to
compare the results according to these two transformations.

In chapter 6 the stability of the solution to the so called Kramers-oscillator is inve-
stigated. Here, in contrast to stability investigations of elastic structures, the solution
is nontrivial. This leads to a more complex variational equation because there is no
analytical form for the investigated solution.

Chapter 7 deals with a simple autoparametric system. The main goal of this chapter is
to compare the results of stability investigations of the system driven by a deterministic
excitation and the system driven by a random excitation.

9.3 Coupled Oscillatory System

Figure 5.1 shows a typical stability problem for torsional bending of a rectangular slim
beam subject to time-variant end moments M (¢) acting at both ends of the beam.
Introducing initial deflections the beam performs lateral bending vibrations u(z,t) and
torsional cross section rotations ¥(z,t), both described by the equations of motion

ELu" (z,t) + M()9"(2,t) + pii(z,t) + ci(z,t) = 0,
M ()" (z,t) + GJI" (2, t) + pr?0(z,t) + dd(z,t) =

Herein primes denote partial derivatives with respect to the length coordinate z and
dots are corresponding derivatives with respect to time ¢. The parameter £, denotes
the lateral bending stiffness, G'J is the torsional stiffness, p is the mass of the beam
per unit length ¢, r is the polar radius of inertia and the coefficients ¢ and d determine
viscous damping mechanisms of the beam along 0 < z < [. The bending torsional
vibrations satisfy the homogeneous boundary conditions

w(0,8) = u(l,t) = u"(0,) = u"(C,t) = 9(0,t) = I(L, 1) = 0

such that the lateral deflections, the bending moments and the torsional rotations are
vanishing at both ends of the beam.

The first two modes u(z,t) = rq:(t) sinwz/l and ¥(z,t) = go sin wz /1, which satisfy the
homogeneous boundary conditions, are applied to reduce the equations of motion to
second order ordinary differential equations

G1 + 20141 + wiqn — wiwal(t)ge = 0,
Go + 20202 + Wiqe — wiwel () = 0.
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In both equations, ¢;(t) (i = 1,2) are coordinate functions, w; denote the first two
natural frequencies, (3; are related damping measures given by 5, = ¢/(2u) and (3 =
d/(2ur?), and ((t) = M(t)/M., represents the external loading related to the critical
moment M.r = w(EIL,GJ)Y?/l of a time-invariant buckling moment. Obviously, the
equations posses for ¢ = 1,2 the trivial solutions ¢; = 0 which can be destabilized with
increasing intensities of the parametric excitation ((t).

The present paper determines the invariant measures by means of the two different
projections:

e projection by means of hypersphere coordinates,
e projection by means of bipolar coordinates.

Both projections lead to different invariant measures.
For multiplicative perturbations ((t) = o£(t) by white noise {(¢) of an intensity o, the
equations are written as the first order stochastic differential equations

Xm,t = W1X2,tdt,

dXoy = —(wi Xy + 261 Xoy)dt + weo X3, dW,,
dX37t = w2X4’tdt7
dX47t = —(Wng’t + 262X4’t)dt + wlaXLtth.

This is done by introducing the state vector X; = (Xi,, Xoy, X34, X4)7 of the displa-
cements ¢;(t) = Xo;—1; and the velocities ¢;(t) = w; Xo;; and replacing the increments
&(t)dt of white noise by the stationary increments dW; of the Wiener process. Accor-
ding to the multiplicative ergodic theorem, the trivial solutions X;; = 0 are almost
surely asymptotically stable if the top Ljapunov-exponent

1 [X]
A=lim -In+—
t—oo t || Xl

is negative.

9.3.1 Projection by Hypersphere Coordinates

Introducing the hyperspherical coordinates of the radius or amplitude A; and of three
angles ¢, ¢1+ and ¢o; by means of the four-dimensional process transformation

A= X2+ X3, + X3, + X3, 0<A <o,

arctan ;2”5 X1:>0
= 1.t ’ _n < w < 3_7T
Xot 2 = 7t 2

arctan 5 +m X1 <0

X3t

Sol,t = arctan T —g < Qol,t < %,

\/ X1+ Xoy

Xy

P24 = arctan —5 <2 < 3

VX A+ X3+ X3,
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the linear stability equations take the nonlinear forms

din Ay = ha(W, @1, 2,0)dt + g1(Ve, P14, P2,0) AW,
dy = ho(Vy, 010, p2.)dt + g2 (Ui, 1,t, P2,0) AW,
deiy = (Vr, P18, Q2.0)dt + g3(Vr, 014, o) dWS,
doss = ha(We, 014, 02,0)dt + ga(WVr, 01,4, P2,) AW,

> S

3

S

Herein, the coefficients g;(1, ¢1.4, p2.) are four diffusion terms and h; (¢, @14, p21) are
the drift terms of the transformed equations. Both terms are calculated applying the
It6 calculus to the process transformation. The drift terms and the diffusion terms of
the transformed equations depend only on the three angle processes and are indepen-
dent of the amplitude process A; = || X}||, the euclidian norm of the state vector X;.
Consequently, the amplitude equation can be explicitly integrated in the time domain
and then inserted into the definition of the top Ljapunov-exponent. That leads to a
mean value form of a time integral. Because of the non-anticipating property of Ito-
integrals, the mean value of the diffusion terms is vanishing and the mean value of the
drift term yields

T
/ ¢t,901ta802t)dt
0

Provided hy(vr, 14, p2+) is ergodic and there exists an invariant measure with the
density p(v, 1, p2), the time average can be replaced by the space average

3n/2 ww/2 w/2

)\1 = / / / hl (wa P15 @2)p(wa ©1, 902)dwd()01d()02

—w/2 —m/2 —7/2

which determines the top Ljapunov-exponent of the dynamic system for known densi-
ties p(¢), @1, Pa)-

One possibility to calculate the density p(v, @1, ¢2) is to do a Monte-Carlo-simulation.
Hereby, the angle equations are discretized by the Euler forward differences dy;; ~
©in+1 — Pin and the Wiener increment dW; is approximated by AW,, = R,V/At where
R, denotes a stationary, normally distributed sequence of numbers with the expected
values F(R,) =0 and E(R?) =

The three-dimensional angle density p(1), ¢1, ¢2) of the invariant measure of the dyna-
mic system is also determined by the corresponding Fokker-Planck-equation

0 0 0 1 02 1 0%
3 w(hﬂ)) o, ——(hap) + 9o o (hap) = 53 2 —(93p) — 5997 —(g5p)
1, 0? 0? o2

—58—@%(931?) D00 ————(g293p) — 9007, ———(g294p) — m(gggz;p) = 0.

The solution of this partial differential equation has to satisfy the natural boundary

conditions
T T
p<w,s@1=—§,s@2> p w,sm:g,soz) =0,

(
p<w,w1,¢z=—g) = p(w,sol,sozzg> =0
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as well as the periodicity conditions

p(¢:—g,8017902) = (1/1_ <P17902>7

0 0
@p@:—g,cﬂm@z) = (‘M (1/1— ,wl,wz).

Finally, p(1, ¢1, ¢2) has to fulfil the normalization condition

3n/2 w/2 w/2

/ / /p<w’¢l>¢2)d¢ds@1dw2=1.

/2 —m/2 —m/2

The Fokker-Planck-equation can be solved by the three-dimensional Fourier series

P, o1, 02) = Z Z Z Chim €xpj (k1) + 211 + 2meps )]

—Kl=—Lm=—M

which is described in chapter 5.1.2 in detail. Inserting the three-dimensional Fourier
expansion into the Fokker-Planck-equation and using the normalization condition leads
to an inhomogeneous system of equations for (2k + 1)(2L + 1)(2M + 1) expansion
coefficients ¢y, which can approximately be solved by a least square procedure.

The stability map in figure 5.9 shows level lines of the top Ljapunov-exponent A(/3, 32)
in dependence on the damping coefficients 3; and 35 of the system.

9.3.2 Projection by Bipolar Coordinates

The projection of the state process X, for & = 1,2,3,4 is performed in two steps.
First the amplitudes a;; and phases 1;;

ais = \/Xlz,t -+ X22,t7 0 S Qayy < 00,
Aot = ﬂ’X??,t + XZ,t’ 0 < gt < 00,
X

X1t207

X1 ’ s 3
Py = X’t —5 < <
| M X<, 2o MT
X
Q/} X3, X3,t Z 07 T o< w < 3r
2, = Xy —5 S Yo < 5
X3 ) X3,t < 07 2 2

for i = 1,2 are introduced. In the second step, the amplitudes a;,; are replaced by the
polar coordinates A; and ;. This leads to the nonlinear projection equations

dIn Ay = ha(pr, Y14, 02)dt + ga(pr, 1, Yo dWs,
dor = h3(0r, Y1, Yo )dt 4 g3(@r, Ve, Y2 ) AW,
day = ha(pe, e, Vau)dt + ga(@e, Yre, Vo) dW,
A1y = ha(pe V1, Vo) dt + g1(@e, Y1, Vo) dW,
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wherein the new drifts h; (¢, ¥+, ¥2,) and diffusions g;(pr, 14, 12,) have to be calcu-
lated by means of the Ito calculus. This transformed system of equations yields to the
new Fiirstenberg-Khas’minskii-equation

w/2 3w/2 37/2

Ay = / / / ha(p, b1, ¥2)p(p, 1, Y2)dipdiprdips
0 —m/2—m/2
which determines the top Ljapunov-exponent of the dynamical system.
Again the density p(p,11,19) can be obtained by a Monte-Carlo-simulation. The re-

sults are shown in the figures 5.10, 5.11 and 5.12.
The density can also be determined by the corresponding Fokker-Planck-equation

0 0 0 1 0? 1 0?2
@(hgp) + a—wl(hlp) + a—%(hﬂ?) 3007 —(g3p) — 5902 —(9ip)
1 92 92 BE 02
_ _ _—
“2002 ——(g3p) — 9000, (9391p) 9000, (9392p) 90100, (9192p)

The boundary conditions are

P(%dﬁ = -

) = p(%%:%,%),
( ) = 861/1 <<P U = W7¢2> 7
p(%%,%z—g) = p(%l/)l,%: 3—7T> )
(‘P Y1, = E) = 8(20 (<P V1,99 = ) )
Pl =011 = p(p=75v11)=0.

Besides these four equations the density has to fulfil the normalization condition

0
RIS

w/2 3w/2 37/2

/ / /p(¢7¢1,¢2)dg0dlpld¢2: 1.

0 —m/2—-7/2

The Fokker-Planck-equation can be solved by the following expansion

P, Y1, 12) = Z Z Z Crim Pr () exp[j(l1h1 + may)].

k=0Il=—Lm=—M

Herein Py () denote orthogonal polynomials on the interval (0, 7/2). For further details
see chapter 5.2.2 and chapter 4.2.2. Insertion of the expansion in the Fokker-Planck-
equation yields together with the normalization condition an inhomogeneous system of
equations which can be solved by a least square procedure. The results are shown in the
figures 5.14, 5.15 and 5.16. Figure 5.17 shows level lines of the top Ljapunov-exponent
A(B1, B2) in dependence on the damping coefficients 3; and (5 of the system.
Comparing the two figures 5.9 and 5.17 no differences can be found in the results. So
there are no advantages or disadvantages in using a projection on a hypersphere or a
projection on bipolar coordinates.
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9.4 Kramers Oscillator

Since its introduction by Duffing in 1918, the nonlinear oscillator with a cubic stiffness
term given by

22 4

G a+ U () = f(1), U(z) = a5+ bzZ a,b>0, v >0,

has been one of the paradigms of nonlinear dynamics.

If the forcing is chosen to be
f(t> =V 2875157

the oscillator describes stochastic motion of a particle in a bistable potential, where
e > 0 stands for the temperature of a heat bath. This model was proposed and studied
by Kramers.

For the further investigation the parameters are put

e=a=0b=1

and the Langevin equation is written correctly as a stochastic differential equation for
ry =2z und y, = Z; as

dxt - ytdta
dys = (=Y —U'(xy))dt + \/2vdW,,

where W, is a standard Wiener process. For every initial value (g, o) the solution exists
and forms a Markov process possessing a unique stationary measure with density
2

p(z,y) = Nexp <_U(x) N %)

where N is a norming constant. Note that p is independent of the friction (or damping)
coefficient ~.

The Ljapunov-exponents corresponding to the measure p are defined to be the two
possible exponential growth rates of the solutions to the variational equation given by

dUl,t = ’U27tdt,
dvgy = (= U"(x5)v1s — yvo)dt = (1 — 322)vy1; — yug s )dt
where x; is the z-component of the solution starting with random values (zg, yo) having

density p.
The projection of the state vector v, is performed by introducing polar coordinates

At:,/Uit—i—U%’t, OSAt<OO,

arctan %, vy >0, - 5
= ’ < 5 .
v arctan Z?—Z +m, v <0 =¥

VB

This leads to the nonlinear projection equations

dlnA, = [(2—3a2,)sinp, cosg, — ysin® @]dt,
der = [(2— 3x§7t) cos® ¢; — 7 sin @, cos ¢, — 1]dt,
dxs,t = ys,tdta

Yoy = [=VWsu + Top — 23 Jdt + /27dWV,.
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Note that the variational equations contain the z-component of the solution as a pa-
rameter. Due to that it is necessary to consider the system equations in addition to
the variational equations. With this system of equations the Fiirstenberg-Khas’minskii-
equation can be written in the form

oo 3m/2

A(y) = / / / [(2 — 3x3) sin @ cos p — ysin’ ¢ | p(s, ys, p)dpd dys.

—00 —00 —7/2

The density p(zs,ys, ) can be determined by a Monte-Carlo-Simulation so that the
top Ljapunov-exponent can be calculated by integration. The results are shown in the
figures 6.1, 6.2 and 6.3. In 6.2 it can be seen that the exponent \; is larger than 0
for small v which is a remarkable result and is comparable to the results of Arnold
and Imkeller. The purpose of the recurrent investigation of the Kramers oscillator is to
determine the density as a solution to the Fokker-Planck-equation.

The corresponding Fokker-Planck-equation can be written in the form

0 0 0 1 92

— (hap) + m—(hsp) + =—(hap) — 30,2

2.0\ —
8@ 81'5 ays (g4p> =0

with the drift and diffusion terms

hy = (2—32%)cos’p —ysinpcosp — 1,

h3 = Ys
hy = —yys+x, — a3
g = 2

and the boundary conditions

T 3w
p((p = _§7xsays) = p((p = Eaxsays)a
9 (0= = 2g,ys) = 9 ( _ 3 )
8@ (10_ 27 says - 8g0 90— 27 saysa

p(@vws = —OO,ys) = p(gpwrs = OO,?/s) = 07
(@, x5, ys = —00) = plp,xs,ys = 00) = 0.

In addition the density p(zs, ys, ¢) has to fulfil the normalization condition

00 oo 3m/2

/ / / p<msa Ys, QD)dSdesd?/s =1.

—00 —00 —7/2

The solution is obtained by an expansion of the density in the following form

p(g@, Ts, ys) = Z Z Z CklmHk('Ts>w1(xs)H€l(ys)w2<ys) exp(jmgp)
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wherein He;(ys) and Hy(xs) represent orthogonal polynomials on the interval (—oo, 00),
which has to be calculated in a first step. Therefore the procedure described in chapter
4.2.2 is used with weight functions derived from the solution

2
Y

p(x,y) = Nexp (—U(x) - 5) :

The weight function for the polynomials He;(ys) can be found in the form ws(y,) =

2 2 4
_Ys T x
2

2 4
Inserting the expansion into the Fokker-Planck-equation and using the normalization
condition leads to an inhomogeneous system of equations for the unknown coefficients
Crim- For further details see chapter 6.4. The results are shown in the figures 6.4,
6.5 and 6.6. In figure 6.6 the same effects as in figure 6.3 can be seen. Compared to
the solution using a Monte-Carlo-simulation the solution computed with the Fokker-
Planck-equation is of higher quality.

exp > and for the polynomials Hy(xs) in the form wy(zs) = exp

9.5 Autoparametric Vibration Absorber

The mechanical system treated in this section has two degrees of freedom and is sche-
matically represented in figure 7.1. It consists of a mass M mounted on a linear spring,
carrying a simple pendulum. The pendulum has mass m, attached to a hinged massless
rod having length ¢. In the figure y denotes the coordinate of the mass M and ¢ is
the angular deflection of the pendulum. Moreover, the mass M ist excited by a time
depended force described by colored noise and linear damping is assumed.

There are three frequencies associated with this system: the natural frequencies of the
pendulum and of the linear mass-spring and the frequency of the undisturbed driving
force.

The most interesting situation occurs when the natural frequencies of the mass-spring-
system (primary system) and the pendulum (secondary system) are in 2 : 1 resonance
and the frequency of the external forcing isin 1 : 1 resonance with the natural frequency
of the primary system. The resonant motion of the primary system then acts as a
parametric excitation on the motion of the pendulum. Conversely, the motion of the
pendulum influences the motion of the mass-spring system. It is possible, that energy
from mass-spring motion is transferred to the motion of the pendulum. When this
happens, the pendulum effectively acts as a vibration absorber.

The equations of motion can be written in the dimensionless form

iy + kane + winge + p(@esing, + ¢f cosgy) = C(1),

P + Koy + wggpt +singy = 0.
The noisy excitation C; arises from
Cy=AMNcos¢y, oy <

with the amplitude A and the angle process ¢; described by the stochastic differential
equation

dp; = —wedt + adW,

wherein w, denotes the constant frequency of excitation disturbed by white noise with
intensity o. This model of excitation contains two special cases:
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e Harmonic excitation for c =0

e White noise excitation for A, o — oc.

9.5.1 Stability Investigation of the Semitrivial Solution
The semitrivial solution is given by
Nt = TNs,t, o = 0.
Introducing the perturbations u; << 1 and v; < 1 in the form
Ne = Nst + Ut or =0+,
leads after linearization to the variational equations

Mot + K1Ms,t + w%ns,t = C,
dt + lilut + w%ut = O,
1'J.t + /€21')t + (wg + ﬁs,t)vt = 0.
It can easily be shown that the perturbation u, will vanish for ¢ — oo. This means that

only the perturbation v; characterizes the stability behavior of the solution.
With the state variables

M,st = MNst» N2,st = MNs.ts

U1t = U, Vot = Ut
the variational equations can be written as a stochastic differential equation

dnl,s,t = n?,s,tdta
d772,s,t = (A COs ¢t — RiT)2,st — W%Ul,s,t)dt,

dvl,t = U27tdt,
dvay = (—Kovas — (W3 + Mos)V1s)dE,
d¢t = —wedt + O'th

Following the concept of Khas'minskii the state vector will be projected on polar coor-

dinates
At:1/1)it+7j%,t7 OSAt<OO,

arctan -2t v >0, 5
Yy = w2t <Y < T
arctan o, Mo < 0,

MJE]

This leads to the nonlinear transformed system of equations

dln At = Iy (¢t, M1,y 12,5t th)dt + g1 (¢t, 1,8,y 12,5t ¢t)tha
Ay = ho(Vt, M sts Mot G1)dE + Ga(Vr, Mst, N2sts Gr) AW,
dmse = M2sedl,
dngse = (A COS O — K15t — w%nl,s,t)dt7
dp; = —w.dt+ odW,
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with the drift and diffusion terms

hi = —kosin® iy + [1 - (wg + Acos gy — Kima e — wfm,s,t)} sin t; cos Uy,
hy = —sin®e, — (w% + Acosoy — Kimo — w%m) cos® 1), — Ko sin 1y cos 1y,
g = 0,
g = 0.

With this system of equations the Fiirstenberg-Khas'minskii-equation can be formula-
ted in the form

o0 371'/2 T

M= / / / (—rz sin® 9 + K sinep cos ) p(, m, mo, &) dddibdradm

—00 —00 —71—/2 —T

with

K = [1 — (wg + Acospy — Kimast — wfm,s,t)} )
The density is determined by a Monte-Carlo-Simulation. Figures 7.4 and 7.5 show the
top Ljapunov-exponent depending on the amplitude A and the natural frequency of
the pendulum ws. Figures 7.6 and 7.7 show level lines of the exponent for A = 0. It

can be seen that the noisy perturbation can lead to stabilization in some parameter
domains but also to destabilization.

9.5.2 Stability Investigation of Nontrivial Solutions

Beside the semitrivial solution there exist nontrivial solutions in the form

N = MNst) Pt = Pst-

In this case the secondary system is also in vibrating mode. In this section the stability
of this solution will be investigated. The procedure is equal to the procedure described
in the section before. The first step is to derive the variational equation. Therefore the
two perturbations u; < 1 and v; < 1 are introduced. After inserting and linearizing
the variational equations can be obtained

Nst + K17s, + w%ns,t + w (955,:: sin g + sz,t CoS %,t) = Acos ¢y,
st + Kopse + W%@s,t +sesingsy = 0,
Uy + K1ty + wfut + pvy ((,bs’t COS Pt — gﬁ’t sin @S,t) +
+20ps 1V COS P ¢ + pipsSin gy = 0,
Uy + Ry + Wiy + 1y SIN Py + T Ve COS Py
¢y = —we+0E.

Il
o

Introduction of the state variables

Mt = Nsty, L1t = Pst, U1 = U, Vig = Vg,
M2t = Nsty, P2t = Pst, Ut = U, V2t = Vg
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the stochastic differential equation can be written in the form

dp;, = —w.dt+ odWy,
dny = noudt,
dpry = pa.dt,
duyy = ugdt,
dUl,t = Uz,tdt,
dnay = |D1Ds+ ,UD2D6} dt,
dps, = mm+m%w,
dugy = |v14D3Ds5+ pvy Dy D +

D, (—/€1U2,1 - W%Uu + U2 t@% 1 SIN Q1 — 2402 124 COS 901,t)
+uD —2 (—mgvgt w21)1 t) }dt

dvsy = |v14DaDs + 014Dy D +
D, (—/ﬁum — wf’ult + [v2 t¢§,1 Sin @14 — 2/uv2, 12,1 COS 901,t)

+Dy ( KoUgt — wiv, t) ]dt

Following the concept of Khas'minskii the state vector of the disturbance will be pro-
jected on a unit hypersphere

A, = \/u%t +us, +vi, +v3, 0< A <oo,

arctan -, ur > 0, 5
,lvz)t = U;; _% S ¢t < %7
arctan ==+, Uy < 0,
Ulzt ™
Yy = arctan T 2 <Y < 3,
/ULy T Uy
U2, T T
Yy = arctan ;o —5 <Py < 3

2 2 2
Uyt Uy, + Uiy

which leads to the nonlinear transformed system of equations

dinA; = hi(01e M2, Q1 P20 Yty Y1, Vou, Go)dt +
91(7}1,1:, M2, P1ts P2.ts Yty V11, Yo, ¢¢)dWs,

dyy = h2(771,t,772,t,<P1,t7<,02,t,¢t7¢1,t7¢2t, t)d
G2(M1.65 M.t P15 P2ty Vi V1,ts Va,e, Gr) AW,

dpry = h3(771,t, M2t P1ts P2ty Uty Y14, Y2, ¢ )dt +
93(771,t, M2ts P1es P2, o5 Yres Yot t)th7
dipar = ha(Mig, Dot 1, P2t Vs U1 e, Yo, Gr)dt +
Ga(M1t5 2.ty Pty Pty Yoy Y1ty Vae, Gr) AW,

dTh,t = 772,tdt;
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d7]2,t
d@l,t
dpa s

doy
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(D1 D5 + uDaDg) dt,
P24t

(DsDs + Dy D) dt,
—wdt + adW,

with the drift und diffusion terms given in equation (7.39). The Fiirstenberg-Khas minskii-
equation can be written in the form

0o oo 2 oo 37/2 w/2 w/2 g

///// / //hlp(mﬂh,901,@2,@/),@01,1/)2,¢)d7)1d772d901dg02d¢d¢1d¢2d¢

—00—00 0 —00 —7/2 —7/2 —7/2 —T

The results in figure 7.12-7.15 are calculated by Monte-Carlo-simulations. A stabiliza-
tion of the solution due to the disturbance of white noise can be seen.
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