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1 Einleitung

1.1 Motivation

In zahlreichen Anwendungen, z. B.

e Leckageerkennung in Gefahrenstofflagern [2; 3],
e Uberwachung der Luftqualitit auf Deponien [54] und
e Ortung von Landminen [55],

besteht die Aufgabe darin, die Emissionsquelle einer bestimmten Luftbeimengung zu loka-
lisieren. Bevorzugt geschieht dies iiber rdumlich verteilte Online-Konzentrationsmessungen.
Solche Konzentrationsmessungen wurden in den letzten Jahren durch so genannte Elek-
tronische Nasen [28, 29, 30, 34, 37, 57, 63, 93, 103] (Anhang A) moglich, die durch die
Anwendung der Mikrosystemtechnik den Aufbau preiswerter Sensornetzwerke erlauben.
Aus diesem Grund gewinnt auch die Quellenlokalisierung auf der Basis rdumlich verteilter

Konzentrationsmessungen in letzter Zeit an Bedeutung.

Erste Anwendungen raumlich verteilter Sensornetze zielten zunéchst auf eine Emissions-
detektion. Eine Emission wird dann detektiert, wenn der Konzentrationsschwellwert fiir
den betreffenden Stoff an einem oder an mehreren Sensoren iiberschritten wird. Aus der
Lage dieser Sensoren lésst sich jedoch, abhéngig vom Abstand der Sensoren untereinander,
nur eine sehr grobe Aussage iiber den Quellort treffen. Der Quellort kann aber weitaus
genauer oder mit einer geringeren Anzahl von Sensoren ermittelt werden, wenn die gemes-
senen Konzentrationen durch geeignete Verfahren zur Lokalisierung der Emissionsquelle

genutzt werden.

In der vorliegenden Arbeit werden zunéichst bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung
untersucht und deren Schwachpunkte herausgearbeitet. Ausgehend von einem neuen, geo-
metrischen Zugang werden auf der Basis analytischer Losungen der Diffusions-Advektions-
Gleichung neue, zweistufige Verfahren entwickelt, die diese Schwéachen umgehen und zu-

dem tiefere Untersuchungen des Quellenlokalisierungsproblems zulassen.
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Da die Diffusions-Advektionsgleichung (parabolische partielle Differenzialgleichungen zwei-
ter Ordnung) nicht nur fiir die Ausbreitung von Luftbeimengungen in gasférmigen Medien,

sondern grundsétzlich auch fiir

e die Ausbreitung von Schadstoffen in fliissigen sowie porésen Medien
(z.B. Grundwasser) [26, 60, 61, 68, 107],

e die Ausbreitung von Wirme in homogenen Medien [18],

e das Verhalten der Schallintensitét bei der raumlichen Schallausbreitung [76, 88, 111]

gilt, sind die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren und Erkenntnisse zur Quellenlokali-

sierung prinzipiell auch auf derartige Anwendungsfelder iibertragbar.

1.2 Bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung

1.2.1 Uberblick

Abbildung 1.1 gibt eine Ubersicht iiber die bestehenden Verfahren zur Quellenlokalisie-
rung. In den nachfolgenden Abschnitten werden die Prinzipien sowie die Vor- und Nach-

teile der gezeigten Verfahren herausgearbeitet.

Quellenlokalisierung

_— N\

mit mobilen Sensoren mit stationdren Sensoren

/\

Ad-hoc- modellbasierte klassifikationsbasierte

Verfahren Verfahren Verfahren

T

mit numerischen Ausbreitungsmodellen mit analytischen Ausbreitungsmodellen
(Finite Differenzen, Finite Elemente) (geschlossene Losungen der

Ausbreitungsgleichung)

Abb. 1.1: Uberblick iiber bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung.
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1.2.2 Quellenlokalisierung mit mobilen Sensoren

Die Verfahren zur Quellenlokalisierung mit mobilen Sensoren [24, 48, 51, 52, 64, 65, 95, 96]
arbeiten meist nur mit einem Sensor, der durch einen autonomen Roboter bewegt wird.
Anhand der gemessenen Konzentration entscheidet der Roboter mittels einer Suchstrate-
gie, in welche Richtung er als néchstes fahrt, um sich dem Ort maximaler Konzentration
und damit der Quelle zu ndhern. Dies wird solange durchgefiihrt, bis der Roboter den
Quellort erreicht. Im industriellen Umfeld ist es jedoch aus technischen und sicherheits-
technischen Griinden oft unmaglich, autonome Roboter frei im Uberwachungsgebiet um-
herfahren zu lassen. Zudem ist ein mobiler Sensor nicht in der Lage, den Quellort einer
instantanen (kurzzeitig wirkenden, impulsformigen) Quelle zu finden, da sich in diesem
Fall der Ort maximaler Konzentration mit dem Strémungsfeld bewegt. Der Roboter wird

dem Ort maximaler Konzentration bestenfalls hinterherfahren, nicht aber den Quellort
finden (Beispiel 1.1).

Beispiel 1.1 Am Quellort xo = (5m, 10m)? wirkt zum Zeitpunkt t = Os eine punktfér-
mige Quelle mit instantaner Quellintensitdt. Die Ausbreitung erfolgt durch Diffusion und
durch Advektion (Stromung) in x-Richtung. In Abb. 1.2 ist die daraus resultierende Kon-
zentrationsverteilung fir vier verschiedene Zeitpunkte dargestellt (Linien gleicher Kon-
zentration). Ein mobiler Sensor, der zum Zeitpunkt t = 0s die Position xg = (10m, 5m)T
besitzt, versucht die Quelle zu orten, indem er sich immer in Richtung maximaler Kon-
zentration bewegt. Das Bild zeigt die Position des Sensors zum jeweiligen Zeitpunkt und
die von thm bis dahin durchfahrene Bahn. Es ist zu erkennen, dass der mobile Sensor den

Quellort nicht findet, sondern lediglich dem Punkt mazimaler Konzentration folgt.

1.2.3 Ad-hoc-Verfahren zur Quellenlokalisierung

mit stationiren Sensoren

Ad-hoc-Verfahren basieren meist auf einem intuitiven Verstédndnis der Ausbreitungsvor-
gange. Sie nutzen vorwiegend diskrete Informationen, wie z. B. die nach dem Emissionsbe-

ginn verstrichene Zeit bis zum Erreichen von Konzentrationsschwell- oder -maximalwerten.

Ein in [81] vorgeschlagenes Verfahren stiitzt sich beispielsweise darauf, dass im Fall reiner
Diffusion die Zeitspanne zwischen Beginn der Emission und Erreichen eines bestimmten
Konzentrationsschwellwerts von der Entfernung des Sensors zur Quelle abhéngt. Schwie-

rigkeiten bereitet dabei zum einen die unbekannte Startzeit der Emission. Zum anderen
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Abb. 1.2: Problem der Quellortung mit einem mobilen Sensor bei instantaner Quelle.

ist die betrachtete Zeitspanne zusitzlich von der Quellintensitéit (die i. Allg. unbekannt

ist) abhéngig, was anhand von Beispiel 1.2 verdeutlicht wird.

Beispiel 1.2 Auf der Basis der Konzentrationsmessungen C; j, von vier Sensoren Sy, Sa,
Ss, Sy mit den Positionen x; = (0m,0m)”, x; = (20m,0m)”, x3 = (10m, 10m)” und
x; = (10m,20m)? 2u den Zeitpunkten t, (k = 1,...,N) soll eine punktférmige Quelle
bei xo = (5m, 10m)7 lokalisiert werden (Abb. 1.8, links). Es wird angenommen, dass die
Quellintensitit zum Zeitpunkt to = Os sprunghaft den konstanten Wert qo = 100mg/s
annimmt. Die sich ergebenden zeitlichen Verliufe der Konzentrationen an den einzelnen
Sensoren zeigt Abb. 1.3 (rechts). Die Sensoren 1 und 4 besitzen den gleichen Abstand zur

Quelle und damit den gleichen Konzentrationsverlauf.

Abbildung 1.4 zeigt fiir jeden Sensor die Zeit tg, die an jedem Sensor bis zum Erreichen
einer Konzentration von C; = 0.5mg/m? (Schwellwert) verstreicht, in Abhéingigkeit von

der Quellintensitat qq.

Die Abbildung ldasst erkennen, dass die Zeitspanne tg nichtlinear von ¢y abhéngt. Die
nichtlineare Abhéangigkeit ist zudem vom Abstand des jeweiligen Sensors zur Quelle ge-
pragt und bereits fiir den gezeigten einfachen Fall reiner Diffusion nicht separabel. Dies

stellt den wesentlichen Nachteil schwellwertbasierter Verfahren dar.
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Abb. 1.3: Anordnung von Sensoren und Quelle (links). Simulierte Konzentrationsverldufe fiir den
Fall reiner Diffusion (rechts). (Die Sensoren 1 und 4 besitzen den gleichen Abstand zur Quelle
und damit den gleichen Konzentrationsverlauf.)
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Abb. 1.4: Abhéngigkeit der Zeitspanne tg zwischen Emissionsbeginn und Erreichen des Konzen-
trationsschwellwerts C' = 0.5mg/m? von der Quellintensitit gq fiir jeden Sensor 4. (Die Sensoren
S1 und Sy besitzen den gleichen Abstand zur Quelle und damit den gleichen Verlauf fiir tg.)

Ein weiteres Ad-hoc-Verfahren wird in [62] fiir den Fall eindimensionaler Ausbreitung
durch Diffusion-Advektion (konstante Stromung) in einem Gebédudeflur untersucht. Eine
instantan wirkende Emissionsquelle ist dabei mit vier im Flur verteilten Sensoren zu lokali-
sieren. Durch die Bewegung der Emissionswolke ergibt sich an jedem Sensor in Stromungs-
richtung ein zeitlicher Konzentrationsverlauf, der ein Maximum aufweist. Die Zeitpunkte,

an denen an jedem Sensor die maximale Konzentration gemessen wird, sollen fiir die Quel-
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lenlokalisierung genutzt werden. Aufgrund der Advektion bewegt sich der Ort maximaler
Konzentration mit konstanter Stromungsgeschwindigkeit durch den Flur. Daraus kann
vermutet werden, dass die Zeitpunkte maximaler Konzentration an den einzelnen Senso-
ren linear von den Absténden zwischen den Sensoren abhéngen. Die Untersuchungen in
[62] zeigen jedoch, dass dies nur fiir grofie Stromungsgeschwindigkeiten gilt. Bei kleinen
Stromungsgeschwindigkeiten bewirkt die Diffusion ein zeitliches Absinken des rdumlichen
Konzentrationsprofils und damit eine nichtlineare Verschiebung der Zeitpunkte maxima-
ler Konzentration an den Sensoren. Folglich scheitern maximalwertbasierte Verfahren an

den gleichen Problemen wie die schwellwertbasierten Verfahren.

1.2.4 Klassifikationsbasierte Quellenlokalisierung
mit stationiren Sensoren

Bei den Kklassifikationsbasierten Verfahren werden Konzentrationsverlaufe (Referenzmu-
ster) an den Sensoren bei Wirken verschiedener zu klassifizierender Emissionsquellen si-
mulativ oder experimentell bestimmt und in der Uberwachungsphase klassifiziert [3, 70].
Es wird also davon ausgegangen, dass alle potenziellen Quellorte a priori bekannt sind,
was in vielen Anwendungen nicht erfiillt ist. Klassifikationsbasierte Verfahren besitzen
zudem Probleme bei der Behandlung der unbekannten Parameter Quellintensitiat und

-startzeitpunkt. Ein vom Autor in [70] vorgestelltes Klassifikationsverfahren umgeht die

letztgenannten Nachteile durch einen Prokrustes-Ansatz.

1.2.5 Modellbasierte Quellenlokalisierung
mit stationiren Sensoren

Modellbasierte Verfahren basieren auf einem Ausbreitungsmodell, das den Quellort, die
Quellintensitdt und den Startzeitpunkt der Quelle als unbekannte Parameter enthéilt.
Das Problem des Ermittelns solcher Parameter anhand gemessener Modellausgangsgrofien
(hier Konzentrationen) wird in der Mathematik als inverses Problem bezeichnet [40].
Das hier betrachtete Quellenlokalisierungsproblem ist dadurch gekennzeichnet, dass vollig
verschiedene Quellparameter zu gleichen oder dhnlichen Konzentrationsmessungen fiithren
konnen. In solchen Fillen wird von schlecht gestellten inversen Problemen (engl.: ill-posed
inverse problems) gesprochen. Diese Eigenschaft des Quellenlokalisierungsproblems stellt

die wesentliche Herausforderung fiir modellbasierte Verfahren dar.
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Verfahren mit numerischen Modellen

Die Verfahren mit numerischen Modellen arbeiten mit einem stark vereinfachten Zustands-
raummodell, das aus einer ¢rtlichen Diskretisierung des Ausbreitungsgebiets resultiert.
Diese Vereinfachung zieht nach sich, dass sich Quell- und Sensorstandorte nur in den
Gitterpunkten des Diskretisierungsgitters befinden kénnen. Mit einem Beobachteransatz
wird in der Uberwachungsphase versucht, die unbekannten Eingangsgrofien (Quellort,

-intensitit und -startzeit) aus den gemessenen Konzentrationen zu bestimmen [2, 3].

Der wesentliche Vorteil dieser Verfahren liegt in der Fihigkeit der verwendeten nume-
rischen Modelle, komplizierte Ausbreitungsprobleme (verwinkelte Raume, ortsabhéngige

Advektions- und Diffusionsparameter usw.) zu beriicksichtigen.
Demgegeniiber stehen folgende Nachteile:

e Fiir jeden Gitterpunkt des Diskretisierungsgitters miissen alle Ausbreitungspara-
meter vorab identifiziert werden. Je nach Diskretisierungsweite sind auf der Basis

weniger Sensoren bis zu mehrere Tausend Parameter zu schétzen.

e Bei praktisch sinnvoller Diskretisierungsweite und Sensoranzahl ist die Zahl der Zu-
standsgrofien, die durch den Beobachter ermittelt werden miissen, wesentlich grofier

als die Anzahl der gemessenen Zustandsgrofien.

e Eine Analyse des Quellenlokalisierungsproblems beispielsweise hinsichtlich der Exi-
stenz und Eindeutigkeit von Losungen ist mit numerischen Modellen de facto nicht

moglich.

Verfahren mit analytischen Modellen

Verfahren mit analytischen Modellen [55, 59, 83, 84] nutzen analytische Losungen der Aus-
breitungsgleichung (Diffusions-Advektions-Gleichung) und formulieren auf der Basis des
Ausgangsfehlers ein einstufiges, nichtlineares Parameterschétzproblem fiir die gesuchten

GroBen Quellort, -intensitdt und -startzeit.

Bei der Verwendung von analytischen Modellen miissen fiir den praktischen Einsatz ver-
einfachende Annahmen getroffen werden, damit geschlossene Losungen fiir die Ausbrei-

tungsgleichung existieren. Diesem Nachteil stehen aber wesentliche Vorteile gegeniiber:

e Das Ausbreitungsmodell ist iibersichtlich und enthélt wenige zu identifizierende Aus-
breitungsparameter. (Im einfachsten Fall ist nur der turbulente Diffusionskoeffizient

vorab zu ermitteln).
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e Bei der Lokalisierung miissen nur die Quellparameter (und keine weiteren Zustands-

grofien) geschétzt werden.

e Die geschlossenen Losungen der Ausbreitungsgleichung erlauben eine theoretische
Analyse des Quellenlokalisierungsproblems hinsichtlich der Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen sowie hinsichtlich geeigneter Sensorstandorte. Die daraus gewon-
nenen Aussagen lassen sich prinzipiell auf die Verfahren mit numerischen Modellen

iibertragen.

1.3 Offene Fragen modellbasierter Verfahren

Der vorangegangene Abschnitt zeigte, dass die Verfahren mit analytischen Modellen we-
sentliche Vorteile besitzen. Jedoch verhindern numerische Schwierigkeiten, die beim ite-
rativen Losen des nichtlinearen Parameterschétzproblems auftreten, den Online-Einsatz

solcher Verfahren. Diese Schwierigkeiten werden nachfolgend erldutert.

Mit einer analytischen Losung der Ausbreitungsgleichung lassen sich fiir jeden beliebigen
Quellort xg = (g, y0)T Konzentrationswerte C(x;, tx;Xo) fiir jeden Sensor i (i = 1,...,p)
mit dem Standort x; berechnen. Der gesuchte Quellort xq lésst sich durch Losen des

einstufigen Parameterschétzproblems

r N
T(x0,50) = D > (Cis — C(xi, tig, %0)) = Min (1.1)

i=1 k=1

finden, wenn vereinfachend Quellintensitét, Diffusionskoeffizienten sowie Startzeitpunkt
der Quelle als bekannt vorausgesetzt werden. In 1.1 bezeichnen p die Anzahl der Sensoren
und C; ; den Konzentrationsmesswert von Sensor ¢ zum Zeitpunkt ¢, (k =1, ..., N;). Die
in (1.1) enthaltene analytische Losung der Ausbreitungsgleichung ist parameternichtlinear.
Fiir das Losen kommen daher Gradientenverfahren zum Einsatz, die in Abhéngigkeit von
den Startparametern in Nebenminima oder Sattelpunkten abbrechen und damit falsche
Losungen liefern konnen. Abbildung 1.5 zeigt das Giitegebirge fiir J(zq, yo), das sich fiir
die Sensor-Quell-Konfiguration geméafl Beispiel 1.2 ergibt.

An den Sensorstandorten bilden sich im Giitegebirge Maxima. Fiir die Quellenlokalisie-
rung sind die Minima relevant. Es ist zu erkennen, dass neben dem globalen Minimum im
wahren Quellort xo = (5m, 10m)” noch ein weiteres Nebenminimum bei xy ~ (15m, 11m)7
existiert. In diesem bricht ein Gradientenverfahren ab und liefert damit eine falsche Lo-
sung. Werden weitere Sensoren hinzugefiigt, entstehen weitere lokale Maxima im Giitege-

birge, die die Suche nach dem globalen Minimum nochmals erschweren.
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globales
Minimum

Neben-
minimum

xinm

Abb. 1.5: Giitegebirge des Ausgangsfehlers J(zg,yo) (logarithmisch) in Abhéngigkeit vom ge-
wéhlten Quellort xg. (Dunkle Fldchen markieren kleine Werte fiir J(zo,yo).)

Dieses Beispiel zeigt, dass einstufige, ausgangsfehlerbasierte Verfahren bereits im einfach-
sten ungestorten Fall bei Kenntnis der wahren Werte fiir Quellintensitéat, Diffusionskoeffi-
zient und Startzeitpunkt der Quelle Probleme bei der Quellenlokalisierung haben. Zusétz-
lich zu den Nebenminima, die zu falschen Losungen fiir den Quellort fithren kénnen, fiihrt
die Auspréigung des Giitegebirges mit engen Télern zu einem schlechten Konvergenzver-
halten der Gradientenverfahren. Die Situation verschlechtert sich weiter, wenn alle Quell-
und Ausbreitungsparameter unbekannt sind und sich die Zahl der zu schéitzenden Para-
meter erhoht. Das Hinzufiigen von weiteren Sensoren liefert weitere lokale Maxima und
damit weitere Téler und lokale Minima im Giitegebirge. Eine Vergroflerung der Senso-
ranzahl fithrt damit {iberraschend zu einer Verschlechterung des Giitegebirges hinsichtlich
der Anwendung von Gradientenverfahren und damit zu groBeren Schwierigkeiten bei der

Suche des globalen Minimums.

Die fiir den einfachen ungestérten Fall mit reiner Diffusion gezeigten Probleme bleiben
prinzipiell auch bei der Betrachtung komplizierterer Félle (Hinzunahme von Advektion,
inhomogene Ausbreitungsmedien usw.), aber auch bei der Anwendung von klassifikations-
basierten Verfahren sowie Verfahren mit numerischen Modellen erhalten oder verschérfen
sich sogar. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die vermeintlich einfachen Félle anhand ana-
lytischer Modelle detailliert zu untersuchen. Ferner ist zu priifen, inwieweit beherrschbare

analytische Modelle fiir praktische Anwendungen geeignet sind.
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1.4 Ziele und Gliederung der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die genannten Probleme bei der Quellenlokalisierung
auf der Basis analytischer Ausbreitungsmodelle durch einen neuen, geometrischen Zugang

[36, 71, 72, 73] zu umgehen. Die Grundidee des geometrischen Zugangs besteht darin,

e im ersten Schritt fiir jeden Sensor anhand der gemessenen Konzentrationen die Men-

ge aller Punkte P; zu bestimmen, auf der sich aus der Sicht des einzelnen Sensors ¢

die Quelle befinden kann und

e im zweiten Schritt durch Bestimmen einer Schnittmenge aller P; den Quellort zu

ermitteln.

In der Arbeit soll der geometrische Zugang dazu genutzt werden, neue Verfahren zur Loka-
lisierung von Emissionsquellen zu entwickeln. Fiir die praktische Erprobung der Verfahren
werden die Konzentrationsmessungen durch rédumlich verteilte, stationédre Elektronische
Nasen realisiert. Der geometrische Zugang soll weiterhin dazu dienen, neue Einblicke in das
Quellenlokalisierungsproblem hinsichtlich der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

sowie hinsichtlich einer geeigneten Platzierung der Sensoren zu gewinnen.

Die den Verfahren zugrunde liegenden Ausbreitungsmodelle beriicksichtigen zum einen
turbulente Diffusion ohne Advektion und zum anderen turbulente Diffusion mit homoge-
ner Advektion (Diffusion-Advektion). Die Untersuchungen beschrianken sich auf den Fall

einer punktformigen Quelle.

Kapitel 2 beschiftigt sich mit der theoretischen Modellierung der Ausbreitung von Luft-
beimengungen auf der Basis der Advektions-Diffusions-Gleichung. Die Frage nach der
Wahl des Quellterms und insbesondere nach der Wahl des zeitlichen Verlaufs der Quellin-
tensitat fiir das Ausbreitungsmodell wird hinsichtlich praktischer Anwendungen unter-
sucht. Fiir verschiedene Randbedingungen werden analytische Losungen der Ausbreitungs-
gleichung sowohl fiir den Fall reiner Diffusion als auch fiir den Fall von Diffusion-Advektion
auf der Basis der Greenschen Funktion hergeleitet. Die wichtigsten Ergebnisse der theore-
tischen Ausbreitungsmodellierung werden in Hinblick auf die Quellenlokalisierung zusam-

mengefasst.

Kapitel 3 beschreibt ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung fiir den Fall reiner
Diffusion. Die Anwendung des geometrischen Zugangs fithrt auf ein zweistufiges Verfah-
ren, das zunéchst so genannte skalierbare Sensor-Quell-Absténde ermittelt und daraus
den Quellort bestimmt. Die Vorteile des neuen Verfahrens gegeniiber bestehenden einstu-

figen Verfahren werden herausgearbeitet. Es wird gezeigt, dass durch den neuen Ansatz



1.4. Ziele und Gliederung der Arbeit 11

Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowie zur Wahl geeigneter Sen-

sorstandorte fiir die Quellenlokalisierung getroffen werden koénnen.

Kapitel 4 befasst sich mit der Anwendung des geometrischen Zugangs auf den Fall von
Diffusion-Advektion. Dafiir wird die Idee der skalierbaren Sensor-Quell-Absténde auf so

genannte verallgemeinerte skalierbare Sensor-Quell-Abstiande erweitert.

Kapitel 5 zeigt die Leistungsfahigkeit der neuen Verfahren anhand zahlreicher Simulati-
onsbeispiele. Schliefllich wird die praktische Anwendbarkeit des neuen Verfahrens auf der
Basis von Messungen mit raumlich verteilten Elektronischen Nasen in einem industriellen

Chemikalienlager nachgewiesen.

Kapitel 6 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf zukiinf-

tige Arbeiten und weitere mogliche Anwendungsfelder der hier vorgestellten Verfahren.
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2 Modellierung der Ausbreitung von
Luftbeimengungen

2.1 Diffusions-Advektions-Gleichung

Die Ausbreitung von Luftbeimengung [69, 97, 115] ist im Wesentlichen durch

e den diffusiven Transport (Diffusion) und

e den advektiven Transport (Advektion)

gekennzeichnet. Weitere Einflussfaktoren, wie die chemische Umwandlung der Luftbeimen-
gung oder die Absorption der Luftbeimengung an Oberflichen, sind oft vernachléssigbar

und werden hier nicht berticksichtigt.

Ursache der Diffusion sind die Brownsche Molekularbewegung (molekulare Diffusion)
und die turbulente Bewegung der Luft (turbulente Diffusion/Eddy-Diffusion). Die mole-

kulare Diffusion lasst sich durch die Diffusionsgleichung

oC 9 ([ aC\ o (. oC\ & [ aC
% _ 9 (N L (kL) L (kE 2.1
ot 83;( z@x)+8y( y(?y)+8z( Z@z) (2.1)

mit den Diffusionskoeffizienten K, K, K, beschreiben. Sind die Diffusionskoeffizienten
richtungsabhéngig (K, # K, # K,) handelt es sich um anisotrope Diffusion. Die mole-
kularen Diffusionskoeffizienten sind sehr klein (z. B. K = 8.6 - 107%m?/s [22] fiir Toluol in
Luft). Einen wesentlich groBeren Einfluss auf die Ausbreitung hat die turbulente Diffusi-
on. Sie wird durch thermische Effekte, sich bewegende Objekte, Wind usw. hervorgerufen.
Durch kleine, im Vergleich zur Gesamtausbreitung mikroskopische Verwirbelungen (Tur-
bulenzen) findet dabei ein Stofftransport statt. Die turbulente Diffusion ist sehr komplex
und somit mathematisch schwer modellierbar. Dennoch stellt die Diffusionsgleichung (2.1)
eine gute Approximation fiir die turbulente Diffusion dar [83], insbesondere dann, wenn
eine Mittelung der Konzentrationsmesswerte erfolgt. Der turbulente Diffusionskoeffizient

ist wesentlich grofler als der molekulare Diffusionskoeffizient. Sein Wert ist weitgehend
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unabhéngig von der betrachteten Substanz (Luftbeimengung), aber stark abhéngig von

den oben genannten dufleren Einfliissen.

Sind die Diffusionskoeffizienten ortsunabhingig, wird von Fickscher Diffusion gespro-

chen
oC 0*°C 0*°C 0*°C
o= K, o2 + K, oy + Kz—az2 i (2.2)

Fiir konstante Diffusionskoeffizienten K, K, K, stellt diese Gleichung eine lineare parti-

elle Differenzialgleichung 2. Ordnung vom parabolischen Typ dar 1.

In einem isotropen Medium sind die Diffusionskoeffizienten richtungsunabhingig (K, =

K, =K, = K), und es gilt die isotrope Diffusionsgleichung

(2.3)

aCc 0?C N 0*C N 0*C
ot ox2  Oy2 022 )

Advektion ist die Ausbreitung der Luftbeimengung mit der mittleren Strémungsrichtung
(Luftbewegungsrichtung). An jedem Punkt des Ausbreitungsgebiets ldsst sich die zeitli-
che Anderung der Konzentration C' der Luftbeimengung bei einer Strémung mit dem
Geschwindigkeitsvektor v = (v, vy, v,)" durch die Advektionsgleichung (lineare partielle

Differenzialgleichung 1. Ordnung)

(2.4)

(2 TV TV
ox Y oy 0z

oc [ 9C _9C  aC
ot

beschreiben.

In dieser Arbeit wird die Ausbreitung durch Advektion und Ficksche Diffusion betrachtet.
Dafiir folgt mit 2.4 und 2.2 die Diffusions-Advektions-Gleichung (lineare partielle
Differenzialgleichung 2. Ordnung vom parabolischen Typ)

oC oc  oCc  aC PC?C | oC
oC_ A I ALy Ay 2.
ot (Ux8x+vy8y+vzﬁz> vz e T (2.5)

'Um den Typ einer linearen partiellen Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
zu bestimmen, miissen die Koeffizienten betrachtet werden, die in der durch lineare homogene Trans-
formation der unabhéngigen Variablen erhaltenen Normalform vor Gliedern mit einer Ableitung zweiter
Ordnung stehen. Parabolisch: ein Koeffizient verschwindet, die iibrigen sind verschieden von null und
besitzen gleiches Vorzeichen. (Bei der Diffusionsgleichung verschwindet der Koeffizient vor der zweiten
Ableitung der Konzentration nach der Zeit.) Elliptisch: alle Koeffizienten sind verschieden von null und
besitzen gleiches Vorzeichen. Hyperbolisch: alle Koeffizienten sind verschieden von null, ein Koeffizient
besitzt ein anderes Vorzeichen.[14]
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2.2 Vereinfachung der Ausbreitungsgleichung

Wie bereits in [94] beschrieben, lédsst sich die Diffusions-Advektions-Gleichung fiir den

anisotropen Fall und beliebige Stromungsgeschwindigkeitskomponenten v,, vy, v,

%—Ctj:— <vxgc+vygc+vzaaf> + K, ?;ijLKy?;CZ’—I—K 6;5’ (2.6)
durch Koordinatentransformation auf den isotropen Fall (K, = K, = K, = K) mit
Stromung in z-Richtung (v, = v, = 0)
oC oC *C  9*C  9*C
ot _U‘r%+K (8:1:2 o 0y? * 822)

iiberfithren. Dies wird nachfolgend ausfiihrlich gezeigt.

(2.7)

Zunéchst miissen die richtungsabhéngigen Diffusionskoeffizienten eliminiert werden. Dazu

wird eine Koordinatentransformation durch die Substitutionen
t:=t, =1z, J:=a-y, Z:=b-2 (2.8)

vorgenommen. Die Diffusions-Advektions-Gleichung in den neuen Variablen lautet

e ac ac ac e 2 e
ﬁ“(”ﬂ‘f% (o “)ag“””b)%) Koz + By @) ez + (K- B) 5
(2.9)

Durch Wahl von

K K
=,/ == d b= x 2.10
“Ky un ”Kz ( )

ergibt sich dann die isotrope Diffusions-Advektions-Gleichung

8_C~':_<U~8_C+ 8C+ 60>+K~ (020+82C+82C> (2.11)
ot oz 07 Y5z 032 072 032
mit

K; =K,, vz=1v,, v3j=0v,-a, v;=0,-b. (2.12)

Wird jetzt das Koordinatensystem so gedreht, dass die aus vz, vy, v; resultierende Stro-

mungsgeschwindigkeit in Richtung der Z-Achse des neuen Koordinatensystems (Z,%, z)

zeigt, dann folgt die gewiinschte vereinfachte Diffusions-Advektions-Gleichung
oC oC i (820 0?C 820)

9 - "ar M \am T o T o2

v = U4l v =0v:=0, K=K (2.14)

Die weiteren Untersuchungen kénnen damit auf (2.7) beschrinkt werden.

(2.13)

mit
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2.3 Wahl des Quellterms

Gleichung (2.7) ist die homogene Diffusions-Advektions-Gleichung. Um das Verhalten der
Konzentration C'(x,t) beziiglich Zeit und Ort nach Eintreten einer Quelle beschreiben zu
kénnen, muss die inhomogene Gleichung

oC oC (820 0*C 82(7)

WJr“xa_x_K 0x? * 0y? * 072

= Q(x,1) (2.15)

mit dem Quellterm Q(x,t) betrachtet werden.

Da in den meisten Anwendungsfillen die Ausdehnung der Quelle in Relation zum Aus-
breitungsgebiet klein ist, kann sie idealisiert als Punktquelle am Ort xo = (z0, ¥o, 20)7
modelliert werden. Fiir das hier untersuchte Leckageproblem ist es zudem typisch, dass
jeweils nur eine Quelle aktiv ist. Der Fall mehrerer gleichzeitig aktiver Quellen entspricht

eher einem Havariefall, der hier nicht betrachtet wird.

Wird die Quellintensitét allgemein mit ¢(¢) gekennzeichnet, dann lautet der Quellterm

Q(x,1) = q(t) - 6(z — o) - 6(y = yo) - (2 — 20). (2.16)

Dabei beschreibt 4(-) die Dirac-Funktion?, die sich in (2.16) auf die Ortskoordinaten be-
zieht. Der Term d(z — ) - 6(y — yo) - (2 — 2p) driickt aus, dass eine punktformige Quelle

am Ort (xo, Yo, 20) wirkt.

Hinsichtlich des zeitlichen Verlaufs der Quellintensitéit ¢(t) besitzen folgende Quellterme

besondere praktische Relevanz:

e Die instantane (impulsformige) Quellintensitit q(t) = My - §(t — to) beschreibt idea-
lisiert die plotzliche Freigabe der Menge M, des betrachteten Stoffs zum Zeitpunkt
to. Ein solcher Verlauf der Intensitét tritt beispielsweise beim Bersten/Platzen von

kleinen Druckbehaltern auf.

e Die sprungformige Quellintensitit q(t) = qo - 1(t — to) beschreibt idealisiert, dass ab
dem Zeitpunkt ¢y eine konstante Menge des betrachteten Stoffs pro Zeiteinheit ¢
austritt. Ein solcher Quellverlauf ist beispielsweise bei Leckagen von Rohrleitungen

oder bei kleineren Leckagen grofier Behélter zu beobachten.

Abb. 2.1 zeigt die zeitlichen Verlaufe der Quellintensitét ¢(t) fiir beide Quellarten. Bei der

instantanen Quelle entspricht die Fliche des Impulses der freigesetzten Menge M.

2Das Gleichheitszeichen in (2.16) ist wegen der Dirac-Funktionen auf der rechten Seite nur im Sinne
der Distributionentheorie [33, 101] zu verstehen (vgl. auch Anhang B). Ohne weiteren Kommentar werden
Gleichheitszeichen in Gleichungen, die d-Funktionen enthalten, in diesem Sinne aufgefasst.
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A

q(t) q(t) = M, - &t —t,) q(t) qt) =g, -1t — 1)

 —

v
v

t t t, t
Abb. 2.1: Zeitlicher Verlauf der Quellintensitat fiir instantane und sprungformige Quelle.

Nachfolgend werden fiir diese beiden Quellterme analytische Losungen der Diffusions-

Advektions-Gleichung hergeleitet.

2.4 Losungen der Diffusions-Advektions-Gleichung

2.4.1 Greensche Funktion

Wird die Ausbreitung einer Luftbeimengung im betrachteten Gebiet nicht durch Hin-
dernisse (z.B. Wénde) beeinflusst, so kann idealisiert ein unendliches dreidimensionales
Ausbreitungsmedium fiir die Modellierung zugrunde gelegt werden. Diese Idealisierung

erlaubt analytische Losungen fiir die Diffusionsgleichung.

Fiir das Finden solcher Losungen bietet sich die Greensche Funktion an [9]. Eine Greensche
Funktion beschreibt die Konzentration C' am Ort x = (z,y, 2)7 zur Zeit ¢ infolge einer
instantanen, punktférmigen Quelle im Punkt xo = (¢, %0, 20)7, zum Zeitpunkt ¢y, mit der

Stérke 1, wenn vor tq die Konzentration C iiberall gleich null war [18, 50, 116]. *

Fiir den Fall reiner Diffusion muss die gesuchte Greensche Funktion Cg(x,t) also fiir

t > to und beliebiges x die Gleichung

0Cq i <82CJG 9*Cgq n 9*Cq

B 0x? * Oy? 022

ot ) =d(t —to) - 6(x —x0) - 0(y —yo) - 6(2 — 20) (2.17)

fiir die Anfangsbedingungen C'(x,t) = 0, t < t, erfiillen. Hierfiir lautet die Greensche
Funktion [18, 21] (Nachweis in Anhang B)

_ 1 A .5k 1 R
CG(x,t)—S(WK@_tO))% p( 4K(t_t0)) 1(t — o). (2.18)

3Die Greensche Funktion entspricht im Fall von gewohnlichen Differenzialgleichungen in ¢ der Ge-
wichtsfunktion.
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Gleichung (2.18) stellt eine Greensche Funktion fiir den Fall dreidimensionaler Ausbrei-

tung dar. Die allgemeine Greensche Funktion fiir den n-dimensionalen Fall 4 lautet

_ 1 e (I exaBY
CG(X’t)—<2 wK(t—to)> p( 4K(t—to)) He = o), (2.19)

wobei die Vektoren x,x, die Dimension n besitzen. Insbesondere gilt fiir £y = 0

2\/7%)” FOxP (‘%) - 1(1). (2.20)

Auf der Basis von (2.19) ldsst sich die Greensche Funktion fiir den Fall von Advektion

Cao(x,t) = <

herleiten. Dabei wird ausgenutzt, dass (2.19) auch bei Advektion gilt, wenn sich das
Koordinatensystem mit der Stromungsgeschwindigkeit v, in Richtung der z-Achse bewegt.

Wird also die z-Koordinate durch
r—x—v, - (t—ty) (2.21)

ersetzt, folgt als Greensche Funktion fiir den advektionsbehafteten Fall

1 n
Coalxt) = (2 TR (- t0)>

( (t —to) — 20)2 + (y — %0)2 + (2 — 20) 222
T — v, (t—1t9) —20)% + (y — y0)? + (2 — 20)?
X exp (— TR (= 1) ) ~1(t — to)
und fiir tg =0
1 n
Coolxt) = (z@) (2.23)

X exp (—(m — vt 20) —Zl((yt_ Yo" + (2 = 20) > -1(2).

2.4.2 Diffusion im unendlichen Medium

Durch Skalieren der Greenschen Funktion fiir dreidimensionale Medien n = 3 mit M, wird
die Losung der Diffusionsgleichung fiir die instantane Quelle C7(x, ) mit der Stéirke M,

erhalten
CI(X7 t) = MO ' OG’(X7 t)

M I exlEY (2.24)
(K (t —to))? eXp( 4K(t—to)) HE — o)

“Den Ubergang der Greenschen Funktion vom dreidimensionalen zum zweidimensionalen Medium
zeigt Anhang C.
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Die stationére Losung (t — oo) fiir die instantane Quelle lautet

Cr(x,00) = 0. (2.25)

Die Losung der Ausbreitungsgleichung fiir eine zeitlich kontinuierliche Quelle mit einem

beliebigen Verlauf der Quellstérke ¢(t) lasst sich durch Integrieren iiber die Zeit (Faltung)

C(x,t) = / q(t') - Cao(x,t —t')dt’ (2.26)
bestimmen. Fiir die sprungformige Quellstéirke g(t) = qo - 1(t — o) folgt mit (2.20)

o0

Cs(x,t) = —D -/1(t’—t0)-%-exp<—ll‘z_7xoug)-1(t—t’)dt’ (2.27)

8(rK)? — )2 (t—1)
und weiter
t
0 . L . ex (—HX_XOH,3> dt/ fir t>t
Cys(x,t) = { s@K)? t{(H/)% NI = (2.28)
0 flir t < ty,
also

_ % LA Clx==lBN o,
Cstx) = ot /(t_t/)% p< 4K(t_t,)) At 1(t — 1), (2.29)

N

to

Als Greensche Funktion wurde bewusst (2.20) benutzt, da die Zeitverschiebung ¢, bereits

durch die Quellintensitat qo - 1(t — to) beriicksichtigt wird. Die Substitution von

Cxexlh o df A(K(E - )
2/ K(t—t) dr  ([[x —xoll2 - K)
fihrt auf
Co(xt) = — P2 / exp(—72) dr - 1(t — to) (2.30)
ST K% — %ol Vi ) P 0 '
bzw.
do 1% — Xol|2
Cs(x,t) = cerfec | ———— | - 1(t — tp). 2.31
s(x,1) A K||x — Xol|2 (2 K(t —to) ( o) ( )

Dabei bezeichnet erfe(-) die komplementiire Fehler-Funktion®[14, 21, 18].

(o)
SEs gilt erfc(z) = % J exp(—7?) dr. Der Zusammenhang zur Fehler-Funktion erf(-) lautet

erfc(z) = 1 — erf(x). Die Fehler-Funktion und das Gaufischen Fehlerintegral ®¢(z) = \/%7 Jexp (_th) dt
0

stehen in enger Verbindung: erf(z) = 2®o(xv/2). Weiterhin ist lim erf(z) = 1.

r—00
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Den zeitlichen Verlauf der Konzentrationen an den in Abbildung 2.2 (links) dargestellten
Sensoren gemafB Gl. (2.31) zeigt Abbildung 2.2 (rechts).
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Abb. 2.2: Positionen der Sensoren und der Quelle xg sowie zugehorige Konzentrationsverliufe
bei Diffusion (K = 0.2m?/s) mit sprungférmiger Quellintensitéit (go = 100mg/s) .

Wegen erfc(0) = 1 erreicht die Konzentration nach grofler Zeit ¢ das stationére Profil

4o
C = . 2.32
s(x, 0) A K||x — Xol|2 (2:32)

Abbildung 2.3 zeigt das stationire Konzentrationsprofil bei Diffusion iiber der (zx,y)-
Ebene.

Nach (2.31) strebt die Konzentration Cs(x,t) fiir ||x — Xg||2 — 0 gegen Unendlich. Diese
Entartung resultiert aus der Annahme, dass ein endlicher Stofffluss ¢y durch einen Punkt,
also durch ein unendlich kleines Volumen, in das System eingebracht wird. Praktisch wird

am Quellort eine sehr hohe, endliche Konzentration vorliegen.

Abbildung 2.4 lasst erkennen, dass die Konvergenz der komplementéren Fehler-Funktion
relativ langsam ist. Daher wird das stationédre Konzentrationsprofil erst nach grofier Zeit

erreicht.
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Abb. 2.3: Stationires Konzentrationsprofil bei Diffusion (K = 0.2m?/s) und sprungformiger
Quellintensitéit go = 100mg/s.
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Abb. 2.4: Konvergenz des zeitabhingigen Terms gegen den Wert eins bei steigender Zeit fiir

verschiedene Entfernungen zum Quellort.
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2.4.3 Diffusion-Advektion im unendlichen Medium

Die Losung fiir den Fall dreidimensionaler Diffusion-Advektion lasst sich mit der Green-

schen Funktion Cg 4 (2.22) herleiten. Fiir die instantane Quelle der Stérke M, folgt

C[,A(X, Zf) = MO . CG,A(X, Zf)
8(rK(t — to))2

(2 — v, - (t —to) —x0)> + (y — %0)* + (2 — 20)?
X exp (— TR (= 1) ) -1(t — to).

(2.33)

Die Losung fiir die sprungférmige Quelle mit der Intensitat gy wird unter Verwendung der

Greenschen Funktion fiir ¢5 = 0 beschrieben durch (vgl. (2.27) - (2.30))

4o [ 1
Ca(x,t) = 3-/1t’—t P
sl = oot . S TR

X exp (— &b (= F) _4:2)(tt E;,g)_ o)+ (2 — ) ) 1t —t)d

t

_ G 1
- 8(nK)? /(t—t/)i

to

« exp <_($ — v (E—1) — @)’ + (Y —yo)* + (2 — 20)2) dt’' - 1(t — ty)

AK(t—t) (2.34)
oo (M) - [x — o
= 3 / exp (—52 — %) dé - 1(t — to).
212 K||x — X2 . 16 K2%¢
PN =)
Fiir ¢ — oo wird ein stationéres Konzentrationsprofil

cexp (—5&(||x — x|l — (x — @

O, 00) = 1P (=5 oll2 = (& — 20))) (2.35)

A K||x — Xgl|2

erreicht [18, 94]. Im Fall von Diffusion-Advektion existiert also eine geschlossene Losung

nur fiir die stationéren, nicht aber fiir die instationdren Konzentrationen.

In Abb. 2.5 sind die simulierten Konzentrationsverléufe fiir verschiedene Sensorpositionen

dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die stationdren Werte schon nach kurzer Zeit erreicht



22 2. Modellierung der Ausbreitung von Luftbeimengungen

8r e
201 *S, e
7t / _C
/ 1
. --C
6 1/ CZ
15+ Vx I. _ 3
- - C
m_ 5f i 4
g
IS > I
> = N
O Quelle O |
3F -
I
5r Hli
| e — -
1 P
0 *Sl *Sz I //
L L L N N O Ao
0 5 10 15 20 0 200 400 600
X inm tins

Abb. 2.5: Positionen der Sensoren und der Quelle sowie zugehorige Konzentrationsverlaufe bei
Diffusion-Advektion (v, = 0.1m/s, K = 0.2m?/s) mit sprungférmiger Quellintensitit (qo =
100mg/s).

werden, obwohl hier nur eine kleine Stréomungsgeschwindigkeit v, = 0.1m/s angenom-
men wurde. Aus diesem Grund beschréinken sich die weiteren Untersuchungen fiir den

advektionsbehafteten Fall auf die stationédre Losung (2.35).

Abbildung 2.6 zeigt das stationdre Konzentrationsprofil iiber der (x,y)-Ebene fiir den
Fall von Diffusion-Advektion. Im Unterschied zur reinen Diffusion (Abb. 2.3) besitzt das

Konzentrationsprofil hier einen Riicken in xz-Richtung.

2.4.4 Losungen fiir das halbunendliche Medium

Neben dem unendlichen Medium spielt bei der Ausbreitungsmodellierung der idealisier-
te Fall eines halbunendlichen Mediums eine zentrale Rolle. Unter einem halbunendlichen
Medium wird ein Ausbreitungsgebiet verstanden, das in einer Dimension durch eine im-
permeable (undurchléssige) Fléche (hier bei z = 0) begrenzt ist. Praktisch stellt meist
der Boden diese impermeable Fliche dar. In dieser Arbeit wird nur der Fall betrach-
tet, bei dem sich die Quelle auf dieser impermeablen Flidche befindet (2o = 0) und das
Ausbreitungsgebiet nur fiir z > 0 definiert ist. Unter diesen Annahmen lassen sich die Lo-
sungen der Diffusions-Advektions-Gleichung einfach aus den Losungen fiir das unendliche

Medium ableiten.

Fiir die impermeable Fléche bei z = 0 gilt
oC

5, =0 (2.36)
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Abb. 2.6: Stationires Konzentrationsprofil bei Diffusion-Advektion (v, = 0.1m/s, K = 0.2m?/s)
mit sprungférmiger Quellintensitit (go = 100mg/s).

Diese Bedingung ist dann erfiillt, wenn das Konzentrationsprofil als an der impermeablen
Flédche gespiegelt und mit dem urspriinglichen Konzentrationsprofil superpositioniert an-

gesehen wird [21].

Fiir den Fall zyg = 0 findet diese angenommene Spiegelung direkt am Quellort statt. Das
Konzentrationsprofil fiir z < 0 fiir das unendliche Medium wird also mit dem Konzentra-
tionsprofil fiir z > 0 superpositioniert. Da beide Profile identisch sind, fiihrt das zu einer

Verdopplung der Konzentrationen.

Damit lauten die Losungen fiir den advektionsfreien Fall mit instantaner Quelle

Mo ( ||x—x0||§>
Crux,t)= cexp| ———= | - 1(t —t 2.37
) = ek oyt P\ K- ) O (237
und mit sprungformiger Quelle
9o [Ix — xol|2
Cspg(x,t) = cerfe | ————— | - 1(t — 1), 2.38
s.1(%,1) 2K ||x — Xgl|2 (2 K(t —to) ( 0) (2:38)
aus denen sich die stationdren Lésungen
Cru(x,00) =0 und (2.39)
4o

Cs.n(x,00) = (2.40)

27TKHX — X0H2

ablesen lassen.
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Fiir den advektionsbehafteten Fall ergeben sich fiir die instantane Quelle

M,
ATK(E— )}

(2 — v - (t—to) —x0)> + (y — %0)* + (2 — 20)?
X exp (— IR (= 1) > ~1(t — to)

Cran(x,t) =

und fiir die sprungférmige Quelle

vz (z—x0) 00
QO'eXp( oK > ’02- X —X 2
Cs,am(x,t) = / exp (—52 el OH2) S (2.42)

2K ||x — %o = 16 K22
VR i)
mit den stationdren Loésungen
C]7A7H(X, OO) =0 (243)

und
o - exp (—2=([[x — xol2 — (z — 20)))
2K ||x — xq|2

Cs,4,1(x,00) = (2.44)

2.4.5 Losung und Diskussion fiir das endliche Medium

Bei der Ausbreitungsmodellierung in endlichen Medien muss die Wechselwirkung mit den
Mediengrenzen beriicksichtigt werden. Hier werden impermeable Mediengrenzen betrach-
tet, die - wie schon beim halbunendlichen Medium erlautert - das Konzentrationsprofil,
das sich ohne die Grenze auflerhalb des betrachteten Gebiets ergibt, in das Medium hin-
ein reflektieren. Dabei superpositionieren sich urspriingliches und reflektiertes Konzen-
trationsprofil. Das bedeutet, es entsteht durch eine impermeable Grenze eine zusétzliche,
virtuelle Quelle x{, deren Lage sich durch senkrechte Spiegelung der Position der tatséch-

lichen Quelle mit der impermeablen Grenze ergibt.

Im Fall des halbunendlichen Mediums musste nur eine Spiegelung betrachtet werden. Da
sich dabei die Quelle direkt auf der impermeablen Oberflache befand, brauchte die Lésung

fiir das unendliche Medium nur mit dem Faktor 2 multipliziert werden.

Problematischer ist es, wenn, wie im Fall einer Halle mit den Ausmafen L,, L,, L., meh-
rere impermeable Grenzen zu beriicksichtigen sind. Wéande, Boden und Decke der Halle
stellen in erster Ndaherung impermeable Oberflichen dar. Damit entstehen neben der tat-
sichlichen Quelle x¢ durch Reflexion weitere 6 virtuelle Quellen xj. Abbildung 2.7 zeigt

die durch Reflexion an den Wénden entstehenden 4 virtuellen Quellen in der (z,y)-Ebene.
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Abb. 2.7: Lage der durch Reflexion an den Wianden entstehenden virtuellen Quellen.

Doch auch die virtuellen Quellen miissen erneut an den impermeablen Oberflichen ge-
spiegelt werden, wodurch die in Abb. 2.7 dargestellten virtuellen Quellen x; entstehen.
Und auch die virtuellen Quellen x{ miissen wieder reflektiert werden. Dieses Spiel ldsst
sich unendlich fortsetzen. Die Losung fiir die Ausbreitungsgleichung ist damit eine unend-
liche Summe aus den durch die eigentliche Quelle und allen virtuellen Quellen erzeugten
Konzentrationsprofilen. Fiir den Fall reiner Diffusion (advektionsfrei) lésst sich die Losung
mit (2.31) in der Form

i7j7k

~ - do [x — x5""[|2
Cs(x,t) = — cerfe | ————= ] - 1(t — ¢ 2.45

1=—00 j=—00 k=—00

‘9j7k

schreiben [83]. Die z-Komponente der Quellorte x;”" wird durch
zg : 1=0
Th = —xg+iLl, : |ij=1 (2.46)
sign(i)zo + 1L, : i >1

gebildet, was analog auch fiir die y- und z-Komponente gilt. Dabei wurde ohne Einschran-
kung das Koordinatensystem so gewéhlt, dass der Mittelpunkt der Halle im Koordina-

tenursprung liegt.
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Mit zunehmender Ordnung der Spiegelung entfernen sich die virtuellen Quellen vom
eigentlichen Ausbreitungsgebiet, so dass ihr Einfluss auf die Konzentrationsverteilung
im betrachteten endlichen Medium sinkt. Dies gilt insbesondere fiir Zeitpunkte kurz
nach Beginn der Emission. Deshalb kann die Summe in (2.45) eher abgebrochen wer-
den. Laut [83] geniigt fiir alle Zeitpunkte ¢ < to + [min(Ly, L,, L.)]?/4K die Summation
mit —1 <4, 7,k < 1. Doch auch mit dieser Beschrankung enthélt die Losung der Ausbrei-
tungsgleichung bereits die tatséchliche und 26 weitere virtuelle Quellen (vgl. Gl. (2.45)).
Fiir die hier angestrebte modellbasierte Quellenlokalisierung auf der Basis geschlossener

Losungen der Ausbreitungsgleichung ist diese Losung ungeeignet.

Jedoch kann unter der Annahme, dass sich die Sensoren sowie die Quelle nicht unmittelbar
in der Ndhe einer Wand befinden, die Ausbreitung nach Beginn der Emission zunéchst als
freie Ausbreitung wie im unendlichen Medium aufgefasst werden. In der Zeit der freien
Ausbreitung lésst sich dann die Quellenlokalisierung auf der Basis der Losungen der Aus-
breitungsgleichung fiir das unendliche Medium realisieren. Ab dem Zeitpunkt, an dem die
Reflexionseinfliisse an den Wénden dominieren, muss das Ergebnis der Quellenlokalisie-

rung eingefroren werden.

Fiir den Fall, dass sich die Quelle direkt in der Ndhe einer Wand befindet, lésst sich die
Quelle idealisiert so verschieben, dass sie sich direkt auf der Wand befindet. In diesem
Fall gelten die Losungen fiir das halbunendliche Medium, die sich von den Losungen fiir
das unendliche Medium nur durch den Faktor 2 unterscheiden. Befindet sich die Quelle
in einer Kante muss statt des Faktors 2 der Faktor 4 verwendet werden. Ist die Quelle in
einer Ecke positioniert, gilt die Losung fiir das unendliche Medium multipliziert mit dem
Faktor 8.

Die Lokalisierung der Emissionsquelle ist ohne Kenntnis des konkret vorliegenden Faktors
(1,2, 4 oder 8) moglich, da verschiedene Faktoren als variable Quellintensitét interpretiert
werden konnen. Anhand des geschatzten Quellorts ldsst sich der Faktor ermitteln und fiir

die spétere Schéitzung der Quellintensitét verwenden.

2.5 Losungen fiir ein- und zweidimensionale Medien

Neben der bislang betrachteten Ausbreitung in dreidimensionalen Medien existieren auch
praktische Anwendungen, in denen eine Modellierung durch ein- oder zweidimensionale
Medien sinnvoll ist. Beispielsweise lédsst sich die Ausbreitung in Rohren, Géngen oder

Kanélen durch die eindimensionale Diffusions-Advektions-Gleichung beschreiben. Dabei
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werden eine ideale Durchmischung in Querrichtung® und impermeable Winde angenom-
men. Auch eine Modellierung durch zweidimensionale Medien kann bei sehr flachen Aus-

breitungsgebieten sinnvoll sein.

Wegen der scheinbaren Ahnlichkeit der Greenschen Funktionen (2.19) und (2.22) fiir n =
1,2, 3 kann vermutet werden, dass die Losungen der Ausbreitungsgleichung fiir ein- und
zweidimensionale Ausbreitungsmedien den Losungen fiir dreidimensionale Medien dhneln
und sich direkt aus diesen ableiten lassen. Nachfolgend wird am Beispiel reiner Diffusion

in Anlehnung an [18] gezeigt, dass diese Vermutung nicht zutrifft.

Im eindimensionalen Medium (n = 1) folgt mit (2.19) fiir reine Diffusion die Losung bei

instantaner Quelle der Starke M,

1D o MO . ex - |J"_J"0|2 . o
Cro(x,t) = NI p < 74}((75 — to)) 1(t — to) (2.47)

Die Losung fiir die sprungformige Quelle wird analog zu (2.27)-(2.29) erhalten [19]
=1 _
CiP(z,t) = DVITI0 e <2|x—x0|)> (2.48)

Dabei bezeichnet ierfc(-) das Integral der komplementéren Fehler-Funktion”. Fiir ¢ — oo

existiert im eindimensionalen Medium keine stationédre Losung, sondern es gilt

CeP(z,00) = oo. (2.49)
Fiir das zweidimensionale Medium (n = 2) wird mit (2.19) fir die instantane Quelle

o Mo\ (xRN
C (x,t)—(2 wK(t—t0)> p( 4K(t_t0)> 1(t — to) (2.50)

erhalten. Analog zu (2.27)-(2.29) lasst sich die Losung fiir die sprungférmige Quelle er-

mitteln

O2P(x,1) = —LLZ—OK . Ei (—M) . (2.51)

Dabei bezeichnet Ei(-) die Integralexponentialfunktion® [14, 39]. Wie auch im eindimen-
sionalen Fall folgt fiir ¢ — oo
C2P (x,00) = <. (2.52)

5Die mit den nachfolgend gezeigten Losungen der Diffusionsgleichung fiir ein- bzw. zweidimensiona-
le Medien beschriebenen Konzentrationen besitzen die Einheit mg/m? bzw. mg/m. Diese miissen mit
der Raumhohe des idealisiert zweidimensionalen Mediums bzw. mit der Querschnittsfliche des ideali-
siert eindimensionalen Mediums (z. B. Rohrquerschnitt) dividiert werden, um echte Konzentrationswerte
(mg/m?) zu erhalten.

"Es gilt ierfc(x) = [erfe(s) ds.
xT

8Es gilt Ei(z) = — [ e’(pi—*T)dT = ex‘;ﬁdT fir 2 < 0. Die Forderung x < 0 ist in (2.51) stets
—Z — 00

erfiillt.
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Bereits die Losungen (2.48) und (2.51) fiir reine Diffusion im ein- und zweidimensionalen
unendlichen Medium lassen im Vergleich mit (2.31) erkennen, dass es sich bei der Aus-
breitung im ein-, zwei- und dreidimensionalen Fall um jeweils strukturell vollig verschiede-
ne Probleme handelt. Beispielsweise existieren im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall
keine stationdren Losungen fiir ein- und zweidimensionale Ausbreitungsmedien. Damit
ergeben sich fiir die Quellenlokalisierung drei getrennt voneinander zu betrachtende Pro-
bleme. In dieser Arbeit wird nur der Fall der dreidimensionalen Ausbreitung untersucht.

Untersuchungen zur Quellenlokalisierung fiir das eindimensionale Medium sind in [62] zu

finden.

2.6 Zusammenhang zwischen instantaner und

sprungformiger Quelle

Bisher wurden die instantane und die sprungfoérmige Quelle getrennt betrachtet. Im Hin-
blick auf die Entwicklung von Verfahren zur Quellenlokalisierung ist es sinnvoll, nur die
sprungformige Quelle zu untersuchen und den instantanen Fall auf den sprungférmigen
Fall zuriickzufiithren. Wie nachfolgend gezeigt wird, lésst sich dies wegen der Linearitét
der Diffusions-Advektions-Gleichung durch zeitliches Integrieren des Konzentrationsver-
laufs fiir die instantane Quelle erreichen. Natiirlich l&sst sich auch der Fall sprungférmiger
Quellintensitit durch zeitliches Ableiten der Konzentrationen auf den instantanen Fall zu-
riickfiihren. Doch ist aus der Sicht der Verarbeitung gestorter Messsignale ein Integrieren

mit seiner glattenden Wirkung gegeniiber dem Ableiten von Vorteil.

Der Nachweis wird hier anhand des advektionsfreien Falls iiber den Zusammenhang der
Losungen zur Greenschen Funktion Cg(x,t) gefithrt. Fir die Konzentration Cr(x,t) bei
instantaner Quelle gilt

Cr(x,t) = Cg(x,t) - M. (2.53)
In Anhang D ist fiir die Konzentration Cg(x,t) bei sprungférmigem Verlauf der Quellin-

tensitat die Beziehung
dCS (X, t)

” = Cq(x,1) - qo (2.54)
nachgewiesen. Aus (2.53) und (2.54) folgt
dCS (X, t) 1 1
etk e, t) . — 2.
und durch Integrieren iiber die Zeit wird
t
Co(x,t) -+ = / o, )t - - (2.56)
S\&, % I\%, MO :

to
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erhalten. Damit ist gezeigt, dass der zeitlich integrierte Konzentrationsverlauf bei instan-
taner Quelle genauso behandelt werden kann wie der Konzentrationsverlauf bei sprungfor-
miger Quelle. Die Groflen gp und M sind dann betragsméfig gleich. Dies gilt auch fiir den
advektionsbehafteten Fall, wenn, wie hier vorausgesetzt, die Stromungsgeschwindigkeit fiir

die Zeit der Ausbreitung konstant ist.

Bei Vorliegen einer instantanen Quelle miissen die im praktischen Einsatz zeitlich diskret
gemessenen Konzentrationen iiber die Zeit summiert werden, um die nachfolgend gezeigten
Verfahren zur Quellenlokalisierung verwenden zu konnen. Dabei ist zu beachten, dass die

Summe zum Zeitpunkt ¢ty den Wert 0 besitzen muss.

2.7 Experimentelle Modellvalidierung

Fiir die praktische Quellenlokalisierung ist, wegen des dabei zu losenden inversen Pro-
blems, ein gutes Ausbreitungsmodell von entscheidender Bedeutung. Aus diesem Grund ist
eine experimentelle Modellvalidierung bereits in einer frithen Phase sinnvoll. Bei der theo-
retischen Modellierung wurde angenommen, dass die Diffusions- Advektions-Gleichung mit
den genannten idealisierenden Vereinfachungen das praktische Ausbreitungsverhalten hin-

reichend gut beschreibt.

Um dies zu iiberpriifen, wird ein bestehendes eindimensionales Sensornetz verwendet, das
aus drei KAMINA (Karlsruher Mikronase) aufgebaut ist [62]. Das Sensornetz befindet
sich im Flur des Instituts fiir Instrumentelle Analytik des Forschungszentrums Karlsruhe.

Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. 2.8 dargestellt.

bbbbb m Sensor .,
el T Sensor Ty

,,,,,,

Quelle 2 =

Quelle 1

Abb. 2.8: Versuchsaufbau fiir die eindimensionale Ausbreitung durch Advektion und Diffusion.

Bei den Ausbreitungsversuchen wird an zwei verschiedenen Quellorten z eine definierte
Menge M, Ethanol freigesetzt. Dabei wird das fliissige Ethanol auf Filterpapier gekippt,
von dem es aufgrund der groflen Oberfliche sehr schnell verdunstet. Die Quellintensitét

kann damit idealisiert als instantan angesehen werden.
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Als Modell fiir die Ausbreitung wird die eindimensionale Diffusions-Advektions-Gleichung

verwendet. Fiir die instantane Quelle folgt mit (2.22) die geschlossene Losung

D _ My ex (v (=) —w0)®\ L,
Cifint) = s e ( Tt ) Wt—t)).  (257)

Abbildung 2.9 zeigt sowohl die auf der Basis des Ausbreitungsmodells simulierten als auch
die real gemessenen Konzentrationswerte an den drei Sensorstandorten xq, x5 und x3 fiir

zwei verschiedene Quellorte.
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Abb. 2.9: Vergleich simulierter und gemessener Konzentrationsverldufe fiir den Flurversuch mit
Ethanol (K = 0.2m?/s, v, = 0.08m/s) fiir Quellort 1 (links) sowie Quellort 2 (rechts).

Die Abbildung zeigt, dass die Ausbreitung durch turbulente Diffusion und Advektion star-

ke Schwankungen bei den gemessenen Konzentrationen hervorruft. Wie oben beschrieben,
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ldsst sich die turbulente Ausbreitung nur in Naherung fiir zeitlich gemittelte Konzentra-
tionen durch die Diffusions-Advektionsgleichung beschreiben. Kleine turbulente Wirbel
konnen nicht explizit modelliert werden. Sie fithren aber zu kurzzeitigem Ansteigen oder
Absinken der Konzentrationen (vgl. z. B. Abb. 2.9 (rechts) bei ca. 150s). Zudem koénnen
kleine Konzentrationen im Messrauschen untergehen, wie im rechten Beispiel fiir Konzen-

tration C] zu erkennen ist.

Unter Beriicksichtigung der Schwierigkeiten bei der Modellierung der turbulenten Aus-
breitung stellen die mit der Losung der Advektions-Diffusionsgleichung ermittelten, si-
mulierten Konzentrationsverldufe dennoch praktisch befriedigende Néherungen fiir die

gemessenen Konzentrationen dar.

Jedoch kann es durch starke Storungen in den Strémungsverhiltnissen im betrachteten
Gebiet (Offnen/Schliefen von Tiiren/Fenstern, bewegte Objekte wie z. B. Personen) zu
erheblichen Verdnderungen des Ausbreitungsverhaltens kommen. In solchen Féllen kénnen
die simulativ ermittelten Konzentrationen wesentlich von den gemessenen abweichen. Das
Ausbreitungsmodell ist dann nicht giiltig. Da solche zufilligen Storungen aber nicht a

priori bekannt sind, ldsst sich i. Allg. kein besseres analytisches Ausbreitungsmodell finden.

2.8 Konsequenzen fiir die Quellenlokalisierung

Gegenstand dieses Kapitels war die theoretische Modellierung der Ausbreitung einer Luft-
beimengung mittels der Diffusions- Advektions-Gleichung fiir verschiedene Randbedingun-
gen. Anhand experimenteller Ergebnisse wurde gezeigt, dass die getroffenen Annahmen

beziiglich der Ausbreitungsmodellierung praktisch zuléssig sind.
Aus den theoretischen Untersuchungen ergeben sich folgende Konsequenzen:

e Die Ausbreitung im anisotropen dreidimensionalen Medium mit beliebigen Strémungs-
geschwindigkeitskomponenten v,,v,, v, ist nach einer Koordinatentransformation
durch ein Modell fiir das isotrope dreidimensionale Medium mit nur einer Stromungs-
geschwindigkeitskomponente v, (v, = v, = 0) beschreibbar. Die nachfolgenden Un-

tersuchungen beschrédnken sich daher nur auf diesen Fall.

e Es werden ausschliefllich punktférmige Quellen untersucht. Im Hinblick auf den zeit-
lichen Verlauf der Quellintensitét sind praktisch die instantane und die sprungférmi-
ge Quelle relevant. Der Fall instantaner Quellintensitéat lédsst sich durch Integrieren
der gemessenen Konzentrationen iiber der Zeit auf den Fall sprungférmiger Quellin-

tensitdt zuriickfithren, wobei betragsméflig My und ¢q iibereinstimmen. Aus diesem
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Grund werden ausschliellich Losungen des Quellenlokalisierungsproblems fiir den
Fall einer sprungférmigen Quellintensitét entwickelt. Fiir den instantanen Fall miis-

sen dann die zeitlich summierten Signalverldufe betrachtet werden.

Die Losungen fiir das halbunendliche Medium mit einer Quelle auf der impermeablen
Oberfliache unterscheiden sich nur durch den Faktor 2 von denen fiir das unendliche
Medium. Aus diesem Grund wird im Weiteren vorrangig der Fall eines unendlichen
Mediums untersucht. Wenn notwendig, wird auf Unterschiede der Verfahren zur

Quellenlokalisierung fiir den Fall eines halbunendlichen Mediums hingewiesen.

Fiir den Fall des abgeschlossenen (endlichen) Mediums sind die Losungen kompli-
zierter. Sie gestatten keine geschlossene Losung fiir die Quellenlokalisierung und sind
damit fiir die angestrebte theoretische Untersuchung ungeeignet. Allerdings kann die
Ausbreitung nach Beginn der Emission wie eine freie Ausbreitung behandelt wer-
den, vorausgesetzt die Quelle und das zu tiberwachende Gebiet sind weit genug von
den impermeablen Grenzen entfernt. Weitere Spezialfille ergeben sich, wenn sich die
Quelle direkt an der Wand, in einer Kante oder einer Ecke des endlichen Mediums

befindet.

Sowohl beim advektionsfreien als auch beim advektionsbehafteten Fall erreichen
die Konzentrationen im halbunendlichen und im unendlichen Medium nach einiger
Zeit stationdre Endwerte. Das geschieht beim advektionsbehafteten Fall bereits bei
geringen Stromungsgeschwindigkeiten schnell. Deshalb wird fiir diesen Fall nur die
stationédre Losung untersucht. Im advektionsfreien Fall ist die Konvergenz gegen die
stationédre Losung vergleichsweise langsam, so dass neben der stationdren Losung

auch die instationédre Losung betrachtet wird.

Damit miissen fortan nur noch die beiden Standardfalle

e reine Diffusion im dreidimensionalen unendlichen isotropen Medium mit sprungfor-

miger Punktquelle
@—K 82C+820+8QC
ot ox?  oy*> 022

mit der Losung

) — o1t —to)- 8 —0) -3y — o) -6z —z0) (2.58)

9o [x — Xol|2
C(x,t) = cerfc | ———— | - 1(t —t 2.59
(1) A K||x — Xol|2 (2 K(t —to) ( 0) ( )
und dem stationdren Konzentrationsprofil
do

Cs(x,00) = (2.60)

47TKHX — XOHQ

(Kapitel 3) sowie
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e Advektion in z-Richtung und Diffusion im dreidimensionalen unendlichen isotropen

Medium mit sprungférmiger Punktquelle

oc | 90 L (PC PO PC
at " or 922 | o2 | 922

qo - 1(t —to) - 0(x — 20) - (y — o) - 6(2 — 20)

mit der Losung

vz (z—x0) 9)
QO'eXP(T> v2 - ||x — x0l|3
Cs(x,t) =—— exp (-g?- v Ix ~ Xoll; ; 20”2) dé
272 K||x — X2 s 16 K2

2/K (t—tg)

und dem stationdren Konzentrationsprofil

qo - exp (— 2 (||x — xol]2 — (z — x9)))
C —
5(x,00) AKX — xo||2

(Kapitel 4) untersucht werden.

(2.61)

(2.62)

(2.63)

Zusammenfassend ergibt sich, dass ein grofles Spektrum an Ausbreitungsproblemen auf

diese beiden Standardfille zuriickgefiihrt werden kann.
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3 Ein neues Verfahren zur
Quellenlokalisierung bei Diffusion

Wie im Kapitel 1 bereits beschrieben, besteht die Grundidee des hier vorgestellten geome-
trischen Zugangs zur Quellenlokalisierung darin, zunéchst die Menge P; zu bestimmen, auf
der sich aus der Sicht jedes einzelnen Sensors i die Quelle befinden kann. Durch Schneiden

aller Mengen P; soll daraus spéter der Quellort ermittelt werden.

Fiir den in diesem Kapitel betrachteten Fall isotroper Diffusion (ohne Advektion) be-
schreibt die Menge aller Punkte

Pi = {xo € R : ||x; — xol|2 = di(C;, QO,K)} 7 (3.1)

auf der sich aus der Sicht eines einzelnen Sensors i die Quelle befinden kann, eine Kugel.
Ihr Mittelpunkt ist der jeweilige Sensorstandort x;. Dies wird klar, wenn (3.1) als implizite

Kugelgleichung
(25 — 20)* + (i — 0)* + (21 = 20)* = &} (Ci, g0, K) = 0 (3.2)

geschrieben wird. Der Radius der Kugel, also der Sensor-Quell-Abstand d;(C;, qo, K) =
||x; — Xo||2, ist jedoch neben der gemessenen Konzentration C; weiterhin von den i. Allg.

unbekannten Groflen Quellintensitéit ¢y und Diffusionskoeffizient K abhingig.

Im Fall einer ebenen Anordnung von Sensoren und Quelle (Ebenenkonfiguration) stellt
P; fiir den Sensor ¢ einen Kreis um x; dar. Fiir einen festen Diffusionskoeffizient K ist
der Radius dieses Kreises fiir eine vorliegende Konzentrationsmessung C; nur noch von
der Quellintensitéit go abhéngig. Abbildung 3.1 verdeutlicht, dass sich fiir eine bestimmte
Konzentrationsmessung C; die Quelle auf einem kleinen Kreis um x; befinden kann, wenn
eine kleine Quellintensitéit vorliegt, und umgekehrt auch auf einem grofien Kreis um x;

liegen kann, wenn die Quellintensitéat grof3 ist.
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Abb. 3.1: Menge aller moglichen Quellorte P; aus der Sicht von Sensor i (.S;) fiir verschiedene
Quellintensitéiten go(mg/s) im advektionsfreien Fall.

Wie spéter gezeigt wird, bewirken die Parameter K und ¢ eine lineare Skalierung der
Sensor-Quell-Abstéande d;(Cy, qo, K). Aus diesem Grund lassen sich diese Absténde im

Fall reiner Diffusion in

di(Oi7QO7K) - M

(K, q0) (3:3)

zerlegen. Die Groe ¢;(C;) ist der so genannte skalierbare Sensor-Quell-Abstand. Der
Skalierungsfaktor v héngt nur von den Parametern ¢y und K ab. Daher besitzt ~ fiir

alle Sensoren denselben Wert.

Erst durch die Betrachtung mehrerer Sensoren und damit mehrerer Mengen P; lésst sich
der Skalierungsfaktor sowie der Quellort bestimmen. Im ungestorten Fall ergibt sich bei
Wahl des richtigen Skalierungsfaktors v (und damit ¢g) ein Schnittpunkt aller P; (Krei-
se/Kugeln), der sich genau am Quellort befindet (Abb. 3.2). Im gestorten Fall muss eine

Néaherungslosung fiir den Schnittpunkt ermittelt werden.

Beim zweistufigen Verfahren ist also zunéchst fiir jeden Sensor ¢ ein skalierbarer Sensor-
Quell-Abstand p; zu schitzen (Abschnitt 3.1) und daraus anschlieBend der Quellort x, zu
bestimmen (Abschnitte 3.2 bis 3.4).
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Abb. 3.2: Schnittpunkt aller p Mengen P; am Quellort xg im ungestorten, advektionsfreien Fall.
Wenn ¢p (und damit ) falsch gew#hlt werden, existiert kein gemeinsamer Schnittpunkt der
Kreise (gestrichelte Linie).

3.1 Schatzung skalierbarer Sensor-Quell-Abstéinde

3.1.1 Schitzung auf der Basis stationdrer Konzentrationen

Zunichst wird die Schiatzung skalierbarer Sensor-Quell-Absténde auf der Basis stationérer
Konzentrationen (vgl. (2.60)) betrachtet

_ do
47'('](”)(Z — X0H2

C(x;,00) i=1,...,p. (3.4)

Im gestorten Fall stellt der Mittelwert {iber mehrere nacheinander gemessene Werte C j,
(i-ter Sensor zur Abtastzeit ¢;) einen Schiitzwert C/(x;,00) dar, wenn k eine groBe Zeit t
reprasentiert. Die Konzentrationswerte C; ;, miissen dabei keiner dquidistanten Abtastung

entstammen.

Werden (3.3) und (3.4) betrachtet, folgt fiir die skalierbaren Sensor-Quell-Absténde

1 1
0; = — (ungestorter Fall) bzw. 0, = ——+— estorter Fall 3.5
(1, 00) (ung ) Gl o0) (g ) (39)
mit dem zugehorigen Skalierungsfaktor
ArK 2r K
v = T bzw. v = T (fiir das halbunendliche Medium). (3.6)
do do

Bei der Verwendung von p; und v empfiehlt es sich, 7 als einheitenlose Gréfie zu betrachten
und die physikalischen Einheiten von K und ¢y den skalierbaren Sensor-Quell-Absténden

zuzuordnen. Diese besitzen dann die Einheit Meter (m).
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3.1.2 Schitzung auf der Basis instationédrer Konzentrationen

Die Schétzung der skalierbaren Sensor-Quell-Absténde auf der Basis stationédrer Konzen-
trationen hat den Nachteil, dass erst lange Zeit nach Emissionsbeginn stationédre Konzen-
trationen vorliegen und damit erst spét eine Quellenlokalisierung moglich ist. Deshalb sol-
len die instationdren Konzentrationen zum Ermitteln skalierbarer Sensor-Quell-Absténde

herangezogen werden.

Entsprechend dem Ausbreitungsmodell (2.31) gilt fiir jeden Sensor i

Bi

C(Xi Lk, iy Biy to) = o - erf
(X4, tig, vy Bisto) = erc(m

) 1(ti — to) (3.7)

mit den zusammengefassten Groflen

||Xi —X0||2
WK

Gelingt es, a; und ; fiir jeden Sensor ¢ auf der Basis der gemessenen instationdren Kon-

_ do
47TK||XZ' — XOHQ’

Bi = (3.8)

Q

zentrationen C;j zu schétzen, lassen sich daraus die skalierbaren Sensor-Quell-Absténde
mit
R 1 . .
Qi = = oder  0;5=0; (3.9)
(3

bestimmen. Die zugehorigen Skalierungsfaktoren sind dann

I K 1
— oder

% =R

Vo (3.10)
Neben den Grofien «; und 3; muss zusétzlich der unbekannte Startzeitpunkt der Emission
to ermittelt werden. Wegen der Nichtlinearitat von (3.7) in «y, §; und ty bietet sich fiir

die Schétzung an, den Fehler

N;
2 1 i
Ji = Z (Cik — O(x4, ti g, 04, By o))" = a%lﬁo (3.11)
=1

mit Hilfe von Gradientenverfahren zu minimieren.

Fiir die in Beispiel 1.2 gezeigten Konzentrationsverldufe fiir 5 = 0 ergeben sich fiir die
einzelnen Sensoren die in Abb. 3.3 dargestellten Giitegebirge iiber ¢y, wenn a; und (3; auf

ihre wahren Werte festgesetzt werden.

Anhand der Form des in Abb. 3.3 dargestellten Giitegebirges ist grundsétzlich ein gutes
Konvergenzverhalten von Gradientenverfahren zu erwarten, da keine Nebenminima exi-
stieren. Es ist zudem zu erkennen, dass das Giitegebirge fiir den Sensor, der der Quelle

am néchsten steht (Sensor 3), am besten ausgeprigt ist. Daher reicht es aus, die Startzeit
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Abb. 3.3: Abhéangigkeit von J; beziiglich der Startzeit ¢ fiir alle Sensoren i gem#fl Beispiel 1.2.
(Die Sensoren 1 und 4 besitzen den gleichen Verlauf fiir J;.)

nur auf der Basis desjenigen Sensors j zu schétzen, der die grofite Konzentration misst
und damit den kleinsten Abstand zur Quelle besitzt.

Bei der Schéiitzung von ¢y ist zu beachten, dass der zeitabhangige Term in (3.7) mit zu-
nehmender Zeit gegen den Wert 1 strebt
lim erfc (ﬁl . ;> 1t —ty) =1 (3.12)
=00 Vi—to
Aus diesem Grund sinkt der Informationsgehalt fiir ¢y in Messungen C;, mit zunehmen-
der Messdauer. Die , persistent-excitation“-Bedingung ist nicht erfiillt [104]; die Schétzung
fiir #; muss deshalb inkonsistent! sein. Bei den zu erwartenden Stérungen (unkorrelier-
tes stationdres normalverteiltes Messrauschen) ist eine bleibende Abweichung zwischen

Schitzwert o und wahrem Wert ¢, nicht zu vermeiden.

Anschliefend werden die Parameter &; und §3; fiir jeden Sensor ¢ geméaf (3.11) geschétzt.
Dabei wird jedoch der Wert fiir ¢y auf die Schitzung o festgesetzt. Abbildung 3.4 zeigt
fiir jeden Sensor ¢ das Giitegebirge iiber ;; und ; auf der Basis von Beispiel 1.2. Es ist
zu erkennen, dass neben den globalen Minima keine Nebenminima existieren. Aus diesem
Grund sind hier bei der Anwendung von Gradientenverfahren keine Probleme zu erwarten,

insbesondere wenn beriicksichtigt wird, dass «; und ; stets positiv sind.

'Eine Schiitzung T'(X1, ..., X;,) des Parameters 7 heifit konsistent, wenn I'(X1, ..., X,,) in Wahrschein-
lichkeit gegen den Parameter v konvergiert, d. h., wenn fiir beliebiges € > 0 lim P(|T'(X1,..., X,) — 7| <
n—oo

g) =1 gilt. [13]
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Abb. 3.4: Abhéngigkeit von J; beziiglich «; und g; fiir alle Sensoren i geméfl Beispiel 1.2.

Wegen der Inkonsistenz der Schétzung von #, ist auch die Schiitzung von ﬁA@ inkonsistent,
selbst wenn #y, = o gilt, da (3.12) eine Abnahme des Informationsgehalts bewirkt. Die
Schétzung von &; verbessert sich hingegen mit zunehmender Beobachtungsdauer; sie ist

konsistent. Aus diesem Grund wird &; zur Ermittlung skalierbarer Sensor-Quell-Absténde

genutzt
1
Ai: Aia: - 313
0i=bia =& (3.13)
Daraus folgt fiir den Skalierungsfaktor
Ar K 2r K
V=Y = T bzw. v =17, = T (fiir das halbunendliche Medium). (3.14)
4o do

Wihrend das Giitegebirge beziiglich des Quellorts (1.1), das bei einstufigen Verfahren zum
Einsatz kommt, Nebenminima im Giitegebirge besitzt (vgl. Abb. 1.5), gelingt es durch
den zweistufigen Ansatz zumindest skalierbare Sensor-Quell-Absténde fiir alle Sensoren
eindeutig zu ermitteln. Dies wird besonders deutlich, wenn, wie fiir Abb. 1.5 vorausgesetzt,
sowohl die Quellintensitéit gy als auch der Diffusionskoeffizient K bekannt sind. Dann ist
namlich der Skalierungsfaktor v, bekannt, und es kénnen direkt Sensor-Quell-Absténde
d; = ||x; — Xo||2 geschiéitzt werden. Die zugehorigen Giitegebirge beziiglich d; auf der
Basis von Beispiel 1.2 zeigt Abb. 3.5. Diese Giitegebirge sind fiir Gradientenverfahren

unproblematisch.
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Abb. 3.5: Abhéangigkeit von J; beziiglich d; fiir alle Sensoren i geméf3 Beispiel 1.2.

3.1.3 Bewertung der Schitzverfahren

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, wie sich die skalierbaren Sensor-

Quell-Absténde sowohl auf der Basis stationérer als auch instationirer Konzentrationen

ermitteln lassen. Die wichtigsten Eigenschaften der Verfahren fasst Tabelle 3.1 zusammen.

Verfahren mit stationaren

Verfahren mit instationaren

Storungen/Rauschen

Konzentrationen Konzentrationen
Schétzen von t nicht erforderlich erforderlich
. hoch
gering .. .
Rechenaufwand (Mittelwertbildung) (Optimierung mit
Gradientenverfahren)
bust
Verhalten bei robust robus

(durch Mittelwertbildung)

(Ausgleich iiber alle Mess-
werte bei Optimierung)

moglicher Zeitpunkt
der Ergebnisausgabe

erst nach anndherndem
Erreichen stationarer
Konzentrationen

nach drei
Konzentrationsmessungen
pro Sensor (drei Parameter
pro Sensor)

Konsistenz der
Schétzung

konsistent

konsistent

Tabelle 3.1: Eigenschaften der Verfahren zur Ermittlung skalierbarer Sensor-Quell-Absténde.
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3.2 Ermittlung des Quellorts im ungestorten Fall

3.2.1 Vorbemerkungen

Um den Quellort xy aus den skalierbaren Sensor-Quell-Absténden 9; zu berechnen, ist das

Kugelschnittproblem
Oi="7-|xi—%oll2 i=1,...,p (3.15)

zu 16sen. Dabei spielt es keine Rolle, ob 9; auf der Basis stationédrer oder instationérer

Konzentrationen geschatzt wurde.

In diesem und im néchsten Abschnitt wird zunéchst der ungestorte Fall behandelt. Die
geschétzten skalierbaren Sensor-Quell-Absténde sind gleich den wahren Werten, und an-

stelle von g; lésst sich p; benutzen.
Bei den Untersuchungen werden vier Sensor-Quell-Konfigurationen unterschieden.

e Linienkonfiguration: die Quelle und alle Sensoren befinden sich auf einer Geraden.
(Eine solche Konfiguration ist praktisch beispielsweise bei der Uberwachung einer

Rohrleitung denkbar, wenn alle Sensoren auf der Rohrleitung montiert sind.)

e Ebenenkonfiguration: die Quelle und alle Sensoren befinden sich auf einer Ebene.
(Eine Ebenenkonfiguration tritt beispielsweise dann auf, wenn der Quellort und alle

Sensoren auf dem Boden liegen.)

e Raumkonfiguration: die Quelle und alle Sensoren sind beliebig im unendlichen
Ausbreitungsmedium verteilt. (Eine Raumkonfiguration stellt z. B. ein Hochregalla-

ger dar, in dem auf mehreren Ebenen Sensoren installiert sind.)

e Halbraumkonfiguration: die Quelle befindet sich auf der impermeablen Grenz-
fliche eines halbunendlichen Ausbreitungsmediums, und die Sensoren sind frei im
Halbraum verteilt. (Eine Halbraumkonfiguration liegt beispielsweise dann vor, wenn
eine tropfende Leckage immer zu einem Quellort am Boden (impermeabel) fiihrt,

sich die Sensoren aber nicht auf dem Boden befinden.)

Fiir den ungestorten Fall wird fiir die einzelnen Sensor-Quell-Konfigurationen versucht,
den Quellort xy und den Skalierungsfaktor v mit minimaler Anzahl von Sensoren zu
ermitteln. Die Untersuchungen fiir die minimale Sensoranzahl erlauben es, Aussagen zur
Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowie zur geeigneten Wahl von Sensorstandorten
zu treffen. Im Abschnitt 3.4 werden die gewonnenen Ergebnisse auf den gestorten Fall mit

beliebiger Sensoranzahl p erweitert.
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3.2.2 Linienkonfiguration

Bei der Linienkonfiguration liegen alle Sensoren und die Quelle auf einer Geraden (x; = z;
und Xy = ). Es sind die Parameter Quellort zo und Skalierungsfaktor v zu bestimmen.
Mit den dazu minimal notwendigen zwei Sensoren bei z; und xs (x; < x2) sowie den
zugehorigen Sensor-Quell-Absténden o1 und g9 ldsst sich fiir die gesuchten Parameter ein
Gleichungssystem

9127"$1—$0|

(3.16)
Q2:’Y"$2—$0|

aufstellen. Um dieses System zu 16sen, miissen fiir das Auflésen der Betrédge drei Félle

unterschieden werden.

) 01 Ty + 0211 01+ 02
T, < Ty < To: To, 1 = , Y1 =
01+ 02 Ty — T
01 T2 — 021 01— 02
To < T <2 To,r1 = ; Vir = (3.17)
01 — 02 T2 — T
. 01 T2 — 0271 01 — 02
T < T2 < Xp: Lo 111 = ) Yirr = .
01— 02 Ty — X1

Es ist zu erkennen, dass die Losungen xg ;; und ¢ ;77 identisch sind. Die Lage der Losung
xo < x1 bzw. x5 < x( ergibt sich automatisch wegen 01 < 09 bzw. p; > po. Im Fall 01 = 0
existiert nur die Losung ¢ r, die sich dann in der Mitte zwischen beiden Sensorstandorten

z; und z, befindet.

Bei Verwenden der minimalen Sensoranzahl wird also neben dem wahren Quellort z ;
zusétzlich ein scheinbarer Quellort z ;; erhalten. Wie diese zwei Losungen zustande

kommen, wird anhand stationédrer Konzentrationen in Beispiel 3.1 gezeigt.

Beispiel 3.1 Bei eindimensionaler Sensor-Quell-Anordnung mit xr1 = 10m, o = 20m
soll die Quelle bei ko = 16m mit der Intensitit o = 1.26mg/s anhand der Konzentrationen
C(x1,00) = 0.167mg/m?, C(x3,00) = 0.250mg/m? lokalisiert werden.

Aus (3.5) folgen die skalierbaren Sensor-Quell-Abstinde o, = 6m und oo = 4m. Mit
(3.17) werden sowohl der wahre Quellort xo; = xo = 16m mit dem Skalierungsfaktor
vr =1 und qo; = 1.26mg/s als auch der scheinbare Quellort xo;;r = 40m mit y;; = 0.2
und qo.r; = 6.28mg/s erhalten.

Abbildung 3.6 zeigt die stationédren Konzentrationsprofile fiir den wahren und den schein-

baren Quellort geméafl Beispiel 3.1.
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Abb. 3.6: Konzentrationsprofile fiir wahren und scheinbaren Quellort.

Es ist zu erkennen, dass an den Sensorstandorten beide Konzentrationsprofile identische
Werte besitzen und damit anhand der Messungen nicht zu unterscheiden sind. Der wahre

Quellort lasst sich nur durch Hinzunahme eines dritten Sensors bestimmen.

3.2.3 Ebenenkonfiguration

Bei der Ebenenkonfiguration liegen alle Sensoren und die Quelle auf einer Ebene (x; =
(5, 9:), xo = (z0,40)7). Zum Ermitteln der unbekannten Parameter zg, 1o und v sind
mindestens drei Sensoren notwendig. Mit den zugehorigen skalierbaren Sensor-Quell-Absténden

ergibt sich
Durch Eliminieren von ~ wird

02 - [|x1 — Xoll2 = 01 - [|x2 — Xol|2

(3.19)

03 - [lx1 = Xoll2 = 01 - [|x3 — Xo2
erhalten. Quadrieren und Auflosen der euklidischen Norm fithrt auf das algebraische Glei-

chungssystem?

2 (T T To N — 2. («T T T
05 - (x1 X; — 2x; x0+x0x0) = 07" (x2x2 — 2X5 Xy —|—x0x0)

(3.20)

2 (T T T 2 (T T T
03 - (X1 X1 — 2X; Xo + XOXO) = 01" (x3x3 — 2X5 X0 + XOXO)

2Ein System von Gleichungen Pi(z,y,z,...) = 0, Psy(2,9,2,...) = 0, ..., Pu(z,y,2,...) = 0, wobei
P(z,y,z,...) Polynome in x,y, z, . .. sind, heifit algebraisches Gleichungssystem [14].
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Losung mittels Grobner-Basis

Im Gegensatz zur Linienkonfiguration ldsst sich das algebraische Gleichungssystem (3.18)
bzw. (3.20) nicht ohne weiteres lésen. Zum Losen bietet es sich an, eine Grobner-Basis®

zu (3.20) zu ermitteln.

Hier wird der in MAPLE angebotene Algorithmus verwendet, um eine Grobner-Basis fiir
(3.20) zu ermitteln. Dies liefert die (sehr unhandliche) Losung
ar- Yo+ az - Yo +as =0

(3.21)
a4-x0+a5-yo+a620

mit den Koeffizienten

ar = A3y} + 403wt + 4opy3 + 40sws — 8o3oia — Bososyt — Bosolw — Bejely; — Bojeius —
80301y3 + 4oias + 40ty + 4oir + 40iyi + Sojra0iws + 8oiwaoir + 8sriotas +
805130311 — 80730571 — 805211 — 801 wows +405wT + 40573 +405y5 +405yT — 805Y2y1 —
80313 — 80511y3 — 801Yays + 803Y205y1 — 803y205ys + 80320571 + 80303y1Ys +
801 0312y3 — 803220513 — 80720571 + 80720573 + 80112053 + 80TY203y1 + 807 0511y —
80303113 — 801120311

ay = —40703y2y3 +40t w305y +40i w3 03y1 +407 033y3+807 03205 —403Y303yT — 405051 Y3+
40320575 +403y20507 +805y1 0527 + 8052123y 1812051y +403503ysY5 +40305ys w5 —
403055195 — 40303y175 — 40515 03y1 + 40327 053 — 405117 + 8032173y + 82057111 +
403y205y3 — 4015 — 4015 — 403y} — 405y} +8011aw3ys — 405Y3 — 4035 — 80312057 1Y3 —
403 03yaw} + 40Tys 0%yt + 40tys 03wt — 4030 05yt — 40Tys 0%yt — 4olysodat + 40t o3y yE —
407 031 y5 — 407 03ysy5 — 407 05ysw3 — 40t 05y1v3 + 40T 05y1 3+ 40T 03y1y3 + 407 05y w5 —
4032037 — 403y 0307 — 40320313 + 40T y20523 + 403 Y203y + A0ty 037} — 403 03ysys —
dotyard — dotysnd — doladys — dotadys + 80t03y3 + 80t0dys — 4okya? — Aoyl +
405ysy7 + 803yT 05 + 405y1y5 — 40syiw3 + dosyiys + 4osyayt — 4osriys — 4osatys +
160i20501y3 + 807 0573ys — 40525y1 — 803057173y — 805017305y1 + 162203230351 —
403ya13 — 8ra032105y1 + 1607 x30501Y — 807 03w123Y2 — B0Tw20501Y2 + 407Ysys —
801 05913y2 — 80705T1T3ys + 401Y2y3 — 805 x20501Y3 — 80TT2303y1 — 805 T203T3Y3 —

803 wax305y1 + 80102T3Ys3

3Eine Grobner-Basis fiir ein System von Polynomen ist ein Aquivalenzsystem, das einige besondere
Eigenschaften besitzt. Eine wesentliche Eigenschaft einer Grobner-Basis besteht darin, dass die darin
enthaltenen Polynome die gleichen Wurzeln besitzen wie die Originalpolynome. Fiir lineare Funktionen
ist die Grobner-Basis dquivalent zur Gauf3-Elimination. Die Berechnung von Grébner-Basen erfolgt mit
dem Buchberger-Algorithmus, der in den meisten Computeralgebra-Systemen integriert ist. [1, 15]
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as =

ay =

g =

—207 03y + 20173Y5 — 201Y3Y5 + 201w3y; — doiass + 605u3at + 20523y7 — dwa0iay —
405175 + 6037775 + 205073 + 20503Y5 + 205755 — 205957 + 20507y7 — 20321 03 +
205723 — 205973 — 203y105 + 20327y} — da3osr — dobats + 05wy + 0525 + 035 +
051 + 05y 4 05y3 + 0321 + 03y + 015 + 0175 + 015 + 0175 + 420327 05 — 4xo 0531 YF —
dgjeirsys + dosrinsol — 2032703y5 + 2057303y7 + 403ra05mi23 + 403ra03a1y3 +

4x203521 037 — 81205030577 — 82057303Y7 + 405117303y + 20505y105 + 20303Y1Y5 —

20523 033 — 2033 03y —4032% 03yt —Awa05m1y3 — dosm syt + 205 03Ty — 203050703 —
20305715 —203 057175 —203037325 20305735 +20307y5+403 0571 w375 +405 0371 T3Y5 —
2070325 — 207 03y5 — 207 035 — 401 wax} + 20173y5 + 201y5 735 + 6oiw3w3 + 207 03y5 w5 —
20 05573 — 207 0575Y3 — 207 03Y3 YT 4207 03yT Y3 — 207 035yT — 40T 03735 +207 03Y5 YT —

207 030}y; — 201 0330 + 207 03aTy3 + 40T w031 + 207 033 y3 + 207 03Y3 Y5 + 40T To 03T+

Aot 3w o5 — Aot 0333 — 20103 0507 — 20723 03yF — 201 dhail — 20i haiy; — 207 o3was —
207 05y w3 — 207 03yTy5 — 207 057 w3 — 207 057375 — 207 0373Y3 + 207 03y3 75 + 207 03Y3Y5 +
401 051513 — 401 22x3y5 — 401T2w3Y5 + 407 057271Y3 + 40]T2031Y5 — 80T L0511 25 —
807220501Y5+401020503Y3+407 Tox3 0507 +4 01000305y +407 T2 0571 25 +4 07 051 23Y3+
407 032x3y5+407 0321 T35 +407 0501 T3Y5 —8 0703050125 — 805 w3 0521 Y5 +405 w3 0525+

403973033
20319 — 20319 — 20373 + 20273 — 20371 + 2037,
202y3 + 205y — 2022 + 2051 — 205y3 — 20301

—03Y3 — 0373 — 03y; + o1ws + 0Ty5 + 0375 — 01 x5 + 055 — 0373 + 03yT + 037t — 0ly;

Wie bei der Linienkonfiguration mit zwei Sensoren treten beim Losen von (3.21) auch

bei der Ebenenkonfiguration mit drei Sensoren zwei (eine wahre und eine scheinbare)

Losungen auf

2
a9 a9 as
Yor1 = ——— & <—) - —
2@1 2@1 aq (322)
_ —G5-Yo,1,11 — Gs
Lo, 1,11 = .
Qy

Der Skalierungsfaktor « lasst sich iiber die Beziehung

Qi

m mit  Xgr 7 = (xo,l,ll,yo,I,II)T (3.23)
Z bt}

V1,11 =

bestimmen, die fiir jeden Sensor i gilt.
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Losung mittels Schnittkreisen

Neben der Losung mit Hilfe der Grobner-Basen lasst sich auch ein geometrisch interpre-
tierbarer Losungsweg finden, der zudem Aussagen zur Existenz von Losungen im gestorten
Fall auf einfache Weise erlaubt (vgl. Abschnitt 3.3.4). Die hier vorgestellte Idee besteht
darin, zundchst die Menge moglicher Quellorte fiir jeweils ein Paar von Sensoren zu be-
stimmen. Anschliefend werden mehrere solche Mengen zum Schnitt gebracht, um den

Quellort zu ermitteln.

Fiir die Sensorpaare gelten die Gleichungen (3.19). Bei drei Sensoren miissen damit also
nur zwei Sensorpaare (hier 1,2 sowie 1,3) betrachtet werden. Wegen der Konsistenz von
(3.18) im hier betrachteten ungestorten Fall liefert das mogliche dritte Sensorpaar 2,3

keine weitere Information (Gleichung).

Fiir ein festes v bildet die Menge aller Punkte, auf der sich aus der Sicht eines einzelnen
Sensors ¢ die Quelle befinden kann, einen Kreis um den Sensorstandort (vgl. (3.18))

Qi
— = ||X0 — Xi||2. (324)
f)/

Die Menge aller Punkte, auf der sich aus der Sicht eines Sensorpaars die Quelle befinden

kann, setzt sich damit aus den Schnittpunkten dieser Kreise fiir alle v zusammen.

Beispiel 3.2 Fiir den Fall einer Ebenenkonfiguration mit Sensoren in x; = (1m, 1m)T,
Xy = (4.5m,1.5m)7, x3 = (4m,4m)” und der Quelle bei xo; = (3m,3m)” wird zundchst
fur das Sensorpaar 1,2 die Menge méglicher Quellorte ermittelt. Dafiir wird, wie in Abb.
3.7 (links) gezeigt, v im Bereich zwischen 1 und 5 variiert. Fir jedes  entsteht fir jeden
Sensor ein Kreis um den Sensorstandort (Sensor 1: gepunktete Kreise, Sensor 2: gestri-
chelte Kreise). Die Schnittpunkte beider Kreise sind magliche Quellorte aus der Sicht des
Sensorpaars 1,2. Werden diese Schnittpunkte tiber alle v aufgetragen, entsteht wiederum
ein Kreis, der so genannte Schnittkreis (durchgdingiger Kreis). Fin Schnittkreis ldsst sich

auf gleiche Weise fiir das Sensorpaar 1,3 generieren, Abb. 3.7 (rechts).

Abbildung 3.8 zeigt die Schnittkreise fiir die Sensorpaare 1,2 und 1, 3 mit den Mittelpunk-
ten (rg12,ys12) und (xg13,ys13), die in Beispiel 3.2 entstehen. Wie erwartet, schneiden
sich die Schnittkreise sowohl im wahren Quellort xo; = (3m,3m)” als auch im schein-
baren Quellort xo ;7 & (6.2m,7.5m)”. Nachfolgend werden die Kreisgleichungen fiir die

Schnittkreise analytisch hergeleitet.
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yinm
yinm

0 5 10 15
xinm

Abb. 3.7: Konstruktion des Schnittkreises durch Variieren von ~ fiir Sensorpaar 1,2 (links) und
Sensorpaar 1,3 (rechts).

10

yinm

0 5 10 15
Xinm

Abb. 3.8: Schnittkreise fiir Sensoren 1 und 2 bzw. 1 und 3 sowie wahrer und scheinbarer Quellort
als Schnittpunkte der Schnittkreise.

Fiir die Menge der Punkte, auf der sich aus der Sicht des Sensorpaars 1,2 bzw. 1,3 die
Quelle befinden kann, gilt (vgl. (3.19))

2 2 2 2

05 - ||X1 — Xollg = 07 " ||X2 — X0

22 I ||22 21 | ||22 (3.25)
03 - [|[x1 —%oll3 = 07 - |xs — Xol|2.

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen dieser quadratischen Gleichungen in zy und yq
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liefert die Schnittkreisgleichungen

(2o — $S,12)2 + (Yo — ys,12)2 = TE‘,H

) ) ) (3.26)
(xo — x513)" + (Yo — ys3)” = 7513
mit den Mittelpunktskoordinaten
) 2 2 2
X105 — T20 Y105 — Y20
Tg12 = 73 2 L ysie = 73 5 L (3.27)
03 — 01 O3 — 01
bzw.
2 2 2 2
T103 — X307 Y103 — Y307
Ts13 = —%5 5 > Ys13=—5 5 (3.28)
05— 0} 05 — of
und den Radien )
) _ [(@X —0ixg )\ oXixi — 0ix3 %o 5
I'si2 = 2 _ 2 o 2 _ 2 (3.29)
03 — 01 03 — 07

bzw. ,
2,7 _ 2. T 2., T 2, T
0X1 — O1X3 \ 03X X1 — 01X3X3

2
P2 = (25 T 01 . 3.30
18 < 03 — 0} ) 03 — 0} (3:30)

Die Schnittpunkte dieser zwei Schnittkreise stellen die gesuchte Losung fiir den Quell-

ort (zo,yo) dar. Im hier betrachteten ungestorten Fall existiert immer mindestens ein
Schnittpunkt der Schnittkreise, ndmlich der wahre Quellort. Im Allgemeinen besitzen

zwei Schnittkreise jedoch zwei Schnittpunkte mit den Koordinaten

Yo,1/11 = 1/2'(yg,lis_ys,ls'nglg_ys,u‘7’%712—2'175,13'375,12'3/5,13"‘9%,12"’37%712'3/57124‘55%712'3/5,13"‘
ys,12'7'%,13“‘5’7%,13'ys,13+rg,12'ys,13—yg,12'ys,13—ys,12'y?@,ls—z'xs,lz'335,12'ys,12+ys,12'
1313 * (—(4-2513 Ts12°7813— 4 To13-Ts12-YS13+ 4 Tsas T2 Tep—4-Ts a3
JfS,lQ'y%},lz_4'1‘%712'yS,13'yS,l2+8'$S,13'$S,12'yS,13'yS,12_4‘J75‘,13‘17:?5'712_4‘17?5*713‘373712_
2'9%,12‘T§,13_2'7"?9,12'1‘%,13_2'7%,12‘3/?9,13_2'7’%,12'7”%,13+2'$%,13‘y§,13_2'x%,13'T§,13_
2']4%‘,13'r%,13+x%',12+y§',12+TZSL',12+x%‘,13+y%,13+ré',13+2'x%',12'y%,12_2'x%',12'T.QS‘,12+6'
5’7%,12'x%,13+2'35%,12'yg“,13_2'5’7%,12'7'%,13_2'%29,12'T%,12+2'y?9,12'9‘%,13"‘6@%,12'yg“,w_
4'9%,12'ys,13—4'$?§,13'yS713'ys,12+4'ys,12‘712112'3/5,13+4'Z/S,13'7"?9,13‘95,12—4@%,13'

Ysi2) (2s12—2513)2) VD) /(=2 2513 0512~ 2 Ys.12- ys,13+$%,13 +y§713+$%712 "‘?ﬁggg)

-2 (ysa3 — Ysa2) - Yo,r/11 + (x%JS - 5’%,12) + (y?als - y?&u) + (T?S',IQ - 7"?9,13)
2- (fli's,lz - 1'5,12)

To, /11 =

(3.31)

Der Spezialfall eines Beriihrungspunktes der beiden Schnittkreise und damit nur einer
Losung fiir den Quellort wird durch (3.31) automatisch berticksichtigt (der Term in der

Losung fiir yo hinter £ wird zu null; und es gilt yor = vo,11)-
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3.2.4 Raumkonfiguration

Bei der Raumkonfiguration konnen die Sensoren und die Quelle beliebig im Raum liegen.
Zum Bestimmen der unbekannten Parameter xo = (g, %o, 20)”7 und 7 sind mindestens
vier Sensoren notwendig. Es muss also das Gleichungssystem (3.18) fiir ¢ = 1,...,4 gelost

werden.

Dazu lasst sich prinzipiell - wie auch bei der Ebenenkonfiguration - eine Grobner-Basis
verwenden. Fiir die Raumkonfiguration vermochte es die verwendete M APLE-Version aus
Kapazitatsgriinden nicht, eine Grobner-Basis zu finden. Auch eine geometrisch interpre-
tierbare Losung iiber Schnittkurven erweist sich wegen der zu l6senden Kugelschnittpro-
bleme als ungeeignet. Aus diesem Grund wird hier ein alternativer Weg erarbeitet, der

sich ebenso fiir die Linien- und Ebenenkonfiguration nutzen lésst.

Zunéchst wird das nichtlineare Gleichungssystem (3.18) fiiri = 1, ..., 4 mit vier unbekann-

ten Parametern in das unterbestimmte, lineare Gleichungssystem mit fiinf Parametern

A-06=Db (3.32)
mit
2xT o2 —1 N xTx,
2xt 02 —1 ’ xI'x
A=| T2 2 R T (3.33)
2x5 03 —1 5, X5 X3
2x1 02 -1 0 xT'xy

iiberfithrt. Dabei ist zu beachten, dass der fiinfte Parameter x2x, direkt von den ersten
drei Parametern, die xq bilden, abhéngt. Das fiihrt auf eine Restriktion. Mit der verkiirzten
Schreibweise 0; fiir das i-te Element bzw. 8,; fiir die Elemente 7 bis j von 6 lautet die
Restriktion

05 = 0{;391;3 (3.34)

Die allgemeine Losung fiir (3.32) setzt sich aus der Losung des homogenen Gleichungs-
systems 6, und einer partikuldren Losung des inhomogenen Systems 6, zusammen [10,
S. 3],]90, S.24]
0=0,+\-0, (3.35)

mit

0,=A" b, 0,= 15— ATA) . g. (3.36)
Dabei bezeichnet A* die MOORE-PENROSE-Inverse, I ist die Einheitsmatrix und g ein
beliebiger Vektor.
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Der Ausdruck (Is — ATA) bildet jeden beliebigen Vektor g in den Nullraum N(A) der
Matrix A ab. Die Dimension des Nullraums ist gleich dem Defekt (5 — Rg(A)) [90, S.24].
Wenn alle Sensoren verschiedene Standorte x; besitzen, gilt Rg(A) = 4. N(A) ist also
eindimensional. Deshalb reicht es aus, nur eine Spalte j, von (I — ATA), die mindestens

ein Element verschieden von null besitzt, zu betrachten
0, =(Is—ATA)-e]. (3.37)
Um A zu bestimmen, wird die Restriktion (3.34) genutzt. Aus (3.35) folgt
Ops + X Ohs=(0p13+ - 0h,1:3>T (013 + A 0p1:3) . (3.38)
Diese quadratische Gleichung in A
0 1501 N+ (20, 15013 —Ops) A+ 0] 150,13 —0,5=0 (3.39)

besitzt die Losungen

A= —

2
2005 Oh13— 05 N 2:0] 5 Oh13— 05 B 0] 1.5 0p1:3+ 0,5
2. 051;3 “Oh1:3 2. 05,1;3 “Oh1:3 92,1;3 “Oh1:3
(3.40)
Mit diesen beiden Losungen fiir A werden mit (3.35) erneut zwei verschiedene Losungen

(die wahre und eine scheinbare) fiir das Quellenlokalisierungsproblem erhalten
0111 =0,+ 1105 (3.41)

Da im ungestorten Fall stets eine Losung fiir den Quellort existiert, muss der Radikant in
(3.40) groBer oder gleich null sein. Ist er genau null, dann existiert nur eine Losung fiir

den Quellort; wahrer und scheinbarer Quellort sind dann identisch.

3.2.5 Halbraumkonfiguration

Bei der Halbraumkonfiguration mit der Quelle auf der impermeablen Oberflache (2o = 0)
sind ebenfalls wieder die unbekannten Parameter xo = (x¢,%0)? und 7 zu bestimmen.
Dazu sind mindestens drei Sensoren notwendig. Analog zur Raumkonfiguration wird das
nichtlineare Gleichungssystem (3.18) mit drei Parametern in ein lineares Gleichungssystem

mit vier Parametern tiberfithrt

21 2 Q% —1 X0 XlTxl
A= 2{1}2 23/2 Q% -1 5 0= LQ s b= XgXQ . (342)

2x3  2y3 gg —1 X Xo X3 X3
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Die Losung dieses Gleichungssystems erfolgt auf die gleiche Weise wie beim Fall des un-

endlichen Mediums. (3.40) wird damit zu

2
= _2 ) 017;,1:2 ) 0’%1:2 - 9’%4 4 (2 ’ 9;,1;2 : 0h,1:2 - 9h,4> B 051;2 . 9p,1:2 + 91,74

2- 051;2 ’ eh,1:2 2- 051;2 ’ eh,1:2 92,1:2 ' eh,l:Z
(3.43)

3.2.6 Allgemeine Losung

Das fiir die Raum- bzw. Halbraumkonfiguration vorgestellte Verfahren zum Ld&sen von
(3.18) auf der Basis minimaler Sensoranzahl m lasst sich auch fiir die Linien- und Ebe-
nenkonfiguration anwenden. Die Basis der Losung bildet in allen Féllen das lineare Glei-

chungssystem
A-6=D mit der Restriktion Onio =61 01, (3.44)

Dabei bezeichnet n fortan die Dimension des Quellorts xy. Die Groflien A, 6, b fiir die

einzelnen Fille ergeben sich in Abhéngigkeit von der minimalen Sensoranzahl m aus

2xT 02 -1 X X x;
A= : oo , 0 = WLQ , b= : . (3.45)
2xL o2 —1 X4 Xo X2 X

Das Gleichungssystem besitzt die Losungen
Or1=0,+Xr1-0) (3.46)
mit
6,=A%-b,  0,=(I,2—ATA) e (3.47)
Die Losungen fiir A lauten

T
2 : ep,l;n : Hh,li’n - 9h,n+2
T
2. ah,lzn ’ ah,lzn

207, 01w —0 S L N
4+ p,1:n h,1:n h,n+2 . p,1:n p,lin p,n+2
2 : 0}7;1;71 : eh,lzn 0}7;1;71 : eh,lzn

A= —

(3.48)
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3.3 Untersuchung der Loésung

3.3.1 Eigenschaften von wahrem und scheinbarem Quellort

Bei der Ermittlung des Quellorts mittels skalierbarer Sensor-Quell-Absténde werden mit
minimaler Sensoranzahl eine wahre und eine scheinbare Losung erhalten. Nachfolgend
wird die Lage dieser beiden Losungen fiir die Ebenenkonfiguration ndher untersucht.
Anschlieflend werden die dabei gewonnenen Erkenntnisse auf den Fall der Raum- bzw.

Halbraumkonfiguration erweitert.
Ebenenkonfiguration

Im Beispiel 3.2 wurden fiir den Quellort die Losungen xo; = (3m,3m)” und xq ;5 =~
(6.2m, 7.5m)” erhalten. In Abb. 3.9 sind die stationdren Konzentrationsprofile fiir beide
Quellorte und die zugehérigen Quellintensitéten go; = 1mg/s und qo ;7 = 2.96mg/s {iber
der (z,y)-Ebene aufgetragen.

12—

Cin mg/m3

Abb. 3.9: Gleiche Konzentrationen im Umkreis der 3 Sensoren bei wahrem und scheinbarem
Quellort.
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Es ist zu erkennen, dass die beiden moglichen Quellorte nicht nur an den drei Sensorstand-
orten die gleichen stationdren Konzentrationen aufweisen, sondern dass eine Schnittkurve
der Konzentrationsprofile existiert. Wird diese Schnittkurve in die (z, y)-Ebene projiziert,
so entsteht genau der Kreis, auf dem alle Sensoren liegen (infolge der 3d-Darstellung er-
scheint der Kreis in Abb. 3.9 verzerrt). Dieser Kreis wird als Umkreis der Sensoren U

(Mittelpunkt x,7, Radius ) bezeichnet.

Bei der Untersuchung der beiden moglichen Quellorte entsteht die Vermutung, dass der
wahre und der scheinbare Quellort am Umkreis U gespiegelte Punkte * sind. Ist der Punkt
Xp,; ein moglicher Quellort, dann liegt der zweite mogliche Quellort x ;; auf dem Strahl

xXpXor und es gilt (vgl. Abb. 3.10)

lIx0,r = Xarll2 - [%0,r1 = Xarllo = 7. (3.49)

Xo, 11

S3

S2

Abb. 3.10: Losungen als gespiegelte Punkte am Umkreis U der Sensoren.

Um diese Behauptung zu beweisen, muss gezeigt werden, dass

o die Gerade X; ;X ;7 den Mittelpunkt x,; schneidet und

e dic Bezichung (3.49) gilt.

Der Nachweis wird anhand der allgemeinen Losung tiber (3.44) und (3.45) gefiihrt. Fiir

die Ebenenkonfiguration folgt daraus

A-6=b (3.50)

4Ist der Punkt x’ der am Kreis K (Mittelpunkt xx, Radius 7 ) gespiegelte Punkt zu x, dann befindet
er sich auf dem Strahl xgx und es gilt ||x — xx||2 - ||X' — xk |2 = r% [99, 102].
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mit
2xT o2 -1 X0 xTx;
A= 2xF' g2 -1 |, 0 = i , b= xIx, |. (3.51)
2x3T gg -1 xgxo X3Tx3

Die beiden Losungen entstehen mit der homogenen Losung 6, und einer partikulédren

Losung 6, sowie zwei Werten fiir A
0[,11201)_")\[,[]'011' (352)

Die Ortskoordinaten sind in den ersten beiden Komponenten von 6 enthalten.

Da A-0;, die Gerade durch X ;X ;7 beschreibt, miissen alle partikuléren Losungen ebenfalls
auf dieser Geraden liegen. Existiert eine partikuliare Losung, die sich auf dem Mittelpunkt
xr von U befindet, dann ist nachgewiesen, dass die Gerade X ;X ;7 den Mittelpunkt x,,

schneidet.

In den weiteren Betrachtungen erweist sich ein Koordinatensystem als vorteilhaft, das so
gelegt wird, dass sein Ursprung genau im Mittelpunkt x;; des Umkreises der Sensoren
liegt. In diesem Fall ist x; = 0.

Damit gilt

T T T 2
X] X1 = Xy Xg = X3X3 = 1. (3.53)

Das lineare Gleichungssystem (3.50) ldsst sich mit (3.53) als homogenes Gleichungssystem

A-6=0 (3.54)
mit
2xT o2 —1 X0
A= 2xI' o2 -1 |, 0 = %2 (3.55)
2x3T gg —1 xgxo + r?]

schreiben. Eine partikuldre Losung dieses Gleichungssystems ist die triviale Losung
6,=0, (3.56)

die sich auf dem Mittelpunkt x,, von U befindet.

Mit x,; = 0 lautet die Forderung (3.49)

1x0.r]|2 - [|%0.11]]2 = 7“(2]- (3.57)
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Da 6, = 0 gilt, ist wegen (3.52)

X0
0111 =Arir- % (3.58)
X xo + 1
also
Xo,1,11 = A,11 * Op 122 (3.59)

Insbesondere gilt

HXO,IH2 =Ar- Hah,1:2H2

(3.60)
||X0,H||2 = A7 - ||9h,1:2||2-
Die Forderung (3.57) kann damit als
r2
A A= (3.61)

= .
0h,1:20h,1:2
geschrieben werden.

Ar und A;; ergeben sich hier mit der aus (3.54) und (3.55) resultierenden Restriktion
0, — 18 = 61,01.. (3.62)
Mit (3.35) wird daraus die quadratische Gleichung

)\2 9h,4 A+ 7ngU

_ _ SV —) (3.63)
9%171;29&1:2 9%171;29&1:2

zur Bestimmung von A; und A\;; erhalten. Der Wurzelsatz von Vieta lasst erkennen, dass
die Forderung (3.61) durch (3.63) erfiillt wird.

Damit wurde gezeigt, dass der wahre und der scheinbare Quellort am Umkreis der Sensoren

U gespiegelte Punkte sind. Interessant sind zwei Spezialfille:

e Befindet sich der wahre Quellort auf U, dann sind wahrer und scheinbarer Quellort

identisch. Die zugehorigen Schnittkreise beriihren sich im Quellort (Abb. 3.11).

e Befindet sich der wahre Quellort im Mittelpunkt von U, dann liegt der scheinbare
Quellort unendlich weit entfernt von U. Umgekehrt gilt: Liegt der wahre Quellort
unendlich/sehr weit entfernt von U, dann befindet sich der scheinbare Quellort im
Mittelpunkt von U. Die zugehorigen Schnittkreise entarten zu Geraden, die sich nur

in einem Punkt, ndmlich dem Mittelpunkt x,; von U, schneiden (Abb. 3.12).
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101

yinm

: (XS,12’yS,12)

xinm

Abb. 3.11: Wahrer und scheinbarer Quellort befinden sich auf dem Umkreis U der Sensoren und
sind identisch. Die zugehotrigen Schnittkreise beriihren sich in diesem Punkt.

yinm

Abb. 3.12: Der wahre Quellort befindet sich im Mittelpunkt des Umkreises U der Sensoren . Die
Schnittkreise entarten zu Geraden und schneiden sich nur im Mittelpunkt x;; von U.

Raumkonfiguration

Bei der Untersuchung der Lage der beiden Losungen fiir den Quellort bei Raumkonfigura-
tion ist im Gegensatz zur Ebenenkonfiguration nicht der Umkreis U, sondern die Umkugel
U der dann notwendigen vier Sensoren zu betrachten. Werden analog zur Ebenenkonfi-

guration der Radius der Umkugel mit iy und deren Mittelpunkt mit x,; bezeichnet, so
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gelten alle gemachten Aussagen auch fiir den Fall einer Raumkonfiguration. Die beiden

Losungen sind also gespiegelte Punkte an der Umkugel U und es gilt

lIx0,r = Xarll2 - 1%0,rr — Xaallo = 7. (3.64)

Der Nachweis verlauft analog zum Fall der Ebenenkonfiguration, da er auf der allgemeinen
Losung (3.44) und (3.45) beruht.

Halbraumkonfiguration

Die Untersuchung der Lage der beiden moglichen Quellorte bei der Halbraumkonfiguration
ist etwas komplizierter. Fiir die im Raum verteilten notwendigen drei Sensoren lassen sich
beliebig viele Umkugeln finden. Hier muss diejenige Umkugel U betrachtet werden, deren
Mittelpunkt x5, auf der Oberfliche z = 0 liegt. Mit dem Mittelpunkt x5, = (zar, yar)?
gilt dann ebenfalls (3.64). Der Nachweis fiir die Halbraumkonfiguration ldsst sich analog

zum Fall der Ebenenkonfiguration fiithren.

3.3.2 Eigenschaften von wahrem und scheinbarem
Skalierungsfaktor

Jedem wahren und scheinbaren Quellort ist auch ein wahrer und ein scheinbarer Skalie-
rungsfaktor v zugeordnet. Um deren Eigenschaften zu untersuchen, wird ohne Einschran-
kung erneut ein Koordinatensystem gewéhlt, das seinen Ursprung im Mittelpunkt des
Umkreises bzw. der Umkugel der Sensoren hat. Damit gilt x;; = 0, und eine Partiku-
lirlosung fiir (3.44) ist 8, = 0. Mit (3.46) und 0 = (xo,1/% xtx0)7 lassen sich die

Beziehungen

1
o = )\I : eh,n—‘rl
K (3.65)
— = A1 O
Vi1
und
X0, = A1+ Op 1
(3.66)
X0,11 = A11* O
ableiten. Damit gilt mit x;; = 0
2 A
I %ol _ Ar (3.67)
1 %01zl Arr
und fiir beliebiges x;; folgt
2 _
Tir 10,1 — Xnr]|2 (3.68)

3 |1xor — Xur2
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3.3.3 Konsequenzen fiir die Sensorplatzierung

Bei der Quellenlokalisierung auf der Basis skalierbarer Sensor-Quell-Absténde werden bei
minimaler Sensoranzahl m zwei Losungen, eine wahre und eine scheinbare Losung, er-
halten. Die beiden Losungen x¢7,Xo ;; mit 77, v7; haben die Eigenschaft, dass sie fiir
jeden Sensor i auf den jeweils gleichen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand g; fithren. Mit

0i = - ||xi — Xxol|2 folgt daraus
Vel = %ol =y Ixi = xoml2 1=1,...,m. (3.69)

Um die wahre Losung von der scheinbaren unterscheiden zu konnen, ist ein weiterer Sen-
sor notwendig. Abbildung 3.9 zeigte jedoch fiir die Ebenenkonfiguration, dass die wahre
und die scheinbare Losung identische stationédre Konzentrationen auf dem Umkreis der

Sensoren hervorrufen.

Dies lasst vermuten, dass ein zusétzlicher Sensor auf dem Umkreis der anderen Senso-
ren keine zusétzliche Information zur Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem
Quellort liefert. Analoges sollte auch fiir die Raum- bzw. Halbraumkonfiguration beziiglich
der Umkugel der Sensoren gelten. Die Vermutung erweist sich als richtig, was nachfolgend

auf der Basis der allgemeinen Losung (3.44) und (3.45) nachgewiesen wird.

Der Nachweis stiitzt sich auf die folgende Uberlegung: Ein zusétzlicher Sensor liefert dann
keine neue Information zur Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort,
wenn er (3.69) erfiillt, weil in diesem Fall beide moglichen Quellorte x¢ ; und X ;7 auf den
gleichen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand fithren. Nachfolgend wird gezeigt, fiir welche
x = x; die Gleichung (3.69) erfiillt ist.

Fiir den Nachweis wird erneut das Koordinatensystem so gewéhlt, dass der Ursprung im
Mittelpunkt des Umkreises bzw. der Umkugel der Sensoren liegt. Daraus folgt x5, = 0
und 0, = 0. Fiir alle Punkte x, die (3.69) erfiillen, gilt damit

I ||X —Ar- 9h,1:n||2 = Ir - ||X — Air - 9h,1:n||2- (3-70)
Umsortieren der Faktoren, Quadrieren und Auflésen der euklidischen Norm fiithrt auf

T T 2 9T
fy? B X' X — 2>\][X Oh,lzn + Alleh,lznehvhn

- 3.71
Vir xIT'x — 27\ x10), 1., + A%Oz71;n0h,1:n (3.71)
Mit (3.67) und den aus (3.61) abgeleiteten Substitutionen
T Tu T Tu
)\IHh l'neh 1n — T und )\110h 1'n0h 1in — ~ (372)
I Ar1 R Ar
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folgt
9 T T i
l_ﬂ_Xixi—z')\ll'xieh,l:n+)\ll'x (3.73)
’7%1 Al XZTXi —2-Ar- X?Hh,l:n + Ar- %
Durch Multiplizieren mit den Nennern und Vereinfachen wird daraus
A (IIxill3 = 5) = A (IIxill3 =77 - (3.74)

Da i. Allg. A; # A;g ist, wird Gleichung (3.74) fiir alle x erfiillt, fiir die ||x||3 = 77 gilt.
Das sind aber alle Standorte, die sich auf dem Umkreis bzw. der Umkugel U befinden.

Damit ist gezeigt, dass durch zusétzliche Sensoren, die auf der Umkugel (dem Umkreis)
liegen, keine Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort moglich ist. Ein
moglicher Standort fiir den zusétzlichen Sensor ist der Mittelpunkt der Umkugel (des
Umbkreises), da sich dieser nicht auf der Umkugel (dem Umkreis) befindet.

3.3.4 Zur Existenz von Losungen im gestorten Fall

Die in den vorangegangenen Abschnitten gezeigten Losungen fiir den ungestorten Fall
bei minimaler Sensoranzahl lassen sich prinzipiell auch fiir den gestérten Fall nutzen.
Dabei sind fiir die skalierbaren Sensor-Quell-Absténde die Schétzwerte 9; zu verwenden.
Allerdings kénnen die Stérungen zu solchen Werten von g; fithren, fiir die keine Losung
fiir den Quellort existiert. Nachfolgend werden Kriterien zur Existenz von Losungen im

gestorten Fall bei Verwenden minimaler Sensoranzahl hergeleitet.

Fiir die Ebenenkonfiguration wurde im Abschnitt 3.2.3 gezeigt, dass sich der wahre und
der scheinbare Quellort als Schnittpunkte der Schnittkreise mit den Mittelpunkten

(r512,Ys12)" s (Ts.13,ys13)7 und den Radien rg19, 7513 auffassen lassen. Im ungestorten
Fall besitzen diese Schnittkreise stets mindestens einen Schnittpunkt, ndmlich den wah-
ren Quellort. Zudem existiert bei minimaler Sensoranzahl im ungestorten Fall i. Allg. ein

zweiter, scheinbarer Quellort.

Im gestorten Fall konnen jedoch solche Werte fiir 9; geschétzt werden, fiir die die zugeho-
rigen Schnittkreise keinen Schnittpunkt besitzen. Dann hat auch die Quellenlokalisierung
auf der Basis minimaler Sensoranzahl keine Losung. Werden die Schnittkreise betrachtet,
existiert dann eine Losung, wenn der Abstand der Mittelpunkte der Schnittkreise kleiner

oder gleich der Summe der Radien der Schnittkreise ist, also wenn gilt

\/(355,12 —2513)% + (Ysa2 — ¥si3)? < rsie + rs1s. (3.75)
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Bei der Raumkonfiguration ist eine geometrische Interpretation iiber Schnittkugeln formel-
miéBig schwer zu fassen. Die Existenz von Losungen lésst sich aber iiber (3.48) analysieren.

Eine Losung existiert genau dann, wenn die Diskriminante die Bedingung

2
2- 0177—:1:71 ’ Hh,lin - 0h7(n+2) o 0177—:1:71 ' 01’711” + Hp,(n+2) >0 (3 76)
2- 9;;1;71 : eh,lzn 9%171;71 : Oh,lzn N

erfiillt. Diese Bedingung ist auch fiir die Ebenen- und Halbraumkonfiguration anwendbar.

3.4 Ermittlung des Quellorts im gestorten Fall

Im vorangegangenen Abschnitt wurde das Problem der Quellortbestimmung auf der Ba-
sis skalierbarer Sensor-Quell-Absténde bei minimaler Sensoranzahl m fiir den ungestorten
Fall behandelt. Es wurde gezeigt, dass fiir die hergeleiteten Verfahren im Fall von Storun-
gen keine Losung fiir den Quellort existieren muss. Selbst wenn eine Losung existiert, hat
die Verwendung der minimalen Anzahl von Sensoren den Nachteil, dass die Schétzfehler
von 9; direkt eine Abweichung zwischen tatsichlichem Quellort xy und geschiatztem Quell-
ort X bewirken, da bei minimaler Sensoranzahl kein Fehlerausgleich moglich ist. Deshalb
ist es sinnvoll eine groflere Anzahl von Sensoren p > m zu verwenden. Diese erlauben bei
richtiger Anordnung zum einen die Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem

Quellort und zum anderen einen Fehlerausgleich.

Die Betrachtung der minimalen Sensoranzahl fithrte im ungestorten Fall jeweils auf die
Losung eines algebraischen Gleichungssystems (pro Sensor eine Gleichung). Bei minimaler
Sensoranzahl ist dieses Gleichungssystems auch im gestérten Fall konsistent, wenn eine
Losung existiert. Anders verhélt es sich, wenn die Sensoranzahl auf p > m steigt. Durch
die neu hinzukommenden Gleichungen wird ein iiberbestimmtes, im gestorten Fall inkon-
sistentes Gleichungssystem erhalten. Das bedeutet, dass es fiir kein v einen gemeinsamen
Schnittpunkt aller P; (Kugeln/Kreise) gibt, wie Abb. 3.13 fiir den Fall einer Ebenenkon-

figuration verdeutlicht.

Ein pragmatischer Ansatz zur Bestimmung des Quellorts besteht darin, konsistente Glei-
chungssysteme fiir jeweils m Sensoren aufzustellen und zu 16sen. Der Mittelwert aus den

erhaltenen Quellorten stellt dann einen Schétzwert fiir den Quellort dar.
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yinm

-10 0 10 20 30 40
Xinm

Abb. 3.13: Mengen P; (Kreise) fiir alle p Sensoren, die im gestorten Fall auch fiir optimales 7
keinen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen.

Besser ist es jedoch, fiir das iiberbestimmte Gleichungssystem ein Ausgleichsproblem zu
formulieren und zu 16sen. Dabei wird ein solcher Parametersatz (Xg,7) bestimmt, fiir
den sich die kleinste Summe der Quadrate der Abstédnde zwischen Xy zu allen P; (Krei-

sen/Kugeln) ergibt

p A 2
3 (Hxi — xfs — &) L Min. (3.77)
v

X0,
i=1 ’

Dieses Optimierungsproblem, das den so genannten geometrischen Fehler minimiert, lasst
sich nur iterativ 16sen. In Hinsicht auf die numerische Losung bieten Optimierungsproble-
me, die hingegen den algebraischen Fehler® minimieren, Vorteile. Das zugeordnete alge-
braische Problem lautet

p @2 2 |
Z (7—12 —||x; — x0||g) = Min. (3.78)

X0,

Im ungestorten Fall sind die Losungen fiir (3.77) und (3.78) identisch, da der Fehler fiir
jeden Sensor null wird. Im gestorten Fall unterscheiden sich i. Allg. die Losungen fiir (3.77)
und (3.78), da die Sensor-Quell-Absténde linear bzw. quadratisch eingehen. Infolge des

Quadrierens werden die Fehler grofler Kreise iiberbewertet.
Einen Ausweg bietet eine sensorspezifische Wichtung g;

p @2 2 \
3 (gi (—; - xO||§)) * Min, (3.79)
7 X0,

=1

5Der algebraische Fehler resultiert aus dem Gleichungsfehler der impliziten Kreisgleichung. Hingegen
betrachtet der geometrische Fehler die geometrischen Abstinde zum Kreis.
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Zur Herleitung der Gewichte g; sind fiir einen Sensor ¢ geometrischer und algebraischer
Fehler in Abb. 3.14 illustriert.

1
| _— 1, 1 2 ,Y2

Abb. 3.14: Beziehung zwischen geometrischem Fehler ¢; ¢ und algebraischem Fehler ; 4.

Abbildung 3.14 macht deutlich, dass der geometrische Fehler €; ¢ dem Abstand zwischen
Quellort und Kreis entspricht, wiahrend der algebraische Fehler ¢; 4 die schraffierte Fléache
repréasentiert. Fiir kleine Absténde zwischen Quellort und Kreis gilt jedoch
20
Lol 1y =22 (3.80)
Y

und es ist in Ndherung
_ &i,A  EiA
Ll 20

Der geometrische Fehler entspricht in etwa dem gewichteten algebraischen Fehler

- ~2
O i
Z = xolle ) m o (Bl = xoll3) - (3.82)
¥ 20; \Y

€i.q (381)

N ?
> (7 : (¥ — |Ixi — x0||§>> = Min. (3.83)

X0,y

Der Faktor v/2 wird in der Wichtung weggelassen, da er keinen Einfluss auf die Optimal-

l6sung hat.

Werden zur Losung von (3.83) A, b und @ analog (3.45) (Abschnitt 3.2.6) gew&hlt

QXT ~ 1 x{xl
a 9 G X0 01
A=+ ¢ |, e=| & |. b=| : (3.84)
2xT -1 T xT'x
D p P
o % % X0 X0 é
P P P
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ldsst sich ein Least-squares-Problem
|AO — b3 = Mein mit quadratischer Restriktion 6, = 6%, 0., (3.85)

fiir xo und v formulieren.

In [41, 42] wird ein Algorithmus fiir eine quasi geschlossene Losung solcher quadratisch
restringierten Least-squares-Probleme beschrieben. Bis auf die Suche der Wurzeln eines
Polynoms sind alle Berechnungen nicht-iterativ, was zu einem geringen Rechenaufwand
des Verfahrens fithrt. Fiir den Fall minimaler Sensoranzahl (p = m) oder ungiinstiger
Sensorstandorte (Sensoren liegen alle auf gemeinsamem Kreis), bei denen die zusétzlichen
Sensoren keine weitere Information beziiglich der Quellenlokalisierung beisteuern (vgl.
Abschnitt 3.3.3), liefert der Algorithmus sowohl die wahre als auch die scheinbare Losung
(vgl. Abschnitt 3.8).

3.5 Wichtung

Durch (3.77) wird die Minimierung der Summe der Abstandsquadrate vom geschétzten
Quellort zu allen Kreisen im geometrischen Sinne gefordert. Das gewichtete algebraische
Problem (3.78) liefert hierzu eine gut losbare Naherung. Der Ausgleich erfolgt bei diesem
Problem offensichtlich in der Weise

p
> €2, = Min. (3.86)
=1

X0,

Damit werden die Fehler ¢; ¢ fiir jeden Sensor i gleich bewertet. Allerdings handelt es
sich bei €; ¢ um einen Fehler, der den Konzentrationsmessfehler von Sensor ¢ nicht direkt
beschreibt, sondern nur mittelbar (nichtlinear) durch diesen Fehler entsteht. Daher ist es
sinnvoller, einen Ausgleich in den Konzentrationen C; geméf3

P

> (AC)? = Min (3.87)

X0,
i=1

anzustreben. In diesem Fall werden die Abweichungen AC; fiir jeden Sensor i gleich bewer-
tet. Ein solcher Ausgleich wird durch das einstufige Ausgangsfehlerverfahren erzielt. Er
ist bei stationédren unkorrelierten normalverteilten Fehlern (Storungen) sowie identischer
Streuung der Konzentrationsmessungen um den jeweiligen wahren Konzentrationswert

optimal beziiglich der Streuung der geschiitzten Quellorte ©.

6Im Fall von stationiren unkorrelierten normalverteilten Stérungen stellt die ausgangsfehlerbasierte
Schétzung eine Maximum-likelihood-Schétzung dar und erreicht die untere Cramer-Rao-Schranke [104].
Diese Schranke gibt die kleinste mogliche Streuung jeder bias-freien Schitzung an.
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Lassen sich Wichtungsfaktoren w; finden, fiir die in Naherung
AC; = w; - Agi (3.88)

gilt, kann eine mit w; gewichtete Version von (3.83)
~ (w0 A) L
> (5 (5 tiz)) 2y (380
genutzt werden, um einen Ausgleich in C; zu erhalten. Die zugeordnete Optimallésung
ist dann ndherungsweise optimal beziiglich der Streuung der geschétzten Quellorte. Die
Giite der Quellortschiatzung entspricht dann etwa der des Ausgangsfehlerverfahrens, ohne

dessen numerische Probleme (Nebenminima) zu besitzen.

Solche Wichtungsfaktoren lassen sich allerdings nur fiir den Fall stationédrer Konzentra-
tionen herleiten. Mit (3.5) und (3.6) gilt

@z’_ do

(3.90)

Uber die klassische Fehlerrechnung [45] (Ableiten d% /dC;, Ausnutzen von de; ¢ = d%,

Ersetzen der Differenziale durch Differenzen) werden

4o
Agigr ———— - AC, 91
6~ e A0 (3.91)
und damit die optimalen Wichtungsfaktoren
At K
wy=—C2. 1 (3.92)
do

erhalten”. Da der Faktor _42—0[( nur eine Skalierung aller Fehler bewirkt, kann er bei der
Optimierung weggelassen werden. Mit den Wichtungsfaktoren und der Ersetzung
1/0; := C; vgl. (3.5) lautet das gewichtete algebraische Optimierungsproblem
p ~9 2
1 0; 2 ! .
— | = —|x; —x = Min. 3.93
> (g (- —at)) am 599

Daraus folgt das restringierte Least-squares-Problem

- : R
|AO —b]|5 = 1\/[0111 mit der Restriktion 6,45 = 61, 01., (3.94)
und
2XT 1 =1 xfxl
@:1} 01 @‘;’ Xo EA’?
_ . B . B .
A=| ¢ i i |, e=| L | b=| i | (3.95)
21 X2 %o Xp X
o5 o O o3

das bis auf die Belegung der Matrix A und des Vektors b dem von (3.85) entspricht.

"Beim Ersetzen der Differenziale durch Differenzen ist das Gleichheitszeichen in ein Néherungszeichen
zu &ndern.
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Beispiel 3.3 Fir die in Abb. 3.15 dargestellte Ebenenkonfiguration wird eine Lokalisie-
rung auf der Basis der stationdren Konzentrationen durchgefiihrt. Dabei werden die Kon-
zentrationen mit deterministischen Absolutfehlern beaufschlagt, wie sie durch Kalibrier-
fehler entstehen. Es wird also zum Konzentrationswert jedes Sensors ein fester positiver
bzw. negativer Konzentrationswert (Kalibrierfehler) addiert. Der hier verwendete Fehler
bedeutet einen relativen Fehler von 5% bezogen auf den Messbereich und je nach Standort
des Sensors einen relativen Fehler von bis zu 20% bezogen auf den ungestorten Kon-
zentrationsmesswert. Alle 16 mdoglichen Kombinationen, die sich fiir zwei verschiedene
Kalibrierfehler pro Sensor fiir die hier betrachteten 4 Sensoren ergeben, werden simu-
liert. Die Ergebnisse, die dabei sowohl mit dem ungewichteten Verfahren, als auch mit
dem gewichteten Verfahren erzielt werden, zeigt Abb. 3.15. Zudem sind die Ergebnisse des
Ausgangsfehlerverfahrens dargestellt, das hier stets das globale Minimum findet und nicht
in Nebenminima abbricht, da die wahren Werte fiir Quellort und -intensitdt als Startwerte

vorgegeben wurden.

Beispiel 3.3 zeigt, dass mit dem gewichteten Verfahren deutlich bessere Ergebnisse erzielt
werden als mit dem ungewichteten Verfahren (maximale Abweichung zwischen Quellort
und Quellortschétzung 4.2m ungewichtet, 2.3m gewichtet). Im Vergleich zum Ausgangs-
fehlerverfahren (maximale Abweichung 2.2m) sind keine wesentlichen Unterschiede zu

erkennen.

3.6 Ermittlung der Quellintensitit

3.6.1 Vorbemerkung

Nachdem der Quellort x( sowie der Skalierungsfaktor v geschétzt wurden, ldsst sich daraus
die Quellintensitit gy bestimmen. Praktisch konnen iiber die geschétzte Quellintensitét
beispielsweise Riickschliisse auf das Ausmafl einer Leckage und damit auf notwendige

Gegenmafinahmen gezogen werden.

Im Gegensatz zur Ermittlung von Quellort xy und Skalierungsfaktor v auf der Basis ska-
lierbarer Sensor-Quell-Abstédnde g; muss bei der Schétzung von gy unterschieden werden,

ob ¢; auf der Basis von stationédren oder instationdren Konzentrationen geschéitzt wurde.



66 3. Ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion
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3.6.2 Ermittlung der Quellintensitét
mit stationiren Konzentrationen

Wurden die skalierbaren Sensor-Quell-Absténde auf der Basis stationdrer Konzentrationen

ermittelt (vgl. Abschnitt 3.1.1), dann gilt geméaf (3.6) fir den Skalierungsfaktor

4 K 2K
bzw. =
do do

v = (fiir das halbunendliche Medium) (3.96)

Mit einem Schétzwert 4 lassen sich Diffusionskoeffizient und Quellintensitat nicht getrennt

voneinander bestimmen. Es kann nur das Verhéltnis

~ ~

I/(Z]O = % bzw. I?Z]O = % fir das halbunendliche Medium (3.97)

bestimmt werden.
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3.6.3 Ermittlung der Quellintensitét
mit instationidren Konzentrationen

Wurden die skalierbaren Sensor-Quell-Absténde auf der Basis instationérer Konzentratio-
nen geschitzt (vgl. Abschnitt 3.1.2), so liegen Schéitzwerte &; und 3; fiir jeden Sensor i

VOr.
Werden die Gleichungen fiir a; und 3; (3.8)

[[x; — x|

WK

_ do
47'('](”)(Z — X()HQ7

Q; Bi = (3.98)
kombiniert, ldsst sich mit den Schatzwerten a&;, BZ und dem geschétzten Quellort Xq ein

i. Allg. iiberbestimmtes Gleichungssystem

—]_ 47T(3é1||X1 _)A(OHQ
: : 0,
—1 47TOAépHXp—)A(0H2 qo ~ Hxl _)A(OHg
0 432 K : (3.99)
. . N—— A~ 2
: : 6 Ixp — %oll2
0 432 N
A
generieren. Wird daraus das Ausgleichsproblem
IAO — b2 = Minv (3.100)
formuliert, folgt die geschlossene Losung
6= (ATA)'ATD. (3.101)

3.7 Fehler der Quellortschitzung

mit stationiaren Konzentrationen

In diesem Abschnitt wird an einem Simulationsbeispiel untersucht, welche Abweichungen
bei der Quellenlokalisierung auf der Basis stationédrer Konzentrationen entstehen, wenn als
Schéitzwerte fiir die stationidren Konzentrationen Messwerte nach einer grofien, aber endli-
chen Messzeit verwendet werden. Die Untersuchungen basieren auf den sich entsprechend

Beispiel 1.2 ergebenden ungestérten Konzentrationsverlaufen.
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Werden die zu einem bestimmten Zeitpunkt gemessenen Konzentrationen C;j, als Schitz-
werte fiir C'(x;, 00) angesehen, entsteht ein systematischer Fehler, da die Konzentrationen
tatséchlich noch steigen. Damit ergibt sich auch im ungestorten Fall eine Abweichung zwi-
schen tatséchlichem und geschéatztem Quellort, wenn das stationire Verfahren verwendet
wird. Diese zeitabhéngige Abweichung ist in Abb. 3.16 fiir verschiedene Diffusionskoeffi-
zienten K dargestellt.

Abweichung in m
=
al

K=0.8 m?/s

0 1 1 1 1 J
0 1000 2000 3000 4000 5000
tins

Abb. 3.16: Abweichung des geschétzten Quellorts vom wahren Wert in Abhéngigkeit von der
Beobachtungszeit bei Schétzung auf der Basis stationdrer Endwerte im ungestorten Fall.

Die Abweichung zwischen wahrem und geschiatztem Quellort sinkt erwartungsgemafl mit
der Zeit, da sich die Konzentrationen den stationdren Werten ndhern. Jedoch ist sie bei
niedrigen Diffusionskoeffizienten auch lange Zeit nach Emissionsbeginn noch relativ hoch
(in Abbildung 3.16 nach einer Stunde und K = 0.2m?/s ca. 0.8m Abweichung). Die not-
wendige Zeit verkleinert sich jedoch mit steigendem Diffusionskoeffizienten K. Im Gegen-
satz dazu findet das auf der instationdren Losung der Ausbreitungsgleichung basierende
Verfahren im ungestorten Fall den richtigen Quellort, sobald drei Konzentrationsmesswer-

te pro Sensor vorliegen (drei Parameter pro Sensor).

3.8 Probleme bei ungiinstigen Sensorstandorten

In Abschnitt 3.3.3 wurde gezeigt, dass fiir eine eindeutige Losung fiir die Quellenlokalisie-
rung bei der Ebenenkonfiguration ein zusétzlicher, vierter Sensor bzw. bei der Raumkon-
figuration ein fiinfter Sensor notwendig ist, der sich nicht auf dem Umkreis bzw. auf der

Umkugel der anderen Sensoren befinden darf. Doch selbst wenn diese Forderung erfiillt
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ist, konnen Probleme bei der Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort
auftreten. Das ist dann der Fall, wenn der Sensor nicht weit genug vom Umkreis bzw.
von der Umkugel entfernt liegt und der Messfehler (z. B. durch Kalibrierfehler) an diesem
Sensor dazu fiihrt, dass der Konzentrationsmesswert néher dem Konzentrationsprofil des
scheinbaren Quellorts liegt als dem des wahren Quellorts (vgl. Abb. 3.9). Das nachfolgende
Beispiel verdeutlicht dies.

Beispiel 3.4 Fiir den Fall einer Ebenenkonfiguration mit den Sensorstandorten x; =
(0m, 0m)”, x5 = (10m, 0m)”, x3 = (0Om, 10m)”, x4 = (9m, 9m)” s0ll eine Quelle bei xy =
(3m, 9m)T mit der Intensitit qo = 100mg/s auf der Basis der gemessenen ungestérten
stationdren Konzentrationen C; = 8.39mg/m?, Cy = 6.98mg/m?, C3 = 25.17mg/m? und
C, = 13.26mg/m? lokalisiert werden (Abb. 3.17). Anschlieflend wird der gestirte Fall
betrachtet, bei dem Sensor 4 einen Messfehler von 10% aufweist (Cy = 11.94mg/m? ).

16+
+
14+ Schatzwert fur
scheinbaren Quellort
12+
10 [ 3
©OQuelle *S,
£ 8 Schatzwert fiir
£ wahren Quellort
> 6
4+
2t Sensorumkreis (Sl,SZ,Sa)
O 2
_2 L
-5 0 5 10 15

xinm

Abb. 3.17: Probleme bei ungiinstiger Sensorkonfiguration. Durch Stérungen kann das Nebenmi-
nimum zum globalen Minimum werden. Damit wird der scheinbare und nicht der wahre Quellort
gefunden.

Im ungestorten Fall ldsst sich der Quellort eindeutig bestimmen, da sich der vierte Sen-
sor Sy nicht auf dem Umkreis der anderen drei Sensoren befindet (Abb. 3.17). Sowohl
der Gleichungsfehler (3.78) bzw. (gewichteter Gleichungsfehler (3.93)) als auch der Aus-
gangsfehler (1.1) besitzen ein eindeutiges globales Minimum im wahren Quellort xo; =
(3m, 9m)” (Gleichungsfehler= 0m?). Die scheinbare Lsung fiir den Quellort, die bei Ver-

wenden von nur drei Sensoren S7, 59, S3 ebenfalls ein globales Minimum darstellt, liegt
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bei xo7r & (0m,15m)” (am Umkreis gespiegelte Losung). Durch Hinzunahme des vier-
ten Sensors wird diese scheinbare Losung nach xg;; ~ (1.7m,14.5m) verschoben und
zum Nebenminimum (Gleichungsfehler= 0.76m?). Sie kann damit von der wahren Losung

unterschieden werden.

Wird nun die Konzentration Cy gestort, so liegt der Schatzwert fiir den wahren Quellort bei
X0 ~ (2.7m, 8.6m)” (Giitewert des Gleichungsfehlers = 0.30m?) und fiir den scheinbaren
Quellort bei Xo 77 & (0.3m, 15m)” (Giitewert des Gleichungsfehlers = 0.18m?) (Abb. 3.17).
Damit ist der Giitewert des Gleichungsfehlers fiir den scheinbaren Quellort kleiner als fiir
den wahren Quellort. Gleiches gilt auch fiir den Giitewert des Ausgangsfehlers. Das heifit,

das eindeutige globale Minimum liegt im scheinbaren Quellort.

Das Beispiel zeigt, dass bei einer Sensoranordnung, bei der sich der zusétzliche, vierte Sen-
sor nahe dem Umkreis der anderen drei Sensoren befindet, i. Allg. ein eindeutiges globales
Minimum existiert. Bedingt durch kleine Stérungen kann das globale Minimum aber im
scheinbaren Quellort liegen. Ausgangsfehlerbasierte einstufige Verfahren, wie Gradienten-
verfahren oder evolutiondre Verfahren [53], finden in Abhéngigkeit von den Startwerten
der Optimierung stets nur ein Minimum. Selbst wenn das globale Minimum gefunden
wird, kann dies den falschen (scheinbaren) Quellort reprisentieren. Das hier verwendete
Verfahren zur Minimierung des Gleichungsfehlers (3.78) bzw. des gewichteten Gleichungs-
fehlers (3.93) besitzt den Vorteil, dass sowohl das Nebenminimum als auch das globale
Minimum gefunden wird (vorausgesetzt, es existiert ein Nebenminimum). Bei der Uberwa-
chung miissen beide Losungen als Kandidaten fiir den Quellort betrachtet werden, wenn
sie sich durch die aktuelle Sensorkonfiguration nicht eindeutig unterscheiden lassen. Um
solche Situationen zu vermeiden, sollte der vierte Sensor im Mittelpunkt des Umkreises
der anderen drei Sensoren platziert werden (vgl. Beispiel 3.3). Im Fall einer Raumkonfi-
guration ist der zusétzliche fiinfte Sensor entsprechend im Mittelpunkt der Umkugel der

anderen vier Sensoren zu platzieren.

3.9 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion vor-
gestellt. Es basiert auf einem geometrischen Zugang, bei dem zunéchst fiir jeden Sensor ¢
die Menge P; bestimmt wird, auf der sich aus der Sicht dieses Sensors die Quelle befinden

kann. Durch Betrachten mehrerer P; liasst sich daraus der Quellort schétzen.

Im Fall von Diffusion bilden diese Mengen fiir jeden Sensor einen Kreis bzw. eine Kugel

um den Sensorstandort. Der Radius, also der Sensor-Quell-Abstand, hdngt von der ge-
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messenen Konzentration C; am jeweiligen Sensor sowie der Quellintensitit gy und dem
Diffusionskoeffizienten K ab. Der Sensor-Quell-Abstand ldsst sich in einen skalierbaren
Sensor-Quell-Abstand p;, der nur von C; abhéngt, und einen Skalierungsfaktor v, der die
GroBen g und K erfasst, zerlegen. p; kann fiir jeden Sensor sowohl iiber stationére als

auch instationdre Konzentrationsmessungen ermittelt werden.

Nachdem ein skalierbarer Sensor-Quell-Abstand p; fiir jeden Sensor geschétzt wurde, muss
daraus der globale Skalierungsfaktor vy sowie der Quellort xy bestimmt werden. Im un-
gestorten Fall fiihrt dies auf konsistente, algebraische Gleichungssysteme. Die allgemeine
Losung fiir diese Systeme transformiert das Problem in ein unterbestimmtes, lineares Glei-
chungssystem mit quadratischer Restriktion. Hierfiir existiert eine geschlossene Losung.
Ein alternativer, geometrisch interpretierbarer Losungsweg fiir den Fall einer Ebenen-
konfiguration betrachtet Sensorpaare. Fiir jedes Sensorpaar wird die Menge aller mogli-
chen Quellorte bestimmt, was auf so genannte Schnittkreise fiithrt. Die Schnittpunkte der
Schnittkreise sind Losungen des Lokalisierungsproblems. Sowohl die allgemeine Losung
als auch die Losung mittels Schnittkreisen macht deutlich, dass bei Verwenden minimaler
Sensoranzahl i. Allg. zwei Losungen, die wahre und eine scheinbare Losung, existieren. Es
wird gezeigt, dass diese Losungen gespiegelte Punkte am Umkreis bzw. an der Umku-
gel der Sensoren sind. Nur durch Hinzunahme eines weiteren Sensors, der nicht auf dem
Umbkreis bzw. auf der Umkugel liegen darf, ist eine Unterscheidung der beiden Losungen

moglich.

Schliefflich wird der gestorte Fall betrachtet. Er fithrt auf iiberbestimmte, inkonsistente,
algebraische Gleichungssysteme. Diese werden hier im Least-squares-Sinne gelost. Durch
Betrachten des dem geometrischen Kriterium zugeordneten algebraischen Kriteriums ge-
lingt die Transformation in ein lineares Least-squares-Problem mit quadratischer Restrik-
tion. Damit ldsst sich ein in [41, 42] vorgestelltes Verfahren nutzen, um eine quasi ge-
schlossene Losung zu finden. Durch Einfithren von Wichtungsfaktoren wird beriicksich-
tigt, dass ein Ausgleich in den gestérten Konzentrationen und nicht in den Sensor-Quell-
Abstédnden stattfindet. Damit verringern sich die Abweichungen zwischen wahrem und
geschitztem Quellort bei gestorten Konzentrationsmessungen deutlich. De facto verhélt
sich dann das neue Verfahren aus statistischer Sicht wie das Ausgangsfehlerverfahren

(Maximum-likelihood-Schétzung), und das frei von dessen numerischen Problemen.
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4 Ein neues Verfahren zur

Quellenlokalisierung bei
Diffusion-Advektion

Im ersten Schritt des zweistufigen Verfahrens zur modellbasierten Quellenlokalisierung
muss - wie im Kapitel 1 beschrieben - fiir jeden Sensor ¢ die Menge P; bestimmt werden, auf
der sich aus der Sicht von Sensor ¢ die Quelle befinden kann. Fiir den im vorangegangenen
Kapitel untersuchten advektionsfreien Fall (nur Diffusion) stellte die Menge P; fiir feste
Werte der Quellintensitét g und des Diffusionskoeffizienten K einen Kreis bzw. eine Kugel

um den Sensorstandort x; dar.

Tritt auBler der Diffusion auch Advektion auf, die durch ein homogenes Stromungsfeld in
positiver z-Richtung mit der Stréomungsgeschwindigkeit v, hervorgerufen wird, so ergibt

die Menge aller Punkte
Pi - {XO € R3 : ||XZ - X0||2 - dZ(K7 Vg, o, Ciax())} (41)

ein in z-Richtung ausgerichtetes Oval' um den Sensorstandort x;.

Fiir die Ebenenkonfiguration ist P; fiir jeden Sensor i ein zweidimensionales Oval (Abb.
4.1). Unter der Annahme, dass der Diffusionskoeffizient K und die Stromungsgeschwindig-
keit v, bekannt sind, ist die GroBle des Ovals nur noch von der gemessenen Konzentration

C; und von der Quellintensitét gy abhéngig.

Abbildung 4.1 verdeutlicht, dass sich die Quelle fiir eine bestimmte Konzentrationsmes-
sung - wie auch beim advektionsfreien Fall - entweder nahe dem Sensorstandort befinden
kann, wenn eine kleine Quellintensitéit vorliegt, oder sich weit weg vom Sensorstandort

befinden kann, wenn die Quellintensitét grof3 ist.

!Unter einem Oval wird hier der Rand einer kompakten, glatten, streng konvexen Menge mit einer
Symmetrieachse verstanden. Da die betrachteten Ovale nur eine und nicht zwei Symmetrieachsen besitzen,
handelt es sich nicht um Ellipsen.
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Abb. 4.1: Menge aller moglichen Quellorte P; aus der Sicht von Sensor ¢ fiir verschiedene Quellin-
tensitéiten qo (in mg/s) bei Diffusion-Advektion.

Zusétzlich bewirkt die Advektion, dass sich die Quelle bei gleicher Quellintensitét weiter
weg vom Sensorstandort befindet, wenn die Quelle auf der stromungszugewandten Seite
liegt bzw. sich ndher am Sensorstandort befindet, wenn die Quelle auf der stromungsab-

gewandten Seite liegt.

Im Fall reiner Diffusion war der Sensor-Quell-Abstand d; fiir eine bestimmte Konzentration
C; und festes ¢o und K konstant. Damit ergab P; einen Kreis bzw. eine Kugel. Tritt
Advektion in z-Richtung auf, so ist der Sensor-Quell-Abstand d; zusétzlich von der z-
Komponente x, des Quellorts abhéngig. Dies fiihrt auf Ovale anstelle von Kreisen bzw.
Kugeln. Zudem wirkt nun die Quellintensitét gy nicht als linearer Skalierungsfaktor, da g
nichtlinear in d; eingeht. Aus diesem Grund ist hier im Gegensatz zum Diffusionsfall keine
Aufspaltung in einen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand p; und einen Skalierungsfaktor ~
moglich. Der Sensor-Quell-Abstand d; ist also bei bekannten Werten von K, v, und C;
eine Funktion von xy und ¢qg. Diese Gréflen bewirken eine nichtlineare Skalierung von d;.
Deshalb wird hier in Analogie zum Diffusionsfall die Grofe d;(zo, qo) als verallgemeinerter

skalierbarer Sensor-Quell-Abstand bezeichnet.

Erst durch Betrachten mehrerer Sensoren und damit mehrerer P; lédsst sich der Quellort
bestimmen. Im ungestorten Fall ergibt sich bei Wahl der richtigen Quellintensitéit ein
Schnittpunkt aller P; (Ovale), der den Quellort markiert. Das verdeutlicht Abb. 4.2 fiir die
Ebenenkonfiguration. Im gestorten Fall muss eine Naherungslosung fiir den Schnittpunkt

gefunden werden.
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Abb. 4.2: Ovale (Mengen P; (i = 1,...,4)), auf denen sich die Quelle aus Sicht der einzel-

nen Sensoren S; bei Wahl der wahren Quell- und Ausbreitungsparameter befinden kénnen. Im
ungestorten Fall schneiden sich die Ovale im wahren Quellort xg.

4.1 Schatzung verallgemeinerter skalierbarer
Sensor-Quell-Abstinde

Nach (4.1) ist die Menge P; durch den Sensor-Quell-Abstand d;( K, v, qo, C;, o) bestimmt.
Eine explizite Gleichung fiir d; ldsst sich aus der Losung der Diffusions-Advektions-

Gleichung ableiten. Mit der stationdren Losung (2.35) gilt fiir jeden Sensor

_ Qo exp (=2 (d; — (x; — x0))) _

Ci 4rKd;

(4.2)

Dabei bezeichnet C; den stationaren Endwert der Konzentration am Sensor ¢. Durch

Auflésen nach d; wird

2K (0 Vg
di(K, vz, qo, Ci, 20) = U—WO <% - €Xp (ﬁ (i — xo))) (4.3)

erhalten. Dabei bezeichnet W;(-) die Lambert-W-Funktion?.

Um die Zahl der freien Parameter zu verringern, wird hier angenommen, dass die Stro-
mungsgeschwindigkeit v, und der Diffusionskoeffizient K durch eine A-priori-Identifikation

oder durch Online-Messungen bekannt sind. Mit einem Schétzwert C; fiir die stationdre

2Die Lambert-W-Funktion ist die Inverse der Funktion f(w) = we® = z [20].
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Konzentration C; (Mittelwert iiber einige Messwerte) am Sensor i lésst sich der verallge-

meinerte Sensor-Quell-Abstand d;(xg, go) fiir jeden Sensor mit

7 2K V290 Uy
dl'(qO, 513'0) = U—xWO <87TK2OZ - eXp (ﬁ . (Q?Z — l’o))) (44)

berechnen. Analog zum advektionsfreien Fall (vgl. (3.2)) ergibt sich

(2 — 0) + (yi — 0)* + (2 — 20)* — d?(qo, ) = 0. (4.5)

Gleichung (4.5) hat die gleiche Struktur wie die implizite Kugelgleichung. Allerdings ist
hier der Radius nicht nur eine Funktion der Quellintensitét, sondern zugleich abhingig

von der z-Koordinate der Quelle . Dadurch wird die Kugel zu einem Oval deformiert.

4.2 Quellortschitzung im ungestorten Fall

4.2.1 Vorbemerkungen

Um den Quellort zu ermitteln, ist das nichtlineare Gleichungssystem

~

di<l’0,qO) — HXZ'_XOHQ =0 2= 1,...,]? (46)

zu losen.

In diesem Abschnitt wird zundchst der ungestorte Fall behandelt. Die geschitzten Sensor-
Quell-Absténde sind gleich den wahren Werten; anstelle von d; wird d; benutzt. Die Unter-

suchungen gliedern sich nach den Sensor-Quell-Konfigurationen (vgl. Anschnitt 3.2.1):

e Linienkonfiguration,
e Ebenenkonfiguration,
e Raumkonfiguration und

e Halbraumkonfiguration.

Wie auch im Fall reiner Diffusion wird fiir den ungestorten Fall versucht, den Quellort
mit minimaler Sensoranzahl p = m zu ermitteln. Fiir die Berechnung des Quellorts konn-
ten bei reiner Diffusion geschlossene Losungen gefunden werden. Das gelingt im Fall von
Diffusion-Advektion leider nicht. Stattdessen lidsst sich der Quellort nur iterativ bestim-
men. Dennoch erlauben die Untersuchungen Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen sowie zur geeigneten Sensorplatzierung. In Abschnitt 4.4 werden die gewonne-

nen Ergebnisse auf den gestorten Fall erweitert.
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4.2.2 Linienkonfiguration

Die Linienkonfiguration erfordert fiir die Ermittlung der unbekannten Gréflen xy und gq
mindestens m = 2 Sensoren an den Standorten x; und zy (x; < x). Die Sensor-Quell-

Absténde sind fiir ein bestimmtes ¢o und zy durch

di(zo, qo) = |x; — wo| (4.7)
gegeben. Fiir den Quellort lautet das zu 16sende Gleichungssystem

dy(z0,q0) — |1 — 20| = 0 (48)

da(o, qo) — |72 — 20| = 0.

Per Iteration konnen damit die Parameter xy und ¢¢ gefunden werden. Ein besserer Zu-
gang lésst sich finden, wenn beriicksichtigt wird, dass stets eine Losung x¢ ; existiert, die

zwischen x; und x5 liegt, fiir die also
Ty < T < T2 (4.9)

gilt, auch wenn sich die wahre Quelle auflerhalb dieses Intervalls befindet. Damit verein-
facht sich (4.8) zu

di (0, qo) — (0 — 71)

. (4.10)
do (g, qo) — (x2 — 29) =0 .

. Jl
: JQ.

Die iterative Suche muss fiir xg nur noch im Intervall x; < xy < 5 erfolgen.

Beispiel 4.1 Im Fall einer Linienkonfiguration mit x1 = 0m, xo = 10m und einer Quelle
bei xg = 2m werden im ungestérten Fall die stationdren Konzentrationen C; = 1.98mg/m?
und Cy = 9.95mg/m? gemessen (qo = 100mg/s, v, = 0.3m/s, K = 0.2m?/s). Abbildung
4.3 (links) zeigt das stationdre Konzentrationsprofil. Abbildung 4.3 (rechts) zeigt die Glei-
chungsfehler Jy und Jo gemdfS (4.10) in Abhdngigkeit von x fiir den wahren Wert von qq.

Die Verlaufe von J; und .J5 in Abb. 4.3 lassen eine schnelle Konvergenz iterativer Verfahren

beim Losen von (4.10) erwarten.

Wenn der Quellort z¢ ; gefunden ist, der zwischen x; und x5 liegt, muss gepriift werden, ob
nicht noch ein anderer Quellort zo ;; auBerhalb von [z, xs] gleiche Konzentrationswerte
an den Sensorstandorten hervorrufen kann. Dass solche Losungen existieren, zeigt Abb.

4.4. Bei C > Oy kann eine zweite (scheinbare) Losung links von 24 liegen (Abb. 4.4 links).
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Abb. 4.3: Links: Konzentrationsprofil bei eindimensionaler Sensor-Quell-Anordnung. Rechts:

Gleichungsfehler J; und J in Abh#ngigkeit von x. Beim gesuchten Wert zg = 2m ist J; =

Jo = Om.

x0’|=1m;C1>C2 x0'|=9m;Cl<C2
90 9/ |
80} 80} C,
70t 701 |
60 60 r |
E 5ol E 5ol :
g £ |
£ 40t £ 40t |
(@] (@] |
30¢ 30} |
20t 20+ },
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Abb. 4.4: Zusétzliche Losungen xg ;7 fiir den Quellort auBerhalb von [z, z2] fiir den Fall Cy > Cs
(links) und C7 < Cy (rechts). Die Konzentrationsprofile fiir die wahren Quellorte xg ; (durch-
gingige Linien) schneiden sich mit den Konzentrationsprofilen der scheinbaren Quellorte xg rr
(gestrichelte Linien) in den Sensorstandorten x; und xs.

Andernfalls kann sich eine zweite Losung rechts von x5 befinden (Abb. 4.4 rechts). Ob die
zweite Losung tiberhaupt existiert und ob sie links oder rechts des Intervalls [zq, z2] liegt,

héngt also von C; und C ab. Dies wird nachfolgend eingehender untersucht.

Im Fall reiner Diffusion liegt unabhéngig vom Diffusionskoeffizienten die scheinbare Lo6-
sung stets bel xg ;5 < x; fir C; > Cy sowie bei xg;; > 29 fiir €7 < Cy (vgl. Abschnitt
3.2.2). Im Grenzfall C} = (5 befand sich der wahre Quellort in der Mitte x; zwischen den
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Sensoren (xg; = (r2 — 21)/2 + 21 = x)), und ein scheinbarer Quellort existierte nur im
Unendlichen (zg ;5 = £00). Eine Entscheidung tiber die Lage der scheinbaren Losungen
lasst sich damit also auch dariiber treffen, ob fiir den wahren Quellort z; < xj; oder

To1 > Ty gllt

xy kann auch als derjenige Punkt definiert werden, in dem eine Quelle in allen Sensoren
die gleichen Konzentrationen hervorruft. Im Fall der Ebenen- bzw. Raumkonfiguration

bei Diffusion war das der Mittelpunkt x,; des Umkreises bzw. der Umkugel.

Im Fall von Diffusion-Advektion ist die Lage eines solchen Punktes x,; vom Diffusions-
koeffizienten K und von der Stromungsgeschwindigkeit v, abhéngig. z; lasst sich nicht

analytisch bestimmen, sondern nur als Quellort fiir den Fall 'y = C} iterativ ermitteln.

Eine implizite Darstellung fiir x5, wird durch Dividieren der Gleichungen (4.2) fiir Sensor 1

und 2 unter Beriicksichtigung von z; < x¢ < x5 und damit d; = x¢—x; sowie dy = x5 — 13

Cl To — X — Vg
_ , _ 4.11
CQ Lo — 1 xp ( K (370 33'1)) ( )

und nachfolgende Substitution zq := x; sowie C1/Cy :=1

To — Ty — Vg
1 . Y (g — 4.12
" o exp < (ZL‘ {L‘l)) ( )

erhalten.

Existiert ein scheinbarer Quellort z ;7, dann ruft er an den Sensorstandorten x; und z,
die gleichen Konzentrationen € und Cjy hervor wie der wahre Quellort z ;. Daraus folgt

das Gleichungssystem

Ol(x() = !EO,I) Cl($0 = $0,H)

(4.13)
02(350 = 330,1) = 02(560 = 33'0,11)-

Fiir das Losen muss zwischen den Fillen C) > Cy (zo17 < 21 < 2o < 22) und C; < Cy

(x1 < @o; < w3 < g r7) unterschieden werden.

Fall Ol Z 02

Mit (4.2) und xg 7 < 1 < 2o < @2 wird aus (4.13)

1 — Uy ( ) 1
—exp| — - (xzo;—=x =
o, — T1 P K 0! ! 1 — Xo,11

1 1

(4.14)

Ty —To1 X2 — Xo,irI
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erhalten. Dividieren der Gleichungen liefert

To — Xo,I —Ug To — To,II
= . . — = . 415
ot — 1 €xp ( K (%J xl)) o1 — Toq1 ( )
Die linke Seite wird zu
To — To,1 —Ug
K= ———-¢ — (o7 — 4.16
! Zor — 11 Xp ( K (zo,1 1)) ( )

zusammengefasst. Durch die rechte Seite entsteht mit xo ;7 < 21 < 21 < 22 die Forderung
k1 > 1. Im hier betrachteten Fall C; > Cs, also zg; < xp7, wird diese Forderung wegen

(4.12) stets erfiillt. Fiir die Lage des scheinbaren Quellorts g ;; folgt

RiT1 — T2
==, 4.17
To, 1 i — 1 ( )
Fall ¢ < Cy
Mit (4.2) und z1 < 2o < z2 < o7 wird aus (4.13)
1 —vx( ) 1 —vx( )
—exp | — (2071 — 7 = exp | —(zor —x
P— p K 0,1 1 To1r — a1 p K 0,11 1 (4 18)
1 1 —vx( ) '
== N eX — JZ - JZ .
Ty — Tog  To,gr — T2 P\ o !
Dividieren der Gleichungen und Umstellen liefert
T — Xo,1 —Ug Lo, i1 — T2
0.0 — — it T2 4.19
o, — X1 P ( K (0.1 xZ)) Zo, 11 — 1 ( )
Die linke Seite wird zu
T — To,1 —Ug
N Ut T (2o — 4.20
K p— exp ( e (xo.1 a;g)) (4.20)

zusammengefasst. Durch die rechte Seite entsteht mit x; < x¢; < x2 < 2o 7 die Forderung
0 < &k, < 1. Der kritische Fall x, = 1 wird bei zo; = 23 — (x) — 1) erreicht. Dies lésst
sich zeigen, indem in (4.20) zg; := 29 — (x)r — x1) substituiert wird. Dies fiihrt auf

Lo — Tp — Vg
=T IM T ey — . 421
for = oD ( % (Tpr $1)> (4.21)

Da die rechte Seite identisch mit (4.12) ist, gilt s, = 1 fiir o7 = 22 — (xy — x1). Fiir
0 < K, < 1 lésst sich der zweite Quellort mit

RpX1 — T2
= — 4.22
Xo,11 o —1 ( )

berechnen.
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Zusammenfassend verdeutlicht Abb. 4.5 die Bereiche, die zwischen x; und z, existieren:

e Zu einer Quelle bei 1 < xg; < x) existiert ein zweiter moglicher Quellort x ;7 < x4

(4.17). Fiir den Spezialfall Cy = Cy, also o1 = @, st T 7 = —00.

e Zu einer Quelle bei xyy < xo; < (29 — (23 — x1)) existiert kein weiterer moglicher
Quellort.

e Zu einer Quelle bei (xy — (xp — 1) < wos < X9 existiert ein zweiter moglicher
Quellort zo ;7 > xq (4.22).

C, > G, C, < G,
Loy =P
Lo < I kein Lo, 1 Lo > Ty
T Ty xz'(xM' 171) 15 o

Abb. 4.5: Ubersicht iiber die Lage eines zweiten moglichen Quellorts xo,77 in Abhéngigkeit von
der Lage des Quellorts g ;.

Bei sinkender Stromungsgeschwindigkeit v, schrumpft der mittlere Bereich, bis er im Fall
reiner Diffusion (v, = 0) komplett verschwindet. Bei reiner Diffusion existiert damit,
wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt, stets ein zweiter Quellort xg ;7, der die gleichen
Konzentrationen C4, Cy hervorrufen kann wie x ;. Bei Diffusion-Advektion ist dies nicht

immer der Fall.

4.2.3 Ebenenkonfiguration

Iterative Quellortbestimmung

Bei der Ebenenkonfiguration sind mindestens m = 3 Sensoren notwendig, um den Quellort

xo = (20, %0)” und ¢o zu bestimmen. Das sich damit ergebende Gleichungssystem

di (0, q0) — [|%1 — Xoll2 =0
da (0, go) — ||[X2 — Xoll2 =0 (4.23)
d3(z0, qo) — ||x3 — Xoll2 =0

lasst sich iterativ losen.
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Wie auch im Fall der Linienkonfiguration kénnen bei Verwenden von drei Sensoren zwei
mogliche Losungen existieren. Bei der Optimierung wird je nach Wahl der Startwerte eine
der beiden Losungen gefunden. Nachfolgend wird eine geometrische Interpretation der
Entstehung der beiden Losungen gegeben. Dank des damit gewonnenen geometrischen
Versténdnisses konnen gezielt Startwerte fiir die Iteration vorgegeben werden, um eine
eventuell existierende zweite Losung zu finden. Um ein eindeutiges Minimum und damit

eine eindeutige Losung zu erhalten, sind vier Sensoren notwendig.

Geometrische Interpretation mittels Schnittkurven

Eine geometrische Interpretation iiber Schnittkurven (vgl. Abschnitt 3.2.3) ermoglicht

Aussagen iiber die Existenz und Vielfalt von Losungen des Quellenlokalisierungsproblems.

Die Idee ist wiederum, fiir jeweils ein Paar von Sensoren die Menge aller Punkte (Schnitt-
kurve) zu bestimmen, auf denen sich aus der Sicht dieser beiden Sensoren die Quelle
befinden kann. Im Fall reiner Diffusion war die Schnittkurve fiir ein Sensorpaar ein so
genannter Schnittkreis, dessen Parameter (Mittelpunkt und Radius) analytisch ermittelt
werden konnten. Bei den drei minimal notwendigen Sensoren ergaben sich zwei Schnitt-

kreise, die sich in dem moglichen Quellort bzw. den moglichen Quellorten schnitten.

Im Advektionsfall formen die Schnittkurven keine Kreise. Auch sind die Parameter der
Schnittkurven nicht analytisch bestimmbar. Dennoch lassen sich die Schnittkurven pro-

blemlos numerisch generieren.

Dazu wird fiir jedes o und jeden Sensor ¢ das zugehorige Oval P; erzeugt, indem fiir jedes

xo die zugehdrigen yo mit

Yo=1y; = \/d?(%, q0) — (z; — 20)? (4.24)

berechnet werden. Anschliefend werden die paarweisen Schnittpunkte der Ovale fiir je-
des qg bestimmt. Nachfolgend werden die Schnittlinien fiir die Sensorpaare 1,2 und 1,3

beriicksichtigt. Da jede Schnittlinie mit einer Gleichung des zu

di(z0, o) — [I%1 — Xoll2 = da(w0, q0) — [[X2 — Xol2 (4.25)
d1(370, QO) - HX1 - Xon = d3(370, QO) - HX3 - Xon

umgeformten Gleichungssystems (4.23) korrespondiert, wird klar, dass im ungestorten Fall

(konsistentes Gleichungssystem) eine weitere Gleichung

d2(370, QO) - HX2 - Xon = d3(370, QO) - HX3 - X0H2 (4-26)

und damit das Sensorpaar 2, 3 keine weitere Information liefert.
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Beispiel 4.2 Fiir die Ebenenkonfiguration mit den Sensoren bei x; = (—1.2m, —0.6m)7,
Xg = (6.7m, —2.1m)" und x3 = (3.7m, 2.7m)” mit einer Quelle bei xo; = (—0.5m, Om)”

ergeben sich die in Abb. 4.6 dargestellten Schnittkurven fir die Sensorpaare 1,2 und 1, 3.

Schnittkurve *S,
2r Sensorpaar 1,2

yinm
|
N

Schnittkurve
Sensorpaar 1,3

_10,

_12 L L L L )
-15 -10 -5 0 5 10
xinm

Abb. 4.6: Schnittkurven fiir Sensorpaare 1,2 und 1,3 sowie wahrer und scheinbarer Quellort als
Schnittpunkte der Schnittkurven bei Diffusion-Advektion.

Anhand von Abbildung 4.6 kann vermutet werden, dass die Schnittkurven im Fall von
Diffusion-Advektion Ellipsen sind. Wird die erste Gleichung in (4.25) zu

(d5(70, q0) — d3 (0, g0))Xg X0 — 2(d5(z0, g0)X; — d5 (70, go)Xa )Xo (4.27)

+d3 (0, qo)x1 X1 — dF (w0, go)X5 X2 = 0
umgeformt, ist zu erkennen, dass der Faktor (d3(wzo,qo) — d3(xo,qo)) auf die z- und y-
Komponente des quadratischen Anteils der Schnittkurve gleichermaflen wirkt. Ist die-
ser Faktor konstant, werden Kreise (Grenzfall Diffusion) aber niemals echte Ellipsen als
Schnittkurven erhalten. Da aber d; und ds nichtlinear von z, und ¢ abhéngen (Gl. (4.3)),
sind die Schnittkurven im Allgemeinen keine Kreise, sondern analytisch nicht beschreib-

bare Kurven.

Aus Abbildung 4.6 ist weiterhin zu erkennen, dass bei Verwendung von drei Sensoren
im Fall einer Ebenenkonfiguration neben dem wahren Quellort xo; noch ein weiterer
scheinbarer Quellort x¢;; ~ (—5.7m,—0.18m)7 existieren kann. Aber wie auch schon
bei der Linienkonfiguration gibt es bei der Ebenenkonfiguration Quellorte, zu denen kein

zweiter moglicher Quellort existiert. Das verdeutlicht Abb. 4.7 fiir die in Beispiel 4.2
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verwendete Sensorkonfiguration und einen Quellort xo ; = (0.5m, 0m)”". Die Schnittkurven

schneiden sich nur in einem Punkt, ndmlich dem wahren Quellort.

10¢
Schnittkurve
Sensorpaar 1,2
5 L
*S,
> 0 0.~ Xo,1l
*S,
-5t Schnittkurve
Sensorpaar 1,3
-10 L L L ,
-10 -5 0 5 10

Abb. 4.7: Schnittkurven fiir die Sensorpaare 1,2 und 1, 3 sowie Quellort als einziger Schnittpunkt
der Schnittkurven bei Diffusion-Advektion.

4.2.4 Raumkonfiguration

Bei der Raumkonfiguration sind mindestens m = 4 Sensoren notwendig, um den Quellort
xo = (70, Yo, 20)T und die Quellintensitit gy zu ermitteln. Wie auch bei der Linien- und

Ebenenkonfiguration lésst sich der Quellort durch iteratives Losen von

di (0, q0) — [|%1 — Xoll2 =0
da(z0, qo) — ||%2 — Xoll2 =0 (428
ds (o, qo) — || X3 — Xol[2 =0

(0, go)

da(o, qo) — ||X4 - X0||2 =0
finden.

Eine Analyse weiterer Losungen fiir den Quellort ist im Fall einer Raumkonfiguration
auf der Basis von Schnittkurven schwierig. Jedoch erlaubt eine Analogiebetrachtung zum

Diffusionsfall und zu anderen Sensor-Quell-Konfigurationen qualitative Aussagen.

Im Fall von reiner Diffusion existierten im ungestorten Fall mindestens eine Losung, i. Allg.
sogar zwei Losungen fiir den Quellort. Dies galt fiir die Linien- und Ebenen- als auch fiir

die Raum- und Halbraumkonfiguration. Im Fall von Diffusion-Advektion wurde fiir die
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Linien- und Ebenenkonfiguration gezeigt, dass entweder eine Losung oder zwei Losungen
existieren. Dies ldsst den Schluss zu, dass auch bei der Raum- und Halbraumkonfiguration
entweder eine Losung oder zwei Losungen auftreten. Eine Unterscheidung zwischen dem
wahren und einem moglichen scheinbaren Quellort ist in jedem Fall durch einen geeignet

angeordneten zusétzlichen Sensor moglich (sieche Abschnitt 4.3.2).

4.2.5 Halbraumkonfiguration

Bei der Halbraumkonfiguration sind fiir die Lokalisierung des Quellorts xo = (x¢,%0)"
mindestens m = 3 Sensoren notwendig. Die Losung erfolgt wie im Fall der Ebenenkonfi-

guration.

4.2.6 Allgemeine L6sung

Die allgemeine Losung fiir die Quellenlokalisierung auf der Basis minimaler Sensoranzahl

m wird als Losung von
dz(x07q0) - ||XZ_X0||2 :O’ L= 1aam (429)

erhalten. Zur Losung lassen sich Gradientenverfahren verwenden; eine spezielle Losung

wie im Fall von Diffusion lésst sich nicht angeben.

4.3 Untersuchung der Losung

4.3.1 Eigenschaften von wahrem und scheinbarem Quellort

Der vorangegangene Abschnitt zeigte, dass im ungestorten Fall bei Verwendung der mi-
nimalen Anzahl von Sensoren zwei Losungen fiir den Quellort existieren konnen. Fiir den
Fall reiner Diffusion konnte gezeigt werden, dass die beiden Quellorte gespiegelte Punkte
am Umkreis bzw. an der Umkugel der Sensoren sind. Im Fall von Diffusion-Advektion
sind solche quantitativen Aussagen iiber die Lage der Losungen nicht moglich. Einzig
fiir die Linienkonfiguration konnte eine geschlossene Losung fiir die Lage des scheinbaren
Quellorts auf der Basis der Lage des wahren Quellorts angegeben werden. Nachfolgend
werden fiir den Advektionsfall am Beispiel der Ebenenkonfiguration qualitative Aussagen
iiber die Eigenschaften der wahren und der scheinbaren Losung erarbeitet, die sich spéater

zur Sensorplatzierung nutzen lassen.
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Abbildung 4.8 zeigt die Konzentrationsprofile, die sich fiir den wahren Quellort x¢; und
fiir den scheinbaren Quellort x¢ ;; geméafl Beispiel 4.2 ergeben. In der (x, y)-Ebene sind die
Punkte eingezeichnet, iiber denen sich beide Konzentrationsprofile schneiden (Konzentra-
tionsschnittlinie). Im Fall reiner Diffusion ergaben diese Punkte genau den Umkreis der
Sensoren. Hier im Advektionsfall bilden die Punkte eine geschlossen Kurve (aber keinen

Kreis), auf der alle Sensoren liegen.
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Abb. 4.8: Konzentrationsprofile fiir wahren und scheinbaren Quellort xo; bzw. xo 7 gemifl
Beispiel 4.2 sowie in die (z,y)-Ebene projizierte Konzentrationsschnittlinie.

Wiéhrend im Diffusionsfall die projizierte Konzentrationsschnittlinie unabhéngig vom Quell-
ort stets den Umkreis der Sensoren bildet, ist die Form und Lage dieser Schnittlinie im
Advektionsfall abhéngig vom Quellort. Das verdeutlicht Abb. 4.9. Fiir vier verschiedene
Quellorte xg 7 sind die projizierten Konzentrationsschnittlinien dargestellt. Allen Schnittli-
nien ist gemeinsam, dass sie die Sensorstandorte schneiden und beziiglich dieser Standorte

konvexe Mengen® umranden.

4.3.2 Konsequenzen fiir die Sensorplatzierung

Wie im Abschnitt 4.2 herausgearbeitet wurde, ist eine Unterscheidung zwischen wahrem

und scheinbarem Quellort nur mit einem weiteren Sensor méoglich.

3Eine Menge ist konvex, wenn sie mit je zwei Elementen = und y die gesamte Verbindungsstrecke
{Ax+ (1 =Ny : 0<X<1} zwischen x und y enthilt [14].
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Abb. 4.9: Projizierte Konzentrationsschnittlinien fiir vier verschiedene Quellorte (x¢ ) mit zu-
gehorigen scheinbaren Quellorten xg ;7 (links oben passend zu Abb. 4.8 bzw. Beispiel 4.2).

Im Fall reiner Diffusion geniigt es, wenn sich der zusétzliche Sensor nicht auf dem Um-
kreis der anderen Sensoren (Konzentrationsschnittlinie) befand. Im Fall von Diffusion-
Advektion hingen Lage und Form der Konzentrationsschnittlinie vom Quellort ab (Abb.
4.9). Wenn alle moglichen Quellorte beriicksichtigt werden, fiillt die Menge der zuge-
horigen Konzentrationsschnittlinien nahezu das gesamte Uberwachungsgebiet aus. Aller-
dings bleibt das Innere des Dreiecks mit den Ecken (xi,x3,x3) davon unberiihrt, da die
Schnittlinien konvexe Mengen umranden. Das Dreieck ist aber gerade die konvexe Hiille
der Sensorstandorte, oder mit anderen Worten, die kleinste Schnittmenge aller durch die
Konzentrationsschnittlinien bestimmten konvexen Mengen [14]. Abb. 4.10 zeigt die Kon-

zentrationsschnittlinien geméfl Abb. 4.9 sowie die konvexe Hiille (Dreieck) der Sensoren.
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Abb. 4.10: Projizierte Konzentrationsschnittlinien fiir vier verschiedene Quellorte sowie konvexe
Hiille der Sensorstandorte.

Daraus folgt, dass es keinen Quellort gibt, fiir den die zugehorige Konzentrationsschnitt-
linie die konvexe Hiille schneidet. Mit einem zusétzlichen Sensor innerhalb der konve-
xen Hiille der anderen Sensoren ist also stets eine Unterscheidung zwischen wahrem und
scheinbarem Quellort moglich. Bei der Ebenenkonfiguration muss der vierte Sensor somit
innerhalb des Dreiecks (x1, X3, x3) liegen (Abb. 4.11 (links)). Bei der Raumkonfiguration
bildet das Tetraeder mit den Ecken (x, X5, X3,%4) die konvexe Hiille (Abb. 4.11 (rechts)),

in der der fiinfte Sensor liegen muss.

S3 Sq konvexe Hiille

konvexe Hiille

Sz

St
SQ Sl

) S
zusiitzlicher Sensor zusétzlicher Sensor

\
"

Abb. 4.11: Konvexe Hiille der Sensoren bei Ebenenkonfiguration (links) und bei Raumkonfigu-
ration (rechts). Ein zusétzlicher Sensor zur Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem

Quellort muss innerhalb dieser konvexen Hiille liegen.
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4.3.3 Zur Existenz von Loésungen im gestorten Fall

Im ungestorten Fall existiert fiir den Quellort bei Verwenden minimaler Sensoranzahl stets
mindestens eine Losung, ndmlich der wahre Quellort. Bei der Quellenlokalisierung im ge-
storten Fall auf der Basis der geschétzten Sensor-Quell-Abstéande d; kann es dazu kommen,
dass (4.29) inkonsistent wird und keine Losung fiir den Quellort existiert. Das verdeut-
licht Abb. 4.12 fiir die Ebenenkonfiguration nach Beispiel 4.2. Die Schnittkurven fiir die
Sensorpaare 1,2 und 1,3 schneiden sich nicht. Im Gegensatz zum Fall reiner Diffusion

lassen sich hier keine analytischen Kriterien fiir die Existenz einer Losung angeben.

10r
Schnittkurve
Sensorpaar 1,3
5 L
1S
c Or
> *Sl
_5 L
Schnittkurve
Sensorpaar 1,2
_10 L L L )
-5 0 5 10 15

xinm

Abb. 4.12: Schnittkurven fiir Sensorpaare 1,2 und 1,3 schneiden sich im ungiinstig gestorten
Fall nicht.

4.4 Quellortschitzung im gestorten Fall

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Quellenlokalisierung bei Diffusion-Advektion fiir
den ungestorten Fall auf der Basis minimaler Sensoranzahl behandelt. Im Abschnitt 4.3.3
wurde festgestellt, dass im gestorten Fall auch bei minimaler Sensoranzahl keine Losung
existieren muss. Selbst wenn eine Losung existiert, hat die Verwendung der minimalen
Sensoranzahl den Nachteil, dass jeder Konzentrationsmessfehler direkt einen Fehler bei
der Quellenlokalisierung bewirkt. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, im gestorten Fall eine
groflere Anzahl p > m von Sensoren zu verwenden. Diese erlauben einen Fehlerausgleich
und bei geeigneter Standortwahl eine Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem

Quellort. Das Gleichungssystem (4.29) wird im gestorten Fall zu

A

di(z0,q0) — [[xi = %oll2=0;  i=1,....p. (4.30)
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Es ist mit p > m iiberbestimmt und wegen der Storungen i. Allg. inkonsistent. Die Mengen
P; (Ovale), auf denen sich aus der Sicht der einzelnen Sensoren die Quelle befinden kann,

besitzen folglich keinen gemeinsamen Schnittpunkt mehr (Abb. 4.13).

307
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Abb. 4.13: Mengen P; (Ovale) fiir alle p Sensoren, die im gestorten Fall keinen gemeinsamen
Schnittpunkt besitzen.

Um dennoch eine Losung fiir den Quellort zu erhalten, lasst sich auf der Basis von (4.30)

ein Optimierungsproblem

P 2,

Z (di<l’0, q0) — sz — X0H2> = %{)ﬁql; =:J (431)
i=1 ’

stellen. Dessen Losung erfolgt iterativ durch Gradientenverfahren, wobei fir p (p > m)

Sensoren ein eindeutiges globales Minimum entsteht, wie das nachfolgende Beispiel ver-

deutlicht.

Beispiel 4.3 Fiir die in Abb. 4.2 bzw. 4.13 dargestellte Ebenenkonfiguration mit x| =
(0m, 0m)T, x5 = (20m, 0m)?, x3 = (10m, 10m)” und x4 = (10m, 20m)” sowie einer Quelle
bei Xo = (4m, 6m)7 wird J nach (4.31) berechnet. Das Giitegebirge J(xq,yo) fiir festes qq
zeigt Abb. 4.14 (links) fir den ungestorten Fall. Im Vergleich dazu zeigt Abb. 4.14 (rechts)
das Glitegebirge, das bei Verwenden des ausgangsfehlerbasierten Standardverfahrens fiir

den ungestorten Fall entsteht.

Anhand der Giitegebirge in Beispiel 4.3 ist zu erkennen, dass die iterative Optimierung
beim zweistufigen Verfahren unproblematisch ist. Es existiert ein eindeutiges globales

Minimum im gesuchten Punkt xo = (4m, 6m)7.
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zweistufiges Verfahren ausgangsfehlerbasiertes Verfahren
20
15
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Abb. 4.14: Giitegebirge (logarithmisch) fiir das zweistufige Verfahren (4.31) (links) und fiir das
ausgangsfehlerbasierte Standardverfahren (1.1) (rechts).

Mit dem ausgangsfehlerbasierten Standardverfahren ergibt sich hingegen ein Giitegebirge,
das lokale uneigentliche* Maxima in den Sensorstandorten und zudem Nebenminima be-
sitzt, in denen iterative Optimierungsverfahren abbrechen und somit eine falsche Losung
liefern. Weiterhin existieren beim ausgangsfehlerbasierten Verfahren enge Tiler, die die

iterative Optimierung erschweren.

4.5 Wichtung

Durch (4.31) wird die Minimierung der Summe der Abstandsquadrate vom geschétzten
Quellort zu allen Ovalen im geometrischen Sinne gefordert. Der Ausgleich erfolgt bei
diesem Problem offensichtlich in der Weise

p

Z (Aczi(a:o,qo))2 = Min. (4.32)

- X0,90
=1 ’

Damit werden also Anderungen A(L(xo, qo) fiir jeden Sensor ¢ gleich bewertet.

Die Storungen treten jedoch in den Konzentrationsmessungen auf (z. B. Kalibrierfehler),

weshalb es sinnvoller ist, einen Ausgleich beziiglich der Konzentrationen

p

3" (ACH)? = Min (4.33)

- X0,90
=1 ’

4Das Adjektiv uneigentlich verweist darauf, dass J den Wert oo annimmt. Da dieser nicht zum Wer-
tebereich von J gehort, handelt es sich um kein Maximum im eigentlichen Sinn.
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anzustreben, wie er durch das einstufige Ausgangsfehlerverfahren erzielt wird. Lassen sich

Wichtungsfaktoren w; finden, die im linearisierten Fall dazu fiithren, dass

gilt, dann kann (4.31) zu

i (wi (CZZ‘(Q;ONJO) — [Ixi — X0H2>>2 = thlg =:J (4.35)

erweitert werden. In Ndherung verhélt sich dann dieses Problem wie ein Ausgangsfehler-
problem in C;. Um die Wichtungsfaktoren zu bestimmen, wird wie in Abschnitt 3.5 im
Sinne der Fehlerrechnung vorgegangen. Es folgt

5 1 2K di(%,%)';_ﬁ

( 0 QO) C. v, di(%,q()) ‘ 21]_;( 1 ( )

Fiir den Grenzfall v, — 0 gilt

- q 1 ATK

~ 2
Adi<£lj'0, qO) ~ —47_(—[( . E . ACI also w; = _Cz . % s (437)
was erwartungsgeméfl der Wichtung fiir den Diffusionsfall entspricht, vgl. (3.92).
Aus (4.36) folgt der optimale Wichtungsfaktor
Cii Zo, -tz + 1
w; = OZ . (A 0 QO) 2K s (438)

di(zo, q0) * 35
der jedoch abhéngig von den Groflen xy und qq ist, die zu Beginn der Optimierung nicht

bekannt sind. Ist das Verhéltnis v/K hinreichend grof und befindet sich die Quelle nicht

in unmittelbarer Néhe des Sensors 7, so gilt di(a;o, Q) - 3% > 1 und damit in Néherung

Diese vereinfachten Wichtungsfaktoren lassen sich fiir die Optimierung nutzen. Liegen
nach der Optimierung Schitzwerte fiir cii(mo, ¢o) vor, konnen die Wichtungsfaktoren nach

(4.38) ermittelt und fiir eine weitere Feinoptimierung (4.35) genutzt werden.

Beispiel 4.4 Fir die in Abb. 4.15 dargestellte Ebenenkonfiguration wird eine Lokalisie-
rung auf der Basis der stationdren Konzentrationen durchgefiihrt. Dabei werden die Kon-
zentrationen mit deterministischen Absolutfehlern beaufschlagt, wie sie durch Kalibrierfeh-
ler entstehen. Es wird also zum Konzentrationswert jedes Sensors eine feste positive bzw.

negative Konzentration (Kalibrierfehler) addiert (vgl. Beispiel 3.3). Die Ergebnisse, die
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dabei sowohl mit dem ungewichteten Verfahren als auch mit dem gewichteten Verfahren
erzielt werden, zeigt Abb. 4.15. Zudem sind die Ergebnisse des Ausgangsfehlerverfahrens
dargestellt, das hier stets das globale Minimum findet und nicht in Nebenminima abbricht,
da hier die wahren Werte fiir Quellort und -intensitat als Startwerte vorgegeben wurden.
Werden Startwerte in der Nihe der wahren Losung gewdhlt, so findet das Ausgangsfehler-
verfahren ebenfalls das globale Minimum. Wird jedoch als Startwert beispielsweise (6,13)
gewdhlt, bricht das Verfahren im lokalen Minimum bei (8.4,13.2) ab (vgl. Abb. 4.14).

Beispiel 4.4 zeigt, dass mit dem gewichteten Verfahren deutlich bessere Ergebnisse erzielt
werden als mit dem ungewichteten Verfahren (maximale Abweichung zwischen wahrem
und geschitztem Quellort 0.4m beim gewichteten Verfahren gegeniiber 2.9m beim unge-
wichteten Verfahren). Im Vergleich zum Ausgangsfehlerverfahren sind keine wesentlichen

Unterschiede zu erkennen.
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4.6 Fehler der Quellortschitzung

mit stationiaren Konzentrationen

In diesem Abschnitt wird anhand eines Simulationsbeispiels untersucht, welche Abwei-
chungen durch eine Quellenlokalisierung auf der Basis stationédrer Endwerte entstehen,
wenn nach endlicher Messzeit die zuletzt gemessenen Konzentrationen als Schéitzwerte
fiir die stationdren Konzentrationswerte verwendet werden. Fiir die Untersuchungen wird
die im Abb. 2.5 (links) dargestellte Anordnung von Sensoren und Quelle mit den sich

daraus ergebenden Konzentrationsverldufen gemafl Abb. 2.5 (rechts) verwendet.

Werden nun die zu jedem Zeitpunkt gemessenen Konzentrationswerte als Schétzwerte
fiir die stationdren Konzentrationen angesehen, entsteht ein systematischer Fehler, da die
Konzentrationen tatséchlich noch steigen. Damit ergibt sich auch im ungestoérten Fall eine
Abweichung zwischen tatsdchlichem und geschiatztem Quellort. Diese zeitabhéingige Ab-
weichung ist in Abb. 4.16 fiir verschiedene Stromungsgeschwindigkeiten v, und konstanten
Diffusionskoeffizienten K = 0.2m?/s dargestellt.

1 -
J— VX=O.05m/s
— vX=O.1O m/s
0.81 _ _ vX=O.15 m/s
€
c
= 0.6
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=]
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o -
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Abb. 4.16: Abweichung des geschétzten Quellorts vom wahren Wert in Abhéngigkeit von der
Beobachtungszeit bei Schéitzung auf der Basis stationdrer Konzentrationen im ungestorten Fall
fiir verschiedene Stréomungsgeschwindigkeiten v, (K = 0.2m?/s).

Die Abweichung zwischen wahrem und geschiatztem Quellort sinkt erwartungsgemafl mit
der Zeit, da sich die Konzentrationen den stationdren Werten ndhern. Eine Schatzung des
Quellorts kann also nur nach einer bestimmten Zeit nach Beginn der Emission auf der
Basis stationdrer Konzentrationswerte erfolgen. Die notwendige Zeit verkiirzt sich aber

mit steigender Stromungsgeschwindigkeit v,.
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4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung fiir den Fall von
Diffusion-Advektion entwickelt. Es basiert auf einem geometrischen Zugang, bei dem zu-
néchst fiir jeden Sensor ¢ einzeln die Menge P; bestimmt wird, auf der sich aus der Sicht
dieses Sensors die Quelle befinden kann. Durch Betrachten mehrerer P; lidsst sich daraus

der Quellort schétzen.

Im Fall von Diffusion-Advektion bildet diese Menge fiir jeden Sensor ein Oval um den
Sensorstandort. Form und Gréfle dieses Ovals hédngen von der gemessenen Konzentration
C; am jeweiligen Sensor, der Quellintensitét qp, dem Diffusionskoeffizient K und der Stro-
mungsgeschwindigkeit v, ab. Es wird gezeigt, dass eine Beschreibung des Ovals durch den
verallgemeinerten Sensor-Quell-Abstand d; moglich ist. Falls v, und K durch Vorabex-
perimente identifiziert oder online gemessen werden, ist d; nur noch von der gemessenen

Konzentration und von der Quellintensitit g, abhéngig.

Im Diffusionsfall bewirkte gq eine lineare Skalierung von d;, weshalb eine Zerlegung in
einen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand und einen linearen Skalierungsfaktor erfolgen
konnte. Im Advektionsfall ist d; eine komplizierte nichtlineare Funktion von ¢y und der

r-Komponente des Quellorts xg.

Um den Quellort zu ermitteln, wird ein nichtlineares Gleichungssystem mit allen d;(zo, qo)
formuliert, das sich durch iterative Verfahren losen ldsst. Die iterativ gefundene Losung

enthélt zugleich einen Schatzwert fiir die Quellintensitét.

Fiir den ungestorten Fall mit minimaler Sensoranzahl wird mit Hilfe von Schnittkurven
gezeigt, dass es - wie auch im Diffusionsfall - entweder eine Losung oder zwei Losungen
(eine wahre und eine scheinbare) Losung fiir das Quellenlokalisierungsproblem gibt. Al-
lerdings kann bei zwei moglichen Losungen die Lage der zweiten Losung nur noch fiir
den Fall einer Linienkonfiguration analytisch angegeben werden. Es wird jedoch gezeigt,
dass durch Platzieren eines weiteren Sensors innerhalb der konvexen Hiille der anderen
Sensoren auch bei der Ebenen-, Raum- und Halbraumkonfiguration stets eine Unterschei-
dung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort moglich ist. Unterscheidungsprobleme
zwischen wahrem und scheinbarem Quellort bei gestorten Konzentrationsmessungen und
ungiinstigen Sensorstandorten kénnen im Fall von Diffusion-Advektion analog zum Dif-

fusionsfall auftreten, wobei hier kein explizites Beispiel angegeben wird.
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Im gestorten Fall mit beliebiger Sensoranzahl entsteht ein iberbestimmtes, i. Allg. inkonsi-
stentes, nichtlineares Gleichungssystem, das in ein Optimierungsproblem fiir den Quellort
und die Quellintensitédt umgeformt wird. Dieses Optimierungsproblem lésst sich ebenfalls

iterativ losen.

Durch Einfithren von Wichtungsfaktoren wird beriicksichtigt, dass ein Ausgleich in den
gestorten Konzentrationen und nicht in den Sensor-Quell-Absténden stattfindet. Da mit
dieser Wichtung aus statistischer Sicht annéhernd eine Maximum-likelihood-Schétzung
erfolgt, sind damit in Naherung gleich gute statistische Eigenschaften wie beim klassi-
schen ausgangsfehlerbasierten Verfahren (Maximum-likelihood-Schitzung) zu erwarten,
was durch die gezeigten Simulationsbeispiele deutlich wird. Dabei besitzt das neue Ver-

fahren nicht die numerischen Probleme des Ausgangsfehlerverfahrens.



96 5. Simulative und praktische Erprobung der neuen Verfahren

5 Simulative und praktische
Erprobung der neuen Verfahren

5.1 Komplexbeispiel Diffusion

In diesem Abschnitt soll die Leistungsfiahigkeit des neuen Verfahrens an einem realitéts-
nahen Simulationsbeispiel demonstriert werden. Dazu wird die in Abb. 3.15 verwendete
Ebenenkonfiguration genutzt. Es wird angenommen, dass alle Sensoren einen Kalibrier-
fehler besitzen, der zu einer dauerhaften systematischen Abweichung der Messung vom
wahren Wert fiihrt. Der Kalibrierfehler betrégt fiir die Sensoren 1 und 2 AC' = 1mg/ m®
und fiir die Sensoren 3 und 4 AC' = —1mg/ m®. Dies entspricht einer relativen Abweichung
von 5% bezogen auf den Messbereich (0 — 20mg/m?®) der Sensoren und 15% bezogen auf
den mittleren stationdren Konzentrationswert aller Sensoren. Zudem tritt unkorrelier-
tes stationiires normalverteiltes Rauschen als zusitzliche Stérung mit einer Stirke! von
+1.2mg/m3, +£2.4mg/m? bzw. +4.8mg/m? auf. Die Simulationen werden fiir die Quellorte
Xo = (5m, 10m) und xo = (3m, 5m) durchgefiihrt.

600s nach Beginn der Emission (Startzeit to = 0s, Quellintensitdt ¢o = 300mg/s, Dif-
fusionskoeffizient K = 0.2m?/s) wird der Quellort auf der Basis stationérer als auch

instationdrer Konzentrationen mit den gewichteten Verfahren geschétzt.

Fiir jedes Beispiel erfolgen 200 Simulationen, wobei aus Darstellungsgriinden in Abb. 5.1
und Abb. 5.2 jeweils nur die Ergebnisse von 20 zufillig ausgewéhlten Simulationen gezeigt
werden. Tabelle 5.1 gibt einen Uberblick iiber die Ergebnisse, die auf der Basis der jeweils

200 Simulationen ermittelt wurden.

!Die Stiirke einer unkorrelierten, stationsiren, normalverteilten Stérung wird hier durch das Intervall
um den ungestoérten Wert definiert, in dem sich 99.7% aller gestérten Werte befinden (30-Regel).
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Abb. 5.1: Konzentrationsverldufe (links) sowie Quellortschétzungen fiir 20 Simulationen (rechts)
fiir Quellort xo = (5m, 10m)? und Stérung mit £1.2mg/m3, +2.4mg/m? sowie +4.8mg/m?.
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Abb. 5.2: Konzentrationsverldufe (links) sowie Quellortschitzungen fiir 20 Simulationen (rechts)

fiir Quellort xo = (3m, 5m)7

und Stérung mit +1.2mg/m?, +2.4mg/m? sowie +4.8mg/m3.
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Quellort Mittelwert der | Streuung der -
uellor
T Storung Verfahren Abweichung Abweichung et ere.
X0 . N Rechenzeit
%o —Xol[2 %o — Xoll2

+0mg/m? | stationir 3.20m - 0.02s

instationér 0.58m — 11s

+1.2mg/m?3 | stationér 3.28m 0.01m? 0.02s

instationar 0.59m 0.02m? 12s

(5m, 10m) | £2.4mg/m? | stationéir 3.52m 0.02m? 0.02s

instationar 0.68m 0.09m? 14s

+4.8mg/m? | stationir 3.81m 0.07m? 0.02s

instationir 0.84m 0.95m? 19s

+0mg/m?® | stationér 1.56m - 0.02s

instationar 0.38m — 8s

+1.2mg/m? | stationér 1.57m 0.01m? 0.02s

instationar 0.42m 0.17m? 8s

(3m,5m) | £2.4mg/m? | stationir 1.59m 0.01m? 0.02s

instationir 1.31m 0.87m? 9s

+4.8mg/m? | stationér 1.61m 0.02m? 0.02s

instationar 1.63m 1.18m? 11s

Tabelle 5.1: Mittlere Ergebnisse fiir jeweils 200 Simulationen pro Beispiel fiir die Verfahren mit

stationaren und instationidren Konzentrationen.

Die Ergebnisse zeigen zunéchst, dass die statistischen Eigenschaften der Quellortschétzung

von der Lage des Quellorts abhéngen.

Weiterhin ist zu erkennen, dass die deterministischen Kalibrierfehler wesentlichen Einfluss
auf die mittlere Abweichung zwischen tatséichlichem und geschitztem Quellort haben (Si-
mulation mit Rauschen Stdrke Omg/m?). Das liegt daran, dass die Kalibrierfehler syste-
matische Fehler sind, die durch einen Fehlerausgleich nicht unterdriickt werden kénnen.
Anders verhélt es sich mit dem Rauschen. Da durch das gewichtete Quellenlokalisierungs-
verfahren, wie auch bei der Maximum-likelihood-Schéitzung, ein Ausgleich in den Konzen-
trationen angestrebt wird, kann das unkorrelierte, stationédre, normalverteilte Rauschen

zufriedenstellend kompensiert werden.

Dies gilt auch fiir die Schiatzung auf der Basis stationdrer Konzentrationen, da durch
die Mittelwertbildung zur Berechnung dieser Konzentrationen ein gute Kompensation
des Rauschens erfolgt. Jedoch besitzen die geschitzten Quellorte eine groflere mittlere

Abweichung als beim instationéren Verfahren. Dies ldsst sich damit begriinden, dass nach
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600s die stationdren Endwerte noch nicht erreicht sind (vgl. auch Abschnitt 3.7), was

insbesondere fiir den Quellort (5m, 10m) deutlich wird.

Die Rechenzeit? fiir die Verfahren mit instationiren Konzentrationen ist wesentlich groBer
als bei den Verfahren mit stationdren Konzentrationen, da beim instationéren Verfahren
eine Optimierung mit Hilfe aller Konzentrationsmesswerte fiir jeden Sensor durchgefiihrt
wird. Beim stationdren Verfahren werden nur die letzten Konzentrationsmesswerte fiir eine
Mittelwertbildung verwendet.Die gezeigten Rechenzeiten bereiten praktisch keine Proble-

me, da sie im Vergleich zur Ausbreitungszeit klein sind.

5.2 Komplexbeispiel Diffusion-Advektion

Dieser Abschnitt untersucht ein Komplexbeispiel fiir die Quellenlokalisierung bei Diffusion-
Advektion. Die Sensor-Quell-Anordnung und die Quellorte sind dabei identisch zum Kom-

plexbeispiel fiir den Diffusionsfall.

Es wird wiederum angenommen, dass alle Sensoren einen Kalibrierfehler besitzen, der zu
einer dauerhaften systematischen Abweichung der Messung vom wahren Wert fiihrt. Der
Kalibrierfehler betragt fiir die Sensoren 1 und 2 AC' = 1lmg/ m® und fiir die Sensoren 3
und 4 AC = —1mg/ m®. Dies entspricht einer relativen Abweichung von 5% bezogen auf
den Messbereich (0 — 20mg/m?) der Sensoren und 20%? bezogen auf den mittleren sta-
tiondren Konzentrationswert aller Sensoren. Zusétzlich wird eine unkorrelierte stationére
normalverteilte Storung der Strémungsrichtung um +10° und der Stromungsgeschwindig-
keit um +0.02m/s (entspricht £20%) angenommen. Weiterhin tritt unkorreliertes, statio-
niires, normalverteiltes Rauschen als zusiitzliche Stérung mit einer Stérke von +1.2mg/m3,
+2.4mg/m? bzw. +4.8mg/m? auf.

Nach einer Zeit von 600s nach Beginn der Emission (Startzeit t; = 0s, Quellintensi-
tit go = 300mg/s, Diffusionskoeffizient K = 0.2m?/s, Stromungsgeschwindigkeit v, =
0.1m/s) wird der Quellort auf der Basis stationédrer Konzentrationen mit dem gewichte-
ten Verfahren geschitzt. Fiir jedes Beispiel werden 200 Simulationen durchgefiihrt, wobei
erneut aus Darstellungsgriinden in Abb. 5.3 und Abb. 5.4 nur 20 zufillig ausgewéhlte

Quellortschiatzungen gezeigt werden.

2Alle Rechenzeitangaben beziehen sich auf Berechnungen mit Matlab auf einem Standard-PC mit
2GHz Taktfrequenz. Durch Implementieren der Algorithmen in ein Sensor-Managementsystem wie bei-

spielsweise INSPECT-S [58, 74] ist eine Verringerung der Rechenzeiten zu erwarten.
3Die gleiche absolute Stérung fithrte im Fall von Diffusion auf einen relativen Fehler von 15% bezogen

auf den mittleren stationdren Konzentrationswert aller Sensoren, da diese Konzentrationen dort grofier

warern.
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Tabelle 5.2 fasst die Ergebnisse aller Simulationen zusammen. Fiir die Untersuchungen
wurde zunéchst jede Storung und ihre Auswirkung auf die Quellortschitzung einzeln be-
trachtet. Auf der Basis der jeweils durchgefiithrten 200 Simulationen wurden Mittelwerte
und Streuungen des Abstandes des geschétzten Quellorts zum tatséchlichen Quellort be-

rechnet.

Es ist zu erkennen, dass die deterministischen Kalibrierfehler den gréfiten Einfluss auf die
mittlere Abweichung zwischen geschéitztem und tatsidchlichem Quellort haben, da sie nicht
durch einen Fehlerausgleich unterdriickt werden konnen. Ebenfalls deutlichen Einfluss auf
die mittlere Abweichung haben die Fehler der Stromungsrichtung und -geschwindigkeit,
wobei die Stromungsrichtung einen gréferen Einfluss als die -geschwindigkeit hat. Die
Ergebnisse zeigen jedoch, dass eine grobe Kenntnis der Strémungsbedingungen geniigt,

um befriedigende Quellortschétzungen zu erhalten.

Bei den Simulationen mit allen Storungen und zusétzlichem Messrauschen wird deutlich,
dass sich die mittleren Abweichungen der einzelnen Stérungen nicht addieren miissen. Das
lasst sich damit erkléren, dass die mittleren Verschiebungen des geschéitzten Quellorts zum

tatsdchlichen Quellort je nach Storungsart in verschiedene Richtungen erfolgen.

Die Quellortschiatzungen streuen erwartungsgeméfl um so stéirker, je grofler die Stérke des
Rauschens (£1.2mg/m?, +2.4mg/m? bzw. £4.8mg/m?) ist. Es wird jedoch sichtbar, dass
auch bei starkem Rauschen mit einer Stérke von +4.8mg/m? zufriedenstellende Resultate
erzielt werden. Dies lésst sich wiederum durch den guten Ausgleich von Konzentrati-
onsmessfehlern, der durch das gewichtete Verfahren erzielt wird (anndhernde Maximum-

likelihood-Schétzung), erkléren.

Weiterhin zeigt Tabelle 5.2, dass die Abweichungen auch abhéngig vom Quellort sind,
wobei fiir die untersuchten Quellorte die Unterschiede relativ klein sind. Die Abhéngig-
keit der statistischen Eigenschaften vom Quellort resultiert prinzipiell daraus, dass je
nach Quellort verschieden hohe Konzentrationen an den Sensoren gemessen werden. Da-
mit wirken sich die Storungen (z. B. Kalibrierfehler) unterschiedlich stark aus. Besonders
deutlich wird das, wenn eine Quelle auf der stromungsabgewandten Seite der Sensoren
betrachtet wird. Die entstehenden sehr kleinen Konzentrationen an den Sensoren kon-
nen durch die Kalibrierfehler zu relativen Stérungen im Bereich mehrerer 100% fiihren.
Eine Quellenlokalisierung mit Storungen ist bei Advektion also nur fiir Quellorte auf der

stromungszugewandten Seite sinnvoll.

Die Rechenzeit fiir die Quellenlokalisierung betrug durchschnittlich 12 s.
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Mittelwert der Streuung der
Quellort x3 Stérung Abweichung Abweichung
H)A(O—XQHQ H)A(O_XOH2
deterministischer 1.80m _
Kalibrierfehler
stochastische Abweichung der 0.48m 0.13m?2
Stromungsrichtung
(510, 10m) stochastische Abweichung der 0.27m 0.04m?2
Stromungsgeschwindigkeit
alle Storungen plus Rauschen 1.83m 0.15m?2
mit +£1.2mg/m?
alle Storungen plus Rauschen 1.91m 0.17m?2
mit +£2.4mg/m?
alle Storungen plus Rauschen 1.94m 0.18m?2
mit +4.8mg/m?
deterministischer 0.91m _
Kalibrierfehler
stochastische Abweichung der 0.41m 0.08m?2
Stromungsrichtung
(31, 5m) stochastische Abwe?chl'mg .der 0.25m 0.03m?2
Stromungsgeschwindigkeit
alle Storungen plus Rauschen 0.91m 0.10m?2
mit +1.2mg/m?
alle Storungen plus Rauschen 0.93m 0.14m2
mit +£2.4mg/m?
alle Stérungen plus Rauschen 0.94m 0.17m?2
mit +£4.8mg/m?

Tabelle 5.2: Mittlere Ergebnisse fiir jeweils 200 Simulationen pro Beispiel bei verschiedenen

Storungen.

5.3 Praktische Erprobung

In einem industriellen Chemikalienlager fiir toxische Substanzen der Sigma-Aldrich-Chemie
GmbH Steinheim (Deutschland) wurde fiir Ausbreitungsexperimente ein Netzwerk von
vier Elektronischen Nasen des Typs SAMONA aufgebaut. Das SAMONA-System ist eine
Entwicklung des Instituts fiir Instrumentelle Analytik des Forschungszentrums Karlsru-

he. Es enthélt sowohl ein Metalloxid-Gradienten-Array [34] als auch ein Surface-Acoustic-
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Wave-Micro-Array [91]. SAMONA besitzt zudem eine interne Anreicherungseinheit [11],
die die zu messenden Substanzen iiber eine Zeit von 2 Minuten aufkonzentriert und an-
schliefend den Sensor-Arrays zufithrt. Damit kénnen sehr kleine Konzentrationen gemes-
sen werden. Zudem bewirkt die zeitliche Anreicherung eine Storungsfilterung. Allerdings

werden wegen des damit verbundenen langen Messzyklus nur alle drei Minuten Messwerte

von SAMONA geliefert.

Die Messungen erstreckten sich inklusive Versuchsaufbau und Vorabmessungen iiber eine
Woche. Innerhalb dieser Zeit konnten zehn verwertbare Ausbreitungsexperimente durch-

gefithrt werden.

Der Versuchsaufbau (Draufsicht) ist in Abb. 5.5 dargestellt. Die Sensor-Systeme befinden
sich in einer Hohe von 0.9m. Die Hochregale sind offen und behindern die Ausbreitung

nicht wesentlich. Die Stromungsrichtung ist in Abb. 5.5 durch einen Pfeil angegeben.

Hochregale

| sAMONA 4 SAMONA 3 |
- N

Quelle 3
SAMONA 2 SAMONA 1

[_Quelle 2
/f q Quelle 1

VAdvektion
/

Abb. 5.5: Sensornetz mit vier SAMONA-Geréiten und gewéhlte Quellorte (Draufsicht).

Abbildung 5.5 zeigt neben den Sensorstandorten zuséitzlich die Quellorte, an denen in
den Experimenten Stoffe freigesetzt wurden, um Leckagen zu simulieren. In jedem Expe-
riment wird an einem Quellort eine bestimmte Menge einer fliilssigen Substanz auf ein auf
dem Boden liegendes Filterpapier geschiittet. Durch das schnelle Verdunsten wird damit

eine instantane Quellintensitét erhalten. Fiir die Quellenlokalisierung miissen die zeitlich
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integrierten Konzentrationen verwendet werden, da das Verfahren auf sprungférmigen
Quellintensitéiten basiert. Abbildung 5.6 zeigt die gemessenen Konzentrationsverldufe fiir

drei Experimente sowie die zeitlich integrierten Konzentrationen.

Da sich die Sensoren nicht auf dem Boden befinden, handelt es sich hier um den ideali-

sierten Fall einer Halbraumkonfiguration.

Die fiir die Quellenlokalisierung notwendigen Werte fiir die Stromungsgeschwindigkeit v,
und den Diffusionskoeffizienten K werden mit Hilfe zweier Vorabexperimente ermittelt.
Dafiir wird der Ausgangsfehler (1.1) fiir den in den Vorabexperimenten als bekannt vor-
ausgesetzten Quellort beziiglich v, und K minimiert. Dies liefert fiir die in den Vorabex-

perimenten gemessenen Konzentrationen v, = 0.03m/s und K = 0.02m?/s.

Fiir die Quellenlokalisierung werden nur die stationdren Endwerte der Konzentrationen
benotigt. Als Schétzwert fiir die stationdren Konzentrationen wird hier der letzte Wert
der integrierten Konzentrationen jedes Sensors fiir jede Messung (also bei 24 min, 30
min bzw. 48 min) verwendet (vgl. Abb. 5.6). Eine Signalfilterung ist wegen der Verwen-
dung der Anreicherungseinheit nicht notwendig. Fiir die drei gezeigten Experimente sind
die Ergebnisse der Quellenlokalisierung in Abb. 5.7 dargestellt. Dabei wurde das Koor-
dinatensystem in die Stromungsrichtung gedreht. In Abb. 5.7 (rechts) ist die Menge P;
(Oval) fiir jeden Sensor fiir optimales gy dargestellt. Nachfolgend werden die Ergebnisse

der gezeigten drei Experimente diskutiert.

Experiment 1

Aufgrund der Lage von Quellort 1 und der Stromungsrichtung ist zu erwarten, dass Sen-
sor S7 von Beginn an die grofite Konzentration misst. Aufgrund von Storungen in der
Ausbreitung (z. B. leicht wechselnde Stromungsrichtung) kommt es dazu, dass Sensor Sy
anfanglich hohere Konzentrationen misst, wodurch die zeitlich integrierten Konzentratio-
nen von Sensor Sy bis ca. 16 Minuten nach Emissionsbeginn gréfler sind als die von Sensor
Si. Dadurch erreicht der stationire Endwert von Sensor S; einen kleineren Wert als in
Bezug auf S, erwartet (nahezu gleich wie Sy). Dies fiihrt zu einem geschétzten Quellort,
in dem eine Quelle unter Beriicksichtigung der identifizierten Stromungsrichtung bei bei-
den Sensoren S; und Sy annédhernd gleiche Konzentrationen hervorruft. Die Abweichung
zum tatsachlichen Quellort betrégt ca. 1.3m. Die Abweichung lédsst sich auch anhand der
Mengen P; (Ovale) verdeutlichen. Durch die zu geringe Konzentration bei S; wird ein
zu grofles Oval fiir diesen Sensor erhalten. Mit einer gréfferen Konzentration und damit

einem kleineren Oval fiir S liegt der geschétzte Quellort ndher am tatsdchlichen Quellort.
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Experiment 2

In Experiment 2 unterliegen die Konzentrationsmesswerte groflen Schwankungen. Den-
noch ergibt sich fiir die integrierten Konzentrationen ein nahezu erwartungsgeméifler Ver-
lauf. Allein die Konzentration am Sensor Sy ist kleiner als erwartet, namlich etwa nur so
grofl wie die Konzentration am Sensor S;. Dies ist wiederum auf Stérungen bei der Aus-
breitung zuriickzufiihren. Eine grofiere Konzentration bei Sensor S; wird den geschétzten
Quellort ndher in Richtung S; bewegen und damit die Abweichung von 0.9m zwischen
geschiatztem und tatsédchlichem Quellort verringern. Dies wird erneut bei Betrachtung
der Mengen P; deutlich. Eine grofiere Konzentration und damit ein kleineres Oval fiir Sy

verschiebt den geschétzten Quellort in Richtung tatsédchlichen Quellort.

Experiment 3

Die Konzentrationsmesswerte bei Experiment 3 und damit auch die Verlaufe der integrier-
ten Konzentrationen sehen sehr gut aus. Die in Stréomungsrichtung liegenden Sensoren S
und S; messen groffere Konzentrationen als die Sensoren S; und S;. Jedoch sind die
Konzentrationen bei S; und Sy unter Beriicksichtigung der identifizierten Stromungsge-
schwindigkeit grofler als erwartet. Dies kann durch eine temporér niedrigere Stromungsge-
schwindigkeit als die identifizierte erklart werden. Aus diesem Grund wird der geschétzte
Quellort in Richtung der Sensoren S; und S5 verschoben und weicht somit um ca. 1.3m

vom tatsdchlichen Quellort ab.

Zusammenfassend lasst sich feststellen, dass in den drei gezeigten Experimenten die Schétz-
werte fiir die Quellorte nicht direkt auf den wahren Quellorten liegen. Das ist auf Kali-
brierfehler und schwankende Strémungsverhéltnisse zuriickzufiithren. Dennoch stellen die
geschétzten Quellorte unter Beriicksichtigung dieser Storeinfliisse befriedigende Néaherun-

gen fiir die tatséchlichen Quellorte dar.

In drei weiteren Experimenten konnten ebenfalls vergleichbar gute Resultate erzielt wer-
den, wobei eine verdnderte Stromungsgeschwindigkeit beriicksichtigt werden musste. Diese
Veranderung wurde infolge schlechter Quellortschétzungen erkannt, die sich durch das Ver-
wenden der vorab identifizierten Stromungsgeschwindigkeit ergaben. Das Erkennen von
verdnderten Ausbreitungsbedingungen ist aber im praktischen Einsatz nicht moglich. Als
Ausweg bietet sich der Einsatz von Anemometern zur Online-Messung der Stromungs-

richtung und -geschwindigkeit an.
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Abb. 5.7: Lage der lokalisierten Quellorte (4) sowie der tatséchlichen Quellorte (o) fiir drei

Experimente. Rechts sind die Mengen P; (Ovale) fiir alle vier Sensoren dargestellt.
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Zwei abschlieBende Experimente ergaben keine sinnvollen Schitzwerte fiir die Quellorte.
Die zugehorigen gemessenen Konzentrationsverlaufe lielen sich nicht mit einem Diffusions-
Advektions-Modell erklaren. Die Konzentrationsmessungen eines dieser Beispiele (Expe-
riment 7) zeigt Abb. 5.8.

Experiment 7 — Toluol am Quellort 1
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Abb. 5.8: Gemessene und zeitlich integrierte Konzentrationen fiir Experiment 7.

Aufgrund der Lage der Sensoren und der Quelle am Quellort 1 miissen bei einer Ausbrei-
tung durch Diffusion-Advektion die Sensoren 57 und Sy gréflere Konzentrationen messen
als die Sensoren S3 und Sy, egal ob und in welcher Richtung eine Stromung erfolgt. Dies
ist in Experiment 7 nicht der Fall; die Sensoren S5 und S; messen gleich grofle integrierte

Konzentrationen, die gréfler sind als die von Sy und 5.

Die Konzentrationsverlaufe in Abb. 5.8 lassen sich nur auf erhebliche Verwirbelungen im
Ausbreitungsgebiet zuriickfithren, die durch vorbei fahrende Gabelstapler und sich be-
wegende Personen hervorgerufen wurden. Aus diesen Experimenten wird klar, dass die
modellbasierte Quellenlokalisierung nur dann moglich ist, wenn keine grofien Stérungen
durch bewegte Objekte usw. vorliegen. Da praktisch eine automatische Leckagedetektion
und Quellenlokalisierung gerade dann wichtig ist, wenn keine Kontrolle durch Personen
im zu tiberwachendem Gebiet erfolgt (z.B. nachts), schrinkt dieses Forderung die An-

wendbarkeit der modellbasierten Verfahren nicht wesentlich ein.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der vorliegenden Arbeit bestand darin, neue Verfahren zur Lokalisierung von
Emissionsquellen auf der Basis rdaumlich verteilter Konzentrationsmessungen zu entwickeln.
Ausgehend von einem geometrischen Zugang wurden neue, zweistufige Verfahren zur Quel-
lenlokalisierung sowohl fiir den Fall der Ausbreitung durch reine Diffusion als auch fiir den

Fall von Diffusion-Advektion entwickelt.

Grundidee des geometrischen Zugangs ist es, zunéchst fiir jeden Sensor die Menge aller
Punkte zu bestimmen, auf der sich aus der Sicht des einzelnen Sensors die Quelle befinden
kann. Durch Bilden der Schnittmenge fiir mehrere Sensoren lésst sich dann daraus der
Quellort ermitteln. Die entwickelten Verfahren umgehen die numerischen Schwierigkei-
ten der klassischen ausgangsfehlerbasierten einstufigen Verfahren (Maximum-likelihood-
Schétzung). Zudem liefert der Zugang Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Lo-
sungen, zur Lage von Mehrfachlosungen sowie zur geeigneten Platzierung der Sensoren

innerhalb vorgegebener Bereiche fiir die Quellenlokalisierung.

Fiir die Entwicklung der neuen Verfahren wurden im Kapitel 2 Ausbreitungsmodelle in
Form von inhomogenen Diffusions-Advektions-Gleichungen fiir den Fall reiner Diffusion
sowie fiir den Fall von Diffusion-Advektion hergeleitet. Fiir das halbunendliche und unend-
liche sowie fiir das endliche Ausbreitungsmedium wurden mittels der Greenschen Funktion
geschlossene Losungen erarbeitet. Durch Messungen wurde gezeigt, dass die Modellierung

auf der Basis der Diffusions-Advektions-Gleichung praktisch sinnvoll ist.

In Kapitel 3 wurde der geometrische Zugang genutzt, um eine neues, zweistufiges Ver-
fahren zur Quellenlokalisierung fiir den Fall reiner Diffusion zu entwickeln. Dabei wurde
zunéchst der ungestorte Fall mit minimaler Sensoranzahl untersucht, um grundlegende
Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit sowie zur Lage von Losungen des Quellenloka-
lisierungsproblems herauszuarbeiten. AnschlieBend wurde der gestorte Fall mit beliebiger

Sensoranzahl behandelt.
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In Kapitel 4 wurden die Verfahren zur Quellenlokalisierung auf den Fall eines zusétzlichen
homogenen Stromungsfelds (Advektion) erweitert. Analog zum Fall reiner Diffusion wur-
de erst der ungestorte Fall mit minimaler Sensoranzahl und dann der gestorte Fall mit

beliebiger Sensoranzahl untersucht.

Kapitel 5 beschéftigte sich mit der simulativen und praktischen Erprobung der neuen
Verfahren. Anhand von zahlreichen Simulationen wurden die wesentlichen statistischen
Eigenschaften der neuen Verfahren herausgearbeitet. Abschlielend wurden die Ergebnisse

experimenteller Untersuchungen in einem industriellen Chemikalienlager vorgestellt.

Die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit sind:

1. Entwicklung neuer, zweistufiger Verfahren zur Quellenlokalisierung fiir Diffusions-
und Diffusions-Advektions-Vorgéinge auf der Basis rdumlich verteilter, punktweiser

Konzentrationsmessungen.

2. Einfithrung so genannter skalierbarer Sensor-Quell-Abstéande fiir den Diffusionsfall

sowie verallgemeinerter skalierbarer Sensor-Quell-Absténde im Fall von Diffusion-
Advektion.

3. Ableitung von Algorithmen zur Schétzung skalierbarer Sensor-Quell-Abstédnde so-
wohl auf der Basis stationdrer als auch instationirer Konzentrationen im ersten

Schritt der zweistufigen Verfahren.

4. Herleitung von Algorithmen zur Ermittlung des Quellorts auf der Basis skalierbarer
Sensor-Quell-Abstande fiir den ungestorten und gestorten Fall bei beliebiger Sensor-

anzahl im zweiten Schritt der zweistufigen Verfahren.

5. Nachweis, dass bei Diffusion im ungestorten Fall mit minimaler Sensoranzahl neben
der wahren stets eine scheinbare Losung existiert, die sich durch einen zusétzlichen
Sensor ausschlielen lésst, wenn dieser nicht auf der Umkugel der anderen Sensoren

liegt.

6. Nachweis, dass bei Diffusion-Advektion mit minimaler Sensoranzahl abhéngig vom
Quellort neben der wahren auch eine scheinbare Losung existieren kann, die sich
stets durch einen zusétzlichen Sensor innerhalb der konvexen Hiille der anderen

Sensoren ausschlieflen lasst.

7. Entwicklung einer approximativ-optimalen Wichtungsstrategie, die die Streuung der

Quellortschiatzungen bei gestérten Konzentrationsmessungen wesentlich verringert
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und damit die gleiche Schétzgiite wie einstufige ausgangsfehlerbasierte Verfahren

erreicht, ohne deren numerische Schwierigkeiten zu besitzen.

8. Implementierung der neuen Verfahren in ein Simulationssystem und breitgeficherte

Untersuchungen anhand von Komplexbeispielen (mehr als 3600 Simulationen).

9. Erfolgreiche praktische Erprobung der neuen Verfahren in einem industriellen Che-

mikalienlager.

Durch zukiinftige Arbeiten ist zu priifen, wie sich der neue, geometrische Zugang fiir ein-
und zweidimensionale Ausbreitungsmedien sowie komplexere Ausbreitungsszenarien und

Raumgeometrien (z. B. inhomogener Medien) nutzen lésst.

Ein weiterer Aspekt ist die Untersuchung der potenziellen Leistungsfahigkeit hybrider
Sensornetze, die sowohl aus stationéren als auch aus mobilen Sensoren bestehen. Zur

hybriden Quellenlokalisierung sind bisher keine Algorithmen bekannt.

Nicht zuletzt ist eine rechentechnische Umsetzung der neuen Algorithmen in ein Sen-
sormanagementsystem wie beispielsweise INSPECT-S Voraussetzung fiir eine industrielle

Nutzung der entwickelten Verfahren zur Quellenlokalisierung.
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A Elektronische Nasen

Die chemische Erkennungsebene besteht aus einem Array von sensitiven Rezeptoren
(Sensor-Array). Jeder Sensor tritt selektiv mit dem Analyten in Wechselwirkung, wo-
durch seine physikalischen Eigenschaften verindert werden. Diese Anderung wird durch
den Transducer in ein elektrisch verwertbares Signal umgewandelt. Die Signale des ge-
samten Sensor-Arrays liefern somit ein geruchsspezifisches Signalmuster, das anschliefend
durch eine Datenverarbeitung in der numerischen Erkennungsebene klassifiziert wird. Die
messbaren Parameter sind in Abhéngigkeit vom Sensortyp z. B. Temperatur, Masse oder
elektrische Kenngréflen, wie Spannung, Strom, Leitfdhigkeit und Kapazitit. Die wichtig-

sten Sensortypen und deren Wirkprinzipien sind nachfolgend beschrieben.

e Ein Metall-Oxid-Sensor besteht aus einem halbleitenden Metalloxid (meist Zinn-
dioxid), das zusatzlich eine selektiv permeable Keramikmembran besitzen kann.
Wird der Sensor auf eine Betriebstemperatur zwischen 100 bis 500°C aufgeheizt,
dann adsorbiert das Metalloxid Sauerstoff aus der Umgebungsluft, der an der Ober-
fliche reduziert wird. Dies fithrt zu einer Herabsetzung der Elektronenkonzentration
und damit der Leitfdhigkeit des Halbleiters. Reduzierende Gase reagieren mit dem
an der Oberfldche adsorbierten Sauerstoff und fithren damit zu einer Erhohung der
Leitfdhigkeit. Die Leitfahigkeitsénderung héngt dabei von der Beschichtung sowie
von der Betriebstemperatur des Sensors ab. Werden die Sensoren des Sensor-Arrays
mit verschiedenen Beschichtungen und/oder mit verschiedenen Temperaturen be-
trieben, so liefern alle Leitfahigkeitsdnderungen des Arrays ein geruchsspezifisches
Muster, das durch die numerische Erkennungsebene klassifiziert werden kann. Ein
Metall-Oxid-Sensor-System ist beispielsweise die Karlsruher Mikronase KAMINA
des Forschungszentrums Karlsruhe [4, 5, 27, 34, 35, 75]. Weitere Systeme und deren
Anwendung sind z. B. in [56, 57, 106] zu finden.

e Ein Leitendes-Polymer-Sensor [8, 43, 46] besteht im Wesentlichen aus einer elek-

trisch leitenden Polymerschicht. Bei Kontakt mit bestimmten Analyten &ndert sich
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in Abhéngigkeit von der Art des Polymers deren Leitwert. Wird das Sensor-Array
aus Sensoren verschiedener Polymere aufgebaut, liefern die Leitwertdnderungen ein

geruchsspezifisches Muster.

Ein Feld-Effekt-Sensor [78, 109] besteht aus einem Feld-Effekt-Transistor, der
zusétzlich eine Isolatorschicht am Gate besitzt. Die mit Feld-Effekt-Sensoren analy-
sierbaren Molekiile Hy, HyS, Cy H5O H geben Wasserstoffatome an eine Metallschicht
(Pd, Pt, Ir) ab, die dann eine Dipol-Schicht in der Isolatorschicht bilden. Diese ver-
ursacht eine messbare Spannungsénderung am Sensor. Die Eigenschaften des Sensors

lassen sich durch Variieren von Struktur und Dicke der Metallschicht beeinflussen.

Ein Schwingquarz-Sensor [7, 38, 44] besteht aus einem diinnen Quarzpléttchen,
auf dessen gegeniiberliegenden Fléchen zwei Elektroden aufgebracht sind. Wird an
diese Elektroden eine Spannung angelegt, so kommt es auf Grund der Elektrostrik-
tion - der reziproke Effekt zum piezoelektrischen Effekt - zu einer mechanischen
Deformation des Quarzes. Durch Anlegen einer hochfrequenten Wechselspannung
bilden sich stehende Wellen aus. Die Resonanzfrequenz ist dabei der Dicke des Platt-
chens umgekehrt proportional. Der Schwingquarz wird mit einer chemisch sensitiven
Schicht versehen, in die sich je nach Beschichtungsmaterial bestimmte Analyten ein-
lagern. Diese Einlagerung fiihrt zu einer VergroBerung der Dicke des Schwingquarzes
und damit zu einer messbaren Anderung der Resonanzfrequenz. In einer Elektro-
nischen Nase werden Schwingquarze mit unterschiedlicher sensitiver Beschichtung

eingesetzt, um ein geruchsspezifisches Muster von Frequenzénderungen zu erhalten.

Ein Surface-Acoustic-Wave-Sensor besteht aus so genannten interdigital trans-
ducers (IDT), d.h. aus kammartig ineinander greifenden Elektroden, die mittels
Photolithographie auf ein Substrat aufgebracht werden. Durch Anlegen einer hoch-
frequenten Wechselspannung wird eine Oberflaichenwelle in den IDTs erzeugt, de-
ren Resonanzfrequenz von der Bauweise der IDTs sowie von der Schallgeschwin-
digkeit abhéngt und bis zu 2 GHz erreichen kann. Wie bei den Schwingquarzen
kann durch chemisch sensitive Schichten eine Einlagerung von bestimmten Ana-
lyten erzielt werden, die hier eine Anderung der Schallgeschwindigkeit und damit
eine messbare Anderung der Resonanzfrequenz bewirkt. Ein Surface-Acoustic-Wave-
Sensorsystem ist beispielsweise das SAGAS-System des Forschungszentrums Kalrs-
ruhe [11, 91, 92, 93]. Weitere Systeme und deren Anwendung sind in [87, 98, 113]

zu finden.
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Die numerische Erkennungsebene muss anhand der vom Sensor-Array gelieferten Si-
gnalmuster den aktuellen Geruch klassifizieren und wenn moglich eine quantitative Ana-
lyse (Konzentrationsbestimmung) durchfithren. Dazu miissen in einer Trainingsphase Si-
gnalmuster fiir die zu klassifizierenden und quantifizierenden Geriiche generiert werden,
mit denen die Auswertealgorithmen angelernt werden. In der Anwendungsphase der Elek-
tronischen Nase konnen damit nur die vorab gelernten Geriiche wiedererkannt und quan-
tifiziert werden. Fiir die Klassifikation kommen zum einen statistische Verfahren, wie
Hauptkomponenten- und Diskriminanzanalyse [78, 82, 87, 100, 108, 113], als auch Neuro-
nale Netze [12, 17, 47, 49, 67, 80, 89, 105, 106] zum Einsatz. Die quantitative Analyse kann
ebenfalls durch Neuronale Netze erfolgen. Oft werden jedoch Regressionsmodelle verwen-
det, deren Parameter meist mit dem Partial-Least-Squares (PLS) Algorithmus [23, 112]

ermittelt werden.

Anwendungen Elektronischer Nasen als Einzelsysteme finden sich beispielsweise bei
e der Qualitétsiiberwachung in der Lebensmittelindustrie [16, 77, 85, 86, 98, 108],
e der medizinische Diagnose durch Analyse des Atems [25, 31, 66, 82, 110],
e der Kontrolle des Innenraumgeruchs von Kraftfahrzeugen [32, 43, 78, 79] und

e der Luftiiberwachung in Raumstationen [114].
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B Nachweis der Greenschen
Funktionen

Nachfolgend wird nachgewiesen, dass die GREENsche Funktion (2.19)

die zugehorige partielle Differenzialgleichung erfiillt. Dies wird hier fiir den dreidimen-

sionalen Fall durchgefiihrt. Der Nachweis lésst sich aber analog auch fiir den zwei- bzw.

eindimensionalen Fall zeigen.

Fiir n = 3 lautet (2.19)

Ca(x,t) = < 7TK1(t = tg)) - exp (—%) - 1(t —to) (B.2)

mit x = (2,9, 2)T,x0 = (20, Yo, 20)7. (B.2) soll die partielle Differenzialgleichung (2.17)

0Cq 0*Cq 0*Cq ?Cq
5 K o K o K 52— It —to) - d(x —xo) - 0(y —wo) - 0(2 — 20) (B.3)

erfiillen.

Dazu werden nachfolgend die zeitlichen und 6rtlichen Ableitungen von (B.2) gebildet.

Mit Hilfe der Produktregel lautet die zeitliche Ableitung

0Cq

VG (4 —

’ (2 leos—to)) | wﬁ’ (wﬁm) P (‘%)

13 le(t — t0)> P GH) . (_W) ' (_(t —1to)2)]
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bzw.

% =Cq(x,t) - K_?(t i to)) + (41‘;(((;7?3‘!)%2)}

1 ’ Ix — x|
+(2 ﬂK(t—to)> P <_M)'5(t_t°)'

Die ersten und zweiten Ableitungen nach der Ortskoordinate x lauten

0Cq 1 3-ex Ix = xoll3 i [ m— o
Ox _(2 WK(t—to)) p( 4K(t_t0)> HE = to) ( QK(t_tO)) (B.6)

= Ca(x,t) - (‘%)

und

T = Colt) - [(45?@5_252) ) B

Die Ableitungen nach y und z werden durch Ersetzen von x,xy durch y,yo bzw. z, 2y in
(B.6) und (B.7) erhalten.

Mit der Differenzialgleichung (2.17) entsteht die Forderung

o [( ) + ()|

(s7mmmr) o (L) e

— Calx,1) - [(41? t_ﬁo ) (4lgt—yoto) )+ (ﬁ) _@]
o(

= 5(t—to) -

T — %) -+ 0(y — yo) - 6(2 — %)
(B.8)

und durch Kiirzen der ober- bzw. unterstrichenen Terme

1 3.ex Cx=xoll3 o,
(2 wK(t—t@) p( 4K(t—to)) ol —to) (B.9)
= 5t — to) - 8(z — w0) - 6y — v0) - (= — 20).

Diese Gleichung wegen 6(t — to) = 0 fiir t — to # 0 stets erfiillt. Es muss also nur noch

gezeigt werden, dass die folgende Gleichung fiir ¢t — ¢, gilt

1 S.GX =m0+ (Y =)’ + (2 = 20)*
(2 TK(t — t0)> P < 4K(t — to) ) (B.10)

L d(x — o) - 6(y — o) - (2 — 20).
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Wie bereits erwahnt, ist die )-Funktion keine Funktion im klassischen Sinne, sondern eine
singuldre verallgemeinerte Funktion [33, 101]. Zwei verallgemeinerte Funktionen f; und

fo werden als gleich angesehen, wenn ihre zugeordneten Funktionale iibereinstimmen
(f1,0) = (fa, ) fiir alle Testfunktionen . (B.11)

Fiir das der §-Funktion zugeordnete Funktional gilt !
(5(x — Xo), p(x)) = / 5(x — Xo) - (%) dx = p(xq). (B.12)
Rn

Fiir den hier betrachteten dreidimensionalen Fall bedeutet das

(6(x —x0) - 6(y — yo) - 6(2 — 20), (7, Y, 2))

o < JuNNe olNe ¢}

_ / / / §(z —x0) - 0(y — o) - 6(2 — 20) - p(x, y, 2) dz dy dz = ©(x, Yo, 20)-

—00 —00 —0O0

(B.13)

Soll (B.10) gelten, dann muss also

] ] ] (s (=g

—00 —00 —OO

xp(x,y, 2) dz dy dz = @ (z0, yo, 20)

erfiillt sein. Substitution £ = 1/(t — ty) liefert

] ] ] () m(Semstarstemamy

—00 —00 —0O0

x(z,y, 2) dz dy dz = (0, Yo, 20)-

Weitere Substitutionen

1
+ 29 mit dr =-—=dz,

T = (x—x also x =
\/E( 0)’ \/E

IS %‘@z E‘ SH

1
J=VE (y—w), also y=-=+yo mit dy=—=di, (B.16)
V&
1
F=\€-(z—2), also z=-——=+42 mit dz=—=dz,

Ve Ve

!Das Integralzeichen steht hier nicht fiir ein Integral im Sinne der klassischen Analysis, sondern wird

nur als Schreibweise verwendet [33].
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fiihren auf

[ ] ) = ()

—00 —00 —OO

=+ %) dZddz = o(zo, o, 2)
(B.17)

und weiter

[c.oJNe oluNe o}

L) e (T ,
FeX e ) dzdydz- Lo, Yo, ~ = Zo, Yo, 20)-
///(2 77[() p< AK Yy © (o, Yo, 20) = P(0, Yo, 20)

—00 —00 —O0

(B.18)

Bei dem Dreifachintegral in (B.18) handelt es sich um die Dichtefunktion der dreidimen-
sionalen Normalverteilung [6], was durch die Substitution ¢ = /2K deutlich wird. Es
besitzt den Wert Eins

o < JuNNe oo o]

1\’ P4\
///(U 271') - exp (_T) drdydz = 1. (B.19)

—00 —00 —0O0

Die resultierende Forderung

(o, Yo, 20) = ¢(To, Yo, 20) (B.20)

ist damit erfiillt. Also ist (2.18) GREENsche Funktion der partiellen Differenzialgleichung
(2.17).
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C Ubergang vom drei- zum

zweldimensionalen Medium

Gleichung (2.20)

Coo(x,t) = (2\/%>n~exp (-%) 1(t) (C.1)

beschreibt die Greensche Funktion fiir Diffusion im n-dimensionalen Medium mit ¢y = 0.
Nachfolgend wird gezeigt, dass die Greensche Funktion fiir n = 3 in den Fall n = 2
iibergeht, wenn das dreidimensionale Medium durch zwei impermeable Flachen parallel

zur (z = 0)-Ebene begrenzt wird und der Abstand dieser Fléchen gegen Null geht.

In Abschnitt 2.4.5 wird erlautert, dass der Einfluss impermeabler Flachen durch zusétzli-
che virtuelle Quellen modelliert werden kann, deren Positionen aus Spiegelungen an den
Fliachen resultieren. Die Losung der Ausbreitungsgleichung ergibt sich durch Superpositi-

on der Konzentrationen der eigentlichen Quelle und aller virtuellen Quellen.

Fiir den Ubergang wird hier ohne Einschrinkung der Quellort bei xo = (0, y0,0)” ge-
wéhlt. Zudem wird angenommen, dass die impermeablen Flichen bei z = +L,/2 liegen
(Abb. C.1).

Die Greensche Funktion lautet damit fiir z = 0 (vgl. (2.45))

Ceor.(x,1) = ; ﬁ - exp (-“ — %)+ (y4_KfZ°> * (kL) ) ). (C.2)

k=0

Wegen der Symmetrie der impermeablen Fléchen beziiglich des Quellorts kann sich im
Unterschied zu (2.45) auf eine Summation von 0 bis oo beschrinkt werden, wenn die

Summe mit dem Faktor 2 multipliziert wird.

Fiir zweidimensionale Medien lautet die Greensche Funktion

- exp <_ (= 20) + (y = W) 100, (C.3)

T AnKt
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A
z
virtuelle :7:
Quellen impermeable
Flachen
4
———— Quelle O L / >
‘ / X
virtuelle
Quellen

Abb. C.1: Lage der eigentlichen Quelle und der virtuellen Quellen im dreidimensionalen Medium

mit zwei impermeablen Flichen parallel zur x, y-Ebene.

Diese Funktion liefert Konzentrationen mit der Einheit mg/m?. Besitzt das Medium eine
Ausdehnung L, in z-Richtung und wird ideale Durchmischung angenommen, ist durch L,
zu dividieren, um Konzentrationen in der Einheit mg/m? zu erhalten

C¥haxt) = o (<IN . e

Fiir den Ubergang vom drei- zum zweidimensionalen Medium wird der Grenziibergang
L, — 0 gebildet. Fiir L, — 0 muss (C.2) gleich (C.4) sein. Um dies zu zeigen, wird (C.2)

n

1 (. —20)* + (y — %0)° - 2 (kL.)*
Coorb0) = g o ( AKt ZM Virkt P\ ke
(C.5)

umgeformt. Aus (C.4) und (C.5) entsteht die Forderung

(_%) L= 1. (C.6)

Lﬁoz \/F

Mit der Definition fiir das bestimmte Riemannsche Integral zwischen den Grenzen £ = a
und & = b [14] gilt allgemein

(b—a)/L—1 b

lim Z fla+L-k)-L / f(&)de. (C.7)

Durch Anwendung dieser Beziehung lasst sich (C.6) als

2 2
Tin exp ( zé{t) dé =1 (C.8)
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schreiben. Fiir die Bestimmung der oberen Integrationsgrenze wurde beriicksichtigt, dass
bei der Anwendung von (C.7) auf (C.6) die obere Summationsgrenze auch fiir L # 0 zu

oo werden muss.

Die Substitution
X = —— mit d¢ = VAKtdy (C.9)

fiihrt auf

2 r 2 !
2 e Xy =
ﬁ/e dy = 1. (C.10)
0

Die linke Seite ist aber gerade die Fehler-Funktion erf(co), die den Wert 1 besitzt [14].
Damit ist die Forderung (C.6) erfiillt. Das bedeutet, dass sich der Ubergang vom drei- zum
zweidimensionalen Medium durch Einfiihren zweier impermeabler Flachen, die aufeinan-
der zulaufen, erkldaren lasst. Fiir flache dreidimensionale Medien empfiehlt sich deshalbe

eine Modellierung durch die zweidimensionale Ausbreitungsgleichung.

Der Ubergang vom zwei- zum eindimensionalen Medium kann analog erfolgen.
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dt

dCS(X,t)

D Nachweis —5~ = Cqg(x,1) - qo

Nachfolgend wird gezeigt, dass die zeitliche Ableitung von Cg(x,t) fiir die Quellfunktion

u(t) = qo- 1(t —to) identisch mit dem Produkt aus der zugehorigen GREENschen Funktion
Cq(x,t) mit der Quellfunktion u(t) = 6(t — ty) und der konstanten Quellstéirke ¢ ist.

Der Nachweis wird hier fiir den dreidimensionalen Fall gefiihrt. Es ist also zu zeigen, dass

die zeitliche Ableitung einer der Gleichungen (2.29) bis (2.31) gleich der GREENschen

Funktion (2.18) multipliziert mit gy ist. Mit (2.29) muss also
t

d qo / 1 Ix —xoll3 ..,
= : : L P N T (e
O FETSE TR eXp( AK(t—1) )

to

N 1 ex Cx=xlBN L,
S(nK(t—tp)) p( 4K(t—to)) HE—to) - ao

W

gelten. Mit der Produktregel folgt fiir die linke Seite von (D.1)

t

d | / 1 1% —Xol|§) /
— : : L A T
dt | 8(7K)? (t—1t)2 P < 4K (t —t) (t=to)+

to

t

9o 1 < ||X—Xo||3) )
_. —exp | 02 ) g LSt — o).
8(nkK) /(t—t’)z PATIR (1) =)

to

Der zweite Summand in (D.2) ist immer null, da

It —ty) =0 fir t+#t und

. do 1 ||X_X0||% /
lim . . ——= | dt'| =0
t1—>t0 8(mK )% / (t — t/)% P ( AK(t — 1)

to

gelten.
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Fiir das zeitliche Ableiten des ersten Summanden von (D.2) wird die Beziehung
d(t ) T d
2 rwwa- B [ Srwna )
dt dt
¥(t)

w(t)

L p o at = fle).t)

dt
b(t)
fiir das Ableiten eines bestimmten Integrals nach einem Parameter [39, S.44] verwendet.

AK(t—t')

Mit p(t) =t und ¥(t) = to folgt fiir den linken Summanden von (D.2)
t
I — xoll3 / d 1 x = xoll3 .
_ Bl S _ dt
T (t —t)2 P
D1t —t).

) 1
yg((t—t’)% 'eXp( AK(t —t) ;
X 3
8(mK)z
(D.6)
Mit der Beziehung
=—f(E=b)+ f(§—a) (D.7)

(

dg
folgt fiir (D.6)
i (L (BN ) (L
t—t \ (t — t/)% AK(t —t) vt \ (t — t’)% AK(t — 1)
: (D.8)
1 [Ix — X013 > o
—exp | — . - 1(t — o).
((t—to)3 p( AK(t — to) 8(rK)? (t = o)
Es ist zu erkennen, dass sich die ersten beiden Terme gegeneinander auftheben und damit
fiir die linke Seite von (D.1)
do . exp (_ HX—XOH%) C1(t — to) (D.9)
8(rK (t —to))? 4K (t — o)
(D.10)

erhalten wird, was wie gefordert der rechten Seite entspricht. Damit gilt

dCs(x,t
% == Og(X7 t) - qo-
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