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Besonders danke ich Herrn Dr.-Ing. Lutz Gröll für die zahlreichen fachlichen Hinweise

und Diskussionen sowie für die Bereitstellung eines von ihm entwickelten Algorithmus zur

Lösung quadratisch restringierter, linearer Least-squares-Probleme.

Weiterhin bedanke ich mich bei den Mitarbeitern des HGF-Strategiefondsprojekts
”
Elek-
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2.7 Experimentelle Modellvalidierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.8 Konsequenzen für die Quellenlokalisierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



II Inhaltsverzeichnis

3 Ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion 34

3.1 Schätzung skalierbarer Sensor-Quell-Abstände . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.1 Schätzung auf der Basis stationärer Konzentrationen . . . . . . . . 36
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Diffusion im unendlichen, zweidimensionalen Medium

CS(x, t) Lsg. der Ausbreitungsgleichung für sprungförmige Intensität bei
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1 Einleitung

1.1 Motivation

In zahlreichen Anwendungen, z. B.

• Leckageerkennung in Gefahrenstofflagern [2, 3],

• Überwachung der Luftqualität auf Deponien [54] und

• Ortung von Landminen [55],

besteht die Aufgabe darin, die Emissionsquelle einer bestimmten Luftbeimengung zu loka-

lisieren. Bevorzugt geschieht dies über räumlich verteilte Online-Konzentrationsmessungen.

Solche Konzentrationsmessungen wurden in den letzten Jahren durch so genannte Elek-

tronische Nasen [28, 29, 30, 34, 37, 57, 63, 93, 103] (Anhang A) möglich, die durch die

Anwendung der Mikrosystemtechnik den Aufbau preiswerter Sensornetzwerke erlauben.

Aus diesem Grund gewinnt auch die Quellenlokalisierung auf der Basis räumlich verteilter

Konzentrationsmessungen in letzter Zeit an Bedeutung.

Erste Anwendungen räumlich verteilter Sensornetze zielten zunächst auf eine Emissions-

detektion. Eine Emission wird dann detektiert, wenn der Konzentrationsschwellwert für

den betreffenden Stoff an einem oder an mehreren Sensoren überschritten wird. Aus der

Lage dieser Sensoren lässt sich jedoch, abhängig vom Abstand der Sensoren untereinander,

nur eine sehr grobe Aussage über den Quellort treffen. Der Quellort kann aber weitaus

genauer oder mit einer geringeren Anzahl von Sensoren ermittelt werden, wenn die gemes-

senen Konzentrationen durch geeignete Verfahren zur Lokalisierung der Emissionsquelle

genutzt werden.

In der vorliegenden Arbeit werden zunächst bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung

untersucht und deren Schwachpunkte herausgearbeitet. Ausgehend von einem neuen, geo-

metrischen Zugang werden auf der Basis analytischer Lösungen der Diffusions-Advektions-

Gleichung neue, zweistufige Verfahren entwickelt, die diese Schwächen umgehen und zu-

dem tiefere Untersuchungen des Quellenlokalisierungsproblems zulassen.
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Da die Diffusions-Advektionsgleichung (parabolische partielle Differenzialgleichungen zwei-

ter Ordnung) nicht nur für die Ausbreitung von Luftbeimengungen in gasförmigen Medien,

sondern grundsätzlich auch für

• die Ausbreitung von Schadstoffen in flüssigen sowie porösen Medien

(z. B. Grundwasser) [26, 60, 61, 68, 107],

• die Ausbreitung von Wärme in homogenen Medien [18],

• das Verhalten der Schallintensität bei der räumlichen Schallausbreitung [76, 88, 111]

gilt, sind die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren und Erkenntnisse zur Quellenlokali-

sierung prinzipiell auch auf derartige Anwendungsfelder übertragbar.

1.2 Bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung

1.2.1 Überblick

Abbildung 1.1 gibt eine Übersicht über die bestehenden Verfahren zur Quellenlokalisie-

rung. In den nachfolgenden Abschnitten werden die Prinzipien sowie die Vor- und Nach-

teile der gezeigten Verfahren herausgearbeitet.

Quellenlokalisierung

mit mobilen Sensoren mit stationären Sensoren

modellbasierte

Verfahren

klassifikationsbasierte

Verfahren

mit numerischen Ausbreitungsmodellen

(Finite Differenzen, Finite Elemente)

mit analytischen Ausbreitungsmodellen

(geschlossene Lösungen der

Ausbreitungsgleichung)

Ad-hoc-

Verfahren

Abb. 1.1: Überblick über bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung.
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1.2.2 Quellenlokalisierung mit mobilen Sensoren

Die Verfahren zur Quellenlokalisierung mit mobilen Sensoren [24, 48, 51, 52, 64, 65, 95, 96]

arbeiten meist nur mit einem Sensor, der durch einen autonomen Roboter bewegt wird.

Anhand der gemessenen Konzentration entscheidet der Roboter mittels einer Suchstrate-

gie, in welche Richtung er als nächstes fährt, um sich dem Ort maximaler Konzentration

und damit der Quelle zu nähern. Dies wird solange durchgeführt, bis der Roboter den

Quellort erreicht. Im industriellen Umfeld ist es jedoch aus technischen und sicherheits-

technischen Gründen oft unmöglich, autonome Roboter frei im Überwachungsgebiet um-

herfahren zu lassen. Zudem ist ein mobiler Sensor nicht in der Lage, den Quellort einer

instantanen (kurzzeitig wirkenden, impulsförmigen) Quelle zu finden, da sich in diesem

Fall der Ort maximaler Konzentration mit dem Strömungsfeld bewegt. Der Roboter wird

dem Ort maximaler Konzentration bestenfalls hinterherfahren, nicht aber den Quellort

finden (Beispiel 1.1).

Beispiel 1.1 Am Quellort x0 = (5m, 10m)T wirkt zum Zeitpunkt t = 0s eine punktför-

mige Quelle mit instantaner Quellintensität. Die Ausbreitung erfolgt durch Diffusion und

durch Advektion (Strömung) in x-Richtung. In Abb. 1.2 ist die daraus resultierende Kon-

zentrationsverteilung für vier verschiedene Zeitpunkte dargestellt (Linien gleicher Kon-

zentration). Ein mobiler Sensor, der zum Zeitpunkt t = 0s die Position xS = (10m, 5m)T

besitzt, versucht die Quelle zu orten, indem er sich immer in Richtung maximaler Kon-

zentration bewegt. Das Bild zeigt die Position des Sensors zum jeweiligen Zeitpunkt und

die von ihm bis dahin durchfahrene Bahn. Es ist zu erkennen, dass der mobile Sensor den

Quellort nicht findet, sondern lediglich dem Punkt maximaler Konzentration folgt.

1.2.3 Ad-hoc-Verfahren zur Quellenlokalisierung

mit stationären Sensoren

Ad-hoc-Verfahren basieren meist auf einem intuitiven Verständnis der Ausbreitungsvor-

gänge. Sie nutzen vorwiegend diskrete Informationen, wie z. B. die nach dem Emissionsbe-

ginn verstrichene Zeit bis zum Erreichen von Konzentrationsschwell- oder -maximalwerten.

Ein in [81] vorgeschlagenes Verfahren stützt sich beispielsweise darauf, dass im Fall reiner

Diffusion die Zeitspanne zwischen Beginn der Emission und Erreichen eines bestimmten

Konzentrationsschwellwerts von der Entfernung des Sensors zur Quelle abhängt. Schwie-

rigkeiten bereitet dabei zum einen die unbekannte Startzeit der Emission. Zum anderen
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Abb. 1.2: Problem der Quellortung mit einem mobilen Sensor bei instantaner Quelle.

ist die betrachtete Zeitspanne zusätzlich von der Quellintensität (die i. Allg. unbekannt

ist) abhängig, was anhand von Beispiel 1.2 verdeutlicht wird.

Beispiel 1.2 Auf der Basis der Konzentrationsmessungen Ci,k von vier Sensoren S1, S2,

S3, S4 mit den Positionen x1 = (0m, 0m)T , x2 = (20m, 0m)T , x3 = (10m, 10m)T und

x4 = (10m, 20m)T zu den Zeitpunkten tk (k = 1, . . . , N) soll eine punktförmige Quelle

bei x0 = (5m, 10m)T lokalisiert werden (Abb. 1.3, links). Es wird angenommen, dass die

Quellintensität zum Zeitpunkt t0 = 0s sprunghaft den konstanten Wert q0 = 100mg/s

annimmt. Die sich ergebenden zeitlichen Verläufe der Konzentrationen an den einzelnen

Sensoren zeigt Abb. 1.3 (rechts). Die Sensoren 1 und 4 besitzen den gleichen Abstand zur

Quelle und damit den gleichen Konzentrationsverlauf.

Abbildung 1.4 zeigt für jeden Sensor die Zeit tS, die an jedem Sensor bis zum Erreichen

einer Konzentration von Ci = 0.5mg/m3 (Schwellwert) verstreicht, in Abhängigkeit von

der Quellintensität q0.

Die Abbildung lässt erkennen, dass die Zeitspanne tS nichtlinear von q0 abhängt. Die

nichtlineare Abhängigkeit ist zudem vom Abstand des jeweiligen Sensors zur Quelle ge-

prägt und bereits für den gezeigten einfachen Fall reiner Diffusion nicht separabel. Dies

stellt den wesentlichen Nachteil schwellwertbasierter Verfahren dar.
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Abb. 1.3: Anordnung von Sensoren und Quelle (links). Simulierte Konzentrationsverläufe für den
Fall reiner Diffusion (rechts). (Die Sensoren 1 und 4 besitzen den gleichen Abstand zur Quelle
und damit den gleichen Konzentrationsverlauf.)
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Abb. 1.4: Abhängigkeit der Zeitspanne tS zwischen Emissionsbeginn und Erreichen des Konzen-
trationsschwellwerts C = 0.5mg/m3 von der Quellintensität q0 für jeden Sensor i. (Die Sensoren
S1 und S4 besitzen den gleichen Abstand zur Quelle und damit den gleichen Verlauf für tS .)

Ein weiteres Ad-hoc-Verfahren wird in [62] für den Fall eindimensionaler Ausbreitung

durch Diffusion-Advektion (konstante Strömung) in einem Gebäudeflur untersucht. Eine

instantan wirkende Emissionsquelle ist dabei mit vier im Flur verteilten Sensoren zu lokali-

sieren. Durch die Bewegung der Emissionswolke ergibt sich an jedem Sensor in Strömungs-

richtung ein zeitlicher Konzentrationsverlauf, der ein Maximum aufweist. Die Zeitpunkte,

an denen an jedem Sensor die maximale Konzentration gemessen wird, sollen für die Quel-
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lenlokalisierung genutzt werden. Aufgrund der Advektion bewegt sich der Ort maximaler

Konzentration mit konstanter Strömungsgeschwindigkeit durch den Flur. Daraus kann

vermutet werden, dass die Zeitpunkte maximaler Konzentration an den einzelnen Senso-

ren linear von den Abständen zwischen den Sensoren abhängen. Die Untersuchungen in

[62] zeigen jedoch, dass dies nur für große Strömungsgeschwindigkeiten gilt. Bei kleinen

Strömungsgeschwindigkeiten bewirkt die Diffusion ein zeitliches Absinken des räumlichen

Konzentrationsprofils und damit eine nichtlineare Verschiebung der Zeitpunkte maxima-

ler Konzentration an den Sensoren. Folglich scheitern maximalwertbasierte Verfahren an

den gleichen Problemen wie die schwellwertbasierten Verfahren.

1.2.4 Klassifikationsbasierte Quellenlokalisierung

mit stationären Sensoren

Bei den klassifikationsbasierten Verfahren werden Konzentrationsverläufe (Referenzmu-

ster) an den Sensoren bei Wirken verschiedener zu klassifizierender Emissionsquellen si-

mulativ oder experimentell bestimmt und in der Überwachungsphase klassifiziert [3, 70].

Es wird also davon ausgegangen, dass alle potenziellen Quellorte a priori bekannt sind,

was in vielen Anwendungen nicht erfüllt ist. Klassifikationsbasierte Verfahren besitzen

zudem Probleme bei der Behandlung der unbekannten Parameter Quellintensität und

-startzeitpunkt. Ein vom Autor in [70] vorgestelltes Klassifikationsverfahren umgeht die

letztgenannten Nachteile durch einen Prokrustes-Ansatz.

1.2.5 Modellbasierte Quellenlokalisierung

mit stationären Sensoren

Modellbasierte Verfahren basieren auf einem Ausbreitungsmodell, das den Quellort, die

Quellintensität und den Startzeitpunkt der Quelle als unbekannte Parameter enthält.

Das Problem des Ermittelns solcher Parameter anhand gemessener Modellausgangsgrößen

(hier Konzentrationen) wird in der Mathematik als inverses Problem bezeichnet [40].

Das hier betrachtete Quellenlokalisierungsproblem ist dadurch gekennzeichnet, dass völlig

verschiedene Quellparameter zu gleichen oder ähnlichen Konzentrationsmessungen führen

können. In solchen Fällen wird von schlecht gestellten inversen Problemen (engl.: ill-posed

inverse problems) gesprochen. Diese Eigenschaft des Quellenlokalisierungsproblems stellt

die wesentliche Herausforderung für modellbasierte Verfahren dar.



1.2. Bestehende Verfahren zur Quellenlokalisierung 7

Verfahren mit numerischen Modellen

Die Verfahren mit numerischen Modellen arbeiten mit einem stark vereinfachten Zustands-

raummodell, das aus einer örtlichen Diskretisierung des Ausbreitungsgebiets resultiert.

Diese Vereinfachung zieht nach sich, dass sich Quell- und Sensorstandorte nur in den

Gitterpunkten des Diskretisierungsgitters befinden können. Mit einem Beobachteransatz

wird in der Überwachungsphase versucht, die unbekannten Eingangsgrößen (Quellort,

-intensität und -startzeit) aus den gemessenen Konzentrationen zu bestimmen [2, 3].

Der wesentliche Vorteil dieser Verfahren liegt in der Fähigkeit der verwendeten nume-

rischen Modelle, komplizierte Ausbreitungsprobleme (verwinkelte Räume, ortsabhängige

Advektions- und Diffusionsparameter usw.) zu berücksichtigen.

Demgegenüber stehen folgende Nachteile:

• Für jeden Gitterpunkt des Diskretisierungsgitters müssen alle Ausbreitungspara-

meter vorab identifiziert werden. Je nach Diskretisierungsweite sind auf der Basis

weniger Sensoren bis zu mehrere Tausend Parameter zu schätzen.

• Bei praktisch sinnvoller Diskretisierungsweite und Sensoranzahl ist die Zahl der Zu-

standsgrößen, die durch den Beobachter ermittelt werden müssen, wesentlich größer

als die Anzahl der gemessenen Zustandsgrößen.

• Eine Analyse des Quellenlokalisierungsproblems beispielsweise hinsichtlich der Exi-

stenz und Eindeutigkeit von Lösungen ist mit numerischen Modellen de facto nicht

möglich.

Verfahren mit analytischen Modellen

Verfahren mit analytischen Modellen [55, 59, 83, 84] nutzen analytische Lösungen der Aus-

breitungsgleichung (Diffusions-Advektions-Gleichung) und formulieren auf der Basis des

Ausgangsfehlers ein einstufiges, nichtlineares Parameterschätzproblem für die gesuchten

Größen Quellort, -intensität und -startzeit.

Bei der Verwendung von analytischen Modellen müssen für den praktischen Einsatz ver-

einfachende Annahmen getroffen werden, damit geschlossene Lösungen für die Ausbrei-

tungsgleichung existieren. Diesem Nachteil stehen aber wesentliche Vorteile gegenüber:

• Das Ausbreitungsmodell ist übersichtlich und enthält wenige zu identifizierende Aus-

breitungsparameter. (Im einfachsten Fall ist nur der turbulente Diffusionskoeffizient

vorab zu ermitteln).
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• Bei der Lokalisierung müssen nur die Quellparameter (und keine weiteren Zustands-

größen) geschätzt werden.

• Die geschlossenen Lösungen der Ausbreitungsgleichung erlauben eine theoretische

Analyse des Quellenlokalisierungsproblems hinsichtlich der Existenz und Eindeutig-

keit von Lösungen sowie hinsichtlich geeigneter Sensorstandorte. Die daraus gewon-

nenen Aussagen lassen sich prinzipiell auf die Verfahren mit numerischen Modellen

übertragen.

1.3 Offene Fragen modellbasierter Verfahren

Der vorangegangene Abschnitt zeigte, dass die Verfahren mit analytischen Modellen we-

sentliche Vorteile besitzen. Jedoch verhindern numerische Schwierigkeiten, die beim ite-

rativen Lösen des nichtlinearen Parameterschätzproblems auftreten, den Online-Einsatz

solcher Verfahren. Diese Schwierigkeiten werden nachfolgend erläutert.

Mit einer analytischen Lösung der Ausbreitungsgleichung lassen sich für jeden beliebigen

Quellort x0 = (x0, y0)
T Konzentrationswerte C(xi, tk;x0) für jeden Sensor i (i = 1, ..., p)

mit dem Standort xi berechnen. Der gesuchte Quellort x0 lässt sich durch Lösen des

einstufigen Parameterschätzproblems

J(x0, y0) =

p∑
i=1

Ni∑
k=1

(Ci,k − C(xi, ti,k,x0))
2 !
= Min

x0

(1.1)

finden, wenn vereinfachend Quellintensität, Diffusionskoeffizienten sowie Startzeitpunkt

der Quelle als bekannt vorausgesetzt werden. In 1.1 bezeichnen p die Anzahl der Sensoren

und Ci,k den Konzentrationsmesswert von Sensor i zum Zeitpunkt ti,k (k = 1, ..., Ni). Die

in (1.1) enthaltene analytische Lösung der Ausbreitungsgleichung ist parameternichtlinear.

Für das Lösen kommen daher Gradientenverfahren zum Einsatz, die in Abhängigkeit von

den Startparametern in Nebenminima oder Sattelpunkten abbrechen und damit falsche

Lösungen liefern können. Abbildung 1.5 zeigt das Gütegebirge für J(x0, y0), das sich für

die Sensor-Quell-Konfiguration gemäß Beispiel 1.2 ergibt.

An den Sensorstandorten bilden sich im Gütegebirge Maxima. Für die Quellenlokalisie-

rung sind die Minima relevant. Es ist zu erkennen, dass neben dem globalen Minimum im

wahren Quellort x0 = (5m, 10m)T noch ein weiteres Nebenminimum bei x0 ≈ (15m, 11m)T

existiert. In diesem bricht ein Gradientenverfahren ab und liefert damit eine falsche Lö-

sung. Werden weitere Sensoren hinzugefügt, entstehen weitere lokale Maxima im Gütege-

birge, die die Suche nach dem globalen Minimum nochmals erschweren.



1.3. Offene Fragen modellbasierter Verfahren 9

−5 0 5 10 15 20 25

−5

0

5

10

15

20

25

x in m

y 
in

 m

globales 
Minimum  

Neben−  
minimum 

Abb. 1.5: Gütegebirge des Ausgangsfehlers J(x0, y0) (logarithmisch) in Abhängigkeit vom ge-
wählten Quellort x0. (Dunkle Flächen markieren kleine Werte für J(x0, y0).)

Dieses Beispiel zeigt, dass einstufige, ausgangsfehlerbasierte Verfahren bereits im einfach-

sten ungestörten Fall bei Kenntnis der wahren Werte für Quellintensität, Diffusionskoeffi-

zient und Startzeitpunkt der Quelle Probleme bei der Quellenlokalisierung haben. Zusätz-

lich zu den Nebenminima, die zu falschen Lösungen für den Quellort führen können, führt

die Ausprägung des Gütegebirges mit engen Tälern zu einem schlechten Konvergenzver-

halten der Gradientenverfahren. Die Situation verschlechtert sich weiter, wenn alle Quell-

und Ausbreitungsparameter unbekannt sind und sich die Zahl der zu schätzenden Para-

meter erhöht. Das Hinzufügen von weiteren Sensoren liefert weitere lokale Maxima und

damit weitere Täler und lokale Minima im Gütegebirge. Eine Vergrößerung der Senso-

ranzahl führt damit überraschend zu einer Verschlechterung des Gütegebirges hinsichtlich

der Anwendung von Gradientenverfahren und damit zu größeren Schwierigkeiten bei der

Suche des globalen Minimums.

Die für den einfachen ungestörten Fall mit reiner Diffusion gezeigten Probleme bleiben

prinzipiell auch bei der Betrachtung komplizierterer Fälle (Hinzunahme von Advektion,

inhomogene Ausbreitungsmedien usw.), aber auch bei der Anwendung von klassifikations-

basierten Verfahren sowie Verfahren mit numerischen Modellen erhalten oder verschärfen

sich sogar. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, die vermeintlich einfachen Fälle anhand ana-

lytischer Modelle detailliert zu untersuchen. Ferner ist zu prüfen, inwieweit beherrschbare

analytische Modelle für praktische Anwendungen geeignet sind.



10 1. Einleitung

1.4 Ziele und Gliederung der Arbeit

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die genannten Probleme bei der Quellenlokalisierung

auf der Basis analytischer Ausbreitungsmodelle durch einen neuen, geometrischen Zugang

[36, 71, 72, 73] zu umgehen. Die Grundidee des geometrischen Zugangs besteht darin,

• im ersten Schritt für jeden Sensor anhand der gemessenen Konzentrationen die Men-

ge aller Punkte Pi zu bestimmen, auf der sich aus der Sicht des einzelnen Sensors i

die Quelle befinden kann und

• im zweiten Schritt durch Bestimmen einer Schnittmenge aller Pi den Quellort zu

ermitteln.

In der Arbeit soll der geometrische Zugang dazu genutzt werden, neue Verfahren zur Loka-

lisierung von Emissionsquellen zu entwickeln. Für die praktische Erprobung der Verfahren

werden die Konzentrationsmessungen durch räumlich verteilte, stationäre Elektronische

Nasen realisiert. Der geometrische Zugang soll weiterhin dazu dienen, neue Einblicke in das

Quellenlokalisierungsproblem hinsichtlich der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen

sowie hinsichtlich einer geeigneten Platzierung der Sensoren zu gewinnen.

Die den Verfahren zugrunde liegenden Ausbreitungsmodelle berücksichtigen zum einen

turbulente Diffusion ohne Advektion und zum anderen turbulente Diffusion mit homoge-

ner Advektion (Diffusion-Advektion). Die Untersuchungen beschränken sich auf den Fall

einer punktförmigen Quelle.

Kapitel 2 beschäftigt sich mit der theoretischen Modellierung der Ausbreitung von Luft-

beimengungen auf der Basis der Advektions-Diffusions-Gleichung. Die Frage nach der

Wahl des Quellterms und insbesondere nach der Wahl des zeitlichen Verlaufs der Quellin-

tensität für das Ausbreitungsmodell wird hinsichtlich praktischer Anwendungen unter-

sucht. Für verschiedene Randbedingungen werden analytische Lösungen der Ausbreitungs-

gleichung sowohl für den Fall reiner Diffusion als auch für den Fall von Diffusion-Advektion

auf der Basis der Greenschen Funktion hergeleitet. Die wichtigsten Ergebnisse der theore-

tischen Ausbreitungsmodellierung werden in Hinblick auf die Quellenlokalisierung zusam-

mengefasst.

Kapitel 3 beschreibt ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung für den Fall reiner

Diffusion. Die Anwendung des geometrischen Zugangs führt auf ein zweistufiges Verfah-

ren, das zunächst so genannte skalierbare Sensor-Quell-Abstände ermittelt und daraus

den Quellort bestimmt. Die Vorteile des neuen Verfahrens gegenüber bestehenden einstu-

figen Verfahren werden herausgearbeitet. Es wird gezeigt, dass durch den neuen Ansatz
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Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen sowie zur Wahl geeigneter Sen-

sorstandorte für die Quellenlokalisierung getroffen werden können.

Kapitel 4 befasst sich mit der Anwendung des geometrischen Zugangs auf den Fall von

Diffusion-Advektion. Dafür wird die Idee der skalierbaren Sensor-Quell-Abstände auf so

genannte verallgemeinerte skalierbare Sensor-Quell-Abstände erweitert.

Kapitel 5 zeigt die Leistungsfähigkeit der neuen Verfahren anhand zahlreicher Simulati-

onsbeispiele. Schließlich wird die praktische Anwendbarkeit des neuen Verfahrens auf der

Basis von Messungen mit räumlich verteilten Elektronischen Nasen in einem industriellen

Chemikalienlager nachgewiesen.

Kapitel 6 fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Ausblick auf zukünf-

tige Arbeiten und weitere mögliche Anwendungsfelder der hier vorgestellten Verfahren.
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2 Modellierung der Ausbreitung von

Luftbeimengungen

2.1 Diffusions-Advektions-Gleichung

Die Ausbreitung von Luftbeimengung [69, 97, 115] ist im Wesentlichen durch

• den diffusiven Transport (Diffusion) und

• den advektiven Transport (Advektion)

gekennzeichnet. Weitere Einflussfaktoren, wie die chemische Umwandlung der Luftbeimen-

gung oder die Absorption der Luftbeimengung an Oberflächen, sind oft vernachlässigbar

und werden hier nicht berücksichtigt.

Ursache der Diffusion sind die Brownsche Molekularbewegung (molekulare Diffusion)

und die turbulente Bewegung der Luft (turbulente Diffusion/Eddy-Diffusion). Die mole-

kulare Diffusion lässt sich durch die Diffusionsgleichung

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
Kx

∂C

∂x

)
+

∂

∂y

(
Ky

∂C

∂y

)
+

∂

∂z

(
Kz

∂C

∂z

)
(2.1)

mit den Diffusionskoeffizienten Kx, Ky, Kz beschreiben. Sind die Diffusionskoeffizienten

richtungsabhängig (Kx �= Ky �= Kz) handelt es sich um anisotrope Diffusion. Die mole-

kularen Diffusionskoeffizienten sind sehr klein (z. B. K = 8.6 · 10−6m2/s [22] für Toluol in

Luft). Einen wesentlich größeren Einfluss auf die Ausbreitung hat die turbulente Diffusi-

on. Sie wird durch thermische Effekte, sich bewegende Objekte, Wind usw. hervorgerufen.

Durch kleine, im Vergleich zur Gesamtausbreitung mikroskopische Verwirbelungen (Tur-

bulenzen) findet dabei ein Stofftransport statt. Die turbulente Diffusion ist sehr komplex

und somit mathematisch schwer modellierbar. Dennoch stellt die Diffusionsgleichung (2.1)

eine gute Approximation für die turbulente Diffusion dar [83], insbesondere dann, wenn

eine Mittelung der Konzentrationsmesswerte erfolgt. Der turbulente Diffusionskoeffizient

ist wesentlich größer als der molekulare Diffusionskoeffizient. Sein Wert ist weitgehend
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unabhängig von der betrachteten Substanz (Luftbeimengung), aber stark abhängig von

den oben genannten äußeren Einflüssen.

Sind die Diffusionskoeffizienten ortsunabhängig, wird von Fickscher Diffusion gespro-

chen

∂C

∂t
= Kx

∂2C

∂x2
+Ky

∂2C

∂y2
+Kz

∂2C

∂z2
. (2.2)

Für konstante Diffusionskoeffizienten Kx, Ky, Kz stellt diese Gleichung eine lineare parti-

elle Differenzialgleichung 2. Ordnung vom parabolischen Typ dar 1.

In einem isotropen Medium sind die Diffusionskoeffizienten richtungsunabhängig (Kx =

Ky = Kz ≡ K), und es gilt die isotrope Diffusionsgleichung

∂C

∂t
= K

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2
+

∂2C

∂z2

)
. (2.3)

Advektion ist die Ausbreitung der Luftbeimengung mit der mittleren Strömungsrichtung

(Luftbewegungsrichtung). An jedem Punkt des Ausbreitungsgebiets lässt sich die zeitli-

che Änderung der Konzentration C der Luftbeimengung bei einer Strömung mit dem

Geschwindigkeitsvektor v = (vx, vy, vz)
T durch die Advektionsgleichung (lineare partielle

Differenzialgleichung 1. Ordnung)

∂C

∂t
= −

(
vx

∂C

∂x
+ vy

∂C

∂y
+ vz

∂C

∂z

)
(2.4)

beschreiben.

In dieser Arbeit wird die Ausbreitung durch Advektion und Ficksche Diffusion betrachtet.

Dafür folgt mit 2.4 und 2.2 die Diffusions-Advektions-Gleichung (lineare partielle

Differenzialgleichung 2. Ordnung vom parabolischen Typ)

∂C

∂t
= −

(
vx

∂C

∂x
+ vy

∂C

∂y
+ vz

∂C

∂z

)
+Kx

∂2C

∂x2
+Ky

∂2C

∂y2
+Kz

∂2C

∂z2
. (2.5)

1Um den Typ einer linearen partiellen Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
zu bestimmen, müssen die Koeffizienten betrachtet werden, die in der durch lineare homogene Trans-
formation der unabhängigen Variablen erhaltenen Normalform vor Gliedern mit einer Ableitung zweiter
Ordnung stehen. Parabolisch: ein Koeffizient verschwindet, die übrigen sind verschieden von null und
besitzen gleiches Vorzeichen. (Bei der Diffusionsgleichung verschwindet der Koeffizient vor der zweiten
Ableitung der Konzentration nach der Zeit.) Elliptisch: alle Koeffizienten sind verschieden von null und
besitzen gleiches Vorzeichen. Hyperbolisch: alle Koeffizienten sind verschieden von null, ein Koeffizient
besitzt ein anderes Vorzeichen.[14]
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2.2 Vereinfachung der Ausbreitungsgleichung

Wie bereits in [94] beschrieben, lässt sich die Diffusions-Advektions-Gleichung für den

anisotropen Fall und beliebige Strömungsgeschwindigkeitskomponenten vx, vy, vz

∂C

∂t
= −

(
vx

∂C

∂x
+ vy

∂C

∂y
+ vz

∂C

∂z

)
+Kx

∂2C

∂x2
+Ky

∂2C

∂y2
+Kz

∂2C

∂z2
(2.6)

durch Koordinatentransformation auf den isotropen Fall (Kx = Ky = Kz ≡ K) mit

Strömung in x-Richtung (vy = vz ≡ 0)

∂C

∂t
= −vx

∂C

∂x
+K

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2
+

∂2C

∂z2

)
(2.7)

überführen. Dies wird nachfolgend ausführlich gezeigt.

Zunächst müssen die richtungsabhängigen Diffusionskoeffizienten eliminiert werden. Dazu

wird eine Koordinatentransformation durch die Substitutionen

t̃ := t, x̃ := x, ỹ := a · y, z̃ := b · z (2.8)

vorgenommen. Die Diffusions-Advektions-Gleichung in den neuen Variablen lautet

∂C

∂t̃
= −

(
vx

∂C

∂x̃
+ (vy · a)∂C

∂ỹ
+ (vz · b)∂C

∂z̃

)
+Kx

∂2C

∂x̃2
+ (Ky · a2)

∂2C

∂ỹ2
+ (Kz · b2)∂

2C

∂z̃2
.

(2.9)

Durch Wahl von

a =

√
Kx

Ky

und b =

√
Kx

Kz

(2.10)

ergibt sich dann die isotrope Diffusions-Advektions-Gleichung

∂C

∂t̃
= −

(
vx̃

∂C

∂x̃
+ vỹ

∂C

∂ỹ
+ vz̃

∂C

∂z̃

)
+Kx̃

(
∂2C

∂x̃2
+

∂2C

∂ỹ2
+

∂2C

∂z̃2

)
(2.11)

mit

Kx̃ = Kx, vx̃ = vx, vỹ = vy · a, vz̃ = vz · b. (2.12)

Wird jetzt das Koordinatensystem so gedreht, dass die aus vx̃, vỹ, vz̃ resultierende Strö-

mungsgeschwindigkeit in Richtung der x̄-Achse des neuen Koordinatensystems (x̄, ȳ, z̄)

zeigt, dann folgt die gewünschte vereinfachte Diffusions-Advektions-Gleichung

∂C

∂t̃
= −vx̄

∂C

∂x
+K

(
∂2C

∂x̄2
+

∂2C

∂ȳ2
+

∂2C

∂z̄2

)
(2.13)

mit

vx̄ =
√

v2
x̃ + v2

ỹ + v2
z̃ , vȳ = vz̄ ≡ 0, K = Kx̃. (2.14)

Die weiteren Untersuchungen können damit auf (2.7) beschränkt werden.
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2.3 Wahl des Quellterms

Gleichung (2.7) ist die homogene Diffusions-Advektions-Gleichung. Um das Verhalten der

Konzentration C(x, t) bezüglich Zeit und Ort nach Eintreten einer Quelle beschreiben zu

können, muss die inhomogene Gleichung

∂C

∂t
+ vx

∂C

∂x
−K

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2
+

∂2C

∂z2

)
= Q(x, t) (2.15)

mit dem Quellterm Q(x, t) betrachtet werden.

Da in den meisten Anwendungsfällen die Ausdehnung der Quelle in Relation zum Aus-

breitungsgebiet klein ist, kann sie idealisiert als Punktquelle am Ort x0 = (x0, y0, z0)
T

modelliert werden. Für das hier untersuchte Leckageproblem ist es zudem typisch, dass

jeweils nur eine Quelle aktiv ist. Der Fall mehrerer gleichzeitig aktiver Quellen entspricht

eher einem Havariefall, der hier nicht betrachtet wird.

Wird die Quellintensität allgemein mit q(t) gekennzeichnet, dann lautet der Quellterm

Q(x, t) = q(t) · δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0). (2.16)

Dabei beschreibt δ(·) die Dirac-Funktion2, die sich in (2.16) auf die Ortskoordinaten be-

zieht. Der Term δ(x− x0) · δ(y− y0) · δ(z− z0) drückt aus, dass eine punktförmige Quelle

am Ort (x0, y0, z0) wirkt.

Hinsichtlich des zeitlichen Verlaufs der Quellintensität q(t) besitzen folgende Quellterme

besondere praktische Relevanz:

• Die instantane (impulsförmige) Quellintensität q(t) = M0 · δ(t− t0) beschreibt idea-

lisiert die plötzliche Freigabe der Menge M0 des betrachteten Stoffs zum Zeitpunkt

t0. Ein solcher Verlauf der Intensität tritt beispielsweise beim Bersten/Platzen von

kleinen Druckbehältern auf.

• Die sprungförmige Quellintensität q(t) = q0 · 1(t− t0) beschreibt idealisiert, dass ab

dem Zeitpunkt t0 eine konstante Menge des betrachteten Stoffs pro Zeiteinheit q0

austritt. Ein solcher Quellverlauf ist beispielsweise bei Leckagen von Rohrleitungen

oder bei kleineren Leckagen großer Behälter zu beobachten.

Abb. 2.1 zeigt die zeitlichen Verläufe der Quellintensität q(t) für beide Quellarten. Bei der

instantanen Quelle entspricht die Fläche des Impulses der freigesetzten Menge M0.

2Das Gleichheitszeichen in (2.16) ist wegen der Dirac-Funktionen auf der rechten Seite nur im Sinne
der Distributionentheorie [33, 101] zu verstehen (vgl. auch Anhang B). Ohne weiteren Kommentar werden
Gleichheitszeichen in Gleichungen, die δ-Funktionen enthalten, in diesem Sinne aufgefasst.
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Abb. 2.1: Zeitlicher Verlauf der Quellintensität für instantane und sprungförmige Quelle.

Nachfolgend werden für diese beiden Quellterme analytische Lösungen der Diffusions-

Advektions-Gleichung hergeleitet.

2.4 Lösungen der Diffusions-Advektions-Gleichung

2.4.1 Greensche Funktion

Wird die Ausbreitung einer Luftbeimengung im betrachteten Gebiet nicht durch Hin-

dernisse (z. B. Wände) beeinflusst, so kann idealisiert ein unendliches dreidimensionales

Ausbreitungsmedium für die Modellierung zugrunde gelegt werden. Diese Idealisierung

erlaubt analytische Lösungen für die Diffusionsgleichung.

Für das Finden solcher Lösungen bietet sich die Greensche Funktion an [9]. Eine Greensche

Funktion beschreibt die Konzentration C am Ort x = (x, y, z)T zur Zeit t infolge einer

instantanen, punktförmigen Quelle im Punkt x0 = (x0, y0, z0)
T , zum Zeitpunkt t0, mit der

Stärke 1, wenn vor t0 die Konzentration C überall gleich null war [18, 50, 116]. 3

Für den Fall reiner Diffusion muss die gesuchte Greensche Funktion CG(x, t) also für

t ≥ t0 und beliebiges x die Gleichung

∂CG
∂t

−K

(
∂2CG
∂x2

+
∂2CG
∂y2

+
∂2CG
∂z2

)
= δ(t− t0) · δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0) (2.17)

für die Anfangsbedingungen C(x, t) ≡ 0, t < t0 erfüllen. Hierfür lautet die Greensche

Funktion [18, 21] (Nachweis in Anhang B)

CG(x, t) =
1

8(πK(t− t0))
3
2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0). (2.18)

3Die Greensche Funktion entspricht im Fall von gewöhnlichen Differenzialgleichungen in t der Ge-
wichtsfunktion.
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Gleichung (2.18) stellt eine Greensche Funktion für den Fall dreidimensionaler Ausbrei-

tung dar. Die allgemeine Greensche Funktion für den n-dimensionalen Fall 4 lautet

CG(x, t) =

(
1

2
√

πK(t− t0)

)n

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0), (2.19)

wobei die Vektoren x,x0 die Dimension n besitzen. Insbesondere gilt für t0 = 0

CG,0(x, t) =

(
1

2
√
πKt

)n

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4Kt

)
· 1(t). (2.20)

Auf der Basis von (2.19) lässt sich die Greensche Funktion für den Fall von Advektion

herleiten. Dabei wird ausgenutzt, dass (2.19) auch bei Advektion gilt, wenn sich das

Koordinatensystem mit der Strömungsgeschwindigkeit vx in Richtung der x-Achse bewegt.

Wird also die x-Koordinate durch

x → x− vx · (t− t0) (2.21)

ersetzt, folgt als Greensche Funktion für den advektionsbehafteten Fall

CG,A(x, t) =

(
1

2
√

πK(t− t0)

)n

× exp

(
−(x− vx · (t− t0)− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0)

(2.22)

und für t0 = 0

CG,A,0(x, t) =

(
1

2
√
πKt

)n

× exp

(
−(x− vx · t− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4Kt

)
· 1(t).

(2.23)

2.4.2 Diffusion im unendlichen Medium

Durch Skalieren der Greenschen Funktion für dreidimensionale Medien n = 3 mit M0 wird

die Lösung der Diffusionsgleichung für die instantane Quelle CI(x, t) mit der Stärke M0

erhalten

CI(x, t) = M0 · CG(x, t)

=
M0

8(πK(t− t0))
3
2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0).

(2.24)

4Den Übergang der Greenschen Funktion vom dreidimensionalen zum zweidimensionalen Medium
zeigt Anhang C.
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Die stationäre Lösung (t → ∞) für die instantane Quelle lautet

CI(x,∞) = 0. (2.25)

Die Lösung der Ausbreitungsgleichung für eine zeitlich kontinuierliche Quelle mit einem

beliebigen Verlauf der Quellstärke q(t) lässt sich durch Integrieren über die Zeit (Faltung)

C(x, t) =

∞∫
−∞

q(t′) · CG,0(x, t− t′) dt′ (2.26)

bestimmen. Für die sprungförmige Quellstärke q(t) = q0 · 1(t− t0) folgt mit (2.20)

CS(x, t) =
q0

8(πK)
3
2

·
∞∫

−∞

1(t′ − t0) · 1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
· 1(t− t′) dt′ (2.27)

und weiter

CS(x, t) =


q0

8(πK)
3
2
·
t∫
t0

1

(t−t′) 3
2
· exp

(
−‖x−x0‖2

2

4K(t−t′)

)
dt′ für t ≥ t0

0 für t < t0,

(2.28)

also

CS(x, t) =
q0

8(πK)
3
2

·
t∫

t0

1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
dt′ · 1(t− t0). (2.29)

Als Greensche Funktion wurde bewusst (2.20) benutzt, da die Zeitverschiebung t0 bereits

durch die Quellintensität q0 · 1(t− t0) berücksichtigt wird. Die Substitution von

τ =
‖x − x0‖2

2
√

K(t− t′)
mit

dt′

dτ
=

4(K(t− t′))
3
2

(‖x − x0‖2 ·K)

führt auf

CS(x, t) =
q0

4πK‖x − x0‖2
· 2√

π

∞∫
‖x−x0‖2

2
√

K(t−t0)

exp(−τ 2) dτ · 1(t− t0) (2.30)

bzw.

CS(x, t) =
q0

4πK‖x − x0‖2
· erfc

(
‖x − x0‖2

2
√

K(t− t0)

)
· 1(t− t0). (2.31)

Dabei bezeichnet erfc(·) die komplementäre Fehler-Funktion5[14, 21, 18].

5Es gilt erfc(x) = 2√
π

∞∫
x

exp(−τ2) dτ . Der Zusammenhang zur Fehler-Funktion erf(·) lautet

erfc(x) = 1− erf(x). Die Fehler-Funktion und das Gaußschen Fehlerintegral Φ0(x) = 1√
2π

x∫
0

exp
(

−t2

2

)
dt

stehen in enger Verbindung: erf(x) = 2Φ0(x
√
2). Weiterhin ist lim

x→∞ erf(x) = 1.
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Den zeitlichen Verlauf der Konzentrationen an den in Abbildung 2.2 (links) dargestellten

Sensoren gemäß Gl. (2.31) zeigt Abbildung 2.2 (rechts).
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Abb. 2.2: Positionen der Sensoren und der Quelle x0 sowie zugehörige Konzentrationsverläufe
bei Diffusion (K = 0.2m2/s) mit sprungförmiger Quellintensität (q0 = 100mg/s) .

Wegen erfc(0) = 1 erreicht die Konzentration nach großer Zeit t das stationäre Profil

CS(x,∞) =
q0

4πK‖x − x0‖2
. (2.32)

Abbildung 2.3 zeigt das stationäre Konzentrationsprofil bei Diffusion über der (x, y)-

Ebene.

Nach (2.31) strebt die Konzentration CS(x, t) für ‖x − x0‖2 → 0 gegen Unendlich. Diese

Entartung resultiert aus der Annahme, dass ein endlicher Stofffluss q0 durch einen Punkt,

also durch ein unendlich kleines Volumen, in das System eingebracht wird. Praktisch wird

am Quellort eine sehr hohe, endliche Konzentration vorliegen.

Abbildung 2.4 lässt erkennen, dass die Konvergenz der komplementären Fehler-Funktion

relativ langsam ist. Daher wird das stationäre Konzentrationsprofil erst nach großer Zeit

erreicht.
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Abb. 2.3: Stationäres Konzentrationsprofil bei Diffusion (K = 0.2m2/s) und sprungförmiger
Quellintensität q0 = 100mg/s.
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Abb. 2.4: Konvergenz des zeitabhängigen Terms gegen den Wert eins bei steigender Zeit für
verschiedene Entfernungen zum Quellort.
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2.4.3 Diffusion-Advektion im unendlichen Medium

Die Lösung für den Fall dreidimensionaler Diffusion-Advektion lässt sich mit der Green-

schen Funktion CG,A (2.22) herleiten. Für die instantane Quelle der Stärke M0 folgt

CI,A(x, t) = M0 · CG,A(x, t)
=

M0

8(πK(t− t0))
3
2

× exp

(
−(x− vx · (t− t0)− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0).

(2.33)

Die Lösung für die sprungförmige Quelle mit der Intensität q0 wird unter Verwendung der

Greenschen Funktion für t0 = 0 beschrieben durch (vgl. (2.27) - (2.30))

CS,A(x, t) =
q0

8(πK)
3
2

·
∞∫

−∞

1(t′ − t0) · 1

(t− t′)
3
2

× exp

(
−(x− vx · (t− t′)− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t′)

)
· 1(t− t′) dt′

=
q0

8(πK)
3
2

·
t∫

t0

1

(t− t′)
3
2

× exp

(
−(x− vx · (t− t′)− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t′)

)
dt′ · 1(t− t0)

=
q0 · exp

(
vx(x−x0)

2K

)
2π

3
2K‖x − x0‖2

∞∫
‖x−x0‖2

2
√

K(t−t0)

exp

(
−ξ2 − v2

x · ‖x − x0‖2
2

16K2ξ2

)
dξ · 1(t− t0).

(2.34)

Für t → ∞ wird ein stationäres Konzentrationsprofil

CS(x,∞) =
q0 · exp

(− vx

2K
(‖x − x0‖2 − (x− x0))

)
4πK‖x − x0‖2

(2.35)

erreicht [18, 94]. Im Fall von Diffusion-Advektion existiert also eine geschlossene Lösung

nur für die stationären, nicht aber für die instationären Konzentrationen.

In Abb. 2.5 sind die simulierten Konzentrationsverläufe für verschiedene Sensorpositionen

dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die stationären Werte schon nach kurzer Zeit erreicht
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Abb. 2.5: Positionen der Sensoren und der Quelle sowie zugehörige Konzentrationsverläufe bei
Diffusion-Advektion (vx = 0.1m/s, K = 0.2m2/s) mit sprungförmiger Quellintensität (q0 =
100mg/s).

werden, obwohl hier nur eine kleine Strömungsgeschwindigkeit vx = 0.1m/s angenom-

men wurde. Aus diesem Grund beschränken sich die weiteren Untersuchungen für den

advektionsbehafteten Fall auf die stationäre Lösung (2.35).

Abbildung 2.6 zeigt das stationäre Konzentrationsprofil über der (x, y)-Ebene für den

Fall von Diffusion-Advektion. Im Unterschied zur reinen Diffusion (Abb. 2.3) besitzt das

Konzentrationsprofil hier einen Rücken in x-Richtung.

2.4.4 Lösungen für das halbunendliche Medium

Neben dem unendlichen Medium spielt bei der Ausbreitungsmodellierung der idealisier-

te Fall eines halbunendlichen Mediums eine zentrale Rolle. Unter einem halbunendlichen

Medium wird ein Ausbreitungsgebiet verstanden, das in einer Dimension durch eine im-

permeable (undurchlässige) Fläche (hier bei z = 0) begrenzt ist. Praktisch stellt meist

der Boden diese impermeable Fläche dar. In dieser Arbeit wird nur der Fall betrach-

tet, bei dem sich die Quelle auf dieser impermeablen Fläche befindet (z0 = 0) und das

Ausbreitungsgebiet nur für z ≥ 0 definiert ist. Unter diesen Annahmen lassen sich die Lö-

sungen der Diffusions-Advektions-Gleichung einfach aus den Lösungen für das unendliche

Medium ableiten.

Für die impermeable Fläche bei z = 0 gilt

∂C

∂z
= 0. (2.36)
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Abb. 2.6: Stationäres Konzentrationsprofil bei Diffusion-Advektion (vx = 0.1m/s, K = 0.2m2/s)
mit sprungförmiger Quellintensität (q0 = 100mg/s).

Diese Bedingung ist dann erfüllt, wenn das Konzentrationsprofil als an der impermeablen

Fläche gespiegelt und mit dem ursprünglichen Konzentrationsprofil superpositioniert an-

gesehen wird [21].

Für den Fall z0 = 0 findet diese angenommene Spiegelung direkt am Quellort statt. Das

Konzentrationsprofil für z < 0 für das unendliche Medium wird also mit dem Konzentra-

tionsprofil für z ≥ 0 superpositioniert. Da beide Profile identisch sind, führt das zu einer

Verdopplung der Konzentrationen.

Damit lauten die Lösungen für den advektionsfreien Fall mit instantaner Quelle

CI,H(x, t) =
M0

4(πK(t− t0))
3
2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (2.37)

und mit sprungförmiger Quelle

CS,H(x, t) =
q0

2πK‖x − x0‖2
· erfc

(
‖x − x0‖2

2
√

K(t− t0)

)
· 1(t− t0), (2.38)

aus denen sich die stationären Lösungen

CI,H(x,∞) = 0 und (2.39)

CS,H(x,∞) =
q0

2πK‖x − x0‖2
(2.40)

ablesen lassen.
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Für den advektionsbehafteten Fall ergeben sich für die instantane Quelle

CI,A,H(x, t) =
M0

4(πK(t− t0))
3
2

× exp

(
−(x− vx · (t− t0)− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0)

(2.41)

und für die sprungförmige Quelle

CS,A,H(x, t) =
q0 · exp

(
vx(x−x0)

2K

)
π

3
2K‖x − x0‖2

∞∫
‖x−x0‖2

2
√

K(t−t0)

exp

(
−ξ2 − v2

x · ‖x − x0‖2
2

16K2ξ2

)
dξ (2.42)

mit den stationären Lösungen

CI,A,H(x,∞) = 0 (2.43)

und

CS,A,H(x,∞) =
q0 · exp

(− vx

2K
(‖x − x0‖2 − (x− x0))

)
2πK‖x − x0‖2

. (2.44)

2.4.5 Lösung und Diskussion für das endliche Medium

Bei der Ausbreitungsmodellierung in endlichen Medien muss die Wechselwirkung mit den

Mediengrenzen berücksichtigt werden. Hier werden impermeable Mediengrenzen betrach-

tet, die - wie schon beim halbunendlichen Medium erläutert - das Konzentrationsprofil,

das sich ohne die Grenze außerhalb des betrachteten Gebiets ergibt, in das Medium hin-

ein reflektieren. Dabei superpositionieren sich ursprüngliches und reflektiertes Konzen-

trationsprofil. Das bedeutet, es entsteht durch eine impermeable Grenze eine zusätzliche,

virtuelle Quelle x′
0, deren Lage sich durch senkrechte Spiegelung der Position der tatsäch-

lichen Quelle mit der impermeablen Grenze ergibt.

Im Fall des halbunendlichen Mediums musste nur eine Spiegelung betrachtet werden. Da

sich dabei die Quelle direkt auf der impermeablen Oberfläche befand, brauchte die Lösung

für das unendliche Medium nur mit dem Faktor 2 multipliziert werden.

Problematischer ist es, wenn, wie im Fall einer Halle mit den Ausmaßen Lx, Ly, Lz, meh-

rere impermeable Grenzen zu berücksichtigen sind. Wände, Boden und Decke der Halle

stellen in erster Näherung impermeable Oberflächen dar. Damit entstehen neben der tat-

sächlichen Quelle x0 durch Reflexion weitere 6 virtuelle Quellen x′
0. Abbildung 2.7 zeigt

die durch Reflexion an den Wänden entstehenden 4 virtuellen Quellen in der (x, y)-Ebene.
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Abb. 2.7: Lage der durch Reflexion an den Wänden entstehenden virtuellen Quellen.

Doch auch die virtuellen Quellen müssen erneut an den impermeablen Oberflächen ge-

spiegelt werden, wodurch die in Abb. 2.7 dargestellten virtuellen Quellen x′′
0 entstehen.

Und auch die virtuellen Quellen x′′
0 müssen wieder reflektiert werden. Dieses Spiel lässt

sich unendlich fortsetzen. Die Lösung für die Ausbreitungsgleichung ist damit eine unend-

liche Summe aus den durch die eigentliche Quelle und allen virtuellen Quellen erzeugten

Konzentrationsprofilen. Für den Fall reiner Diffusion (advektionsfrei) lässt sich die Lösung

mit (2.31) in der Form

CS(x, t) =
∞∑

i=−∞

∞∑
j=−∞

∞∑
k=−∞

q0

4πK‖x − xi,j,k0 ‖2

· erfc
(

‖x − xi,j,k0 ‖2

2
√

K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (2.45)

schreiben [83]. Die x-Komponente der Quellorte xi,j,k0 wird durch

xi0 =


x0 : i = 0

−x0 + iLx : |i| = 1

sign(i)x0 + iLx : |i| > 1

(2.46)

gebildet, was analog auch für die y- und z-Komponente gilt. Dabei wurde ohne Einschrän-

kung das Koordinatensystem so gewählt, dass der Mittelpunkt der Halle im Koordina-

tenursprung liegt.
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Mit zunehmender Ordnung der Spiegelung entfernen sich die virtuellen Quellen vom

eigentlichen Ausbreitungsgebiet, so dass ihr Einfluss auf die Konzentrationsverteilung

im betrachteten endlichen Medium sinkt. Dies gilt insbesondere für Zeitpunkte kurz

nach Beginn der Emission. Deshalb kann die Summe in (2.45) eher abgebrochen wer-

den. Laut [83] genügt für alle Zeitpunkte t ≤ t0 + [min(Lx, Ly, Lz)]
2/4K die Summation

mit −1 ≤ i, j, k ≤ 1. Doch auch mit dieser Beschränkung enthält die Lösung der Ausbrei-

tungsgleichung bereits die tatsächliche und 26 weitere virtuelle Quellen (vgl. Gl. (2.45)).

Für die hier angestrebte modellbasierte Quellenlokalisierung auf der Basis geschlossener

Lösungen der Ausbreitungsgleichung ist diese Lösung ungeeignet.

Jedoch kann unter der Annahme, dass sich die Sensoren sowie die Quelle nicht unmittelbar

in der Nähe einer Wand befinden, die Ausbreitung nach Beginn der Emission zunächst als

freie Ausbreitung wie im unendlichen Medium aufgefasst werden. In der Zeit der freien

Ausbreitung lässt sich dann die Quellenlokalisierung auf der Basis der Lösungen der Aus-

breitungsgleichung für das unendliche Medium realisieren. Ab dem Zeitpunkt, an dem die

Reflexionseinflüsse an den Wänden dominieren, muss das Ergebnis der Quellenlokalisie-

rung eingefroren werden.

Für den Fall, dass sich die Quelle direkt in der Nähe einer Wand befindet, lässt sich die

Quelle idealisiert so verschieben, dass sie sich direkt auf der Wand befindet. In diesem

Fall gelten die Lösungen für das halbunendliche Medium, die sich von den Lösungen für

das unendliche Medium nur durch den Faktor 2 unterscheiden. Befindet sich die Quelle

in einer Kante muss statt des Faktors 2 der Faktor 4 verwendet werden. Ist die Quelle in

einer Ecke positioniert, gilt die Lösung für das unendliche Medium multipliziert mit dem

Faktor 8.

Die Lokalisierung der Emissionsquelle ist ohne Kenntnis des konkret vorliegenden Faktors

(1, 2, 4 oder 8) möglich, da verschiedene Faktoren als variable Quellintensität interpretiert

werden können. Anhand des geschätzten Quellorts lässt sich der Faktor ermitteln und für

die spätere Schätzung der Quellintensität verwenden.

2.5 Lösungen für ein- und zweidimensionale Medien

Neben der bislang betrachteten Ausbreitung in dreidimensionalen Medien existieren auch

praktische Anwendungen, in denen eine Modellierung durch ein- oder zweidimensionale

Medien sinnvoll ist. Beispielsweise lässt sich die Ausbreitung in Rohren, Gängen oder

Kanälen durch die eindimensionale Diffusions-Advektions-Gleichung beschreiben. Dabei
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werden eine ideale Durchmischung in Querrichtung6 und impermeable Wände angenom-

men. Auch eine Modellierung durch zweidimensionale Medien kann bei sehr flachen Aus-

breitungsgebieten sinnvoll sein.

Wegen der scheinbaren Ähnlichkeit der Greenschen Funktionen (2.19) und (2.22) für n =

1, 2, 3 kann vermutet werden, dass die Lösungen der Ausbreitungsgleichung für ein- und

zweidimensionale Ausbreitungsmedien den Lösungen für dreidimensionale Medien ähneln

und sich direkt aus diesen ableiten lassen. Nachfolgend wird am Beispiel reiner Diffusion

in Anlehnung an [18] gezeigt, dass diese Vermutung nicht zutrifft.

Im eindimensionalen Medium (n = 1) folgt mit (2.19) für reine Diffusion die Lösung bei

instantaner Quelle der Stärke M0

C1D
I (x, t) =

M0

2
√

πK(t− t0)
· exp

(
− |x− x0|2
4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (2.47)

Die Lösung für die sprungförmige Quelle wird analog zu (2.27)-(2.29) erhalten [19]

C1D
S (x, t) =

q0 ·
√
t− t0

K
· ierfc

(
|x− x0|

2
√

K(t− t0)

)
(2.48)

Dabei bezeichnet ierfc(·) das Integral der komplementären Fehler-Funktion7. Für t → ∞
existiert im eindimensionalen Medium keine stationäre Lösung, sondern es gilt

C1D
S (x,∞) = ∞. (2.49)

Für das zweidimensionale Medium (n = 2) wird mit (2.19) für die instantane Quelle

C2D
I (x, t) =

(
M0

2
√

πK(t− t0)

)2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (2.50)

erhalten. Analog zu (2.27)-(2.29) lässt sich die Lösung für die sprungförmige Quelle er-

mitteln

C2D
S (x, t) = − q0

4πK
· Ei

(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
. (2.51)

Dabei bezeichnet Ei(·) die Integralexponentialfunktion8 [14, 39]. Wie auch im eindimen-

sionalen Fall folgt für t → ∞
C2D
S (x,∞) = ∞. (2.52)

6Die mit den nachfolgend gezeigten Lösungen der Diffusionsgleichung für ein- bzw. zweidimensiona-
le Medien beschriebenen Konzentrationen besitzen die Einheit mg/m2 bzw. mg/m. Diese müssen mit
der Raumhöhe des idealisiert zweidimensionalen Mediums bzw. mit der Querschnittsfläche des ideali-
siert eindimensionalen Mediums (z. B. Rohrquerschnitt) dividiert werden, um echte Konzentrationswerte
(mg/m3) zu erhalten.

7Es gilt ierfc(x) =
∞∫
x

erfc(s) ds.

8Es gilt Ei(x) = −
∞∫
−x

exp(−τ)
τ dτ =

x∫
−∞

exp(τ)
τ dτ für x < 0. Die Forderung x < 0 ist in (2.51) stets

erfüllt.
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Bereits die Lösungen (2.48) und (2.51) für reine Diffusion im ein- und zweidimensionalen

unendlichen Medium lassen im Vergleich mit (2.31) erkennen, dass es sich bei der Aus-

breitung im ein-, zwei- und dreidimensionalen Fall um jeweils strukturell völlig verschiede-

ne Probleme handelt. Beispielsweise existieren im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall

keine stationären Lösungen für ein- und zweidimensionale Ausbreitungsmedien. Damit

ergeben sich für die Quellenlokalisierung drei getrennt voneinander zu betrachtende Pro-

bleme. In dieser Arbeit wird nur der Fall der dreidimensionalen Ausbreitung untersucht.

Untersuchungen zur Quellenlokalisierung für das eindimensionale Medium sind in [62] zu

finden.

2.6 Zusammenhang zwischen instantaner und

sprungförmiger Quelle

Bisher wurden die instantane und die sprungförmige Quelle getrennt betrachtet. Im Hin-

blick auf die Entwicklung von Verfahren zur Quellenlokalisierung ist es sinnvoll, nur die

sprungförmige Quelle zu untersuchen und den instantanen Fall auf den sprungförmigen

Fall zurückzuführen. Wie nachfolgend gezeigt wird, lässt sich dies wegen der Linearität

der Diffusions-Advektions-Gleichung durch zeitliches Integrieren des Konzentrationsver-

laufs für die instantane Quelle erreichen. Natürlich lässt sich auch der Fall sprungförmiger

Quellintensität durch zeitliches Ableiten der Konzentrationen auf den instantanen Fall zu-

rückführen. Doch ist aus der Sicht der Verarbeitung gestörter Messsignale ein Integrieren

mit seiner glättenden Wirkung gegenüber dem Ableiten von Vorteil.

Der Nachweis wird hier anhand des advektionsfreien Falls über den Zusammenhang der

Lösungen zur Greenschen Funktion CG(x, t) geführt. Für die Konzentration CI(x, t) bei

instantaner Quelle gilt

CI(x, t) = CG(x, t) ·M0. (2.53)

In Anhang D ist für die Konzentration CS(x, t) bei sprungförmigem Verlauf der Quellin-

tensität die Beziehung
dCS(x, t)

dt
= CG(x, t) · q0 (2.54)

nachgewiesen. Aus (2.53) und (2.54) folgt

dCS(x, t)

dt
· 1

q0
= CI(x, t) · 1

M0
(2.55)

und durch Integrieren über die Zeit wird

CS(x, t) · 1

q0

=

t∫
t0

CI(x, t
′)dt′ · 1

M0

(2.56)
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erhalten. Damit ist gezeigt, dass der zeitlich integrierte Konzentrationsverlauf bei instan-

taner Quelle genauso behandelt werden kann wie der Konzentrationsverlauf bei sprungför-

miger Quelle. Die Größen q0 und M0 sind dann betragsmäßig gleich. Dies gilt auch für den

advektionsbehafteten Fall, wenn, wie hier vorausgesetzt, die Strömungsgeschwindigkeit für

die Zeit der Ausbreitung konstant ist.

Bei Vorliegen einer instantanen Quelle müssen die im praktischen Einsatz zeitlich diskret

gemessenen Konzentrationen über die Zeit summiert werden, um die nachfolgend gezeigten

Verfahren zur Quellenlokalisierung verwenden zu können. Dabei ist zu beachten, dass die

Summe zum Zeitpunkt t0 den Wert 0 besitzen muss.

2.7 Experimentelle Modellvalidierung

Für die praktische Quellenlokalisierung ist, wegen des dabei zu lösenden inversen Pro-

blems, ein gutes Ausbreitungsmodell von entscheidender Bedeutung. Aus diesem Grund ist

eine experimentelle Modellvalidierung bereits in einer frühen Phase sinnvoll. Bei der theo-

retischen Modellierung wurde angenommen, dass die Diffusions-Advektions-Gleichung mit

den genannten idealisierenden Vereinfachungen das praktische Ausbreitungsverhalten hin-

reichend gut beschreibt.

Um dies zu überprüfen, wird ein bestehendes eindimensionales Sensornetz verwendet, das

aus drei KAMINA (Karlsruher Mikronase) aufgebaut ist [62]. Das Sensornetz befindet

sich im Flur des Instituts für Instrumentelle Analytik des Forschungszentrums Karlsruhe.

Der Versuchsaufbau ist schematisch in Abb. 2.8 dargestellt.

Abb. 2.8: Versuchsaufbau für die eindimensionale Ausbreitung durch Advektion und Diffusion.

Bei den Ausbreitungsversuchen wird an zwei verschiedenen Quellorten x0 eine definierte

Menge M0 Ethanol freigesetzt. Dabei wird das flüssige Ethanol auf Filterpapier gekippt,

von dem es aufgrund der großen Oberfläche sehr schnell verdunstet. Die Quellintensität

kann damit idealisiert als instantan angesehen werden.
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Als Modell für die Ausbreitung wird die eindimensionale Diffusions-Advektions-Gleichung

verwendet. Für die instantane Quelle folgt mit (2.22) die geschlossene Lösung

C1D
I,A(x, t) =

M0

2
√

πK(t− t0)
· exp

(
−(x− vx · (t− t0)− x0)

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0). (2.57)

Abbildung 2.9 zeigt sowohl die auf der Basis des Ausbreitungsmodells simulierten als auch

die real gemessenen Konzentrationswerte an den drei Sensorstandorten x1, x2 und x3 für

zwei verschiedene Quellorte.
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Abb. 2.9: Vergleich simulierter und gemessener Konzentrationsverläufe für den Flurversuch mit
Ethanol (K = 0.2m2/s, vx = 0.08m/s) für Quellort 1 (links) sowie Quellort 2 (rechts).

Die Abbildung zeigt, dass die Ausbreitung durch turbulente Diffusion und Advektion star-

ke Schwankungen bei den gemessenen Konzentrationen hervorruft. Wie oben beschrieben,
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lässt sich die turbulente Ausbreitung nur in Näherung für zeitlich gemittelte Konzentra-

tionen durch die Diffusions-Advektionsgleichung beschreiben. Kleine turbulente Wirbel

können nicht explizit modelliert werden. Sie führen aber zu kurzzeitigem Ansteigen oder

Absinken der Konzentrationen (vgl. z. B. Abb. 2.9 (rechts) bei ca. 150s). Zudem können

kleine Konzentrationen im Messrauschen untergehen, wie im rechten Beispiel für Konzen-

tration C1 zu erkennen ist.

Unter Berücksichtigung der Schwierigkeiten bei der Modellierung der turbulenten Aus-

breitung stellen die mit der Lösung der Advektions-Diffusionsgleichung ermittelten, si-

mulierten Konzentrationsverläufe dennoch praktisch befriedigende Näherungen für die

gemessenen Konzentrationen dar.

Jedoch kann es durch starke Störungen in den Strömungsverhältnissen im betrachteten

Gebiet (Öffnen/Schließen von Türen/Fenstern, bewegte Objekte wie z. B. Personen) zu

erheblichen Veränderungen des Ausbreitungsverhaltens kommen. In solchen Fällen können

die simulativ ermittelten Konzentrationen wesentlich von den gemessenen abweichen. Das

Ausbreitungsmodell ist dann nicht gültig. Da solche zufälligen Störungen aber nicht a

priori bekannt sind, lässt sich i. Allg. kein besseres analytisches Ausbreitungsmodell finden.

2.8 Konsequenzen für die Quellenlokalisierung

Gegenstand dieses Kapitels war die theoretische Modellierung der Ausbreitung einer Luft-

beimengung mittels der Diffusions-Advektions-Gleichung für verschiedene Randbedingun-

gen. Anhand experimenteller Ergebnisse wurde gezeigt, dass die getroffenen Annahmen

bezüglich der Ausbreitungsmodellierung praktisch zulässig sind.

Aus den theoretischen Untersuchungen ergeben sich folgende Konsequenzen:

• Die Ausbreitung im anisotropen dreidimensionalen Medium mit beliebigen Strömungs-

geschwindigkeitskomponenten vx, vy, vz ist nach einer Koordinatentransformation

durch ein Modell für das isotrope dreidimensionale Medium mit nur einer Strömungs-

geschwindigkeitskomponente vx (vy = vz = 0) beschreibbar. Die nachfolgenden Un-

tersuchungen beschränken sich daher nur auf diesen Fall.

• Es werden ausschließlich punktförmige Quellen untersucht. Im Hinblick auf den zeit-

lichen Verlauf der Quellintensität sind praktisch die instantane und die sprungförmi-

ge Quelle relevant. Der Fall instantaner Quellintensität lässt sich durch Integrieren

der gemessenen Konzentrationen über der Zeit auf den Fall sprungförmiger Quellin-

tensität zurückführen, wobei betragsmäßig M0 und q0 übereinstimmen. Aus diesem
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Grund werden ausschließlich Lösungen des Quellenlokalisierungsproblems für den

Fall einer sprungförmigen Quellintensität entwickelt. Für den instantanen Fall müs-

sen dann die zeitlich summierten Signalverläufe betrachtet werden.

• Die Lösungen für das halbunendliche Medium mit einer Quelle auf der impermeablen

Oberfläche unterscheiden sich nur durch den Faktor 2 von denen für das unendliche

Medium. Aus diesem Grund wird im Weiteren vorrangig der Fall eines unendlichen

Mediums untersucht. Wenn notwendig, wird auf Unterschiede der Verfahren zur

Quellenlokalisierung für den Fall eines halbunendlichen Mediums hingewiesen.

• Für den Fall des abgeschlossenen (endlichen) Mediums sind die Lösungen kompli-

zierter. Sie gestatten keine geschlossene Lösung für die Quellenlokalisierung und sind

damit für die angestrebte theoretische Untersuchung ungeeignet. Allerdings kann die

Ausbreitung nach Beginn der Emission wie eine freie Ausbreitung behandelt wer-

den, vorausgesetzt die Quelle und das zu überwachende Gebiet sind weit genug von

den impermeablen Grenzen entfernt. Weitere Spezialfälle ergeben sich, wenn sich die

Quelle direkt an der Wand, in einer Kante oder einer Ecke des endlichen Mediums

befindet.

• Sowohl beim advektionsfreien als auch beim advektionsbehafteten Fall erreichen

die Konzentrationen im halbunendlichen und im unendlichen Medium nach einiger

Zeit stationäre Endwerte. Das geschieht beim advektionsbehafteten Fall bereits bei

geringen Strömungsgeschwindigkeiten schnell. Deshalb wird für diesen Fall nur die

stationäre Lösung untersucht. Im advektionsfreien Fall ist die Konvergenz gegen die

stationäre Lösung vergleichsweise langsam, so dass neben der stationären Lösung

auch die instationäre Lösung betrachtet wird.

Damit müssen fortan nur noch die beiden Standardfälle

• reine Diffusion im dreidimensionalen unendlichen isotropen Medium mit sprungför-

miger Punktquelle

∂C

∂t
−K

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2
+

∂2C

∂z2

)
= q0 ·1(t− t0) ·δ(x−x0) ·δ(y−y0) ·δ(z−z0) (2.58)

mit der Lösung

C(x, t) =
q0

4πK‖x − x0‖2
· erfc

(
‖x − x0‖2

2
√

K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (2.59)

und dem stationären Konzentrationsprofil

CS(x,∞) =
q0

4πK‖x − x0‖2

(2.60)

(Kapitel 3) sowie
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• Advektion in x-Richtung und Diffusion im dreidimensionalen unendlichen isotropen

Medium mit sprungförmiger Punktquelle

∂C

∂t
+ vx

∂C

∂x
−K

(
∂2C

∂x2
+

∂2C

∂y2
+

∂2C

∂z2

)
=

q0 · 1(t− t0) · δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0)

(2.61)

mit der Lösung

CS(x, t) =
q0 · exp

(
vx(x−x0)

2K

)
2π

3
2K‖x − x0‖2

∞∫
‖x−x0‖2

2
√

K(t−t0)

exp

(
−ξ2 − v2

x · ‖x − x0‖2
2

16K2ξ2

)
dξ (2.62)

und dem stationären Konzentrationsprofil

CS(x,∞) =
q0 · exp

(− vx

2K
(‖x − x0‖2 − (x− x0))

)
4πK‖x − x0‖2

(2.63)

(Kapitel 4) untersucht werden.

Zusammenfassend ergibt sich, dass ein großes Spektrum an Ausbreitungsproblemen auf

diese beiden Standardfälle zurückgeführt werden kann.
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3 Ein neues Verfahren zur

Quellenlokalisierung bei Diffusion

Wie im Kapitel 1 bereits beschrieben, besteht die Grundidee des hier vorgestellten geome-

trischen Zugangs zur Quellenlokalisierung darin, zunächst die Menge Pi zu bestimmen, auf

der sich aus der Sicht jedes einzelnen Sensors i die Quelle befinden kann. Durch Schneiden

aller Mengen Pi soll daraus später der Quellort ermittelt werden.

Für den in diesem Kapitel betrachteten Fall isotroper Diffusion (ohne Advektion) be-

schreibt die Menge aller Punkte

Pi =
{
x0 ∈ R

3 : ‖xi − x0‖2 = di(Ci, q0, K)
}
, (3.1)

auf der sich aus der Sicht eines einzelnen Sensors i die Quelle befinden kann, eine Kugel.

Ihr Mittelpunkt ist der jeweilige Sensorstandort xi. Dies wird klar, wenn (3.1) als implizite

Kugelgleichung

(xi − x0)
2 + (yi − y0)

2 + (zi − z0)
2 − d2

i (Ci, q0, K) = 0 (3.2)

geschrieben wird. Der Radius der Kugel, also der Sensor-Quell-Abstand di(Ci, q0, K) =

‖xi − x0‖2, ist jedoch neben der gemessenen Konzentration Ci weiterhin von den i.Allg.

unbekannten Größen Quellintensität q0 und Diffusionskoeffizient K abhängig.

Im Fall einer ebenen Anordnung von Sensoren und Quelle (Ebenenkonfiguration) stellt

Pi für den Sensor i einen Kreis um xi dar. Für einen festen Diffusionskoeffizient K ist

der Radius dieses Kreises für eine vorliegende Konzentrationsmessung Ci nur noch von

der Quellintensität q0 abhängig. Abbildung 3.1 verdeutlicht, dass sich für eine bestimmte

Konzentrationsmessung Ci die Quelle auf einem kleinen Kreis um xi befinden kann, wenn

eine kleine Quellintensität vorliegt, und umgekehrt auch auf einem großen Kreis um xi

liegen kann, wenn die Quellintensität groß ist.
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Abb. 3.1: Menge aller möglichen Quellorte Pi aus der Sicht von Sensor i (Si) für verschiedene
Quellintensitäten q0(mg/s) im advektionsfreien Fall.

Wie später gezeigt wird, bewirken die Parameter K und q0 eine lineare Skalierung der

Sensor-Quell-Abstände di(Ci, q0, K). Aus diesem Grund lassen sich diese Abstände im

Fall reiner Diffusion in

di(Ci, q0, K) =
�i(Ci)

γ(K, q0)
(3.3)

zerlegen. Die Größe �i(Ci) ist der so genannte skalierbare Sensor-Quell-Abstand. Der

Skalierungsfaktor γ hängt nur von den Parametern q0 und K ab. Daher besitzt γ für

alle Sensoren denselben Wert.

Erst durch die Betrachtung mehrerer Sensoren und damit mehrerer Mengen Pi lässt sich
der Skalierungsfaktor sowie der Quellort bestimmen. Im ungestörten Fall ergibt sich bei

Wahl des richtigen Skalierungsfaktors γ (und damit q0) ein Schnittpunkt aller Pi (Krei-

se/Kugeln), der sich genau am Quellort befindet (Abb. 3.2). Im gestörten Fall muss eine

Näherungslösung für den Schnittpunkt ermittelt werden.

Beim zweistufigen Verfahren ist also zunächst für jeden Sensor i ein skalierbarer Sensor-

Quell-Abstand �i zu schätzen (Abschnitt 3.1) und daraus anschließend der Quellort x0 zu

bestimmen (Abschnitte 3.2 bis 3.4).
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Abb. 3.2: Schnittpunkt aller p Mengen Pi am Quellort x0 im ungestörten, advektionsfreien Fall.
Wenn q0 (und damit γ) falsch gewählt werden, existiert kein gemeinsamer Schnittpunkt der
Kreise (gestrichelte Linie).

3.1 Schätzung skalierbarer Sensor-Quell-Abstände

3.1.1 Schätzung auf der Basis stationärer Konzentrationen

Zunächst wird die Schätzung skalierbarer Sensor-Quell-Abstände auf der Basis stationärer

Konzentrationen (vgl. (2.60)) betrachtet

C(xi,∞) =
q0

4πK‖xi − x0‖2
i = 1, . . . , p. (3.4)

Im gestörten Fall stellt der Mittelwert über mehrere nacheinander gemessene Werte Ci,k

(i-ter Sensor zur Abtastzeit tk) einen Schätzwert Ĉ(xi,∞) dar, wenn k eine große Zeit t

repräsentiert. Die Konzentrationswerte Ci,k müssen dabei keiner äquidistanten Abtastung

entstammen.

Werden (3.3) und (3.4) betrachtet, folgt für die skalierbaren Sensor-Quell-Abstände

�i =
1

C(xi,∞)
(ungestörter Fall) bzw. �̂i =

1

Ĉ(xi,∞)
(gestörter Fall) (3.5)

mit dem zugehörigen Skalierungsfaktor

γ =
4πK

q0
bzw. γ =

2πK

q0
(für das halbunendliche Medium). (3.6)

Bei der Verwendung von �i und γ empfiehlt es sich, γ als einheitenlose Größe zu betrachten

und die physikalischen Einheiten von K und q0 den skalierbaren Sensor-Quell-Abständen

zuzuordnen. Diese besitzen dann die Einheit Meter (m).
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3.1.2 Schätzung auf der Basis instationärer Konzentrationen

Die Schätzung der skalierbaren Sensor-Quell-Abstände auf der Basis stationärer Konzen-

trationen hat den Nachteil, dass erst lange Zeit nach Emissionsbeginn stationäre Konzen-

trationen vorliegen und damit erst spät eine Quellenlokalisierung möglich ist. Deshalb sol-

len die instationären Konzentrationen zum Ermitteln skalierbarer Sensor-Quell-Abstände

herangezogen werden.

Entsprechend dem Ausbreitungsmodell (2.31) gilt für jeden Sensor i

C(xi, ti,k, αi, βi, t0) = αi · erfc
(

βi√
ti,k − t0

)
· 1(ti,k − t0) (3.7)

mit den zusammengefassten Größen

αi =
q0

4πK‖xi − x0‖2
, βi =

‖xi − x0‖2

2
√
K

. (3.8)

Gelingt es, αi und βi für jeden Sensor i auf der Basis der gemessenen instationären Kon-

zentrationen Ci,k zu schätzen, lassen sich daraus die skalierbaren Sensor-Quell-Abstände

mit

�̂i,α =
1

α̂i
oder �̂i,β = β̂i (3.9)

bestimmen. Die zugehörigen Skalierungsfaktoren sind dann

γα =
4πK

q0
oder γβ =

1

2
√
K

. (3.10)

Neben den Größen αi und βi muss zusätzlich der unbekannte Startzeitpunkt der Emission

t0 ermittelt werden. Wegen der Nichtlinearität von (3.7) in αi, βi und t0 bietet sich für

die Schätzung an, den Fehler

Ji =

Ni∑
k=1

(Ci,k − C(xi, ti,k, αi, βi, t0))
2 !
= Min

αi,βi,t0
(3.11)

mit Hilfe von Gradientenverfahren zu minimieren.

Für die in Beispiel 1.2 gezeigten Konzentrationsverläufe für t0 = 0 ergeben sich für die

einzelnen Sensoren die in Abb. 3.3 dargestellten Gütegebirge über t0, wenn αi und βi auf

ihre wahren Werte festgesetzt werden.

Anhand der Form des in Abb. 3.3 dargestellten Gütegebirges ist grundsätzlich ein gutes

Konvergenzverhalten von Gradientenverfahren zu erwarten, da keine Nebenminima exi-

stieren. Es ist zudem zu erkennen, dass das Gütegebirge für den Sensor, der der Quelle

am nächsten steht (Sensor 3), am besten ausgeprägt ist. Daher reicht es aus, die Startzeit
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Abb. 3.3: Abhängigkeit von Ji bezüglich der Startzeit t0 für alle Sensoren i gemäß Beispiel 1.2.
(Die Sensoren 1 und 4 besitzen den gleichen Verlauf für Ji.)

nur auf der Basis desjenigen Sensors j zu schätzen, der die größte Konzentration misst

und damit den kleinsten Abstand zur Quelle besitzt.

Bei der Schätzung von t0 ist zu beachten, dass der zeitabhängige Term in (3.7) mit zu-

nehmender Zeit gegen den Wert 1 strebt

lim
t→∞

erfc

(
βi · 1√

t− t0

)
· 1(t− t0) = 1. (3.12)

Aus diesem Grund sinkt der Informationsgehalt für t0 in Messungen Ci,k mit zunehmen-

der Messdauer. Die
”
persistent-excitation“-Bedingung ist nicht erfüllt [104]; die Schätzung

für t0 muss deshalb inkonsistent1 sein. Bei den zu erwartenden Störungen (unkorrelier-

tes stationäres normalverteiltes Messrauschen) ist eine bleibende Abweichung zwischen

Schätzwert t̂0 und wahrem Wert t0 nicht zu vermeiden.

Anschließend werden die Parameter α̂i und β̂i für jeden Sensor i gemäß (3.11) geschätzt.

Dabei wird jedoch der Wert für t0 auf die Schätzung t̂0 festgesetzt. Abbildung 3.4 zeigt

für jeden Sensor i das Gütegebirge über αi und βi auf der Basis von Beispiel 1.2. Es ist

zu erkennen, dass neben den globalen Minima keine Nebenminima existieren. Aus diesem

Grund sind hier bei der Anwendung von Gradientenverfahren keine Probleme zu erwarten,

insbesondere wenn berücksichtigt wird, dass αi und βi stets positiv sind.

1Eine Schätzung Γ(X1, ..., Xn) des Parameters γ heißt konsistent, wenn Γ(X1, ..., Xn) in Wahrschein-
lichkeit gegen den Parameter γ konvergiert, d. h., wenn für beliebiges ε > 0 lim

n→∞P (|Γ(X1, ..., Xn)− γ| ≤
ε) = 1 gilt. [13]
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Abb. 3.4: Abhängigkeit von Ji bezüglich αi und βi für alle Sensoren i gemäß Beispiel 1.2.

Wegen der Inkonsistenz der Schätzung von t̂0 ist auch die Schätzung von β̂i inkonsistent,

selbst wenn t̂0 = t0 gilt, da (3.12) eine Abnahme des Informationsgehalts bewirkt. Die

Schätzung von α̂i verbessert sich hingegen mit zunehmender Beobachtungsdauer; sie ist

konsistent. Aus diesem Grund wird α̂i zur Ermittlung skalierbarer Sensor-Quell-Abstände

genutzt

�̂i = �̂i,α =
1

α̂i
. (3.13)

Daraus folgt für den Skalierungsfaktor

γ = γα =
4πK

q0

bzw. γ = γα =
2πK

q0

(für das halbunendliche Medium). (3.14)

Während das Gütegebirge bezüglich des Quellorts (1.1), das bei einstufigen Verfahren zum

Einsatz kommt, Nebenminima im Gütegebirge besitzt (vgl. Abb. 1.5), gelingt es durch

den zweistufigen Ansatz zumindest skalierbare Sensor-Quell-Abstände für alle Sensoren

eindeutig zu ermitteln. Dies wird besonders deutlich, wenn, wie für Abb. 1.5 vorausgesetzt,

sowohl die Quellintensität q0 als auch der Diffusionskoeffizient K bekannt sind. Dann ist

nämlich der Skalierungsfaktor γα bekannt, und es können direkt Sensor-Quell-Abstände

di = ‖xi − x0‖2 geschätzt werden. Die zugehörigen Gütegebirge bezüglich di auf der

Basis von Beispiel 1.2 zeigt Abb. 3.5. Diese Gütegebirge sind für Gradientenverfahren

unproblematisch.
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Abb. 3.5: Abhängigkeit von Ji bezüglich di für alle Sensoren i gemäß Beispiel 1.2.

3.1.3 Bewertung der Schätzverfahren

In den vorangegangenen Abschnitten wurde gezeigt, wie sich die skalierbaren Sensor-

Quell-Abstände sowohl auf der Basis stationärer als auch instationärer Konzentrationen

ermitteln lassen. Die wichtigsten Eigenschaften der Verfahren fasst Tabelle 3.1 zusammen.

Verfahren mit stationären

Konzentrationen

Verfahren mit instationären

Konzentrationen

Schätzen von t0 nicht erforderlich erforderlich

Rechenaufwand
gering

(Mittelwertbildung)

hoch

(Optimierung mit

Gradientenverfahren)

Verhalten bei

Störungen/Rauschen

robust

(durch Mittelwertbildung)

robust

(Ausgleich über alle Mess-

werte bei Optimierung)

möglicher Zeitpunkt

der Ergebnisausgabe

erst nach annäherndem

Erreichen stationärer

Konzentrationen

nach drei

Konzentrationsmessungen

pro Sensor (drei Parameter

pro Sensor)

Konsistenz der

Schätzung
konsistent konsistent

Tabelle 3.1: Eigenschaften der Verfahren zur Ermittlung skalierbarer Sensor-Quell-Abstände.
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3.2 Ermittlung des Quellorts im ungestörten Fall

3.2.1 Vorbemerkungen

Um den Quellort x0 aus den skalierbaren Sensor-Quell-Abständen �̂i zu berechnen, ist das

Kugelschnittproblem

�̂i = γ · ‖xi − x0‖2 i = 1, . . . , p (3.15)

zu lösen. Dabei spielt es keine Rolle, ob �̂i auf der Basis stationärer oder instationärer

Konzentrationen geschätzt wurde.

In diesem und im nächsten Abschnitt wird zunächst der ungestörte Fall behandelt. Die

geschätzten skalierbaren Sensor-Quell-Abstände sind gleich den wahren Werten, und an-

stelle von �̂i lässt sich �i benutzen.

Bei den Untersuchungen werden vier Sensor-Quell-Konfigurationen unterschieden.

• Linienkonfiguration: die Quelle und alle Sensoren befinden sich auf einer Geraden.

(Eine solche Konfiguration ist praktisch beispielsweise bei der Überwachung einer

Rohrleitung denkbar, wenn alle Sensoren auf der Rohrleitung montiert sind.)

• Ebenenkonfiguration: die Quelle und alle Sensoren befinden sich auf einer Ebene.

(Eine Ebenenkonfiguration tritt beispielsweise dann auf, wenn der Quellort und alle

Sensoren auf dem Boden liegen.)

• Raumkonfiguration: die Quelle und alle Sensoren sind beliebig im unendlichen

Ausbreitungsmedium verteilt. (Eine Raumkonfiguration stellt z. B. ein Hochregalla-

ger dar, in dem auf mehreren Ebenen Sensoren installiert sind.)

• Halbraumkonfiguration: die Quelle befindet sich auf der impermeablen Grenz-

fläche eines halbunendlichen Ausbreitungsmediums, und die Sensoren sind frei im

Halbraum verteilt. (Eine Halbraumkonfiguration liegt beispielsweise dann vor, wenn

eine tropfende Leckage immer zu einem Quellort am Boden (impermeabel) führt,

sich die Sensoren aber nicht auf dem Boden befinden.)

Für den ungestörten Fall wird für die einzelnen Sensor-Quell-Konfigurationen versucht,

den Quellort x0 und den Skalierungsfaktor γ mit minimaler Anzahl von Sensoren zu

ermitteln. Die Untersuchungen für die minimale Sensoranzahl erlauben es, Aussagen zur

Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen sowie zur geeigneten Wahl von Sensorstandorten

zu treffen. Im Abschnitt 3.4 werden die gewonnenen Ergebnisse auf den gestörten Fall mit

beliebiger Sensoranzahl p erweitert.
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3.2.2 Linienkonfiguration

Bei der Linienkonfiguration liegen alle Sensoren und die Quelle auf einer Geraden (xi = xi

und x0 = x0). Es sind die Parameter Quellort x0 und Skalierungsfaktor γ zu bestimmen.

Mit den dazu minimal notwendigen zwei Sensoren bei x1 und x2 (x1 < x2) sowie den

zugehörigen Sensor-Quell-Abständen �1 und �2 lässt sich für die gesuchten Parameter ein

Gleichungssystem

�1 = γ · |x1 − x0|
�2 = γ · |x2 − x0|

(3.16)

aufstellen. Um dieses System zu lösen, müssen für das Auflösen der Beträge drei Fälle

unterschieden werden.

x1 < x0 < x2 : x0,I =
�1 · x2 + �2 · x1

�1 + �2
, γI =

�1 + �2

x2 − x1

x0 < x1 < x2 : x0,II =
�1 · x2 − �2 · x1

�1 − �2
, γII =

�1 − �2

x2 − x1

x1 < x2 < x0 : x0,III =
�1 · x2 − �2 · x1

�1 − �2
, γIII =

�1 − �2

x2 − x1
.

(3.17)

Es ist zu erkennen, dass die Lösungen x0,II und x0,III identisch sind. Die Lage der Lösung

x0 < x1 bzw. x2 < x0 ergibt sich automatisch wegen �1 < �2 bzw. �1 > �2. Im Fall �1 = �2

existiert nur die Lösung x0,I , die sich dann in der Mitte zwischen beiden Sensorstandorten

x1 und x2 befindet.

Bei Verwenden der minimalen Sensoranzahl wird also neben dem wahren Quellort x0,I

zusätzlich ein scheinbarer Quellort x0,II erhalten. Wie diese zwei Lösungen zustande

kommen, wird anhand stationärer Konzentrationen in Beispiel 3.1 gezeigt.

Beispiel 3.1 Bei eindimensionaler Sensor-Quell-Anordnung mit x1 = 10m, x2 = 20m

soll die Quelle bei x0 = 16m mit der Intensität q0 = 1.26mg/s anhand der Konzentrationen

C(x1,∞) = 0.167mg/m3, C(x2,∞) = 0.250mg/m3 lokalisiert werden.

Aus (3.5) folgen die skalierbaren Sensor-Quell-Abstände �1 = 6m und �2 = 4m. Mit

(3.17) werden sowohl der wahre Quellort x0,I = x0 = 16m mit dem Skalierungsfaktor

γI = 1 und q0,I = 1.26mg/s als auch der scheinbare Quellort x0,II = 40m mit γII = 0.2

und q0,II = 6.28mg/s erhalten.

Abbildung 3.6 zeigt die stationären Konzentrationsprofile für den wahren und den schein-

baren Quellort gemäß Beispiel 3.1.
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Abb. 3.6: Konzentrationsprofile für wahren und scheinbaren Quellort.

Es ist zu erkennen, dass an den Sensorstandorten beide Konzentrationsprofile identische

Werte besitzen und damit anhand der Messungen nicht zu unterscheiden sind. Der wahre

Quellort lässt sich nur durch Hinzunahme eines dritten Sensors bestimmen.

3.2.3 Ebenenkonfiguration

Bei der Ebenenkonfiguration liegen alle Sensoren und die Quelle auf einer Ebene (xi =

(xi, yi)
T , x0 = (x0, y0)

T ). Zum Ermitteln der unbekannten Parameter x0, y0 und γ sind

mindestens drei Sensoren notwendig. Mit den zugehörigen skalierbaren Sensor-Quell-Abständen

ergibt sich

�i = γ · ‖xi − x0‖2 i = 1, . . . , 3. (3.18)

Durch Eliminieren von γ wird

�2 · ‖x1 − x0‖2 = �1 · ‖x2 − x0‖2

�3 · ‖x1 − x0‖2 = �1 · ‖x3 − x0‖2

(3.19)

erhalten. Quadrieren und Auflösen der euklidischen Norm führt auf das algebraische Glei-

chungssystem2

�2
2 ·

(
xT1 x1 − 2xT1 x0 + xT0 x0

)
= �2

1 ·
(
xT2 x2 − 2xT2 x0 + xT0 x0

)
�2

3 ·
(
xT1 x1 − 2xT1 x0 + xT0 x0

)
= �2

1 ·
(
xT3 x3 − 2xT3 x0 + xT0 x0

) (3.20)

2Ein System von Gleichungen P1(x, y, z, . . .) = 0, P2(x, y, z, . . .) = 0, . . ., Pn(x, y, z, . . .) = 0, wobei
Pi(x, y, z, . . .) Polynome in x, y, z, . . . sind, heißt algebraisches Gleichungssystem [14].
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Lösung mittels Gröbner-Basis

Im Gegensatz zur Linienkonfiguration lässt sich das algebraische Gleichungssystem (3.18)

bzw. (3.20) nicht ohne weiteres lösen. Zum Lösen bietet es sich an, eine Gröbner-Basis3

zu (3.20) zu ermitteln.

Hier wird der in Maple angebotene Algorithmus verwendet, um eine Gröbner-Basis für

(3.20) zu ermitteln. Dies liefert die (sehr unhandliche) Lösung

a1 · y2
0 + a2 · y0 + a3 = 0

a4 · x0 + a5 · y0 + a6 = 0
(3.21)
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3Eine Gröbner-Basis für ein System von Polynomen ist ein Äquivalenzsystem, das einige besondere
Eigenschaften besitzt. Eine wesentliche Eigenschaft einer Gröbner-Basis besteht darin, dass die darin
enthaltenen Polynome die gleichen Wurzeln besitzen wie die Originalpolynome. Für lineare Funktionen
ist die Gröbner-Basis äquivalent zur Gauß-Elimination. Die Berechnung von Gröbner-Basen erfolgt mit
dem Buchberger-Algorithmus, der in den meisten Computeralgebra-Systemen integriert ist. [1, 15]
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Wie bei der Linienkonfiguration mit zwei Sensoren treten beim Lösen von (3.21) auch

bei der Ebenenkonfiguration mit drei Sensoren zwei (eine wahre und eine scheinbare)

Lösungen auf

y0,I,II = − a2

2a1

±
√(

a2

2a1

)2

− a3

a1

x0,I,II =
−a5 · y0,I,II − a6

a4
.

(3.22)

Der Skalierungsfaktor γ lässt sich über die Beziehung

γI,II =
�i

‖xi − x0,I,II‖2

mit x0,I,II = (x0,I,II , y0,I,II)
T (3.23)

bestimmen, die für jeden Sensor i gilt.



46 3. Ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion

Lösung mittels Schnittkreisen

Neben der Lösung mit Hilfe der Gröbner-Basen lässt sich auch ein geometrisch interpre-

tierbarer Lösungsweg finden, der zudem Aussagen zur Existenz von Lösungen im gestörten

Fall auf einfache Weise erlaubt (vgl. Abschnitt 3.3.4). Die hier vorgestellte Idee besteht

darin, zunächst die Menge möglicher Quellorte für jeweils ein Paar von Sensoren zu be-

stimmen. Anschließend werden mehrere solche Mengen zum Schnitt gebracht, um den

Quellort zu ermitteln.

Für die Sensorpaare gelten die Gleichungen (3.19). Bei drei Sensoren müssen damit also

nur zwei Sensorpaare (hier 1, 2 sowie 1, 3) betrachtet werden. Wegen der Konsistenz von

(3.18) im hier betrachteten ungestörten Fall liefert das mögliche dritte Sensorpaar 2, 3

keine weitere Information (Gleichung).

Für ein festes γ bildet die Menge aller Punkte, auf der sich aus der Sicht eines einzelnen

Sensors i die Quelle befinden kann, einen Kreis um den Sensorstandort (vgl. (3.18))

�i
γ

= ‖x0 − xi‖2. (3.24)

Die Menge aller Punkte, auf der sich aus der Sicht eines Sensorpaars die Quelle befinden

kann, setzt sich damit aus den Schnittpunkten dieser Kreise für alle γ zusammen.

Beispiel 3.2 Für den Fall einer Ebenenkonfiguration mit Sensoren in x1 = (1m, 1m)T ,

x2 = (4.5m, 1.5m)T , x3 = (4m, 4m)T und der Quelle bei x0,I = (3m, 3m)T wird zunächst

für das Sensorpaar 1, 2 die Menge möglicher Quellorte ermittelt. Dafür wird, wie in Abb.

3.7 (links) gezeigt, γ im Bereich zwischen 1 und 5 variiert. Für jedes γ entsteht für jeden

Sensor ein Kreis um den Sensorstandort (Sensor 1: gepunktete Kreise, Sensor 2: gestri-

chelte Kreise). Die Schnittpunkte beider Kreise sind mögliche Quellorte aus der Sicht des

Sensorpaars 1, 2. Werden diese Schnittpunkte über alle γ aufgetragen, entsteht wiederum

ein Kreis, der so genannte Schnittkreis (durchgängiger Kreis). Ein Schnittkreis lässt sich

auf gleiche Weise für das Sensorpaar 1, 3 generieren, Abb. 3.7 (rechts).

Abbildung 3.8 zeigt die Schnittkreise für die Sensorpaare 1, 2 und 1, 3 mit den Mittelpunk-

ten (xS,12, yS,12) und (xS,13, yS,13), die in Beispiel 3.2 entstehen. Wie erwartet, schneiden

sich die Schnittkreise sowohl im wahren Quellort x0,I = (3m, 3m)T als auch im schein-

baren Quellort x0,II ≈ (6.2m, 7.5m)T . Nachfolgend werden die Kreisgleichungen für die

Schnittkreise analytisch hergeleitet.
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Abb. 3.7: Konstruktion des Schnittkreises durch Variieren von γ für Sensorpaar 1, 2 (links) und
Sensorpaar 1, 3 (rechts).
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Abb. 3.8: Schnittkreise für Sensoren 1 und 2 bzw. 1 und 3 sowie wahrer und scheinbarer Quellort
als Schnittpunkte der Schnittkreise.

Für die Menge der Punkte, auf der sich aus der Sicht des Sensorpaars 1, 2 bzw. 1, 3 die

Quelle befinden kann, gilt (vgl. (3.19))

�2
2 · ‖x1 − x0‖2

2 = �2
1 · ‖x2 − x0‖2

2

�2
3 · ‖x1 − x0‖2

2 = �2
1 · ‖x3 − x0‖2

2.
(3.25)

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen dieser quadratischen Gleichungen in x0 und y0
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liefert die Schnittkreisgleichungen

(x0 − xS,12)
2 + (y0 − yS,12)

2 = r2
S,12

(x0 − xS,13)
2 + (y0 − yS,13)

2 = r2
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(3.26)

mit den Mittelpunktskoordinaten
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2
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(3.27)

bzw.
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(3.28)

und den Radien

r2
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bzw.

r2
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Die Schnittpunkte dieser zwei Schnittkreise stellen die gesuchte Lösung für den Quell-

ort (x0, y0) dar. Im hier betrachteten ungestörten Fall existiert immer mindestens ein

Schnittpunkt der Schnittkreise, nämlich der wahre Quellort. Im Allgemeinen besitzen

zwei Schnittkreise jedoch zwei Schnittpunkte mit den Koordinaten

y0,I/II = 1/2·(y3
S,13−yS,13 ·r2
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(3.31)

Der Spezialfall eines Berührungspunktes der beiden Schnittkreise und damit nur einer

Lösung für den Quellort wird durch (3.31) automatisch berücksichtigt (der Term in der

Lösung für y0 hinter ± wird zu null; und es gilt y0,I = y0,II).
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3.2.4 Raumkonfiguration

Bei der Raumkonfiguration können die Sensoren und die Quelle beliebig im Raum liegen.

Zum Bestimmen der unbekannten Parameter x0 = (x0, y0, z0)
T und γ sind mindestens

vier Sensoren notwendig. Es muss also das Gleichungssystem (3.18) für i = 1, . . . , 4 gelöst

werden.

Dazu lässt sich prinzipiell - wie auch bei der Ebenenkonfiguration - eine Gröbner-Basis

verwenden. Für die Raumkonfiguration vermochte es die verwendete Maple-Version aus

Kapazitätsgründen nicht, eine Gröbner-Basis zu finden. Auch eine geometrisch interpre-

tierbare Lösung über Schnittkurven erweist sich wegen der zu lösenden Kugelschnittpro-

bleme als ungeeignet. Aus diesem Grund wird hier ein alternativer Weg erarbeitet, der

sich ebenso für die Linien- und Ebenenkonfiguration nutzen lässt.

Zunächst wird das nichtlineare Gleichungssystem (3.18) für i = 1, . . . , 4 mit vier unbekann-

ten Parametern in das unterbestimmte, lineare Gleichungssystem mit fünf Parametern

A · θ = b (3.32)

mit

A =


2xT1 �2

1 −1

2xT2 �2
2 −1

2xT3 �2
3 −1

2xT4 �2
4 −1

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0

 , b =


xT1 x1

xT2 x2

xT3 x3

xT4 x4

 (3.33)

überführt. Dabei ist zu beachten, dass der fünfte Parameter xT0 x0 direkt von den ersten

drei Parametern, die x0 bilden, abhängt. Das führt auf eine Restriktion. Mit der verkürzten

Schreibweise θi für das i-te Element bzw. θi:j für die Elemente i bis j von θ lautet die

Restriktion

θ5 = θT1:3θ1:3 (3.34)

Die allgemeine Lösung für (3.32) setzt sich aus der Lösung des homogenen Gleichungs-

systems θh und einer partikulären Lösung des inhomogenen Systems θp zusammen [10,

S. 3],[90, S.24]

θ = θp + λ · θh (3.35)

mit

θp = A+ · b, θh = (I5 −A+A) · g. (3.36)

Dabei bezeichnet A+ die Moore-Penrose-Inverse, I5 ist die Einheitsmatrix und g ein

beliebiger Vektor.
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Der Ausdruck (I5 − A+A) bildet jeden beliebigen Vektor g in den Nullraum N(A) der

Matrix A ab. Die Dimension des Nullraums ist gleich dem Defekt (5−Rg(A)) [90, S.24].

Wenn alle Sensoren verschiedene Standorte xi besitzen, gilt Rg(A) = 4. N(A) ist also

eindimensional. Deshalb reicht es aus, nur eine Spalte j, von (I5 −A+A), die mindestens

ein Element verschieden von null besitzt, zu betrachten

θh = (I5 − A+A) · eTj . (3.37)

Um λ zu bestimmen, wird die Restriktion (3.34) genutzt. Aus (3.35) folgt

θp,5 + λ · θh,5 = (θp,1:3 + λ · θh,1:3)T · (θp,1:3 + λ · θh,1:3) . (3.38)

Diese quadratische Gleichung in λ

θTh,1:3 · θh,1:3 · λ2 + (2 · θTp,1:3 · θh,1:3 − θh,5) · λ+ θTp,1:3 · θp,1:3 − θp,5 = 0 (3.39)

besitzt die Lösungen

λI,II = −2 · θTp,1:3 · θh,1:3 − θh,5

2 · θTh,1:3 · θh,1:3
±

√√√√(
2 · θTp,1:3 · θh,1:3 − θh,5

2 · θTh,1:3 · θh,1:3

)2

− θTp,1:3 · θp,1:3 + θp,5

θTh,1:3 · θh,1:3
.

(3.40)

Mit diesen beiden Lösungen für λ werden mit (3.35) erneut zwei verschiedene Lösungen

(die wahre und eine scheinbare) für das Quellenlokalisierungsproblem erhalten

θI,II = θp + λI,II · θh. (3.41)

Da im ungestörten Fall stets eine Lösung für den Quellort existiert, muss der Radikant in

(3.40) größer oder gleich null sein. Ist er genau null, dann existiert nur eine Lösung für

den Quellort; wahrer und scheinbarer Quellort sind dann identisch.

3.2.5 Halbraumkonfiguration

Bei der Halbraumkonfiguration mit der Quelle auf der impermeablen Oberfläche (z0 = 0)

sind ebenfalls wieder die unbekannten Parameter x0 = (x0, y0)
T und γ zu bestimmen.

Dazu sind mindestens drei Sensoren notwendig. Analog zur Raumkonfiguration wird das

nichtlineare Gleichungssystem (3.18) mit drei Parametern in ein lineares Gleichungssystem

mit vier Parametern überführt

A =


2x1 2y1 �2

1 −1

2x2 2y2 �2
2 −1

2x3 2y3 �2
3 −1

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0

 , b =


xT1 x1

xT2 x2

xT3 x3

 . (3.42)
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Die Lösung dieses Gleichungssystems erfolgt auf die gleiche Weise wie beim Fall des un-

endlichen Mediums. (3.40) wird damit zu

λI,II = −2 · θTp,1:2 · θh,1:2 − θh,4

2 · θTh,1:2 · θh,1:2
±

√√√√(
2 · θTp,1:2 · θh,1:2 − θh,4

2 · θTh,1:2 · θh,1:2

)2

− θTp,1:2 · θp,1:2 + θp,4

θTh,1:2 · θh,1:2
.

(3.43)

3.2.6 Allgemeine Lösung

Das für die Raum- bzw. Halbraumkonfiguration vorgestellte Verfahren zum Lösen von

(3.18) auf der Basis minimaler Sensoranzahl m lässt sich auch für die Linien- und Ebe-

nenkonfiguration anwenden. Die Basis der Lösung bildet in allen Fällen das lineare Glei-

chungssystem

A · θ = b mit der Restriktion θn+2 = θT1:nθ1:n. (3.44)

Dabei bezeichnet n fortan die Dimension des Quellorts x0. Die Größen A, θ, b für die

einzelnen Fälle ergeben sich in Abhängigkeit von der minimalen Sensoranzahl m aus

A =


2xT1 �2

1 −1
...

...
...

2xTm �2
m −1

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0

 , b =


xT1 x1

...

xTmxm

 . (3.45)

Das Gleichungssystem besitzt die Lösungen

θI,II = θp + λI,II · θh (3.46)

mit

θp = A+ · b, θh = (In+2 − A+A) · eTj . (3.47)

Die Lösungen für λ lauten

λI,II =− 2 · θTp,1:n · θh,1:n − θh,n+2

2 · θTh,1:n · θh,1:n

±

√√√√(
2 · θTp,1:n · θh,1:n − θh,n+2

2 · θTh,1:n · θh,1:n

)2

− θTp,1:n · θp,1:n + θp,n+2

θTh,1:n · θh,1:n
.

(3.48)
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3.3 Untersuchung der Lösung

3.3.1 Eigenschaften von wahrem und scheinbarem Quellort

Bei der Ermittlung des Quellorts mittels skalierbarer Sensor-Quell-Abstände werden mit

minimaler Sensoranzahl eine wahre und eine scheinbare Lösung erhalten. Nachfolgend

wird die Lage dieser beiden Lösungen für die Ebenenkonfiguration näher untersucht.

Anschließend werden die dabei gewonnenen Erkenntnisse auf den Fall der Raum- bzw.

Halbraumkonfiguration erweitert.

Ebenenkonfiguration

Im Beispiel 3.2 wurden für den Quellort die Lösungen x0,I = (3m, 3m)T und x0,II ≈
(6.2m, 7.5m)T erhalten. In Abb. 3.9 sind die stationären Konzentrationsprofile für beide

Quellorte und die zugehörigen Quellintensitäten q0,I = 1mg/s und q0,II = 2.96mg/s über

der (x, y)-Ebene aufgetragen.
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Abb. 3.9: Gleiche Konzentrationen im Umkreis der 3 Sensoren bei wahrem und scheinbarem
Quellort.
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Es ist zu erkennen, dass die beiden möglichen Quellorte nicht nur an den drei Sensorstand-

orten die gleichen stationären Konzentrationen aufweisen, sondern dass eine Schnittkurve

der Konzentrationsprofile existiert. Wird diese Schnittkurve in die (x, y)-Ebene projiziert,

so entsteht genau der Kreis, auf dem alle Sensoren liegen (infolge der 3d-Darstellung er-

scheint der Kreis in Abb. 3.9 verzerrt). Dieser Kreis wird als Umkreis der Sensoren U

(Mittelpunkt xM , Radius rU) bezeichnet.

Bei der Untersuchung der beiden möglichen Quellorte entsteht die Vermutung, dass der

wahre und der scheinbare Quellort am Umkreis U gespiegelte Punkte 4 sind. Ist der Punkt

x0,I ein möglicher Quellort, dann liegt der zweite mögliche Quellort x0,II auf dem Strahl

xMx0,I und es gilt (vgl. Abb. 3.10)

‖x0,I − xM‖2 · ‖x0,II − xM‖2 = r2
U . (3.49)

Abb. 3.10: Lösungen als gespiegelte Punkte am Umkreis U der Sensoren.

Um diese Behauptung zu beweisen, muss gezeigt werden, dass

• die Gerade x0,Ix0,II den Mittelpunkt xM schneidet und

• die Beziehung (3.49) gilt.

Der Nachweis wird anhand der allgemeinen Lösung über (3.44) und (3.45) geführt. Für

die Ebenenkonfiguration folgt daraus

A · θ = b (3.50)

4Ist der Punkt x′ der am Kreis K (Mittelpunkt xK , Radius rK) gespiegelte Punkt zu x, dann befindet
er sich auf dem Strahl xKx und es gilt ‖x− xk‖2 · ‖x′ − xK‖2 = r2K [99, 102].
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mit

A =


2xT1 �2

1 −1

2xT2 �2
2 −1

2xT3 �2
3 −1

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0

 , b =


xT1 x1

xT2 x2

xT3 x3

 . (3.51)

Die beiden Lösungen entstehen mit der homogenen Lösung θh und einer partikulären

Lösung θp sowie zwei Werten für λ

θI,II = θp + λI,II · θh. (3.52)

Die Ortskoordinaten sind in den ersten beiden Komponenten von θ enthalten.

Da λ·θh die Gerade durch x0,Ix0,II beschreibt, müssen alle partikulären Lösungen ebenfalls

auf dieser Geraden liegen. Existiert eine partikuläre Lösung, die sich auf dem Mittelpunkt

xM von U befindet, dann ist nachgewiesen, dass die Gerade x0,Ix0,II den Mittelpunkt xM

schneidet.

In den weiteren Betrachtungen erweist sich ein Koordinatensystem als vorteilhaft, das so

gelegt wird, dass sein Ursprung genau im Mittelpunkt xM des Umkreises der Sensoren

liegt. In diesem Fall ist xM = 0.

Damit gilt

xT1 x1 = xT2 x2 = xT3 x3 = r2
U . (3.53)

Das lineare Gleichungssystem (3.50) lässt sich mit (3.53) als homogenes Gleichungssystem

A · θ = 0 (3.54)

mit

A =


2xT1 �2

1 −1

2xT2 �2
2 −1

2xT3 �2
3 −1

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0 + r2
U

 (3.55)

schreiben. Eine partikuläre Lösung dieses Gleichungssystems ist die triviale Lösung

θp = 0, (3.56)

die sich auf dem Mittelpunkt xM von U befindet.

Mit xM = 0 lautet die Forderung (3.49)

‖x0,I‖2 · ‖x0,II‖2 = r2
U . (3.57)
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Da θp = 0 gilt, ist wegen (3.52)

θI,II = λI,II ·


x0

1
γ2

xT0 x0 + r2
U

 (3.58)

also

x0,I,II = λI,II · θh,1:2. (3.59)

Insbesondere gilt

‖x0,I‖2 = λI · ‖θh,1:2‖2

‖x0,II‖2 = λII · ‖θh,1:2‖2.
(3.60)

Die Forderung (3.57) kann damit als

λI · λII = r2
U

θTh,1:2θh,1:2
. (3.61)

geschrieben werden.

λI und λII ergeben sich hier mit der aus (3.54) und (3.55) resultierenden Restriktion

θ4 − r2
U = θT1:2θ1:2. (3.62)

Mit (3.35) wird daraus die quadratische Gleichung

λ2 − θh,4

θTh,1:2θh,1:2
· λ+

r2
U

θTh,1:2θh,1:2
= 0 (3.63)

zur Bestimmung von λI und λII erhalten. Der Wurzelsatz von Vieta lässt erkennen, dass

die Forderung (3.61) durch (3.63) erfüllt wird.

Damit wurde gezeigt, dass der wahre und der scheinbare Quellort am Umkreis der Sensoren

U gespiegelte Punkte sind. Interessant sind zwei Spezialfälle:

• Befindet sich der wahre Quellort auf U , dann sind wahrer und scheinbarer Quellort

identisch. Die zugehörigen Schnittkreise berühren sich im Quellort (Abb. 3.11).

• Befindet sich der wahre Quellort im Mittelpunkt von U , dann liegt der scheinbare

Quellort unendlich weit entfernt von U . Umgekehrt gilt: Liegt der wahre Quellort

unendlich/sehr weit entfernt von U , dann befindet sich der scheinbare Quellort im

Mittelpunkt von U . Die zugehörigen Schnittkreise entarten zu Geraden, die sich nur

in einem Punkt, nämlich dem Mittelpunkt xM von U , schneiden (Abb. 3.12).
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Abb. 3.11: Wahrer und scheinbarer Quellort befinden sich auf dem Umkreis U der Sensoren und
sind identisch. Die zugehörigen Schnittkreise berühren sich in diesem Punkt.
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Abb. 3.12: Der wahre Quellort befindet sich im Mittelpunkt des Umkreises U der Sensoren . Die
Schnittkreise entarten zu Geraden und schneiden sich nur im Mittelpunkt xM von U .

Raumkonfiguration

Bei der Untersuchung der Lage der beiden Lösungen für den Quellort bei Raumkonfigura-

tion ist im Gegensatz zur Ebenenkonfiguration nicht der Umkreis U , sondern die Umkugel

U der dann notwendigen vier Sensoren zu betrachten. Werden analog zur Ebenenkonfi-

guration der Radius der Umkugel mit rU und deren Mittelpunkt mit xM bezeichnet, so
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gelten alle gemachten Aussagen auch für den Fall einer Raumkonfiguration. Die beiden

Lösungen sind also gespiegelte Punkte an der Umkugel U und es gilt

‖x0,I − xM‖2 · ‖x0,II − xM‖2 = r2
U . (3.64)

Der Nachweis verläuft analog zum Fall der Ebenenkonfiguration, da er auf der allgemeinen

Lösung (3.44) und (3.45) beruht.

Halbraumkonfiguration

Die Untersuchung der Lage der beiden möglichen Quellorte bei der Halbraumkonfiguration

ist etwas komplizierter. Für die im Raum verteilten notwendigen drei Sensoren lassen sich

beliebig viele Umkugeln finden. Hier muss diejenige Umkugel U betrachtet werden, deren

Mittelpunkt xM auf der Oberfläche z = 0 liegt. Mit dem Mittelpunkt xM = (xM , yM)T

gilt dann ebenfalls (3.64). Der Nachweis für die Halbraumkonfiguration lässt sich analog

zum Fall der Ebenenkonfiguration führen.

3.3.2 Eigenschaften von wahrem und scheinbarem

Skalierungsfaktor

Jedem wahren und scheinbaren Quellort ist auch ein wahrer und ein scheinbarer Skalie-

rungsfaktor γ zugeordnet. Um deren Eigenschaften zu untersuchen, wird ohne Einschrän-

kung erneut ein Koordinatensystem gewählt, das seinen Ursprung im Mittelpunkt des

Umkreises bzw. der Umkugel der Sensoren hat. Damit gilt xM = 0, und eine Partiku-

lärlösung für (3.44) ist θp = 0. Mit (3.46) und θ = (x0, 1/γ
2,xT0 x0)

T lassen sich die

Beziehungen

1

γ2
I

= λI · θh,n+1

1

γ2
II

= λII · θh,n+1

(3.65)

und

x0,I = λI · θh,1:n
x0,II = λII · θh,1:n

(3.66)

ableiten. Damit gilt mit xM = 0

γ2
II

γ2
I

=
‖x0,I‖2

‖x0,II‖2

=
λI
λII

, (3.67)

und für beliebiges xM folgt
γ2
II

γ2
I

=
‖x0,I − xM‖2

‖x0,II − xM‖2
. (3.68)
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3.3.3 Konsequenzen für die Sensorplatzierung

Bei der Quellenlokalisierung auf der Basis skalierbarer Sensor-Quell-Abstände werden bei

minimaler Sensoranzahl m zwei Lösungen, eine wahre und eine scheinbare Lösung, er-

halten. Die beiden Lösungen x0,I ,x0,II mit γI , γII haben die Eigenschaft, dass sie für

jeden Sensor i auf den jeweils gleichen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand �i führen. Mit

�i = γ · ‖xi − x0‖2 folgt daraus

γI · ‖xi − x0,I‖2 = γII · ‖xi − x0,II‖2 i = 1, . . . , m. (3.69)

Um die wahre Lösung von der scheinbaren unterscheiden zu können, ist ein weiterer Sen-

sor notwendig. Abbildung 3.9 zeigte jedoch für die Ebenenkonfiguration, dass die wahre

und die scheinbare Lösung identische stationäre Konzentrationen auf dem Umkreis der

Sensoren hervorrufen.

Dies lässt vermuten, dass ein zusätzlicher Sensor auf dem Umkreis der anderen Senso-

ren keine zusätzliche Information zur Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem

Quellort liefert. Analoges sollte auch für die Raum- bzw. Halbraumkonfiguration bezüglich

der Umkugel der Sensoren gelten. Die Vermutung erweist sich als richtig, was nachfolgend

auf der Basis der allgemeinen Lösung (3.44) und (3.45) nachgewiesen wird.

Der Nachweis stützt sich auf die folgende Überlegung: Ein zusätzlicher Sensor liefert dann

keine neue Information zur Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort,

wenn er (3.69) erfüllt, weil in diesem Fall beide möglichen Quellorte x0,I und x0,II auf den

gleichen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand führen. Nachfolgend wird gezeigt, für welche

x = xi die Gleichung (3.69) erfüllt ist.

Für den Nachweis wird erneut das Koordinatensystem so gewählt, dass der Ursprung im

Mittelpunkt des Umkreises bzw. der Umkugel der Sensoren liegt. Daraus folgt xM = 0

und θp = 0. Für alle Punkte x, die (3.69) erfüllen, gilt damit

γI · ‖x − λI · θh,1:n‖2 = γII · ‖x − λII · θh,1:n‖2. (3.70)

Umsortieren der Faktoren, Quadrieren und Auflösen der euklidischen Norm führt auf

γ2
I

γ2
II

=
xTx − 2λIIx

Tθh,1:n + λ2
IIθ

T
h,1:nθh,1:n

xTx − 2λIxTθh,1:n + λ2
Iθ

T
h,1:nθh,1:n

(3.71)

Mit (3.67) und den aus (3.61) abgeleiteten Substitutionen

λIθ
T
h,1:nθh,1:n =

ru
λII

und λIIθ
T
h,1:nθh,1:n =

ru
λI

(3.72)
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folgt

γ2
I

γ2
II

=
λII
λI

=
xTi xi − 2 · λII · xTi θh,1:n + λII · r

2
U

λI

xTi xi − 2 · λI · xTi θh,1:n + λI · r
2
U

λII

. (3.73)

Durch Multiplizieren mit den Nennern und Vereinfachen wird daraus

λI
(‖xi‖2

2 − r2
U

)
= λII

(‖xi‖2
2 − r2

U

)
. (3.74)

Da i.Allg. λI �= λII ist, wird Gleichung (3.74) für alle x erfüllt, für die ‖x‖2
2 = r2

U gilt.

Das sind aber alle Standorte, die sich auf dem Umkreis bzw. der Umkugel U befinden.

Damit ist gezeigt, dass durch zusätzliche Sensoren, die auf der Umkugel (dem Umkreis)

liegen, keine Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort möglich ist. Ein

möglicher Standort für den zusätzlichen Sensor ist der Mittelpunkt der Umkugel (des

Umkreises), da sich dieser nicht auf der Umkugel (dem Umkreis) befindet.

3.3.4 Zur Existenz von Lösungen im gestörten Fall

Die in den vorangegangenen Abschnitten gezeigten Lösungen für den ungestörten Fall

bei minimaler Sensoranzahl lassen sich prinzipiell auch für den gestörten Fall nutzen.

Dabei sind für die skalierbaren Sensor-Quell-Abstände die Schätzwerte �̂i zu verwenden.

Allerdings können die Störungen zu solchen Werten von �̂i führen, für die keine Lösung

für den Quellort existiert. Nachfolgend werden Kriterien zur Existenz von Lösungen im

gestörten Fall bei Verwenden minimaler Sensoranzahl hergeleitet.

Für die Ebenenkonfiguration wurde im Abschnitt 3.2.3 gezeigt, dass sich der wahre und

der scheinbare Quellort als Schnittpunkte der Schnittkreise mit den Mittelpunkten

(xS,12, yS,12)
T , (xS,13, yS,13)

T und den Radien rS,12, rS,13 auffassen lassen. Im ungestörten

Fall besitzen diese Schnittkreise stets mindestens einen Schnittpunkt, nämlich den wah-

ren Quellort. Zudem existiert bei minimaler Sensoranzahl im ungestörten Fall i. Allg. ein

zweiter, scheinbarer Quellort.

Im gestörten Fall können jedoch solche Werte für �̂i geschätzt werden, für die die zugehö-

rigen Schnittkreise keinen Schnittpunkt besitzen. Dann hat auch die Quellenlokalisierung

auf der Basis minimaler Sensoranzahl keine Lösung. Werden die Schnittkreise betrachtet,

existiert dann eine Lösung, wenn der Abstand der Mittelpunkte der Schnittkreise kleiner

oder gleich der Summe der Radien der Schnittkreise ist, also wenn gilt√
(xS,12 − xS,13)2 + (yS,12 − yS,13)2 ≤ rS,12 + rS,13. (3.75)
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Bei der Raumkonfiguration ist eine geometrische Interpretation über Schnittkugeln formel-

mäßig schwer zu fassen. Die Existenz von Lösungen lässt sich aber über (3.48) analysieren.

Eine Lösung existiert genau dann, wenn die Diskriminante die Bedingung

(
2 · θTp,1:n · θh,1:n − θh,(n+2)

2 · θTh,1:n · θh,1:n

)2

− θTp,1:n · θp,1:n + θp,(n+2)

θTh,1:n · θh,1:n
≥ 0 (3.76)

erfüllt. Diese Bedingung ist auch für die Ebenen- und Halbraumkonfiguration anwendbar.

3.4 Ermittlung des Quellorts im gestörten Fall

Im vorangegangenen Abschnitt wurde das Problem der Quellortbestimmung auf der Ba-

sis skalierbarer Sensor-Quell-Abstände bei minimaler Sensoranzahl m für den ungestörten

Fall behandelt. Es wurde gezeigt, dass für die hergeleiteten Verfahren im Fall von Störun-

gen keine Lösung für den Quellort existieren muss. Selbst wenn eine Lösung existiert, hat

die Verwendung der minimalen Anzahl von Sensoren den Nachteil, dass die Schätzfehler

von �̂i direkt eine Abweichung zwischen tatsächlichem Quellort x0 und geschätztem Quell-

ort x̂0 bewirken, da bei minimaler Sensoranzahl kein Fehlerausgleich möglich ist. Deshalb

ist es sinnvoll eine größere Anzahl von Sensoren p > m zu verwenden. Diese erlauben bei

richtiger Anordnung zum einen die Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem

Quellort und zum anderen einen Fehlerausgleich.

Die Betrachtung der minimalen Sensoranzahl führte im ungestörten Fall jeweils auf die

Lösung eines algebraischen Gleichungssystems (pro Sensor eine Gleichung). Bei minimaler

Sensoranzahl ist dieses Gleichungssystems auch im gestörten Fall konsistent, wenn eine

Lösung existiert. Anders verhält es sich, wenn die Sensoranzahl auf p > m steigt. Durch

die neu hinzukommenden Gleichungen wird ein überbestimmtes, im gestörten Fall inkon-

sistentes Gleichungssystem erhalten. Das bedeutet, dass es für kein γ einen gemeinsamen

Schnittpunkt aller Pi (Kugeln/Kreise) gibt, wie Abb. 3.13 für den Fall einer Ebenenkon-

figuration verdeutlicht.

Ein pragmatischer Ansatz zur Bestimmung des Quellorts besteht darin, konsistente Glei-

chungssysteme für jeweils m Sensoren aufzustellen und zu lösen. Der Mittelwert aus den

erhaltenen Quellorten stellt dann einen Schätzwert für den Quellort dar.
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Abb. 3.13: Mengen Pi (Kreise) für alle p Sensoren, die im gestörten Fall auch für optimales γ
keinen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen.

Besser ist es jedoch, für das überbestimmte Gleichungssystem ein Ausgleichsproblem zu

formulieren und zu lösen. Dabei wird ein solcher Parametersatz (x̂0, γ̂) bestimmt, für

den sich die kleinste Summe der Quadrate der Abstände zwischen x̂0 zu allen Pi (Krei-

sen/Kugeln) ergibt
p∑
i=1

(
‖xi − x0‖2 − �̂i

γ

)2
!
= Min

x0,γ
. (3.77)

Dieses Optimierungsproblem, das den so genannten geometrischen Fehler minimiert, lässt

sich nur iterativ lösen. In Hinsicht auf die numerische Lösung bieten Optimierungsproble-

me, die hingegen den algebraischen Fehler5 minimieren, Vorteile. Das zugeordnete alge-

braische Problem lautet
p∑
i=1

(
�̂2
i

γ2
− ‖xi − x0‖2

2

)2
!
= Min

x0,γ
. (3.78)

Im ungestörten Fall sind die Lösungen für (3.77) und (3.78) identisch, da der Fehler für

jeden Sensor null wird. Im gestörten Fall unterscheiden sich i. Allg. die Lösungen für (3.77)

und (3.78), da die Sensor-Quell-Abstände linear bzw. quadratisch eingehen. Infolge des

Quadrierens werden die Fehler großer Kreise überbewertet.

Einen Ausweg bietet eine sensorspezifische Wichtung gi
p∑
i=1

(
gi

(
�̂2
i

γ2
− ‖xi − x0‖2

2

))2
!
= Min

x0,γ
. (3.79)

5Der algebraische Fehler resultiert aus dem Gleichungsfehler der impliziten Kreisgleichung. Hingegen
betrachtet der geometrische Fehler die geometrischen Abstände zum Kreis.
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Zur Herleitung der Gewichte gi sind für einen Sensor i geometrischer und algebraischer

Fehler in Abb. 3.14 illustriert.

Abb. 3.14: Beziehung zwischen geometrischem Fehler εi,G und algebraischem Fehler εi,A.

Abbildung 3.14 macht deutlich, dass der geometrische Fehler εi,G dem Abstand zwischen

Quellort und Kreis entspricht, während der algebraische Fehler εi,A die schraffierte Fläche

repräsentiert. Für kleine Abstände zwischen Quellort und Kreis gilt jedoch

l1 + l2 ≈ 2 · l2 =
2�̂i
γ

, (3.80)

und es ist in Näherung

εi,G =
εi,A

l1 + l2
≈ εi,A

2 · l2 . (3.81)

Der geometrische Fehler entspricht in etwa dem gewichteten algebraischen Fehler(
�̂i
γ
− ‖xi − x0‖2

)
≈ γ

2�̂i

(
�̂2
i

γ2
− ‖xi − x0‖2

2

)
. (3.82)

Die Zielfunktion (3.79) schreibt sich mit dieser speziellen Wichtung als

p∑
i=1

(
1

�̂i
·
(
�̂2
i

γ2
− ‖xi − x0‖2

2

))2
!
= Min

x0,γ
. (3.83)

Der Faktor γ/2 wird in der Wichtung weggelassen, da er keinen Einfluss auf die Optimal-

lösung hat.

Werden zur Lösung von (3.83) A,b und θ analog (3.45) (Abschnitt 3.2.6) gewählt

A =


2xT

1

$̂1
�̂1

−1
$̂1

...
...

...
2xT

p

$̂p
�̂p

−1
$̂p

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0

 , b =


xT

1 x1

$̂1
...

xT
p xp

$̂p

 (3.84)
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lässt sich ein Least-squares-Problem

‖Aθ − b‖2
2

!
= Min

�

mit quadratischer Restriktion θn+2 = θT1:nθ1:n (3.85)

für x0 und γ formulieren.

In [41, 42] wird ein Algorithmus für eine quasi geschlossene Lösung solcher quadratisch

restringierten Least-squares-Probleme beschrieben. Bis auf die Suche der Wurzeln eines

Polynoms sind alle Berechnungen nicht-iterativ, was zu einem geringen Rechenaufwand

des Verfahrens führt. Für den Fall minimaler Sensoranzahl (p = m) oder ungünstiger

Sensorstandorte (Sensoren liegen alle auf gemeinsamem Kreis), bei denen die zusätzlichen

Sensoren keine weitere Information bezüglich der Quellenlokalisierung beisteuern (vgl.

Abschnitt 3.3.3), liefert der Algorithmus sowohl die wahre als auch die scheinbare Lösung

(vgl. Abschnitt 3.8).

3.5 Wichtung

Durch (3.77) wird die Minimierung der Summe der Abstandsquadrate vom geschätzten

Quellort zu allen Kreisen im geometrischen Sinne gefordert. Das gewichtete algebraische

Problem (3.78) liefert hierzu eine gut lösbare Näherung. Der Ausgleich erfolgt bei diesem

Problem offensichtlich in der Weise

p∑
i=1

ε2
i,G

!
= Min

x0,γ
. (3.86)

Damit werden die Fehler εi,G für jeden Sensor i gleich bewertet. Allerdings handelt es

sich bei εi,G um einen Fehler, der den Konzentrationsmessfehler von Sensor i nicht direkt

beschreibt, sondern nur mittelbar (nichtlinear) durch diesen Fehler entsteht. Daher ist es

sinnvoller, einen Ausgleich in den Konzentrationen Ci gemäß

p∑
i=1

(∆Ci)
2 !
= Min

x0,γ
(3.87)

anzustreben. In diesem Fall werden die Abweichungen ∆Ci für jeden Sensor i gleich bewer-

tet. Ein solcher Ausgleich wird durch das einstufige Ausgangsfehlerverfahren erzielt. Er

ist bei stationären unkorrelierten normalverteilten Fehlern (Störungen) sowie identischer

Streuung der Konzentrationsmessungen um den jeweiligen wahren Konzentrationswert

optimal bezüglich der Streuung der geschätzten Quellorte 6.

6Im Fall von stationären unkorrelierten normalverteilten Störungen stellt die ausgangsfehlerbasierte
Schätzung eine Maximum-likelihood-Schätzung dar und erreicht die untere Cramer-Rao-Schranke [104].
Diese Schranke gibt die kleinste mögliche Streuung jeder bias-freien Schätzung an.
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Lassen sich Wichtungsfaktoren wi finden, für die in Näherung

∆Ci ≈ wi ·∆εi,G (3.88)

gilt, kann eine mit wi gewichtete Version von (3.83)

p∑
i=1

(
wi
�̂i

·
(
�̂2
i

γ2
− ‖xi − x0‖2

2

))2
!
= Min

x0,γ
(3.89)

genutzt werden, um einen Ausgleich in Ci zu erhalten. Die zugeordnete Optimallösung

ist dann näherungsweise optimal bezüglich der Streuung der geschätzten Quellorte. Die

Güte der Quellortschätzung entspricht dann etwa der des Ausgangsfehlerverfahrens, ohne

dessen numerische Probleme (Nebenminima) zu besitzen.

Solche Wichtungsfaktoren lassen sich allerdings nur für den Fall stationärer Konzentra-

tionen herleiten. Mit (3.5) und (3.6) gilt

�̂i
γ

=
q0

4πKCi
. (3.90)

Über die klassische Fehlerrechnung [45] (Ableiten d $̂i

γ
/dCi, Ausnutzen von dεi,G = d $̂i

γ
,

Ersetzen der Differenziale durch Differenzen) werden

∆εi,G ≈ − q0

4πKC2
i

·∆Ci (3.91)

und damit die optimalen Wichtungsfaktoren

wi = −C2
i ·

4πK

q0
(3.92)

erhalten7. Da der Faktor −4πK
q0

nur eine Skalierung aller Fehler bewirkt, kann er bei der

Optimierung weggelassen werden. Mit den Wichtungsfaktoren und der Ersetzung

1/�̂i := Ci vgl. (3.5) lautet das gewichtete algebraische Optimierungsproblem

p∑
i=1

(
1

�̂3
i

·
(
�̂2
i

γ2
− ‖xi − x0‖2

2

))2
!
= Min

x0,γ
. (3.93)

Daraus folgt das restringierte Least-squares-Problem

‖Aθ − b‖2
2

!
= Min

�

mit der Restriktion θn+2 = θT1:nθ1:n (3.94)

und

A =


2xT

1

$̂31

1
$̂1

−1
$̂31

...
...

...
2xT

p

$̂3p

1
$̂p

−1
$̂3p

 , θ =


x0

1
γ2

xT0 x0

 , b =


xT

1 x1

$̂31
...

xT
p xp

$̂3p

 , (3.95)

das bis auf die Belegung der Matrix A und des Vektors b dem von (3.85) entspricht.

7Beim Ersetzen der Differenziale durch Differenzen ist das Gleichheitszeichen in ein Näherungszeichen
zu ändern.
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Beispiel 3.3 Für die in Abb. 3.15 dargestellte Ebenenkonfiguration wird eine Lokalisie-

rung auf der Basis der stationären Konzentrationen durchgeführt. Dabei werden die Kon-

zentrationen mit deterministischen Absolutfehlern beaufschlagt, wie sie durch Kalibrier-

fehler entstehen. Es wird also zum Konzentrationswert jedes Sensors ein fester positiver

bzw. negativer Konzentrationswert (Kalibrierfehler) addiert. Der hier verwendete Fehler

bedeutet einen relativen Fehler von 5% bezogen auf den Messbereich und je nach Standort

des Sensors einen relativen Fehler von bis zu 20% bezogen auf den ungestörten Kon-

zentrationsmesswert. Alle 16 möglichen Kombinationen, die sich für zwei verschiedene

Kalibrierfehler pro Sensor für die hier betrachteten 4 Sensoren ergeben, werden simu-

liert. Die Ergebnisse, die dabei sowohl mit dem ungewichteten Verfahren, als auch mit

dem gewichteten Verfahren erzielt werden, zeigt Abb. 3.15. Zudem sind die Ergebnisse des

Ausgangsfehlerverfahrens dargestellt, das hier stets das globale Minimum findet und nicht

in Nebenminima abbricht, da die wahren Werte für Quellort und -intensität als Startwerte

vorgegeben wurden.

Beispiel 3.3 zeigt, dass mit dem gewichteten Verfahren deutlich bessere Ergebnisse erzielt

werden als mit dem ungewichteten Verfahren (maximale Abweichung zwischen Quellort

und Quellortschätzung 4.2m ungewichtet, 2.3m gewichtet). Im Vergleich zum Ausgangs-

fehlerverfahren (maximale Abweichung 2.2m) sind keine wesentlichen Unterschiede zu

erkennen.

3.6 Ermittlung der Quellintensität

3.6.1 Vorbemerkung

Nachdem der Quellort x0 sowie der Skalierungsfaktor γ geschätzt wurden, lässt sich daraus

die Quellintensität q0 bestimmen. Praktisch können über die geschätzte Quellintensität

beispielsweise Rückschlüsse auf das Ausmaß einer Leckage und damit auf notwendige

Gegenmaßnahmen gezogen werden.

Im Gegensatz zur Ermittlung von Quellort x0 und Skalierungsfaktor γ auf der Basis ska-

lierbarer Sensor-Quell-Abstände �̂i muss bei der Schätzung von q0 unterschieden werden,

ob �̂i auf der Basis von stationären oder instationären Konzentrationen geschätzt wurde.
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Abb. 3.15: Abweichungen der Quellortschät-
zung beim ungewichteten Verfahren, beim ge-
wichteten Verfahren und beim ausgangsfehler-
basierten Standardverfahren. (Als Startwerte
für das ausgangsfehlerbasierte Standardverfah-
ren wurden die wahren Parameter verwendet;
damit wird das globale Minimum gefunden.)
Der Schätzwert für den Quellort, der beim un-
gewichteten Verfahren am weitesten von der
Quelle entfernt liegt, entsteht dadurch, dass die
Sensoren S2, S3 zu große Konzentration messen
(positiver Fehler) und die Sensoren S1, S4 zu
kleine Konzentrationen messen (negativer Feh-
ler).

3.6.2 Ermittlung der Quellintensität

mit stationären Konzentrationen

Wurden die skalierbaren Sensor-Quell-Abstände auf der Basis stationärer Konzentrationen

ermittelt (vgl. Abschnitt 3.1.1), dann gilt gemäß (3.6) für den Skalierungsfaktor

γ =
4πK

q0

bzw. γ =
2πK

q0

(für das halbunendliche Medium) (3.96)

Mit einem Schätzwert γ̂ lassen sich Diffusionskoeffizient und Quellintensität nicht getrennt

voneinander bestimmen. Es kann nur das Verhältnis

K̂/q0 =
γ̂

4π
bzw. K̂/q0 =

γ̂

2π
für das halbunendliche Medium (3.97)

bestimmt werden.
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3.6.3 Ermittlung der Quellintensität

mit instationären Konzentrationen

Wurden die skalierbaren Sensor-Quell-Abstände auf der Basis instationärer Konzentratio-

nen geschätzt (vgl. Abschnitt 3.1.2), so liegen Schätzwerte α̂i und β̂i für jeden Sensor i

vor.

Werden die Gleichungen für αi und βi (3.8)

αi =
q0

4πK‖xi − x0‖2

, βi =
‖xi − x0‖2

2
√
K

(3.98)

kombiniert, lässt sich mit den Schätzwerten α̂i, β̂i und dem geschätzten Quellort x̂0 ein

i. Allg. überbestimmtes Gleichungssystem

−1 4πα̂1‖x1 − x̂0‖2

...
...

−1 4πα̂p‖xp − x̂0‖2

0 4β̂2
1

...
...

0 4β̂2
p


︸ ︷︷ ︸

A

(
q0

K

)
︸ ︷︷ ︸

�

∼=


0p

‖x1 − x̂0‖2
2

...

‖xp − x̂0‖2
2


︸ ︷︷ ︸

b

. (3.99)

generieren. Wird daraus das Ausgleichsproblem

‖Aθ − b‖2
2

!
= Min

�

v (3.100)

formuliert, folgt die geschlossene Lösung

θ̂ = (ATA)−1ATb. (3.101)

3.7 Fehler der Quellortschätzung

mit stationären Konzentrationen

In diesem Abschnitt wird an einem Simulationsbeispiel untersucht, welche Abweichungen

bei der Quellenlokalisierung auf der Basis stationärer Konzentrationen entstehen, wenn als

Schätzwerte für die stationären Konzentrationen Messwerte nach einer großen, aber endli-

chen Messzeit verwendet werden. Die Untersuchungen basieren auf den sich entsprechend

Beispiel 1.2 ergebenden ungestörten Konzentrationsverläufen.
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Werden die zu einem bestimmten Zeitpunkt gemessenen Konzentrationen Ci,k als Schätz-

werte für C(xi,∞) angesehen, entsteht ein systematischer Fehler, da die Konzentrationen

tatsächlich noch steigen. Damit ergibt sich auch im ungestörten Fall eine Abweichung zwi-

schen tatsächlichem und geschätztem Quellort, wenn das stationäre Verfahren verwendet

wird. Diese zeitabhängige Abweichung ist in Abb. 3.16 für verschiedene Diffusionskoeffi-

zienten K dargestellt.
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Abb. 3.16: Abweichung des geschätzten Quellorts vom wahren Wert in Abhängigkeit von der
Beobachtungszeit bei Schätzung auf der Basis stationärer Endwerte im ungestörten Fall.

Die Abweichung zwischen wahrem und geschätztem Quellort sinkt erwartungsgemäß mit

der Zeit, da sich die Konzentrationen den stationären Werten nähern. Jedoch ist sie bei

niedrigen Diffusionskoeffizienten auch lange Zeit nach Emissionsbeginn noch relativ hoch

(in Abbildung 3.16 nach einer Stunde und K = 0.2m2/s ca. 0.8m Abweichung). Die not-

wendige Zeit verkleinert sich jedoch mit steigendem Diffusionskoeffizienten K. Im Gegen-

satz dazu findet das auf der instationären Lösung der Ausbreitungsgleichung basierende

Verfahren im ungestörten Fall den richtigen Quellort, sobald drei Konzentrationsmesswer-

te pro Sensor vorliegen (drei Parameter pro Sensor).

3.8 Probleme bei ungünstigen Sensorstandorten

In Abschnitt 3.3.3 wurde gezeigt, dass für eine eindeutige Lösung für die Quellenlokalisie-

rung bei der Ebenenkonfiguration ein zusätzlicher, vierter Sensor bzw. bei der Raumkon-

figuration ein fünfter Sensor notwendig ist, der sich nicht auf dem Umkreis bzw. auf der

Umkugel der anderen Sensoren befinden darf. Doch selbst wenn diese Forderung erfüllt



3.8. Probleme bei ungünstigen Sensorstandorten 69

ist, können Probleme bei der Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort

auftreten. Das ist dann der Fall, wenn der Sensor nicht weit genug vom Umkreis bzw.

von der Umkugel entfernt liegt und der Messfehler (z. B. durch Kalibrierfehler) an diesem

Sensor dazu führt, dass der Konzentrationsmesswert näher dem Konzentrationsprofil des

scheinbaren Quellorts liegt als dem des wahren Quellorts (vgl. Abb. 3.9). Das nachfolgende

Beispiel verdeutlicht dies.

Beispiel 3.4 Für den Fall einer Ebenenkonfiguration mit den Sensorstandorten x1 =

(0m, 0m)T , x2 = (10m, 0m)T , x3 = (0m, 10m)T , x4 = (9m, 9m)T soll eine Quelle bei x0 =

(3m, 9m)T mit der Intensität q0 = 100mg/s auf der Basis der gemessenen ungestörten

stationären Konzentrationen C1 = 8.39mg/m3, C2 = 6.98mg/m3, C3 = 25.17mg/m3 und

C4 = 13.26mg/m3 lokalisiert werden (Abb. 3.17). Anschließend wird der gestörte Fall

betrachtet, bei dem Sensor 4 einen Messfehler von 10% aufweist (C4 = 11.94mg/m3).
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Abb. 3.17: Probleme bei ungünstiger Sensorkonfiguration. Durch Störungen kann das Nebenmi-
nimum zum globalen Minimum werden. Damit wird der scheinbare und nicht der wahre Quellort
gefunden.

Im ungestörten Fall lässt sich der Quellort eindeutig bestimmen, da sich der vierte Sen-

sor S4 nicht auf dem Umkreis der anderen drei Sensoren befindet (Abb. 3.17). Sowohl

der Gleichungsfehler (3.78) bzw. (gewichteter Gleichungsfehler (3.93)) als auch der Aus-

gangsfehler (1.1) besitzen ein eindeutiges globales Minimum im wahren Quellort x0,I =

(3m, 9m)T (Gleichungsfehler= 0m2). Die scheinbare Lösung für den Quellort, die bei Ver-

wenden von nur drei Sensoren S1, S2, S3 ebenfalls ein globales Minimum darstellt, liegt
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bei x0,II ≈ (0m, 15m)T (am Umkreis gespiegelte Lösung). Durch Hinzunahme des vier-

ten Sensors wird diese scheinbare Lösung nach x0,II ≈ (1.7m, 14.5m) verschoben und

zum Nebenminimum (Gleichungsfehler= 0.76m2). Sie kann damit von der wahren Lösung

unterschieden werden.

Wird nun die Konzentration C4 gestört, so liegt der Schätzwert für den wahren Quellort bei

x̂0,I ≈ (2.7m, 8.6m)T (Gütewert des Gleichungsfehlers = 0.30m2) und für den scheinbaren

Quellort bei x̂0,II ≈ (0.3m, 15m)T (Gütewert des Gleichungsfehlers = 0.18m2) (Abb. 3.17).

Damit ist der Gütewert des Gleichungsfehlers für den scheinbaren Quellort kleiner als für

den wahren Quellort. Gleiches gilt auch für den Gütewert des Ausgangsfehlers. Das heißt,

das eindeutige globale Minimum liegt im scheinbaren Quellort.

Das Beispiel zeigt, dass bei einer Sensoranordnung, bei der sich der zusätzliche, vierte Sen-

sor nahe dem Umkreis der anderen drei Sensoren befindet, i. Allg. ein eindeutiges globales

Minimum existiert. Bedingt durch kleine Störungen kann das globale Minimum aber im

scheinbaren Quellort liegen. Ausgangsfehlerbasierte einstufige Verfahren, wie Gradienten-

verfahren oder evolutionäre Verfahren [53], finden in Abhängigkeit von den Startwerten

der Optimierung stets nur ein Minimum. Selbst wenn das globale Minimum gefunden

wird, kann dies den falschen (scheinbaren) Quellort repräsentieren. Das hier verwendete

Verfahren zur Minimierung des Gleichungsfehlers (3.78) bzw. des gewichteten Gleichungs-

fehlers (3.93) besitzt den Vorteil, dass sowohl das Nebenminimum als auch das globale

Minimum gefunden wird (vorausgesetzt, es existiert ein Nebenminimum). Bei der Überwa-

chung müssen beide Lösungen als Kandidaten für den Quellort betrachtet werden, wenn

sie sich durch die aktuelle Sensorkonfiguration nicht eindeutig unterscheiden lassen. Um

solche Situationen zu vermeiden, sollte der vierte Sensor im Mittelpunkt des Umkreises

der anderen drei Sensoren platziert werden (vgl. Beispiel 3.3). Im Fall einer Raumkonfi-

guration ist der zusätzliche fünfte Sensor entsprechend im Mittelpunkt der Umkugel der

anderen vier Sensoren zu platzieren.

3.9 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion vor-

gestellt. Es basiert auf einem geometrischen Zugang, bei dem zunächst für jeden Sensor i

die Menge Pi bestimmt wird, auf der sich aus der Sicht dieses Sensors die Quelle befinden

kann. Durch Betrachten mehrerer Pi lässt sich daraus der Quellort schätzen.

Im Fall von Diffusion bilden diese Mengen für jeden Sensor einen Kreis bzw. eine Kugel

um den Sensorstandort. Der Radius, also der Sensor-Quell-Abstand, hängt von der ge-
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messenen Konzentration Ci am jeweiligen Sensor sowie der Quellintensität q0 und dem

Diffusionskoeffizienten K ab. Der Sensor-Quell-Abstand lässt sich in einen skalierbaren

Sensor-Quell-Abstand �i, der nur von Ci abhängt, und einen Skalierungsfaktor γ, der die

Größen q0 und K erfasst, zerlegen. �i kann für jeden Sensor sowohl über stationäre als

auch instationäre Konzentrationsmessungen ermittelt werden.

Nachdem ein skalierbarer Sensor-Quell-Abstand �i für jeden Sensor geschätzt wurde, muss

daraus der globale Skalierungsfaktor γ sowie der Quellort x0 bestimmt werden. Im un-

gestörten Fall führt dies auf konsistente, algebraische Gleichungssysteme. Die allgemeine

Lösung für diese Systeme transformiert das Problem in ein unterbestimmtes, lineares Glei-

chungssystem mit quadratischer Restriktion. Hierfür existiert eine geschlossene Lösung.

Ein alternativer, geometrisch interpretierbarer Lösungsweg für den Fall einer Ebenen-

konfiguration betrachtet Sensorpaare. Für jedes Sensorpaar wird die Menge aller mögli-

chen Quellorte bestimmt, was auf so genannte Schnittkreise führt. Die Schnittpunkte der

Schnittkreise sind Lösungen des Lokalisierungsproblems. Sowohl die allgemeine Lösung

als auch die Lösung mittels Schnittkreisen macht deutlich, dass bei Verwenden minimaler

Sensoranzahl i. Allg. zwei Lösungen, die wahre und eine scheinbare Lösung, existieren. Es

wird gezeigt, dass diese Lösungen gespiegelte Punkte am Umkreis bzw. an der Umku-

gel der Sensoren sind. Nur durch Hinzunahme eines weiteren Sensors, der nicht auf dem

Umkreis bzw. auf der Umkugel liegen darf, ist eine Unterscheidung der beiden Lösungen

möglich.

Schließlich wird der gestörte Fall betrachtet. Er führt auf überbestimmte, inkonsistente,

algebraische Gleichungssysteme. Diese werden hier im Least-squares-Sinne gelöst. Durch

Betrachten des dem geometrischen Kriterium zugeordneten algebraischen Kriteriums ge-

lingt die Transformation in ein lineares Least-squares-Problem mit quadratischer Restrik-

tion. Damit lässt sich ein in [41, 42] vorgestelltes Verfahren nutzen, um eine quasi ge-

schlossene Lösung zu finden. Durch Einführen von Wichtungsfaktoren wird berücksich-

tigt, dass ein Ausgleich in den gestörten Konzentrationen und nicht in den Sensor-Quell-

Abständen stattfindet. Damit verringern sich die Abweichungen zwischen wahrem und

geschätztem Quellort bei gestörten Konzentrationsmessungen deutlich. De facto verhält

sich dann das neue Verfahren aus statistischer Sicht wie das Ausgangsfehlerverfahren

(Maximum-likelihood-Schätzung), und das frei von dessen numerischen Problemen.
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4 Ein neues Verfahren zur

Quellenlokalisierung bei

Diffusion-Advektion

Im ersten Schritt des zweistufigen Verfahrens zur modellbasierten Quellenlokalisierung

muss - wie im Kapitel 1 beschrieben - für jeden Sensor i die Menge Pi bestimmt werden, auf

der sich aus der Sicht von Sensor i die Quelle befinden kann. Für den im vorangegangenen

Kapitel untersuchten advektionsfreien Fall (nur Diffusion) stellte die Menge Pi für feste

Werte der Quellintensität q0 und des Diffusionskoeffizienten K einen Kreis bzw. eine Kugel

um den Sensorstandort xi dar.

Tritt außer der Diffusion auch Advektion auf, die durch ein homogenes Strömungsfeld in

positiver x-Richtung mit der Strömungsgeschwindigkeit vx hervorgerufen wird, so ergibt

die Menge aller Punkte

Pi =
{
x0 ∈ R

3 : ‖xi − x0‖2 = di(K, vx, q0, Ci, x0)
}

(4.1)

ein in x-Richtung ausgerichtetes Oval1 um den Sensorstandort xi.

Für die Ebenenkonfiguration ist Pi für jeden Sensor i ein zweidimensionales Oval (Abb.

4.1). Unter der Annahme, dass der Diffusionskoeffizient K und die Strömungsgeschwindig-

keit vx bekannt sind, ist die Größe des Ovals nur noch von der gemessenen Konzentration

Ci und von der Quellintensität q0 abhängig.

Abbildung 4.1 verdeutlicht, dass sich die Quelle für eine bestimmte Konzentrationsmes-

sung - wie auch beim advektionsfreien Fall - entweder nahe dem Sensorstandort befinden

kann, wenn eine kleine Quellintensität vorliegt, oder sich weit weg vom Sensorstandort

befinden kann, wenn die Quellintensität groß ist.

1Unter einem Oval wird hier der Rand einer kompakten, glatten, streng konvexen Menge mit einer
Symmetrieachse verstanden. Da die betrachteten Ovale nur eine und nicht zwei Symmetrieachsen besitzen,
handelt es sich nicht um Ellipsen.
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Abb. 4.1: Menge aller möglichen Quellorte Pi aus der Sicht von Sensor i für verschiedene Quellin-
tensitäten q0 (in mg/s) bei Diffusion-Advektion.

Zusätzlich bewirkt die Advektion, dass sich die Quelle bei gleicher Quellintensität weiter

weg vom Sensorstandort befindet, wenn die Quelle auf der strömungszugewandten Seite

liegt bzw. sich näher am Sensorstandort befindet, wenn die Quelle auf der strömungsab-

gewandten Seite liegt.

Im Fall reiner Diffusion war der Sensor-Quell-Abstand di für eine bestimmte Konzentration

Ci und festes q0 und K konstant. Damit ergab Pi einen Kreis bzw. eine Kugel. Tritt

Advektion in x-Richtung auf, so ist der Sensor-Quell-Abstand di zusätzlich von der x-

Komponente x0 des Quellorts abhängig. Dies führt auf Ovale anstelle von Kreisen bzw.

Kugeln. Zudem wirkt nun die Quellintensität q0 nicht als linearer Skalierungsfaktor, da q0

nichtlinear in di eingeht. Aus diesem Grund ist hier im Gegensatz zum Diffusionsfall keine

Aufspaltung in einen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand �i und einen Skalierungsfaktor γ

möglich. Der Sensor-Quell-Abstand di ist also bei bekannten Werten von K, vx und Ci

eine Funktion von x0 und q0. Diese Größen bewirken eine nichtlineare Skalierung von di.

Deshalb wird hier in Analogie zum Diffusionsfall die Größe di(x0, q0) als verallgemeinerter

skalierbarer Sensor-Quell-Abstand bezeichnet.

Erst durch Betrachten mehrerer Sensoren und damit mehrerer Pi lässt sich der Quellort

bestimmen. Im ungestörten Fall ergibt sich bei Wahl der richtigen Quellintensität ein

Schnittpunkt aller Pi (Ovale), der den Quellort markiert. Das verdeutlicht Abb. 4.2 für die

Ebenenkonfiguration. Im gestörten Fall muss eine Näherungslösung für den Schnittpunkt

gefunden werden.
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Abb. 4.2: Ovale (Mengen Pi (i = 1, . . . , 4)), auf denen sich die Quelle aus Sicht der einzel-
nen Sensoren Si bei Wahl der wahren Quell- und Ausbreitungsparameter befinden können. Im
ungestörten Fall schneiden sich die Ovale im wahren Quellort x0.

4.1 Schätzung verallgemeinerter skalierbarer

Sensor-Quell-Abstände

Nach (4.1) ist die Menge Pi durch den Sensor-Quell-Abstand di(K, vx, q0, Ci, x0) bestimmt.

Eine explizite Gleichung für di lässt sich aus der Lösung der Diffusions-Advektions-

Gleichung ableiten. Mit der stationären Lösung (2.35) gilt für jeden Sensor

Ci =
q0 · exp

(− vx

2K
(di − (xi − x0))

)
4πKdi

. (4.2)

Dabei bezeichnet Ci den stationären Endwert der Konzentration am Sensor i. Durch

Auflösen nach di wird

di(K, vx, q0, Ci, x0) =
2K

vx
W0

(
vxq0

8πK2Ci
· exp

( vx
2K

· (xi − x0)
))

(4.3)

erhalten. Dabei bezeichnet W0(·) die Lambert-W-Funktion2.

Um die Zahl der freien Parameter zu verringern, wird hier angenommen, dass die Strö-

mungsgeschwindigkeit vx und der Diffusionskoeffizient K durch eine A-priori-Identifikation

oder durch Online-Messungen bekannt sind. Mit einem Schätzwert Ĉi für die stationäre

2Die Lambert-W-Funktion ist die Inverse der Funktion f(w) = wew = z [20].
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Konzentration Ci (Mittelwert über einige Messwerte) am Sensor i lässt sich der verallge-

meinerte Sensor-Quell-Abstand di(x0, q0) für jeden Sensor mit

d̂i(q0, x0) =
2K

vx
W0

(
vxq0

8πK2Ĉi
· exp

( vx
2K

· (xi − x0)
))

(4.4)

berechnen. Analog zum advektionsfreien Fall (vgl. (3.2)) ergibt sich

(xi − x0)
2 + (yi − y0)

2 + (zi − z0)
2 − d̂2

i (q0, x0) = 0. (4.5)

Gleichung (4.5) hat die gleiche Struktur wie die implizite Kugelgleichung. Allerdings ist

hier der Radius nicht nur eine Funktion der Quellintensität, sondern zugleich abhängig

von der x-Koordinate der Quelle x0. Dadurch wird die Kugel zu einem Oval deformiert.

4.2 Quellortschätzung im ungestörten Fall

4.2.1 Vorbemerkungen

Um den Quellort zu ermitteln, ist das nichtlineare Gleichungssystem

d̂i(x0, q0)− ‖xi − x0‖2 = 0 i = 1, . . . , p (4.6)

zu lösen.

In diesem Abschnitt wird zunächst der ungestörte Fall behandelt. Die geschätzten Sensor-

Quell-Abstände sind gleich den wahren Werten; anstelle von d̂i wird di benutzt. Die Unter-

suchungen gliedern sich nach den Sensor-Quell-Konfigurationen (vgl. Anschnitt 3.2.1):

• Linienkonfiguration,

• Ebenenkonfiguration,

• Raumkonfiguration und

• Halbraumkonfiguration.

Wie auch im Fall reiner Diffusion wird für den ungestörten Fall versucht, den Quellort

mit minimaler Sensoranzahl p = m zu ermitteln. Für die Berechnung des Quellorts konn-

ten bei reiner Diffusion geschlossene Lösungen gefunden werden. Das gelingt im Fall von

Diffusion-Advektion leider nicht. Stattdessen lässt sich der Quellort nur iterativ bestim-

men. Dennoch erlauben die Untersuchungen Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von

Lösungen sowie zur geeigneten Sensorplatzierung. In Abschnitt 4.4 werden die gewonne-

nen Ergebnisse auf den gestörten Fall erweitert.
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4.2.2 Linienkonfiguration

Die Linienkonfiguration erfordert für die Ermittlung der unbekannten Größen x0 und q0

mindestens m = 2 Sensoren an den Standorten x1 und x2 (x1 < x2). Die Sensor-Quell-

Abstände sind für ein bestimmtes q0 und x0 durch

di(x0, q0) = |xi − x0| (4.7)

gegeben. Für den Quellort lautet das zu lösende Gleichungssystem

d1(x0, q0)− |x1 − x0| = 0

d2(x0, q0)− |x2 − x0| = 0.
(4.8)

Per Iteration können damit die Parameter x0 und q0 gefunden werden. Ein besserer Zu-

gang lässt sich finden, wenn berücksichtigt wird, dass stets eine Lösung x0,I existiert, die

zwischen x1 und x2 liegt, für die also

x1 < x0,I < x2 (4.9)

gilt, auch wenn sich die wahre Quelle außerhalb dieses Intervalls befindet. Damit verein-

facht sich (4.8) zu

d1(x0, q0)− (x0 − x1) = 0 =: J1

d2(x0, q0)− (x2 − x0) = 0 =: J2.
(4.10)

Die iterative Suche muss für x0 nur noch im Intervall x1 < x0 < x2 erfolgen.

Beispiel 4.1 Im Fall einer Linienkonfiguration mit x1 = 0m, x2 = 10m und einer Quelle

bei x0 = 2m werden im ungestörten Fall die stationären Konzentrationen C1 = 1.98mg/m3

und C2 = 9.95mg/m3 gemessen (q0 = 100mg/s, vx = 0.3m/s, K = 0.2m2/s). Abbildung

4.3 (links) zeigt das stationäre Konzentrationsprofil. Abbildung 4.3 (rechts) zeigt die Glei-

chungsfehler J1 und J2 gemäß (4.10) in Abhängigkeit von x für den wahren Wert von q0.

Die Verläufe von J1 und J2 in Abb. 4.3 lassen eine schnelle Konvergenz iterativer Verfahren

beim Lösen von (4.10) erwarten.

Wenn der Quellort x0,I gefunden ist, der zwischen x1 und x2 liegt, muss geprüft werden, ob

nicht noch ein anderer Quellort x0,II außerhalb von [x1, x2] gleiche Konzentrationswerte

an den Sensorstandorten hervorrufen kann. Dass solche Lösungen existieren, zeigt Abb.

4.4. Bei C1 > C2 kann eine zweite (scheinbare) Lösung links von x1 liegen (Abb. 4.4 links).
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Abb. 4.3: Links: Konzentrationsprofil bei eindimensionaler Sensor-Quell-Anordnung. Rechts:
Gleichungsfehler J1 und J2 in Abhängigkeit von x. Beim gesuchten Wert x0 = 2m ist J1 =
J2 = 0m.
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Abb. 4.4: Zusätzliche Lösungen x0,II für den Quellort außerhalb von [x1, x2] für den Fall C1 > C2

(links) und C1 < C2 (rechts). Die Konzentrationsprofile für die wahren Quellorte x0,I (durch-
gängige Linien) schneiden sich mit den Konzentrationsprofilen der scheinbaren Quellorte x0,II

(gestrichelte Linien) in den Sensorstandorten x1 und x2.

Andernfalls kann sich eine zweite Lösung rechts von x2 befinden (Abb. 4.4 rechts). Ob die

zweite Lösung überhaupt existiert und ob sie links oder rechts des Intervalls [x1, x2] liegt,

hängt also von C1 und C2 ab. Dies wird nachfolgend eingehender untersucht.

Im Fall reiner Diffusion liegt unabhängig vom Diffusionskoeffizienten die scheinbare Lö-

sung stets bei x0,II < x1 für C1 > C2 sowie bei x0,II > x2 für C1 < C2 (vgl. Abschnitt

3.2.2). Im Grenzfall C1 = C2 befand sich der wahre Quellort in der Mitte xM zwischen den
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Sensoren (x0,I = (x2 − x1)/2 + x1 = xM), und ein scheinbarer Quellort existierte nur im

Unendlichen (x0,II = ±∞). Eine Entscheidung über die Lage der scheinbaren Lösungen

lässt sich damit also auch darüber treffen, ob für den wahren Quellort x0,I < xM oder

x0,I > xM gilt.

xM kann auch als derjenige Punkt definiert werden, in dem eine Quelle in allen Sensoren

die gleichen Konzentrationen hervorruft. Im Fall der Ebenen- bzw. Raumkonfiguration

bei Diffusion war das der Mittelpunkt xM des Umkreises bzw. der Umkugel.

Im Fall von Diffusion-Advektion ist die Lage eines solchen Punktes xM vom Diffusions-

koeffizienten K und von der Strömungsgeschwindigkeit vx abhängig. xM lässt sich nicht

analytisch bestimmen, sondern nur als Quellort für den Fall C1 = C2 iterativ ermitteln.

Eine implizite Darstellung für xM wird durch Dividieren der Gleichungen (4.2) für Sensor 1

und 2 unter Berücksichtigung von x1 < x0 < x2 und damit d1 = x0−x1 sowie d2 = x2−x1

C1

C2
=

x2 − x0

x0 − x1
· exp

(−vx
K

(x0 − x1)

)
(4.11)

und nachfolgende Substitution x0 := xM sowie C1/C2 := 1

1 =
x2 − xM
xM − x1

· exp
(−vx

K
(xM − x1)

)
(4.12)

erhalten.

Existiert ein scheinbarer Quellort x0,II , dann ruft er an den Sensorstandorten x1 und x2

die gleichen Konzentrationen C1 und C2 hervor wie der wahre Quellort x0,I . Daraus folgt

das Gleichungssystem

C1(x0 = x0,I) = C1(x0 = x0,II)

C2(x0 = x0,I) = C2(x0 = x0,II).
(4.13)

Für das Lösen muss zwischen den Fällen C1 ≥ C2 (x0,II < x1 < x0,I < x2) und C1 < C2

(x1 < x0,I < x2 < x0,II) unterschieden werden.

Fall C1 ≥ C2

Mit (4.2) und x0,II < x1 < x0,I < x2 wird aus (4.13)

1

x0,I − x1
· exp

(−vx
K

· (x0,I − x1)

)
=

1

x1 − x0,II

1

x2 − x0,I
=

1

x2 − x0,II

(4.14)
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erhalten. Dividieren der Gleichungen liefert

x2 − x0,I

x0,I − x1
· exp

(−vx
K

· (x0,I − x1)

)
=

x2 − x0,II

x1 − x0,II
. (4.15)

Die linke Seite wird zu

κl :=
x2 − x0,I

x0,I − x1
· exp

(−vx
K

· (x0,I − x1)

)
(4.16)

zusammengefasst. Durch die rechte Seite entsteht mit x0,II < x1 < x0,I < x2 die Forderung

κl ≥ 1. Im hier betrachteten Fall C1 ≥ C2, also x0,I ≤ xM , wird diese Forderung wegen

(4.12) stets erfüllt. Für die Lage des scheinbaren Quellorts x0,II folgt

x0,II =
κlx1 − x2

κl − 1
. (4.17)

Fall C1 < C2

Mit (4.2) und x1 < x0,I < x2 < x0,II wird aus (4.13)

1

x0,I − x1

· exp
(−vx

K
(x0,I − x1)

)
=

1

x0,II − x1

· exp
(−vx

K
(x0,II − x1)

)
1

x2 − x0,I
=

1

x0,II − x2
· exp

(−vx
K

(x0,II − x1)

)
.

(4.18)

Dividieren der Gleichungen und Umstellen liefert

x2 − x0,I

x0,I − x1

· exp
(−vx

K
(x0,I − x2)

)
=

x0,II − x2

x0,II − x1

. (4.19)

Die linke Seite wird zu

κr :=
x2 − x0,I

x0,I − x1
· exp

(−vx
K

(x0,I − x2)

)
(4.20)

zusammengefasst. Durch die rechte Seite entsteht mit x1 < x0,I < x2 < x0,II die Forderung

0 < κr < 1. Der kritische Fall κr = 1 wird bei x0,I = x2 − (xM − x1) erreicht. Dies lässt

sich zeigen, indem in (4.20) x0,I := x2 − (xM − x1) substituiert wird. Dies führt auf

κr =
x2 − xM
xM − x1

· exp
(−vx

K
(xM − x1)

)
. (4.21)

Da die rechte Seite identisch mit (4.12) ist, gilt κr = 1 für x0,I = x2 − (xM − x1). Für

0 < κr < 1 lässt sich der zweite Quellort mit

x0,II =
κrx1 − x2

κr − 1
(4.22)

berechnen.
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Zusammenfassend verdeutlicht Abb. 4.5 die Bereiche, die zwischen x1 und x2 existieren:

• Zu einer Quelle bei x1 ≤ x0,I ≤ xM existiert ein zweiter möglicher Quellort x0,II < x1

(4.17). Für den Spezialfall C1 = C2, also x0,I = xM , ist x0,II = −∞.

• Zu einer Quelle bei xM < x0,I ≤ (x2 − (xM − x1)) existiert kein weiterer möglicher

Quellort.

• Zu einer Quelle bei (x2 − (xM − x1) < x0,I < x2 existiert ein zweiter möglicher

Quellort x0,II > x2 (4.22).

Abb. 4.5: Übersicht über die Lage eines zweiten möglichen Quellorts x0,II in Abhängigkeit von
der Lage des Quellorts x0,I .

Bei sinkender Strömungsgeschwindigkeit vx schrumpft der mittlere Bereich, bis er im Fall

reiner Diffusion (vx = 0) komplett verschwindet. Bei reiner Diffusion existiert damit,

wie im vorangegangenen Kapitel gezeigt, stets ein zweiter Quellort x0,II , der die gleichen

Konzentrationen C1, C2 hervorrufen kann wie x0,I . Bei Diffusion-Advektion ist dies nicht

immer der Fall.

4.2.3 Ebenenkonfiguration

Iterative Quellortbestimmung

Bei der Ebenenkonfiguration sind mindestens m = 3 Sensoren notwendig, um den Quellort

x0 = (x0, y0)
T und q0 zu bestimmen. Das sich damit ergebende Gleichungssystem

d1(x0, q0)− ‖x1 − x0‖2 = 0

d2(x0, q0)− ‖x2 − x0‖2 = 0

d3(x0, q0)− ‖x3 − x0‖2 = 0

(4.23)

lässt sich iterativ lösen.
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Wie auch im Fall der Linienkonfiguration können bei Verwenden von drei Sensoren zwei

mögliche Lösungen existieren. Bei der Optimierung wird je nach Wahl der Startwerte eine

der beiden Lösungen gefunden. Nachfolgend wird eine geometrische Interpretation der

Entstehung der beiden Lösungen gegeben. Dank des damit gewonnenen geometrischen

Verständnisses können gezielt Startwerte für die Iteration vorgegeben werden, um eine

eventuell existierende zweite Lösung zu finden. Um ein eindeutiges Minimum und damit

eine eindeutige Lösung zu erhalten, sind vier Sensoren notwendig.

Geometrische Interpretation mittels Schnittkurven

Eine geometrische Interpretation über Schnittkurven (vgl. Abschnitt 3.2.3) ermöglicht

Aussagen über die Existenz und Vielfalt von Lösungen des Quellenlokalisierungsproblems.

Die Idee ist wiederum, für jeweils ein Paar von Sensoren die Menge aller Punkte (Schnitt-

kurve) zu bestimmen, auf denen sich aus der Sicht dieser beiden Sensoren die Quelle

befinden kann. Im Fall reiner Diffusion war die Schnittkurve für ein Sensorpaar ein so

genannter Schnittkreis, dessen Parameter (Mittelpunkt und Radius) analytisch ermittelt

werden konnten. Bei den drei minimal notwendigen Sensoren ergaben sich zwei Schnitt-

kreise, die sich in dem möglichen Quellort bzw. den möglichen Quellorten schnitten.

Im Advektionsfall formen die Schnittkurven keine Kreise. Auch sind die Parameter der

Schnittkurven nicht analytisch bestimmbar. Dennoch lassen sich die Schnittkurven pro-

blemlos numerisch generieren.

Dazu wird für jedes q0 und jeden Sensor i das zugehörige Oval Pi erzeugt, indem für jedes

x0 die zugehörigen y0 mit

y0 = yi ±
√

d2
i (x0, q0)− (xi − x0)2 (4.24)

berechnet werden. Anschließend werden die paarweisen Schnittpunkte der Ovale für je-

des q0 bestimmt. Nachfolgend werden die Schnittlinien für die Sensorpaare 1, 2 und 1, 3

berücksichtigt. Da jede Schnittlinie mit einer Gleichung des zu

d1(x0, q0)− ‖x1 − x0‖2 = d2(x0, q0)− ‖x2 − x0‖2

d1(x0, q0)− ‖x1 − x0‖2 = d3(x0, q0)− ‖x3 − x0‖2

(4.25)

umgeformten Gleichungssystems (4.23) korrespondiert, wird klar, dass im ungestörten Fall

(konsistentes Gleichungssystem) eine weitere Gleichung

d2(x0, q0)− ‖x2 − x0‖2 = d3(x0, q0)− ‖x3 − x0‖2 (4.26)

und damit das Sensorpaar 2, 3 keine weitere Information liefert.
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Beispiel 4.2 Für die Ebenenkonfiguration mit den Sensoren bei x1 = (−1.2m,−0.6m)T ,

x2 = (6.7m,−2.1m)T und x3 = (3.7m, 2.7m)T mit einer Quelle bei x0,I = (−0.5m, 0m)T

ergeben sich die in Abb. 4.6 dargestellten Schnittkurven für die Sensorpaare 1, 2 und 1, 3.
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Abb. 4.6: Schnittkurven für Sensorpaare 1, 2 und 1, 3 sowie wahrer und scheinbarer Quellort als
Schnittpunkte der Schnittkurven bei Diffusion-Advektion.

Anhand von Abbildung 4.6 kann vermutet werden, dass die Schnittkurven im Fall von

Diffusion-Advektion Ellipsen sind. Wird die erste Gleichung in (4.25) zu

(d2
2(x0, q0)− d2

1(x0, q0))x
T
0 x0 − 2(d2

2(x0, q0)x
T
1 − d2

1(x0, q0)x
T
2 )x0

+d2
2(x0, q0)x

T
1 x1 − d2

1(x0, q0)x
T
2 x2 = 0

(4.27)

umgeformt, ist zu erkennen, dass der Faktor (d2
2(x0, q0) − d2

1(x0, q0)) auf die x- und y-

Komponente des quadratischen Anteils der Schnittkurve gleichermaßen wirkt. Ist die-

ser Faktor konstant, werden Kreise (Grenzfall Diffusion) aber niemals echte Ellipsen als

Schnittkurven erhalten. Da aber d1 und d2 nichtlinear von x0 und q0 abhängen (Gl. (4.3)),

sind die Schnittkurven im Allgemeinen keine Kreise, sondern analytisch nicht beschreib-

bare Kurven.

Aus Abbildung 4.6 ist weiterhin zu erkennen, dass bei Verwendung von drei Sensoren

im Fall einer Ebenenkonfiguration neben dem wahren Quellort x0,I noch ein weiterer

scheinbarer Quellort x0,II ≈ (−5.7m,−0.18m)T existieren kann. Aber wie auch schon

bei der Linienkonfiguration gibt es bei der Ebenenkonfiguration Quellorte, zu denen kein

zweiter möglicher Quellort existiert. Das verdeutlicht Abb. 4.7 für die in Beispiel 4.2
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verwendete Sensorkonfiguration und einen Quellort x0,I = (0.5m, 0m)T . Die Schnittkurven

schneiden sich nur in einem Punkt, nämlich dem wahren Quellort.
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Abb. 4.7: Schnittkurven für die Sensorpaare 1, 2 und 1, 3 sowie Quellort als einziger Schnittpunkt
der Schnittkurven bei Diffusion-Advektion.

4.2.4 Raumkonfiguration

Bei der Raumkonfiguration sind mindestens m = 4 Sensoren notwendig, um den Quellort

x0 = (x0, y0, z0)
T und die Quellintensität q0 zu ermitteln. Wie auch bei der Linien- und

Ebenenkonfiguration lässt sich der Quellort durch iteratives Lösen von

d1(x0, q0)− ‖x1 − x0‖2 = 0

d2(x0, q0)− ‖x2 − x0‖2 = 0

d3(x0, q0)− ‖x3 − x0‖2 = 0

d4(x0, q0)− ‖x4 − x0‖2 = 0

(4.28)

finden.

Eine Analyse weiterer Lösungen für den Quellort ist im Fall einer Raumkonfiguration

auf der Basis von Schnittkurven schwierig. Jedoch erlaubt eine Analogiebetrachtung zum

Diffusionsfall und zu anderen Sensor-Quell-Konfigurationen qualitative Aussagen.

Im Fall von reiner Diffusion existierten im ungestörten Fall mindestens eine Lösung, i. Allg.

sogar zwei Lösungen für den Quellort. Dies galt für die Linien- und Ebenen- als auch für

die Raum- und Halbraumkonfiguration. Im Fall von Diffusion-Advektion wurde für die
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Linien- und Ebenenkonfiguration gezeigt, dass entweder eine Lösung oder zwei Lösungen

existieren. Dies lässt den Schluss zu, dass auch bei der Raum- und Halbraumkonfiguration

entweder eine Lösung oder zwei Lösungen auftreten. Eine Unterscheidung zwischen dem

wahren und einem möglichen scheinbaren Quellort ist in jedem Fall durch einen geeignet

angeordneten zusätzlichen Sensor möglich (siehe Abschnitt 4.3.2).

4.2.5 Halbraumkonfiguration

Bei der Halbraumkonfiguration sind für die Lokalisierung des Quellorts x0 = (x0, y0)
T

mindestens m = 3 Sensoren notwendig. Die Lösung erfolgt wie im Fall der Ebenenkonfi-

guration.

4.2.6 Allgemeine Lösung

Die allgemeine Lösung für die Quellenlokalisierung auf der Basis minimaler Sensoranzahl

m wird als Lösung von

di(x0, q0)− ‖xi − x0‖2 = 0; i = 1, . . . , m (4.29)

erhalten. Zur Lösung lassen sich Gradientenverfahren verwenden; eine spezielle Lösung

wie im Fall von Diffusion lässt sich nicht angeben.

4.3 Untersuchung der Lösung

4.3.1 Eigenschaften von wahrem und scheinbarem Quellort

Der vorangegangene Abschnitt zeigte, dass im ungestörten Fall bei Verwendung der mi-

nimalen Anzahl von Sensoren zwei Lösungen für den Quellort existieren können. Für den

Fall reiner Diffusion konnte gezeigt werden, dass die beiden Quellorte gespiegelte Punkte

am Umkreis bzw. an der Umkugel der Sensoren sind. Im Fall von Diffusion-Advektion

sind solche quantitativen Aussagen über die Lage der Lösungen nicht möglich. Einzig

für die Linienkonfiguration konnte eine geschlossene Lösung für die Lage des scheinbaren

Quellorts auf der Basis der Lage des wahren Quellorts angegeben werden. Nachfolgend

werden für den Advektionsfall am Beispiel der Ebenenkonfiguration qualitative Aussagen

über die Eigenschaften der wahren und der scheinbaren Lösung erarbeitet, die sich später

zur Sensorplatzierung nutzen lassen.
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Abbildung 4.8 zeigt die Konzentrationsprofile, die sich für den wahren Quellort x0,I und

für den scheinbaren Quellort x0,II gemäß Beispiel 4.2 ergeben. In der (x, y)-Ebene sind die

Punkte eingezeichnet, über denen sich beide Konzentrationsprofile schneiden (Konzentra-

tionsschnittlinie). Im Fall reiner Diffusion ergaben diese Punkte genau den Umkreis der

Sensoren. Hier im Advektionsfall bilden die Punkte eine geschlossen Kurve (aber keinen

Kreis), auf der alle Sensoren liegen.
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Abb. 4.8: Konzentrationsprofile für wahren und scheinbaren Quellort x0,I bzw. x0,II gemäß
Beispiel 4.2 sowie in die (x, y)-Ebene projizierte Konzentrationsschnittlinie.

Während im Diffusionsfall die projizierte Konzentrationsschnittlinie unabhängig vom Quell-

ort stets den Umkreis der Sensoren bildet, ist die Form und Lage dieser Schnittlinie im

Advektionsfall abhängig vom Quellort. Das verdeutlicht Abb. 4.9. Für vier verschiedene

Quellorte x0,I sind die projizierten Konzentrationsschnittlinien dargestellt. Allen Schnittli-

nien ist gemeinsam, dass sie die Sensorstandorte schneiden und bezüglich dieser Standorte

konvexe Mengen3 umranden.

4.3.2 Konsequenzen für die Sensorplatzierung

Wie im Abschnitt 4.2 herausgearbeitet wurde, ist eine Unterscheidung zwischen wahrem

und scheinbarem Quellort nur mit einem weiteren Sensor möglich.

3Eine Menge ist konvex, wenn sie mit je zwei Elementen x und y die gesamte Verbindungsstrecke
{λx+ (1 − λ)y : 0 ≤ λ ≤ 1} zwischen x und y enthält [14].



86 4. Ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion-Advektion

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

x in m

y 
in

 m

 S
1  S

2

 S
3

 x
0,I x

0,II

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

x in m

y 
in

 m

 S
1

 S
2

 S
3

 x
0,I x

0,II

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

x in m

y 
in

 m

 S
1

 S
2

 S
3

 x
0,I

 x
0,II

−10 −5 0 5 10
−10

−5

0

5

10

x in m

y 
in

 m

 S
1  S

2

 S
3

 x
0,I

 x
0,II

Abb. 4.9: Projizierte Konzentrationsschnittlinien für vier verschiedene Quellorte (x0,I) mit zu-
gehörigen scheinbaren Quellorten x0,II (links oben passend zu Abb. 4.8 bzw. Beispiel 4.2).

Im Fall reiner Diffusion genügt es, wenn sich der zusätzliche Sensor nicht auf dem Um-

kreis der anderen Sensoren (Konzentrationsschnittlinie) befand. Im Fall von Diffusion-

Advektion hängen Lage und Form der Konzentrationsschnittlinie vom Quellort ab (Abb.

4.9). Wenn alle möglichen Quellorte berücksichtigt werden, füllt die Menge der zuge-

hörigen Konzentrationsschnittlinien nahezu das gesamte Überwachungsgebiet aus. Aller-

dings bleibt das Innere des Dreiecks mit den Ecken (x1,x2,x3) davon unberührt, da die

Schnittlinien konvexe Mengen umranden. Das Dreieck ist aber gerade die konvexe Hülle

der Sensorstandorte, oder mit anderen Worten, die kleinste Schnittmenge aller durch die

Konzentrationsschnittlinien bestimmten konvexen Mengen [14]. Abb. 4.10 zeigt die Kon-

zentrationsschnittlinien gemäß Abb. 4.9 sowie die konvexe Hülle (Dreieck) der Sensoren.
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Abb. 4.10: Projizierte Konzentrationsschnittlinien für vier verschiedene Quellorte sowie konvexe
Hülle der Sensorstandorte.

Daraus folgt, dass es keinen Quellort gibt, für den die zugehörige Konzentrationsschnitt-

linie die konvexe Hülle schneidet. Mit einem zusätzlichen Sensor innerhalb der konve-

xen Hülle der anderen Sensoren ist also stets eine Unterscheidung zwischen wahrem und

scheinbarem Quellort möglich. Bei der Ebenenkonfiguration muss der vierte Sensor somit

innerhalb des Dreiecks (x1,x2,x3) liegen (Abb. 4.11 (links)). Bei der Raumkonfiguration

bildet das Tetraeder mit den Ecken (x1,x2,x3,x4) die konvexe Hülle (Abb. 4.11 (rechts)),

in der der fünfte Sensor liegen muss.

Abb. 4.11: Konvexe Hülle der Sensoren bei Ebenenkonfiguration (links) und bei Raumkonfigu-
ration (rechts). Ein zusätzlicher Sensor zur Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem
Quellort muss innerhalb dieser konvexen Hülle liegen.
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4.3.3 Zur Existenz von Lösungen im gestörten Fall

Im ungestörten Fall existiert für den Quellort bei Verwenden minimaler Sensoranzahl stets

mindestens eine Lösung, nämlich der wahre Quellort. Bei der Quellenlokalisierung im ge-

störten Fall auf der Basis der geschätzten Sensor-Quell-Abstände d̂i kann es dazu kommen,

dass (4.29) inkonsistent wird und keine Lösung für den Quellort existiert. Das verdeut-

licht Abb. 4.12 für die Ebenenkonfiguration nach Beispiel 4.2. Die Schnittkurven für die

Sensorpaare 1, 2 und 1, 3 schneiden sich nicht. Im Gegensatz zum Fall reiner Diffusion

lassen sich hier keine analytischen Kriterien für die Existenz einer Lösung angeben.
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Abb. 4.12: Schnittkurven für Sensorpaare 1, 2 und 1, 3 schneiden sich im ungünstig gestörten
Fall nicht.

4.4 Quellortschätzung im gestörten Fall

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die Quellenlokalisierung bei Diffusion-Advektion für

den ungestörten Fall auf der Basis minimaler Sensoranzahl behandelt. Im Abschnitt 4.3.3

wurde festgestellt, dass im gestörten Fall auch bei minimaler Sensoranzahl keine Lösung

existieren muss. Selbst wenn eine Lösung existiert, hat die Verwendung der minimalen

Sensoranzahl den Nachteil, dass jeder Konzentrationsmessfehler direkt einen Fehler bei

der Quellenlokalisierung bewirkt. Aus diesem Grund ist es sinnvoll, im gestörten Fall eine

größere Anzahl p > m von Sensoren zu verwenden. Diese erlauben einen Fehlerausgleich

und bei geeigneter Standortwahl eine Unterscheidung zwischen wahrem und scheinbarem

Quellort. Das Gleichungssystem (4.29) wird im gestörten Fall zu

d̂i(x0, q0)− ‖xi − x0‖2 = 0; i = 1, . . . , p. (4.30)
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Es ist mit p > m überbestimmt und wegen der Störungen i.Allg. inkonsistent. Die Mengen

Pi (Ovale), auf denen sich aus der Sicht der einzelnen Sensoren die Quelle befinden kann,

besitzen folglich keinen gemeinsamen Schnittpunkt mehr (Abb. 4.13).
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Abb. 4.13: Mengen Pi (Ovale) für alle p Sensoren, die im gestörten Fall keinen gemeinsamen
Schnittpunkt besitzen.

Um dennoch eine Lösung für den Quellort zu erhalten, lässt sich auf der Basis von (4.30)

ein Optimierungsproblem

p∑
i=1

(
d̂i(x0, q0)− ‖xi − x0‖2

)2 !
= Min

x0,q0
=: J (4.31)

stellen. Dessen Lösung erfolgt iterativ durch Gradientenverfahren, wobei für p (p > m)

Sensoren ein eindeutiges globales Minimum entsteht, wie das nachfolgende Beispiel ver-

deutlicht.

Beispiel 4.3 Für die in Abb. 4.2 bzw. 4.13 dargestellte Ebenenkonfiguration mit x1 =

(0m, 0m)T , x2 = (20m, 0m)T , x3 = (10m, 10m)T und x4 = (10m, 20m)T sowie einer Quelle

bei x0 = (4m, 6m)T wird J nach (4.31) berechnet. Das Gütegebirge J(x0, y0) für festes q0

zeigt Abb. 4.14 (links) für den ungestörten Fall. Im Vergleich dazu zeigt Abb. 4.14 (rechts)

das Gütegebirge, das bei Verwenden des ausgangsfehlerbasierten Standardverfahrens für

den ungestörten Fall entsteht.

Anhand der Gütegebirge in Beispiel 4.3 ist zu erkennen, dass die iterative Optimierung

beim zweistufigen Verfahren unproblematisch ist. Es existiert ein eindeutiges globales

Minimum im gesuchten Punkt x0 = (4m, 6m)T .



90 4. Ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung bei Diffusion-Advektion

0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

zweistufiges Verfahren

x in m

y 
in

 m

0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

ausgangsfehlerbasiertes Verfahren

x in m

y 
in

 m
Abb. 4.14: Gütegebirge (logarithmisch) für das zweistufige Verfahren (4.31) (links) und für das
ausgangsfehlerbasierte Standardverfahren (1.1) (rechts).

Mit dem ausgangsfehlerbasierten Standardverfahren ergibt sich hingegen ein Gütegebirge,

das lokale uneigentliche4 Maxima in den Sensorstandorten und zudem Nebenminima be-

sitzt, in denen iterative Optimierungsverfahren abbrechen und somit eine falsche Lösung

liefern. Weiterhin existieren beim ausgangsfehlerbasierten Verfahren enge Täler, die die

iterative Optimierung erschweren.

4.5 Wichtung

Durch (4.31) wird die Minimierung der Summe der Abstandsquadrate vom geschätzten

Quellort zu allen Ovalen im geometrischen Sinne gefordert. Der Ausgleich erfolgt bei

diesem Problem offensichtlich in der Weise

p∑
i=1

(
∆d̂i(x0, q0)

)2 !
= Min

x0,q0
. (4.32)

Damit werden also Änderungen ∆d̂i(x0, q0) für jeden Sensor i gleich bewertet.

Die Störungen treten jedoch in den Konzentrationsmessungen auf (z. B. Kalibrierfehler),

weshalb es sinnvoller ist, einen Ausgleich bezüglich der Konzentrationen

p∑
i=1

(∆Ci)
2 !
= Min

x0,q0
(4.33)

4Das Adjektiv uneigentlich verweist darauf, dass J den Wert ∞ annimmt. Da dieser nicht zum Wer-
tebereich von J gehört, handelt es sich um kein Maximum im eigentlichen Sinn.
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anzustreben, wie er durch das einstufige Ausgangsfehlerverfahren erzielt wird. Lassen sich

Wichtungsfaktoren wi finden, die im linearisierten Fall dazu führen, dass

∆Ci ≈ wi ·∆d̂i(x0, q0) (4.34)

gilt, dann kann (4.31) zu

p∑
i=1

(
wi

(
d̂i(x0, q0)− ‖xi − x0‖2

))2 !
= Min

x0,q0
=: J (4.35)

erweitert werden. In Näherung verhält sich dann dieses Problem wie ein Ausgangsfehler-

problem in Ci. Um die Wichtungsfaktoren zu bestimmen, wird wie in Abschnitt 3.5 im

Sinne der Fehlerrechnung vorgegangen. Es folgt

∆d̂i(x0, q0) ≈ − 1

Ci
· 2K
vx

· d̂i(x0, q0) · vx

2K

d̂i(x0, q0) · vx

2K
+ 1

·∆Ci. (4.36)

Für den Grenzfall vx → 0 gilt

∆d̂i(x0, q0) ≈ − q

4πK
· 1

C2
·∆Ci also wi = −C2

i ·
4πK

q0
, (4.37)

was erwartungsgemäß der Wichtung für den Diffusionsfall entspricht, vgl. (3.92).

Aus (4.36) folgt der optimale Wichtungsfaktor

wi = Ci ·
d̂i(x0, q0) · vx

2K
+ 1

d̂i(x0, q0) · vx

2K

, (4.38)

der jedoch abhängig von den Größen x0 und q0 ist, die zu Beginn der Optimierung nicht

bekannt sind. Ist das Verhältnis v/K hinreichend groß und befindet sich die Quelle nicht

in unmittelbarer Nähe des Sensors i, so gilt d̂i(x0, q0) · vx

2K
� 1 und damit in Näherung

wi = Ci. (4.39)

Diese vereinfachten Wichtungsfaktoren lassen sich für die Optimierung nutzen. Liegen

nach der Optimierung Schätzwerte für d̂i(x0, q0) vor, können die Wichtungsfaktoren nach

(4.38) ermittelt und für eine weitere Feinoptimierung (4.35) genutzt werden.

Beispiel 4.4 Für die in Abb. 4.15 dargestellte Ebenenkonfiguration wird eine Lokalisie-

rung auf der Basis der stationären Konzentrationen durchgeführt. Dabei werden die Kon-

zentrationen mit deterministischen Absolutfehlern beaufschlagt, wie sie durch Kalibrierfeh-

ler entstehen. Es wird also zum Konzentrationswert jedes Sensors eine feste positive bzw.

negative Konzentration (Kalibrierfehler) addiert (vgl. Beispiel 3.3). Die Ergebnisse, die
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dabei sowohl mit dem ungewichteten Verfahren als auch mit dem gewichteten Verfahren

erzielt werden, zeigt Abb. 4.15. Zudem sind die Ergebnisse des Ausgangsfehlerverfahrens

dargestellt, das hier stets das globale Minimum findet und nicht in Nebenminima abbricht,

da hier die wahren Werte für Quellort und -intensität als Startwerte vorgegeben wurden.

Werden Startwerte in der Nähe der wahren Lösung gewählt, so findet das Ausgangsfehler-

verfahren ebenfalls das globale Minimum. Wird jedoch als Startwert beispielsweise (6, 13)

gewählt, bricht das Verfahren im lokalen Minimum bei (8.4, 13.2) ab (vgl. Abb. 4.14).

Beispiel 4.4 zeigt, dass mit dem gewichteten Verfahren deutlich bessere Ergebnisse erzielt

werden als mit dem ungewichteten Verfahren (maximale Abweichung zwischen wahrem

und geschätztem Quellort 0.4m beim gewichteten Verfahren gegenüber 2.9m beim unge-

wichteten Verfahren). Im Vergleich zum Ausgangsfehlerverfahren sind keine wesentlichen

Unterschiede zu erkennen.
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Abb. 4.15: Abweichungen der Quellortschät-
zung beim ungewichteten Verfahren, beim ge-
wichteten Verfahren und beim ausgangsfeh-
lerbasierten Standardverfahren. (Als Start-
werte für das ausgangsfehlerbasierte Stan-
dardverfahren wurden die wahren Parameter
verwendet; damit wird das globale Minimum
gefunden.)
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4.6 Fehler der Quellortschätzung

mit stationären Konzentrationen

In diesem Abschnitt wird anhand eines Simulationsbeispiels untersucht, welche Abwei-

chungen durch eine Quellenlokalisierung auf der Basis stationärer Endwerte entstehen,

wenn nach endlicher Messzeit die zuletzt gemessenen Konzentrationen als Schätzwerte

für die stationären Konzentrationswerte verwendet werden. Für die Untersuchungen wird

die im Abb. 2.5 (links) dargestellte Anordnung von Sensoren und Quelle mit den sich

daraus ergebenden Konzentrationsverläufen gemäß Abb. 2.5 (rechts) verwendet.

Werden nun die zu jedem Zeitpunkt gemessenen Konzentrationswerte als Schätzwerte

für die stationären Konzentrationen angesehen, entsteht ein systematischer Fehler, da die

Konzentrationen tatsächlich noch steigen. Damit ergibt sich auch im ungestörten Fall eine

Abweichung zwischen tatsächlichem und geschätztem Quellort. Diese zeitabhängige Ab-

weichung ist in Abb. 4.16 für verschiedene Strömungsgeschwindigkeiten vx und konstanten

Diffusionskoeffizienten K = 0.2m2/s dargestellt.
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Abb. 4.16: Abweichung des geschätzten Quellorts vom wahren Wert in Abhängigkeit von der
Beobachtungszeit bei Schätzung auf der Basis stationärer Konzentrationen im ungestörten Fall
für verschiedene Strömungsgeschwindigkeiten vx (K = 0.2m2/s).

Die Abweichung zwischen wahrem und geschätztem Quellort sinkt erwartungsgemäß mit

der Zeit, da sich die Konzentrationen den stationären Werten nähern. Eine Schätzung des

Quellorts kann also nur nach einer bestimmten Zeit nach Beginn der Emission auf der

Basis stationärer Konzentrationswerte erfolgen. Die notwendige Zeit verkürzt sich aber

mit steigender Strömungsgeschwindigkeit vx.
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4.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde ein neues Verfahren zur Quellenlokalisierung für den Fall von

Diffusion-Advektion entwickelt. Es basiert auf einem geometrischen Zugang, bei dem zu-

nächst für jeden Sensor i einzeln die Menge Pi bestimmt wird, auf der sich aus der Sicht

dieses Sensors die Quelle befinden kann. Durch Betrachten mehrerer Pi lässt sich daraus

der Quellort schätzen.

Im Fall von Diffusion-Advektion bildet diese Menge für jeden Sensor ein Oval um den

Sensorstandort. Form und Größe dieses Ovals hängen von der gemessenen Konzentration

Ci am jeweiligen Sensor, der Quellintensität q0, dem Diffusionskoeffizient K und der Strö-

mungsgeschwindigkeit vx ab. Es wird gezeigt, dass eine Beschreibung des Ovals durch den

verallgemeinerten Sensor-Quell-Abstand di möglich ist. Falls vx und K durch Vorabex-

perimente identifiziert oder online gemessen werden, ist di nur noch von der gemessenen

Konzentration und von der Quellintensität q0 abhängig.

Im Diffusionsfall bewirkte q0 eine lineare Skalierung von di, weshalb eine Zerlegung in

einen skalierbaren Sensor-Quell-Abstand und einen linearen Skalierungsfaktor erfolgen

konnte. Im Advektionsfall ist di eine komplizierte nichtlineare Funktion von q0 und der

x-Komponente des Quellorts x0.

Um den Quellort zu ermitteln, wird ein nichtlineares Gleichungssystem mit allen di(x0, q0)

formuliert, das sich durch iterative Verfahren lösen lässt. Die iterativ gefundene Lösung

enthält zugleich einen Schätzwert für die Quellintensität.

Für den ungestörten Fall mit minimaler Sensoranzahl wird mit Hilfe von Schnittkurven

gezeigt, dass es - wie auch im Diffusionsfall - entweder eine Lösung oder zwei Lösungen

(eine wahre und eine scheinbare) Lösung für das Quellenlokalisierungsproblem gibt. Al-

lerdings kann bei zwei möglichen Lösungen die Lage der zweiten Lösung nur noch für

den Fall einer Linienkonfiguration analytisch angegeben werden. Es wird jedoch gezeigt,

dass durch Platzieren eines weiteren Sensors innerhalb der konvexen Hülle der anderen

Sensoren auch bei der Ebenen-, Raum- und Halbraumkonfiguration stets eine Unterschei-

dung zwischen wahrem und scheinbarem Quellort möglich ist. Unterscheidungsprobleme

zwischen wahrem und scheinbarem Quellort bei gestörten Konzentrationsmessungen und

ungünstigen Sensorstandorten können im Fall von Diffusion-Advektion analog zum Dif-

fusionsfall auftreten, wobei hier kein explizites Beispiel angegeben wird.
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Im gestörten Fall mit beliebiger Sensoranzahl entsteht ein überbestimmtes, i. Allg. inkonsi-

stentes, nichtlineares Gleichungssystem, das in ein Optimierungsproblem für den Quellort

und die Quellintensität umgeformt wird. Dieses Optimierungsproblem lässt sich ebenfalls

iterativ lösen.

Durch Einführen von Wichtungsfaktoren wird berücksichtigt, dass ein Ausgleich in den

gestörten Konzentrationen und nicht in den Sensor-Quell-Abständen stattfindet. Da mit

dieser Wichtung aus statistischer Sicht annähernd eine Maximum-likelihood-Schätzung

erfolgt, sind damit in Näherung gleich gute statistische Eigenschaften wie beim klassi-

schen ausgangsfehlerbasierten Verfahren (Maximum-likelihood-Schätzung) zu erwarten,

was durch die gezeigten Simulationsbeispiele deutlich wird. Dabei besitzt das neue Ver-

fahren nicht die numerischen Probleme des Ausgangsfehlerverfahrens.
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5 Simulative und praktische

Erprobung der neuen Verfahren

5.1 Komplexbeispiel Diffusion

In diesem Abschnitt soll die Leistungsfähigkeit des neuen Verfahrens an einem realitäts-

nahen Simulationsbeispiel demonstriert werden. Dazu wird die in Abb. 3.15 verwendete

Ebenenkonfiguration genutzt. Es wird angenommen, dass alle Sensoren einen Kalibrier-

fehler besitzen, der zu einer dauerhaften systematischen Abweichung der Messung vom

wahren Wert führt. Der Kalibrierfehler beträgt für die Sensoren 1 und 2 ∆C = 1mg/m3

und für die Sensoren 3 und 4 ∆C = −1mg/m3. Dies entspricht einer relativen Abweichung

von 5% bezogen auf den Messbereich (0− 20mg/m3) der Sensoren und 15% bezogen auf

den mittleren stationären Konzentrationswert aller Sensoren. Zudem tritt unkorrelier-

tes stationäres normalverteiltes Rauschen als zusätzliche Störung mit einer Stärke1 von

±1.2mg/m3, ±2.4mg/m3 bzw. ±4.8mg/m3 auf. Die Simulationen werden für die Quellorte

x0 = (5m, 10m) und x0 = (3m, 5m) durchgeführt.

600s nach Beginn der Emission (Startzeit t0 = 0s, Quellintensität q0 = 300mg/s, Dif-

fusionskoeffizient K = 0.2m2/s) wird der Quellort auf der Basis stationärer als auch

instationärer Konzentrationen mit den gewichteten Verfahren geschätzt.

Für jedes Beispiel erfolgen 200 Simulationen, wobei aus Darstellungsgründen in Abb. 5.1

und Abb. 5.2 jeweils nur die Ergebnisse von 20 zufällig ausgewählten Simulationen gezeigt

werden. Tabelle 5.1 gibt einen Überblick über die Ergebnisse, die auf der Basis der jeweils

200 Simulationen ermittelt wurden.

1Die Stärke einer unkorrelierten, stationären, normalverteilten Störung wird hier durch das Intervall
um den ungestörten Wert definiert, in dem sich 99.7% aller gestörten Werte befinden (3σ-Regel).



5.1. Komplexbeispiel Diffusion 97

0 100 200 300 400 500 600
0

5

10

15

20

t in s

C
 in

 m
g/

m
3

C
1

C
2

C
3

C
4

0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

  S
1

  S
2

  S
3

  S
4

x in m

y 
in

 m   Quelle

instationär
stationär  C

3
 

C
1
 

C
4
 

C
2
 

0 100 200 300 400 500 600
0

5

10

15

20

t in s

C
 in

 m
g/

m
3

C
1

C
2

C
3

C
4

0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

  S
1

  S
2

  S
3

  S
4

x in m

y 
in

 m   Quelle

instationär
stationär  

0 100 200 300 400 500 600
0

5

10

15

20

t in s

C
 in

 m
g/

m
3

C
1

C
2

C
3

C
4

0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

  S
1

  S
2

  S
3

  S
4

x in m

y 
in

 m   Quelle

instationär
stationär  

Abb. 5.1: Konzentrationsverläufe (links) sowie Quellortschätzungen für 20 Simulationen (rechts)
für Quellort x0 = (5m, 10m)T und Störung mit ±1.2mg/m3, ±2.4mg/m3 sowie ±4.8mg/m3.
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Abb. 5.2: Konzentrationsverläufe (links) sowie Quellortschätzungen für 20 Simulationen (rechts)
für Quellort x0 = (3m, 5m)T und Störung mit ±1.2mg/m3, ±2.4mg/m3 sowie ±4.8mg/m3.
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Quellort

xT0
Störung Verfahren

Mittelwert der

Abweichung

‖x̂0 − x0‖2

Streuung der

Abweichung

‖x̂0 − x0‖2

mittlere

Rechenzeit

±0mg/m3 stationär 3.20m − 0.02s

instationär 0.58m − 11s

±1.2mg/m3 stationär 3.28m 0.01m2 0.02s

instationär 0.59m 0.02m2 12s

(5m, 10m) ±2.4mg/m3 stationär 3.52m 0.02m2 0.02s

instationär 0.68m 0.09m2 14s

±4.8mg/m3 stationär 3.81m 0.07m2 0.02s

instationär 0.84m 0.95m2 19s

±0mg/m3 stationär 1.56m − 0.02s

instationär 0.38m − 8s

±1.2mg/m3 stationär 1.57m 0.01m2 0.02s

instationär 0.42m 0.17m2 8s

(3m, 5m) ±2.4mg/m3 stationär 1.59m 0.01m2 0.02s

instationär 1.31m 0.87m2 9s

±4.8mg/m3 stationär 1.61m 0.02m2 0.02s

instationär 1.63m 1.18m2 11s

Tabelle 5.1: Mittlere Ergebnisse für jeweils 200 Simulationen pro Beispiel für die Verfahren mit
stationären und instationären Konzentrationen.

Die Ergebnisse zeigen zunächst, dass die statistischen Eigenschaften der Quellortschätzung

von der Lage des Quellorts abhängen.

Weiterhin ist zu erkennen, dass die deterministischen Kalibrierfehler wesentlichen Einfluss

auf die mittlere Abweichung zwischen tatsächlichem und geschätztem Quellort haben (Si-

mulation mit Rauschen Stärke 0mg/m3). Das liegt daran, dass die Kalibrierfehler syste-

matische Fehler sind, die durch einen Fehlerausgleich nicht unterdrückt werden können.

Anders verhält es sich mit dem Rauschen. Da durch das gewichtete Quellenlokalisierungs-

verfahren, wie auch bei der Maximum-likelihood-Schätzung, ein Ausgleich in den Konzen-

trationen angestrebt wird, kann das unkorrelierte, stationäre, normalverteilte Rauschen

zufriedenstellend kompensiert werden.

Dies gilt auch für die Schätzung auf der Basis stationärer Konzentrationen, da durch

die Mittelwertbildung zur Berechnung dieser Konzentrationen ein gute Kompensation

des Rauschens erfolgt. Jedoch besitzen die geschätzten Quellorte eine größere mittlere

Abweichung als beim instationären Verfahren. Dies lässt sich damit begründen, dass nach
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600s die stationären Endwerte noch nicht erreicht sind (vgl. auch Abschnitt 3.7), was

insbesondere für den Quellort (5m, 10m) deutlich wird.

Die Rechenzeit2 für die Verfahren mit instationären Konzentrationen ist wesentlich größer

als bei den Verfahren mit stationären Konzentrationen, da beim instationären Verfahren

eine Optimierung mit Hilfe aller Konzentrationsmesswerte für jeden Sensor durchgeführt

wird. Beim stationären Verfahren werden nur die letzten Konzentrationsmesswerte für eine

Mittelwertbildung verwendet.Die gezeigten Rechenzeiten bereiten praktisch keine Proble-

me, da sie im Vergleich zur Ausbreitungszeit klein sind.

5.2 Komplexbeispiel Diffusion-Advektion

Dieser Abschnitt untersucht ein Komplexbeispiel für die Quellenlokalisierung bei Diffusion-

Advektion. Die Sensor-Quell-Anordnung und die Quellorte sind dabei identisch zum Kom-

plexbeispiel für den Diffusionsfall.

Es wird wiederum angenommen, dass alle Sensoren einen Kalibrierfehler besitzen, der zu

einer dauerhaften systematischen Abweichung der Messung vom wahren Wert führt. Der

Kalibrierfehler beträgt für die Sensoren 1 und 2 ∆C = 1mg/m3 und für die Sensoren 3

und 4 ∆C = −1mg/m3. Dies entspricht einer relativen Abweichung von 5% bezogen auf

den Messbereich (0 − 20mg/m3) der Sensoren und 20%3 bezogen auf den mittleren sta-

tionären Konzentrationswert aller Sensoren. Zusätzlich wird eine unkorrelierte stationäre

normalverteilte Störung der Strömungsrichtung um ±10◦ und der Strömungsgeschwindig-

keit um ±0.02m/s (entspricht ±20%) angenommen. Weiterhin tritt unkorreliertes, statio-

näres, normalverteiltes Rauschen als zusätzliche Störung mit einer Stärke von ±1.2mg/m3,

±2.4mg/m3 bzw. ±4.8mg/m3 auf.

Nach einer Zeit von 600s nach Beginn der Emission (Startzeit t0 = 0s, Quellintensi-

tät q0 = 300mg/s, Diffusionskoeffizient K = 0.2m2/s, Strömungsgeschwindigkeit vx =

0.1m/s) wird der Quellort auf der Basis stationärer Konzentrationen mit dem gewichte-

ten Verfahren geschätzt. Für jedes Beispiel werden 200 Simulationen durchgeführt, wobei

erneut aus Darstellungsgründen in Abb. 5.3 und Abb. 5.4 nur 20 zufällig ausgewählte

Quellortschätzungen gezeigt werden.

2Alle Rechenzeitangaben beziehen sich auf Berechnungen mit Matlab auf einem Standard-PC mit

2GHz Taktfrequenz. Durch Implementieren der Algorithmen in ein Sensor-Managementsystem wie bei-

spielsweise INSPECT-S [58, 74] ist eine Verringerung der Rechenzeiten zu erwarten.
3Die gleiche absolute Störung führte im Fall von Diffusion auf einen relativen Fehler von 15% bezogen

auf den mittleren stationären Konzentrationswert aller Sensoren, da diese Konzentrationen dort größer

waren.
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Tabelle 5.2 fasst die Ergebnisse aller Simulationen zusammen. Für die Untersuchungen

wurde zunächst jede Störung und ihre Auswirkung auf die Quellortschätzung einzeln be-

trachtet. Auf der Basis der jeweils durchgeführten 200 Simulationen wurden Mittelwerte

und Streuungen des Abstandes des geschätzten Quellorts zum tatsächlichen Quellort be-

rechnet.

Es ist zu erkennen, dass die deterministischen Kalibrierfehler den größten Einfluss auf die

mittlere Abweichung zwischen geschätztem und tatsächlichem Quellort haben, da sie nicht

durch einen Fehlerausgleich unterdrückt werden können. Ebenfalls deutlichen Einfluss auf

die mittlere Abweichung haben die Fehler der Strömungsrichtung und -geschwindigkeit,

wobei die Strömungsrichtung einen größeren Einfluss als die -geschwindigkeit hat. Die

Ergebnisse zeigen jedoch, dass eine grobe Kenntnis der Strömungsbedingungen genügt,

um befriedigende Quellortschätzungen zu erhalten.

Bei den Simulationen mit allen Störungen und zusätzlichem Messrauschen wird deutlich,

dass sich die mittleren Abweichungen der einzelnen Störungen nicht addieren müssen. Das

lässt sich damit erklären, dass die mittleren Verschiebungen des geschätzten Quellorts zum

tatsächlichen Quellort je nach Störungsart in verschiedene Richtungen erfolgen.

Die Quellortschätzungen streuen erwartungsgemäß um so stärker, je größer die Stärke des

Rauschens (±1.2mg/m3, ±2.4mg/m3 bzw. ±4.8mg/m3) ist. Es wird jedoch sichtbar, dass

auch bei starkem Rauschen mit einer Stärke von ±4.8mg/m3 zufriedenstellende Resultate

erzielt werden. Dies lässt sich wiederum durch den guten Ausgleich von Konzentrati-

onsmessfehlern, der durch das gewichtete Verfahren erzielt wird (annähernde Maximum-

likelihood-Schätzung), erklären.

Weiterhin zeigt Tabelle 5.2, dass die Abweichungen auch abhängig vom Quellort sind,

wobei für die untersuchten Quellorte die Unterschiede relativ klein sind. Die Abhängig-

keit der statistischen Eigenschaften vom Quellort resultiert prinzipiell daraus, dass je

nach Quellort verschieden hohe Konzentrationen an den Sensoren gemessen werden. Da-

mit wirken sich die Störungen (z. B. Kalibrierfehler) unterschiedlich stark aus. Besonders

deutlich wird das, wenn eine Quelle auf der strömungsabgewandten Seite der Sensoren

betrachtet wird. Die entstehenden sehr kleinen Konzentrationen an den Sensoren kön-

nen durch die Kalibrierfehler zu relativen Störungen im Bereich mehrerer 100% führen.

Eine Quellenlokalisierung mit Störungen ist bei Advektion also nur für Quellorte auf der

strömungszugewandten Seite sinnvoll.

Die Rechenzeit für die Quellenlokalisierung betrug durchschnittlich 12 s.
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Abb. 5.3: Konzentrationsverläufe (links) sowie Quellortschätzungen für 20 Simulationen (rechts)

für Quellort x0 = (3m, 5m)T und Störung mit ±1.2mg/m3, ±2.4mg/m3 sowie ±4.8mg/m3.
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Abb. 5.4: Konzentrationsverläufe (links) sowie Quellortschätzungen für 20 Simulationen (rechts)

für Quellort x0 = (3m, 5m)T und Störung mit ±1.2mg/m3, ±2.4mg/m3 sowie ±4.8mg/m3.
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Quellort xT0 Störung

Mittelwert der

Abweichung

‖x̂0 − x0‖2

Streuung der

Abweichung

‖x̂0 − x0‖2

deterministischer

Kalibrierfehler
1.80m −

stochastische Abweichung der

Strömungsrichtung
0.48m 0.13m2

(5m, 10m)
stochastische Abweichung der

Strömungsgeschwindigkeit
0.27m 0.04m2

alle Störungen plus Rauschen

mit ±1.2mg/m3
1.83m 0.15m2

alle Störungen plus Rauschen

mit ±2.4mg/m3
1.91m 0.17m2

alle Störungen plus Rauschen

mit ±4.8mg/m3
1.94m 0.18m2

deterministischer

Kalibrierfehler
0.91m −

stochastische Abweichung der

Strömungsrichtung
0.41m 0.08m2

(3m, 5m)
stochastische Abweichung der

Strömungsgeschwindigkeit
0.25m 0.03m2

alle Störungen plus Rauschen

mit ±1.2mg/m3
0.91m 0.10m2

alle Störungen plus Rauschen

mit ±2.4mg/m3
0.93m 0.14m2

alle Störungen plus Rauschen

mit ±4.8mg/m3
0.94m 0.17m2

Tabelle 5.2: Mittlere Ergebnisse für jeweils 200 Simulationen pro Beispiel bei verschiedenen
Störungen.

5.3 Praktische Erprobung

In einem industriellen Chemikalienlager für toxische Substanzen der Sigma-Aldrich-Chemie

GmbH Steinheim (Deutschland) wurde für Ausbreitungsexperimente ein Netzwerk von

vier Elektronischen Nasen des Typs SAMONA aufgebaut. Das SAMONA-System ist eine

Entwicklung des Instituts für Instrumentelle Analytik des Forschungszentrums Karlsru-

he. Es enthält sowohl ein Metalloxid-Gradienten-Array [34] als auch ein Surface-Acoustic-
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Wave-Micro-Array [91]. SAMONA besitzt zudem eine interne Anreicherungseinheit [11],

die die zu messenden Substanzen über eine Zeit von 2 Minuten aufkonzentriert und an-

schließend den Sensor-Arrays zuführt. Damit können sehr kleine Konzentrationen gemes-

sen werden. Zudem bewirkt die zeitliche Anreicherung eine Störungsfilterung. Allerdings

werden wegen des damit verbundenen langen Messzyklus nur alle drei Minuten Messwerte

von SAMONA geliefert.

Die Messungen erstreckten sich inklusive Versuchsaufbau und Vorabmessungen über eine

Woche. Innerhalb dieser Zeit konnten zehn verwertbare Ausbreitungsexperimente durch-

geführt werden.

Der Versuchsaufbau (Draufsicht) ist in Abb. 5.5 dargestellt. Die Sensor-Systeme befinden

sich in einer Höhe von 0.9m. Die Hochregale sind offen und behindern die Ausbreitung

nicht wesentlich. Die Strömungsrichtung ist in Abb. 5.5 durch einen Pfeil angegeben.

Abb. 5.5: Sensornetz mit vier SAMONA-Geräten und gewählte Quellorte (Draufsicht).

Abbildung 5.5 zeigt neben den Sensorstandorten zusätzlich die Quellorte, an denen in

den Experimenten Stoffe freigesetzt wurden, um Leckagen zu simulieren. In jedem Expe-

riment wird an einem Quellort eine bestimmte Menge einer flüssigen Substanz auf ein auf

dem Boden liegendes Filterpapier geschüttet. Durch das schnelle Verdunsten wird damit

eine instantane Quellintensität erhalten. Für die Quellenlokalisierung müssen die zeitlich
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integrierten Konzentrationen verwendet werden, da das Verfahren auf sprungförmigen

Quellintensitäten basiert. Abbildung 5.6 zeigt die gemessenen Konzentrationsverläufe für

drei Experimente sowie die zeitlich integrierten Konzentrationen.

Da sich die Sensoren nicht auf dem Boden befinden, handelt es sich hier um den ideali-

sierten Fall einer Halbraumkonfiguration.

Die für die Quellenlokalisierung notwendigen Werte für die Strömungsgeschwindigkeit vx

und den Diffusionskoeffizienten K werden mit Hilfe zweier Vorabexperimente ermittelt.

Dafür wird der Ausgangsfehler (1.1) für den in den Vorabexperimenten als bekannt vor-

ausgesetzten Quellort bezüglich vx und K minimiert. Dies liefert für die in den Vorabex-

perimenten gemessenen Konzentrationen vx = 0.03m/s und K = 0.02m2/s.

Für die Quellenlokalisierung werden nur die stationären Endwerte der Konzentrationen

benötigt. Als Schätzwert für die stationären Konzentrationen wird hier der letzte Wert

der integrierten Konzentrationen jedes Sensors für jede Messung (also bei 24 min, 30

min bzw. 48 min) verwendet (vgl. Abb. 5.6). Eine Signalfilterung ist wegen der Verwen-

dung der Anreicherungseinheit nicht notwendig. Für die drei gezeigten Experimente sind

die Ergebnisse der Quellenlokalisierung in Abb. 5.7 dargestellt. Dabei wurde das Koor-

dinatensystem in die Strömungsrichtung gedreht. In Abb. 5.7 (rechts) ist die Menge Pi
(Oval) für jeden Sensor für optimales q0 dargestellt. Nachfolgend werden die Ergebnisse

der gezeigten drei Experimente diskutiert.

Experiment 1

Aufgrund der Lage von Quellort 1 und der Strömungsrichtung ist zu erwarten, dass Sen-

sor S1 von Beginn an die größte Konzentration misst. Aufgrund von Störungen in der

Ausbreitung (z. B. leicht wechselnde Strömungsrichtung) kommt es dazu, dass Sensor S2

anfänglich höhere Konzentrationen misst, wodurch die zeitlich integrierten Konzentratio-

nen von Sensor S2 bis ca. 16 Minuten nach Emissionsbeginn größer sind als die von Sensor

S1. Dadurch erreicht der stationäre Endwert von Sensor S1 einen kleineren Wert als in

Bezug auf S2 erwartet (nahezu gleich wie S2). Dies führt zu einem geschätzten Quellort,

in dem eine Quelle unter Berücksichtigung der identifizierten Strömungsrichtung bei bei-

den Sensoren S1 und S2 annähernd gleiche Konzentrationen hervorruft. Die Abweichung

zum tatsächlichen Quellort beträgt ca. 1.3m. Die Abweichung lässt sich auch anhand der

Mengen Pi (Ovale) verdeutlichen. Durch die zu geringe Konzentration bei S1 wird ein

zu großes Oval für diesen Sensor erhalten. Mit einer größeren Konzentration und damit

einem kleineren Oval für S1 liegt der geschätzte Quellort näher am tatsächlichen Quellort.
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Experiment 2

In Experiment 2 unterliegen die Konzentrationsmesswerte großen Schwankungen. Den-

noch ergibt sich für die integrierten Konzentrationen ein nahezu erwartungsgemäßer Ver-

lauf. Allein die Konzentration am Sensor S2 ist kleiner als erwartet, nämlich etwa nur so

groß wie die Konzentration am Sensor S1. Dies ist wiederum auf Störungen bei der Aus-

breitung zurückzuführen. Eine größere Konzentration bei Sensor S2 wird den geschätzten

Quellort näher in Richtung S2 bewegen und damit die Abweichung von 0.9m zwischen

geschätztem und tatsächlichem Quellort verringern. Dies wird erneut bei Betrachtung

der Mengen Pi deutlich. Eine größere Konzentration und damit ein kleineres Oval für S2

verschiebt den geschätzten Quellort in Richtung tatsächlichen Quellort.

Experiment 3

Die Konzentrationsmesswerte bei Experiment 3 und damit auch die Verläufe der integrier-

ten Konzentrationen sehen sehr gut aus. Die in Strömungsrichtung liegenden Sensoren S3

und S4 messen größere Konzentrationen als die Sensoren S1 und S2. Jedoch sind die

Konzentrationen bei S1 und S2 unter Berücksichtigung der identifizierten Strömungsge-

schwindigkeit größer als erwartet. Dies kann durch eine temporär niedrigere Strömungsge-

schwindigkeit als die identifizierte erklärt werden. Aus diesem Grund wird der geschätzte

Quellort in Richtung der Sensoren S1 und S2 verschoben und weicht somit um ca. 1.3m

vom tatsächlichen Quellort ab.

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass in den drei gezeigten Experimenten die Schätz-

werte für die Quellorte nicht direkt auf den wahren Quellorten liegen. Das ist auf Kali-

brierfehler und schwankende Strömungsverhältnisse zurückzuführen. Dennoch stellen die

geschätzten Quellorte unter Berücksichtigung dieser Störeinflüsse befriedigende Näherun-

gen für die tatsächlichen Quellorte dar.

In drei weiteren Experimenten konnten ebenfalls vergleichbar gute Resultate erzielt wer-

den, wobei eine veränderte Strömungsgeschwindigkeit berücksichtigt werden musste. Diese

Veränderung wurde infolge schlechter Quellortschätzungen erkannt, die sich durch das Ver-

wenden der vorab identifizierten Strömungsgeschwindigkeit ergaben. Das Erkennen von

veränderten Ausbreitungsbedingungen ist aber im praktischen Einsatz nicht möglich. Als

Ausweg bietet sich der Einsatz von Anemometern zur Online-Messung der Strömungs-

richtung und -geschwindigkeit an.



108 5. Simulative und praktische Erprobung der neuen Verfahren

0 5 10 15 20 25
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
Experiment 1 − Isopropanol am Quellort 1

t in min

C
 in

 g
/m

3 *s

SAMONA 1
SAMONA 2
SAMONA 3
SAMONA 4

0 5 10 15 20 25
0

20

40

60

80

100

t in min

in
te

gr
ie

rt
es

 C
 in

 g
/m

3 *s

0 10 20 30
0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035
Experiment 2 − Toluol am Quellort 2

t in min

C
 in

 g
/m

3 *s

0 10 20 30
0

5

10

15

20

25

t in min

in
te

gr
ie

rt
es

 C
 in

 g
/m

3 *s
SAMONA 1
SAMONA 2
SAMONA 3
SAMONA 4

0 10 20 30 40 50
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06
Experiment 3 − Benzol am Quellort 3

t in min

C
 in

 g
/m

3 *s

SAMONA 1
SAMONA 2
SAMONA 3
SAMONA 4

0 10 20 30 40 50
0

20

40

60

80

t in min

in
te

gr
ie

rt
es

 C
 in

 g
/m

3 *s

Abb. 5.6: Gemessene und zeitlich integrierte Konzentrationen für drei Experimente.
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Abb. 5.7: Lage der lokalisierten Quellorte (+) sowie der tatsächlichen Quellorte (◦) für drei

Experimente. Rechts sind die Mengen Pi (Ovale) für alle vier Sensoren dargestellt.
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Zwei abschließende Experimente ergaben keine sinnvollen Schätzwerte für die Quellorte.

Die zugehörigen gemessenen Konzentrationsverläufe ließen sich nicht mit einem Diffusions-

Advektions-Modell erklären. Die Konzentrationsmessungen eines dieser Beispiele (Expe-

riment 7) zeigt Abb. 5.8.
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Abb. 5.8: Gemessene und zeitlich integrierte Konzentrationen für Experiment 7.

Aufgrund der Lage der Sensoren und der Quelle am Quellort 1 müssen bei einer Ausbrei-

tung durch Diffusion-Advektion die Sensoren S1 und S2 größere Konzentrationen messen

als die Sensoren S3 und S4, egal ob und in welcher Richtung eine Strömung erfolgt. Dies

ist in Experiment 7 nicht der Fall; die Sensoren S3 und S4 messen gleich große integrierte

Konzentrationen, die größer sind als die von S2 und S1.

Die Konzentrationsverläufe in Abb. 5.8 lassen sich nur auf erhebliche Verwirbelungen im

Ausbreitungsgebiet zurückführen, die durch vorbei fahrende Gabelstapler und sich be-

wegende Personen hervorgerufen wurden. Aus diesen Experimenten wird klar, dass die

modellbasierte Quellenlokalisierung nur dann möglich ist, wenn keine großen Störungen

durch bewegte Objekte usw. vorliegen. Da praktisch eine automatische Leckagedetektion

und Quellenlokalisierung gerade dann wichtig ist, wenn keine Kontrolle durch Personen

im zu überwachendem Gebiet erfolgt (z. B. nachts), schränkt dieses Forderung die An-

wendbarkeit der modellbasierten Verfahren nicht wesentlich ein.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der vorliegenden Arbeit bestand darin, neue Verfahren zur Lokalisierung von

Emissionsquellen auf der Basis räumlich verteilter Konzentrationsmessungen zu entwickeln.

Ausgehend von einem geometrischen Zugang wurden neue, zweistufige Verfahren zur Quel-

lenlokalisierung sowohl für den Fall der Ausbreitung durch reine Diffusion als auch für den

Fall von Diffusion-Advektion entwickelt.

Grundidee des geometrischen Zugangs ist es, zunächst für jeden Sensor die Menge aller

Punkte zu bestimmen, auf der sich aus der Sicht des einzelnen Sensors die Quelle befinden

kann. Durch Bilden der Schnittmenge für mehrere Sensoren lässt sich dann daraus der

Quellort ermitteln. Die entwickelten Verfahren umgehen die numerischen Schwierigkei-

ten der klassischen ausgangsfehlerbasierten einstufigen Verfahren (Maximum-likelihood-

Schätzung). Zudem liefert der Zugang Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit von Lö-

sungen, zur Lage von Mehrfachlösungen sowie zur geeigneten Platzierung der Sensoren

innerhalb vorgegebener Bereiche für die Quellenlokalisierung.

Für die Entwicklung der neuen Verfahren wurden im Kapitel 2 Ausbreitungsmodelle in

Form von inhomogenen Diffusions-Advektions-Gleichungen für den Fall reiner Diffusion

sowie für den Fall von Diffusion-Advektion hergeleitet. Für das halbunendliche und unend-

liche sowie für das endliche Ausbreitungsmedium wurden mittels der Greenschen Funktion

geschlossene Lösungen erarbeitet. Durch Messungen wurde gezeigt, dass die Modellierung

auf der Basis der Diffusions-Advektions-Gleichung praktisch sinnvoll ist.

In Kapitel 3 wurde der geometrische Zugang genutzt, um eine neues, zweistufiges Ver-

fahren zur Quellenlokalisierung für den Fall reiner Diffusion zu entwickeln. Dabei wurde

zunächst der ungestörte Fall mit minimaler Sensoranzahl untersucht, um grundlegende

Aussagen zur Existenz und Eindeutigkeit sowie zur Lage von Lösungen des Quellenloka-

lisierungsproblems herauszuarbeiten. Anschließend wurde der gestörte Fall mit beliebiger

Sensoranzahl behandelt.
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In Kapitel 4 wurden die Verfahren zur Quellenlokalisierung auf den Fall eines zusätzlichen

homogenen Strömungsfelds (Advektion) erweitert. Analog zum Fall reiner Diffusion wur-

de erst der ungestörte Fall mit minimaler Sensoranzahl und dann der gestörte Fall mit

beliebiger Sensoranzahl untersucht.

Kapitel 5 beschäftigte sich mit der simulativen und praktischen Erprobung der neuen

Verfahren. Anhand von zahlreichen Simulationen wurden die wesentlichen statistischen

Eigenschaften der neuen Verfahren herausgearbeitet. Abschließend wurden die Ergebnisse

experimenteller Untersuchungen in einem industriellen Chemikalienlager vorgestellt.

Die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit sind:

1. Entwicklung neuer, zweistufiger Verfahren zur Quellenlokalisierung für Diffusions-

und Diffusions-Advektions-Vorgänge auf der Basis räumlich verteilter, punktweiser

Konzentrationsmessungen.

2. Einführung so genannter skalierbarer Sensor-Quell-Abstände für den Diffusionsfall

sowie verallgemeinerter skalierbarer Sensor-Quell-Abstände im Fall von Diffusion-

Advektion.

3. Ableitung von Algorithmen zur Schätzung skalierbarer Sensor-Quell-Abstände so-

wohl auf der Basis stationärer als auch instationärer Konzentrationen im ersten

Schritt der zweistufigen Verfahren.

4. Herleitung von Algorithmen zur Ermittlung des Quellorts auf der Basis skalierbarer

Sensor-Quell-Abstände für den ungestörten und gestörten Fall bei beliebiger Sensor-

anzahl im zweiten Schritt der zweistufigen Verfahren.

5. Nachweis, dass bei Diffusion im ungestörten Fall mit minimaler Sensoranzahl neben

der wahren stets eine scheinbare Lösung existiert, die sich durch einen zusätzlichen

Sensor ausschließen lässt, wenn dieser nicht auf der Umkugel der anderen Sensoren

liegt.

6. Nachweis, dass bei Diffusion-Advektion mit minimaler Sensoranzahl abhängig vom

Quellort neben der wahren auch eine scheinbare Lösung existieren kann, die sich

stets durch einen zusätzlichen Sensor innerhalb der konvexen Hülle der anderen

Sensoren ausschließen lässt.

7. Entwicklung einer approximativ-optimalen Wichtungsstrategie, die die Streuung der

Quellortschätzungen bei gestörten Konzentrationsmessungen wesentlich verringert
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und damit die gleiche Schätzgüte wie einstufige ausgangsfehlerbasierte Verfahren

erreicht, ohne deren numerische Schwierigkeiten zu besitzen.

8. Implementierung der neuen Verfahren in ein Simulationssystem und breitgefächerte

Untersuchungen anhand von Komplexbeispielen (mehr als 3600 Simulationen).

9. Erfolgreiche praktische Erprobung der neuen Verfahren in einem industriellen Che-

mikalienlager.

Durch zukünftige Arbeiten ist zu prüfen, wie sich der neue, geometrische Zugang für ein-

und zweidimensionale Ausbreitungsmedien sowie komplexere Ausbreitungsszenarien und

Raumgeometrien (z. B. inhomogener Medien) nutzen lässt.

Ein weiterer Aspekt ist die Untersuchung der potenziellen Leistungsfähigkeit hybrider

Sensornetze, die sowohl aus stationären als auch aus mobilen Sensoren bestehen. Zur

hybriden Quellenlokalisierung sind bisher keine Algorithmen bekannt.

Nicht zuletzt ist eine rechentechnische Umsetzung der neuen Algorithmen in ein Sen-

sormanagementsystem wie beispielsweise INSPECT-S Voraussetzung für eine industrielle

Nutzung der entwickelten Verfahren zur Quellenlokalisierung.
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A Elektronische Nasen

Die chemische Erkennungsebene besteht aus einem Array von sensitiven Rezeptoren

(Sensor-Array). Jeder Sensor tritt selektiv mit dem Analyten in Wechselwirkung, wo-

durch seine physikalischen Eigenschaften verändert werden. Diese Änderung wird durch

den Transducer in ein elektrisch verwertbares Signal umgewandelt. Die Signale des ge-

samten Sensor-Arrays liefern somit ein geruchsspezifisches Signalmuster, das anschließend

durch eine Datenverarbeitung in der numerischen Erkennungsebene klassifiziert wird. Die

messbaren Parameter sind in Abhängigkeit vom Sensortyp z. B. Temperatur, Masse oder

elektrische Kenngrößen, wie Spannung, Strom, Leitfähigkeit und Kapazität. Die wichtig-

sten Sensortypen und deren Wirkprinzipien sind nachfolgend beschrieben.

• Ein Metall-Oxid-Sensor besteht aus einem halbleitenden Metalloxid (meist Zinn-

dioxid), das zusätzlich eine selektiv permeable Keramikmembran besitzen kann.

Wird der Sensor auf eine Betriebstemperatur zwischen 100 bis 500◦C aufgeheizt,

dann adsorbiert das Metalloxid Sauerstoff aus der Umgebungsluft, der an der Ober-

fläche reduziert wird. Dies führt zu einer Herabsetzung der Elektronenkonzentration

und damit der Leitfähigkeit des Halbleiters. Reduzierende Gase reagieren mit dem

an der Oberfläche adsorbierten Sauerstoff und führen damit zu einer Erhöhung der

Leitfähigkeit. Die Leitfähigkeitsänderung hängt dabei von der Beschichtung sowie

von der Betriebstemperatur des Sensors ab. Werden die Sensoren des Sensor-Arrays

mit verschiedenen Beschichtungen und/oder mit verschiedenen Temperaturen be-

trieben, so liefern alle Leitfähigkeitsänderungen des Arrays ein geruchsspezifisches

Muster, das durch die numerische Erkennungsebene klassifiziert werden kann. Ein

Metall-Oxid-Sensor-System ist beispielsweise die Karlsruher Mikronase KAMINA

des Forschungszentrums Karlsruhe [4, 5, 27, 34, 35, 75]. Weitere Systeme und deren

Anwendung sind z. B. in [56, 57, 106] zu finden.

• Ein Leitendes-Polymer-Sensor [8, 43, 46] besteht im Wesentlichen aus einer elek-

trisch leitenden Polymerschicht. Bei Kontakt mit bestimmten Analyten ändert sich
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in Abhängigkeit von der Art des Polymers deren Leitwert. Wird das Sensor-Array

aus Sensoren verschiedener Polymere aufgebaut, liefern die Leitwertänderungen ein

geruchsspezifisches Muster.

• Ein Feld-Effekt-Sensor [78, 109] besteht aus einem Feld-Effekt-Transistor, der

zusätzlich eine Isolatorschicht am Gate besitzt. Die mit Feld-Effekt-Sensoren analy-

sierbaren Moleküle H2, H2S,C2H5OH geben Wasserstoffatome an eine Metallschicht

(Pd, Pt, Ir) ab, die dann eine Dipol-Schicht in der Isolatorschicht bilden. Diese ver-

ursacht eine messbare Spannungsänderung am Sensor. Die Eigenschaften des Sensors

lassen sich durch Variieren von Struktur und Dicke der Metallschicht beeinflussen.

• Ein Schwingquarz-Sensor [7, 38, 44] besteht aus einem dünnen Quarzplättchen,

auf dessen gegenüberliegenden Flächen zwei Elektroden aufgebracht sind. Wird an

diese Elektroden eine Spannung angelegt, so kommt es auf Grund der Elektrostrik-

tion - der reziproke Effekt zum piezoelektrischen Effekt - zu einer mechanischen

Deformation des Quarzes. Durch Anlegen einer hochfrequenten Wechselspannung

bilden sich stehende Wellen aus. Die Resonanzfrequenz ist dabei der Dicke des Plätt-

chens umgekehrt proportional. Der Schwingquarz wird mit einer chemisch sensitiven

Schicht versehen, in die sich je nach Beschichtungsmaterial bestimmte Analyten ein-

lagern. Diese Einlagerung führt zu einer Vergrößerung der Dicke des Schwingquarzes

und damit zu einer messbaren Änderung der Resonanzfrequenz. In einer Elektro-

nischen Nase werden Schwingquarze mit unterschiedlicher sensitiver Beschichtung

eingesetzt, um ein geruchsspezifisches Muster von Frequenzänderungen zu erhalten.

• Ein Surface-Acoustic-Wave-Sensor besteht aus so genannten interdigital trans-

ducers (IDT), d. h. aus kammartig ineinander greifenden Elektroden, die mittels

Photolithographie auf ein Substrat aufgebracht werden. Durch Anlegen einer hoch-

frequenten Wechselspannung wird eine Oberflächenwelle in den IDTs erzeugt, de-

ren Resonanzfrequenz von der Bauweise der IDTs sowie von der Schallgeschwin-

digkeit abhängt und bis zu 2 GHz erreichen kann. Wie bei den Schwingquarzen

kann durch chemisch sensitive Schichten eine Einlagerung von bestimmten Ana-

lyten erzielt werden, die hier eine Änderung der Schallgeschwindigkeit und damit

eine messbare Änderung der Resonanzfrequenz bewirkt. Ein Surface-Acoustic-Wave-

Sensorsystem ist beispielsweise das SAGAS-System des Forschungszentrums Kalrs-

ruhe [11, 91, 92, 93]. Weitere Systeme und deren Anwendung sind in [87, 98, 113]

zu finden.
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Die numerische Erkennungsebene muss anhand der vom Sensor-Array gelieferten Si-

gnalmuster den aktuellen Geruch klassifizieren und wenn möglich eine quantitative Ana-

lyse (Konzentrationsbestimmung) durchführen. Dazu müssen in einer Trainingsphase Si-

gnalmuster für die zu klassifizierenden und quantifizierenden Gerüche generiert werden,

mit denen die Auswertealgorithmen angelernt werden. In der Anwendungsphase der Elek-

tronischen Nase können damit nur die vorab gelernten Gerüche wiedererkannt und quan-

tifiziert werden. Für die Klassifikation kommen zum einen statistische Verfahren, wie

Hauptkomponenten- und Diskriminanzanalyse [78, 82, 87, 100, 108, 113], als auch Neuro-

nale Netze [12, 17, 47, 49, 67, 80, 89, 105, 106] zum Einsatz. Die quantitative Analyse kann

ebenfalls durch Neuronale Netze erfolgen. Oft werden jedoch Regressionsmodelle verwen-

det, deren Parameter meist mit dem Partial-Least-Squares (PLS) Algorithmus [23, 112]

ermittelt werden.

Anwendungen Elektronischer Nasen als Einzelsysteme finden sich beispielsweise bei

• der Qualitätsüberwachung in der Lebensmittelindustrie [16, 77, 85, 86, 98, 108],

• der medizinische Diagnose durch Analyse des Atems [25, 31, 66, 82, 110],

• der Kontrolle des Innenraumgeruchs von Kraftfahrzeugen [32, 43, 78, 79] und

• der Luftüberwachung in Raumstationen [114].
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B Nachweis der Greenschen

Funktionen

Nachfolgend wird nachgewiesen, dass die Greensche Funktion (2.19)

CG(x, t) =

(
1

2
√

πK(t− t0)

)n

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (B.1)

die zugehörige partielle Differenzialgleichung erfüllt. Dies wird hier für den dreidimen-

sionalen Fall durchgeführt. Der Nachweis lässt sich aber analog auch für den zwei- bzw.

eindimensionalen Fall zeigen.

Für n = 3 lautet (2.19)

CG(x, t) =

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (B.2)

mit x = (x, y, z)T ,x0 = (x0, y0, z0)
T . (B.2) soll die partielle Differenzialgleichung (2.17)

∂CG
∂t

−K
∂2CG
∂x2

−K
∂2CG
∂y2

−K
∂2CG
∂z2

= δ(t− t0) · δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0) (B.3)

erfüllen.

Dazu werden nachfolgend die zeitlichen und örtlichen Ableitungen von (B.2) gebildet.

Mit Hilfe der Produktregel lautet die zeitliche Ableitung

∂CG
∂t

=1(t− t0)

×
[(

1

2
√

πK(t− t0)

)2

· 1

2
√

πK(t− t0)
·
(
− 3

2(t− t0)

)
· exp

(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)

+

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
·
(
−‖x − x0‖2

2

4K

)
·
(
− 1

(t− t0)2

)]

+

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· δ(t− t0)

(B.4)
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bzw.

∂CG
∂t

=CG(x, t) ·
[(

− 3

2(t− t0)

)
+

( ‖x − x0‖2
2

4K(t− t0)2

)]
+

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· δ(t− t0).

(B.5)

Die ersten und zweiten Ableitungen nach der Ortskoordinate x lauten

∂CG
∂x

=

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) ·

(
− x− x0

2K(t− t0)

)
= CG(x, t) ·

(
− x− x0

2K(t− t0)

) (B.6)

und

∂2CG
∂x2

= CG(x, t) · 1

K
·
[(

(x− x0)
2

4K(t− t0)2

)
− 1

2(t− t0)

]
. (B.7)

Die Ableitungen nach y und z werden durch Ersetzen von x, x0 durch y, y0 bzw. z, z0 in

(B.6) und (B.7) erhalten.

Mit der Differenzialgleichung (2.17) entsteht die Forderung

CG(x, t) ·
[(

− 3

2(t− t0)

)
+

( ‖x − x0‖2
2

4K(t− t0)2

)]

+

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· δ(t− t0)

− CG(x, t) ·
[(

(x− x0)2

4K(t− t0)2

)
+

(
(y − y0)2

4K(t− t0)2

)
+

(
(z − z0)2

4K(t− t0)2

)
−

(
3

2(t− t0)

)]
!
= δ(t− t0) · δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0)

(B.8)

und durch Kürzen der ober- bzw. unterstrichenen Terme(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· δ(t− t0)

!
= δ(t− t0) · δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0).

(B.9)

Diese Gleichung wegen δ(t − t0) = 0 für t − t0 �= 0 stets erfüllt. Es muss also nur noch

gezeigt werden, dass die folgende Gleichung für t → t0 gilt(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t0)

)
!
= δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0).

(B.10)
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Wie bereits erwähnt, ist die δ-Funktion keine Funktion im klassischen Sinne, sondern eine

singuläre verallgemeinerte Funktion [33, 101]. Zwei verallgemeinerte Funktionen f1 und

f2 werden als gleich angesehen, wenn ihre zugeordneten Funktionale übereinstimmen

〈f1, ϕ〉 ≡ 〈f2, ϕ〉 für alle Testfunktionen ϕ. (B.11)

Für das der δ-Funktion zugeordnete Funktional gilt 1

〈δ(x− x0), ϕ(x)〉 =
∫
Rn

δ(x − x0) · ϕ(x) dx = ϕ(x0). (B.12)

Für den hier betrachteten dreidimensionalen Fall bedeutet das

〈δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0), ϕ(x, y, z)〉

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

δ(x− x0) · δ(y − y0) · δ(z − z0) · ϕ(x, y, z) dx dy dz = ϕ(x0, y0, z0).

(B.13)

Soll (B.10) gelten, dann muss also

lim
t→t0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
1

2
√

πK(t− t0)

)3

· exp
(
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2

4K(t− t0)

)
×ϕ(x, y, z) dx dy dz

!
= ϕ(x0, y0, z0)

(B.14)

erfüllt sein. Substitution ξ = 1/(t− t0) liefert

lim
ξ→∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

( √
ξ

2
√
πK

)3

· exp
(
−ξ · ((x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (z − z0)

2)

4K

)
×ϕ(x, y, z) dx dy dz

!
= ϕ(x0, y0, z0).

(B.15)

Weitere Substitutionen

x̃ =
√

ξ · (x− x0), also x =
x̃√
ξ
+ x0 mit dx =

1√
ξ
dx̃,

ỹ =
√

ξ · (y − y0), also y =
ỹ√
ξ
+ y0 mit dy =

1√
ξ
dx̃,

z̃ =
√

ξ · (z − z0), also z =
z̃√
ξ
+ z0 mit dz =

1√
ξ
dx̃,

(B.16)

1Das Integralzeichen steht hier nicht für ein Integral im Sinne der klassischen Analysis, sondern wird

nur als Schreibweise verwendet [33].
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führen auf

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
1

2
√
πK

)3

· exp
(
− x̃2 + ỹ2 + z̃2

4K

)

× lim
ξ→∞

ϕ(
x̃√
ξ
+ x0,

ỹ√
ξ
+ y0,

z̃√
ξ
+ z0) dx̃ dỹ dz̃

!
= ϕ(x0, y0, z0)

(B.17)

und weiter

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
1

2
√
πK

)3

· exp
(
− x̃2 + ỹ2 + z̃2

4K

)
dx̃ dỹ dz̃ · ϕ(x0, y0, z0)

!
= ϕ(x0, y0, z0).

(B.18)

Bei dem Dreifachintegral in (B.18) handelt es sich um die Dichtefunktion der dreidimen-

sionalen Normalverteilung [6], was durch die Substitution σ =
√
2K deutlich wird. Es

besitzt den Wert Eins

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

(
1

σ
√
2π

)3

· exp
(
− x̃2 + ỹ2 + z̃2

2σ2

)
dx̃ dỹ dz̃ = 1. (B.19)

Die resultierende Forderung

ϕ(x0, y0, z0)
!
= ϕ(x0, y0, z0) (B.20)

ist damit erfüllt. Also ist (2.18) Greensche Funktion der partiellen Differenzialgleichung

(2.17).
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C Übergang vom drei- zum

zweidimensionalen Medium

Gleichung (2.20)

CG,0(x, t) =

(
1

2
√
πKt

)n

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4Kt

)
· 1(t) (C.1)

beschreibt die Greensche Funktion für Diffusion im n-dimensionalen Medium mit t0 = 0.

Nachfolgend wird gezeigt, dass die Greensche Funktion für n = 3 in den Fall n = 2

übergeht, wenn das dreidimensionale Medium durch zwei impermeable Flächen parallel

zur (z = 0)-Ebene begrenzt wird und der Abstand dieser Flächen gegen Null geht.

In Abschnitt 2.4.5 wird erläutert, dass der Einfluss impermeabler Flächen durch zusätzli-

che virtuelle Quellen modelliert werden kann, deren Positionen aus Spiegelungen an den

Flächen resultieren. Die Lösung der Ausbreitungsgleichung ergibt sich durch Superpositi-

on der Konzentrationen der eigentlichen Quelle und aller virtuellen Quellen.

Für den Übergang wird hier ohne Einschränkung der Quellort bei x0 = (x0, y0, 0)
T ge-

wählt. Zudem wird angenommen, dass die impermeablen Flächen bei z = ±Lz/2 liegen

(Abb. C.1).

Die Greensche Funktion lautet damit für z = 0 (vgl. (2.45))

CG,0,Lz(x, t) =

∞∑
k=0

2

(4πKt)
3
2

· exp
(
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2 + (−kLz)

2

4Kt

)
· 1(t). (C.2)

Wegen der Symmetrie der impermeablen Flächen bezüglich des Quellorts kann sich im

Unterschied zu (2.45) auf eine Summation von 0 bis ∞ beschränkt werden, wenn die

Summe mit dem Faktor 2 multipliziert wird.

Für zweidimensionale Medien lautet die Greensche Funktion

C2D
G,0(x, t) =

1

4πKt
· exp

(
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2

4Kt

)
· 1(t). (C.3)
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Abb. C.1: Lage der eigentlichen Quelle und der virtuellen Quellen im dreidimensionalen Medium

mit zwei impermeablen Flächen parallel zur x, y-Ebene.

Diese Funktion liefert Konzentrationen mit der Einheit mg/m2. Besitzt das Medium eine

Ausdehnung Lz in z-Richtung und wird ideale Durchmischung angenommen, ist durch Lz

zu dividieren, um Konzentrationen in der Einheit mg/m3 zu erhalten

C2D
G,0,Lz

(x, t) =
1

4πKt
· exp

(
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2

4Kt

)
/Lz · 1(t). (C.4)

Für den Übergang vom drei- zum zweidimensionalen Medium wird der Grenzübergang

Lz → 0 gebildet. Für Lz → 0 muss (C.2) gleich (C.4) sein. Um dies zu zeigen, wird (C.2)

in

CG,0,Lz(x, t) =
1

4πKt
· exp

(
−(x− x0)

2 + (y − y0)
2

4Kt

)
· 1(t) ·

∞∑
k=0

2√
4πKt

· exp
(
−(kLz)

2

4Kt

)
(C.5)

umgeformt. Aus (C.4) und (C.5) entsteht die Forderung

lim
Lz→0

∞∑
k=0

2√
4πKt

· exp
(
−(kLz)

2

4Kt

)
· Lz !

= 1. (C.6)

Mit der Definition für das bestimmte Riemannsche Integral zwischen den Grenzen ξ = a

und ξ = b [14] gilt allgemein

lim
L→0

(b−a)/L−1∑
k=0

f(a+ L · k) · L =

b∫
a

f(ξ)dξ. (C.7)

Durch Anwendung dieser Beziehung lässt sich (C.6) als

∞∫
0

2√
4πKt

· exp
(
− ξ2

4Kt

)
dξ

!
= 1 (C.8)
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schreiben. Für die Bestimmung der oberen Integrationsgrenze wurde berücksichtigt, dass

bei der Anwendung von (C.7) auf (C.6) die obere Summationsgrenze auch für L �= 0 zu

∞ werden muss.

Die Substitution

χ =
ξ

4Kt
mit dξ =

√
4Kt dχ (C.9)

führt auf

2√
π

∞∫
0

e−χ
2

dχ
!
= 1. (C.10)

Die linke Seite ist aber gerade die Fehler-Funktion erf(∞), die den Wert 1 besitzt [14].

Damit ist die Forderung (C.6) erfüllt. Das bedeutet, dass sich der Übergang vom drei- zum

zweidimensionalen Medium durch Einführen zweier impermeabler Flächen, die aufeinan-

der zulaufen, erklären lässt. Für flache dreidimensionale Medien empfiehlt sich deshalbe

eine Modellierung durch die zweidimensionale Ausbreitungsgleichung.

Der Übergang vom zwei- zum eindimensionalen Medium kann analog erfolgen.



124 D. Nachweis dCS(x,t)
dt

= CG(x, t) · q0

D Nachweis
dCS(x,t)

dt = CG(x, t) · q0

Nachfolgend wird gezeigt, dass die zeitliche Ableitung von CS(x, t) für die Quellfunktion

u(t) = q0 ·1(t− t0) identisch mit dem Produkt aus der zugehörigen Greenschen Funktion

CG(x, t) mit der Quellfunktion u(t) = δ(t− t0) und der konstanten Quellstärke q0 ist.

Der Nachweis wird hier für den dreidimensionalen Fall geführt. Es ist also zu zeigen, dass

die zeitliche Ableitung einer der Gleichungen (2.29) bis (2.31) gleich der Greenschen

Funktion (2.18) multipliziert mit q0 ist. Mit (2.29) muss also

d

dt

 q0

8(πK)
3
2

·
t∫

t0

1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
dt′ · 1(t− t0)


!
=

1

8(πK(t− t0))
3
2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) · q0

(D.1)

gelten. Mit der Produktregel folgt für die linke Seite von (D.1)

d

dt

 q0

8(πK)
3
2

·
t∫

t0

1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
dt′

 · 1(t− t0)+

 q0

8(πK)
3
2

·
t∫

t0

1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
dt′

 · δ(t− t0).

(D.2)

Der zweite Summand in (D.2) ist immer null, da

δ(t− t0) = 0 für t �= t0 und (D.3)

lim
t→t0

 q0

8(πK)
3
2

·
t∫

t0

1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
dt′

 = 0 (D.4)

gelten.
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Für das zeitliche Ableiten des ersten Summanden von (D.2) wird die Beziehung

d

dt

ϕ(t)∫
ψ(t)

f(t′, t) dt′ = f(ϕ(t), t) · dϕ(t)
dt

− f(ψ(t), t) · dψ(t)
dt

+

ϕ(t)∫
ψ(t)

d

dt
f(t′, t) dt′ (D.5)

für das Ableiten eines bestimmten Integrals nach einem Parameter [39, S.44] verwendet.

Mit ϕ(t) = t und ψ(t) = t0 folgt für den linken Summanden von (D.2)lim
t′→t

(
1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

))
+

t∫
t0

d

dt
· 1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

)
dt′


× q0

8(πK)
3
2

· 1(t− t0).

(D.6)

Mit der Beziehung

b∫
a

d

dξ
· f(ξ − σ)dσ = −f(ξ − b) + f(ξ − a) (D.7)

folgt für (D.6)[
lim
t′→t

(
1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

))
− lim

t′→t

(
1

(t− t′)
3
2

· exp
(
−‖x − x0‖2

2

4K(t− t′)

))

+

(
1

(t− t0)
3
2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

))]
· q0

8(πK)
3
2

· 1(t− t0).

(D.8)

Es ist zu erkennen, dass sich die ersten beiden Terme gegeneinander aufheben und damit

für die linke Seite von (D.1)

q0

8(πK(t− t0))
3
2

· exp
(
− ‖x − x0‖2

2

4K(t− t0)

)
· 1(t− t0) (D.9)

erhalten wird, was wie gefordert der rechten Seite entspricht. Damit gilt

dCS(x, t)

dt
= CG(x, t) · q0. (D.10)
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tungsmodelle. Köln: Gesellschaft für Reaktorsicherheit, 1987.

[70] Matthes, J.: Lokalisierung von Emissionsquellen mit ortsfesten, räumlich verteil-
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