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0 Einleitung

Im Jahre 1983 erschien der Artikel ,,Rankin-Selberg Convolutions“ von den Autoren
Jacquet, Piatetski-Shapiro und Shalika, in dem zulédssigen lokalen Darstellungen o, =
von endlichem Typ eine L-Reihe L(o,7,s) mithilfe sogenannter Whittakerfunktionen
zugeordnet wurde. Es hat sich gezeigt, dass dieser Zugang es ermoglicht, Aussagen iiber
die kritischen Werte von L-Reihen, wie zum Beispiel Algebraizitét, zu erhalten.

Ohne auf Darstellungen zuriickgreifen zu miissen, lassen sich fiir Whittakerfunktionen w, v
und einen multiplikativen Charakter y : Q; — C* sogenannte getwistete Zeta-Integrale
definieren, wie zum Beispiel in den Arbeiten [K-M-Sch] und [Sch].

Integrale diesen Typs sind Hauptbestandteil der vorliegenden Arbeit, wobei das Augen-
merk auf die lokalen Zetaintegrale

Qawsi= [ ety (4] ) o) vlo) | derta) 17 g
U n\GLn-1 (@)

gerichtet ist. Hierbei sind v und w unter der Iwahorigruppe rechtsinvariante Whittaker-
funktionen, x ein multiplikativer Charakter vom Fithrer f = p", » > 1, und hy, die
fest gewdhlte Matrix

f2—n fl—n
f4—n f2—n

P o | €OLQ)
fn—2 f—l

Es stellt sich heraus, dass es zweckméfBig ist, die Bruhatzerlegung zu benutzen und dadurch
den Integrationsbereich auf die Borelgruppe der oberen Dreiecksmatrizen zu reduzieren.
Dies fiihrt zu einem Integral der Form

b 0 1
Q(Bor, iy, s) = / \(det(wo 1B))w (hl,n(o 1 )hﬁn) o(won1b) | det(b) "4 db

n—1

Hierbei ist wp,,_; das lange Weylelement und hy, := < wov(’)"‘—l (1) ) '

Um diese Integrale auswerten zu konnen, ist es notig, eine konstruktive Zerlegung von
Elementen der Borelgruppe in der Form u~ - w -+ an der Hand zu haben, wobei u~ eine
unipotente untere Dreiecksmatrix, w ein Element der Weylgruppe und ¢ ein Element der
Iwahorigruppe ist. Deshalb werden im ersten Kapitel dieser Arbeit die dazu notwendigen

bekannten Zerlegungen vorgestellt, die oben genannte Zerlegung bewiesen und Vertau-
schungsrelationen gezeigt, die im zweiten Kapitel von Bedeutung sind.
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Im zweiten Teil werden dann die Integrale (Q(B,_1,hsy,s) hinsichtlich ihrer Trager un-
tersucht und ihr Wert fiir eine bestimmte Teilmenge 7, 1 C B, _; berechnet. Es stellt
sich in Proposition 2.1 heraus, dass

= > k(n—k) n(n—1)
Q(Zn-1,hfn,s) =w(L)v(l)f *= G(x) »

ist, wobei G(x) die iibliche Gausumme zum Charakter x bezeichnet.

Schliefllich wird in Satz 2.1 gezeigt, dass unter gewissen Normierungen und der Bedingung
Q(Bn-1>~ Zp-1,hsy,s) =0 die Gleichung

n—1
= > k(n—Fk) n(n—1)

Q(hgp,s)=f *= G(x) 2

gilt. Dieser Satz verallgemeinert die Resultate, die in [K-M-Sch] und [Sch], unter der
Bedingung, dass die Charaktere y,x?,...,x" ! primitiv, nichttrivial und vom selben
Fithrer f sind, gezeigt wurden, da keine Bedingung an x, aufler der Nichttrivialitét,
gestellt werden. Andererseits konnte die Bedingung Q(B,—1 >~ Z,,_1, h¢,,s) = 0 nur fiir
die Fille n = 2,3,4 und fiir den Fall, dass die Charaktere x,x2, ...,x" ! primitiv,
nichttrivial und vom selben Fiihrer f sind, nachgewiessen werden. Allerdings legt dies
die Vermutung nahe, dass sie fiir alle n giiltig ist. Immerhin kann mit Satz 2.1 gezeigt
werden, dass mit dem Priodenintegral P;, welches in 3.2 definiert wird, fir n = 2,3,4

durch p,(x+ fZ,) == <M) - P;(tzh, f) ein p-adisches Mafl definiert wird, ohne eine

Ka K\

Bedingung aufler der Nichttrivialitdt an den Charakter y zu stellen.

Im Abschnitt 2.4 wird dann bewiesen, dass die Voraussetzung Q(B,—1 >~ Z,—1,hfn,s) =0
fiir n = 2, 3,4 zutrifft.

Im dritten Kapitel werden zu automorphen cuspidalen Darstellungen der GL,,_; iiber dem
Adelring Ag sogenannte Perioden-Integrale P;(t,h, f) definiert und damit der Wert der
globalen L-Reihe, die den automorphen cuspidalen Darstellungen zugeordnet ist, unter
der Bedingung Q(B,—1> Z,_1,hf,,s) =0, bei der Stelle s = % berechnet.

SchlieBlich ergiebt sich im vierten Teil, unter der Bedingung Q(B,—1 >~ Z,—1,hfn,s) =0,
dass fiir alle Charaktere aufler dem trivialen durch p;(x+ fZ,) := <M) - Pi(tzh, f)

Ka K\

ein p-adisches Maf} definiert wird, woraus sich als Korollar die Formel

n(n—1) 1

[ xdn=Pu3)- (7GR Lo o)

Zp
mit g =) p; ergibt.
J

Im Anhang schliefllich wird das Maf§ der Menge U(Z,)woB(Z,) C GL,(Q,) berechnet,
dessen Wert als Normierungsfaktor in Satz 2.1 auftaucht.

2



Zuletzt mochte ich mich noch bei der Kaffeerunde, namentlich Gabi Schmithiisen, Mar-
kus Even, Horst Hammer, Hendrik Kasten und Stefan Kiihnlein sowohl fiir die schéne
Athmosphére als auch fiir die anregenden Gespréiche bedanken. Mein besonderer Dank
gilt Herrn Prof. Dr. Herrlich und Herrn Prof. Dr. Schmidt. Sowohl fiir die fachliche, als
auch die menschliche Unterstiitzung.

Als aller letztes mochte ich mich noch bei meiner Frau Martina Stuber bedanken, die am
besten weifl wofiir.



1 Die GL, iiber lokalen Koérpern

Im folgenden bezeichne F' einen nicht archimedisch vollstéindig diskret bewerteten Korper
mit Ganzheitsring O, dessen maximales Ideal m von 7 erzeugt wird, und dessen Rest-
klassenkorper k = Op/m endlich ist. Die Bewertung | - | sei so normiert, dass | 7 |= 1
ist.

1.1 Spezielle Untergruppen der GL,
1.1.1 Die Topologie der GL,(F)

Die GL,(F') ist nach Definition die Einheitengruppe des Rings End(F"), des Endomor-
phismenrings des Vektorraums F™.

Eine Umgebungsbasis eines Elements x € End(F™) ist durch die Mengen
{Us. | z € Z}

mit U, . =z + m*Endp, (OF) gegeben.
Die Topologie auf der GL,(F') ist die von der Topologie auf End(F™) induzierte Topo-
logie. Es gilt folgender wichtige

Satz 1.1. Die GL,(O) ist eine mazimal kompakte Untergruppe der GL,(F'). Alle ma-
zimal kompakten Untergruppen der GL,(F) sind zueinander konjugiert.

Beweis: Vergleiche [Mce], Theorem Seite 304.

1.1.2 Parabolische Untergruppen

Es bezeichne B,(F) die Untergruppe der oberen Dreiecksmatrizen der GL,(F'). Eine
echte algebraische Untergruppe der GL,,(F), die eine zu B, (F) konjugierte Untergruppe
enthélt, wird als parabolische Untergruppe bezeichnet.

Eine echte abgeschlossene Untergruppe der GL,,(F') wird als standard-parabolische be-
zeichnet, wenn sie die B, (F’) selbst enthélt. B, (F') nennt man die Standard-Borelgruppe.
Die zu B,(F') konjugierten Untergruppen werden Borelgruppen genannt.

1.1.3 Die Weylgruppe

Sei B eine Borelgruppe und 7' eine Untergruppe von B, die isomorph zu (F*)" ist, also
ein sogenannter maximaler zerfallender Torus.

Die Weylgruppe W, wird definiert durch



Wn = (NOI'HIGLH(F) (T))/T s

wobei Normgr,,(7)(7) der Normalisator von 1" in GL, (F) ist.

Beispiel: Ist B = B,(F) die Standard-Borelgruppe, so ist ein Vertretersystem von W,
durch die Permutationsmatrizen g, = (8; ;) gegeben, wobei o die S, durchlduft, also
durch

(ga)ij:{l fir  j = o(i) '

0 sonst

1.1.4 Die Iwahorigruppe

Sei a ein Ideal im Ganzheitsring Op von F'. Die Gruppe I(a) ist definiert als

I(a) :== {9 € GL,,(OF) | gij =0 mod a fiiri > j}

und wird Iwahorigruppe zum Ideal a genannt.

Die Gruppe [, := I(m) nennt man einfach die Iwahorigruppe.

1.2 Zerlegungen der GL,(F)
1.2.1 Die Bruhatzerlegung

Sei B eine Borelgruppe und W,, die zugehorige Weylgruppe. Dann lésst sich die GL,,(F)
geméf folgender Proposition zerlegen.

Proposition 1.1. Fir die GL,(F) gilt:
GL.(F)=|JB-w-B

wobei w ein Reprdsentantensystem der Weylgruppe W,, durchliuft. Dariberhinaus ist die
Vereinigung disjunkt.

Beweis: Einen Beweis findet man in [Bo-T], 5.15. In dieser Referenz findet man auch
einen Beweis fiir beliebige reduktive Gruppen.

Bemerkung 1.1. Nach 1.1.3 ist die GL,(F) also die disjunkte Vereinigung der Doppel-
nebenklassen B - g, - B, wobei B die Standard-Borelgruppe ist und o die S, durchliuft.

Eine einfache Folgerung aus obiger Proposition und der Bemerkung ist folgendes



Korollar 1.1. Sei B = B, (F) die Standard-Borelgruppe und U, die Untergruppe der
unipotenten oberen Dreiecksmatrizen. Dann gilt:

GL.(F) = JU, - w- Bu(F) = JBu(F) - w- U, ,

wobei w die Permutationsmatrizen durchlduft. Die Vereinigung ist disjunkt.

Beweis: Jede Matrix g € B ldsst sich schreiben als diag(ay, ..., a,) - u beziehungsweise
u-diag(aq,...,a,), wobei diag(ay,...,a,) die Diagonalmatrix
ay
a2
Qn,

und wu eine unipotente obere Dreiecksmatrix ist. Dann folgt die Behauptung aus der
Proposition und der Tatsache, dass fiir eine Permutationsmatrix w

w - diag(ay, ..., an) = diag(auay, - - - um)) - W

gilt. a

Die Zerlegung aus dem Korollar wird an spéterer Stelle von Bedeutung sein.

1.3 Vertauschungsrelationen fiir Matrizen

In diesem Abschnitt werden einige Zerlegungen von Elementen der Borelgruppe gezeigt,
die im Weiteren von Bedeutung sind. Beginnen wir also mit

Lemma 1.1. Sei K ein Korper und seien aqq,...,a1, € K*. Dann gilt:
1] @2 a3 ain
a1 a1 77 an
1
1



ain
QAln
0
_an
ai2
aiz
X ais
Beweis:
Es ist
1
0 1
0
an
QAln
und

a1l

ain

1

1

_al,nfl

Aln

_ai3
aiz

0
1

ain
all

1

_ 214

a13

a3

__a13

__ai4

a13

ail 1
a2

ail ai2
ais a13
ail a2
aiq ai4
ail a12

ain Aln

__ 014

a13

al,n—1

Ain

Aln
al,n—1

a13

Aln

al,n—1

A1n

a1 n—1

Aln

o




a1 1 0o ... 0
—au . 0 a1 0o ... - 0
a2 312 a
. a1 a1z
_an . : o an 1 0 - 0
ai3 X . =
a1 a2 az :
a4 a4 alq
0
a1m_1 0 an @z @3 Yol
_— ain Aln Qln Aln
QAln
1 a1z a13 ain
all ail e e ail
—au 0 0
s . - .
_ann  _ a1 0 0
s o c .
o _an1  _ a2 _ a3
ailq a4 ailq
_an  _ a2 __ a3 —_Mn-1l
Aln aln Aln T ain
Somit ergibt sich
1 0 ... e 0 1 a2 213 din
ail ail ail
0 1 —as _au 0
a2 a2
o -4 0
ais
X _ @11 __a12 __ @13
: . . a4 a4 a4
0 1] —4n
al1,n—1
a1l 1 _an _ &2 _ a3 _n-1 0
QAln aln aln aln e aln
1] @2 a3 ain
aix  aix 7 a1
1
1
woraus die Behauptung folgt. a
Aus diesem Lemma ergeben sich einige Korollare.
ai; a1 ... A1p
) Q22 ... d2p ) n—jr7x
Korollar 1.2. Sei b = . : € B, C GL,(Qp) mit ay; € f"'Z); und
ann

w eine Whittakerfunktion, die unter der Iwahorigruppe rechtsinvariant ist.



Dann gilt:

a1 0
asm 22
w(wopb) = Y(E)w | won
0
_an
a2
_a12
X ais
Beweis:
Es ist
aix; aig aiz ... Qip an 0
Q22 A23 ... Q2n Q22
ann

und also nach Lemma 1.1

a;i; a2 aiz ... QAip
Q99 Q923 ... Qon,
ann

_ An-1
Aln

ag3

10
1
Q1n
ail
0
0
0
Q2p,
QAnn

Aln
al,n—1

Ain

ail




a1y 0 0 0

Q22 A23 A2p
ann
1
0 1
X
0
a1 1
QAln
0
_ a1
a2
__ 012
X ai3

Nun folgt die Behauptung aus

ai 0 0

Q22 A23

an—1,n
Aln
Ann
Aln

und der Tatsache, dass

_al,nfl

Aln

0

A2p,

ann

0
1 —@s
a12
__a14
a13
Qin
a1 1 0
a1l 1
0 a2
a1l a1z
a3 a3
a1l a1z
alq a4
) an @12
0 aln aln
1
0 1
X
0
ail
QAlin
a1 O
22
1

10

_ _Qain
al,n—1
1
0
1 0
a13 1
a14
a3
Aln

aln—1

Aln

ann

e}




o]
o]

a1l
s . ..
a1 a2z ] 0 0
a1z ai3 o
ail @12 @13 1
ai4 ai4 ai4
: 0
a1 a2 @3 Mn-1 1
Qln QAln QAln e QAln
aus der Iwahorigruppe ist. O
a11  Aa12 ay, 0
a9 ... A9y
Korollar 1.3. Se: b = . c € Byi1 € GLua(Qy) mit ay; =
apn 0
0O - -« 0 1

a’ljf”_j € f”‘jZ; und w eine Whittakerfunktion, die unter der Iwahorigruppe rechtsin-
variant st.

Dann gilt:
Wo.n O
w ’ b
0 1
Wo.n—
n—1 0,n—1
_ a2 £—n+2 _ a2 p—n+j + az2,j+1 f—n+j5+1 1
= - —= e w
¢(“'12f >1:[2¢( “'Uf “'1,j+1f )
J= 1
__ a2 a2 _ a23 a3 _ a4 @2n-1 _ agn 00
el S S d Ty "t
__ass ass __ as4 as4 __ ass Bn—1 __ a3n
ad dTdt G d Gy "t
X
_anfl,nflf an—1,n _ an—1,n
a"l,'nfl a"l,'nfl a‘/l,n
_azm 0
aln
0 0 1
0 1

Beweis: Wir fithren die Berechnung nur in der GL,, durch, da die letzte Spalte und letzte
Zeile keinen Einfluss auf die Rechnung haben. Nach Korollar 1.2 ist

11



Ao ... QAgpn
_ a
w(wo,nb) - w(ﬁ)w wo,n
ann
10 0
/
1 —%s -1
‘1’12f
/
: _ %4 £-1
X a,13f
' !
1 _ A1pn -1
/
a1 p—1
1
ah _
0 0 Ha fontl
11
!
a
a/ll 0
12
/
_ 10
X a/13f
ay ‘ 1 '
7n_
it 0
und es gilt
10 0
!
. 1 %t
a0 0 at ! |
- aly -1
22 A2n -
X 13
QAnn 1 _/04 -1
a1 n—1
1
ap fmt0 0
asoa’ _ asza’ _ a2 n—1a) _
agg —ZAf T pagy —AAf T a0 g fol gy,
ao ‘113l al,nfll
azza -1 a3 n—1a —1
as3 ——a/1314f tas ... —g— f”f + asy
s —
ann

12




Weiter ist

und

a/nfn_l

!

a1, f_n"l‘]-
!

ay

22

asoal 1
— =B [T+ ags
12

asza’ 1
—= Tt an
13

azza’ 1
ass —a, ST ta

a/ﬂfl—n
_oy
‘1’12f ,

a3

13

!
0 0 A1n f—n+1
!
ay
!
211 f
!
aig
!
_ %2
!
a3 =
!
R R
a’ f
1n
al
11
!
ayg ,
D) 1
!
a3 %
al
_1n—-1 1 0
!
a’ln

0
as,n—1ah _
_92n-1 1nf 1 +a2n

!
a1 p—1

az,n—1a} 1
——r— " tas,
1,n—1




1 0 0

G2 f Gz 23 a3 _ a4 2n-1 _ am
! ! ! ! ! LR ! !
ayg ayg a3 a3 a1y Al n—1 A1p
__ass ass _ _a34 ABn—1 _ a3n
ajs ajs ay,f a’/l,nfl ai,
X
_ Qnn
!
aln
/
aln
/
a1y
al
12
X )
/
a1mn—1
wobei
/
aln
al
11
a/
12
/
a1 n—1
aus der Iwahorigruppe ist. Somit ergibt sich
. az
wlwoab) = W(E)x
n
1 0 ... 0
__a22 a2 __ a23 a23 __ Q24 A2n—1 __ a2n
it A ot A e oy "t
__as3 as3 __ as4 43n—1 __ asp
! ! ! L ! !
a3 a3 ay,f A n—1 A1n
w | Won

_ Qnn
/

A1y

14




. wWon—1 O
= vt (5 V)

__a22 azz __ a23 az3 __ a24 a2n-1 __ aan
! ! ! ! ! A ! !
ayg aio a3 a3 a1y a1 n—1 A1y
_a33f ass _ asq a3n-1 a3nf 0
a’ a’ a,f 7 d a’
13 13 14 1,n—1 in
X
a
_ azm f 0
in

Die behauptete Gleichheit folgt nun aus

VRS T (=G 4 Gt forit) =
J:

1,541

1
= P(ERf "Z i o g Ban ponie)
j=2

a15+1

— u(E). :

alp
Als néchstes beweisen wir ein Lemma, das in Proposition 2.1 zum Tragen kommt.

Lemma 1.2. Sei ay; € Z; fir alle j und w eine Whittakerfunktion, die unter der
ITwahorigruppe invariant ist. Dann gilt:

an f" apfrt oL Wp_1f i fi-n
929 C a2 n—1 QAon f?)—n
w | won :
. n—3
Ap—1,n—1 : n—1 f
Anpn f

15



__G22 Qg2 __ az23 Q23 __ Q24 @2;n—1 __ az2n
a2 f a2 a3 f a3 a4 f e 31,n71 ain f 0
__as3 a3z _ _a34 %3n—-1 _ Ga3n
a3 f a3 aiaf 777 ain-1 ain f 0
X
__Qnn
QAln f
0 0 1
f2—n 0
f4—n :
X
fn—4
fn—2
0 0 1
Beweis: Es ist
n—1 n—2 fl—n
ar f aif T Qin 3o
22 Qon
fn—5
Ann fn—l
a2 £—1 a1z £-2 ain £—n+l
a fn_l 0 0 0 ! a“f allf ll11f
11 1 0 . C. 0
a22 o« .. “ .. a2n
= X
0
ann
1

fl—n
f3—n

fn—3
fn—l

16




auf”_l 0 0 e 0

22 A2n,
. fn—3
) n—1
ann f
1 0 0
1 0 0
X
. 0
ain fm—1 A,n-1 fn—2 ais £2 a2
ail f ail f T an f ail f

Hierbei ist die letzte Matrix aus der Iwahorigruppe.

Nun ist
a1 fn—l 0 0 ce 0
a22 ) ) a2n f3_n
. fn—3
’ n—1
CLTLTL f
1 0 0 e 0 n—1
a
__ Q22 _ G423 __a2n llf
a2 a13 a1n —Q12
= — 233 : —a13
a3 ’
_ Qann
QAln
fl—n
f3—n
X
fn—?)
fn—l
1 0 0 . 0
_ a2 __ ag3 __agp X
ai2 ai3 ain f -n
— _as3
ai3
fn—3
_ ann fn—l
QAln

17
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f3—n

fl—n

—Q1n



—Aa1n
—Q1n—1

X —Q1nn—2

a1

wobei die letzte Matrix wieder aus der Iwahorigruppe ist.

Nun ist
1 0 0 0
_ G2 __ @23 __ G2, X
a2 ai3 ain f -n
__ass . :
a3 3
Ve
__Qnn fn_l
aln
1 0 0 0
_az __ag3 __a2n 0 01
a12 a13 aln
0
a13 :
0
__Qnn f
QAln
1 0 0 0
__a22 __a23 __Q2n
a2 f a3 f ain f
— __as3 .
o a3 f X A
. fn—
a' fn—2
__GQnn
Qln f
Weiter ist
1 0 0 0
__a22 __a23 __Q2n
a1z f a13 f ain f f2—n
__as3 . Lt
ais f A
. fn—
—dan f fr?
aln
1
1 0 0 0
__a22 __ @23 agza __ G2n a2n—1
a2 f a3 f + a2 ain f + 1,01
_as3 _asn 8.n—1
- a3 f ain f + al,n—1 X

_%_nf

Aln

18
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f—n—|—2
f—n+3




f2—n

fn—4
fn—2

1 0 0
__ @22 __a23 a2
alzf a13f + a2
__as3z
= a13f
1

X 7o f
AR &

fn:—2 fn:—3

wobel die letzte Matrix wieder

Insgesamt gilt also

an fP app frR

22
w | Won

= W | Won

fn—2

_ag_nf + az,n—1

ain al1,n—1

1
f1

_aﬁf + az,n—1 %

Aln

al,n—1

_lln_nf fn—2

Aln

aus der Iwahorigruppe ist.

A1n
A2n,
fn—3
a/nn fn—l
a a a a
—mmf o_mmfiem . gy
__ @33 .. _—_83n
ale alzf—i_

fn—4

_an_nf

Aln

f2—n

19

fl—n
f3—n

a2 n—1

aln—1

az,n—1

al,n—1

f2—n



_aﬂf _%f_|_aﬂ _‘12_nf_|_a27"—1 0

a2 ais a2 Aln aln—1

a asn a3 n—1

Wo.n—1 0 _ﬁf _lli)_nf T a1,n—1

- 0 1 :
_ZnT: f 0
1
f2—n
f4—n
X fn—4 )
fn—2
1
woraus die Behauptung folgt. a

Das folgende Lemma wird von Bedeutung sein, wenn der Tréger eines Integrals bestimmt
wird.

1 b
L b1
Lemma 1.3. In GL,(Q,) gilt fir Matrizen der Form by
1
1
1 by
1 by

bii =
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Beweis:

Es gilt:

bi—1,

0 by

0

21




1
1
0 by
1
0
1

0

0

22




0 O ... 0 by; 0 ... 0
0 1 0
« 0 1 0
—bl_ll 0 b—l
O 1 1z
: 0
0 1 :
0
1
bo;
b 1
™ 1
bi—1,
= b1;
bii
b1;
0
0 1
O ... 0 by; 0 ... 0 1 0
0 1 : 0 1
0
0 1 0 :
x -1 -1
_blz 0 blz
0 1 0
0 :
0 1 0 0

wie behauptet.

Aus Lemma 1.3 ergibt sich folgendes

Korollar 1.4. Sei b € GL,(Q,) eine Matriz der Form

23




wober T eine Permutationsmatriz ist. Dann qibt es eine untere Dreiecksmatrix der Form

1
U21 0
U= ,
U1 Ui i—1 1
0

eine Diagonalmatriz d, eine Permutationsmatriz v und eine Matriz ¢ aus der Twahori-
gruppe, sodass b=wu-d-7'-c ist.

Hierber 1st

bri1, .
=t tir by #0
Uk+1,k = { Ors / b 7

0 sonst

fir k=1,...,1—1.

Zum Beweis des Korollars ist folgende offensichtliche Bemerkung niitzlich.

Bemerkung: Sei A;;(a) € GL,(Q,) eine Additionsmatrix, B = diag(bi1,...,bs,) eine
Diagonalmatrix und 7 eine Permutationsmatrix. Dann gilt:

bjj
a) Ajj(a) BT = BT Ari) () (320)

b) Aﬂ( _I)BT = BTAT(] ),7(3) (ll;— 1)

c) Ist Ay () (b"' a) nicht in der Twahorigruppe, so ist AT(]')J(Z')(%CL_l) in der Iwahori-
73
gruppe.

Beweis von Korollar 1.4 : Ist A1) ,¢)(by;) in der Iwahorigruppe, so ist

b= b TAr).r (o) (01i)

die behauptete Zerlegung.
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Ist A-(1),73)(b1;) nicht in der Iwahorigruppe, dann folgt mit Lemma 1.3, dass

1
bo;
bri ! 1 0
ﬁ 1
.Z bQi
o ) 1
bf]- _ bzb—li,z .. b“
b 1
b1s
0
0 1
0 O --- 0 b; 0 --- 0 1 0
0 1 : 0 1
0
0 1 0 :
X
—b;;! 0 byt
0 1 0
0 :
0 1 0 0 0
1
ba;
o 1 0
bas 1
14
. b2i
bi_1, 1
= bi bii X
bis 1
b1s
0
: 1
0 1

25




0 0 0 by 0 -~ 0
) .

0 1

X

bt 0

0 1

: 0

0 1

T Az (0371)

ist, wobei die letzte Matrix nach der Bemerkung aus der Iwahorigruppe ist.

Also geniigt es folgendes zu zeigen:
1 0

Sei b =

5 d = diag(dll,...

ydpn) und 7 eine

Permutationsmatrix. Dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix w, eine Diagonalmatrix

d = diag(d}q,...,d,), eine Permutation 7/ und eine Matrix ¢ aus der Iwahorigruppe,
sodass
1 0
0
brt1,i
bdr = u L d'r'c
bii

ist.

Beweis davon: Zunichst ist
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Wegen Ay, (by;)dT = dTAT(k),T(Z-)(;%bM) ist die Behauptung nach der Bemerkung gezeigt,

falls AT(k),T(i)(jﬁbki) aus der Iwahorigruppe ist.

Ist nun AT(k)J(Z-)(CC%bM) nicht aus der Iwahorigruppe, so ist mit

1

br41,i 1

b2, 1

nach Lemma 1.3

1 0

bdr =u |

27



Weiter ist Ay, (b, )dr = dTAT(i)J(k)(%b;il) und nach Voraussetzung und Lemma 1.3 ist

AT(i)7T(k)(%b,;il) aus der Iwahorigruppe. Ausserdem ist

1

1

das Produkt einer Diagonalmatrix und einer Permutationsmatrix und also ist die Behaup-

tung bewiesen.

28
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2 Getwistete Zeta-Integrale

2.1 Allgemeine Vorbemerkungen

Sei F' ein vollstdndiger nicht archimedisch bewerteter Koérper der Charakteristik 0 mit
Ganzheitsring Op und endlichem Restklassenkérper. Weiter sei ¢ : F© — C* ein
unitirer additiver Charakter mit Kern Op. Fiir eine unipotente obere Dreiecksmatrix
u = (u;;) € GL,(F) setze

Y(u) = w(i ui,i-i—l) = H ¢(Ui,i+1) .

1<i<n—1

Unter einer Whittakerfunktion (beziiglich ) auf GL, (F') versteht man eine Funktion w
mit den folgenden zwei Eigenschaften:

a) w(ug) = Y(u)w(g) fir alle u € U, und alle g € GL,,(F).

b) Es gibt eine offene kompakte Untergruppe K C GL,(OF), sodass w unter K rechtsin-
variant ist. Mit anderen Worten also gilt: w(gk) = w(g) fiir alle g € GL,(F) und alle k €
K .

2.2 Der Fall I'=Q,

Sei nun p eine Primzahl und F' = Q,.

Fiir einen additiven Charakter ¢ : Q, — C* bezeichne W(¢, GL,) den Raum aller
Whittakerfunktionen und zu einer fest gegebenen offenen kompakten Untergruppe K von
GL,(Q,) bezeichne W(¢, GL,,)* die Teilmenge der K -invarianten Whittakerfunktionen.

Im folgenden sei K = I, := {g € GL,(Z,) | g mod p € B,(F,)} die Iwahorigruppe.
Weiter sei x : Q; — C* ein multiplikativer Charakter mit Fiihrer f =p".
Wie in [Ja-P-S 1] betrachten wir fiir die Standardeinbettung

GLn_l S GLn

g 0
o~ (0 1)

und Whittakerfunktionen w € W(«, GL,) sowie v € W(1), GL,_1), wobei ¢ der inverse
Charakter von 1 ist, Zeta-Integrale des Typs

U(wy,v,8) =¥ (w® x,v,s) = / x(det(g))w <g (1]) v(g) | det(g) |s—% dg .
U,.-\GL,_,
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Dabei ist s eine komplexe Variable.

Allgemeiner betrachten wir fiir festes h € GL,(Q,) das Integral

Qs =i = [ (et ((§ V) 0) vlo) detg 1 ag
U..1\GL,_4

Nach [Ja-P-S I],Theorem S. 390, weif§ man, dass diese Integrale fiir Re(s) hinreichend
grof} absolut konvergieren und sich meromorph auf ganz C fortsetzen lassen.

Im folgenden betrachten wir aber nur den Spezialfall h = hy, . Deshalb definieren wir
zunéchst die Matrix hy, und weitere Matrizen, die von Bedeutung sind.

Definition: Wir bezeichnen mit p = diag(f™', f*72,..., f,1), mit p' = diag(f*, f*72,..., f)
und mit w := wy,—1 das lange Weylelement in der Weylgruppe W von GL,_1(Q,), also

0 1
wWo,n—1 = a
1 0
1
Damit definieren wir hy,, = “o,n-1 , Wine1 = p rwon_1p und
0 01
f2—n fl—n
f4—n f2—n
Bpn = p ‘hinp = -t f_2 )
fn—2 f—l
0 0 v ... 0 1
f2—n 0
f4—n .
Elemente von GL,(Q,). Ferner sei b/, =
’ fn—4 :
fn—2 0
0 0 e .. 0 1
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2.3 Der Wert von Q(hy,,s)

Wir bestimmen zunéchst fiir iwahoriinvariante Whittakerfunktionen v, w und einen mul-
tiplikativen Charakter x mit Fiithrer f =p", » > 0, den Wert des Integrals

Q(Zn—b hf,na 3) - Q(Zn—b hf,m S, w, U) =

n-1 O b 0 o1
/ X (det(wp —10))w ((Wo,o ! 1) <0 1) hﬁn) v(won—1b) | det(wpn-10) | 3 db ,

n—1

wobei Z; := GL;(Q,) und fir n >3

%

Zn—l = {b = (blﬂ) € Bn—l | b/ == <b

) ¢ I, 1 und w]?ﬁll_l b w1 € [n_l}

n—1
ist. db = T] | bii |7" - @ dbi; bezeichnet, wie in [Bou], chap. VII, § 3, Exemple 4, das
i=1 i<j
rechtsinvariante Haarmafl auf der Borelgruppe.

Bemerkung: Das Integral Q(M,h,s,w,v) héngt natiirlichen von der Menge M C
GL,(Q,), der Matrix h € GL,(Q,), der komplexen Variablen s und den Whittaker-
funktionen w und v ab.

Proposition 2.1. Mit den Voraussetzungen wie bisher gilt:

—nz_:lk(n—k) n(n—1)
Q(Zn-1,hjn,s) = f *= Gx)" 7 v(ln-1)w(ln)

Hierbei ist G(x) =Y X(.ﬁt)w(%) die iibliche Gaufsumme, wobei x ein Reprdasentantensys-

tem modulo f durcfflc’iuft.

Bevor Proposition 2.1 bewiesen wird, ist es niitzlich, einige Vertauschungsrelationen an
der Hand zu haben, die in 1.3 bewiesen wurden, und sich zu {iberlegen, fiir welche Teil-
mengen M von Z,_; das Integral

n— b 0 s—1
QM. hyp,s):= /X(det(wo,n_lb))w ((WO’O L 1) hﬁn) v(won—1b) | det(won-10) |2 db

M

ungleich Null ist.
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2.3.1 Der Trager von @

Lemma 2.1. Sei w eine Whittakerfunktion aus W(, GL,)™ . Sei weiter B = (b;;) €
GL,(Qp) eine Diagonalmatriz und by = bj; - p" mit b € ZY. Dann ist w(B) # 0
héchstens dann, wenn p; > pivq fir alle i =1,...,n—1 ist.

Beweis:

Sei wegen der Iwahoriinvarianz 0.B.d.A b = 1.

Sei p1; < pti+1. Dann gilt fiir die Additionsmatrix A;;41(a) = I, + E;;11(a), a € Q,:
B- Ai,i+1(a) = Ai,i+1(@ ‘pm_uiﬂ) B

Wéhlt man nun a € Z; , so gilt wegen der Rechtsinvarianz von w unter der Iwahorigrup-
pe:

w(B) = w(B-Ai+i(a))
= w(Az‘,H—l(CE .pm—uz‘H) . B)

= Y(a-pTr) - w(B)

Da 1 nichttrivial mit Kern Z, und p; — p;41 < 0 ist, kann man ein a € Z; wéhlen,
sodass ¢ (a - p*~#+1) ungleich Eins ist, woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 2.2. Fir M =7, ;~{b€ Z,_1| by € f”_ZZ;} hat das Integral
Q(M7 hf,n7 8)

= [ xten(eon (e (00t ) (*)) s ) letanit) | det(s) 2 b

M
den Wert Null.

Beweis:

Im folgenden bezeichne wy die Matrix < wog_l (1) ) :

Zunachst ist
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woraus

o )

folgt. Also erhélt man:

fn—4
fn—2
0 0
fl—n
f2—n
1 f2
1 ft
0 0 1
1
1
1
0 0 0
fn—4
fn—2
0 0

33

f2—n
f4—n

) h,f7n ?

n—1 )
> by
Jj=1

n—1 )
> by f7
Jj=1

n—1 ' )
j=1
n—1 )
j=1

f2—n
f4—n




Q(Zn—la hf,m 8)

J x(det(wo))x(det(b))

Zn—l

X w (Wo (b 1) hf,n) ’U(u)o,n_lb> | det(b) |S_% db

= Zf X(det(wo))x(ﬁ::[jbn)nljlliﬂ(%)

Weiter gilt wegen b € Z,_1:

—1
hf’n

also

(o

Wo

wo

bizg bz
b11 211
023

1 ba2

b 0
01

bin—1
b11
ban—1
ba2
- ,
el
bn—Q,n—l fin o
1 b
n—1,n—1
1
1
)=
1 bz b b1,n-1
b1 bnn b11
1 1)2_5 b2,n—1
ba2 ba2
/
bn_]_ n—1 1 bn—27,n—1 fm
’ 1 bn—l,n—l
1
1
1 bz bis bin-1
b1 bn b11
1 b b2,n—1
baz baa
/ hl—l
fm'fn bp_o.n_
bn—l,n—l 1 bn 2,n—1
1 n—1,n—1
1
1
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bll
— /
=w | wo Pen |
bn—l,n—l

1

wobei die letzte Gleichheit aus der Iwahoriinvarianz von w folgt. Also gilt:

n—1 n—1
Q(Zn-1,hpp,s) = [ X(det(wo))x(nl bii) Hl Qp(leii)
Zn—l 1= 1=
bll
T n—1 1
ol ‘ Wi | 0(@0s-1b) | TT bis |77 db
bn—l,n—l 7 i=1
1
n—1 n—1 b
= Zf x(det(wo))x(TT bu) IT o (7)
bn—l,n—lfn_2
n—1
xw v(wo,n-10 bii °72 db
b f>" (“on-18) | 11;11 |

1

Sei nun by = by;pF mit by, € Z und f = p”. Dann ist nach Lemma 2.1 das Integral
hochstens fiir k& > r(n — 2) ungleich Null und wegen x(p*) [ X(b’n)w(b/ﬂpk) = 0 fiir

fnfl
Zy

k > r(n —2) also ungleich Null héchstens fiir £ = r(n —2). Also ist by; von der behaup-
teten Form und das Lemma ist bewiesen. O
Proposition 2.2. Sei 1 <m <n—1,

( g1 0 .- 0 91,m+1 ce 91,n-1 )

g - : 92, m+1 ce 92.n—1
0 . )
M = g€ Zn—l ‘ 9= Imm Im,m+1
gm-l—l,m-l—l
\ In—1,n—1 J
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und

My = {g €M gim+1 € f"_m_l_iZ; und gi; € fn_ZZZ;} :

Dann ist

J X(det(wo,n—l))x(éljllgii)x

M ™ M;

wo’n_l O g O s .. s_l —
w(( 0 1) <0 1)hf’n)v(wo’”_lgT)|il;Ilgm‘ ng—o,

fiir jedes Produkt T einer Diagonalmatriz und einer Permutationsmatriz.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass das Integral

Jxet(enn)x(TT )

Wo,n—1 0 g 0 = L s—2
xw(( 0 1) (0 1)hf,n)v(wo,n—lg'r)‘ll;llgu‘ 2 dg

héchstens dann ungleich Null ist, wenn gj 41 € f*7"7177 - 25 ist.

Offensichtlich gilt nun fiir g € M :

gin 0 - 0 g1,m+2 o Jin-1
g2 - : 92m+2 " G2n-1
0 . .
9= Im+1m+1  Im+1,m+2 x
Im+2,m+2
gn—l,n—l
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10 ... 0 &=t o ... 0

g11
1 . #mpogoL
922
O .
9m m+1
X gmm
1
1
0
1

Betrachten wir zuerst den Fall, dass S = {i | gim+1 = 0} # 0 ist. Sei k¥ = max.S. Dann
gilt nach Korollar 1.4:

y — Ji+1,m
0(Won-19T) = V(Won-19udr'c) = H ¢(M)U(wo,n—19”d7/)

i=1,i¢S Jim+1
wobei udr’c die Zerlegung von

10 ... 0 %mtl o ... 0

gi1
1 . Zmilog ...

g22

0
gm,m+1
dmm
1
1
0
1
aus Korollar 1.4 ist,
gu 0 --- 0 91,m+2 T J1n—1
g2 - : 92, m+2 T 92,n—1
0 .
I __
9= Im+1m+1  Im+1,m+2
gm+2,m+2

gn—l,n—l
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und ¢” die Matrix ist, die beim , Vorbeiziehen“ von u an ¢ entsteht. Es gelten die
GauBsummen Relationen

Zx(xw?) — X(a")G(x)
und

/X(x)w(zt)dx = 0 fiir ¢ < r und Fiihrer von x gleich p” |
p

Zy

J x(det(wo,n—l))x(jl_:[jgn)w <( st ) < - ) hf,n)

X (won-197) | det(g) |*~7 dg

und also gilt

9i,m+1

s o (%) (%))

X v(wop—19'd7") | det(g) |S_% dg

- fX(gm+1,m+1)1/)(fg;’_Tn+_ll) ‘_f[ J(gz-s-lm_;_l)

wobei 7 und 7" aus der Weylgruppe sind und d eine Diagonalmatrix ist.

Weiter ist mit g;mi1 = g1 - P

m+1

fX(9m+1,m+1)¢(fgifﬁl) IT P (ditmtl) II dgims =

9i,m+1 . ’
i=1,i¢S et i=1,i¢S

k—1

k=1 _
= e GO0 ) g Jo) T BC5) T daina

Gimi1
LT i1igs

wobei ¢ eine Konstante ist, die von der Integration iiber die X(gHLmH)E(g;“ Tlrl) her-

kommt.

Nun ist

JM@ii do =0
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und also das ganze Integral gleich Null.

Sei also nun ¢; ;41 # 0 fiir ¢ = 1,...,m+1. Dann erhdlt man nach m-facher Anwendung
des Lemmas 1.3 und nach Korollar 1.4:

g 0 .- 0 g1,m+2 T Jin-1
go2 - : 92,m+2 T 92.n—1
0 . b
1
9 = Im+1,m+1  Im+1,m+2 X x N
gm+2,m+2 : 1
gn—2,n—1
gn—l,n—l
gui 0 --- 0 91,m+2 T 9in—1
t. . / /
g22 : : 92, m+2 T 92,n-1
0 .
fr /
T x Im+1,m+1 Imt1,m+2 XN,
gm+2,m+2
/
gn—2,n—1
In—1,n—1

wobei b eine unipotente untere (m+1)x(m+1) Matrix und also 7" = (t;;) eine unipotente
untere Dreiecksmatrix mit ¢,41,; = g;*_l’i"il fir ¢ = 1,...,m ist, was sofort aus Korollar
1.4 folgt. N ist von der Form Diagonalmatrix - Permutationsmatrix - Matrix aus der

Iwahorigruppe.
Sei nun fiir die weitere Rechnung gi mi1 = g;p,41 - P mit g7, € Z) und f =p".

Da ¢ aus Z,_; ist, und wir also die obige Zerlegung nur bei der Whittakerfunktion v
durchfithren miissen, wird das Integral zu

f X(det(wo’n_l))x(jljll gii)w(fgll_ll ) ”1:[1 w(filzj ) mﬁll @(9j+1,m+1)

g:m+1 9j,m+1

“on-1 0 g/ 0 / / = L s—3 _
Xw(( 0 1)(0 1) fn ) V@01 NT) [ 11 ga [ dg =
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m+1l__ m+1
= f X(gm—f—l,m-}—l)qvb(fgr}i":jjl) Hl w(gjﬂim“) Hl dgj,m'i'l
J= j=

9j,m+1

n—1 n—1
x [ x(det(won—1))X( II  ga)(E5) I (%)
i=1i#m+1 j=m+2
Wo.n—1 0 g/ 0) / ) ’ n-t _1
X w ’ V(wop—19' NT i |52 dgi; .
<( 0 1 ) < 0 1 fm (“on-19 )] il;llg | 1§i,j§nl—_{,j;ﬁm+1 i

Nach Lemma 2.1 ist gmi1,ms1 dann von der Form gy 0 - /™ mit g4y 00 € Z)
und 7,41 +7(2(m + 1) —n) > 0. Wegen den GauBsummen Relationen

Zx(xw%) — x(a™H)G(x)

und
x :
/Mm)@b(—ﬂdm = 0 fiir ¢ < r und Fiihrer von x gleich p" ,
p
Zy
folgt, dass bei %pmﬂ—m der Exponent 7,41 —r; < —r sein muss.

Also erhélt man folgende Ungleichungen:

(m—(m+1)r—r=>r
ri—ripp>rfiri=1,---,m
Tmt1+ (2(m+1) —n)r >0

Es geniigt nun zu zeigen, dass

ri=Mm—-m-—1—1dr

ist. Dies ergibt sich folgendermafien:

Aufsummieren der ersten j Ungleichungen ergibt (n — m)r —r; > j - r, woraus sich
speziell fiir m+1 die Ungleichung (n— (m+1))r — 11 > (m+ 1)r ergibt. Hieraus und
mit der letzten Ungleichung folgt (n—2(m+1))r > ryeq > (n—2(m+1))r und also die
Gleichheit und somit die Behauptung fiir ¢ =m + 1.

Angenommen, wir wissen, dass r; = (n —m — 1 —i)r ist. Dann folgt wegen r;_y —7; > r
also 7,1 > (n—m —i)r.
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Andererseits ist aber nach Aufsummieren der ersten i — 1 Gleichungen (n — (m+1))r —
ri—1 > (i — 1)r und also

n—m—0r>r_y.
Somit gilt 7,1 = (n—m —)r = (n—m —1— (i — 1))r wie behauptet. O

Aus Proposition 2.2 erhélt man

Korollar 2.1. Sei H :={g € Z,_1 | g1; € "L} und g;; € f*~>Z5}. Dann gilt:

Q(Zn—l ~ H, hf’n, S) =0.

Beweis: Fiir ¢;; ist die Behauptung gerade Lemma 2.2.

Der Rest folgt durch mehrfache Anwendung der Proposition 2.2. O

2.3.2 Beweis der Proposition 2.1

Die Behauptung der Proposition wird mit Induktion nach n bewiesen, wobei die Induktion
bei n = 2 beginnt.

Wir beginnen mit der Einbettung B; = Q) B, , gegeben durch b +— (8 (1)) :

1 ft
0 1
Q,, also v(ae) = v(a) fiir alle € € Z .

Dann ist wo; = (1), hfo = und v : Q) — C* eine Whittakerfunktion auf

Im Folgenden fiihren wir fiir ein Element a € Q, folgende verkiirzende Schreibweise ein:

Sei a =a’-p" mit o’ € Q) so bezeichne | a |:=p™ fiir a # 0 und | 0 [:= 0 ein Element
aus Q,.

Somit gilt :

otuing =~ (3 () wrtert
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— [ @@ <<| “’0‘_1 (1’)) v(@) |zt (Iwahoriinvarianz)

_ gox(pn)p—n(s—pw ((pon ?)) v(p") [ x(@)p ()

'

p

0 . .
0 1) =0 fiir n < 0 gilt.

wobei die letzte Gleichheit nach Lemma 2.1 wegen w (
Nun gilt
0 fiir n> 0 (Relation fiir Gaulsummen)
Zy | f]-G(x) fir n=0
0 fiir n>0
f1-G(x) fir n=0

woraus, wie behauptet, Q(Z, hy,s) = w ((1) (1)) U(l)% folgt.

Nun zum Induktionsschritt n —1 ~ n:

Wir betrachten wieder die Standardeinbettung B, — B,, die durch (b;;) = b —
(8 (1)) gegeben ist. Es gilt dann:

1 fl—n f2—n 0
1 f2—n f4—n 0
hpn = 1 f—? _ s . -
1 f—l fn—2 0
00 00 1 0 0 0 0 1
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Nach Korollar 2.1 ist das Integral Q(M, hy ., s), wobei

M = {b € Zn—l | bli ¢ fn_l_iZ; oder bu §é fn_QZZ;;}

ist, gleich Null. Also gilt wegen der Iwahoriinvarianz von w, wobei fn=1=J Z, der Inte-
grationsbereich von by; ist:

Q(Zn—la hf,m S) -

J

j=1

Wo,n—1 0
(5 1)

-1 (n—1)(n—2)
ZP XQP manl

Vi 2 U f73

Wo,n—1 0
‘w ( . 1)

XU Wo,n—1

Vi f772 b fn3

no1 , (n=1)(n-2)
1 /o 1-9Z5 xQ, 2 NZn

n—1 n—1

x(det(won-1)) IT x(bis) TT (b1 f77)

i=1 j=1

<b0),)( )T b 4 2
e, | v(won-1b bii |°72 =
0 1)°" =i T fba

n—1 n—1 ,
x(det(won—1))x (f" 7207, H2 bi) Hl (%)
j= i=

!
bl,n—l 0
!
A L
bn—l,n—l 0
1
y
1,n—1
. n—l . _];[_dbij
n—2p/ S—5 1S
| f bllejj| 2 P
j=2 [fr=200, | TT [bail?
i=2
bn—l,n—l
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- - n—1 n—1 ,
= L ) x(det (o ))XCP 0 T 035) T (%)

n— (n—1)(n—2)
(Zg 'xQ 7z )mZn_l

Vfm 0 0 .- 0 0
byo baz - - b2,n—1 0
won—1 0 : : !
e < 0 1 ) S : | M
bn—l,n—l 0
1
blllfn_2 b32fn_3 e ba,n—l
: 5, "=l L _l;[_dbij
X v Wo,n—1 . . ‘ fn_ blll H bjj |8_§ = n—1 )
. : j=2 A ,1;[2\5“\1
bn—l,n—l

wobei das Gleichheitszeichen * nach [Ta], Lemma 2.2.5, gilt, da das additive Haarmaf8
benutzt wird.

Nach Korollar 1.3 erhélt man fiir v(wg,—1b):

1

V(won-1b) = v | Womn-1 Z?Tzf_"*g

1
b — bos £—
_gf n+3+#f n+4
b12 bl3

bag
X b13 X

0
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1

b —n-+4 b —n+5
T
_ b3z 4 b3a
b13 b14
X baa
b14
0
0
1
_bam—2 p—1 b2 n—1
X blln 2 bll.,nfl
bn—l,n—l
bin—1
0 O 1 0
0 0
oot
0 0 1 0 0
0 0 1

0 1

Wo,n—1 o
o)) -

b2

Fir w (( Won-1 0 ) bh}m) ergibt sich aus der Iwahoriinvarianz von w:

Il
g

Wo,n—1
1

0
baz

0
bas

bss
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b b
—bas gy b
13 12

b
iy

0

b2,n—1

bn—l,n—l

0
1

0
0
1
f2—n 0
0
0 1




1 0 0 0 0
bao ba: b2 n—1
" b1 _ﬁ _Zl,n—l 0
wo,n— b n—
—w (0, 1 1) Sl e
bn—l,n—l
T b 0
1
2—n
by S 0 0 /0
—b12 : . 0 0
_bl,n—l fn—2 0
1 0 0 1
0 0 10
E [ 000
_ Wo,n—1 . )
o LS L I
fn—2 0
0 01
10 0 0 0\ /1
bao bo: b n—1
—bz _ﬁ __Zl,n—l 0 by
Wobi 1 - S -
bn— ,n— _
1)1;,1 : 0 bl,n—l .
1
3 3 wO,n—l 0 /
Somit wird w 0 1 bh%;,, | zu
1 0 0 10
/ : g
CL)O,n—l B/ . . f . .
1 - 0 T : -
f fr=3 0
1 0 01
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Mit B” =

o O = O

Wo,n—2

_ bam—1

1,n—1

47

0O 1 00 0 1 0 0 0
0 0 Do
: : 0 | p
0 0 o100
010 1 0 0O 00
0 1 0 .- o001
0 0 0O 1 0
3—n
1 0 0 0 f0
0 . :
: 0 0 fre :
) 0 1
1 : 0 1 00 0 0
0 0 0 1
At A vet Al rell
__baz
oot
1 bu—tn—1
bllnl 0
1
—n+3 0 0
Lo f3—n 0 0
—2 .
—1 fn—3
. 0 0 1 0
0 : 0 ]
1 0
1
AL et rell
b33f
folgt:

_ o O




Q(Zn—17 h’f,na 8) =

(n=1)(n—2)

S T f y(det(wign 1) X(F720, Hbmm(ﬁ U

- (n=1)(n—2)
Z1>7< X QP 2 NZp-1

n-2__ Wo,n—2 B N 0
X H 1/)( szf 1 b2 i+l )’LU 1 ( X ) ( f’g_l X )
1

i=2 1 yit+1

w n—1 . l;l,dbij
X v (( o 1) B”) | f72bhy I1 b "2 PR =
‘]:

fr2ui 1P T [bal?

1=

= |fIm= / X (det (won-1))x (b S H bjj) H V()RS

et < (n—l)(n—2>>
Z1>7< X QP manl
n—2 Wo,n—2 B L 0
o b .
< I oS = e 1 ( 1)(fb11)
N 1

wo n—2 n—1 1 1;[ db”
XU(( | 1) BH) | 2L by 17 —=—
j=2 e

P72 I [baalt
i=2

n—1

(n=1)(n=2) . )
= I / wldet (o) (1) 2x(TT ~52)x ()
nei (n—1)(n—2) j=2 J
Z1>7< X(Qp 2 >0Zn1
bt M b b qb
X .2><(b’1j>x(f”‘2>le( e +Z( B )
J= 1= )
Wo,n—2 " ,
| B Wy O Won_
f7n_1 0,71 2 1
xw 1 ( 1)( " 1) (( 1)3)
1
n—1 b o Z];[]db”
X | H bijf |8 2 =
Jj=2 7 |fn—2| Al;g‘b“"Z
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(n=1)(n=2) n-1 n=l
= | 1" S xldet(woa))x(det(B") TT x(8,) TT o )0(# 7
(n—1)(n—2) j= j=
ZpixQ, 2

_ Wo,n—2 " /
bo; £— b2 i1 ’ B hf,n—l 0
1;[ ( bt + bl,i+1)w 1 1 ( 1 ) ( 0 1

w 1 -H-dbij
ey <( 0,n—2 1) B//) ‘ detB" ‘5—5 Zsjnq
=2 T bl

(n=1)(n=2) n—1 n=l
= [ fI 2 (det(won—2))x(det(B")) TT x(0y;) IT v () (—
Zgile;n—l)Q(n—Q) 7=1 7=1
n—2 wO,n—Q B// h/ 0
boi p—1 _ b2t fin—1
< WG = v ! X ( 1 ) ( 0 1 )

W 1 -H-dbij
N (( 0,n—2 1) B//) | detB” |s—§ 7«§Jn_1 7
|72 Al;l2|bii|i

wobei das Gleichheitszeichen * nach Seite 44, bzw. Korollar 1.3 gilt.

Also gilt mit a = —b22f + Z( ba, “’lf + bm) wegen

. f2_” 1 a
1 f3—n . *
B . _ ‘. . B
1 f—l 1
1 1
1
w( boo f—l) H2¢( ba, z+lf 1 bgz) “on-2 1 B// /fn—l
blo =9 1 it+1 1 1 0 1
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o - . Wo,n—2 ) < B ) ( h%n—l 0 )
o 1 0 1
1 a 1

1
1
1 a
Wo,n—2 ) . <B// ) ( h/f . 0)
= w ]_ T . n—
1 1 % 1 0 1
1
1
f2—n
Wo,n—2 :
’ B" W
- C ) T
1
0 --. 0 1
1

“o,n—2 B hfno1 0
T (M)

wobei die Eintrage * entsprechend gewahlt sind, damit die vorletzte Gleichung richtig ist.

Insgesamt gilt also:
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n—1 n—1

(n-1)(n—2)
Q(Zn-1,hpns) = [ f|7 2 / x(det(won—2))x(det(B")) HIX(b/lj) Hll/)(
(=1(n-2) j= j=
(Zy)"—1xQp

Wo,n—2 "
’ B h -1 0
X W 1 ( ) ( Jin )
1 1 0 1

W 1 -H-dbij
xv <( on=2 1) B”) | detB" |72 —=L—
2] I bl

Nun zur Variablentransformation.

Sei nun ¢;; = b}, und fiir i > 1

bi; R
o _Ef fiiri =y
ij = by bij 1 g o
—Lf 4 fir g >
by, o

( f + 3 s 1) =0 fiir ¥k >4 oder [ > j und also die Jacobimatrix
-1

ac . n(n—1) x n(n—1)
D=(>2)eQ? 2
(8bkl> @

eine obere Dreiecksmatrix, mit Betrag

| det(D) |=| £ \Hb”l’

Da die by; aus Z) sind, ist | det(D) |=| f |(n DI

Weiter ist by, = ¢i1f™ 2 und b; = —% fiir ¢ > 1. Also gilt, da die b}, aus Z; sind:

o1



n—1 ) n—1 )
[T 10al™ = Jea ™ - [0 T feaf T
i=1 =2
n—1 n—1 )
= [fPILVAI I ey 17
=2 j=1

n—1 n—1
= [fIILL AT Ly 17
i=1 j=1

n(n 1)

= [fI""F H\Cm\‘]

n—1
[T leil™

j=2

n(n 1)

=[S

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen cy; € Z,; gilt.
Somit gilt fiir ¢ > 1 mit B” = C = (¢;5):

(n=1H(n-2) 1)(n 2

n—1 Y
QZn 1, hpmys) = | [ n s X (0B )b,
=@y -

(Zp

X / x(det(won—2))x(det(C))

(n=1)(n—2)
Qp 2 mZn—Q

Wo,n—2
ol )
1
XV (( “on—2 . )C) | det(D) |

I—n n(n 1) 1<1:I<gd6”
| det(C) [*~2| f '] £ |

‘c“.|zfl

1=2
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(n— 1)(n 2) ™

1:[ f X(b15) 0 (% )b,
=@y m-

= |f]

X J X (det(wo,n—2))x(det(C))

(e

co () )Y 1T (o 1 g P 1

|C7,7Z

‘1—1
=2

n(n—1)

fIm= Gt

(n—1)(n—2) 1)(n 2) (n—1)(n—2)
| fIm =]

= |f AP R P A LV

x [ x(det(won—2))x(det(C))

Zn—2

A e
XV <( “on—2 . ) 0) | det(C) % dC

n(n—1)
= ‘ f | 2

n(n—1)
p) .

Gx)" ' Q(Zy—a,hyn_1,s res(w),res(v))

= f- GX)"'Q(Zn-2,hfp-1,s) ,

wobei G(x) die iibliche Gaufisumme ist.

Somit folgt mit Induktion

QZn-tshpms) =  f GO0 Q(Znsy hpno1,5)
n(n—1) n—2 — i S
= 7= -G v(Duw(l )l;[lf =t G(x)'
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wie behauptet. O

Aus Proposition 2.1 ergibt sich als Hauptergebnis

Satz 2.1. Ist Q(By—1>~ Zy_1,hn,s) =0, so gilt fir das Zeta-Integral Q(hy.,,s):
= kn—k)

a) Q(hpp,s) =c-v(l) w(d)-f *= G(x)

Hierbei ist ¢ eine reelle Konstante, die vom Wechsel des Mafes der GL,_1(Q,) zu B,_1

herkommt und in Lemma 5.4 berechnet wird.

n(n—1)
2

b) Seien zusditzlich v(1) und w(l) wungleich Null. Normiert man v und w zu v(l) =
w(l) =1, so kann das Haarmaf auf GL,(Q,) so normiert werden, dass Q(hgy,s) =

=S (k)
f k=1 G(X)

15t.

n(n—1)
2

Beweis:

a) Fir Q(hysn,s) gilt:

Qs = xttentou ((§ ] ) i) olo) | detta) P4 dy

Unfl\GLnfl(Qp)

> [ ety (4] ) o) vlo) | dete) P2 dg

WESn—1 Unfl\(Unleanl)

= ¢ [ x(det(won_ib))w <( o ? ) < 8 (1) ) hf’")

Bn—l

X v(won-1b) | det(won1b) [*~2 db
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= e J (et b (( “ont ) ( - ) hf,n)

X v(won—1b) | det(won—1b) |S—% db

= C- Q(Zn—b hf,m S) )

womit die Behauptung folgt.
b) Diese Aussage folgt direkt aus a). a

Bemerkung: Sind v und W die lokalen Whittakerfunktionen, die dem entsprechen-
den Neuvektor zugeordnet sind, so ist w(1) und v(1) nach [K-M-Sch], Proposition 4.12,
ungleich Null und Satz 2.1 b) gilt.

Der néchste Satz liefert ein hinreichendes Kriterium, wann Q(B,—1 >~ Z,—1,hfn,s) =0
ist.

Satz 2.2. Sind x,x%, ..., X" ! primitive, nichttriviale Charaktere mit Fiihrer f und so-
wohl v(1) als auch w(1) ungleich Null, so ist Q(Bn—1>~ Zn_1,hfn,s) =0.

Beweis: In diesem Fall ist, nach geeigneter Normierung des Haarmafles, nach [Sch],
Corollary 2.8

Qi s) = o(1)-w(1)- 2 GO0 = Q(Zuers by 5)

und also Q(Bn—1>~ Zn—1,hfn,s) =0. O

Bemerkung: Leider konnte nicht gezeigt werden, dass fiir jeden Charakter y das Integral
Q(Bn—1>~ Zp_1,hsp,s) den Wert Null hat. Allerdings legt Satz 2.2 und auch das folgende
Kapitel, in dem fiir n = 2,3,4 gezeigt wird, dass Q(B,—1>~ Z,,_1, hfn,s) = 0 ist, nahe,
dass fir jedes n > 2 der Wert von Q(Bn—1>~ Z,—1,hsn,s) = 0 und also Q(hfyn,s) =
n—1

c-u(l) - w)-f & mG(x)@ ist. Dies wiirde eine Verscharfung der wichtigsten
Satze in den Arbeiten [K-M-Sch] und [Sch] nach sich ziehen, die, nach dem folgenden
Kapitel, jetzt immerhin fiir n = 2, 3,4 zutreffen.
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2.4 Die kleinen Fille
2.4.1 Die Einbettung 1 — 2

Im Fall 1 — 2 ist GL;(Q,) = By = Z;. Also gilt der

Satz 2.3. Mit den Voraussetzungen wie bisher gilt:

Q(Z, hyq, s) = Q(hf,b s) =G(x) -

Beweis: Die Behauptung ist gerade der Induktionsanfang von Proposition 2.1.

2.4.2 Die Einbettung 2 — 3

Lemma 2.3. Q(By, hys,s) ist hochstens auf der Menge

{( 8 b ) € GLy(Qp) | (2;2 (1]) ist in der Iwahorigruppe

C

und (

b
‘i ) st nicht in der Twahorigruppe } =7y

O =

ungleich Null.

Beweis: Es ist

und

Auflerdem gilt:

SUISTN S
)
N—
VRS
| =
Slls]
oo
N—
RS
e =
)
N—

Demnach betrachten wir zuerst folgende Félle:

b
1. Fall: ((1) ‘11) ist in der Iwahorigruppe. In diesem Fall wird das Integral zu
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010\ /a 00\ /0 f'o0
fx<ac>w<;2>w<;>w(<1 0 o) (0 ¢ o) (f 0 0)) .
0 01 0 01 0O 0 1
010\ (la]™* 0 0\ /0 f'o0
fx(aC)w(f‘ZW(?)w((l 0 o)( 0 el 0) (f 0 0)) .
0 01 0 0 1 0O 0 1

01 [a|™ 0 s—1 -1 . |-2
U((l 0)( 0 |C‘—1))\ac\ 2lal™ e[ dadbde

= 3 X [ xlepde x

1=—00

Letzteres wegen [ x(c)de = 0.
Zy

2. Fall: < b }2 (1)) ist nicht in der Iwahorigruppe.

Analog zum ersten Fall gilt:

010
fx(aCW(;’z)w(ji)w((l 0 0
00 1

< (0) 6 I

Lo\ /o foo
00]f 0 O
01/ \0 0 1

)) lac |*7 2| a || ¢ |2 da db de
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010\ [lal™* 0 0 0 |27 0\ /0 ft o0
xw| |1 0 0 el o) [le1™ o o]ff O O
001 0 0o 1 0 0 1/ \0 0 1

X

01 la | 0 0 ‘2‘4 . o
(G (0 1) (5 )t diarte e

o 0 IEIpf o
« Pxt@pete | (15 0 o
0 0 1
a |—-1 . )
X U((| b |O b |b0|_1)) lap’ |*72| a|~* da db

Letzteres wieder wegen [ x(¢)dc =0.
Zy

Qo

Somit ist das Integral hochstens dann ungleich Null, wenn <1

0 ) nicht in der Iwahori-

1
gruppe und < b f2 (1)) in der Iwahorigruppe ist.

Somit ergibt sich folgendes

Korollar 2.2. Fir die Einbettung 2 — 3 ist Q(hs3,s) = Q(Ba, hs3,s) = [T*G(x)?.
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2.4.3 Die Einbettung 3 — 4

Lemma 2.4. Das Integral Q)(Bs, hya,s) ist hiochstens auf der Menge

a b c 1 0 O
0 d e | € GL;(Q,) | §f2 1 0 st in der Twahorigruppe
00 g ef b
1 b ¢
und 01 ¢ st nicht in der lwahorigruppe » = Zs
0 0 1

ungleich Null.

Beweis: Wie im Fall 2 < 3 ergeben sich mehrere Fille, in denen die moglichen Zerle-
gungen der Matrix

o O 9
O Qo
@ o

betrachtet werden. Im folgenden sei f = p” und wir bezeichnen h;4 kurz mit hy. Weiter
wird fiir eine Menge M mit M€ das Komplement der Menge M in der Menge der oberen
Dreiecksmatrizen bezeichnet.

Bevor wir zum eigentlichen Beweis von Lemma 2.4 kommen geben wir eine kurze Ubersicht
iiber die moglichen Félle.

In Fall 1 und Fall 2 wird gezeigt, dass Q(M, hy, s) = 0 ist, wobei M die Menge der oberen

a b c 1 g 0
Dreiecksmatrizen 0 d e ist, fiir die zusétzlich gilt, dass entweder 01 0
00 g 00 1

in der Iwahorigruppe ist, oder

O O =

0 0
1 0 nicht in der Iwahorigruppe ist.
b f2 1

In Fall 3 wird gezeigt, dass Q(M’, hy,s) = 0 ist, wobei M’ die Menge alle Matrizen aus

in der Iwahorigruppe ist. Hier ergeben

s)
1
Me¢ ist, fiir die zusétzlich gilt, dass 0
0

= Oelo

0
1
0

sich mehrere Unterfélle, die im Laufe des Beweises behandelt werden.

29



In Fall 4.1 wird gezeigt, dass Q(M", hy,s) = 0 ist, wobei M" die Menge alle Matrizen aus
1 00
M€ ist, fiir die zusétzlich gilt, dass 0 10 nicht in der Iwahorigruppe ist. Wie
cft o1
im Fall 3 ergeben sich, je nach dem Verhalten der restlichen Eintrige mehrere Unterfille,
die gesondert behandelt werden miissen.

Im Fall 5.1 zeigt sich ,dass Q(M", hs,s) =0 ist, wobei M" die Menge alle Matrizen aus

100
(M"U M")¢ ist, fiir die zusétzlich gilt, dass | 0 1 § | in der Iwahorigruppe ist.
0 01
Im Fall 5.2 zeigt sich ,dass Q(M", hs,s) = 0 ist, wobei M"" die Menge alle Matrizen
1 00
aus M ist, fiir die zusétzlich gilt, dass €f* 1 0 | nicht in der Iwahorigruppe ist.
0 01

Hiermit ist gezeigt, dass Q(Z$, hy,s) = 0 ist und also die Behauptung von Lemma 2.4.

Kommen wir also jetzt zum eigentlichen Beweis:

a b c 1 g 0
Fall 1: Sei M, := 0 d e ||| 0 1 0 |istin der Iwahorigruppe ;. Ist die Ma-
00 g 00 1

1 0 0
0 0 0 |=10 1 0
1 20 0 0 bp2 1

e
O el
o
o
i)
=
N

aus der Iwahorigruppe. Also wird das Integral Q(M;,hy,s) wegen der Rechtsinvarianz
unter der Iwahorigruppe zu

0010 a 0 ¢ O 0 0 f20

AN b\ 01 00 0 d e 0 0 1 0 O

0 0 01 00 01 0 0 0 1
0 01 a 0 c

X v 010 0 d e ladg |*~ 2| a || d |72 g | dadbdcdddedg
1 00 0 0 g
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= X x0) [ x(@d)dd [ x(ag)i(5)v(7)d(5)

—00<1< 00

0010 a 0 ¢ 0 0 0 f20
< w 0100 0 pt e O 01 0 O
100 0 0 0 g O 20 0 0
00 01 0 0 01 0 0 0 1
0 01 a 0O
X v 010 0 p' lagp' |2 a |7 d 72| g |7® dadbdededy
100 0 0 ¢

was wegen [ x(d)dd =0 gleich Null ist.

Ly
a b c 1 0 0
Fall 2: Sei M, := 0 d e |||l 0 1 O |]istnichtin der Iwahorigruppe
0 0 g 0 3 21
1 0 0 120
Mit 0O 1 O ist auch die Matrix 010 nicht in der Iwahorigruppe.
0 2f2 1 00 1
Weiter gilt zunéchst
a b c a 0 c 1 g 0
0 d e = 0 d e 010
00 g 0 0 0 0 1
a 0 100 0 20 100
= 0 d 7 1O -3 00 7 1O
0 0 0 01 0 01 0 0 1
1 00 a 0 ¢ 0 %o 100
d cd a a
0 1 0 0 g 0 0 1 0 01

und das Integral Q(Ma, hy,s) wird, wegen der Rechtsinvarianz unter der Iwahorigruppe
zZu
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M
0010 a 0 ¢ 0 0200 0 0 f20
0100 0de-%0 “0 00 01 0 0
X w
1 000 00 g O 0010 20 0 0
000 1 00 0 1 0001 00 0 1
00 1 a 0 ¢ 020
X v 010 0 d e—%l g 00 | adg |°~2
100 00 g 0 0 1
X |a| | d|™? g | dadbdcdddedg .
Nach einer Variablentransformation e +— e — %l wird das Integral zu
> x@Op* [ x(d)dd [ x(ag)y ()¢ (5)¢ (%)
—00<1< 00 Z;f
0010 a 0 ¢ 0 0200 00 f20
< w 0100 0 p e 0 2000 01 0 0
1000 00 go 0010 20 0 0
000 1 00 01 0001 00 0 1
001 a 0 020
xv|[|l 010 0 p a0 0 | agp’ |*2
100 0 0 00 1

X |al|™' g |7 dadbdcdedg ,
wobei das zweite Integral nicht mehr von d abhéngt und also der ganze Ausdruck wegen

J x(d)dd =0 gleich Null ist.
ZX

Also ist Q(M; U My, hy,s) =0.
Fall 3: Wir betrachten nun die Menge

a b c L0 <
Ms = (M U M) N 0 de ||| 0 1 0 |istinder Iwahorigruppe » |,
00 g 001
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wobei (M; U Ms)¢ das Komplement von M; U My in Bz bezeichnet.
10 ¢ 1 00
Da mit 010 auch 0O 10 in der Iwahorigruppe ist, wird das Integral
0 01 <ft 01
Q(Ms, hy,s) zu
0010 a b 0 0 0 0 f20
0100 0 d e 0 01 0 0
a b c
0001 0 001 0 0 0 1
0 01 a b 0
X v 010 0 d e |adg |*~2| a |72 d | 72| g |® dadbdcdddedg
1 00 0 0 g
=/ X(adg) () (F)b(5) (L)
3
0010 a 0 0 O 0 0 f720
o 0100 0 d e 0 0O 1 0 0
v 100 0 00 g o0 20 0 0
0001 00 01 0 0 0 1
001 a 0 0 0 20
X v 010 0 d e 7 00 | adg |*~2
1 00 0 0 g 0 01

X |al|™td |72 g | dadbdcdddedg .

Jetzt gibt es drei Unterfélle:

Fall 3.1: Sei
a b 10 gg

Msq = 0 d |1 01 0 und
00 00 1

o

c
€
9

1 00
f? 1 0 | sind in der Iwahorigruppe p N Ms .
0 01

Nach Fall 1 und Fall 2 ist dann
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Ms3.1
0010 a 000 0 0 20 1 0
0100 0doo 01 0 0 cf? 1
v 100 0 00 g o0 20 0 0 0 0
000 1 0001 00 0 1 0 0
001 a 0 0 020
v 01 0 0 d 0 a () 0 | adg |*~3
100 00 00 1

| a |7Y d|72| g |7 dadbdcdddedg

= X X0 [ x(9)dg [ x(ad)d(f5)i(z)e(5)0(5)

—00<1< 00

00 10 a 0 0 O 0 0 f20
01 00 0 d 0 0 0O 1 0 O
“Il 1000 00 p 0 20 0 0
0001 0 0 0 1 0 0 0 1
001 a 0 0 0 2o 1
oo 10 0d 0 50 0 || |adp |3
10 0 00 p 00 1
| a |7' d|~? dadbdcddde |
was wegen [ x(g)dg = 0 Null ist.
zy
Fall 3.2: Sei
a b c 10 gg
Mso = 0 de || 1 0 und
00 g 0 0

sind nicht in der Iwahorigruppe p N Mj .

o

O —
)

o= O

— O O

Dann wird das Integral Q(Mso, hy,s) zu
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M3 .2

SO O
O vvO O
S O TBIVO

— O O O
N~————

~
o OO

oS o O
o o o
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was wegen [ x(g)dg = 0 Null ist.

Fall 3.3: Sei

ist nicht in der Iwahorigruppe und

) ist in der Iwahorigruppe} N Ms .

VI3
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[enil
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— O O

VL D
SRS e

I OO

=
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Dann wird das Integral Q(Mss, hy,s) zu



f—2

O~ O O
o O = O
OO O =
O O QO
o O O
_ o O O
&Bo

O O = O
o O O

_ o O O

e}
—_

Ol O©
O Oeic
o
IS
QL
Q
T
|
[ \v)

0
) 0
1

o = O

1
0
0

S QU O
(@)

o O

ol © O

oaln O

X | a |t d|7?| g |7 dadbdcdddedg

= X X X0 | x(g9)v(Ey)dedg [ x(ad)v () (5)v($)0(F)

—00<1<00 —00<j <00 ZX XL
0010 a 000 0 0 f20
w 0100 0doo 01 0 0
1 000 00 g0 20 0 0
0001 0001 00 0 1
001 a 00 10 0 020
v 010 0do 00 & 20 0 | adp’ |°~2
100 00 g 01%0 0 0 1

X |a |7 d |72 p’ |73 dadbdedd .

Weiter ist [ x(g)¥(2p~")dedg = 0 fiir j —i > —r, und fiir j —i < —r gilt:

Ly XLy
| xoiy ydedg = ¢ G [ xerde=0.
Ly XLy Vs

Hierbei ist ¢ eine Konstante und G(x) die iibliche Gaufisumme zum Charakter x. Ins-
gesamt folgt also, dass das Integral Null ist.

Hieraus ergibt sich, dass das Integral héchstens auf dem Komplement der Menge M3 =
M3, U M;s5 U Mss in Bs, also auf der Menge

66



a b c 1 g 0 10 ¢
My = M§~ (M; U M,) = 0O de]|]]l01O0]|und |O0T1 0 | sind
0 0 g 0 0 1 0 01
1 00
nicht in der Iwahorigruppe und b2 10 ist in der Iwahorigruppe » ,
0 01

ungleich Null ist.
Auf M, gilt nun nach dem Vorher gezeigten:

QUM hyos) = [ x(adg)p()0(L)e(E)B(LB((e — L)e?)

0010 a 0 ¢ 0 0 0 f20
cwll 0100 0deO 01 0 0
1000 00 g0 20 0 0
0001 0001 00 0 1
001 a 0 0 00 ¢ 020
xv|[l 010 0 de—4 010 20 0
100 00 g e 0 0 001

X | adg |*72 | a |7} d 2| ¢ |73 dadbdcdddedg .

Nun betrachten wir, je nach dem Verhalten der Eintrige c,e und e — %l, die folgenden
Fille:

Fall 4.1: Sei
a b c 1 00
My, := M0 0 de || 0 10 ist nicht in der Iwahorigruppe
00 g cft 01
Dann ist
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Es gilt nun:
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004 0 5 0 1 2%-1) 0
=010 a () 0 0 1 0
a0 0 0 0 1 o 0 1

und also sind vier weitere Unterfalle zu betrachten:

Fall 4.1.1: Sei

a b c
M4.1.1 :M4.1ﬂ 0 d e ‘ 0 1 % —2 und
0 0 g 00 1
TN
0 1 0 sind in der Iwahorigruppe
0 1
Dann ist
Q(Murs hy,s) = [ xladg)b(5)0(L)u(%)
My1a
0010 a 0 0 O 00 £ 0 0 0
< w 0100 0 d 00 01 00 0 1
10 0 0 0 0 g O 2000 20
0 001 0 0 01 0 0 01 0 O
001 a 0 0 00 ¢ 020
X v 010 0 d O 010 7 00
1 00 0 0 g =00 0 0 1

x | adg |*72 | a |7} d |72| ¢ |~? dadbdcdddedg
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= X X0 [ xl9) dg [ x(ad)d(g)( ) (5)

—00<1< 00

0010 a 0 0 0 00 £ 0 0 0 f20
< w 0100 0 d 0 0 01 00 01 0 0
1000 00 p 0 2000 20 0 0
0001 00 0 1 00 01 0 0 0 1
001 a 0 0 00 ¢ 020
X v 010 0 d 0 010 7 00
1 00 00 pf 200 0 01
x | adg |*72 | a |7!| d |72| p' | dadbdcddde
=0
da das zweite Integral nicht von g abhéngt und
/X(g) dg =0
Zy
ist.
Fall 4.1.2: Sei
a b c 10 0
Myi9:=M;1 N 0 de ||| 01 2f2 ] istinder Iwahorigruppe und
0 0 g 0 0 1
Lt 1) 0
0 1 0 ist nicht in der Iwahorigruppe
0 0 1

Dann ist
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My.1a

0010 a 000 00 <0 00 f20
|01 00 0do0o 0100 01 0 0

1000 00g0 €00 0 20 0 0

0001 0001 000 1 00 0 1

001 a 00 1 0 0 00 ¢ 020
xv|| 010 0 d 0 0 0 € ¢ 010 €00

100 00y 0 -9 0 €0 0 001

x | adg |*~2 | a |7 d|2| g |~® dadbdcdddedg

Nach der Variablentransformation § — § — e gilt wie im Fall 3.3, dass

Q(M4.1.27 hf7 8) =

= X X x0) [ x(@v(Ep)dedg [ x(ad)($)Y () ($)0(F)

—00<1<00 —00<j <00 ZX XL
0010 a 000 0 0 f20
y 0100 0do0o 01 0 0
1000 00 g0 20 0 0
0001 0001 00 0 1
00 1 a 00 10 0 020
v 010 0 d 0 00 & a0 0 | adp? |*~2
100 00 g 01%0 0 0 1

X |a |7t d |72 p’ |73 dadbdedd

ist und analog also [ x(g9)¥(2p’")dedg = 0 fiir j —i > —r, und

Ly XLy
/ X(g)@(%pj_i)dedg =c-G(x) /x(e)de =0.
Ly XLy ZX

fir j—1 < —r.
Hierbei ist ¢ wieder eine Konstante und G(x) die iibliche Gausumme zum Charakter
X - Insgesamt folgt also, dass das Integral Null ist.
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Kommen wir nun zu

Fall 4.1.3: Sei

a b c 10 0
My1s:= My N 0 de ||| 01 %f2 | istnichtin der Iwahorigruppe und
00 g 00 "1
L b o
0 1 0 ist in der Iwahorigruppe
0 0 1

Dann gilt:

My1.3
0010 a 00 0 1
y 010 0 0d oo 0
w 1000 00g 0 0
000 1 000 1 0
00 <0 00 f20
Jo1roo 01 0 0
a0 0 0 20 0 0
000 1 00 0 1
00 1 a 0 0 00 ¢
X v 010 d 0 010
100 00 g @00

x | adg |*72 | a |7 d 2| g |~® dadbdcdddedg
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Weiter mit

Fall 4.1.4: Sei

) sind nicht in der Iwahorigruppe} .

1) 0
0
1

be _
cd

1
0

a

1
0
0

Hier ist
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—00<1<00 —oo<j<0o0 zx
0010 a 0 0 0O 10 00
cwl {000 fop o000 50
1000 0 0 p O 02 00
0 001 0 0 0 1 0 0 0 1
00 <0 00 f20
><0100 01 0 0
a0 0 0 20 0 0
00 01 0 0 0 1
0 01 a 0 0 1 0 0
<ol 01 0p 0 0 0 £ -
100 00 p 0 (5-97" 0
00 ¢ 020
x[ o010 a0 0
a0 0 00 1

x | adg |*~2 | a |7Y| p7 | 72| p* |3 dadbdcde

:07

wobei die letzte Gleichheit wegen

gilt.

Insgesamt folgt also, dass mit

a b c 120 10 ¢
M; = 0O de ||l 010 ]| ud |01 0 | sindnichtin der
0 0 g 0 01 00 1
1 00 1 00
Iwahorigruppe und g 210 0 10 sind in der Iwahorigruppe » ,
0 01 <ft 01

das Integral Q(MS, h, f,s) =0 ist.
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Wir miissen uns also jetzt noch um den Eintrag e kiimmern.

Fall 5.1: Sei
a b c 1 00
M5 := M5 N 0 del|]lO01F% ist in der Iwahorigruppe
00 g 0 01

o O

in der Iwahorigruppe.

O = O P

1
Dann ist auch | £f?
0

und also gilt

OO =
O = O
—ale O

a b ¢ a b
Auflerdem ist 0 d e = 0 d
00 0 0

Ms.a
0010 a 00 0 00 f20
cwl 0100 0doo 01 0 0
1000 00g0 20 0 0
0001 0001 00 0 1
0 01 abc—bf
X v 010 0d 0
1 00 0 0 g
x | adg |*72 | a |7 d|2| ¢ |~? dadbdcdddedy
ZMf X(adg )y (41 (£ ) (5) P (4)
5.1
0010 a 00 0 00 f20
cwl| 0100 0do o 01 0 0
1000 00g0 20 0 0
0001 0001 00 0 1
001 a 0 c—% 020
xv|| 010 0 de—¢< ¢ 0 0
100 00 g 001

x | adg |*~2 | a |7 d|2| g |~® dadbdcdddedg
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Jetzt gibt es wieder vier Unterfille.

Fall 5.1.1: Sei

O = O
o~
—~
o
) |
(Sl
S~—

a b
M5'1.1 = M5'1 N 0 d
0 0

10
und 0 1 %(¢— be) sind in der Iwahorigruppe
0 0

Dann ist

Ms.1.1
0010 a 000 0 0 f2
ww| 0100 0do0o 01 0
1000 00 g o0 f20 0
000 1 0001 0 0 0
001 a 00 0 2o
X v 010 0 d o ¢ 0 0
100 00 g 001

x | adg |*72 | a |7 d|2| ¢ |~® dadbdcdddedy

= 2 x) [ x(g) dg [ x(ad)p(F)(5)e(5)0()

—00<1< 00

0010 a 00 0 0 0 f2
cwll 0100 0d 0 0 01 0
1000 00 p 0 20 0
0001 0001 00 0
001 a 0 0 020
xvl| 010 0d o0 e 00
100 00 pf 001

x | adp' [°~2 | a |7 d | 72| p' |7® dadbdeddde
=0

78

_— o O O

_— o O O



wegen [ x(g) dg=0.

Zy

Fall 5.1.2: Sei

a b 10 2e-9
Ms19:= Ms1N 0 d |1 0 1 0 ist in der Iwahorigruppe
00g 0 0 1
10 0
und | 0 1 4(£—2%) | ist nicht in der Iwahorigruppe
00 1
Dann ist

Ms.1.2
0010 a 00 0 0 0 f2
0100 0do0 o 01 0
X w 2
1000 00g0 20 0
0001 0001 00 0
001 a 0 c—% 020
X v 010 0d 0 @ 0 0
100 00 g 001
X | adg |*72 | a |7 d|72| g |~® dadbdcdddedg
= [ x(adg)p () ()0 (5)0(§)
0010 a 00 0 0 0 f2
< w 0100 0doo 01 0
1000 00g0 20 0
0001 0001 00 0
001 1 00 a 0 0
X v 010 0 10 0 d 0
100 gle=2%)"1 0 1 00g
0 0 a'(c—%) 020
X 0 1 0 @0 0
alc—%)71 0 1 001

x | adg |*72 | a |7 d|2| g |~® dadbdcdddedy
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Fall 5.1.3: Sei

Msi3:= M1 N 0

Dann ist

a b 10 2(5-%)
d |1 0 1 0 ist nicht in der Iwahorigruppe
0 0 00 1
10 0
und 1 2(£— L) | ist in der Iwahorigruppe
0 0 1

f—2
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81

_— o O O

_— o O O



S o D
o O

S O O

— O O

o — O

| a |7t d|™?| g | dadbdcdddedg

1
2

x | adg [*

oo o
O O Qo
o oo

S O O O

o O O
— o O O

o - O O

o Oy,
o O

S O O

— O O

S - O

| a |7t d|7?| p* |72 dadbdcddde

1
2

x | adp' [~

82



=[Gx) > x)[x(e-

—00<1< 00

0010 a 0
y 0100 0 d
w 1000 00

000 1 0 0

001 a 0 0
X v 01 0 0d 0

100 00 pf

1
X 0 0
0 d(e— <)

(e
Qo
o | o
SHI
\—/
RS

<« de X(ad)iﬂ(%)?ﬂ(f%)l/)(?)a(%)

o, oo

Ol O©

_— o O O

O Oele

S~
no
o O = O

X | adp' [*~2 | a |7 d |72| p' |7® dadbdedd

=0

wegen

Fall 5.1.4: Sei

a b c 1 0
Msi4:=Ms10 0de||]lO01
00 g 00

10 0
( 0 1 4(c—1L) ) sind nicht in der Iwahorigruppe} :
00

Dann ist
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X | adg |*~

AuBlerdem ist

0
0 ) nach Voraussetzung nicht in der Iwahorigruppe liegt.
1

_b
1(1
0

1
wobel 0
0

Somit gilt
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Fall 5.2: Sei

a b c 1 00
Mso = Ms N 0 de ||| 5f* 1 0 | istnicht in der Iwahorigruppe
0 0 g 0 01
100
Dann ist auch 01 ¢ nicht in der Iwahorigruppe.
0 01

Nach den vorhergehenden Féllen wissen wir, dass

Q(Ms, hy,s) = [ x(adg)($5)0(£:)0($)0(§)P((e = F)e )

0010 a 00 0 0 0 f20
y 0100 0de 0 01 0 0
v 100 0 00 g0 20 0 0
0001 0001 00 0 1
001 a 0 0 00 ¢ 020
xv[| 010 0 de—¢% 010 ¢ 00
100 00 g @0 0 00 1
x | adg |*~2 | a |7 d|2| g |~® dadbdcdddedg
ist, und also
Q(Msa,hy,s) = [ x(adg)y($5)(3)0 (5 (£)v(2)
0010 a 00 0 1000 00 f20
y 0100 0d o0 o0 01 ¢0 01 0 0
“Il1000 00 g0 0410 20 0 0
0001 0001 0001 00 0 1
001 a 0 0 00 ¢ 020
xvll 010 0 de—¢ 010 40 0
100 00 g @00 00 1

x | adg |*72 | a |7} d|2| ¢ |~® dadbdcdddedg
ist.
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Weiter ist

10 0 00 ¢ 020
01 £—¢ 010 e 0 0
00 1 €0 0 001
000 £\ /0 20\ /1 2(5-5) 0
=1 010 e 00 0 1 0
© 0 0 0 01 0 0 1

und also bleiben noch zwei Félle {ibrig, je nachdem, ob die Matrix

2 e C
L Z(G-%) 0
0 1 0
0 0 1
in der Iwahorigruppe ist oder nicht.
Fall 5.2.1: Sei
a b ¢ 1 Z—i(s —7) 0
Msoq1 := MsN 0 del]l|l O 1 0 ist in der Iwahorigruppe
0 0 g 0 0 1
Dann ist

QM1 by s) = [ x(adg)e() ()b (5)E(E)(2)

0010 a 00 0 1 000 0 0 f20
o 0100 0d 0o 01 £0 01 0 0
1 000 00 g0 04210 20 0 0
000 1 0001 0001 00 0 1
001 a 00 00 ¢ 020
X v 010 0do 010 a0 0
100 00 g a 0 00 1

x | adg |*72 | a |7} d 2| ¢ |7® dadbdcdddedg
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= > x0) [ x(d)dd [x(ad)p($)v(F)0($)0(E)w(2)
—00<1< 00 Z;f
0010 a 0 0 0 1 0 00 0 0 f20
y 0100 0 pi 0 0 01 %0 01 0 0
“I{1000 00 go 02 10 20 0 0
0001 00 0 1 00 0 1 00 0 1
001 a 0 0 00 ¢ 020
X v 010 0 pt 0 01 0 a0 0
100 0 e 0 00 1
x [apig [*72 | a |7} p' |72 g |® dadbdcdedg
=0
wegen
/x(d) dd =0
z
Fall 5.2.2: Sei
a b c 1 Z—i(g—g) 0
Ms99 := MsN 0 del|||O 1 0 ist nicht in der Iwahorigruppe
00 g 0 0 1
Dann ist
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—00<1< 00 Z;;
0010 a 0 0 O 10 00 0 0 f720
o« 0100 0 d 0 0 01 50 01 0 0
v 1 000 00 p° 0 0210 20 0 0
0001 00 0 1 0 0 01 0 0 0 1
001 a 0 0 1 0 0 00 ¢ 020
X v 010 0 d 0 0 1 S—7 010 7 00
1 00 00 p 0 (¢—-9" 1 200 0 0 1
X | adp' [*~2 | a |7 d|72| p' |7 dadbdede
=0
wegen
b
/X(e——d)dd:O
c
Zy
Insgesamt folgt also, dass Q(Z5, hy,s) = 0 ist und also ist das Lemma bewiesen. O

Auch hier ergibt sich das

Korollar 2.3. Fir die Einbettung 3 — 4 ist Q(hy,s) = Q(Bs, hy,s) = f~PG(x)°.
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3 Getwistete L-Reihen

Ab jetzt nehmen wir an, dass Q(Bjn—1 >~ Z,—1,hfn,s) =0 ist, und also die Aussage von
Satz 2.1 zutrift.

3.1 L-Reihen

Im folgenden bezeichne A den Adelring und A; den Ring der endlichen Adele von Q.

Seien 7 und o cuspidale automorphe Darstellungen der GL,(A) bzw. der Gl,_;(A),
die bei der Primzahl p unverzweigt sind. Fiir jede feste Primzahl ¢ und jedes Paar von

Whittakerfunktionen (wy,v,) € W(my, ¥q) X W(0,,¢,) zu einem additiven Charakter 1),
auf Q, und seinem Inversen Eq konvergiert das zugehdrige Zeta-Integral

Ve = [ w(§ )l dert) 1 dg

Unfl(Qq)\GLnfl(Qq)

fiir Re(s) gentigend grofl absolut. Diese Zeta-Integrale erzeugen im Koérper C(¢°) der
rationalen Funktionen in ¢° ein gebrochenes Ideal L(m,, 0y, s) - Clg®,¢~°]. Es gibt dann
ein eindeutig bestimmtes Polynom Q(X) € C[X] mit Q(0) = 1, sodass L(m,,04,s) =
Qg=*)7" ist.

Nun betrachtet man globale Whittaker-Funktionen w und v auf GL,,(A) und GL,_;(A),
die auf GL,,(Ay) bzw.GL,_1(Af) als Produkt von lokalen Whittaker-Funktionen gegeben
sind, also w = [] w, und v = [] v,. Fiir jede Wahl von (s, Vs) € Wo(Toos Vo) X

qF#00 qF#00

Wo(0so, ¥o,) erhiilt man zugehorige globale Whittaker-Funktionen aus GL,_1(A) bzw.
GL,(A) mit zugehorigen automorphen Formen (¢, ¢), sodass

[T = [o( 5 ) et detto) 12 ag

gilt, wobei die Integration tiber GL,_1(Q)\GL,_1(A) lauft.
Die globale L-Reihe wird dann wie folgt definiert:

L(m,0,s):= H L(my,04,5)
q

Hierbei ist L(7, 0s0,s) wie in [Ja-P-S II] iiber die korespondierende Darstellung der
Weilgruppe definiert.

Bei der oco-Stelle gibt es zu jedem Paar (wy,vs) von Whittaker-Funktionen eine ganze
Funktion P(X), sodass
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P(s) - L(m,0,5) = W(Weo, Voo, 8) - [ [ L7, 04, 5)

q7# 00
ist. Siehe hierzu auch [K-M-Sch], Seite 112.

Fiir die globale L-Reihe gibt es endlich viele Paare (¢, ¢;) automorpher Formen, sodass

P tmos) =% [o,( 4 ) i) aette) 12 g

gilt, wobei die Integration wieder tiber GL,,_1(Q)\Gl,,_1(A) lduft.
Es gilt nun

Satz 3.1. Sei p eine fest gewdhlte Primzahl. Seien (Weo,Vso) fest und (wy,v,) rechtsin-
variant unter der jeweiligen lwahorigruppe und P, ¢, ¢ die zugehdrige ganze Funktion,
bzw. die zugehdrigen automorphen Formen. Sei weiter x = [[ x, ein endlicher Idelklas-

q
sencharakter, sodass x, nicht-trivialen Fihrer f = p" hat, X~ trivial ist, alle x, fir

hyn bei der Stelle p in GL,(A) ist

q # p,00 unverzweigt sind und hy, = { E sonst

Dann gilt unter den Voraussetzungen von Satz 2.1:

wy(1) - vy(1) - cPls)f = (G T L @ x, 0, 9)

7 GLus@\GLor ()

Hierber ist ¢ die Konstante aus Satz 2.1.

Beweis:

Der Beweis ist analog zu dem Beweis des Globalen Birch-Lemmas in [K-M-Sch],3.2. Der
einzige Unterschied besteht darin, dass das lokale Zetaintegral bei p den Wert

wy(1) -0, (1) e f 2T (@)

liefert. =

3.2 Perioden-Integrale

Wie oben seien 7 und o cuspidale automorphe Darstellungen der GL,(A) bzw. der
GL,_1(A), die unverzweigt bei p sind. Weiter sei f = p". Fir = € Z, bezeichne C, C
GL,,—1(Q)\GL,_1(A) das Urbild von

95



QN\Q* - R0 x ] 27 x (@ +fZ,))) C Q\A*
unter der Determinantenabbildung

det : GLy_1(Q)\GLy_1(A) — Q*\AX .

Weiter bezeichne t, € GL,(A) das Element, das in der p-Komponente die Matrix
diag(x,1,...,1) ist und die Einheitsmatrix sonst.

Weiter seien, wie oben, ¢ bzw ¢ cuspidale automorphe Formen, die zu 7 und ¢ gehoren
und die rechtsinvariant unter der Iwahorigruppe bei der Stelle p sind.

Fiir die endlich vielen Paare (¢;,¢;), die im vorherigen Abschnitt eingefithrt wurden,
sollen nun sogenannten Periodenintegrale

pny= [o (41 )n) o

fiir festes h € GL,(A) betrachtet werden.
Es gilt folgender

Satz 3.2. Mit den Bezeichnungen wie oben gilt:

Z X(ZL’) ' Z Pj(tzﬁf,m f)

x mod f
1 —nz_:l k(n—k) n(n—1) 1
=cP(G)-f = (G()) 7 Lirex,o,3)
Beweis: Da mit z auch die Cit,h;, ganz GL,_;(Q)\GL,_;(A) durchlaufen, folgt die
Behauptung, indem man in Satz 3.1 s = % setzt. O
Sei nun U := Un(Z,) und fir r € Z sei Ul = UV , wobei t = diag(p"~t,p"%,...,1)
ist. Ist r = m, dann ist ¢" = diag(f™', f*72,...,1). O

Fiir spéater ist nun folgendes Korollar wichtig.

Korollar 3.1. Seien die Bezeichnungen wie oben. Bei geeigneter Wahl von (Weo, Vo) gilt
mit einer ganzen Funktion P :

1 n(n—1)

P(GO0™ 5 L@ x,0,3) = U0 UD) - 32 x@)- 3 Bltafiga 1)

2 2

x mod f
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Beweis:

Die Wahl von (weo, Vs ) bewirkt eine Anderung der Funktion P . Bei entsprechender Wahl

n—1
) o S k(n—k)
lasst sich die Konstante ¢ also auf 1 normieren. Weiter ist f#=o =

woraus die Behauptung folgt. a

@ u)
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4 Ein p-adisches Maf}

Im Folgenden seien m und o cuspidale automorphe Darstellungen der GL,(A) bzw.
GL,-1(A), die in der Kohomologie auftauchen. Dies bedeutet, dass bei der Unendlichstelle
die Darstellungen 7., und o, Darstellungen mit nicht trivialer Liealgebren-Kohomologie
sind. Daraus ergibt sich, dass die Nullstellen \; bzw. «; der Heckepolynome bei p al-
gebraische Zahlen sind. Weiter wird angenommen, dass die unverzweigten lokalen Dar-
stellungen beziiglich einer fest gewihlten Einbettung von Q in @p die Nullstellen \;
und «; den p-adischen Absolutbetrag | A; |= p'™* bzw. | «; |= p'™7 fiir eine geeig-
nete Nummerierung der Nullstellen haben. Mit anderen Worten, dass die m, und o,
ordindre Darstellungen sind. Wie in Theorem 4.16 in [K-M-Sch] werden die automor-
phen Formen (¢;,¢;), die die Periodenintegrale Pj(h, f) definieren, etwas abgeéndert,
sodass die ¢; und ¢, Eigenformen unter der modifizierten Heckealgebra bei p werden
(Proposition 4.2 in [K-M-Sch]). Speziell gilt fiir die modifizierten Paare von Eigenformen
(¢4, ;) nach einer Normierung durch einen geeignet gewéhlten skalaren Faktor das Ko-
rollar 2.8 aus [Sch]. Weiter folgt, da die Darstellungen ordinér sind, dass die Eigenwerte
m(A) :==p~ N\ baw (@) ==p~ e ay der zugehorigen modifizierten
Heckeoperatoren V,, p-adische Einheiten sind.

Im weiteren sei

n—1 n—2
Ky = Hny(g) und K, 1= Hny(g) )
v=1 v=1

Auflerdem seien A, := (U,SO) : T(Ll)) und k ;= Awdnor

Ra R

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun folgender
Satz 4.1. Sei f =p" eine nicht triviale Primzahlpotenz. Sei weiter fiir jede Nebenklasse
T+ fZ, CZ,
p@+ fZy) = k") Piltsh, f).
J

Sind zusdtzlich die Voraussetzungen von Satz 2.1 erfillt,dann definiert p eine C-wertige
Distribution auf Z, . Weiter gilt dann fiir einen Charakter x von endlicher Ordnung und
mat Fihrer f:

[xdn=P)- (560" Lir s x.0)

Zy
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Beweis:

Der Beweis verlduft analog zu dem Beweis von Theorem 3.1 in [Sch]. Nur dass mit Satz
2.1 anstelle von “Corollary 2.8” argumentiert wird. O

Fiir jedes feste Paar (¢;, ;) definiert man die gewichteten Perioden als

An : An—l

Rg * R)

pi(@ + f2p) = ( )" - Pi(tah, f) -

Weiter gilt wie in [Sch] folgender

Satz 4.2. Sind 7, und o, beide ordindr, dann ist jede Distribution p; p-adisch be-
schrdnkt, und also ein p-adisches Mafs.

Beweis:

Zum Beweis vergleiche [Sch], Theorem 3.5.

Aus diesem Satz und aus Satz 2.1 folgt nun das folgende

Korollar 4.1. Sei x ein Charakter auf Q, mit Fihrer f = p". Dann gilt mit dem
p-adischen Maf$ p:= > u;:
J

n(n—1) 1

[ xdn=Puly) (600 T L@ o)

Zp*

mit einer ganzen Funktion P .
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5 Anhang

5.1 Das Mafl der Menge U(Z,)wB(Z,)

Lemma 5.1. Sei wy,, das lange Weylelement. Dann hat die Menge U(Zy)won,B(Z,) C
GL,(Q,) das Maf n_(i_pi_l)n

Ta—prny

v=0
Beweis:
Sei b € B(Z,). Da det(b) € Z ist, also [] by € Z), miissen bereits die by € Z," sein,
i=1

da sonst eines der b;; von der Form ep™ mit ¢ € Z) und ¢t > 0 und also b ¢ GL,(Z,)
ware.

Weiter ldsst sich jede Matrix aus U(Z,)won,B(Z,) eindeutig in der Form wuwy,b mit
uw € U(Zy,) und b € B(Z,) schreiben.

Da die Menge B(Z,)wonB(Z,) = U(Z,)wonB(Z,) in GL,(Q,) ein Mafl ungleich Null
hat und U(Z,)woB(Z,) volles Urbild von U(F,)wy,B(F,) ist, ist das Mafl der Menge
gleich

HU(Zp)wonB(Zy)) = | URp)wonB(Ey) || GLn(Fy) |
= (=1 ) T =p)

— (=t o TTa-p)

(A—p~H"
n—1

M)
v=0

100



Literatur

[P.S.P.M.] T.N.Bailey und A.W. Knapp (Herausgeber), Representation Theory and Au-
tomorphic Forms, Proceedings of Symposia in Pure Mathematics Volume 61, Provi-
dence, Rhode Island 1997

[Bo-T] A. Borel und J. Tits, Groupes réductifs, Publ. Math. I.H.E.S. 27, Paris 1965, S.
659-755

[Bou] N. Bourbaki, Intégration, Chapitre 7, Herman, Paris 1963

[Bu] Daniel Bump, Automorphic Forms and Representations, Cambridge University
Press, Cambridge 1997

[Ca-Fr] J.W.S. Cassels, A. Frohlich, Algebraic Number Theory, Thompson, Washington,
D.C. 1967

[Ja-P-S I] Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika Rankin-Selberg convolutions, American
Journal of Mathematics Nr. 105, 1983, S. 367-464

[Ja-P-S TI] Jacquet, Piatetski-Shapiro, Shalika Facteur L et e du groupe linéaire: Théorie
archimédienne, C.R. Acad. Sci. (A) 293 (1981), S. 13-18

[K-M-Sch] D. Kazhdan, B. Mazur und C.-G. Schmidt, Relative modular symbols and
Rankin-Selberg convolutions, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Nr.
519, 2000, S. 97-141

[Mce] C. Meeglin, Representations of GL(n, K) in the Nonarchimedian Case, erschienen
in [P.S.P.M.], S. 303-319

[Sch] C.-G. Schmidt, Period relations and p-adic measures, Manuscripta Mathematica
Nr. 106, 2001, S. 177-201

[Ta] John Tate, Fourier Analysis in Number Fields and Hecke’s Zeta-Functions, erschienen
in [Ca-Fr|, S. 305-347

101



