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Verzeichnis der Symbole

Dimensionen und Einheiten

Beruhend auf dem Internationalen Einheitensystem, SI = Systéme International d’Unités.

Grofle
BasisgroBen:
Lénge
Masse

Zeit

Temperatur

Abgeleitete Groflen:

Kraft

Druck, Spannung

Arbeit, Wirme,
Energie

Leistung

Formelzeichen

Dimension Einheit Umrechnungen, alternative Einheiten

L m (Meter) 1m=10>cm=10’mm, 1 km=10’m
M kg (Kilogramm) 1kg=10’g, 1 t=10’kg
T s (Sekunde) I min=60s,1 h=3600s, 1d=86400 s
0 K (Kelvin) oder 0 [°C]=0 [K]-273,15
°C (Grad Celsius)
F=ML/T* N (Newton) 1 N =1 kg m/s’
F/L? Pa (Pascal) 1 Pa=1 N/m?, 1 bar = 10’ Pa
FL J (Joule) 1J=1Nm=1kg m?/s?
FL/T W (Watt) IW=11J/s

Nur mehrfach verwendete Zeichen sind hier aufgefiihrt.

Symbol  Einheit
A m>
AP m?
a m/s’
a m?/s
m
b m
C variabel
Ca -

Bedeutung
Flache, Stromungsquerschnitt

Querschnittsflache normal zur Strémung (Kap. 9)

Beschleunigung, a = (ax, a,, az) oder a = (a a )

>y
Wirmeleitfahigkeit, Konduktivitit (Kap. 1)
Breite

Breite

Integrationskonstante

Auftriebsbeiwert von umstromten Koérpern (Kap. 9)
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- Reibungskoeffizient (Kap. 7)
- Druckkoeftfizient

- Widerstandsbeiwert von umstromten Korpern (Kap. 9)

m/s Schallgeschwindigkeit im kompressiblen Fluid bzw. Fortpflanzungs-
geschwindigkeit einer Oberflichenstorwelle im Gerinne

kg/m’ Massenkonzentration

J/m’K spezifische Wérme

m Durchmesser

m?/s Massendiffusivitiat (Kap. 1)

m Durchmesser

N/m? Elastizitdtsmodul (Kap. 1, Kap. 4)

J Energie

m spezifische Energiehdhe in Gerinnestromung (Kap. 10)

J/kg spezifische Energie

N Kraft, F=(F,F,,F)

N hydrodynamische Auftriebskraft (Kap. 9)

N hydrostatische Auftriebskraft (Abschn. 2.5)

N Massenkraft

N Druckkraft

N Oberflachenkraft

N Oberflachenreibungskraft

N Widerstandskraft, Stromungswiderstand

- Froudezahl

m/s” Erdbeschleunigung

N Gewichtskraft

N/m? Gradient des piezometrischen Druckes (Gl. 7.7)

m Hohe, Energiehdhe

m Hohe, piezometrische Hohe

m Pumpenenergiehdhe

m Turbinenenergieh6he

m Energieverlusthohe

kg m/s linearer Impuls, I= (I I,1 )

X2 7yd Tz

- Gefille
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I - Energiegefille

I, - Druckgefille

I, - Sohlgefille

K m/s Durchlissigkeitskoeffizient des pordsen Mediums (Gl. 4.63)
ks m Rauheit

kst m'?/s Strickler-Beiwert (Gl. 10.16)

L m Léange

L; m Wechselsprunglidnge (Abschn. 10.6)
l m Léange

Ly m viskose Lange (Gl. 7.28)

M kg Masse

M Nm Kraftmoment (Abschn. 4.3)

M, kg Tracermasse

Ma - Machzahl

m kg/s Massenflull

n m Koordinate normal zur Stromlinie

P AW Leistung

P N Normalkraft, Druckkraft

P m benetzter Umfang (Perimeter) (Gl. 8.29)
Pr - Prandtl-Zahl, Pr = v/a;

p Pa Druck

Pabs Pa absoluter Druck

P4 Pa Dampfdruck

Pvak Pa Unterdruck (Vakuum)

Q m’/s Durchfluf

q m%/s Durchflu3 pro Breiteneinheit, spezifischer Durchfluf3
Q, J/s Wirmezufluf3

R J/kgK Gaskonstante

R N resultierende Kraft, R = (RX, R, RZ)
Ry, m hydraulischer Radius

r m Radius, Radialkoordinate

T m Positionsvektor, T = (x, Y, z)

X



Re

Sc

< <

€ <

<

variabel

variabel

N/m’
N/m®

m

Reynoldszahl (Gl. 3.6)

Lénge, natiirliche Koordinate (Distanz) entlang der Stromlinie

Schmidt-Zahl, Sc =v/Dy,

Temperatur

Zeit

Tiefe (Kap. 2)

Anstrom- (AuBen-)geschwindigkeit

Geschwindigkeit (in x-Richtung)

spezifische innere Energie

Schubspannungs- (Reibungs-)geschwindigkeit (Gl. 7.27)
Geschwindigkeit

Geschwindigkeitsvektor, V= (u, v, W) oder V = (VS, Vn)

mittlere Geschwindigkeit
Volumen

Geschwindigkeit in y-Richtung
geleistete Arbeit

geleistete Druckarbeit

geleistete Scherarbeit

Weberzahl

Geschwindigkeit in z-Richtung

kartesische Koordinaten

Wandkoordinate (-abstand) bei G.S. (Kap. 7, 8)
Wassertiefe (Kap. 10)

Winkel

Energieungleichformigkeitsfaktor (Gl. 5.13)
extensive Grofle

intensive Grofle
Impulsungleichformigkeitsfaktor (Gl. 4.34)
spezifisches Gewicht

spezifisches Gewicht des MeBfluides (Kap. 2)
Grenzschichtdicke



- Winkel, Winkelkoordinate

A - Reibungsbeiwert nach Darcy-Weisbach (Gl. 8.21)
K - von-Karman-Kappa, x=0,4

1) Ns/m’ dynamische Viskositit (Zdhigkeit)
% m’/s kinematische Viskositit (Zahigkeit)
IT - Nachlauffunktion (Gl. 7.35c¢)

T - 3,14159

P kg/m’ Dichte

o N/m’ Normalspannung (Abschn. 4.2.2)

o N/m Oberflachenspannung (Kap. 1)

T N/m’ Schubspannung

[0} m%/s Geschwindigkeitspotential

Q 1/s Winkelgeschwindigkeit

) /s Rotationsvektor, @ = ((Dx, o,, 0)2)
€ - Verlustbeiwert fiir 6rtliche Verluste (Gl. 8.35)
Indizes

0 Referenzwert

atm atmosphérisch

c kritisch

D Druckkraft (Kap. 2)

f Fluid

f Reibung

H horizontal

krit kritisch

m Modell

max maximal

min minimal

n normal

0 Referenzwert

opt optimal

X1



Abkiirzungen

A
C.B.
D
D.L.
E.L.
G.S.
K.O.
K.V.
NN
ow
S

S
Uuw

Prototyp (Natur)
radial

Verhiltnis (Kap. 6)
Schwerpunkt (Kap. 2)
entlang der Stromlinie
senkrecht

System

tangential

vertikal

Wasser

bezogen auf die Richtung

Grenzschicht

Ablosungspunkt der Grenzschicht
Schwerpunkt des verdringten Wasservolumens
Druckmittelpunkt

Drucklinie

Energielinie

Grenzschicht

Kontrolloberfldche
Kontrollvolumen

Nullniveau, Datum

Oberwasser

Schwerpunkt

Staupunkt

Unterwasser
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1 Einleitung und Definitionen

Die Hydromechanik ist ein Teilgebiet der Mechanik. Die Mechanik beschreibt im allgemei-
nen das Verhalten von Koérpern unter EinfluB von Kréften, wihrend sich die Hydromechanik
speziell mit dem Verhalten von Fluiden, also deformierbaren Massensystemen, befafit.

Die Fluidmechanik hat wichtige Anwendungen in vielen Wissenschaftsbereichen und Ingeni-
eurgebieten. Im Bau- und Umweltingenieurwesen sind zwei Fluide von besonderer Bedeu-
tung: Wasser und Luft. Als Beispiele fiir typische Anwendungsgebiete und Problemkreise, in
denen diese Fluide eine Rolle spielen, seien erwihnt:

Wasser:

— Wasserversorgung mit Rohrleitungen, Speicher und Verteilereinrichtungen, sowie Wasser-
entsorgung durch Kanile und Kldranlagen

— Energienutzung durch Wasserkraftanlagen

— FluBbau, Hochwasserschutz und Ausgleich von Niedrigwasser durch Ddmme, Wehre und
Reguliereinrichtungen

— Gewisser als Vorfluter, Triger von Nahr- oder Schadstoffen

— Grundwassernutzung, Sanierung von Kontaminationen

Luft:

— Belastung von Bauwerken durch Wind

— Luftqualititsprobleme durch Industrieemissionen oder durch Kfz-Abgase
— Beliiftung und Klimatisierung von Innenrdumen

1.1 Definition eines Fluides

Alle physikalischen Stoffe kdnnen in drei Phasenzustidnden auftreten, als feste Korper, als
Fliissigkeiten und als Gase. Fliissigkeiten und Gase werden Fluide genannt, da sie unter Ein-
wirkung von Schubspannungen (Tangentialspannungen) im Gegensatz zu Festkorpern die
Eigenschaft haben, sich kontinuierlich zu verformen. Diese Eigenschaft wird Fluiditit oder
FlieBbarkeit genannt. Es gelten die folgenden Definitionen:

Ein Fluid verformt sich kontinuierlich unter dem Einflu von Schub- (Tangential-)
spannungen, unabhingig davon, wie klein diese Spannungen sind. Die Verformungsra-
te (d.h. die zeitliche Anderung) hingt von der Grofe der Schubspannungen ab.

Ein Festkorper dagegen verformt sich um einen bestimmten Betrag unmittelbar nach
Aufbringen der Schubspannung. Danach tritt ein statisches Gleichgewicht ein. Die
VerformungsgroBe hdngt von der Grofle der Schubspannung ab. Es kommt zu keiner
kontinuierlichen Verformung.

Bei Fluiden ist die Verformungsrate also proportional zur Grofle der Schubspannung. Die
Proportionalitit ist eine Stoffeigenschaft, die sich Viskositét (oder Zahigkeit) nennt.



1.2 Unterschiede zwischen Fliissigkeiten und Gasen

Fluide unterteilen sich in Fliissigkeiten und Gase nach ihrem unterschiedlichen Verhalten
unter Druck- (Normal-) spannungen. Fliissigkeiten verdndern ihr Volumen unter Druck
kaum. In der praktischen Anwendung werden Fliissigkeiten demnach als wenig kompressibel
bzw. inkompressibel betrachtet.

Gase sind dagegen stark kompressibel. Sie zeigen schon bei kleinen Druckdifferenzen grof3e
Volumeninderungen. Um diese Eigenschaft der Gase beschreiben zu konnen, ist es notwen-
dig, thermodynamische Beziehungen zwischen Dichte, Druck und Temperatur zu berticksich-
tigen (z.B. ideales Gasgesetz). In vielen praktischen Anwendungen sind aber die Druckidnde-
rungen klein, so daf} dann auch die Gasstromung als inkompressibel betrachtet werden kann.

Das gesamte Verhalten von Fluiden unter Einfluf3 von Kraften wird durch die Fluidmechanik
oder auch Stromungsmechanik beschrieben. Diese 148t sich in zwei Untergruppen, die Hyd-
romechanik und die Gasdynamik unterteilen:

Hydromechanik

Stromung von Fluiden ohne Dichtednde-
rung, d.h. von Fliissigkeiten oder von Gasen

Gasdynamik

Stromung von Gasen mit starken Dichte-
dnderungen

bei kleinen Geschwindigkeiten

Anwendungen:

— Strdomungen in Verbrennungsmotoren,

Kompressoren und Diisen

— Hochgeschwindigkeitsstromungen um
Flugkdrper (Uberschallflugzeuge, Ra-
keten)

Anwendungen:

— Stromungen um eingetauchte Korper
(Schiffe, Flugzeuge im Unterschallbe-
reich, Bauwerke)

— Strdomungen in Pumpen und Turbinen

— Stromungen in Rohren, offenen Gerin-
nen und Gewdssern

— Stromungen in pordésen Medien (Grund-
wasser, Erdolforderung)

1.3 Fluid als Massensystem

Ein Fluid als Massensystem betrachtet ist ein System von einzelnen Partikeln, das sich durch
den Raum bewegt. Dabei kann es Gestalt und Volumen dndern: Abb. 1.1 zeigt den Umrif3
eines solchen Massensystems, das sich in einem Geschwindigkeitsfeld bewegt, und sich dabei
verformt, zu den Zeiten t und t+dt.

Abb. 1.1: Fluid als bewegtes und verformbares Massensystem



Ein solches System besitzt:

— extensive (globale) Eigenschaften: Sie beziehen sich auf das gesamte Massensystem, z.B.
Volumen ¥, Gewicht W, Masse M, Energie E.

— intensive (lokale) Eigenschaften: Sie sind unabhingig von der Gesamtmasse und kénnen
lokal definiert werden, z.B. Temperatur T, Dichte p, Druck p.

Das System wird als Kontinuum betrachtet, d.h. die Eigenschaften der einzelnen Molekiile,
aus denen das System besteht, werden ignoriert. Dies bedeutet, dal3 alle intensiven Fluidei-
genschaften kontinuierlich {iber das System und im Raum definierbar sind.

1.4 Intensive Fluideigenschaften

Dichte:
Masse . AM [E} (L)

p=—"—""=I1lim — :
Volumen av—0 AV m

Da Fluide oft im Schwerefeld der Erde betrachtet werden, ergibt sich das spezifische Gewicht
vy als das Produkt aus der Dichte p und der Erdbeschleunigung g

Y=pg P} (1.2)

m

Temperatur:
T [K]oder[°C]

Druck:

Normalkraft r AF N [P } (13)
=——=1lim — |—|=|Pa .
P Flache a0 AA m?

Die Normalkraft F wirkt am freigeschnittenen Korper normal auf die Schnittfliche A (vgl.
Abschnitt 2.1).

Im allgemeinen besteht bei Fluiden eine Beziehung zwischen Dichte, Temperatur und Druck.
Da Flissigkeiten aber wenig kompressibel sind, kann die Druckabhéngigkeit meist vernach-
lassigt werden, und die Dichte ist in erster Linie eine Funktion der Temperatur, wie in Tabelle
1.1 und Abb. 1.2 fiir Wasser dargestellt ist. Die Dichte kann dabei auch vom Gehalt geloster
Stoffe, z.B. Salze im Falle von Meerwasser, abhdngen (Abb. 1.2). (SiiBwasser zeigt ein Dich-
temaximum von 1000 kg/m’ bei einer Temperatur von 4 °C. Der Wert p =1000 kg/m’ ist ein
wichtiger Richtwert fiir viele praktische Anwendungen, in denen Temperaturunterschiede
vernachléssigbar sind.



Gase dagegen sind stark kompressibel, und ihre Dichte mufl immer im Zusammenhang mit
Temperatur und Druck beriicksichtigt werden. Die Werte fiir Luft in Tabelle 1.1 bzw. Abb.
1.2 beziehen sich deshalb auf den Standardatmosphérendruck von 1013 hPa (sh. Abschnitt
2.2). Ein Richtwert fiir die Luftdichte ist dabei p = 1,25 kg/m’, also etwa 1/800 der Wasser-

dichte.
a) Wasser: Reines Wasser ohne geldste Stoffe
Temperatur 0 4 10 20 30 50 100
T [°C]
Dichte 999.8 1000 999,7 | 998.3 995,7 988 958,1
p [kg/m’]
kinematische Viskositit | 1,780 1,584 1,300 1,006 | 0,805 0,556 | 0,294
v [10° m?/s]
Wiérmekapazitit 4217 4205 4192 4182 4178 4180 4216
cp [J/kg K]
Wirmeleitfahigkeit 0,135 - - 0,143 - - 0,168
a [10°m?%/s]
Elastizitatsmodul 1,964 - 2,092 | 2,197 | 2,233 2,264 | 2,041
E [10° Pa]
Dampfdruck 6,11 8,13 12,27 | 23,37 | 42,41 | 123,35 | 10133
pd [hPa]
Oberflichenspannung | 0,0756 | 0,0749 | 0,0742 | 0,0728 | 0,0712 | 0,0679 | 0,0589
G [N/m]
b) Luft: Werte bei Standardatmosphérendruck 1013 hPa
Elastizitidtsmodul E = 1,42 - 10° Pa bei adiabatischen Verhiltnisssen.
Temperatur 0 4 10 20 30 50 100
T[°C]
Dichte 1,293 1,274 1,247 1,205 1,165 1,092 | 0,946
p [kg/m’]
kinematische Viskositit | 13,28 13,64 14,18 15,10 16,03 17,86 | 23,15
v [10°m?%/s]
Wirmekapazitit 1006 - - 1005 - - -
cp [J/kg K]
Warmeleitfahigkeit 18,49 - - 21,19 - - -

a; [10°m?/s]

Tabelle 1.1:

Temperatur

Verschiedene Eigenschaften von Wasser und Luft in Abhédngigkeit von der
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Abb. 1.2: Dichte von Wasser und Luft in Abhéngigkeit von der Temperatur

Wirmekapazitiit:

o = Wirme J
P Masse, Temperatureinheit | kg K

Die Wirmekapazitit ist ein MaB fiir die Fahigkeit eines Fluides, thermische Energie zu spei-
chern. Sie entspricht der Warmemenge, die einer Masseneinheit des Fluides zugefiihrt wer-
den muf3, um dessen Temperatur um ein Grad Temperatureinheit zu erhohen. Die Wéarmeka-
pazitidt von Gasen héngt dabei von der Art des Prozesses ab, wie Wirme zugefiihrt wird.
Wird der Druck konstant gehalten, so wird die Wirmekapazitit mit dem Symbol c, identifi-

ziert. Wird dagegen das Volumen konstant gehalten, so beschreibt das Symbol ¢, die Wiér-
mekapazitit.



Spezifische innere Energie:

u (1.4)

t

_ Energie aufgrund der molekularen Bewegung J
B Masse

ke

Die spezifische innere Energie ist der kalorische Energieinhalt, der der gesteigerten molekula-
ren Aktivitdt mit zunehmender Temperatur entspricht.

Viskositit (Zahigkeit):

Die Viskositit ist eine Fluideigenschaft, die sich erst bemerkbar macht, wenn das Fluid in
Bewegung ist. Durch die Bewegung konnen Geschwindigkeitsunterschiede zwischen be-
nachbarten Fluidschichten entstehen. Als Beispiel dazu zeigt Abb. 1.3 eine zweidimensionale
(x-y), parallele Scherstromung (z.B. eine Wasserschicht an einer Berandung). Die Geschwin-
digkeit des Fluides an der Berandung ist gleich null, d.h. das Fluid haftet am Festkorper. Die-
se Eigenschaft wird Haftbedingung genannt. Je nach Abstand y des Fluides vom Rand éndert
sich die Fluidgeschwindigkeit V, es ergibt sich also ein Geschwindigkeitsprofil V(y). Die
Stromung kann aus Schichten bestehend angesehen werden, die sich mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit fortbewegen. Solche Schichtstromungen heiflen laminare Strémungen.

Ya V(y)
dv t t+dt
AR A
—>
T
Fluid Fluidelement
. T P

feste Berandung
Abb. 1.3: Parallele Scherstromung
Zwischen zwei Schichten einer laminaren Strdmung besteht ein Geschwindigkeitsgradient

dV/dy [1/s], der einer Winkeldeformationsrate, d.h. der zeitlichen Verformung eines Fluide-
lementes, entspricht, wie anhand von Abb. 1.4 gezeigt wird.

(V+dV)dt
L® do
dy
@
V dt
Abb. 1.4: Deformation eines vertikalen Fluidelementes in einer Schichtstromung

Die Ober- und die Unterkante eines Fluidelementes, das zwischen zwei Schichten liegt, be-
wegen sich mit unterschiedlicher Geschwindigkeit. Punkt @ an der oberen Begrenzung zur
Schicht wandert schneller als Punkt @. Das Fluidelement hat sich nach der Zeit t+ dt de-
formiert. Der Punkt @ ist um die Distanz V dt, der Punkt @ um (V +dV)dt gewandert. Fiir

den Verformungswinkel do ergibt sich



und fur die Winkeldeformationsrate

do_dv
dt dy

Zwischen den Schichten wirkt eine Schubspannung t. Fiir viele Fluide (sog. Newtonsche
Fluide) ist diese direkt proportional zur Winkeldeformationsrate, wie empirisch durch Mes-
sungen feststellbar ist. Fiir solche Fluide gilt

dv N N-s|]|1
T=U—— [—2} = [ ZS} [—} Newtonscher Ansatz (1.5)
dy m m s

Die Proportionalitatskonstante p in diesem Ansatz wird dynamische Viskositédt oder Zahigkeit
genannt

. . . N-
| = dynamische Viskositit { mzs}

Die Zihigkeit kommt durch molekularen Impulsaustausch zustande. Molekiile, die sich in
einer Schicht mit kleinerer Geschwindigkeit befinden (®), tauschen ihren Impuls mit Mole-
kiilen der schnelleren Schicht (@) aus, und umgekehrt.

Man kann diesen Impulsaustausch mit zwei Transportbdndern vergleichen, auf denen Men-
schen stehen, wie in Abb. 1.5 skizziert ist. Die Transportbdnder bewegen sich mit unter-
schiedlichen Geschwindigkeiten. Menschen steigen von einem Band auf das andere {iber.
Sie iibertragen ihren Impulsunterschied auf das jeweils andere Band. Personen, die vom
schnelleren Band @ auf das langsamere Band © umsteigen, transferieren einen Geschwin-
digkeitstiberschuf3, d.h. einen Impulsiiberflul (Impuls = Masse mal Geschwindigkeitsii-
berflul). Vom langsameren zum schnelleren Band iibertragen sie ein Impulsdefizit. Impul-
siiberschull und -defizit ergeben eine beschleunigende bzw. verzégernde Kraft. Im Modell
wird dabei ein zufilliger Austausch betrachtet, wie er im molekularen Zustand vorkommt,
d.h. Molekiile bewegen sich oder kollidieren zufallsbedingt zwischen den Schichten: Durch
diesen Impulsaustausch entsteht die Scherspannung zwischen den Schichten.

O (> (> (5—» (2) —» V+dV
Abb. 1.5: Transportbandanalogie zum molekularen Impulsaustausch

Da die dynamische Viskositét 1 oft in Kombination mit der Fluiddichte auftritt, wird auch die
kinematische Viskositét v definiert

W m’
_h o m? 1.6
et 7 19

S



Die Schubspannungen kénnen dann als proportional zum Impulsgradienten angesehen wer-
den, wobei pV der Massenimpuls pro Volumeneinheit ist

dv dv d(pV)
T=l—=pV—=V
dy dy dy

(1.7)

Die kinematische Zéhigkeit von Fluiden ist eine Funktion der Temperatur, da diese die mole-
kularen Eigenschaften beeinfluflt: Bei Fliissigkeiten nimmt die Zahigkeit mit zunehmender
Temperatur ab (weniger Kohision), bei Gasen nimmt sie durch die zunehmende molekulare
Aktivitit zu (sh. Abb. 1.6) fiir Wasser und Luft).

100.0 +

@ I
E 100 /
© [
e L Luft bei Atmosphérendruck
< 1.0 [
8 N /
i F Wasser
>
0_1 1 1 1 1 = 1 1 1 1 = 1 1 1 1 = 1 1 1 1 = 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50
Temperatur [C°]
Abb. 1.6: Kinematische Viskositdt von Wasser und Luft in Abhédngigkeit von der Tem-
peratur

Typische Richtwerte fiir die kinematische Zahigkeit sind fiir Wasser v =10°m?/s und fiir Luft
v =10°m?/s. Luft verhlt sich also relativ ziher als Wasser!

Der Newtonsche Ansatz gilt aber nicht fiir alle Fluide. Das generelle Fluidverhalten wird in
einem rheologischen Diagramm (Abb. 1.7) dargestellt, das die Beziehung zwischen Schub-
spannungen und Verformungsraten angibt.

Schubspannung @ Nicht-Newtonsches Fluid
T Bingham-Plastik L (nicht linear)
- - @

Newtonsches Fluid
(linear)

dv
Verformungsrate dy

Abb. 1.7: Rheologisches Diagramm fiir diverse Fluide



Drei Untergruppen von fluidem Verhalten sind aus Abb. 1.7 ersichtlich:

1. Newtonsche Fluide: Sie stellen im rheologischen Diagramm eine Gerade dar, geniigen so-
mit dem Newtonschen Ansatz. Die Steigung der Geraden ist die dynamische Viskositét LL.
Ein leichtviskoses Fluid zeigt eine flache, ein hochviskoses Fluid eine steile Gerade.
Hauptbeispiele fiir Newtonsche Fluide sind Wasser, Ole, Luft, und andere Gase.

2. Nicht-Newtonsche Fluide: Sie zeigen ein nicht-lineares Verhalten. Bei kleinen Verfor-
mungsraten sind die Schubspannungen, die aufzubringen sind, um das Fluid in Bewegung
zu halten, groBer als bei hohen Verformungsraten. Wenn das Fluid einmal in Bewegung
ist, reichen kleinere Schubspannungen aus, um die Bewegung aufrecht zu erhalten. Bei-
spiele hierfiir sind Suspensionen (z.B. Lacke, Blut, Fliissigbeton).

3. Binghamsche Fluide: Sie zeigen plastisches Verhalten. Bis zu einer kritischen Schubspan-
nung T, verhalten sich diese Fluide wie feste Korper. Dann tritt FlieBen ein und sie reagie-
ren wie ein Fluid. Alle Festkdrper verhalten sich so beim Ubergang in den plastischen Be-
reich (z.B. auch Stahl). Ein typisches Beispiel ist Zahnpasta: Erst beim Uberschreiten ei-
nes Mindestdrucks auf die Tube wird Zahnpasta beweglich.

Bei den weiteren Uberlegungen werden nur noch Newtonsche Fluide betrachtet.

Wirmeleitfahigkeit:

Wenn in einem Fluid Temperaturunterschiede oder Massenkonzentrationsunterschiede beste-
hen (sh. Abb. 1.8), so treten zusitzliche Transportprozesse auf, die sich analog zum molekula-
ren Impulsaustausch verhalten.

-
v A W) A )
dT
dy dy
dc\

2 > e

To T Co c
Feste Berandung (z.B. gekiihlt)

Temperaturprofil Konzentrationprofil

Abb. 1.8: Temperatur- und Konzentrationsverteilung in einem Fluid

Abb. 1.8 zeigt ein Temperaturprofil T(y), wie es sich an einer gekiihlten Berandung in einem
Fluid einstellen kann. Der molekulare Warmefluf3 qy, ist proportional zum Temperaturgra-
dienten. Er ist negativ definiert fiir einen FluB von einer hohen zu einer niedrigeren Tempera-
tur.



dT J
q, = —a,pc, @ [mz .J Fouriersches Gesetz (1.8)

2

wobei a; [m_} die Warmeleitfahigkeit (Konduktivitdt) und ¢, die Wirmekapazitit sind. Die
S

Wirmeleitfahigkeit a, ist auch temperaturabhingig, z.B. a, = 0,135 - 10 m?/s fiir Wasser bei 0
°C (sh. Tabelle 1.1).

Massenkonzentration:

Fluide konnen verschiedene Fremdstoffe enthalten, z.B. geldste Stoffe (Salze) in Wasser oder
Abgase in der Luft. Das Vorhandensein solcher Stoffe wird durch die Massenkonzentration
Cm gemessen.

Cm

Fremdstoffmasse { kg }

3

Volumen m

Massendiffusivitét:

Im Falle, daB ein Konzentrationsprofil cy(y) in einem Fluid existiert (z.B. Abb. 1.8), ergibt
sich fiir den Massentransport g in der y-Richtung

dey, kg .
q.= -D 2 g Ficksches Gesetz (1.9)

2

wobel Dy, {m_} die Massendiffusivitit ist.
S

Das negative Vorzeichen zeigt wiederum an, da3 der Massentransport von einem Gebiet ho-
her Konzentration in ein Gebiet niederer Konzentration erfolgt. Die Massendiffusivitit Dy, ist
abhingig von der Temperatur und der Stoffeigenschaft, z.B. bei gelostem Salz in Wasser Dy,
=0,78 - 10 ® m’/s bei 0 °C.

Insgesamt zeigt sich, dafl Analogien zwischen dem Newtonschen, dem Fourierschen und dem
Fickschen Gesetz bestehen, die alle Transportprozesse beschreiben, welche durch die Gra-
dienten bedingt sind. Alle drei Transportprozesse (Impuls, Warme, Masse) werden durch
molekulare Austauschvorgénge hervorgerufen. Um darzustellen, wie effizient diese Aus-
tauschvorgidnge zueinander ablaufen, werden die Koeffizienten v, a;, und Dy, ins Verhiltnis
gesetzt:

v
= Pr Prandtl-Zahl (1.10)
t
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DL ~Sc Schmidt-Zahl (1.11)

Die Prandtl-Zahl gibt an, wie schnell der Impulsaustausch im Verhéltnis zum Wérmeaus-
tausch stattfindet, wahrend die Schmidt-Zahl den Impuls- mit dem Massenaustausch ver-
gleicht.

Fiir Luft ist Pr =1 und Sc = 1, d.h. in Gasen werden Impuls, Warme und Massenkonzentration
etwa gleich schnell ausgetauscht. Fiir Wasser dagegen ist Pr =10 und Sc = 1000, d.h. in Fliis-
sigkeiten finden Warme- und besonders Massenaustausch weniger effizient statt. Dieses un-
terschiedliche Verhalten begriindet sich in der Molekularstruktur von Gasen bzw. Fliissigkei-
ten.

Kompressibilitit und Schallgeschwindigkeit:

Kompressibilitét ist die relative Volumendnderung pro Druckdnderung

(hd

Kompressibilitidt = d—svl (1.12)

p

Das negative Vorzeichen zeigt an, dafl eine Druckzunahme eine negative Volumeninderung
bewirkt. Gase haben eine hohe Kompressibilitdt, Fliissigkeiten eine kleine. Der Reziprok-
wert der Kompressibilitit ist der Elastizitdtsmodul E:

__d  dp
E——dj—+@ (1.13)
v p

Wie in Tabelle 1.1 ersichtlich, sind typische Werte des E-Moduls fiir Wasser E = 2 - 10° Pa,
und fiir Luft E = 1,5 - 10° Pa. Die Luft verhilt sich also etwa 10000-fach kompressibler als
Wasser.

Wird GI. (1.12) umgeformt zu

d E m>
st [

und davon die Wurzel gezogen, erhélt man eine Geschwindigkeit ¢
E m
c=/— [—} (1.15)

c stellt die Geschwindigkeit dar, mit der sich Druckidnderungen (wie auch akustische Wellen)
in einem Fluid durch Dichtednderungen fortpflanzen und entspricht demnach der Schallge-

schwindigkeit.

Typische Werte fiir die Schallgeschwindigkeit sind:
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Wasser: c=

1,5-10° m
Luft: c= =350 —
1,25 S

1.5 Fluideigenschaften an Phasengrenzen

Dampfdruck von Fliissigkeiten:

Alle Stoffe konnen in verschiedenen Phasen auftreten. Beim Ubergang von der fliissigen zur
gasformigen Phase nennt man den Druck, den die Molekiile in der Dampf- (Gas-) phase auf
die Fliissigkeit ausiiben, Dampfdruck py. Er ist stark temperaturabhéngig (sh. Tabelle 1.1 fiir
Wasser).

Als bekannter Grenzwert ist der Dampfdruck fiir Wasser bei 100 °C gleich dem Standardat-
mosphdrendruck (sh. Abschnitt 2.2.1). Die Verdampfung des Wassers tritt dabei in Form von
Damptblasenbildung auf.

Solche Dampfblasenbildung (Kavitation) kann aber auch bei niedrigen Temperaturen auftre-
ten, wenn in einem stromenden Fluid der lokale Druck unter den Dampfdruck absinkt. Bei 20
°C ist z.B. der Dampfdruck pg = 23,37 hPa, also etwa 2 % des Standardatmospharendruckes.
Solche Druckabsenkungen kénnen oft in Hochgeschwindigkeitsstromungen (z.B. in Turbinen,
Pumpen oder an Schiffspropellern) auftreten. Die Kavitationseffekte konnen dabei Material-
schdden hervorrufen.

Oberflichenspannung:

Die Oberflichenspannung tritt bei Ubergingen zwischen zwei verschiedenen fliissigen oder
zwischen fliissigen und gasformigen Phasen (sh. Abb. 1.9) auf.
Gas .
Schnitt
I

2
e
Flissigkeit : E@ R

Abb. 1.9: Oberflichenspannung bei Ubergang zwischen Fliissigkeit und Gas

Grenzflache

Die beiden Fliissigkeitsmolekiile @ und @ in Abb. 1.9 erfahren unterschiedliche Krafte. Je-
des Fliissigkeitsmolekiil steht in Interaktion mit seinen Nachbarmolekiilen. Zwischen den
Molekiilen wirken Anziehungskréfte.

Molekiil @ ist ganz in die Flissigkeit eingetaucht. Die resultierende Kraft durch Interaktion

mit allen Nachbarmolekiilen ist gleich Null. Dagegen ist die resultierende Kraft, die auf ein
Molekiil an der Oberfliche @ wirkt, ungleich Null. Zwischen diesem Molekiil und den um-
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gebenden Fliissigkeitsmolekiilen wirken Anziehungskrifte. Die Gasmolekiile dagegen liben
insgesamt eine vernachléssigbar kleine Kraft auf das Molekiil aus, da Gas eine kleinere Dich-
te hat als Fliissigkeit und weniger Molekiile vorhanden sind. Auf alle Oberflichenmolekiile,
die sich in der Grenzfliche der Fliissigkeit befinden, wirkt demnach eine Kraft R, die zur
Fliissigkeit hin gerichtet ist.

Ein Schnitt durch die Oberflache (Abb. 1.9) legt diese Kraft pro Langeneinheit frei. Sie ist
die Oberflichenspannung ¢ und wirkt auf alle benachbarten Elemente, einschlieSlich Fest-
korper. Fiir die Oberfldchenspannung ¢ gilt

Kraft [N} (1.16)

o=
Lange m

Um die Oberfldche einer Fliissigkeit zu vergroBern, mufl der Oberflichenspannung entgegen-
gewirkt werden. Diese Tatsache kann z.B. zur Messung der Oberfldchenspannung genutzt
werden (sh. Abb. 1.10).

Hierfiir wird ein kleiner Drahtrahmen verwendet, dessen eine Seite verschieblich ist. Im
Drahtrahmen ist ein Fliissigkeitsfilm aufgespannt (vgl. Seifenblasen). Um die Oberflidche des

Films um den Betrag 2/As zu vergroflern, mull Arbeit geleistet werden, die gleich FAs ist.

Diese Arbeit vergroflert die Oberflichenenergie um den Betrag 62/As. Aus der Messung der
Kraft F ergibt sich demnach die Oberflichenspannung

o= — 1.17
Y (1.17)

Ein typischer Wert fiir Wasser mit Luft ist 6 = 0,073 N/m bei 20°C (sh. Tabelle 1.1).

ri 647 Schnitt A-B
fester Rahmen N
? O
S
L | Flussigkeitsfilm ——F
’_>A £
As B
r [——————1 "1 > bewegliches Element
F

Abb. 1.10: Einrichtung zur Messung der Oberflachenspannung

Durch Zugabe verschiedener Stoffe kann die Oberflachenspannung verandert werden. Seife,
die dem Wasser zugegeben wird, verringert dessen Oberflaichenspannung. Typische Werte
sind hier fiir Wasser mit Tensiden / Detergentien mit Luft, = 0,02 ... 0,03 N/m.

Oberflachenspannungen konnen aber auch an Phaseniibergéngen zwischen nicht mischbaren
Fliissigkeiten auftreten, z.B. Wasser mit Ol, ¢ = 0,02 N/m.
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Die kapillare Saughohe ist eine Folgeerscheinung der Oberflichenspannung (sh. Abb. 1.11).
Eine Kapillare, ein diinnes Haarr6hrchen, wird in Wasser getaucht. An der Kontaktstelle von
Festkorper, Fliissigkeit und Gas bildet sich ein Meniskus, gegeben durch den Benetzungswin-
kel 8. Der Anstieg in der Kapillare hingt vom Durchmesser d ab. Da eine Komponente der
Oberflachenspannung in vertikale Richtung wirkt, wird die Fliissigkeitssdule angehoben oder
abgesenkt. Die Steighohe Ah kann durch ein Kréftegleichgewicht in vertikaler Richtung be-
rechnet werden, wobei die gesamte Oberfldchenkraft gleich dem Gewicht G der Fliissigkeits-
sdule ist
o c

\ / Glasrohrchen (Kapillare)

1]
IERN

-

Abb. 1.11: Kapillare Saughohe fiir das Beispiel einer benetzenden Fliissigkeit

2

T
ccosOdm=pg Ah (1.18)

so daB die kapillare Saughohe

4 o cosO
Ah=—— (1.19)
pgd

Bei gut benetzenden Fliissigkeiten (z. B. Wasser/Luft/Glas) geht 6 gegen 0°; also cos 6 = 1.
Bei nicht benetzenden Fliissigkeiten (z.B. Hg/Luft/Glas) ist 8 > 90°. Dies fiihrt zu einer Ka-
pillardepression, einem Absinken der Fliissigkeitsspiegelhohe im Rohrchen.

Die Kapillaritdt spielt im Zusammenhang mit Grundwasser im Boden eine wichtige Rolle.
Der Boden kann dabei als System von kleinen Porenrdumen, also Kapillaren, angesehen wer-
den. Das Ansteigen des Wassers in dieser Zone ist fiir den Wasserhaushalt der Pflanzen von
grofiter Bedeutung.
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2 Hydrostatik

In der Hydrostatik wird das Verhalten von Fluiden ohne Relativbewegung zwischen Fluide-

lementen betrachtet. Dies ergibt sich, wenn

— sich das Fluid in einem Ruhezustand befindet (die Schwerkraft wirkt als einzige Kraft),
oder

— sich das Fluid als starrer Korper bewegt (bei konstanten Beschleunigungen, auch Zentri-
fugalbeschleunigungen).

In beiden Fillen gibt es dann im Fluid keine Geschwindigkeitsgradienten und somit keine
Schubspannungen. Demnach sind die Spannungen, die von dem umgebenden Fluid (oder von
festen Berandungen) auf die Oberfldche eines Fliissigkeitsvolumen ausgeiibt werden, an jeder
Stelle normal zur Oberflache gerichtet. Diese Normalspannungen kénnen nur Druckspan-
nungen sein, da Zugspannungen von einem Fluid nicht aufgenommen werden konnen.

2.1 Druckverteilung in einem statischen Fluid

Der Druck ist als Normalkraft pro Flicheneinheit definiert (Abb. 2.1). Im Grenzfall eines
differentiellen Flachenelementes ergibt sich der Druck p in einem Punkt

=i £ E _[P] 21
T a0 AA m | a 2.1)

Fldchenelement AA

AF

Abb. 2.1: Kraft auf ein Flachenelement in einem Fluid wirkend

Der Druck ist eine skalare GroBe, d.h. er ist richtungsunabhéngig, wie im folgenden anhand
von Abb. 2.2 gezeigt wird. Das differentielle prismatische Fluidelement besitzt die Masse m
und unterliegt der Erdbeschleunigung g. Daraus folgt die Gewichtskraft

G=mg=—-pAxAyAzg

1
2

Die aus den Druckkomponenten px, py, p. und p, resultierenden Kréfte wirken normal zur
jeweiligen Oberflache.
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pAYAZ

Az=Al sino

AX =Alcosa

p, AXAy =Druckkraft

Abb. 2.2: Fluidelement im Schwerefeld

Das Gesamtsystem muB sich im Gleichgewicht befinden, > F = 0. Fiir die Kraftkomponenten
in der x-Richtung ( 2 Fx =0) gilt

p,AlAysina - p,AyAlsino = 0
und demnach
P. = P«

Fiir die z-Richtung ( X F,=0) gilt
1 .
-p,AlAycoso. + p,AlcosoAy - EpgAK cosat Ay Alsino. = 0 .

Im Grenzfall eines sehr kleinen Elementes, A/ — 0, ergibt sich
P, = D,

Da das Element beliebig orientiert werden kann, gelten fiir die y-Richtung analoge Verhilt-
nisse. Das allgemeine Ergebnis lautet also

p, =P, =D, =D =P 2.2)

d.h. die Druckkomponenten sind in allen Richtungen gleich gro8. Der Druck ist richtungsu-
nabhéngig und somit eine skalare Grofe.

Der Druck ist zwar eine skalare Grof3e, er ist aber generell eine Funktion des Ortes
p = f(xy,2) = p(x,y,2)

Zwischen zwei Punkten im Raum kann sich der Druck dndern, d.h. der Druck ist eine Funkti-

on von mehreren Variablen. Die Anderung des Drucks wird in x-Richtung durch den Gra-
dienten ? ausgedriickt, analog durch ? und @ fiir die anderen Richtungen.
X y z
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Um die Gesamtdnderung des Drucks zwischen zwei Punkten zu beschreiben, die dx, dy und
dz weit auseinander liegen, verwendet man das totale Differential

dp dp dp
dp = —dx + —=dy + —d 2.3
P 0x X dy Y 0z g (2.3)

2.2 Statische Druckverteilung im Schwerefeld
Um das Verhalten von Fluiden im Schwerefeld zu beschreiben, wird im folgenden ein drei-

dimensionales, kartesisches Koordinatensystem (X, y, z) verwendet, wobei die z-Achse verti-
kal gegen die Richtung der Erdbeschleunigung g definiert ist. (sh. Abb. 2.3).

Abb. 2.3: Zylindrisches Element im Schwerefeld

Ein zylindrisches Fluidelement liegt willkiirlich im Raum, in Richtung ¢ orientiert, die um
den Winkel o gegen die Horizontale geneigt ist. Es hat die Lange A/ und den Querschnitt
AA. Im Schwerpunkt wirkt das Gewicht G =y AA A/.

Senkrecht auf eine Basisflache wirkt die Druckkraft pAA. Die Druckkraft auf die gegeniiber-
liegende Basisflache ist differentiell verschieden.(p + Ap)AA. Da sich das Element in Ruhe
befindet, ist das Kriftegleichgewicht in ¢ -Richtung

p AA —(p+Ap) AA —y AA Alsino = 0

Nach Division durch das Volumen AA A/ ergibt sich

A
A—E: —y sino

Da / eine beliebige Richtung im xyz-Koordinatensystem ist, verwendet man fiir die Grenz-
wertbildung die partielle Ableitung

LM
VAR YA A
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Jetzt konnen spezielle Orientierungen des Elementes untersucht werden:

Fiir eine Orientierung ¢ in z-Richtung, o0 =90°, sin o = 1, resultiert

Liegt die Achse ¢ in der xy-Ebene, o = 0°, sin o = 0, so ergibt sich

w_, W,
ox ady

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt, dall der Druck p im gewédhlten Koordinatensystem
fiir den Fall des Schwerefeldes nur eine Funktion der Hohenlage, gegeben durch die Koordi-
nate z, ist, p = p (z). Damit ist auch die partielle Schreibweise nicht mehr notwendig und die
Zustandsgleichung fiir ein hydrostatisches Fluid im Schwerefeld wird

dp

1 =—Y Hydrostatische Gleichung (2.4)
z

Da die Ableitungen in x- bzw. y-Richtung verschwinden, ist der Druck in einer horizontalen
Flache tiiberall gleich groB, d.h. alle horizontalen Flachen sind Flichen gleichen Druckes.
Zwischen Punkt A und B in Abb. 2.4 besteht keine Druckdifferenz, denn sie befinden sich auf
demselben Niveau. Punkt C dagegen liegt auf einem hoheren Niveau und hat entsprechend
Gl. (2.4) einen geringeren Druck als A oder B.

Z A

Cc

: e
e

A B

z=0 Bezugsniveau

Abb. 2.4: Horizontale Niveaufldchen gleichen Druckes

2.2.1 Die Druckskala

Der Druck ist, dhnlich wie die Temperatur, eine relative Groe. Die Temperatur kann durch
verschiedene Skalen definiert werden. Relativ zum absoluten Nullpunkt ergibt sich die Kel-
vinskala oder relativ zu einem praktischen Bezugspunkt (wie Gefrierpunkt des Wassers) die
Celsiusskala.

Ahnlich verhilt es sich mit dem Druck. Wie in Abb. 2.5 angezeigt, gibt es hier verschiedene
Definitionen:
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1. Absoluter Druck paps: Der Druck kann relativ zum absoluten Nullpunkt betrachtet werden
Der lokale atmosphérische Druck liegt dann in der Gréenordnung von 100 kPa (100 kPa
= 1 bar = 10 N/cm?), variiert aber je nach der Ortshéhe, der Temperatur und den meteoro-
logischen Bedingungen. In der Meteorologie wird der Standardatmosphérendruck bei 15
°C und am Meeresniveau als 101,3 kPa (=1013 hPa = 1013 mbar) als durchschnittlicher
Richtwert definiert.

2. Relativer Druck prei: Fiir die meisten Anwendungen der Hydromechanik ist es vorteilhaft,
den Druck (oder eigentlich den Druckunterschied) relativ zum lokalen atmosphérischen
Druck zu betrachten.

Beispiel A (Abb. 2.5):  Wie groB ist pret, wenn paps = 240,0 kPa ist und Standardatmo-

sphérendruck herrscht?
Prel = Pabs - Patm = 240,0 - 101,3 = 138,7 kPa
Beispiel B: Pabs = 25,0 kPa

Pre = 25,0 -101,3 =-76,3 kPa

Meist wird fiir den relativen Druck p einfach das Drucksymbol p verwendet, also p =
Prel.

3. Unterdruck (Vakuum) pya.x: In gewissen Anwendungen (z.B. Kavitationsproblemen) kann
der Fluiddruck systematisch unter dem lokalen atmosphérischen Druck liegen, so dal py
negativ ist, wie in obigem Beispiel B. Dann ist es vorteilhaft, eine Vakuumdruckskala zu
definieren, so daB pyax eine positive GroBe ist, Pyak = — Prel-

Beispiel B: Pabs = 25,0 kPa
Pvak = Patm — Pabs = 101,3 — 25,0 = 76,3 kPa

Unterdruck 0 @ (relativer) Druck

Pyak = #pﬂ?l [kPal
| | | -
| I I I Lol
0 100 200 P.ps (kP2
T absoluter Druck
lokaler
atmospharischer
Druck
Abb. 2.5: Druckskala mit Definition des relativen, absoluten bzw. Unter-Druckes

2.2.2 Anwendungen der hydrostatischen Gleichung
1. Inkompressibles Fluid:

Bei inkompressiblen Fluiden ist die Dichte p, und demnach 7, keine Funktion des Druckes,
kann aber eine Funktion der Hohenlage z sein, Y=y (z). Fiir solche dichtegeschichtete Fluide
kann GI. (2.4) integriert werden und es ergibt sich

p

Idp = —JE v(z)dz

Po
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p-p,=-|1(2)dz (2.5)

Z\)

7, ist dabei ein Niveau (Hohenlage), bei dem der Druck p, gegeben ist. Wenn y(z) eine vor-
gegebene analytische Funktion ist, kann Gl. (2.5) entsprechend evaluiert werden. Dichtege-
schichtete Fluide haben wichtige Anwendungen in Umweltproblemen (z.B. temperaturge-
schichtete Seen oder salzgeschichtete Astuarien).

Der wichtigste Spezialfall der hydrostatischen Gleichung ist aber ein Fluid mit konstanter
Dichte, p = konstant, so da3 y = konstant,

P-Po=—7(2-2%) (2.6)

Es ergibt sich also eine lineare Druckverteilung, d.h. der Druck p ist eine lineare Funktion der
Hoéhenlage z (sh. Abb. 2.6).

z A

.
|t

p

Abb. 2.6: Lineare Druckverteilung bei Fluid mit konstantem spezifischen Gewicht

Durch weiteres Umformen ergibt sich
p+YzZ=p,*+YZ,
und nach Dividieren mit y

P +z= L + z, = const. (2.7)

v v

Die Einheiten von Gl. (2.7) sind Léngeneinheiten, d.h. auch der Druck p kann als Léngenein-
heit dargestellt werden, als sogenannte Druckhdhe p/y.

Die Summe von Druckhohe und geoditischer Hohe wird als piezometrische Hohe h bezeich-
net

h=* +z (2.8)
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GI. (2.7) besagt, da3 die piezometrische Hohe in einem statischen Fluid mit konstanter Dichte
eine Konstante ist. Egal welches Niveau betrachtet wird, die piezometrische Hohe ist gleich
grof3.

Beispiel: Wasserbehélter (Abb. 2.7)

p =0 Afmosphcre
ZA @ = 0 e
p
O P,
Y
Y Wasser z,=h
2 P, Z4
Z2
Bezugsniveau _| ,-q Y Y
(Datum)
Abb. 2.7: Wasserbehilter mit seitlichen Standrohren (Manometern)

Der Behiélter mit willkiirlichem Querschnitt ist bis zum Niveau 0 mit Wasser gefiillt. Das
Bezugsniveau (Datum) liegt an der Behéltersohle. Niveau 1 und Niveau 2 sind willkiirliche
Flachen mit den Driicken p; und p,. Niveau 0 liegt auf der Wasseroberfldche und der dortige
Druck p, ist der atmosphirische Druck. Alle Driicke sind relative Driicke, demnach p, = 0.

Anwendung von GI. (2.8) auf die jeweiligen Niveauflichen ergibt

Niveau 1 Niveau 2 Niveau 0
&+Zl=&+22:&+20=h,
Y Y

d.h. die piezometrische Hohe h an jeder Bezugsflache ist gleich der Wassertiefe z,. Dieses
Prinzip kann nun einfach verwendet werden, um den tatsdchlichen Druck an diesen Niveau-
flichen zu messen. Hierzu werden seitlich Rohre angebracht, in denen der Anstieg des Was-
sers (Wasserspiegel) beobachtet wird. Man nennt solche Rohre Manometer oder Piezometer.
Durch Ablesen der Wasserhohe im Rohr kann der jeweilige Druck mit p = (h - z) y berechnet
werden, wobei (h — z) die Hohe der Wassersdule im Manometer ist.

Wird die Koordinate z kontinuierlich variiert, so ergibt sich die Druckverteilung p(z) an der
Behiélterberandung

p=v(z,—2)

Wird die Wassertiefe t = z, - z als neue Koordinate, ausgehend von der Wasseroberfliche,
nach unten gerichtet definiert (Abb. 2.8), ergibt sich folgender Zusammenhang:

p=vt
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Der Druck nimmt linear mit der Wassertiefe t zu (sh. Abb. 2.8) und ist normal auf die vertika-
le Berandung gerichtet. Der Druck am horizontalen Behélterboden ist konstant p = 7y z,, eben-
falls normal zum Boden.

t—vr

Y

Abb. 2.8: Druckverteilung an Behélterberandung

Beispiel: Diskret geschichtete Fluide

Ein Sonderfall von G1.(2.5), in der das spezifische Gewicht eine Funktion der Lage z ist, Y(z),
sind diskret geschichtete Fluide (sh. Abb. 2.9). Hier ist zwar y innerhalb einer Schicht kon-
stant, dndert sich aber sprunghaft von Schicht zu Schicht. Abb. 2.9 zeigt das Beispiel einer
Wand eines Behilters, in dem eine Schicht Ol (p¢)) iiber einer Schicht Wasser (pw) liegt, wo-
bei por < pw.

S
—_— Ol

Pe

z,(2) .

Wasser

Pw

23(3)

Dichteverteilung Druckverteilung

Abb. 2.9: Druckverteilung an Behilterwand bei diskret geschichteten Fluiden

Zur Evaluierung des hydrostatischen Druckes entlang der Behélterwand kann dabei Gl. (2.5)
schichtweise angewendet werden. Es ergibt sich dabei eine lineare Druckverteilung in beiden
Schichten, die aber einen Knick am Schichtiibergang aufweist. Der Gradient der Druckvertei-
lung (proportional zu v) ist kleiner in der Olschicht und groBer in der Wasserschicht.
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2. Kompressibles Fluid:

Die wichtigste Anwendung eines kompressiblen Fluides im Schwerefeld ist die Atmosphire.
Die Dichte p ist eine Funktion des Druckes p und kann mit Hilfe des idealen Gasgesetzes be-
rechnet werden

p=pRT (2.9)

wobei R die spezielle Gaskonstante ist (R = 288 fiir Luft). Demnach gilt

kg-K

Wird dies in die hydrostatische Gleichung (2.4) eingesetzt, ergibt sich:

P pg=-Lg

dz RT

db__2 4 (2.10)
p RT

Die Temperatur in der Atmosphére ist eine Funktion des Ortes. In der Troposphére (d.h. in
der untersten Schicht der Atmosphire, 0 bis etwa 10 km iiber der Erdoberfldche) lautet diese
empirische Funktion als Mittelwert iiber viele Messungen

T=To-0(z-2)

wobei o die adiabatische Abnahmerate der Atmosphére ist, oo = 0,0065 K/m d.h. die
Temperatur nimmt etwa 6,5 °C pro 1000 m ab.

Eingesetzt in GI. (2.10)

p z —
f | e @
P, P ZOR[TO_(X‘(Z_ZO)]
ergibt sich nach Integration die Druckverteilung in der Atmosphire

g

pP=p, {I—Tg(z—zo)rR (2.11)

[}

wobei p, und T, die Bezugswerte auf z, (z.B. Meeresniveau) sind. GI. (2.11) entspricht einem
Potenzgesetz, wobei der Exponent g/(aR) = 5,24 fiir Luft ist, und beschreibt den abnehmen-
den Druck p mit zunehmender Hohe z.
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2.2.3 Druckmessung

Wie schon anhand von Abb. 2.7 erwidhnt, kann der lokale Druck in einem Fluid durch ein
sogenanntes Manometer (oder auch Steigrohr, Piezometer) bestimmt werden.

Ein Manometerrohr kann dabei direkt an der Berandung eines Fluides angebracht sein Abb.
2.10a) oder aber ins Innere des Fluides reichen (Abb. 2.10b). In beiden Féllen entspricht die
Lage des Fluidspiegels h dem Druck p am Ursprung z des Manometers

p=v(h-2)

Oft sind Manometer aber in Form eines U-Rohres installiert (Abb. 2.10c), in dem ein dichte-
res MeBfluid (spezifisches Gewicht ¥, > v) verwendet wird. Dies wird notwendig, wenn hohe
Fluiddriicke einen groflen Anstieg h im Steigrohr (z.B. Abb. 2.10b) verursachen wiirden. Ein
hiufig verwendetes MeBfluid ist z.B. Quecksilber, mit einer Dichte, die 13,5 mal hoher ist, als
die von Wasser. Beim U-Manometer sind zwei Ablesungen notwendig, um den Druck p zu
ermitteln, die Fluidspiegelhdhe hy und die Mefifluidspiegelhdhe hy,.

Die Anwendung der hydrostatischen Gleichung fiir die Fluidsdule (Abb. 2.10c)
ptyz=prtvhe

und fiir die MeBfluidsdule
pr+ Ymhe=po + Ymhm

ergibt den zu messenden Druck, da der atmosphérische Druck p, = 0, als
P = Ym (hm - hr) =7 (z - hy)

Im Falle, daB ¥, >> v, kann der zweite Term manchmal vernachldssigt werden.

vl h ivd h
Y Y Y
z e — z- J z HI.
h:—
! §/ ’Ym
7. g 7
a) An Berandung b) Im Fluidinneren ¢) U-Manometer mit MeBfluid
Abb. 2.10: Manometeranordnungen zur Druckmessung (z und h sind relativ zu einem Be-

zugsniveau definiert)
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Manometeranordnungen in Form von Steigrohren beniitzen das hydrostatische Prinzip zur
Druckmessung. Daneben gibt es noch andere MeBprinzipien, die meist auf einer mechani-
schen Kraftiibertragung beruhen. Beim Bourdon-Barometer (sh. Abb. 2.11) als Beispiel be-
wirkt der Fluiddruck eine Deformation einer Membran, die auf einer Mef3dose aufgespannt
ist. Diese Deformation wird durch einen Auslenkungsmechanismus gemessen und ist propor-
tional zum Druck auf die Membran.

Dose mit Membran

>
- )\]\/\/\/\/\/\/\_T Ablesung

/

A

.

deformierte Membran

-

Abb. 2.11: Bourdon-Barometer

2.3 Hydrostatische Krifte auf ebene Flichen

Abb. 2.12 zeigt die willkiirliche Flache A, die in einer x-y-Ebene liegt. Sie ist unter einem
Winkel o zur Wasseroberfliche geneigt. Die Fliche A ist sowohl in der Seitenansicht (als
eine Linie), als auch um die y-Achse geklappt, in der Draufsicht sichtbar.

Es gilt, sowohl die GroBe der resultierenden Kraft F als auch die Lage ihres Wirkungspunktes
D zu ermitteln. Die lineare Druckverteilung p = yt, die auf die Fldche wirkt, ist in Abb. 2.12
eingezeichnet.

T

z

Abb. 2.12:  Druckverteilung und resultierende Kraft F auf eine geneigte Fliache
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1. GroBe der Kraft F:

Die differenticlle Kraft dF, die auf ein Flachenclement dA in der Tiefe t wirkt, ist
dF=pdA=vytdA=vyysinadA
Durch Integration ergibt sich

F=[pdA=ysina|ydA (2.12)
A A

Da fy dA =y A das 1. Flichenmoment um die x-Achse ist, wobei ys die y-Koordinate des
F léc/;lenschwerpunktes S darstellt, kann GI. (2.12) umgeformt werden

F=vys sina A=ps A (2.13)
ps ist demnach der Druck im Niveau des Flachenschwerpunktes.

2. Koordinaten des Wirkungspunktes D:

Die Kraft F wirkt normal auf die Fliche A. Der Wirkungspunkt kann {iber die Momen-
tengleichungen berechnet werden. Die Summe der Einzelmomente um die x-Achse ist gleich
der Gesamtkraft F mal dem Hebelarm yp

IdeZYDF

A

so daf

y,F=ysina [y’ dA
A

wobei Iyz dA das 2. Flaichenmoment um die x-Achse ist. Analog verhilt es sich mit der
A

Koordinate des Angriffspunktes in der x-Richtung

[xdF=x,F
A

x,F=1vsino [xydA
A

Insgesamt ergeben sich die Koordinaten des Kraftwirkungspunktes D als

x, = 4% ryda (2.14)
F A
sin o

yp =T [y dA (2.15)
F A
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2.4 Hydrostatische Krafte auf gekriimmte Flichen

Der Druck auf ein Flichenelement greift immer normal zu diesem an. Durch die Kriimmung
einer Flache dndert sich die Richtung der Druckkraft (Abb. 2.13).

=

dA

Abb. 2.13:  Druckverteilung auf gekriimmte Flichen

Um die Gesamtkraft F auf eine gekriimmte Fliche, d.h. deren GroBe, Richtung und Wir-
kungspunkt zu ermitteln, ist es niitzlich, die Kraftkomponenten in den jeweiligen Koordina-
tenrichtungen separat zu betrachten, wie in Abb. 2.14 angedeutet.

- dAH

- v : gekriimmte Flache A mit Lange /

dAy

[ o Vertikalprojektion
A Element dA

ZT Y Lange ds der Flache Ay

@

Abb. 2.14:  Differentielle Krifte auf gekriimmtes zweidimensionales Flichenelement dA
(nach oben geneigt)

Die zweidimensional gekriimmte Fldche liegt in der Seitenansicht zwischen den Punkten ©
und @. Das lokale Flichenelement dA hat eine Ausdehnung ds und eine Breite b (in der y-
Richtung), demnach dA = bds, und liegt in der Tiefe t relativ zur Wasseroberfldche. Das Ele-
ment ist mit dem Winkel o relativ zur Horizontalen geneigt. Der Winkel o ist auch als der
Winkel zwischen der lokalen Normalkraft dF und der nach oben gerichteten z-Achse defi-
niert. Die differentielle Kraft dF ist also

dF=ytdA=ytbds

Diese Kraft, eine Vektorgrofle, kann in ihren zwei Komponenten betrachtet werden:
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1. Horizontalkraft:

dFy=vytbdssina=ytbdz=7ytdAy

wobei dAvy die Flache der Projektion des Flichenelementes auf die Vertikalebene ist. Durch
Integration ergibt sich

F, = [ ytdAy (2.16)

Ay

Das bedeutet, da3 die Horizontalkraft Fy auf eine gekriimmte Fliache gleich der Druckkraft auf
die Vertikalprojektion der Fliache ist. Der Angriffspunkt dieser horizontalen Kraft liegt dem-
nach auch im Druckmittelpunkt der projizierten Fléache.

2. Vertikalkraft:
dF,= —ytbdscosa=—ytbdx =—-ytdAy

wobei dAy die Fliche der Projektion des Flidchenelementes auf die Horizontalebene (z.B. die
Wasseroberfldche) ist. Da fiir den Fall von Abb. 2.14 (a0 < 90°, cos o > 0) die z-Richtung
gegen die Richtung von dF, lduft, ergibt sich fiir dF, hier ein negatives Vorzeichen. Integrati-
on ergibt

E, =—yJtdA, =-y]d¥=—y ¥ 2.17)
Ay ¥V

wobei d¥ das liber dem Flachenelement liegende Volumenelement und ¥ das gesamte liber
der Flache liegende Volumen ist. Gl. (2.17) besagt, die vertikale Druckkraftkomponente auf
eine gekriimmte Fliche entspricht dem gesamten Fluidgewicht oberhalb der gekriimmten FI&-
che. Die Kraft ist nach unten gerichtet und der Angriffspunkt liegt im Schwerpunkt des Vo-
lumens V.

Das Vorzeichen von Gl. (2.16) dndert sich je nach der Orientierung des Fldchenelementes dA,
gegeben durch den Winkel o. Abb. 2.15a zeigt eine im wesentlichen nach unten gerichtete
Flache mit o> 90° (cos o < 0), so daf} die dF,-Komponente positiv ist. Hier ergibt sich also

F,=+vy¥ (2.18)
d.h. die vertikale Druckkraftkomponente ist hier nach oben gerichtet.

Zusammengesetzte Flachen, die teilweise nach oben und teilweise nach unten geneigt sind
(Abb. 2.15b), werden am einfachsten in Abschnitte zerlegt. Die Vertikaldruckkomponente im
oberen Teil (von @ bis @) entspricht —y¥ o und im unteren Teil (von @ bis ®) +y (V¥ A+ V ).
Die gesamte vertikale Druckkraftkomponente ist demnach F, = + y¥ 5, und wirkt im Schwer-
punkt S des Volumens ¥ 5. Die gesamte horizontale Druckkraftkomponente entspricht natiir-
lich der Kraft auf die Vertikalprojektion der Gesamtflachen, also von @ bis ®, entsprechend
Gl. (2.16).
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Dreidimensional gekriimmte Flichen konnen als Verallgemeinerung der hier aufgezeigten
Methodik behandelt werden. Dabei ergeben sich natiirlich zwei horizontale Kraftkomponen-
ten Fy und F,.

Krifte auf ebene Flachen (sh. Abschnitt 2.3), die ja einen Spezialfall von gekriimmten Fla-
chen darstellen, konnen ebenfalls in ihren jeweiligen Komponenten berechnet werden.

a) Nach unten geneigte Flache b) Zusammengesetzte Flache

Abb. 2.15: Willkiirliche Anordnung von gekriimmten Flidchen im hydrostatischen Druck-
feld

Beispiel 1: Radialwehr

Fin Radialwehr mit Breite B halt Wasser mit einer Hohe h tiber einer Dammkrone zuriick
(Abb. 2.16). Das Wehr ist so angeordnet, dal oo > 90°. Welche Kraft wirkt auf die Lagerung?

Horizontalkomponente Fy:

Fo= %yB h? (2.19)

2
Fy greift im Druckmittelpunkt der Vertikalprojektion an. Aus Gl. (2.15), t, = Eh .

Vertikalkomponente F:
F z = + Y ¥V R

wobei ¥ r das in Abb. 2.16 eingezeichnete (gepunktete) Volumen ist. Diese Komponente
wirkt nach oben, da fiir die nach unten geneigte Wehrplatte cosa < Oist. F, wirkt im Schwer-

punkt S des Volumens ¥ g.

Aus der Vektoraddition (Abb. 2.16) ergibt sich die resultierende Gesamtkraft F

F=.F*+F’
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Lagerung

Abb. 2.16: Radialwehr mit Druckverteilung und Kraftkomponenten

und der Angriffswinkel 3

F
= arctan —%
b F

X

Fiir ein Radialwehr mit idealer Kreisgeometrie lduft die Resultierende durch den Lagerpunkt.

Beispiel 2: Kreisrunder Behilter

Ein kreisrunder Behilter ist mit einer Fliissigkeit gefiillt (sh. Abb. 2.17). Wie groB ist die
Zugkraft T in der Behélterwand?

tT | =

A-A Freigeschnittener Korper

A 2

‘F 2r 4‘

Abb. 2.17: Kreisrunder Behilter

Die Horizontalkraft, die pro Tiefeneinheit auf die Innenfliache des freigeschnittenen Korpers
wirkt, ist

F =|pdA,=p[ dA, =p2r
A A
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Das Kriftegleichgewicht in der x-Richtung
2T=F

ergibt die Zugkraft in der Behélterwand pro Tiefeneinheit
T=pr

T nimmt linear mit der Tiefe t zu, dem linearen Druckanstieg entsprechend.

2.5 Auftrieb eingetauchter Korper

2.5.1 Auftriebskrifte

Die vertikale Druckkraft, die auf in Fluide eingetauchte Korper wirkt, wird als Auftriebskraft
Fg (engl. ,,buoyant force*) bezeichnet.

1. Schwimmender Korper:

Abb. 2.18: Schwimmender Korper

Die gesamte horizontale Druckkomponente an der eingetauchten Korperflache ist Null, denn
die Druckkrifte bis zum tiefsten Eintauchpunkt in horizontaler Richtung wirken mit gleichem
Betrag in entgegengesetzte Richtungen.

Die Druckkomponente in z-Richtung, gleich der Auftriebskraft, ergibt sich aus Gl. (2.18), da
cos o0 <0,

F,=Fp=y¥ (2.19)

Die Auftriebskraft greift im Schwerpunkt des verdrangten Wasservolumens (C.B., engl. ,,cen-
ter of buoyancy*) an und wirkt nach oben.

Ein Korper schwimmt, wenn zwischen der Auftriebskraft und dem Gewicht G des Korpers
Gleichgewicht herrscht

FB:G

Das Gewicht wirkt im Massenschwerpunkt Sk des Korpers. Soll ein Korper schwimmen, muf3
daher sein durchschnittliches spezifisches Gewicht kleiner als das der Fliissigkeit sein.
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2. Voll eingetauchter Korper:

Abb. 2.19:  Voll eingetauchter Korper

Auch hier ist die resultierende Horizontalkomponente gleich Null. Die Auftriebskraft ist
durch separate Integration tliber das obere (A) und untere (A;) Flichenelement

FB:’Y¥Z

also gleich dem Gewicht des vom Korper verdringten Wasservolumens. Die Auftriebskraft
ist unabhéngig von der Wassertiefe. Der Auflendruck aber, der auf den Korper wirkt, nimmt
mit zunehmender Tiefe zu!

2.5.2 Schwimmstabilitiit

Befindet sich der schwimmende Kdorper in der Gleichgewichtslage, sind die Wirkungslinien
des Gewichts und der Auftriebskraft dieselben (sh. Abb. 2.20).

Abb. 2.20:  Gleichgewichtslage

Um eine Aussage iliber die Schwimmstabilitdt machen zu koénnen, mufl der Korper in ausge-
lenkter Lage betrachtet werden. Durch die Auslenkung verschiebt sich der Verdrangungs-
schwerpunkt C.B., wihrend der Massenschwerpunkt Sk gleich bleibt. Je nach Formgebung
und interner Gewichtsverteilung des Korpers (z.B. Bauart des Schiffes) gibt es hier zwei
Moglichkeiten (Abb. 2.21).
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Bei einem breiten Korper und wenn der Korperschwerpunkt Sk tief liegt (z.B. Ballast im
Schiffsrumpf), ergibt sich ein aufrichtendes (wiederherstellendes) Moment, also ein stabiler
Schwimmzustand (Abb. 2.21a). Bei einem schmalen Korper und hochliegendem Sk ergibt

sich ein vergroBBerndes Moment, und der Kdorper kippt um, also ein instabiler Schwimm-
zustand (Abb. 2.21b).

a) Stabiles Schwimmen b) Instabiles Schwimmen

Abb. 2.21:  Verhalten schwimmender Korper nach Auslenkung aus dem Gleichgewichts-
zustand
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3 Kinematik

Die Kinematik einer Stroémung betrifft deren Beschreibung in Raum und Zeit. Im Gegensatz
zur Dynamik werden dabei keine Kréfte berticksichtigt.

3.1 Geschwindigkeitsfeld

Es gibt zwei Konventionen zur Beschreibung der Geschwindigkeitsverhédltnisse in einem
stromenden Fluid:

1. Lagrangesche Geschwindigkeit:

Durch den Positionsvektor T wird die momentane Lage eines Partikels (Massenpunkt) in ei-
nem Fluid beschrieben (Abb. 3.1)

f(t)z(x,y,z)=x1+y3+zlz (3.1)

Die kartesischen Koordinaten X, y, z kennzeichnen den Ort relativ zum Ursprung O, i, jund

k sind Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenachsen und t ist der betrachtete Zeit-
punkt.

Partikel

L A
Yo i
0 X

Abb. 3.1: Lagrangesche Geschwindigkeitsbeschreibung

Die Geschwindigkeit V(t) des Teilchens ist durch die Anderung der Lage pro Zeit, also der
Anderung des Positionsvektors, gegeben

V(t)—d—X +d—yﬁ' dzg (3.2
Tt ded ] dt 2)
V(t)zuf+vj+wlzz(u,v,w) (3.3)

u(t), v(t) und w(t) sind also die Geschwindigkeitskomponenten des Teilchens in den drei Ko-
ordinatenrichtungen. Ist der Geschwindigkeitsverlauf eines Partikels als Funktion der Zeit
bekannt, kann der zurlickgelegte Weg beschrieben werden. Das Lagrangesche Geschwindig-
keitsfeld gibt die Bewegung aller Partikel auf ihrem Weg im Raum an.
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2. Eulersche Geschwindigkeit:
Bei der Eulerschen Geschwindigkeitsbeschreibung wird die Geschwindigkeit des strémenden
Fluides an einem festen Punkt P(x,y,z) im Raum erfa3t (Abb. 3.2).

Abb. 3.2: Eulersche Geschwindigkeitsbeschreibung

In einem gewissen Zeitraum werden sich verschiedene Fluidpartikel durch den betrachteten
Punkt bewegen, so daf} sich die folgenden Geschwindigkeitskomponenten ergeben

u=u(x,y,zt)
v =V(X,Y,z,t) 34

w = w(X,Yy,z,t)

Die Geschwindigkeit wird mit Hilfe des Vektors A , der sich auf den Punkt im Raum bezieht,
beschrieben

{/(x,y,z,t):u;+vj+wlz (3.5)

V(x,y,z1t) = (u,v,w)

Ist der Geschwindigkeitsvektor V fiir alle Punkte im gesamten Raum x, y, z bekannt, so ist
das Eulersche Geschwindigkeitsfeld bestimmt.

Wenn auch die Definitionen nach Gl. (3.3) und (3.5) dhnlich aussehen, so ist doch der funda-
mentale Unterschied in diesen Konventionen im Auge zu behalten. Mit GI. (3.3) folgt man
der Geschwindigkeitshistorie eines bestimmten Partikels, wihrend Gl. (3.5) die Geschwin-
digkeitshistorie an einem bestimmten Punkt, der fortwdhrend von verschiedenen Partikeln
durchstromt wird, beschreibt. In der Fluidmechanik hat i.a. die Eulersche Geschwindigkeits-
beschreibung viele praktische Vorteile. Im folgenden wird diese auch verwendet; Abwei-
chungen davon werden ausdriicklich betont.

3.1.1 Stromungsbilder

Die Geschwindigkeitsverteilung in einem Fluid, also das Geschwindigkeitsfeld, 16t sich mit
Hilfe von Stromlinien, Bahnlinien und Streichlinien graphisch darstellen.

Die Stromlinie ist eine kontinuierliche Linie im Fluid, die in einem bestimmten Zeitpunkt t an
jeder Stelle vom Geschwindigkeitsvektor V tangiert wird. Zu einem anderen Zeitpunkt t + dt

kann sich diese Stromlinie dndern. Mehrere benachbarte Stromlinien ergeben ein Strémungs-
bild (sh. Abb. 3.3).
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S Stromlinie

benachbarte Stromlinien

Abb. 3.3: Stromungsbild mit Hilfe von Stromlinien zur Zeit t

Die Eulersche Geschwindigkeit 146t sich auch auf Stromlinien anwenden
V=V(s,t)

wobei s die Distanz entlang einer Stromlinie ist, d.h. die lokale Koordinate s kann alternativ
zu den kartesischen Koordinaten in GI. (3.5) verwendet werden (sog. "natiirliches Koordina-
tensystem").

Beispiel: AusfluB3 aus einem Gefiall (zweidimensional)

Das in Abb. 3.4 skizzierte Stromlinienbild beim AusflieBen einer Fliissigkeit aus einem Gefaf3
kann z.B. durch eine Momentaufnahme von mitbewegten Schwebeteilchen sichtbar gemacht
werden. Die GefdBirdnder in Abb. 3.4 stellen eine Stromlinie dar, da senkrecht zum Rand kei-
ne Bewegung stattfindet.'! In den Ecken dndern die Stromlinien ihre Richtung iibergangslos.

Wasserspiegel

zur Zeit t
¥ !
gi Scharfe Kante
KV\/H—V\ }Freistrahl
S
V=0 S
Abb. 3.4: Stromungsbild beim AusflieBen einer Fliissigkeit aus einem Gefal3

! Priizise sind fiir ein reales Fluid die Berandungsstromlinien durch die Geschwindigkeit V = 0 (Haftbedingun-
gen) gekennzeichnet. Oft aber werden bei solchen AusfluBproblemen die diinnen Zonen (Grenzschichten) ent-
lang der Berandung, in denen die Schereffekte wesentlich sind, vernachldssigt. Solch eine ,,ideale” Fluidstro-
mung wurde in der Diskussion des obigen Beispiels angenommen (sh. auch Abschnitt 4.1.5).
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Die Geschwindigkeit in diesen Punkten muf3 Null sein. Diese Punkte werden Stagnations-
punkte (oder Staupunkte) genannt. Am AusfluB3 verlduft der Geschwindigkeitsvektor tangen-
tial zur Kante und geht dann in einen Freistrahl (engl. ,,jet”) iiber. Hier sind die Stromlinien
enger gebiindelt, d.h. die Geschwindigkeit ist grofer.

AuBer der Stromlinie gibt es zwei weitere Mdglichkeiten eine Stromung zu beschreiben:

Die Bahnlinie beschreibt den zuriickgelegten Weg eines Fluidteilchens als Funktion der Zeit.
Sie kann z.B. photographisch durch eine Zeitaufnahme eines mitschwimmenden Partikels in
einer Stromung dargestellt werden.

Die Streichlinie verbindet alle Fluidteilchen, die einen bestimmten Punkt durchlaufen haben.
Eine Streichlinie entsteht z.B., wenn an einem Punkt stetig Farbe bzw. Rauch der Strémung
zugegeben wird.

3.1.2 Gleichformige Stromung

Eine gleichformige Stromung ist definiert durch

Die Geschwindigkeit dndert sich entlang einer Stromlinie nicht, sie kann jedoch von Stromli-
nie zu Stromlinie variieren. Dies liegt zum Beispiel bei einer Parallelstromung wie in Abb.
3.5 vor.

Abb. 3.5: Gleichformige parallele Stromung: Beispiel einer Gerinnestromung mit freier
Oberfliache

3.1.3 Stationire Stromung

Bei einer stationdren Stromung ist das Geschwindigkeitsfeld zeitunabhéngig.
)
ot

In einer stationdren Stromung sind Stromlinien, Bahnlinien und Streichlinien identisch.
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3.1.4 Absolut- und Relativbewegung

Je nach dem Bezugspunkt (fixes oder bewegtes Koordinatensystem) konnen Strémungen un-
terschiedlich beschrieben werden. Dies wird im folgenden anhand der von einem bewegten
Boot verursachten Stromung in einem sonst ruhenden Gewaisser illustriert.

Der fixe (absolute) Beobachter in Abb. 3.6 betrachtet das Boot vom Ufer aus. Das Boot be-
wegt sich mit konstanter Geschwindigkeit \70 von rechts nach links. Die Abbildung zeigt ein

momentanes Stromlinienbild, das sich aber zeitlich verdndert. V ist demnach die Eulersche
Absolutgeschwindigkeit (sh. Abb. 3.6) als Funktion von Raum und Zeit.

Boot zur Zeit t
zur Zeit t + At

Abb. 3.6: Instationdres Stromlinienbild fiir Absolutbewegung: Beispiel eines Bootes in
einem Kanal

Ein mitfahrender Beobachter (also ein Koordinatensystem relativ zum Boot) nimmt nun ein
relatives Eulersches Geschwindigkeitsfeld V, wahr, das sich aus der Uberlagerung der indu-

zierten Strdmung V und der Geschwindigkeit des Beobachters (d.h. des bewegten Koordina-
tensystems) ergibt.

Ve =V+V,

So wie in Abb. 3.7 dargestellt, ergibt dies ein veridndertes Stromlinienbild, das jetzt (fiir \70 =
konstant) zeitlich unabhéngig, also stationér, ist.

] > FUr Punkt e:

Abb. 3.7: Stationédres Stromlinienbild fiir Relativbewegung: Beispiel eines Bootes in
einem Kanal
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3.2 Interner Stromungszustand: laminare und turbulente Stromungen

Je nach dem internen FlieBzustand gibt es laminare Stromungen oder turbulente Strdmungen.
Zur Diskussion des Phédnomens betrachten wir den Fall einer Rohrstromung, die in einem
groflen Behélter mit ruhendem Fluid beginnt und durch ein Ventil beim Ausflufl kontrolliert
wird (Abb. 3.8).

GroRer Behditer
Fluid v
Rohreinlauf Durchmesser Ventil
D _
\\
— —
e
\Y
mittlere
Geschwindigkeit
T DuUsennadel

zur Farbzugabe
Abb. 3.8: Versuchsanordnung zur Rohrstrémung nach O. Reynolds (1883)

Sobald die Ventiloffnung eingestellt ist, stromt Fluid aus dem Behélter mit konstantem
Durchflufl durch die Rohrleitung. Systematische Untersuchungen, beginnend mit O. Rey-
nolds (1883), haben gezeigt, dal der interne Stromungszustand im wesentlichen von drei Pa-
rametern bestimmt ist: der mittleren Geschwindigkeit V, dem Rohrdurchmesser D, und der
kinematischen Zihigkeit des Fluides v. Dariiber hinaus hat sich gezeigt, dall das Zusammen-
wirken dieser Parameter durch eine dimensionslose Kennzahlz, die sich aus den Dimensionen
der drei Parameter V [m/s], D [m] und v [m?/s] ergibt, die sogenannte Reynoldszahl

_ VDb
v

Re (3.6)

bestimmt ist. Je nachdem, ob die Reynoldszahl einer Rohrstromung kleiner oder gréBer als
ein gewisser kritischer Wert Reysi; ist, so verhdlt sich die Stromung als laminar bzw. als turbu-
lent.

a) Laminare Stromung, Re < Reyi:

Bei einer Kombination von kleinen Geschwindigkeiten, kleinen Durchmessern bzw. gro-

Ber Zahigkeit, verlduft die Stromung als geordnet laminare Schichtstromung, wobei die

Schichten konzentrisch um die Rohrachse geordnet sind. Folgende Symptome kdnnen

beobachtet werden, wie in Abb. 3.9 gezeigt:

— Ein Farbfaden, der die Stromung visualisiert, zeigt die stabile geordnete Stromung.
Der Farbfadendurchmesser wéchst allein durch molekulare Diffusion.

— Fin an einem Querschnitt gemessenes Stromungsprofil zeigt eine zeitunabhingige Ge-
schwindigkeitsverteilung.

? Die dimensionsanalytische Ableitung solcher Kennzahlen wird in Kap. 6 im Detail erlautert.
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b)

Geschwindigkeitsmessungen an einem Punkt zeigen wiederum eine konstante Ge-
schwindigkeit.

Insgesamt ist der Impulsaustausch in einer laminaren Stromung durch den Newtonschen
Ansatz, GI. (1.5), bestimmt.

VA
i >
Farbfaden Geschwindigkeits- Geschwindigkeit t
stabil profil am Punkt X

Abb. 3.9:  Beobachtungen in einer laminaren Rohrstrémung

Turbulente Stromung, Re > Reyi:

Bei groflen Geschwindigkeiten und Durchmessern, bzw. bei wenig viskosen Fluiden,
stellt sich ein turbulenter Stromungszustand ein, der durch folgende Symptome charakte-
risiert ist:

Ein Farbfaden erfdhrt mehr oder weniger bald nach der Zugabe instabile Schwankun-
gen, die durch Wirbelbewegungen in der Stromung erzeugt werden. Die Farbe kann
sich aufgrund dieser groBrdumigen Wirbel schnell im ganzen Querschnitt durchmi-
schen.

Die Geschwindigkeitsprofile &ndern sich mit der Zeit. Nur durch Mittelung iiber viele
Beobachtungen kann eine durchschnittliche Geschwindigkeitsverteilung gefunden
werden.

Geschwindigkeitsmessungen an einem Punkt zeigen wiederum zeitliche Fluktuationen
in Abweichung vom zeitlichen Mittel.

V
mittleres Profil zeitliches Mittel

\

Farbfaden Momentane Farbfaden S _ t
instabil Geschwindigkeits- vermischt Geschwindigkeitsfluktuationen
verteilung sich am Punkt X

Abb. 3.10: Beobachtungen in einer turbulenten Rohrstrémung

Die turbulente Stromung ist also durch irreguldre Wirbelbewegungen typisiert, die in
erster Linie fiir den Impulsaustausch zwischen der wandnahen Zone und dem Rohrinne-
ren verantwortlich sind. Der Newtonsche Ansatz geniigt nicht mehr, um solche Stromun-
gen in ihrem mittleren Verhalten zu analysieren. Empirische Ansdtze miissen dazu ein-
gesetzt werden (Kap. 7 und 8).
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Das Verhalten eines zugegebenen Farbfadens beim Reynolds-Experiment (sh. Abb. 3.8) ist in
Abb. 3.11 fiir a) laminare Verhéltnisse, b) im Transitionsbereich und c¢) turbulente Verhalt-
nisse fotografisch dargestellt. Im letzten Fall ist die rapide Mischung des Farbfadens iiber
den Rohrquerschnitt klar ersichtlich.

a) Laminare Strémung

¢) Turbulente Strémung

Abb.3.11:  Verhalten eines Farbfadens (Streichlinie) beim Reynolds-Eperiment (sh. Van
Dyke, 1982)

Fiir Rohrstromungen gilt eine kritische Reynoldszahl
Reyic = 2000

aufgrund von vielen Versuchen mit unterschiedlichen Fluiden (z.B. Wasser, Ole, Luft, Gase)
und verschiedenen Kombinationen von Geschwindigkeiten und Durchmessern.

Fiir andere Stromungstypen (z.B. offenes Gerinne, Umstromungen von Korpern) gelten ande-
re Definitionen und andere kritische Werte flir die Reynoldszahlen. In allen Fillen aber ist
der interne Stromungszustand entweder laminar oder turbulent mit irregularen Wirbelbewe-
gungen, die dann auf die Grundstromung tiberlagert sind.
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3.3 Durchflullrate

Abb. 3.12a zeigt die Geschwindigkeitsverteilung in einem Rohrleitungsquerschnitt.

dAA Y] N v dA \% Y
o 0
A ) A .
- dA
a) Querschnittsfliche normal zur Ge- b) Geneigte Querschnittsfldche

schwindigkeitsrichtung

Abb. 3.12:  Durchflufl durch eine Rohrleitung

Der Volumenflu8 durch eine Elementarfliche dA, die normal zur Geschwindigkeitsrichtung
liegt, ist gegeben durch

3
V dA [E. mz} - [m—} 3.7)
Der VolumenfluB iiber den gesamten Querschnitt ergibt sich folglich zu
Q=] vda (3.8)
A

Die durchschnittliche (mittlere) Geschwindigkeit im Querschnitt ist dann

v
V== (3.9)

Liegt die durchflossene Fliche nicht normal zum Geschwindigkeitsvektor, so ist der Elemen-

tardurchflul durch das Vektorprodukt VedA gegeben. Der Flachenvektor dA ist dabei nor-
mal zur Flache gerichtet (Abb. 3.11b). Der Durchfluf3 ergibt sich aus dem Integral

Q=] V.dA = [ veosoda (3.10)
A A

3.4 Beschleunigung
3.4.1 Kartesisches Koordinatensystem

In der Lagrangeschen Betrachtung (sh. Abschnitt 3.1) gilt fiir die Beschleunigung eines Parti-
kels in x-Richtung
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_du

a =— 3.11
T (3.11)
Die Partikelgeschwindigkeit ist aber abhingig von Partikelposition und Zeit, somit gilt
du(x(t),y(t),z(t),t
o dulx(t). () 2(1).t (3.12)

i dt
Nach den Regeln der partiellen Differentiation

g udx odudy duds du (3.13)
ox dt dy dt oz dt ot

Mit — =u, —=v und %:w,ergibtsich

du du du du
Ut Vet W — + — 3.14
= uax Vay v dz ot ( :

und analog

ov ov ov ov

— —+— 3.15
T oy TV T (3-15)

az:uaw+vaw+waw+8_w (3.16)
0X dy dz ot

Hierbei stehen jeweils die ersten drei Terme auf der rechten Seite fiir den konvektiven Anteil
und der letzte Term fiir den lokalen Anteil der Beschleunigung. Gl. (3.14) bis (3.16) definie-

ren den Beschleunigungsvektor a = (a a,a )

X2 Ty? Tz

Die konvektive Beschleunigung ist der Anteil der Beschleunigung, der durch die Ortsénde-
rung entsteht, wihrend die lokale Beschleunigung durch die zeitliche Anderung der Ge-
schwindigkeit charakterisiert ist.

3.4.2 Natiirliches Koordinatensystem

Wird statt dem kartesischen Koordinatensystem ein natiirliches Koordinatensystem entlang
einer Bahnlinie verwendet (sh. Abschnitt 3.1.1), so sind die Geschwindigkeitskomponenten
entlang der Bahnlinie gegeben durch

V=(V,V,)
wobei V; die Geschwindigkeit entlang der momentanen Stromlinie und V, die Geschwindig-
keit normal zur Stromlinie ist. Im stationdren Fall ist dabei die Normalgeschwindigkeit iden-

tisch Null, V, = 0. Im instationdren Fall aber dndert sich die Form der Stromlinie als Funkti-
on der Zeit, so daf} auch V,, zeitlich variiert.
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momentane
Stromlinie

<i

s = Distanz (Koordinate ent-
lang der Stromlinie

n = Koordinate normal zur
Stromlinline

r = Radius der Schmiegebene

a, = Normalbeschleunigung

a; = Tangentialbeschleunigung

Abb. 3.13 Beschleunigung eines Fluidpartikels im natiirlichen Koordinatensystem

Da Vi (s(t),t) und V,, (s(t),t), gilt fiir die Tangentialbeschleunigung

IV, ds dV, AV, 3V,

= =V 3.17
T s da ot T s ot (3.172)
und fiir die Normalbeschleunigung
V2 9V
a, =——+—" (3.17b)
r ot

wobei der erste Term auf der rechten Seite die Zentripetalbeschleunigung entlang der ge-
kriimmten Stromlinie darstellt. Im stationédren Fall, d/dt = 0, ergeben sich

oV, 19V/
a =V, 5r=0—=1 (3.18a)
VZ
a, =— (3.18b)

3.5 Allgemeine Transportgleichung

Zur Beschreibung der Eigenschaften des stromenden Fluides als bewegtes Massensystem
wird der Begriff des Kontrollvolumens eingefiihrt. Das Kontrollvolumen (K.V.) ist ein rdum-
lich definierter Bereich (sh. Abb. 3.14), der durchstromt wird. Es wird durch die Kontroll-
oberfldche (K.O.) begrenzt.
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Abb. 3.14:  Kontrollvolumen und Kontrolloberfliche im Geschwindigkeitsfeld V

Zur Zeit t wird das Kontrollvolumen von einem Massensystem eingenommen, das verschie-
dene Systemeigenschaften beinhalten kann, so wie in Tabelle 3.1 aufgezeigt ist.

Extensive GroB3e Intensive Grof3e
Fhideigenseha b - lideigenscan
Masse M p
Impuls 1 pV
Energie E pe
Tracermasse M, c

Tabelle 3.1:  Beispiele extensiver und intensiver Grof3en

Bei praktischen Anwendungen wird das K.V. oft so gewéhlt daB3 es einer ,,Stromréhre* ent-
spricht (sh. Abb. 3.15). In dem Falle ist die K.O. durch zwei Typen von Berandungen be-
grenzt:

Berandungen, die nicht durchstromt werden, also den Stromlinien entsprechen. Meist
sind solche Rinder tatsdchliche physische Begrenzungen (z.B. die Rohrwiénde in Abb.
3.15), und

Berandungen, die normal durchstromt werden (z.B. die DurchfluB3flichen A; und A; in
den Querschnitten @ und @ in Abb. 3.15).
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Rohrwand

Abb. 3.15: Stromrohre als Kontrollvolumen im Falle einer Rohrstromung

Im folgenden wird das Verhalten des sich verformenden Massensystems bei Durchstromen
des K.V. (im vereinfachten Fall der Stromrohre, Abb. 3.16) betrachtet.

Abb. 3.16: Massensystem bei Durchstromung des Kontrollvolumens

Die Kontrolloberflichen ® und @ sind DurchfluBflichen, deren Flichenvektoren A, und A,
nach auBen gerichtet sind. V,und V, sind die mittleren Geschwindigkeitsvektoren. © ist de-
finiert als Winkel zwischen V und A .

Zur Zeit t enthdlt das Kontrollvolumen ein Massensystem mit der Grofle B (extensive Eigen-
schaft), das die Rdume I + II ausfiillt. Der Umrif3 des Massensystems ist mit der strichlierten
Linie, also identisch, der K.O. in Abb. 3.16 angegeben. Zur Zeit t+ At hat sich das Massen-
system verschoben. Das Massensystem befindet sich nun in den Rdumen II + III und sein
UmriB ist durch die strichpunktierte Linie angedeutet. Die zeitliche Anderung von B ist also

(dB) . (BH +BIII)t+At _(BI +BH)t
) Thm

3.1
dt At (3-19)

sys

und umgeformt
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at = lim + lim

(dB) Bua =Bu o Buoa =B (3.20)
At—0 At At—0 At

sys

Der erste Term auf der rechten Seite in GI. (3.20) bezieht sich nur auf das K.V. selbst, da fiir
At — 0 der Raum II mit dem K.V. identisch ist. Da die lokale Verteilung von B durch 3 ge-
geben ist, 1Bt sich dieser erste Term als das Integral iiber die lokale zeitliche Anderung
schreiben

Byon—
lim —2tar It J‘ %d%l (3.21)
At—0 At KV
Der zweite Term kann folgendermalen beschrieben werden: Biy, 1 ist der Anteil an B, der

Blll,H—At

das Kontrollvolumen wihrend At verlassen hat. Demnach ist die Ausflufirate von B

B
durch die Kontrolloberflaiche wahrend At. Analog ist ﬁ die ZufluBrate von B durch die

Kontrolloberflache wihrend At. Es ergibt sich also fiir den zweiten Term

Bm,wm _Bl,t = =
Atir(l)T—g;BV.A (3.22)

Gl. (3.21) beschreibt also die Summierung aus dem skalaren Produkt der lokalen Transportra-
te 5\7 und den Flichen A . Demnach ergibt sich fiir Gl. (3.19) die Transportgleichung fiir
das K.V. als Stromr6hre

dB) _ 9B 7 i
(dt)sys = K.jv' S v X VA (3.23a)

Die allgemeine Transportgleichung bezogen auf ein beliebig geformtes K.V. lautet (ohne de-
taillierte Ableitung)

@By _ o i
(dtjsys = Kf[v, o d¥+K.jO.BV-dA (3.23b)

Die allgemeine Transportgleichung der Stromungsmechanik zeigt also, dall die Zustandsénde-
rungen in einem bewegten und sich verformenden Massensystem in zwei Anteilen betrachtet
werden kann:

1. die zeitliche Anderung der Fluideigenschaft in einem rdumlich definierten K.V. und
2. der Nettotransport der Fluideigenschaft infolge von Fliissen durch die K.O..

Die Niitzlichkeit dieser Vorgangsweise wird in den folgenden Anwendungen auf die grundle-

genden physikalischen Prinzipien (z.B. Massenerhaltung, Impulserhaltung, Energieerhaltung)
klar werden.
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Wie eingangs betont, ist das K.V. ein im Raume definierter Bereich. Das bedeutet aber nicht,
daf} das K.V. immer ein starr unverdnderlicher Bereich ist. Das K.V. kann sich auch bewegen
oder seinen Inhalt dndern, wie folgende Anwendungen zeigen werden.

Des weiteren konnen K.V. finit oder infinitesimal klein sein. Im ersten Fall ergeben sich Bi-
lanzgleichungen, die fiir ingenieurméfige Betrachtungen besonders wichtig sind. Im zweiten
Falle aber ergeben sich Differentialgleichungen, die es erlauben, detaillierte Stromungsabléau-
fe zu beschreiben.

Bei stationiren Problemen, d/0t = 0, fillt die zeitliche Anderung in Gl. (3.23) weg und die
Transportgleichung vereinfacht sich im Falle der Stromréhre als K.V. zu

(d—B) =Y BV.A (3.24a)

a), ~ &

und beim allgemeinen K.V. zu
)
dt/

3.6 Massenerhaltung: Kontinuititsgleichung

= [BV.dA (3.24b)

yS

Die extensive Systemeigenschaft ist gegeben durch die Fluidmasse, also B = M, und deren
intensive Grofe, die Fluiddichte, also 3 = p. Das Prinzip der Massenerhaltung lautet

(il—l\fj = 0 (3.25)

3.6.1 Finite Kontrollvolumen
Die Anwendung der Transportgleichung (3.23a) auf Gl. (3.25) fiihrt zu

0 Lo
[ Lavispvei=o (3.26)
KV ot K.O.

d.h. die zeitliche Anderung der Masse im Kontrollvolumen entspricht dem Nettomassen-
durchflu3 durch die Kontrolloberfldche.

Einige mogliche Vereinfachungen werden im Folgenden betrachtet.

a) Inkompressibles Fluid, variable Masse im teilgefiillten Kontrollvolumen:

Mit p = const. und p dV = dm, folgt aus Gl. (3.26)

[ Lam+ 3pvei-o (3.27)
ot K.O.

KV.
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Die gesamte Masse im K.V. sei My, = J.dm. Somit

K.V.

My, |

o K%pV.Azo (3.28)

und mit M, =p V¥ , wobeil ¥, das Fluidvolumen im K.V. ist, ergibt sich nach Kiirzung
durch p

__SV.A (3.29)

d.h. die Volumeninderung des Fluides im K.V. wird durch den Nettodurchflul bilanziert.
Gl. (3.29) hat wichtige Anwendungen bei instationiren Speicherproblemen: die Anderung des
Volumens in einem Speicher (z.B. See oder Reservoir) ist durch die Differenz zwischen Zu-
und Abfliissen gegeben.

b) Stationdre Strdmung eines kompressiblen Fluides:

Mit d/dt =0 resultiert aus Gl. (3.26)
SpVeA=0 (3.30)
K.O.

d.h. der Nettomassenfluf3 durch die K.O. ist gleich Null.

Fiir den Fall einer Stromrohre (z.B. Abb. 3.14) mit zwei DurchfluB3flachen ergibt das skalare
Produkt

P, ViA +p, V, A, =0 (3.31)
d.h. die zuflieBende Masse p;ViA; ist gleich der ausflieBenden Masse p,V,A,.

¢) Strémung eines inkompressiblen Fluides in vollgefiillter Stromrdhre:

Da p; = p>= p = const. fithrt die Massenerhaltungsgleichung (3.31) nach Division durch p zur
sogenannten Kontinuititsgleichung, einer Volumenerhaltungsgleichung

V,A, =V, A, (3.32a)

d.h. das zustromende Volumen ist gleich dem abstromenden. Gl. (3.32a) kann auch aus GI.
(3.29) abgeleitet werden, da in einer vollgefiillten Stromrohre das Fluidvolumen konstant ist,
0V, /9t =0. Mitder Definition der Durchflusses Q (Abschnitt 3.3) ergibt sich alternativ

Qi =Q (3.32b)
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3.6.2 FElementares (infinitesimal kleines) Kontrollvolumen

Abb. 3.17 zeigt ein elementares K.V. (Quader mit Kantenldnge Ax, Ay und Az), dessen Eck-
punkt x, y, z im kartesischen Koordinatensystem liegt. Auch hier gilt fiir das Massenerhal-
tungsprinzip Gl. (3.26), also

0 ..
J —pdV+ Zp VeA=0
Kv. dt K.O.

(pw+ %ZW)AZ AxAy

Z, pulAyAz
| K.O.
VAXAZ——Fps : — > V+MA AxAz
puacse—f 1w oo )
Vv § A )

(pu) |
o(pu) WAXA

(pu+ > Ax)AyAz p y

Y
X
Abb. 3.17: Massenfliisse durch die Oberflachen eines elementaren Kontrollvolumens

Zur Auswertung der Massenfliisse durch die 6 Oberflichen des quadrischen K.V. wird zuerst
die x-Richtung betrachtet: pu ist der Massenflu pro Flacheneinheit in der positiven x-
Richtung. Der Nettomassenflufl in der x-Richtung (vordere bzw. hintere K.O. Fldche) ist
demnach

(puﬁ(pu)

X

d(pu)

X

AX) Ay Az — (pu) Ay Az = Ax Ay Az

und analoge Ausdriicke gelten fiir die y- bzw. z-Richtung.

Insgesamt ergibt sich, nach Division durch das Volumen AxAyAz, die differentielle Massen-
erhaltungsgleichung

I  dpw dpv) dpw)

3.33
ot 0x ady 0z (3-33)

Gl. (3.33) kann mit der Kettenregel umgeformt werden zu

dp  dp _Odp _ 9p (au av an
SRS S G SN =0
at+uax+vay+waz+p 8x+8y+az
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wobei mit der Definition der Lagrangeschen Anderung dp/dt (vgl. Abschnitt 3.4)

—+—+ =0
pax dy 0dz

dt

dp+ (au ov awj

Fiir ein inkompressibles Fluid ist die Dichte der Stromung folgend konstant, dp/dt = 0 (La-
grangesche Betrachtung). Daraus resultiert die Kontinuitédtsgleichung (nach Division durch p)

——+-—+==0 (3.34)

Diese Gleichung driickt in differentieller Form ein wichtiges Prinzip der Volumenerhaltung in
einem stromenden inkompressiblen Fluid aus: Anderungen der Geschwindigkeit in einer
Richtung (z.B. gegeben durch den Gradienten du/dx ) bedingen immer auch Anderungen in

den anderen Richtungen (z.B. dv/dy und/oder ow/0z).

3.7 Rotation der Fluidelemente

Ein elementares Fluidteilchen in einem stromenden Fluid wird betrachtet. Zur Zeit t hat es
die Form eines Quaders mit Seitenldngen Ox, Oy und 8z gemessen entlang der drei
Koordinatenachsen. Durch die Stromung erféhrt das Teilchen im allgemeinen drei Arten von
raumlichen Anderungen:

a) Translation: Das Fluidelement verdndert seine Lage durch die Fluidstromung. In der
weiteren Betrachtung wird dieser Effekt dadurch eliminiert, daB3 ein bewegtes Koordina-
tensystem mit dem Teilchen mitfdhrt.

b) Rotation: Das Fluidelement dreht sich um die Achsen des mitfahrenden Koordinatensys-
tems.

¢) Winkeldeformation: Das Fluidelement verformt sich.

Abb. 3.18 zeigt die Anderung eines zweidimensionalen Fluidelements unter Einwirkung von
Rotation und Winkeldeformation, die durch die Geschwindigkeitsunterschiede in x- bzw. y-
Richtung erzeugt werden.

-7
a7 [+t
/
By [ t
/
/-0, | SuAt
0 o " u
Abb. 3.18:  Zeitliche Anderung eines zweidimensionalen Fluidelementes unter Einwirkung

von Rotation und Winkeldeformation

51



Der am Teilcheneck 0 mitfahrende Beobachter sieht folgende Geschwindigkeitsunterschiede:

Ov = v— Geschwindigkeitsdifferenz iiber dx Seitenldnge = X 8x

ox

d
du = u— Geschwindigkeitsdifferenz iiber dy Seitenldnge = a_u dy
y

Uber das Zeitintervall At verursachen diese Geschwindigkeitsdifferenzen die Winkeldnderun-
gen

o, = 6;At fir das Seitenelement 0x
X
A
y = &g t fiir das Seitenelement Jdy
y

wobei letzteres ein Minuszeichen hat, der Konvention von positiven Winkeldnderungen gegen
den Uhrzeigersinn entsprechend.

0
Die Winkeldeformationen pro Zeiteinheit ergeben sich dann als Y fir das Seitenelement
X

d : : : : :
ox und als _8_u fur dy. Die Nettorotationsrate des Fluidelementes um die z-Achse ergibt
y

sich aus dem algebraischen Mittelwert der beiden Winkeldeformationsraten und wird als die
Drehung ®, bezeichnet

1{dv Odu
— |t _Z= 3.35
- 2(8){ 8yj (3-352)

Analog hierzu ergeben sich im dreidimensionalen Raum die Drehungen um die anderen Ach-
sen durch zyklische Permutation

_l(a_w_a_vj (3355
=5 dy 0z -35b)

_i(a_u_a_wj 135
@ =300 " ax (3.35¢)

Der Drehvektor @ ist durch diese drei Komponenten definiert

©= (wx,wy,mz) (3.36)
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3.7.1 Rotationsbehaftete Stromungen

Eine Stromung ist rotationsbehaftet, wenn

@ #0 (3.37)

Da man die kombinierte Wirkung von Rotation und Winkelverformung auch Scherung nennt,
heiBBen rotationsbehaftete Stromungen auch Scherstromungen.

In einer zweidimensionalen Scherstrémung, z.B. gegeben durch V= (u, V,O), gibt es, da auch

Jdu v

3, =0 und — =0 , nur eine Komponente ®, des Rotationsvektors
z z
<5=(04L§X-§E) (3.38)
ox dy

Ein extremer Typus einer solchen Stromung ist der sogenannte Festkorperwirbel, wenn sich
z.B. nach entsprechend langer Anlaufzeit eine Fliissigkeit in einem Gefdll auf einem Drehtel-
ler mit konstanter Winkelgeschwindigkeit € als starrer Korper dreht (sh. Abschnitt 4.1.2).
Die Rotation der Fluidelemente, die sich auf konzentrischen Kreisbahnen mit Geschwindig-

1
keit Vs = Qr bewegen, ist dann , = EQ .

In einer parallelen gleichformigen Scherstromung, z.B. V = (u, 0, O), vereinfacht dies mit

—=02zu

0x

6:(QQ—§g] (3.39)

Gl. (3.39) beschreibt z.B. die Rotationsverhéltnisse in einer einfacher Gerinnestrémung (sh.
Abb. 3.5), wobei y die Koordinate normal zur Sohle ist.

Alle Stromungen von realen Fluiden sind im allgemeinen durch Scherungen, die wiederum
ihren Ursprung in der Viskositit des Fluides haben, gekennzeichnet und demnach rotations-
behaftet.

3.7.2 Rotationsfreie Stromungen

Eine Stromung ist rotationsfrei, wenn
®=0 (3.40)

im gesamten Stromungsfeld. Fiir diesen Zustand gilt nach GI. (3.35)
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ow _ 9dv Ju_ oJw Jv _du

T LN A L (3.41)
dy dz dz 0x dx dy
Dies ist erfiillt, wenn die Geschwindigkeitskomponenten
__9¢ __9¢ __ 99 (3.42)

ox’ dy’ 0z
also Gradienten einer skalaren Funktion ¢ (X, y, z, t) sind. ¢ nennt man das Geschwindig-
keitspotential und das Minuszeichen bedeutet, daf3 die Stromung von héherem zu niederem
Potential gerichtet ist. Rotationsfreie Stromungen heiflen demnach auch Potentialstromungen.

Ein klassisches Beispiel einer rotationsfreien Potentialstromung ist der freie Wirbel (sh. Ab-
schnitt 4.1.5). Hier bewegen sich die Fluidpartikel auf konzentrischen Kreisbahnen, wobei
aber die Fluidgeschwindigkeit V invers mit der Distanz r vom Wirbelzentrum abnimmt, Vs =
Crr.

Wenn auch, wie im vorigen Abschnitt festgestellt wurde, Stromungen von realen Fluiden nie
rotationsfrei sind, so ist doch in manchen Féllen der Einflu3 der Scherung im Anfangsstadium
einer Stromung unwesentlich oder auf diinne Schichten beschridnkt. Die Annahme von rota-
tionsfreien Strdmungen, analog zur Annahme eines idealen Fluides, das sich reibungsfrei ver-
hilt, bringt dann wesentliche Vereinfachungen in der Analyse von Strémungsproblemen, wie
in den nichsten Kapiteln gezeigt wird.
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4 Impulsgleichung

Das 2. Newtonsche Gesetz in der Mechanik lautet

—

d

q SF 2. Newtonsches Gesetz 4.1)

I ist der lineare Impuls (reprasentativ fiir das Produkt aus Masse mal Geschwindigkeit) des
Massensystems und Y F ist die Summe der Krifte, die auf das Massensystem einwirken

SF=YE,+XF 4.2)

wobei ZFB alle Massenkrifte (z.B. Schwerkraft) bzw. ZFS alle Oberflichenkrifte (z.B.
Druckkraft, Reibungskraft) darstellt.

Bei der Anwendung der Allgemeinen Transportgleichung (siehe Abschnitt 3.5, Gl. 3.23) wird
die extensive SystemgroBe B auf den linearen Impuls angewandt, B =1 . Die intensive Gro-

Be B entspricht dann dem Impuls pro Volumeneinheit, B=pV . Sowohl I als auch

pV = (pu, pV,pw) sind gerichtete Vektorgrofen.

Im Abschnitt 4.1 wird die Impulsgleichung fiir reibungsfreie Stromungen abgeleitet. Im Ab-
schnitt 4.2 folgt dann die Erweiterung auf den generellen Fall von reibungsbehafteten Stro-
mungen. Abschnitt 4.3 behandelt die Drehimpulsgleichung.

4.1 Reibungsfreie Stromungen

4.1.1 Euler-Gleichung

Ein elementares Kontrollvolumen mit Zylindergeometrie (Abb. 4.1 und Abschnitt 2.2), das
beliebig im Raum liegt, wird betrachtet.

AZ
|

/Z

' AG=YAV=YAAA!

— Bezugsniveau

Abb. 4.1: Zylindrisches K.V.
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Das K.V. hat ein Volumen AV = AA Al und M = pA¥ ist die Systemmasse. o ist der Win-
kel zwischen der Zylinderachse und der Horizontalen, sinat=Az/A¢. Der 2. Newtonsche

Satz in /-Richtung angewendet ergibt

dl
d_'[jz Ma’«’ ZZF( (43)

wobei a, die Beschleunigung in der /-Richtung ist. Nach Einsetzen der Krifte ergibt sich:

0
PAA Ala, :—yAAMsinoc—a—leAA

und nach Division durch das Volumen AAA/

s B
P =150
190 .
a, = _5@( p+Yy z) Eulersche Gleichung (4.4a)

Mit der Definition der piezometrischen Hohe, h = p/y+ z, Gl. (2.8), lautet die Eulersche Glei-
chung

1 0 (y h)
TR (4.4b)

a,=-

Befindet sich das Fluid in Ruhe, also a, = 0, so liegt ein hydrostatischer Zustand (vgl. Ab-
schnitt 2.2.2, Gl. ( 2.7)) vor

Yh=p+7yz=-const. (4.5)

4.1.2 Elementare Anwendungen: Fluid bewegt sich als Festkorper

Eine Fluidmasse bewegt sich als Festkorper, wenn keine internen Verformungen (Scherun-
gen) auftreten. In dem Fall existieren auch keine Reibungskréfte im Fluid.

a) Gleichférmige Beschleunigung:

Der Tank in Abb. 4.2 erfahrt eine konstante, lineare Beschleunigung ay in x-Richtung. Durch
die Beschleunigung verstellt sich die Wasserspiegellage um den Winkel o.

Die Euler-Gl. (4.4) wird beispielhaft fiir zwei Richtungen, entlang des geneigten Wasserspie-
gels bzw. des Tankbodens, angewendet:
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gl = p=0 Ruhelage (ax=0)
~ - = o
[~ ™ T - - \ 6
- ~__ 1
>~ —~ — > [,
Abb. 4.2: Geneigter Wasserspiegel in einem Tank mit konstanter Querbeschleunigung

Am Wasserspiegel (/= /,): Hier herrscht atmosphérischer Druck, p = 0, also gilt fiir Gl.
(4.4a)

0z
LY,

=pa, =pa, coso

9z __ - _sinat (4.6)

Der Winkel des Wasserspiegels o ist gegeben durch

o= arctgi 4.7)
g

Auch sind Linien gleichen Druckes (Isobaren) parallel zur Wasseroberfldche (strichlierte Li-
nien in Abb. 4.2).

Am Tankboden (¢ = 7, =x): Mit z=0 gibt die Euler-Gleichung

dp
-5 =Pa, (4.8)

und nach Integration
p—p, =-pa,x (4.9)

Der Druck nimmt linear in x-Richtung ab. p, ist hier der maximale Druck im Ursprung des
Koordinatensystems (Abb. 4.2).

b) Festkorperwirbel mit Zentrifugalbeschleunigung:

Wird eine Fliissigkeit in einem Tank in Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit 2 um
die Achse z gesetzt, so stellt sich nach geniigend langer Zeit ein Festkorperwirbel (engl.
"forced vortex") ein (siche Abb. 4.3).
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Ruhelage (€2=0)

1

Abb. 4.3: Festkorperwirbel im rotierenden Tank

Zur Analyse der Druckverteilung in einer beliebigen Hohe z als Funktion der radialen Distanz
rwird /=r fiir Gl. (4.4a) gesetzt.

10

arz—gg(p+yz) (4.10)

Die Grofe der Beschleunigung a; ist aber durch die stationire Bewegung entlang der kreis-
formigen Stromlinie s (Abb. 4.4) gegeben. Die Normalbeschleunigung a, fiir die gekriimmte
Stromlinie ist

a =—a 4.11)

n T

Abb. 4.4: Stationdre Bewegung entlang konzentrischen Kreisbahnen. Beziehung zwi-
schen Geschwindigkeiten im kartesischen (x, y), zylindrischen (r, 0) und natiir-
lichen (s, n) Koordinatensystem.

Mit Hilfe von GI. (3.18b) und da V, = rQ2 im Festkorperwirbel, ergibt sich
d
a(p+yz) = per

Nach Integration und Division durch 7y erhélt man die gesuchte Druckverteilung

58



2 Q?
2g

—z+4C (4.12)

p
Y

wobei C die Integrationskonstante ist. Der Druck nimmt also quadratisch mit der Distanz r zu
(parabolische Verteilung).

Die Form der gekriimmten Fluidoberfldche z = h ergibt sich aus Gl. (4.12) mit dem Wert p =
0 (atmosphérischer Druck)

r’Q?
2g

h=C+ (4.13)

Sie ist also parabolisch. Die Konstante C kann mit der Bedingung ausgewertet werden, dal3
das Volumen des Paraboloides gleich dem zylindrischen Volumen im Ruhezustand ist.

Alle Fluidpartikel im Festkorperwirbel haben die gleiche Drehung ®, (Gl. 3.35a). Da V= r(Q,
sind die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten

u=-Qy, v=0x (4.14)
Die Auswertung nach Gl. (3.35a) gibt die Drehung
0,=Q (4.15)

fiir alle Fluidpartikel.

4.1.3 Eulersche Bewegungsgleichungen

Die Eulersche Gleichung (4.4a) flir die Beschleunigung eines beliebig orientierten Fluidele-
mentes kann nun mit den Ausdriicken fiir die Fluidbeschleunigung im Koordinatenraum (sie-
he Abschnitt 3.4) verbunden werden. Daraus resultieren die Eulerschen Bewegungsgleichun-
gen.

a) Natiirliche Koordinaten (Abschnitt 3.4.2):

Hier wird die Stromung entlang einer Bahnlinie verfolgt. Mit den Definitionen fiir die Be-
schleunigung entlang der momentanen Stromlinie a;, Gl. (3.17), und normal zur Stromlinie a,,
Gl. (3.17), erhélt man fiir die Richtungen ¢ = s und ¢/ = n aus Gl. (4.4a) jeweils

N N 1

ot "V s T T pas 8o (4.162)
2

oV, Vi _ 1dp oz (4.16b)

ot r __pa_n_ga_n

wobei r der Radius der Schmiegebene zur Stromlinie ist. Dies sind die Eulerschen Bewe-
gungsgleichungen fiir ein natiirliches Koordinatensystem.
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b) Kartesische Koordinaten (Abschnitt 3.4.1):

Die Koordinatenachsen sind so gelegt, daB3 die z-Achse gegen die Richtung der Endbeschleu-
nigung gerichtet ist. Das heifit fiir die Ableitung dz/d/ in Gl. (4.4a) ergibt sich abwechselnd

dz d d
Y, oz_%_ 0 und fiir ¢ = z, 2 _ 1. Mit den Ausdriicken fiir die Be-
ox dy 0z
schleunigungen, GI. (3.14) bis Gl. (3.16) findet man die Eulerschen Bewegungsgleichungen
fiir kartesische Koordinaten

fir /=xund /¢ =

ou Jdu du ou la(Yh) 1 dp
d +u8x Vay 0z p Ox __pax (4-172)
av v ov ov laYh) 1dp
> +uaX+Vay Waz__p oy~ pay (4.17b)
ow ., dw  ow  dw_ 109(yh)  19p_ 4170
ot “ax Vay Waz_ p oz B p 0z & e

Diese Gleichungen beschreiben, zusammen mit der Massenerhaltungsgleichung (3.33), die
reibungsfreie Stromung im dreidimensionalen Raum.

4.1.4 Bernoulli-Gleichung

Die Eulerschen Bewegungsgleichungen fiir eine reibungsfreie Stromung kdnnen mit den fol-
genden Annahmen weiter entwickelt werden: inkompressibles Fluid, p = const., stationére

Strémung, 9/ dt = 0, und rotationsfreie Stromung, ® = ((DX,O)y,(DZ) =0.

Anwendung dieser Annahmen auf Gl. (4.17a) fiir die x-Richtung ergibt zuerst
du du du

du_ du_ou_ 10(vh)
Y ox Vay Yoz p ox

und die Bedingung der Rotationsfreiheit (0, = 0,0, = 0) gibt (siche GI. 3.41)

Das kann zusammengefafit werden als
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0 (1 1 1
a—x(5u2+zvz+zwz+gh)=0 . (4.18a)

Analog fiir die beiden anderen Richtungen

d (1 , 1, 1 j

— | —uwt+—vi+—wi+4oh|=0 4.18b
ayla? TV W TE (4.18b)
d(1 1 1

E(EUZ+EV2+EW2+gh)=O. (4.18c¢)

Die Geschwindigkeitsgrofle V ergibt sich aus den Vektorkomponenten
V2= =u? 4 vt (4.19)

Einsetzen von GI. (4.19) in Gl. (4.18) zeigt also eine konstante Summe

2

> + gh = constant (4.20)

im gesamten Stromungsbereich. Mit der Definition der piezometrischen Hohe und nach Divi-
sion durch g ergibt sich die Bernoulli-Gleichung.

VZ
Eys +z +$ = H = constant Bernoulli-Gleichung (4.21)
g

Die Bernoulli-Gleichung ist also eine Form der Impulsgleichungen, giiltig fiir rotationsfreie
(reibungsfreie) Stromungen unter inkompressiblen Bedingungen. In der obigen Form gilt die
Bernoulli-Gleichung auch nur fiir stationdre Bedingungen, obwohl sie generell auch auf insta-
tiondre Stromungen erweitert werden kann, was aber hierin nicht gegeben wird.

Die Bernoulli-Gleichung besagt, daB3 in einer solchen Stromung die Summe aus Geschwin-
digkeitshohe V?/2g , geoditischer Hohe z und Druckhéhe p/y konstant ist. H ist die soge-
nannte Bernoulli-Konstante mit Lingendimension [m], die fiir die jeweilige Strémung einen
bestimmten Wert hat.

Abb. 4.5 zeigt das Stromlinienbild fiir eine Stromung. Die Punkte @ und @ seien zwei belie-
bige Punkte auf verschiedenen Stromlinien, deren Lage, Druck und Geschwindigkeit mit z;,
pi1, Vi bzw. 75, pa, V2 gegeben sind. Gl. (4.21) auf diese beiden Punkte angewandt, bedeutet

V2 V2
AT R R 4.22)
2g Y 28 Y

d.h. Anderungen von Druck oder Lage bewirken Anderungen der Geschwindigkeit.
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x Datum
Abb. 4.5: Stromlinien in einer Stromung und Anwendung der Bernoulli-Gleichung

4.1.5 Anwendungen: stationire reibungsfreie Stromungen

1) AusfluB} aus einem Behilter:

Abb. 4.6 zeigt einen Behilter, dessen Oberfliche A viel groBler ist, als der Querschnitt der
Austrittsoffnung a, a/A << 1. Gesucht ist die AusfluBrate. Die AusfluB6ffnung ist so ge-
formt, dal} keine Verluste auftreten.

A

ORI

Datum 1

Abb. 4.6: Ausflul} aus einem Behilter

Betrachtet werden die Punkte @ an der Oberfliache und @ in der Austrittsdéffnung, wo sich ein
Freistrahl bildet. Fiir Punkt O gilt demnach:

p1=0 (atmosphérischer Druck), z; =H, V; =0
und fiir Punkt @:

p2 = 0 (im Strahl herrscht atmosphérischer Druck); z, = 0 (Bezugsniveau in Strahlach-
se).

Mit der Kontinuitétsgleichung (3.32)
Vi A=V,a

ergibt sich
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i:i<<]

2

d.h. die Geschwindigkeit an der Behilteroberfldche ist vernachlédssigbar klein, V, = 0. Einset-

zen in die Bernoulli-Gleichung (4.22) fiihrt zu

2

VZ
0+H+0=0+0+—
2g

und gibt damit fiir die AusfluBgeschwindigkeit V,
V, =42gH Toricelli- Formel

Die gesuchte AusfluBirate ist

Q=V,a

2) Parallele, geradlinige Stromung im Schwerefeld:

Abb. 4.7 zeigt eine lokal geradlinige, parallele Stromung im Schwerefeld.

‘TZ 0 | Piezometerrohr
g |

]
\ s

Abb. 4.7: Parallele Stromung im Schwerefeld

(4.23)

(4.24)

Da der Kriimmungsradius der Stromlinien unendlich grof} ist, r— oo, fiihrt die Eulersche Be-

wegungsgleichung fiir die Normalrichtung n, GI. (4.16b), zu

_Llop_ oz
p on & on

a(p j_
an(y+z =0

und damit P + z =constant.

a :0:

n
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Demnach ist in einer parallelen, geradlinigen Stromung die Druckverteilung hydrostatisch.
Um den Druck an einem Punkt zu messen, kann ein Druckrohr (Piezometer) an diesem Punkt
angeordnet werden (Abb. 4.7). Die beobachtete Fluidspiegellage im Piezometer gibt Auf-
schluf} iiber den Druck (Abschnitt 2.2.2). Dabei ist aber darauf zu achten, da3 die Piezome-
teroffnung parallel zur lokalen Stromlinie liegt, da sonst Staudruckeinfliisse entstehen, wie in
der folgenden Anwendung beschrieben ist.

3) Staudruckrohr (Pitot-Rohr):

Das Pitot-Rohr ist ein Gerdt zur Geschwindigkeitsmessung (Abb. 4.8). Die Geschwindigkeit
an einem Punkt in einer bestimmten Tiefe in einem stromenden Fluid soll ermittelt werden.

w\'q

B
h

of

1<

Datum

-~ » ®—) J 1

Abb. 4.8: Pitot-Rohr

Das Rohr wird mit dem unteren Ende parallel zur Strémung eingetaucht. Das Fluid dringt in
das Rohr ein und steigt auf. Danach stellt sich ein hydrostatischer Zustand im Rohr ein.
Punkt @ ist der ungestorte Stromungszustand etwas stromauf vom Pitot-Rohr. Der MeBpunkt
@ ist ein Staupunkt S in der Offnung des Pitot-Rohres.

Es gilt
z,=z,=-d ; V=V ; V, =0 (Staupunkt).

Die Bernoulli-Gleichung gibt

Vv
P g+ =P 449
Y 2g Y
so daf
Vo _p b
2g Y v

Da p, =yd (hydrostatischer Druck in der parallelen Strémung) und p, =7y (d+h) (hydro-
statischer Druck im Rohr) resultiert

64



V2
g =h
und die zu bestimmende Geschwindigkeit ist
V =,2gh
d.h. das Ergebnis ist unabhéngig von der Eintauchtiefe.
Ein analoges Beispiel ist die Ausbildung einer Bugwelle mit der Hohe an einem Schiff (Abb.

4.9) oder an einem Pfeiler, mit jeweils einer Form, die zu einem Staupunkt S in der Strémung
fiihrt.

£

stumpfer Bug

Abb. 4.9: Bugwelle durch die Relativgeschwindigkeit eines Schiffes

4) Stromung in Verengungen:

Abb. 4.10 zeigt eine Verengung von einem Anfangsquerschnitt A,, in dem eine gegebene
Geschwindigkeit V, und der Druck p, herrschen, zu einem verkleinerten Querschnitt A.. In
der Sektion A gibt es eine Ecke mit Staupunkt S, wihrend bei Sektion B eine stromlinienfor-
mig gerundete Schulter liegt. Ein entsprechendes Stromlinienbild ist in Abb. 4.10 einge-
zeichnet. Durch die Verengung kommt es zu Geschwindigkeits- und Druckédnderungen.

A
‘ Ecke B
\
‘/S | gerundete
' _Schulter

——

v, T

p > X
J
/ Ac
A, E

Abb. 4.10: Strdomung in einer Verengung

Die Bernoulli-Gleichung fiir einen beliebigen Punkt und fiir die Anstromung lautet
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Mit den piezometrischen Héhen h = P4z und h, = Bo 4 z, bekommt man

Y

V2 _V?

h—h v’
C,= v 0 :1—(70j (4.25)
2g

C, ist die normalisierte piezometrische Druckhéhe, der sogenannte Druckkoeffizient. Wenn
die Hohendnderungen relativ zum Druck klein sind (Az = 0), folgt

2
pP—p, Vv
C, = v :1_[\/—0) (4.26)
P™

Die GroBe pV. / 2 wird Staudruck genannt. Dementsprechend heifit die Geschwindigkeits-
hohe V7 /2g auch Staudruckhéhe.

Abb. 4.11 zeigt die Druckverteilung fiir das Beispiel einer Verengung mit A, : A; =2 : 1 fiir
zwei Stromlinien. Die Stromlinie I verlduft entlang der Achse und zeigt den kontinuierlichen
Druckabfall durch die stete Geschwindigkeitszunahme. Da nach der 2 : 1 Verengung sich die
Geschwindigkeit V = 2V, einstellt, wird der Druckkoeffizient C, = 1 — (2V0/V0)2 = -3 Fur
die am Rand liegende Stromlinie II dagegen steigt der Druck zum Staupunkt C, = 1 an, fillt
dann entlang der gerundeten Schulter bis C, < -3 (je nach Kriimmungsradius) ab, um sich
schlieBlich an den asymptotischen Wert C, = —3 anzunihern.

O
e >
N V ¥

Distanz entlang

Stromlinie

Abb. 4.11:  Druckverteilung in einer 2 : 1 Verengung mit der Formgebung nach Abb. 4.10
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5) Freier Wirbel:

Beim freien Wirbel (engl. "free vortex") bewegen sich alle Fluidpartikel auf konzentrischen
Kreisbahnen. Im Gegensatz zum Festkorperwirbel (Abschn. 4.1.2) verliuft die Stromung
aber rotationsfrei. Dadurch ist eine vollig andere Geschwindigkeits- und Druckverteilung
gegeben (sh. Abb. 4.12). In der rotationsfreien Stromung gilt die Bernoulli-Gleichung (4.21)
mit
\A p
+z+—=H (4.27)
2¢g Y

wobei V; die Geschwindigkeit im natiirlichen Koordinatensystem entlang der Kreisbahn mit
Radius r ist (sh. Abb. 4.4).

Die Ableitung in der radialen Richtung fiihrt zu

i( +gj__xﬁ 408
ar |/ y) g or (4.28)

Die Eulersche Gleichung (4.16b) im natiirlichen Koordinatensystem gibt, nach Division durch
g und mit dn = —dr (sh. Abb. 4.4), andererseits

o( .p)_V’
o Z+; = ar (4.29)

Werden die zwei rechten Seiten der obigen Gleichungen gleichgesetzt und integriert, so ergibt
sich

V.r=C (4.30)

S

freier
Wirbel

J—

kombinierter
Rankine Wirbel

!

P

Y

h

|
!

z
I

Hfurr »oco

Datum

=N
==

Abb. 4.12: Langsschnitt durch einen freien Wirbel
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was die Erhaltung des Drehimpulses im freien Wirbel anzeigt. Die Integrationskonstante C
gibt hier die Stirke der Drehbewegung an. Die Druckverteilung im freien Wirbel ergibt sich
durch Einsetzen von Gl. (4.30) in GI. (4.27)

C2
2gr’

p
S=H-z- (4.31)
Y

Die Lage des Fliissigkeitsspiegels, z = h, ist durch p = 0 (Atmosphédrendruck) gegeben, so dafl

C2
B 2gr’

h=H (4.32)

was einem Rotationshyperboloid (sh. Abb. 4.12) entspricht. Die Bernoullikonstante H in GI.
(4.27) gibt also den Oberflachenspiegel fiir grole Distanzen, r = oo, an.

Im nachhinein kann noch gezeigt werden, dal} das Geschwindigkeitsfeld, Gl. (4.30), also V=
C/r, tatsdchlich drehungsfrei ist. Die entsprechenden kartesischen Geschwindigkeiten sind

- - X 433
YTy YTy (433)
Die Berechnung der Drehung nach Gl. (3.35a) ergibt
®,=0 (4.34)

d.h. alle Fluidpartikel bewegen sich drehungsfrei auf ithren Kreisbahnen.

Freie Wirbel treten vielfach bei AusflieBvorgéingen auf (z.B. Badewannenwirbel), bei denen
sie aber auch oft mit einer Senkenstromung tiberlagert sind, so daf} sich insgesamt ein spiral-
formiges Stromlinienbild einstellt. Auch Wirbel in der Atmosphére (z.B. Tornados, Windho-
sen), die sich durch Zustromen in eine Niederdruckzone ergeben, gehoren diesem Typus an.

Im Kern eines freien Wirbels zeigen Gl. (4.31) und (4.32) eine unendliche Druckabnahme
bzw. Spiegelabsenkung an. In der Praxis tritt das nicht auf, da die Kernzone entweder flu-
idfrei ist (z.B. beim AusflieBen) oder aber einen rotationsbehafteten Festkorperwirbel (sog.
kombinierter Rankinewirbel, sh. Abb. 4.12) enthilt.

4.1.6 Einschrinkungen der Annahme von reibungsfreien Stromungen

Das Vernachléssigen der Fluidreibungskrifte - also die Annahme eines idealen Fluides - fiihrt
zu wesentlichen Vereinfachungen in der Stromungsanalyse, z.B. mit Hilfe der Bernoulli-
Gleichung. Da ein reales Fluid aber immer von seiner Viskositdt geprégt ist, stellt sich die
Frage, inwieweit der Reibungseinfluf3 tatsachlich vernachldssigt werden kann.

Der Fall einer Zylinderumstromung wird hier betrachtet mit dem Ziel, gewisse allgemeine
Richtlinien zu entwickeln.
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a) Ideale Umstromung eines Kreiszylinders:

Ein Kreiszylinder mit Radius a wird von einem idealen Fluid mit Anstromungsgeschwindig-
keit V, und Druck p, umstromt. Da die Stromung rotationsfrei ist , kann sie durch ein Ge-
schwindigkeitspotential ¢ beschrieben werden (sh. Abschnitt 3.7.2), dessen Form im zylind-

rischen Koordinatensystem (r,0 )
2
a
¢(ne)=-—\grcose(l+—7] (4.35)
r

ist. Zur Ableitung dieser Gleichung siehe z.B. Truckenbrodt (1980). Das Stromlinienbild,
das GI. (4.35) mit den Geschwindigkeiten als Ableitung' des Potentials, G. (3.42), entspricht,
ist in Abb. 4.13 eingezeichnet. Es ist doppelt symmetrisch in Bezug auf x- bzw. y-Achse.
Die Zylinderperipherie (r = a) selbst ist eine Stromlinie, entlang welcher die Geschwindigkeit

V = |u,(a,6) = 2V, sin® (4.36)

Die Geschwindigkeit ist null an den beiden Staupunkten S (6 = 0°, 180°) und hat einen Ma-
ximalwert 2V, an den beiden Scheitelpunkten B (6 = 90°, 270°).

Abb. 4.13:  Umstromung eines Kreiszylinders bei idealem Fluid

Der Druckkoeffizient C, (Gl. 4.26) entlang des Zylinders ist in Abb. 4.14 dargestellt und be-
rechnet sich mit Gl. (4.36). Der Druck nimmt vom vorderen Staupunkt S zum Scheitelpunkt
B ab, dp/ds < 0, und danach entlang der Zylinderhinterseite wieder zu, dp/ds > 0, wobei s die
Distanz entlang der Randstromlinie ist. Die Integration der Druckkomponenten in der x-
Richtung ergibt

F.=0 (4.37)

10
! Fiir das zylindrische Koordinatensystem gilt dabei u=--und Uy, = —— _(l) fiir den Geschwindig-

or r 00

keitsvektor V = (ur ,ue) .
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dank der Symmetrie in Bezug auf die y-Achse. In einer idealen Stromung ist die Nettokraft
auf einen umstromten Korper (am Beispiel des Zylinders) also null. Dies ist das ,,D'Alem-
bertsche Paradox®, so genannt, da es im Widerspruch zu Beobachtungen bei realen Fluiden
ist!

Abb. 4.14: Druckverteilung an der Zylinderperipherie bei idealer Strémung

b) Umstrémung des Kreiszylinders durch ein reales Fluid:

Selbst wenn das Fluid nur eine kleine Viskositét v hat, so weicht das reale Stromungsbild aber
radikal von dem der idealen Strémung ab. So wie in Abb. 4.15 skizziert, entwickelt sich an
der Vorderseite des Zylinders eine diinne Grenzschicht (G.S.), in der die Geschwindigkeit der
Aullenstromung gegen null an der Berandung abnimmt (Haftbedingung). Die G.S. wichst
langsam mit zunehmender Distanz s, in der beschleunigenden Stromung (dp/ds < 0) bis zum
Scheitelpunkt B.

Turbulente
+ Nachlaufzone
(llwakell)

Grenzschicht

Abb. 4.15: Tatsdchliche Umstromung des Zylinders bei kleinen Viskosititen (grofler Rey-
noldszahl)
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Nach Erreichen des Scheitelpunktes bewirkt der nun umgekehrte Druckgradient (dp/ds > 0),
daB die Stromung verzogert wird. Da die Geschwindigkeit in der G.S. aber schon klein ist,
bewirkt der Druckgradient, dal3 sich die Geschwindigkeit ab einem gewissen Punkt A in der
G.S. umkehrt. Es entsteht also eine Riickstromung an der Nachlaufseite des Zylinders und die
G.S. 16st sich vom Korper ab. A ist der Punkt der Grenzschichtablésung. Infolge der Riick-
stromung bilden sich Wirbel hinter dem Zylinder, die in Turbulenz {ibergehen kénnen (Nach-
laufzone, engl. "wake").

Insgesamt also ergibt sich ein Stromlinienbild, das an der Vorderseite noch der idealen Stro-
mung stark dhnelt, an der Riickseite aber, selbst bei kleinsten Viskositdten, drastisch davon
abweicht.

Dementsprechend auch ist die tatsdchliche Druckverteilung am Zylinder stark verschieden, so
wie in Abb. 4.16 aufgrund von Messungen in Versuchen dargestellt. Es herrscht hier ein etwa
konstanter Unterdruck (C, = —1,2) an der Riickseite. Als Folge davon ergibt sich eine Netto-
druckkraft Fp, die dann der Stromungswiderstand Fw (Fpx = Fw) heift (Kap. 9).

Abb. 4.16:  Tatsdchliche Druckverteilung am Zylinder bei groBen Reynoldszahlen Re

Die Rolle der viskosen Reibungskrifte auf das Stromungsverhalten muf3 natiirlich relativ zu
den Trigheitskriften gesehen werden. Das Mal hierzu ist die Reynoldszahl fiir den Zylinder
Re = V,D/v, wobei D = 2a der Durchmesser ist. Die obig aufgezeigten Verhiltnisse, die zu
einer G.S.-Ablosung fiihren, treten bei groBBeren Reynoldszahlen (also relativ kleiner Viskosi-
tit) auf. Der kritische Wert hierzu ist etwa 50.

Bei sehr kleinen Reynoldszahlen ist im Gegensatz zu den obigen Ausfiihrungen der viskose
EinfluB aber so groB, dafl der gesamte Stromungsbereich in der Kérperumgebung durch Rei-
bungskrifte kontrolliert wird. Die Annahme einer reibungsfreien Stromung ist nicht gerecht-
fertigt.

¢) Generelle Richtlinien:

Im allgemeinen konnen Stromungen ndherungsweise als "reibungsfrei" berechnet werden,
wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:
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1. Das Stromungsproblem ist durch hohe Reynoldszahlen Re = VL/v gekennzeichnet,
wobei V die charakteristische Geschwindigkeit und L die charakteristische Dimen-
sion des Problems sind.

2. Die Stromung verlauft iiber kurze Distanzen oder kurze Zeiten.

3. Die Stromung ist ablosungsfrei, d.h. sie ist durch einen giinstigen Druckgradienten,
dp/ds < 0, gepragt.

Beispiele fiir Stromungen, in denen die letzte Bedingung nicht erfiillt ist, sind in Abb. 4.17
skizziert. Sogenannte adversale Druckgradienten, dp/ds > 0, fiihren hier zu Grenzschichtab-
l6sungen. Als Folge davon ist ein stromabwértiger Teil dieser Stromungen wirbelbehaftet,
also nicht rotationsfrei.

AblGsungswirbel

a) Verengung/Erweiterung b) Scharfe Kante

Abb. 4.17:  Beispiele fiir Stromungen mit Abldsungen infolge von adversalen Druckgra-
dienten

4.1.7 Kavitation in Fliissigkeitsstromungen

Wie in Abschnitt 1.5 besprochen, kann es im Fluid zu Dampfblasenbildung kommen, wenn
der lokale Druck unter den Dampfdruck abfillt. Diese Hohlraumbildung wird Kavitation
genannt.

Als Beispiel hierzu wird eine Diise (z.B. als MeBeinrichtung), bestehend aus einer Verengung
gefolgt von einer allmdhlichen Erweiterung (Abb. 4.18), betrachtet. Bei einer allmdhlichen
Erweiterung, deren Offnungswinkel kleiner als 7° ist, kann i.a. eine G.S.-Abldsung vermieden
werden.

Bei hohen Anstromgeschwindigkeiten V, kommt es lokal, an den Stellen der groBten Ge-
schwindigkeit zu einem Minimaldruck. Wenn dieser Druck (in absoluten Einheiten, p,us) un-
ter dem Dampfdruck pq liegt, so tritt Kavitation auf. In Bereichen héheren Druckes, also nach
der Verengung, kollabieren die Dampfblasen. Dabei konnen aufgrund hoher Druckschwan-
kungen (sog. Implosionen) Materialschiden an der Diisenwand auftreten.
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pabs

Dampfblasen

a) Geometrie b) Druck entlang der Diisenwand

Abb. 4.18: Kavitation in einer Diise bestehend aus einer Verengung und allméhlicher Er-
weiterung

4.2 Allgemeine Stromungen mit Reibungswirkung

Das 2. Newtonsche Gesetz, Gl. (4.1) zusammen mit Gl. (4.2) wird mit der Allgemeinen
Transportgleichung der Kinematik als

[ 5 lpV)avs Tpv (Ve ) -

K.V.

F,+ D K (4.38)
V. K.O.

K

ausgedriickt, wobei ZFB die Massenkrifte, die auf das Fluidvolumen einwirken, und
K.V.

Y F, die Oberflichenkrifte, die auf die Fluidberandung einwirken, sind.
K.O.

Die Verwendung eines finiten K.V. (Abschnitt 4.2.1) ist eine wichtige Vorgangsweise flir
viele praktische Ingenieurprobleme. Zur detaillierten Stromungsanalyse lassen sich die Na-
vier-Stokes-Gleichungen mit Hilfe eines differentiellen K.V. (Abschnitt 4.2.2) ableiten.

4.2.1 Finites Kontrollvolumen

Das Kontrollvolumen (Abb. 4.19) ist ein definierter Raum, der aber nicht starr sein muf3, son-
dern sich bewegen und deformieren kann. Wird ein starres Kontrollvolumen oder ein sich mit
konstanter Geschwindigkeit bewegendes betrachtet, so kann GIl. (4.38) direkt angewendet
werden, was im weiteren verfolgt wird.

Zwei Verallgemeinerungen seien hier kurz erwihnt:

1) Bei einem sich beschleunigenden Kontrollvolumen tritt zusétzlich eine scheinbare
Tragheitskraft auf. Gl. (4.38) enthélt dann, bezogen auf ein absolutes Referenzsystem
einen zusitzlichen Term auf der linken Seite

dVv
| p%d‘v‘ = scheinbare Trigheitskraft (4.39)
K.V.
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wobei \q/'K.V. die Geschwindigkeit des K.V. (im absoluten Referenzsystem) ist, wih-

rend die Geschwindigkeiten V relativ zum K.V. definiert sind (sieche folgendes An-
wendungsbeispiel 5).

2) In einem rotierenden Koordinatensystem — also einem Kontrollvolumen mit Zentri-
fugalbeschleunigung - tritt als weitere scheinbare Kraft die Coriolis-Kraft auf. Die
Coriolis-Kraft spielt aufgrund der Erdrotation bei den groBrdumigen Fluidstromun-
gen auf der Erde eine wichtige Rolle, z.B. im Meer, in groBen Seen, oder in der At-
mosphdre.

K.O. @
\// o W(VVZ
K.V. - /\ A,
o
i <
Opd Vi d : E
~ Y 2F
/
NV
"
X
Abb. 4.19:  Finites Kontrollvolumen (Beispiel einer Stromrohre)

In der Ingenieurpraxis wird Gl. (4.38) oft in umgekehrter Form angewendet. Dann konnen

die Krifte =F, die auf ein System wirken, aufgrund der Anderung des Impulses berechnet
werden. Mit V = (u,v ,W) folgt fiir die drei Kraftkomponenten

2F = f st(Pu)dVJrZ (pPV-.A) (4.40a)
YF = J.aipv d¥+z (pV.A) (4.40D)
D>'F, = j %(pw)d¥+§w(p\‘/.A) (4.40c)

wobei pV e A der MassenfluB durch die K.O. (z.B. Querschnitt der Stromrohre) ist.

Gl. (4.40) besagt, daB3 die Kréfte, die auf ein Fluid einwirken, sowohl durch eine zeitliche
Anderung des Fluidimpulses im K.V. als auch durch Impulsfliisse durch die K.O. bilanziert
werden. Bei stationdren Stromungen fallt der erstere Anteil weg.
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Zur Auswertung der Impulsfliisse durch die K.O. sei festgestellt, daB3 die Fluidgeschwindig-
keit in einem Querschnitt i.a. nicht gleichformig ist. Fiir den Fall von Rohrstroémungen ist
dabei oft niitzlich, mit der mittleren Geschwindigkeit V (sh. Abschnitt 3.3) vorzugehen. Die
Querschnittsfliche A in Abb. 4.20 sei eine K.O. und die Rohrachse sei identisch mit der x-
Richtung. Der Vektor V. = (V (y, z), 0, 0) gibt das Geschwindigkeitsprofil an. Der x-
ImpulsfluB ist dann in Integralform

{pVV-dAziszdAzﬁpva (4.41)

B ist der Impulsungleichformigkeitsfaktor

B= % £ (%jsz (4.42)

wobei B > 1 nach der Schwarzschen Ungleichung. Fiir eine vollkommen gleichformige Stro-
mung, B = 1. Fiir eine laminare Rohrstrémung (mit parabolischem Geschwindigkeitsprofil,
(sh. Abschnitt 8.2), B = 4/3 = 1,33. Bei einer turbulenten Rohrstromung ist das Profil wesent-
lich gleichférmiger, so dal B = 1,03. In der Praxis wird meist mit § =1 nidherungsweise ge-
rechnet.
A"
A

Abb. 4.20: Auswertung des Impulsflusses fiir eine Rohrstromung

Im folgenden werden einige wesentliche Anwendungsbeispiele zur Impulsgleichung mit fini-
tem K.V. prisentiert. Diese Anwendungen illustrieren die Vielfalt der Vorgehensweise bei
der Wahl der K. V..

1) Versuchsstand fiir Raketenmotor:

Treibstoff und fliissiger Sauerstoff werden in die Verbrennungskammer eines Raketenmotors
(Abb. 4.21) zugefiihrt. Die jeweiligen Massenfliisse [kg/s] sind m; und mg. Nach der
Verbrennung treten die Gase mit einer lokalen Geschwindigkeit V, durch die Diise aus. Das

System ist reibungsfrei gelagert. Wie grof3 ist die an der MeBvorrichtung auftretende Schub-
kraft?

Das K.V. wird um das verbrennende Fluid gelegt. Die Gewichtskraft und die Reaktionskraft
F wirken auf das K.V.. Fiir die x-Richtung (ohne Gewichtskomponente) gilt der Impulssatz
im stationdren Zustand
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Abb. 4.21: Versuchstand fiir einen Raketenmotor
F=2>u (p Ve A)
K.O.

wobel p\7 « A der MassenfluB durch eine Teilfliche ist. Die K.O. hat dabei drei Flichen @,

@ und @, welche Durchflulflichen sind. Fiir die Flichen ® und @ ist die Geschwindig-
keitskomponente u gleich Null. Somit gilt,

F=01, +0rmg+V,(pV,A,),

wobei pV, A, =m = gesamter Massenflul =, +m,. Demnach ist die Kraft F, die der

Versuchsstand auf den Motor ausiibt,
F=mV (4.43)

a

Die Schubkraft des Motors ist —F, also entgegen die x-Richtung wirkend.

2) Strahlumlenkungen:

Ein Freistrahl (engl. ,,jet®) ist eine Fliissigkeitsstromung, die sich frei in der Atmosphére be-
wegt. Der relative Druck am Strahlrand ist gleich dem atmosphérischen Druck, p=0. Bei
Freistrahlproblemen mit hohen Geschwindigkeiten V ist iiblicherweise der Einfluf3 der
Schwerkraft vernachlissigbar, da die Geschwindigkeitshohen V?/2g wesentlich groBer als die
Ortshohenunterschiede Az sind. Des weiteren sind Reibungskréfte {iber die kurzen Distanzen
vernachlissigbar.

a) Fixe Umlenkschaufel:

Abb. 4.22a zeigt die Umlenkung eines Freistrahles durch eine fixe Umlenkschaufel mit Rich-
tungsdnderung 6. Um die Krafteinwirkung auf die Umlenkschaufel zu ermitteln, wird zuerst
das K.V. definiert. Dieses ist in Abb. 4.22b separat eingezeichnet. F, und Fy sind dabei die
von der Umgebung auf das Fluid im K.V. wirkenden Kraftkomponenten. Die K.O. hat zwei
DurchfluBflichen ® und @.
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: //%: Richtungswinkel
7
Freistrahl ’
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Umlenkschaufel
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a) Geometrie b) Definitionen zum Kontrollvolumen

Abb 4.22: Fixe Umlenkschaufel

Mit den Definitionen zu den Geschwindigkeiten, \71 = (u1 ,Vl); vV, = ‘\71 , und \72 = (u2 ,Vz) ;

V, = ‘\72

, ergeben sich aus Gl. (4.40) die beiden Komponenten

E = ulpl(_ VIAI) +u, pz(VzAz)

Fy = vipi (Vi A)+v2p2(V2Ar)
Mit der Massenerhaltung
p, VA, =p,V, A, =m = MassenfluBl

folgt

In Abb. 4.22b ist das Koordinatensystem so gewihlt, daB u; =V und v; = 0. Fiir die reibungs-
freie Stromung gilt die Bernoulli-Gleichung

Da aber Hohenunterschiede unwesentlich sind, z; — z; = Az = 0, und die Strémung an den
Sektionen ® und @ parallel verléduft, sind die Driicke gleich dem atmosphérischen Auf3en-
druck, p; = p>=0. Somit gilt V| =V, =V. Die Umlenkgeometrie laut Abb. 4.22 bedingt

u, =Vcos® , v,=-VsinB

Die Reaktionskraftkomponenten fiir die geometrische Anordnung nach Abb. 4.22 sind dem-
nach
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F = IhV(cos 0-— 1) (4.44a)

X

F =—mVsin0 (4.44b)

y

Die Kraft F ist fiir einen Winkel von 8 = 180° maximal. Sie betrdgt dann F =-2m V. Kraf-
te, die das Fluid auf die Schaufel ausiibt, sind der Richtung nach umgekehrt zu Gl. (4.44).

Wichtig ist in dieser Anwendung, da3 diese Krifte berechnet werden konnen, obwohl ihre
genaue Verteilung (z.B. Druckverteilung entlang der gekriimmten Schaufelwand) unbekannt

ist, da das gesamte K.V. betrachtet wird.

b) Bewegte Umlenkschaufel:

Eine Umlenkschaufel kann sich auch in Bewegung, mit konstanter Geschwindigkeit Vg, be-
finden. Eine wesentliche Anwendung hierzu ist die Peltonturbine (Abb. 4.23).

Zustromung @

—_————— —

V-Vs :ﬂ

y
L, :
X
. Zustromung
Duse
— Strahl
—>
e A v l Vs = Schaufelgeschwindigkeit Abstrdmung
Abstrdmung
a) Anwendung bei einer Peltonturbine b) Definitionen fiir bewegtes Kontrollvolumen
(Schaufelelement)

Abb. 4.23: Bewegte Umlenkschaufel

Das K.V. bewegt sich hier mit der Schaufel, so dal} die relative Zustromgeschwindigkeit bei
@ (V — Vg) ist. Auch die Abstromgeschwindigkeit bei @ ist V — Vg aufgrund der Bernoulli-
Gleichung. Der Impulssatz im relativen Koordinatensystem zeigt fiir die x-Komponente der
Reaktionskraft

K :p(V_VS)A[(V_Vs) _(V_Vs) ]

2x 1x

wobei (V-Vg) =(V-Vg) und (V—VS)2X =(V—Vg)cosB. Die Schaufelkraft Fs = —F

1x

ist demnach
F, = —F, =p(V-V,)" A(1-cos6) (4.45)

und wiederum maximal fiir eine komplette Umlenkung, 6 — 180°.
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c) Ebene Ablenkplatte:

An einer ebenen Ablenkplatte, mit Ablenkwinkel 0, wird ein ebener Wasserstrahl in zwei
Teilstrahlen geteilt (Abb. 4.24). Der Zustromungsquerschnitt ist O, die Abstromquerschnitte
sind @ und ®.

Vv
\ (1-¢)b

—»V

Abb. 4.24: Ebene Ablenkplatte mit Aufspaltung eines Freistrahles

Ein lokales Koordinatensystem x,y ist mit x in der Plattenebene definiert, um die Auflagerre-
aktion der Platte (Fy, Fy) und das Teilungsverhiltnis € zu ermitteln.

Aus der Bernoulli-Gleichung folgt fiir den Freistrahl
V=V, =V,=V,

und aus der Kontinuitit fiir die drei Querschnitte
Vb=V(eb)+V(l-eb)

Die Krifte in der x-Richtung, die auf das Fluid wirken sind unter Vernachlédssigung der Rei-
bungskrifte gleich Null, so da3

F =0=YupV.A
K.O.
Ausgewertet flir die drei Durchflu3flichen (mit Einheitsbreite)
0=VcosBp(-Vb)+Vp(Veb)-Vp(V(i-g)b)

folgt das Teilungsverhiltnis

1+ cosO
€ =

: (4.46)
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Fiir 0 = 90° wird der Strahl in zwei gleiche Teile gespalten. Fiir @ = 0° dagegen ist € = 1, der
Strahl spaltet sich nicht.

Analog berechnet sich

E, =—p V?bsin® (4.47)

Fy wird von der Platte auf das Fluid ausgeiibt. Dies ist die Auflagerreaktion, die bei 6 = 90°
maximal ist.

3) Rohrkriimmer mit Verengung:

Ein Rohrkriimmer (Abb. 4.25) ist ein Beispiel fiir ein geschlossenes System, in dem es - im
Gegensatz zu Freistrahlen - zu Druckidnderungen kommen kann. Der Kriimmer hat einen
Richtungswinkel 6 und eine Querschnittsverengung von A; zu A,.

'8 = Richtungs-
winkel

Abb. 4.25:  Rohrkriimmer mit Verengung

Der DurchfluB Q von einem Fluid mit konstanter Dichte p verursacht Krifte auf den Kriim-
mer. Bei diesem System sind dabei auch Druckkrifte und die Gewichtskraft G von Bedeu-
tung. Fiir die Druckkrifte in © und @ gilt

FP] =pA, FP2 =p,A,

Die Reaktionskrifte zwischen Rohrwand und Fluid, wie Druck- und Scherspannungen, sind
unbekannt. Sie werden durch die Resultierenden Ry und R, erfal3t. Fiir die x-Richtung gilt

F, —F, cos6+R_=pQ (V2 cos0 — Vl) (4.48a)
In der z-Richtung wirkt zusitzlich die Gewichtskraftkraft G
~G+F, sin@+R, =pQ(V, sinb) (4.48b)

Die Reaktionskrifte Ry und R, miissen durch entsprechende Auflager aufgefangen werden.
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Der Vollstdandigkeit halber sei erwihnt, dafl bei bekannten Geschwindigkeitsprofilen in den
Sektionen ® und @ die Impulsungleichformigkeitsfaktoren [ verwendet werden konnten.
Die Klammerausdriicke lauten dann in Gl. (4.48a) (B, V2 cos 6 — By V}) bzw. in Gl. (4.48b)
(B2V2 sin 0). Da bei turbulenten Stromungen B = 1,03, gentigen die Gl. (4.48) aber i.a. fiir die
Praxis.

Ein Spezialfall des obigen Systems ist eine Diise (Verengung ohne Richtungsinderung, 6 =
0°), die in einem Freistrahl endet (F, = 0). Bei einer starken Verengung, V, >> Vi, ergibt

sich fiir die Diisenkraft aus Gl.(4.48a)
Fo= -Re=-pQV, (4.49)

Die Druckkraft F, wurde hier vernachldssigt, da sie bei Hochgeschwindigkeitsdiisen (z.B.

Feuerwehrdiise) dem ImpulsfluBl gegeniiber klein ist.

4) Kraft auf ein Schiitz (unterstromtes Wehr):

Das Schiitz (Abb. 4.26), ist eine vertikal verstellbare Platte zur AbfluBkontrolle in Gerin-
nestromungen. Am Schiitz ist das Stromungsbild kompliziert. Das K.V. ist so zu wéhlen, daf}
die Querschnitte @ und @ im Bereich paralleler Stromlinien liegen. In diesen Querschnitten
ist die Druckverteilung dann hydrostatisch. Die Stromung hat eine konstante Breite B. Die
Kraft Fgs.,, mit der das Schiitz auf das Fluid wirkt, resultiert aus der unbekannten Druckvertei-
lung am Schiitz.

z
T S iy
——————" S chitz
| | K.O.
Vi, |
by | o FSch
=
FP1 ‘ | @
\ e ==
L h2 :’Vz
R R R RRR
Fo
2
Abb. 4.26: Schiitz in einer Gerinnestromung

Aus der Kontinuitat
Q=V,hB=V,h,B
und mit den hydrostatischen Kriften

h2
FP:V 1

h2
| 2B, FP:'Yz

2 2

B

ergibt der Impulssatz
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yhi yh3
21B_ 22B+FSch :pQ(VZ_Vl)

wobei Fr die Sohlreibungskraft ist, die meist vernachlissigbar klein ist, Fr = 0. Demnach ist
die Reaktionskraft des Schiitzes

B
P =pQ(V, = Vi) == (n7 = h3) (4.50)

Um dieser Kraft zu widerstehen, miissen das Schiitz und sein Auflager entsprechend kon-
struktiv bemessen werden.

5) Raketenflug:

Der Schub von Propellern, Diisen und Raketenmotoren wird durch Impulsdnderungen er-
zeugt. Als Beispiel hierzu wird der Flug einer beschleunigenden Rakete betrachtet. Abb. 4.27
zeigt das K.V. der Rakete, das sich relativ zu einem fixen Referenzsystem vertikal mit Flug-
geschwindigkeit Vi(t) bewegt. Das Gewicht G(t) setzt sich aus dem Gewicht der festen Mas-
se und des Treibstoffes zusammen und nimmt durch die Verbrennung ab. Die Bedingungen
am Diisenaustritt, Fliche A,, sind durch V,, p, und p, gegeben. F;, ist eine Stromungswider-
standskraft durch die Luftreibung an der Raketenberandung. p, ist der atmosphirische Au-
Bendruck.

Austrittsflache A,

fixe Referenz

Va’ pa’ pa

Abb. 4.27:  Raketenflug mit beschleunigendem Kontrollvolumen

Ein Koordinatensystem (x,z) ist an das bewegte K.V. gebunden und die Austrittsgeschwin-
digkeit V, ist relativ dazu definiert. Der Impulssatz fiir die z-Richtung, GI. (4.40c) mit der
scheinbaren Tréagheitskraft durch die Beschleunigung des K. V., Gl. (4.39), lautet dann

S'F = j (pw dV + jpd—dv+zwpv

KV
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Der erste Term in obiger Gleichung ist vernachléssigbar, da die Fluidgeschwindigkeiten im
K.V., w = 0, und deren zeitliche Anderung klein sind. w ist nur wesentlich an der Austritts-

fliche (dritter Term), wo w = — V,. Die Auswertung fiihrt nach Einsetzen aller wirkenden
Krifte F, zu
dVv
_G_Fw +(po_pa)Aa: : I pd¥_va(paVaAa)'
dt «v.

Hierin ist (po — pa)Aa die Kraft durch Uberdruck am Diisenaustritt. Das Integral [pd¥ ist
K.V.

gleich der Gesamtmasse M(t) des Flugkdrpers, und p, V, A, ist der MassenfluB m durch den
Austritt der Verbrennungsgase. Demnach ergibt sich
dv;

M(1) = E = =G(1) = F, +p, VA, +(p, —p.) A,

Die letzten zwei Terme stellen den Schub T (engl. "thrust") der Rakete dar

T=p,V2A, +(p, —p.)A, =1V, +(p, —p,)A, (4.51)

Die Beschleunigung des Flugkdrpers ist dann

dVv, T-G(t)-F,
dt M (t)

(4.52)

Die Geschwindigkeit V¢ kann durch Integration ermittelt werden, wenn die Verbrennungsrate,
die zu Massen- bzw. Gewichtsabnahme fiihrt, als Funktion der Zeit gegeben ist.

6) DruckstoB3 in Rohrleitungen:

DruckstoBBe (Abb. 4.28) treten in Rohrleitungen auf, wenn Ventile (Schieber) schnell ge-
schlossen werden. Zur Zeit t < 0 herrscht eine gleichférmige Stromung mit der Geschwindig-
keit V in der Rohrleitung. Zur Zeit t = 0 wird der Schieber plotzlich geschlossen. Es kommt
zu einem Druckanstieg vor dem Schieber. Dieser Uberdruck bewegt sich fiir t > 0 als
,DruckstoB3* mit der konstanten Fortpflanzungsgeschwindigkeit oder Schnelligkeit ¢ (engl.
»celerity) nach links. Diese Geschwindigkeit hingt von der Kompressibilitit des Fluidmedi-
ums und ev. auch der Elastizitdt des Rohrleitungsmaterials ab.

Zur Analyse dieses instationdren Stromungsproblems wird im Rohr mit Querschnitt A ein
K.V. mit willkiirlicher Lédnge L angenommen. Zur Zeitt ist der linke Teil des K.V. noch im
normalen Stromungszustand, V, p und p, wiahrend der ruhende rechte Teil durch Dichte- und
Druckénderungen, also V =0, p + Ap und p + Ap, beeinfluflt ist. Die Reibungskréfte an der
Rohrwand werden vernachléssigt. Es wird auch vernachldssigt, daB3 sich der Rohrquerschnitt
A durch die Druckénderung verdndern kann (Annahme einer starren Rohrleitung).
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Schieber vor dem Schlief3en t<0
c
K.O. ‘—| Schieber nach dem SchlieRen t>0
Y V=0 |
Ve | P —> — ‘ p *ﬁp | "X
+

.. o L

DruckstoBfront ct

zur Zeit t

I L 1

Abb. 4.28:  DruckstoBphdnomen
Es gilt Gl. (4.40a) fiir die x-Richtung.

d
—pudV + ZupV A

2F. = Kv. ot

Da das K.V. hier zeitlich unverinderlich ist, kdnnen Integration und Differentiation in der
Reihenfolge vertauscht werden, so dafl nach Auswertung

pA —(p+Ap)A = %[pV(L—ct)A]+Vp(—VA) (4.53)

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist der Gesamtimpuls in dem noch strdmenden Teil
des K.V.. Nach Differentiation und Division durch A ergibt sich aus Gl. (4.53) der Druckan-
stieg

Ap =pV’ +pVec=pV(c+V)

Da aber, wie im folgenden gezeigt wird, ¢ >> V, ist die Druckzunahme bei pldtzlichem
Schliefen

Ap =pVc (4.54)

Aus der Massenerhaltung, GI. (3.26),
d
= Ipd¥ + 2 pV <A

folgt mit analogen Argumenten

0= %[p(L —ct)A+(p+Ap)ctA]+p(- VA) (4.55)
woraus
__vV
~ Aplp
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Mit der Definition des Elastizitdtsmoduls E des Fluides nach Gl. (1.13) ergibt sich

c=.|= (4.56)

c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit (Schnelligkeit) der Druckwelle. Fiir Wasser ¢ = 1400
m/s (Abschnitt 1.4), so dal} die obig gemachte Anndherung (V << ¢) fiir praktische Probleme
a posteriori gerechtfertigt ist. Im generellen Fall einer Rohrwand mit elastischem Verhalten
héngt ¢ auch von der Rohrkonstruktion ab und wird dadurch vermindert.

7) Storwelle in stehenden Gewissern:

Phidnomene analog zu DruckstéBen in Rohrleitungen treten als Storwellen in stehenden bzw.
flieBenden Gewdssern auf. Als Beispiel dazu zeigt Abb. 4.25a eine Storwelle in einem ru-
henden Gewésser mit Tiefe h, die durch das plotzliche Verschieben zur Zeit t = 0 der rechten
Berandung erzeugt wurde. Zur Zeit t pflanzt sich die Welle mit Geschwindigkeit ¢ nach links
fort. Dies fiihrt zu einer Anderung der Wassertiefe um den Betrag dh und der Fluidgeschwin-
digkeit um dV.

Berandung
t>0 t=0
ST - - ®__50_.S______@ -
v / = I R e
Y | Y
1 K.V
h h + dh A' h h + dh
| — —
V=0 V=dv I V=c V = c+dV
NN NZNONNZNZNZNZ NN IONIONINIONIONIONIONI NN NN NN e —— — — — — — — — —

4.29  a) Ruhender Beobachter b) K. V. fiir mitfahrenden Beobachter

Zur Analyse des Vorganges konnte im Prinzip wieder ein fixes K.V. mit willkiirlicher Lange
so wie beim Rohrleitungsdrucksto3 (Abb. 4.23) gewidhlt werden. Als Alternative dazu wird
hier aber ein K. V., so wie es ein mit der Storwelle mitfahrender Beobachter siecht, verwendet.
Auf diese Art kann eine stationdre Analyse gefiihrt werden.

Im bewegten K.V. (Abb. 4.29b) sind die Zustromverhiltnisse durch ¢ bzw. h und die Ab-
stromverhiltnisse durch ¢ + dV bzw. h + dh gegeben. Es herrschen hydrostatische Druckkrif-
te an den Flachen @ und @. Der Impulssatz fiihrt zu

2
Ygz _ V(hz ) _ penf (e +av)-e] (4.57)
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und die Kontinuitdtsgleichung zu

ch = (c+dV)(h+dh) (4.58)

Fiir kleine Storwellen, dh << h, kénnen alle Terme zweiter Ordnung vernachldssigt werden,
so daf3 GI. (4.57) nach Division durch ph

—gdh=cdV (4.57a)
bzw. Gl. (4.58)

0=hdV +cdh (4.582)

ergeben. Daraus kann jeweils der Ausdruck fiir dV/dh evaluiert und gleichgesetzt werden

_ ¢

C
was zu

c=,/gh (4.59)

fiihrt. ¢ ist die Schnelligkeit einer Storwelle infinitesimal kleiner Hohe in einem stehenden
Gewisser der Tiefe h.

In einem flieBenden Gewasser iiberlagert sich die Storwelle auf die FlieBgeschwindigkeit.

4.2.2 Elementares Kontrollvolumen: Navier-Stokes-Gleichungen

Wird der Impulssatz auf ein infinitesimal kleines K.V. betrachtet (sh. Abb. 3.17)), fiihrt dies
auf die Bewegungsgleichungen nach Navier-Stokes. Diese Gleichungen sind eine Erweite-
rung der Eulerschen Gleichungen (sh. Gl. 4.17) unter Einbeziehung der Reibungskrifte (Vis-
kositit).

Im folgenden wird angenommen, daf3 im kartesischen Koordinatensystem x, y, z der Schwer-
beschleunigungsvektor beliebig gerichtet ist, g = (gx .8y ,gz) . Fiir das differentielle Volumen

AV = AxAyAz gilt demnach das 2. Newtonsche Gesetz, Gl. (4.1) und (4.2), fir die x-
Richtung als

pa, AV =pg AV + ¥, + TF (4.60)

Die zwei letzten Terme stellen Oberflachenkrifte dar, einmal solche infolge von Normalspan-
nungen F; und dann solche infolge von Tangentialspannungen F, .

Die Komponenten der Normalspannungen oy, 6, und ¢, und der Tangentialspannungen Ty,
Tz, Tyxs Tyz, Tzx UNd T,y sind in Abb. 4.30 dargestellt, wobei an den Gegenflachen
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G, =0 +8&Ax G/ =0 +8&Ay G, =0 +aGZA

T 90X Y Y 9y ’ ’ 0z

’ aTX)’ ’ aT)’X ’ asz
Ty =Tyt 9% Ax , T, =T, +WAy , T, =T,+ 34 Az (4.61)
, ot , J1,, , J1,,
T,=T,+t Ix Ax , T, :ryz+—ay Ay , T,=1T,+ Py Az

Abb. 4.30: Oberflachenspannungen im differentiellen K. V.

Bei den Tangentialspannungen gibt der erste Index die Richtung an, auf der die betrachtete
Flache senkrecht steht, der zweite Index steht flir die Richtung in die die Spannung wirkt.
Die Tangentialspannungen sind demnach durch einen Tensor gegeben, der symmetrisch ist,
also Tuy = Tyx » Txz = Tax » Tyz = Tzy, Was mit aufgrund der Drehmomente des elementaren K.V.
abgeleitet werden kann (z.B. Truckenbrodt, 1980).

Eine vollstdndige Ableitung der weiteren Gleichungen bendtigt eine stoffspezifische Bezie-
hung zwischen den obig definierten Spannungen und dem Deformationsfeld (auch durch ei-

nen Tensor gegeben) des Fluides (sh. dazu z.B. Truckenbrodt, 1980).

Fiir ein inkompressibles Fluid (sh. Gl. 3.34), gilt

du Jdv Jw
+ =

UL VLIV (4.62)
dx dy 0Jz

Mit konstanter Viskositét | gelten flir die Normalspannungen
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c +2 —au

x p uax

s c—oron Y (4.63)

y p uay .
ow

o, =pruT

und fiir die Tangentialspannungen

(av auj
ow ov

TYZ = sz = H(a_y-i_gj (464)
Jdu Jw

w55

In einer allgemeinen Fluidstromung mit Scherung (Deformation und Rotation) unterscheiden
sich die Normalspannungen vom hydrostatischen Druck durch einen zusitzlichen viskosen
Beitrag, Gl. (4.63). Der Ausdruck fiir die Tangentialspannungen, Gl. (4.64) stellt eine Verall-
gemeinerung des Newtonschen Ansatzes, Gl. (1.5), fiir eine parallele Scherstromung dar.
Insgesamt sind Gl. (4.63) und (4.64) die stoffspezifischen Beziehungen zwischen Spannungen
und Verformungsraten, und werden konstitutive Gleichungen genannt.

Die Nettospannungskomponenten fiir die x-Richtung resultieren mit Hilfe von Gl. (4.60) da-
her zu

2

Se
YF, =|-——+2u AX Ay Az (4.65)
o 0x 0x

S, =0 (a_v+a_uj+a (a—u+a—WJAAA (4. 66)
& TayMox Tay) [Tz M ez Tax) | '

Eingesetzt in die Impulsgleichung, Gl. (4.60), ergibt sich nach Division durch AV

o’u  9°v  9d’u d%u Bzw}
(4.67)

p
= -5ty ?2 + + + +
P =Pex =5 H[ dx’ 0dxdy dy> 0z° 0x0z
Die Kontinuititsgleichung gibt aber nach Differentiation nach x

o*u o*v o*w

Ix2  9xdy 9x9z

so daf
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2 2 2
Ip {au o%u au} “.69)

pa, =pg, _a_x"'u x> + ayz + 972

Mit der Definition der Lagrangeschen Beschleunigung ax, Gl. (3.13), und nach Division durch
p ergeben sich die Navier-Stokes-Gleichungen (analog fiir die beiden anderen Richtungen):

Ju Jdu ou Ju 1 dp o’u  d’u d’u
-7 Ty Tz

ov Ov. 9v.  ov_ 1dp (azv+azv+a2vj

o Yox VoyTVaz T Tpay ox? Tay? T o2

ow ow _dw 9w _ 1dp N (82w+82w+82wj
B v ox> oy’ oz’

(4.69)

Die Navier-Stokes-Gleichungen, Gl. (4.69) zusammen mit der Kontinuitdtsgleichung, GI.
(4.62) sind die Grundgleichungen fiir die Stromung von viskosen (realen) Fluiden. Diese vier
Gleichungen, mit entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen, beschreiben im Prinzip

das Stromungsfeld V = (u,v,w) und das Druckfeld p eines Stromungsproblems. Entlang
fester Winde gilt dabei die Haftbedingung, V = \7W , wobei \7W die Wandgeschwindigkeit ist.
Fiir eine ruhende Wand gilt V = 0.

Die Navier-Stokes-Gleichungen sind partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung und
nichtlinear. Exakte analytische Losungen sind nur mit wenigen Ausnahmen moglich. Sie
konnen aber ndherungsweise mit numerischen Methoden gelost werden.

Schleichende Stromungen:

Ein Spezialfall der Navier-Stokes-Gleichungen ergibt sich fiir schleichende Stromungen, das
sind Stromungen mit vernachléssigbar kleinen Beschleunigungen, a, = a, = a, = 0. Dies gilt
z.B. fir die Umstromung von kleinen Partikeln, die langsam absinken (sh. Abschnitt 9.3.2).
Damit folgt

1 dp ’u  9%u a2uj
ox’ " dy’ " 0z

1 dp *v v azvj
ox’ " dy’ " 0z

1 dp ’w  d’w asz
ox’ " dy’ " 0z

(4.70)

Schleichende Stromungen sind durch den Zéhigkeitseinflul dominiert.

Grundwasserstromungen:

Die Grundwasserstromung ist gekennzeichnet durch eine schleichende Wasserbewegung
durch die Hohlrdume einer pordsen Matrix (Abb. 4.31) mit mittlerem Porendurchmesser d.
Wegen der ungleichmifBigen Anordnung der Porenrdume kann die Strémung nicht im Detail
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erfaBt werden. Deswegen wird die mittlere Filtergeschwindigkeit \7f zur Beschreibung

verwendet
Vi = (Vi Vi . V) (4.71)
=6
OQ :f d = typischer Porendurchmesser
Abb. 4.31: FlieBwege bei Grundwasserstromung durch die pordse Matrix

Aus GI. (4.70) ergibt sich der angendherte Ansatz fiir die x-Richtung

(4.72)

(82u J’u Bzuj~VfX _La(yh)
S d? pv  ox

ox’ " dy’ " 07> B

d.h. die Ableitungen zweiter Ordnung werden durch den Ausdruck fo/d2 reprasentiert. Die
piezometrische Hohe h = p/y+ Z, somit yh = p + p g Z, wurde in Gl. (4.61) eingefiihrt. Das
Symbol Z ist hier die Hohe iiber dem Bezugsniveau, um es von der Koordinatenachse z zu
unterscheiden, die in diesem Abschnitt 4.2.2 i.a. nicht gegen die Erdbeschleunigung gerichtet
ist. Somit gilt gy = g dZ/dx. Aus Gl. (4.72) folgt

_gd’oh

N (4.73)

fo =

dZ
K= gT wird als Durchldssigkeitskoeffizient {E} zusammengefalit. K ist abhéngig von der
S

Porositit des Mediums, vom Schwerefeld und von der Viskositét des Fluides. Typische Wer-
te sind fiir Feinsand K = 10~* m/s, fiir Schluff K = 107° m/s und fiir Ton K = 10~ m/s.

In verallgemeinerter Form ergeben sich aus Gl. (4.73) die Darcy-Gleichungen fiir Grundwas-
serstromungen

V., = Ka—h
x ox
oh

V, =-K— 4.74
—
fz aZ

Das negative Vorzeichen in Gl. (4.74) und auch schon in Gl. (4.72) ist gewdhlt, so dal3 die
Stromung in der Richtung des abnehmenden Potentials (piezometrische Hohe h) verlauft.
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4.3 Impulsmomentengleichung

Ein Fluidteilchen mit Positionsvektor ¥ und linearem Impuls p\7 pro Volumeneinheit (sh.
Abb. 4.32) besitzt einen Drehimpuls um den Ursprung, der durch das Kreuzprodukt

T X (p \7) =p (f ><\7) gegeben ist.
Zur Anwendung der Allgemeinen Transportgleichung auf ein Massensystem ist hier die ex-
tensive Systemgrofle der Drehimpuls, B = TM , und die intensive GroBe der Drehimpuls pro

Volumeneinheit, = p(?xV). Hiermit ergibt sich die Impulsmomentengleichung (auch

Drehimpulssatz genannt)

Mo [ Zp(ixV)d¥V+ ¥ p(ixV)VeA=YM (4.75)

wobei XM die gesamten Kraftmomente, die auf das Fluid im K.V. wirken, sind.

Fluidelement
z ’ v
y
0 X

Abb. 4.32:  Drehimpuls eines Fluidteilchens um den Ursprung

Wichtige Anwendungen des Drehimpulssatzes sind hydraulische Maschinen mit rotierenden
Elementen, wie z.B. Pumpen und Turbinen.

Anwendungsbeispiel: Einfache Turbine:
Abb. 4.33 zeigt eine einfache Turbinenanordnung. Fluid mit MassenfluB m = pQ stromt

vertikal und drehimpulsfrei durch den Querschnitt @ in ein rotierendes Element (bestehend
aus zwei Armen mit Lange R), das zwei Ausstromflichen @ hat. Die relative Austrittsge-
schwindigkeit ist V, gegeben durch den Durchflufl Q dividiert durch die beiden Austrittsfla-
chen, 2A,, V, = Q/2A,. Das Element rotiert mit Winkelgeschwindigkeit {2 und ist mit einer
Welle (mit Generator) verbunden, durch die das Kraftmoment M, auf das Fluid einwirkt.

Fiir den stationdren Zustand gilt aus GI. (4.75) fiir die z-Komponente
K.O.

M, = g;(f xV)(pVeA)= D (ix V)m (4.76)

An der Eintrittsfliche @ ist der Vektor TxV = 0, da die Stromung nur eine Vertikalkompo-
nente hat. Fir die Austrittsflichen @ dagegen ist die absolute Austrittsgeschwindigkeit

V,— QR und somit die z-Komponente (fo)Z = —R(Va - QR) , wobel ein negatives Vor-
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zeichen gesetzt wurde, um der Konvention einer positiven Geschwindigkeit gegen den Uhr-
zeigersinn zu geniigen. Demnach fiihrt Gl. (4.76) zu

M, = -R(V, - QR)i 4.77)

z

z
T Welle mit

— Generator
N BN
________ Pme.

Reibungsfreie
L |
agerung relative
Austritts-
PQ=m geschwindigkeit
a) Seitenansicht b) Draufsicht

Abb. 4.33: Einfache Turbine

Das Moment M, das von der Welle auf den Generator wirkt, ist entgegengesetzt, M = — M,
Die Leistung des Turbinen-Systems ist

P=QM=QR(V,-QR)i
Bei gegebenem Durchflu}, m und V, , und Geometrie R, kann die Turbine so betrieben wer-

den, dal die Leistung maximal wird. Dies findet man durch die Optimierung dP/dQ = 0.
Daraus resultiert die optimale Winkelgeschwindigkeit

1V,
Ym =3R
und die maximale Leistung
A

a

P =

max

A=
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5 Energiegleichung

Die Energiegleichung verkorpert neben der Kontinuititsgleichung und der Impulsgleichung
das dritte wichtige Prinzip der Fluidmechanik.

5.1 Thermodynamische Grundlagen

Der 1. Satz der Thermodynamik besagt, da3 die Differenz zwischen der Warme Qy , die ei-
nem (Massen-) System zugefiigt, und der Arbeit W, die vom System geleistet wird, gleich der
Anderung der Energie AE des Systems ist.

Qy —W=AE
Die zeitliche Anderung der Energie in einem System ist somit
o g,-W (5.1)
wobei Q,; der WirmezufluB zum System und W die vom System geleistete Arbeit (Leistung)
ist.

Die Energie pro Masseneinheit betrachtet ist die spezifische Energie e, die sich aus mehreren
Anteilen zusammensetzt,

e=¢ete tu (5.2)

wobei e = %Vz die kinetische Energie, e, = gz die potentielle Energie und u, die spezifische
innere (kalorische) Energie (sh. Gl. 1.4) darstellen.

Eingesetzt in die Allgemeine Transportgleichung, Gl. (3.23) fiir die Stromrohre als K. V., folgt
mit B = E und B = pe

dE 0 S
e K.IV.&(pe)d¥+K%peV-A (5.3)

d.h. die Energieiinderung besteht aus einer zeitlichen Anderung im K.V. und aus einer kon-
vektiven Anderung durch den NettoenergiefluB durch die K.O.. Dies ergibt mit GI. (5.1)

. . d V? V? -
Qu-W= | —|p|——+gz+u, | |dV+ 2 p|——+gz+u, |V.A (5.4)
Kv. 0t 2 K.O. 2

Gl. (5.4) kann fiir viele Probleme der Hydromechanik in einfachere Formen tiberfiihrt werden.
Dies soll am Beispiel einer Fluidmaschine (z.B. Turbine, Pumpe, Kompressor) gezeigt wer-
den (sh. Abb. 5.1).
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Welle mit
Impeller

Systemgrenzen t

Warmetauscher

Abb. 5.1: Generelle Fluidmaschine mit Warmezufuhr und Arbeitsleistung

Das K.V. zur generellen Fluidmaschine zeigt Zu- und Abstromflichen @ und @ mit jeweils
Querschnitt A, Druck p und (mittlerer) Geschwindigkeit V. Durch einen Wérmetauscher wird

ein WirmefluB Q,, zu- (positiv) oder abgefiihrt (negativ).

Die Maschine leistet Arbeit auf ihre Umgebung, d.h. an der K.O.. Es gibt dabei zwei Arten
von niitzlicher Arbeit, die geleistet werden konnen

W =W, + W, (5.5)

Hier ist Wy, die Arbeit, die durch Normalkrifte (Druckkrifte) an der K.O. bzw. W, die Ar-
beit, die durch Scherkrifte an der K.O. geleistet wird. Arbeit kann nur bei Bewegung, also
Strdmung, geleistet werden. Demnach wird Wy, an den Durchstromflichen ® und @ geleis-

tet. Dagegen wird W, an der K.O. Peripherie des drehenden Impellers durch Scherkrifte
geleistet und an die Welle weitergegeben.

Zur Wirkungsweise der Druckarbeit W, wird das System zu zwei Zeitpunkten t und t + At

betrachtet. Zur Zeit t wird das K.V. durch das Fluidsystem ausgefiillt. Zur Zeit t+At ist das

Fluidsystem um die Weglidnge A/, ausgestromt, und um A/; eingestromt. Zunéchst wird die
Kontrollfliche @ (AusfluBfliche) betrachtet. Es wirkt die Druckkraft p, A,. Da Arbeit gleich
Kraft mal Weg und Leistung Arbeit pro Zeit ist, folgt mit der Wegldnge A/, = V,At

Wy = (pz Az) (Vz At)
und somit pro Zeiteinheit
WNz =p,V,A, = pzvz 'Az (5.6)

Dieser Term ist positiv, d.h. Arbeit wird vom Fluid auf die Umgebung geleistet. Fiir die Kon-
trollfliche @ (Einflulfliche) folgt:

WNI =-pVIA, = plvl .Al (5.7)
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Das negative Vorzeichen in Gl. (5.7) zeigt an, dal} Arbeit auf das System geleistet wird. Die
gesamte geleistete Arbeit betrdgt also in Summenform

W, = K% pVeA (5.8)

wobei das skalare Produkt die jeweiligen Vorzeichen gewéhrleistet. Die Scherarbeit WS ist
die Arbeit, die durch Scherspannungen auf bewegte Teile (z.B. Maschinenelemente, Propel-
leroberfldche) innerhalb des Systems geleistet wird. WS ist positiv, Wy > 0, wenn Energie
dem Fluidsystem entzogen wird, z.B. mit einer Turbine. Wy ist negativ, W, <0, wenn Ener-
gie dem Fluidsystem zugefiigt wird, z.B. mit Pumpe oder Kompressor. Bei ruhenden Teilen

gibt es keine Leistung, Wy = 0.

Q,, ist die Warmezufuhr (Q,, > 0) bzw. Wirmeabfuhr (Q,, < 0). Wirmeaustausch kann ab-
sichtlich, z.B. durch Warmetauscher, oder unabsichtlich durch innere Reibung auftreten.

Gl. (5.5) und GI. (5.8) eingesetzt in GI. (5.4) ergibt fiir die Stromrdhre als K. V.

A . 0 V? (Vz p j Lo
Q, -W, = j at[p[z +gz+uth¥+I§ 7 ezt pVeA (5.9)

K.V.

In allgemeinerer Form, wenn die Zu- und AbfluB3flichen ungleichférmig durchstromt werden,
wird die Summierung durch das Integral {iber die K.O. ersetzt (vgl. auch Gl. 3.23)

2 2
Qy-Ws= | 9 P V—+gz+ut v+ | V—+gz+B+ut pVedA  (5.10)
Kv.0t 2 Ko.\ 2 p

5.2 Stationire inkompressible Stromungen in hydraulischen Systemen

Hydraulische Systeme sind Gerinne oder Rohrleitungsysteme, z.B. mit Pumpen oder Turbi-
nen. Fiir diese Systeme konnen oft folgende Vereinfachungen vereinbart werden: die Stro-
mung ist stationdr, d/dt = 0, und inkompressibel, p = konstant.

In Abb. 5.2 ist der Abschnitt einer Rohrleitung mit Fluidmaschine dargestellt. Durchfluf3fla-
chen sind die Flichen ® und @. In diesen Querschnitten ist die Stromung parallel. Die Ge-
schwindigkeitsverteilung ist eine Funktion der Fliche A. Wegen der parallelen Stromung gilt
in den Flichen @ und @ p/p + gz = const., also liegt hydrostatische Druckverteilung vor.
Weiter sei die kalorische Energie u; konstant in diesen Querschnitten. Dem System wird ins-
gesamt keine Wiarme zugefiihrt, aber durch interne Reibung entsteht immer eine Wérmeab-

fuhr, — QH , nach auflen durch die Berandung des K.O..

Dadurch wird GI. (5.10) zu

V? V?
Y oW = ] = p VdA A p VdA 5.11
_QH_ S = 2 +gZ+ +ut p 2_ 2 +gZ+ +ut p 1 ( . )
: p 4 p
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Warmeabfuhr

. Wellenarbeit
Wg Datum

Abb. 5.2: Rohrleitungsabschnitt mit Fluidmaschine

Zusitzlich lautet die Massenerhaltungsgleichung bei der stationdren Stromung

[pVidA, = [pV,dA, =m

A A,

Werden die Geschwindigkeitsprofile mit den mittleren Geschwindigkeiten V, und V, repri-
sentiert, so folgt fiir den Massenflu3 m

m=pV,A, =pV,A, . (5.12)

Analog dazu ist es auch sinnvoll, die Integrale der Gl. (5.11) aufgrund der mittleren Ge-
pV’
2

schwindigkeiten auszuwerten. Wie zu sehen ist, gibt es dabei Integrale vom Typ I dA.

A
73

Diese konnen als o A dargestellt werden, wobei der Energieungleichférmigkeitskoeffi-

zient o mit

(g

definiert ist (vgl. Abschnitt 4.2.1 zur analogen Ableitung des Impulsungleichformigkeitsfak-
tors B). o =1 fir eine vollkommen gleichférmige Stromungen, oo =2  flir die laminare
Rohrstromung mit parabolischer Geschwindigkeitsverteilung, und o = 1,05 fiir turbulente
Rohrstromungen.

Die Scherarbeit Wy kann durch eine Pumpe Wp und/oder durch eine Turbine W, erfolgen,

insgesamt also

Wy =W, - W,
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Einsetzen der obig erlduterten Terme in GI. (5.11) fiihrt zu

v: v:
—O WA W+ ot gz + P, (|0, ——tgz, + 24w, (@ (5.14)
QH t P 1 2 g 1 p tl 2 2 g 2 p t2 *

i ) ) ) J N-m kg-m® ) .
mit der Dimension der Leistung |W |=|—|= = 3 . Der Gewichtsflufl mg
s s s
o . |kg m| |kg-m . . .
besitzt die Dimension | — — | = 3 . Wird GI. (5.14) durch den Gewichtsfluf} divi-
s s s

diert, so ergibt sich nach Umordnung der Terme eine Gleichung mit der Dimension der Lénge

V2 VY V2 W u,_ —u '
a12—1+21+%+,—p= 0622—2+Z2+% + .t+{ : t’+QH} (5.15)
g Mg g g g g

d.h. die Einzelterme konnen als Energiehdhen interpretiert werden. Demnach gelten folgende
Definitionen

X72
(1\2/— Geschwindigkeitshohe (kinetische Energie)
g
z geoditische Hohe (potentielle Energie)
P "Druckhohe" (Fahigkeit des Druckes, Arbeit zu leisten)
Y
W, . .
h =— Pumpenenergiehdhe (Energiezufuhr)
mg
W, . i :
h, = m_g Turbinenenergieh6he (Energieentzug)

u,—u '
h = { . R QH} Energieverlusthohe
g mg

Der letzte Term, der die Anderung der kalorischen Energie im Zu- relativ zum AbfluB und die
Wiérmeabfuhr durch die Berandung des Systems darstellt, ist immer positiv, d.h. er stellt einen
Nettoverlust an mechanischer Energie dar. Dies ergibt sich durch die irreversiblen Verluste,
die durch die Fluidreibung im System erzeugt werden (Energiedissipation).

Mit obigen Definitionen ergibt sich die Arbeits-Energie-Gleichung in ihrer {iblichen Form

v V2
oc12—1+zl +%+ h, = a22—2+zz+%+ht+hv (5.16)
g g

Geschwindigkeitshohe, Lagenhohe und "Druckhohe" sind also Formen der mechanischen
Energie, d.h. sie besitzen die Fahigkeit Arbeit zu leisten, und sind gegenseitig konvertierbar.
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Gl. (5.16) ist ein wichtiges Hilfsmittel zur Analyse von hydraulischen Systemen, z.B. Rohrlei-
tungen oder Gerinneabschnitten, in denen die Stromung iiber lange Distanzen beschrieben
werden soll. Bei solchen Anwendungen werden die Ungleichformigkeitsfaktoren oft nicht
berticksichtigt, also o0 = 1.

Die Arbeits-Energie-Gleichung mit der Dimension der Linge [m] mif}t die Energie pro Ge-
wichtsfluB mg des stromenden Fluides. Zwei alternative Formen zu Gl. (5.16) sind noch
{iblich: Wird Gl. (5.16) mit g multipliziert, so ergibt sich die Dimension [m*/s’], was der E-
nergie pro MassenfluB m entspricht. Wird sie mit y = pg multipliziert, so ergibt sich die
Dimension des Druckes [Pa] als MaB fiir die Energie pro VolumenfluB Q (da m = pQ).

Die Bernoulli-Gleichung, GI. (4.20) oder (4.21), die eigentlich eine Form der Impulsglei-
chung fiir reibungsfreie Stromung ist, kann auch als Sonderfall der Arbeits-Energie-
Gleichung hergeleitet werden. Dazu beschrinkt man sich auf rein mechanische Energiefor-
men, d.h. h, = 0 entsprechend der reibungsfreien Annahme, und auf Systeme ohne externe

Arbeitsleistung, h, = h, = 0. Des weiteren ist die Stromung im Querschnitt natiirlich gleich-
formig, oo = 1. Insgesamt also

2

e +z+ 5 =const. = H Bernoulli-Gleichung (5.17)
g

wobei H die Bernoullikonstante ist, die den Energieinhalt eines spezifischen Stromungsprob-
lems beschreibt.

5.3 Energielinie und Drucklinie

Die einzelnen Komponenten der Arbeits-Energie-Gleichung (5.16) sind dank ihrer Léngen-
dimension vorteilhaft graphisch darstellbar. Abb. 5.3 zeigt dazu das Beispiel einer Rohrlei-
tung.

. ‘\_\.\.\. th1_2=Energ|everIust
29 \ "™~ Energielinie
E.L.
vi
29

P, ™~ Drucklinie

= 3 Y D.L.

Rohrleitung Ho) @ ~ Achsenhdhenlinie
(Stromréhre)
Z mit FlieBrichtung Z,
| Datum
1 2 (Energiehorizont)
Abb. 5.3: Energie- und Drucklinie in einem hydraulischen System
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Die Achsenhohenlinie ist durch z definiert. Die Drucklinie (D.L.) ergibt sich aus z+ p/ 7.

Die Energielinie (E.L.) zeigt die gesamte lokale Energiechohe H = z + p/y + V?/2g an (hier mit
o=1).

Wichtig fiir das gesamte System ist die Angabe der Fliefrichtung, denn in FlieBrichtung
nimmt die Energichohe ab. Fiir die zwei Querschnitte @ und @, wobei @ stromab liegt, ist
dementsprechend die Energieverlusthhe hV]—z’ eine positive GroBle, eingetragen, und die

E.L. fillt ab. Die Ursachen fiir diese Verluste liegen in der Energiedissipation durch die Flu-
idreibung an der Rohrwand. Im Spezialfall der reibungsfreien Stromung bleibt die E.L. kon-
stant, d.h. die E.L. verlauft horizontal.

Im Gegensatz zur E.L. kann die D.L. fallen oder steigen. Dies hidngt in erster Linie von Quer-
schnittsdnderungen ab, die zu Geschwindigkeitsdanderungen und demnach zu Druckénderun-
gen fiihren.

Einige wichtige Prinzipien zum Verlauf von E.L. und D.L. in hydraulischen Systemen sind im
folgenden Beispiel dargelegt. Abb. 5.4 zeigt einen Speicher mit einer ersten Rohrleitung (gro-
Berer Durchmesser), die zu einer Pumpe (P) fiihrt. Danach folgt eine zweite Rohrleitung
(kleinerer Durchmesser), die in einer Diise endet, woraus ein Freistrahl in die Luft ausflief3t.

V_2 _\ \D\L\\ ) hv3_4

/ \ V7

E.L.=D.L.

@ Unterdruck
Abb. 5.4: Rohrleitungssystem mit Speicher, Pumpe, Diise und Freistrahl

Wenn auch beide Rohrleitungen leicht gekriimmt sind, so herrschen entlang der FlieBrichtung
doch gleichformige Stromungsverhiltnisse, so daB E.L. und D.L. geradlinig' dargestellt wer-
den (unter weiterer Annahme von konstanter Wandreibung).

Nach Angabe des Datums und der FlieBrichtung gelten folgende Prinzipien:

! Alternativ konnen natiirlich E.L. und D.L. unabhingig von der Systemgeometrie dargestellt werden. Dann
werden E.L. und D.L. als Funktion der Distanz entlang der "aufgerollten" Rohrachse eingezeichnet.
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- In einem groBlen Behilter mit freier Wasseroberflache - also V=0 und p =0 - liegen E.L.
und D.L. im Wasserspiegel.

- In einem gleichféormigen Stromungsabschnitt sind E.L. und D.L. parallel zueinander.

- Durch eine Pumpe wird lokal die E.L. um den Betrag h, erhoht. (Alternativ wird sie durch
eine Turbine um h; erniedrigt.)

- In einer Diise nimmt der Druck zum atmosphérischen Druck (p = 0) hin ab, wéhrend die
Geschwindigkeit auf die Strahlgeschwindigkeit V; ansteigt.

- Im Freistrahl (p = 0) ist die D.L. gleich der Strahlachse.

- Wenn die D.L. unter die Rohrachsenlinie féllt (sh. in Abb. 5.4 den Abschnitt von Punkt X
bis zur Ansaugseite der Pumpe), so fillt der Druck unter den atmosphédrischen Referenz-
druck. Also p <0, es herrschen Unterdruckbedingungen®.

Verschiedene Verlusthohen, z.B. h h h, ,h

Vi vy sy hy sind in Abb. 5.4 eingetragen. Alle
diese Terme beziehen sich auf Energieverluste durch Fluidreibung in diesen Abschnitten. Die
Spezifikation dieser Terme, in Abhdngigkeit von Stromungsverhiltnissen, Geometrien und

Wandrauheiten, wird in Kap. 8 behandelt.

5.4 Anwendung von Impuls-, Energie- und Kontinuitatsgleichung

In generellen Stromungsproblemen kommen alle drei Grundgleichungen zum Einsatz. Die
Analyse der plotzlichen Rohrerweiterung von Durchmesser D; auf D, ist ein Beispiel dazu

(Abb. 5.5).

Abb. 5.5: Pl6tzliche Rohrerweiterung mit Riickstromzone

Die Anstrombedingungen, Sektion @, sind ein Durchfluf} Q eines inkompressiblen Fluides
mit Dichte p bei gegebenem Druck p,. Die Anstromung hat ein Geschwindigkeitsprofil, das
durch die mittlere Geschwindigkeit V,, dargestellt wird.

2 Ist dieser Unterdruck zu groB, so kann sich Kavitation (Dampfblasenbildung) einstellen, d.h. wenn der absolute
Druck unter den Dampfdruck fillt.
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Die Anstromverhéltnisse sind konstant bis zum Eintritt in die pl6tzliche Erweiterung, Sektion
®. Die Erweiterungskante ist Ablosungspunkt der Grenzschichte. Es ergibt sich dann eine

Riickstromzone, die nach Beobachtungen etwa 5(D, —D;) lang ist, und in der durch be-
trachtliche Turbulenz starke Energiedissipation stattfindet.

Nach einer kurzen Strecke stellen sich wieder gleichférmige Verhéltnisse in der Abstromung
ein, Sektion @ mit mittlerer Geschwindigkeit V, .

Zur Analyse wird ein K. V. (sh. Abb. 5.5) gewihlt, das kurz ist (nur einige Durchmesser lang),
aber lang genug, um die Ungleichférmigkeiten der komplizierten Erweiterungsstrémung ein-
zuschlieBen. Am Rande des K.V. sind bekannte Zu- und AbfluBbedingungen gegeben. Diese
ergeben sich aus der Kontinuititsgleichung

Q

und V, = A_
2

(5.18)

wobei A, =D,*n/4 und A, =D,’n/4.

Zur Anwendung der Impulsgleichung fiir die x-Richtung, Gl. (4.40a) miissen alle Krifte auf
das K.V. bekannt sein. Hierzu sei bemerkt, dafl der Querschnitt @ aus zwei Teilen besteht,
aus einem inneren Kreisquerschnitt, der eine Durchfluf3fliche darstellt und wo der Druck p;
gleichformig verteilt ist, und aus einem &dulleren Ringquerschnitt entlang der Erweiterung.
Hier ist der Druck in erster Anndherung auch gleich p;, da die Riickstromgeschwindigkeiten
immer klein relativ zur Hauptgeschwindigkeit sind. Des weiteren p; = p, tiber kurze Distan-
zen. Die Reibungskraft entlang der duBBeren Peripherie des K.V. wird vernachléssigt, da das
K.V. kurz gewihlt wurde.

Die Impulsgleichung lautet also
P A, —p,A, = szvzzAz - pBIVIZAl

Im folgenden werden die Ungleichformigkeitsfaktoren 3, = 3, = 1 gesetzt, so dal3
—L (5.19)

Die Anwendung der Arbeits-Energie-Gleichung GI1.(5.16), analog mit oy = o = 1 und mit
Z| = 7y, fihrt zu

P,
— = —_——+h (5.20)
Y

Die Druckédnderungen in den beiden letzten Gleichungen konnen gleichgesetzt werden, um
die Energieverlusthohe zu berechnen. Dies ergibt mit Hilfe der Kontinuitit

h = (Vl _V2)2
v 2g
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oder

v AY Vv D))
h, = —1(1——'j = L 1-(—') (5.21)
2g A, 2g D,

Die Verlusthohe h, wird als Teil der Geschwindigkeitshohe der Zustromung ausgedriickt. Sie
kann also in diesem Fall direkt aus den Erhaltungsprinzipien berechnet werden! Gl. (5.21)
stimmt gut mit Messungen zu Experimenten iiberein (sh. Kap. 8).

Ein Spezialfall von Gl. (5.21) bzw. Abb. 5.5 ist das Einstromen in einen groflen Behilter,
V2

A; >> Ay, so daBB h, :2—], d.h. die gesamte Geschwindigkeitshohe wird als turbulenter
g

Strahl im Behélter dissipiert.
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6 Experimentelle Hydromechanik

Wie schon in den vorhergehenden Kapiteln angedeutet wurde, sind die Grundgleichungen der
Hydromechanik in differentieller Form zwar wohldefiniert, aber in praktischen Anwendungen
fast nie exakt analytisch 16sbar. Fiir die Ingenieurpraxis bedeutet dies, da3 ein vorliegendes
Stromungsproblem - ndmlich die Verteilung der Geschwindigkeiten und der damit verbunde-
nen Driicke und Kréfte - nicht exakt analytisch, d.h. durch Integration der Grundgleichungen,
ermittelt werden kann, ein paar wenige einfache Stromungstypen ausgenommen.

Zwei wesentliche Fakten zeichnen fur dieses Dilemma verantwortlich:

1) Die meisten praktischen Stromungsprobleme haben komplexe Randbedingungen, gegeben
durch die Geometrie der Berandung und/oder die Zustromverhiltnisse. Da die differentiel-
len Grundgleichungen, ndmlich die Navier-Stokes-Gleichungen (Abschn. 4.2.2), selbst
nicht-linear sind, wird ihre analytische Integration fiir diese komplexen Randbedingungen
unmoglich.

2) Die FlieBverhéltnisse in der Natur und in der Ingenieurpraxis sind in der iiberwiegenden
Mehrzahl durch turbulente Stromungen gegeben. Das heil3t, das mittlere Stromungsverhal-
ten (die ,,Grundstromung®) ist durch irreguldre Fluktuationen, die durch Wirbelstrukturen
gepragt sind, liberlagert. Durch diese Wirbel entsteht ein intensiver Impulsaustausch (tur-
bulente Scherspannungen) in der Stromung. Dieser Impulsaustausch ist nicht mehr durch
den Newton’schen Ansatz (Gl. 1.5 bzw. 4.64) gegeben, d.h. die Navier-Stokes-
Gleichungen geniigen nicht mehr, um das mittlere Verhalten von turbulenten Strémungen
zu beschreiben.

Im Hinblick auf dieses Dilemma féllt den experimentellen Methoden der Hydromechanik
grole Bedeutung zu. In der experimentellen Stromungsmechanik werden Stromungsproble-
me unter kontrollierten Laborbedingungen (manchmal auch in Feldversuchen) untersucht, um
Aussagen iiber allgemeine Stromungstypen oder aber fiir spezifische Ingenieurbemessungen
zu treffen.

Die numerischen Methoden der Hydromechanik sind ein weiteres wichtiges Hilfsmittel fiir
die Ingenieurpraxis. Hier werden Grundgleichungen der Hydromechanik approximativ in
Differenzenform geldst. Im Hinblick auf die rapide wachsenden Rechnerleistungen und Spei-
cherkapazitidten von modernen Computern werden die Genauigkeit und die Einsatzmoglich-
keiten der numerischen Stromungsmechanik immer grof8er. In jedem Falle aber ist die nume-
rische Stromungsmechanik immer eng mit der experimentellen verbunden. Zum einen miis-
sen die numerischen Resultate, da sie approximativ sind, durch Vergleich mit experimentellen
Daten - und auch den wenigen analytischen Losungen - fiir wesentliche Grundsatzexperimen-
te abgesichert werden. Zum anderen ergeben sich die empirischen Ansétze fiir den Impulsaus-
tausch in turbulenten Strémungen erst durch detaillierte experimentelle Beobachtungen.

6.1 Ziele der experimentellen Hydromechanik

Die experimentelle Hydromechanik hat zwei Hauptzielrichtungen: generelle Grundlagenexpe-
rimente und fallspezifische Modelluntersuchungen.
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Ziel von Grundlagenexperimenten ist es, einen gewissen Stromungstyp oder ein Strémungs-
phédnomen bzw. eine schematische Apparatur oder ein Stromungsbauwerk im Detail zu unter-
suchen und das Stromungsverhalten systematisch zu qualifizieren. Die Sammlung von Erfah-
rungen und die Ubertragbarkeit der Resultate auf analoge Stromungstypen ist hier wesentlich.
Diese empirische Vorgangsweise ist natiirlich dhnlich zu der in anderen Naturwissenschaften,
wo Grundlagenexperimente eine zentrale Rolle spielen.

Zur Illustration dieser Vorgangsweise wird das Beispiel der Entwicklung einer Mefidiise zur
Durchfluffmessung in einer Rohrleitung verwendet. Abb. 6.1 zeigt die Anstromungsverhalt-
nisse (Querschnitt 0) in der Rohrleitung mit Durchmesser D,. Fluid mit Dichte p stromt mit
einer unbekannten mittleren Geschwindigkeit V,. Eine MeBdiise mit Querschnittsverdnde-
rung (Durchmesser Dg) und einer gewissen Formgebung (sh. Abb. 6.1) soll eingesetzt wer-
den, um aufgrund der gemessenen Druckidnderung p, — p1, wobei p, der piezometrische Druck
in der Anstrdomung bzw. p; unmittelbar nach der MeB3diise ist, Information iiber V, zu erlan-
gen. Der zu messende DurchfluB Q ist dann durch Q = V,D,’nt/4 gegeben.

© 0

‘ —
L D
v _ S S -
po —» D, Dy —»
77Y’Y‘\
l N
P, P,
Abb. 6.1: Melfidiise zur DurchfluBmessung in einer Rohrleitung

Solche MefBdiisen, mit unterschiedlicher Formgebung, wurden vielfach in der Verfahrens-
technik, z.B. auch in Wasseraufbereitungs- bzw. Abwasseranlagen, eingesetzt. Ziel der MeB-
diisenentwicklung ist es, die Diise fiir unterschiedliche Fluide (p variabel) und Groenabmes-
sungen (D, variabel) einzusetzen. Eine Einschrinkung ist vorab aber, da3 die Diise nur fiir
eine turbulente Rohrstromung (d.h. die Reynoldszahl Re der Anstromung ist grofer als 2000,
sh. Abschn. 3.2) und im inkompressiblen Bereich (d.h. die Geschwindigkeit der Anstromung
ist wesentlich kleiner als die Schallgeschwindigkeit) eingesetzt wird.

Systematische Untersuchungen werden dazu mit dem Fluid Wasser (p = 1000 kg/m?) in ei-
nem Rohr mit Durchmesser D, = 100 mm durchgefiihrt. Drei MeBserien (a), (b) und (c) mit
Diisendurchmessern Dg = 80 mm (a), 60 mm (b) und 40 mm (c) werden durchgefiihrt. Hier
wird jeweils die Geschwindigkeit V, systematisch variiert und unabhingig (d.h. mit einer
anderen MeBmethode) gemessen und der Druckabfall p, — p; beobachtet. Die experimentel-
len Daten fiir diese drei MefBserien sind in Abb. 6.2 eingetragen. Typisch fiir solche
experimentellen Daten ist eine gewisse Streuung, die sich durch MeBBungenauigkeiten ergibt,
dennoch aber ist ein klarer Trend fiir alle drei MeBserien in Abb. 6.2 ersichtlich. Der
Druckabfall steigt mit zunehmender Geschwindigkeit stark an. Die ,,best-fit“ Kurven in Abb.
6.2 entsprechen etwa einem quadratischen Verhalten, (p, — p1) ~ V.2, wie er fiir turbulente
Stromungen charakteristisch ist (sh. Kap. 8).
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Druckabfall Versuche im Rohr Do =100mm

P,-P; " mit Wasser p=1000kg/m®
kPa v
e Seri oSerie Serie + (@) D, = 80mm -
erie @ x (b) Dy = 60mm ggperlmeptelle Daten
(©) fur MeBalUsen
o (c) D4=40mm
o 4
best-fit Kurven
(o]
(o]
-
Vo (M/s)

Abb. 6.2: Gemessener Druckabfall bei MeBdiise als Funktion der Geschwindigkeit

Die Ahnlichkeit des Datenverlaufs fiir die drei MeBserien Abb. 6.2 deutet auf gewisse Ge-
setzméBigkeiten im Stromungsverhalten hin. Um diese GesetzmiBigkeiten klar zu erkennen,

ist es wichtig, die Daten dimensionslos darzustellen. Im gegebenen Fall ist es dabei giinstig,
2

den Druckabfall (p, — p1) durch den Staudruck pT" der Stromung dimensionslos zu machen

und als Funktion des Durchmesserverhéltnisses D,/Dy darzustellen. Dies geschieht in Abb.
6.3.

Cp= PoP1 _ Druckkoeffizient
V02
P2
%o
b
! !
£ ‘ |
. o
|
i \ \
a b o A
ﬁ" = Durchmesserverhaltnis
d
Abb. 6.3: Dimensionslose Darstellung des Druckkoeffizienten einer MeBdiise in Abhén-

gigkeit vom Durchmesserverhéltnis ("Eichkurve')

In dieser dimensionslosen Darstellung zeigt sich nun, dal die Daten der drei MeBserien auf
jeweils einen Punkt (mit einer gewissen Streuung) zusammenfallen und der Trend von MeB-
serie zu Melserie, also fiir verschiedene Durchmesserverhéltnisse D,/Dgy, durch eine einzigar-
tige Kurve - die sogenannte ,,Eichkurve® der Mefidiise - dargestellt werden kann. Jedem
Durchmesserverhéltnis D,/Dy entspricht also ein Druckkoeffizient C,. Bei gemessenem
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Druckunterschied (p, — p1) und gegebener Dichte p kann also die Geschwindigkeit V, ermit-
telt werden. Im Prinzip sollten die grundlegenden GesetzméBigkeiten, obwohl aufgrund von
Versuchen mit Wasser ermittelt, auch auf andere Fluide (z.B. Luft oder Ol) anwendbar sein,
solange eben die eingangs erwidhnten Einschrankungen (wie Turbulenz und Inkompressibili-
tit) eingehalten werden.

Ziel von Modelluntersuchungen ist es, ein bestehendes Problem oder einen Bemessungsent-
wurf in verdndertem, meist kleineren Maf3stab mit den wesentlichen geometrischen und dy-
namischen Eigenschaften im Labor nachzubilden und zu beobachten. Zusitzlich zur Wahl des
Malistabes kann dabei auch ein unterschiedliches Fluid im Modell eingesetzt werden. So
kann z.B., um die Windkrifte auf einen Pylonen einer projektierten Hangebriicke zu ermit-
teln, ein Modell in einem Laborwindkanal oder aber in einer Laborwasserrinne eingesetzt
werden, jedes der Verfahren mit gewissen Vor- bzw. Nachteilen. Der zentrale Aspekt bei
Modelluntersuchungen ist immer die Ubertragbarkeit der im Modell gemessenen Resultate
zuriick auf den Prototyp. Hierzu konnen entsprechende Ahnlichkeitsgesetze formuliert wer-
den.

Die folgenden Abschnitte illustrieren die formalen Vorgangsweisen der Dimensionsanalyse
und der damit gekoppelten Ahnlichkeitsgesetze (,,Modelltheorie*) als grundlegende Elemente
der experimentellen Hydromechanik.

6.2 Dimensionsanalyse

Die Dimensionsanalyse ist ein grundlegendes Prinzip in allen Naturwissenschaften. Sie be-
ruht darauf, daB rationale Gleichungen, also Gleichungen, die auf den Gesetzen der Physik
beruhen, dimensionsméfBig homogen sein miissen, d.h. die Dimensionen fiir die Terme auf
beiden Seiten einer Gleichung miissen identisch sein. Dies bedeutet auch, dafl die Glei-
chungsform von den fiir die physikalischen Variablen verwendeten Einheiten unabhéngig sein
mul.

Das Prinzip der dimensionalen Homogenitét ist hierin schon mehrfach angewendet worden,
siche z.B. die Uberlegungen zur Dimensionalitit der dynamischen Viskositit im Newton-
schen Ansatz (GL. 1.5).

Die Grunddimensionen fiir mechanische Systeme sind die Lénge L, die Zeit T und die Masse
M. Alternativ zur Masse kann auch die Kraft F verwendet werden, wobei

[F]{l\;ﬂ (6.1)

6.2.1 Beispiel: Stromungswiderstand einer Kugel

Die systematische Vorgehensweise zur Dimensionsanalyse wird hier anhand eines Beispiels
erklart: Der Stromungswiderstand Fy einer Kugel in einem stromenden Fluid soll untersucht
werden. Es wird erwartet, dafl Fyw von den folgenden Variablen beeinfluf3t sein konnte:

- Geschwindigkeit, V
- dynamische Viskositét des Fluides, 1
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- Dichte des Fluides, p
- Durchmesser der Kugel, D

In funktionaler Form ergibt sich also der folgende Zusammenhang zwischen der abhidngigen
Variablen Fyw und den unabhéngigen Variablen V, W, p, D,

Fw =11 (V, u, p,D) (6.2)

Die Dimensionen der einzelnen Variablen, ausgedriickt in den drei Grunddimensionen, L, T
und F, sind:

RI= 1 v = [5] W= [] 6= ] =

Nachdem alle signifikanten Variablen eines Stromungsproblems in funktionaler Form
(Gl. 6.2) zusammengefalit sind, ist es Ziel der Dimensionsanalyse die Gleichung so umzufor-
men, daB3 nur noch dimensionslose Parameter (bestehend aus Kombinationen der dimensions-
behafteten Variablen) erscheinen.

Die systematische Vorgehensweise ist dabei:

1)  Man wihle eine unabhingige Variable, die eine bestimmte Grunddimension enthilt und
kombiniere sie mit den anderen Variablen derart, daf} diese Grunddimension eliminiert
wird.

2)  Dies wird mit anderen unabhéngigen Variablen so lange wiederholt bis alle Parameter
der Gleichung vollig dimensionslos sind.

Im obigen Beispiel (Gl. 6.2) wird zuerst p gewdhlt mit der Absicht die Grunddimension F zu

eliminieren. Division von p in die Variabeln Fw und W, in denen die Dimension F jeweils zu
finden ist, fiihrt zu einer gednderten funktionalen Form

benlvhoo)
—=f|V,—.,D (6.3)
p *U’p

Gl. (6.3) enthélt nur noch die Grunddimensionen L und T, da

Fo |_| LY ni_|L
pl LT] 7 [p] LT
Im ndchsten Schritt wird V gewéhlt mit der Absicht die Dimension T zu eliminieren. Da T

zur zweiten Potenz im Nenner von Fw/p bzw. zur ersten Potenz im Nenner von p/p steht,
wird mit V2 bzw. V dividiert, um eine neue Form

Fo (1m0 )
STEtt [ P (6.4)
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zu erhalten. Alle Parameter dieser Gleichungen bestehen jetzt nur noch aus der Grunddimen-
sion [L], da

. 3]

Als letzter Schritt in diesem Beispiel wird die verbleibende Langendimension L eliminiert

=f, | — .
sz D2 4 pVD (6 5)

Somit wurde das System von urspriinglich fiinf dimensionsbehafteten Variablen auf zwei di-
mensionslose Variablen reduziert. Dieser Zusammenhang vereinfacht die Darstellung von
experimentellen Daten erheblich.

Hier sei noch bemerkt, daB3 Gl. (6.5) alternativ

Py —f(—pVDj—f(E) 6.5
pszz_s u BRI (6.5a)

dargestellt werden kann, so daf3 auf der rechten Seite die Reynoldszahl klar als Parameter zu
erkennen ist, wobei die kinematische Viskositit v = 1/p eingefiigt wurde.

Einige verallgemeinernde Bemerkungen zum obigen Beispiel sind:

(1) Wairen andere Reihenfolgen bei der Auswahl der unabhingigen Variablen getroffen
worden, so hétten sich andere dimensionslose Parameter ergeben. Hier gibt es keine
einzigartige Vorgangsweise. Im allgemeinen ist es aber in der Stromungsmechanik
giinstig, in der Reihenfolge Dichte, Geschwindigkeit und signifikanter Lénge vorzuge-
hen.

(i1)) In einem generellen Problem existieren N Variablen mit M Grunddimensionen. Ein
Theorem nach Buckingham (1914) zur Dimensionsanalyse belegt hier, dafl dieses Prob-
lem dann auf N - M dimensionslose Parameter reduziert werden kann.

(iii) Im obigen Beispiel ergibt sich nur ein unabhidngiger Parameter (in der Klammer der
Funktion f; bzw. f5). Im generellen Fall konnen dies mehr Parameter sein (sh. unten)
oder aber auch null Parameter (d.h. die Funktion wird eine Konstante) sein.

6.2.2 Dimensionslose Parameter in generellen Stromungsproblemen

In einem generellen Stromungsproblem ergibt sich der Druckunterschied Ap als abhédngige
Variable als Folge von einer begrenzten Zahl von unabhédngigen Variablen. Eine relativ um-
fassende Gesamtliste von signifikanten Variablen mit ihren Dimensionen ist hierbei:
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Druckinderung [Ap] = [F/L%]

Geschwindigkeit [V] = [L/T]
Lange [L] = [L]
Dichte [p] = [FTYLY
Viskositt m = [FT/L?]
spezifischer Gewichtsunterschied [AY] = [F/L’]
Elastizitit [E] = [F/LY
Oberflachenspannung [o] = [F/L]

Die funktionale Form ist demnach
Ap=f(V,L,p,u,E,c,AY) (6.6)

Nach Umwandlung in dimensionslose Parameter wird GI. (6.6) zu

2 2
S VL VIV ViLp 67
pV W AT JEpT o

P

Mit der Definition der Schallgeschwindigkeit ¢=,/E /p (GI. 1.15) und der Konvention des

1
Staudruckes 3 p V* wird GL. (6.7) dargestellt als

A VL VvV’ V V'L
Tt A e (6.8)
7pV2 u =L ¥ o
z P
Der abhingige Parameter ist der schon in Gl. (4.26) definierte Druckkoeffizient'
A
Druckkoeffizient C, = 1 P (6.9)
PV

wiéhrend die unabhéngigen Parameter als dimensionslose Kennzahlen nach historischen Per-
sonlichkeiten der Stromungsmechanik benannt sind:

Reynoldszahl Re=—=— (6.10)

! Der Druckkoeffizient C, wird auch gelegentlich mit einer Eulerzahl Eu in Beziehung gesetzt, Eu=1/ \/C_p .

Diese Nomenklatur wird hierin aber vermieden, da C, meistens eine resultierende Grof3e ist, wihrend die ande-
ren dimensionslosen Kennzahlen, Gl. (6.10) bis (6.13), tatséchlich unabhédngige Gréfen sind.
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\Y%
Froudezahl Fr= (densimetrisch) (6.11)
Ay
—L
Y
\Y%
Machzahl Ma= N (6.12)
V:Lp
Weberzahl We = . (6.13)

In reduzierter, symbolischer Form ist demnach das sich in einer Stromung ergebende Druck-
feld C, in Abhéngigkeit von vier Parametern gegeben, welche die Stromung kontrollieren

Cp = f(Re, Fr, Ma, We) (6.14)

Zur Froudezahl, Gl. (6.11), sei folgendes angemerkt: Sie ist immer eine signifikante Grof3e
bei Stromungen, wo Dichteunterschiede, die dann zu Unterschieden im spezifischen Gewicht
fithren, eine Rolle spielen. Beispiele hierzu sind: 1) Auftriebskrifte, wenn ein Festkorper in
einem Fluid absinkt, hier Ay =y —Yr, wobei Y, das spezifische Gewicht des Festkorpers bzw.
¥ des Fluides ist, 2) Stromungen bei der Interaktion von SiiB- und Meereswasser in Astua-
rien, hier Ay = ym — ¥s, wobei sich Y, auf das Meereswasser und 7, auf das StiBwasser be-
zieht, und 3) Konvektionsstromungen durch Dichteunterschiede zwischen Warm- und Kalt-
luft in einem Raum, hier Ay =y — vn, wobei sich 7y, auf die Kaltluft und v, auf die Hei8luft
bezieht. Die Froudezahl, so wie in Gl. (6.11) definiert, wird demnach auch die densimetri-
sche (oder dichtebezogene) Froudezahl genannt.

Ein wichtiger Spezialfall von solchen schwerkraftbeeinfluiten Stromungen sind Wasserstro-
mungen mit freier Oberflidche, die sich unterhalb der Atmosphére abspielen. In dem Fall, Ay
=Yw — YL , Wobei Y, das spezifische Gewicht des Wassers bzw. y;, der Luft ist. Da aber y. <<
Yw, €rgibt sich anndhernd Ay = vy, = pwg. Auf die Dichte p,, der Wasserstromung bezogen
kann GI. (6.11) hier alternativ als die gewdhnliche Froudezahl

v

Froudezahl Fr=——= (6.11a)
/gL

dargestellt werden. Sie ist eine wichtige Grofe fiir alle Gerinnestrémungen (z.B. Fliisse, Ka-
ndle), die ein zentrales Gebiet der Hydraulik darstellen.

Die in Gl. (6.9) bzw. (6.14) dargestellten dimensionslosen Parameter kdnnen auch alternativ
als das Verhéltnis von Kriften ausgedriickt werden, die in einem Fluidproblem herrschen.
Diese Herleitung wird im folgenden gegeben, wobei das Proportionalitidtssymbol (~) jeweils
die Gréflenordnung einer Kraft angibt.

Eine typische Druckkraft fiir ein Stromungsproblem ist

2
F, ~ApL
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und die typische Trigheitskraft, welche den Impuls mif3t

dv) 1
A 3 R 2712
F,~M-a (pL)(V dsj SPVIL

Diese beiden Krifte ins Verhéltnis gesetzt, ergibt

EN ApL* _Ap _c
FI

1 1
SoV2I[2 V2
2P 2P

P Druckkoeftizient (6.15)

Die typische viskose Reibungskraft ist
dv) |,
F,~tA={u—|L"~uVL
dy

und im Verhéltnis zur Tragheitskraft

F pV’L VLp
il S = = Re Reynoldszahl (6.16)
F uVL w

v

Die typische Schwerkraft fiir eine Strdmung mit freier Oberfldche ist
3
F,~yL

und im Verhéltnis zur Triagheitskraft

Y =—=(Fr)’ Froudezahl (6.17)

Die typische Oberfldchenspannungskraft ist

F, ~oL
und im Verhéltnis zur Triagheitskraft
F, pV’L* V’Lp

— We Weberzahl (6.18)
F, oL o

Die typische Kompressibilititskraft ist
F ~pVcl?

und im Verhiltnis zur Tragheitskraft
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—=——"—"—>=—=Ma Machzahl (6.19)

6.3  Ahnlichkeitsgesetze (Modelltheorie)

Bei Experimenten ist es wichtig, dafl die Vorgénge in der Natur im Modell physikalisch rich-
tig wiedergegeben werden. Dazu ist eine Ahnlichkeit zwischen Modell und Natur (Prototyp)
notwendig. Diese Ahnlichkeit erfordert zuerst einmal geometrische Ahnlichkeiten. Dariiber
hinaus miissen die beiden Systeme - Modell und Prototyp - aber auch dynamisch &hnlich sein,
d.h. dhnliche Krifteverteilungen aufweisen.

6.3.1 Geometrische Ahnlichkeit

Geometrische Ahnlichkeit bedingt, daB das Verhiltnis aller entsprechenden Lingen in den
drei Koordinatenrichtungen zwischen Prototyp (Index p) und im Modell (Index m) gleich sein
muf.

=Im_may (6.20)

L, ist hier das Langenverhiltnis (Index r = ,,ratio*), auch Modellma@stab genannt. Abb. 6.4
illustriert Gl. (6.20) anhand der Untersuchung einer Pfeilerumstromung.

Prototyp p Modell m

— —
— —»GD
— —

I —

I Xp |

Abb. 6.4: Umstromung eines Briickenpfeilers in Natur und Modell (Grundrif3)

Aus der Definition des Léngenverhdltnisses ergeben sich die Fliachen- bzw.
Volumenverhéltnisse

A X

A =—motndn g o 6.21)
Ap Xp yp
v,

v e, (6.22)

Oft ist es im Modell allerdings nicht mdglich, exakte geometrische Ahnlichkeiten einzuhalten.
Im Wasserbau ist dies besonders der Fall bei Flu3- und Kiistenbaumodellen, da die Breite im
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Verhiltnis zur Tiefe meist sehr grof3 ist. Aus diesem Grund werden diese Modelle iiberhoht
gebaut, d.h. die Wassertiefe wird im Verhéltnis zur Breite zu gro3 gewéhlt. Diese Modelle
werden verzerrte (oder iiberhdhte) Modelle genannt. Deshalb wird hier zwischen einem hori-
zontalen Lingenmafstab L, und einem vertikalen Langenmalfstab H, unterschieden.

X Ym

L =— (6.23)
XP yp
z

H, =—" (6.24)
V4

p
Hieraus folgt der Uberhdhungs- oder Verzerrungsfaktor n
A 6.25
n=v (6.25)

6.3.2 Dynamische Ahnlichkeit (Krifteihnlichkeit)

Dynamisch dhnliche Stromungen miissen gleiche Krifteverhdltnisse in beiden Systemen ha-
ben. Nur auf diese Art kann garantiert werden, da3 Grof8e und Richtung der resultierenden
Fluidbeschleunigungen - und demnach das ganze Stromlinienbild - in beiden Systemen gleich
sind.

Dies wird in Abb. 6.5 fiir eine Wehriiberstromung illustriert. Die beiden Systeme sind geo-
metrisch dhnlich. Betrachtet wird ein Fluidelement, das sich in einer analogen Position befin-

ow F

pp

Fluidelement
an einem
analogen Punkt

Prototyp (Natur) Modell

Abb. 6.5: Wehriiberstromung in Natur (Prototyp) und Modell

det. Auf dieses Fluidelement wirkt die Schwerkraft F,, die Druckkraft F, und eine Reibungs-
kraft F,, die durch die Zahigkeit des Fluides hervorgerufen wird. Durch Vektoraddition der
Kréfte erhilt man die auf das Element wirkende resultierende Kraft, die Tragheitskraft Fy, als
Kriftepolygon in Abb. 6.6 dargestellt. Damit Prototyp und Modell dynamisch {ibereinstim-
men, muf} das Verhéltnis der Krifte an allen Punkten iibereinstimmen. Das Kréftepolygon
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des Prototyps mufl zu dem des Modells dhnlich sein. Analoge Kréftepaare miissen somit das
gleiche Verhéltnis aufweisen.

pm

Abb. 6.6: Ahnliche Kriftepolygone im Prototyp und im Modell

Wird zuerst das Kréftepaar Triagheitskraft und Schwerkraft herausgegriffen

5 _E
ng
so ergibt sich aufgrund von Gl. (6.17) die Erfordernis

Fr, =Fr_ oder Fr. =1 (6.30)

p

d.h. beide Systeme miissen durch eine gleich groBe Froudezahl gekennzeichnet sein. Man
spricht in dem Zusammenhang auch von der Erfordernis zur ,,Froude-Ahnlichkeit*.

Aus dem Kriftepaar Triagheitskraft und Reibungskraft ergibt sich

F
F

vm

Im

B
F,
und aufgrund von GI. (6.16)

Re =Re oder Re =1 (6.31)

p m r
also die Erfordernis zur ,,Reynolds-Ahnlichkeit“.

Sind in diesem Modell einmal Froude- und Reynolds-Ahnlichkeit gewihrleistet, so resultieren
daraus automatisch die richtigen Druckverteilungen gegeben durch die entsprechend gleich
gro3en Druckkoeffizienten

C =C (6.32)

P, P

In tatsdchlichen Anwendungen von Modellen in der Hydromechanik oder Hydraulik ist es
aber fast nie mdglich, perfekte dynamische Ahnlichkeit, all die mdglicherweise auftretenden
Krifte betreffend, zu gewéhrleisten. Hier miissen gewisse Kompromisse getroffen werden,
indem man sich auf die wesentlichen, jeweils dominanten Krifte konzentriert und auch ge-
wisse Invarianzen im Stromungsverhalten beachtet. Dies wird im folgenden Abschnitt darge-
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stellt. Hierbei werden Kompressibilitits- bzw. Oberflachenspannungskrifte nicht weiter be-
rlicksichtigt.

6.4 Anwendung: Dynamische Ahnlichkeit fiir inkompressible Stromungen

6.4.1 Geschlossene Systeme: Reynolds-Ahnlichkeit

Geschlossene Systeme sind Stromungsverhéltnisse ohne freien Wasserspiegel, bei denen also
Schwerkrafteinfliisse die Stromung nicht unmittelbar beeinflussen, wie z.B. in Rohrleitungen,
Pumpen und Turbinen, aber auch fiir Luftstromungen in der Atmosphédre. Bei geschlossenen
Systemen liegt die Hauptanforderung in der Reynolds-Ahnlichkeit.

Als Beispiel dazu dienen die Windbelastung einer Briicke, die als Modell in einem Wasserka-
nal untersucht werden soll. Es gilt Gl. (6.31), demnach

pPVP LP _ pme Lm
K, [

(6.33)

Daraus folgt fiir das Geschwindigkeitsverhiltnis der stromenden Fluide Luft (Natur) und
Wasser (Modell)

vV, M,p,L .
V. == i S (6.34)
Vp prmLm prLr

Da durch die Wahl der Fluide u, und p, gegeben sind, und wenn ein Mallstabverhéltnis L,
gewihlt worden ist, so ist das Geschwindigkeitsverhéltnis fixiert. Andere Verhiltnisse sind
auch in Folge festgelegt, z.B. das Zeitverhéltnis (fiir Schwingungsperioden)

L, pLS°
T = v = " (6.35)
oder das Krafteverhaltnis
F L, p.L' p?
Fr :_m:pr Lr3_r2: 2 = ur (636)
Fp Tr Tr pr

Allerdings ist die strikte Reynolds-Ahnlichkeit sehr oft unpraktisch oder technisch unmog-
lich. Dies wird anhand des folgenden Beispiels aus der Gebdudeaerodynamik aufgezeigt:
Ein Schornstein mit einem Durchmesser D, = 3 m, der einer Windgeschwindigkeit von V, =
100 km/h ausgesetzt ist, soll in einem Windkanal (i, = 1; p, = 1) bei einem MaBstabverhilt-
nis von L, = 1/100 untersucht werden. Nach strikter Reynolds—Ahnlichkeit errechnet sich das
Windgeschwindigkeitsverhéltnis aus Gl. (6.34)
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Somit Vi, = 100 V,,, so daB die erforderliche Geschwindigkeit im Modell V, = 100 x 100 =
10000 km/h wiére. Diese hohe Geschwindigkeit (= 10-fache Schallgeschwindigkeit) wire fiir
das Modell vollig ungeeignet, da hier Kompressibilititseffekte auftreten wiirden (also Mach-
zahl-Einfliisse), die in der Natur im Unterschallbereich nicht vorkommen.

In der strémungsmechanischen Modelltechnik gibt es allerdings gewisse Ausweichmdglich-
keiten, um quantitativ verldBliche Versuche zu gewéhrleisten. Diese beruhen auf dem Phi-
nomen der ,,Reynolds-Invarianz®, welches turbulente Strémungen im hohen Reynoldszahlen-
bereich kennzeichnet. So ist z.B. bei der Umstromung eines Korpers (wie eines Schornsteins)
zu beobachten (Abb. 6.7), dall der Druckkoeffizient wohl im Bereich von kleinen Reynolds-
zahlen stark variabel ist, ab einem gewissen kritischen Wert, Reyi;, sich aber nur unwesentlich
andert. Bei einem zylindrischen Korper (wie einem Schornstein) liegt dieser Wert erfah-
rungsgemiB etwa bei 10°. Der Modelltechnik ist es demnach also méglich, die Reynoldszahl
im Modell Rey, kleiner als die in der Natur Re, zu wihlen, so lange noch der kritische Wert
tiberschritten wird, also

Re, >Re, >Re,, (6.37)

Demnach ist es mdglich, im Modell kleinere Geschwindigkeiten zu wihlen. Weitere Uberle-
gungen zum Reynolds-invarianten Verhalten von Stromungen finden sich in Kap. 9.

CP

| laminar
100 etwa invarianter Bereich

A
Ubergangs-
10 + berei%ﬁ o8 voll turbulente
Nachlaufstrémung
1,0 1
Re

0.1 : Vi

107" 10° 10 10? 10° 104 10°  Re= VD

Y
Abb. 6.7: Druckkoeftizient bei Umstromung eines Korpers mit etwa invariantem Bereich

bei hohen Reynoldszahlen

6.4.2 Offene Systeme: Froude- und Reynolds-Ahnlichkeit

Offene Systeme sind Stromungssysteme mit freier Wasseroberfldche - oder auch dichtege-
schichtete Systeme im Wasser oder in der Atmosphére -, in denen Schwerkrafteinfliisse eine
dominante Rolle spielen. Froude-Ahnlichkeit ist also immer zwingend bei Modellen fiir sol-
che Stromungen (z.B. Modelle im FluBbau, in der Schiffahrt, etc.). Daneben wirken aber
auch immer Reibungskrifte, die im Prinzip durch Reynolds-Ahnlichkeit beriicksichtigt wer-
den miiften.

Fiir die Froude-Ahnlichkeit, Gl. (6.30), gilt
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V \Y%

p

Je L, Ve.L,

(6.38)

oder

V. =g L (6.39)

wobei g, = 1, da sowohl Natur als auch Modell der gleichen Erdbeschleunigung unterliegen.

Wird die Erfordernis zur Reynolds-Ahnlichkeit, Gl. (6.34), mit Gl. (6.39) kombiniert, so er-
gibt sich aus beiden Forderungen

2/3
L = [g—) —y 2 (6.402)

oder in inverser Form
v.=L"" (6.40b)

Ein solches System besitzt demnach nur noch einen Freiheitsgrad. Wird also ein Lingenmal-
stab zwischen Modell und Prototyp gewahlt, so ist das Verhéltnis zwischen den Viskosititen
zwingend festgelegt.

Im allgemeinen ist es aber nicht praktikabel, Fluide mit entsprechenden Viskosititen zu fin-
den und zu verwenden. Bei diesen Modellen ist es demnach zweckméBig, nur die Froude-
Ahnlichkeit einzuhalten, und auch hier die Reynolds-Invarianz zu beniitzen. Somit werden
diese Modelle mit Fr, = 1 und einer Reynoldszahl Re,, > Re; gefahren. Ein solches System
wird ,.einfaches* Froude-Modell genannt. Es gilt nach Gl. (6.39)

v, =L, (6.41)

Durch Wahl des LangenmalBstabes ist das Geschwindigkeitsverhédltnis vorbestimmt. Der vor-
bestimmte Zeitmalstab ist

L
T, =3 = JL. (6.42)

T

und der Durchflulmafistab
Q =V, L’ =L" (6.43)
Fiir das Krifteverhéltnis ergibt sich (mit g, = 1)

Fl' = pr gr LT3 = pl" LT3 (6'44)
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Ein einfaches Froude-Modell besitzt nun wieder zwei Freiheitsgrade: neben dem Lingenmal-
stab kann auch das Dichteverhiltnis gewéhlt werden.

Das Reynoldszahlverhiltnis in einem einfachen Froude-Modell ist

V.L, L. L, L Re,
== -

6.45
\Y Y Rep ( )

by T T

Wenn sowohl im Modell als auch im Prototyp das gleiche Fluid (z.B. Wasser) verwendet
wird, v, = 1, ergibt sich eine verringerte Reynoldszahl im Modell (da tiblicherweise L, < 1)

Re, =Re, L. (6.46)

Es muB jetzt iiberpriift werden, ob Re;, noch grofl genug ist, um etwa Reynolds-invariante
Verhiéltnisse zu geben.

Bei der Planung von hydraulischen Modellen miissen solche Uberlegungen zu den korrekten
Modellbedingungen meist iterativ durchgefiihrt werden. Wird, wie in Abschn. 6.3.1 ange-
sprochen, ein iiberhohtes Modell mit dem HohenmaBstab H; verwendet, so ergibt sich anstelle
von G1.(6.41)

V. = JH, (6.41a)

da die Richtung der Schwerkraftwirkung, aus der sich die Froude-Ahnlichkeit herleitet, verti-
kal ist. Zeit-, Durchflu3- bzw. Kréfteverhéiltnisse sind dazu

Lr
T = \/H_ (6.42a)
Q. =V.H L =H’L, (6.43a)
FI‘ = pr gr Hr er = pr Hr er (6'443')

Ein tiberhohtes Modell hat dann den Vorteil einer grofleren Reynoldszahl im Modell,

Re, =Re H 'L, (6.46a)

118



7 Fluidreibungswiderstand an Oberflichen

Die Stromung eines realen Fluides um einen Korper, oder entlang eines Korpers, erzeugt eine
Kraft auf den Korper, den sogenannten Stromungswiderstand. Dieser Stromungswiderstand
setzt sich aus zwei Komponenten zusammen:

— Reibungswiderstand durch tangentiale Spannungen (Schubspannungen), die entlang der
Korperoberflache wirken, und

— Formwiderstand durch Normalspannungen (Druckspannungen), die normal zur Korper-
oberflache wirken.

Als wichtiger Referenzfall wird in diesem Kapitel der Reibungswiderstand, und die damit
verbundene Geschwindigkeitsverteilung, bei Stromungen entlang geradliniger Berandungen
(z.B. Platten) betrachtet. Dem internen FlieBzustand entsprechend kann die Strémung dabei
laminar oder turbulent sein.

7.1  Gleichformige laminare Stromungen

Bei einer gleichformigen Stromung sind die Stromungsbedingungen unabhéngig von der
Distanz entlang der FlieBrichtung.

7.1.1 Couette-Stromung: Stromung durch relative Bewegung zweier Platten ohne
Druckgradient

In einem Spalt mit Breite B zwischen zwei Platten kann eine Stromung durch zwei Einflul3-
faktoren erzeugt werden (sh. Abb. 7.1): 1) durch die Bewegung Vj einer der Platten und 2)
durch einen vorgegebenen Druckgradienten, —dp/ds (d.h. Druckabfall in der FlieBrichtung s).
Im ersten Fall (mit —dp/ds = 0) spricht man von einer Couette-Strémung, im zweiten (mit Vg
= 0) von einer Poiseuille-Stromung.

Vs
o dt
(T oy Ay )Ax

Fluid — . (.dp dp
B o pAyﬂlji (p+(EAS Ay — » -5

y TAs

T TAs

K.V.
.S
T > V=0
Abb. 7.1: Generelle Stromung zwischen zwei Platten erzeugt durch relative Bewegung,

Vg, bzw. Druckgradienten, —dp/ds.

Die resultierenden Schubspannungs- und Geschwindigkeitsverteilungen, t(y) bzw. u(y),
konnen durch die Anwendung der Navier-Stokes-Gleichungen (4.69) mit entsprechenden
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Vereinfachungen ermittelt werden. Man kann aber auch den Impulssatz Gl. (4.40a) direkt auf
ein freiliegendes K.V. (sh. Abb. 7.1) anwenden, so daf3

dp dr
——AsAy+—AyAs=0 (7.1)
ds dy

da die Stromung stationdr und gleichformig ist.

d
Fiir den Fall einer reinen Couette-Stromung, — d_p =0, ergibt sich
s

dr_

o (7.2)

d.h. eine konstante Schubspannungsverteilung, T = 1,, was bedeutet, da3 die Schubspannungs-
kraft zwischen den Platten vollstindig tibertragen wird.

Fiir eine laminare Stromung gilt der Newtonsche Ansatz

Mit den Randbedingungen, y =0; u=0 und y =B; u= Vg, ergibt sich durch Integration
die lineare Geschwindigkeitsverteilung

u=V, > (7.3)

(sh. Abb. 7.2) und die GréBe der Schubspannung

V

B
=u— 7.4
T, =g (7.4)
VB
>
-
7 wn=w -
y o
? -
Abb. 7.2: Geschwindigkeits- und Schubspannungsverteilung bei laminarer Couette-
Stromung

Die Couette-Stromung ist nur im begrenzten Reynoldzahlbereich laminar,
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V,B
Re=—— <1500 (7.5)

wobei der kritische Wert aus experimentellen Untersuchungen stammt.

Couette-Stromungen sind wichtig fiir die Schmiermittelmechanik im Maschinenbau (z.B.
Stromungen in Achsenlagerungen oder bei Kolbenbewegungen in Zylindern).

7.1.2 Ebene Poiseuille-Stromung zwischen zwei Platten mit Druckgradient

Wie in Abb. 7.3 gezeigt, verlduft die Stromung in einem Spalt zwischen zwei fixen Platten,
die im Schwerefeld mit Winkel 0 gegen die Horizontale geneigt sind, unter dem Einfluf3 des
Druckgradienten, -dp/ds.

Abb. 7.3: Ebene Poiseuille-Stromung

Wird der Impulssatz auf das K.V. in Abb. 7.3 angewendet, so ergibt sich

@AA +EAA+AA in® =0
s AsAY dysy YAsAy sin =

Es folgt mit sin® = —-dz/ds

dt d

&y " as P72 (7.6)
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Im folgenden wird der Gradient des piezometrischen Druckes, G, , definiert

d
G, =—

P ds

(p+7v2) (7.7)

G, kann auch mit dem Gefille der Drucklinie, I,, (sh. Abb. 7.3),

G, =—y1, (7.72)

p

in Verbindung gesetzt werden.

du
Wird der Newtonsche Ansatz, T = ud— , in GI. (7.6) eingesetzt, erhilt man
y

d*u
LS (7.8)

Wird diese Gleichung mit den Randbedigungen, u = 0 bei y = 0 und y = B, integriert, ergibt
sich

-G

u= W(By - yz) (7.9)

also eine parabolische Geschwindigkeitsverteilung (Abb. 7.3). Das Geschwindigkeitsmaxi-
mum liegt auf der Achse (y =B/2)

-G,B’
e =g (7.92)

und die mittlere Geschwindigkeit ist

2
_ -G,B
12n

2 7.9b
_3umax ( )

Die damit verbundene Schubspannungsverteilung ist linear

B

-G, (5_ ) (7.10)

mit Maximalwerten an den Plattenberandungen.
Diese Art von Stromungen finden Anwendung bei der Schmiermittelmechanik, aber auch bei

der Durchstromung von Kliiften im Gestein oder in Bauwerken (z.B. Ddmmen). Das
laminare Verhalten ist hier durch
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VB
Re =~ <1000 (7.11)

gegeben, und die obigen Formeln haben nur in dem Bereich Giiltigkeit.

7.1.3 Gerinnestromung

Gerinnestromungen sind Stromungen mit freiem Fliissigkeitsspiegel, der mit der Drucklinie
identisch ist (Abb. 7.4). Bei einer gleichformigen Stromung gibt es demnach keine
Druckinderungen.

Abb. 7.4: Laminare Gerinnestromung

Das K.V. in Abb. 7.4 ist so gewidhlt, daB3 es von der Oberflidche eine Tiefe h — y eintaucht.
Der Impulssatz auf dieses K.V. angewendet

yAs(h—y) sin® — TAs=0 (7.12)
fiihrt zu
=y, (h-vy) (7.13)

d.h. die Schubspannungsverteilung ist linear. Implizit in Gl. 7.13 ist die Annahme eines
kleinen Sohlengefilles I,, fiir welches I = tan0 = sin@.

Wird der Newtonsche Ansatz fiir den laminaren Impulsaustausch in Gl. (7.13) eingesetzt und
integriert unter Beriicksichtigung der Randbedingung, y =0 ; u = 0, so ergibt sich das
parabolische Geschwindigkeitsprofil

L
= (2hy - y?) (7.14)

Es ist zu erkennen, daB die Gerinnestromung Ahnlichkeit mit der Poiseuille-Strdmung,
Gl. (7.9), besitzt.

Die Maximalgeschwindigkeit an der Oberfldche ist hier
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L

2
o h (7.14a)

u

max

und die mittlere Geschwindigkeit

I 2
Vo2 (7.14b)

\Y
3!_1, 3 max

Der Giiltigkeitsbereich fiir laminare Gerinnestromungen ist durch
Vh
RCZTZSSOO (7.15)

gegeben. Wichtige Anwendungen sind der diinnschichtige Oberflichenabflufl nach Regen-
ereignissen auf StraBBen, Landepisten, Parkplédtzen usw. oder bei Bewésserungssystemen.

7.2  Grenzschichtstromungen

Grenzschichten (G.S., engl. "boundary layer") sind ungleichférmige Stromungen in einer
diinnen Schicht zwischen einer freien Stromung und einer festen Berandung, die sich in
Stromungsrichtung allmdhlich entwickeln. Innerhalb der G.S. vollzieht sich also das reale
Verhalten des reibungsbehafteten Fluides, wéhrend die Auenstromung "ideal", d.h. reibungs-
unbeeinfluf3t, ablauft.

In Abb. 7.5 ist eine diinne Platte dargestellt, die von einer freien StrOmung mit
Geschwindigkeit U, angestromt wird. An der Platte gilt die Haftbedingung. Es bildet sich
eine Grenzschicht im Ubergang zwischen Platte und freier Strdmung aus, welche durch eine
Geschwindigkeitsverteilung u(y) gekennzeichnet ist, wobei y der Abstand von der Platte ist.
Die Dicke & der G.S. wichst entlang der Platte an. Die G.S.-Dicke ist hier durch die Position
gemessen, wo die lokale Geschwindigkeit um 1% von der Aullengeschwindigkeit abweicht,
u(d) =0,99 U,.

So wie bei allen realen Stromungen, kann auch die G.S.-Strémung laminar oder turbulent
verlaufen. Anféinglich wo die G.S.-Dicke noch begrenzt ist und die G.S.-Strdémung noch
einen begrenzten Freiheitsgrad hat, bildet sich eine laminare G.S. aus. Mit zunehmendem
G.S.-Wachstum wird diese G.S. instabil und turbulent. Der Bereich, in dem dieser Ubergang
von laminarer zu turbulenter G.S. stattfindet, heiflit Transition. Die Dicke der turbulenten
Zone nimmt dann relativ rasch entlang der Platte zu. Es ergeben sich dabei zeitlich gemittelte
Geschwindigkeitsprofile wie sie in Abb. 7.5 dargestellt sind. Im laminaren Bereich nehmen
die Schubspannungen bis zur Transition ab. Beim Umschlag nehmen die Schubspannungen
plotzlich zu und verringern sich langsam wieder entlang der Platte (sh. Abb. 7.5).

Zur Charakterisierung des G.S.-Verhaltens werden lokale Reynoldszahlen definiert, entweder
aufgrund der Dicke &

Re; = \‘; (7.16a)
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oder aufgrund der Distanz von der Plattenkante x

U, x
Re = (7.16b)
v
Uo
Fluid [, p Us U
U(y)\ g
> Yy /N S B ok S S
- T : T e
. E“““~~13\5\>ﬁ$51ﬂ
Plattenkante > —T
N J T N
Y v
Laminare G.S. Transition Turbulente G.S.
T
Wandschub-
Spannung /
(Iokal) | \
/
/
"X
Distanz von
Plattenkante
Abb. 7.5: Grenzschichtverhalten entlang einer diinnen Platte ohne Druckgradienten,
dp/dx = 0.
7.2.1 Laminare Grenzschicht

Im Falle einer diinnen Platte, die parallel zur Stromung liegt (sh. Abb. 7.5), ist der Druck in
der AuBBenstromung konstant, dp/dx = 0. Aufgrund der sehr diinnen G.S. ist der Druck in der
G.S. ebenfalls konstant. Unter diesen Umstidnden fiihrt eine dimensionsanalytische
Uberlegung zu einem funktionalen Gesetz fiir das G.S.-Wachstum §(x) entlang der Platte. &
kann nur von folgenden Variablen abhéngen

§=f(x,U,.1,p) (7.17)

Ein in der Strémung mitfahrender Beobachter sicht das Wachstum als Funktion der Laufzeit,
t=x/U, , und der relative ZahigkeitseinfluB3, v = u/p, kontrolliert das Fluidverhalten, so daf3

§=rf(t,v) (7.18)
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Aus Dimensionsgriinden ergibt sich folgende Proportionalitét

8~\/W:\/:J—7X (7.19)

d.h. die laminare G.S.-Dicke nimmt als \/; Zu.

Der Wert der Proportionalitdtskonstante in Gl. (7.19) sowie das Geschwindigkeitsprofil in der
laminaren G.S. bediirfen einer detaillierteren Stromungsanalyse, so wie sie von Blasius
(1908) erstmals durchgefiihrt wurde. Dazu wurden die Navier-Stokes-Gleichungen aufgrund
von Ahnlichkeitsannahmen in der G.S. vereinfacht und mit Reihenansitzen gelost. Das
Resultat zeigt die G.S.-Dicke als

550 | VX 50X (7.20)
=50, = e .

wéhrend Abb. 7.6 das selbstdhnliche Geschwindigkeitsprofil fiir die laminare G.S. darstellt.

1.4

1,2

1,0
L &sung nach Blasius

08 (1908)

Yy
% 06

0.4

02
0 |
0 0.2 0.4 0,6 08 1,0
u
Us
Abb. 7.6: Dimensionsloses Geschwindigkeitsprofil der laminaren Grenzschicht (nach

Truckenbrodt, 1989)

Die Wandschubspannung in der G.S. ist direkt mit dem Geschwindigkeitsgradienten an der
Wand verbunden.

_ d_u _ & 1/2
T, _“dy =0,332u " Re, (7.21)

y=0

wobei der Konstantenwert 0,332 direkt aus dem Geschwindigkeitsprofil (Abb. 7.6) ableitbar
ist. Wie GL (7.21) zeigt, nimmt die Schubspannung mit zunehmender Distanz ab, T, ~ X .

Dieses Verhalten ist invers zur Zunahme der G.S.-Dicke.

Die Oberflichenreibungskraft, also das Integral der lokalen Schubspannung iiber die
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Plattenfliche mit gegebener Lange L und Breite B, ergibt sich zu
L
F, = |1, Bdx (7.22)

Einsetzen von GI. (7.21) und Integration fiihrt zu
F =0,664uU_Re,"” B (7.22)
wobei die Platten-Reynoldszahl Rep,

U, L
Re, =

. (7.23)

den Effekt iiber die gesamte Plattenlinge L beschreibt. Ublicherweise wird die Oberfléchen-
reibungskraft dimensionslos durch den Reibungsbeiwert Cs

FS
C,=—a— (7.24)

PU,
BL
2

2
o

U
dargestellt, also durch den Staudruck p )
von GI. (7.22) ergibt sich hier

und die Plattenfliche BL normalisiert. Aufgrund

1,33
= Re. 2
L

C, (7.25)

Die obigen Bezeichnungen sind nur bis zur Transition zur turbulenten G.S. giiltig.
Experimentelle Untersuchungen haben folgenden Transitionswert

Re, = 500000 (7.26)

X Transiti

ergeben.

7.2.2 Turbulente Grenzschicht

Die turbulente G.S. nach der Transition hat eine wesentlich komplexere Struktur, wie in Abb.
7.7 angedeutet. Der Hauptteil der G.S. besteht aus der turbulenten Zone mit irreguldrer Wir-
belaktivitdt und fluktuierenden Stromungsverhdltnissen. In Wandndhe sind diese Fluktua-
tionen allerdings geddmpft, so daB wiederum eine viskose Unterschicht' mit laminaren
FlieBverhiltnissen auftritt.

' Das Vorhandensein der viskosen Unterschicht héingt auch von den Rauhigkeitseigenschaften der Wand ab.
Hier wird eine glatte Wand angenommen. Zusétzliche Rauheitseinfliisse werden in Kap. 8 beriicksichtigt.
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Abb. 7.7: Turbulente Grenzschicht an einer glatten Berandung mit mittlerem Geschwin-

digkeits- und Schubspannungsprofil

Die turbulente G.S. entwickelt sich in der Strémungsrichtung, so daf3 sich Geschwindigkeits-
und Schubspannungsverhiltnisse allmihlich dndern. Die Anderungsrate ist allerdings so
gering, daB3 lokale Gleichgewichtsverhéltnisse angenommen werden konnen, wobei die lokale
Schubspannung T, in der gesamten G.S. als Impulsaustausch zwischen AuBenstromung und
Wand tiibertragen wird. Das heif3t, die gesamte G.S. ist im wesentlichen durch eine konstante
Schubspannung T = T, geprdgt (Abb. 7.7). Erst im dulleren Bereich der G.S. nimmt T
allmihlich gegen Null in der AuBenstrdmung ab. Aus dieser Uberlegung heraus ist es
sinnvoll, eine Schubspannungs- (oder Reibungs-) geschwindigkeit u.

W= |-e (7.27)

als wesentliche Skalierungsgrofe fiir das Geschwindigkeitsprofil einzufiihren.

Des weiteren wird der viskose Einflul}, der in Wandndhe wesentlich ist, durch die viskose
Lénge /7,

/= (7.28)

dargestellt.

a) Viskose Unterschicht:

Die viskose Unterschicht verlduft rein laminar, so daB3 der Newtonsche Ansatz gilt
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—— =71, = const. (7.29)
Mit der Randbedingung, y = 0; u =0, ergibt sich
u=—y (7.29a)
u

ein lineares Geschwindigkeitsprofil, welches mit der obigen Definition als

u

- L (7.29b)
u. /,

dimensionslos dargestellt werden kann. Die Geschwindigkeitsverteilung ist somit nahe der
Wand linear. Dies gilt fiir einen Abstand von der Wand bis zuy =8'=5,0 7, (vgl. Abb. 7. 9).

b) Turbulente Zone:

Der Impulsaustausch (d.h. die Schubspannung) in der turbulenten Zone wird durch die mehr
oder weniger grofrdumigen Wirbel in der turbulenten Zone hergestellt. So wie in Abb. 7.8a
dargestellt, pragt dies sowohl die momentane Geschwindigkeitsverteilung als Funktion des
Wandabstandes, als auch, wie in Abb. 7.8b gezeigt, die Fluktuationen als Funktion der Zeit.
Nur durch zeitliche Mittelung ergeben sich die Durchschnittswerte, die im weiteren
berticksichtigt werden. So ist zum Beispiel die mittlere Geschwindigkeit in der x-Richtung
u, wihrend die mittlere Geschwindigkeit in der y-Richtung v =0.

Wir betrachten einen MeBpunkt ® mit einem Wandabstand y. Die typischen Geschwin-
digkeitsfluktuationen an diesem Punkt seien u' und v' in der Strémung bzw. normal zur Stro-
mungsrichtung (Abb. 7.8b). Im zeitlichen Durchschnitt also kann man den Impulsaustausch
aufgrund der Wirbelbewegungen folgendermallen sehen: Ein Fluidpaket aus den wandnahen
Schichten mit Impulsdefizit in der x-Richtung —pu' wird mit der Geschwindigkeit (Rate) v' in
wandferne Zonen transportiert. Daraus ergibt sich die momentane Impulsaustauschrate
—pu'v', die im zeitlichen Mittel gleich der Schubspannung

T, =—puV (7.30)

ist. Daf das zeitliche Mittel —pu™v’ der zwei fluktuierenden Komponenten u' und v' ein fini-
ter Wert (nicht gleich Null) ist, ergibt sich aus der Tatsache, daB3 eine gewisse Korrelation
zwischen den beiden Groflen besteht. Dies ist in Abbildung 7.8b ersichtlich: Ereignisse mit
u'<0 und v'>0 (Fall A) bzw. u'>0und v' <0 (Fall B) dominieren in der Zeitreihe, eine
Indikation fiir die Struktur der Turbulenz in einer Scherstromung.

Aus der Definition von u., Gl. (7.27), ist des weiteren zu sehen, daB3 die typischen turbulenten

Fluktuationsgeschwindigkeiten von der GroBenordnung der Schubspannungsgeschwindigkeit
sind, u' ~ u: bzw. V' ~ u..
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a)  Wirbelstruktur, momentanes und zeitlich gemitteltes Geschwindigkeitsprofil
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Geschwindigkeitsfluktuation in y-Richtung

M M M
Vo N/ W W

b)  Geschwindigkeitsfluktuationen als Funktion der Zeit am MeBpunkt ®

Abb. 7.8: Impulsaustausch in der turbulenten Zone der Grenzschicht

Im folgenden werden zwei grundsétzliche Ansitze verfolgt, um das Geschwindigkeitsprofil in
der turbulenten Zone, das innig mit den obig beschriebenen Impulsaustauschprozessen zu-
sammenhéngt, abzuleiten:

1) Mischlangenmodell nach Prandtl: Wiewohl eine turbulente Stromung aus einer viel-
zahl von Wirbeln unterschiedlicher Grof3e besteht, so sind doch die groBiten Wirbel (Lén-
genskala /) vorrangig fiir den Impulsaustausch verantwortlich. Wie in Abb. 7.8a ange-
deutet, erzeugt ein Austausch von Fluidelementen von der Lage y—//2 zur Lage

y + £/2 ein Geschwindigkeitsdefizit

gy 3B
dy

130



wobei — der Gradient der mittleren Geschwindigkeit ist. Da auch aus Kontinuitéts-

dy
griinden v' ~ u', ergibt sich als Abschétzung fiir Gl. (7.30)
_\2
T, = pfz(d—u] (7.31)
dy

ein Ansatz nach Prandtl (1925), in dem /¢ als "Mischlidnge" fiir den Impulsaustausch an-
gesehen wurde. Die weitere Annahme, daf3 die Mischldnge (oder Wirbelgrof3e) direkt
proportional zum Wandabstand ist

/=xy (7.32)
fihrt zu
N2
T, =pK’ yz(d—uj (7.33)
dy

Mit der Definition GI. (7.27) ergibt sich

du_lu (7.34)
dy vy

wobei der Querstrich iiber der Geschwindigkeit u im weiteren weggelassen wird, mit dem
implizierten Verstidndnis, da3 alle Geschwindigkeitsprofile zeitlich gemittelt zu betrach-
ten sind.

2) Dimensionsanalytische Betrachtung: Eine wesentlich einfachere Uberlegung fiihrt di-
rekt zu GI. (7.34). Fiir einen Betrachter an der Position y erscheint der lokale Geschwin-
digkeitsgradient du/dy, der ja aus der Schubspannung resultiert, als eine einfache Funk-

tion der Reibungsgeschwindigkeit u+ bzw. des Wandabstandes y
d—u:f(u*,y) (7.35)
dy

Aus simplen Dimensionsgriinden fiihrt dies zur gleichen Proportionalitit (mit der Kon-
stanten 1/x), die durch GI. (7.34) gegeben ist.

Die Integration von Gl. (7.31) fiihrt zu

u 1
=;£ny+C (7.36)

U

dem logarithmischen Gesetz, das universell fiir die Geschwindigkeitsverteilung bei
turbulenten Strdmungen mit fester Berandung giiltig ist. ¥ ist die sogenannte "von Karman-
Kappa-Konstante", die aufgrund von Experimenten fiir eine Vielzahl von Stromungstypen
einen universellen Wert

K = 0,40 (7.37)
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besitzt. C ist eine Integrationskonstante und als solche eine Funktion der Randbedingungen.
Im folgenden wird C fiir die zwei Unterzonen der turbulenten Zone ausgewertet (sh. Abb.
7.7).

b.1) Turbulente Innenzone:

Die turbulente Innenzone grenzt an die viskose Unterschicht. Der EinfluB der Viskositit
macht sich hier durch die Randbedingungen bemerkbar. Der mathematische Ubergang zwi-
schen dem linearen Gesetz, Gl. (7.29b), und dem logarithmischen Gesetz, Gl. (7.32), liegt bei
einem Wandabstand &''= 11,8 /,, wie durch detaillierte Messungen ermittelt wurde (sh. Abb.
7. 9b). An dieser Stelle sei die Geschwindigkeit u = uy,. Verwendung beider Gleichungen

fihrt zu

ug 9"
./,
us. 1
*=—/nd"+C
u. K

so daB die Integrationskonstante
1
C=118- Ezn(n,szv)

und nach Einsetzen in Gl. (7.36)

u

- 2,5€n% 455 (7.38)

u. y
Meflidaten zeigen, dall diese Beziehung in einem Bereich von 30 < y//,< 500 giiltig ist
(Abb. 7. 9b). Die Daten zeigen des weiteren einen allmihlichen Ubergang in einer

Pufferzone, 5 <y//, <30, an.

b.2) Turbulente AuBBenzone:

In dieser Zone hat die Viskositidt keinen fiihlbaren Einflufl auf die Geschwindigkeitsvertei-
lung. Fiir den Ubergang zwischen turbulenter AuBenzone und der freien Stromung gilt
u="U, beiy =09 Wird diese Randbedingung in das logarithmische Gesetz, Gl. (7.36),
eingesetzt, so ergibt sich C und damit

U,-u y
=-25/Mm> (7.39a)
U, o

Gl. (7.39) wird das "AuBengesetz" oder auch das "Gesetz der Gqschwindigkeitsabnahme"
genannt. Die Giiltigkeit dieses Gesetzes ist einerseits durch den Ubergang zur turbulenten

Innenzone % > 500, gegeben, andererseits aber auch durch die Bedingung, 0,15 < s <1,

o

v

d.h. die AuBBenzone nimmt den GroBteil (ca. 85%) der gesamten G.S. ein.

132



Detaillierte experimentelle Untersuchungen haben jedoch gezeigt, dall die Stromung in den
Randbereichen der Auflenzone (y/6 — 1) durch eine rein logarithmische Beziechung, die
einem voll turbulenten Impulsaustausch entspricht, nicht vollstindig beschrieben wird.

700 - \\\\\\\\\

Bereich der experimentellen —»— AuBen-
600 |- 1000 Daten gesetz
\
u_ yu,
G =257 55
Ux
500 R YT

%

Logarithmisches
Geschwindig-
keitsprofil

300 o -
s Logarithmisches Wantd
Geschwindigkeits- gesetz

(=

profil 11,84 WY Puffer-
200 - 0 \\\\\\\\ zone
s L
100 Pufferzone 2% =11,84
" Viskose
Visk u_uy !
Unterachioht R J Unterschicht
| | 1 | | ]
/
0 10 20 30 0 10 20 30
o u
u Us
a)  Lineare Skala b)  Semi-logarithmische Skala

Abb. 7. 9: Geschwindigkeitsverteilung in turbulenter Grenzschicht entlang ebener glatter
Platte (nach Roberson und Crowe, 1993)

Im AuBenbereich ist die G.S.-Strémung nur intermittierend turbulent, d.h. nicht turbulente
(rotationsfreie) Fluidelemente werden von auflen in die G.S.-Strdmung eingemischt. Da-
durch ergibt sich eine Geschwindigkeitszunahme, welche durch eine zusitzliche Funktion,
eine sogenannte "Nachlauffunktion" W(y/d), (engl. "wake function" nach Coles (1956); sh.
Truckenbrodt (1992)), empirisch beriicksichtigt wird

U,—u y y
=-25/n=+W|= (7.39b)
u, ) )

Folgende analytische Funktion beschreibt die gemessenen Daten zur Gentige

Yomt_ pspp Y2 (nyj (7.39¢)
u*_’nf) 08T 5 39¢

wobei IT der "Nachlauf-Parameter" ist, mit I1 = 0,55 fiir G.S. ohne Druckgradient (dp/ds = 0).
Tabelle 7.1 fafit die Geschwindigkeitsverteilungen in der turbulenten G.S. entlang einer

glatten ebenen Platte zusammen. Die Geschwindigkeitsprofile und deren Ubereinstimmung
mit experimentellen Daten sind in Abb. 7.9 dargestellt.
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Fiir einfachere Berechnungen wird oft auch ein Potenzgesetz der folgenden Form verwendet

u y 1/7
— _| L 7.40
U, (aj (7.40)
das aber in seinem Reynoldszahlbereich beschrinkt ist, 10° < Res < 10”.
Zone Gesetz Giiltigkeit
Viskose “_y 0< 2 <5,0
Unterschicht | U» £, ty
- 50<-2-<30
"Wandgesetz" | Pufferzone Ubergang T
Turbulente u y 30 < == < 500
Innenzone w 2,5¢ HZ +55 t,
" " Turbulente U —-u T l > 500
AuBengesetz" | A ponzone | ——=-2.5/n% +275cos’ [—yj ‘,
u. ) 20 y
0,15<< <1
o
Tabelle 7.1:  Universelle Gesetze fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der turbulenten

Grenzschicht einer glatten ebenen Platte.

¢) Wachstumsraten und Reibungswiderstand:

Mit den obigen Angaben iiber die Geschwindigkeitsverteilungen in der sich entwickelnden
G.S. konnen nun unter Verwendung des Impulssatzes Aussagen iiber die Beziehung zwischen
Wachstumsraten d(x) und Schubspannungsverteilungen T(x) gemacht werden. Abb. 7.10
zeigt hierzu ein K.V, das die turbulente G.S. iiber ein Intervall Ax einschlief3t.

AuRen-
stromung

Abb. 7.10:  Kontrollvolumen zur Impulsbetrachtung in der turbulenten Grenzschicht
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Anwendung des Impulssatzes fiir eine stationire Stromung

>F = [(pu)V-dA

K.O.

auf Abb. 7.10 ergibt
2 5I

—TOszjpuudy—jpuudy—on Q, (7.41)

wobei sich der Volumensflu3 Q3 aus der Kontinuitit berechnet
= Iudy — Iudy
0 o

Wird dies in GI. (7.41) eingesetzt und umgeformt, so erhdlt man

-1 Ax:pj(uz—U u)dy—p_[(u2 -U u)dy (7.42)

Wird ein infinitesimal kleines Kontrollvolumen betrachtet, Ax — 0 und Gl. (7.42) durch U,
dividiert, erhdlt man die "von Karman-Pohlhausen"-Gleichung

T = ijl(l__) (7.43)
Yoo '

u
eine Beziehung zwischen der lokalen Schubspannung 1,, dem Geschwindigkeitsprofil T

und der G.S.-Dicke §(x). Diese Beziehung, Gl. (7.43), kann prinzipiell fiir jede Grenzschicht
(auch die laminare) verwendet werden.

Zur Illustration dieser Methode benutzen wir hier das einfache Potenzgesetz fiir die
Geschwindigkeitsverteilung, Gl. (7.40), in der turbulenten G.S.. Die Auswertung fiihrt zu

d 3 (Y) 1/7( (yj 1/7] 7 d6
_ 2 _= A I
T, =pU, j { )15 dy = pUO T (7.44)

Empirische Messungen fiir G.S. mit glatter Plattenwand haben ergeben

U,d

(4]

1/4
v
T, =0,0225pU ° (—) (7.45)

Durch Gleichsetzen von GI. (7.44) und (7.45) erhélt man
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7 ds v
7—25 M — = 0,0225——,

(i)( I,I 1/4

Integration mit der Randbedingung, x = 0; 6 = 0 (d.h. die laminare Grenzschicht wird
vernachléssigt), ergibt

_037x*"° v 0,37x

) =
1/5 1/5
U, Re,

(7.46)

Gl. (7.46) zeigt ein wesentlich rascheres Anwachsen der turbulenten G.S., & ~ x> im

Vergleich zur laminaren Situation, was durch den intensiven Wirbelaustausch gegeben ist.

Wird die so ermittelte G.S.-Dicke in Gl. (7.45) eingesetzt, so resultiert

pU,> 0,058
T, = 2 Re 'S (7.47)
Daraus kann die Reibungskraft Fy , Gl. (7.22), ermittelt werden
p 0074 pUS (7.48)
s ReLl/S 2 ‘
und in dimensionaler Form als Reibungsbeiwert
0,074
C; = Re,” (7.49)

Aufgrund der begrenzten Giiltigkeit des Potenzgesetzes sind auch obige Beziehungen fiir 0, T,
und Cy limitiert, ndmlich auf einen Reynoldszahlbereich Re, bzw. Rep < 10”.

Ein gesamtes Widerstandsdiagramm fiir die ebene Platte ist in Abb. 7.11 fiir einen weiten
Bereich von kleinen (laminare G.S.) bis groflen Reynoldszahlen (turbulente G.S.) dargestellt.
Bei der Benutzung solcher Diagramme flir Bemessungszwecke ist immer auf eventuelle
Beschrankungen im darunterliegenden Datenmaterial zu achten.

In der Praxis kommt der Grenzschichtstromung grofle Bedeutung beim Stromungsverhalten
von langgestreckten Korpern zu, wie z.B. Tragfliigeln oder Schiffsriimpfen. In diesen Féllen
ist aber zu beachten, daf} sich zusitzliche Modifikationen durch Druckgradienten in der
Stromungsrichtung, dp/ds # 0, sowie durch die Rauheit der Korperwand ergeben. Auf diese
Effekte wird hier nicht ndher eingegangen (sh. Truckenbrodt, 1992).

Die turbulente Grenzschicht ist auch ein wichtiges Analog fiir die Geschwindigkeits- und
Turbulenzverhéltnisse in der sog. atmosphérischen Grenzschicht, d.h der Luftstromung nahe
iber der Landoberfldche (in der Praxis mit einer Schichtdicke von etwa 50 bis 150 m).
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Abb. 7.11:  Widerstandsbeiwerte fiir eine ebene glatte Platte (nach Roberson und Crowe,
1993)
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8 Stromungen in Rohrleitungen

Rohrleitungen sind langgestreckte geschlossene Systeme, die vom Fluid durchstromt werden.
Das Stromungsverhalten ist durch die Reibung entlang des benetzten Umfangs geprigt.
Technische Anwendungen dienen dem Transport von Fluiden als Masse, wie Wasser, Ol oder
Gas, oder dem Transport von Fluiden als Energietrager, wie bei Hochdruckleitungen in Was-
serkraftwerken oder bei Wéarme- bzw. Kiihlleitungen.

Hauptaugenmerk in diesem Kapitel liegt auf der Analyse von stationdren gleichférmigen
Stromungen im vollgefiillten Rohr mit Kreisquerschnitt. Zusétzliche Aspekte beziehen sich
auf Stromungsungleichformigkeiten bei Querschnittsénderungen und auf das Widerstands-
verhalten in nichtkreisformigen Querschnitten. Rohrstromungen mit nur teilgefiillten Quer-
schnitten sind ein Fall von Gerinnestromungen mit freiem Spiegel (sh. Kap. 10).

8.1 Schubspannungsverteilung

Die Schubspannungsverteilung in einer Rohrstromung ist unabhingig vom internen FlieBzu-
stand, ob laminar oder turbulent.

Abb. 8.1: Stromung in einem Kreisrohr mit Schubspannungsverteilung

Zur Herleitung der Schubspannungsverteilung wird ein lokales, zylindrisches Kontrollvolu-
men der Lange As und dem Radius r betrachtet, das mit einem Winkel 6 gegen die Horizonta-
le geneigt ist, wobei sinf = dz/ds.

Aus dem Kriftegleichgewicht in s-Richtung zwischen Druckkréften, Gewicht und Schubspan-
nungskraft an der Peripherie des K. V. folgt
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dp
S

dz
AsAA—yAAAsE—‘c@nr)As:O (8.1)

wobei AA = 1> . Demnach

d
T= %{— g(p + yz)} (8.2a)

Der Klammeraustausch entspricht den Gradienten des piezometrischen Druckes, Gl. (7.7), so
daf

1=(-G,)= (8.2b)

d.h. die Schubspannungsverteilung im Kreisrohr ist immer linear (sh. Abb. 8.1) und unabhin-
gig von den FlieBbedingungen. Die maximale Schubspannung 7, tritt an der Rohrwand auf

T, =(-G,)= (8:20)

Wird eine gleichférmige Stromung iiber eine Rohrldnge L betrachtet (sh. Abb. 8.2), so ergibt
sich aus der Abnahme der Druckhohe h,

hv— ﬂ—I 8.3
L_ ,Y_p (')

wobel I, das Gefille der Drucklinie ist, Gl. (7.7a). Da in einer gleichformigen Stromung
Druck- und Energielinie parallel zueinander sind, entspricht h, natiirlich auch der Energiever-
lusth6he im Sinne der Arbeits-Energie-Gl. (5.16).

D.L. Ip hy

/ Sz 1p2 122

©) z
S$1.P1:24
~ Datum

Abb. 8.2: Energieverlust bei gleichformiger Strdmung in einem Rohrabschnitt
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Aus GI. (8.2c) und (8.3) ergibt sich folgende Beziehung zwischen Energieverlusthohe und
Wandschubspannung in einem Kreisrohr mit Durchmesser, D = 2r,, und Lange L

h, =40t (8.4)
=4 _

was auch direkt aus dem Kriftegleichgewicht zwischen Schubspannungskraft entlang der
Rohrperipherie und Nettodruckkraft

D’n

4

T, DL =vh, (8.5)

abzuleiten wire.

Die Geschwindigkeitsverteilung, die sich als Folge der Schubspannungsverteilung in der
Stromung einstellt, hingt von den Impulsaustauschbedingungen ab, d.h. ob die Strémung la-
minar oder turbulent ist.

8.2 Laminare Rohrstromung (Poiseuille-Stromung)

Mit der Wandkoordinate, y =r —r, , fiihrt der Newtonsche Ansatz zu

du du

dy dr
und mit Gl. (8.2b) folgt

du_G, (8.6)

u= 2 (r02 —rz) (8.7)

Abb. 8.3: Parabolische Geschwindigkeitsverteilung in laminarer Rohrstromung
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schwindigkeit up,y in der Rohrachse gilt

-G, 2
u_ = T (8.8)

Der DurchfluB3 ergibt sich durch Integration iiber den Querschnitt

Q=(-¢ )m°4 (8.9)
p 8““ .
und die mittlere Geschwindigkeit ist
_ -G
V:g:—przzlu (810)

A 8 M (3 2 max

Wird eine Stromung iiber Rohrldnge L mit Rohrdurchmesser D betrachtet (Abb. 8.2), so er-
hilt man aus Gl. (8.10) zusammen mit Gl. (8.3)

_ 32uLV
v ,YD2

Hagen-Poiseuille-Gleichung (8.11)

also ein Druckabfall, der linear zur Geschwindigkeit ist.

Bei einem Volumenstrom Q = VD’r/4 ergibt sich daraus eine erforderliche Leistung P

128uLQ?
P:M—Q

=~ (8.12)

die aufgebracht werden muf (z.B. durch eine Pumpe), um das Fluid zu bewegen.
Laminare Rohrstromungen treten auf, wo relativ kleine Fluidmengen durch diinne Leitungen
stromen, also z.B. in chemischen Apparaturen oder in der Schmiermitteltechnik. Sie finden

sich auch in biologischen Systemen, z.B. Stromungen in Pflanzenkapillaren oder in Blutgefa-
Ben.

8.3 Transition von laminarer zu turbulenter Stromung

Der Umschlag vom laminaren zum turbulenten Stromungszustand in einer Rohrstromung ist
durch die Reynoldszahl, Re = VD/v, bestimmt, wie schon in Abschn. 3.2 anhand des klassi-
schen Reynolds-Experiments erkliart wurde. Ein kritischer Wert fiir die Transition

Rekﬂt =2000

wurde dabei als fiir die Praxis wichtiger Richtwert angegeben.
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Tatséchlich ist es so, daB3 die kritische Reynoldszahl zum Teil vom experimentellen Ablauf
abhingt. Wird das Experiment so gefahren, da3 die DurchfluBgeschwindigkeit V allméhlich
erhoht wird, so kann sich bei sorgfiltiger Kontrolle (z.B. absolut glattes Rohr, vollkommene
Stromungsfreiheit) ein wesentlich groBerer kritischer Wert einstellen, eine sogenannte "obere
kritische Reynoldszahl" mit Werten von 40.000 und mehr. Andererseits aber kann das Expe-
riment umgekehrt gefahren werden, wobei man mit hohen Geschwindigkeiten und somit tur-
bulenten Verhéltnissen beginnt und die Geschwindigkeit allméhlich reduziert bis sich die
Stromung stabilisiert ("laminarisiert"). Hier wird eine "untere kritische Reynoldszahl" beo-
bachtet, die immer bei etwa 2000 liegt. Fiir die Praxis ist das der wichtige Richtwert, d.h. fiir
Re < 2000 ist die Stromung definitiv laminar, da selbst vorhandene starke Stérungen ge-
dampft werden, und fiir Re = 2000 ist sie praktisch immer turbulent, da normalerweise ge-
niigend Storeinfliisse vorhanden sind.

Ein weiteres Indiz fiir das unterschiedliche Verhalten je nach internem FlieBzustand ist in
Abb. 8.4 skizziert. Die Energieverlusthohe hy (dquivalent zur Druckabnahme) kann {iber eine
bestimmte Rohrldnge L gemessen werden. Im laminaren Bereich ist dabei h, direkt proporti-
onal zur Geschwindigkeit,

h, =V (8.13)

der Hagen-Poiseuille-Gl. (8.11) entsprechend. Nach der Transition nimmt h, plétzlich zu und
steigt dann im turbulenten Bereich etwa mit dem Quadrat der Geschwindigkeit an

h, = V? (8.14)
Dieser gesteigerte Energieverlust entspricht dem verstirkten Energieaustausch und demnach
den groBeren Wandspannungen, die durch die turbulenten Wirbelbewegungen getragen wer-
den.

hy i Transition
laminar turbulent

<

Vkrit

Abb. 8. 4: Verlusthohe als Funktion der Geschwindigkeit in einer Rohrstrémung
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8.4 Turbulente Rohrstromung

Auf die Universalitidt des logarithmischen Gesetzes, Gl. (7.32), fiir alle Strémungen mit
"Wandturbulenz"', d.h. wo Scherung entlang einer freien Wand die Turbulenz erzeugt, wurde
schon in Abschn. 7.2.2 anhand der turbulenten Grenzschichten hingewiesen.

Abb. 8.5 zeigt schematisch die Ahnlichkeiten zwischen den turbulenten Strémungen in einer
G.S. bzw. in einem Rohr auf. Die G.S. ist zwar eine sich entwickelnde Strémung, d(x), trotz-
dem aber kann ein lokales Gleichgewicht mit einem konstanten Impulsaustausch, T = const.,
in der wandnahen Zone angenommen werden. Die Rohrstromung ist dagegen axisym-
metrisch gleichformig mit gegebenem Radius 1, , und die Schubspannung ist hier linear ver-
teilt. Wohl aber kann angenommen werden, dal in den wandnahen Zonen (mit kleinem vy),
wo die Scherung und demnach die Turbulenzerzeugung am stirksten sind, die Schubspan-
nung nur wenig von den Wandwerten abweicht T = const. = T,, und auch die Kriimmungsef-
fekte unwesentlich sind.

P) =T -
j.o » u g } >
¢ — ‘) — umax o
Ea 7 >
-~ T
y T Ce ) > } T=1, -
T4
Abb. 8.5: Schematischer Vergleich zwischen turbulenter G.S.-Strémung und turbulenter

Rohrstromung

Diese Analogien werden im folgenden verwendet, um zu GesetzméaBigkeiten tiber Geschwin-
digkeitsverteilung bzw. Reibungswiderstinde zu gelangen. Dabei wird sowohl das Rohr mit
glatten Winden als auch der Effekt der Rohrrauheit betrachtet. Die wesentliche Skalierungs-

grofe ist hier die Schubspannungsgeschwindigkeit u, =/t /p, Gl (7.27).

8.4.1 Geschwindigkeitsverteilung

a) Glattes Rohr:

a.1) Viskose Unterschicht:

In Wandnéhe sind die turbulenten Bewegungen unterdriickt, so da3 in Analogie zur G.S., GI.
(7.29b)

2oL (8.15)
u, /,

' Im Gegensatz dazu ist bei Stromungen mit freier Turbulenz die interne Scherung durch Geschwindigkeitsgra-
dienten fiir die Turbulenzerzeugung verantwortlich. Beispiele hierzu sind turbulente Strahlen (engl. "jets") oder
Nachlaufstromungen (engl. "wakes"). Fiir diese turbulenten Stromungstypen ist das logarithmische Gesetz nicht
giiltig.
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mit der Definition der viskosen Linge /4, , Gl (7.28). GL (8.15) ist fiir den Bereich von

0< % <5 glltig.

v

a.2) Turbulente wandnahe Zone:
Aus der Analogie zur turbulenten G.S., Gl. (7.34), ergibt sich

u y
—=25/Mm-"—+55 (8.16)
u l

* v

Allerdings ist der Giiltigkeitsbereich, 20 < % < 100.000, wesentlich vergrofert.

v

a.3) Turbulente Aulenzone im Rohrkern:
Hier wird das logarithmische Gesetz mit den Randbedingungen an der Rohrachse, y =1, ;
U = Umax , ausgewertet

umax _u y
=-25/n> (8.17)
u T

*® o

wobei umax die Maximalgeschwindigkeit ist. Gl. (8.17) gilt fiir den Zentralbereich A > 0,15,
r

wobei eine Uberlagerung mit Gl. (8.16) moglich ist. Im Gegensatz zur turbulenten G.S.,
Gl. (7.35b), ist hier keine Korrektur in Form einer Nachlauffunktion notwendig, da die Stro-
mung im Rohrkern immer voll turbulent ist.

b) Rauhes Rohr:

In der Praxis sind die Rohrwénde mehr oder weniger rauh. Diese Oberflichenrauheit ergibt
sich einmal aus der Herstellung (z.B. sind Betonrohre wesentlich rauher als Glasrohre) als
auch durch betriebsbedingte Ablagerungen (Korrosion oder Inkrustation).

Abb. 8.6 zeigt die Wandrauheiten, gegeben durch Unebenheiten, Vorspriinge, Zéhne bzw.
Kerben, die durch einen Liangenmalstab, der sogenannten Rauheit kg, gemessen werden.

AR SANAATATUATAY
g %
r) D ] Umax
)D uty) _/
kst/\mmm /\/J‘\i\ QAN NAAAAN AJ Y

Abb. 8.6: Turbulente Strdémung in einem Rohr mit Wandrauheiten

Ob eine turbulente Stromung mafgeblich von der Wandrauheit beeinfluit wird oder nicht,
héngt von der Wechselwirkung zum viskosen Verhalten in Wandnéhe ab. Die Dicke der vis-

kosen Unterschichten, die sich in Wandnéhe ausbildet, ist etwa 10 ¢/, . Demnach konnen fol-
gende Unterscheidungen getroffen werden:
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Hydraulisch glatte Wand, k, << 10/, : Die Wandrauheit ist kleiner als die viskose Unter-
schicht und hat keinen Einfluf} auf die turbulente Strémung.

Hydraulisch rauhe Wand, k; >> 10/, : Die Wandrauheit dominiert das Stromungsverhalten,
wahrend die Viskositiat unwesentlich ist.

Dazwischen liegen natiirlich Ubergangsbereiche. In der obigen Klassifizierung ist auch zu

beriicksichtigen, daB3 die viskose Lange /, selbst eine Funktion der Stromungsstirke ist und
mit zunehmenden Geschwindigkeiten (also zunehmenden Scherspannungen) abnimmt.

b.1) Turbulente wandnahe Zone:

Fiir das rauhe Rohr gibt es keine viskose Unterschicht und das universelle logarithmische
Gesetz Gl. (7.32)

- —ié +C
_K ny

U

wird direkt mit der Randbedingung an der Position der Rauheit, y = k; , ausgewertet, wo die
Geschwindigkeit gleich einer unbekannten Referenzgeschwindigkeit, u = u , ist. Wird diese
so geformte Gleichung von Gl. (7.32) abgezogen, ergibt sich

e (8.18)
*—K n ) .

u
Der zweite Term auf der rechten Seite entspricht einer Konstanten B =—- , die aus Experi-

*

menten ausgewertet wird, B = 28,5, so da3

u y
—=25/m—+85 (8.19)
u, k

N

wobei ¥ = 0,4 als universeller Wert eingesetzt wurde. GI. (8.19) gilt im Bereich der wandna-
hen Zone, R <0,15.
T

o

b.2) Turbulente Auenzone im Rohrzentrum:
Hier gilt GI. (8.17) wie fiir das glatte Rohr.

Tabelle 8.1 gibt eine Ubersicht iiber die Geschwindigkeitsverteilungen bei turbulenten Stro-
mungen im glatten bzw. rauhen Rohr. Zur Unterscheidung, ob sich ein spezifischer Stro-
mungsfall "hydraulisch glatt" oder "hydraulisch rauh" verhdlt, mu3 das Reibungsverhalten
beriicksichtigt werden (sh. folgender Abschn. 8.4.2).
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Laminare Turbulente Rohrstromung, Re # 2000
Rohrstromung,

Re <2000 Glattes Rohr Rauhes Rohr
u )’ Viskose u _y

—=|1- (—j Unterschicht u  / - -

umax I.0 y * v
0<—<5
Pufferzone Ubergang
5<Y <20 B )
Turbulente Y smYL 155 Turbulente u :2,5€nl+8,5
Innenzone u, l, wandnahe Zone | u, k,
20<~-<100.000 Y<0,15

Z v r()
Turbulente U T8 5 g Y Turbulente U 7Y sy Y
Aullenzone u, r, | AuBBenzone u, I,
0,15<2-<1,0 0,15<2-<1,0
T T

Tabelle 8.1: Universelle Gesetze fiir die Geschwindigkeitsverteilung in laminaren bzw.
turbulenten Rohrstromungen

Die logarithmischen Geschwindigkeitsgesetze gelten generell, unabhingig von der Reynolds-
zahl der Stromung. Fiir praktische Berechnungen werden oft einfache Potenzformeln vom
Typus

L [lj (8.20)
u T

als Ndherungsformeln verwandt. Hier ist die Potenz m aber nicht universell, sondern abhén-
gig von der Reynoldszahl Re = VD/v. Zum Beispiel ist

m=1/6 fiir Re = 4 x 10°
m=1/7 fiir Re = 10°
m=1/9 fiir Re = 10°

d.h. das Geschwindigkeitsprofil wird "voller" fiir hohere Reynoldszahlen, wie in Abb. 8.7
gezeigt ist.

8.4.2 Reibungswiderstand

Der Reibungswiderstand in turbulenten Rohrstromungen, ausdriickbar entweder durch die
Wandschubspannung 1, oder die Verlusthohe hy (sh. GI. 8.4), hingt innig mit den Geschwin-
digkeitsverteilungen zusammen. Sowohl Viskositit als auch Wandrauheit beeinflussen dem-
nach allgemein den Reibungswiderstand.
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Abb. 8.7: Potenzformeln fiir turbulente Geschwindigkeitsprofile in Rohrstromungen in

Abhéngigkeit von der Reynoldszahl

Da die Verlusthohe h, erfahrungsgemil3 etwa proportional mit dem Quadrat der mittleren
Geschwindigkeit zunimmt (vgl.
Abb. 8. 4), wird sie traditionsgemall mit dem Ansatz nach Darcy-Weisbach

h, :kﬁg (8.21)

dargestellt. A ist der dimensionslose Reibungsbeiwert nach Darcy-Weisbach.

Anwendung von Gl. (8.4) zeigt die Beziehung zur Wandschubspannung

A Ve
T, Zsz (8.22)

Der relative Einflu3 der Fluidviskositit v und der Wandrauheit ks in einer Strémung mit mitt-
lerer Geschwindigkeit V und Rohrdurchmesser D wird durch zwei dimensionslose Parameter,

die Reynoldszahl Re und die relative Rauheit ky¢/D, ausgedriickt. Der Reibungsbeiwert A ist
demnach i.a. eine Funktion dieser beiden Parameter

VD k
7»=f(Re=—,—s)

S (8.23)

Die Reibungsbeiwerte von turbulenten Rohrstromungen wurden empirisch durch zahlreiche
Versuche iiber einen breiten Parameterbereich, Re und k¢/D, evaluiert. Die ausfiihrlichen
Versuche von Nikuradse (1926) sind hier besonders wichtig. Die Resultate solcher Messun-
gen sind im Diagramm nach Moody (1944) (Abb. 8.8) zusammengefalt.

Die doppellogarithmische Darstellung im Moody-Diagramm zeigt die folgenden wichtigen
Zusammenhinge fiir den turbulenten Bereich (Re > 2000):
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Moody-Diagramm: Reibungsbeiwerte fiir Rohrleitungsstromungen als Funk-
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tion der Reynoldszahl Re und relativen Rauheit ky/D

Abb. 8.8:



1) Hydraulisch glattes Rohr:
Hier ist die Reibung unabhéngig von der Wandrauheit, A = f(Re). Das folgende empirische
Gesetz gilt

Re\/x

2,51

L tg(RevA)-08=2,0/g

N

2) Hydraulisch rauhes Rohr:
Der Reibungsbeiwert ist eine Funktion von der relativen Rauheit allein, A = f (k¢/D), deren
Form sich aus den Messungen als

(8.24)

k, 3,71
=-20/0g—=+114=20/¢g

1
NS D k./D (8.25)

ergibt.

3) Ubergangsbereich:
Eine Interpolationsformel, die den gemessenen Ubergang zwischen Gl. (8.24) und (8.25)
beschreibt, ist nach Colebrook und White (1938)

251 k. /D
} (8.26)

1
—==-2,0( +
JA g{Re\/x 3,71

Im Ubergangsbereich ist zu sehen, daB eine bestimmte Rauheit (gegebener Wert ky/D) mit
zunehmender Reynoldszahl Re einen immer grofleren EinfluB auf die Stromung hat. Dies

ergibt sich durch abnehmende Dicke der viskosen Schicht ( ~ 10 /,) wie in Abschn. 8.4.1
diskutiert wurde.

Die obigen Formeln haben den Nachteil, dal A nicht als explizite Funktion, so wie es z.B. fiir
Berechnungen in Computerprogrammen niitzlich wire, dargestellt wird. Eine alternative For-

mel, die den funktionalen Zusammenhang explizit darstellt, ist nach Swamee und Jain (1976)

025
, ( k| 5,74) ’
837D " Re®

k
mit dem Giiltigkeitsbereich 107° < Ss <107 und 4-10° <Re<10®.

}\,:

(8.27)

Das Moody-Diagramm schlieBt auch der Vollstindigkeit halber den laminaren Bereich
(Re < 2000) ein. Der Vergleich der Hagen-Poiseuillle-Gl. (8.11) zum Ansatz nach Darcy-
Weisbach, Gl. (8.21), fithrt zu

64

=g (8.28)

d.h. die Poiseuille-Stromung ist rein viskos kontrolliert und unabhingig von Wandrauheiten.
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Klar ersichtlich ist auch die starke Zunahme der Stromungsreibung nach der Transition in den
turbulenten Bereich (vgl. auch
Abb. 8. 4).

Zur Benutzung des Moody-Diagrammes muf3 die Rauheit ks des jeweiligen Rohrmaterials
bekannt sein. Hierbei ist zu beriicksichtigen, dal nicht nur die tatsdchliche geometrische
Abmessung der Rauheiten und Textur (z.B. Welligkeit) wichtig sind. Tabelle 8.2 gibt eine
Zusammenfassung flir die sogenannten "dquivalenten Sandrauheiten" von verschiedenen
Rohrmaterialien, d.h. der tatsdchlich gemessene Reibungsverlust fiir diese Rohrmaterialien
wurde verglichen mit Referenztests (bes. nach Nikuradse, 1926), bei denen sorgfiltig mit
Sandrauheiten versehene Rohre untersucht wurden.

Werkstoff und Rohrart Zustand ks (mm)
Gezogene und geprefite Rohre aus technisch glatt, auch Rohre mit Metalliiberzug
Kupfer und Messing, Glasrohre (Kupfer, Nickel, Chrom) 0.00135-0.00152
Kunststoffrohre neu 0.0015-0.0070
Nahtlose Stahlrohre, neu typische Walzhaut 0.02-0.06
gewalzt und gezogen gebeizt 0.03-0.04
ungebeizt 0.03-0.06
rostfreier Stahl, mit Metallspritziiberzug 0.08-0.09
sauber verzinkt 0.07-0.10
handelsiibliche Verzinkung 0.10-0.16
aus Stahlblech geschweifit neu typische Walzhaut 0.04-0.10
bituminiert 0.01-0.05
zementiert etwa 0.18
galvanisiert, fiir Beliiftungsrohre etwa 0.008
Stahlrohre gebraucht gleichméfige Rostnarben etwa 0.15
méiBig verrostet, leichte Verkrustung 0.15-0.40
mittelstarke Verkrustung etwa 0.15
starke Verkrustung 2-4
nach langerem Gebrauch gereinigt 0.15-0.20
bituminiert, z.T. beschidigt, Roststellen etwa 0.1
nach mehrjdhrigem Betrieb etwa 0.5
Ablagerungen in bléttriger Form etwa 1.1
25 Jahre in Betrieb, unregelméfige Teer- und
Naphtalinablagerungen etwa 2.5
Gufleiserne Rohre neu, typische Guflhaut 0.2-0.3
neu, bituminiert 0.1-0.13
gebraucht, angerostet 1-1.5
verkrustet 1.5-4
nach mehrjahrigem Betrieb gereinigt 0.3-1.5
stidt. Kanalisationen etwa 1.2
stark verrostet 4.5
Betonrohre neu, handelsiiblich. Glattstrich 0.3-0.8
neu, handelstiiblich, mittelrauh 1-2
neu, handelsiiblich, rauh 2-3
neu, Stahlbeton, glatt 0.1-0.15
neu, Schleuderbeton, glatt 0.1-0.15
neu, Schleuderbeton, ohne Verputz 0.2-0.8
glatte Rohre, nach mehrjéhrigem Betrieb 0.2-0.3
Mittelwert Rohrstrecken ohne St6f3e 0.2
Mittelwert Rohrstrecken mit St6en 2.0
Rohre aus Asbestzement neu, glatt 0.03-0.10
Tonrohre neu, Drainagerohre etwa 0.7
neu, aus rohen Tonziegeln etwa 9

Tabelle 8.2: Aquivalente Sandrauheiten fiir verschiedene Rohrmaterialien

150



Nicht-kreisformige Rohrquerschnitte:

Die meisten Rohrleitungen haben einen Kreisquerschnitt. Trotzdem sind andere Quer-
schnittsformen fiir die Praxis wichtig (z.B. Rechtecksquerschnitte bei Gebaudebeliiftungs-
leitungen). Zur Bemessung des Reibungsverhaltens bei solchen Stromungsquerschnitten ist
das Konzept des hydraulischen Radiuses wichtig.

Abb. 8.9: Rohrstiick mit willkiirlichem Querschnitt

Abb. 8.9 zeigt ein Rohrstiick mit willkiirlichem Querschnitt, gekennzeichnet durch eine
Querschnittsfliche A und den benetzten Umfang P. Das Kriftegleichgewicht an diesem
Rohrstiick gibt, analog zu Gl. (8.5),

T, PL=vh A (8.29)

wobei T, als mittlere Schubspannung am benetzten Umfang angenommen wurde. Wird T,
generell in den Darcy-Weisbach-Ansatz, Gl. (8.22), eingesetzt, so ergibt sich

A
F =R, (8.30)
erhilt man
L V?
h, =7L4R g (8.31)
h

die verallgemeinerte Bemessungsformel fiir nicht-kreisrunde Rohre.

Nachdem fiir ein Kreisrohr, Ry = D/4 , bzw. D =4 Ry, gilt, kann das Moody-Diagramm
auch fiir nicht-kreisrunde Rohre angewendet werden, wobei
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V-4R k
?»=f(Re= v b Sj

32
4R, (8.32)

Diese Vorgehensweise ist fiir die Praxis ausreichend genau. Das Konzept des hydraulischen
Radiuses ist auch fiir die Analyse von Gerinnestromungen, die ja ein genereller Fall eines
nichtkreisformigen Querschnittes sind, wesentlich (sh. Abschn. 10.1 und 10.3).

8.5 Ungleichformige Stromungen in Rohrleitungen

8.5.1 Stromungsentwicklung am Rohreinlauf

Abb. 8.10 zeigt den Ubergang von einem groBen Behilter in eine Rohrleitung. Der Einlauf
ist ausgerundet, um Stromungsablosungen zu vermeiden. Weit genug vom Einlauf entfernt ist
die Stromung, wie oben beschrieben, entweder laminar oder turbulent ausgebildet.

\ %0 G.S. Kernzone (ohne Scherung)
\ T — :E\ .
— - D _ToTm==- [
/ / % T T T
N ~ U\ ~
Entwicklungslénge L ,(ungleichférmig) Voll ausgebildete,

gleichférmige
Rohrstrdomung

Abb. 8.10:  Ubergang von einem Behilter in eine Rohrleitung

Die G.S. wachsen allméhlich von der Berandung in den Kern der Stromung. Die Kernzone
selbst ist scherungsfrei. Die Entwickungslédnge L. ist bei laminaren Stromungen abhingig
von der Reynoldszahl

L, =0,05DRe (8.33)
und bei turbulenten Stromungen

L, =50D (8.34)

8.5.2 Ortliche Energieverluste

Rohrleitungen bestehen nicht nur aus gleichféormigen geraden Rohrstiicken. In Rohrleitungen
gibt es Kriimmer, Abzweigungen, Verengungen und Erweiterungen, Regelorgane und weitere
Einbauten, die alle zu 6rtlichen Energieverlusten fithren, welche gegeniiber den kontinuierli-
chen Reibungsverlusten nicht vernachléssigbar klein sind.
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Abb. 8.11 zeigt z.B. eine plotzliche Rohrerweiterung. Die Stromung, die im Querschnitt A,
voll ausgebildet ist, kann an der plotzlichen Erweiterung der Geometrie nicht folgen. Es
kommt in diesem Bereich zu Ablosungen und dadurch zu Riickstromungen und erhéhten
Energieverlusten durch turbulente Dissipation (sh. auch Abschn. 5.4 zur Analyse der Rohr-
erweiterungsstromung). Nach einer gewissen Distanz stellt sich wieder eine gleichformige
Stromung im Querschnitt A, ein.

EL - — — _ _der
hvj;i,;\ ™ Tez
- — | N\
I — | Lot
Vi TS -
V,
b,

Y . . V . . . Y
gleichformige  &rtlich ungleichférmig: gleichférmige

Verluste zusatzliche Verluste Verluste

Abb. 8.11:  Ortliche Energieverluste durch plotzliche Rohrerweiterung

Wiihrend die Energielinie im ersten Abschnitt einen Gradienten I, bzw. im zweiten Abschnitt
I hat, stellt der Wert hy (sh. Abb. 8.12) den zusétzlichen értlichen Energieverlust dar. Solch

ortliche Verluste werden als

\e

h =C— (8.35)
2g

d.h. proportional zur Geschwindigkeitshohe, parameterisiert, wobei { ein dimensionsloser

Verlustbeiwert ist. Je nach Stromungsbedingungen kann die Referenzgeschwindigkeit V
dabei den Zustand vor oder nach der Ungleichformigkeit beschreiben.

Abb. 8.12 gibt Beispiele fiir ortliche Verlustbeiwerte { fiir verschiedene Rohrleitungsgeome-
trien, wie z.B. Einlauf und Auslauf, Rohrumlenkungen, Verengungen und Erweiterungen, und
Schieber an. Nur in wenigen Fillen (z.B. plotzliche Rohrerweiterung, sh. Abschn. 5.4) sind
diese Verlustbeiwerte analytisch erfalbar. Der Grofteil der Daten geht auf experimentelle
Messungen zurtick.

8.6 Rohrleitungssysteme

Rohrleitungssysteme, wie z.B. im stiddtischen Wasserversorgungssystem, in industriellen
Anlagen oder zur Energienutzung in Wasserkraftanlagen, bestehen aus Rohrstrangen, die
mehrfach vernetzt sein konnen, aber auch aus vielen anderen Komponenten wie Behilter,
Pumpen, Turbinen und Kontrollorganen.
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Einlauf - gerundet £=0,2
- scharfkantig £=0,5
Auslauf £=1,0
Rohrumlenkung
Kriimmer (90° Kriimmungswinkel)
T
D —»V —
| \
fo
|
|
Ecke - ohne Umlenkschaufeln: { = 1,1
—»V
Verengung
Erweiterung
D1 —»V, 9 D,
/
Plattenschieber
Vo
Abb. 8.12:

V ~ nach Einlauf

V ~ vor Auslauf

I'n/D

1 € = 0,35 (scharf)
2 =019

4 = 0,16 (minimal)
6 C=021

8§ =028

10 £ = 0,32 (lang)

- mit Umlenkschaufeln: { = 0,2

N
—V N
\\
D,/D, 0= 60° 180° (abrupt)
0,0 ¢ =008 050 (Einlauf)
0,2 = 0,08 0,49
0,4 ¢ = 0,07 0,42
0,6 € = 0,06 0,32
0,8 ¢ = 0,05 0,18
0,9 ¢ 0,04 0,10
D/D, 6= 10° 180° (abrupt)
0,0 1,00
0,2 =013 0,92
0,4 =011 0,72
0,6 ¢ = 0,06 0,42
0,8 ¢ = 0,03 0,16
theoretisch: { = (1 — (D,/D,)*)

offen % Y Vi
=02 1,15 5,6 24,0

Ortliche Energieverluste fiir verschiedene Rohrleitungsgeometrien
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Die Hauptvorgehensweise fiir die Berechnung von stationdren FlieBvorgidngen in solchen
Systemen ist die Arbeits-Energie-Gl. (Kap. 5) mit den zusétzlichen Abschdtzungen der
Energieverluste wie in den vorherigen Abschnitten. Als Beispiel dazu ist in Abb. 8.13 ein
Zwei-Behilter-System mit zwei Rohrstréngen und Schieber dargestellt. Die Energielinie E.L.
bzw. Drucklinie D.L. sind schematisch eingezeichnet. Typisch fiir die Praxis sind Fragen
nach DurchfluBmengen und Energiehdhen, Auswirkungen von Offnen und SchlieBen von
Schiebern, bzw. ob der Einbau von Pumpen und Turbinen notwendig oder effektiv ist.

Bei plotzlichen Anderungen in dem hydraulischen System, z.B. durch Einschalten oder
Abstellen von Pumpen oder SchlieBen von Ventilen, treten auch instationdre FlieBvorginge
in Form von Drucksto3wellen (sh. Abschn. 4.2.1) im System auf.

= ,\ ‘ hV ‘
R EL
™~ = v
P o~
.~ —~ - T - + H
~ — \7hv
NS
\ o
T~ hy
Schieber 1 =
!
NlS) 1 ? S S-
b U~
' 20 >
D, L, A, D, .L,A, D, Ly A,
Abb. 8.13:  Beispiel eines Rohrleitungssystems mit zwei Behéltern, zwei Rohrstrangen und

Kontrolle durch Schieber
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9 Stromungskrifte auf Korper

Die Stromung eines realen Fluides um einen Korper verursacht hydrodynamische Kréfte auf
den Korper. Die Existenz und die GroBe dieser Krifte stehen in direktem Zusammenhang mit
dem EinfluB der Viskositdt auf die Stromung. Die Verhiltnisse sind dabei analog zu denen,
die schon in den beiden vorhergehenden Kapiteln besprochen wurden: Bei sehr kleinen Ge-
schwindigkeiten, also hohem ViskositdtseinfluB}, ist der gesamte Stromungsbereich in der
Korperumgebung viskos beeinflullt (sog. schleichende Stromung). Bei groferen Geschwin-
digkeiten dagegen ist der viskose EinfluB} auf diinne Grenzschichten an der Korperperipherie
beschrankt. Je nach Korperform I6sen sich die G.S. frither oder spater vom Korper ab, was
die Druckverteilung besonders an der Korperriickseite beeinfluf3t.

9.1 Widerstand und Auftrieb

Abb. 9.1 zeigt einen willkiirlich geformten zweidimensionalen Korper (Koordinatensystem
x-y), der von einer Stromung mit Geschwindigkeit V, und Referenzdruck p, angestromt wird.
Die KdorperauBenfliche sei A, und ein lokales Flichenelement dA ist durch den Neigungswin-
kel 0 relativ zur positiven x-Achse definiert.

Abb. 9.1: Widerstand und Auftrieb bei Umstromung eines Korpers

Als Folge der Umstromung stellt sich eine Verteilung der Druckspannungen p (normal zu dA)
und der Schubspannungen 7T (tangential zu dA) ein. Durch Integration der Spannungskompo-
nenten in die x- bzw. y-Richtung definieren sich zwei Krifte, die auf den Korper wirken. Die
Widerstandskraft Fyw (engl. "drag force"; in der internationalen Literatur wird das Symbol Fp
verwendet)

Fy = [(~pcos®)dA + [ (tsin6)dA 9.1)

ist die Nettokraft in der Stromungsrichtung (x-Richtung). Sie setzt sich aus zwei Anteilen
zusammen, dem Formwiderstand, gegeben durch die Druckverteilung, und dem Oberfldchen-
reibungswiderstand, gegeben durch die Schubspannungsverteilung.
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Die Auftriebskraft' Fa (engl. "lift force", mit dem Symbol Fy)

F, = [(~psin®)dA + [(~tcos6)da 9.2)

A

ist die Nettokraft normal zur Stromungsrichtung (y-Richtung), wobei der zweite Term auf-
grund der Schubspannungsverteilung meist vernachlissigbar klein ist.

—

Abb. 9.2: Widerstand bei Umstromung eines symmetrischen Korpers

Ist ein Korper relativ zur Strémungsrichtung (x-Richtung) symmetrisch (Abb. 9.2), so
verschwindet die Auftriebskraft Fo. Es konnen zwar kurzzeitig Querkrifte (z.B. hydro-
dynamische Schwingungskrifte durch intermittierende Ablosungen) auftreten, diese sind im
Mittel aber gleich Null.

9.2 Stromungsverhalten bei groflen Reynoldszahlen

Dem Stromungsverhalten bei groen Reynoldszahlen fillt fiir die Ingenieurpraxis, z.B. Wi-
derstand bei Fahrzeugen oder Flugkorpern oder Stromungskréfte auf Bauwerke, besondere
Bedeutung zu.

Im Prinzip bilden sich bei groen Reynoldszahlen, d.h. bei relativ kleinen Viskositétseinfliis-
sen, diinne Grenzschichten entlang der Korperperipherie aus. Die Stromungsbedingungen in
den G.S. sind aber ganz entscheidend von der Korperform und den dadurch induzierten
Druckgradienten in der Umstrémung abhingig.

Hier sei auf Resultate hingewiesen, die schon in vorigen Kapiteln abgeleitet wurden:

1) Die ldngsgestellte ebene Platte (Abschn. 7.2) ist der Extremfall einer langgestreckten
Korperform, bei der kein Druckgradient in der Umstromung induziert wird, dp/ds = 0. In
diesem Fall bilden sich laminare G.S., die je nach Distanz und Plattenrauheit in turbulente
G.S. libergehen. Die G.S. sind ablosungsfrei und stabil. Der Stromungswiderstand ist
einzig und allein durch den Oberflichenreibungswiderstand bestimmt.

2) Der Kreiszylinder (sh. auch Abschn. 4.1.6) ist dagegen ein Beispiel einer gedrungenen
oder gewdlbten Kdrperform. Hier induziert der Korper einen Druckgradienten, dp/ds # 0,
in der Umstromung entlang der Korperperipherie. An der Korpervorderseite ist dabei
dp/ds < 0, d.h. der Druck nimmt ab, wie es aus einfachen Uberlegungen mit reibungsfreien
Annahmen (Bernoulli-Gleichung) ersichtlich ist, wahrend sich die Umstromung beschleu-
nigt.

' Die hydrodynamische Auftriebskraft F, sollte nicht mit der hydrostatischen Auftriebskraft auf eingetauchte
Korper (Abschn. 2.5) verwechselt werden.
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Die Stromung in der begleitenden G.S. ist dabei auch beschleunigend und stabil, wobei die
G.S.-Dicke 6(s) im Vergleich zum Fall ohne Druckgradienten kleiner ist. Der Tatsache ei-
ner stabilen G.S. entsprechend stellt dp/ds <0 einen glinstigen Druckgradienten dar.

An der Korperriickseite nimmt der reibungsfreien Annahme entsprechend aber der Druck
zu, dp/ds > 0, und die Umstromung verzdgert sich. Der Verzogerungseffekt ist aber
innerhalb der bestehenden G.S. besonders ausgeprigt, so daB3 sich die Geschwindigkeit in
der G.S. ab einer gewissen Position, dem sogenannten Ablosungspunkt, umkehrt. Die G.S.
l6st sich demnach vom Korper ab und Riickstromungen entwickeln sich an der
Korperhinterseite. Die abgeloste G.S.-Stromung fiihrt zu internen Scherungen und
Turbulenzausbildung in der Nachlaufzone des Korpers. Grenzschichtablosungen werden
also durch einen adversalen Druckgradienten, dp/ds > 0, induziert.

Umkehrzone R Uckstrémung

Abb. 9.3: Grenzschichtverhalten bei Umstromung eines gewolbten Korpers

Abb. 9.3 zeigt schematisch flir eine elliptische Korperform das G.S.-Verhalten und das
Ablosungsphdnomen (sh. auch Abb. 4.14). Der Druck entlang der Korperhinterseite ist
relativ konstant (da die Riickstromgeschwindigkeiten klein sind) und in erster Linie durch den
Druck an den Ablosungspunkten A bestimmt. Fiir die Widerstandskraft Fy ist demnach die
Position der G.S.-Ablosung entscheidend: Lost sich die G.S. friih ab, so ergibt sich eine breite
Nachlaufzone (engl. "wake") by, und ein groBer Widerstand. Bei einer spiteren Ablosung
dagegen wird by, und somit Fyw kleiner. Die Ablosungspositionen wiederum werden durch
G.S.-Stromung beeinfluflit. Diese kann rein laminar oder, nach einer Transition, turbulent
sein. Im laminaren Fall findet eine frithe Ablosung statt. Bei einer turbulenten G.S. dagegen
wird durch den intensiveren Impulsaustausch die Geschwindigkeitsumkehrung erst spéter
stattfinden, so daB3 engere Nachlaufzonen gebildet werden und der Stromungswiderstand
kleiner ist. Reynoldszahlen und Korperrauheit beeinflussen natiirlich diese Phinomene.

Der Stromungswiderstand eines gedrungenen Kdorpers ist also vorwiegend durch die Druck-
verteilung, die sich durch G.S.-Ablosungserscheinungen ergibt, bestimmt (sh. Gl. 9.1). Da
die Druckverteilung eng mit der Korperform verbunden ist, wird diese Art des Widerstands
auch Formwiderstand genannt.
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Die dimensionslose Druckverteilung an der Korperperipherie ist durch den
Druckkoeffizienten C, (sh. Gl. 4.26)

p—p,
C, =13
P

(9.3)

bestimmt. Als Beispiel dazu siehe Abb. 4.16 mit der gemessenen Druckverteilung an einem
Kreiszylinder bei einer Reynoldszahl Re = V,d/v = 10°.

9.3 Widerstandsbeiwerte

Da der Staudruck pV02/2 die mafBigebliche dynamische Grofle der Anstromung ist, wird die
Widerstandskraft Fy als

Fy =Cy pTOAP (9-4)

parameterisiert, wobei Ap die projizierte Querschnittsfliche (d.h. die maximale, zur
Stromungsrichtung normale Querschnittsfliche) des Korpers ist (sh. Abb. 9.4).

— > — >
S ey R
o - S

Abb. 9.4: Beispiele zur Definition der Querschnittsfliche bei Korperumstromung

Cy ist der Widerstandsbeiwert (engl. "drag coefficient", mit Notation Cp), der in umgekehrter
Form

F
CW:V+ (9.5)
p 2“ Ay

als dimensionslose Widerstandskraft angesehen werden kann. Den Uberlegungen des
vorhergehenden Abschnitts gemél hat Cyw folgende Abhdngigkeiten

Cy=f (Kbrperform, Re, Rauheit, Ma) (9.6)

Der Kompressibilitdtseinflul, gemessen durch die Machzahl Ma = V,/c, ist nur fiir Hoch-
geschwindigkeitsstromungen im kompressiblen Medium (z.B. Luft) wesentlich. Er kann fiir
Ma < 0,3 generell vernachldssigt werden. Fiir Luftstromungen bedeutet dies, daf
V, <100 m/s (~ 300 km/h).
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Die Korperform ist der entscheidende Faktor, zu welchem Grad der Cw-Beiwert durch die
Druck- bzw. Schubspannungskomponente beeinflulit wird. Tabelle 9.1 gibt hierzu eine
Ubersicht, die zeigt, daB gestreckte Korper® in erster Linie durch Oberflichenreibung und
gedrungene Korper durch Formwiderstand kontrolliert sind.

Druck- Schub-
Korperform kompo- | spannungs-
nente | komponente

gestreckte Langsgestellte [

Kérpert Platt T -
ofperypen - At = o0 0% 100%
— -
Stromlinien-
formig -
(gestreckt) W% = 10% =90%
— 722722 5—
T
gedrungene | Kreiszylinder -
Korpertypen 7/—‘\
PErP / 57 =~ 90% =~ 10%
- >
D
—
-

Quergestellte I

plate %@ 100% 0%

Tabelle 9.1: EinfluB der Kdérperform auf die Druck- bzw. Schubspannungskomponente des
Stromungswiderstandes

* Im asymptotischen Grenzfall der lingsgestellten diinnen Platte, Ap — 0, ist die Parameterisierung nach GI.
(9.4) nicht mehr sinnvoll. Hier wird gemdl Gl. (7.24) die gesamte Plattenoberfliche als maBgebliche
geometrische Grofie benutzt, und Fy = F,.
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9.3.1 Widerstinde von zweidimensionalen Korpern

a) Grundbeispiel: Quergestellte Platte bei hoher Reynoldszahl:

Wegen der Komplexitidt der Stromungsverhéltnisse werden Widerstandsbeiwerte fast aus-
schlieBlich durch experimentelle Messungen ermittelt. Hierbei wird entweder die Kraft Fw
direkt gemessen (durch KraftmefBeinrichtungen) oder die Druckverteilung an der Kdrperperi-
pherie ermittelt. Das folgende Beispiel zeigt die Beziechung zwischen beiden Vorgehenswei-

sen.
y
””:T**********”
jy‘+2
— % 7
4 \
/ -
L e
S e
—
Vo ’po I +1 _1’2 ‘ /
—»—:—@» Tﬁ X
\\ % Q D
-
\\ Qt;/
——— N iljf; |
\7 =_2 -
Abb. 9.5: Umstromung einer quergestellten Platte mit Ablosung an den Plattenkanten

Abb. 9.5 zeigt eine quergestellte Platte mit Breite b, die von der Stromung V, mit Referenz-
druck p, umstromt wird. Die Plattenldnge ¢ beschreibt die dritte Dimension. Bei geniigend
groBBer Reynoldszahl Re = V,b/v > 10 ergibt sich ein Stromungsbild und Dmckvertf:ilung wie
in Abb. 9.5 skizziert. An der Plattenvorderseite herrschen Staubedingungen mit Uberdruck,
Cp > 0. Der mittlere gemessene Wert ist dabei C , ~+0,8. An den Plattenkanten herrschen

klare Ablosungsbedingungen, und es bildet sich eine turbulente Nachlaufzone etwa der
Plattenbreite b entsprechend. Der Druck an der Plattenriickseite fallt unter den Referenzdruck

Po, Cp < 0. Gemessene Werte zeigen einen etwa konstanten Wert, Gpr =~-12.

Zur Auswertung des Widerstandes Fw, GIl. (9.1), sei beachtet, daBB der Winkel 0 der
Flachenelemente an der Vorderseite 6 = 180° und an der Riickseite 6 = 0° ist. Demnach
sin O = 0, und der Oberflichenwiderstand (zweiter Term in Gl. 9.1) verschwindet in diesem

Fall. Zur Auswertung des Formwiderstands (erster Term), der sich aus der Druckverteilung
ergibt, ist nach Definition, Gl. (9.3)

2
o

p=p,+C,p )

Wird dies in Gl. (9.1) eingesetzt, so ergeben sich zwei Anteile fiir die Vorderseite, cos 6 = —1,
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bzw. Riickseite, cos® = +1, der Plattenoberfliche mit Flichenelement dA = /dy

b/2 2 b/2 2
ral Vo ~ Vo
Fy= | |p,+Cup—s] tdy + | —|p, +Cpp—|tdy
—b/2 -b/2

Der Nettobeitrag des Referenzdruckes p, ist natiirlich gleich Null und mit den gemessenen
Mittelwerten Epv ~+0,8 und Epr =~ —1,2 ergibt sich

2 2

VO VO
(b=2,0p—~ (b 9.7)

F,, =(08+12)p ;

so daB Cw = 2,0. Die so ermittelte Kraft Fw sollte mit direkten Messungen (z.B. mit Hilfe
eines Kraftabnehmers) iibereinstimmen (sh. Abb. 9.8).

b) Kreiszylinder:

Wir betrachten hier den gesamten Reynoldszahlbereich fiir den Kreiszylinder mit Durchmes-
ser d und fiir inkompressible Stromungen, so daf}

v,d
Cy =f|Re= v

&) 9.8)

Der Rauheitseffekt wird durch relative Rauheit ky/d gemessen, analog zur Vorgehensweise bei
Rohrstromungen.

Abb. 9.6 zeigt das Widerstandsverhalten und die damit gekoppelten Stromungstypen bei der
Umstromung eines glatten (ks/d = 0) Kreiszylinders.  Folgende Bereiche koénnen
unterschieden werden:

Re < 4: Bei sehr kleinen Reynoldszahlen herrscht schleichende Stromung. Die Trégheit ist
unbedeutend. Der Cw-Beiwert ist stark Re-abhédngig. Eine analytische Losung nach Lamb
(1932) beschreibt diesen Bereich

oo 9.9)
v Re(2—€nRe) ‘

4 < Re £ 40: Hier wird das Tragheitsverhalten zunehmend wichtiger. Es bilden sich Ablo-
sungszonen an der Riickseite mit einem stehenden Wirbelsystem.

40 < Re £ 300: In diesem Bereich gibt es eine ausgepragte laminare G.S., die sich etwa an
den Zylinderscheitelpunkten ablost. Es tritt aber eine periodische Wechselwirkung zwischen
den abgelosten Wirbeln ein, so daf3 sich im Nachlauf ein gut ausgeprigtes System von alter-
nierenden Wirbeln ausbildet. Dieses Phinomen wurde von von Karman zuerst analytisch
beschrieben und wird die Karman'sche WirbelstraBe genannt. Die periodischen Ablosungen
mit Frequenz sind durch eine sogenannte Strouhalzahl St
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fd
St=— (9.10)

dimensionslos dargestellt. Im Bereich 4 < Re < 300 nimmt St kontinuierlich von etwa 0,16
bis 0,21 zu. Dies ist fiir technische Anwendungen wichtig, da eine Riickwirkung dieser
Stromungen auf den Korper selbst, d.h. eine Schwingungsanregung (z.B. Schwingen und
horbares Surren von Drihten) stattfinden kann.

100 +
Cw Karmansche
WirbelstraBe
10 +
'] 4
StehYende Perio‘aische Turbnlente
Ruckstromzone Wirbel Nachlaufzonen
Schleichende Laminare G.S. Turbulente G.S.
Stromung
0,1 t } t t t t t t
0,1 1 10 102 10° 10* 10° 10° Vod 107
Re="—"2=
A%
Abb. 9.6: Stromungstypen und Widerstandsbeiwerte bei Umstromung eines glatten
Kreiszylinders

300 < Re < 3 x 10°: Die laminare G.S. 16st sich nahe den Zylinderscheitelpunkten ab. Die
Wirbel, die sich in der Nachlaufzone bilden, sind aber nicht ldnger stabil und geordnet, son-
dern zerfallen rapide in eine turbulente Nachlaufstromung, die etwa dem Zylinderdurchmes-
ser d entspricht. Typische Cw-Werte in diesem breiten Re-Bereich sind Cy = 1,2 , also kon-
stant. Dies entspricht einer "Reynolds-Invarianz", die fiir die strdomungsmechanische Modell-
technik wichtig ist, wie schon in Abschn. 6.4.1 betont wurde.

Re > 10 Bei geniigend groBen Reynoldszahlen wird die G.S. bei der Korperumstromung
turbulent. Durch den verstirkten transversalen Impulsaustausch verzogert sich die G.S.-
Ablosung und die Ablosungspunkte verlagern sich weiter nach riickwérts. Als Folge davon
bildet sich eine engere turbulente Nachlaufzone aus. Der Widerstand, und demnach der Cy-
Beiwert, fallt; er kann sich etwa um einen Faktor 3 unmittelbar im Transitionsbereich reduzie-
ren. Allerdings tritt ein allmdhlicher Anstieg bei noch hoheren Re-Zahlen auf, die aber bis-
lang aus modelltechnischen Griinden nicht im Detail erforscht wurden.
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Einflul der Rauheit k/d: Abb. 9.7 zeigt den zusitzlichen RauheitseinfluB} aufgrund von Mes-
sungen im Bereich 4 x 10* < Re < 10°. Erhéhte Rauheit erzeugt einen schnelleren Ubergang
(also bei kleinerer Re) zur turbulenten G.S. und damit eine Verringerung des Cw-Beiwerts in
einem gewissen Re-Bereich. Diese Verringerung wird zum Teil aber durch den erhohten O-
berflachenreibungswiderstand kompensiert. Z.B. zeigen die Versuche mit stark rauhen Zy-
linderabfliissen (ky/d = 6,3 - 107%), daB keine Reduzierung des Cyw-Beiwerts mehr stattfindet.
Im generellen zeigt Abb. 9.7 aber, dal das Widerstandsverhalten von Koérperumstromungen
durch kiinstliche Rauheitselemente gesteuert werden kann®. Dies ist wichtig fiir eine Vielzahl
von technischen Anwendungen.

Stark rauh

(k./d=6,3-107) |

09 — _

0,8 — _
07 Rauh B
’ (ks/d =5-10%)

0,6 — |
0,5 — Leicht rauh —
0 | (ko /d = 1,4-10%) |
0,3 — |
0,2 — _

0,1 _

0 L \
4 5 6 7 80910° 2 3 4 5

Abb. 9.7: EinfluB der Rauheit ky/d auf den Widerstandsbeiwert Cy des Kreiszylinders
aufgrund der Transition zur turbulenten G.S. (nach Roberson und Crowe,
1993)

¢) Andere Korperformen:

Zusitzliche Daten fiir die Cw-Beiwerte fiir diverse Korperformen sind in Abb. 9.8 mit Ver-
gleich zum Kreiszylinder zusammengestellt. Es ist ersichtlich, dal Objekte mit klar ausgebil-
deten Ablosungskanten (z.B. eckiger Balken) ein gut ausgeprigtes Reynolds-invariantes Ver-
halten (hier iiber zwei Potenzbereiche von Re) zeigen. Stromlinienférmige Korper dagegen
sind immer stark Re-abhéngig, da Ablosungspunkte und demnach die Breite der Nachlaufzo-
ne stark vom G.S.-Verhalten abhéngig sind.

? Turbulente Fluktuationen in der Anstromung selbst sind ein zusitzlicher Faktor, der den Umschlag in der G.S.-
Stromung stimulieren kann.
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Abb. 9.8: Widerstandsbeiwerte Cyw als Funktion der Reynoldszahl Re fiir zweidimensio-

Tabelle 9.2 gibt zusdtzlich Cw-Beiwerte fiir diverse zwei-

nale Korperformen (nach Roberson und Crowe, 1993)

Korperformen, allerdings auf den Re-invarianten Bereich beschrinkt, an.
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Kérper I/b Re Cw

1 o Rechteckplatte 1 >10* 1,18
] 5 >10* 1,20
[ 10 >10°* 1,30
b 20 >10" 1,50
[ o >10* 1,98
I _ Kreiszylinder parallel |0 (Scheibe) |>10* 1,17

- @Q B zur Achse 0,5 >10* 1,15
L, ] angestromt 1 >10 0,90

2 >10" 0,85

4 >10" 0,87

8 >10* 0,99

-

— 74 ) Quadratbalken oo >10" 2,00

N

— @ ;“ Quadratbalken oo >10" 1,50
60° -~

. % ) Dreiecksbalken 60° | oo >10* 1,39
_J

\\ . 4

— < L Halbzylinder oo >10 1,20

— > = Halbzylinder oo >10* 2,30
-
IFj )

— C P Halbkugel >10°* 0,39

) Halbkugel >10* 1,40

Kubus >10* 1,10

U]
— Kubus >10* 0,81

o Konus 60° >10* 0,49

% Fallschirm ~3-107 1,20

Tabelle 9.2: Widerstandsbeiwerte Cyw fiir diverse Korperformen im Reynolds-invarianten
Bereich (nach Roberson und Crowe, 1993)
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9.3.2 Widerstinde von dreidimensionalen Korpern
a) Kugel:

Die Kugelform ist das dreidimensionale Analog zum Kreiszylinder. Wie Abb. 9.9 im Ver-
gleich zu Abb. 9.6 bzw. Abb. 9.8 zeigt, ist die Kugelumstromung durch dhnliche Strémungs-
typen und Transitionen gekennzeichnet. Diese werden hier nicht im Einzelnen besprochen,
mit Ausnahme des Bereiches der schleichenden Strémung.

100
80 |- \\
60 \ | Scheibe

U C

40

Offene
Halbkugel

<

8,0

\ I A R

L O, 00
V, —
40 \ > C@QODQC

Kugel (glatt) N\
T E—
5 \

0,80 5
060 vome 7@72@ .
L i \

0,40 | I~

0,20 AN

0,10 \ /

, \ N\
0,08 \
0,06 Stromlinienférmiger L \

- L Komer (E =5) \ //"\
0,04 — — 5 dinne N ——
L ° L —__ o © J Nachlaufzon
%

0,02

[]

0.01 N e 1 S O
102 10 1 10 10? 10° 10* 10° 10° 107

Abb. 9.9: Widerstandsbeiwerte Cyw als Funktion der Reynoldszahl fiir dreidimensionale
Korperformen (nach Roberson und Crowe, 1993)
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Re < 1: Eine exakte analytische Losung nach Stokes (1850) fiir die schleichende Stromung
(also ohne Tréigheitsterme) um eine Kugel ergibt folgende Widerstandkraft

F, =3nuV.d (9.11)

also proportional zu V, wie es fiir rein viskos beeinflufite Stromungen typisch ist! Mit dem
Standardansatz zum Cy-Beiwert, Gl. (9.5), ergibt sich daraus (Ap = d* n/4 fiir die Kugel)

24

Cy =
V' Re

(9.12)

Wichtige technische Anwendungen fiir diese sogenannten Stokes'schen Strémungen sind
Absetzvorginge von feinen Sedimentpartikeln in Gewissern bzw. Klirbecken oder das
Absinken von Staubpartikeln (Aerosolen) in der Atmosphére. Hierbei ergibt sich die Sinkge-
schwindigkeit aus dem Gleichgewicht

F, =G - F, (9.13)
wobei G das Partikelgewicht und Fg die hydrostatische Auftriebskraft, Gl. (2.19), sind.

b) Andere dreidimensionale Korperformen:

Abb. 9.9 schliefit auch Daten fiir andere Korperformen, wie Scheiben und Halbkugeln bzw.
stromlinienférmige Korper ein. Bei Korpern mit gut definierten Ablosungskanten ist wieder
ein klarer Re-invarianter Bereich fiir die Cw-Beiwerte erkenntlich. Zusétzlich gibt Tabelle
9.2 weitere Daten fiir dreidimensionale Korperformen.

9.4 Auftriebsbeiwerte

Der wichtigste Stromungsfall eines asymmetrischen Korpers ist der Tragfliigel (engl. "airfoil"
bzw. "hydrofoil" bei Anwendungen im Wasser). Ein Tragfliigel (sh. Abb. 9.10) ist durch die
Sehnenlédnge c und seine Breite b (dritte Dimension) definiert. Je nach Formgebung und dem
Anstellwinkel o bildet sich ein Stromungsbild aus, das durch hohere Geschwindigkeiten (und
niedere Driicke) an der Fliigeloberseite bzw. durch niedere Geschwindigkeiten (und hoéhere
Driicke) an der -unterseite gekennzeichnet ist. Im normalen Stromungsfall bildet sich die
G.S.-Ablosung erst am Fliigelende aus, und es entsteht eine diinne turbulente Nachlaufzone.

Abb. 9.10:  Umstromung eines Tragfliigels
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Aufgrund der Druckunterschiede ergibt sich die Auftriebskraft F4, die als

2

VO
Fy=Cap—,~be (9.14)

angeschrieben wird. Also wird die Draufsichtfliche, bc, als die wesentliche geometrische
GroBe angenommen. C, ist hier der Auftriebsbeiwert (engl. "lift coefficient", mit Notation
Cu).

Die Widerstandskraft des Tragfliigels wird ebenfalls mit der Flache bc parameterisiert

2

VO
Fy = Cyp——be (9.15)

Abb. 9.11 zeigt gemeinsam die Auftriebs- bzw. Widerstandsbeiwerte flir einen typischen
Tragfliigel als Funktion des Anstellwinkels o fiir variable Fliigelbreitenverhéltnisse. Bei kur-
zen Tragfliigeln (kleines b/c) entsteht ein Druckausgleich am Fliigelende und der Ca-Beiwert
wird kleiner.

1,20

/
Cn | § / /

o/ Z 0.8
/)

4 0 4 8 12 16
Anstellwinkel o (Grad)

oo

ol|o

N\
N

\

Abb. 9.11:  Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte eines typischen Tragfliigels in Abhingig-
keit vom Anstellwinkel (nach Prandtl, 1921)
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Folgendes Anwendungsbeispiel illustriert das Tragfliigelverhalten:

Standardfliigel mit b/c = 7:

Flugphase Anstellwinkel Ca Cw
Reiseflug a=0° = 0,4 = 0,01
mit hoher Geschwindigkeit V,

Starten/Landen o=10° = 1,0 = (0,08

mit kleiner Geschwindigkeit V,

Uberziehen 0L > Olrip = 16° fillt stark  steigt stark

Beim Reiseflug ist der Tragfliigel (und auch der Flugzeugrumpf) flach gestellt. C, ist mode-
rat grof3, so dal} bei der hohen Reisegeschwindigkeit V, der gesamte Auftrieb, Gl. (9.14), dem
Gewicht G des Flugzeuges entspricht, FA = G. Cy ist durch die stromlinienformige Korper-
form klein genug, so da3 die Widerstandskraft (z.B. Propeller- oder Diisenschub) und dem-
nach der Treibstoffverbrauch klein gehalten werden konnen.

Beim Starten oder Landen ist die Geschwindigkeit V, notwendigerweise kleiner. Daher muf3
der Fliigel relativ zur Stromung geneigt werden (bzw. die Fliigelform durch Klappenverstel-
lung gedndert werden), um einen gréfBeren Ca-Beiwert zu erreichen und dem Gewicht entge-
genzuwirken. In dieser Phase steigt der Cw-Beiwert an.

Ist der Anstellwinkel o aber zu steil (00 > ouyir = 16° fiir den Fliigel nach Abb. 9.11), so kann
sich die G.S.-Ablosung plotzlich an der Fliigeloberseite nach vorne schieben und die Druck-
verhéltnisse radikal verdandern (sh.

Abb. 9.12). Dadurch sinkt der C5-Beiwert stark ab, wihrend der Cw-Beiwert durch die breite
Nachlaufzone stark ansteigt. Ein plotzliches Absinken des Flugzeugs kann dadurch eintreten.

Abb.9.12:  Stromungsverhiltnisse beim Uberzichen eines Tragfliigels mit breiter
Nachlaufzone

Invertierte (nach unten wirkende) Tragfliigel werden auch als "negative Auftriebsein-
richtungen" in der Rennwagentechnik eingesetzt, um die Bodenhaftung zu vergrofern.

170



9.5 Anwendungen

9.5.1 Fahrzeugaerodynamik

Die Widerstandskraft berechnet sich fiir Fahrzeuge nach Gl. (9.4), wobei Ap der Ansichtsfla-
che (Stirnflache) des Fahrzeuges entspricht. Je kleiner diese Querschnittsfliche ist, desto
kleiner wird auch die Widerstandskraft des Wagens.

Moderne Automobile, die nach strémungsmechanischen Prinzipien konzipiert sind, erreichen
standardmifBig Cw-Beiwerte von etwa 0,35. Bei Sportwagen konnen diese Werte auf etwa
0,28 reduziert werden.

Im Vergleich zu fritheren Ansédtzen zur "Stromlinienformgebung" (z.B. der historische VW-
Kaifer hatte mit seiner gekurvten Heckausbildung viel hohere Werte, Cw = 0,46) haben sich
folgende Prinzipien durchgesetzt: Die Vorderseite soll gut stromlinienformig ausgebildet
sein, an der Heckseite dagegen sollen klar ausgebildete G.S.-Ablésungskanten vorgegeben
werden, um fluktuierende G.S.-Ablosungen (wie z.B. beim VW-Kifer) zu vermeiden. Zu-
satzliche Formgebungsaspekte wie FlieBheck (mit Winkeln kleiner als etwa 30°) und Spoiler
konnen eine weitere Stromungsbeeinflussung mit begrenzter Nachlaufzone, und damit ver-
minderten Cw-Beiwerten, erreichen.

Zusitzliche Sicherheits- bzw. Komforteinrichtungen wie Riickspiegel, Stostangen, Entliif-
tungsgrille oder Chassisunterseite konnen aber, kumulativ gesehen, betrdchtliche Erh6hungen
des Widerstandsverhaltens verursachen. Die Optimierung dieser Effekte erfolgt in der Praxis
in Windkanaleinrichtungen.

9.5.2 Gebaudeaerodynamik

Typische Aufgaben der Gebdudeaerodynamik sind die Analyse von Windkriften auf Bauwer-
ke (z.B. Hochhduser, Tiirme, Briicken) oder Bauwerkskomponenten (z.B. Dicher, Glasfla-
chen). Als Grundlage fiir extreme Belastungen wird hier der Bemessungswind angenommen.
Fiir den Bereich der Bundesrepublik Deutschland liegt dieser zwischen 24 m/s (86 km/h) im
Landesinneren und 30m/s (108 km/h) in den Kiistengebieten. In extremen Klimazonen der
Erde (z.B. Hurrikane, Taifune) werden Werte zwischen 70 und 80 m/s (250 bis 290 km/h)
angesetzt.

Fiir einzelstehende hohe Gebdude (z.B. Tiirme, Schornsteine) mit einfacher Geometrie kon-
nen die Cw-Beiwerte nach den vorhergehenden Abbildungen und Tabellen abgeschitzt wer-
den, wobei Gl. (9.4) die Kraft pro Hoheneinheit angibt. Abb. 9.13 zeigt Beispiele dazu. Bei
Tlrmen oder Pfeilern mit Aufbauten (z.B. einer kugelformigen Aussichtsplattform) kénnen
diese Elemente zusitzlich betrachtet werden. Bei diesen Berechnungen muf} eventuell die
Verteilung der Windgeschwindigkeit in der atmosphérischen Grenzschicht (logarithmisches
Gesetz, Abschn. 7.2) beriicksichtigt werden.

Fiir Gebdude im Verbund bzw. im Stadtbereich muf3 auch die Wechselwirkung der Stromung

zwischen den Gebduden mitberiicksichtigt werden. Hierzu sind im Detail fast immer Simula-
tionen im Windkanal notwendig.
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] Querschnittsform:

—>

O cy=12
Vo

. cy=15
[]Ccw=20

—»

Abb. 9.13:  Windkraft auf ein Einzelgebdude (z.B. Turm oder Schornstein)

Zusitzliche Problemstellungen beziehen sich auf die Druckverteilungen bei Gebdude-
umstromungen. Als Beispiel hierzu zeigt Abb. 9.14 die Umstrdomung eines quergestellten
Gebédudes durch den Wind. Ablosungszonen ergeben sich an der Dachvorderkante und, be-
sonders wichtig, am Giebel. Die darauf entstehende Druckverteilung an der Gebdudeperi-
pherie ist als Uberdruck (+) bzw. Unterdruck (-) eingezeichnet. Dicher bzw. Fensterflichen
miissen entsprechend bemessen werden, um diesen Druckkréften zu widerstehen.

T Rauchfahne
)
lokale | turbulente
—» - Rick- Schorn- _ j_/ R Uckstromzone
+ strémung stein ) D

e . _ g

LR LR,

Abb. 9.14:  Windanstromung eines Gebédudes

Die Umstromungsform ist aber auch fiir umwelttechnische Fragestellungen entscheidend.
Wird z.B. ein niederer Schornstein in der Leeseite des Daches von Abb. 9.14 angeordnet, so
werden die Abgase in der Rauchfahne direkt in der Riickstromzone hinter dem Gebdude
transportiert, was zu Schadstoffbelastungen auf Stralenniveau fithren wiirde. Um dies zu
vermeiden, miissen Schornsteinhdhen und -position so gewihlt sein, daf3 sie tiber den Gebéu-
degrenzschichten liegen.

9.5.2 Bauwerkseinbauten in Gerinnen

Einzelnstehende Einbauten in offenen Gerinnen wie z.B. Briickenpfeiler in Fliissen oder Off-
shore-Plattformen in Kiistengewédssern unterliegen ebenfalls Stromungskréften. Erste Ab-
schdtzungen zu diesen Kriften kdnnen auch mit den vorliegenden Bemessungsdiagrammen
erfolgen.
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Bei Gerinnestromungen ist aber auch zu beachten, daf3 sich bei starken Stromungen stehende
Oberflichenwellen bilden, also eine Froudezahlabhidngigkeit, die eine weitere Kraftwirkung
darstellen. Bei Bauten im Kiistenbereich, die durch instationdre Wellenbewegungen
beeinfluflt sind, miissen dariiber hinaus zusétzliche Trégheitskréfte beriicksichtigt werden.
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10 Gerinnestromungen

Gerinnestromungen nennt man Stromungen, bei denen ein dichtes Fluid, das durch eine Zwi-
schenfliche von einem dariiber liegenden leichteren Fluid getrennt ist, unter Schwerkraf-
teinfluf} in einem offenen Querschnitt flief3t.

Der wichtigste Fall von Gerinnestromungen, der in diesem Kapitel betrachtet wird, sind Was-
serstromungen mit freier Oberfliche wie in Fliissen oder Kanilen. Die freie Oberfldache, also
der Wasserspiegel, trennt die Wasserstromung von der dariiberliegenden Luftschicht (sh.
Abb. 10.1). Da die Dichte der Luft wesentlich kleiner als die des Wassers ist, kann die Dy-
namik der Luftstrémung (z.B. Schereffekte) dabei fast immer vernachlissigt werden'.

Luft E Luft
= \ e <.
- Ufer >, v ~oUfer
RS Wasser o
Wasser R N \\\////
VN /\,// T
S A
R RRLRIR
Sohle
a) Seitenansicht b) Querschnitt
Abb. 10.1:  Gerinnestromung mit freier Wasseroberflidche

Das Grundprinzip von schwerkraftbeeinflulten Gerinnestromungen gilt aber auch fiir soge-
nannte Schichtstromungen, in denen ein oder mehrere Fluidschichten, die sich in ihrer Dichte
unterscheiden, stromen. Beispiele hierzu sind schwebstoffiihrende, also schwere Dichte-
strome, die in natiirliche Seen oder Stauseen flieBen, sowie Schichtstrdmungen in Astuarien,
die sich aus der Wechselwirkung zwischen SiiBwasser aus Fliissen und dem Salzwasser im
Meer ergeben. Atmosphérische Beispiele sind kalte (oft neblige) Luftstrémungen in Télern.
Bei der Analyse dieser Stromungstypen sind die Verhéltnisse an den Schichtzwischenfldchen,
wie Impulsaustausch und Mischprozesse, zu beachten.

Das Hauptcharakteristikum von Gerinnestromungen ist der variable Stromungsquerschnitt.
Bei Rohrstromungen ist der Querschnitt vorgegeben und je nach Stromungsverhéltnissen
stellt sich ein variabler Druck ein. Bei Gerinnestromungen dagegen entspricht dem variablen
Druck eine variable Wasseroberfliche, da Wasserspiegel und Drucklinie identisch sind.
Gerinnestromungen haben also einen zusétzlichen Freiheitsgrad, der ihre Analyse erschwert.

10.1 Gerinnequerschnitte

Die Gerinnequerschnittsform, auch Gerinneprofil genannt, ist ein wesentlicher Faktor, da sich
am benetzten Umfang der Impulsaustausch, in Form von Schubspannungen, zwischen der
Stromung und der festen Berandung abspielt. Wie schon im Falle von nicht-kreisférmigen

' Ausnahmen sind z.B. Hochgeschwindigkeitsstromungen bei Uberfallwehren an hohen Dimmen. Hier konnen
die Scherspannung der Luft-Wasser-Zwischenfliche und damit verbundene Instabilititseffekte, die zu
Lufteinmischung fiihren, so grof3 werden, daB} sie in der Analyse beriicksichtigt werden miissen.
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Rohrstromungen (sh. Abschn. 8.4.2) ist hier das Konzept des hydraulischen Radiuses, Ry, Gl.
(8.30), als Quotient von Querschnittsfliche durch benetzten Umfang von Bedeutung.

Das Rechteckprofil (Abb. 10.2) mit Breite B ist hier der wesentliche Grundfall. Bei einer
bestimmten Wassertiefe’ y, somit Querschnittsfliche A = By und benetzter Umfang
P =B + 2y, ergibt sich der hydraulische Radius Ry

R, = % = Lzy (10.1)
1+§
Fiir ein sehr breites Gerinne, y/B — 0, reduziert sich GI. (10.1) zu
R, =y (10.2)

Dies stellt einen wichtigen Referenzfall, die "zweidimensionale Gerinnestromung", dar.

[ < ]

B— =
Abb. 10.2:  Gerinnestromung mit Rechteckprofil

Ein haufig vorkommendes Profil bei offenen Kanilen ist das Trapezprofil (Abb. 10.3a) mit
Boschungsneigung m. Bei nicht vollgefiillten Rohren, z.B. in stiddtischen Abwasserkanilen,
existiert ein teilgefiilltes Kreisprofil (Abb. 10.3b).

==

[t < — |

I B 1

a) Trapezprofil b) Teilgefiilltes Kreisprofil

Abb. 10.3:  Gerinnequerschnitte bei kiinstlichen Kanilen

? Das in der Gerinnehydraulik iibliche Symbol y fiir die Wassertiefe soll nicht mit einer laufenden Koordinate y,
so wie in den vorhergehenden Kapiteln verwendet, verwechselt werden.
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Bei regulierten Fliissen werden oft Verbundprofile (Abb. 10.4) angelegt, die den FluB in ein
Hauptgerinne, das bis zum MittelwasserabfluB (MQ) gefiillt ist, und ein zusitzliches Uber-
schwemmungsgerinne, das nur bei Hochwasserabfliissen (HQ) gefiillt ist, unterteilen.

) o /
P i —

Abb. 10.4:  Verbundprofil bestehend aus Hauptgerinne (bei Niedrig- bis Mittelwasser-
abfliissen) und Uberschwemmungsgerinne (bei Hochwasserabfliissen)

Natiirliche FluBprofile (Abb. 10.5) sind dagegen unregelmifig ausgebildet. Die Wassertiefe
y wird hierbei zum tiefsten Punkt des Profils definiert.

Abb. 10.5:  Natiirliches FluBprofil (maBstdblich iiberhdht gezeichnet)

Fiir alle diese Profile kann der jeweilige hydraulische Radius Ry, = A/P evaluiert werden, was
fiir die Berechnung der AbfluBBverhiltnisse (sh. Abschn. 10.3) nétig ist. Dabei ist zu beachten,
daB der hydraulische Radius sich je nach Wasserstand &ndern kann, da Ry(y) = A(y)/P(y).

Fiir die Praxis wichtig ist auBerdem die Tatsache, daB3 bei Fliissen und Kanédlen die
Profilbreite B meist vielfach groBler als die Wassertiefe y ist. Unter diesen Verhéltnissen (sh.
Abb. 10.5) ergibt sich

R, =~y (10.3)

wobei y die mittlere Wassertiefe eines Querschnittes ist.

10.2 Klassifizierung der Gerinnestromungen

Gerinnestromungen konnen nach vier Kriterien klassifiziert werden: der rdumlichen
Variation, der zeitlichen Variation, dem internen Flielzustand und der Reaktion auf
Randeinwirkungen.

10.2.1 Réiumliche Variation

Nach der rdumlichen Variation kdnnen Gerinnestrémungen gleichformig oder ungleichférmig
sein. Hierzu zeigt Abb. 106 in Seitenansicht ein langes Gerinne (gekennzeichnet durch ein
konstantes Gefille I, und konstante Rauheit). Die Stromung wird durch einen Ausflul aus
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einem See gespeist und endet in einem Uberfall. Sowohl durch AusfluB (mit eventuellen late-
ralen Zustromverhiltnissen) als auch durch Uberfall ergeben sich Bereiche von ungleich-
formigen Stromungen. Ist das Gerinne aber geniigend lang, so ergibt sich ein Bereich einer
gleichférmigen Stromung, in dem ein konstantes Gleichgewicht zwischen Schwerkriften und
Reibungskriften gegeben ist. Der Wasserspiegel, gleich der Drucklinie D.L., ist hier parallel
zur Sohle und auch parallel zur Energielinie E.L. (nicht eingezeichnet in Abb. 10.6).

ungleichférmig 4>;<7 gleichformig ~ ——»-4— ungleichférmig

T ,a!';gcses Ge”'nne Uberfa”
mit Gefélle 1, “‘\\\‘\\\#

Abb. 10.6:  Seitenansicht einer Gerinnestromung

Die Anderungen im ungleichférmigen Bereich werden durch lokale Beschleunigungen, gege-
ben durch Profil-, Sohl- bzw. Rauheitsdnderungen, verursacht. Dabei kann noch eine Unter-
teilung in stark ungleichférmige (aufgrund von Profildnderungen, wie bei Wehren, Schiitzen,
Uberfillen etc.) und leicht ungleichférmige Strémungen (aufgrund von allmihlichen Gefille-
dnderungen oder Rauheitsinderungen) erfolgen. In erstem Fall sind die Anderungen auf ei-
nen lokalen Bereich beschriinkt. Im zweiten Fall dagegen konnen sich die Anderungen iiber
groB3e Distanzen in Form von sogenannten Wasserspiegelprofilen abwickeln.

10.2.2 Zeitliche Variation

Nach der zeitlichen Variation unterteilt man in stationdre und instationdre Gerinnestromun-
gen. Z.B. wurde die Strdmung in Abb. 10.6 implizit als stationdr, also zeitunabhingig, ange-
nommen. Wird aber z.B. der Wasserstand im See fiir eine Zeit angehoben und dann wieder
abgesenkt, so ergibt sich eine instationdre, wellenartige Stromung im Gerinne, wie in Abb.
10.7 angedeutet.

Zeit t,

Abb. 10.7:  Instationdre Gerinnestrémung
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Solche instationdre Stromungsabliufe treten in Fliissen als Folge von Hochwasserwellen oder
in Astuarien als Gezeitenwellen auf. Auch kiinstlich erzeugte instationdire Stromungen, wie
Schwall- oder Sinkwellen durch Offnen bzw. SchlieBen von Wehren und Dammbruchwellen
gehoren in diese Kategorie. SchlieBlich sind auch periodische Oberflichenwellen, wie z.B.
Meereswellen, ein Spezialfall von instationdren Gerinnestromungen.

10.2.3  Interner FlieBzustand und Geschwindigkeitsverteilung

Nach dem internen Fliefzustand sind Gerinnestromungen entweder laminar oder turbulent.
Dies wird charakterisiert durch die Reynoldszahl, die auf dem hydraulischen Radius basiert,

VR,
A%

Re = (10.4)

wobei V die mittlere Geschwindigkeit ist. Wird das wohlbekannte Kriterium fiir Rohrstro-

mungen Reyit = 2000 (basierend auf dem Rohrdurchmesser) benutzt, so ergibt sich aufgrund
von D=4R,,

Re, . =500 (10.5)
fiir die Transition bei Gerinnestromungen, was in der Tat auch experimentell bestitigt ist.
Re < 500: Die laminare Gerinnestromung (sh. Abschn. 7.1.3) hat eine parabolische Ge-
schwindigkeitsverteilung, Gl. (7.14). Hauptanwendungen liegen bei flachigen Abfliissen, wie

von Stra3en, Parkplédtzen, Flugpisten, bei denen kleine Wassertiefen, etwa nach einem Regen-
ereignis, auftreten.

Re = 500: In der Mehrzahl der praktischen Anwendungen existiert eine turbulente Gerin-
nestrdmung. Sie ist in starker Analogie zur G.S.-Stromung entlang einer Platte (Abschn.
7.2.2) durch die logarithmische Geschwindigkeitsverteilung gepréigt. Spezifisch gelten also
das "Wandgesetz" und das "AuBengesetz" (sh. Tabelle 7.1). Beim "AuBlengesetz" gibt es aber
Abweichungen nahe der Wasseroberfliche. Bei Gerinnestromungen ist nach Messungen von
Nezu und Nakagawa (1993) der Wert des "Nachlauf-Parameters" I1, Gl. (7.35c), kleiner
(IT=10,2) als bei der G.S.-Stromung (IT = 0,5). Bei rauhen Gerinnesohlen herrschen &hnliche
Verhiltnisse fiir die Auenzone.

10.2.4 Randeinwirkungen

Je nach der Reaktion einer Gerinnestromung auf eine Stérung (z.B. in Form eines kleinen
Hindernisses, sh. Abb. 10.8) unterscheidet man zwischen stromendem und schieBendem
AbfluB.

Die Anwendung der Impulsgleichung auf eine kleine Stérwelle in einem stehenden Gewdésser
(sh. Abschn. 4.2.1, Gl. 4.50) ergab deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der
gegenwartigen Notation

c=./gy (10.6)
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a) Stromender (unterkritischer) Abfluf3 b) SchieBender (iiberkritischer) Abfluf}

Abb. 10.8:  EinfluB einer Storung in Gerinnestromungen

Je nachdem, ob die FlieBgeschwindigkeit V grofer oder kleiner als c ist, kann sich also der
Storeffekt, d.h. die Randeinwirkung, nur flieBabwirts oder aber in beide Richtungen
bemerkbar machen. Dieses Verhiltnis ist aber durch die Froudezahl

(10.7)

FreV
Jey

gegeben.

Fr < 1: Bei kleinen Froudezahlen existiert stromender oder unterkritischer Abflul. Wie in
Abb. 10.8a skizziert, wird die Stromung durch den RandeinfluB in beide Richtungen
beeinflufit.

Fr > 1: Bei groBen Froudezahlen ergibt sich schieBender oder iiberkritischer AbfluB (Abb.
10.8b). Hier macht sich die Stérung nur in Stromungsrichtung bemerkbar. Typisch sind da-
bei auch schock- oder sprungartige Storeffekte direkt beim Hindernis.

Solche Randeinfliisse haben einen entscheidenden EinfluB auf die Stromungsverhiltnisse in
einzelnen Gerinneabschnitten, was durch den Verlauf der Wasserspiegellage sichtbar wird.

10.3 FlieSiwiderstand

10.3.1  Energiebetrachtungen

Abb. 10.9 zeigt schematisch die Energieverhéltnisse in einer ungleichférmigen Gerinnestro-
mung iiber die FlieBstrecke L. Der Sohlenwinkel 0 ist normalerweise klein, so daf3 die
Schwerkrafteinwirkung durch das Sohlengefille

[ = Z,—2,
° L

= tan0 = sinO (10.8)

gegeben ist.
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Abb. 10.9:  Ungleichférmige Gerinnestromung
Es gilt die Arbeits-Energie-Gl. (5.16), wobei die Ungleichformigkeitsfaktoren o = 1
angenommen sind, in der Form

2 2
1
g=Z2+y2+

+h (10.9)

2
zZ, ty, + 28 v

Mit der Definition der gesamten Energiehohe H

2

H=z+y+— (10.10)
2g

wird Gl. (10.9) zu
H,=H, +h, (10.11)

Die Energieverlusthohe (Reibungsverlust) h, iiber die FlieBstrecke L definiert das
Energiegefille I.
h

[.=— 10.12
=T (10.12)

Die spezifische Energiehohe E

2
E= - 10.1
V4o (10.13)

bestimmt den Energieinhalt der Stromung relativ zur lokalen Sohlenhdhe (sh. Abb. 10.9) und
ist eine wichtige GroBe fiir das Stromungsverhalten bei lokalen Querschnittsénderungen, wie
in Abschn. 10.4 erlautert wird.
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10.3.2 Flie3formeln

Zur Bestimmung des Reibungsverlustes h, iiber eine Gerinnestrecke L. kann im Prinzip
dhnlich wie bei den Rohrstromungen (sh. Abschn. 8.4.2) vorgegangen werden. In der
Gerinnehydraulik ist aber iiblich, sogenannte "FlieBformeln", die eine Beziehung zwischen
FlieBgeschwindigkeit V, Querschnittsgeometrie, gegeben durch den hydraulischen Radius Ry,
und Energiegefille 1. beschreiben, zu verwenden. Zwei Methoden werden in der modernen
Praxis angewandt.

a) FlieBformel nach Darcy-Weisbach:

Wird der Widerstandsansatz nach Darcy-Weisbach, Gl. (8.21) bzw. (8.31), mit Hilfe von GI.
(10.12) umgeformt, so ergibt sich die FlieBformel nach Darcy-Weisbach

8g 1/2
V:ﬂx) R, 1" (10.14)

Die Reibungsbeiwerte A sind im Moody-Diagramm, Abb. 8.8, enthalten, wobei die folgenden
Definitionen

V-4R k
7»=f(Re= v b Sj

10.15
4R, ( )

zu verwenden sind. Rauheitsldngen kg (dquivalente Sandrauheit), typisch fiir kiinstliche bzw.
natiirliche offene Gerinne, sind in Tabelle 10.1 aufgelistet.

Bei der Anwendung der FlieBformel nach Darcy-Weisbach ist zu beachten, dal sich der A-
Beiwert je nach dem Wasserstand im Gerinne dndert, also nicht konstant ist. Dies ist aus GI.

(10.15) zu sehen, da der hydraulische Radius in erster Ndherung proportional zur Wassertiefe
ist, vgl. Gl. (10.2) oder (10.3).

b) FlieBformel nach Manning-Strickler:

Eine alternative empirische Formel fiir Gerinnebemessungen ist die FlieBformel nach
Manning-Strickler

V=ky,R, 1" (10.16)

Sie hat sich auf der Basis von einer Vielzahl von Feldmessungen bewidhrt. Beachtenswert ist
die unterschiedliche Abhingigkeit vom hydraulischen Radius, R,** , im Gegensatz zur
Darcy-Weisbach-Formel, in welcher R,"? .

kg 1st der Strickler-Beiwert® fiir die Gerinnerauheit mit den Dimensionen [ml/ 3/3], wobel die
Dimensionen [m/s] fiir die Geschwindigkeit und [m] fiir den hydraulischen Radius zwingend
sind. Gl. (10.16) hat also den Nachteil, daB3 sie dimensionsanalytisch nicht homogen ist.

3 In der internationalen Literatur wird der Manning-Beiwert n, der zum Strickler-Beiwert invers ist,

1
kSt =

— , verwendet
n
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Gerinnetypen k; [mm]

Ebene Flieigewissersohle aus

Sand oder Kies (dxgo = Korndurchmesser, der von 90% des Materials unterschritten dk 90
wird)

Grobkies bis Schotter 60 - 200
schwere Steinschiittung 200 - 300
Sohlenpflasterung 30- 50

Grenzbedingung fiir Einzelrauheiten: k, < 0,45 Ry,
Unebene FlieBgewéssersohle (hr = Hohe des Transportkdrpers)
mit Riffeln (¢ < 0,3 m; hy < 0,05 m) hy
\V4

mit Diinen (/1 < 2my; hr < 0,06 £1) hr=y/6 -y/3
Vorlédnder und Béschungen mit
Ackerboden 20 - 250
Ackerboden mit Kulturen 250 - 800
Waldboden 160 - 320
Rasen 60
Steinschiittung 80/450 mm mit Gras iiberwachsen 300
Gras 100 - 350
Gras und Stauden 130 - 400
Rasengittersteine 15- 30
Winde aus
Ziegelmauerwerk 2 - 8
Beton glatt 1- 6
Beton rauh 6- 20
Bruchstein 15- 20
rauhe Natursteinmauer 80 -100
Stahlspundwand je nach Profiltiefe 20 - 100

Tabelle 10.1: Rauheit ks von offenen Gerinnen bei Benutzung der FlieBformel nach Darcy-
Weisbach (aus DVWK, Hydraulische Berechnung von FlieBgewidssern.
Merkblétter zur Wasserwirtschaft 220, 1991)

Typische Strickler-Beiwerte kg, fiir offene Gerinne sind in Tabelle 10.2 zusammengefalit. Der
Vorteil fiir die Praxis liegt darin, daB3 die ks-Werte das Gerinne fix beschreiben, also mehr
oder weniger unabhingig von der variablen Wassertiefe, die sich ja je nach Durchflu3 dndert,
sind. Dieser Vorteil ergibt sich aus der Tatsache, da3 die Manning-Strickler-FlieBformel auf
den hydraulischen rauhen Bereich limitiert ist, was allerdings in der Praxis meist der Fall ist.

Einige Richtwerte fiir den kgi-Beiwert sind:
sehr glatte Gerinne (z.B. Beton) kg = 100
Erdgerinne, FluB3betten ksi = 30 bis 40
sehr rauhe Gerinne (z.B. Wildbéche) kst = 20
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Gerinnetypen kg, [m'"/s]
Erdkaniile
Erdkanile in festem Material, glatt 60
Erdkanile in festem Sand mit etwas Ton oder Schotter 50
Erdkanile mit Sohle aus Sand und Kies mit gepflasterten Boschungen 45-50
Erdkanile aus Feinkies, etwa 10/20/30 mm 45
Erdkanile aus mittlerem Kies, etwa 20/40/60 mm 40
Erdkanile aus Grobkies, etwa 50/100/150 mm 35
Erdkanile aus scholligem Lehm 30
Erdkanéle, mit groben Steinen angelegt 25-30
Erdkanile aus Sand, Lehm oder Kies, stark bewachsen 20-25
Felskanile
Mittelgrober Felsausbruch 25-30
Felsausbruch bei sorgfiltiger Sprengung 20-25
Sehr grober Felsausbruch, gro3e UnregelméBigkeiten 15-20
Gemauerte Kaniile
Kanéle aus Ziegelmauerwerk, Ziegel, auch Klinker, gut gefugt 80
Bruchsteinmauerwerk 70-80
Kanéle aus Mauerwerk (normal) 60
Normales (gutes) Bruchsteinmauerwerk, behauene Steine 60
Grobes Bruchsteinmauerwerk, Steine nur grob behauen 50
Bruchsteinwénde, gepflasterte Boschungen mit Sohle aus Sand und Kies 45-50
Betonkaniile
Zementglattstrich 100
Beton bei Verwendung von Stahlschalung 90-100
Glattverputz 90-95
Beton geglittet 90
Gute Verschalung, glatter unversehrter Zementputz, glatter Beton 80-90
Beton bei Verwendung von Holzschalung, ohne Verputz 65-70
Stampfbeton mit glatter Oberflache 60-65
Alter Beton, unebene Fldachen 60
Betonschalen mit 150-200 kg Zement je m’_ je nach Alter u. Ausfiihrung 50-60
Grobe Betonauskleidung 55
UngleichmiBige Betonfldchen 50
Holzgerinne
Neue glatte Gerinne 95
Gehobelte, gut gefiigte Bretter 90
Ungehobelte Bretter 80
Altere Holzgerinne 65-70
Blechgerinne
Glatte Rohre mit versenkten Nietkopfen 90-95
Neue guleiserne Rohre 90
Genietete Rohre, Niete nicht versenkt, im Umfang mehrmals {iberlappt 65-70
Natiirliche Wasserliufe
Natiirliche Flubetten mit fester Sohle, ohne UnregelméBigkeiten 40
Natiirliche Flufbetten mit méfBigem Geschiebe 33-35
Natiirliche FluBbetten, verkrautet 30-35
Natiirliche FluSbetten mit Ger6ll und UnregelméBigkeiten 30
Natiirliche FluBbetten, stark geschiebefithrend 28
Wildbache mit grobem Ger6ll (kopfgroie Steine) bei ruhendem Geschiebe 25-28
Wildbiche mit grobem Ger6ll, bei in Bewegung befindlichem Geschiebe 19-22

Tabelle 10.2: Strickler-Beiwert kg; fiir die FlieBformel nach Manning-Strickler (nach:
Naudascher, 1987)
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10.3.3  Gleichformige Gerinnestromung: Normalabfluf}

Eine gleichformige Gerinnestromung, auch NormalabfluB genannt, stellt sich in einem
geniigend langen Gerinne mit gleichméBigen Gefille- und Rauheitsbedingungen ein. In dem
Falle ist das Energiegefille gleich dem Sohlgefille

I =1 (10.17)

e [}

und I, wird direkt in den FlieBformeln, GI. (10.14 bzw. 10.16), verwendet.

10.4 Lokales AbfluBlverhalten: Spezifische Energie

Die spezifische Energiehdhe E relativ zur Gerinnesohle, Gl. (10.13), ist eine wichtige Grof3e,
die das Stromungsverhalten bei lokalen Querschnittsinderungen beschreibt.

Ihre Bedeutung wird im folgenden im einfachsten Fall eines Rechteckgerinnes mit Breite B
(sh. Abb. 10.2), in der ein Durchflul Q stattfindet, erldutert. Der Durchflul q pro Breitenein-
heit, auch spezifischer Durch-(Ab-)flu} genannt, ist

Q
- 10.18
1=7 (10.18)
Da des weiteren die mittlere Geschwindigkeit
v=4 (10.19)
y
fiihrt dies in Verbindung mit Gl. (10.13) zu
qZ
E=v+ 10.20
y B gyz ( )
Gl. (10.20) 1468t sich umformen
qZ
y'—Ey*+—=0 (10.21a)
2g
also in eine Gleichung 3. Ordnung fiir die Wassertiefe, die funktional
y=f(E,q) (10.21b)

dargestellt werden kann, d.h. die lokale Wassertiefe ergibt sich als Funktion der lokalen spezi-
fischen Energie sowie des spezifischen Durchflusses. Im folgenden wird die hydraulische
Bedeutung von GI. (10.21) auf zwei Arten betrachtet.
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a) Gegebener spezifischer Durchflufl, g = const.:

Gl. 10.21 hat im allgemeinen zwei positive Losungen fiir die Wassertiefe y, wie im Energie-
diagramm (Abb. 10.10) als Funktion der spezifischen Energie E dargestellt ist. Fiir einen
gewissen Wert von E gibt es demnach zwei mogliche Wassertiefen, y; und y», fiir die Stro-
mung.

y
g = const.
stromend
Yor ————~ 4~~~ kitsch
' 3 schieBend
e | |
\ \

E min E

Abb. 10.10: Energiediagramm: Wassertiefe y als Funktion der spezifischen Energie E bei
gegebenem Abflul3 q = const.

Nimmt E ab, so gehen bei einem Minimalwert E,in beide Losungen ineinander iiber, und es
stellt sich ein Grenzwert der Wassertiefe, y., ein. Dieser Minimalwert ergibt sich, indem die
Ableitung von GI. (10.20)

— =1 (10.22)

gleich Null gesetzt wird, dE/dy = 0, so daf

—1 (10.23)
gy’

y. wird die kritische Wassertiefe oder auch Grenztiefe genannt

NE
y. = (qg) (10.24)

Da bei gegebenem Abflull q = Vy = V.y. , entspricht dieser Wassertiefe auch eine kritische
Geschwindigkeit V.. Wird V. y. fiir q in Gl. (10.23) eingesetzt, so gilt

V2
“—=Fr’=1 (10.25)
gy.
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d.h. der kritische Abflulzustand ist durch eine Froudezahl gleich Eins gekennzeichnet. Wird
weiterhin Gl. (10.23) in GL. (10.20) eingesetzt, findet man die minimale spezifische Energie

1 3
E. =y +-y =— 10.26
min =Yet5Ye =5 Ve ( )

Dies bedeutet, da3 beim kritischen Abfluzustand zwei Drittel (y.) der lokalen Energie als
potentielle und ein Drittel (%% y.) als kinetische Energie vorhanden sind.

Der obere Ast des Energiediagramms, y =y; >y, ist demnach durch Froudezahlen kleiner als
Eins,

2

q
gy

~=Fr’<l (10.27)

(vgl. Gl. 10.23) gekennzeichnet und reprisentiert stromende Abflulverhéltnisse. Hier ver-
lauft also die Stromung mit groBer Tiefe (groBer potentieller Energieanteil) und kleiner Ge-
schwindigkeit (kleiner kinetischer Energieanteil).

Fiir den unteren Ast,y =y> <y,

Fr’ >1 (10.28)

d.h. hier herrschen schieBende AbfluBBverhéltnisse mit kleiner Tiefe und hoher Geschwindig-
keit.

Die zwei einander entsprechenden Abflulitiefen y; und y, werden alternierende Tiefen ge-
nannt.

b) Gegebene spezifische Energie, E = const.:

Wird y als Funktion des spezifischen Abflusses q aufgetragen, so ergibt sich die
AbfluBBparabel, die in Abb. 10.11 dargestellt ist.

Fiir einen gewissen Wert q konnen sich also wiederum die zwei alternierenden Tiefen y;
(stromend) und y; (schieBend) einstellen. Der maximale Wert der Wassertiefe, ymax = E, ent-
spricht einem ruhenden Gewdsser (ohne kinetische Energie). Der minimale Wert, ymin = 0,
dagegen entspricht einer sehr diinnen, schnell flieBenden Schicht ohne potentielle Energie.

Der maximale AbfluB3, qmax bei kritischen Bedingungen kann entweder als Extremwert gefun-
den werden oder ergibt sich direkt aus den obigen Gleichungen

3
Qonax = Ve Ve = g(gE) (10.29)
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y E = const.
ymax = E
A
| stréomend
|
y,=28E [~ ————— ‘ —— ¢ — — —|- kritisch
| \ schiefend
1 |
| 1
Y, ‘
| |
1 |
| 1
\ \
=0
ymln qmax q

Abb. 10.11:  AbfluBparabel: Wassertiefe y als Funktion des Abflusses q bei gegebener
spezifischer Energie E = const.

10.5 Anwendungen: Reibungsfreie Stromungsiiberginge

In diesem Abschnitt wird das Konzept der spezifischen Energie durch einige Beispiele illust-
riert. Die Strdmung ist in allen diesen Anwendungen stationdr und verlduft ablosungs- und
riickstromungsfrei liber kurze Distanzen, so daB} sie als reibungsfrei angenommen werden
kann.

10.5.1  Schiitz

Abb. 10.12 zeigt eine Gerinnestromung in einem Kanal mit ebener Sohle und konstanter Brei-
te B, durch den Wasser aus einem Speicher ausflieSt. Der Abflull im Kanal wird dabei durch
ein Schiitz, d.h. eine vertikal verstellbare Platte, kontrolliert. Im Bereich des Schiitzes sind
die Stromlinien gekriimmt und es herrschen nicht-hydrostatische Verhéltnisse. Weiter strom-
auf- bzw. stromabwirts dagegen sind die Stromlinien geradlinig und parallel, so da3 das spe-
zifische Energiekonzept giiltig ist.

Der Durchflu unter dem Schiitz mit Offnungshdhe s und Breite B ist durch die AbfluBformel
fiir das Schiitz

Q=C, 22y, sB (10.30)

gegeben, wobei y; die Anstromtiefe oberhalb des Schiitzes ist. Cg ist dabei ein empirischer
AbfluBbeiwert, der vorrangig der Einschniirung des Wasserspiegels stromabwiérts entspricht
und eine Funktion der Geometrie im Stromungsbereich des Schiitzes ist. Ein typischer Wert
ist hierbei Cq = 0,6.

Die E.L. ist konstant im Stromungsbereich, so daf3 aufgrund der ebenen Sohle auch die spezi-
fische Energie konstant und gleich dem Wasserstand y, im Speicher ist, E =y,
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( UW.

Y, —»\,

N J

nicht-hydrostatischer

- Bereich

Abb. 10.12:  Kanalstrémung mit einem Schiitz

Als Folge des vom Schiitz kontrollierten spezifischen Abflusses, q = Q/B, stellen sich zwei
alternierende Tiefen ein: die Anstromung ist unterkritisch mit Tiefe y; und die Abstrdmung ist
iiberkritisch mit Tiefe y,.

Wird das Schiitz nun angehoben, also s vergroBert, so ergibt sich aufgrund von Gl. (10.30) ein
vergroflerter Abflull q. Dies entspricht in der Abflulparabel, Abb. 10.11, einer Verschiebung
nach rechts. Dadurch wird die Anstromtiefe y; gesenkt, wihrend die Abstromtiefe y, zu-
nimmt, wie in Abb. 10.13a qualitativ dargestellt ist.

W ow. W E

v, = E SUW. y,=E T f_zE
. J qmax ic ) §
§ a) Leichtes Anheben § b) Vdalliges Anheben

Abb. 10.13:  Wasserspiegelverlauf nach Anheben des Schiitzes

Der maximale mogliche Abfluf3

2 3
en = g(gyo)

nach Gl. (10.29) stellt sich ein, wenn das Schiitz héher als die kritische Tiefe
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angehoben worden ist, also s > y.. In dem Falle stellt sich kritischer Abflul in diesem
Gerinnebereich? ein (sh. Abb. 10.13b).

10.5.2 Sohlschwelle

Der Einflul einer Sohlschwelle, also einer Erhohung Ah an der Gerinnesohle, ist in Abb.
10.14 dargestellt. Das Gerinne mit konstanter Breite hat eine ebene Sohle vor und nach der
Sohlschwelle, die eine allméhliche, also ablosungsfreie Formgebung hat.

Die spezifische Energie der Anstromung sei E,. Im Bereich der Sohlschwelle reduziert sich
die spezifische Energie, am obersten Punkt auf den Betrag E, - Ah.

Abb. 10.14a zeigt den Wasserspiegelverlauf bei stromendem (unterkritischem) Abflu. Wie
aus dem Energiediagramm (Abb. 10.10) ersichtlich ist, nimmt die Wassertiefe y; mehr als die
Energiehohe E ab, so dal3 sich der Wasserspiegel liber der Sohlschwelle absenkt.

a) Unterkritische Anstromung

b) Uberkritische Anstrémung

Abb. 10.14:  Stromungsiibergang iiber eine Sohlschwelle

* Der reibungsfreie kritische AbfluB kann natiirlich nicht iiber lange Distanzen verlaufen. Das
Stromungsproblem in Abb. 10.13b héngt demnach von der Geometrie weiter stromabwérts ab, wo sich z.B ein
Sohlenabsturz befinden kann oder wo sich in einem lédngeren Gerinne der Reibungseinflufl kumulativ auswirken
wird.
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Umgekehrte Verhiltnisse herrschen bei schieBendem (iiberkritischen) Abfluf}, wie in Abb.
10.14b angedeutet. Hier erhoht sich die Abflultiefe tiber der Schwelle!

Steigt die Hohe der Sohlschwelle, so ndhern sich die beiden Stromungstiefen iiber der
Schwelle einander an. Bei einer maximalen Schwellenhohe Ah,,, stellt sich ein kritischer
AbfluBquerschnitt mit einer Wassertiefe

2
yC = E(EO _Ahmax)

an der Schwelle ein, wie in Abb. 10.15 fiir den Fall einer unterkritischen Anstromung darge-
stellt ist. Nach Erreichen der Grenztiefe entspricht der weitere Wasserspiegel dann dem unte-
ren Ast des Energiediagramms, d.h. die Strémung geht in einen schieBenden AbfluB iiber”.

Unter stationdren Stromungsverhédltnissen sind Sohlschwellenhohen groBer als Ahy,,x nicht
moglich. Sollte die Schwelle hoher angehoben werden (z.B. durch einen flexiblen Boden), so
wiirde sie den gegebenen Abflul blockieren und es wiirde sich eine instationdre Schwallwelle
im Gerinne bilden und sich stromaufwirts fortpflanzen.

Aho, v,
Z % /T//

stromend «——f—» schieBend

Abb. 10.15:  Energieh6hen bei Abflull iiber eine Sohlschwelle

10.5.3  Wehr

Den vorhergehenden Uberlegungen folgend, entspricht ein Wehr in seinem Funktionsprinzip
einer stark iiberhohten Sohlschwelle. Es erzeugt an seinem hochsten Punkt einen kritischen
Querschnitt (auch Kontrollquerschnitt genannt) mit Ubergang zwischen Stromen und
SchieBen und kontrolliert dadurch den Abfluf} iiber das Wehr.

Abb. 10.16 zeigt ein Uberfallwehr mit Wehrhohe w und Anstromhohe iiber Wehrkrone h,,.
Die Abflu3formel fiir das Wehr lautet

Q=C,+2¢gh,” B (10.31)

> Theoretisch kénnte die Abstromung auch wieder unterkritisch erfolgen. In der Praxis aber verursachen verti-
kale Beschleunigungen, die in der spezifischen Energietheorie nicht beriicksichtigt sind, immer einen Ubergang
vom Stromen zum Schief3en.
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G1.(10.31) 14Bt sich der Form nach aus der Beziehung fiir den maximalen Abflul3, G1.(10.29),
ableiten. Der Abflubeiwert Cq schliefit hier den Einflul der Wasserspiegelabsenkung iiber
der Wehrkrone, der relativen Uberstrémung h,/w und der Geometrie (Formgebung) ein. Ein
Richtwert fiir rundkronige Wehre (sh. Abb.10.16) ist Cq = 0,4.

Andere Wehrtypen sind scharfkantig (vertikale Platte) oder breitkronig. Fiir diese weichen
die AbfluBbeiwerte mehr oder weniger ab.

Abb. 10.16:  Rundkroniges Uberfallwehr

10.6 Wechselsprung

Die vorliegenden Beispiele haben gezeigt, dal Gerinnestromungen einen glatten,
allmiihlichen Ubergang vom unter- zum {iberkritischen AbfluB haben kénnen. Sie verhalten
sich dabei anndhernd reibungsfrei, da sich die Stromung beschleunigt.

Umgekehrt aber ist der Ubergang vom iiber- zum unterkritischen AbfluB, d.h. von kleinerer
zu groBerer Tiefe, praktisch immer abrupt in Form eines Wechselsprungs, auch Wassersprung
(engl. "hydraulic jump") genannt, der mit erheblichen Energieverlusten verbunden ist. Abb.
10.17 zeigt das Beispiel eines Wechselsprungs, wie er unterstrom eines Wehres auftreten
kann. Die Tiefe y; an der Basis des Wehres entspricht hier der tiberkritischen Anstromung, so
wie im vorigen Abschnitt betrachtet. Die grofere unterkritische Tiefe y, dagegen ist von wei-
ter stromabwirts beeinfluflt, z.B. durch weitere Kontrollbauwerke oder durch die Reibung im
Gerinne (Normalabfluf3).

Abb. 10.17:  Wechselsprung am Fulle eines Wehres
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Im Wechselsprung herrscht ein adversaler Druckgradient, dp/dx > 0, der zu einer Verzoge-
rung und Aufweitung des Stromungsprofils flihrt, wie in Abb. 10.18 dargestellt. Als Folge
davon entsteht eine Riickstromung in Form einer "Deckwalze" an der Oberseite des Wechsel-
sprungs. Turbulenzerzeugung und Energiedissipation finden statt. Die Deckwalze ist des
weiteren durch Lufteintrag an ihrem oberstromigen Ende, und dadurch Schaumbildung, ge-
kennzeichnet.

K.V. Deckwalze
//V' \V4
////
Lufteintrag "
— \V,
= — Y,
= 1 - Geschwindig-
L Y, keitsprofil
¢ - *? - - ; x
| ° | Ebene Sohle
I LJ 1

Abb. 10.18: Kontrollvolumen zur Analyse eines Wechselsprungs in einem Gerinne mit
konstanter Breite und ebener Sohle

Zur Analyse des Wassersprungs kann also das spezifische Energiekonzept nicht verwendet
werden, da die Energieverluste wesentlich und a priori unbekannt sind. Dagegen ist die
Impulsgleichung anwendbar, da alle Krafteinwirkungen auf ein K.V., das den Wechselsprung
beinhaltet, bekannt oder gut abschétzbar sind. Abb. 10.18 zeigt einen Wechselsprung mit
konstanter Breite und auf ebener Sohle. Die Anstrombedingungen mit Abflul} q, Tiefe y; und
Geschwindigkeit V; sind bekannt. Der Wechselsprung hat eine Lidnge L;, iiber welche die
mittleren Sohlschubspannungen 7T, auftreten. Anwendung der Impulsgleichung (4.32a) in

der Stromungsrichtung x fiir die stationdre Stromung fiihrt zu

2 2

y—l—vyi—fo L, = pq(Vz—Vl) (10.32)

L 2

Fiir kurze Distanzen, wie sie beim Wechselsprung typisch sind, ist die Schubspannungskraft
T, Ljim Vergleich zu den hydrostatischen Druckkréiften vernachlassigbar, T, L; — 0.

Wird die Kontinuitédtsgleichung
q=Viy, =V,y, (10.33)

in Gl. (10.32) eingesetzt, so erhélt man nach einiger Umformung die unterstromige Tiefe y»

y, = % (1 /1+8Fr,” — 1) Wechselsprunggleichung (10.34)
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wobei Fr; die gegebene Froudezahl der {iberkritischen Anstromung ist,

Fr,=———>1 (10.35)

3

gy,

Mit der nun bekannten Losung fiir die Tiefe y, und die Geschwindigkeit V, = q/y, kann die
Arbeits-Energie-Gleichung (10.9) verwendet werden (mit ebener Sohle z; = 7). um die
Energieverlusthohe

3
O (1036
172

zu berechnen.

Abb. 10.19b zeigt Gl. (10.34) bzw. GI. (10.36) in dimensionsloser Darstellung, mit der An-
2

stromenergiehohe, E, =y, +2—1, normalisiert. Darin ist zu sehen, dall mit zunehmender
g

Froudezahl Fr; des Wechselsprunges die Sprungstirke y»/y; und die Energiedissipation zu-
nehmen. So z.B. existiert bei Fr; = 10 ein starker Wechselsprung, y,/y; = 14, und etwa 75%
der Anstromenergie werden im Wechselsprung dissipiert. Diese Eigenschaft wird oft bewul3t
im Wasserbau eingesetzt, um etwa bei Hochwasserentlastungsanlagen hinter Wehren oder
Stauddmmen die Abstromenergie zu vermindern und Sohlenerosion stromab zu vermeiden.

0,81

0,6

72 11 7 hy |
19 o ° E E1 04l
7 r ¢’ ]
5 L q 0,21
3 [ o MeBdaten ] |
1 1 0
1 3 5 7 9 1" 13 15 1 3 5 7 9 " 13 15
Fry Fr,
Q) Relative § prungstarke, v, /y, b) R elative E nergieverlusthdhe, hy /E,

Abb. 10.19:  Wechselsprung als Funktion der Froudezahl Fr;,

Die Linge L; und Form des Wechselsprungs kann aus einfachen Analysen nicht ermittelt
werden. Experimentelle Untersuchungen zeigen

L, =60y, (10.37)

Des weiteren sind Wechselspriinge je nach der Anstrom-Froudezahl Fr; mit mehr oder
weniger Wellenbildung bzw. Oszillationen verbunden, wie in Abb. 10.20 skizziert ist.
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— — — = P
Fr,=1-1.7 Welliger Sprung / Fr,=4.5-9.0 Stetiger Sprung
555 - . S —
Z T . - Z D/:)/ o .
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Fr,=1.7-2.5 Schwacher Sprung / Fr,>9.0 Starker Sprung

JW\_/\
LIS o —
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Fr;=2.5-4.5 Oszillierender Sprung

Abb. 10.20:  Wechselsprungausbildung bei verschiedenen Froudezahlen der Anstromung
(nach Ven te Chow, 1959)
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