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Ach! was in tiefer Brust uns da entsprungen,
Was sich die Lippe schiichtern vorgelallt,
MifSiraten oft und jetzt vielleicht gelungen,
Verschlingt des wilden Augenblicks Gewalt,
0ft, wenn erst durch Jahre durchgedrungen,
Erscheint es in vollendeter Gestalt.

Was glanzt, ist fir den Augenblick geboren;
Das Echte bleibt der Nachwelt unverloren.

J.W.Goethe, Faust
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Einleitung

In (nicht-) staatlichen Organisationen und privatwirtschaftlichen Unterneh-
men wird in diversen 6konomischen Situationen die Allokation eines Budgets
auf Organisationseinheiten (DMUs: decision making units) vorgenommen.
Bei den DMUs handelt es sich beispielsweise um Krankenh&user, Univer-
sitdten oder Abteilungen in Unternehmen. Grundlage der Verteilung bilden
haufig jahrliche Budgetierungsvorhaben von Ministerien (z.B. Gesundheits-
oder Bildungsministerium) oder leitenden Abteilungen.

Beim o6konomischen Problem Budget-Allokation werden n konkurrierende
DMUs betrachtet. Jede dieser DMUs verbraucht im Produktionsprozess s
verschiedene Giiter und Dienstleistungen (Input), um ¢ Giiter und Dienstlei-
stungen zu produzieren (Qutput). Die Input-Output-Struktur ist homogen,
d.h. alle DMUs haben die gleichen, nur in der Hohe variierenden Input und
Output. Die Giiter und Dienstleistungen werden nicht auf Markten gehan-
delt, so dass keine Preise zur Effizienzanalyse zur Verfiigung stehen. Im Rah-
men der Leistungserstellung erhalten die DMUs einen Anteil des Gesamtbud-
gets, der im Allokationsmodell als zusétzliche Inputkomponente angesehen
wird.

Das Ziel der Arbeit ist, Mechanismen fiir eine leistungsorientierte Allokation
des Budgets zu entwickeln, in die eine Effizienzanalyse integriert wird und
die einer axiomatischen Formulierung des Allokationsproblems geniigt.

Das Allokationsmodell soll

e die Préaferenz Budgetmazimierung der DMUs beriicksichtigen,
e ein Anreizsystem zur Effizienzsteigerung schaffen,

e cine einheitliche Evaluierung der Effizienz gewahrleisten.
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Obwohl Budget-Allokationen zahlreich in der Praxis durchgefiihrt werden,
existiert fiir mehrdimensionale Input-Output-Vektoren in der Literatur bis-
her kein Modell.

In dieser Arbeit werden Mechanismen fiir die Allokation eines Budgets ent-
wickelt und analysiert. Hierzu erfolgt einleitend die Charakterisierung der
notwendigen Daten und der Technologiemengen. In Kapitel 2 werden Alloka-
tionsmechanismen durch axiomatisch konzipierte Budget-Allokations-Funk-
tionen und eine integrierte Effizienzanalyse definiert. Zur Bewertung der
DMUs wird ein Effizienzmafl entwickelt, das den koalitionalen Einfluss auf
die Gestalt der Technologiemenge misst und den Statuswechsel von effizient
zu ineffizient beriicksichtigt. Fiir die Abhéangigkeit der Allokation von den
Koalitionen werden spieltheoretische Losungen eines abstrakten Spiels for-
muliert. Die Spezifikation einer Okonomie fithrt in Kapitel 3 zu einem kon-
kreten Modell fiir die Allokation des Budgets. Hierin setzen sich ausgewogene
Allokationen in der dualen Budgetgleichung aus den Eigenvektoren zu den
Spektralradien von Lésungsmatrizen zusammen. Zur Berechnung der Allo-
kationen muss ein nicht-differenzierbares und nicht konvexes Optimierungs-
problem geltst werden, welches in Kapitel 4 analysiert wird. In Kapitel 5
wird ein Algorithmus entwickelt und eine Konvergenzanalyse durchgefiihrt.
Insbesondere wird die Endlichkeit des Algorithmus bewiesen.



Notation

In dieser Arbeit werden Skalare und Vektoren durch kleine griechische und
lateinische Buchstaben dargestellt. Fiir Matrizen werden lateinische Grof3-
buchstaben verwendet. Vektoren kénnen sowohl als Zeilenvektoren als auch
als Spaltenvektoren definiert werden. Transponierte eines Vektors oder einer
Matrix werden durch ()7 gekennzeichnet. Fiir eine Matrix A bezeichnet ay,
den k-ten Zeilenvektor.

IR™ bezeichnet den n-dimensionalen, euklidischen Vektorraum. Eingeschrénkt
auf die nicht-negativen (positiven) Elemente wird die Notation R} (IR" )
verwendet. Der k-te Einheitsvektor wird mit e, angegeben. Mit e wird der
Vektor notiert, der nur aus Einsen besteht. Aulerdem wird die Mengenbe-
zeichnung N = {1,...,n} festgelegt.

Subskripts werden fiir Komponenten von Vektoren oder vektorwertigen Funk-
tionen verwendet. Fiir eine Teilmenge I C N représentiert b; alle Kompo-
nenten des Vektors b der Teilmenge I. Das Gleiche gilt fiir vektorwertige
Funktionen. Das Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix A
wird mit dem Subskript ¢, j indiziert und durch a, ; angegeben. Fiir I, J C N
ist A7y die Submatrix von A, die aus den Zeilen ¢ € I und Spalten j € J
besteht. Iterationsnummern werden durch geklammerte Superskripts (-)*)
wiedergegeben.

Die Relationen < und > werden auch fiir Vektoren verwendet, wobei x < y
(x > y) erfiillt ist, wenn die Relation in allen Komponenten der Vektoren
gilt. Fiir z < (>)y und = # y wird bei Vektoren die verkiirzte Schreibweise
r S (2)y benutzt.

Bei Mengenoperationen bezeichnet U die Vereinigung, N die Schnittmenge
und \ den Ausschluss.

Mit || - || wird eine beliebige Norm bezeichnet. Ist die Norm indiziert, dann
bezeichnet || - ||; die {;-Norm, || - || die [>-Norm und || - ||« die ls-Norm.



Kapitel 1
Grundlagen

Das 6konomische Problem Budget-Allokation ist durch die Frage gekennzeich-
net, wie ein festes, vorgegebenes Budget § € IR leistungsorientiert auf eine
beliebige Anzahl von DMUs verteilt werden kann. Die n DM Us werden durch
ihre nicht auf Markten gehandelten Input und Output charakterisiert. Es ste-
hen keine Preise fiir die Bewertung der Wirtschaftlichkeit zur Verfiigung. Die
Moglichkeit, Preisverhéltnisse zu beschréanken, soll im Modell jedoch gegeben
sein.

Eine Allokation ist somit eine Aufteilung des Budgets 3, d.h. ein Vektor

b € IR™ mit .
Zbk :57
k=1

wobei by den Budgetanteil der DMU k fir k € N = {1,...,n} angibt.
Die Allokation soll leistungsorientiert vorgenommen werden. Die erforder-
liche Analyse der Wirtschaftlichkeit wird durch eine Bewertung der Input-
Output-Daten der DMUs vorgenommen. Hierfiir wird die Technologiemenge
benotigt, durch die effiziente Input-Output-Kombinationen festgelegt sind.

In diesem Kapitel werden die fiir die Entwicklung von Allokationsmecha-
nismen notwendigen Daten aufgefiihrt. Dies sind die Input und Output der
DMUs, die moglichen Beschrdnkungen der marginalen Substitutionsraten und
die Technologiemengen.
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1.1 Input-Output-Matrizen

Die DMUs werden durch eine homogene Input-Output-Struktur vollstén-
dig beschrieben. Eine DMU k wird durch einen im Produktionsprozess ver-
brauchten Input-Vektor z;, € IR und einen erzeugten Output-Vektor y,. €
IR, reprisentiert. Fiir k € N wird der Zeilenvektor

ar = (—ay,y ) € RXEH

definiert und in der Datenmatriz
ai
A=1 + [ eR™™
an

mit m = s 4+ ¢t zusammengefasst. Die Datenmatrix hat hiermit folgende Ge-
stalt:

Input 1 .- Inputs Outputl --- Outputt
(negativ) (negativ)
DMU 1 CL171 v Tt al,m
DMU 2 21 . a2.m
DMU n 1 e . o

Ein Eintrag a;; > 0 bedeutet, dass die DMU k insgesamt a;; Einheiten des
Outputs ¢ produziert, wéhrend a;; < 0 den Verbrauch von a;; Einheiten
des Inputs 7 im Produktionsprozess symbolisiert. Alle fiir die Bewertung der
Wirtschaftlichkeit relevanten Daten werden als bekannt angenommen.

Um bei der Analyse der Wirtschaftlichkeit konsistente Ergebnisse erzielen zu
konnen, wird die Menge der zulédssigen Datenmatrizen geméf der folgenden
Definition eingeschrénkt.

Definition 1.1.1 Fir k € N sei x, € IR% ein Input- und y, € IR’ ein
Outputvektor. Eine Matriz A € IR™™ mit den Zeilenvektoren ay, = (—x} ,y;)
heifit Input-Output-Matrix (I-O-Matrix), falls die Eigenschaften

1. (Positivitit): Vk € N: yp # 0
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2. (Kein Monopolist): ¥l € {1,...,m} Ji,j € N,i# j:a;; #0, aj; #0

3. (Vergleichbarkeit): A Permutationsmatrizen P und @, so dass

(5 3)

erfillt sind. Die Menge aller I-O-Matrizen wird mit M C IR™™ bezeichnet.
Ist x, =0 fiir alle k € N, dann heifft A € M Output-Matrix (O-Matrix).

In 6konomischen Analysen wird generell gefordert, dass ohne Input kein Out-
put erzeugt werden kann, vgl. z.B. Dyckhoff [19]. Von diesem Prinzip soll
auch in diesem Modell nicht abgewichen werden. Da aber das Budget als
zusitzliche Inputkomponente angesehen wird, konnen bei der Definition der
Datenmatrizen auch reine Output-Matrizen zugelassen werden. Von der Si-
tuation, in der eine DMU Input verbraucht, aber keinen Output erstellt, soll
abgesehen werden, da solchen DMUs in einem Allokationsmodell ein nega-
tiver Budgetanteil zugewiesen werden miisste. Durch die Positivitdt werden
ebenfalls DMUs ausgeschlossen, die weder Input noch Output aufweisen, da
sie einen Budgetanteil von Null erhielten. Alle Nullzeilen einer Datenmatrix
werden zur Konstruktion einer I-O-Matrix eliminiert.

Eine Wirtschaftlichkeitsanalyse verlangt die Homogenitédten der Input-Out-
put-Struktur. Daten, bei denen entweder Monopolisten auftreten oder die
das Axiom der Vergleichbarkeit verletzen, miissen wegen der Unvergleichbar-
keit der DMUs ausgeschlossen werden. Ein Monopolist ist in einer Kompo-
nente nicht mit anderen DMUs vergleichbar. Bei einer nicht vergleichbaren
Datenmatrix kann die Menge der DMUs in disjunkte Teilmengen mit un-
terschiedlichen Produktionsprozessen zerlegt werden. In beiden Féllen lassen
sich die DMUs durch die Inhomogenitéit anhand ihrer Input und Output
nicht vollstdndig analysieren. Die Forderungen stellen somit ein verniinftige
Einschrinkung der Daten dar.

1.2 Preissysteme

In den Allokationsmechanismen wird angenommen, dass keine Preise fiir die
Input und Output zur Verfiigung stehen, da sie nicht auf Mérkten gehandelt
werden. Es soll aber moglich sein, Beschriankung der Preisverhéltnisse in die
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Mechanismen zu integrieren.

Zunichst wird die 6konomische Situation betrachtet, in der sich fiir han-
delbare Giiter und Dienstleistungen ein Markt-Gleichgewicht von Angebot
und Nachfrage mit abitragefreien Gleichgewichtspreisen bildet. Zur Gleichge-
wichtstheorie wird z.B. auf Mas-Colell [36] verwiesen. Ist ¢ € RS, (r € R, )
der Preisvektor der Input (Output) (wobei ¢; (r;) den Preis fiir die i(j)-te
Input-(Output)-Komponente angibt), dann implizieren die Gleichgewichts-
preise p = (¢, r) > 0 die Allokation b mit den Komponenten

b, = agp = y,;rr — :L‘,;rq.

Diese Allokation begriindet sich folgendermafien. Die Wirtschaftlichkeit einer
DMU wird durch das bewertete Verhéltnis von Output zu Input

b teter Qutput
Wirtschaftlichkeit = cwerteter LUt

bewerteter Input

ausgedriickt. In der Literatur werden hierfiir ebenfalls die Begriffe Produkti-
vitdt, Leistungsfihigkeit, etc. verwendet, vgl. z.B. Grochla et al. [25]. Auf eine
terminologische Auseinandersetzung wird in der Arbeit verzichtet. In Kapi-
tel 2.2.1 wird fiir die Bewertung der DMUs der Begriff Effizienz definiert.
Wird das Budget als zusétzliche Inputkomponente angesehen und als Ma#f fiir
die Wirtschaftlichkeit der DMU k der Quotient aus iiber die Preise gewichte-
ter Output zu Input gebildet, dann implizieren die Gleichgewichtspreise die
Beziehung .
T _1, vkeN.
b + 2 q
In abitragefreien Okonomien mit existierenden Gleichgewichtspreisen und
handelbaren Giitern wird das Problem Budget-Allokation implizit iiber die

Mérkte gelost.

Der normierte Preisvektor p = %p mit v = Y, a;p fuhrt zur Budgetglei-
chung

b= Ap (1.1)

mit b € R™. Die Allokation nach der Budgetgleichung (1.1) gewéhrleistet
eine einheitliche Bewertung der Wirtschaftlichkeit aller DMUs.

Da die Giiter und Dienstleistungen in der zugrundeliegenden Okonomie nicht
auf Méarkten gehandelt werden, stehen keine Preise zur Verfiigung. Eine Eini-
gung der DMUs auf Preise wiirde das Problem l6sen und eine Allokation nach
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der Budgetgleichgung (1.1) implizieren. Konkurrierende DMUs werden sich
in einem Verhandlungsmodell jedoch nicht auf Preise verstéindigen. Vielmehr
wird jede DMU einen Preisvektor anstreben, der ihren Budgetanteil maxi-
miert. Ebenso erscheint exogene Festlegung von Preisen fragwiirdig, da eine
DMU beliebig festgelegten Preisen widersprechen kann, indem sie die Diskre-
panz zwischen den durch die Preisverhéltnisse implizierten Austauschraten
und der Realitdt in den Produktionsprozessen aufzeigt. Allgemein wird eine
DMU Preisen p > 0 nicht zustimmen, falls sie einen Preisvektor p > 0 ange-
ben kann, der ihr einen hoheren Budgetanteil sichert. Diese Situation wird
an einem Beispiel erlautert.

Beispiel 1.2.1 Als Output-Matrix sei

A 1 100 7
100 1

gegeben. Mit einem Preisvektor p = (p1; p2) ist aus der Budgetgleichung (1.1)
zu erkennen, dass b; = a;p mit dem Preisverhéltnis py/p; steigt. Fir DMU 2
gilt der Zusammenhang fiir den reziproken Quotienten. DMU 1 wird also ein
hohes Preisverhéltnis p,/p; bevorzugen, wéihrend DMU 2 diesen Quotienten
so klein wie moglich wéhlen wird. Die DMUs werden sich folglich nicht auf
Preise einigen.

Obwohl eine Einigung der DMUs auf Preise im Allgemeinen nicht erreicht
werden kann, ist eine Verstdandigung auf eine Menge zuldssiger Preise moglich.
Diese Menge basiert auf Beschrankungen der Preisverhéltnisse, die eine Ana-
lyse der Produktionsprozesse voraussetzt. Handelt es sich bei der O-Matrix
des Beispiels 1.2.1 um zwei wissenschaftliche Institute, von denen die Anzahl
der Verdffentlichungen in einem hochrangigen internationalen Journal und
die Anzahl der Studenten einer Vordiplomsklausur angegeben sind, so ist
eine hohere Gewichtung der ersten Komponenten offensichtlich. Zwar kann
kein eindeutiges Preisverhéltnis festgelegt werden, aber eine Beschrinkung
der Intervallgrenzen zuléssiger Preisverhéltnisse ist realisierbar. Die optio-
nale Wahl der Beschrédnkung von Preisverhiltnissen ist bedeutend fiir die
Allokationsmechanismen.

Preisverhéltnisse sind marginale Substitutionsraten fiir Giiter und Dienstlei-
stungen, deren Beschrankungen in der Form
0<y<B<s
Dj
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mit 7,0 € IR festgelegt werden. Hierbei geben p; und p; die Preise der Giiter
i und j an. Die folgenden Ausfithrungen gehen auf Kuntz und Scholtes [31]
zuriick. Beschréankungen der marginalen Substitutionsraten sind bei positiven
Preisen dquivalent zu den homogenen Ungleichungen

yp; —pi <0, pi —dp; < 0.

Die Preisrestriktionen kénnen als Zeilen einer Matrix zusammengefasst wer-
den. Hierfiir wird folgende Definition eingefiihrt.

Definition 1.2.1 (Kuntz und Scholtes [31]) Eine Matrizx P € IRT*™
heifst Preismatrix, falls ein Preisvektor p > 0 mit Pp < 0 existiert. Die
Menge

P={pe R"|Pp<0,p>0}

heif$t Preissystem. FEin Preissystem ist die Menge aller zulédssigen Preise.
Die Menge aller Preismatrizen wird mit Q C IR”*™ und die Menge aller
Preissysteme mit Q@ C IR™ bezeichnet.

In 6konomischen Situationen, in denen keine Beschriankungen der margi-
nalen Substitutionsraten abgeleitet werden kénnen, wird die Preismatrix
P gleich der Nullmatrix gewéhlt und das Preissystem auf die Menge aller
nicht-negativen Preise beschrankt. Die Beschrankungen der Substitutionsra-
ten sind nur dann sinnvoll formuliert, falls ein Preissystem nicht leer ist, d.h.
P # (. Anderenfalls widersprechen sich die Beschrinkungen und kein Preis-
vektor kann die Ungleichungen erfiillen. Aus technischen Griinden darf ein
Preissystem kein leeres Inneres haben, was aber keine Einschrankung der Da-
ten darstellt. Zum einen ist dies generisch erfiillt, zum anderen erlauben feste
Austauschraten (v = §) die Substitution von Komponenten der I-O-Matrix
im bekannten Verhéltnis.

Auch bei exogener Festlegung eines Preissystems ist mit Einspruch seitens der
DMUs zu rechnen. Die Durchsetzbarkeit eines Preissystems hédngt von den
Machtverhéltnissen zwischen den DMUs und der {ibergeordneten Instanz ab,
welche die Verteilung des Budgets vornimmt. In privatwirtschaftlichen Unter-
nehmen kann diese Instanz ein Preissystem auch gegen den Einspruch einiger
DMUs durchsetzen. Miissen sich konkurriende DMUs auf Preisbeschrankun-
gen einigen, ist die Zustimmung einer DMU zu einem fiir sie nachteiligen
Preissystem unwahrscheinlich.
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DMU £k widerspricht einem Preissystem, falls alle zulédssigen Preise p € P die
Ungleichung ap < 0 erfiillen. In diesem Fall erhalt DMU £ in einem Alloka-
tionsmodell kein Budget, da nach der Budgetgleichung (1.1) kein zuldssiger
Preis einen positiven Budgetanteil rechtfertigt. Fiir die weiteren Analysen
wird folgende Annahme getroffen.

Annahme (A1) Sei A € M eine I-O-Matriz und P € Q ein Preissystem,
dann gilt:
Vke N dpeP: app>0.

Um Annahme (A1) zu erfiillen, ist prinzipiell nur eine a priori Selektion von
DMUs erforderlich. Diese Auswahl kann beispielsweise mit Hilfe des linearen
Programms

max agp

unter p € P

getroffen werden. DMU £ erfiillt die Anforderungen von Annahme (A1) genau
dann, wenn der optimale Zielfunktionswert des linearen Programms grofler
als Null ist.

Diese Selektion ist nicht erforderlich, falls die marginalen Substitutionsraten
nicht iiber unterschiedliche Produktionsstufen beschrinkt werden. Annah-
me (A1) ist in diesem Fall immer erfiillt, da die Preismatrix (nach geeigneter

(5 r)

hat. Fiir eine Preismatrix dieser Gestalt und ein p € P mit p = (¢,r) > 0 ist
fir ¢ > 0 auch p = (cq,r) € P. Ist A € M eine I-O-Matrix, dann existiert
wegen der Positivitit der Output-Vektoren fiir jeden Vektor aj, = (—z; ,y, )

Permutation) die Form

ein hinreichend kleines ¢ > 0, so dass
app = —cxgq + y,jr > 0.

In den weiteren Betrachtungen wird die Giiltigkeit der Annahme (A1) fiir
die I-O-Matrix A € M und das Preissystem P € Q vorausgesetzt.
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1.3 Technologiemenge

Aussagen iiber die Leistungsfihigkeit einer DMU erfordern Kenntnisse iiber
die technologische Moglichkeiten, einen Produktionsprozess zu variieren. Die-
se Information ist in der Technologiemenge enthalten, die auch Menge an Pro-
duktionsmdoglichkeiten oder Produktionsraum genannt wird. Die Ausfithrun-
gen und Begriffe dieses Kapitels sind der géngigen Literatur zu entnehmen,
z.B. Dyckhoff [19] oder Shephard [56].

Die Technologiemenge ist durch alle moglichen Input-Output-Kombinationen
bestimmt, d.h.

{ (z",y") | y kann durch z erzeugt werden }.

Formal ergibt sich folgende Definition, vgl. z.B. Dyckhoff [19] oder She-
phard [56].

Definition 1.3.1 Sei x € IR, ein Input-Vektor, y € IR, ein Output-Vektor
und Q : RS, — IR', eine stetige, monotone Abbildung (Produktionsfunktion)
mit §2(0) = 0. Die Menge

T={(a"y") e R™" [y < Q) }

heifit Technologiemenge.

Die Definition des Produktionsraums impliziert eine abgeschlossene und ein-
fach zusammenhéngende Menge. Auflerdem wird in einer Technologiemenge
festgelegt, dass ohne Input prinzipiell kein Output erzeugt und bei vorhande-
ner Technologie und gegebenem Input x maximal Q(z) (aber auch weniger)
produziert werden kann.

Im Allgemeinen ist die Technologiemenge einer Okonomie unbekannt und
es ist unmoglich, vollstindige Informationen iiber die Menge an Produkti-
onsmoglichkeiten zu erhalten. In diesem Fall ist man gezwungen, den Pro-
duktionsraum parametrisch oder empirisch zu approximieren. Fiir die pa-
rametrische Schétzung der Produktionsfunktion existieren diverse Ansétze.
Hierfiir wird z.B. auf Aigner et al. [1], Bauer [7], Greene [24] oder Fried et
al. [23] verwiesen. Empirische Approximationen von Technologiemengen sind
die Free Disposal Hull (FDH), die auf Deprins et al. [18] zuriickgeht, oder
die DEA-basierten Technologiemengen, deren Grundlage von Koopmans [30],
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Farrel [21] und Shephard [56] geschaffen wurde. Die empirischen Verfahren
approximieren die Technologiemenge iiber die vorhandene Datenbasis, die
durch die I-O-Matrix und das Preissystem gegeben ist. Mit der FHD wer-
den nicht konvexe Technologiemengen konstruiert, wiahrend DEA-basierte
Ansitze konvexe Technologiemengen erzeugen. Es existieren ebenfalls Mo-
delle, die beide Vorgehensweisen miteinander kombinieren. Simar und Wil-
son [57] verwenden das Boostrap- Verfahren zur Konstruktion von Produkti-
onsraumen.

Die Produktionsfunktion €2(z) determiniert den Rand 07 der Technologie-
menge, der durch die Menge

0T ={(a"y")eT| A" y") €eT:(-2",5") 2 (~=",y")}

beschrieben wird, vgl. z.B. Shephard [56]. Der Rand der Technologiemenge
wird auch als effiziente Linie (EF: efficient frontier)

EF(T)=0T
bezeichnet.

Technologiemengen koénnen durch ihre Charakteristika beschrieben werden.
Diese sind wesentliche Bestandteile der zu analysierenden Okonomie und
miissen bei der Approximation beriicksichtigt werden. Die Ausfithrungen die-
ses Abschnittes sind Neumann [39] entnommen. Zu den Eigenschaften zéhlen
die Teilbarkeit der Produktionsmenge, d.h.

0<pu<l,zeT, dann uz € 7T,
und die Additivitat, d.h.
21,20 €T, dann 21 + 20 € 7.
Die Teilbarkeit einer Technologiemenge impliziert die Konvexitdt von 7, d.h.
21,29 € T und p € [0,1], dann pz; + (1 — )z € 7.

Zur Beschreibung einer Technologie dienen héufig auch Skalenertrige, die in
einer Okonomie abnehmend, konstant, zunehmend oder variabel sein kénnen.
Die Skalenertrige stehen in Zusammenhang mit den vorstehenden Eigen-

schaften, da ein Produktionsraum Additivitdt und Teilbarkeit genau dann
erfiillt, wenn er konstante Skalenertrige aufweist, d.h.

iw>0,2€7, dann pz € 7.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 13

Fehlende Additivitat fiihrt zu abnehmenden Skalenertrigen, wéhrend feh-
lende Teilbarkeit zunehmende Skalenertriage impliziert. Ist weder Teilbarkeit
noch Additivitat erfiillt, liegen variable Skalenertrége vor. Bei abnehmenden
und konstanten Skalenertréigen ist die Technologiemenge konvex.

Die Spezifikation 6konomischer Eigenschaften ist von immenser Bedeutung,
da sie die Gestalt der Technologiemenge und somit die effiziente Linie nach-
haltig beeinflussen.

Budget-Allokationsmodelle zeichnen sich im Vergleich zur reinen Analyse der
Wirtschaftlichkeit von Organisationseinheiten durch variable Budgetanteile
aus, die den DMUs als zusétzliche Input-Komponenten zugewiesen werden.
Um die Notation an das Problem Budget-Allokation anzupassen, wird bei der
Formulierung der Technologiemenge die Trennung von Input und Output zu
Gunsten der Differenzierung fixer und variabler Komponenten aufgehoben.
Fiir eine I-O-Kombination z = (z7,y") € IR™™ und eine Budgetkomponente
a € IR, ist dann die Technologiemenge durch

{(z",y",a) | y kann durch (z, ) erzeugt werden }

{ (z,a) | z fixer [-O-Vektor, o variable I-Komponente }
festgelegt. Hierfiir wird folgende Definition eingefiihrt.

Definition 1.3.2 Sei x € IR’, ein Input-Vektor, y € IR, ein Output-Vektor
und o € IR, eine dem Input- und Outputvektor zugeordnete Budgetkom-

ponente. Ferner sei Q : RS — IR'. eine stetige, monotone Abbildung mit
Q(0) = 0, dann heifit die Menge

7" ={ (z,0) € RZ"V | y < Q(z50) }
mit z = (x",y") variable Technologiemenge.

Als Mengen aller moéglichen Input-Output-Kombinationen, wird in variable
Technologiemengen der zusétzliche, variable Input-Faktor Budget einbezogen.
Fiir DMU k bezeichnet aj, weiterhin den Input-Output-Vektor, der um den
variablen Input-Faktor Budgetanteil by, ergdnzt wird. Fiir alle £ € N sind
die Vektoren (ay, by) € R (™) bei einer Allokation b € IR, Elemente der
variablen Technologiemenge 7.



Kapitel 2
Allokationsmechanismen

In diesem Kapitel werden Mechanismen fiir die Allokation eines Budgets ent-
wickelt. Als grundlegende Information flieBen hierbei eine I-O-Matrix A €
M, ein Preissystem P € Q und eine variable Technologiemenge 7 ein.
Zunichst werden allgemeine Axiome formuliert, denen ein Allokationsmecha-
nismus geniigen muss. Die Bewertung der DMUs wird mittels einer Effizienz-
analyse vorgenommen. Fiir diese Analyse wird ein Effizienzmafl entwickelt,
mit dem effiziente DMUs differenziert werden koénnen.

Unter Einhaltung der Axiome und dem Grundsatz einer einheitlichen Be-
wertung aller DMUs werden ausgewogene Allokationen definiert. Mit einem
spieltheoretischen Ansatz werden die Losungen des Allokationsmechanismus
bestimmt.

In den weiteren Ausfiihrungen werden als bekannte Daten eine I-O-Matrix
A € M, ein Preissystem P € Q und eine variable Technologiemenge T
vorausgesetzt.

2.1 Grundlegende Axiome

Bei der Allokation des Budgets sollen einige, allgemeine Anforderungen ein-
gehalten werden. Diese flielen als Axiome in die folgende Definition ein.

Definition 2.1.1 Sei A € M eine I-O-Matriz, P € Q ein Preissystem,
0 € IR ein Budget und TV eine variable Technologiemenge. Ferner sei die

14
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Annahme (A1) (vgl. Kapitel 1.2) erfillt. Eine (mengenwertige) Abbildung
O MxQxIR— IR" mit (A, P,) — ®(A, P, ) heifit Budget-Allokations-
Funktion, falls gilt:

1. Normalisierung: Fir A € IRy, : ®(A, P, A\B) = A\P(A, P, 3).
2. Positivitit: (A, P,5) 2 b > 0.

3. Anonymitdt: Fir jede Permutationsmatriz 11:

(A, P, 0) = NO(AIL P, ).

4. Pareto-Optimalitit: Fir alle b € ®(A, P, 3) und alle k € N:

(ak, bk) e o07".

Im Weiteren werden die geforderten Axiome erldutert.

Ad 1. In Allokationsmechanismen sollen die Komponenten b, der Allokation b
einem Anteil des Gesamtbudgets 3 entsprechen. Normalisierbarkeit gewéhr-
leistet die Unabhéngigkeit von der Hohe des Budgets.

Die Zuteilung durch das Allokationsverfahren muss mit den begriindbaren
Anspriichen der DMUs korrelieren. Falls Annahme (A1) erfiillt ist, kann je-
de DMU einen zuléssigen Preisvektor p € P angeben, der einen positiven
Budgetanteil rechtfertigt, vgl. Budgetgleichung (1.1). Diese Forderung wird
durch die Positivitdt der Allokationen realisiert, wodurch keine DMU (mit
negativem Budgetanteil) zur Zahlung eines Betrags verpflichtet wird. Hier-
durch wird sowohl die Akzeptanz als auch die Durchsetzbarkeit des Verfah-
rens erhoht, da Marktteilnehmer ein einzufithrendes Modell eher ablehnen,
wenn sie zu einer Zahlung veranlasst werden.

Aus der Normalisierbarkeit der Budget-Allokations-Funktion folgt

(A, P, ) = BO(A, P, 1).

Ad 2. Wegen der Positivitit beschrankt sich Menge zuldssiger Allokationen
auf die offene Teilmenge

S={beR") b=1b>0} CR" (2.1)
=1
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die dem relativen Inneren des (n — 1)-Simplex entspricht.

Ad 3. Das Axiom Anonymitéit gewéhrleistet die Unabhéngigkeit der Alloka-
tion von der Sortierung oder Numerierung der DMUs.

Ad 4. Eine Allokation sollte von den analysierten DMUs als gerecht angesehen
werden. Im Sinn von Aristoteles, Necomachean Ethics oder Politics,

‘equals should be treated equally,
and unequals, unequally in proportion to
relevant similarities or differencies’

ist besseren DMUs mehr Budget zuzuteilen. Eine Ungleichung der I-O-Vek-
toren a; > a; sollte eine Allokation mit b; > b; implizieren. Der Grundsatz
der Gleichbehandlung von Gleichem (falls a; = a;, dann ist b; = b;) ist hierin
enthalten. Dieses Prinzip liegt auch der Pareto-Optimalitit zugrunde, die auf
das klassische Konzept der Effizienz von Pareto [41] und den Erweiterungen
von Koopmans [30] zuriickgeht.

Definition 2.1.2 Sei b € S und 7Y eine variable Technologiemenge. Fin
Vektor (z,a) € TV heifit Pareto-optimal, falls kein (2,&) € TV mit (2, —&) =
(z, —a) ezistiert.

In Okonomien mit Austauschmoglichkeiten ergibt sich fiir Pareto-optimale
Elemente einer Technologiemenge folgende Definition, vgl. Charnes et al. [12].
Ein DMU, die durch einen Input-Output-Vektor gekennzeichnet ist, heifit
effizient, falls

e (Input orientiert) keine Input-Komponente verringert werden kann, oh-
ne eine andere zu erhohen oder eine Output-Komponente zu verringern.

e (Output orientiert) keine Output-Komponente erhtht werden kann, oh-
ne eine anderen zu verringern oder eine Input-Komponente zu erhohen.

Auch diese Definition von Effizienz bedingt Kenntnisse iiber die Technologie-
menge, aber unabhingig von deren Beschaffenheit und Gestalt wird sicher-
gestellt, dass ein Vektor (a,by) der effizienten Linie von 7" Pareto-optimal
ist.
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2.2 Effizienzanalyse

Mit einem Allokationsmechanimus soll ein Anreizsystem geschaffen werden,
das die Bereitschaft der DMUs zur effizienten Gestaltung der Produktions-
prozesse erhoht. Dies erfordert eine Analyse der Wirtschaftlichkeit und ein
Maf, mit dem die DMUs bewertet werden kénnen. Ein Effizienzmaf ist also
(implizit oder explizit) in einen Allokationsmechanismus integriert.

Die Effizienzanalyse sollte in Verbindung mit einem Allokationsmechanismus
folgenden Axiomen geniigen:

1. Konsistente Bewertung der Wirtschaftlichkeit.
2. Vollsténdigkeit der Analyse.

3. Allokation geméaf§ der einheitlichen Bewertung der DMUs.

In die Bewertung der Wirtschaftlichkeit einer DMU flielen die durch den
[-O-Vektor ag, den Budgetanteil b, das Preissystem P € Q und die variable
Technologiemenge 7Y gegebenen Daten ein. Allgemein wird fiir das Maf
folgende Definition eingefiihrt.

Definition 2.2.1 Sei P € Q ein Preissystem und TV eine variable Techno-
logiemenge. Fine Abbildung o : IR"™(™+1) x R x Q — IR, mit

((z,0), T, P) = o((2,), T",P)
fiir (z,«) € TV heifst Effizienzma8, falls gilt:

(z,—a) > (3,—d) = o((2,a), T", P) > o((3,a), T", P).

Dieses Effizienzmafl wird im Weiteren entwickelt.

2.2.1 Charakterisierung von Effizienz

Um den Begriff Wirtschaftlichkeit zu spezifizieren, wird eine Klassifikation
von Punkten der Technologiemenge vorgenommen, die hierbei auf konvexe
Mengen eingeschréinkt werden. Fiir eine Erweiterung dieses Konzepts auf
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nicht konvexe Mengen wird auf Rubinov [46] verwiesen.

Die Definition der Effizienz bzw. der Wirtschaftlichkeit wird an die Pareto-
Optimalitét eines Elements der Technologiemenge angelehnt. Da in der Lite-
ratur diverse, nicht konsistente Definitionen fiir Effizienz eingefiihrt wurden,
vgl. Charnes [13, 14], Thrall [59] und Kuntz und Scholtes [31], wird in der
Arbeit folgende Definition zugrunde gelegt.

Definition 2.2.2 Sei A € M eine I-O-Matriz, P € Q ein Preissystem und
T eine konvexe Technologiemenge. DMU k heisst

1. schwach effizient, falls kein z € T existiert, so dass fiir alle p € P mit
p # 0 gilt: zp > agp.

2. effizient, falls kein z € T, z # Aap mit A > 0 existiert, so dass fir alle
p € P gilt: zp > axp.

Nach dieser Definition ist eine DMU k (schwach) effizient, falls der Vektor ay
in der Menge 7 hinsichtlich des Ordnungskegels P (schwach) Pareto-optimal
ist. Wird fiir die Technologiemenge ein konvexer Kegel gewihlt, dann kénnen
Effizienz und somit Pareto-Optimalitdt nicht ausschlieflich iiber die Extre-
malpunkte von 7 definiert werden. Diese sind zur Beschreibung konvexer
Kegel auch wenig niitzlich, da der Ursprung der einzig mdogliche Extremal-
punkt ist. Die Definition wird in diesem Fall auf die Extremalstrahlen von 7°
bezogen. Extremalstrahlen sind eindimensionale, vom Ursprung ausgehende
Seiten eines Kegels.

Fiir konvexe Technologiemengen 7 liefert die néchste Proposition eine niitz-
liche Charakterisierung effizienter Elemente.

Proposition 2.1 Sei A € M eine I-O-Matriz, P € Q ein Preissystem und
T eine konvexe Technologiemenge, dann gilt:

1. ay ist schwach effizient genau dann, wenn a;, € 0T .

2. ay ist effizient genau dann, wenn ai ein Extremalpunkt oder Element
eines Fxtremalstrahls von T ist.

Beweis: Nach Definition und Voraussetzung ist 7 ist eine abgeschlossene,
konvexe Menge.
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1. Schwache Effizienz: Der Vektor ay ist ein Randpunkt der Menge 7 genau
dann, wenn er von 7 schwach separiert werden kann, d.h. es existiert ein
p € R, p# 0 mit Pp <0, so dass fiir ein v € R und alle z € 7 die Unglei-
chungen zp <« und axp > 7 gelten, vgl. Korollar 11.6.2 in Rockafellar [44].

2. Effizienz: Der Vektor a; ist ein Extremalpunkt oder ein Element eines
Extremalstrahls der Menge 7 genau dann, wenn ein p € R mit Pp < 0
existiert, so dass fiir ein v € IR und alle z € 7 mit z # Aay die Ungleichungen
zp < v und agp > ~ erfiillt sind, vgl. Rockafellar [44], Korollar 11.6.2. O

Diese Definition der Effizienz liefert fiir beliebige konvexe Mengen konsistente
Ergebnisse. Bei schwach effizienten Elementen handelt es sich immer um
Randpunkte. Fiir konvexe Technologiemengen, die keine Kegel sind, sind die
Extremalpunkte die effizienten Elemente von 7.

Mittels der Effizienz konnen nun effiziente Allokationen definiert werden.

Definition 2.2.3 Sei A € M eine I-O-Matriz, P € Q ein Preissystem und
TV eine konveze, variable Technologiemenge. Fine Allokation b € S heif§t

1. schwach effizient, falls fir alle k € N: (ay,by) € 0T".

2. effizient, falls fir alle k € N: (ay,by) ist ein Extremalpunkt oder ein
Element eines Ezxtremalstrahls von T°.

Die Menge aller schwach effizienten Allokationen wird mit X C S bezeichnet.

In der Arbeit wird hdufig eine Charakterisierung einzelner Punkte des Pro-
duktionsraums 7 benétigt. Dabei wird eine DMU k als nicht (schwach)
effizient bezeichnet, falls der Vektor (ay,by) nicht Randpunkt von 7 ist,
obwohl die Aussage eigentlich die Allokation betreffen miisste.

2.2.2 Effizienzmaf3

Die Unterscheidung zwischen effizient und ineffizient basiert auf dem Status
eines Vektors (ay, by), der auf dem Rand der Technologiemenge (der effizien-
ten Linie) als effizient und im Innern von 7 als ineffizient angesehen wird,
vgl. Definition 2.2.2 Diese Begriffe bilden den Ausgangspunkt fiir die Ent-
wicklung des Effizienzmafles.
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Zur Veranschaulichung der weiteren Ausfithrungen wird als Technologiemen-
ge 7" ein konvexer Kegel betrachtet, der durch I-O-Vektoren (ax,by) =
(—Zk, Y, b)) mit zp, yx, b € Ry, erzeugt wird. Die I-O-Vektoren werden
auf eine Schnittebene transformiert, indem sie iiber die Output-Komponente
normiert werden. In den folgenden Abbildung ist der Schnitt durch den Kegel
zum Niveau y = o dargestellt.

Abbildung 2.1 veranschaulicht den Zusammenhang zwischen ineffizienten

A

Input z

T’U

(as,b;)

Abbildung 2.1: Ineffizienz

DMUs und Punkten im Innern der Technologiemenge. Wird der Budget-
anteil eines ineffizienten I-O-Vektors ceteris paribus reduziert, wechselt eine
DMU beim Erreichen der effizienten Linie ihren Status vom ineffizienten inne-
ren Punkt zum Pareto-effizienten Randpunkt von 7. Je grofier der Abstand
von der effizienten Linie FF(7"), desto grofler ist die notwendige Reduk-
tion des Budgetanteils. Der Abstand von der effizienten Linie kann also als
Maf3 fiir Ineffizienz verwendet werden. Die durch die Produktionsfunktion
determinierte effiziente Linie bestimmt die Struktur und Gestalt der Techno-
logiemenge. Ineffizienz entspricht damit der notwendigen Budgetreduktion,
die eine ineffiziente DMU Einfluss auf die Gestalt der Technologiemenge ge-
winnen lasst.

Ineffizienz wird in der Literatur im Allgemeinen durch eine Metrik, d.h. den
Abstand eines Punktes zur effizienten Linie dargestellt, vgl. z.B. Charnes et
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al. [9, 13] oder Scheel [47]. Mit diesem iiblichen Maf fiir Ineffizienz kann fiir
effiziente Allokationen aber keine Effizienzanalyse durchgefiihrt werden, da
fiir alle k£ € N die Vektoren (ay, by) bereits auf dem Rand der Technologie-
menge liegen. Der Abstand aller DMUs zur effizienten Linie betrigt daher
Null, vgl. Definition 2.2.3. Aus diesem Grund wird in der Arbeit ein Effizi-
enzmafl entwickelt.

Die grundlegende Idee bei der Konstruktion des Effizienzmafes ist, Ineffi-
zienz durch Effizienz von Randpunkten der Technologiemenge zu erkléren,
und damit die Interpretation umzukehren. Eine Verschiebung ineffizienter
Punkte zur effizienten Linie ist dquivalent zum Verschieben der effiziente Li-
nie zu ineffizienten Punkten. Abbildung 2.2 stellt diesen Zusammenhang dar.

A

Input z

T’U

(ai, b,-) ---------------

(a5, ;)

ar, 0;

»

Input b s

Abbildung 2.2: Ineffizienz als Effizienz

Die Ineffizienz (die notwendige Budgetreduktion) der DMU k kann iiber die
Effizienz (die notwendige, gleichzeitige Budgeterhthung) der DMUs 7 und j
erklart werden. Die Verschiebung effizienter DMUs beeinflusst die Lage der
effizienten Linie und hierdurch die Gestalt der variablen Technologiemenge
T"V. Dieser Einfluss der DMUs auf die Gestalt und Struktur der Technologie-
menge kann als Effizienz angesehen werden. Im Folgenden wird ein Effizienz-
mafl entwickelt, das den Einfluss der DMUs auf die Gestalt der variablen
Technologiemenge misst.

Zunéchst ist das Ausmafl des Einflusses einer DMU auf die effiziente Linie
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festzustellen. Andersen und Petersen [2] haben dieses Ma8 zur Differenzie-
rung effizienter DMUs in DEA-Modelle eingefiihrt. Der Zusammenhang ist
in Abbildung 2.3 veranschaulicht. Eine effiziente DMU verliert ihren Ein-

A

Input =

TU

(ai, i)

(a7.b) s

(ag,by)

»

Input b

Abbildung 2.3: Effizienziiberschuss

fluss auf die Gestalt der Technologiemenge, wenn ihr Status von effizient
zu ineffizient wechselt. Sukzessives Erhohen des Budgetanteils einer auf dem
Rand der Technologiemenge liegenden, effizienten DMU verschiebt sie zur
ineffizienten DMU im Inneren von 7. Der Status der DMU j wechselt von
effizient zu ineffizient, wenn der Vektor (a;, b;) beim Erhohen des Budgetan-
teils die Hyperebene passiert, die durch die DMUs ¢ und [ aufgespannt wird.
Im Gegensatz zum Ineffizienzmafl wird bei effizienten DMUs der Statuswech-
sel umgekehrt interpretiert.

Um den Einfluss der einzelnen DMUs auf die Gestalt der Technologiemenge
zu ermitteln, wird mit dem Effizienzmafl o der Abstand zwischen dem Input-
Output-Vektor einer DMU und einer eingeschrankten Technologiemenge be-
stimmt. Bei der Einschrankung der Menge wird der eigene Einfluss der DMU
vernachlassigt und die effiziente Linie durch alle anderen DMUs determi-
niert.

Dieser Wert beruht folglich auf einer Effizienzanalyse einer DMU zu allen
anderen. Bei ineffizienten DMUSs bleibt die Vorgehensweise unveriandert, da
sie keinen Einfluss auf die effiziente Linie besitzen. Die notwendige Bud-
getverdnderung (Erhohung fiir effiziente DMUs; Reduktion fiir ineffiziente
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DMUs) bis zum Statuswechsel (effizient zu ineffizient fiir effiziente DMUs;
ineffizient zu effizient fiir ineffiziente DMUs) wird im Weiteren als Effizi-

enziiberschuss bezeichnet.

Wird als Mafl ausschliefSlich der Effizienziiberschuss verwendet, liefert die
Effizienzanalyse keine konsistenten Ergebnisse, da Blockierungen auftreten.
Dies liegt daran, dass proportionale I-O-Vektoren bei schwach effizienten Al-
lokationen auf einem Extremalstrahl der Technologiemenge liegen. Abbil-
dung 2.4 stellt diesen Zusammenhang dar. Die Vektoren der DMUs ;7 und

A

TU

Input =

(ai, b;)

EF(TZ})

(ahvbh) (alabl)

N

Input b

Abbildung 2.4: Blockierung des Effizienzmafles

h liegen in Abbildung 2.4 auf einem Extremalpunkt, da durch die Transfor-
mation die Extremalstrahlen zu einem Punkt des Schnittes durch den Kegel
verschmelzen. Jede Erhéhung des Budgetanteils einer der proportionalen I-
O-Vektoren der DMUs j oder h bewirkt ein sofortiges Verlassen der effiziente
Linie 07" und ein Verschieben ins Innere von 7. Der Effizienziiberschuss der
DMUs j und h ist folglich gleich Null. Durch Entfernen aller Vielfache propor-
tionaler I-O-Vektoren aus der Datenbasis dndert sich der Effizienziiberschuss,
jedoch nicht die Technologiemenge, vgl. Abbildung 2.3.

Der Einfluss einer DMU auf die Gestalt der Technologiemenge wirkt sich folg-
lich nur bedingt auf den Effizienziiberschuss aus. Dies kann als Blockierung
von [-O-Vektoren interpretiert werden. Blockierungen sind natiirlich nicht
ausschliefllich in der Proportionalitdt von I-O-Vektoren begriindet, sondern
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konnen iiber das Mafl der linearen Abhéngigkeit, d.h. das Skalar

aia] .
di; = { Fallley] 0087 ] (2.2)

0 sonst

klassifiziert werden. Blockierungen von DMUs verstérken sich, je kleiner € > 0
in den Ungleichungen
1—c¢ S d@j S 1

gewihlt werden kann. Dieser Zusammenhang kann an der transformierten
Technologiemenge veranschaulicht werden, vgl. Abbildung C.1 in Anhang C.
Je geringer € ist, desto kleiner kann eine Umgebung bestimmt werden, die
die transformierten I-O-Vektoren umfasst.

Ein ausschliellich auf dem Effizienziiberschuss beruhendes Maf} ergibt bei
Blockierungen einen Widerspruch zu den Annahmen, die bei der Konstrukti-
on der Technologiemenge getroffen wurden. Als Eigenschaft von 7% wird die
Verfiigbarkeit der Vektoren (z, «) gefordert, d.h. (z,«) € T fir y < Q(z, a),
vgl. Definition 1.3.2. Bei der Konstruktion von 77 wird also implizit ange-
nommen, dass sich alle moglichen Vektoren (z,a) in der Technologiemen-
ge befinden kénnen. Nachdem die Technologiemenge 7 konstruiert wurde,
muss fiir jeden I-O-Vektor eine Aussage iiber Ineffizienz oder Effizienz ge-
troffen werden kénnen. Das Effizienzmaf} sollte von der Gestalt der Techno-
logiemenge abhéngen, jedoch nicht von der Existenz weiterer I-O-Vektoren
mit einem hohem Mafl an linearer Abhéngigkeit.

Damit mit dem Effizienzmafl der Einfluss auf die Gestalt der Technologie-
menge gemessen wird, ist eine Erweiterung notig. Ziel ist es, den Einfluss auf
die Gestalt auch fiir Mengen von DMUs zu messen. Hierfiir wird folgende
Definition eingefiihrt.

Definition 2.2.4 Firl C N heifst die Menge C(I) = {C4,...,C,} Partition
von I genau dann, wenn gilt:

2. Wk 1€ {l,....p}, k#£1:C.NC = 0.

3. U, Cp=1.
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Die Teilmengen Cy von C(I) werden als Koalitionen bezeichnet. Die Menge
aller Partitionen C(I) auf I wird mit E(I) notiert. Fir I = N werden die
verkiirzten Schreibweisen C' = C(N) und € = E(N) verwendet.

Abbildung 2.5 zeigt, dass der Einflu8 blockierter DMUs auf die effiziente Li-

A

(as,b;)

Input =

(ak, bk)

(a'la bl)
Input b

N

Abbildung 2.5: Effizienzmafl und Gestalt von 7"

nie durch eine gleichzeitige Erhéhung der Budgetanteile begriindet werden
kann. Obwohl jede der DMUs ¢ oder £ allein einen geringen Einfluss hat, ist
er fiir die DMUs gemeinsam erheblich.

Um den Einfluss der Mitglieder einer Koalition auf die effiziente Linie zu
messen, muss die Technologiemenge entsprechend eingeschréinkt werden. Die
effiziente Linie wird hierbei durch alle Elemente bestimmt, die sich nicht in
der Koalition befinden. Als Effizienzwert erhalten die Mitglieder einer Koali-
tion den (koalitionalen) Effizienziiberschuss, der durch den Abstand zu dieser
effizienten Linie bestimmt wird. Dieser Wert basiert auf einer Analyse, bei
der die Effizienz einer DMU im Vergleich zu den DMUs auflerhalb der Ko-
alition ermittelt wird. Schliefen sich die DMUs ¢ und k£ in Abbildung 2.5
zu einer Koalition zusammen, erhalten sie als Wert den Effizienziiberschuss
im Vergleich zu den DMUs j und [. Mit der Koalition ist die urspriingliche
Blockierung zwischen den DMUs ¢ und k aufgelost.

Blockierungen kénnen demnach aufgehoben werden, indem Koalitionen gebil-
det werden. Durch die Integration von Koalitionen und das Einbeziehen des
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Statuswechsels von effizient zu ineffizient wurde ein Mafl entwickelt, das Ef-
fizienz iiber die Gestalt der Technologiemenge erklart. Die koalitionale Form
der Effizienzanalyse wird im Folgenden in die Allokationsmechanismen inte-
griert.

Durch das Eingehen von Koalitionen wird eine Partition C' der Menge N
gebildet, vgl. Definition 2.2.4. Fiir jedes Mitglied einer Koalition kann ein
Effizienzwert bestimmt werden, bei dem Effizienz im Vergleich zu allen Ele-
menten auflerhalb der Koalition analysiert wird. Dieser Effizienzwert bezieht
sich auf die durch die Partition C' eingeschriankte variable Technologiemenge
(eine genaue Spezifikation dieser Menge wird in Kapitel 3.3.2 vorgenommen).
Fiir dieses Effizienzmafl wird folgende Definition eingefiihrt.

Definition 2.2.5 Se: P € Q ein Preissystem, C' € £ eine Partition auf N
und TV(C) eine variable Technologiemenge. Fiir (z,«) € TV und die Abbil-
dung o : IR+ x [R™+1 x Q x € — IR heift der Wert o((z,a), T, P,C)

koalitionales Effizienzmal3.

Die als Bewertungsgrundlage in einen Allokationsmechanismus integrierte
Effizienzanalyse sollte vollstandig sein. Vollstandigkeit setzt eine Analyse je-
der DMU im Vergleich zu allen anderen voraus. Die koalitionale Form der
Effizienzanalyse muss folglich noch innerhalb der Koalitionen durchgefiihrt
werden.

Durch sukzessives Bilden von Partitionen entsteht ein Baum von Koalitionen,
vgl. Abbildung 2.6. Der Baum sei als Allokationsbaum (AT), die Teilbdume
als Koalitionsbdume (CT) bezeichnet.

Jeder Knoten eines Allokationsbaums AT représentiert eine Koalition C} aus
DMUs. Die Blétter auf der Stufe 7 = 0 stellen einelementige Koalitionen und
somit die DMUs dar. Auf jeder Stufe 7+ 1 werden alle Koalition C7 ™' durch
Partitionen C7 ™' = {C7], ..., C7:} in Subkoalitionen gegliedert. Einelemen-
tige Koalitionen werden bis zur Stufe 7 = 0 fortgefiihrt. Hierdurch erhélt
man auf jeder Stufe 7 eine Partition C™ = {CT,...,C]} der Menge N. Die
Partition auf der Stufe 7 = 0 ist C° = N. Analog gibt CT die Partition in der
Wurzel (auf der Stufe 7 = T') an. Ein Allokationsbaum AT wird also durch
eine Menge von Partitionen {C7,... C%} eindeutig beschrieben.

Zur Formalisierung werden folgende Definitionen eingefiihrt.
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Stufe T+ 1

Stufe T'

Stufe 1

Stufe 0

Abbildung 2.6: Allokationsbaum AT

Definition 2.2.6 Sei I C N, C(I) und C(I) Partitionen auf I. Eine Parti-
tion C(I) = {Cy,...,C,} heipt Verfeinerung von C(I) = {C4,...,C,}, falls

2.35¢{l,....p} Jie{l,....p}: C; # C..
Eine Partition C(I) heifit Aggregation von C(I), falls C’(I) eine Verfeine-

rung von C(I) ist. Eine Aggregation C(I) von C(I) heift einfach, falls fiir
p — 1 Koalitionen C; = C'j qgilt.

Definition 2.2.7 Sei N eine endliche Menge und C eine Partition auf N.
Die Menge von Partitionen CS = {CT,... C°} heifit Kollektionsstruktur,
falls gilt:

1. V7€ {T,...,1}: C™ ist eine Aggregation von C71.
2. C°=N.
Die Menge aller Kollektionsstrukturen auf der Menge N sei mit CS bezeich-

net. Eine Kollektionsstruktur C'S(I) einer Teilmenge I C N heifst Koaliti-
onsstruktur.
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Mit einer Kollektionsstruktur C'S ist ein Allokationsbaum AT eindeutig be-
stimmt. Ferner ist mit C'S die Reihenfolge der vollstindigen Effizienzanalyse
festgelegt. Diese Analyse ist hierarchisch geordnet. Die Effizienz einer DMU
wird in mehreren Stufen analysiert, indem die Koalitionen sukzessive in Par-
titionen gegliedert werden und fiir jede DMU jeweils die Effizienz zu den
Elementen auflerhalb ihrer Koalition analysiert wird. Die Effizienzanalyse ist
vollstdndig, wenn die Koalitionen nur noch aus einer DMU bestehen.

In Allokationsmechanismen wird ein Budget auf Grundlage einer Effizienz-
analyse verteilt. Diese Analyse ermoglicht die Bewertung der DMUs. Das
Budget wird dann mit einer Budget-Allokations-Funktion verteilt, die in glei-
cher Weise an Koalitionen angepasst wird.

Definition 2.2.8 Sei A € M C IR"™™ eine I-O-Matriz, P € Q ein Preis-
system und 3 € IR ein Budget. Ferner sei C € £ eine Partition auf N. Die
Abbildung ® : M x Q x IR x & — IR", | mit

(A,P,B,C) — ®(A,P,3,C)>b

und b € IR heif$t Budget- Allokations-Funktion in Koalitionen, falls sie die
Axiome 1 bis 4 aus Definition 2.1.1 erfillt.

Die Existenz dieser Abbildung wird in Proposition 3.8 bewiesen.

Bei einer Budget-Allokations-Funktion in Koalitionen basiert die Allokation
auf einer Analyse, bei der die Effizienz jeder DMU im Vergleich zu allen
Elementen auflerhalb der Koalition ermittelt wird.

Eine Allokation iiber eine Kollektionsstruktur C'S beginnt auf der hochsten
Stufe 7 = T des Allokationsbaums AT, auf der das Budget mit der Budget-
Allokations-Funktion in Koalitionen verteilt wird, vgl. Abbildung 2.6. Die
Budgetanteile der Mitglieder einer Koalition werden kumuliert und sukzessiv
auf die untergeordneten Strukturen verteilt, bis die Koalitionen einelementig
sind. Nach Konstruktion addiert sich das Budget auf jeder Stufe 7 des Allo-
kationsbaums AT und insbesondere in den Bléattern zum Gesamtbudget [.
Formal wird in den Knoten des Allokationsbaums AT, deren Indexmenge
I C N mit #I = ¢q durch die Partition C'(I) = {C},...,C,} gegliedert ist,
eine Verteilung des Budgets 3(1) durch

(AL, P, B(1),C(1)) 3 bi(C(1))
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mit b;(C(I)) € RY, vorgenommen. Fiir k& € {1,...,p} addiert sich das
Koalitionsbudget der Koalition C} zu
B = 3 b))
i€Cy

Dieses Koalitionsbudget wird mit derselben Budget-Allokations-Funktion in-
nerhalb der Koalition verteilt. Hierfiir wird die I-O-Matrix A auf die jewei-
ligen Elemente der Koalition J eingeschrinkt und die Budget-Allokations-
Funktion in Koalitionen an die Partition C'(.J) der Teilmenge J C N ange-
passt.

Sukzessives Vorgehen liefert fiir eine Kollektionsstruktur C'S eine Allokation.

Definition 2.2.9 Sei A € M eine I-O-Matrix, P € Q ein Preissystem und
6 € IR ein Budget. Ferner set ® : M x Q X IR x £ — IR" eine Budget-
Allokations-Funktion in Koalitionen. Fir CS € CS bezeichnet Z(CS) die
Menge der Allokationen der Kollektionsstruktur C'S.

Nach Konstruktion kénnen Budget-Allokations-Funktionen und damit das
Allokationsproblem rekursiv formuliert werden.

2.2.3 Einheitliche Bewertung

In den Allokationsmechanismen wurden Budget-Allokations-Funktionen in
Koalitionen ® und ein Effizienzmafl ¢ integriert. Im folgenden wird ein wei-
terer Zusammenhang zwischen diesen Abbildungen entwickelt.

Das koalitionale Effizienzmafl dient zur Bestimmung der Wirtschaftlichkeit
von DMUs. Erfasst das Maf} die Effizienz verniinftig, dann sollte die Allo-
kation auf Grundlage einer einheitlichen Bewertung vorgenommen werden.
Dieser Grundsatz, der ebenfalls der Budgetgleichung (1.1) zugrunde liegt,
kann auf Kollektionsstrukturen C'S erweitert werden.

Mit der (mengenwertigen) Budget-Allokations-Funktion in Koalitionen erhélt
man fiir / C N mit #] = ¢ < n, eine Partition C(I) = {C,...,C,} und ein
Koalitionsbudget 5(I) die Menge von Allokation

(I)(AI7 Pa ﬂ([% C(I>> - IR?H—

Fiir jede Allokation
br € ®(A1, P, B(1),C(1))
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konnen mit einem Effizienzmafl o die koalitionalen Effizienzwerte
O'(((Ik, bk)a TU? 7)7 O(I)))

fiir k € I bestimmt werden. Falls die DMUs bei einer Allokation b; einheitlich
bewertet sind, dann gilt fiir alle £ € I die Beziehung

o((ak, br), T°,P,C(1))) =~ (2.3)

mit v € R;. Die Gleichung (2.3) sei als koalitionale Budgetgleichung bezeich-
net.

Definition 2.2.10 Sei @ : M x Q X IR x £ — IR" eine Budget-Allokations-
Funktion in Koalitionen, o : IR™ ™) x R™! x Q x & — IR, ein Ef-
fizienzmaf8 und CS eine Kollektionsstruktur. Fine Allokation b(CS) heifit
ausgewogen, falls die koalitionale Budgetgleichung (2.3) in allen Knoten des
Allokationsbaums AT erfullt ist. Fiir eine Kollektionsstruktur C'S wird die
Menge aller ausgewogenen Allokationen mit Y (CS) bezeichnet.

In den Allokationsmechanismen garantieren die ausgewogenen Allokationen
eine einheitliche Bewertung der DMUs. Diese Allokationen sind zu wéhlen,
falls die Losung der koalitionalen Budgetgleichung (3.17) existiert.

2.3 Spieltheoretisches Losungskonzept

Koalitionen wurden in den Allokationsmechanismus eingebunden, um ein Ef-
fizienzmafl zu entwickeln, vgl. Kapitel 2.2.2. Eine Kollektionsstruktur de-
terminiert die Reihenfolge der Effizienzanalyse, eine endgiiltige Kollektions-
struktur C'S' ist jedoch nicht a priori festgelegt. Im Allokationsmechanismus
wird keine DMU einer Koalition fest zugeordnet. Unter Beriicksichtigung
der Préferenz Budgetmazimierung sollte jeder DMU die Moglichkeit gebo-
ten werden, durch eine Anderung der Kollektionsstruktur ihren Budgetanteil
zu erhohen. Hierdurch ensteht ein Verhandlungsmodell auf der Menge der
ausgewogenen Allokationen Y (C'S). Falls die Menge Y (CS) leer ist, weil ei-
ne Losung der koalitionalen Budgetgleichung (2.3) nicht existiert, kénnen
die Allokationen der Kollektionsstruktur Z(C'S) als Verhandlungsgrundlage
verwendet werden. Fiir das Verhandlungsmodell wird die Menge der Auszah-
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lungen

U=Jc(es) (2.4)
cSs
mit
ates)={ 1G5 09!

definiert. Im Folgenden werden Losungen mit einem spieltheoretischen An-
satz entwickelt.

2.3.1 Dominanz

Zunichst werden Wechsel zwischen Kollektionsstrukturen beschrieben. Hier-
fiir wird angenommen, es lige eine Kollektionsstruktur C'S vor, vgl. Abbil-
dung 2.6. Bevorzugen DMUs einer Teilmenge J C N eine andere Reihen-
folge der Effizienzanalyse, miissen sie eine Koalitionsstruktur C'S(.J) formie-
ren. Eine neue Kollektionsstruktur C'S ensteht, indem die Koalitionsstruktur
CS(J) an einen Knoten des Allokationsbaums angehéngt und alle Elemente
der Koalition J aus nicht mehr relevanten Koalitionen eliminiert werden, vgl.

Abbildung 2.7.

Abbildung 2.7: Anderung der Kollektionsstruktur



KAPITEL 2. ALLOKATIONSMECHANISMEN 32

Um den Wechsel zwischen den Kollektionsstrukturen zu formalisieren, wer-
den folgende Definitionen eingefiihrt.

{Ch, ... ,ép} eine Partition auf I.
(I) heifit durch die Menge J C I

Definition 2.3.1 Sei I € N und C(I) =
Eine Partition C(I) = {Cy,...,C,} # C
von C(I) erzeugt, falls gilt:

1. 3 genau ein k € {1,...,q}: Cx = J.

2.Vie{l,...,q \k 3j € {1,...,p}: C;i = C;\J.

Diese Definition wird auf Kollektionsstrukturen iibertragen.

Definition 2.3.2 Sei C'S = {CT, ..., C°} eine Kollektionsstruktur. Die Kol-
lektionsstruktur C'S = {CT,...,C°} heifst durch J erzeugt, falls gilt:

1. auf Stufe T wird die Partition C™ durch I von C™ erzeugt.

2. CS ist eine Kollektionsstruktur (Eliminierung redundanter Elemente).

Die Anderung der Kollektionsstrukturen wird durchgefiihrt, falls die betei-
ligten DMUs die neue Auszahlungen préferieren. Hierfiir wird auf der Menge
U die bindre Relation Dominanz definiert.

Definition 2.3.3 Seien C'S, C'S Kollektionsstrukturen, b(C'S) € G(C'S) und
b(CS) € G(CS) Allokationen. b(C'S) heift iiber J von b(C'S) dominiert (No-
tation: b(C'S) dom b(C'S)) genau dann, wenn gilt:

1. CS wird durch J C N aus C'S erzeugt.

2. b;(CS) 2 bs(CS).

Die Dominanzrelation setzt eine Anderung der Kollektionsstruktur voraus.
Sie ist nicht auf der Menge der Allokationen einer Kollektionsstruktur defi-
niert. Diese Definition orientiert sich am urspriinglichen Grund fiir das Bilden
von Koalitionen, der aus der Notwendigkeit besteht, Blockierungen im Effi-
zienzmafl aufzuldsen.
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Falls eine Allokationen dominiert wird, erhélt jedes Mitglied der erzeugen-
den Koalition J einen ebenso hohen Budgetanteil und mindestens eine DMU
erhélt einen hoheren. Folglich ist fiir das Koalitionsbudget die Ungleichung
> bi(CS) > " b(C8)
jeJ jeJ
erfiillt. Da durch die neue Kollektionsstruktur nur die Reihenfolge der Effi-

zienzanalyse verdndert wird, werden die Mitglieder der Koalition J benach-
teiligt und empfinden die Allokation b(C'S) als ungerecht.

2.3.2 Losungsmengen

Im Folgenden werden Losungen konzipiert, die die Abhéngigkeit der Alloka-
tionen von den Kollektionsstrukturen beriicksichtigt. Das Verhandlungsmo-
dell, in dem die DMUs als Spieler aufgefasst werden, wird durch das abstrakte
Spiel I' = (U, dom) definiert. Die Allokationen b(C'S) € U werden im Folgen-
den auch Auszahlungen genannt. Zur Literatur iiber Spieltheorie wird z.B.
auf Owen [40] verwiesen.

Im Kontext der Spieltheorie ist das Spiel I' = (U, dom) folgendermaflen einzu-
ordnen. Da mit der Integration von Koalitionen im Allokationsmechanismus
keine Seitenzahlungen verbunden sind, ist das Spiel I' = (U, dom) ein Spiel
mit nicht transferierbarem Nutzen (NTU: non transferable utility) bzw. ein
Spiel ohne Seitenzahlungen. Ferner handelt es sich um ein Spiel mit kon-
stanter Summe. Prinzipiell basieren Losungenskonzepte dieser Spiele auf der
Theorie nicht-kooperativer Spiele. Da in diesem Fall die Auszahlungen von
Koalitionen abhéngen, wird ein Bezug zur kooperativen Spieltheorie her-
gestellt. Im Gegensatz zu den Annahmen verschiedener spieltheoretischer
Ansitze ist die Auszahlungsfunktion aber weder super- noch subadditiv in
Koalitionen, vgl. Anhang B. Eine Auszahlung b(C'S) reprasentiert die Budge-
tanteile der DMUs bei einer Kollektionsstruktur C'S. Die Auszahlung by (C'S)
eines Spielers k£ héngt von

e der Partition CT der Menge N und

e der Koalitionsstruktur seiner Koalition

ab. Da die Auszahlungsfunktion nicht nur von der Menge aller Partitionen,
sondern von der Menge aller Kollektionsstrukturen abhéngt, kann das Spiel
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I' = (U, dom) als Verallgemeinerung der n-person games in partition function
form betrachtet werden, vgl. Thrall [60] oder Weber [62].

2.3.2.1 Core

Im Spiel I' = (U, dom) wird ein Gleichgewichtszustand gesucht, in dem es
keiner Koalition moglich ist, von einer Anderung der Kollektionsstruktur zu
profitieren. Dieser Gleichgewichtszustand ist erreicht, falls eine Auszahlung
nicht dominiert wird. Hierfiir wird in der Literatur folgende Definition ver-
wendet, vgl. z.B. Owen [40].

Definition 2.3.4 Die Menge aller nicht dominierten Auszahlungen b(CS) €
U heifst Core und wird mit C bezeichnet. Fine Auszahlung b(C'S) € C heifst
Core-Allokation.

Wurde im Verhandlungsmodell eine Core-Allokation gefunden, kann keine
DMU durch strategisches Verhalten und Bilden von Koalitionen eine hohere
Auszahlung erzwingen. Hierdurch ist im Allokationsmechanismus ein Gleich-
gewicht erreicht, in dem Blockierungen des Effizienzmafles aufgelost sind.

In der kooperativen Spieltheorie wird héufig eine andere Dominanzrelation
verwendet, nimlich z dom y genau dann, wenn x; = y;, vgl. Owen [40)].
Im abstrakten Spiel I' = (U, dom) wird die Relation dom verwendet, da die
Strategiemengen der Spieler auf das Bilden von Koalitionen beschréankt sind,
deren Mitglieder sie sind. Eine Koalition kann in diesem Spiel entscheiden,
in welcher Koalitionsstruktur sie sich formiert. Sie hat aber keinen Einfluss
auf die Koalitionsbildung der verbleibenden Spieler. Auflerdem ist der Core
im Spiel ' = (U,dom) entweder leer oder identisch mit der Menge aller
Auszahlungen.

Proposition 2.2 Sei ' = (U, dom) ein abstraktes Spiel, dann gilt: Ist C # (),
dann ist C =U.

Beweis. Der Beweis folgt aus der Pareto-Optimalitéit aller Auszahlungen der
Menge S. 0

Die Aussage der letzten Proposition ist vergleichbar mit dem Ergebnis, dass
der Core fiir essentielle Spiele mit konstanter Summe immer leer ist, vgl. z.B.
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Theorem X.4.3 in Owen [40].

2.3.2.2 Dynamische Loésungen

In diesem Kapitel werden zunéchst die Eigenschaften des Cores beschrieben,
die sich aus der Relation dom ergeben. Hiernach wird das Losungskonzept
fiir den Fall eines leeren Cores erweitert.

Die Ausfithrungen dieses Abschnittes basieren auf Lucas [34]. Fiir eine Aus-
zahlung b(C'S) € U und die Relation dom wird die Dominion

Dom(b(CS)) = { b(CS) € U | b(CS) dom b(CS) }
eingefiihrt. Mit der Erweiterung auf eine Teilmenge U’ C U erhélt man

Dom(U') = | J Dom(b(CS)).
b(CS)eU’
Fiir den Core gilt
C =U\Dom(U).

Nach Definition 2.3.4 ist der Core die Menge aller nicht dominierten Aus-
zahlungen. Diese Eigenschaft kann als Kritierium fiir die Stabilitdt einer
Losung interpretiert werden. Wurde in einem Verhandlungsmodell eine Core-
Allokation erreicht, kann keine andere Auszahlung durch weiteres Verhandeln
(Anderung der Kollektionsstruktur) erzwungen werden.

Auch in den stabilen Mengen (vNM-Losungen) von Neumanns und Morgen-
sterns [61] ist die Idee der Stabilitét verwirklicht. Stabile Mengen sind als
Teilmenge V' C U mit
V =U\Dom(V)

definiert. In dieser Definition einer Losung wird die Stabilitdt hinsichtlich
zweier Kriterien unterschieden: Interne Stabilitdt und Externe Stabilitat. In-
terne Stabilitdt besagt, dass kein Element in V' von einem Element in U\V
lokal dominiert wird, d.h.

VN Dom (V) = (.

Externe Stabilitat bringt zum Ausdruck, dass jedes Element, das nicht in V/
liegt, von einem Element in V' dominiert wird, d.h.

VUDom(V)="U.
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Externen Stabilitidt begriindet die Akzeptanz stabiler Mengen als Losung in
einem Verhandlungsmodell. Jedes Element auflerhalb dieser Menge wird von
einem Element der stabilen Menge dominiert. Stabile Mengen existieren aber
nicht immer und sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Auflerdem ist der Core
nicht unbedingt eine Teilmenge der stabilen Menge.

Daher werden in dieser Arbeit auf dynamische Liosungen fiir Verhandlungs-
modelle von Shenoy et al. [54, 55] zuriickgegriffen. Die Begriffe interne und
externe Stabilitdt werden hierin dynamisch interpretiert. Die Losungen be-
ruhen auf der bindren Relation Erreichbarkeit.

Definition 2.3.5 (Shenoy [55]) Eine Auszahlung b(C'S) heift von b(C'S)
erreichbar (Notation: b(C'S) — b(C'S)) genau dann, wenn eine positive, ganze
Zahl m und Auszahlungen z,, ..., z, existieren, so dass gilt:

b(CS) = 2z dom 2, dom ... dom z, = b(CS).

Mit dieser Relation kénnen Losungen wie folgt definiert werden.

Definition 2.3.6 (Shenoy [55]) FEine elementare dynamische Liosung (eD)
st eine Teilmenge von U, fir die gilt:

1. Falls b(CS) € eD, b(CS) € U\eD, dann b(CS) ¢ b(CS).
2. Falls b(CS),b(CS) € eD, dann b(CS) < b(CS) und b(C'S) — b(CS).

Stabilitdt wird in dynamischen Losungen folgendermaflen interpretiert. Ex-
terne Stabilitdt: Falls in einem Verhandlungsmodell eine Auszahlung einer
elementaren, dynamischen Losung b(C'S) € eD auftritt, wird keine Aus-
zahlung auflerhalb dieser Menge beriicksichtigt. Interne Stabilitéit: Wird von
einigen Spielern ein Wechsel der Auszahlungen von b(C'S) nach b(C'S) ge-
fordert, kann der Auszahlungsvektor b(C'S) € eD durch weiteres Verhandeln
wieder erreicht werden.

Definition 2.3.7 (Shenoy [55]) Die dynamische Lisung (D) ist definiert

durch
D =|JeD.

Fiir abstrakte Spiele der Form I" = (U, dom) wird folgende Klassifizierung
gegeben.
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Definition 2.3.8 Sei I' = (U,dom) ein abstraktes Spiel mit C # (). T' heifit
vollstandig, falls

Vh(C'S) € U I(CS) € C: b(CS) — b(CS).

Bei vollstdndigen Spielen mit nicht leerem Core kann von jeder Auszahlung
durch Verhandeln eine Core-Allokation erreicht werden.

Den Zusammenhang zwischen Core und dynamischen Losungen im Spiel I' =
(U, dom) gibt folgende Proposition wieder.

Proposition 2.3 Sei I' = (U, dom) ein abstraktes Spiel, dann gilt:

1. D # () und D ist eindeutig.
2.CCD.

3. Falls C # () und T vollstindig, dann D = C.

Beweis. Die Eindeutigkeit der ersten Behauptung folgt aus Proposition 3.3
in Shenoy [55]. Um zu zeigen, dass die dynamische Losung nicht leer ist, wird
die Relation dom zunichst auf die Auszahlungsmengen bezogen. Seien C'S
und C'S Kollektionstrukturen. Die Menge G(C'S) heift von G(C'S) dominiert
genau dann, wenn ausgewogene Allokationen b(C'S), b(C'S) existieren, so dass
b(C'S) dom b(CS). Die Menge der Kollektionstrukturen ist endlich, woraus
die Existenz einer nicht leeren dynamischen Losung im Spiel auf den Auszah-
lungsmengen folgt, vgl. Theorem 4.1 in Shenoy [55]. Im Spiel ' = (U, dom)
ist die Relation dom nicht innerhalb der Losungsmengen Y (CS) definiert.
Damit sind die Auszahlungen der dynamischen Losung im Spiel auf den Aus-
zahlungsmengen eine dynamische Losung im Spiel I' = (U, dom).

Die zweite Behauptung ist in Proposition 3.4 in Shenoy [55] bewiesen.

Die dritte Behauptung folgt aus der Definition der Vollstandigkeit. Sei I' =
(U, dom) vollstéindig und C # 0. Ist b(C'S) € U\C, dann existiert ein b(C'S) €
C mit b(CS) «— b(CS). Da b(CS) € C, folgt b(CS) # b(CS) und somit
b(CS) ¢ D. Die Behauptung folgt hiermit aus C C D. 0

Fiir das Spiel I' = (U, dom) existieren immer eindeutige, nicht leere dynami-
sche Losungen. Ist das Spiel vollstédndig und der Core nicht leer, dann sind die
dynamischen Losungen und der Core identisch. Mit dynamischen Lésungen
wurden fiir beliebige Budget-Allokations-Funktionen eindeutige, nicht leere
Losungsmengen definiert.
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2.4 Allokationsmechanismus

Zusammenfassend konnen Allokationsmechanismen durch folgendes Verfah-
ren beschrieben werden.

Algorithmus 2.1 (Allokationsmechanismus) Sei A € M eine I-O-Ma-
triz, P € Q ein Preissystem, 8 € IR ein Budget und TV eine variable Tech-
nologiemenge. Ferner seien mit den Abbildungen

e d: MxXPxIRxE — IR" eine Budget-Allokations-Funktion in Koali-
tionen

e o : Rt » [R™+1 x Q x & — IR ein Effizienzmaf

gegeben.
Bestimme Allokationen b(C'S), fir die gilt:

1. H(CS) € G(CS) (vgl.(2.5)).

2. b(CS) € D bzw. b(CS) € C.
Fiir einen Allokationsmechanismus miissen

e Budget-Allokations-Funktionen in Koalitionen und
e cin koalitionales Effizienzmafl konstruiert,
e ausgewogene Allokationen berechnet und

e dynamische Losungen (Core-Allokationen) bestimmt

werden. Zur Identifikation dynamischer Losungen ist di