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Bénard-Konvektion bindrer Flussigkeitsmischungen in porésen Medien

[N

Zusammenfassung:

Es wird der EinfluBl von Nicht-Boussinesq-Effekten auf die Konvektion binarer
Flussigkeitsmischungen in porésen Medien untersucht. Exemplarisch wird die
Wirkung einer nichtlinearen Zustandsgleichung und die Wirkung einer diinnen
Eisschicht behandelt. Eine besondere Eigenschaft der Mischung ist ihr negativer
Sorét-Effekt. Er bewirkt, dafl der von auflen angelegte destabilisierende Tempera-
turgradient ein stabilisierendes Konzentrationsprofil tber die Schichthéhe indu-
ziert. Fir das betrachtete System ist typisch, daB bei Uberschreiten der Stabili-
tatsgrenze des Ruhezustands oszillatorisches Verhalten auftritt.

Es ergibt sich, dafl eine nichtlineare Zustandsgleichung die wirksamen Auftriebs-
krafte reduziert. Dadurch wird die Schicht stabilisiert und die kritischen
Rayleigh-Zahlen und Frequenzen steigen. Die Untersuchungen mit Hilfe der Ver-
zweigungstheorie zeigen, daB ein zweidimensionales Wanderwellenmuster die be-
vorzugte Mode bei Konvektionsbeginn ist. Fir hinreichend uberkritische
Rayleigh-Zahlen kommt dieses Muster zum Stillstand und es findet ein sprung-
hafter Ubergang in den Zustand stationdrer Konvektion statt. Dreidimensionale
Stromungsformen sind in diesem Amplitudenbereich instabil. Die symmetriebre-
chende Wirkung des Nicht-Boussinesq-Effekts fihrt dabei zu einer Verzwei-

gungsentfaltung der stationdren Hexagonlosungen.

Der EinfluB einer Eisschicht auf die Konvektionsinstabilitat ist von der aktuellen
Starke des Sorét-Effekts abhangig. Fir schwach negativen Sorét-Effekt wird der
Ruhezustand durch die thermisch isolierende Wirkung des Eises destabilisiert.
Fir stdrker negativen Sorét-Effekt kommt es dagegen zu einer Stabilisierung
durch die Konzentrationsanreicherung in der Flissigkeit mit wachsender Eis-
dicke. Phasendynamische Uberlegungen ergeben, dafB kleine Anderungen der
Kontrollparameter mit groBen Anderungen in der Eisdicke riickkoppeln, falls die
Zeitskalen der oszillatorischen Konvektion und der molekularen Diffusion von

gleicher GroBenordnung sind.




Bénard convection of binary liquid-mixtures in porous media in presence
of non-Boussinesq effects

Abstract:

The consequence of non-Boussinesq effects on the convection of binary liquid-
mixtures in porous media is investigated. Two examples are considered: the effect
of a non-linear equation of state and the effect of a thin ice-layer. A special proper-
ty of the mixture is its negative Sorét effect. This means that an external destabil-
izing temperature gradient induces a stabilizing concentration profile across the
layer height. For such a system beyond a threshold the state of rest is replaced
typically by oscillatory behavior.

It is found, that a non-linear equation of state reduces bouyancy forces. Hence, the
layer is stabilized and the critical Rayleigh numbers and frequencies increase. Bi-
furcation theory shows that a two-dimensional travelling wave pattern is the pre-
ferred mode at the onset of convection. For sufficiently supercritical Rayleigh
numbers the motion of the wave stops and a sharp transition towards steady-state
convection occurs. This domain of finite-amplitude convection is characterized by
unstable three-dimensional patterns. The symmetry-breaking effect of non-
Boussinesq behavior unfolds the bifurcation of the hexagonal steady-state solu-
tions.

The convective instability is likewise influenced by an ice-layer, depending on the
current magnitude of the Sorét effect. For weakly-negative Sorét effects the state
of rest will be destabilized due to the insulating effect of the ice. Strongly-negative
Sorét effects lead to a stabilization due to the accumulation of solute within the
liquid during increase of ice-thickness. Phase dynamics show that a small change
of control parameters feeds back a strong change of ice-thickness if the time scales

of oscillatory convection and mass diffusion are of the same order of magnitude.
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i. EINLEITUNG
1.1 Problemstellung

Wird eine ebene Flissigkeitsschicht durch Vorgabe der Randtemperaturen von
unten beheizt und oben gekiihlt, so setzt bei Uberschreiten einer bestimmten
Temperaturdifferenz iiber die Schichthéhe Konvektion ein. Die aufgrund von
Dichteunterschieden im Schwerefeld erzeugten Auftriebskrifte tiberwiegen dann
die konvektionshemmenden Mechanismen der Reibung und Wirmeleitung, Un-
ter dem Zwang der Kontinuititsgleichung entstehen regelméBige, von den vorge-
gebenen Randbedingungen und den Fluideigenschaften abhingige Stromungs-
muster. Dieses sogenannte Rayleigh-Bénard-Problem bildet héufig den Aus-
gangspunkt fir grundlegende theoretische und experimentelle Untersuchungen
von thermischen Konvektionsstromungen in Natur und Technik.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die Frage der Stabilitat dieser Konvekti-
onsstromung auf bindre Flussigkeitsmischungen in porésen Medien unter der
Wirkung von nicht-Boussinesqschen Effekten zu erweitern. Im folgenden wollen

wir zundchst auf die auftretenden neuen Phianomene eingehen.
1.1.1 Bindire Fhissigkeitsmischungen

Das Verstindnis der Konvektionsvorginge in mehrkomponentigen Systemen ist
wichtig, da bei vielen natiirlichen und technisch bedeutsamen Auftriebsstromun-
gen Fliassigkeitsmischungen oder Flussigkeiten mit gelosten Substanzen betei-
ligt sind. Man denke beispielsweise an salzhaltiges Wasser, fliissiges Felsgestein
im Erdinnern, Schmelzen mit Legierungsbestandteilen oder organische Gemische
und waBrige Losungen bei verfahrenstechnischen Prozessen.

Betrachtet man binire Mischungen, so spielt neben der Warmeleitung auch die
Massendiffusion als ein zweiter diffusiver Transportvorgang eine wesentliche Rol-
le. Durch vertikale Konzentrationsdifferenzen ergeben sich zusétzliche Auftriebs-
krifte aufgrund der solutalen Volumenausdehnung der Flissigkeit. Der Konzen-
trationsgradient kann von auflen aufgepragt sein oder durch den angelegten Tem-
peraturgradienten induziert werden. Man spricht dann entweder von thermohali-
ner Konvektion oder von der in dieser Arbeit untersuchten Sorét-getriebenen

Konvektion.




Bei dem schon seit langem bekannten Sorét-Effekt (Sorét (1879)) kommt es be-
dingt durch Temperaturunterschiede zu einer Entmischung der Flissigkeit. Die-
ser Vorgang wird auch Thermodiffusion genannt. Bei negativem Sorét-Effekt oder
negativer Thermodiffusion wird die geloste leichte Komponente verstirkt zur kal-
ten oberen Berandung transportiert. Die wirksamen Auftriebskrifte werden
durch diese Konzentrationsverteilung reduziert. Es entsteht ein Wettbewerb zwi-
schen dem den Ruhezustand destabilisierenden Temperaturgradienten und dem
stabilisierenden Konzentrationsgradienten. In typischen Flissigkeitsmischungen
wie beispielsweise im System Wasser-Alkohol oder in Salzlosungen unterscheiden
sich die Zeitskalen fiir molekulare und thermische Diffusion jedoch deutlich.
Wihrend sich Temperaturunterschiede zwischen einem Partikel und seiner néach-
sten Umgebung relativ rasch ausgleichen, bleiben Konzentrationsstorungen tber
sehr lange Zeitraume erhalten. Als Folge dieses Wechselspiels ist nun in gewissen
Parameterbereichen eine oszillatorische Instabilitit des stationdren Ruhezu-
stands der Warmeleitung moglich (vgl. Kap. 1.3). In theoretischen und experi-
mentellen Arbeiten zeigt sich, dafl an der Stabilitdtsgrenze der Ruhelésung zeit-
lich periodische Konvektionslosungen einer bestimmten Oszillationsfrequenz an-
gefacht werden.

In Flussigkeitsmischungen mit positivem Sorét-Effekt wirken der Tempera-
turgradient und der induzierte Konzentrationsgradient destabilisierend auf den
Ruhezustand. Die leichte Komponente diffundiert zur warmen Unterseite. Ahn-
lich wie in einkomponentigen Schichten ergibt sich nunmehr eine stationire Kon-
vektionsinstabilitat,

Die Erweiterung des Bénard-Problems auf bindre Flissigkeitsmischungen bietet
folglich die Moglichkeit, durch entsprechende Wahl des den Sorét-Effekt beschrei-
benden Kontrollparameters die Art der Instabilitit zu steuern. Von besonderem
theoretischen Interesse ist der Parameterbereich, fiir den die stationére und oszil-
latorische Stabilitatsgrenze dicht beieinander liegen oder im Grenzfall bei glei-
chen kritischen Temperaturdifferenzen zusammentreffen. Im Sinne einer Ver-
zweigungstheorie handelt es sich um einen Kodimension-Zwei-Verzweigungs-
punkt der Ruhelésung, aus dem stationdre und zeitlich periodische Konvektions-
lésungen simultan entspringen und miteinander wechselwirken (vgl. Guckenhei-
mer, Holmes (1983)).




1.1.Z2 Nicht-Boussinesq-Effekte

Ublicherweise geht man bei der theoretischen Modellierung der Bénard-Konvek-
tion von der Boussinesq-Approximation (Boussinesq (1903)) aus. Die Stoffdaten
werden als konstant angesehen mit Ausnahme der Fluiddichte in dem die Kon-
vektion antreibenden Auftriebsterm. Dort wird eine lineare Abhédngigkeit der
Dichte von der Temperatur und beim Studium von zweikomponentigen Mischun-

gen zusétzlich von der Konzentration angenommen,

Fir viele Flussigkeiten sind diese Annahmen jedoch nicht realistisch. Gultig-
keitsschranken der Boussinesq-Approximation werden beispielsweise von Gray,
Giorgini (1976) angegeben. Ein von den Annahmen abweichendes Verhalten wird
mit dem Oberbegriff nicht-Boussinesqsche Fluideigenschaften bezeichnet. In ein-
fachen oder bindren Flissigkeiten sind in diesem Zusammenhang folgende Eigen-

schaften zu nennen:

(1)  Temperatur- oder konzentrationsabhingige Transportkoeffizienten fiir Im-
puls, Wiarme und Masse. Ein in der Literatur oft behandeltes Beispiel ist die
Temperaturabhédngigkeit der Viskositdt von einkomponentigen Flissigkei-
ten. Die ersten theoretischen Untersuchungen dieses Problems gehen auf
Zierep (1960) und Palm (1960) zurick.

(i1) Eine nichtlineare Zustandsgleichung fir die Fluiddichte oder eine nichtkon-
stante spezifische Warme. Fir freie Konvektiongvorgéinge ist erstere Eigen-
schaft besonders in Betracht zu ziehen, da sich direkt Anderungen im Auf-
triebsterm ergeben. Typische Vertreter eines solchen Verhaltens sind Flus-
sigkeiten mit Dichteanomalien wie beispielsweise Wasser in der Nédhe von
4°C, siehe etwa Dubois et al. (1978), Wu, Libchaber (1991) und Normand,
Azouni (1992).

Eine systematische Untersuchung der Bénard-Konvektion in einkomponentigen
Flussigkeiten mit diesen nicht-Boussinesqschen Eigenschaften wird von Busse
(1967) durchgefithrt. In den Arbeiten von Davis, Segel (1968) und Krishnamurti
(1968) wird gezeigt, daB auch folgende Randeinflisse einer Nicht-Boussinesq-
Eigenschaft gleichkommen:

(iii) Eine deformierbare, schubspannungsfreie Berandung, allgemein als "freier”
Rand bezeichnet.
(iv) Eine zeitliche Anderung des mittleren Temperaturniveaus iiber die Schicht.




Die Bertcksichtigung von nicht-Boussinesqschen Effekien im Bénard-Problem
erlaubt es, eine allgemeinere Klasse von thermischen Konvektionsstrémungen zu
untersuchen. Nach Busse (1978) ist diese Klasse dadurch ausgezeichnet, dafl die
das Problem beschreibenden Grundgleichungen unsymmetrisch beziiglich der
halben Schichthéhe sind. In diesem Zusammenhang spricht man deshalb auch
von symmetriebrechenden Effekten. Fiir einkomponentige Flissigkeiten ist aus
den genannten theoretischen Arbeiten bekannt, da nunmehr beim Uberschrei-
ten der kritischen Temperaturdifferenz sprunghaft stationare Konvektion in
Form von dreidimensionalen Hexagonzellen einsetzt. Beim Fehlen dieser Eigen-
schaften ist dagegen ein stationédres zweidimensionales Rollenmuster die bevor-
zugte Mode bei Konvektionsbeginn, Experimente von Walden, Ahlers (1981) und
Pampaloni et al. (1992) sowie von Dietsche (1984), Davis et al. (1984) und Diet-
sche, Miiller (1985) bestétigen die theoretischen Befunde,

In der vorliegenden Arbeit wird die Wirkung von Nicht-Boussinesq-Effekten auf
die Sorét-getriebene Konvektion in bindren Flissigkeitsmischungen untersucht.
Es werden exemplarisch der EinfluB} einer nichtlinearen Zustandsgleichung und
der Einfluf} eines freien oberen Randes in Form einer diinnen Eisschicht behan-
delt.

Im letzteren Fall kommt es durch die Absenkung der oberen Randtemperatur un-
ter die Schmelztemperatur der zweikomponentigen Mischung zur Ausbildung ei-
ner Phasentrennflache festeflissig innerhalb der Schicht. Herrscht in der flssi-
gen Phase ein konvektiver Zustand, so wechselwirken die Stromungsstruktur und
die Verfestigungsfront. Bedingt durch unterschiedliche Loslichkeiten in der flis-
sigen und erstarrten Phase sowie eine im allgemeinen starke Abhéngigkeit der
Schmelztemperatur von der Konzentration der geléosten Komponente ergibt sich
zudem eine Kopplung von Sorét-Effekt und Verfestigungsvorgang. Der Masse-
und Wiarmetransport in der Flussigkeit wird mafligeblich vom Phaseniibergang
gepragt. Solche Erscheinungen werden beim Gefrieren von Meerwasser, beim Er-
starren von Magma in Kavitdten sowie beim Auftauen und Frieren des Erdbodens
beobachtet. Bei Gieflprozessen, beim Zichten von Kristallen aus mehrkomponen-
tigen Schmelzen und bei der Oberflachenbehandlung von Werkstoffen durch La-
serschmelzen kann diese Wechselwirkung die Eigenschaften des Produkts ent-

scheidend beeinflussen.

Motiviert wird diese Arbeit durch ein Experiment von Zimmermann (1990) zur

Bénard-Konvektion in Wasser-Alkohol-Mischungen unter der Wirkung von Ge-




frierflachen. Da die Experimente bei niedrigen mittleren Temperaturen durchge-
fiuhrt werden, ist neben einem Phaseniibergang eine nichtlineare Abhingigkeit
der Dichte der Testflissigkeit von der Temperatur zu beriicksichtigen. Zimmer-
mann findet, dafl unter dem Einflufl dieser Nicht-Boussinesqg-Effekte nur statio-
nire, dreidimensionale Konvektionszustinde mit hexagonaler Struktur in der
flissigen Phase zu beobachten sind. Im eisfreien Zustand bei einem hoheren mitt-
leren Temperaturniveau treten in seinem Experiment dagegen zweidimensionale,
zeitlich periodische Stromungszustiande in Form von wandernden Wellen auf. Die
physikalischen Ursachen fiir diese Beobachtungen sind bisher weitgehend unge-
klart. Die in dieser Arbeit behandelte Fragestellung soll zum Verstdndnis der Be-
obachtungen beitragen,

1.1.3 Porose Medien

Bei unseren weiteren Ausfiihrungen betrachten wir die Konvektion in pordsen
Medien. Die Flissigkeit stromt in den Hohlridumen eines mit Poren durchsetzten
Festkorpers. Solche Stromungen werden auch als Sickerstromungen bezeichnet.
Sie haben eine grofle Bedeutung in der Geophysik und bei industriellen Filtrati-
onsprozessen, siehe beispielsweise Caltagirone (1982), Bear (1972), Scheidegger
(1974) und Combarnous, Bories (1975). Erste Untersuchungen der Stromung
durch eine pordse Schichtung gehen auf Darcy (1856) zuriick. Das Ergebnis seines
berihmten Filtrationsexperiments ist, dal die makroskopische, iber das Porenvo-
lumen gemittelte Durchflulgeschwindigkeit proportional zur angelegten Druck-
differenz ist. Dieser empirische Befund ist als Darcysches Gesetz bekannt. Als
Proportionalitidtskonstante tritt neben der Viskositidt der Flussigkeit die soge-
nannte Permeabilitit des Mediums auf, welche die physikalische Beschaffenheit
der Poren kennzeichnet.

Im Vergleich zur Navier-Stokes-Gleichung bei der iblichen Bénard-Konvektion
reduziert sich die mafigebende Differentialgleichung fir den Impulstransport im
porosen Korper um zwei Ordnungen. Von einem mathematischen Standpunkt aus
gesehen bedeutet dies eine auBlerordentliche Erleichterung bei der Losung des
Problems. Ein Vergleich unserer Ergebnisse mit den Beobachtungen von Zimmer-

mann (1990) ist dennoch auf qualitativer Basis moglich.
1.1.4 Gliederung der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:




Nach einer Beschreibung der untersuchten Anordnungen und einer Literaturu-
bersicht wird der EinfluB} einer nichtlinearen Zustandsgleichung fiir die Dichte
behandelt. Mit einer Stérungsrechnung wird zunéichst die Wirkung auf das linea-
re Stabilitdtsverhalten des Systems untersucht. AnschlieBend werden zwei- und
dreidimensionale Konvektionslosungen analytisch berechnet. Das Hauptaugen-
merk wird auf den Kodimension-Zwei-Verzweigungspunkt gerichtet, mit dem
Ziel, Wechselwirkungen von stationdren und zeitlich periodischen Stromungen zu
diskutieren, Die Ergebnisse werden anhand von Verzweigungsdiagrammen dar-
gestellt. Nach unserer Kenntnis der Literatur ist dieses Problem bisher noch nicht
behandelt.

In einem zweiten Teil wird der Einflufl des Phasentibergangs fest<>fliissig auf die
Konvektionsinstabilitit einer bindren Flussigkeitsschicht untersucht. Als mathe-
matisches Hilfsmittel dient uns ein Galerkin-Verfahren. Aufgrund der aufleror-
dentlich komplizierten Struktur der Ubergangsbedingungen an der freien Pha-
sentrennflache bei zeitabhdngigen Schmelz- und Gefriervorgangen beschrianken
wir uns bei diesem Beispiel auf die lineare Theorie, Die Auswertung komplexer
Amplitudengleichungen ergibt hierbei neue Erkenntnisse tber die Dynamik des
Systems. Insbesondere bei negativer Thermodiffusion in der fliissigen Phase lie-
gen bisher keine systematischen Untersuchungen zu diesem Stabilitatsproblem
vor. Eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse folgt im letzten Ab-
schnitt.

Die zum Teil sehr umfangreichen analytischen Rechnungen zur Stérungs- und
Verzweigungstheorie sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit in einem Anhang
niedergelegt.

1.2 Beschreibung der untersuchten Anordnungen

Bei den untersuchten Problemen gehen wir von der in Abbildung 1.1 skizzierten
Anordnung aus.

Zwischen zwei unendlich ausgedehnten, horizontalen Platten im Abstand h befin-
det sich ein poroser Stoff der Permeabilitiat K. In die Poren der Schichtung ist eine
inkompressible, binire Fliissigkeitsmischung eingebettet. Die Mischung besteht
aus einer im Uberschufl vorhandenen schweren Komponente und einer gelésten
leichten Komponente der Konzentration C, gemessen in Gewichtsprozenten. Aus-
gehend vom isothermen (T'=T,) Grundzustand mit homogener Konzentrations-

verteilung (C=C,) wird die Temperatur T der oberen Berandung bei z=h quasi-
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Abb. 1.1: Prinzipskizze der untersuchten Anordnung.

stationar abgesenkt. Uber die Schichthohe liegt jetzt die Temperaturdifferenz
AT =Ty-T an. In der Flissigkeit stellt sich eine im Schwerefeld g thermisch in-
stabile Dichteschichtung ein. Gleichzeitig wird durch die nun wirksame Thermo-

diffusion ein Konzentrationsgradient aufgebaut.

Zur Modellierung der erzeugten Auftriebskrifte nehmen wir im ersten Hauptteil
der Arbeit eine nichtlineare Zustandsgleichung fiir die Fluiddichte p,in der Form

e edron) oo o)

an. Hierin ist p die Bezugsdichte im Ausgangszustand. a und a'sind die linearen

thermischen und solutalen Expansionskoeffizienten. Die Grofie B, mit

zpo 6/112 TU ’ (122)

bezeichnet den nichtlinearen thermischen Expansionskoeffizienten. Er charakte-
risiert die nicht-Boussinesqsche Eigenschaft der Mischung. Fir Wasser-Alkohol-
Gemische gilt typischerweise $>0. Auftriebskrifte werden durch diesen Nicht-
Boussinesq-Effekt vermindert. Es ist folglich eine Stabilisierung des Ruhezu-

stands des Systems zu erwarten.

Aufgrund von Temperatur- und Konzentrationsgradienten wird in der Flissigkeit
ein diffusiver Massenstrom j erzeugt. Bezogen auf die geloste Komponente lautet
Y




dieser in einer um den Ausgangszustand fiir kleine Anfangskonzentrationen C, li-
nearisierten Form

= —-D lVC—S C (I—C )VT].
E 0 0”0 0 (1.2.3)
Mit D, ist die molekulare Diffusionskonstante und mit S der Sorét-Koeffizient be-
zeichnet, der den thermodiffusiven Anteil beschreibt. V bezeichnet den Gradien-

ten-Operator
('a 3 a)
V=|—,—, =)
.8x dy dz

Der im allgemeinen temperatur- und konzentrationsabhédngige Transportkoeffi-
zient S, siche etwa die Messungen von Kolodner et al. (1988), wird in dieser Ar-
beit als konstante, jedoch beliebig einstellbare Stoffgrofie angesehen. Es sei er-
wahnt, dafl in Gl. (1.2.3) der Effekt der Barodiffusion vernachlassigt ist. Bei die-
sem Effekt tragen neben Konzentrations- und Temperaturgrédienten auch
Druckgradienten zu einem Massenstrom bei, Nach Linz (1989a) ist die Barodiffu-

sion jedoch nur in flissigen Helium-Mischungen zu bericksichtigen.

Man erkennt, da3 der auf Stabilitidt zu priiffende Ruhezustand (j=0) durch kon-
stante, vertikale Temperatur- und Konzentrationsgradienten aﬁsgezeichnet ist.
Fir negative Thermodiffusion mit S,<0 steigt die Konzentration der leichten
Komponente linear in der Koordinate z an und bewirkt eine Stabilisierung der
Schicht. Zimmermann (1990) berechnet die Konzentrationsverteilung im Ruhezu-
stand fur eine allgemeine, nichtlineare Flufigleichung. Er findet nur eine gering-

figige Abweichung vom linearen Konzentrationsprofil.

Im zweiten Teil der Arbeit wird ein Phasentiibergang flissig<>fest zugelassen, je-
doch eine lineare Zustandsgleichung fiir p. mit =0 vorausgesetzt. Die Tempera-
tur der oberen Berandung liegt unterhalb der Schmelztemperatur der Mischung.
Im konvektionsfreien Fall bildet sich eine ebene, feste Phase ”S” der Dicke h, im
oberen Teil der Schicht aus. Die Situation ist in Abbildung 1.2a skizziert. Der flis-
sigen Phase "L” der Héhe h| ist jetzt die Temperaturdifferenz ATZTO-TM aufge-
pragt. TM ist die Temperatur der ungestérten Phasengrenzflache, die der
Schmelztemperatur des ruhenden Gemisches entspricht. Es gilt die Beziehung

h=h +h (1.2.4)

Es wird angenommen, dafl wihrend des Verfestigungsvorgangs nur die reine
Flussigkeit ausfriert. Die geléste Komponente reichert sich hierdurch in der flis-
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sigen Phase an. Bei negativem Sorét-Effekt wird sich die leichte Substanz zudem
verstdarkt unterhalb der kalten Grenzflache fest<>fliissig ansammeln, so daB sich
Thermodiffusion und Erstarrung gegenseitig beeinflussen. Unter der Wirkung
der Konvektion in der flissigen Phase verformt sich die Phasentrennfliche, siehe
Abbildung 1.2b. Sie ist nun beschrieben durch die orts- und zeitabhéngige Koordi-

nate n, mit
n=n(x, 4 , (1.2.5)

und den Normaleneinheitsvektor ban der Fliche, mit

' —% (1.2.6)
P2 20).
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Abb. 1.2: Untersuchte Anordnung mit Phasentibergang:
a) Ruhezustand, b) Konvektiver Zustand.

Setzt in der Flissigkeit ein oszillatorischer Konvektionszustand ein, so wirkt die
Grenzfliache auf die Stromung wie eine sich zeitlich dndernde, deformierbare Ber-
andung endlicher Warmeleitfihigkeit mit einer periodischen Quell-Senken-

Belegung fiir Wiarme und Masse.

Die Schmelztemperatur T,; der zweikomponentigen Mischung wird durch die
Konzentration an der Phasengrenze gesteuert. Wir benutzen einen linearen Zu-

sammenhang der Form

_ 1.2.7
Ty =Ty + mCpy (1.2.7)
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wobei T, o die Schmelztemperatur der reinen Flissigkeit ist. Die Schmelzkurve
des Systems wird als Gerade der Steigung m, mit m<0, angendhert. Abbildung

1.3 zeigt das idealisierte Phasendiagramm,

L "
n

-

<

&

i

i

i

I

)

!

1
SR S

= > C

Abb. 1.3: Vereinfachtes Phasendiagramm nach Gl. (1.2.7),

Mit T\, ist die Schmelztemperatur des Systems im thermodiffusionsfreien Aus-
gangszustand bezeichnet. Eine diinne Eisschicht bewirkt im Zusammenspiel mit
thermodiffusiven Vorgidngen durch die oben erlduterten Effekte eine Schmelz-
punktabsenkung. Es gilt gem4f3 Abbildung 1.3

= P (1.2.8)
C, >Ch, Ty <T oo

In diesem Zusammenhang treten folgende Fragen auf:

® Ab welchen kritischen Temperaturdifferenzen AT =ATe¢ setzt in der Flissig-
keit stationére oder oszillatorische Konvektion ein?

® Wie hingen die kritischen Wellenzahlen und die kritische Oszillationsfre-
quenz von den Kontrollparametern des Systems ab?
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© Wie wachsen die Amplituden der Konvektionslosungen bei einer Anderung
von AT an? Wie wechselwirken stationire und oszillatorische Strémungsfor-
men und welche Konvektionsmuster sind bevorzugt?

Waihrend zur Beantwortung der unter den ersten beiden Punkten angesprochenen
Fragen eine lineare Stabilititsuntersuchung des Ruhezustands ausreichend ist,
bedarf es zur Klarung der dem dritten Punkt zugeordneten Fragen einer Untersu-
chung der Nichtlinearitdten des Systems.

Bei der Analyse des Problems mit einem Phaseniibergang wollen wir neben der
Bestimmung der kritischen GréBen zusétzlich folgende Punkte mit Hilfe der li-

nearen Theorie untersuchen:

@ Welche Struktur besitzt die Phasentrennfliche bei Konvektionsbeginn?
@ Wie ist die Wechselwirkung zwischen dem Verfestigungsvorgang und der

Stromung?
1.3 Literaturibersicht

Wir wollen an dieser Stelle eine Zusammenstellung der wichtigsten experimentel-
len und theoretischen Arbeiten zur Konvektion in bindren Flissigkeitsmischun-
gen vornehmen. Ubersichtsartikel zu dieser Thematik findet man beispielsweise
bei Schechter et al. (1974), Linden (1982) und Platten, Legros (1984). Es werden
die auftretenden physikalischen Effekte diskutiert und die diese Effekte beschrei-
benden Grundgleichungen hergeleitet.

Die Stabilitat des Ruhezustands einer zweikomponentigen Flissigkeitsschicht
unter der Wirkung des Sorét-Effekts wurde zuerst von Hurle, Jakeman (1969,
1971), Velarde, Schechter (1971), Platten (1971) und Schechter et al. (1972) theo-
retisch untersucht. Diese Autoren gehen dabei von der vereinfachenden Annahme
aus, dafl durch die Thermodiffusion ein konstanter Konzentrationsgradient iiber
die Schichthéhe induziert wird. Chock, Li (1975), Knobloch, Moore (1988), Cross,
Kim (1988) und Zimmermann (1990) benutzen Grundgleichungen, fir die sich ei-
ne nichtlineare Konzentrationsverteilung im Ruhezustand ergibt. Die Resultate
dieser numerisch durchgefiihrten Stabilititsanalysen sind jedoch qualitativ
gleich. Sie zeigen, daBl der Ruhezustand bei negativem Sorét-Effekt durch die
Konzentrationsverteilung stabilisiert wird, Fur hinreichend negativen Sorét-
Effekt findet bei Erhéhung der Temperaturdifferenz iiber die Schichthéhe ein
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Ubergang zu zeitlich periodischer Konvektion statt. Lekkerkerker (1978) fihrt
aus, daf} dies physikalisch durch die deutlich unterschiedlichen Zeitskalen von
thermischer und molekularer Diffusion bedingt ist. Fiir schwicher negativen und
positiven Sorét-Effekt tritt dagegen eine stationdre Konvektionsinstabilitidt des
Ruhezustands auf. Beide Instabilitaten treffen bei der gleichen kritischen Tem-
peraturdifferenz in einem sogenannten Kodimension-Zwei-Verzweigungspunkt
zusammen. Werden die vertikalen Berandungen der Flissigkeitsschicht als im-
permeabel fir den Konzentrationsflufl angenommen, ergeben sich dabei verschie-
dene kritische Wellenzahlen fiir die stationdre und oszillatorische Instabilitat.
Zeitabhangige Konvektion setzt in der Umgebung des Kodimension-Zwei-
Verzweigungspunktes mit einer endlichen Oszillationsfrequenz ein. Diese Resul-
tate erhalten auch Linz, Licke (1987a) und Linz (1989a) analytisch mit einem 8-
Moden-Galerkin-Ansatz, Brand, Steinberg (1983a, b) und Linz (1989a) finden ein
qualitativ gleiches Stabilitdtsverhalten fiir eine binare Flissigkeit, die in einem

porésen Korper eingebettet ist.

Die experimentellen Untersuchungen zu diesem Stabilitdtsproblem gehen auf
Caldwell (1970, 1973, 1974) zuriick. In salzhaltigem Wasser beobachtet er eine
Stabilisierung des Ruhezustands durch den negativen Sorét-Effekt. Mit lokalen
Temperaturmessungen gelingt ihm der Nachweis, daB bei Uberschreiten der Sta-
bilitatsgrenze zeitlich periodische Konvektionszustdnde auftreten. Ein analoges
Verhalten finden Hurle, Jakeman (1971) und Platten, Chavepeyer (1972) in
Wasser-Alkohol-Mischungen. Sullivan, Ahlers (1988) weisen in ihrem Experi-
ment mit einer flussigen Heliummischung nach, dafl am Kodimension-Zwei-
Verzweigungspunkt zeitlich periodische Konvektion mit einer endlichen Oszilla-
tionsfrequenz einsetzt. Die wesentlichen theoretischen Voraussagen der Stabili-

tatsuntersuchungen werden damit durch die Experimente bestatigt.

In einigen theoretischen Arbeiten wird der Einflul von Nicht-Boussinesq-
Effekten auf die Konvektionsinstabilitat bindrer Mischungen untersucht. Linz,
Lucke (1987b) und Linz (1989a) beriicksichtigen die Abhéangigkeit des Transport-
koeffizienten fur den thermodiffusiven Massenstrom von der Konzentration und
Temperatur, Es zeigt sich, dafl dadurch die Wirkung des negativen Sorét-Effekts
verringert wird. Der Parameterbereich, in dem eine oszillatorische Konvektion-
sinstabilitiat auftreten kann, wird durch diesen Effekt folglich eingeschrankt. An-
tar (1987) untersucht eine Anordnung, bei der ein Dichtemaximum der Flussig-
keit innerhalb der Schicht vorliegt. Er findet, daf§ durch einen stabilisierenden

Konzentrationsgradienten das Eindringen der Konvektion in den oberen Teil der
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Schicht mit stabiler Dichteverteilung deutlich gehemmt wird. Hadji, Schell (1990)
und Zimmermann (1990) untersuchen die Wirkung einer Eisschicht. Die ersten
Autoren betrachten bindre Fliussigkeiten mit positivem Sorét-Effekt. Sie erhal-
ten, daf} eine dinne Eisschicht zusitzlich destabilisierend auf den Ruhezustand
wirkt. Dies wird physikalisch damit begriindet, da$} die Eisschicht eine deformier-
bare, schlecht wiarmeleitende Berandung darstellt. Zimmermann (1990) berick-
sichtigt dagegen auch den Einfluf} der negativen Thermodiffusion. Seine numeri-
schen Rechnungen zeigen, daf} es fiir hinreichend negative Sorét-Zahlen wieder-
um zu einer oszillatorischen Konvektionsinstabilitat kommt. Fir méaflig negative
Sorét-Zahlen und diinne Eisschichten ergibt sich dabei eine Destabilisierung des
Ruhezustands. Fur starker negative Sorét-Zahlen ist mit wachsender Eisdicke da-
gegen eine Stabilisierung der Schicht festzustellen. Es wird argumentiert, daf} es
bei teilweisem Ausfrieren zu einer Konzentrationsanreicherung in der Flissig-
keit kommt, da nur das reine Losungsmittel in die feste Phase iibergeht. Dadurch
wird die stabilisierende Wirkung des negativen Sorét-Effekts durch die Eisschicht
verstarkt. In seinen Experimenten beobachtet Zimmermann demgegentiber eine
Destabilisierung der Schicht mit zunehmender Eisdicke fiir eine stark negative
Sorét-Zahl. Er begriindet die unterschiedlichen theoretischen und experimentel-
len Resultate damit, daBl im Experiment die Hohe der Flussigkeitsschicht mit der
Eisdicke variiert, wahrend sich bei den theoretischen Untersuchungen die Flis-
sigkeit unabhéngig von der Eisdicke tiber das Einheitsintervall erstreckt.

Wir wollen nun theoretische Arbeiten ansprechen, die sich mit den nichtlinearen
Effekten der Konvektion in bindren Mischungen befassen. In diesen Arbeiten
wird zweidimensionale Konvektion vorausgesetzt. Knobloch (1986) weist analy-
tisch nach, daf} an der oszillatorischen Stabiltdtsgrenze Konvektion in Form von
stehenden oder wandernden Wellen angefacht wird. Von diesen beiden zeitlich pe-
riodischen Lésungen ist diejenige eine stabile Stromungsform, deren Amplitude
bei einer Erhéhung der Temperaturdifferenz iiber die Schichthohe schneller an-
wachst. Knobloch et al. (1986), Deane et al. (1987), Deane et al. (1988), Knobloch,
Moore (1990) und Stein (1991) fithren erginzende numerische Untersuchungen
zum Verzweigungs- und Stabilitdtsverhalten der Losungen im Rahmen der ther-
mohalinen Konvektion durch. Diese Ergebnisse sind nach Knobloch (1980) quali-
tativ auch fur die Sorét-getriebene Konvektion giltig, wenn permeable Randbe-
dingungen fiir den Massenstrom gestellt werden. Cross (1986) und Ahlers, Liicke
(1987) verwenden dazu ein Galerkin-Verfahren mit acht Ansatzfunktionen. Aus
den genannten Arbeiten ergeben sich folgende Schlisse:
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(i) Bei Uberschreiten der kritischen Temperaturdifferenz tber die Schichthohe
setzt zeitlich periodische Konvektion in Form von Wanderwellen ein.

(ii) Wird die treibende Temperaturdifferenz weiter erhéht, nimmt die Amplitude
der Wanderwellenlosung zu und die Wandergeschwindigkeit der Welle
nimmt ab.

(iii) Bei einem bestimmten Amplitudenwert kommt die Welle zum Stillstand.
Dort erfolgt ein Ubergang in den Zustand stationérer Konvektion, Fiir gewis- -
se Parameterwerte verliert die Wanderwellenlosung ihre Stabilitdt gegen-
iber einer amplitudenmodulierten Wanderwellenlésung bevor sie zum Still-
stand kommt.

Linz, Licke (1987a) und Linz (1989a) untersuchen den Einflul}l von experimentell
relevanten, impermeablen Randbedingungen ebenfalls mit einem 8-Moden-
Galerkin-Modell. Sie finden, dafl mit zunehmend negativem Sorét-Effekt keine
stabilen Wanderwellen mehr auftreten. Dies entspricht einer Anderung im Ver-
zweigungsverhalten der Losung. Far schwach negativen Sorét-Effekt liegt eine
Vorwiértsverzweigung der Wanderwellenlosung vor, die fir starker negativen
Sorét-Effekt in eine Riickwirtsverzweigung tbergeht. An der oszillatorischen
Stabilitatsgrenze erfolgt dann direkt ein Ubergang in den Zustand der stationa-
ren Konvektion, Fir die Konvektion in pordésen Medien ergibt das Modell von
Linz (1989a), daf bei impermeablen Riandern keine stabilen Wanderwellenzu-
stdnde auftreten. Bensimon et al. (1989) beriicksichtigen zudem die Haftbedin-
gungen der Flussigkeit an den Berandungen, Mit einer asyptotischen Entwick-
lung fir schwach negativen Sorét-Effekt finden sie stabile Wanderwellen bei gro-
len Amplituden.

Dreidimensionale Stromungsmuster werden in Fluassigkeiten mit positiver Ther-
modiffusion untersucht. Miiller, Liicke (1988), Knobloch (1989) und Clune, Kno-
bloch (1991) zeigen, daB fiir hinreichend positive Sorét-Zahlen stationdre Konvek-
tion in Form von quadratischen Zellstrukturen einsetzt. Wird die Temperaturdif-
ferenz erhoht, findet ein Ubergang in ein zweidimensionales Rollenmuster statt.
Die Wirkung einer diinnen Eisschicht bestimmen Hadji, Schell (1990) mit einer
asyptotischen Entwicklung nach grofien Wellenldngen. Sie erhalten, daf3 nun sta-
tiondre Konvektion in Form eines Hexagonmusters mit Abstrom in der Mitte ein-
setzt, das bei Erhohung der Temperaturdifferenz in ein Quadratmuster ibergeht.
Ein qualitativ gleiches Verhalten findet Riahi (1988). Sie untersucht die Konvek-
tion in einer zweikomponentigen Schmelze unter der Wirkung einer ebenen, mit

konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden Erstarrungsfront. Es wird aufer-
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dem gezeigt, daB fir physikalisch relevante Parameterbereiche die konvektive In-
stabilitdt von der morphologischen Instabilitit der Erstarrungsfront (Mullins, Se-
kerka (1964)) aufgrund der deutlich unterschiedlichen Liangenskalen entkoppelt,
siehe dazu auch Davis (1990).

Die experimentellen Untersuchungen zur nichtlinearen Konvektion in biniren
Flussigkeiten mit negativer Thermodiffusion sind vielfiltig. Wir geben deshalb
einen Uberblick iber die wichtigsten Arbeiten, die sich mit der in der vorliegen-
den Arbeit behandelten Fragestellung beschiftigt. Fiir eine detaillierte Zusam-
menstellung der in den Experimenten beobachteten Phinomene verweisen wir
auf die Literaturiibersicht von Zimmermann, Miiller (1992) und Zimmermann et
al. (1992).

In den Experimenten von Walden et al. (1985), Kolodner et al. (1986), Steinberg,
Moses (1987), Lhost, Platten (1989) und Zimmermann (1990) mit Wasser-Alkohol-
Mischungen werden folgende generellen Beobachtungen gemacht:

(i) Bei Uberschreiten der kritischen Temperaturdifferenz tiber die Schichthshe
erfolgt ein Ubergang vom Ruhezustand in einen linearen Wanderwellenzu-
stand mit schwacher Amplitude.

(ii) Dieser lineare Wanderwellenzustand ist instabil. Seine Amplitude nimmt
kontinuierlich zu, wahrend die Wandergeschwindigkeit abnimmt. Am Ende
dieses transienten Vorgangs beobachtet man einen stabilen Wanderwellenzu-
stand mit endlicher Amplitude und konstanter Wandergeschwindigkeit.

(iii) Wird die treibende Temperaturdifferenz weiter erhéht, nimmt die Amplitude
der Welle zu und die Wandergeschwindigkeit ab, bis das Konvektionsmuster
schlieBlich zum Stillstand kommt. Man beobachtet dann einen Ubergang in
einen Zustand zweidimensionaler stationdrer Konvektion,

(iv) Die verschiedenen Ubergénge sind von Hysterese-Erscheinungen geprégt.

Das Verhalten der Wanderwellenlosung 148t sich verzweigungstheoretisch damit
erkldren, daf} die Losung fiir kleine Amplituden unterkritisch verzweigt und da-
mit instabil ist, fiir groBere Amplituden jedoch ihre Verzweigungsrichtung um-
kehrt und ihre Stabilitat gewinnt, siehe Zimmermann (1990). Dieses Verzwei-
gungsverhalten kann mit den Modellen von Linz, Liicke (1987a) und Linz (1989a)
nicht erfat werden.
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Zimmermann (1990) und Zimmermann, Miller (1992) beobachten in Experimen-
ten mit einer 15%igen Wasser-Alkohol-Mischung, daf} bei einer Absenkung des
mittleren Temperaturniveaus der Schicht der Existenzbereich der stabilen Wan-
derwellenlésung schrumpft und schliefllich verschwindet. Als physikalische Ursa-
che dieser Beobachtung werden nicht-Boussinesqsche Flussigkeitseigenschaften
vermutet, da bei niedriger Experimentiertemperatur die Dichte der Mischung ei-
ne nichtlineare Abhingigkeit von der Temperatur zeigt. Bildet sich im oberen
Teil der MeBBkammer eine diinne Eisschicht aus, finden Zimmermann (1990) und
Zimmermann et al. (1992), daB beim Uberschreiten der Stabilitatsgrenze des Ru-
hezustandes sofort ein Ubergang in einen stationaren Konvektionszustand mit,
hexagonaler Symmetrie erfolgt. Dies wird mit der nicht-Boussinesqschen Wir-
kung einer deformierbaren, schlecht wirmeleitenden Berandung begriindet.
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2. WIRKUNG EINER NICHTLINEAREN ZUSTANDS-
GLEICHUNG

In diesem Kapitel wird der EinfluB einer nichtlinearen Zustandsgleichung auf die
Sorét-getriebene Konvektion in porésen Medien untersucht. Zunichst werden die
das Problem beschreibenden nichtlinearen, partiellen Differentialgleichungen
und die zugehérigen Randbedingungen abgeleitet. Die Losung dieser Gleichung
erfolgt dann naherungsweise mit Hilfe einer Stérungsrechnung.

2.1 Modellgleichungen
2.1.1 Grundgleichungen fiir die Konvektion von bindren Gemischen in

poroésen Medien

Die Grundgleichungen fiir die Konvektion von zweikomponentigen Flissigkeits-
mischungen durch eine porése Schichtung sind die Erhaltungssitze fiir Gesamt-
masse, Masse einer Komponente und Energie. Hinzu kommt die Impulsbilanz in

Form des Darcyschen Gesetzes. Es gelten die Beziehungen

V-v=0,
&F
aC+< vVi|C v
- v - = -V,
py M ‘{y (2.1.1)

Die Feldvariablen sind die Sicker- oder Filtrationsgeschwindigkeit v = (u, v, w),
die Konzentration C der gelésten Komponente, die Temperatur T der Schicht so-
wie der Systemdruck p. Mit (pcp)f und p sind die Warmekapazitat und die dynami-
sche Viskositit der Flissigkeit bezeichnet. (pep)* bezeichnet die gemittelte War-
mekapazitdt der Paarung Fluid/poroser Korper. Im folgenden gehen wir von der
Annahme (pep)* = (pep)r aus, um die Anzahl der auftretenden Parameter klein zu
halten. Ist die Anordnung beispielsweise durch eine Wasser-Alkohol-Mischung in
einer Schiittung von Glaskugeln realisiert, so ist diese Annahme in guter Néhe-

rung erfillt.
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Im Gesetz von Darcy ist auf die Mitnahme je eines betragsméaBig sehr kleinen in-
stationdren und konvektiven Terms verzichtet. Diese Terme werden in dimensi-
onsloser Darstellung mit dem Reziprokwert der sogenannten Darcy-Prandtl-Zahl
multipliziert, die nach Joseph (1976) sehr groBe Werte annimmt,. Sie ist typischer-
weise um mehrere Ordnungen grofler als die molekulare Prandtl-Zahl der Fliis-
sigkeit, so da} substantielle Geschwindigkeitsdnderungen nicht ins Gewicht fal-
len.

Analog zu den konstitutiven Gleichungen fiir den Massenstrom ,J, in der Konzen-
trationstransportgleichung gemaf Gl. (1.2.3) und fur die Fluiddichte py im Auf-
triebsterm der Darcyschen Beziehung laut GI. (1.2.1), ist eine SchlieBungsbedin-
gung fiir die Warmestromdichte q in der Warmetransportgleichung zu formulie-
ren. Wir benutzen das Fouriersche Gesetz

g=—A VT, (2.1.2)
&

wobei A* die gemittelte Warmeleitfahigkeit der Schicht ist. Es bleibt in GI. (2.1.2)
unbericksichtigt, daf auch ein Konzentrationsgradient einen Warmestrom her-
vorrufen kann. Dieser sogenannte Dufour-Effekt spielt nur bei Gasmischungen ei-
ne Rolle und kann in Flissigkeiten vernachlissigt werden, siehe Linz (1989b),
Hort et al. (1992) und Linz (1992).

Zur vollstandigen mathematischen Beschreibung des Problems ist das System von
partiellen Differentialgleichungen (2.1.1) durch Randbedingungen zu ergénzen.
In horizontaler Richtung werden periodische Randbedingungen in der x-y-Ebene
gestellt, da eine lateral unendlich ausgedehnte Anordnung betrachtet wird, siehe
Kapitel 2.2.1.

Die Schicht ist in vertikaler Richtung von zwei ebenen, perfekt wirmeleitenden
und fiir die Flissigkeit undurchdringlichen Platten bei z=0 und z=h begrenzt.
An diesen Stellen ist die Temperatur fest vorgegeben und die Vertikalkomponen-
te der Geschwindigkeit verschwindet. Man erhéalt die Randbedingungen

z=20: T=T, w
z=h: T=T1, w

0;
0. (2.1.3)

f!

Des weiteren sind fiir die Konzentration oder den Massenstrom Randbedingungen

zu formulieren. Wir fordern
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z=0: C = Co);
z=h: C=Cnm)- (2.1.4)

Durch diese Bedingungen wird die Konzentration am unteren und oberen Rand
als gegeben betrachtet. Experimentell ist diese Randbedingung schwer zu reali-
sieren, da die Platten permeabel gegeniiber dem Massenstrom auszulegen sind.
Fir theoretische Untersuchungen bietet die idealisierte Bedingungen (2.1.4) je-
doch den Vorteil, daBl man auf analytischem Wege zu Losungen der linearisierten
Grundgleichungen kommt,

Die realistische, impermeable Randbedingung fordert, daf} der vertikale Massen-
strom j, an den Berandungen verschwindet. Man erhilt in diesem Fall

z=0: Jz = 0¢
z="h: jz = 0. (2.1.5)

Mit diesen Randbedingungen beschéftigen wir uns ausfiihrlich im zweiten Haupt-
teil dieser Arbeit.

2.1.2 Der stationire Grundzustand

Die betrachtete Anordnung besitzt einen auf Stabilitdt zu prifenden stationéren
Grundzustand der reinen Wirmeleitung. Die Flussigkeit ruht (g =0), der Druck
ist hydrostatisch und es findet kein Stofftransport statt (j=0). Fir den Tempera-
turverlauf iiber die Schichthéhe erhilt man "

— z (2.1.6)
T(z) = To - (To _ Tl) ; ,

Das induzierte Konzentrationsprofil im Ruhezustand ergibt sich aus der FluBglei-
chung (1.2.3) unter Verwendung der integralen Massenbilanz fiir die leichte Kom-

ponente. Diese Bilanz lautet

(2.1.7)

Wir erhalten schlieBlich

~ (Z 1 \ z (218)
C(z):Co'—SoCu 1_Co To_Tl ;l-_—z- —C(o)— C(o)_C(h) ;
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Damit werden die Konzentrationsvorgaben C und C,, an den Réndern gemaf
Gl (2.1.4) durch den Ruhezustand festgelegt.

2.1.3 Dimensionslose Stérungsgleichungen und Kennzahlen

Es ist zweckmaBig, die Grundgleichungen (2.1.1) in eine dimensionslose Form zu
iberfihren. Wir verwenden folgende Skalierungen:

$ .2
(pe) h ) A

% )

\ 'Y'~h(pcp)f’ p~K(pcp)f ’ (2.1.9)

(x,y,2) ~h, t~

(T—TO) ~ (TO - Tl); (C_Co)~ - SOCO(I —CO)(TO—TI).

Im folgenden werden Storungen um den Ruhezustand betrachtet und ferner wird
das kombinierte Konzentrations- und Temperaturfeld S, mit

S=T+ C, (2.1.10)
eingefihrt. Des weiteren wird der Druckgradient durch Anwendung der Rotation-
Operation auf die Darcy-Gleichung eliminiert. Wir erhalten schlieBlich das nach-

stehende nichtlineare System partieller Differentialgleichungen in den dimensi-
onslosen Storgroflen und einen Satz von homogenen Randbedingungen:

V2w :RVf{Kl +yp -2y -2>T+\(’I’2 —y Sl,

d 2

-—T+(v-V)T=w+V T,

Y M (2.1.11)
9 o2 %
-~ S +|v-V |8 =LVS + VT,

z = [0,1] : w=T=8=0.

Die Horizontalkomponenten des Geschwindigkeitsvektors bestimmen sich mit
Hilfe der Kontinuititsgleichung aus den Beziehungen

= (2.1.12)
dyoz

Mit V2 ist der Laplace-Operator in der x-y-Ebene bezeichnet.
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Das Differentialgieichungssystem (2.1.11) enthilt die vier Kennzahlen

ag (TU -~ T1>Kh
Rayleigh —Zahl R = - ,
VK

Separationszahl P = SOCO(I —Co) -
a
(2.1.13)

Nicht— Boussinesq —Zahl y = E (TU - T1>,
a

Lewis—Zahl L=

Hierbei ist x* die Temperaturleitfadhigkeit der Schicht und v die kinematische
Viskositit der Mischung. Die verschiedenen Kennzahlen haben folgende physika-
lische Bedeutung:

Die Rayleigh-Zahl R ist eine dimensionslose Temperaturdifferenz wber die
Schichthohe. Sie gewichtet den die Konvektion anfachenden Auftriebsterm in GI.
(2.1.11) und stellt den treibenden Parameter des Systems dar, Mit der Separati-
onszahl y erscheint ein zweiter Kontrollparameter, der den Beitrag des Sorét-
Effekts zum Auftrieb kennzeichnet. Die Kennzahl y ist ein Maf fir die nicht-
Boussinesqsche Kigenschaft der Mischung. Sie erzeugt im Auftriebsterm der
Grundgleichungen einen unsymmetrischen Anteil mit einem nichtkonstanten
Koeffizienten und einen nichtlinearen Anteil. Die Lewis-Zahl L ist das Verhéltnis
der Diffusionskoeffizienten von Konzentration und Temperatur. Sie kann als eine
dimensionslose Zeitskala fiir molekulare Transportvorgidnge aufgefallt werden.
Es gilt stets L >0 und speziell fiir Wasser-Alkohol-Mischungen gilt L = &(10%).
Die experimentelle Erfahrung zeigt, daf} die relativ langlebigen Konzentrations-

storungen besonders gefahrlich fir die Stabilitat des Ruhezustands sind.

Die Gleichungen (2.1.11) und (2.1.12) erfassen mehrere Grenzfille. Wird ¢y = 0
gesetzt, so beschreiben die Gleichungen die Rayleigh-Bénard-Konvektion in ein-
komponentigen, nicht-Boussinesqschen Fluiden. Die S-Feldgleichung entkoppelt
dann von den restlichen Feldgleichungen. Als weitere Grenzfalle ergeben sich fir

= 0 die freie Konvektion in binidren Flissigkeiten mit ¢ =0 oder in reinen Fluas-
sigkeiten mit ¢ = 0 mitjeweils Boussinesqschen Eigenschaften.
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Analytische Niherungslésungen mit Hilfe der Storungsrechnung

Eine analytisch geschlossene Lésung der Grundgleichungen (2.1.11) und (2.1.12)
fir einen beliebigen Satz von Parametern ist aufgrund vorhandener Unsymme-
trien und Nichtlinearitaten nicht méglich. Die Storungsrechnung stellt jedoch ein
klassisches mathematisches Hilfsmittel dar, um solche Probleme ndherungsweise
zu losen,

2.2.1 Losungsgedanke, Storungsentwicklung

Unsere Vorgehensweise orientiert sich im wesentlichen an der Methodik von Bus-
se (1967) und Busse, Riahi (1980). Den Ausgangspunkt der Untersuchungen bil-
det die in den StorgroBen linearisierte Form (Index 1) der Gleichung (2.1.11). Sie
beschreibt das lineare Stabilitatsverhalten der ruhenden Flissigkeitsschicht. In
Operatorschreibweise lautet diese Gleichung

2 2 9 |
\Y -R ll-l-ly—Zyz]VH RqJVH VV1
R'v f’l B - ot 1 - Ov
3 (2.2.1)
0 v’ Lvi- =[\ s,
a:}
z=1[0,1}: f(l = 0.
Losungen von GI. (2.2.1) erhilt man durch den Produktansatz
(x:y,Z,t) =X (Z) q)(x,y)'ﬁ(t) . (222)

p, )
Die horizontale Strukturfunktion ®(x, y) geniigt aufgrund dieses Ansatzes der Pe-
riodizitatsbedingung

V2D = — kD). (2.2.3)

Durch die formal eingefiihrte, zunéchst unbekannte Separationskonstante -k? ist
physikalisch gesehen die Wellenzahl eines Konvektionsmusters der Struktur
®(x, y) gegeben. Das Zeitverhalten der StorgrofSen wird als exponentiell angenom-

men:
3 (2.2.4)
- 13 =0 1@
at
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Der komplexe Eigenwert o, mit
o=o0 + iwg, = imagindreEinheit, (2.2.5)

entscheidet tber die Stabilitdt des Ruhezustands. Ist der Realteil des Eigenwerts
or negativ, so werden Storungen gedampft und der Ruhezustand ist stabil. Gilt da-
gegen o, >0, so ist der Ruhezustand instabil.

Fir o, = 0 liegt Neutralstabilitit vor. Im Sinne einer Verzweigungstheorie sind
hierdurch die Abzweigpunkte von Konvektionslosungen mit infinitesimaler Am-
plitude aus der Ruhelésung definiert, wobei die Rayleigh-Zahl R der Verzwei-
gungsparameter ist. Ein Verzweigungspunkt von stationdren Lésungen bei R =
R, ergibt sich fir ©=0. Ein Verzweigungspunkt von oszillatorischen Lésungen
bei R=R'** liegt fir w=w,=0 vor. Physikalisch gesehen ist o, die Oszillations-
frequenz dieser zeitlich periodischen Lésungen. Sie wird auch als Hopf-Frequenz
und der entsprechende Verzweigungspunkt als Hopf-Punkt bezeichnet. Der Fak-
tor q in GI. (2.2.5) ist aus rechentechnischen Griinden im Sinne einer kompakten
Ergebnisdarstellung eingefithrt. Es gilt q=n%+k? (vgl. Gl. (2.2.13)).

Durch den Separationsansatz (2.2.2) geht Gl. (2.2.1) tber in ein Rand-Eigenwert-
Problem in der Variablen z. Die Forderung nach nichttrivialen Losungen dieses

Problems fiihrt auf Zusammenhénge der Form

R:)st) — Ri)s“<k2,Y,L,‘P> (2.2.6)
und

. 2 ' 2
R\ = Rt)"“(k ,y,L,lp); Wy = @, <k ’Y’L"")

Die kritischen Werte erhilt man, indem diejenigen Wellenzahlen bestimmt wer-
den, die die Rayleigh-Zahlen in Gl. (2.2.6) minimieren. Diese Forderungen lauten

(s0) (08)
aR()“ !_0 | aRO"” l
(kY ’

0 (2.2.7)

akd

Im folgenden betrachten wir die Nicht-Boussinesq-Zahl y als einen gegebenen
kleinen Parameter. Mit dieser Annahme ist es moglich, die kritischen Rayleigh-
Zahlen und Wellenzahlen sowie die kritische Hopf-Frequenz und die Losungen
’)\(’](Z) des linearisierten Problems in analytischer Form als Potenzreihen in y an-

zugeben.
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Im nichtlinearen Konvektionshereich wird das Anwachsen der Amplituden der
kritischen Moden und die Anderung der Oszillationsfrequenz mit steigender Am-
plitude untersucht. Wird diese zunichst unbekannte Stromungsamplitude ¢ eben-
falls als ein kleiner Parameter angesehen, so erhalten wir Lésungen des vollstén-
digen, nichtlinearen Problems (2.1.11) mit der folgenden Stérungsentwicklung in
den Storparametern € und y:

(2.2.8a)
_ n.m
<w’ T, S> - Z ey (wnm’ Tnm’ Smn> !
n=1m=0
und
_ n-1_m (2.2.8b)
R = Z ¢ Y Rn—l, m ’
. n=1,m=0
sowle
-1 2.
© = ol Ym (')n_l,m . (2.2.8¢)
n=1,m=0
Fuar kleine Werte ¢ und y, mit
e <1, y<1,

werden nach dem Einsetzen dieser Entwicklung in die Grundgleichungen (2.1.11)
Terme von jeweils gleicher Groflenordnung in £ und y miteinander verglichen.
Wir beschrianken uns damit auf Konvektionszustidnde mit kleiner, aber endlicher
Amplitude in schwach nicht-Boussinesqgschen Flissigkeitsmischungen. Das ur-
sprunglich nichtlineare, homogene Differentialgleichungssystem (2.1.11) mit
nicht konstanten Koeffizienten zerfillt in eine Folge von linearen, inhomogenen
Systemen mit konstanten Koeffizienten, welche sukzessive gelost werden, begin-
nend mit dem Rand-Eigenwert-Problem der Ordnung (¢!, y%). Die Inkomogenita-
ten in den Problemen von héherer Ordnung in € oder y enthalten neben bereits be-
kannten Losungen die gesuchten Entwicklungskoeffizienten Ry.1, m und @n-1, m
unseres Storungsansatzes (2.2.8). Diese Koeffizienten bestimmen wir aus den Los-
barkeitsbedingungen fiir inhomogene Differentialgleichungssysteme. Sind genii-
gend viele Entwicklungskoeffizienten berechnet, erhalten wir aus Gl. (2.2.8b) ei-

nen Zusammenhang der Form
e=e(R,y). (2.2.9)

Bei einem gegebenen Wert von y ist hiermit die formal eingefiihrte Strémungsam-
plitude ¢ als Funktion der Rayleigh-Zahl R definiert. Der Graph dieser Beziehung
in der R-e-Ebene wird als Verzweigungsdiagramm bezeichnet. Aus Gl. (2.2.8¢)

wird mit der Forderung
(2.2.10)

Vo

2

W = wz(e, y) =0

auf den Existenzbereich der oszillatorischen Konvektionszustinde geschlossen.
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Die Storungsentwicklung (2.2.8) in y und ¢ wird soweit vorangetrieben, bis ein-
deutige Aussagen beziiglich des linearen Stabilitdtsverhaltens der Ruhelosung
und des Verzweigungsverhaltens der Konvektionslosungen moglich sind. Es ist
hierzu notwendig, im linearen Stabilitdtsproblem,definiert durch n=1 in unserer
Entwicklung, Terme bis zur Ordnung (¢!, y?) und im nichtlinearen Bereich mit
n>1 Terme bis zur Ordnung (5, y°) zu beriicksichtigen.

Aussagen zur Stabilitit der stationédren und zeitlich periodischen Konvektionslé-
sungen konnen fir den Fall zweidimensionaler Konvektion aus der vorliegenden
Verzweigungstopologie gewonnen werden, siehe beispielsweise Golubitsky et al.
(1984, 1985) und Knobloch (1986). Die Verallgemeinerung dieser Stabilitatstheo-
rie fir dreidimensionale Losungen ist bisher nicht gelungen. Stabilitdtsaussagen
fir diese Losungen sind nach Roberts et al. (1986) deshalb nur bedingt maoglich.

2.2.2 Das lineare Stabilitdtsproblem

Wir beginnen mit der Auswertung des linaren Stabilitatsproblems. Das Rand-
Eigenwert-Problem der Ordnung (¢!, y°) lautet mit der Bezeichnung D = d/dz

2 .2 2 2
D~k R k(1 +y) —R k" Wy,
Lix t= 1 D2k 0 T =0,
a,;o Lol T =R 0,09 el Y10 — % (2.2.11)
2,2 2 ,2\ .
0 D*—k L(D -k )—twooq Sm’
2=101: X =0.

Die geforderten Randbedingungen werden durch den speziellen Ansatz

Xlo(z)~sinr1z (2.2.12)
al

befriedigt. Mit diesem Ansatz geht das Rand-Eigenwert-Problem (2.2.11) tber in
ein homogenes, algebraisches Gleichungssystem. Es gilt die Beziehung

(2.2.13)
2 2 _ 2 2 _ .
(D —k >;5v(10-— —(n +k )510— -q XO'

Nichttriviale Losungen X , %+ 0 erfordern, daB die Determinante dieses Glei-
o

chungssystems verschwindet. Die Auswertung dieser komplexen Gleichung lie-

fert folgende Verzweigungspunkte fiir stationdre und oszillatorische Losungen:
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2

Rt;')t): ‘1_2 1 -, mit ‘*’(2)0: 0, (2.2.14)
B 1+yp(Q+L7))
sowie
2
. 1+L 1+L
RS — q_ , mit w2 - _ L2—ly—'—. (2.2.15)

Die hier als Grenzfall y =0 angegebenen Resultate stehen in Einklang mit Ergeb-
nissen von Brand, Steinberg (1983a, b) zur Konvektionsinstabilitat bindrer Mi-
schungen in porésen Medien,

Im folgenden ist zu kldren, inwieweit die Nicht-Boussinesq-Zahl y diese Ergebnis-

se beeinfluflt. Wir untersuchen zunichst die Gleichungen der Ordnung (¢!, y!). Es
kommt das inhomogene Randwertproblem

2 2 I7al
/ “Ry [(1 TWIT = WS, | + 2R kT

L {X | =RS = i, qT i
& [~11} W 919" 10 (2.2.16)
00,9914
z=[0,11: XUZO.
(A7)

Das Differentialgleichungssystem (2.2.16) ist fiir die vorgegebenen homogenen
Randbedingungen nur lésbar, falls der Vektor auf der rechten Seite keine Saku-

larterme enthélt. Diese Losbarkeitsbedingung lautet in mathematischer Form

. 1 R (2.2.17)
<RS , X >::[RS~X*d:O.
a1l o y mo il a0

Hierin ist ,)Sw* die Losung des zu (2.2.11) adjungierten Problems, gegeben durch

* (2.2.18)
=0; z=[0,1}: X

X =0

14

0 10

|
X A

und go* ist der zu 2\(’10* konjugiert-komplexe Vektor. Mit L, ist der zu L
konjugiert-komplexe, transponierte Operator bezeichnet. Diese Rechenvorschrif-
ten der linearen Vektoranalysis sind beispielsweise bei Faddejew, Faddejewa
(1970) enthalten.
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=

Nach Ausfithrung der erforderlichen Integration tber die Schichthohe erhilt man
fir die gesuchten Entwicklungskoeffizienten Rg) und wg; Beziehungen

R(st)
o _ 1 (2.2.19)
(st) !
R 1+w(1+L‘v
sowie
R(US)
01 1 1
= m— 20, 0 :(L2+w2>—~. (2.2.20)
RE)%S) 1+y 0001 00/ 1+

Fir die weiteren Schritte bendtigen wir eine Partikuldrlésung %n des Randwert-
problems (2.2.16). Am einfachsten gelangt man zum Ziel, wenn fiir den nichtsym-
metrischen Term in der Inhomogenitit gemif

. 1 16
~z-SinNz= —g§innz — — sin2nz— P
2 9 2250

z.T

Ty, sindnz+ HOT (2.2.21)

eine Fourier-Reihendarstellung gewihlt wird. Mit HOT sind Terme héherer Ord-
nung bezeichnet, welche fiir die weiteren Uberlegungen ohne Bedeutung sind. Die
gewinschte Partikuliarlosung findet sich nun problemlos iiber Ansitze vom "Typ
der rechten Seite” (Bronstein, Smendjajew (1987)).

In der Ordnung (¢!, y?) erhalt man schlieBlich das inhomogene Randwertproblem

2 2
—Rozk [(14—\}:)’1’10—111810}-—1%011@ [(1+1y)'1’11——1p8u}+

2
+2k {ROOZT11 + ROlleo}

; (2.2.22)
L{X }———RS = i, qT .  +iw, qT
w012 T A2 029710 " Mo 1
00505y + i05,qS ),
z =10,1]: ‘)612: 0.
Die Auswertung der Losbarkeitsbedingung fiir dieses Problem gemaf
* - (2.2.23)
< &S 127 {,10 >=0

liefert fiir die Entwicklungskoeffizienten R, und w, die Beziechungen
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ni{st)

o2 1 | J
= 1-f(q)
(s1) ) 2.2.24
By {1 +1p(1+1,“>}2 | ( )
sowie
R 1 L+ ol \
= 1-f(@); 2(.)00w02 = |1- f(q) — Wy )

R(os) 9 9
00 (1 + qJ) (1 + lp) (2.2.25)

)

92~3116(2q+3112> 2252 15r16(2q + 15n2>

mit flg) =

Es sei erwihnt, daB in Gl. (2.2.25) Terme der Ordnung {L3) vernachlissigt sind,
um die Ergebnisse tberschaubar zu halten. Fir Wasser-Alkohol-Mischungen ist
diese Vereinfachung durch die Kleinheit der Lewis-Zahl L gerechtfertigt. Die ana-
Iytisch exakten Beziehungen kénnen dem Anhang unter Kapitel 5.2.1 entnom-

men werden,

Es liegen nun Ausdriicke fir die Verzweigungspunkte von stationaren und oszil-
latorischen Konvektionslosungen sowie fiir die Hopf-Frequenz in hinreichender,
quadratischer Genauigkeit in der Nicht-Boussinesq-Zahl y vor. Die Minimierung
der Ausdricke fir die Verzweigungspunkte beziiglich der Wellenzahl k? gemaf
Gleichung (2.2.7) fithrt zu den kritischen Werten. Im Sinne unserer Entwicklung
im Storparameter y erhalten wir fir die kritischen stationidren und oszillatori-

schen Wellenzahlen die Beziehungen

ol 9 2 1
kc =n|1+y 5 fO] s
(o)
(2.2.26)
42 . 1
RO =0 4y - -fo]
1+ y)

Die kritischen Rayleigh-Zahlen und die kritische Hopf-Frequenz lauten

(st) 4n® 1 2 1
R’ = — | 1+y — Y S1=A0 ] (2.2.27)
1+y 1 +L7Y 1+y (L+L7Y {1+W(1+L—1)}




29

14+L 1 1 i
RS = 41? -———[1+y +y2 {l—fl}J ,
¢ 1+y 1+y Q+y)?

(2.2.27)
1+L 1 1
m2:—LQ-—\p—-—[l+y———+y2 {1—[’1}].
¢ 1+y 14y (a +lp)2
Es werden folgende Abkiirzungen benutzt:
327 40 647136 322. 4 642. 4 (2.2.28)

] 1 4

= + , +
92.7%2.3n* 225%.19%. 150 92.7.3n*  225%2.19 - 15n

2.2.3 Diskussion der linearen Stabilititsuntersuchung

Abbildung 2.1 zeigt das Stabilititsdiagramm des untersuchten Problems fir den
Boussinesgschen Fall mit y=0. Im Sinne einer tbersichtlichen graphischen Dar-
stellung unserer Ergebnisse wihlen wir einen qualitativen Mafistab. Das Dia-
gramm ist dann fiir einen beliebigen festen Wert der Lewis-Zahl L gultig. In Abb.
2.1 sind die kritischen stationiren und oszillatorischen Rayleigh-Zahlen sowie die
kritische Hopf-Frequenz gemif den Gleichungen (2.2.27) mit y=0 als Funktion
der Separationszahl y dargestellt. Oberhalb der Kurven fiir die kritischen
Rayleigh-Zahlen ist der Ruhezustand des Systems instabil.

i s
: : RCI (.02
| i
: 5 \
g : (0)
i | e ORc=4m2(1+L+L2)
! i
i i (st)
: : R =47
& £ >y
L (0) L2
P=-1 W= 170 Yoa = 000

Abb. 2.1 Qualitatives Stabilitdtsdiagramm fiir y=0.
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Im thermodiffusionsfreien Fall mit y =0 setzt bei Reo(st) =4n2 stationédre Konvek-
tion ein. Dieses Resultat wird schon von Lapwood (1948) angegeben. Fiir positive
p-Werte diffundiert die leichte Komponente verstirkt zur warmen Unterseite der
Schicht. Die Ruhelésung wird durch das induzierte Konzentrationsprofil zusatz-
lich destabilisiert und die kritischen stationidren Rayleigh-Zahlen sinken. Umge-
keehrt tritt fiir w <0 eine Stabilisierung des Ruhezustands auf, da die wirksamen
Auftriebskrifte bei negativem Sorét-Effekt verringert werden. Ein Ubergang zu
einer oszillatorischen Konvektionsinstabilitit findet im Kontrollparameterbe-

reich
1,2 (2.2.29)

y=Sy,, = - ———
¢ 1 +L+L?
statt. In diesem Kennzahlenbereich gilt R¢“¥ <R Y. Fir y=1y,'” haben die sta-
tiondre und oszillatorische Instabiltat die gleiche kritische Rayleigh-Zahl. Wir
finden den Wert
RO, =an’+L+L% . (2.2.30)

Die obere Grenze y,” in Gl. (2.2.29) ist dadurch gegeben, dal das Quadrat der
Hopf-Frequenz nach Gl. (2.2.27) auf null abfallt, siche dazu Abbildung 2.1. Dieser
Punkt in der Parameterebene wird als Kodimension-Zwei-Verzweigungspunkt
oder kurz als CT-Punkt bezeichnet. Fiir eine Lewis-Zahl L.=0.01 liegt der CT-
Punkt bei v,/ = -10. Der CT-Punkt teilt das Diagramm nach Abbildung 2.1 in
zwel Stabilitatsbereiche. Fiir y>y,'? setzt an der Stabilitatsgrenze R statio-

©® yerliert die Ruhelésung zu-

néire Konvektion ein. Bei Separationszahlen y <y .,
erst tber eine Hopf-Verzweigung bei R, ihre Stabilitat. Es werden zeitlich peri-

odischen Konvektionslésungen der kritischen Hopf-Frequenz w.2 angefacht.

Die kritischen stationaren und oszillatorischen Wellenzahlen zeigen fur y =0 da-
gegen keine Abhingigkeit von Kontrollparametern des Systems. Nach Gleichung
(2.2.26) gilt stets

k(cst)z — kios)2 :n2.
Bei den in Abbildung 2.1 eingezeichneten asymptotischen Werten der Separati-
onszahl bei y= -1 und ¢y = -L(1+L)"! ist die Wirkung der Thermodiffusion so
grof3, daB} eine oszillatorische oder stationére Instabilitiat auch fir eine Beheizung
von oben bei negativen Rayleigh-Zahlen auftreten kann. Ein analoges Stabilitats-
diagramm erhalten Brand, Steinberg (1983a, b).
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Das Auftreten einer zeitabhéingigen Konvektionsinstabilitat ist ein fiir doppel-
diffusive Systeme typisches Phédnomen. Dieses Verhalten ist physikalisch da-
durch bedingt, daf im Ruhezustand eine destabilisierende Temperaturverteilung
und eine stabilisierende Konzentrationsverteilung vorliegt und molekulare Diffu-
sionsvorgénge, bezogen auf die Zeitskala von thermischen Diffusionsprozessen,
relativ langsam ablaufen. In realen Flissigkeitsmischungen gilt L<1, Ein aus
seiner Gleichgewichtslage nach oben in eine kéiltere, konzentrationsreichere
Schicht ausgelenktes Flussigkeitsteilchen wird seine Temperatur rasch der neuen
Umgebung angleichen. Wahrend dieser Zeit findet aber nur ein geringer Konzen-
trationsaustausch statt. Das Teilchen ist deshalb schwerer als die Umgebung und
beginnt zu sinken. Es fallt jetzt unter die urspriingliche Gleichgewichtslage zu-
rick, da das Teilchen kalter als die entsprechenden Nachbarteilchen ist. Nach-
dem sich wiederum ein Temperaturausgleich eingestellt hat, ist das Teilchen
leichter als seine konzentrationsdrmere Umgebung, und der beschriebene Zyklus
beginnt erneut.

Abbildung 2.2 zeigt qualitativ das Stabilititsdiagramm fiir eine nicht-
Boussinesqsche Flissigkeitsmischung mit y>0. Die kritischen Werte sind in
Form von gestrichelten Linien tber der Separationszahl y dargestellt. Im Ver-
gleich zu diesen neuen Resultaten ist der Fall y=0 mit durchgezogenen Kurven
eingezeichnet.

Abb. 2.2: Qualitatives Stabilitiatsdiagramm fir y=0 (—) und y>0 (---).
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Es ist ersichtlich, daBl eine nicht-Boussinesgsche Eigenschaft in Form eines nicht-
linearen thermischen Expansionsverhaltens eine wesentliche Wirkung auf die
Stabilitat der Flissigkeitsschicht hat. Fiir positive y-Werte ergibt sich gegentiber
dem Fall y=0 eine Stabilisierung des Ruhezustandes. Die kritischen Rayleigh-
Zahlen steigen an. Dies ist darauf zurickzufiihren, dafi fir y>0 der destabilisie-
rende Dichtegradient tiber die Schichthohe abgebaut wird.

Des weiteren ist ein Ansteigen der kritischen Hopf-Frequenz festzustellen. Die
physikalische Erkldrung dieses Sachverhalts lautet, dal mit der Stabilisierung
gewohnlich eine Versteifung des Systems verbunden ist. Aus der Schwingungs-
mechanik ist bekannt, daff Systeme mit erhéhten Steifigkeiten auch hohere EKi-
genfrequenzen besitzen. Rein formal kommt man zu diesem Ergebnis, wenn in
den linearisierten Grundgleichungen (2.2.1) fir den thermischen Auftriebsterm

eine effektive Separationszahl gemaf

W = W—2y-2 (2.2.31)
betrachtet wird. Positive y-Werte verstdrken den negativen Sorét-Effekt. Fir den
CT-Punkt erhalten wir im Rahmen unserer Storungsentwicklung

2
1+L+L
(0) 1 ___Y+Y2./‘1. —_— . (2.2.32)

Yor = Yer 1+1,
Der CT-Punkt verschiebt sich fiir y>0 hin zu betragsméaBig kleineren, negativen
Separationszahlen. Die asymptotischen y-Werte bei y=—1 und y= —-L(1+L)"
bleiben jedoch erhalten, Der Existenzbereich der oszillatorischen Instabilitat wird
dadurch vergroflert, sieche auch Abbildung 2.2. Am CT-Punkt sind die kritischen
Rayleigh-Zahlen gleich, Wir erhalten

1+L +L2)l (2.2.33)

[{(S“ — R(US) — R
c ¢ 1+L

— 2 2 2
e =40 (1+L+L )l]+y+y (1—/”1

Unabhéngig vom Vorzeichen der Nicht-Boussinesq-Zahl y finden wir eine Ver-
kleinerung der Zellgrofle der kritischen Konvektionsmoden. Nach Gleichung
(2.2.27) ist die Zunahme der kritischen Wellenzahlen von der Ordnung y2. Die kri-
tischen Wellenzahlen der stationiaren und oszillatorischen Instabilitit sind im all-
gemeinen verschieden, da sie aufgrund der y-Abhédngigkeit jetzt auch von den
Kennzahlen y und L abhangen. Insbesondere gilt die Beziehung

k(us)2 < k(st)2 (2.2.34)

[ ¢
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Im nicht-Boussinesqgschen Fall weisen die oszillatorischen Konvektionszellen
demnach im Vergleich zu stationiren Konvektionszellen groere horizontale Ab-
messungen auf. In Abbildung 2.3 sind die kritischen Wellenzahlen qualitativ fir
y=0(—)und y=0 (---) als Funktion der Separationszahl ¢ dargestellt.
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Abb. 2.3: Kritische Wellenzahlen fiir y=0(—)und y>0(---).

Fiur die asymptotischen Werte von y bei y= -1 und y= -L(1+L)! erhalten wir
nach Gl. (2.2.27) Singularitdten in unserer Reihendarstellung fir die kritischen
Wellenzahlen. Im Sinne der Konvergenz der Stérungsentwicklung in der Nicht-
Boussinsqg-Zahl y ist Giltigkeit der Resultate deshalb auf die Parameterbereiche

(1+L[I)22y2 und {1+\p<l+lfl>}2 _>_y2 (2.2.35)

beschrankt,

Im Grenzfall =0 ist ein qualitativer Vergleich unserer Resultate mit Aussagen
von Busse (1967) fur einkomponentige Flissigkeiten moglich. Busse findet, daf}
neben der kritischen Wellenzahl auch die kritische Rayleigh-Zahl erst in quadra-
tischer Ordnung von nicht-Boussinesqschen Flussigkeitseigenschaften beeinflufit
wird. In dieser Arbeit ergeben sich dagegen lineare Entwicklungskoeffizienten in
y fir die kritische Rayleigh-Zahl. Diese Abweichung ist durch die unterschiedli-




34

che Wahl der Bezugstemperatur T, fiir die Dichte begrindet. Busse (1967) ver-
wendet den Referenzwert T, =(T, + T,)/2 in der Schichtmitte bei z=4. Durch die-
se Wahl ergibt sich aufgrund der nicht-Boussinsqschen Eigenschaft eine Dichte-
verteilung uber die Schichthohe, die in der unteren Halfte der Schicht zusétzlich
destabilisierend auf den Ruhezustand wirkt. Im oberen Teil der Schicht tritt dage-
gen eine Stabilisierung auf. Wir beziehen uns auf die Temperatur T, =T im iso-
thermen Ausgangszustand, da spater auch Verfestigungsvorginge im oberen Teil
der Schicht untersucht werden, In diesem Fall wirkt der Nicht-Boussinesq-Effekt
stabilisierend uber die gesamte Schichthohe. Die kritischen Wellenzahlen bleiben

von der Wahl der Bezugstemperatur jedoch unbeeinflufit.
2.2.4 Nichtlineare Konvektion

Wir interessieren uns nun fir Konvektionszustande mit endlicher Amplitude in
der Nédhe der Verzweigungspunkte R ““ und R **. Unser generelles Ziel ist es, den
Einflufl der Nicht-Boussinesq-Zahl y auf das Verzweigungsverhalten von zwei-
und dreidimensionalen stationiren sowie zeitlich periodischen Losungen in der

Umgebung des CT-Punktes zu bestimmen.
2241 Untersuchte Stromungsmuster

Zunichst ist es erforderlich, auf die Struktur der zu untersuchenden Stromungs-
muster ndher einzugehen. Nach der linearen Theorie sind die kritischen Moden
durch eine horizontale und zeitliche Periodizitit geméfl Gl. (2.2.3) und Gl. (2.2.5)
ausgezeichnet. In einem lateral unendlich ausgedehnten System sind prinzipiell
unendlich viele Eigenfunktionen angebbar, die diese Bedingungen erfiillen. Man
spricht auch von einer Entartung des linearen Problems (Courant, Hilbert
(1968)). Aufgrund von Symmetrietiberlegungen kommen nach Busse (1978) nur
regulire Stromungsmuster in Frage, bei welchen keine horizontale Richtung be-

vorzugt ist. Im Falle stationidrer Konvektion sind dies Strukturen der Form

Pooy = A >_ cos {k (:_N "3} ’
. N
mit
)|
X Nx . .
r:( >; “N:( * >;n‘lzvx+nfv =1. (2.2.36)
Y y Ao i1 Ny Y

Die konstante Amplitude A wird iiber die Normierungsvorschrift
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2 2 [1 [* [ ]
<Px,y>» = A® lim iw& { [ Z €08 {k(nN-r)} - co8 {k(nL-r)} dx’dy'} =1 (2.2.37)
x,y—>® xy -2 —yN,L fo & AN 4
festgelegt. Als eine wichtige Rechengréfie zur Charakterisierung der verschiede-
nen Zellen erweist sich das Skalarprodukt n, zweier Einheitswellenvektoren. Es
ist durch folgende Beziehung definiert:

ny, = nN'nLZ(n -, +n, -mn, )., (2.2.38)

Aufgrund der experimentellen Beobachtungen von Zimmermann (1990) behan-
deln wir im einzelnen zweidimensionale Konvektionsrollen und dreidimensiona-
le, regelmiBige Sechseckmuster, die sogenannten Hexagons. In unserer Schreib-

weise gilt:
Rollen: N=1; A, = tV2; o By
(2.2.39)
Hexagons: 2 (Hy _ i _ o _ L
N:3', AH: i\/g, H12 = (113 —-]123 = .

Das Rollenmuster besteht aus einer Anordnung von abwechselnd links und rechts
drehenden, parallelen Einzelrollen. Hexagons erhéilt man durch Superposition
von drei Rollenmustern, deren Achsen jeweils um 60° gegeneinander gedreht sind.
Es ist - je nach Vorzeichen der Amplitude A - zwischen sogenannten £-Hexagons
mit mittigem Aufstrom und g-Hexagons mit zentralem Abstrom zu unterschei-
den.

Des weiteren sind zeitlich periodische Stromungsmuster zu betrachten. Diese Mu-
ster kdnnen zum einen ,,stehende Wellen” (SW) vom Typ

by - t) = AT D cos {k( )} + ce. (2.2.40)
N

NN
sein, bei denen die Horizontalamplitude oszilliert. Fir N=1 beschreibt Gl.
(2.2.40) ein ortsfestes Rollenmuster mit zeitlich periodischer Umkehr der Dreh-
richtung. Die Uberlagerung von drei dieser stehenden Wellen mit 60° gegeneinan-
der geneigten Achsen fiithrt zu einem ortsfesten Stromungsmuster, das eine Oszil-
lation zwischen ¢- und g-Hexagons darstellt. Mit c.c. ist der jeweilige konjugiert-
komplexe Ausdruck abgekiirzt. Die Normierungsvorschrift gemafl Gl. (2.2.37) ist
nunmehr um eine Mittelung im Zeitbhereich zu ergdnzen. Zum anderen sind ,,wan-

dernde Wellen” in der Form
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o - —i{k( nN-r)—wqt}
dlxy) - th=A ) e NN
N

tece (2.2.41)

moglich. Fir diese mit der Phasengeschwindigkeit ¢, = wg/k lateral vorschreiten-
den Stromungsmuster hat sich in der Literatur die Bezeichnung , travelling wa-
ves” (TW) eingebirgert. Fiir N =1 in Gl. (2.2.41) ergibt sich ein Rollenmuster, das
mit konstanter Amplitude und konstanter Phasengeschwindigkeit in Richtung
seines Wellenvektors n, wandert. Die Superposition von drei dieser Wanderrollen
mit gleicher Amplituac’le und betragsmaBig gleicher Phasengeschwindigkeit, je-
doch um jeweils 60° gegeneinander versetzten Wellenvektoren ergibt ein dreidi-
mensionales Stromungsmuster, dessen Auf- und Abstromzentren sich zeitlich pe-
riodisch andern und in einer bestimmten Richtung wandern. Die Konturplots im
Anhang unter Kapitel 5.4 verdeutlichen, daf es sich bei diesem Muster zudem um
eine Oszillation zwischen Hexagons und Dreieckstrukturen handelt. Wir wollen
es im weiteren als wanderndes Hexagon bezeichnen.

Das Unterscheidungsmerkmal zwischen Auf- und Abstrom in der Mitte geht dem-
nach bei den zeitlich periodischen Mustern mit hexagonaler Symmetrie verloren.

2.2.4.2 Klassifikation des Verzweigungsverhaltens

Das Verzweigungsverhalten der verschiedenen Konvektionslosungen wird nach
Gl. (2.2.9) und (2.2.10) von den Entwicklungskoeffizienten R
n>1, unseres Storungsansatzes festgelegt. Diese Koeffizienten werden aus der
Losbarkeitsbedingung des Randwert-Problems der Ordnung (e", y™), gegeben

nl,m und W mit

durch das inhomogene Differentialgleichungssystem

2 2
v _RO()(] +lp)VH ROOqJVH -
M = 1 v? 9 T = RS -
wo{f‘nm} - B 6_t 0 ’ nm } Nnm’ (2242)
i)
0 v? Lvi-2 |
at nm
z= [0,1 ]: X =0,

nm
Y

bestimmt. Die Inhomogenitit I’{vSnm enthilt nun auch Terme, die von Nichtlineari-
tdten in den Grundgleichungen herrithren. Diese Terme lassen sich als n-fache
Produkte von den bereits bekannten e!-Lésungen darstellen. Die gesuchten Ent-
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wicklungskoeffizienten berechnen sich aus der Forderung, dafl solche Produkte
keine Sadkularterme generieren, In einer verallgemeinerten Form lautet diese
Losbarkeitsbedingung

* 1 x y ¢ 1 - (2.2.43)
<RS | x » =: lim {~— I ‘ [ J RS -«x dzdx'dy'di’'t =0 .
As m A}O,K oy g 8yt | _, R R PP nm 10, K i

Mit Z‘,*m,K ist ein beliebiger Losungsanteil des adjungierten Rand-Eigenwert-
Problems der Ordnung (¢!, y°) mit dem Einheitswellenvektor O bezeichnet. Ein-
zelheiten zu den recht umfangreichen Rechnungen sind im Anhang unter Kapitel
5.2.2 enthalten. Im Text wollen wir uns der Ubersicht halber auf die Wiedergabe
der wichtigsten Resultate beschrianken.

Fir die weiteren Schritte benstigen wir Definitionen und Aussagen der Verzwei-
gungs- und Stabilitdtstheorie, die wir vorab kurz zusammenstellen wollen., Wir

folgen dabei den Ausfilhrungen von Joseph (1976) und Guckenheimer, Holmes
(1983) sowie von Golubitsky et al. (1984, 1985).

e4 £4

Re

a) b)

Abb. 2.4: a) Vorwirtsverzweigung b) Ruckwirtsverzweigung.
Instabile Losungen sind schraffiert.

In vielen Verzweigungsproblemen der Physik tritt das in Abbildung 2.4 skizzierte
Losungsverhalten auf. Es sind die Amplituden ¢ der Losungen iiber dem Verzwei-
gungsparameter R aufgetragen. Instabile Losungséaste sind schraffiert eingezeich-
net. Bei dem kritischen Wert R=R, wird die Lésung ¢ =0 instabil gegen Storun-
gen mit infinitesimalen Amplituden. Es erscheinen zwei neue, symmetrische Lo-
sungséiste, deren Amplitudenbetrag mit zunehmenden R anwichst (Abb. 2.4a)
oder mit abnehmenden R anwichst (Abb. 2.4b).
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Man spricht dann entweder von einer Vorwértsverzweigung oder einer Riick-
wirtsverzweigung. Entsprechende Bezeichnungen sind uberkritische oder unter-
kritische Verzweigung. Ein vorwirts verzweigender Losungsast ist stabil gegen-
Uber Storungen mit infinitesimaler Amplitude, wiahrend eine riickwirts verzwei-
gende Losung instabil ist. Diese Aussagen gelten allgemein fiir stationidre und
zeitlich periodische Losungen. Das dargestellte Verzweigungsverhalten wird im
Sinne unserer Storungsentwicklung gemaf Gl. (2.2.9) durch die Beziehung

¢

1
R—-R 2 (2.2.44)
e= 1 ( )

2
Ry, tyRy + &9

beschrieben. Durch ¢=0 ist die Ruhelésung gegeben, die bei der kritischen
Rayleigh-Zahl R, instabil wird. Der Typ der Verzweigung wird im wesentlichen
durch das Vorzeichen des Entwicklungskoeffizienten R, bestimmt. Gilt R, ,>0, so
liegen fiir R>R_ nach Abbildung 2.4a zwei stabile, symmetrische Konvektionslé-
sungen vor. Fir R, <0 handelt es sich nach Abbildung 2.4b dagegen um instabile,
rickwirts verzweigende Losungen. Der Fall R, ;=0 bezeichnet den sogenannten
trikritischen Punkt der Losungen. Uber das Verzweigungsverhalten und damit
tber die Stabilitdt der Losung entscheiden dann Entwicklungskoeffizienten von
héherer Ordnung. In bindren Mischungen kénnen alle drei Konstellationen auf-
treten, da die Entwicklungskoeffizienten von der Separationszahl y abhangen
werden. Bedingt durch die Symmetrie der Verzweigungsgleichung (2.2.44) hat die
Nicht-Boussinesq-Zahl y hingegen einen geringeren Einfluf} auf das vorliegende
Verzweigungsverhalten. Der Entwicklungskoeffizient R, in Gl. (2.2.44) fungiert

lediglich als Korrekturterm in y fiir den dominanten Koeffizienten R,,.

Im Zusammenhang mit symmetriebrechenden Effekten ist auch das in Abbildung
2.5 dargestellte Verzweigungsverhalten anzutreffen. Diese Konfiguration wird
als eine Verzweigung nach zwei Seiten bezeichnet. In Abbildung 2.5a verzweigt
der obere Losungsast mit ¢ >0 unterkritisch und der untere Ast mit ¢ <0 tberkri-
tisch. Der entgegengesetzte Fall ist in Abbildung 2.5b skizziert. Der obere Lo-
sungsast kehrt bei der Amplitude ¢, seine Verzweigungsrichtung um. Die riick-
wiérts gerichteten Bereiche der Losungsaste sind instabil. Nach Joseph (1976) ist

eine solche unsymmetrische Verzweigung nur fiir stationdre Losungen moglich.

Die entsprechenden Verzweigungsgleichungen unserer Storungsentwicklung lau-

ten nun
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8UP<3 .............

a) | b)

Abb. 2.5: Verzweigung nach zwei Seiten. Der obere Losungsast verzweigt,
a) unterkritisch , b) iiberkritisch.

R R?2  R-R \,
1 (9
e:_—y—‘—i<lyz_;_‘+ c)‘_ (2.2.45)
2 Rzo 4 R, Ry,

Fir den Umkehrpunkt erhélt man den Amplitudenwert

R (2.2.46)

Es ist ersichtlich, daB3 das Verzweigungsverhalten jetzt in entscheidendem Mafle
von der Nicht-Boussinesq-Zahl y beeinflufit wird. Fir einen positiven y-Wert er-
hélt man fiir R, <0 und R,,>0 den in Abbildung 2.5a und fir R,; >0 und R,;<0
den in Abbildung 2.5b gezeigten Fall.

2.2.4.3 Zweidimensionale, nichtlineare Konvektion

Es wird zunéchst das Verzweigungsverhalten von zweidimensionalen Rollenls-
sungen untersucht. Die Auswertung von Losbarkeitsbedingungen der Randwert-
Probleme der Ordnungen (e2, y™) ergibt, daBl die Entwicklungskoeffizienten der
Rayleigh-Zahl und der Oszillationsfrequenz verschwinden. Wir erhalten

le: wlmzo ; m=0,1,2... (2.2.47)
Diese Ergebnisse folgen direkt aus Symmetrietiberlegungen. Produkte von zwei

Rollenlésungen, die durch einen gemeinsamen Wellenvektor ausgezeichnet sind,

konnen keine Sakularterme hervorrufen.
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In den Ordnungen (€3, y%) und (€3, y!) ergeben sich nichttriviale Entwicklungskoef-
fizienten, da Produkte von drei Einzelrollen homogene Lisungsanteile generie-
ren. Die Elimination dieser Sikularterme gemifB der Losbarkeitsbedingung
(2.2.43) fihrt auf die folgenden Ergebnisse:

Fr das stationdre Rollenmuster gilt

(st) - —
Ry, a0 1+y T+ L7+ L7+ L7
R 8 R Tt (1tLD) ’ (2.2.48)
(st) —
Ry’ g , 1ty +L7'+207% 42079
Rl 8 R N+y(+L"HP

Fir das Wanderwellenmuster kommt

(TW) _ o . (rwy_ 9,2 2.,
Ryy"'=0; 204w -—SAR(1+(«)OO),

00720
2 2 2
R ) (L7t o )0 —w
RIWM_g . 94 oTW— iAz(__‘“ o L+ @l ~ 0% (2.2.49)
21 ’ 00™21 16 "R\ p 2 '

Fir das stehende Wellenmuster ergibt sich

(SW) 2 2, 2 2 2 4
, 4 (L°—
Ry _ 9, L+wy, po oW _ 9 42 L7+ )1 + o )+ 4 (L7 =@y ) (2.2.50)
00 b “)00 L +(000

Fir die verschiedenen Stromungsmuster konnen hiermit Verzweigungsgleichun-
gen abgeleitet werden, die der in Gl. (2.2.44) angegebenen Beziechung entspre-
chen. Auf die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten R, % und w,,"W fur
das stehende Wellenmuster wird verzichtet. Es zeigt sich, dafl die Kenntnis dieser
Groflen fir unsere weiteren Betrachtungen nicht notwendig ist.

Das Verzweigungsverhalten der stationdren Rollenlésung wird nach Gl. (2.2.48)
von der Separationszahl y gesteuert. Der trikritische Punkt mit R, =0 liegt bei

g = -Q+L7 4724073t (2.2.51)

tri
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Fir eine Lewis-Zahl L=0.01 ergibt dies y ; =~ -10.

Fir y>y, , gilt R, “Y>0, so
daf} die stationdre Rollenlosung iiberkritisch verzweigt. Eine Rickwartsverzwei-
gung mit R, *Y <0 liegt dagegen im Parameterbereich ¢ <y ; vor. Insbesondere

- am CT-Punkt finden wir

(2.2.52))

R(St) R(Sl)

20 21
( +y e ta? vasL+d) < o .
R(st) R(st) CT 8 R

00 00

Die stationére Rollenlosung verzweigt am CT-Punkt unterkritisch und ist damit
instabil. Positive Werte der Nicht-Boussinesq-Zahl y bewirken nach Gl. (2.2.52)
und (2.2.44), daB die Amplitude ¢ der Konvektionslosung im unterkritischen
Rayleigh-Zahlen-Bereich mit R<R " im Vergleich zum Fall y=0 langsamer zu-
nehmen, sieche auch Abbildung 2.6. Dieses Ergebnis 148t sich physikalisch mit

dem konvektionshemmenden Effekt fiir y >0 erkléaren.

Die Verzweigungsrichtung und die Stabilitdt der Wanderwellenlésung bleibt in
der betrachteten Ordnung unbestimmt, da nach Gl. (2.2.49) die Entwicklungs-
koeffizienten fur die Rayleigh-Zahl verschwinden. Diese Losung ist dadurch nur
lokal fir R=R '® definiert, vergleiche Abbildung 2.6. Unsere Stérungsentwick-
lung liefert fir die Oszillationsfrequenz der Wanderwelle nach Gl. (2.2.10) die Be-

ziehung
2 (2.2.53)
(ITWY™ _ 2, 2 (TW) (TW) (TW)
) =0 te 2u)00w20 +y (Zwoomzl +2u)01w20 )} .
Aufgrund von
(TW) (2.2.54)
2“)00(‘)20 <0,
R (08)
(TW) (rwy _ 9 2 01 2, 2
2w 0q, +2w01m20 -3 AR( R > (L +w00) <0,
00

nimmt die Oszillationsfrequenz und damit die Wandergeschwindigkeit der Welle
mit zunehmender Amplitude ab. Positive y-Werte bewirken eine schnellere Ab-
nahme. Bei einem bestimmten Amplitudenwert gilt dann ©™?2 = 0 und die Wel-
le kommt zum Stillstand.

Dieses Verhalten wollen wir in der Umgebung des CT-Punktes nadher analysieren.

Hierzu fuhren wir in die vorliegenden Ergebnisse den Ansatz

\y:lpc,l,——AqJ, mit Ay <1 (2.2.55)
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ein, Es 148t sich leicht zeigen, dafl das Wanderwellenmuster genau dann zum Ste-
hen kommt, wenn sein Losungsast auf den der rickwéirts verzweigenden, instabi-
len stationdren Rollenlésung trifft, Die Wanderwellenlosung endet in diesem
Punkt, Der entsprechende kritische Amplitudenwert lautet

2,2 2.2.56)
, 8 (+L+LY (

= (1+y)Ay.
2 1+L
qay,

sv

Im Rahmen unserer Stérungsentwicklung ist die Gultigkeit dieser Beziehung auf
den Parameterbereich Ay =0e?) beschrinkt. In der Verzweigungstheorie wird
ein solcher Punkt, indem eine lokal stabile und eine instabile stationare Losung
koexistieren, als ein globaler stationdrer Verzweigungspunkt bezeichnet, siehe
beispielsweise Deane et al. (1987). In Abbildung 2.6 ist diese Wechselwirkung der
Lésungen qualitativ fiilr y=0 (---) und y >0 (—) in einem Verzweigungsdiagramm
dargestellt. Wegen der Symmetrie der Verzweigungsgleichung (2.2.44) ist es aus-
reichend, das Amplitudenquadrat £? der Losungen zu betrachten. Die Losungséaste
gehen dann in der betrachteten Ordnung in Geraden tber.

N\ 7
Re (0s) ™ Re(st) 7

Abb. 2.6: Verzweigungsdiagramm der stationidren Rollenlosung (SS) und der
Wanderwellenlésung (TW) in der Umgebung des CT-Punktes fiir y=0
(---)und y>0(-).

Man erkennt, daf3 fur positive Nicht-Boussinesq-Zahlen y der globale stationére
Verzweigungspunkt nach Gl. (2.2.56) zu gréBleren Amplituden hin verschoben
wird. Es ergibt sich dadurch eine Ausweitung des Amplitudenbereichs, in dem ei-
ne Wanderwellenlosung existiert. Des weiteren nimmt fir y>0 der Betrag der
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Steigung des Losungsastes des stationidren Rollenmusters ab. Damit ist eine Ver-
groflerung des unterkritischen Rayleigh-Zahlen-Bereichs der Rollenlésung ver-
bunden. Diese Resultate sind im wesentlichen auf die stabilisierende Wirkung des
Nicht-Boussinesq-Effekts fiir y >0 zurtickzufiihren, In der linearen Theorie erhal-
ten wir im Vergleich zum Fall y=0 eine Erhéhung der kritischen Hopf-Frequenz
und hohere’ kritische Rayleigh-Zahlen. Die kritische stationire Rayleigh-Zahl
R Y erfahrt jedoch gegeniiber der kritischen oszillatorischen Rayleigh-Zahl R, ©
eine groBere Anderung, siehe auch Abbildung 2.6. In der Umgebung des CT-
Punktes nach Ansatz (2.2.53) gilt die Beziehung

(st) (0s) 2.9
R —-R™  (+L+L?

= 1+y@+L+LY + &)} Ay, (2.2.57)
Rz atD) ¥( )+ Q)| Aw

Im oszillatorischen Verzweigungspunkt R ® entspringt neben der Wanderwel-
lenlésung auch der Losungsast der stehenden Wellen. Knobloch (1986) untersucht
die Stabilitdt dieser beiden zeitlich periodischen Lésungen. Er zeigt allgemein,
daf von den Losungen diejenige stabil ist, deren Amplitude fiir R>R ©® schneller
anwachst, vorausgesetzt beide Losungséste verzweigen vorwarts., Verzweigt einer
der Aste unterkritisch, so sind beide Lésungen instabil, siehe Abbildung 2.7.

Abb. 2.7 Verzweigungsdiagramm der Wanderwellenléosung (TW) und der
stehenden Wellenlésung (SW),a) stabile TW, instabile SW, b) instabile
TW, instabile SW,

Diese Aussagen zur Wechselwirkung der zeitlich periodischen Losungen kénnen
direkt auf unser Problem angewendet werden. Aufgrund der Symmetrie der zwei-
dimensionalen Losungen ist das Verzweigungs- und Stabilitatsverhalten auch auf
den Nicht-Boussinesq-Fall mit y=0 iibertragbar. Nach Gl. (2.2.50) gilt R, SV >0,
so daf} der Losungsast der stehenden Wellen iiberkritisch verzweigt und unabhén-
gig von der noch unbestimmten Verzweigungsrichtung der Wanderwellenlésung
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instabil ist, Abbildung 2.7a zeigt das Verzweigungsdiagramm der zeitlich periodi-
schen Losungen fir vorwarts verzweigende Wanderwellen. In Abbildung 2.7b ist
der Fall unterkritisch verzweigender Wanderwellen skizziert. Stehende Wellen
sind in beiden Fallen instabil.

Im folgenden wollen wir unsere Stérungsentwicklung im Stérparameter & weiter
vorantreiben. Es gelingt uns dadurch, die Verzweigungsrichtung und die Stabili-
tat der Wanderwellenlésung zu bestimmen und stabile Existenzbereiche der sta-
tionaren Rollenlésung anzugeben. Hierzu missen die Entwicklungskoeffizienten
R,,\™ und w,,"™ sowie der Koeffizient R, *V berechnet werden. Diese analyti-
schen Rechnungen sind bisher in der Literatur noch nicht durchgefiithrt worden.
Die Storungsentwicklung fiir die stehende Wellenlosung wollen wir an dieser
Stelle nicht weiterverfolgen, da diese Losung nach unseren Uberlegungen instabil
ist.

In der Ordnung (£?, y°) werden keine Sakularterme generiert. Die Symmetrie des
zweidimensionalen Problems bedingt

R<3£W) - R;’(I)‘W) =0, = 0. (2.2.58)

Die allgemein gultige Auswertung der Losbarkeitsbedingungen in der Ordnung
(€5, y°) gestaltet sich sehr langwierig und erfordert einen groflen Rechenaufwand
(vgl. Kapitel 5.2.2 im Anhang). In unmittelbarer Umgebung des CT-Punktes ge-
maf Gl. (2.2.55) und fiir kleine Lewis-Zahlen L gelingt jedoch eine Abschéitzung
der GroBenordnung der mafBgebenden Ausdricke. Diese Niherungen sind fur
qualitative Betrachtungen vollkommen ausreichend.

Fir das stationare Rollenmuster erhalten wir

3
= En“A;L A+ ®L) + Fay). (2.2.59)
CcT

Am trikritischen Punkt laut Gl. (2.2.51) kommt das exakte Resultat

R(sl)
40 _ _3_H4A4L_2 (2.2.60)
R((:)U tri 40 R .

Fir die Wanderwellenlésung ergibt sich
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R(TW)
4 - 2 Mt ew) + & By
RO lgr 3847 °R v
P (2.2.61)
2 \2
1+ )
20 1M = ——1—n4A4-(—-—-§-— 1 +E&(Ay)).
00 | ., 6a OR )

Die Verzweigungsgleichung der stationiren Rollenlésung lautet in der Umge-
bung des CT-Punktes unter Einbeziehung der Resultate nach Gl. (2.2.52) und
(2.2.59) nun

(st) (81) (st) (s0) (1) : (2.2.62)
s s pls 8 § =
2 1 Ryy + ¥Ry, e (Rzo +yRy >2 R-E, }2
L L L (=2 = _ .
2 (st) 4 (st) .
Ry C1 Ry cT Rx(,)n
CT

In Abbildung 2.8 ist das Verzweigungsverhalten der Losung qualitativ fiir y=0
(---)und y >0 (—) in der £2-R-Ebene dargestellt.

Abb. 2.8: Verzweigungsdiagramm der stationéren Rollenlésung fiir y=0 (---) und
y >0 (—). Schraffierte Losungséste sind instabil.

Aufgrund von R, >0 kehrt der bei R=R " zunéchst rickwarts verzweigen-
de, instabile Losungsast bei der Amplitude 2 ;, und der unterkritischen Rayleigh-
Zahl R, <R ¥ seine Verzweigungsrichtung um. Der vorwirts gerichtete, obere
Teil des Losungsastes ist nach den Stabilitdtsaussagen zur Verzweigungstheorie
von Joseph (1976) stabil gegeniiber infinitesimalen Storungen. Die Amplitude der
Losung nimmt dann mit wachsendem Kontrollparameter R zu. Fir den Umkehr-
punkt erhalten wir in fiihrender Ordnung
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2 R _ e(b‘t)
: 5 L uP 5
SfJP = — a+vyy =======-=-a)c—- = — — L(1+4y). (2.2.63)
3 Ay R‘OB’ 24

Ein positiver Wert der Nicht-Boussinesq-Zahl y bewirkt gegeniiber dem Fall y=0,
daBl der Umkehrpunkt grolere Amplitudenwerte annimmt, Durch die Stabilisie-
rung des Ruhezustands fiir y>0 wird des weiteren der unterkritische Rayleigh-
Zahlen-Bereich R.(st) -Ryp der stationdren Rollenlésung nach Gl. (2.2.63) deutlich
vergroflert, siehe auch Abbildung 2.8.

Die Wanderwellenlésung verzweigt in der Nihe des CT-Punktes iiberkritisch, da
laut Gl. (2.2.60) der Entwicklungskoeffizient R,

rungsentwicklung liefert die Verzweigungsgleichung

W) | ., positiv ist. Unsere Sto-

1
R-R* 3
2= (__.___ , (2.2.64)
(T'W)
R4()

cr

und es gilt das Verzweigungsdiagramm nach Abbildung 2.7a. Die Beziehung fir
die Oszillationsfrequenz der Wanderwelle bleibt gegentiber der Gleichung (2.2.53)
ungeédndert. Wir finden mit Gl. (2.2.49)

(TW)
2(1)00(040

2
(TW)

= [ , 2.2.65
cr <m2° c'z'> ( )
so daB sich die beiden Beitrige zur Oszillationsfrequenz in der Ordnung (¢®, y°)
kompensieren. Dadurch ergibt sich keine Anderung fiir den Amplitudenwert des
globalen stationidren Verzweigungspunktes nach Gl. (2.2.54). Der stabile Lo-
sungsast der Wanderwellenlésung endet auf dem unteren, instabilen Ast der sta-

tionaren Losung,

Die Wechselwirkungen einer stationéiren Rollenlosung und einer stehenden Wel-
lenlésung untersuchen Knobloch, Proctor (1981) fiir die thermohaline Konvektion
in bindren Flussigkeiten mit Boussinesqschen Eigenschaften. Sie finden mit Hilfe
numerischer Methoden, dafl der Losungsast der stehenden Welle mit einer log-
arithmischen Singularitit in der Periodendauer auf dem stationdren Losungsast
endet. Knobloch (1986) weist die Gultigkeit der Aussage fir die Sorét-getriebene
Konvektion bei permeablen Konzentrationsrandbedingungen nach. Wir greifen
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auf diese Ergebnisse zurick, da unsere analytische Storungsentwicklung in Po-
tenzreihen ein solches Losungsverhalten nicht widerspiegeln kann. Der instabil
verzweigende Losungsast des stehenden Wellenmusters endet auf dem unteren,
ebenfalls instabilen Ast der stationdren Losung. Wir nehmen dabei an, dafl auf-
grund der Symmetrie der zweidimensionalen Losungen dieser Sachverhalt auch
fir schwach nicht-Boussinesgsche Flissigkeitsmischungen zutreffend ist.

2.24.4 Verzweigungsdiagramm und Stabilitit der Rollenlésungen

Die im letzten Kapitel abgeleiteten Teilverzweigungsdiagramme konnen zu dem
in Abbildung 2.9 dargestellten Verzweigungsdiagramm der zweidimensionalen
Konvektionslosungen kombiniert werden. Es zeigt qualitativ fir einen festen
Wert der Nicht-Boussinesq-Zahl y das Verzweigungsverhalten der stationaren
Rollenlésung sowie der wandernden und stehenden Wellenlosung in der unmittel-
baren Umgebung des CT-Punktes, dargestellt in der R-e2-Ebene. Instabile Lo-
sungsiste sind schraffiert eingezeichnet. Ein dhnlich detailliertes Verzweigungs-
schaubild ist in der Literatur bisher nur im Rahmen numerischer Untersuchun-
gen zur thermohalinen Konvektion in bindren Flissigkeitsmischungen mit
Boussinesqschen Eigenschaften von Deane et al. (1987) und Knobloch, Moore

(1990) angegeben worden,

Wir finden folgende Parameterbereiche mit stabilen Lésungen: Im Rayleigh-

Zahlen-Bereich R<R,, existiert nur die stabile Ruhelosung. Fur

up ©

(os) : (os) -
RUP <R<Rc , mit R ——RUP LQO+4p)+&QAy), (2.2.66)

sind die Ruhelésung und der obere Ast der stationare Rollenlosung stabil gegen-
tber infinitesimalen Storungen, In dem kleinen Kontrollparametergebiet

; T , ! ; 2, - 3
R <R<RUW, mit RYV-R ~ ag® L7200 +29)+ Hawd), (2.2.67)
koexistieren die stabile Wanderwellenlésung und die stabile stationdre Losung.
Fir R>R,, ™ ist lediglich die stationare Losung stabil. Der Losungsast der ste-

henden Welle ist dagegen im gesamten Parametergebiet instabil.

Aus Abbildung 2.9 ist zu entnehmen, dafl der Losungsast der Wanderwelle fir
R>R _“® nur bei quasistationarer Erhohung des Kontrollparameters Rayleigh-
Zahl aus dem Ruhezustand zu erreichen ist. Dieser Losungsast endet bei
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c2 A

(s1)
RC(OS) RSV'(TW’ R¢

Abb.2.9: Verzweigungsdiagramm der Rollenlésungen:
WL = Wirmeleitzustand, Ruhelésung SS = stationére Losung,
TW = wandernde Wellenlésung, SW = stehende Wellenlésung,
Instabile Losungsaste sind schraffiert.

R=Rg,"™ auf dem unteren, instabilen Ast der stationaren Losung. In einem Ex-
periment findet dort ein Sprung auf den oberen, stabilen stationiren Lésungsast
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statt. Wird die Rayleigh-Zahl nun wieder in kleinen Schritten abgesenkt, so er-
folgt bei R=Ryp der Riicksprung vom stationiren Losungsast direkt in die Ruhe-
lésung, da der Existenzbereich der Wanderwellenlésung komplett vom unterkriti-
schen Bereich des stationdren Astes tiberdeckt wird. Das Auftreten der verschie-
denen stabilen Losungen ist demnach von einem starken Hystereseverhalten ge-
pragt. In Abbildung 2.9 sind die bei entsprechender Variation der Rayleigh-Zahl
durchfahrenen Wege mit Pfeilen gekennzeichnet.

Ein wichtiges Ergebnis unserer Untersuchungen ist, dafl die Nicht-Boussinesq-
Zahly die in Abbildung 2.9 dargestellte Verzweigungstopologie der zweidimensio-
nalen Losungen qualitativ nicht beeinflufit. Eine Erhohung des y-Wertes bewirkt
im wesentlichen eine Verschiebung des Verzweigungsschaubilds 2.9 hin zu grofe-
ren Rayleigh-Zahlen aufgrund der stabilisierenden Wirkung des Nicht-
Boussinesq-Effekts auf den Ruhezustand. Diese Verschiebungen sind bereits in
den Abbildungen 2.6 und 2.8 dargestellt. Die oben erlauterten stabilen Existenz-
bereiche der verschiedenen Losungen sind damit im starken Mafe von der Kenn-
zahl y abhéngig, siehe auch die Abbildung 2.6 und 2.8. Fir positive y-Werte ergibt
sich nach Gl. (2.2.66) eine deutliche Ausweitung des unterkritischen Rayleigh-
Zahlen-Bereichs der stationdren Losung. Damit verbunden ist eine Vergroflerung
des Parametergebiets, in dem Storungen endlicher Amplitude das sprunghafte
Kinsetzen stationdrer Konvektion bewirken, bevor die oszillatorische Stabilitats-
grenze des Ruhezustands erreicht ist. Ein experimenteller Nachweis der stabilen
Wanderwellenlosung wird dadurch merklich erschwert. Des weiteren ist fiir y>0
nach Gl. (2.2.67) eine Ausweitung des Existenzbereichs der Wanderwellenlosung
festzustellen, Dieser Bereich ist in der Umgebung des CT-Punktes jedoch duBerst

klein und in einem entsprechenden Experiment schwer auflosbar.,

Das Experiment von Zimmermann (1990) ist bei einer stark negativen Separati-
onszahl der Grofle ¢y = —0,4 durchgefithrt worden, bei der die stationare und oszil-
latorische Stabilitdtsgrenze bei deutlich verschiedenen kritischen Rayleigh-
Zahlen liegen. Mit unserem analytischen Verfahren kénnen die Wechselwirkung
der stationidren Losung und der Wanderwellenlésung dagegen nur in der Umge-
bung des CT-Punktes mit y .=~ —10-4 beschrieben werden, da in diesern Kenn-
zahlenbereich die Amplituden der beiden Losungen, wie von unserer Storungsent-
wicklung gefordert, klein bleiben. Es ist jedoch aus unseren bisherigen Uberle-
gungen zu schlieflen, daBl der nicht-Boussinesqsche Effekt in Form einer nichtli-
nearen Zustandsgleichung das von Zimmermann beobachtete Verschwinden der

zweldimensionalen Wanderwellenlosung bei einer Absenkung des mittleren Tem-
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Ll

peraturniveaus der Schicht nicht bewirken kann, Mit zunehmenden y-Werten fin-
den wir eine VergroBlerung des stabilen Existensbereichs dieser Losung.

Zur Erklarung der Zimmermannschen Beobachtungen missen deshalb auch an-
dere Nicht-Boussinesq-Effekte wie beispielsweise die von Kolodner et al. (1988)
gemessene Konzentrations- und Temperaturabhangigkeit des Sorét-Koeffizienten
So in Erwagung gezogen werden. Hieraus resultiert ein uber die Schichthéhe
nicht konstanter Kontrollparameter y, wodurch das Verzweigungsverhalten der
Losungen entscheidend beeinflufit werden kann, Diese Betrachtungen sind jedoch
nicht Gegenstand unserer Untersuchungen.

2.2.4.5 Nichtlineare, dreidimensionale Konvektion

Es wird nun das Verzweigungsverhalten von dreidimensionalen Konvektionsls-
sungen mit hexagonaler Symmetrie unter dem Einflufl des Nicht-Boussinesq-
Effekts y untersucht. Im Kapitel (2.2.4.1) haben wir die hier betrachteten Stro-
mungsmuster definiert. Die erforderliche Bestimmung der Entwicklungskoeffi-
zienten fiir die Rayleigh-Zahl und Oszillationsfrequenz ist in der Literatur auch
fur den Boussinesqschen Fall mit y =0 bisher nicht durchgefiihrt worden.

Die Auswertung der Losbarkeitsbedingung des Randwert-Problems der Ordnung
(e2,y0) ergibt, daB samtliche Entwicklungskoeffizienten verschwinden. Aufgrund
der Symmetrie der Gleichungen beziiglich der halben Schichthohe erhalten wir
fur die untersuchten Stromungsmuster

R . =w,,6 =0. (2.2.68)

10 10
Die fiir die weiteren Rechnungen benotigten Partikularlosungen der Ordnung
(£2,y") konnen als Produkte von zwei Summen mit je drei um 60° gegeneinander
gedrehten Wellenvektoren dargestellt werden. Diese Losungen sind im Anhang
unter Kapitel 5.2.2 enthalten. Sie sind komplizierte Funktionen des Skalarpro-
dukts m, von je zwei Wellenvektoren der Einzelsummen nach Gl. (2.2.38).

In der Ordnung (£2,y%) fiihrt die Elimination der Sidlukarterme nach Gl. (2.2.43)
auf die folgenden Ergebnisse fur die gesuchten Entwicklungskoeffizienten:

Fir das stationidre Hexagon ergibt sich fiir eine beliebige Separationszahl g
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(st,H) lnzAz
Eqp 4 " H 9 . 34 wi 8
on ; 3{l+y (A +L7 +L™°+L I
RS 14yl +L7h 3514+gya+L7YH
(2.2.69)
302 IR 126  wlL 2
t oo e+ LT+ LT e |
259 551+ +L7Y
Speziell am CT-Punkt ¢ =y, gilt
20
= —— — 2A2 L7 @y, (2.2.70)
R:;)“ or 4 35 H

Fir das wandernde Hexagon erhalten wir in der Umgebung des CT-Punktes

R(TW,H) :
20 1 106 ~
= — — A2 L7 1 @Ay,
Rlos) or 4 1225 H
o

2.2.71)
- 1 11257 .
aw,iy L 2,2 5 -1
200 Wy = ~71 950 " Ay L +&(Ay).
Fur das ortsfest oszillierende Hexagon kommt
Ry 1 4736
20 '
= - IIZAZ +& Ay,
RO ler 4 1226 (2.2.72)

1 24067
sw,m L 2,2
2(000&)20 =1 im0 Ay +&Ay).

In dem Randwert-Problem der Ordnung (2 y!) ist die Symmetrie der Gleichungen
beziiglich der halben Schichthéhe aufgrund des Nicht-Boussinesq-Effekts y gebro-
chen. Fur das stationare Hexagonmuster ergibt sich deshalb in dieser Ordnung
ein nichttrivaler Entwicklungskoeffizient fiir die Rayleigh-Zahl. Nur Produkte
von zwei stationdren ¢'-Losungen mit hexagonaler Symmetrie kénnen Sikular-
terme erzeugen, die wieder von gleicher horizontaler Struktur sind. Fir die zeit-
lich periodischen Hexagonmuster erhilt man dagegen in dieser Ordnung keine
Beitrage zur Rayleigh-Zahl und Oszillationsfrequenz. Zwei Wellenpakete mit
gleicher Frequenz konnen durch nichtlineare Wechselwirkungen keine Moden ge-
nerieren, die wieder von gleicher zeitlicher Struktur sind. Die aus Hopf-
Verzweigungen entspringenden Losungen zeigen deshalb immer ein symmetri-
sches Verhalten, vergleiche auch Guckenheimer, Holmes (1983). Im einzelnen er-
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halten wir fiir die Entwicklungskoeffizienten in der betrachteten Ordnung folgen-

de Ergebnisse:
RstH) 1+q1(1+L_l+iL_2)
n_o_ 4, 25 (2.2.73))
R0 2ln H iy pa+LhHP
Am CT-Punkt gilt dann
R(si,H)
= = DA A+LHLA+ OBy | (2.2.74))

(st) 5
R cTr n
00

Fir wandernde und ortsfest oszillierende Hexagon kommt aufgrund von Symme-
trietiberlegungen

(TW,H) _ (SW,H) _ (2.2.75)
11 =9 =0.

(TW,H) _ p(SW,H) _
Ry =Ry, -
Fir das stationdre Hexagon liefert unsere Storungsentwicklung eine unsymme-
trische Verzweigungsgleichung, die der in Gl. (2.2.45) abgeleiteten Beziehung
entspricht. Das Verzweigungsverhalten der stationidren Hexagonlésung in der
Néahe des CT-Punktes ist fiir den Fall y=0 in Abbildung 2.10a und fiir den nicht-

Boussinesqschen Fall mit y>0 in Abbildung 2.10b qualitativ dargestellt.
e

(H)
e

(st)

a) (H)

Abb. 2.10: Verzweigungsdiagramm der stationaren Hexagonlosung fiir
a)y=0und b)y>0.
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Fir y=0 verzweigt der Losungsast der stationdren Hexagons unterkritisch auf-
grund von R, ®" 1|, < 0 und ist damit instabil. Diese symmetrische Ruckwarts-
verzweigung ,entfaltet” sich fiir y>0 in eine Verzweigung nach zwei Seiten ge-
méfl Abbildung 2.10b. Diese in der Dissertation von Brand (1981) angedeutete
Verzweigungsentfaltung in bindren Flissigkeitsmischungen unter der Wirkung
von Nicht-Boussinesq-Effekten wird durch unsere Rechnungen nachgewiesen. Da
das Vorzeichnen des Entwicklungskoeffizienten R "™ |, laut Gl. (2.2.74) vom
Vorzeichen der Amplitude A, festgelegt wird, ist zwischen dem Verzweigungsver-
halten von g-Hexagons mit A, <0 und R ,*" >0 sowie €-Hexagons mit A ;>0
und R %™ <0 zu unterscheiden. Fir g-Hexagons mit mittigem Abstrom ver-
zweigt der obere Losungsast iberkritisch, wahrend er fur £-Hexagons mit mitti-
gem Aufstrom unterkritisch verzweigt. Der Amplitudenwert des Umkehrpunktes
eyp' nach Gl. (2.2.46) lautet

168
(DY _ 2 '
£0p = = Tage ¥ LO+L+LYA,, . (2.2.76)

Bei den zeitlich periodischen dreidimensionalen Stromungsmustern entfallt das
Unterscheidungsmerkmal von Auf- und Abstrom in der Mitte. Die Nicht-
Boussinesq-Zahl y hat dadurch keinen Einflufl auf das in Abbildung 2.11 darge-
stellten Verzweigungsverhalten der wandernden und ortsfest oszillierenden

Hexagonlosung. Die beiden Losungséaste entspringen im Hopf-Punkt

TW-H

Abb. 2.11: Verzweigungsverhalten der zeitlich periodischen Hexagonlésungen
TW-H: wanderndes Hexagon, SW-H: ortsfest oszillierendes Hexagon,
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bei R=R ¥ in einer Vorwartsverzweigung, da nach Gl. (2.2.71) und Gl. (2.2.72)
die Entwicklungskoeffizienten R,,™ " und R, 8%: ! in der Umgebung des CT-
Punktes positiv sind. Die Amplitude des wandernden Hexagons wichst dabei fiir
R>R [ schneller an, siehe Abb. 2.11. Analog zu den Schliissen von Knobloch
(1986) zur Stabilitdt der zweidimensionalen zeitlich periodischen Lésungen gehen
wir davon aus, dafl der Losungsast des ortsfest oszillierenden Hexagons instabil
ist. Die Gultigkeit dieser Verallgemeinerung der Stabilitdtsaussage von Knobloch
auf drei Dimensionen ist jedoch in der Literatur noch nicht nachgewiesen worden.
In Abbildung 2.11 ist der instabile Ast schraffiert eingezeichnet.

Die Oszillationsfrequenz der zeitlich periodischen Hexagons nimmt nach Gl.
(2.2.71) und Gl. (2.2.72) mit wachsender Amplitude ab, so dafl bei bestimmten Am-
plitudenwerten die Oszillationen verschwinden, Die Losungséiste enden in diesen
Punkten. Fur das wandernde Hexagon erhalten wir fur y=0 beispielsweise den
Endpunkt

c‘TW’H)z 1226 2 Q1 +L+L%? .
Ep 2963 242  1+L
H

Ay . (2.2.77))

Es kann leicht gezeigt werden, dafl im Boussinesqgschen Fall mit y=0 der Lo-
sungsast des wandernden Hexagons mit verschwindender Frequenz auf dem Lg-
sungsast des nach Abbildung 2.10a unterkritisch verzweigenden Losungsastes
des stationdren Hexagons endet. Unter dem Einflufl des Nicht-Boussinesq-Effekts
y wird diese Wechselwirkung der Lésungen jedoch zerstort, da der Losungsast des
wandernden Hexagons seine symmetrische Verzweigungsstruktur behélt, wéh-
rend sich die Verzweigung der stationdren Hexagonloésung nach Abbildung 2.10b
entfaltet. Uber die Wechselwirkungen des ortsfest oszillierenden Hexagons und
des stationdren Hexagons kénnen wir in der betrachteten Ordnung unserer Sto-
rungsentwicklung keine Aussagen machen. Auf eine weitere Betrachtung des in-
stabilen, ortsfest oszillierenden Hexagons wollen wir deshalb im folgenden ver-

zichten.
2.2.4.6 Verzweigungsdiagramm und Stabilitdt der Hexagonlésungen

AbschlieBend wollen wir die im Kapitel (2.2.4.5) abgeleiteten Ergebnisse kombi-
nieren. Abbildung 2.12 zeigt das Verzweigungsdiagramm der Hexagonlésungen
in der Umgebung des CT-Punktes. In Abbildung 2.12a ist der Boussinesgsche Fall
mit y=0 und in Abbildung 2.12b der nicht-Boussinesqsche Fall mit y>0 qualita-
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tiv in der R-e-Ebene dargestellt. Zur besseren Ubersicht ist nur der positiv Am-
plitudenbereich mit £¢>0 eingezeichnet. Die aufgrund ihrer rickwirtigen Ver-
zweigungsrichtung instabilen Losungséiste sind schraffiert. Die nach vorne ge-
richteten Bereiche der Losungséste sind stabil gegeniiber der Klasse der dreidi-
mensionalen Storungen.

€A

(TW,H)

EP

Abb. 2.12: Verzweigungsdiagramm der Hexagonlésungen fiir a) y=0 und b) y>0.
WL : Warmeleitzustand, Ruhelésung, SS-H: stationire Hexagonlésung
SS-g-H: stationare g-Hexagonlosung, SS-€-H: stationire €-Hexagon-
losung, TW-H: wandernde Hexagonlésung.

Fir y=0 endet nach Abbildung 2.12a der Losungsast des wandernden Hexagon
auf dem der stationdren Losung. Durch die "Entfaltung” der symmetrischen Ver-
zweigung der stationdren Hexagonlésung fiir den nicht-Boussinesqgschen Fall mit
y>0 endet der Losungsast des wandernden Hexagon nun in einem isolierten
Punkt in der Parameterebene, sieche Abbildung 2.12b. Eine derartige Verzwei-
gungstopologie ist bisher in der Literatur nicht beschrieben worden.

Es gilt nun noch, die Stabilitidt der Hexagonlésungen gegeniiber der Klasse der
zweidimensionalen Storungen zu diskutieren. Gruppentheoretische Untersuchun-
gen von Roberts et al. (1986) zur Hopf-Verzweigung mit hexagonaler Symmetrie
zeigen, daf} falls die zweidimensionale Wanderwellenlésung eine stabile Stro-
mungsform ist, alle anderen zeitlich periodischen Muster instabil sind. In unse-
rem Fall spricht fur die Stabilitdt der zweidimensionalen Wanderwellenlésung,
daB ihre Amplitude von den im Hopf-Punkt R “* entspringenden Losungen fiir
R>R 5 am schnellsten anwichst, siehe auch die Abbildungen 2.9 und 2.11. Die
zweidimensionale Wanderwellenlosung stellt damit den effektivsten Warmetran-
sportmechanismus bei oszillatorischem Konvektionsbeginn dar. Die Stabilitat des
Musters mit dem optimalen Warmetransport wurde von Golubitsky et al. (1984)
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fir symmetrische, stationire Losungen hergeleitet. Die Verallgemeinerung die-
ser Aussage fir symmetrische, zeitlich periodische Losungen ist jedoch bisher
nicht durchgefiithrt worden. Die Experimente von Zimmermann (1990) legen aber
ebenfalls den Schlufl nahe, dal die wandernde Hexagonlésung instabil ist, da die-
se Losung im Gegensatz zur zweidimensionalen Wanderwellenlosung nicht zu be-
obachten ist.

Der nach vorwirts gerichtete, an sich stabile Teil der stationaren g-Hexagon-
losung liegt isoliert in einem kleinen Rayleigh-Zahlen-Bereich, vergleiche Abbil-
dung 2.12b. Er besitzt keine Verbindung mit einer anderen stabilen Losung und
ist deshalb in einem Experiment nur sehr schwer nachzuweisen. Naturgemaf
wird der Losungsast der stationdren Hexagons bei grolen Amplituden einen wei-
teren Umkehrpunkt besitzen. Fir den Nachweis mii3te analog der Rollenlésung
der Entwicklungskoeffizient R, fiir die Rayleigh-Zahl berechnet werden. Der
analytische Nachweis scheitert jedoch an dem zu groflen Rechenaufwand. Wir
kénnen in der betrachteten Ordnung unserer Storungsentwicklung deshalb keine
eindeutig stabilen Existenzbereiche der stationaren Hexagonlosung angeben. Die
Wechselwirkungen von stationdren Rollen- und Hexagonlésungen bei groflen Am-
plituden sind mit unserer analytischen Vorgehensweise nicht zu erfassen. Das
von Zimmermann beobachtete Auftreten von stationdren Hexagons in binédren
Flissigkeitsmischungen unter der Wirkung von Nicht-Boussinesq-Effekten ent-

zieht sich unserer theoretischen Betrachtung.
2.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Mit einer Storungsrechnung wird die Wirkung eines nicht-Boussinesgschen Flis-
sigkeitsverhaltens in Form einer nichtlinearen Dichte-Temperatur-Beziehung
auf die Konvektion binarer Flissigkeitsmischungen in porosen Medien unter-
sucht. Als Entwicklungsparameter werden die Amplitude € der Stromung und die
Nicht-Boussinesq-Zahl y verwendet. Eine weitere Eigenschaft der Mischung ist
ihr negativer Sorét-Effekt. Der von auBlen angelegte, destabiliserende Tempera-
turgradient induziert dabei einen Konzentrationsgradienten, der den Ruhezu-
stand in der Schicht stabilisiert. Ein Ma8 fir die Starke dieses Effekts ist die Se-
parationszahl y. Fur hinreichend negative y-Werte ist eine oszillatorische Kon-
vektionsinstabilitat moglich.

Die Resultate der linearen Theorie zeigen, dal der Nicht-Boussinesq-Effekt in
realen Flissigkeiten mit y >0 zu einer Stabilisierung des Ruhezustandes beitragt.
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Die Stabilitatsgrenzen fir den Finsatz von stationdrer und oszillatorischer Kon-
vektion verschieben sich zu hoheren kritischen Rayleigh-Zahlen hin. Dies ist phy-
sikalisch dadurch bedingt, dafl aufgrund des nicht-Boussinesq-Effekts der destabi-
lisierende Dichtegradient iber die Schichthohe vermindert wird. Positive y-Werte
unterstiitzen folglich die Wirkung des negativen Sorét-Effekts. Deshalb vergro-
Bert sich durch den Nicht-Boussinesq-Effekt der Parameterbereich, fiir den ein
Ubergang zu zeitlich-periodischer Konvektion stattfinden kann. Der Kodimen-
sion-Zwei-Verzweigungspunkt, in dem die stationdre und oszillatorische Instabili-
tat die gleiche kritische Rayleigh-Zahl besitzen, verschiebt sich fir y>0 zu be-
tragsmaBig kleineren, negativen Separationszahlen, Diese Untersuchungen sind
bisher in der Literatur nicht enthalten. Werden die Grenzfille y =0 oder ¢y =0 be-
trachtet, so stehen unsere Ergebnisse in Einklang mit bereits bekannten Resulta-
ten von Brand, Steinberg (1983a, b) oder Busse (1967).

In der Umgebung des Kodimension-Zwei-Verzweigungspunktes wird das Ver-
zweigungsverhalten der an den Stabilitdtsgrenzen angefachten zwei- und dreidi-
mensionalen stationdren und oszillatorischen nichtlinearen Konvektionslosun-
gen bestimmt. Diese analytischen Rechnungen sind nach unserer Kenntnis der
Literatur auch fiir den Boussinesqschen Fall mit y=0 bisher nicht durchgefiihrt

worden.

Fir den Fall zweidimensionaler Konvektion wird nachgewiesen, daB oszillatori-
sche Stromung in Form von wandernden Wellen einsetzt. Es zeigt sich, dafl unter
der Wirkung des Nicht-Boussinesq-Effekts der Existenzbereich der Wanderwel-
lenlosung vergroBert wird. Dieses wichtige Ergebnis ist neu. Zimmermann (1990)
beobachtet in seinen Experimenten, dafl bei einer Absenkung der mittleren Tem-
peratur der Schicht die zweidimensionale Wanderwellenlosung verschwindet. Er
fihrt dies auf eine nichtlineare Dichteverteilung iber die Schichthdhe zurick.
Aus unseren Rechnungen ist dagegen zu schlieBen, dafl diese Vermutung nicht zu-
treffend ist, da durch diesen Nicht-Boussinesq-Effekt eine stabile Wanderwellen-
losung in einem grofBeren Rayleigh-Zahlen- und Amplitudenbereich auftreten
kann. Des weiteren wird gezeigt, daB} positive y-Werte zu einer deutlichen Aus-
weitung des unterkritischen Bereichs der stationidren Losung fithren. Eine quali-
tative Anderung der Verzweigungstopologie der zweidimensionalen Lésungen
wird durch den Nicht-Boussinesq-Effekt jedoch nicht bewirkt. Die fir den Fall
y >0 gefundenen Resultate entsprechen physikalisch der konvektionshemmenden
Wirkung des Nicht-Boussinesq-Effekts.
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Die Untersuchung der Wechselwirkungen zwischen den zweidimensinalen Losun-
gen ergibt, dafl die Wanderwellenlosung auf dem unterkritischen Teil des statio-
nédren Losungsastes endet. Dort findet ein sprunghafter Ubergang zu stationérer
Konvektion statt. Die Ubergénge des Ruhezustands in den Wanderwellenzustand
und des Wanderwellenzustands in den Zustand stationdrer Konvektion sind mit
einer Hysterese verbunden. Durch den Nicht-Boussinesq-Effekt werden diese Hy-
stereseerscheinungen noch stiarker ausgepragt. Ein vergleichbares Verzwei-
gungsverhalten ist bisher nur im Rahmen numerischer Untersuchungen zur ther-
mohalinen Konvektion in Boussinesqschen Flissigkeitsmischungen angegeben
worden, siehe Deane et al. (1987) und Knobloch, Moore (1990).

Fir den Fall dreidimensionaler Konvektion wird gezeigt, daB der Nicht-
Boussinesq-Effekt eine "Entfaltung” der Verzweigung der stationdren Hexagonlo-
sung in eine Verzweigung nach zwei Seiten von Hexagons mit Aufstrom oder Ab-
strom in der Mitte bewirkt. Dies ist auf den symmetriebrechenden Effekt der
nicht-Boussinesqschen Eigenschaft zurickzufihren, Dagegen bleiben fir y=0 die
Verzweigungen der zeitlich periodischen Hexagonlésungen symmetrisch, weil bei
diesen Lésungen das Unterscheidungsmerkmal zwischen mittigem Auf- und Ab-
strom verloren geht. Als Folge davon endet unter der Wirkung des Nicht-
Boussinesq-Effekts der Losungsast des wandernden Hexagons nicht mehr aufdem
des stationdren Hexagonmusters, sondern in einem isolierten Punkt in der Zu-
standsebene. Fiir ein derartiges Verzweigungsverhalten liegt bisher in der Litera-
tur kein Beispiel vor. Das von Zimmermann (1990) experimentell beobachtete
Auftreten von stationdren Stromungsformen mit hexagonaler Struktur 14t sich

mit unserer analytischen Vorgehensweise jedoch nicht nachweisen.
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3. WIRKUNG EINER FREIEN BERANDUNG IN FORM
EINER DUNNEN EISSCHICHT

In diesem Kapitel wird die Wirkung einer diinnen Eisschicht auf die Konvektions-
instabilitat einer bindren Flussigkeitsschicht behandelt. Die untersuchte Anord-
nung ist in Kapitel 1.2 beschrieben. Einige Teile unserer Betrachtungen erfolgen
analog zu den Ausfihrungen in Kapitel 2.1 und werden nur kurz dargestellt. We-
sentliche Anderungen ergeben sich in den Randbedingungen. Es sind Rand- und
Ubergangsbeziehungen an einer freien Phasentrennfliche zu formulieren. Des
weiteren wird jetzt die Impermeabilitit des unteren Randes beriicksichtigt. Das
lineare Stabilitatsproblem wird analytisch mit einem Galerkin-Verfahren gelost,

3.1 Modellgleichungen
3.1.1 Grundgleichungen fiar die feste und fliissige Phase

Der Zustand in der festen Phase wird durch eine Warmeleitungsgleichung be-
schrieben. In der flussigen Phase gelten die Erhaltungsgleichungen (2.1.1). Der
vollstandige Satz der Grundgleichungen lautet

G 8 _ K g2 S (3.1.1a)

at

V.v=0,
A
d .
—C+(V-V>C:—V~J,
at Y
d * o9,
—T+\v -V)T=x V°T, (3.1.1b)
ot as
(o ) o)
’\&__ u p pré:i ) :i_ P .

In der Differentialgleichung (3.1.1a) bezeichnen T'® die Temperatur und x* die
Temperaturleitfihigkeit der erstarrten Schicht. Der Massenstromj'in Gl. (3.1.1b)
ist durch die Beziehung (1.2.3) und die Fluiddichte p,durch eine lineare Zustands-
gleichung nach GI. (1.2.1) mit § =0 gegeben. In der Warmetransportgleichung in
Gl (3.1.1b) ist bereits das Fouriersche Gesetz gemaf Gl. (2.1.2) eingesetzt und von

*

der Annahme (pe)” = (pc ), gemal Kapitel 2.1.1 Gebrauch gemacht.

Die untere Berandung der Flissigkeit bei z=0 ist perfekt warmeleitend und im-
permeabel. An der oberen Berandung bei z=h| +hg wird die Temperatur vorgege-
ben. Man erhélt an diesen Stellen die Randbedingungen
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N

i

w=T=j,=0; (3.1.2)
T® = 0,

0:
h, +h

ll

z g

An der Phasentrennfliache bei z=n (x, y, t) gelten Erhaltungsbedingungen fiir
Masse, Energie und Konzentration. Diese Bilanzen lauten in allgemeiner Form
(siehe Zimmermann (1990))

p(S) P
z=n: v~n=<1—-—>—q, (3.1.3a)
A @ P, ot
ad
AEer® _ A vrl o= p9A =, (3.1.3b)
~ at
S)
jon=2_c%, (3.1.30)
ar f p at

Es ist berticksichtigt, daBl bei Phaseniibergidngen ein Dichtesprung und bedingt
durch die Schmelzenthalpie A ein Sprung in den Warmestrémen auftritt. Da nur
die reine Substanz ausfriert, wird die geloste Komponente beim Gefrieren in die
fliissige Phase zuriickgeworfen. In den Ubergangsbeziehungen (3.1.3) bezeichnen
p® und A"® die Dichte und Warmeleitfahigkeit der festen Phase.

Unter der Annahme, dafl an der Phasentrennfldche thermodynamisches Gleichge-
wicht vorliegt, ergibt sich die thermische Randbedingung

z=1: T=T®=TpM. (3.1.4)
Dabei verwenden wir fiir die konzentrationsabhiangige Schmelztemperatur Ty
den linearen Zusammenhang nach Gl. (1.2.7). Die Auswirkung der Krimmung

der Phasentrennflache auf die Schmelztemperatur, der sogenannte Gibbs-
Thomson-Effekt, wird vernachlassigt.

3.1.2 Vereinfachende Annahmen
Im weiteren werden folgende vereinfachende Annahmen gemacht:

(i) Die Stoffdaten der fliissigen und der festen Phase unterscheiden sich nur we-
nig. Eine erste Approximation liefert dann

& L3
(8) L (C

?

RC (3.1.5)

(11) Die Phasentrennflache besitzt eine scharfe Kontur. Es bildet sich keine
Mischzone von fliissigem und festem Material aus. Dies ist gleichbedeutend
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mit der Annahme, daf die binédre Flussigkeit eine scharfe Schmelztempera-
tur hat und das idealisierte Phasendiagramm nach Abbildung 1.3 gilt.

(iii) Im Ruhezustand nach Abbildung 1.2a ist die Dicke der festen Phase klein ge-
gentber der Schichthohe der Flissigkeit. Es gilt die "diinnes-Eis”-Approxi-

mation
h
= <. (3.1.6)
hy,
3.1.3 Der stationidre Grundzustand und Storungsentwicklung

Der stationére Grundzustand der Ruhe des Systems mit ¥,=0, .‘i =0 und mit der hy-
drostatischen Druckverteilung p=p ist der Bezugszustand unserer Stabilitatsun-
tersuchung. Die Phasentrennflache ist eben und befindet sich an der Position z=1
= hy, siehe Abbildung 1.2a. Fiir die Temperaturverteilung tiber der flisssigen und
festen Phase erhalten wir die linearen Verlaufe

_ _ — \ 2—h
To= TM—<T0_TM> h

L
e = B z—hL (3.1.7)
T = TM—-<TM—T1>T.

S
Im Ruhezustand wird unter der Wirkung der Thermodiffusion in der flissigen
Phase ein Konzentrationsprofil aufgebaut. Es bestimmt sich entsprechend zu Ka-
pitel 2.1.2 aus der Massenstromgleichung (1.2.3) unter Benutzung der integralen
Massenbilanz fiir die geloste Komponente, Da nur die reine Flussigkeit gefriert,
lautet diese Massenbilanz (vgl. Gl. (2.1.7))

hy _ (3.1.8)
Co'<hL+hS>: L C,d .

Fir die Konzentrationsverteilung im Ruhezustand erhalten wir damit den linea-
ren Verlauf

- hg — 2 1
C :C(1+-—>—SC<1—C>(T—T )(——_—) (3.1.9)
(2) 0 hL 0 0 o o M hL 2

Die Schmelztemperatur TM der ruhenden Flissigkeit ergibt sich rekursiv aus
Gleichung (3.1.9):
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™ | ) 3.1.10
TM——I’MO—rm-C(hL). 3 )

Die Warmestrom-Randbedingungen (3.1.83b) verkniupft im Ruhezustand die
Schichthohen mit den Temperaturdifferenzen geméf der Beziehung

h
i (3.1.11)
h

Es interessiert das dynamische Verhalten des Systems gegeniiber kleinen Stérun-
gen dieses Ruhezustandes. Hierzu setzen wir in die partiellen, nichtlinearen
Grundgleichungen (3.1.1) und in die Rand- und Ubergangsbedingungen (3.1.2-
3.1.4) die folgende Storungsentwicklung ein:

v = 0+ cl‘\‘/"(x,y, z, 0+ 0'(82),

p= ;(Z) + c]p'(x,y, z )+ G’(gz),

T = ’I‘(Z) + sIT'(x, y,2, 0+ (9‘(82),
3.1.12)
C = C(Z) + el (x,y,2 0+ (9(62),

75 = ’1‘:‘29)) + el @,y,2,0 + Ole),
n=n+ alq' (x,y,0) + {00

Anschlieflend linearisieren wir das System in der Amplitude ¢ der Storgroflen. Mit
dem speziellen Losungsansatz (vgl. auch Kapitel 2.2.1)

Wy, o - . . . [ v o ogm opm pdS)
1M (x,y,2,0) I‘(z) q)(x\y)‘l,“), mit T 5('\:.,1),1,6, (i (3.1.13)

' - . .
nl(xy,l) = q)my) Yy

erhalten wir gewohnliche, lineare Differentialgleichungen. Es gelten gemafl den
Gleichungen (2.2.3) und (2.2.4) die Periodizitidtsbedingungen

, , P (3.1.14)
Vip = k%@ iw

H ey T UYL VR IR

wobel mit k die Wellenzahl und mit @ die Oszillationsfrequenz der Storgréfien be-
zeichnet sind. Fiir eine dimensionslose Darstellung werden die Skalierungen nach
Gl. (2.1.9) im wesentlichen ibernommen. Langen und Temperatur- und Konzen-
trationsdifferenzen sind jedoch zweckméifBigerweise auf den Ruhezustand in der

flissigen Phase bezogen:
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@yzm~h, @-T)~T T, @ _T)~@ -T,). (3.1.15a)
C—-Cﬂ ~ - SOCO(l—CO) (TO— TM).

Der Ruhezustand ist dann durch konstante vertikale Temperatur- und Konzen-
trationsgradienten gekennzeichnet. Wir erhalten die Beziehungen

— — - (3.1.15b)
-C-l—Tz-l, ii—T(S):—l; 4c-1.
dz dz dz
3.1.4 Die Losung des Wirmeleit-Problems in der festen Phase

Mit den Ansitzen von Kapitel (3.1.3) ergibt sich aus der Differentialgleichung
(3.1.1a) der erstarrten Schicht in der Ordnung ¢! eine gewshnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit entsprechenden Randbedingungen. In Operator-
schreibweise lautet dieses Randwert-Problem

h (3.1.16)
z=1: T(S):T; z=l+-£: 5 = ¢,

b,

sh {(k‘z + im)‘ <1 + "s _z>}

S _ L 1.17
T(z) =Ty 1 } ‘ (3.1:47)

sh[<k2+ im>5-

Fir den Temperaturgradienten an der Phasentrennfliache ergibt sich

Als Lésung erhidlt man

[
&

P ad

Sl 1%

N ] o=

hs} (3.1.18)

1
) _ 2, . )2 2, . 2 S
DT = — <k + uo) T(l)cth Kk + tm) hL

(n

Eine Reihenentwicklung nach kleinen Eisdicken hy/h; <1 gem4R Voraussetzung
(3.1.6) liefert das Ergebnis

) "5\t "s 3.1.19)
DTy = ”(ﬁ;) T(1)+&(},_>' 3.1

Mit dem Resultat (3.1.19) 148t die Energiebilanz (3.1.3b) an der Phasentrennfla-
che wesentlich vereinfachen, Man erhilt durch Einsetzen die Beziehung
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hS hS . (3.1.19)
= - DT(1)+G<;;_)+A lmn],

L L

wobei A* eine dimensionslose Schmelzenthalpie oder Stefan-Zahl mit

o (3.1.20)
* 0

A= ——— A

bezeichnet. Fir typische Stoffwerte von Wasser-Alkohol-Mischungen, wie sie von
Zimmermann (1990) angegeben werden, gilt A*=®(1). Da die dimensionslose Sto-
rung der Phasentrennfliache n in Gl. (3.1.19) anschaulich hochstens von der Gro-
Benordnung h /h; sein kann, bedeutet dies, daf} der Einflul der Latentwérme fiir
"diinnes Eis” ein Effekt hoherer Ordnung in h /h; darstellt. Im Rahmen unserer
Approximation h /h; <1 gilt deshalb an der Phasentrennfléche die vereinfachte

Bilanz
hg
T(l):_Z—DT(l)' (3.1.21)
L
3.1.5 Stérungsgleichungen fir die fliissige Phase und Kennzahlen

Es ergibt sich mit den Ansétzen (3.1.12-3.1.14) aus den Grundgleichungen (3.1.1b)
und den Rand- und Ubergangsbedingungen (3.1.2) und (3.1.3) schlieBlich ein
Rand-Eigenwert-Problem fiir die fliissige Phase in den dimensionslosen Storgro-
Ben erster Ordnung, Wir wahlen wie in Kapitel 1.2.3 eine Darstellung, in der das
kombinierte Konzentrations- und Temperaturfeld S eingefiihrt und der Druckgra-
dient eliminiert ist. Wir erhalten

(1)2 - k2>w + RE? [<1+lp>T— q;s} =0,

(1)2—-k2—iw>T+w =0,
{L(D2 - k"’)—m} S +<D2 - kz) T =0, (3.1.22)
z2=0: w=T=DS=0;
. -1 &
z=1: w=0, T=-B-DT, DS = —iwAL T+1——58 .

Die Feldgleichungen stimmen dann mit den Gleichungen der Ordnung (¢!, y°) des
ersten Hauptteils gemall Gl. (2.2.12) iiberein., Aus der thermischen Randbedin-
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gung (3.1.4) 1aft sich eine Bestimmungsgleichung fiir die Auslenkung der Pha-
sentrennfldche ableiten. Man erhilt die Beziehung

5 (3.1.23)
2=1: n="T+ — 8.
1-6
Neben den bereits in Kapitel 2.1.3 erlduterten Kennzahlen Rayleigh-Zahl R, Se-
parationszahl y und Lewis-Zahl L in den Differentialgleichungen, sind in den
Randbedingungen des Systems (3.1.22) drei weitere Kennzahlen enthalten, die
den Phaseniibergang beschreiben:

he T, -T
Biol—Zahl B:;L—S—: 21,
.t T,-T,
o (3.1.249)
Grenzflichenkonzentrations— Zahl A = =—————,
C(l) =~ Co

Schmelzpunktabsenkungs—Zahl 6= mSOC0<1 —CO>.

Die aus den Grenzflichenbedingungen abgeleiteten Kennzahlen haben folgende
physikalische Bedeutung:

Durch die Biot-Zahl B ist ein Ma8 fiir die Dicke der festen Phase im Ruhezustand
gege_ben. Temperaturstéorungen an der Stelle z=1 fithren dann zu einer Deforma-
tion der Grenzflache siehe Gl. (3.1.23). Durch die einsetzende Konvektion wird die
Phasentrennflache in warmen Auftriebszonen nach oben ausgelenkt. Die feste
Phase wird dort zum Teil aufgeschmolzen. In kalten Konvektionsbereichen er-
fahrt die Grenzfliche dagegen eine Ausbeulung nach unten, da an diesen Stellen

die Flissigkeit ausfrieren kann,

Uber die Kennzahl A geht die Konzentrationsverteilung im Ruhezustand ein. Bei
negativer Thermodiffusion gilt A>1, weil sich die leichte Komponente verstarkt
unter der kalten Phasentrennflache ansammelt. Die Grenzflachenkonzentrations-
Zahl steuert zusammen mit der Lewis-Zahl die Diffusion der gelésten Substanz an
der Phasentrennflache bei zeit-periodischen Schmelz- und Gefriervorgingen. Da
nur die reine Substanz in die feste Phase tibergeht, kontrolliert die Grofle A auch
den Anreicherungseffekt der gelésten Komponente in der fliissigen Phase bei teil-
weisem Ausfrieren. Wihrend die Biot-Zahl nach Voraussetzung klein ist, nimmt
die Zahl der Grenzflichenkonzentration typischerweise Werte der Groflenord-

nung eins an.
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Die Schmelzpunktabsenkungs-Zahl 8 beschreibt den Einflufl der Thermodiffusion
auf den Phasentibergang. Fir negative Sorét-Koeffizieten S <0 gilt §>0. Der
Aufbau eines Konzentrationsgradienten in der flisssigen Phase bewirkt dann eine
lokale Absenkung der Schmelztemperatur, siche auch Abbildung 1.3. Hieraus re-
sultiert gemaf Gl. (3.1.24) eine zusétzliche Storung der Grenzflachenposition . In
konzentrationsreichen Konvektionszonen wird die Phasengrenzfliche nach oben
und in konzentrationsarmen Stromungsgebieten nach unten ausgelenkt.

Wird in Gl. (3.1.22) B = § = 0 gesetzt, so werden Phasentuberginge ausgeschlos-
sen. Das Rand-Eigenwert-Problem beschreibt dann als Grenzfall die Konvektions-
instabilitat einer bindren Flissigkeitsmischung unter der Wirkung der Thermo-
diffusion bei impermeablen Berandungen. Der einkomponentige Grenzfall mit
und ohne Verfestigungsvorgiange kommt fir gy = 0.

3.2 Galerkin-Verfahren und Eigenwert-Gleichung

Zur Losung des Rand-Eigenwert-Problems (3.1.22) wenden wir ein Galerkin-
Verfahren an, siehe dazu Finlayson (1972). Die z-Abhéngigkeit der Feldvariablen
w, T und S wird durch eine Reihenentwicklung nach linear unabhéngigen Ansatz-
funktionen approximiert, die die Randbedingungen des Systems identisch erfiil-
len. Durch die Forderung, dafl die Entwicklung das Problem im integralen Mittel
befriedigt, erhalt man dann ein algebraisches, homogenes Gleichungssystem in
den unbekannten, im allgemeinen komplexen Amplituden der Ansatzfunktionen,
Die Forderung nach nicht trivalen Amplituden fihrt zur Eigenwert-Gleichung
des Problems. Sie bildet eine komplexe Gleichung zur Bestimmung der gesuchten
kritischen Rayleigh- und Wellenzahlen sowie der kritischen Oszillationsfrequenz.
Wir verwenden einen eingliedrigen Galerkin-Ansatz in Form der Polynom-
Darstellung

W, = W, z( —-2),

T(z) = le (1 - b2), (3.2.1)

_ 2
S(z) =8, +8,.2".

Es gilt aufgrund der Bedingungen an den Berandungen der Flussigkeitsschicht

1
1+B g oL ™A 5

b= - A-6T +-—=58 |. (3.2.2)

1+2B 2 1. 4, 8 181

2 1-8
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Die Beziehung fiir S, stellt schon eine der gesuchten Amplitudengleichungen dar.
Die restlichen Gleichungen erhalten wir iiber die Auswertung der Integrale

1
2 ,2 2 _
Jo I(D —k )w(z)+Rk {<l+lp>T(z)—1pS(z)H -w(z)dz =0,

1
J [(Dz—k2—im>T +w l-T dz =0, (3.2.3)
0 (2) (2) (2)

1 .
[ [{L(Dz——k2>—im}s +<D2—k2>T ’-s dz = 0.
0 (2) (2) 1

Es ergeben sich die linearen, algebraischen Gleichungen

5-3b 3
2 2 2
—(10+k)W1+Rk (l+\p)————2 T1—5Rk qJ<Sl+ 1082)'—0’

[b<3 2b>+<k2+' )10—15b+662]T 5-3b _ (3.2.4)
- “" 10 17 Tg0 1

(3 —2b)k? 1/ 5
T\ +2|L— = (Lk*+io ) [S,=0.

- <Lk2 + ico)Sl-—2[b+
Fur die Stérung der Grenzflachenposition i nach Gl. (3.1.23) ergibt sich

8 (3.2.5)
v (10) v 25 (s,

Fir die weiteren Rechnungen ist es zweckmaifBig, die Rayleigh-Zahl R und die
Wellenzahl k? auf die kritischen Werte im einkomponentigen Grenzfall ohne Pha-
senibergang zu beziehen. Dadurch kénnen die Ergebnisse in einer tibersichtli-
chen Form dargestellt werden, Wir untersuchen die Gleichungen (3.2.4) im Limes
¢ =0, b=1. Nichttriviale Amplituden W,, T, erfordern fiir diesen Grenzfall, den
wir mit dem Index ”00” kennzeichnen,

10+42)"
- W - (3.2.6)
ROO = kz pWy = 0.
00
Die kritische Wellenzahl und Rayleigh-Zahl lauten dann
2 (3.2.7)

k . = 10; ROOc:40'

001
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Diese Werte stellen im Vergleich zu den theoretisch exakten Werten

92 (3.2.8)

k:)tolf)c = n2; Ri)“)’f)c = 4n®
eine gute Naherung dar. Die gute Ubereinstimmung rechtfertigt die Anwendung
unseres Galerkin-Ansatzes fiir den komplexen Fall y=0, b=1. Die langliche Form
der Eigenwert-Gleichung fiir den allgemeinen Fall ist im Anhang unter Glei-

chung (A 5.3) zu finden. Fir die weiteren Ausfithrungen werden die Bezeichnun-

gen
2
R K b '
r:————;22:——-;$:—-—;; £=L7;$:1+22; (3.2.9)
ROO,C k2 10qG q
00, ¢
eingefiithrt.
3.3 Das Stabilitdtsproblem ohne Eisschicht

Es wird die Stabilitat des Ruhezustands bei impermeablen Berandungen unter-
sucht. Phaseniibergédnge werden zunichst ausgeschlossen., An diesem Beispiel
kann das Potential unseres Galerkin-Verfahrens fiir den Fall zweikomponentiger
Flussigkeiten mit y=0 Gberprift werden. Des weiteren stellen die fiir diesen Spe-
zialfall gewonnenen kritischen Rayleigh-Zahlen, Wellenzahlen und Oszillations-
frequenzen geeignete Vergleichswerte fiir den Fall mit Phaseniibergang dar. Im
Grenzfall B=8=0 reduziert sich die Eigenwert-Gleichung (A 5.3) auf die Form

5?2
1+ = A A (3.3.1)
[22(1+q;> ! {}2<1+i5§"> Y WL el R
r - = 0.
~ 4 1452 22442

Die Aufspaltung dieser Beziehung in Real- und Imaginérteil liefert fiir die statio-
nére Instabilitat mit & =0 die bezogenen kritischen Rayleigh-Zahlen und Wellen-

zahlen

/"(st)2)2 < T

1+4 1+y{1—-—-L
ri)st) _ ZII ( 0»02 1 _, 22)3‘:’2: 2 ‘
¢C 5 o _
sty 14 2 4o 1+‘y<1+ °r 1) (3.3.2)
0, ) 6 Oc 6
1+ywi{l+L"~ p

Fir die oszillatorische Instabilitat mit & = 30::0 erhalten wir
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l—{—k(OS)Z 2 A A 1+ k(os)
(0s) 1 O, 1+L Az JL\z 1+L 6 O,c
r - = = - -y )
Oc 4 Aos) 1+y '  Oc 1+y ) Aog)2 (3.3.3)
0, +k0
’c t)
1
08)  __ —5
ﬁo,c = (1 +L)

Der Index ”0” weist darauf hin, daB keine Verfestigungsvorgédnge stattfinden.

Abbildung 3.1 zeigt das Stabilitidtsdiagramm des untersuchten Grenzfalles. In Ab-
bildung 3.1a sind qualitativ die bezogenen kritischen Rayleigh-Zahlen rg ¢(st) und
ro c(08) sowie die kritische Hopf-Frequenz (f)g,cz gemil den Gleichungen (3.3.2) und
(3.3.3) als Funktion der Separationszahl ¢ dargestellt. Oberhalb der Kurven fiir
die kritischen Rayleigh-Zahlen ist der Ruhezustand instabil. In Abbildung 3.1b
sind die kritischen Wellenzahlen ﬁo,c(st)z und iO,C(OS)Z iiber dem Kontrollparame-
ter w eingezeichnet. Bei den in den Abbildungen strichpunktiert eingezeichneten
asymptotischen y-Werten bei y=-1 und y=-L(5/6+L)! ist die Wirkung der
Thermodiffusion so grof}, daf} eine entsprechende Instabilitdt bei einer Heizung
von oben mit negativen Rayleigh-Zahlen auftritt.

Abb. 3.1: Qualitatives Stabilitdtsdiagramm bei impermeablen Berandungen.
a) kritische bezogene Rayleigh-Zahlen und kritische Hopf-Frequenz,
b) kritische bezogene Wellenzahlen .,

Im Vergleich zum Stabilitdtsproblem bei permeablen Randern mit y =0 in Kapitel
2.2.3 mit Abbildung 2.1 ergeben sich folgende : markante Unterschiede:




(i)

(ii)

(iii)

70

Eine oszillatorische Instabilitiat ist nach Abbildung 3.1a fiir negative Sepa-
rationszahlen im Parameterbereich

. _fz (3.3.4)
o _
._1<1p<lpCT— 5 A .)2
A 1+ g kOOZ A
L ) ———— + 1.2
A(os)
1+k
0,¢

moglich. Fir eine Lewis-Zahl L=0.01 erhalten wir fiir den Kodimension-
Zwei-Verzweigungspunkt bei y=1y,(0), definiert durch die Bedingungen
6‘)0&2:0, den Wert y,(0)~-2.6997-10-5. Bei permeablen Randbedingungen
ergibt sich dagegen der kleinere Wert y,.(0)~-10-4, Fiir impermeable Be-
randungen vergroflert sich deshalb der Existenzbereich oszillatorischer In-

stabilitdten.

Nach Abbildung 3.1a gilt

r:)(:f) < ’&”r fir g =yt (3.3.5)

Der Ruhezustand verliert bei solchen y-Werten zuerst seine Stabilitiat gegen
oszillatorische Stérungen. Fiir L=0.01 erhalt man fiir die obere Grenze y*
in Gl. (3.3.5) den Wert y*~-2,7143-10-5. Wegen (00> y* setzt oszillatori-
sche Konvektion stets mit endlicher Hopf-Frequenz ein (siehe auch
Abb. 3.1a). Bei permeablen Randbedingungen gilt dagegen y,.(0)=y*, so
daf} die kritischen stationiren und oszillatorischen Rayleigh-Zahlen am CT-
Punkt gleich sind, sieche Abbildung 2.1.

Die kritischen, stationdren und oszillatorischen Wellenzahlen sind ver-
schieden. Die Wellenzahl der stationdren Instabilitiat zeigt dabei nach Abbil-
dung 3.1b eine signifikante Abhéngigkeit von der Separationszahl gy, wah-
rend die kritische oszillatorischen Wellenzahl nach Gl. (3.2.3) unabhéngig
von vy ist und nur schwach von der Lewis-Zahl L abhdngt. Fir ¢y < q:c,gp) gilt
nach Abbildung 3.1b die Beziehung kg (092 <K (12, s0 daB oszillatorische
Stromungsmuster im Vergleich zu stationiren Strémungsmustern groflere
horizontale Abmessungen aufweisen. Fir positive y-Werte setzt stationére
Konvektion in Form von Stréomungsmustern mit grofleren Wellenldngen
ein. Dies ist eine Folge der Impermeabilitdt der Rander. Konzentrationssto-
rungen kénnen dadurch tber grofle horizontale Strecken wirken. Im Rah-
men unseres Modells sind die Konvektionszellen im Parameterbereich
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>L<z L>“1 (3.3.6)
wEL{c-

unendlich ausgedehnt. Bei permeablen Randbedingungen ergibt sich dage-
gen keine Abhédngigkeit der kritischen Wellenzahlen von den Kennzahlen g
und L, vergleiche Abbildung 2.3 mit y=0.

Unsere Ergebnisse stimmen qualitativ mit Untersuchungen von Linz (1989a)
uberein, der ein Galerkin-Verfahren mit komplizierteren Ansatzfunktionen ver-
wendet. Dies stellt eine schone Bestitigung unseres relativ einfachen analyti-
schen Modells dar. Die qualitativen Anderungen des Stabilitatsverhaltens des
Ruhezustands bei Verwendung der realistischen impermeablen Konzentrations-
randbedingungen (2.1.5) anstatt der idealisierten permeablen Bedingung (2.1.4)
beschrianken sich auf die Umgebung des CT-Punktes, vergleiche Abbildungen
3.1a und 2.1. Die Experimente von Zimmermann (1990) sind dagegen bei einer
stark negativen Separationszahl y=-0.4 durchgefithrt worden. Er beobachtet,
daB bei einer Absenkung des mittleren Temperaturniveaus der Schicht zeitlich
periodische Konvektionszustinde verschwinden. Unsere Stabilitdtsuntersuchun-
gen ergeben in diesem Parameterbereich der Separationszahl keine qualitativen
Unterschiede zwischen permeablen und impermeablen Berandungen, Es ist des-
halb zu vermuten, daf§ die physikalischen Ursachen fiir die Beobachtungen von
Zimmermann nicht mit der Impermeabilitit der Rander zusammenhéngen.

3.4 Das Stabilitatsproblem mit Eisschicht

Es wird der Einflufl von Verfestigungsvorgingen untersucht. Wir diskutieren zu-
erst die stationdre Instabilitdt. Danach wird die Wirkung des Phasentibergangs
auf die oszillatorische Instabilitdt anhand von zwei Grenzfillen erlautert.

3.4.1 Das stationdre Stabilitiatsproblem mit Kisschicht

Die stationére Konvektionsinstabilitiat des Ruhezustands unter der Wirkung ei-
ner Eisschicht wird durch die Eigenwert-Gleichung (A 5.3) mit =0 und B=0
oder b=1 beschrieben. Die Gleichung kann sofort nach dem gesuchten Verzwei-

gungspunktr = r*9 aufgelést werden. Man erhalt
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Ay 2
1 1+’1;\2 b(3-2b)+ & <10—15b+6b )

6302 %2

r(st) —

- .
26+ Z (3—21))’1}2 (3.4.1)

(5_31))(1 +£2) }
Die Minimierung der Stabilitatsgrenze beziiglich k2 fiihrt auf eine quadratische
Gleichung fir die kritische Wellenzahl i(c<st)2 mit der Losung

A
1+lp{1+L-l

2 PP !

A 1 ~4b 2

kis” = — [(P1+P2>{1._8<1_b) 5 ; 13 2}2_(P1_P2)]. (3.4.2)
ZPI : 10-156+46b (P1+P2)

Es sind folgende Abkiirzungen benutzt:

5B3-26)  _,
P=1+y|1+ L1
1 3(5—3b)
22b—15 (3.4.3)
P.=1+ [1 - 1},
2= Y 3(5—3b)
P, =1+ [1 16610 L"l}
37 "Y1 T 36-30) '

Abbildung 3.2a zeigt quantitativ die bezogene kritische Rayleigh-Zahl r ® und
Abbildung 3.2b die bezogene kritische Wellenzahl i{c(St)Z in Abhangigkeit von der
Eisdicke B und der Separationszahl y fiir eine Lewis-Zahl L=0.01. Die Grenz-
flachenkonzentrations-Zahl A und die Schmelzpunktabsenkungs-Zahl 8 gehen
nicht in das stationére Stabilitdtsproblem ein,

Man erkennt, dafl die Schicht bei negativer Thermodiffusion mit y <0 durch eine
dinne Eisschicht destabilisiert wird. In diesem Parameterbereich sinken die kri-
tischen Rayleigh-Zahlen fiir einen festen y-Wert mit zunehmenden B-Werten,
siehe Abbildung 3.2a. Die physikalische Erkldarung dieses Verhaltens lautet, daf3
durch die endliche Warmeleitfahigkeit der Eisschicht Temperaturstérungen an
der Phasentrennflache nicht sofort abgebaut werden. Zimmermann (1990) findet
im Rahmen einer numerischen Stabilitdtsuntersuchung, dafl groflere Eisdicken
sogar zu einer zuséitzlichen Stabilisierung des Ruhezustands fihren konnen. Er
argumentiert, daf sich durch die Anreicherung der gelésten Komponente in der
flissigen Phase bei teilweisem Ausfrieren eine effektive Sorét-Zahl gemaf
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Abb. 3.2a:  Kritische bezogene stationire Rayleigh-Zahl r.(st) als Funktion der
Separationszahl y und der Eisdicke B fir L = 0.01,

S, ~8,(1+B), (3.4.9)
ergibt, deren stabilisierende Wirkung den destabilisierenden Mechanismus einer
verschlechterten Warmeleitfahigkeit des oberen Randes iiberkompensiert. In sei-
nen Experimenten kann dieser theoretische Befund jedoch nicht dberprift wer-
den, da es bedingt durch die stark negativen experimentellen y-Werte zuerst zu
einer oszillatorischen Instabilitit kommt, Die unterschiedlichen theoretischen
Ergebnisse lassen sich mit den verschiedenen Ansétzen fiir den Massenstrom er-
klaren. In der vorliegenden Arbeit wird eine fiir kleine Konzentrationen lineari-
sierte Massenstromgleichung gemafl Gl. (1.2.3) benutzt. Es resultiert nach GIl.
(3.1.9) ein konstanter Konzentrationsgradient im Ruhezustand. Durch unsere ge-
wéahlte Skalierung nach Gl. (8.1.15a) ist dieser Konzentrationsgradient in dimen-
sionsloser Darstellung unabhingig von der Eisdicke B, siehe Gl. (3.1.15b). Endli-
che Eisdicken bewirken fiir den Fall stationdrer Konvektion dann lediglich eine
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Anderung der thermischen Randbedingung. Zimmermann (1990) arbeitet dage-
gen mit einer verallgemeinerten Massenstromgleichung. Er erhalt dadurch einen
tber die Schichthohe nicht konstanten, von der Eisdicke B abhéingigen Konzen-
trationsgradienten im Ruhezustand. Bei einer Storungsentwicklung gemafl Gl.
(3.1.12) geht diese nichtlineare Konzentrationsverteilung explizit in das lineare
Stabilitatsproblem ein.,

Bei positiven Separationzahlen y unterstitzt eine diinne Eisschicht zunéachst die
destabilisierende Wirkung des Sorét-Effekts. Die kritische Rayleigh-Zahl fallt
nach Abbildung 3.2a mit ansteigenden y- und B-Werten, Fiir hinreichend positive
Separationszahlen mit y > 5-10? ist jedoch keine Abhingigkeit der Stabilitats-
grenze von der Kisdicke zu erkennen. Solutale Auftriebskrifte dominieren in die-
sem Parameterbereich tGber thermisch induzierte Auftriebskrifte. Die Resultate
fur positive y-Werte sind qualitativ in Einklang mit numerischen Studien von
Hadji, Schell (1990) zur Stabilitit einer ebenen bindren Flussigkeitsschicht,

A
Abb. 8.2b:  Kritische bezogene stationdre Wellenzahl k(st)? als Funktion der
Separationszahl ¢ und der Eisdicke B fir L. = 0.01.
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Die stationére kritische Wellenzahl 1{0(3‘)2 zeigt nach Abbildung 3.2b eine dhnliche
Abhéngigkeit von den Parametern y und B wie die kritische Rayleigh-Zahl. Es ist
anzumerken, daf} es fir hinreichend positive y-Werte zu einer leichten Erhéhung
der Wellenzahlen mit steigenden Eisdicken kommt. Dies entspricht der thermisch
isolierenden Wirkung der Eisschicht. Ein analoges Verhalten fir positive y-
Werte finden Hadji, Schell (1990) im Rahmen ihrer numerischen Untersuchun-
gen,

Fir den einkomponentigen Sonderfall mit ¢ =0 sind unsere Ergebnisse in quali-
tativer Ubereinstimmung mit Rechnungen und Messungen von Dietsche (1984),
Davis et al. (1984) und Dietsche, Miiller (1985) zur Bénard-Konvektion unter der
Wirkung von Gefrierflichen. Auch diese Autoren stellen eine Destabilisierung
der Schicht mit zunehmenden Eisdicken fest.

3.4.2 Die oszillatorische Instabilitit mit Eisbildung

Wir untersuchen in diesem Abschnitt die Stabilit4dt des Ruhezustands gegen oszil-
latorische Stérungen im Zusammenhang mit zeitabhdngigen Phaseniibergingen
feste>flissig. Zu diesem Stabilitdtsproblem liegen in der Literatur bisher keine
systematischen Untersuchungen vor. Neben der kritischen Rayleigh-Zahl r ©®
und Wellenzahl Q ©9)2 jnteressiert hauptsichlich die kritische Oszillationsfre-
quenz Icsc an der Stabilitdtsgrenze.

Bei Schmelz- und Gefriervorgingen an der Phasentrennfldche gehen neben der
Biot-Zahl B auch die Schmelzpunktabsenkungs-Zahl § und die Grenzfldchen-
konzentrations-Zahl A als Parameter in das Stabilitdtsproblem ein. Um die Wir-
kungen der auftretenden Effekte eindeutig zu erfassen, wollen wir zwei Grenzfil-
le betrachten. Wir gehen dabei von der Uberlegung aus, daB sich die Deformation
der ebenen Grenzflachenposition laut Gl. (3.2.5) durch eine Uberlagerung eines
thermisch bedingten Anteils mit B=0 und eines solutalen Anteils mit §=0 dar-
stellen 146t.

3.4.2.1 Die Wirkung einer diinnen Eisschicht

Die Wirkung einer diinnen Eisschicht wird anhand des Sonderfalles B=0, A=0
mit 8§ =0 bestimmt. Er besagt, daB sich die Schmelztemperatur der binédren Flis-
sigkeit aufgrund von Konzentrationsstérungen an der Phasentrennfliche gegen-
iber der Schmelztemperatur im Ruhezustand nicht dndert. Eine Auslenkung der
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Grenzfliache bei einsetzender Konvektion wird dann allein durch Temperatursts-
rungen verursacht, sieche Gl. (3.2.5). Uber den relativ warmen Aufstromzentren
finden Schmelzvorgédnge und iiber den kalten Abstromgebieten Gefriervorginge
statt.

Die im Anhang angegebene Eigenwert-Gleichung (A 5.3) vereinfacht sich fiir den

-<£+i8>+

1 1
+5 i&i“"sz(l_b){ L <1_ E??) - ia}]:o.

#

betrachteten Spezialfall zu

5-3b\g Ag 149 b(3—2b)+(10-15b+6b2)('l?2+iL‘S&‘)
rk“(1+y) - =q
4 1+ k2

5
b+ g’k‘z(:-z_zb)

1452

>

5--3b
£

..l..

Aus dem Imaginarteil der Gleichung (3.4.6) erhilt man direkt eine Beziehung fiir
den oszillatorischen Verzweigungspunkt bei r =r(os):

w1 (kD bE-26)+( +L)10—-15b+6bIk?

Aos) _ (3.4.7)
(5-36)2 #2

1-b 1
Ty |1+104 — (1=-g$2)}
Die Minimierung der Stabilitdtsgrenze (3.4.7) beziiglich ik2 liefert eine Bestim-
mungsgleichung fiir die kritische oszillatorische Wellenzahl k(0s)2. Die bezogene
kritische oszillatorische Rayleigh-Zahl r.(es) ist dann durch die Beziehung
r¢(08) = r(08)(k(05)2) gegeben. Uber den Realteil der Beziehung (3.4.6) ergibt sich
schlieBlich eine Gleichung fiir die kritische Hopf-Frequenz 8.2. Diese einfachen,
Jedoch umfangreichen Rechnungen fiihren wir mit Hilfe des algebraischen Re-
chenprogramms "Mathematica” (Wolfram (1991)) durch.

Abbildungen 3.3 zeigen die Resultate dieser Berechnungen. Es sind in Abbildung
3.3a die bezogene kritische oszillatorische Rayleigh-Zahl r ©® und in Abbildung
3.3b die kritische oszillatorische Wellenzahl ﬁc“’s’z als Funktionen der Separati-
onszahl y und der normierten Eisdicke B dargestellt. Abbildung 3.3¢ zeigt die Ab-
hangigkeit der kritischen Oszillationsfrequenz &;2 von den Kennzahlen y und B.
Die Lewis-Zahl ist dabei fiir eine iibersichtliche graphische Darstellung der Er-
gebnisse zu L=0.1 und die Grenzflichenkonzentrations-Zahl zu A =2 gewéhlt. Ei-
ne Anderung dieser Parameterwerte ergibt jedoch keine qualitative Anderung des
in den Abbildungen 3.3 gezeigten Stabilitatsverhaltens.
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L
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Abb. 3.3a: Kritische bezogene Rayleigh-Zahl r.(0s) als Funktion der
Separations-Zahl y und der Eisdicke B fir L=0.1, A=2,8=0.

Fur maBig negative Separationszahlen ist eine relativ geringe Destabilisierung
der Schicht mit zunehmender Eisdicke B zu beobachten. Die kritischen Rayleigh-
und Wellenzahlen sinken mit steigenden B-Werten, siehe die Abbildungen 3.3a
und 3.3b. In diesem Parameterbereich tiberwiegt der Einfluf} der schlecht wirme-
leitenden oberen Berandung den stabilisierenden Effekt der Thermodiffusion. Bei
hinreichend negativen w-Werten fithrt jedoch die Prdsenz einer diinnen Eis-
schicht zu einer deutlichen Stabilisierung des Ruhezustands und zu einer Erhé-
hung der kritischen Wellenzahlen. Die Konzentrationsanreicherung in der flissi-
gen Phase bei teilweisem Ausfrieren - dieser Effekt ist iiber die Grenzflichen-
konzentrations-Zahl A in unserem Modell enthalten - unterstiitzt die nun domin-
ante Wirkung des Sorét-Effekts. Aus Gleichung (3.4.7) ersieht man, daB eine ef-
fektive Separationszahl gemif der Beziehung

=)
= 1+10A —— 1——%2
Wop =W 14104 o= {1 (3.4.8)
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Abb. 3.3b:  Kritische bezogene Wellenzahl ﬁc(osm als Funktion der
Separationszahl y und der Eisdicke B fir L=0.1, A=2,8=0.

wirksam ist. Damit verbunden ist auch eine Zunahme der kritischen Hopf-
Frequenz mit ansteigenden B-Werten in diesem Bereich des Kontrollparameters
Separations-Zahl, siehe Abbildung 3.3c.

Es sei erwiahnt, dafl die Gultigkeit unserer Aussagen auf den Kontrollparameter-
bereich

b(3—2b) _
2?2 -—————)H ! (3.4.9)

1-b 1
qx)—{1+10A———[1+—L“l<k+ -
5-3b 6 10—156+6b

beschréinkt ist, da fiir den in Gl. (3.4.9) angegebenen unteren Grenzwert der Sepa-
rationszahl eine Singularitit im Realteil der Modellgleichung (3.4.6) auftritt. Da-
durch ist die Oszillationsfrequnz in diesem Punkt nicht definiert. Im Vergleich
zum eisfreien Fall nach Abbildung 3.1 mit B=0 und der Polstelle bei ¢ = —1 be-
deutet dies, daB unter der Wirkung einer diinnen Eisschicht der Existenzbereich
der oszillatorischen Instabilitit auf einen wesentlich kleineren Wertevorrat der




Abb.3.3c:  Kritische Hopf-Frequenz &2 als Funktion der Separationszahl y
und der Eisdicke B fir L=0.1,A=2,8=0.

Separationszahl schrumpft. Dieses Resultat ist neu. In den theoretischen Unter-
suchungen von Zimmermann (1990) zur Bénard-Konvektion mit Thermodiffusion
wird lediglich ein sehr kleiner Bereich von negativen Separationszahlen mit
p> —10-3 zugelassen. Die numerische Losung des entsprechenden Rand-Eigen-
wert-Problems ergibt deshalb eine leichte Frequenzerhéhung und einen leichten
Abfall der kritischen oszillatorischen Rayleigh-Zahl und Wellenzahl mit wachsen-
der Eisdicke. Dieses Verhalten finden wir ebenfalls mit unserem analytischen
Modell fiir die Konvektion in porésen Medien bei maBig negativen Separations-
zahlen,

Vergleichsrechnungen von Zimmermann (1990) mit einer fir seine Experimente
relevanten stark negativen Separationszahl von y= —0.4 zeigen dagegen, daf} es
in diesem Parametergebiet zu einer Stabilisierung der Schicht und einem .Anstieg
der kritischen Oszillationsfrequenz mit zunehmender Eisdicke kommt. Ein mit
diesen numerisch ermittelten Ergebnissen iibereinstimmendes Verhalten an der
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oszillatorischen Stabilitatsgrenze finden wir mit unserem Modell schon fiir schwé-
cher negative Separationszahlen. Es ist daraus zu schlieBen, daf} sich in unserem
Modell der Effekt der Konzentrationsanreicherung in der Fliissigkeit bei teilwei-
sem Ausfrieren starker auswirkt,

In seinen Experimenten beobachtet Zimmermann demgegeniiber eine Abnahme
der kritischen oszillatorischen Rayleigh-Zahl mit zunehmender Eisdicke. Er be-
grindet dieses zu den theoretischen Aussagen kontrire Resultat damit, daB3 sich
die theoretisch betrachtete Fliissigkeitsschicht unabhingig von der Eisdicke iiber
das Einheitsintervall z=[0,1] erstreckt, wihrend im Experiment die Héhe der
Flussigkeitsschicht mit der Eisdicke variiert. Diese Argumentation ist nach unse-
rer Meinung jedoch nicht schliissig, da die mit den MeBigroflen AT, und hy, gebilde-
te experimentelle kritische Rayleigh-Zahl direkt vergleichbar mit dem theore-
tisch gefundenen Wert ist. Zu einer Destabilisierung der Schicht mit zunehmen-
der Eisdicke tragt vielmehr die Abhangigkeit der Separationszahl y von der Kon-
zentration bei. In den Experimenten wird eine Wasser-Alkohol-Mischung der
Ausgangskonzentration Cg=0.15 verwendet. Messungen von Kolodner (1988) zei-
gen, daf} fur C>0.08 die Separationszahl mit steigender Konzentration betrags-
maBig kleinere Werte annimmt, Durch eine diinne Eisschicht wird deshalb die im
Experiment wirksame negative Thermodiffusion verringert. Dieser Effekt duBBert
sich in einer Abnahme der kritischen Rayleigh-Zahl gegentiber dem Fall ohne
Eisschicht. In den theoretischen Untersuchungen wird dagegen dieser Effekt
nicht bericksichtigt.

3.4.2.2 Die Wirkung der Schmelzpunktabsenkung

Es wird nun der interessante Grenzfall §=0, A=0 mit B=0 diskutiert, Uber die
Definition der Biot-Zahl erhdlt man T, = Tm. Die Temperatur des oberen Randes
hat gerade den Wert der Schmelztemperatur der ruhenden Flissigkeitsmischung,
Die mittlere Position der Phasentrennflache ist fir B=0 dann die obere, feste Be-
randung bei z=1. Durch Konvektion angefachte Konzentrationsstérungen fithren
zu einer Verformung dieses speziellen Grenzflachenprofils des Ruhezustands. Aus
Gl. (3.2.5) erhalten wir die Beziehung

8
nwy0 = T 8y Py Ty - (3.4.10)
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In raum-zeitlichen Konvektionsgebieten mit relativem Mangel an gelostem Stoff
gilt
z=1: n(x,y,t) <0. (3.4.11)

An diesen Stellen bilden sich diinne Eishocker an der oberen Berandung, da dort
die Temperatur unterhalb der aktuellen Erstarrungstemperatur der strémenden
Flussigkeit liegt. Konzentrationsreiche Gebiete mit >0 bleiben dagegen eisfrei.
Solche isolierten, nicht geschlossenen Gefrierflichen sind experimentell durch
Zimmermann (1990) beobachtet worden. Theoretische Untersuchungen zur Stabi-
litat dieses Zustands liegen jedoch bisher in der Literatur nicht vor.

Zur physikalischen Analyse des Problems ordnen wir dem oszillatorischen Kon-
vektionszustand einen linearen Wanderwellenzustand nach Gl. (2.2.41) zu. Das
Grenzflachenprofil (3.4.10) wandert dann mit der Welle mit konstanter Amplitu-
de und der Phasengeschwindigkeit cw=$/ﬁ in horizontaler Richtung, In Abbil-
dung 3.4 ist ein nach rechts wandernder Zustand skizziert.

Abb. 3.4: Wanderwelle mit Eisbildung.

Links der Eisinseln verflissigt sich Eis, rechts gefriert fliissige Phase. Da nur das
reine Losungsmittel in die feste Phase tibergeht, wird die Fliissigkeit in den ver-
schiedenen Bereichen lokal verdiinnt (©) oder angereichert (©). Der vertikale

Massenstrom j, an der Grenzflache,

J, = D5y, (3.4.12)
sorgt durch den diffusiven An- und Abtransport der gelosten Komponente fiir ei-
nen Austausch mit der Konvektionsstromung, siehe Abbildung 3.4. Einen ent-
scheidenen Einflufl auf dieses Wechselspiel haben die unterschiedlichen Zeitska-
len fir den Konvektionsvorgang und den molekularen Diffusionsvorgang. Der
charakteristische ZeitmaBstab der Wanderwelle ist durch den Reziprokwert der
Oszillationsfrequenz A gegeben und wird durch die Separationszahl gy gesteuert.
Fiir den diffusiven Stofftransport an der Grenzflache ist dagegen die molekulare

Diffusionszeit typisch. Dieser ZeitmaBstab ist in dimensionsloser Form proportio-
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nal zum Reziprokwert der Lewis-Zahl L. Aus diesem Verhalten resultieren nach
Linz et al. (1988) und Zimmermann (1990) Phasenverschiebungen zwischen der
Konzentrationswelle und der Geschwindgkeits- und Temperaturwelle. Je nach
Phasenlage des Konzentrations- und Massenstromfeldes an der Grenzfliche zum
Geschwindigkeits- und Temperaturfeld in der Flissigkeit werden die in Abbil-
dung 3.4 dargestellten Verfestigungsvorginge gefordert oder gehemmt,

Es ist plausibel, dal zum Verstindnis der Vorgénge bei zeitabhingigen Schmelz-
und Gefrierprozessen die Kenntnis der kritischen Gréfien R ) und '302 nicht aus-
reicht. Vielmehr bedarf es einer Analyse des linearen Wanderwellenzustands
durch die Auswertung der komplexen Feldamplituden (3.2.4) und (3.2.5) nach Be-
trag und Phase. Der Antriebsmechanismus der Wanderwelle wird ebenfalls mit
Phasendifferenzen zwischen den verschiedenen Feldern erklért, siehe Linz et al.
(1988) und Zimmermann (1990). Es wird argumentiert, dafl es dadurch zur Aus-
bildung von horizontalen Gradienten in der Schicht kommt, die einen globalen
konvektiven Warme- und Massetransport konstanter Amplitude in horizontaler
Richtung hervorrufen.

Zur Phasenanalyse wihlen wir folgenden Weg. Zunéchst werden aus der Eigen-
wert-Beziehung (A 6.3) Bestimmungsgleichungen fur die kritischen Groflen abge-
leitet. Dann kénnen die Amplitudengleichungen (3.2.4) und (3.2.5) bis auf eine
willkirliche Konstante gelost werden. Wir fordern

T =1 (3.4.13)

Betrag und Phase der einzelnen Feldamplituden werden auf die normierte Tempe-
ratur mit der Phase null bezogen. Die Phase des Konzentrationsfeldes entspricht
dadurch der Phase des in Gleichung (3.1.22) eingefiihrten kombinierten Kon-
zentrations-und Temperaturfeldes S. An der Grenzfliche flussige>fest bei z=1 ist
auch der Betrag des Konzentrationsfeldes mit dem des S-Feldes gleich, da dort fir
den betrachteten Spezialfall mit B =0 Temperaturstérungen verschwinden.

Analog zum Fall ohne Verfestigung finden wir anstatt Gl. (3.3.1) nun

5
¢ — 0
A0 bg) -~ il |+l —— SR =0, (3.4.14)
4 1+1§ i +w

mit dem komplexen Faktor F,
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3
1 —
o 10 L oge S pidh 424
- 1 sf -4 ™ T 1-8 :
1o —dfl- — —— 145192 2 (3.4.15)
3 sh? 12442 1-8

Die explizite Auflosung der Beziehung (3.4.14) nach den Groflen r =r(os) ('122) und
8=8 (QZ) ist nicht moglich. Zur weiteren Analyse des Problems wahlen wir des-
halb ein iteratives Verfahren. Spalten wir den Faktor F in Real- und Imaginérteil

gemal
F = RelF1+i8 Im[F) (3.4.16)

auf, so erhilt man aus der Forderung, daf} der Real- und Imaginérteil der komple-
xen Gleichung (3.4.14) getrennt verschwinden, die Beziehungen

A9 9 A
1
o = L ( “;:) L ! , (3.4.17a)
4 1+ 5
k v 1+ =42
14+ —2 LA
i
T+y 1442
N R RelF1= T Im 1]
A — X123
A2 - 12y - 7 ¢ 5”’ ] _ (3.4.17b)
vo1t 148
@
1+ —— ~——— Im[F]
T+y  14%

Beginnend mit den in Kapitel 3.3 fiir § =0 ermittelten Startwerten 2 :ﬁo,c“’s’z
und & =('A\)0‘c fir die Darstellung des Faktors F in Gl. (3.4.15) lassen sich die Glei-
chungen (3.4.17a) und (3.4.17b) iterativ l6sen. Die Minimierung der Stabilitits-
grenze (3.4.17a) bezuglich ?{2 liefert in einem ersten Schritt eine neue kritische
Wellenzahl. Mit diesem Ergebnis wird tiber Gl. (3.4.17b) eine neue kritische Oszil-
lationsfrequenz bestimmt. Die neuen kritischen Groflen werden in einem zweiten
Schritt zur erneuten Berechnung des Faktors F benutzt und die einzelnen Rechen-
schritte werden wiederholt. Fiir diese Iteration verwenden wir das algebraische
Programmpaket "Mathematica” von Wolfram (1991).

Die Untersuchungen zeigen, daB die kritische oszillatorische Wellenzahl prak-
tisch nicht von der Schmelzpunktabsenkungs-Zahl § abhangt. Die Neutralkurve
rlos) (ﬁz) ist fiir weite Parameterbereiche in der Umgebung vonR? =ﬁ0’c‘°s‘2 so flach,
daB es selbst innerhalb der Rechengenauigkeit von 6{10!%) nicht immer gelingt,
das Minimum der Kurve eindeutig zu bestimmen. Ein dhnliches Verhalten zeigt
der Graph 82(%2). Fur die weiteren Uberlegungen gehen wir deshalb von dem Er-
gebnis
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2 A2 (3.4.17¢)

aus,

Damit konnen die Gleichungen (3.4.17a) und (3.4.17b) vereinfacht werden. Fiir ei-
ne itbersichtliche graphische Darstellung der Ergebnisse ist es zweckmiflig, Ab-
weichungen der kritischen oszillatorischen Rayleigh-Zahl und der kritischen Os-
zillationsfrequenz vom Fall ohne Verfestigung mit § =0 in Kapitel 3.3 zu betrach-
ten und diese auf geeignete Referenzwerte zu beziehen, Wir verwenden die folgen-

de Form:
5 Avos)?
(o) _ (o) 14 = b . (3.4.18a)
c 0,c p 6 Ye
o {1—{-1+ 5 Im[F]} -1,
(4}
rO,c ¥ 1+?(OO:)
5 Auos)’
6282 v T ko 1 (3.4.18b)
- = RelFI-L-Im [ij{} + Im [F]} -1,
22+ (.02 1+y Aos)
0, 1 +k0c

Die Abbildungen 3.5 zeigen den Graph der Beziehungen (3.4.18) nach zwei Iterati-
onsschritten fir die Parameterwerte L=0.01 und A =2 fiir verschiedene Werte
der Schmelzpunktabsenkungs-Zahl 8. In Abbildung 3.5a sind die Abweichungen
der bezogenen kritischen oszillatorischen Rayleigh-Zahl nach Gl. (3.4.18a) und in
Abbildung 3.5b die der kritischen Oszillationsfrequenz nach Gl. (3.4.18b) darge-
stellt. Um das Stabilit4dtsverhalten des Systems in der Umgebung des Kodimen-
sion-Zwei-Verzweigungspunkts bei W =¥, nach Gl. (3.3.4) besser aufzulésen
und den gesamten Bereich des Kontrollparameters w zu erfassen, sind die Bezie-
ziehungen (3.4.18) als Funktion der Gré8e Ay, mit

Aq} = lp((?;‘_‘p , (3.4.18¢)

eingezeichnet. Fir Ay ist dabei ein logarithmischer Mafistab gewéhlt.

In unmittelbarer Umgebung des CT-Punktes bei Ay =10-8 tritt mit zunehmenden
8-Werten eine geringfigige Destabilisierung der Schicht auf. Die kritischen oszil-
latorischen Rayleigh-Zahlen sinken mit wachsender Schmelzpunktabsenkungs-
Zahl 8, siehe Abbildung 3.5a. Dagegen nimmt die kritische Oszillationsfrequenz
nach Abbildung 8.5b in diesem Parameterbereich mit steigenden §-Werten zu.
Fiar schwach negative Separationszahlen mit Ay =~10-4 wirkt die Schmelzpunk-
tabsenkung stabiliserend auf den Ruhezustand. Entsprechend nehmen die kriti-
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Abb. 3.5: Abweichungen der bezogenen kritischen oszillatorischen Rayleigh-
Zahl (Abb. 3.5a) und Oszillationsfrequenz (Abb. 3.5b) vom Fall ohne
Verfestigung mit § =0 fiir verschiedene Schmelzpunktabsenkungs-
Zahlen fur L.=0.01, A=2,




schen Rayleigh-Zahlen nach Abbildung 3.5a zu, Gleichzeitig sinken die kritischen
Oszillationsfrequenzen mit zunehmenden 8-Werten, siche Abbildung 3.5b. Im Pa-
rameterbereich Ay =10-1bei stark negativen Separationszahlen erkennt man aus
Abbildung 3.5a eine méiBige Stabilisierung der Schicht, die mit zunehmenden
Schmelzpunktabsenkungs-Zahlen § jedoch wieder abnimmt. Eine weniger ausge-
priagte 6-Abhidngigkeit zeigt in diesem Parameterbereich die kritische Oszillati-
onsfrequenz. Die numerischen Resultate ergeben, daf} sie mit der Schmelzpunkt-
absenkungs-Zahl zunichst anwéachst, dann aber mit zunehmenden 6-Werten wie-
der minimal abf#llt. Dieses Verhalten ist im Rahmen der gewédhlten graphischen
Darstellung in Abbildung 3.5b im einzelnen jedoch nicht zu erkennen.

Zur physikalischen Erkldrung der Ergebnisse ziehen wir die Resultate der Pha-

senanalyse fiir die Konzentrations- und Geschwindigkeitswelle in die Diskussion
heran, Die komplexen Amplituden des S- und w-Feldes besitzen die Darstellung

5 as)2
1+ E?(O,c ?J

s = —il 1 —d-22 (3.4.19a)
@~ "5 2 A2 A2 1 T R
l+7’e\(os) ﬁ+w 1-—"d{l— = 1} }
0 3 52(03)2 T2+ &2
o (3.4.19b)
w,, = 1080 +i)z(1-2). o
Betrag und Phase der Felder sind tiber folgende Ausdriicke definiert:
AbsIS]: = {RE[S]2+ Im[sﬁ}%’ (3.4.20a)
Im[S
ArglSl: = —arclg miS] , (3.4.20b)

Insbesondere ergeben sich aus Gl. (8.4.19a) mit den Gln (3.4.10) und (3.4.12) an
der Grenzfliche bei z=1 die Relationen

6 .
Abs[n| = —fngbS[Sm]’ Arglnl = Arg[Sm], (3.4.21a)

Absljl = AbsIDS 1, Arglj,l = ArgIDS, ). (3.4.21b)

Die Grofle S(1) in Gl. (3.4.21a) entspricht der Amplitude der Konzentrationswelle
an der Grenzfliche,

In Abbildung 3.6 sind die Ergebnisse unserer Rechnungen fir L=0.01 und A=2
quantitativ dargestellt. Es sind Betrag und Phase der komplexen Amplituden
nach Gl. (3.4.20) als Funktion der Oszillationsfrequenz & fiir verschiedene Werte
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Abb. 3.6a+hb: Betrag der Grenzflichenposition nj (Abb. 3.6a) und des Masgsen-
stroms j, (Abb. 3.6b) als Funktion der Oszillationsfrequenz & fir
verschiedene Schmelzpunktabsenkungs-Zahlen 8 mit L=0.01,
A=2,B=0.
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Abb. 3.6¢: Phase der Grenzflichenposition/Konzentration und Vertikalgesch-
windigkeit w als Funktion der Oszillationsfrequenz fiir verschiedene
Schmelzpunktabsenkungs-Zahlen § mit L=0.01,A=2,B=0.

der Schmelzpunktabsenkungs-Zahl 8 eingezeichnet. Fiir & ist dabei ein logarith-
mischer MaBstab gewahlt. Diese Darstellung von komplexen Gréflen ist in der Re-
gelungstechnik ublich und wird als Bode-Diagramm bezeichnet, siche etwa Fol-
linger (1984). Den verschiedenen Frequenzbereichen in Abbildung 3.6 kann phy-
sikalisch ein Wert des Kontrollparameters Separations-Zahl g oder der in Abbil-
dung 3.5 benutzten Grofle Ay nach Gl. (3.4.18¢) zugeordnet werden. Kleine Fre-
quenzen entsprechen kleinen Ay-Werten, da in der Umgebung des CT-Punktes
die Oszillationsfrequenzen klein bleiben. Grofien Frequenzen sind dagegen grofie
Ay-Werten zuzuordnen, weil fir stark negative Separationszahlen die kritischen
Oszillationsfrequenzen stark ansteigen. Fur den Fall § =0 liefert Gl. (3.3.3) bei-
spielsweise die typische Abhingigkeit %20,C~Alp.

In Abbildung 3.6a ist mit Abs [n] nach Gl. (8.4.21a) der Betrag der Grenzflichen-
amplitude und in Abbildung 3.6b mit Abs [j,] nach Gl. (3.4.21b) der Betrag des
Massenstroms eingezeichnet. Abbildung 3.6¢ zeigt mit Arg [n] nach GI. (8.4.21a)
die Phasenverschiebung zwischen Grenzflachenposition oder Konzentration und
Temperatur. Des weiteren ist in Abbildung 3.6¢ mit Arg [w]= —arctg 8 die vom




Parameter § unabhéngige Phasenverschiebung zwischen der vertikalen Ge-
schwindigkeit und der Temperatur dargestellt. Der diffusive Massenstrom j, ist
gegeniber der Konzentration stets um die Phase -n/2 verschoben, da er nach GI.
(3.4.12) durch Differentiation aus dem Konzentrationsfeld hervorgeht.

Wir wollen die Wirkung der Schmelzpunktabsenkungs-Zahl § anhand Abbildung
3.5 fur aufsteigende Ay-Werte und ensprechend Abbildung 3.6 fiir aufsteigende
Frequenzen diskutieren.

In unmittelbarer Umgebung des CT-Punktes bei sehr kleinen Frequenzen mit
Ay =~10-8, $=~104 liegt bei zeitlich periodischen Konvektionseinsatz der in Abbil-
dung 3.7 skizzierte Stromungszustand am oberen Rand vor.

> Cw

g -,

T4 W. T4

Abb. 3.7: Wanderwellenzustand bei sehr kleinen Frequenzen (0’3\ ~10-4),

Nach Abbildung 3.6¢ sind Vertikalgeschwindigkeit und Temperatur in Phase und
die Konzentration eilt beiden mit der Phase n voraus. Die Eisinseln bilden sich
nahezu direkt iiber den relativ warmen Aufstromgebieten (w-+,T+) aus, da diese
aufgrund der negativen Thermodiffusion konzentrationsarme Flissigkeit C — mit
sich fithren. Wahrend die sehr schwachen Temperaturstorungen auf ihrem Weg
nach oben weiter abgeschwicht werden, bleiben die induzierten Konzentrations-
storungen erhalten. Sie bewirken eine Anderung der aktuellen Schmelztempera-
tur der Flissigkeit, gekennzeichnet durch den Parameter §, und damit einen loka-
len Gefrierproze3. Der kalte Abstrom transportiert die aus der festen Phase ver-
drangte und an der Grenzfliche in der flissigen Phase aufkonzentrierte leichte
Komponente ab. Mit zunehmenden 6-Werten sind nach Abbildung 3.6a steigende
Betrige der Grenzflachenposition 1 zu verzeichnen, Dies entspricht der Uberle-
gung, daB durch eine stirkere Anderung der Schmelztemperatur der Gefriervor-




gang begtnstigt wird und deshalb die Dicke der in Abbildung 3.7 dargestellten
Eishigel zunimmt, Da die Oszillationsfrequenz sehr klein ist, wird nur wenig Ma-
terial an der Phasengrenze aufgeschmolzen oder angefroren. Der vertikale Mas-
senstrom bleibt damit nach Abbildung 3.6b gering. Mit wachsender Dicke der Kis-
higel wird jedoch pro Zeiteinheit mehr Material an der Grenzfliche umgesetzt.
Deshalb nimmt der Massenstrom mit steigenden 8-Werten leicht zu, siehe auch
Abbildung 3.6b. Mit zunehmender Dicke der Eishiigel reichert sich die leichte
Komponente in der flisssigen Phase an. Dadurch wird die Wirkung des negativen
Sorét-Effekts verstiarkt und es kommt nach Abbildung 3.5b zu einer Erhéhung der
kritischen Oszillationsfrequenz mit wachsendem Parameter 8. Mit dicker werde-
nen Gefrierflachen ist gleichzeitig eine Destabilisierung der Schicht verbunden.
Die kritischen Rayleigh-Zahlen fiir den Beginn der oszillatorischen Konvektion
nehmen gemafB Abbildung 3.5a mit steigenden §-Werten ab. Dies entspricht der
destabilisierenden Wirkung einer deformierbaren Berandung endlicher Wérme-
leitfahigkeit fiir schwach negative Separationszahlen, vergleiche Abbildung 3.3a
in Kapitel 3.4,

Mit ansteigenden Ay-Werten und entsprechend ansteigender Frequenz nimmt
der EinfluB der negativen Thermodiffusion zu. Gebiete mit relativem UberschuB
an der leichten gelésten Komponente verlagern sich deshalb mehr und mehr zu
den Auftriebszentren der Konvektion hin, siehe Abbildung 3.6a.

In einem Bereich mit miBig negativen Separationszahlen und kleinen Frequen-
zen bei Ay~10* und &§~102 hat sich die Konzentration gegeniiber der phasen-
gleichen Geschwindigkeit und Temperatur nach Abbildung 3.6¢c um die Phase
—1/2 verschoben. In Abbildung 3.8 ist dieser Zustand dargestellt.

T1=TM

Abb. 3.8: Wanderwellenzustand bei kleinen Frequenzen (fﬁ =~1072),
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Die warmen Auftriebsgebiete der Konvektion kommen nun unterhalb von Zonen
der Grenzfldche zu liegen, in denen Gefriervorginge stattfinden. Konvektionsge-
biete mit kaltem Abstrom befinden sich dagegen unterhalb der Schmelzzonen.
Der An- und Abtransport der gelosten Komponente beim Phaseniibergang wird
demnach durch die Lage des Stromungsfelder nicht unterstiitzt. Die aus der festen
Phase verdringte Konzentration bewirkt, dafl dort die aktuelle Schmelztempera-
tur der Flussigkeit absinkt. Dadurch wird der Gefrierprozefl behindert. Als Folge
hiervon wird feste Phase abgebaut. Wir registrieren deshalb in Abbildung 3.6a ei-
nen starken Abfall im Betrag der Grenzflaichenamplitude n. Der Massenstrom
nimmt entsprechend einen maximalen Betrag an, siche Abbildung 3.6b. Die Be-
hinderung der Gefriervorginge fithrt auch zu einer Behinderung des Wandervor-
gangs der Welle. Die Oszillationsfrequenz nimmt gem4fl Abbildung 3.5b mit zu-
nehmenden §-Werten ab. Dagegen tritt in diesem Parameterbereich nach Abbil-
dung 3.5a eine Stabilisierung des Ruhezustands mit steigender Schmelzpunktab-
senkungs-Zahl auf. Dies entspricht der stabilisierenden Wirkung eine diinnen
Eisschicht bei maflig negativen Separationszahlen, sieche Abbildung 3.3a in Kapi-
tel 3.4.

Fir stiarker negative Separationszahlen und groBere Frequenzen, im Parameter-
bereich Ay=10"2 mit §>10", bewegen sich die Auftriebszonen der Konvektion zu
den konzentrationsreicheren, kilteren Gebieten hin, siehe Abbildung 3.6¢. Es
wird dabei fast keine feste Phase mehr gebildet, siehe Abbildung 3.6a. Der Betrag
der Grenzflichenamplitude n geht unabhingig vom Wert des Parameters 8 gegen
null, Dies bedeutet physikalisch, dafl in diesem Parameterbereich Konzentrati-
onsstéorungen sehr klein werden. Dafiir gibt das relativ rasche Fortschreiten des
Wellenzustandes Anlaf, das fiir eine gute Durchmischung der Flussigkeit in hori-
zontaler Richtung sorgt. Aufgrund der schnellen Schmelz- und Gefriervorgéngen
an der Grenzfliche nimmt der Betrag des Massenstroms fiir =0 einen von null
verschiedenen, kleinen Wert an, sieche Abbildung 3.6b. Die beim Gefrieren ver-
driangte geringe Menge der gelosten Komponente bewirkt jedoch eine Konzentra-
tionsverteilung an der oberen Berandung, die gegeniiber derjenigen im Fall 6=0
nach Abbildung 3.6c einen Phasenunterschied von -n/2 aufweist. In einem physi-
kalischen Sinn wird der Flissigkeitsschicht die Konzentrationsverteilung nun
vom Verfestigungsvorgang aufgeprigt. Der Sprung in der Phasenlage des Kon-
zentrationsfeldes an der Grenzfliche ist formal dadurch bedingt, dafl der Realteil
der komplexen Amplitude S, in Gl. (3.4.20b) fiir §=0 sein Vorzeichen wechselt.
Dies entspricht nach Gl. (3.4.21a) gerade einer Phase von n/2. In Abbildung 3.9 ist
die Phasenlage des Wanderwellenzustands fiir &#=~10" am oberen Rand fiir =0
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argestellt. Die Vertikalgeschwindigkeit eilt der Temperatur dabei nach

jo M

und §=0

Abbildung 3.6¢ jeweils leicht voraus.
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Abb. 3.9: Wanderwellenzustand bei gréfieren Frequenzen ('(Bz 10'Y) fir §#0, §=0.

Die im Parameterbereich Ay=102 leicht abnehmende Stabilisierung der Schicht
mit zunehmenden §-Werten gemaf3 Abbildung 3.5a 14t sich mit leichten Phasen-
unterschieden zwischen Temperatur und Konzentration erkldren. Nach Abbil-
dung 3.6¢c bewegen sich im entsprechenden Frequenzbereich $#=10" die konzen-
trationsreichen Gebiete mit zunehmendem Parameter 8§ ndher zu den relativ war-
men Gebieten hin, Damit nehmen auch die effektiven Auftriebskrifte mit stei-

genden §-Werten zu und die kritischen Rayleigh-Zahlen sinken.

Zusammenfassend 148t sich sagen, daB fiir sehr kleine Frequenzen mit 8~104das
Wandern des Konvektionsmusters eine untergeordnete Rolle spielt. Dieser Zu-
stand entspricht dann weitgehend dem Zustand der stationdren Konvektion. Mo-
lekulare Transportvorgéinge sind an der Grenzflache wegen L>& vorherrschend
und sorgen bezogen auf die Zeitskala der Wanderwelle fiir einen raschen An- und
Abtransport der gelosten Komponente beim Schmelzen und Gefrieren. Sind die
beiden Zeitskalen von vergleichbarer GréBenordnung L~{~ 102, unterbinden
Phasendifferenzen zwischen dem Konzentrationsfeld und dem Temperatur- und
Geschwindigkeitsfeld dieses Zusammenspiel. Die beim Gefrieren anfallenden
Konzentrationsiiberschiisse an der Grenzflichen werden nicht mehr abtranspor-
tiert. Als Folge hiervon sinkt die aktuelle Schmelztemperatur ab und die Gefrier-
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flachen schmelzen teilweise auf. Ist die Oszillationsfrequenz der Wanderwelle ge-
nigend grof, AR 101, so wird die Eisbildung ganz unterdriickt. Nun ist der kon-
vektive Transport vorherrschend. Er sorgt fiir eine gute Durchmischung der Fliis-
sigkeit, so dafl Konzentrationsstorungen an der Grenzfliche schnell verschwin-
den. Dadurch kann an der oberen Berandung keine feste Phase mehr gebildet

werden.,
3.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Mit einem Galerkin-Verfahren wird die Wirkung einer dinnen Eisschicht auf die
Konvektionsinstabilitiat einer bindren Flissigkeitsschicht in einem porosen Kor-
per untersucht. s zeigt sich, dafl an der Stabilitdtsgrenze des Ruhezustands bei
negativem Sorét-Effekt ein Ubergang zu einem Zustand oszillatorischer Konvek-
tion stattfinden kann,

Die Auslenkung der im Ruhezustand ebenen Phasentrennflache durch einsetzen-
de Konvektion wird aufgrund von zwei Effekten bewirkt. Zum einen verursachen
Temperaturstorungen eine Storung der Grenzflichenposition. In warmen Auf-
stromgebieten wird die Phasentrennfliche nach oben und in kalten Abstromge-
bieten nach unten ausgelenkt, Zum anderen bewirken Konzentrationsstérungen,
daf} die Gefrierflache in Zonen mit viel gelostem Stoff nach oben und in Gebieten
mit wenig geloster Komponente nach unten deformiert wird.

Herrscht in der Flussigkeit ein Zustand stationdrer Konvektion, so sind diese bei-
den Effekte gegenliufig, da fiir negative Separationszahlen y der warmen Auf-
strom konzentrationsarm ist. Die Deformationen des Grenzflichenprofils werden
in diesem Fall minimal. Mit zunehmender Eisdicke nehmen die kritischen
"Rayleigh-Zahlen fiir den Beginn stationdrer Konvektion ab. Dies entspricht der
destabilisierenden Wirkung eines deformierbaren, schlecht warmeleitenden Ran-
des. Diese Wirkung ist auch fiir den Fall der Konvektion in einfachen Flissigkei-
ten von Dietsche (1984), Davis et al. (1984) und Dietsche, Miiller (1985) festge-
stellt worden.

Im Fall einer zeitlich periodischen Stréomung bei Konvektionsbeginn ist die Wir-
kung einer diinnen Eisschicht komplexer. Fiir maBig negative Separationszahlen
tberwiegt zunichst die destabilisierende Wirkung des freien Randes mit endli-
cher Wiarmeleitfahigkeit. Fur hinreichend negative y-Werte dominiert dagegen
die stabilisierende Wirkung der Konzentrationsanreicherung der geldsten leich-
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ten Komponente in der flassigen Phase bei teilweisem Ausfrieren. Dies ist da-
durch bedingt, dafl nur die reine Komponente in die feste Phase iibergeht. Es
kommt deshalb zu einem Anstieg der kritischen oszillatorischen Rayleigh-Zahl
und der Oszillationsfrequenz gegentiber dem eisfreien Fall. Ein entsprechendes
Verhalten findet Zimmermann (1990) fiir starker negative y-Werte mit einer nu-
merischen Stabilitatsanalyse.

Mit der durch den Anreicherungseffekt zunehmenden Oszillationsfrequenz erge-
ben sich gleichzeitig Verschiebungen in der Phasenlage zwischen dem Konzentra-
tionsfeld und dem Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld. Die Ergebnisse der
Phasenanalyse zeigen, daf} diese Erscheinungen besonders ausgepréigt sind, wenn
die Zeitskalen der molekularen Diffusion und der Oszillation von vergleichbarer
Groflenordnung sind. Der warme Aufstrom kommt dann in Bereichen zu liegen, in
denen Gefriervorginge stattfinden und deshalb groflere Mengen der gelosten
Komponente verdriangt werden. Als Folge davon wird der eigentliche Gefriervor-
gang behindert und feste Phase wird teilweise aufgeschmolzen. Wir finden, dafl
der beschriebene Zustand bei Werten der Separationszahl auftritt, die nur gering-
figig kleiner als der Wert am Kodimensions-Zwei-Verzweigungspunkt sind. Dies
spiegelt die Empfindlichkeit der Anordnung gegeniiber einer kleinen Anderung
des Kontrollparameters Separationszahl wider. Diese Betrachtungen sind bisher
in der Literatur nicht durchgefiihrt worden.

Zimmermann (1990) beobachtet experimentell, dafl unter der Wirkung einer din-
nen Eisschicht ein oszillatorischer Konvektionszustand nicht stabil ist. Es bildet
sich vielmehr ein Zustand der stationdren Konvektion aus. Mit unserer linearen
Stabilitdtsanalyse des Ruhezustands kann dieses Verhalten naturgemaf nicht er-
faflt werden. Hierzu ist eine nichtlineare Stabilitdtsanalyse erforderlich. Unsere
Untersuchungen zur Phasenanalyse legen jedoch ebenfalls den Schlull nahe, daf}
ein oszillatorischer Strémungszustand im Zusammenhang mit Schmelz- und Ge-
friervorgingen kein stabiler Konvektionszustand darstellt. Wir finden, daf} klein-
ste Anderungen des Kontrollparameters Separationszahl zu Anderungen in der
Oszillationsfrequenz fithren, die mit groien Anderungen in der Eisdicke riickkop-
peln.
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5. Anhang

5.1 Verzeichnis der Formelzeichen
Das Verzeichnis enthilt aus Griinden der Ubersichtlichkeit nur die hiufig ge-
brauchten Formelzeichen. Vektoren sind mit einer Tilde und Matrizen mit einer

Doppeltilde gekennzeichnet.

Lateinische Formelzeichen

Grenzflichenkonzentrations-Zahl
Amplitude des Hexagon-Musters
Amplitude des Rollen-Musters
Biot-Zahl

Abkurzung; b=(1+B)/(1+2B)
Konzentration der gelésten Komponente

vl
——

=

Anfangskonzentration der gelosten Komponente

=]

S OoOQT W >

spezifische Warme
Phasengeschwindigkeit der Wanderwelle

molekulare Diffusionskonstante

<

Einheitsvektor in z-Richtung

gQCD

Betrag der Schwerebeschleunigung
Schichthohe

Hohe der Flussigkeitsschicht im Ruhezustand
Hohe der Eisschicht im Ruhezustand
imaginére Einheit

(=20 = = ]
)

w

Massenstrom

Permeabilitat des porosen Korpers
Wellenzahl

Lewis-Zahl

Steigung der Schmelzkurve
Normaleneinheitsvektor an der Grenzfliache
Druck

Abkiirzung; q=n?+k?
Warmestrom

Rayleigh-Zahl

bezogene Rayleigh-Zahl
Positionsvektor in der x-y-Ebene

WY 7 mRe 2 TR § KRR

107]

Inhomogenitdtenvektor
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kombiniertes Temperatur- und Konzentrationsfeld
Sorét-Koeffizient

Temperatur

Temperatur des unteren, oberen Randes
Schmelztemperatur der Mischung, der reinen Flissigkeit
Temperaturdifferenz

Zeit

Geschwindigkeitsvektor

Loésungsvektor

adjungierter Losungsvektor

konjugiert-komplexer Losungsvektor
Amplitudenvektor

Griechische Formelzeichen

-

DRI < T > RS O o< R
=]

Q
c

linearer thermischer, solotaler Expansionskoeffizient
nichtlinearer thermischer Expansionskoeffizient
Nicht-Boussinesq-Zahl
Schmelzpunktabsenkungs-Zahl

Amplitude der Storgroflen, Entwicklungsparameter
Position der Grenzflache

Temperaturleitfahigkeit

Wirmeleitfahigkeit

Schmelzenthalpie

dynamische Viskositit

kinematische Viskositat

Einheitswellenvektor

Dichte

Bezugsdichte

komplexer Eigenwert

Zeitverhalten der Storgrofien

horizontale Struktur der Stromungsmuster
Separationszahl

Differenz der Separationszahl, Ay =y -
Ostzillationsfrequenz




g-Hex
1-Hex

n, m
N,L,K
0S

st
SV
SW

UP
x’y’z

Operatoren

d

& |

€ |
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kritisch
Kodimension-Zwei-Verzweigungspunkt
effektiv

Endpunkt

Flissigkeit

Hexagonmuster

Hexagon mit mittigem Abstrom
Hexagon mit mittigem Aufstrom
flissige Phase

Laufindices der Stérungsentwicklung
Laufindices in der Darstellung der Stromungsmuster
oszillatorisch

Rollenmuster

feste Phase

stationér

stationdrer Verzweigungspunkt
stehende Welle

wandernde Welle

Umkehrpunkt

in Koordinatenrichtung

gemittelte Stoffkonstante

bezogene Grofle

Ruhezustand

Ableitungen nach den Koordinaten; Zeitableitung

Gradienten-Operator

> Laplace-Operator
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v2 = ( L + 9 > Laplace-Operator in der x-y-Ebene
H a2 Qy2
D= 5; totales Differential in z-Richtung
%, I’\.‘/I Differentialoperatoren in der Stérungsrechnung
%*, %, I;: zu % adjungierter, konjugiert-komplexer, transponierter
Operator
Abs Beitrag einer komplexen Grofle
Arg Argument einer komplexen Grofle
Im Imaginéarteil einer komplexen Grofle
Re Realteil einer komplexen Grofe
P> Summenoperator
<> verallgemeinertes Skalarprodukt
5.2 Rechnungen zur Stéorungsentwicklung

Es werden die Randwert-Probleme in den verschiedenen Ordnungen in ¢ und y
und die benétigten Losungen angegeben. Bei samtlichen Problemen werden ho-
mogene Randbedingungen bei z=0 und z=1 gefordert. Die Lésungen sind durch
die Bedingungen

1/2firn=1,m=0

<Tnma TIO* > =
0 sonst,

normiert, Beziehungen fiir die Entwicklungskoeffizienten werden nur angegeben,
falls sie im Text nicht in allgemeiner Form aufgefiihrt sind.
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5.2.1 Rechnungen zum linearen Stabilitdisprobiem

(1) Ordnung (e1, y0):

2,2 2 2
D*—k® R0 +w) —Ry iy \ fw,
_ 2 ,2 -
£0{§10}_ 1 D — k" —ing 0 TIO =0,
0 pi-k?  LO’-kH—ingl\S,,
q q(1+ico00)
(s8) _ . 08) _ .
X 0 = 1 s Sinng, X‘10 = 1 ssinnz.
~ ~
~1 . 2. 2. -
—L — (L —iwy,) (L + W)
Adjungierte Losungen:
- -1
q ! q
*(st) _ . plos) _ .
X10 = 1 : o SINTLZ; X10 = 1 eSIRNZ .
~ ~
-1
_lpL*‘{1+lp(1+L—‘)} L+iw
(ii) Ordnung (el, y1):
2 2
—Rmk l(l +qJ)Tw—LpSlO]+2R00k 2T,
LX = iy 4Ty ’
wy P
00,9844
q+3n2\
2
: 32 1
X‘l“lt) = 1 e " 1 . T sin2mnz
~ 334 2q+3nd) 14yt +L7Y
—L"}
q+15n2‘
64q” 1 .
+ 1 o 2 5 N esindnz + HOT .
15%0%2q+15n% 1+y9{1+L7"
_L“I)
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( i@y q
X(as) — 0 in
1 . 24 ° sinnz
& ‘o ; (L—l(x)oo)
0n? 9 2.9
(L 'H*)oo)l
gt +iay)+3n"
2 .
1 32q2 L(q+3n)+zm00q 1+L
+ 0 o T3 5 5 «sin2nz
q+3n 3°n" (2 +3n%) Lig+3n) +iw g +L) 1TV
q(L+iw00)+3n2L
q(l~i—ico00)~l-1£')n2
2,
1 64 ¢> L{g+15n)+ieynq  §4p .
+ ) ‘= > > esindnz+ HOT .
q+15n 15%* 2 +150%) Lig+150) +iw g1 +L) 1 +¥
q(L+im00)+15n2L

(iii) Ordnung (el, y2):

2 2 2

‘Rozk {a +lp)T10—qJSm}—R01k {1 +1p)Tu—lpSu}+2k {ROOZT11+R012T1

L{X ob= 10,q T tioy g T,
x RS

104,q 8 Hiwy g5,

Exakte Beziehungen fiir die Entwicklungskoeffizienten des oszillatorischen Pro-

blems:
(0s) 2 2,2 2 2 3 2
R R @292 +L) L7@+3m) +w g"1+L)—gL%q+3n")
RYY  (1+y)? 9-27n%2q +31) LYq+3m) 7+ wlq” 1 +L)
2,2 2 2 2
64g)2a+L)  LAg+1507%+0l g’ + L)~ qL%g+151")
2252150%2g + 150 LHg+150%%+ 02 g2 (1+ L) '
20)00(.)02- 1

1 +y)? 9-27n8%2q +31%) L2(q+3n2)2+m(2)0q2(1 +L)2

64921 +L)  LAq+15m)+0l g’ +L)+qL%g+15n%

— —, .
2252150824 + 1509 Lig+15m) 2+ @l g* 1 + L) ol
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2
R V49T ~wS,,

ol o Ir o
g"%"}s a 0= Qo VT tiogTy,
d W, VS, +iw,.qS
2 2__ 0 10 107510
0 ' LV ” So A
Rollenlésungen:
0
x(;)“z - -42- 1 -sin2nz,
n
thd ~L7Ma+L7Y
0
q 1
(TW)y _ 1 : . ;
0 - an (1_”‘)()0) 1 L—iw esin 21z,
: (i
L +co(2)0
0
A—iw )+
W 4 ° esin 2nz
20 4n L-iwy,y L-io L-iwg '
_1,—1(]_im00)(1+ 5 2)— PR [1+(1+ico00) 5 Jioaqt
L +a)00 L +twy, L +u)OO
Hexagonloésungen:
0
(250t.H): - :f— sin 2nz— I—Z—- sin 2nz %
n 1
~ _L7'a+L7Y
_9 q(3$nNL)
. yL
¥ { Z F(i‘nNL)[l——al(inNL)—————-——l} 1 cos{k(nN¥nL)r}
N=L 1+yp(d+L7) L-1 PO W
9B Fmy,
- Z b(tm ) 0 cos[k(n +n )r} :
= 1 TUNL A ALw
-2
o) @—my YA +un,,) , _y l—m,, b ) l+m,,
N = 2 > ay ) = 27 1INL T 3T,
B-mny )" =201 ~n,,) (B—my,) NL
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[ ol 0
(M, —m, )r}
(TWH) _ . : { L
%90 = D1 in2nz+ sin2nz z e AN oFw D2
(a%4 N=L
D4 D5
0
—i{kn, +1)r—20
+sin2nz Z e & Ju qa D3 .
ML ’
D

2 —m, ML —iw )
g o , NL 00
Dy =~ (~iwy); Dy=D Finy)|1- LG 2 ]}
ATy,
20 +n,, ) L—iw
L
(B+my )1 —ny ) |1- al - ®_ ]
b 1 & 3+m,, LEB+m, )+2i0, .
373 1 . (B+my,) L—ak)+2( +Liay, '
3+ -2Q — ] + 2 (3 +
@+my) 20 —ny,) L@ +my,)+ 200, 008 * i)

L—m)oo 1+nNL

1 L—iw ! 1 )
D:—L'D{1+ ]~D=—L‘D——L'D ;
4 1 2, 2 ("6 2 1,2, 2 3 ’
L’ +o? 3 Lty 3=Tyy,
D - 3+nNL D 1 D__ L—uooo 1 .
6 LB+my )+ 2i0, 3 3 1L2+w§0 LB +ny,)+2i0,’

3 —nNL) a+ HNL)

F =
(n,.,) 2 -1 2
NL (3——rlNL) -—2(1—HNL)(1—L (ooo)

SSWHD _ W 4 o cos K @y Fo) r}*

2 %90
A (L4 R Qe A

3D3(+ l"NL) Ziogt 1

1 +Q +im00) D

-1 3+ nNL
=17 |~ LG Fn,) + 2iay)
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[o\

(L—iwg) (1 +iwy,) 1+n |
L~ '0+n. ) + % NE ez'“"f‘] 0|

g Lty

=, 1240l L@*n, )+2i0y

+ L sin2nzeos { k (my T, )r},
12 WL

Es gilt innerhalb der Summen eine Kurznotation, wie beispielsweise

+F(—nNL)oos{k (n +nL)r} .

e\gw"!

F(inNL)cos{k(n~N ?;IIL)r} =F(+ nNL)cos{k(r‘Iy—:‘Lx
AR

(ii) Ordnung (2, y1)

(o)
0 9 ' ,)534 s”ﬂ’p
Ry ValQ+0)T —wS b+ R VA + 0Ty — wS,p} (4) ' 0
M g d= (B}O'V)T11+(R}1'V)T10+i“’quuH“’unlo ) {“ : %% A

;\\50 ’El L‘?A" ML« MMF;’
(,UJO’V)SH+(011'V)Slo+i‘*’loq311+i“)11qslo L#it
N m-'mé"ﬂmm < Tenme.

(iii) Ordnung (g3, y0):

2
RVl +wT  —wS o}
M {x }=f @ ongT
o '30} o1 | 207" 20
(:LO'V)S%"L zmzqu

-V)T20+ 1w

20

Rollenlésungen:
r q (q+8n2)E1—q2/8 7
(st) __ v . a. .
Xy = 2 2cos{k(n1 N} 0 sinnz+ E1
Rs oy o sin 3nz|;
9 . _
L
L720+L7Y g oL
: 17 g
o
q® q+8g’ ¢ L %wa+L7h
E = 1+

P 19802 q+4n2‘ (q+8112)2 1+y(1 +L7h
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r L
E, E,\
— i{k(n, r) — wqt}
x(af)'W) = V2e alw 0 inmz+2 | E, |sin3nz|;
A
E E
AN 6 d

2

2
q . : q - -
E,= 7 A +iwg)+ingg, E, =~ Y A +iwy)+{q( +l0)00)+8n2}E5 ;

¢® (1 +iny) L-ioy) (L~ i)
E3 = 5 .3 Q +L)+i0)20q — 2.5 ;
4 (L +m00) (L +(o00)
q2 (1+iu)00) (1+L) q+8n2
6 4 5

2, 2 . 2,, ) 2
(L +m00) [q(L+lu)00)+ 8n“L} q(L+woOO)+8r1 L

9 .
q“a +L) qi0g,
(1+ia)00){1— 5 s s L~ 5
E‘ ¢ q+8n° L%q+8n") toe q+8m
5 2 2 2, 2
128n" g+4n q L“)OO . q(q+8n2)L2
1+ + 1w

LZ(q+8r12)2+oo(2mqZ 00 L2(q+8r12)2+o)goq2

(iv) Ordnung (¢4, y0):

2 2
R, VZAQ+@IT (— S, } + Ry Vi (1 +9)Ty ~wS, }

%o{iﬁo} = (ﬁ‘lo'v)TaoJr(‘;%o'V)Tlo +iwgaT g +ioy,aT,,
W,y VIS gy Wy VIS | + i0yoq S + 0509 S
a ad
Rollenlésungen:
0
(st) __l (g+4 2)E' l 2 | in2nz+NRT
X0 = q-+4n 1_8q sinnz )
) I
-1 2 -1 1 2. 1 ~1 _9 q+4n2
—L7 (q+4n)A+L7)E + ~q¢°L” (1+L7 )| 1-L 5
8 q+8n
0
1
™W . s .
:flO ) E; q(l"“)oo)Es_ (E‘z__E4) sin2nz+ NRT .

L—iwoo >

~1 . 1 e =
L q(l—uooo)(E5+E3—E6)+L (E2—E4)(1+L2+ N
Do




114

(vi) Ordnung(eb, y0):
2 2
R, V{1 + 9T ~wS 4R, Vi +u)Ty ~wS )
Azo{xw} = 0,y OIT )+ (L®~V)T20+ iw, qT o +iw,qT o
& A &

W (VIS o+ 0y VIS o+ ic0, qS 0 + i, S .
S a4

Exakte Beziehung fiir den Entwicklungskoeffizienten R40(st) des stationaren Rol-
lenmusters:

(st) O 14y Q+L- L2 8) 2 - {1 ¢*(3q+16n?) }
< = i lp a
R:)&ot) 16 Q+ya+L~ Y)Y 161 (q + 4% (g + 81

¢ q+4n® w.~t+ L7H +q2 [1 (3q +161%) (g +8n?) H” w72+ L8 }
[r— 4 — A et

8 g+8n® 1+y{l+L ™} 64 (¢ +4n?) 1+ga+L7hH
Losbarkeitsbedingung fiir die Wanderwellenlosung in allgemeiner Form.

R(TW)

10 . 2(000(040 . 1 aA+L)(L—- i(oOO)
— oD a +l(o00) - 2 (L—Lu)oo)+ 5 (E2—E4) 1- 5 5
Roo L +m00 L + g,

. NN — — — —
+z(o202E3(L—uoOO)— 5 ! +w)00) q(E5+ Es)—-zmooq(Es— E5)—(E2+ E2)+(E4+ E4)}
] . L » *
+ E (1 +w)00)( —zoooo)
*lq(E5+ Es)‘i“’ooq (E,- Es)‘(E2+ E)+(E+E,)

+q(E3+ Es) —iwooq(Es— E3)—q(E6+ E6)+iw00q(E6— EG)

o

L —_— —_ — —
Y {(Ez—l- Ez) —(E4+ E'4)| - FEpE {(EZ-— Ez)m (E4-— E4)H =0 .
00 00
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15—3b

1 a9 b3 —2b)+(10-15b+6b3(E%+ i) ]*
2

rﬁz(l +y)— Zq

[(£+i$)—§ — {ﬁ(1_3—>+i$} il A - ]

§
1-8

A2
Sk 1+5idL 524 ——
1-8 (A.6.3)
b+ 2R3 -2b)
5-3b 49 [ el s 512 .
rR @Y 2 -
1 )
1+f 14500124 ——
1-6
5 Ao
- —-2b
8 b+6?(3 ) {ﬁ( 1%2> , "‘H
——a-b| e (1-=%) - =iB|}| =0,
1-5 1442 % 6
5.4 Konturplots des wandernden Hexagonmusters

Die Abbildung zeigt Isolinen konstanter Vertikalgeschwindigkeit zu den Zeit-
punkten t=0, nach einer Achtel-Periode und einer Viertel-Periode. Man erkennt
die Transformation von einem Hexagonmuster in ein Dreieckmuster. Die Auf-
triebszentren der Konvektion wandern dabei in +y-Richtung.
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