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1. Elektrische Impedanztomographie

Elektrische Impedanztomographie (kurz EIT) ist eine neuartige Tomographiemethode
aus der Medizin. Ziel ist die Darstellung des Leitfdhigkeitskoeffizienten im Innern des
Korpers anhand von Randmessungen.

Der “Versuchsaufbau” ist wie folgt. Auf dem Rand < des Korpers {2 werden p Elek-
troden befestigt. In p einzelnen Versuchen wird reihum durch jeweils zwei benachbarte
Elektroden Strom in den Korper geschickt, bzw. abgezapft. Dabei ergibt sich ein elek-
trisches Feld E, bzw. ein Potential U (“Spannung”), welches am Rand < - also an
den p Elektroden — abgegriffen werden kann. Auf diese Weise erhélt man somit p
Datensitze: einer fiir jeden Versuch mit jeweils p MeBwerten (einer je Elektrode).

Wie hingen diese Meflwerte mit der Leitfihigkeit o : 2 — R zusammen? Das physi-
kalische Modell liefert das Ohm’sche Gesetz, nachdem der Strom .J und das elektrische
Feld E wie folgt gekoppelt sind:

J=0FE. (Ohm’sches Gesetz)

Dabei ist der positive Leitfdhigkeitskoeffizient o der Kehrwert des Widerstands. J und
E sind vektorwertige Funktionen; das elektrische Feld ist der negative Gradient des
Potentials U, also ein Gradientenfeld. Nach dem Ohm’schen Gesetz flieft der Strom in
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die Richtung des steilsten Abfalls des Potentials; je grofier die Leitfihigkeit ist, desto
stiarker ist der flieBende Strom.

Von entscheidender Bedeutung ist im folgenden der Begriff der Leistung (Arbeit pro
Zeiteinheit). Die Leistung ist gegeben durch das Skalarprodukt von Kraft mit Ge-
schwindigkeitsvektor, also in unserem Fall J - E. Integration iiber (2 ergibt die Lei-
stungskomponente

1
P1:—/ o|grad U|? dz .
2 /o

Dieser Teil der Leistung ist immer positiv. Dariiberhinaus fliet noch ein Strom .Jy
zwischen den beiden Elektroden von s_ nach s, € < auflerhalb von (2. Dies ergibt
die zweite Leistungskomponente

Py = | Jo] (U(Sf) - U(S+)) ;
ist das Potential in s, grofler, dann ist dieser Anteil der Leistung negativ.

Die Gesamtleistung des Systems ergibt sich aus der Summe der beiden Komponenten
1
P:ifﬂgMUﬁm+UM@@J—U@». (1.1)
2

Bei einem festen Zeitintervall der Linge T ergibt sich somit die Energie W = PT', die
von der Batterie in diesem Zeitintervall aufgebracht werden muf.

Aufgrund iiblicher physikalischer Annahmen (Prinzip der geringsten Arbeit) richtet
sich in diesem Experiment dasjenige elektrische Feld aus, fiir das die Gesamtener-
gie minimiert wird. Nach Normierung des Randstroms Jy zu eins und Ubergang zu
dimensionslosen Groflen fiihrt das auf das Funktional

@@LZ%amﬂo—bm) (1.2)
mit
a(u,v) = /Qagradu- grad v dz, b(u) :=u(sy) —u(s_), (1.3)

welches zu minimieren ist. Die Potentialfunktion u ist also die Losung des Minimie-
rungsproblems
®[u] — min . (1.4)

Natiirlich ergeben sich unmittelbar eine Reihe wichtiger Fragen: Beziiglich welcher
Grundmenge u € X wird ®[u] minimiert? Existiert iiberhaupt das Infimum, und
wenn ja, wird es angenommen? Diese Fragen werden wir leider erst in Kapitel 4
zufriedenstellend beantworten kénnen. Vorwegnehmen wollen wir hier lediglich, daf
X ein linearer Raum sein soll. Dies pafit gut zu den grundlegenden Eigenschaften der
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Funktionen a und b aus (1.3): a(u,v) ist ndmlich eine Bilinearform in u und v, und
b(u) ein lineares Funktional auf X'.

Nehmen wir fiir den Moment an, dal ® an der Stelle v € X ein lokales Minimum
besitzt; dann folgt aus der erwéhnten Linearitét fiir ein beliebiges Element v € X und
fiir t € R hinreichend nahe bei 0:

Plu] < Plu+tv] = %a(u, u) +ta(u,v) + %tQa(v, v) — b(u) — tb(v)
= Pu] + t(a(u, v) — b(v)) + %tQa(v, v)

= p(1).

Das quadratische Polynom p hat also in ¢ = 0 ein globales Minimum, und es folgt
zwangsldufig 0 = p'(0) = a(u, v)—b(v). Mit anderen Worten: Ist u ein lokales Minimum
von @ in X', dann gilt

a(u,v) = b(v) fiir alle v € X (1.5)

Bemerkung 1.1 Die Gleichung (1.5) ist vor allem fiir die Numerik interessant: Wihlt
man etwa einen endlichdimensionalen Teilraum X,, C X, so bietet es sich an, das
Funktional ® statt iiber X lediglich iiber X,, zu minimieren. In diesem Fall geniigt
die Approximation u, € X, den Gleichungen (1.5) zumindest noch fiir alle v € X,,.
Représentiert man nun &, durch eine Basis {¢1,...,¥,}, dann ergibt sich aus (1.5)
ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten in der Darstellung
Up = Yp—q QYk, ndmlich

> ag a(iy, ) = b(y;), j=1,...,n. (1.6)
k=1

Die Matrix A = [a(v;, ¥x)];k wird Steifigkeitsmatriz genannt.

Zuriick zu (1.5), wobei wir nun ergéinzend noch annehmen wollen, dafl das Gebiet (2,
sowie die Funktionen o und u hinreichend glatt seien. Durch partielle Integration

/ vdiv(ogradu)de = /av@ ds—/ ogradv - grad u dx
2 r  Ov I7; (1.7)
= / v Ou ds — a(u,v) |
~ 7w ’
ergibt sich
ou ou
i = — ds — = — ) - (L
/delv (o grad u) dx /Fav 5 ds — b(v) /Fav 5 ds+v(s_)—v(sy). (1.8)
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Wihlt man schliellich in geschickter Weise fiir v Funktionen, die in Randnéhe ver-
schwinden und in 2" C {2 die Funktion div (o grad u) approximieren, so erkennt man,
daf} notwendig

div (o gradu) =0 fiir alle z € (2.

Wieder eingesetzt in (1.8) folgt weiter, dafl

/Fav % ds =v(sy) —v(s.)

fiir alle v € X, also formal

0 -)(s) =0(s —s.) = (s —s).
0 bezeichnet hierbei die Delta-Distribution.

Falls die obigen Umformungen also allesamt zuléssig sind (d.h. im wesentlichen, falls
u hinreichend glatt ist), dann 16st u die partielle Differentialgleichung (Randwertauf-
gabe)

div (o gradu) =0 in (2,

ou (1.9)
a%(s):(s(s—&r)—é(s—s_) auf < .

Ist umgekehrt u eine glatte Losung von (1.9), dann 16st u auch das Minimierungspro-
blem (1.4). Dies ergibt sich durch Einsetzen von (1.9) in (1.7): Daraus folgt ndmlich
die Giiltigkeit von (1.5), so daf u ein kritischer Punkt von ® ist. Wie wir in Kapitel 4
sehen werden, ist dies hinreichend fiir den Nachweis, daf§ u das globale Minimum von
® ist (vgl. Korollar 4.2).

Bemerkung 1.2 Die Losung von (1.9) ist allerdings ohne zusétzliche Einschrinkun-
gen nicht eindeutig. Das sieht man unmittelbar, da mit u auch jede Verschiebung u+c
(¢ konstant) eine Losung von (1.9) darstellt. Diese (triviale) Mehrdeutigkeit kann man
jedoch leicht ausschlieffen, indem man von der Losungsfunktion noch zusétzlich for-

dert, daf}
/ uds =0.
r

Dies werden wir duch eine geeignete Wahl von X garantieren.

Bemerkung 1.3 Die Voraussetzungen an die Glattheit von o und u in diesem Resul-
tat lassen sich fiir die oben gegebene Beweisskizze noch etwas abschwéchen; allerdings
ist das fiir uns nicht von Interesse, da wir spéater ohnehin einen deutlich allgemeineren
Losungsbegriff einfithren werden. Man spricht ndmlich von einer “schwachen Losung”
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u von (1.9), falls u lediglich das Minimierungsproblem (1.4) 16st, aber beispielsweise
noch nicht einmal in ganz (2 differenzierbar ist. Umgekehrt wird eine Funktion u “star-
ke Losung” von (1.9) genannt, falls u in (2 zweimal stetig differenzierbar ist, und der
Gradient von u stetig auf den Rand < fortgesetzt werden kann. Schwache Losungen
sind durchaus physikalisch sinnvoll: So werden wir beispielsweise in Satz 6.5 sehen,
daB die Ableitung der Losung u von (1.4) Spriinge aufweist an Stellen, an denen auch
die Leitfihigkeit sich sprunghaft dndert, etwa an Grenzschichten zweier unterschiedli-
cher Medien. Dies ist physikalisch notwendig, da auf Grund von Flulerhaltungsséitzen
garantiert werden muf, dafl in der Ndhe von Grenzschichten der elektrische Fluf} stetig
ist.

Es gibt einen wichtigen Spezialfall, fiir den man die Gleichung (1.9) explizit 16sen
kann, ndmlich fiir 0 = 1 im Einheitskreis (2. In diesem Fall ist div (o gradu) = Au
der Laplace-Operator, und Loésungen von Au = 0 werden harmonische Funktionen
genannt.

Erinnerung. Ist f: 2 C C — C eine analytische Funktion mit Realteil © und Imaginérteil v, also
fz) =u@n) +ivEn),  z=E¢+in,
dann gelten bekanntlich die Cauchy-Riemann Differentialgleichungen
Ug = vy, Uy = —¢,
und es besteht der folgende Zusammenhang zu der (komplexen) Ableitung:
1= ug +ive = ug —iuy . (1.10)

Aus den Cauchy-Riemann Differentialgleichungen folgt unmittelbar, dal 4 und v beides harmonische
Funktionen in {2 sind, also da} Au = Av =0 in (2.

Harmonische Funktionen erben einige Eigenschaften analytischer Funktionen: Beispielsweise ist eine
harmonische Funktion u selber wieder analytisch beziiglich den Variablen & und 7. Auflerdem gilt
das Maximum-/Minimumprinzip: Sind etwa v und v zwei harmonische Funktionen mit den gleichen
Randwerten auf I, dann ist offensichtlich auch v — v harmonisch mit identisch verschwindenden
Randwerten. Nach dem Maximum-/Minimumprinzip mufl somit u — v = 0 gelten, d.h., v und v
sind identisch. Mit anderen Worten: Eine harmonische Funktion ist durch ihre Randwerte eindeutig
festgelegt. In dem Spezialfall, in dem (2 die Einheitskreisscheibe ist, kann diese Festlegung durch
die Poisson-Integraldarstellung explizit gemacht werden. Ist g die gegebene Funktion der Randwerte
auf I, dann 148t sich die harmonische Funktion » in (2 in Polarkoordinaten in der folgenden Weise
darstellen:

[ 1—1r?
=P g = — . 111
wr) = Pl = 5 [ Tz 00 0 (111)




Beispiel 1.4 Wir betrachten die (komplexe) Funktion

1 142
=—1

ze€N={2€Cl|z| <1}. (1.12)

mit Realteil v und Imaginérteil v. Folglich ist

142 1 (1 ‘5)2 -1’ .
1 T — &+ 1.13

eine Losung von Au =0 in 2. Aus (1.10) folgt, daB

L Rezfi(s) = Syt Ly = 28
mRer (Z)_ |Z| Ug + |Z| Uy = v (5177)- (1'14)

Auf dem Kreisring |z| = r < 1 ergibt das (mit £ = r cos )

1
u(§n) = — log|

ou (r.0) 2 Re _~ 2 Re(z—|2]?2) 2 (1—=r?*cosh
— (7 = - e J— = — .
ov mlz]  1—=22 arl—2z2-2241z]* 7w1—2r2cos(20)+rt

Offensichtlich ergibt sich also durch stetige Fortsetzung 2%(s) = 0 auf allen Rand-
punkten s € < \ {=1,1}. In diesen Ausnahmepunkten hat 2 hingegen einen Pol
erster Ordnung: konvergiert z € 2 gegen s; = 1, dann divergiert 2%(z) gegen +o0;
konvergiert z € (2 entsprechend gegen s = —1, dann divergiert %(z’) gegen —oQ.
Abgesehen von ihrem Vorzeichen, sind die Residuen dieser Pole aber gleich, namlich
1/m.

Potential bei Dipolstromvorgabe

Xi

eta

Natiirlich ist dies kein Nachweis, daf %| r die Differenz zweier Delta-Distributionen
ist. Dazu mufl man anders argumentieren: Fiir festes r < 1 ist
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ein stetiges lineares Funktional iiber dem Raum der (reellen) Funktionen g € C(< ).
Eine kurze Rechnung zeigt, daf

ou 1 ( 1—r? 1—r? )

—(r, 0 — 1.15
8y(r’ ) 1—2rcosf + r? 1+ 2rcosf +r? ( )

- 2rr

Nun verwenden wir, daf§ die Poisson-Integralformel (1.11) eine harmonische Funktion
v = P[g] in 2 mit Randwerten v|r = g definiert. Durch Integration folgt daher aus
(1.15):

Nl = [T 00 a0 = (Prola] ~ Prclal) =  (0(,0) vl 7)

— g(1) —g(-1), r—1.

Mit anderen Worten: Das Funktional N,[-] konvergiert gegen (- — 1) — d(- + 1) fiir
r — 1. Damit ist nachgewiesen, daf§ die Funktion u aus (1.13) die Differentialgleichung
(1.9) 16st. Die Randwerte von u (also die abgreifbaren Spannungen) sind {ibrigens
gegeben durch

1 1+¢& 1 6
1,0) = —1 =—1 — 2 . 1.1
u(1,6) o ogl_5 7TogcotQ, 0<0<2m, O#m (1.16)
u|r hat also milde (logarithmische) Singularititen in s =1 und s = —1.

Dieses Beispiel 8t sich leicht weiterfiihren: Bezeichnet s = €, 0 < 6 < 2r,
einen Punkt auf dem Einheitskreisrand mit /s = ¢*/2, dann bildet die Mdbius-
Transformation

2t ays (1—5)i —1—+/5

((2) =

azts T A= s)i+1t45

den abgeschlossenen (offenen) Einheitskreis (2 konform auf sich ab mit

¢1)=1, ¢(s)=-1 und ((Vs)=i.

Der Realteil U der analytischen Funktion f(((z)) ist also ebenfalls eine harmonische
Funktion in (2, und mit denselben Uberlegungen wie zuvor sieht man, daf}

g—g\F: 5(-—1)—=68(-—s).



Auf diese Weise 1afit sich also auch das allgemeinere Problem (1.9) mit beliebigen
Randpunkten s, und s_ auf < l6sen — zumindest im Einheitskreis und mit homogener
Leitfahigkeit. Zur Ilustration betrachten wir die folgenden zwei Plots:

Randpotential Equipotentiallinien
T -

Die Abbildungen gehéren zu einer 16-Elektroden Konfiguration mit einer typischen
Dipolanregung an zwei benachbarten Elektroden. Die beiden Bilder zeigen auf der
einen Seite die resultierenden Spannungen auf dem Rand < , sowie die Aquipotential-
linien in £2. Die durchgezogenen Aquipotentiallinien gehdren zu |U| =0.1,0.2,...,2,
wihrend die gebrochenen Linien den verbliebenen Bereich |U] < 0.1 feiner in Hun-
dertstelschritte unterteilen. Wie man sieht, treten relevante Abweichungen vom Null-
potential nur in einer sehr kleinen Umgebung der stromfiihrenden Elektroden auf.
Man kann sich denken, daf3 es daher sehr schwer sein wird, beispielsweise Inhomoge-
nititen im Leitfahigkeitskoeffizienen weit im Inneren des Koérpers, etwa in der Nihe
des Nullpunkts, zu identifizieren. Wir werden dies spiter noch genauer in Kapitel 8
untersuchen.



2. Der Raum H/!(12)

Wir beschrianken uns in dieser Vorlesung ausschliefilich auf den Fall der Einheitskreis-
scheibe

Q2 ={x=(n)lEn)| <1},

so dafl < = 02 der Einheitskreisrand ist. Dies hat vor allem didaktische Griinde, da in
diesem Fall einige kritische Abschitzungen “explizit” nachgerechnet werden konnen.

Bekanntlich bezeichnet £?(2) den Hilbert-Raum aller quadratisch integrierbaren

Funktionen u : 2 — R, bzw. alternativ, den Abschlul von C'({2) beziiglich der Norm

lull sy = [ (@) da.

Der entscheidende Vorteil des Einheitskreises macht sich dadurch bemerkbar, dafl
Funktionen u € £2(£2) durch einen “Separationsansatz” beziiglich Polarkoordinaten
approximiert werden konnen, d.h., durch Funktionen der Form

u(x) = y(r)r(0)

mit
& =rcosf 7N =rsinf
r=(&2+nH)"? 0 = arctan (2.1)
£ n n
e r’ " r ¢ r2’ T2
Insbesondere ist also die Funktionaldeterminante
0(&,m)
- 2.2
‘a(r, =" (22)

Lemma 2.1 Sei £2[0,1] der Abschiuf der Menge aller iiber [0,1] stetigen Funktionen

beziiglich der Norm
1 1/2
£200,1] 1= (/0 y2(r) rdr) :

Ily]



Funktionen der Form u(z) = y(r)7(0) mit T € £L2[0,27] und y € L2[0,1] gehiren zu
L2(92), und es gilt
1y ()T (Ol 2(2) = [yl czr00 171l 2200271 -

Beweis. Fiir eine Funktion u der genannten Form gilt
2m 5 )
Ya)ydr = [ / D dr d
/Q u”(z) dx a(r.0) r

2T 1
_ /0 72(9)/0 P (r)rdrdd = |7\ 2eg.0m 19l 220 -

O
Von besonderem Interesse ist der Fall, dafl
7= sin(nf), n>0
1 _
T(g):Tn(g): Wort, n=~0
ﬁ cos(nf), n<0
Wir setzen
To = {u(z) = y(r)m(0) |n € Z,y € L£2[0,1]}. (2.3)

Proposition 2.2 Die Unterriume T, (n € Z) sind paarweise orthogonal zueinander.

Beweis. Sei m # n, up, = yp(r)7m(0) und uy = Y (1)1, (0) mit y,, ym € L2[0,1].
Dann gilt

(Upy Uy ) = /O%/OIyn(r)ym(r)Tn(H)Tm(H) rdr df

— /Olyn(r)ym(r)r/o%m (0)7,,(0) dB dr

und das Ergebnis ist Null wegen der Orthogonalitét der {7, }. 0

Satz 2.3 Die Summe aller Teilriume T, liegt dicht in L£*(£2).

Beweis. Sei u € C(£2), und nehmen wir an, daf§ (u,v) = 0 fiir alle v(z) = y(r)7,(9)
mit stetigem y. Zu zeigen ist, dafl dann v = 0 sein muf}. Wegen

(u,v) /%/ ) rdrdf = /027r Ta(0) /01 w(z)y(r) rdrdf
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fiir alle n € Z ist die stetige Funktion

7(0) := /01 u(r, @)y (r) rdr

zwangslaufig die Nullfunktion, und zwar fiir jedes y € C|0,1]. Wir wihlen nun 0 €
0, 27) fest: Da

/01 u(r,0)y(r)rdr=20

fiir alle y € C10, 1], also insbesondere fiir y(r) := u(r, §) mit eben jenem fest gewéhlten
0, folgt [} u?(r,#)rdr = 0. Folglich ist die stetige Funktion w(r,#) identisch 0, und
zwar fiir jedes 6. Also ist u = 0.

Somit ist die Summe der 7, (n € Z) dicht in C'(£2) (beziiglich der £2-Topologie) und
damit auch in £3(£2). O

Wir fiihren nun in Analogie zum £?(£2) einen Raum “differenzierbarer Funktionen”
ein:

Definition 2.4 Seiu € C1(2) mit [pudfd =0, sowie

1/2
lull oy = (/ Ieraduf? dz)'"". (2.4)

Der Raum HL(Q) bezeichne die Vervollstindigung von {u € C*(2)| [pudd = 0}
beziiglich der Norm in (2.4).

H!(£) ist ein Hilbertraum mit Innenprodukt

(U, ) i) = /Q gradu - grad v dzx . (2.5)

Die Einschrinkung auf Funktionen u mit [rudf = 0 ist wichtig, damit (2.4)
tatséchlich eine Norm ist.

Achtung. Genau wie L£2-Funktionen keine Punktauswertung zulassen, brauchen
H!(£2)-Funktionen nicht differenzierbar sein; sie brauchen noch mnicht einmal be-
schrinkt zu sein:

Beispiel 2.5 Sei u(r,f) := log|log 5| — loglog 2. Dann ist u|r = 0 und w ist stetig
differenzierbar in 2\ {0} mit Ableitung

1
gradu = ] gradr.
0g

r
2

11



Folglich ist
1 1

r2 log?

radul! = — — |eradr|?* =
g | 73b§§|g

und (2.4) existiert als uneigentliches Integral:

2ol 171 1 n 2
/ |gradu|2dx:/ / — —— rdrdf = —2r% ==
o) o Jo r?log”} logs 10 log2

r
2

Funktionen mit “schlimmeren” Singularititen sind jedoch im allgemeinen aus H!(2)
ausgeschlossen.

Beispiel 2.6 Sei u die Funktion aus Beispiel 1.4, vgl. (1.13). Diese Funktion hat
logarithmische Singularititen an den Randpunkten +1. Wegen (1.10) ergibt sich mit
f gemiB (1.12) die Identitét

4 1

d 2: l 2: e )

Durch die Substitution 1 — 2z = pe’® sieht man, daf

4 1 pr/4 1 1 i1
dufde > = [ [ s dopdp = [~
/Q|gra Y T=0 —n/4 4] pei®|? ¢ pip 21 Jo p p

und das letzte Integral ist eine divergente Minorante. Folglich haben wir u ¢ H.((2).

Auch in H!(£2) spielen die Teilriiume 7, aus (2.3) eine wichtige Rolle.

Proposition 2.7 Die Unteriume T,NH(2) (n € Z) sind auch beziiglich dem H!(£2)-
Innenprodukt (2.5) paarweise orthogonal.

Beweis. Seinen u,, und u,, wie im Beweis von Proposition 2.2 gewéhlt, nun allerdings
stetig differenzierbar auf 2. Wegen

gradu, =y, 7, gradr + y,7, grad @
und den Rechenregeln
|gradr| =1, gradr- gradd =0, |gradf|=r"
ergibt sich

grad u,, - grad u,,
= y;;Tny;nTm + 7072yn7—72ym7-7{n -

12



Da 7, = n7_, fiir alle n € Z folgt
grad Up, grad Um = y;zy;nTnTm + nmr_2ynym7——n7-—m

und
/ grad u,, - grad u,, dx
2

2 21 1 ynym
= / TnTm/ yryl rdrdf + nm/ T,nT,m/ dr do .
0 o T

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet fiir n # m. Das zweite Integral
hingegen kann hochstens einen Beitrag liefern, wenn nm # 0 ist. In diesem Fall miissen
yn und y,, einfache Nullstellen in » = 0 haben, da ansonsten u,, bzw. u,, in £ = 0 nicht
differenzierbar wire. Damit hat y,y,,/r eine hebbare Singularitit im Nullpunkt und
der gesamte hintere Term in (2.6) verschwindet wegen der Orthogonalitét der {7,}.
Da die in {2 differenzierbaren Funktionen dicht in H!(£2) liegen, folgt die vollstéindige
Behauptung schliefflich durch Grenziibergang. O

(2.6)

Satz 2.8 Die Summe der Unterrdume T, N HL(2) (n € Z) liegt dicht in H:($2).

Beweis. Sei u € C*(12), und sei ferner angenommen, dafl (u,v)p1 ) = 0 fiir alle
v(x) = y(r)m,(0) mit stetigem y und n € Z. Mittels partieller Integration ergibt sich,
vgl. (1.7),

0= (u,v)y1n) = gz df — /vAudﬁ—y( ) gu
Damit ist ( Au,v) = 0 fiir alle v(z) = y(r)7,(0) mit y(1) = 0. Letztere Nebenbe-
dingung ist aber wegen der Dichtheit der entsprechenden stetigen Funktionen keine
wesentliche Einschrinkung, und es folgt wie im Beweis von Satz 2.3 dafl Au = 0 in
(2. Eingesetzt in (2.7) — nun wieder mit einer beliebigen in [0, 1] stetigen Funktion y
— folgt

df — / vAudz.  (2.7)

/ M 10=0 firallencZ,
" v

also 2| = 0. Wegen
ou ,
21 2 e m) = Re2r'(2)

vgl. (1.14), ist |z| 2% selber wieder eine harmonische Funktion in 2, die auf dem Rand
verschwindet. Also ist |z| St 9 — ( und u somit konstant in radiale Richtungen. Da
u € C*(9), ist u 1nsbesondere stetig im Nullpunkt und folglich muf§ u in ganz §2
konstant sein. Wegen [ udf = 0 ergibt sich u = 0. Daraus folgt die Behauptung. O

Die Teilraume 7, enthalten fiir groe n ausschliefflich stark oszillierende Funktionen.
Daher wird man fiir grofie n eine grofle H!(2)-Norm erwarten.
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Lemma 2.9 Ist u € T, N HX($2), dann gilt

lull 1) = max{1, [n[} [Jul 22(0) -

Beweis. Wieder beschrinken wir uns auf stetig differenzierbare u = y(r)7,(0) € T,
so daf fiir n # 0 zwangsldufig y(0) = 0 gelten muf}. Dann ist nach (2.6) fiir solche n

1 2 1
/|gradu|2 dr = / (|y'|2 + n—2y2) rdr > / n*y® rdr
12 0 r 0

= n2||y| %3[0,1] |Tn||%2[0,27r]'

Nach Lemma 2.1 ist die rechte Seite gleich n”[lu[|7. ), so daB die Aussage fiir u €
T, N HL(2) mit n # 0 giiltig ist.

Fiir n = 0 erhalten wir entsprechend

lull 7200y = 1911 21070l 220,27 - (2.8)

Ferner ist

Oz/rudﬁzy(l)/o%mdﬁz\/ﬂy(l).

Daher ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

y(r) = y(1) +/1,~ y'(p)dp = /1 y'(p)dp,

und mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt

ry?(r) = r(/r

und damit

1

9 1 1 1
v do) <r [ Wpldp [ dp< [ ol (o) dp < /0.

y] %2[0,1} dr = ||y'| %2[0,1] . (2.9)

1 1
£200,1 :/0 ry*(r) dr S/O 1|
Zusammen mit (2.8) und Lemma 2.1 gilt also fiir u € Ty N H(2)

Null 22y > Wl c2p0, (1701l 210,201 = U]l 22(2) -

Korollar 2.10 Fiir jede Funktion u € H!(82) gilt
14



[ull zgoy = [lull o) -

Ist zudem u LTy, far alle m mit |m| < n, dann ist

[ull i) = nllull 2 -

Beweis. Sei

u= Z Yn(r)Tn(0) - (2.10)

In|<N
Nach den Propositionen 2.2 und 2.7, sowie Lemma 2.9 gilt (Satz von Pythagoras)

lulle) = 22 Mol = 32 lnmallZzaga) = llullz o) -
In|<N In|<N

Da nach Satz 2.8 Funktionen der Form (2.10) dicht in H!(2) liegen, folgt die erste
Behauptung. Die zweite Aussage ergibt sich entsprechend, da geméfi der Zusatzvor-
aussetzung v, 7, = 0 sein muf fiir |m| < n. 0

15



3. Ein Spursatz

Wie wir in Kapitel 2 gesehen haben, sind Funktionen in H!(2) nicht notwendig stetig.
Spéter werden wir sehen, dafl die Spannungsverteilungen u der EIT-Experimente unter
milden Voraussetzungen zu diesem Raum H/(f2) gehoren werden. In welchem Sinn
kann man dann davon sprechen, diese Spannungen (also die “Werte” von u) auf dem
Rand von {2 abzugreifen?

In der Tat kann dies wegen der fehlenden Stetigkeit nicht punktweise erlaubt sein;
aber man kann von einer Randfunktion u|r (Einschrinkung oder Spur) zumindest im
L£2-Sinn sprechen.

Satz 3.1 Eine Funktion u € H!(§2) hat Randwerte u|r € L%(< ) mit

1/2 1/2
ull 2ry <2 ||“||c/2(9) ”“”H{%(m :

Beweis. Wir betrachten zunfichst nur Funktionen u € C'(£2). Dann ist

2 (PO I 2
u(l,ﬁ)-/0 ar(ru(r,ﬁ))dr—/o 2(rfuu, + ru”) dr.

Die partielle Ableitung wu, enstpricht der Richtungsableitung in die Richtung z/|z|,
d.h., up = {77 grad u, und somit ist lur| < |grad u|. In die obige Umformung eingesetzt,
ergibt sich

1 1
u?(1,0) < / 2(r*|u| | grad u| + ru®) dr < / 2r (|u| | grad u| + u?) dr.
0 0
Es folgt

2T 2T 1
[ / W2(1,0)df < 2/0 /0(|u||gradu|+u2)rdrd9

0

= 2/9(|U||gradUI+u2)dfc < 2(Jull 2o [ull ey + [ullZ2go)) -
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Eine Anwendung von Korollar 2.10 ergibt somit die Behauptung fiir u € C'(£2). Der
sogenannte Spuroperator

v CH ) — L2(<), voiu— ulp,

ist also eine stetige Abbildung des dichten Teilraums C'(£2) von H!(£2) nach £2(£2)
und entsprechend auf den ganzen Raum fortsetzbar. O

Bemerkung 3.2 Dieser Satz ist in gewisser Hinsicht scharf, in anderer Hinsicht jedoch
nicht. Tatsédchlich 148t sich fiir 0 < s < 1 eine ganze “Skala” von Hilbertrdumen
H:(2) C L2(2) definieren (die sogenannten Sobolev-Riume), die zwischen H2(£2) =
L£2(02) und H!(£2) “interpolieren” in dem Sinn, daf

[ul| m5(2) < ||U||155(Sn)||u||§{g(n)

fiir alle w € H!(£2). Es zeigt sich dann, daf§ der Spuroperator sogar fiir Funktionen
u € H!/?(2) noch wohldefiniert ist mit

ull 22y < C||U||H;/2(Q)

und einem festem ¢ > 0. Diese Schranke unterscheidet sich also nur wenig von der
Schranke aus Satz 3.1; in diesem Sinn ist Satz 3.1 scharf. Umgekehrt ist die Spur
einer H!(£2)-Funktion jedoch nicht einfach nur in £2(< ), sondern hat zusitzliche
Eigenschaften. Anders ausgedriickt: Nicht jede £2(¢ )-Randfunktion ist die Spur einer
H!(£)-Funktion. Dies wird z.B. deutlich bei der speziellen Losung u aus Beispiel 1.4
fiir Dipolstromvorgaben. Wie wir in Beispiel 2.6 gesehen haben, liegt u gerade nicht
mehr in H}({2). Trotzdem ist die Spur u|r aus (1.16),

1
u(1,0) = — logcot 4 ,
T 2

eine Funktion mit quadratisch integrierbaren Singularititen, d.h., es ist u|r € L£3(< ).
Derartige Diskrepanzen lassen sich leider nicht an Satz 3.1 ablesen.

Am ehesten kann man dieses Defizit noch daran erkennen, dafl das £2-Maf} auf dem
Rand < einer Funktion u € H!(£2) keine Riickschliisse auf ihre H!({2)-Norm erlaubt;
die beiden Topologien sind also weit voneinander entfernt.

Korollar 3.3 Sein € Z fir und u € T, N H}(2). Dann ist

Jull c2(ry < 2 max{n, 1372 [|u| g1(0) -

17



Beweis. Nach Satz 3.1 und Lemma 2.9 ist

||U||H§(n)

m ||U||H§(n)

ul|Zory < 4 Nlull 2 ull mige) <

— 4 max{n, 1} |lul| %y -

18



4. Das Minimierungsproblem

In Kapitel 1 haben wir gesehen, dafl das Potential v die Energie

Blu] = % a(u, 1) — b(u) (4.1)

zu minimieren sucht. Im folgenden wollen wir Minimierungsprobleme der Form (4.1)
allgemein ansehen.

Wir gehen dabei von den folgenden Voraussetzungen aus. Sei X’ ein Hilbertraum und
a eine symmetrische Bilinearform iiber X', sowie b ein stetiges (lineares) Funktional
auf X. b ist also ein Element des Dualraums X’ von X mit der entsprechenden Norm

b(u
bl = sup 2
wro ||ul]
Ferner sei 0 < a <@ < oo mit
la(u,v)| < @ ||ull [[v]] Vu,v € X,
(4.2)
a(u,u) > aul? Vu e X.

Offensichtlich ist unter diesen Voraussetzungen ® eine stetige Funktion in X', denn

dlu] — Plv] = (u,u) — b(u) — %a(v,v) +b(v) = 1a(u —v,u+v) —b(u—v)

2" 2
< (Gllutoll + Bl a) [Ju = vl
und nach Vertauschung von u und v ergibt sich

[ @fu] — @[0]| < (Fllu+ o]l + [[b]l ) lu = o]l -

Unter den getroffenen Annahmen klirt der folgende Satz die Losbarkeit von (4.1).

Satz 4.1 Das Minimierungsproblem (4.1) hat eine eindeutige Losung u € X, und jede
Minimalfolge {u,} C X konvergiert gegen u. Zusatz: Mit b # 0 ist auch u # 0.
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Beweis. Offensichtlich ist @ nach unten beschrinkt, denn

1 1
®lu] > S a[full* = [Ib]l 2 Jull = - 2% 115

Also existiert das Infimum von @ iiber X. Es gilt zudem
¢ = ;2{1:@[1;] < ®[0] =0

und Gleichheit kann nur gelten wenn b = 0; andernfalls existiert nimlich ein v € X
mit b(v) # 0, und dann ist

- _ (L _ L)
;élﬂf{@[tv] = tlgﬂf% (5 t“a(v,v) — tb(v)) =-3

<0.
a(v,v)

Damit ist der Zusatz schon einmal bewiesen.

Wir wihlen nun eine Minimalfolge {u,} € X, also eine Folge aus X' mit
Dfu,| — ¢, n— 0o.

Zu zeigen ist, daBl {u,} eine Cauchy-Folge ist. Wegen

a(u+v,utv) = alu,u) +2a(u,v) +av,v),

alu—v,u—v) = a(u,u)—2a(u,v)+ a(v,v),
ergibt sich die “Parallelogramm-Gleichung”
1 1
a(u,u) + a(v,v) = Qa(u+v,u+v)+ §a(u—v,u—v), u,v € X.
Damit folgt

D[t,| + Pluy]

(U Upy) + %a(un, Up) — b(Up,) — b(uy)

a(Up, + Uy Uy + Upy) + 1 a(Up, — U, Uy, — Upy) — O(Upy, + )
]

U, + Uy,

N N N

a(ty — Uy, Uy, — Upy) + 2P|

>

—um||2+2¢.

IS
=
3

Fiir m,n — oo strebt die linke Seite gegen 2¢ und daher ||u, — u,,|| gegen 0. Mit
anderen Worten: {u, } ist eine Cauchy-Folge in X und hat einen eindeutigen Grenzwert
u € X. Wegen der Stetigkeit von ® ist u also eine Losung von (4.1). Die Eindeutigkeit
folgt daraus, daf jede Minimalfolge eine Cauchy-Folge ist: Gébe es zwei minimierende
Elemente u,v € X, wiirde die Minimalfolge
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Ugp = U, Up41 = U, neNN,

ansonsten nicht konvergieren. O

Korollar 4.2 Unter der Voraussetzung (4.2) lafit sich die Losung u des Minimie-
rungsproblems (4.1) charakterisieren als Losung der Gleichungen

a(u,v) = b(v) fir alle v e X (4.3)

Ferner gult

lull < = [b]l 2.

IS

Beweis. Daf} (4.3) aus Satz 4.1 folgt, haben wir bereits in Kapitel 1 gesehen, vgl. (1.5).
Ist nun umgekehrt u eine Losung von (4.3), dann gilt

B[v] — Blu] = %a(v,v) —b(v) - %a(uau) +b(u)
_ %a(v ~ v — )+ a(u,v) — alu, u) — b(v) + blw)
_ %a(v — v — u) + b(v) — b(u) — b(v) + b(u)
> Lalu—vl”.

Folglich ist u die Losung von (4.1). Um die Abschitzung zu beweisen, verwenden wir
(4.3) und die zweite Bedingung aus (4.2):

allull® < au,u) = b(u) < {bla flul

Daraus folgt sofort die Behauptung. O

Die Gleichungen (4.3) werden iiblicherweise als Variationsproblem bezeichnet (v vari-
iert in X'). Das Variationsproblem kann auch als Gleichung in X" aufgefafit werden:

a(u,-)=b.
Demnach existiert ein linearer Operator
A X — X, A:u—b,

und Korollar 4.2 besagt, da3 dieser Operator stetig invertierbar ist.
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Satz 4.3 Der Operator L, der dem linearen Funktional b des Minimierungspro-
blems (4.1) die Losung u zuordnet, ist injektiv, linear und stetig; es ist

—

L[| s < =
a

Beweis. L ist der inverse Operator zu A. Die Abschitzung und die anderen Aussagen
folgen unmittelbar aus Satz 4.1. O

Wir wollen nun diese allgemeine Theorie auf unser EIT-Problem anwenden. Das Prin-
zip der minimalen potentiellen Energie fiihrt auf das Minimierungsproblem

1
dlu] = 5/{)a|gradu|2dx - /Fufdﬁ — min, (4.4)

wobei f =0(- — sy) — 0(- — s—). Wir wihlen also

a(u,v) = /agradu-gradvdx, (4.5)
7

b(v) = /Ffvdﬁ.

Unser Ziel ist es nachzuweisen, dafi ® eine eindeutige (globale) Minimalstelle v €
H'(£2) besitzt. Dazu bedarf es jedoch zweier Einschrinkungen:

e Die Leitfahigkeit ¢ ist mefibar und durch 0 < ¢ < ¢ < @ < oo beschrinkt.
Dies entspricht dem Ausschlufl von Isolatoren und Supraleitern. Die Menge der
zugelassenen Leitfdhigkeitskoeffizienten bezeichnen wir mit £5°(12).

e Anstelle von ¢-Distributionen, wie sie in (1.3) und (1.9) bei der Definition von
b verwendet wurden, sei das Element f im folgenden aus einem quadratisch
integrierbarem Raum, nimlich

feLdc)={feLi)| [ fan=o}. (4.6)

Dies ist eine Konsequenz aus dem Ergebnis, dafl Punktauswertungen wie in
(1.3) fiir uw € H!(£2) nicht erlaubt sind. Zudem haben wir bereits bei dem einfa-
chen Beispiel 1.4 gesehen, dafl im Fall von Delta-Distributionen f in der Regel
keine H!(f2)-Funktion als Losung erwartet werden kann. Die Einschrinkung
(4.6) kann andererseits dadurch rechtfertigt werden, dafl Elektroden eine positi-
ve Breite haben, und sie daher statt durch eine Delta-Distribution besser durch

22



eine £2-Approximation — etwa die charakteristische Funktion des Elektroden-
trigers — modelliert werden. Der spezielle Teilraum von £2(< ) deutet an, daf
in jedem Fall genauso viel Strom aus dem Koérper hinausfliet wie eingespeist
wird.

Fiir Funktionen f € L2(< ) ist das Funktional b(u) stetig iiber H!({2), denn nach
Satz 3.1 und Korollar 2.10 ist

1/2 1/2
b(@)] < 11l ey lull ey < 21 ez lull oy el 5y < 2 15 D ey llull e -

Satz 4.4 Fiir das EIT-Minimierungsproblem (4.4) mit f € L2(c ) existiert eine ein-
deutige Lisung u € H!(2), die durch die Variationsgleichung (4.3) charakterisiert ist.
FEs ist

[ull magoy < = f L2y

Q| 0o

und u # 0 falls f # 0.
Beweis. Wie bereits oben gezeigt wurde, ist b ein stetiges Funktional iiber H!(£2) mit

18] 512y < 2 [ f 1l ey -

Andererseits erfiillt die Bilinearform a aus (4.5) die Voraussetzungen von Satz 4.1, da
1/2 1/2
‘/ ogradu - gradvdx‘ < @ (/ |gradu|2) / (/ |gradv|2) /
17 0 7

= T |lull ey llvll mpo) »

dul?dx > 2 .
| olgradulde > clullfy

Also folgen Existenz, Eindeutigkeit und Abschéitzung aus Satz 4.1. Die Darstellung
iiber die Variationsgleichung folgt aus Korollar 4.2. Der Zusatz von Satz 4.1 besagt,
daB uw # 0, falls b # 0. b = 0 bedeutet aber, dai fLv|p fiir jedes v € H!(£2).
Insbesondere, ist v € 7, N H!(£2) dann ergibt sich f17,, und zwar fiir jedes n # 0.
Demnach ist f eine Konstante, und wegen [ f df = 0 ist zwangslaufig f = 0. O

Bemerkung 4.5 Satz 4.4 besagt, dafl der Ldsungsoperator
Ly : L2(< ) — HX(92), Ly:f—u,

der den Neumann-Randwerten das zugehorige Potential zuordnet, stetig ist. Mit an-
deren Worten: Das resultierende Potential hingt stetig von den vorgegebenen Rand-
stromen ab.

23



5. Der Neumann-to-Dirichlet Operator

Bezeichnet u € H!(£2) die Losung des Minimierungsproblems (4.4) bei gegebener
Funktion f € L£2(< ), dann ist u eindeutig bestimmt, und wir kénnen den Operator

A L3(e) = L3 ), Acfrrulr

definieren. A heiit Neumann-to-Dirichlet Operator (NtD-Operator), da A die vorge-
gebenen Neumann-Daten von u, vgl. (1.9), auf die zugehorigen Dirichlet-Daten u|r
abbildet.

Satz 5.1 A: L2(c ) — L2(< ) ist stetig mit ||A]] < 4/0.

Beweis. Nach Satz 3.1, Korollar 2.10 und Satz 4.4 gilt

Q] i~

IAfN c2ry < 2 MJull gy < = Il c2ery -

Im weiteren werden wir zeigen, dal A ein kompakter Operator, sogar ein Hilbert-
Schmidt Operator ist. Zunéchst zeigen wir jedoch erst, da} A selbstadjungiert ist.

Satz 5.2 A : L2(c< ) — L2(< ) ist selbstadjungiert und positiv.

Beweis. Sei f € L2(< ) und u € H!(£2) die zugehorige Losung der Minimierungsauf-
gabe (4.4). Ferner sei g eine beliebige andere Funktion aus £2(< ), und w € H!(2)
die Losung des entsprechenden Minimierungsproblems

1 - -
3 a(w,w) — b(w) — min, b(w) = / guwdf.
r
Nach Satz 4.4 gilt

a(u,v) =b(v), alw,v)=bv), fiir alle v € H(2) .
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Folglich gilt

/Fg(Af) d@:é(u):a(w,u):a(u,w):b(w):/Ffwde:/Ff(Ag) df .

Ferner ist
[ £ a8 = bw) = a(u,w) > o ullfy(0) > 0
fiir f # 0, vgl. Satz 4.4. 0

Erinnerung. Ein kompakter, selbstadjungierter und positiver Operator K : X — X" im Hilbertraum
X besitzt eine abzdhlbare Menge {\,} absteigend sortierter Eigenwerte A\, — 0, n — oo. Die
zugehorigen Eigenfunktionen z,, € X konnen so gewihlt werden, dafl {z,} eine Orthonormalbasis
von X bildet. (— Literatur: W. Walter, Gewdhnliche Differentialgleichungen)

Fiir die Eigenwerte von K gilt das Minmax-Prinzip von Courant und Fischer: Demnach ist

N |Kz (2, Kx)
n =min max = min max
0l X, ||z 0#elx, ||z]|?

; (5.1)

wobei das Minimum iiber alle (n — 1)-dimensionalen Teilriume X,, C X gebildet wird.

Gilt fiir die Eigenwerte des kompakten Operators zudem ) ° ;A2 < oo, so nennt man K einen
Hilbert-Schmidt Operator. In diesem Fall gilt fiir jede Orthonormalbasis {z, |n € N} von X

s s
DR zall? =D X = IIE]) (5.2)
n=1 n=1

(Mittels (5.2) kann der Begriff des Hilbert-Schmidt Operators auf nicht notwendig selbstadjungierte
Operatoren verallgemeinert werden.) Die Abbildung ||| - ||| definiert eine Norm iiber allen Hilbert-
Schmidt Operatoren, die sogenannte Hilbert-Schmidt Norm. Sie wird durch ein Innenprodukt erzeugt,

namlich
o0

(K1, Ky)) =Y (Kizn, Kazn). (5.3)
n=1
Dadurch gewinnt die Hilbert-Schmidt Norm einen entscheidenden Vorteil gegeniiber der Spektral-
norm, da letztere nicht zu einem Hilbertraum fiihrt. Ubrigens ist der Wert der Hilbert-Schmidt Norm
immer grofer als der Wert, der Spektralnorm || K| = A;.

Den Nachweis, daf} (5.3) von der Wahl der Basis {z,} unabhingig ist, fithrt man am besten wie folgt:
Ist {Z,} eine zweite Orthonormalbasis von X, dann kénnen Kz, und Kz, wie folgt entwickelt

werden:
o0 o0

Kizn =Y (Kizn, %)%,  Koza =Y (Kozn, )5
v=1 pn=1
Daraus folgt
<KlznaK2zn> = Z <Klzna§1/)<K2Zn72u><§1/72u> = Z(Klznaéu><K2znaéu>a
v,u=1 v=1
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und weiter

oo o0

<K12n7K2zn> = ZZ Klznazu KQZn72U>

((Ki,K2)) =

NE

3
Il
-

o0

I
NE

)
KIZIMZ’IL K22U:Zn g KIZLHKQZU .
n=1

Il
-

v n=1

Beispiel 5.3 Wir betrachten den Spezialfall, daf ¢ = ¢ > 0 konstant ist (fiir
c = 1 ergibt sich also wieder die bereits frither betrachtete Poisson-Gleichung). Eine
naheliegende Orthonormalbasis fiir £2(< ) bilden die trigonometrischen Funktionen
{mn |n # 0}. Fiir f = 7,, n # 0, filhrt das Minimierungsproblem (4.4) auf eine Lésung
u, der partiellen Differentialgleichung, vgl. (1.9),

cAu =0, c—| =T, (5.4)

Als Real- bzw. Imaginérteil von (c[n|)~'2! ist
1 —1,.|n|
un () = = [n|="r™7, (0)
c

eine harmonische Funktion und daher die Losung von (5.4). Offensichtlich hat wu,, die
Spur

1 -
un|F = - |n| lTna
C

und daher ist 7, eine Eigenfunktion der NtD-Abbildung A mit Eigenwert A\, =
(c|n])~t. Folglich ist diese NtD-Abbildung ein Hilbert-Schmidt Operator, denn

Iall= (5 2 5= 2 Lyl r

2 2
ctn c \NTn

Bevor wir an dieser Stelle weitermachen kénnen, miissen wir noch ein kleines Hilfsre-
sultat beweisen. Dazu fiihren wir die Teilrdume

Xn = [Tfna---anlaTla---aTn]C£<2>(c )’ TLE]N, (55)

der Dimension 2n ein.

Lemma 5.4 Sei L, der Losungsoperator aus Bemerkung 4.5. Dann gilt
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ILofllmagoy < =+ 172 (| fll 2y fiir alle fLX,.

Q| o

Beweis. Wir zerlegen ein beliebiges Element u € H!(2) N C'(£2) gemif Satz 2.8 als
U = U, +w mit

= > Yn()Tm(0) und  wlT,, [m|<n.

Im|<n

Dann ist nach Voraussetzung

b(u) = b(uy) + b(w) = /unfd9+b =Y /med9+b( ) = b(w).

Im|<n

Folglich ist nach Proposition 2.7 und Satz 3.1

b(u b
by = sup ol <y L
w0 Ul mi) — otwiTimi<n W H12)
1/2
[ f1[e2(ry [Jw]] e2r [w]] -
< sup 0 D < 2 fllexry  sup W'
07w LT, |m|<n ||w||Hg(Q) 0w LTom,|m[<n ||w|| (2)
Zusammen mit Korollar 2.10, ergibt sich daher
161l 3y < 2(n+1) 2| fll oy
und aus Korollar 4.2 folgt schlief3lich
1 _
2o fll sy < = 200+ )72 F | 2y
was zu zeigen war. O

Nun kommen wir zum Hauptresultat dieses Kapitels.

Satz 5.5 Sei o € LP(£2). Dann ist die zugehirige NtD-Abbildung A = L2(< ) — L2(< )
ein Hilbert-Schmidt Operator.

Beweis. Wir verwenden wieder die Mengen X, n € N, aus (5.5) und das Minmax-
Prinzip von Courant-Fischer. Das ergibt die Abschétzung

(f Af>_

A <
= 0
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(Der Nachweis, dal A kompakt ist, bzw. Eigenwerte hat, folgt automatisch als Ne-
benprodukt, da wir sehen werden, dafl die rechte Seite gegen Null konvergiert fiir
n — 00.)

Bezeichnet P, den Orthogonalprojektor auf X, dann ist P,f = f fiir f1A,, und
folglich

(FA) = Puf, AP ) = (f, PaAPuf ) < IPAAP[ [ F1]7
A kann mit Hilfe des Spuroperators v und des Losungsoperators L, aus Bemerkung 4.5

durch A = 7L, faktorisiert werden; dadurch kénnen wir nun die Eigenwerte von A
wie folgt abschétzen:

Aant1 < |Pav Lo Poll < 1Pl mic2)— 2y 1 Lo Pall c2(my— () - (5.6)

Bezeichnet nun @),, noch den Orthogonalprojektor auf die Summe der 7 mit |k| > n,
dann ist offensichtlich v@Q),, = P,, und daher folgt aus Korollar 3.3:

1Pyl = [17Qull < 2(n+1)"12. (5.7)

Andererseits haben wir ||L,P,|| in Lemma 5.4 durch 2(n+ 1)~'/? abgeschétzt, wobei
o eine positive untere Schranke von o bezeichnet, die wegen der Voraussetzung o €
L (£2) auch existiert. Aus (5.6) folgt somit

4 1

A < — .
e+l S T

Daher ist A kompakt und >2°, A2 konvergent: A ist folglich ein Hilbert-Schmidt
Operator. O
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6. Radialsymmetrische Leitfihigkeiten

In diesem Kapitel betrachten wir den Spezialfall radialsymmetrischer Leitfahigkeiten
o = o(r). Unter dieser Voraussetzung vereinfacht sich das Minimierungsproblem (4.4)
durch den Ansatz

sin(nf), n>0

1
om’

ﬁ cos(nf), n<0

S

u(z) = y(r)m,(0) mit 7, = n=>0

und stetig differenzierbarem y wie folgt. Wegen
gradu = y'r, grad r + y7, grad 0, T =NT_,,

und

|gradr| =1, gradr- gradf =0, |gradf|=r"!

ergibt sich

I S Y D n’ .,
Olu] = 5/0/0 (oy Tn+ﬁay 72,)d0rdr — y(l)/FandG

2

Lot 2 N 2
= 5 [ oy + S oyt)rdr — y(1) [ frado. (6.1)

Speziell mit ¢ = 1 und f = 0 ergibt sich (wie bereits im Beweis von Lemma 2.9
gesehen):

n2

Lo, 1/2
||U||H§(Q) = (/0 (v —|—ﬁy2)rdr) . (6.2)

Definition 6.1 Fir n € Ny definiert die rechte Seite von (6.2) eine Norm || - ||,
in dem Teilraum {y € C'0,1]|y(0) = 0}. Den Abschluf dieses Teilraums beziiglich
dieser Norm bezeichnen wir mit H}[0,1].
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Im Gegensatz zum zweidimensionalen Fall enthalten eindimensionale H'-Riume nur
stetige Funktionen, wie wir im folgenden gleich nachrechnen werden. Wegen der Null-
stelle der Gewichtsfunktion r im Nullpunkt gilt dies hier allerdings nur im Intervall
(0,1]: In Kapitel 2 haben wir bereits gesehen, dafl die Funktion log|log(r/2)| als
Beispiel dafiir dient, daf§ Elemente aus H}[0,1] im Nullpunkt nicht unbedingt stetig
sein miissen. Allerdings darf die Singularitdt im Nullpunkt nicht viel schlimmer sein.
Bereits logr oder gar r=® mit o > 0 liegen nicht mehr in H}[0, 1].

Lemma 6.2 Ein Element y € H!(0,1] ist stetig in (0,1], und es gilt

2
OIS e, re©1].

Beweis. Sei y € H![0, 1] stetig differenzierbar in [0, 1] mit y(0) = 0. Dann ist

riy(r) = \/Oré%(p?f(p))dp\ = \/0T2(p2yy’+py2)dp( < 2/01(|yy’|+y2)pdp

ylln + [yl %g[o,u) .

< 2(|lwll 220,11

Fiir n # 0 ist n?/r? > 1 in [0, 1], so daB sicher

9l cz01 < Nyl s

andererseits wurde diese Ungleichung fiir n = 0 bereits im Beweis von Lemma 2.9
nachgewiesen, vgl. (2.9). Damit folgt jedoch r2y*(r) < 4||y||? fiir alle r € [0, 1]. Also
ist fiir jedes r € (0,1) die Einbettung

({y € "0, 1] 15(0) = 0}, || - [1a) < (Clr 1), - [|0)

stetig und daher auf den Abschlufl H![0, 1] stetig fortsetzbar. Folglich ist jedes Element
y € H'[0,1] in (0,1] stetig und es gilt die gewiinschte punktweise Abschiitzung. O

Zum Verhalten einer Funktion y € H![0, 1] mit n # 0 sei abschlieflend noch angemerkt,
daB y hochstens durch y(0) = 0 in den Nullpunkt hin stetig fortgesetzt werden kann,
da ansonsten ||y||, nicht existiert.

Wegen Lemma 6.2 ist also (6.1) fiir alle y € H}[0,1] wohldefiniert.

Lemma 6.3 Das Minimierungsproblem
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1 2
= / (ay'2+n—ay2) rdr — y(l)/ fr,df — min (6.3)
2 Jo 72 r

iber H[0,1], n # 0, besitzt eine eindeutige Lisung y. Sie ist charakterisiert durch die
Gleichung

2

1
/ (ay'Y’+%ayY) rdr = Y(1) / frodd firalle Y € H0,1].  (6.4)
0 r

Beweis. Nach Lemma 6.2 ist ¢ (- — 1) mit beliebigem ¢ € R ein stetiges Funktional
in H}[0,1]. Ferner ist

1 2
An(y,Y) = / (oYY + = oyV) rdr (6.5)
0 r
eine Bilinearform in H}[0,1] mit

[An(y, V) <7 llyllnllY[ln-

Zudem ist
Anly,y) > o |lyl|2.

Damit folgt die Aussage aus dem allgemeinen Satz 4.1 und seinem Korollar 4.2. O

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist nun das folgende: Bei radialsymmetrischen
Leitfahigkeiten haben die NtD-Operatoren alle die gleichen Eigenfunktionen, ndmlich

{ma|n # 0}.

Satz 6.4 Sei o radialsymmetrisch und n € Z '\ {0}. Dann gilt
AT, = A\
mit Ay, = yn(1), wobei y, die Losung von (6.3) mit f = 7, bezeichnet.

Beweis. Sei n € Z \ {0} fest, und f = 7, in (6.3). Nach Lemma 6.3 existiert eine
eindeutige Losung y,, € H![0, 1] des entsprechenden Minimierungsproblems. Zu zeigen
ist nun, dal u := y,7, die Losung des Minimierungsproblems (4.4) ist, denn dann
ergibt sich

ATn = ynTn|F = yn(l)Tn

wie behauptet.
Sei N > |n| und
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Uy = Z U (1) T (6) -

im|<N

Bezeichnet A,, wieder die jeweils entsprechende Bilinearform aus (6.5), dann ergibt
sich in Analogie zu (6.1)

i = % Al ) — 3a(1) > 5 A ) — (1)
> S Aunn) — (1) = Bl

nach Definition von y,. Bezeichnet nun @ das globale Minimum von ® in H!({2) und
{an} die Folge der Partialsummen der Entwicklung von 4 gemifi Satz 2.8, dann ist
{an} offensichtlich eine Minimalfolge von ®. Nach dem eben gezeigten bildet dann
aber auch uy = u fiir alle N > |n| eine Minimalfolge von ®, die nach Satz 4.1 gegen
die Losung konvergiert. Folglich ist u die Losung der Minimierungsaufgabe (4.4). O

Mit anderen Worten: Im radialsymmetrischen Fall kann die NtD-Abbildung durch ihre
Eigenwerte charakterisiert werden. Erinnerung (vgl. Beispiel 5.3): Fiir ¢ = ¢ ergibt
sich A, = (¢|n|) "%

Wir bleiben bei der speziellen Stromvorgabe f = 7, mit n # 0. Im ersten Kapitel
haben wir Minimalforderungen an die Glattheit der resultierenden Spannungsfunktion
u gestellt. Zum Schluf} dieses Kapitels wollen wir nun nachrechnen, daf§ (zumindest
in diesem eindimensionalen Fall) der “Flu8” oy’ stetig ist. Dazu machen wir zunéchst
die folgende Voriiberlegung unter der Voraussetzung, dafi alle beteiligten Funktionen
hinreichend glatt sind. Nach (6.4) gilt dann fiir beliebiges Y € C'[0, 1] mit Y (0) = 0,
daB

1 2
V(1) = / (oy'Y' + n_2 oyY)rdr
0 " (6.6)
= roy'Y|} + / (n7 oy — (roy’) )Y dr.
0
Speziell fiir Funktionen Y mit ¥(1) = 0 ergibt sich daher

n2

<7ay,Y>=<(7"0y’)’,Y>-

Da die entsprechenden Funktionen Y dicht in £2[0, 1] liegen, erfiillt y die Differenti-

algleichung
2

(roy')" = n7 ay. (6.7)

Das letzte Integral in (6.6) verschwindet also fiir jede stetig differenzierbare Funktion
Y mit Y/(0) = 0, d.h.,
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Y(1) =o()y' (DY (1),
bzw. y'(1) = 1/0(1). Wegen o > ¢ sieht man zudem, daB (6.6) nur fir y(0) = 0

sinnvoll ist. Also ist y als Losung der Differentialgleichung (6.7) mit Randwerten

y(0)=0,  y'(1)=1/0(1) (6.8)

festgelegt.

Satz 6.5 Sowohl die Lisung y € H\[0,1] des Minimierungsproblems (6.3) mit f = 7,
als auch der “Fluf” oy’ sind stetig in (0, 1].

Beweis. Da y in H![0,1] liegt, ist die rechte Seite von (6.7) wegen der Beschriinkt-

heit von o und der Cauchy-Schwarz Ungleichung (angewandt auf v —=) in [4,1]
integrierbar (6 € (0,1) beliebig), und die Funktion

2

) =1~ [ " olp)u(e) dp (6.9)

ist stetig in (0, 1] mit z(1) = 1. Unter Verwendung der Testfunktion

rfe, O0<r<e 1
Y(T)_{ 1, e<r<l1 € H,[0,1]

folgt aus (6.4)
£ € 2 1 n2
1:/ ay'z dr+/ n—aydr+/ n—aydr. (6.10)
0 9 0 & e T
Fiir ¢ — 0 konvergieren die ersten beiden Integrale wegen der Cauchy-Schwarz Un-
gleichung gegen 0: Zum Beispiel ist
2 2

/Oan?aydr SE% (/an; alr)l/Z(/Ogrdr)l/2 = %nZE(/an; dr)1/2,

wobei wegen der Existenz des Integrals in (6.2) das letzte Integral fiir ¢ — 0 gegen 0
konvergiert. Damit ergibt sich durch Grenziibergang & — 0 in (6.10), daf die Funktion
z aus (6.9) im ganzen Intervall [0, 1] stetig ist mit

2(0) =1 —lim 1 n—ZU(r)y(r) dr=0.

e=0Js 1

Nun withlen wir eine beliebige Funktion Y’ € £20,1]. Dann ist Y’ insbesondere
Lebesgue-integrierbar, und nach Satz 131.4 aus Heuser II gilt fiir die Funktion z
aus (6.9) und fiir die Funktion
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die Regel der partiellen Integration:
2

1 1y
/ 2Y'dr = 2Y|j — / —oyY dr.
0 0o T

Auf das letzte Integral kann die Identitit (6.4) angewendet werden, so daf§ sich unter
Verwendung der Randwerte von z ergibt, dafl

1 1 1
/ 2Y'dr =2(1)Y (1) + / oy'Y'rdr =Y (1) = / oy'Y'rdr.
0 0 0

Da Y’ € L£?[0,1] beliebig war, folgt 2 = ory’ im £2-Sinn, und da z stetig ist, kann
also die Funktion oy’ mit der stetigen Funktion z/r in (0, 1] identifiziert werden. 0O

Bemerkung 6.6 Aus dem Beweis von Satz 6.5 wird klar, dal die Losung y des
Minimierungsproblems (6.3) dadurch charakterisiert werden kann, daf§ roy’ durch 0
im Nullpunkt stetig fortgesetzt werden kann, und im £2-Sinn mit der entsprechenden
Stammfunktion von noy/r iibereinstimmt; vgl. dies mit (6.7).
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7. Zur Identifizierbarkeit

Fiir das EIT-Problem ist es natiirlich von entscheidender Bedeutung, ob die NtD-
Abbildung A iiberhaupt geniigend Informationen enthilt, um o identifizieren zu
konnen, d.h., ob die Abbildung o — A(0) injektiv ist.

Diese Frage ist bis heute nicht abschlieflend beantwortet. Teilresultate sind hingegen
bekannt, zumeist im Hinblick auf die Eindeutigkeit von A auf hinreichend glatten
Funktionenrdumen. Wir werden in diesem Abschnitt die Injektivitédt iiber dem Raum
der in {2 harmonischen Funktionen o beweisen, und eine Beweisskizze fiir den Fall
reell analytischer Funktionen angeben.

Zunichst wollen wir jedoch anhand einer Plausibilititsiiberlegung die Identifizier-
barkeitsfrage diskutieren. Die gesuchte Funktion o ist eine reelle Funktion zweier
Verénderlicher, und daher wird man annehmen, dafl zu ihrer Identifikation auch eine
zweidimensionale Datenmannigfaltigkeit benotigt wird. Diese ist durch die Wertepaare
(f, Af) mit f € £2(< ) auch gegeben. Beim EIT-Problem fiir ein Gebiet 2 C R? sieht
es iibrigens fiir die Identifizierbarkeit besser aus: Dort ist ¢ eine reelle Funktion dreier
Veranderlicher, wihrend f und Af Funktionen zweier Veridnderlicher sind, also for-
mal eine vierdimensionale Datenmannigfaltigkeit liefern. Im R? ist das EIT-Problem
also formal iiberbestimmt. Tatsichlich sind Injektivititsaussagen im R? schwieriger
zu beweisen als im R?.

Demgegeniiber macht das EIT-Problem im R' iiberhaupt keinen Sinn. Die Randwert-
aufgabe
—(ou') =0, ou'(0) =1, ou'(1) =1, (7.1)

mit 0 < ¢ < 0 <7 < oo hat eine eindeutige Losung @. Die Randwerte ou'(0) = «
und ou'(1) = « fiihren auf die Losung adi. Die NtD-Abbildung A hat daher die Form

A:aH(ZZE??);

deren Informationsgehalt also nur aus den beiden Werten @(0) und (1) besteht.
Daraus 148t sich o sicher nicht rekonstruieren.
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Will man sich mit einem eindimensionalen Modell des EIT-Problems beschéftigen, so
mufl man also eher den Fall radialsymmetrischer Leitfdhigkeiten betrachten. Wie wir
in Kapitel 6 gesehen haben, fiihrt dies zu einem zusétzlichen variablen Term der Form
:f—jau auf der linken Seite der Differentialgleichung (7.1), wobei nun sowohl o wie u
Nullstellen im Nullpunkt haben miissen. Die Daten sind dann die Werte A, = u,(1).

Wir bezeichnen im weiteren mit

CL(2)={ceC'(D))0< iI(l)fO’ <supo < oo}
1%

die in (2 differenzierbaren Leitfihigkeitskoeffizienten, und mit
H,={oeCL(2)NC*N2)]| Ao =0in 2}

die zugehorige Teilmenge harmonischer Leitfahigkeitskoeffizienten.

Lemma 7.1 Ist o € CL(92), dann konvergiert in L*(< )

11
In| (T, ATy + T_pAT_) — — —| | n— 00.
m ol

Beweis. Wir untersuchen das EIT-Problem mit Randstromvorgabe f = 7, fiir n €
Z \ {0} fix. Dabei wird das Potential u zur tatsdchlichen Leitfihigkeitsverteilung o
mit dem Potential u; zur konstanten Leitfihigkeitsverteilung identisch 1 verglichen.
In dem Minimierungsproblem (4.4) verwenden wir entsprechend die Bezeichnungen a
und a; fiir die beiden Bilinearformen. Nach Satz 4.4 gilt die Variationsgleichung

a(u,v) = ay(uy,v) = b(v) fiir alle v € H.(£2) . (7.2)
Sei )
wi=u— —uy und p:=logo.
o

Nach Voraussetzung sind p und 1/0 in §2 stetig differenzierbar: Es gilt

1 1 1
grad — = — —grado = — —grad p.
o o o

Folglich ist
1 1 1 Uy
gradw = gradu — —grad u; — u; grad — = gradu — — grad u; + — grad p,
o o o o

und
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olgradw|* = o gradu - gradw — grad u; - gradw + u; grad p - gradw .

Dabher folgt aus (7.2)

/U|gradw|2dx = a(u,w)—al(ul,w)+/ uy grad p - grad w dx
7 7

= / uy grad p - grad wdx .
2

Da die (vektorwertige) Funktion grad p in {2 stetig ist, kann | grad p| durch eine po-
sitive Konstante C' abgeschétzt werden, und es ergibt sich

allwll o) < C/Q ] | grad w| do < Cllual] e2(2) 0l o)

bzw.

Q

lwll mye) < = llurll e2) - (7.3)

Q

uy wurde in Beispiel 5.3 explizit ausgerechnet: Daher ist u(r,0) = ﬁr‘"'m und

1 1
~2,.2]n] 72 df rdr = / 2nl+1 g —
el 220 / / rar=mn 0 ' 2(|n| +1)n?

Zusammen mit (7.3), Satz 3.1 und Korollar 2.10 ergibt sich damit

2C 20|3p

lwllexry < 2wl wyio) < — llurll 2y < —In (7.4)

Schliellich ist noch zu beachten, dafl die Randwerte von u durch

1 1 7
ulp = wlr + (G| = wlr+ 75 2,

gegeben sind. Wegen (7.4) bedeutet das, daf§ in £2(< ) die folgende Gleichung gilt:

Tn Tn -
[n[AT0 = Infwl, + —| = =| .+ O(n] 12y,
Mit 72 4+ 72, = 1/7 ergibt sich daraus sofort die Behauptung. O

Nach Lemma 7.1 sind also die Randwerte einer Funktion o € C'.(£2) durch die NtD-
Abbildung eindeutig festgelegt. Ist o zudem harmonisch, dann kénnen diese Rand-
werte durch die Poisson-Darstellung (1.11) eindeutig auf den ganzen Einheitskreis 2
fortgesetzt werden. Wir haben also das folgende Ergebnis bewiesen.
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Satz 7.2 Der Operator A ist auf dem Raum H, injektiv.

Das obige Eindeutigkeitsresultat — so elegant und einfach es auf den ersten Blick zu
sein scheint — hat jedoch einen entscheidenden Schonheitsfehler. Wegen der Poisson-
Integralformel (1.11) ist die Menge der harmonischen Funktionen nur eine recht
“diinne Menge”, topologisch dquivalent zu einer Menge von Funktionen {iber einem
eindimensionalen Intervall. Ein Eindeutigkeitssatz fiir eine solche Grundmenge liefert
sicherlich kein hinreichendes Indiz dafiir, daf} ein allgemeinerer Leitfahigkeitskoeffizi-
ent ebenfalls identifizierbar ist.

Wir wollen daher zum Abschluf} dieses Kapitels einen Eindeutigkeitssatz fiir reell ana-
lytische Funktionen zweier Verdnderlicher in (2 skizzieren. Solche Funktionen kénnen
in jedem Punkt 2 € (2 in eine lokal konvergente Potenzreihe in beiden Verdnderlichen &
und 7 mit reellen Koeffizienten entwickelt werden. Die Entwicklungskoeffizienten eines
einzigen Punktes, bzw. die entsprechenden partiellen Ableitungen legen die Funktion
dabei eindeutig fest.

Nehmen wir dazu an, dafl fiir zwei unter-
schiedliche reell analytische Leitfahigkeits-
koeffizienten o, und oy, in 2 die NtD-
Abbildungen A(o;) und A(os) gleich sind.
Da o; und o, nach Lemma 7.1 zwar auf < |
aber nicht in ganz (2 iibereinstimmen, gibt
es einen Exponenten £ und eine Umgebung
U von x =1 (vgl. Skizze), so daf}

o1(z) > oa(x) + ez — 1/F, relUnN, (7.5)

wobei ¢ eine geeignete positive Konstante bezeichnet. Sind a; und a, die Bilinearfor-
men aus (4.4) und wuy, bzw. u, die Potentiale fiir einen vorgegebenen Randstrom f,
dann stimmen u; und us auf dem Rand < wegen der Gleichheit der NtD-Abbildungen
tiberein, und somit auch b(u;) und b(uz). Aus der Variationsgleichung folgt dann

al(ul, Ul) = b(ul) = b(UQ) = CLQ(UQ, UQ) y

also
/ o] gradu|* do = / o] grad us|* da . (7.6)
0 0

Andererseits folgt aus (7.5), dafl

/01|gradu1|2dx > /01|gradu1|2 dx
17 U
(7.7)
> /02|gradu1|2dx + c/ |z — 11¥| grad uy|? dz .
U U
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Der entscheidende Trick besteht nun darin, den Randstrom f geeignet zu wihlen,
und zwar entsprechend der Einfiihrung in Kapitel 1 ndherungsweise als Summe von
“Deltadistributionen” mit extrem nah aneinanderliegenden Elektroden in U. Wie die
in Kapitel 1 gezeigten Abbildungen suggerieren, kann man néamlich durch hinreichend
nahe Elektroden und stark oszillierende Randstrome erreichen, dafi das Teilgebiet
2\ U beliebig wenig zur gesamten Leistung beitragt. Umgekehrt bedeutet dies, daf
das zweite Integral in der letzten Zeile von (7.7), [ |x — 1/¥|grad u; | dz, trotz der
Nullstelle des Integranden im Punkt z = 1 nicht beliebig schnell klein werden kann.

Diese Aussagen lassen sich prézisieren, allerdings miissen dazu Hilfsmittel verwendet
werden, die unsere Vorkenntnisse um einiges iiberschreiten. Dann aber folgt, daf§ fiir
geeignet zu wihlende Randstrome (gemifl obiger Heuristik)
/ 02|gradu1|2dx<c/ |z — 11| grad u,|* dz
2\U U

und damit die Ungleichungskette (7.7) ergénzt werden kann zu

/01|gradu1|2d:ﬂ > /02|gradu1|2 dx + / oyl grad uy |* dx
0 U U
= GQ(Ul,’LLl) .

Nach Definition von u, ist aber
1 1 1
3 az(ur, ur) — buy) > B aa(uz, ug) — b(ug) = B as(uz, ug) — buy) ,
also ag(uy, uy) > as(usg, us). In (7.8) eingesetzt ergibt sich
/ o1| grad uy|* do > / 03| grad uy|? dz
0 0

im Widerspruch zu (7.6).
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8. Zur Instabilitit von EIT

Die beriihmte These von Hadamard (1923) besagt, dal ein Problem gut gestellt ist,
falls

e zu jedem Datensatz eine Losung existiert,
e die Losung eindeutig bestimmt ist,

e die Losung stetig von den Daten abhingt.

Probleme, bei denen eine dieser Eigenschaften verletzt ist, heiflen schlecht gestellt.

In diesem Sinn ist etwa das Mefproblem der EIT (d.h., die Bestimmung des NtD-
Operators A) gut gestellt: Existenz und Eindeutigkeit wurden in Kapitel 4 nachge-
wiesen; die stetige Abhéngigkeit beweisen wir in Kapitel 9.

Uns interessiert jedoch mehr das inverse Problem, also die Rekonstruktion des
Leitfahigkeitskoeffizienten o aus einem gegebenen Hilbert-Schmidt Operator A =
A(o). Im folgenden werden wir untersuchen, wie es bei dem inversen Problem mit
der stetigen Abhéngigkeit aussieht; dies ist natiirlich vor allem bei numerischen Im-
plementierungen von grofter Bedeutung.

Der Einfachheit halber definieren wir in diesem Kapitel das EIT-Problem iiber die
Differentialgleichung anstelle des Minimierungsproblems. Im Hinterkopf wollen wir
jedoch behalten, dafl wir unter “Lésungen” immer schwache Losungen verstehen.

Wir betrachten im folgenden den Fall eines Korpers, der bis auf einen kleinen Kreis
um den Nullpunkt homogen ist. Genauer: o sei radialsymmetrisch mit

_ )y 0<r<p,
a(r)—{ 1 p<r<i, Y¥>1. (8.1)

GeméiB unserer Ergebnisse aus Kapitel 6 ist die zugehorige NtD-Abbildung A (o) also
durch ihre Eigenwerte vollstdndig charakterisiert, es ist
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A(o)T, = A\pTa, n#0,

mit \, = y,(1), wobei y,, € H}[0,1] als Lésung des Randwertproblems

,n2

(roy)' =0y, y(0)=0, y'(1) =1, (8.2)

festgelegt ist. Offensichtlich ist A_,, = A, so daf} wir uns im folgenden auf den positiven
Index n beschrinken kénnen.

In (0,p), bzw. in (p,1), hat die Differentialgleichung die gleiche Form wie in Bei-
spiel 5.3, ndmlich
n/ n2
(ry')" = PR

Die beiden Funktionen y(r) = 7" und y(r) = r~" bilden offensichtlich ein Funda-
mentalsystem fiir diese Differentialgleichung; demnach hat die Losung von (8.2) die

Form
) oapr™, 0<r<p,
y(?") - { ﬁnrn _ (nfl _ ﬁn)rfn, p <r S 1. (83)

Die Koeffizienten o, und (3, sind dabei nach Satz 6.5 so zu bestimmen, daf} y und oy’
jeweils stetig sind. Das heifit, es sind die folgenden zwei Gleichungen zu erfiillen:

Bup” — (07" = Ba)p™" = anp”,
Bnp™ + (n_l - ﬁn)p_n = Yayp".

Elimination von «, ergibt

(Z=1)Bup" = (Z+1)(n™" = Ba)p™",

beziehungsweise
1 _
f= (14 ) (5.4
Der Vollsténdigkeit halber sei noch angefiigt, dafl
2
Qp = 27_“ B -

So richtig ist damit allerdings noch nicht bewiesen, daf§ y aus (8.3) die Losung des
Randwertproblems ist; es ist lediglich ein sehr guter Kandidat. Allerdings fehlt nicht
mehr viel zu einem Beweis auf der Grundlage von Bemerkung 6.6. Wir wollen hier den
Nachweis jedoch explizit iiber Lemma 6.3 fiihren, weil dann noch einmal klar wird,
warum die Koeffizienten o, und (3, gerade in dieser Weise miteinander verkniipft sein
miissen.
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Sigma=5, rho=0.3, n=1
T T T

L L L L L L L L
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig. 8.1. Die Losung y(r) des gestorten Problems

Wir greifen also ein beliebiges Y € C'[0, 1] heraus, und setzen y aus (8.3) in (6.4) ein:
Durch partielle Integration ergibt sich (da oy’ stetig ist)

2

1
/ (oy'Y' + n_2 oyY) rdr
0 r
p 1 12
= / Yry'Y’ dr+/ ry'Y’ dr+/ —oyYdr
0 p 0o T
NP (1 P ne ! ne ! 712
= Yry'Y|g+ryY], —/ Yry")'Y dr — / (ry") Ydr+/ — oyY dr
0 p 0o T
1 n2
= YO+ oV () (0=) =/ (04) = [ oV (ry) = S ) dr
= Y(1),
so dafl y nach Lemma 6.3 als Losung des Randwertproblems feststeht.

Uns interessiert jedoch ausschlieflich der Eigenwert A, der NtD-Abbildung, und zwar
ist nach (8.3) und (8.4)

1 _11- § }an
n 1+ 550"
Zur Erinnerung: Der entsprechende Eigenwert bei konstanter Leitfahigkeit o = 1

ist n~'. Bezeichnet im weiteren A(1) die NtD-Abbildung zu o = 1, so folgt fiir die
Differenz

2 _ . oo 4 gﬁpZ 2
IA@) = ADIF = 230 —n7) = 23 (50 )
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x 1 2 o
Zn_(2+1 ) §8p4n§n2

Demnach gilt
[A(e) =AM =0,  p—0, (8.6)

ohne daf gleichzeitig ||c — 1|| = |X — 1| gegen 0 konvergieren wiirde. Mit anderen
Worten, beziiglich der Supremumsnorm liegt keine stetige Abhéngigkeit des Leitfihig-
keitskoeffizienten von der NtD-Abbildung vor.

Bekanntlich héngt jedoch die Stetigkeit wesentlich von den verwendeten Topologi-
en ab, und man konnte hoffen, dafl andere (praxisrelevante) Topologien zu stetiger
Abhéngigkeit fithren. Hierbei ist sogleich anzumerken, dafl die Hilbert-Schmidt Norm
einen sinnvollen Praxisbezug hat, da ihre Verwendung impliziert, daf} jede gemessene
Spannungsserie in gleicher Weise (£?) gestort ist. Da die Spektralnorm immer kleiner
ist als die Hilbert-Schmidt Norm, iibertrigt sich fehlende Stabilitit iibrigens sofort
auch auf diese Norm.

Andererseits konnte man fiir den Leitfihigkeitskoeffizienten mit einer schwicheren
Konvergenz als der gleichméfigen zufrieden sein; wegen der Hilbertraumstruktur ist
hierbei etwa die Frage nach £2-Stabilitit von Bedeutung. Offensichtlich konvergiert
in dem obigen Beispiel bei festem X der Leitfihigkeitskoeffizient o gegen 1 in L2(£2)
fiir p — 0. Wihlt man allerdings X = ¥(p), und zwar etwa

Sp)=1+p",
dann gilt (8.6) weiterhin; andererseits ist jedoch nun
lo = 1122y = 7p*(¥ = 1)* =

konstant fiir alle p. Wir fassen zusammen:

Satz 8.1 Das EIT-Problem ist schlecht gestellt: Selbst wenn |||Ax — Al|| — 0 fir
k — oo, brauchen weder in LL(2) noch in L*(£2) die zugehdrigen Leitfihigkeitskoef-
fizienten oy, gegen den Grenzkoeffizienten o zu konvergieren.

Literatur.
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9. Die Fréchet-Ableitung

Nachdem wir im vergangenen Kapitel gesehen haben, daf3 das inverse Problem nicht
stabil ist, gehen wir nun der Frage nach, ob das direkte Problem stabil ist. Mit anderen
Worten, wir wollen untersuchen, inwieweit die resultierenden Spannungen (bzw. die
NtD-Abbildung) stetig von dem Leitfihigkeitskoeffizienten abhéngen.

Satz 9.1 Sind 01,09 zwei Leitfihigkeitsverteilungen mit 0 < g < 01,09 < 7 < 00,
und uq, bzw. uy die zugehorigen Potentiale bei gleicher Stromvorgabe f, dann gilt:

2
||uy — U2||Hg(n) < ||U2||Hg(n) |og — 0100 < 52 ||f||£g(r) |og — 01| 00 -

Q| =

Beweis. Zu o, und oy gehoren die beiden Bilinearformen a;(u,v) und ay(u,v) ent-
sprechend der Definition (4.5) (das lineare Funktional b héingt hingegen nur von f ab,
ist also unabhéngig von der Wahl von o). Wichtig ist, daf} die allgemeine Bilinearform
a(u,v) aus (4.5) bei festen u, v linear von o abhéngt. Demnach ist die Bilinearform

A(u,v) == as(u,v) — ay(u,v) = /Q(ag — o) gradu - gradvdz (9.1)

wieder von der Form (4.5) und gehort zu der Koeffizientenfunktion oo — 0. Da-
bei ist allerdings zu beachten, dal 0o — o1 in der Regel keine physikalisch sinnvolle
Leitfahigkeitsverteilung mehr darstellt, da die Positivitdt nicht gewéhrleistet ist. Die
Beschriankung nach oben ist hingegen kein Problem: A(u, v) a8t sich abschétzen durch

A, )| < llow = ouloo [[ull mye) [10]] 122 - (9:2)

Nach Satz 4.4 gilt nun
ai(ug,v) =b(v), as(uz,v)=>b(v) fiir alle v € H(£2),

und durch Subtraktion folgt
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0 = as(ug,v) — ay(ur,v) = A(uz,v) + ar(ug — uy,v) . (9.3)

Speziell fiir v = uy — us ergibt sich daher
ay(ur — ug, ur — ug) = Aug, uy — uy),
und mit (9.2) erhélt man
allur = usl Fi oy < lloa = onll oo lluzll mriga) lur — wall 1o -
Der zweite Teil der Abschétzung folgt wiederum aus Satz 4.4. O
Fiir festes f € £2(< ) fiihren wir nun die Zuordnungsfunktion Fy ein, die der Leitfihig-
keit o das zugehorige Potential u zuordnet:
Fy: L2(2) — H.(92), Friomu=L,f. (9.4)

L, ist hierbei der Losungsoperator aus Bemerkung 4.5. Satz 9.1 besagt, daf§ die Zu-
ordnungsfunktion FY in der gewihlten Topologie stetig ist.

Wiéhrend L, jedoch linear war, ist Fy kein linearer Operator. Eher ist Fy “vom Typ
1/0”: Insbesondere ist F' homogen vom Grad —1, d.h.,

1
Ff(tO')ZgFf(O'), t>0.

Dies folgt leicht aus der Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.4.

Damit stellt sich uns nun die Frage nach Differenzierbarkeitsaussagen fiir F. Wir
beginnen mit einer heuristischen Uberlegung. Sei o fest gewéhlt: Dann ist auch ¢ =
o+ h fiir hinreichend kleine h € L eine zulissige Leitfdhigkeitsverteilung. Bezeichnen

u = Fy(0), o= Fy(0)
die zugehorigen Potentiale, dann erhalten wir aus der Darstellung (9.3), daf
a(a —u,v) = —ay(a,v) (9.5)
fiir alle v € H!(2). Hierbei ist a die Bilinearform (4.5) fiir o und

ap(u,v) = /thradu- grad v dx . (9.6)

Fiir kleine h kann @ auf der rechten Seite von (9.5) durch w approximiert werden, so
daf also & — u ndherungsweise eine Losung u' von
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a(u',v) = —ap(u,v) fiir alle v € H(2) (9.7)

ist. Da nach Voraussetzung h € £°({2) liegt, ist a;(u, -) eine stetige Bilinearform iiber
H!(£), und daher hat (9.7) nach Korollar 4.2 eine eindeutige Losung u'.

Lemma 9.2 Sei v’ durch (9.7) definiert, und bezeichne w := 4 — u — u'. Dann gilt
mit ap, aus (9.6):

a(w,v) = —ap (i —u,v)  fir allev € H Q).

Beweis. Sei a die Bilinearform (4.5) fiir 6. Dann ist wegen Satz 4.4 und (9.7)

a(t —u—u',v) a(a,v) —b(v) + ap(u,v)
= a(a,v) — a(a,v) + ap(u,v)

i
u,
= —ap(l—u,v).

Erinnerung. Ein nichtlinearer Operator F' zwischen zwei Banachriumen X und ) heifit in einem
inneren Punkt € X' (Fréchet-) differenzierbar, falls ein stetiger linearer Operator F'(z) : X — Y
existiert, so daf

|1F(z+h) — F(z) = F'(x)hlly = o([|Bl]),  lIhllx — 0,

gleichmifig bzgl. h. Diese Definition ist analog zur Differenzierbarkeit im R", vgl. Heuser II.

Ein schwiicherer Ableitungsbegriff ist der der Gateaux-Ableitung: Der Operator F' heifit Gateaux-
differenzierbar in x € X, wenn in z fiir alle Richtungen h € X Richtungsableitungen %—Ig(m) existieren,

d.h., wenn

||F(:U+th)—F(w)—t?3—1;:(w)||y:o(t), t—0.

Wie wir nun sehen werden, ist Fy Fréchet-differenzierbar als Abbildung von L£(2)
nach H!(92).

Satz 9.3 Der Operator Fy : L3(2) — H(2) ist Fréchet-differenzierbar, wobei
Fi(o)h durch die Losung u' von (9.7) definiert ist. Genauer gilt:
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| vo

1F¢ (o + h) = Fy(o) = Fy(o)hll nzga) < = 11l ez 1115 -

19

Beweis. Bezeichne u = Fy(o) und @ = Fy(0+h). Nach Lemma 9.2 ist w = ¢ —u — v/
Losung der Variationsgleichung

a(w,v) = —ap(t —u,v)  firallev € H(2).
Mit v = w ergibt sich
allwllie) < hlloo 1 = ull mx o) lwll (o)

also
1Al oo |2 — ull g1 (0) - (9.8)

Aus Satz 9.1 folgt schlief8lich die Behauptung. O

||w||Hg(n) <

Q| =

Damit kénnen wir uns nun dem Hauptresultat dieses Kapitels zuwenden, ndmlich
der Differenzierbarkeit der Funktion A = A(o) beziiglich o € LP(£2). Bevor wir
den formalen Beweis fithren (vgl. Satz 9.5) zeigen wir zunéichst, da8 die auftretenden
Ableitungsoperatoren wiederum selbstadjungiert sind.

Proposition 9.4 Seio € L2(2) und h € L®(12). Der lineare Operator A’ : L2(< ) —
L2(c), definiert durch

Nf=7Fio)h,  feLi),
ist selbstadjungiert.

Beweis. Da Fi(o)h als Losung des Variationsproblems (9.7) bei festen o und h linear
von u = L,f und damit linear von f abhingt, ist A’ eine lineare Selbstabbildung
von L2(< ). Seien im weiteren f und g zwei Elemente von £2(c< ) und u, bzw. w die
zugehorigen Potentiale, dann gilt nach Korollar 4.2

a(u,v) = b(v), alw,v)=b), ve H(),

wobei b(v) = [ fvdf und b(v) = [, gv df die entsprechenden linearen Funktionale zu
f und g bezeichnen. Nun folgt mit u' aus (9.7), daf

(Nf,g)= /Fu'g do = b(u') = a(w,u') = —ap(u, w), (9.9)
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und entsprechend ergibt sich durch Vertauschung von f und ¢ auch (A'g, f) =
—ap(w, u). Folglich ist

(Nf,9)=(fNg),  fgeLi(),
was zu zeigen war. O

Wie die Notation bereits nahelegt, stellt sich heraus, dafl der Operator A’ die Ableitung
A'(o)h ist.

Satz 9.5 A ist als operatorwertige Funktion uber L3°(£2) beziglich der Hilbert-Schmidt
Norm Fréchet differenzierbar, und es ist

(A'(0)h)f =Fj(o)h,  he LX), feL).

Beweis. Der Einfachheit halber lassen wir im Verlauf des Beweises die Argumente o
bei F', A, F’ und A" weg, und verwenden statt dessen die “tilde” iiber A und F', falls
das entsprechende Argument ¢ = o + h ist. Der Ansatz zum Beweis dieses Satzes ist
der gleiche wie bei Satz 5.5: Das Spektrum des Hilbert-Schmidt Operators

U:=A—-A—-ANh

mufl mit dem Maximumprinzip von Courant-Fischer abgeschétzt werden. Dazu be-
zeichne X, wieder den Unterraum

[Tomy ooy To1y Ty e vy Thls n €N,
und P, den Orthogonalprojektor auf X.. Nun gilt
Uf=Af—Af —Fih =(Fy - Fy = Fih),
und daher ist nach Satz 9.3, Satz 3.1 und Korollar 2.10
1\ 1 2
1wl =< 5 1Al - (9.10)
Ferner gilt fiir f 1A,

[(FWf) = [(Paf,y(Fy = Fy = Fih))|

< Nl ez 1P 1 Fy = Fy = Fibll i -

N
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Die Norm des Operators P,y (zwischen H!(£2) und £2(¢ )) wurde bereits in (5.7)
durch 2(n + 1)~'/2 abgeschitzt. Also ist

(LU <200+ D)7 2 fll 3y | Fy = Fr = Frhllnygoy (9.11)

und es geht nun noch darum, den hinteren Faktor fiir f LX), abzuschétzen. Nach (9.8)
und Satz 9.1 ist

||Ff - Ff - F}hHHg(Q) < é“h”oonﬁf - Ff“Hg(n) < é ||h||go ||Ff||Hg(Q) >
und wegen f LX), liefert Lemma 5.4 nun
1Fy = Fy = Fihl migey < 5 (n+ )72 RIS 22 -
Eingesetzt in (9.11) folgt schliefilich
(£ U< s+ 1) Iz P05
und nach dem Minimax Prinzip von Courant-Fischer ergibt sich die obere Schranke
[Aont1] < é(”+1)_1“h“§oa neNlN,

fir den (2n+1)-ten Eigenwert von W. Zusammen mit (9.10) fithrt das auf die folgende
Abschétzung fiir die Hilbert-Schmidt Norm von W:

_gﬁ

)
11W]]* < Bl Yo n 2.
n=1

Folglich ist |||A — A — A'[|| = O(||h]|%,), d.h., A ist Fréchet differenzierbar. O

Da die Hilbert-Schmidt Norm die Spektralnorm dominiert, ergibt sich natiirlich sofort
auch die Differenzierbarkeit beziiglich der Spektralnorm.

Korollar 9.6 Die “schwache Form” von Satz 9.5 lautet wie folgt: Sind f,g € L2(< )
beliebig und u, bzw. v bei Leitfihigkeit o die zugehorigen Potentiale, dann gilt

((AN(o)n)f.g) = —an(u,w) .

Beweis. Folgt sofort aus (9.9). O

Bemerkung 9.7 Abschlieend ist noch festzuhalten, daf3 sich diese Beweise leider
nicht auf £2(£2) als Topologie in der Menge der Leitfihigkeitskoeffizienten o iiber-
tragen lassen. Das entscheidende Problem ist die Abschétzung (9.2), die in dem Fall
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nicht mehr giiltig ist. Somit ist die Verwendung der £2-Topologie (aber auch die H'-
Topologie) fiir o problematisch.

Beispiel 9.8 Fiir ¢ = 1 und Stromvorgabe 7, ist nach Beispiel 5.3 u,(z) =
In|~'r"l7,,(0) das resultierende Potential, und (A’(1)h)7, die Spur der Losung U, des
Variationsproblems (9.7), also

/ grad U, - gradvdr = —/ hgrad u, - grad v dx fiir alle v € H1(02).
Q Q

Offensichtlich geniigt es, sich auf n € IN zu beschréinken. Bei radialsymmetrischen
Storungen h hat U, die Form U, (z) = y,(r)7,(0), und ¥, 16st das Variationsproblem

1 2 1
/ (y, Y + n_2 YY) rdr = —/ R(r"Y' +nr™ 'Y)dr  fiiralle Y € H[0,1].
0 r 0

Wir betrachten speziell die Stérungen h aus dem Beispiel aus Kapitel 8, d.h.,

o 2_17 |1‘|§p7
”(“"”)_{ 0,  Julzp =70

In das Variationsproblem eingesetzt, ergibt sich
2

1 n p
IV — ny /! n—1
/0 (yrY' + 2 ypY)rdr = —(X 1)/0 (r"Y" + nr" 1Y) dr (0.12)

= —(Z-DrYf = ~(F - DY (p)

fiir alle Y € H}[0,1]. Wie seinerzeit in Kapitel 8 weist man nun durch partielle
Integration in (0, p) und (p, 1) nach, daf

(r) = an~'r", r<p
e "

das Variationsproblem (9.12) 16st, falls

-1 -
0= T+, B=-T—

Damit ergibt sich schlief$lich
(A(l)’h)Tn = yn(l)Tn = _(Z' _ 1)p2nn—17_n .

Unter Verwendung der Ergebnisse aus Kapitel 8 folgt
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(AL +h) = A(1) = AN(1)h) 7,

1 Z‘—lp
Y+1
= —— 55 (2+ @+ +
(R (F2+ (e

L(E-1)2 ,, 14

= — To -
n T’ L+ 3570

Der hintere Bruch ist monoton wachsend mit p, so dafl die Hilbert-Schmidt Norm wie

folgt abgeschétzt werden kann:

1AL+ h) = A(L) = A'(1)A]|

IN

w (X4 1)

IN

= 1A/l 220

322

x 1 (¥
nX_:n_Ele
2

2

22
1
n2

1)’
2
s

Man beachte allerdings, da$ A nicht beziiglich £2?(£2) differenzierbar sein kann, da
L2 (£2) beziiglich der £2-Topologie keine inneren Punkte besitzt.
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10. Die Methode der kleinsten Quadrate

Erinnern wir uns noch einmal an die Ausgangssituation. Anstelle des linearen Opera-
tors A sind uns in der Praxis lediglich p Messreihen gegeben, etwa

wn:A‘fnJ nZ]‘?"'?p'

Tatséchlich ist noch nicht einmal diese Information vorhanden, sondern allenfalls die
Funktionswerte 1), (0,,) fiir endlich viele {6,,,}%,_, C < . Diese zusétzliche Schwierigkeit
soll jedoch zunéchst vernachldssigt werden.

Ein naheliegender Ansatz zur Rekonstruktion der tatséchlichen Leitfihigkeit besteht
in der Minimierung des Funktionals

p
X_: 4o = A(0) faull 22y (10.1)

beziiglich einer geeigneten Teilmenge von Leitfahigkeiten o. Man spricht dabei von der
Methode der kleinsten Quadrate, oder englisch von output least squares. Offensichtlich
handelt es sich dabei — zumindest bei einer endlichen Orthonormalbasis {f,}t_; —
um eine Approximation der Hilbert-Schmidt Norm |||A — A(o)|||, wobei A die durch
MefBfehler gestorte tatsichliche NtD-Abbildung bezeichnen soll.

Die Forderung, daf { f,} eine Orthonormalbasis darstellt, wird in der Praxis nicht im-
mer erfiillt (bei nur endlich vielen Mefireihen ist das auch nicht so wichtig wie im un-
endlichdimensionalen Raum £?({2)). Beispielsweise sind £%-Approximationen an die
Deltadistributionen aus Kapitel 1 sicher nicht paarweise orthogonal. Manche Autoren
bilden daher Linearkombinationen der gewonnenen Daten, um diskrete trigonometri-
sche Strommuster f,, ~ 7, zu simulieren (man beachte, daf A ein linearer Operator
ist). Dies ist analog zur endlichen diskreten Fouriertransformation als Approximation
an Fourierreihen.

Da o nicht stetig von A abhingt (vgl. Kapitel 8), ist eine “naive” Minimierung des
Funktionals (10.1) oder seines kontinuierlichen Analogons jedoch nicht ratsam. Wegen
der unvermeidlichen Mefifehler ist nicht damit zu rechnen, dafl ein & mit A(6) = A
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existiert, und selbst wenn, kann & weit von der tatséchlichen Leitfahigkeit o entfernt
sein. Daher minimiert man zumeist das sogenannte Tikhonov-Funktional

1A =A@+ allo]. (10.2)

Unklar ist hierbei jedoch die zu verwendende Norm fiir 0. Es gibt zwar inzwischen fiir
nichtlineare Probleme eine Hilbertraum Theorie der Tikhonov-Regularisierung, aller-
dings ist diese auf unser Problem nicht unmittelbar anwendbar. Konvergenzaussagen
oder Vorschldge zur Wahl des Regularisierungsparameters o > 0 gibt es also weder fiir
die £2-Norm noch fiir die £°-Norm. Fiir numerische Zwecke ist die £2-Norm sicherlich
angenehmer.

Neben der Tikhonov-Regularisierung kann man auch ein iteratives Verfahren zur Mi-
nimierung von

Elo] = |||/~\—A(U)|||2

verwenden. Hier bietet sich etwa das Verfahren des steilsten Abstiegs an: Wegen
Elol = AP = 2((A, A(0) ) + [[|A(0) ]I
ergibt sich
E'lo]h = —2((A = A(0), N'(0)h)) = —2( N(0)* (A = A(0)), h ) oy

Hierbei ist A'(0)* : HS — L£%(£2) der adjungierte Operator des Hilbert-Schmidt Ope-
rators A’'(c). Da die Fréchet-Ableitung nur auf dem dichten Teilraum £>°((2) definiert
wurde, mufl man damit rechnen, dafl dieser adjungierte Operator in der Regel auch
nur auf einer dichten Teilmenge aller Hilbert-Schmidt Operatoren wohldefiniert ist.
Diesen adjungierten Operator werden wir in Kapitel 11 bestimmen.

Wenn jedoch die obigen Umformungen wohldefiniert sind (und im endlich-
dimensionalen ist das immer der Fall), dann ist offensichtlich

h:= A'(a)*(/N\ — A(0))

die Richtung des steilsten Abstiegs des Funktionals = im Punkt o. Beim Verfah-
ren des steilsten Abstiegs bestimmt man daher im kten Iterationsschritt die néchste
Approximation oy als

Oky1 ‘= Ok + kal(O'k)*([\ — A(O'k)) . (103)

Verschiedene Varianten dieses Verfahrens unterscheiden sich dabei in der Wahl des
positiven Relaxationsparameters wy. Fiir einzelne Varianten existiert dabei eine Hil-
bertraum Konvergenztheorie, allerdings bislang nur unter der wesentlichen Vorausset-
zung, daf der nichtlineare Operator differenzierbar ist. Dies ist, wie gesagt, in £2(£2)
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nicht unbedingt korrekt. Sicher ist jedoch, dal man auch dieses Iterationsverfahren
regularisieren muf}; dies geschieht iiblicherweise durch einen vorzeitigen Abbruch der
Iteration, etwa wenn der “Datenfit” im Bereich des (angenommenen) Datenfehlers
liegt (gemessen beziiglich der Hilbert-Schmidt Norm).

Natiirlich denkt man bei nichtlinearen Problemen aber in erster Linie an Newton-
artige Verfahren, wobei fiir schlecht gestellte Probleme das Levenberg-Marquardt-
Verfahren wohl das robusteste ist. Bei diesem Verfahren wird in jedem Iterationsschritt
ein linearisiertes Tikhonov-Funktional

1A = Alor) = N(ow)hl|]” + cl|hl| 22(q) (10.4)
beziiglich A minimiert, und dann
Ok+1 = Ok + wkh

gesetzt. Wieder sind oy ein positiver Regularisierungsparameter und wy ein positi-
ver Relaxationsparameter, die aufgrund verschiedener Heuristiken ausgewéhlt werden
miissen; fiir ay, — oo (ein Fall, den man iiblicherweise vermeiden wird), approximiert
die neue Suchrichtung h die Richtung des steilsten Abstiegs aus (10.3).

Da (10.4) ein lineares Problem ist, kann die Losung h iiber die entsprechende Norma-
lengleichung bestimmt werden:

h=(N(0x)"N(0r) + arl)  Now) (A - Aloy). (10.5)

Hierbei ist I die Identitéit in £2(£2) und A’(0%)* wiederum der entsprechende adjun-
gierte Operator beziiglich £?(£2).

Obwohl das Levenberg-Marquardt-Verfahren wohl das am meisten verwendete Verfah-
ren fiir unser EIT-Problem ist, ist die entsprechende Konvergenztheorie — verglichen
mit den anderen beiden Verfahren (10.2) und (10.3) — bislang noch am unbefriedigend-
sten. Dennoch ist es wohl auch hier so, daf} die Iteration aus Regularisierungsgriinden
vorzeitig abgebrochen werden muf, etwa anhand einer Kontrolle des Datenfits.

Eine numerische Implementierung von (10.5) konnte wiederum iterativ erfolgen.
Man spricht in diesem Fall von einer inneren Iteration (im Gegensatz zur dufleren
Levenberg-Marquardt Iteration). Iterative Verfahren sind vor allem dann vorteilhaft,
wenn die Ableitungsmatrix “konventionell” aufgestellt wird: Bezeichnet {¢;}Y, eine
Basis des Ansatzraums, in dem o gesucht werden soll, dann kann A’(o) durch eine
pq X N Matrix A dargestellt werden, mit

p  Anzahl Strommuster,
g  Anzahl Mepunkte auf dem Rand.
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Im (q(n — 1) +m, i)-Eintrag von A steht dann der m-te Mefiwert der Losung wuy, ; des

Variationsproblems
!

a(“’n,i’ ,U) - _ad)i (Un, ,U) 3 (106)
also der Ableitung von dem zum Randstrom f,, gehérenden Potential u,, in Richtung

h = ¢;. Folglich sind p/N Variationsprobleme zum Aufstellen von A zu l6sen.

Wesentlich effizienter ist allerdings die folgende schwache Formulierung, vgl. Korol-
lar 9.6. Demnach ersetzt man die Daten v,,(6,,) durch gewichtete Integralmittel

2m
Wm,n :/ ¢n(9)gm(9) d@, m=1,...,q.
0

Der bislang betrachtete diskrete Fall von Punktelektroden entspricht der entarteten
Wahl g,,, = §(0 — 0,,,). Da v, = u,|r € L2(c ) sollte man sich fiir die Theorie aber auf
“MeBfunktionen” g,, € L2(c ) beschrinken. Man beachte, daf sich die Anzahl Daten
bei dieser Transformation nicht dndert.

Die Abbildung
00 qxp
A { L2(2) — R
o — (wm,n)m,n
ist nun durch Hintereinanderschalten G' o A der NtD-Abbildung A mit dem “Beob-
achtungsoperator” G : £2(< ) — RY gegeben, mit

G = ([ ugnd9)! _ = (dnwn)lyys 0= Ly
Damit ist A;(0)h = G o A'(0)h und es folgt
Ag(0)pi = G o N(0)pi = (dm(uy ;) )—y

mit uy, ; geméif (10.6).
Bezeichnet nun jedoch w,, die Lésung des Variationsproblems

a(Wp, v) = dp(v) fiir alle v € H(02), (10.7)
dann folgt

AG(0)di = (dm(un;))m = (@(wm, up)y = — (a4, (Un, W),
= — (/Q ¢; grad u, - grad wy, dm)m.

Das heifit, um Al (o) als Matrix aufstellen zu konnen, reicht es aus, lediglich p + ¢
Differentialgleichungen mit f, bzw. g,, als Stromvorgabe zu 16sen.

Egal welche Implementierung gewi#hlt wird, zur Losung der Differentialgleichung
miissen lediglich lineare Gleichungssysteme mit der selben Steifigkeitsmatrix wie bei
dem Vorwértsproblem geldst werden.
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11. Die Adjungierte der Ableitung

Wir wir in Kapitel 10 gesehen haben, ben6tigen wir fiir die Methode der kleinsten Qua-
drate auch noch den adjungierten Operator zu der Fréchet-Ableitung A" aus Satz 9.5.
Dabei ist allerdings zu beriicksichtigen (vgl. Bemerkung 9.7), dafi £>°((2) kein Hilbert-
raum ist, und umgekehrt die Differenzierbarkeit von A beziiglich der Hilbertraume
L£2(£2) und H'(£2) nicht offensichtlich ist.

Wir behelfen uns im folgenden damit, daf} wir die in Satz 9.5 definierte Fréchet-
Ableitung A" als (moglicherweise unbeschrinkten) linearen Operator eines dichten
Teilraums von £%(£2) auffassen. Als ein solcher Operator zwischen zwei Hilbertriumen
hat A" dann wieder einen adjungierten Operator (A")*, den wir im folgenden formal
berechnen wollen. Das Argument ¢ wird im weiteren zur Vereinfachung weggelassen,
da es ohnehin fix sein soll.

Wir verwenden eine Orthonormalbasis {f,|n € N} von L2(< ) und das Hilbert-
Schmidt Innenprodukt (5.3):

o0

(AR, )y =D ((Nh) fu, Ofa)eary (11.1)

n=1

wobei ¥ ein beliebiger Hilbert-Schmidt Operator in £2(< ) ist. Im weiteren sei W fest
gewdhlt, und es bezeichne

Vo = F} h€ HA(Q), 1t :=Vf, € L), neN.

Weiterhin sei u,, immer das resultierende Potential zur gegebenen Leitfihigkeit o und
Stromvorgabe f,. Zu der Randfunktion ¢, € £2(< ) kann man nach Satz 4.4 eine
Funktion w, = Ly, in H.(£2) als Losung des Minimierungsproblems

1

§a(w,w)—/wgnd9 — min. (11.2)
r

konstruieren. Fiir diese Funktion w, gilt dann [ v, df = a(w,, v,), und daher wird
(11.1) zu
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(Nh,T)) = §31<vn|p,wn>m _ f; (10, 11) (113)

Nun ist aber nach den Sétzen 9.5 und 9.3 v,, durch das Variationsproblem a(v,,v) =
—ap(up,v) fiir alle v € H!(2) charakterisiert, so daf} (11.3) wie folgt umgeformt
werden kann:

(AR, OY) = = ap(un,w,) = —/th grad u,, - grad w, dzx
n=1 n=1

= (h,— Z grad u, - grad wy, ) z2(g) -

n=1

Damit ergibt sich das folgende Resultat:

Satz 11.1 Der adjungierte Operator N'(o)* ist gegeben durch

N(o) ¥ == gradu, - gradw,,

n=1

vorausgesetzt, diese Reihe konvergiert in £2(£2). Hierbei sind u, = L, f, und w, =
L,(Vf,) die zu der Leitfihigkeit o und den Randstrémen f,, bzw. Vf, gehdérenden
Potentiale.

In der Praxis, in der lediglich p Randstrome fi, ..., f, zur Verfiigung stehen, miissen
fir eine Auswertung von A’(0)* die zugehorigen p Potentiale uy,...,u, des direk-
ten Problems, sowie die weiteren p Potentiale wy, ..., w, berechnet werden. Wahrend
Ui, ..., u, bereits zur Auswertung von A(c) bekannt sein miissen, erfordert die Be-
rechnung von wj, ..., w, die numerische Losung weiterer p partieller Differentialglei-
chungen, aber wieder mit der gleichen Steifigkeitsmatriz (1.6). Dieser Mehraufwand
ist also nicht von entscheidender Bedeutung. Weiter ist anzumerken, dafl im Beweis
an keiner Stelle verwendet wurde, daf§ die Randstrome {f,} paarweise orthogonal
sind: Bei fehlender Orthonormalitét ist der in Satz 11.1 konstruierte Operator dann
eben nicht beziiglich dem Hilbert-Schmidt Innenprodukt zu A’ adjungiert, sondern
beziiglich dem durch (11.1) definierten Innenprodukt in HS.

Der Vollstindigkeit halber soll nun noch kurz der adjungierte Operator beziiglich
des H!(Q)-Innenprodukts angegeben werden. Eine Verwendung des H!(£2)-
Innenprodukts fiir die Leitfahigkeitskoeffizienten macht allerdings nur Sinn, wenn die
Randwerte o| der exakten Leitfahigkeitsverteilung explizit bekannt sind, und es — wie
in Kapitel 10 beschrieben — darum geht den Abstand 6 — o der Approximation & zu
minimieren. In diesem Fall kann man néimlich & aus einem affinen Raum o + H{ (£2)
wéhlen, wobei
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Hy(2) = {u € Hy(2) |ulr = 0},

und o so gewahlt wird, daf} es bereits die richtigen Randwerte annimmt. Die Bestim-
mung dieser Randwerte kann dabei gemifl Lemma 7.1 erfolgen.

Korollar 11.2 Bezeichnet A1 : L2(2) — HX(2) den Lisungsoperator der Poisson-
gleichung
Au = ¢, ulpr =0, (11.4)

dann ist der adjungierte Operator N'(o)* : HS — H}(82) gegeben durch
N(o) W =AY gradu, - gradw,,
n=1

vorausgesetzt, diese Reihe konvergiert in H! (). u, und w, haben dabei die gleiche
Bedeutung wie in Satz 11.1.

Beweis. Seien u,v € C?(2) N C'(2). Dann gilt wegen der Green’schen Formel

/ gradu - grad vdx = u@dﬁ—/ uAv dx .
2 r ov 2
Ist zudem u = 0 auf < , dann folgt daraus, dafl
(u,v >H§(Q) = (u, —Av >£2(Q) . (11.5)

Zum Vergleich: Ist J : Hj(2) — L£*(2) der Einbettungsoperator von H{(2) nach
L2(2), dann gilt

(Ju, —Av) 20y = (u, =T Av) 110 -
Da die genannten Funktionen u und v dicht in Hj(£2) liegen, folgt —J*A = I, bzw.

— A7t ist der adjungierte Operator des Einbettungsoperators .J. Hierbei bezeichnet
A~'¢ die Losung der partiellen Differentialgleichung (11.4).

Mit der gleichen Notation wie im Beweis von Satz 11.1 folgt nun

(ANh, WYy = (h,— Z grad u,, - grad wy, ) z2(o)

n=1
= (h,A7')" gradu, - gradw, ) H1(02) )
n=1
und daraus ergibt sich die behauptete Darstellung von A’(c)*W. O

Die Differentialgleichung (11.4) kann iiber ihre schwache Formulierung in Form des
Minimierungsproblems
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1
—/ |gradu|2d:17+/ du dr — min
2/ 2
iiber u € Hy(£2) gelost werden. Wegen des Spursatzes (Satz 3.1) ist Hg(£2) ein ab-

geschlossener Teilraum von H!(2), und folglich existiert in H({2) eine eindeutige
Losung von (11.4), die stetig von ¢ € £2(2) abhingt.
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