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I. Anfangswertaufgaben

1 Einfiihrung

Dieses Kapitel behandelt numerische Verfahren zur Lésung gewodhnlicher Differentialglei-
chungen der Form

y/:f(tvy)v y(O) = Yo, t€l0,T7. (11)
Wegen der Vorgabe von y(0) spricht man bei (1.1) von einem Anfangswertproblem.

Die variable Verdnderliche ¢, von der die gesuchte Funktion y(¢) abhingt, steht im all-
gemeinen fiir die Zeit; man spricht im Zusammenhang mit Anfangswertaufgaben oftmals
auch von Evolutionsprozessen. Uber den zugrundeliegenden Funktionenraum fiir y ist
bislang allerdings noch nichts gesagt; in der Regel soll y mindestens einmal differenzier-
bar sein. Allerdings braucht y nicht unbedingt skalar zu sein, also y : [0,7] — R. Ohne
groflere Schwierigkeiten lassen sich die zu behandelnden Algorithmen auch auf Systeme
von Differentialgleichungen iibertragen: In dem Fall ist y eine vektorwertige Funktion, also
y:[0,7] — R

Beispiel. Ein Standardbeispiel, das uns noch hdufiger als “Modellgleichung” begegnen wird,
ist die Differentialgleichung

y/:Ay7 y(O):yO, ymAER-

Hier ist die Funktion f(¢,y) = Ay von ¢t unabhingig — man spricht in diesem Fall von einer
autonomen Differentialgleichung. Thre Lsung ist

y(t) = yo e
Die entsprechende vektorwertige Differentialgleichung lautet
v =Ay, y(0)=y, AeR™, yeR’ (1.2)
Ihre Lésung sieht genauso aus, ndmlich

y(t) =eMyo, (1.3)



allerdings handelt es sich hierbei lediglich um eine formale Schreibweise. Der Ausdruck e4?
ist auf keinen Fall komponentenweise zu verstehen ! Vielmehr wird die rechte Seite von (1.3)
iiber die Potenzreihenentwicklung der Exponentialfunktion definiert:

y(t) = (i %Aktk)yo .
k=0

Man beachte hierbei, daf ¢t € R, 4 € R und g € R? liegen. Der Ausdruck in der runden
Klammer ist also seinerseits eine reelle d X d Matrix. Die Konvergenz der unendlichen Reihe
fiir jeden moglichen Wert von ¢ € R (etwa beziiglich der Spektralnorm || -||2) macht man
sich leicht wie im eindimensionalen klar. Ebenso ergibt sich durch gliedweises Differenzieren,
daf} diese unendliche Reihe eine Lésung des Anfangswertproblems darstellt.

Im weiteren sollen verschiedene praktische Anwendungen fiir dieses wichtige Teilgebiet der
numerischen Mathematik angefiihrt werden.

1.1 Chemische Reaktionskinetik

Wir betrachten das chemische Reaktionsschema
A+B=C+D,

wobei die vier Stoffe A, B, C' und D gasférmige Substanzen seien. Grundlage des folgenden
mathematischen Modells ist die Boltzmann’sche kinetische Gastheorie, nach der bei
konstantem Druck, Volumen und Temperatur die Reaktionsgeschwindigkeit proportional zu
der Wahrscheinlichkeit ist, dafi sich zwei Molekiile der beteiligten Substanzen treffen.

Sind also cg4,...,cp die Konzentrationen der Gase A bis D bei konstantem Volumen und
bezeichnen Acy, ..., Acp die Konzentrationsdnderungen in einem kleinen Zeitintervall At >
0, dann gilt (wenn wir zunichst die Reaktion von rechts nach links ignorieren)

Acy = Acg = —kjcaepAt = —Acg = —Acp .

Hierbei ist ky eine positive Proportionalitdtskonstante. Durch Grenziibergang At — 0 wer-
den aus den Konzentrationsdnderungen schlieflich die Ableitungen ¢4, ..., c},. Finden die
beiden Teilreaktionen unabhéngig voneinander statt (was wir im weiteren annehmen wollen),
dann gilt eine entsprechende Gleichung fiir die Riickreaktion (mit Proportionalitdtskonstan-
te ky > 0) und die beiden Gleichungen iiberlagern sich additiv, d.h., es gilt

dy = g = —kicace + kaccep,
/ /

1.4
ce. = cp = kicac — kaccep. (1.4)

Versehen mit Anfangswerten fiir die Konzentrationen der Gase zum Zeitpunkt ¢ = 0
ergibt (1.4) ein Differentialgleichungssystem von der Form (1.1) mit dem Vektor y =
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[CA7CB7CC,CD]T € R* Ohne Einfluf von auflen wird das chemische Verhalten des Gas-
gemischs fiir alle Zeiten durch die obigen Gleichungen beschrieben, d.h., fiir das rechte
Ende T des Zeitintervalls kann T = oo gewdhlt werden. In der Regel erreicht dabei das
Gasgemisch irgendwann einen Gleichgewichtszustand, in welchem die Konzentrationen
konstant bleiben. Im mathematischen Modell spricht man von dem stationiren Zustand,
dem Grenzzustand fiir t — co. Dort gilt dann ¢, = ¢3 = ¢}, = ¢/, = 0, oder dquivalent,

CACB ko

ccep ky

Dies ist das sogenannte Massenwirkungsgesetz.

1.2 Himmelsmechanik

Wir bezeichnen mit z(¢) € R? die Position eines Kérpers « im Weltall (ein Planet, Satellit,
etc.). Die Positionsdnderung 2’/(¢) gibt dann die Geschwindigkeit und 2" (¢) die Beschleuni-
gung dieses Kérpers an. Ist ferner m die trige Masse des Kérpers und F(t,z) die auf den
Korper wirkende Kraft zur Zeit ¢, dann ergibt sich die beschleunigende Wirkung der Kraft
Zu

ma"(t) = F(t, ). (1.5)

Ein wichtiges Resultat der Mechanik besagt, dafi die IEnergieerhaltung eines Systems dqui-
valent zu einer speziellen Form der wirkenden Kraftfelder ist, den sogenannten Potential-
kraften (daher auch konservative Krifte genannt),

F=—grad u.
Dabei bezeichnet u das zugehtrige Potential.

Fiir die Himmelsmechanik hat Newton dieses Potential bestimmt: Sind etwa x; und x4 zwei
Kérper mit Massen mq und ms, dann lautet das Gravitationspotential

mymso
U($17$2) = =7 ||$1 — $2||2 ;
v ist die Gravitationskonstante. Durch Einsetzen in die Bewegungsgleichung (1.5) ergibt
sich

T
21 = 2|3

m
(xg — 1), = A($1—$2).

! |21 — 223

Diese Gleichungen lassen sich analytisch 16sen und es ergeben sich die von Kepler vorherge-
sagten elliptischen Bahnkurven.

Fiir unsere numerischen Algorithmen hat dieses Differentialgleichungssystem aber noch nicht
die gewiinschte Form (1.1). Um diese Form zu erhalten fiihren wir Hilfsvariablen vy =
und vy = 4, ein und erhalten dann das System



Ty = U1,

/ Y ma

vy = ————— (19— x
I P A
$/2 = U27
vl = o T — X9) .
e R A

Wir sehen, dafi fiir eine sachgemifle Losung dieses Differentialgleichungssystems Anfangs-
positionen und Anfangsgeschwindigkeiten der beiden Kérper bekannt sein miissen.

Beispiel 1.1 Ein interessanter Spezialfall ergibt sich, wenn wir die Bewegung eines Satelliten
relativ zur Erde betrachten. Nehmen wir also an, die Masse my des Satelliten sei gegeniiber
der Erde vernachlissigbar, und legen wir die Position der Erde zu Beginn ruhend in den
Nullpunkt unseres Systems, also z3(0) = v2(0) = 0. Der Grenziibergang my; — 0 ergibt
weiterhin v}, = 0, so dal wir die Erde aus unseren weiteren Uberlegungen ausklammern
diirfen. Das Differentialgleichungssystem vereinfacht sich zu

a

S P
2

Xy, a>0.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich aus der Annahme, dafi sich der Satellit senkrecht zur
Erde bewegt: In diesem Fall kénnen wir 2y und v; als skalare Grofilen annehmen. Wir setzen
21(0) = 1 und v1(0) = —1. Man priift leicht nach, da§ dann die Funktion

et = (- 30

die Differentialgleichung fiir @ = 1/2 16st. Man beachte, daf§ in diesem Fall der Satellit zur
Zeit t = 2/3 auf die Erde aufprallt. Seine Geschwindigkeit ist zu diesem Zeitpunkt —oc. In
diesem Fall existiert also keine Losung fiir alle Zeiten T', sondern nur fiir 7' < 2/3.

Auf der anderen Seite ergibt sich fiir die Anfangsgeschwindigkeit v1(0) = 1 die Losung
n 3 \2/3
a7 ()= (14 §t) .

Diese Losung existiert fiir alle ¢ > 0 mit lim_. 2] (t) = oo und lim;_., v{ (t) = 0. Dieser
Satellit schafft also den “Absprung” von der Erde, und zwar mit minimaler Anfangsgeschwin-
digkeit — weniger wire zu wenig gewesen. Fiir ¢ = 1/2 ist v;1(0) = 1 daher die sogenannte
Fluchtgeschwindigkeit.

1.3 Warmeleitungsgleichung

Zum Abschlufl sei noch auf den Zusammenhang zwischen partiellen Differentialgleichungen,
die Evolutionsprozesse behandeln und gewdhnlichen Differentialgleichungen hingewiesen. Sei
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u(t,z), —1 < 2z < 1, die Temperaturverteilung zum Zeitpunkt ¢ in einem Stab der Linge
[ = 2. Bei inhomogener Temperatur u(t, -) # const ergibt sich ein WarmefluB j(¢,z) im
Stab mit dem Ziel, Temperaturunterschiede auszugleichen (in dem vorliegenden eindimen-
sionalen Fall ist j eine skalare Grofle, die angibt, wieviel Wirmeeinheiten in die positive
z-Richtung flielen). Dieser Warmefluf ist proportional zur Ortsableitung u, (¢, - ) ; die Pro-
portionalitdtskonstante o beschreibt die Warmeleitfihigkeit. Unter Beriicksichtigung der
FluBrichtung (Vorzeichen!) ergibt sich somit ein Wérmeflu§

Jj(t,z) = —ouy(t,z), -l<z<1. (1.6)

Sei nun [ = [a,b] C (—1,1) ein beliebiger Teil des Stabs. Dann ist

Wi(t) == /b u(t, z) dx (1.7)

die gesamte Warmemenge dieses Stabteils zum Zeitpunkt ¢, wihrend j(¢,b) den Wirmeab-
fluff am rechten Intervallende und entsprechend j(t,a) den Warmezufluf am linken Inter-
vallende angibt.

Unter der Annahme, dafi keine Warme verloren geht, ergibt sich notwendigerweise die fol-
gende Bilanzgleichung:

b
- Wil = Jteb =it = [ it de.

Einsetzen von (1.6) und (1.7) ergibt nach Vertauschung von Differentiation und Integration

’ bo ’ 0
0 = /aut(t,x)dac—l—/a 8—xj(t,x)dx = /a (ut(t,w)—aa—xuw(t,x))dx

= /ab(ut(t,x) — Uum(t,x)) dx .

Da dies fiir alle beliebig kleinen Teilintervalle I gelten muf, ergibt sich zwangsldufig die
Giiltigkeit der Warmeleitungsgleichung

Uy = O Ugy —1<e<1,0<t<T. (1.8)

Dies ist eine partielle Differentialgleichung, die wir im weiteren durch Diskretisierung der
Ortsvariablen z in ein System von gewdhnlichen Differentialgleichungen tiberfiihren wollen.
Dazu setzen wir der Einfachheit halber ¢ = 1.

Durch Multiplikation von (1.8) mit einer Funktion v(z) mit v(—1) = v(1) = 0 und Integra-
tion iiber den Ort ergibt sich nach partieller Integration

/_1 wi(t, 2)o(x) de = /1 (1, 2)0(2) do = —/_1 wolt, 2yop(e) e (19)

1 -1 1

Dies ist die sogenannte schwache Form der Differentialgleichung (1.8), die fiir jede stiick-
weise differenzierbare Funktion v mit v(—1) = v(1) = 0 und alle Zeiten 0 < ¢ < T erfiillt
sein muf.



Nehmen wir an, am linken und am rechten Ende des Stabs seien gewisse Randtemperaturen
ug(t) und uy (t) vorgegeben (zum Beispiel kann der Stab einen Temperaturfiihler beschreiben,
der links die Temperatur in einem Hochofen mifit und am rechten Ende bei konstanter
Temperatur gehalten wird). Dann kdnnen wir u(t, ) fiir jedes ¢ durch einen linearen Spline
iiber einem Gitter A ={-1=a2¢p < 2y <...< z, =1} approximieren, d.h.,

= Zyi(t)Bi(x), (1.10)

wobei B; wieder die Hutfunktionen aus Paragraph ?? bezeichnen. yo und y, sind bekannt,
das sind ndmlich gerade die Randtemperaturvorgaben ug(t) und w,(t); die restlichen Funk-
tionen y;(t), i =1,...,n — 1, sind zun&chst unbekannt.

Durch Einsetzen von (1.10) in (1.9) ergibt sich jedoch ein Differentialgleichungssystem der
Form (1.2) fiir die gesuchten Koeffizientenfunktionen yq,...,y,-1:

Zyz /_ i(2)v(e) de = — Zyz /_ !(2)vy(2) de .

Dabei soll v beispielsweise alle Hutfunktionen B; durchlaufen, die die homogenen Randvor-
gaben erfiillen, also v = B; fiir j = 1,...,n — 1. Bezeichnet ¢ die innere (n — 1) x (n — 1)-
Untermatrix der Gram’schen Matrix (??) aller n 4+ 1 Hutfunktionen, dann ergibt sich das
System

Gy = —Ay+b mit A = [(Bl’(w),B;(x) >]]

D

und b einem Vektor, der sich aus den bekannten Grofien ug und w; ergibt.

Fiir ein zuldssiges Anfangswertproblem werden noch Anfangswerte fiir die Funktionen
Yl ..., Yn—1 bendtigt, die sich etwa durch Interpolation der Anfangstemperatur u(0,2) im
Stab bestimmen lassen.

2 Lo6sungstheorie

Wir wollen im weiteren annehmen, dafl ¥ € R? und daB die Funktion f in einem offenen
Rechteck £2 = I x J definiert ist mit (0,7) C [ und J C R? Dabei darf .J auch ein
unbeschrinktes Intervall sein.

Grundlegend fiir die folgenden Uberlegungen ist der Existenzsatz von Picard-Lindelsf:

Satz 2.1 f sei stetig in 2 und fiir alle kompakten Teilmengen K C §2 gelte eine (lokale)
Lipschitzbedingung der Form

17t y) = P2 < Liclly— =l Jiir alle (ty), (t,2) € K . (2.1)



Dann existiert fiir jedes yo € J ein nichtleeres Teilintervall Iy C I mit 0 € Iy und eine
eimndeutig bestimmte stetig differenzierbare Losung y @ Iy — J des Anfangswertproblems
(1.1). Die Lésungskurve (t,y(t)) hat zudem eine eindeutig bestimmte Fortsetzung bis an den

Rand des Rechtecks (2.

Hinreichend fiir die Giiltigkeit der lokalen Lipschitzbedingung (2.1) ist etwa, dafi f in {2 ste-
tig differenzierbar ist. Dies folgt unmittelbar aus der mehrdimensionalen Verallgemeinerung
des Mittelwertsatzes, wie er bereits im Zusammenhang mit dem Banachschen Fixpunktsatz
im R™ verwendet wurde. Der Banachsche Fixpunktsatz wird auch zum Beweis des Satzes
von Picard-Lindeldf eingesetzt; dabei ist die Wahl der zu verwendenden Norm entscheidend;
vgl. W. Walter, Gewdhnliche Differentialgleichungen, Springer Verlag.

Ist I = (0,7) das maximale Intervall, in dem f den Voraussetzungen des Satzes 2.1 geniigt,
dann folgt, dafl entweder eine eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung im ge-
samten Intervall [0,7") existiert oder daff die Losung im Innern des Intervalls gegen 0.
konvergiert (etwa fiir t — to € (0,7)); ist J = R? und die Funktion f gleichmiBig be-
schrdnkt in I x J, dann macht man sich leicht klar, daf§ die Lésung y in dem gesamten
Intervall [0, 7] wohldefiniert ist.

Beispiel. Beide Fille traten in Beispiel 1.1 auf: Die Differentialgleichung

1 _
y/:u7 UIZ—§y27

erfiillt die lokale Lipschitz-Bedingung des Satzes im Rechteck 2 = Rt x (Rt x R). Die
Losung der Differentialgleichung existiert somit in eindeutiger Weise, solange y nicht Null
wird, also solange in diesem Beispiel der Satellit nicht auf die Erde stiirzt. Bei der Anfangs-
vorgabe y(0) = 1, u(0) = —1 war das fiir ¢ = 2/3 der Fall. In diesem Moment erreicht die
Losungskurve den Rand des Rechtecks 2. Fiir y(0) = 1 und «(0) = 1 existiert hingegen eine
eindeutige Losung im gesamten Zeitintervall (0, o).

Die nichste Frage ist die nach der stetigen Abhédngigkeit der Lésung.

Satz 2.2 f sei stetig und erfille die Ungleichung

CFy) = flt =)y ==Y <Uly—213  firalle (ty), (t2) € 2. (2.2)

Ferner seien y, z : I — J Lésungen der Differentialgleichungen y' = f(t,y) und 2 = f(t,2)
mit verschiedenen Anfangswerten yg, zo € J. Dann gilt

Iy () — 2(H)]]2 < € lyo — 20]|2 fiir allet € 1.

Beweis. Da der Beweis sehr einfach ist, soll er hier vorgefiihrt werden. Wir w#hlen ein
beliebiges ty € I aus und nehmen oBdA an, daB y(ty) # z(to). Wegen der Stetigkeit der
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beiden Losungen ist die Funktion z(t) := ||y(t) — z(¢)||2 in einer Umgebung um ¢y positiv
und daher die Funktion log z(t) dort wohldefiniert. Dort gilt

Y = Sl — 0l = 200 - 20, u0 - (1)
= 20 f(ty(0) ~ F(20). 90~ 20} < 2 lyl) — =)
= 2lz(t),

und daher ist

d
7 loga(t) =

Aufintegrieren von ¢ bis ¢y ergibt dann
log z(tg) — logz(t) < 2l(to — 1),
bzw.
(to) < a(t) 2=t

Diese Ungleichung gilt fiir jedes beliebige ¢ aus dem grofitmoglichen offenen Intervall um %,
in dem x(t) positiv bleibt. Da aber z(fy) nach unserer Annahme positiv ist, kann es kein
t € [0,tp) mit z(t) = 0 geben, und daher kann in obiger Ungleichung der Grenziibergang
t — 0 durchgefiihrt werden. O

Aus Satz 2.2 folgt insbesondere, daff unter der Bedingung (2.2) Lésungen des Anfangswert-
problems y' = f(t,y) mit y(0) = yo € J eindeutig bestimmt sind.

Die Voraussetzung (2.2) ist gleichzeitig schwicher und stirker als die des Satzes von Picard-
Lindel&f. Sie ist schwicher, da aus einer Lipschitz-Bedingung

1f(ty) = ft2) |2 < Lly =2l fiir alle (t,y), (8, 2) € £2

sofort die Bedingung (2.2) des Satzes mit [ = L folgt. Wir sprechen daher in Zukunft bei
(2.2) von einer schwachen Lipschitz-Bedingung. Andererseits ist die schwache Lipschitz-
Bedingung stérker als die Voraussetzung von Satz 2.1, da die Bedingung (2.2) gleichmdfig
fiir alle Punkte in {2 benotigt wird.

Die Abschwichung gegeniiber dem Satz von Picard-Lindeldf hat jedoch den entscheidenden
Vorteil, dafl negative [ in der Abschdtzung von Satz 2.2 méglich sind, wihrend L zwangsldufig
immer positiv ist. Differentialgleichungen, die einer schwachen Lipschitz Bedingung (2.2) mit
einem negativen [ geniigen, nennt man strikt dissipativ.

Beispiel. Die Differentialgleichung 3 = Ay, y(0) = yo hat die Lésung y(t) = yoe'. Wegen

(Flt,y) = f(t,2),y = 2) = Aly = 2|13



ist die Voraussetzung von Satz 2.2 fiir [ = X in ganz Rt x R? erfiillt. Fiir negative Werte von
A werden Fehler in den Startwerten also mit dem Faktor e’ geddmpft; alle Losungen laufen
gegen Null (asymptotisch stabil). Fiir A > 0 werden Fehler in den Startwerten verstirkt;
die Lésungen sind instabil.

Satz 2.2 besagt, daB die Zuordnung yo — y(t) stetig ist, genauer Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante e'*. Wir kénnen daher in £ die GroBe k = €!4? als ein MaB fiir die
lokale Fehlerverstirkung des absoluten Datenfehlers ansehen. x {ibernimmt die Rolle einer
absoluten (lokalen) Konditionszahl der Abbildung

yOHy(t)v OStSAt-

3 Das Euler-Verfahren

Als erstes numerisches Verfahren zur Lésung von (1.1) betrachten wir das klassische Euler-
Verfahren. Dazu beachte man, daff die Funktion f in jedem Punkt (¢,y) € {2 die Steigung
der Losungskurve definiert. Sobald eine Losungskurve (¢, y(t)) durch diesen Punkt lduft, hat
die Tangente an die Kurve in diesem Punkt die Steigung f(¢, y(t)) .

Das Euler-Verfahren (auch Polygonzugverfahren) macht sich diesen Sachverhalt wie folgt
zunutze. In einem vorgegebenen Gitter A = {0 =ty < t; < ... < t,} C I wird derjenige
lineare Spline ya € Sil,A als Approximation an y gewidhlt, dessen rechisseitige Ableitung in
dem jeweiligen Gitterknoten mit der vorgegebenen Steigung f(¢,y(¢)) iibereinstimmt.

Da durch yo und f(0,yo) am linken Rand der Funktionswert und die Anfangssteigung des
Splines festgelegt sind, lassen sich die Koeffizienten y; € R? des Splines ya (t) = > y; Bi (1)
in expliziter Weise rekursiv von links nach rechts bestimmen:

Yir1 = Yi + (Ligr — ) [ (ti, ) -

Beispiel. y' =y, y(0) = 1; die exakte Losung ist y(t) = e’. Mit dem Euler-Verfahren ergibt
sich in einem dquidistanten Gitter (¢; = ih)

yo = 1, yr = 1+h-1=1+h,

y2 = 1+h+h(1+h) = (1+h)?,

y3 = (1+h)?+h(1+h)?=(1+h)7>.
Man sieht leicht durch Induktion, daff y, = (1 + h)™. Fiir t,, =T (fest) bedeutet dies

T\n
yn:(l—l-g) — el =y(1), n — 0o.

Fiir die folgende Fehlerabschidtzung beschrinken wir uns auf dquidistante Gitter A mit
konstanter Gitterweite h =t;41 — t;, ¢ =0,...,n.



Fig. 3.1. Euler-Polygonzugverfahren

Satz 3.1 Sei I = [0,T] und f : I x R* — R? stetig differenzierbar und beziglich y global
Lipschitz stetig,

1 f(ty) = fF(t,2)[l2 < Llly— 2|2 firallet el undy,z€ R?.

Ist dann y die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (1.1) und sind y;,

1=1,...,n, die Niherungen des Fuler-Polygonzugverfahrens an den Gitterpunkten t; € 1,
dann gilt
(1 + Lh)i -1 " eLT -1 " .
ly(t:) — will2 < Y lly ||[0,T]h < 5L Ily ||[0,T]h7 1=0,...,n.

Hierbei sei ||y"|| jo,1) = maxo<i<t ||y”||2 (beachte: y" € RY).

Beachte: Die Voraussetzungen an f garantieren, dafl y zweimal stetig differenzierbar ist,
denn es gilt
J J J J
y// — _f _I_ _f y/ = —f —I— —f .
ot dy ot dy
S~~~ N~
€R4 cRdxd

Beweis. Der Beweis ist in drei Schritte gegliedert.

1. Lokaler Fehler: Nehmen wir zunichst an, zur Zeit ¢; wiirde das Polygonzugverfahren auf
dem Punkt (t;,y(t;)) auf der exakten Losungskurve starten und ausgehend von y(t;) eine
Approximation z;41 fiir y(¢;4+1) berechnen. Dann ergibt sich der absolute Fehler

y(tivr) — zipall = ||y(tivr) = (y(t) + Rf(ti,y(5))) | y(tipr) = y(ts) — hy'(t) ||

I

n ti+1 1 n 2
< My"llom (r—t)dr = S |ly"llpmh”-
MWS t 2

Hauptsatz

2. Lokale Fehlerfortpflanzung: Tatsichlich ist das Verfahren nach ¢ Schritten nicht auf der
exakten Losungskurve, sondern hat statt dessen eine Niherung y; von y(¢;) berechnet. Daher
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miissen wir noch untersuchen, wie der Fehler y; — y(¢;) im (¢ + 1)-ten Schritt fortgepflanzt
wird. Mit der Rechenvorschrift des FEulerverfahrens ergibt sich

Yirr = ¥i + hf(ti, vi) bzw.  zipr =y(t) +hf(ty(t)) -

Nach diesem Schritt ist also

|Yyir1 — zivtll2 < lyi —y@)ll2 + RIF(t vi) — Flto, y(t)]]2 < (1+hL)||yi—y(ti)||(2' )
3.1

3. Kumulierter Fehler: Im weiteren suchen wir eine Oberschranke fiir die Norm &; des
Gesamtfehlers nach 7 Zeitschritten. Ziel und Aussage des Satzes ist die Ungleichung

1+ Lh)' -1 ,
€i < % ||y//||[O,T]h7 1=0,...,n, (32)

die fiir ¢+ = 0 wegen des exakt vorgegebenen Anfangswerts natiirlich erfiillt ist. Aus den
ersten beiden Beweisschritten ergibt sich (mit den gleichen Bezeichnungen wie oben) mit
der Dreiecksungleichung fiir die (i + 1)-te Fehlergrofie induktiv die Ungleichung

[gir =yl < Ny = zipall + [z = y(E) |

1
< Q+hDe 4 s Iy pm b (3.3)
1 .
< op (U RD)™ =1L+ hL) [yl jor1h
(32) 2L

(1+hL)+ —1

= "l o

was zu zeigen war. Wegen 14 hl < " und t; = ih € (0, 7] folgt daraus unmittelbar auch
die zweite Behauptung. O

Aus dieser Fehlerabschitzung folgt, dafi der Fehler des Euler-Verfahrens linear in & gegen
Null geht, falls das Gitter sukzessive verfeinert wird. Diese Verfeinerung wird aber in dem
Moment kritisch, in dem der jeweilige Rechenfehler die Groflenordnung des lokalen Fehlers
erreicht. Eine heuristische Uberlegung mag das belegen: Nehmen wir an, im (¢+1)-ten Schritt
kommt zu den bereits untersuchten Fehlern (lokaler Fehler und fortgepflanzter Fehler) noch
ein additiver Rundefehler der Groflenordnung ¢, also der Maschinengenauigkeit hinzu. Dann
erhalten wir anstelle von (3.3) die Ungleichung

1
giv1 < (L+hl)e; + > 9"l 0,17 h* +e,

und induktiv ergibt sich entsprechend

. elih _ 1
€
- 2L

€ .
(||y”||[07T]h—|—2E), i=0,....n. (3.4)
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Gesamtfehler

-7 (\(/erfahrensfehler

Fig. 3.2. Verfahrensfehler und Rundefehler

Mit anderen Worten: Der Gesamtfehler des Euler-Verfahrens setzt sich aus einem (fiir o — 0
konvergenten) Verfahrensfehler und einem (fiir b — 0 divergenten) fortgepflanztem Runde-
fehler zusammen. Man sieht leicht, daff die Schranke auf der rechten Seite von (3.4) fiir
h ~ /€ ihren minimalen Wert von der Gréenordnung /¢ annimmt.

Bemerkung 3.2 Es macht also keinen Sinn, Schrittweiten zu wihlen, die kleiner als /e
sind, falls ¢ die Rechengenauigkeit in einem Zeitschritt ist. Im gerade betrachteten Fall war
¢ die Maschinengenauigkeit und /€ etwa die halbe, zur Verfiigung stehende Mantissenldnge
(relativ zur Grofe von y). Spiter werden wir hierauf zuriickkommen und dann ¢ andere
Bedeutungen zuordnen.

4 Das implizite Euler-Verfahren

Im Gegensatz zum vorangegangenen Abschnitt wollen wir nun annehmen, daf§ die rechte
Seite f(t,y) der Differentialgleichung einer schwachen Lipschitz-Bedingung

<f(t,y)—f(t,z),y—z>§l||y—z||§ fiir alle (tvy)v(tvz)eg (4'1)

LAt

geniigt. Wie wir am Ende von Paragraph 2 gesehen haben, ergibt sich dann x = e'“* als

Konditionszahl fiir die lokale Abhdngigkeit der Lésung vom Anfangswert.

Andererseits ergibt sich fiir die Naherung des Euler-Verfahrens in Analogie zu (3.1), daf

lyr = =101 = [ (so = 20) + ~(f(tsy0) = [, 20)) [I*
= lyo — zoll* + 21 ( f(t,y0) = J(t,20), 50 = 20 ) + B* || (t,90) = [ (L, 20) ||
< (L4 2h0) Jlyo — 2oll* + b* [1F(t,y0) — f (£, 20)[|”
Beachtet man noch, daf (nach der Cauchy-Schwarz Ungleichung)
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I f(t,y) — f(t,2)|]| = sup (flt,y) — [t 2),w)

w#0 ||w||

<f(tvy)_f(tvz)7y_z> }7

> max {:i:
ly — =]

dann ergibt sich als gute Schétzung fiir den lokalen fortgepflanzten Datenfehler:
Iy — 2112 S (14 2h0 4+ R21) [lyo — 20]|* = (1 + hl)*[|yo — 20| *.

Fiir h = At ist also kg &~ |1 +1At| unter den genannten Voraussetzungen eine gute Approxi-
mation der Konditionszahl des FEuler-Verfahrens. Zwei Félle gilt es nun zu unterscheiden: Ist
[ positiv, dann ist kg < x und das Eulerverfahren kann als vorwdrts stabil betrachtet werden.
Ist hingegen [ negativ, dann sind kg und k£ nur dann von vergleichbarer Gréflenordnung,
falls |[|At = O(1), denn ansonsten ist kg > 1 > k.

Die Bedingung |l|At = O(1) kann umgekehrt als Anforderung an die Schrittweite h = At
verstanden werden. Demnach ist das uler-Verfahren bei negativem [ in aller Regel nur
dann stabil, wenn h < 1/|l|; fiir stark negative [ fithrt das zu einem unzuldssig hohem
Arbeitsaufwand. Differentialgleichungen, fiir die dies von Bedeutung ist, werden steife Dif-
ferentialgleichungen genannt, vgl. Abschnitt 7 fiir Beispiele.

Bei steifen Differentialgleichungen wihlt man besser eine Variante des Euler-Verfahrens, die
als implizites Euler-Verfahren bekannt ist. Wieder approximiert man die exakte Losung
durch einen linearen Spline, doch im Unterschied zum expliziten Euler-Verfahren fordert
man nun, dafl die linksseitige Ableitung des Splines in jedem Gitterknoten mit dem Wert
von f(t;,y;) iibereinstimmt. Wie der Name des Verfahrens allerdings bereits andeutet, kann
die Bestimmung dieses Splines nicht mehr explizit erfolgen; statt dessen ergibt sich y;41 aus

Yier = Yi + hf(tig1, Yigr) - (4.2)

In jedem Schritt ist daher zur Bestimmung von y;41 ein (i.A. nichtlineares) Gleichungssystem
zu l6sen.

Fig.4.1. Implizites Euler-Verfahren

Beispiel. Betrachte y' = Ay, y(0) = 1, mit A < 0; die exakte Losung ist y(t) = . (4.2) hat
in diesem Fall die einfache Form

13



1
i+1 = Yi + hAy; i1 = T Vi 4.
Yier = Yi FhAyipr i = Ty (4.3)

Yo =\TZmr) -

T —n
po=(1- -0 — T=y1),  a-.
n

also

Mit T = nh ergibt sich

In (4.3) erkennt man, daB die lokale Fehlerverstdrkung in einem Zeitschritt durch x;p = (1—
AR)~L € (eM 1) = (k, 1) gegeben ist (beachte: A < 0) und diese Gleichung gilt unabhingig
von der Gréfie von h. Das Verfahren ist also fiir alle A > 0 gut konditioniert und fiir moderate
Zeitschritte (vorwirts) stabil, falls A < 0 ist.

Dieses Beispiel ist typisch fiir die allgemeine Situation. Bevor wir jedoch die Konvergenz
des impliziten Fuler-Verfahrens untersuchen, diskutieren wir zunichst die Losbarkeit der
nichtlinearen Gleichung (4.2).

Satz 4.1 Sei I = [0,T], und f : I x RY — R? sei stetig differenzierbar und erfiille die
schwache Lipschitz-Bedingung (4.1) fir ein | € R. Dann existiert fiir jedes y € R? und
jedes t € (0,T] eine eindeutige Losung Y der nichtlinearen Gleichung

Y =yt hf(L,Y), (4.4)

vorausgesetzt, dafi hl < 1 ist.

Beweis. Losungen der Gleichung (4.4) sind offensichtlich Nullstellen der Funktion
FY)=y+hf(t,Y)-Y.
Dabei erfiillt die Funktion F ebenfalls eine schwache Lipschitz-Bedingung:

(F(Y)= F(2),Y = Z) = h(J0.Y)=[(L.2).Y =Z) - IV = Z|)}
< —(-h) Y - 23
>0

Hieraus folgt bereits unmittelbar, dafl I’ h6échstens eine Nullstelle Y haben kann, also die
Eindeutigkeit der Lésung Y von (4.4).

Nullstellen Y der Funktion I sind automatisch auch stationére Losungen, u(t) =Y fiir alle
t > 0, der Differentialgleichung

u' = F(u) (4.5)
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und umgekehrt. Mit f ist auch F stetig differenzierbar und daher insbesondere lokal
Lipschitz-stetig. Also existieren zu jedem ug,vg € R? Losungen u und v der Differenti-
algleichung (4.5) mit Anfangswerten w(0) = wug, bzw. v(0) = vg. Ferner gilt nach Satz 2.2
fiir beliebiges tg > 0 die Ungleichung

lu(to) = v(to)ll2 < "M% flug = voll2- (4.6)

=g <1

Daher ist die Abbildung ug + u(to) eine kontrahierende Selbstabbildung des R?, und nach
dem Banachschen Fixpunktsatz existiert ein eindeutiger Fixpunkt dieser Abbildung, den wir
mit Y bezeichnen wollen. Beachte: Fiir verschiedene tg kénnen sich prinzipiell verschiedene
Y ergeben !

Da die Differentialgleichung (4.5) autonom ist, ist v zwangsldufig to-periodisch: Mit v(t) =
u(t 4 to) gilt ndmlich

V(1) =t +to) = Flu(t +10)) = F(v(t)),

also sind u und v beides Losungen von (4.5) mit gleichem Anfangswert u(0) = v(0) =
u(to) =Y. Demnach stimmen w und v iiberein, d.h. u(t) = u(t + to).

Genauso sieht man, daf fiir festes 1 > 0 die Funktion vy (t) = w(t + t1) eine Losung der
Differentialgleichung (4.5) mit Anfangswert v1(0) = u(ty) ist; mit » ist dann natiirlich auch
vy to-periodisch. Also folgt aus Satz 2.2:

Ju(t) =Yl2 = [lor(0) = u(0)]l2 = [loa(to) — ulto)ll
< e U oy (0) —w(0)]]2 = g lult) ~ Y]z

(4.6)

Da ¢ < 1 ist, muB also u(t;) =Y sein. Da aber t; > 0 beliebig war, ergibt sich v =Y und
damit ist Y die gesuchte Nullstelle von F. O

Bemerkung. Die Bedingung (h < 1 ist insbesondere dann erfiillt, wenn [ negativ ist (steife
Differentialgleichungen) — unabhingig von der Gréfle der Konstanten L in einer starken
Lipschitz-Bedingung. Dafiir ergeben sich Einschrdnkungen an die Schrittweite bei positiven
Werten von .

Nun zu dem angekiindigten Konvergenzsatz.

Satz 4.2 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.1 an f und fir das besagte | aus (4.1)
gelte die Schrittweitenbedingung hl < 1. Dann gilt fir das implizite Fuler-Verfahren die
Fehlerabschdtzung

1 )
ly(t) =il < 57 (=) = 1) Iy llpm by ti=ihel, (4.7)
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Beweis. Der Aufbau des Beweises ist in weiten Strecken #dhnlich zum Beweis von Satz 3.1.

1. Lokaler Fehler: Wir betrachten zun&chst einen Schritt des impliziten Euler-Verfahrens,
ausgehend von einem Punkt (¢;,y(t;)) auf der exakten Lésungskurve. Mit dem Satz von
Taylor,

1y o115

N | —

y(ti) = y(tisr) = hy'(tig) i, [Irill2 <
ergibt sich fiir die ndchste Approximation z;41 der Fehler

Zig1 — Y(tiy1) = y&) +hf(tivr, 2it1) — y(tiv1)
= y(tipr) = by (tiys) +ri + hf(tipn, 2i01) — y(tiva)
= h(f(tis1, zip1) — f(iv1, y(tip1))) + 74

Nach Multiplikation mit z,41 — y(¢;41) ergibt sich aus der schwachen Lipschitz-Bedingung
dann die Ungleichung

41 =yt 13 < hllzipn — y(tiv) 13 + lIrill2 lzien — y(tien)ll2,
und daraus folgt schlieilich

1

— |y R, 4.

llzit1 — y(tig1)[[2 <

2. Lokale Fehlerfortpflanzung: Ausgehend von y;, bzw. y(t;) ergeben sich im (¢ + 1)-ten
Schritt zwei verschiedene Nidherungen fiir y(¢;11),

Yier = Yi + hf (g1, ¥iv1) bzw.  zigr = yt:) + hf(tivr, zig1) -

Dabel ist

Yirl — Zig1 = h(f(ti-l—h Yit1) — f(tit1, Zi—l—l)) + (yz — y(tz)) ;

und wie im ersten Beweisschritt ergibt sich nach Multiplikation mit y; 41 — z;41 schlieilich

1
it — % < — v —yl)|2- 4.
[Yir = zialle < 7= e = y(@)]l2 (4.9)

3. Kumulierter Fehler: Fiir den Gesamtfehler £; nach ¢ Zeitschritten ergibt sich daher beim
impliziten Euler-Verfahren die Rekursion

1 1
1—1h 2(1— Ih)

19"l 0,7 1% -

Die Behauptung (4.7) folgt nun wieder durch einen einfachen Induktionsbeweis. g
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Daraus folgt unmittelbar das

Korollar 4.3 Fs gelten die Voraussetzungen von Satz 4.2 mit einem | < 0. Dann gilt fir
alle t; € [0,T] die Abschitzung

1
ly(t:) = will2 < 21 9"l o,y

Fiir eine effiziente Implementierung des impliziten Euler-Verfahrens bilden die nichtlinearen
Gleichungssysteme (4.2) das Hauptproblem. Sie kénnen beispielsweise mit dem Newton-
Verfahren geldst werden:

yz(i—ll—l) - yz(i)l - (I - hfy(ti-l-h yz(i)l»_l (yz(i)l — Y — hf(ti—l—h yz(i)l)) ’ k - 07 17 27 st

Wegen der sehr aufwendigen Berechnung der Jacobi-Matrix J = f,(t;+1,y) und der In-
versen von [ — hJ ersetzt man das Newton-Verfahren im allgemeinen durch ein sogenanntes
Quasi-Newton-Verfahren, bei dem in der Jacobi-Matrix immer die Naherung y = y; aus
dem vorangegangenen Zeitschritt eingesetzt wird. Dadurch muf} in jedem Zeitschritt nur
eine Jacobi-Matrix aufgebaut werden.

Meist sind wenige (ein bis drei) Iterationsschritte ausreichend, um eine Genauigkeit

||yz(i)1 — yit1]]2 & k% zu erreichen. Letzteres ist gerade die Gréfienordnung des lokalen Feh-
lers, vgl. (4.8), und wie wir im vergangenen Abschnitt in Feststellung 3.2 gesehen haben, ist
eine hdhere Genauigkeit nicht erforderlich. Zusammenfassend ergibt sich dann der folgende
Algorithmus zur Lésung von (4.2):

Algorithmus 4.4

e Berechne J = f,(tiv1,¥s)

o Setze 92(3-)1 =y [oder 92(3-)1 =y + (¥ — yi—1) ]

e for n=20,1,... do

Lose (I — hJ)z( = y; + hf(tips, y")) — )

i+ i+1
(n+1) (n)

Setze y;\ | ' = Y;yq + z(n)

until ||y;41 — yfi—fl)ﬂg ~ h?.

Bemerkung. Die Abbruchbedingung ist natiirlich in dieser Form nicht verwendbar, da ;41
ja gerade die gesuchte, unbekannte Grofe ist. Es gilt also, diesen Fehler in der Praxis zu
schitzen, und dafiir kann man die aus dem Banachschen Fixpunktsatz bekannte a posteriori
Abschitzung
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q
19i41 = Yigq — 112"l

1—

vewenden. Sie setzt voraus, dafi die Quasi-Newton-Iteration in dem relevanten lokalen Be-
reich kontrahierend ist mit Kontraktionskonstante ¢ < 1. Das unbekannte ¢ kann seiner-
seits durch den Konvergenzfaktor der Folge {z(”)} mit 2" — 0 geschitzt werden, etwa
g~ |22/ |2V 5. Damit ergibt sich der implementierbare Fehlertest

12)]13

12002 = (]2 ™

2

fiir die Abbruchbedingung von Algorithmus 4.4.

Moderne Implementierungen verwenden ein festes .J {iber mehrere Zeitschritte hinweg und
entscheiden adaptiv, wann J neu berechnet wird.

5 Runge-Kutta Verfahren

Der entscheidende Nachteil der beiden Euler-Verfahren ist ihre langsame Konvergenz. Be-
trachtet man den Beweis, so stellt man fest, daf§ hierfiir allein der lokale Fehler verantwortlich
ist. Anhand der Abbildungen 3.1 und 4.1 mag es einleuchten, daf die schlechte Konvergenz
daran liegt, dafi die Tangentensteigung an den Randpunkten des Intervalls [¢;,%;11] die Se-
kante durch die optimalen Punkten (¢;,y(¢;)) und (t;41,y(¢t;4+1)) zu schlecht approximiert.
Es ist daher naheliegend, zur Konvergenzverbesserung einen Ansatz der Form

yier = Ui+ h Y bif(ti+ehymy), Y bi=1, (5.1)
7=1

i=1

zu wdhlen, mit Ndherungen #; fiir y; bzw. y;41; s nennt man dabei die Stufenzahl des
Verfahrens. Speziell bei den beiden Euler-Verfahren ist jeweils s = 1 und ¢; = 0,9y = y;
(explizites Euler-Verfahren), bzw., ¢; = 1,71 = y;41 (implizites Euler-Verfahren).

Da bei (5.1) jeweils ausgehend von y; & y(¢;) die nidchste Naherung y;41 & y(t;+1) berechnet
wird, spricht man bei Verfahren dieser Art von Einschrittverfahren. Im Gegensatz dazu

verwenden Mehrschrittverfahren auch iltere Naherungen y;_1, ..., zur Berechnung von
Yi+1.
Nehmen wir nun an, daf§ y; = y(t;) auf der exakten Losungskurve liegt und bestimmen

davon ausgehend wie im ersten Schritt des Beweises von Satz 3.1 den lokalen Fehler des
Verfahrens (5.1): Dann ergibt sich mit dem Hauptsatz der Differentialrechnung
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t L5}

Fig.5.1. Runge-Kutta Ansatz

yltiv)) —girr = yltip)) —y(ts) —h Y b f(ti+ cjhymy)

i=1

tig1 s
= / y'(t)ydt — b bif(ti + cih, ;)
t;

i=1

tit1 i
/t‘ ! Flty() dt = 0 b f(ti+ cihymy) .

Dgl.
g =

Wir sehen daher, dal der lokale Fehler in dem Moment klein wird, in dem die
Summe hZ;:l b;f(t; + cjh,n;) eine gute Approximation des entsprechenden Integrals

ffj“ ft,y(t)) dt ist.

Daher liegt es nahe, Quadraturformeln zur Wahl der Parameter {b;}, {¢;} und {#;} heran-
zuziehen.

Beispiel. Mit der Mittelpunktsformel (?7) ergibt sich beispielsweise der Ansatz
vitr1 = yi + hf(+ 2om) (5.2)

wobei idealerweise 7, = y(t; + %) sein sollte; allerdings ist dieser Wert nicht bekannt. Eine
verniinftige Niherung ist jedoch

h h
mo=yt:)+ sy (t) = v+ §f(tuyi)-

2 Dgl.

Dies ist gerade das Verfahren von Runge aus dem Jahr 1895. Durch Taylorentwicklung
sieht man fiir hinreichend glattes f
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Fig.5.2. Verfahren von Runge

2 2

h h
Yier = Yi + hf(tiy) + 7ft(tny¢) + 7fy(t¢,y¢)f(ti,y¢) + O(h?%),

Wit) =yl + Ry () + ) + o)

h2
= yi + hfltiy) + 5 (ft(tivyi) ‘|‘fy(ti7yi)f(ti7yi)) + O(h%),

und daher gilt ||y;+1 —y(tit1)]]2 = O(h®). Das Verfahren von Runge hat also einen kleineren
lokalen Fehler als die beiden Euler-Verfahren.

Definition 5.1 Ein FEinschrittverfahren hat die (Konsistenz)-Ordnung q, falls fir jede
Differentialgleichung v' = f(t,y) mit f € C(I x J) und fiir jedes t; € I fiir den lokalen
Fehler gilt:

Y; = y(tz) e — Yir1 — y(tH_l) = O(hq+1) , h—0.

Beachte: Die Ordnung ist ¢ (und nicht ¢ + 1), obwohl die entsprechende h-Potenz ¢ + 1
ist! Wie wir in Satz 5.7 sehen werden, ist die Konvergenzordnung an einem festen Punkt
to € (0,7] bei einem Verfahren der Ordnung ¢ namlich lediglich O(h?).

Beispiel. Die beiden Euler-Verfahren haben die Ordnung ¢ = 1 und das Verfahren von
Runge hat die Ordnung ¢ = 2.

Der Zusammenhang zwischen Quadraturverfahren und dem Ansatz (5.1) wird durch das
folgende Resultat untermauert:
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Satz 5.2 Hat ein Einschrittverfahren der Form (5.1) die Ordnung q, dann hat die Quadra-
turformel Q[g] = 2;21 big(c;) ~ fol g(2) dz den Fzaktheitsgrad q — 1.

Beweis. Fiir 0 < n < ¢ betrachten wir das spezielle “Anfangswertproblem”
y' =t", y(0)=0.

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f hat dieses Problem die eindeutige Losung y(t) =
t"*1/(n 4+ 1). Sei yo = 0: Dann gilt nach Definition 5.1 fiir ein Einschrittverfahren der
Ordnung ¢ die Abschédtzung

1 s
)~ il = | BB (k)| = O, R,
7=1

Dies ist offensichtlich unabhingig von der Wahl der 7;! Nach Division durch h"*! erhilt
man

1
‘n—l—l

=S 4| = Oy = o(1),  h—0,
7=1

und durch Grenziibergang h — 0 ergibt sich zwangsldufig, daf

S 1 1
] = > bl = = [ ar.
QL] = i€ n+1 /o

Also ist die Quadraturformel Q[ -] fiir alle Monome t", n = 0,...,¢— 1, und damit fiir den
ganzen Unterraum I, ; exakt. O

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich, dafl ein s-stufiges Einschrittverfahren maximal die
Ordnung ¢ = 2s haben kann, vgl. Proposition ?7.

Dieser Zusammenhang zwischen der Ordnung eines Einschrittverfahrens und dem Exakt-
heitsgrad einer Quadraturformel 148t sich gezielt weiterverfolgen, um Verfahren h&herer
Ordnung zu konstruieren. Dies ist die Idee der Runge-Kutta Verfahren: Dabei gilt es
allerdings, noch eine Regel fiir die Wahl der {n;} anzugeben. Wegen

titcih titcih
ni ~ i+ eih) = ylt) + / y(1) dt = y(ti) + / F(t, () dt
t; t;

bietet sich hier wieder eine Quadraturformel an. Um zusidtzliche Funktionsauswertungen
f(t,y) zu vermeiden, beschrdnkt man sich dabei auf die gleichen Werte f(t; + ¢;h,n;),

j=1,...,s, wie flir die Berechnung von y;41. Das ergibt den folgenden Ansatz:
mi=yith Y apf(titech), Y ap=c;. (5.3)
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Falls a;; = 0 fiir j < k ist diese Rechenvorschrift explizit und fiihrt auf ein explizites
Runge-Kutta Verfahren; ansonsten ergibt sich ein implizites Runge-Kutta Verfah-
ren. Die Bedingung Y ;_; a;z = ¢; ist zwar natiirlich und uns von Quadraturformeln
geldufig, wird aber in der Literatur nicht einheitlich vorausgesetzt; es ist auf alle Fille
eine unwesentliche, aber sehr hilfreiche Einschrankung.

Ublicherweise werden die Koeffizienten {a;k,b;,¢;} in einem quadratischen Tableau zusam-
mengefafit (das sogenannte Runge-Kutta abc),

C1 | @11 ce A1
C2 | @21
c| A _ C3 | @31 G32
; =
Cs | Us1 - s s—1
by by -+ bs_1 b
wobei wir kurzerhand A = [a;5] € R**®, b = [by,...,b]T € R® und ¢ = [e,...,cs]T € R?

gesetzt haben. Wir sprechen im weiteren kurz von dem Runge-Kutta Verfahren (A, b, c).

Beispiel 5.3 Fiir das explizite Euler-Verfahren und fiir das implizite Euler-Verfahren erge-
ben sich beispielsweise die folgenden Tableaus:

0]0 111
1 1

Das Verfahren von Runge scheint auf den ersten Blick nicht in das allgemeine Runge-Kutta
Schema hineinzupassen, da zur Berechnung von 7; auf den Funktionswert f(¢;, y;) zugegriffen
wird, der nicht in der Rechenvorschrift (5.2) vorkommt. Daher behilft man sich mit einem
Kunstgriff und fiihrt kiinstlich ¢g = 0 mit 7y = y; als weitere Stufe ein; damit wird das
Verfahren von Runge zu einem zweistufigen Runge-Kutta Verfahren mit dem Tableau

0] 0 o
1/2[1/2 0
0 1

Wir wollen nun versuchen, ein Verfahren dritter Ordnung zu konstruieren und leiten uns
dafiir zunidchst Bedingungen an die Parameter her.

Satz 5.4 Runge-Kutta Verfahren haben mindestens die Ordnung eins. Fin Runge-Kulta
Verfahren (5.1), (5.3) ist von zweiter Ordnung, wenn

- 1

bici = = . .
Z i€ =5 (5.4)
J=1
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Es ist von dritter Ordnung, wenn dariberhinaus
S

ibjc? = %, und i:ijajkck = é . (5.5)
=1

7=1 k=1

Beweis. Laut Definition kénnen wir uns auf Differentialgleichungen mit hinreichend glatter
rechter Seite f beschrdnken. Dann gilt aufgrund der Taylor-Entwicklung und der Giiltigkeit
der Differentialgleichung

y(ti+h) = y(ti) + hy'(L) + 02" (L) + 517" (L) + O(RY)

=y + hf+ %hz(ft—l-fyf) + %hS(ftt‘Fthyf‘|‘f*fyyf‘|’fyft‘|‘fy2f) (5.6)
+ O(hY),

wobei bei der Funktion f und ihren partiellen Ableitungen immer das (konstante) Argument
(t:,y(t;)) weggelassen wurde.

Zum Vergleich nun eine Entwicklung von y;4; nach Potenzen von h. Dazu ist zunéchst zu
beachten, da§ wegen (5.3)

ni—vyi = h Y apf(ti+exhym) = b agpf(ti i) + O(h?) = he; f(ti, yi) + O(h?),
k=1 k=1

und daher ergibt eine Taylorentwicklung von (5.3) genauer (Argumente (¢;,y;) bei f und
dessen Ableitungen werden der Einfachheit halber wieder weggelassen)

= yi‘|‘hzajkf(ti‘|‘ckh777k)

k=1
= yit+hY ap(f+ frexh+ fy(me = yi) + O(R%))
k=1
= Y+ hfzajk + B? (ftza]‘kck + fyZa]‘kaf) + O(h?’)7
k=1 k=1 k=1

also

S

ni=vi + hfe; + B2(fi+ [,0)D ajer + O(B%).
k=1

Damit ergibt sich schlielich aus (5.1)
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yirr = gi+h Y bif(ti+cjh,nj)

i=1

= Y+ hzb]‘ (f + feeih+ fy (0 = vi) + 5 fre Gh2 + fryeih(ng — yi)

7=1
+ %(77] - yi)*fyy(nj - yz) + .. )

S

= y2+hfzb +h2ftzbc]+h2fy Zbc]+h3fy fot £yt Zb > ajrex

7=1 k=1

+ 0% fu 5 Zb +h3ftyf2b + By f 5 Zb +O(n%)

7=1

= yi + 0SB L)Y b + B (fu+ 2fef + 7 fyud) %ijcg
j=1 7=1

S

+ 2L £y )Y b Y aker + O(RY)

7=1 k=1
wobei wir zuletzt verwendet haben, dal >°7_; b; = 1, vgl. (5.1).

Nach Definition 5.1 gilt es, dieses Ergebnis mit (5.6) zu vergleichen (unter der Voraussetzung
y; = y(t;)): Demnach ist jedes Runge-Kutta Verfahren ein Verfahren erster Ordnung und
hat die Ordnung 2, wenn (5.4) erfiillt ist; es hat die Ordnung 3, wenn dariiberhinaus die
beiden Bedingungen (5.5) erfiillt sind. g

Man iiberpriift sofort, dafl beim Verfahren von Runge (5.4) erwartungsgeméf erfiillt ist:

1 1
b1€1—|—b202:0'0—|—§'1: 5

Die beiden Gleichungen (5.5) sind hingegen beide nicht erfiillt.

Beachte: Die ersten beiden Gleichungen von (5.4), (5.5) bedeuten gerade, daf die Quadra-
turformel

= brp(cr) ~ 1(x)dac
;kpk /OP

fiir alle Polynome p € I, exakt ist (vgl. Satz 5.2).

Beispiel 5.5 Wann immer in der Literatur oder in den Anwendungen von dem Runge-
Kutta Verfahren gesprochen wird, dann ist das folgende explizite Verfahren von Kutta
(1901) auf der Basis der Simpson-Formel gemeint. Das besondere an diesem Verfahren ist die
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Verdoppelung des mittleren Knotens ¢ = 1/2 bei gleichzeitiger Halbierung des zugehérigen
Gewichts b = 2/3. Dadurch ergeben sich die vier Stufen

01:07 02:1/27 03:1/27 C4:1.
mit den Gewichten
by =1/6, by=1/3, b3=1/3, by=1/6.

Wegen des Exaktheitsgrads ¢ = 3 der Simpson-Formel sind die Bedingung (5.4) und die
erste, von {a;;} unabhingige Bedingung in (5.5) zwangsldufig erfiillt. Beriicksichtigt man,
dafl das Verfahren explizit sein soll, vereinfacht sich die verbleibende Ordnungsbedingung
in (5.5) zu

1 1 1 _ 1
5032 + {3042 + {5043 = 3,

so daB die Bestimmung der {a;;} in dieser Weise unterbestimmt ist. Erweitert man Satz 5.4
noch um die Bedingungen fiir ein Verfahren vierter Ordnung (— Ubungen), dann ergibt
sich eine eindeutige Losung aller Ordnungsbedingungen fiir ein explizites Verfahren vierter
Ordnung, die im folgenden Tableau dargestellt ist:

0
1/21/2
121 0 1/2

Lo o 1
|1/6 1/3 1/3 1/6

Die Abbildung 5.1 zeigt das Verfahren von Kutta fiir ein Testbeispiel.

Es stellt sich nun zwangsldufig die Frage, welche Ordnung mit einem s-stufigen Verfahren
iberhaupt erreichbar ist. Wie bereits oben bemerkt wurde, kann diese maximale Ordnung
héchstens 2s sein. Das Verfahren von Kutta ist trotzdem in der Klasse der vierstufigen
Verfahren optimal, wie das folgende Resultat zeigt, das wir allerdings erst im n#chsten
Abschnitt beweisen kénnen.

Bemerkung 5.6 Ein s-stufiges explizites Runge-Kutta Verfahren hat héchstens die Ord-
nung g = s.

Eines der meist verwendeten Verfahren lduft unter dem Namen doprib: Dieses explizi-
te sechsstufige Verfahren fiinfter Ordnung ist in fast allen einschldgigen Programmbiblio-
theken implementiert; das zugehorige Runge-Kutta Tableau findet man etwa in Deufl-
hard/Bornemann (Numerische Mathematik 1I).

Wir beweisen nun den bereits angekiindigten Satz iiber die Konvergenz allgemeiner Runge-
Kutta Verfahren.

Satz 5.7 Sei I = [0,T) und f : IXxR? — R sei g+1 mal stetig differenzierbar in I xR und
das Runge-Kutta Verfahren (A, b, c) habe die Ordnung q. Dann ezistiert ein hg > 0, so daff
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bei Schrittweite h € (0, hg) alle Niherungen y; des Runge-Kutta Verfahrens fir t; = ih € 1
lokal eindeutig definiert sind. Ferner gilt

||y(t2) - y2||2 S Chq7 h < h07

wobei die Konstante C' von i und h unabhdngig ist solange t; in (0,T] liegt.

Beweis. Der Beweis geht analog zu den Beweisen fiir die beiden Euler-Verfahren. Dabei
ist der erste Beweisschritt {iber den lokalen Fehler wegen der Ordnung des Runge-Kutta
Verfahrens trivialerweise erledigt. Fiir den zweiten Beweisschritt betrachten wir zun&chst
den expliziten Fall. In diesem Fall hat die Ndherung y;+1 des Runge-Kutta Verfahrens gemif
(5.1) die Form

Yie1 = Yi + h® (L, yi h) (5.7)

wobei die Funktion & in elementarer Weise aus der Funktion f zusammengesetzt ist und
daher Lipschitz-stetig von y; abhingt. Ist ferner

Ziyl1 = 2+ hq)(ti, 2y h) ,
so folgt unmittelbar

1yirr = zigall2 < (L4 her) lyi = 22 (5.8)
fiir ein festes ¢; > 0. Dies ist die Kernaussage des zweiten Beweisschritts.

Wir betrachten nun einen Runge-Kutta Schritt eines impliziten Verfahrens zum (festen)
Zeitpunkt ¢ = t;. Dazu schreiben wir die durch (5.3) definierten Stufen 7; untereinander
in einen groflen Vektor n und iibertragen entsprechend s Kopien der Nidherung y; nach ¢
Zeitschritten in einen grofien Vektor y. Da wir uns fiir die Abh&ngigkeit von y; interessieren,
definieren wir ferner einen grofien Vektor z, bestehend aus s Kopien einer Approximation
z; von y;. Fiir dieses z; ergibt sich nun 7 aus einer impliziten Gleichung der Form

Fn,h,z)=n—-h¥(n,h)—2z=0. (5.9)

Dabei ist (trivialerweise) F'(y,0,y) = 0 und F an der Stelle (y, 0, y) nach der ersten Block-
variablen differenzierbar, wobei Fy,(y,0,y) = I, also invertierbar ist. Nach dem Satz iiber
implizite Funktionen existiert somit eine lokal eindeutig bestimmte Losung nn = n(h, z) der
Gleichung (5.9) fiir alle A € [0, hy) und fiir alle z in der Umgebung von y. Ferner ist die
Funktion n in diesem Gebiet stetig nach h und z; differenzierbar. Somit ergibt sich mit der
Kettenregel, daf3

Zigt = 2z +h Z b f(t: + cjh,mj(h, z))
7=1

Lipschitz-stetig von z; abh&ngt und man erhilt wie zuvor die gewiinschte Aussage (5.8) fiir

jedes h € (0, ho).
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Der Beweis ist an dieser Stelle nicht ganz liickenlos, da eigentlich noch gezeigt werden muf},
dafl hg und ¢y in (5.8) unabhidngig von t; gew#dhlt werden kann. Das 148t sich jedoch mit
einem {iblichen Kompaktheitsargument nachweisen.

Mit Hilfe von (5.8) ergibt sich nun wie in den friitheren Beweisen im dritten Beweisschritt
fiir den Gesamtfehler £; = ||y(¢;) — y;||2 eine Rekursion der Form

gir1 < (1 +crh)g; + coht™h, c1,00 >0, (5.10)
und durch Induktion erhdlt man schliefilich fiir alle ¢ = 0,... ,n mit h = T'/n die Ungleichung

e < 2(1420h) ht < 2 (14 L) e < 22T g
1 1 1

6 Stabilitatstheorie

Zentraler Punkt des vergangenen Abschnitts war die Erh6hung der Konvergenzgeschwindig-
keit fiir A — 0. Nicht beriicksichtigt wurde dabei jedoch die Stabilitdt des Verfahrens, d.h.,
die Anfilligkeit der Rekursion (5.1) gegeniiber Fehlern und Fehlerfortpflanzung. Dies ent-
spricht genau dem zweiten Teilschritt des allgemeinen Beweisprinzips, das in den Sitzen 3.1,
4.2 und 5.7 zum tragen kam. Die Frage ist also, in welcher Weise Approximationsfehler in
y; im (¢ 4 1)-ten Schritt propagiert werden:

2

y(t;) — v ~ Y(tigr) — Yig1 -

Wie wir im Zusammenhang mit dem expliziten und impliziten Euler-Verfahren gesehen ha-
ben, kénnen Runge-Kutta Verfahren ein sehr unterschiedlich stabiles Verhalten aufweisen.
Im folgenden soll das Stabilitdtsverhalten eines allgemeinen Einschrittverfahrens untersucht
werden. Dazu ist es jedoch zunéchst erforderlich, das allgemeine Anfangswertproblem (1.1)
auf ein einfaches Modellproblem zu reduzieren. Diese Reduktion kann fiir Differentialglei-
chung und Runge-Kutta Verfahren parallel erfolgen:

1. Linearisierung
Wir interessieren uns fiir den EinfluB8 einer (kleinen) Stérung u; des exakten Werts
y(t;) unserer Differentialgleichung: Bezeichnen wir mit y + u die zugehérige Losung,
dann gilt — zumindest in einem Zeitintervall, in dem die resultierende Stérung u “klein”

bleibt —
(+u)' = flty+u) ~ ft,y)+ f(ty)u =y + Alt,y)u,  A(t) e R,
N e’
c ]Rd)(d

2. Einfrieren der Zeit
Im zweiten Schritt betrachten wir einen kurzen Zeitschritt At = h und vernachldssigen
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dabei den Einfluf} der Zeit in der Jacobi-Matrix A(¢,y), gehen also davon aus, daf} sich
lokal die Lésung der linearisierten Differentialgleichung wie die Lésung der stationdren
Differentialgleichung

u’:Au, A:fy(ti7yi)€RdXd7
mit gleichem Anfangswert u(t;) = u; verhilt.

3. Diagonalisierung
Dieser letzte Schritt beruht auf der Annahme, dafl die Matrix A diagonalisierbar ist: Es
existiere also eine Basis {z1,...,24} C R? mit Az, = A2, n = 1,...,d. Entwickelt
man u(t) = 22:1 N (t) ©,, , dann ergibt sich

[

N, = Al s n=1,...,d.

Die n, sind nun skalare Funktionen der Zeit; die zugehorigen Differentialgleichungen
entsprechen gerade der Modellgleichung aus den vorigen Abschnitten.

Es ist also unter den getroffenen Annahmen ausreichend, die Fortpflanzung kleiner Aus-
gangsstérungen in diesen entkoppelten Differentialgleichungen zu betrachten. Die Hoffnung
ist dann, dafl das Resultat

d

Z N (t) Ty,

n=1

eine gute Approximation an den fortgepflanzten Fehler u(¢) des nichtlinearen zeitabhdngigen
Problems darstellt.

Im Rest dieses Abschnitts betrachten wir daher nur noch die eindimensionale Testglei-
chung

Yy =Xy, y0)=1, AeC. (6.1)

Die Losung y(t) = e verhilt sich dabei in Abhingigkeit von A wie folgt:

Re A >0 : ly(t)] — oo fiir t — 00}
Re A <0 : ly(t)] = 0  fiir t — o0}
Re A=0": ly(t)] = |yo| fiir alle t € RY .

Eine Grundregel der Numerik lautet, dafi eine numerische Losung moglichst viele Eigen-
schaften der kontinuierlichen Lésung besitzen sollte; demnach sind wir vor allem an solchen
numerischen Algorithmen fiir Anfangswertaufgaben interessiert, die die obigen drei Eigen-
schaften der einfachsten Modellgleichung realisieren. Dennoch diirften einige der folgenden
Stabilitdtsbegriffe erst im folgenden Abschnitt klarer werden.

Definition 6.1 Seien {y,} die Niherungen eines numerischen Verfahrens zur Lésung der
Testgleichung (6.1). Dann bezeichnet man das Verfahren als A-stabil, falls bei beliebigem
A € € mit Re A <0 die Niherungen bei jeder Schrittweite h kontraktiv sind, also wenn
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|Yna1] < |Ynl fiir alle n und beliebiges h .
Das Verfahren heifit Isometrie erhaltend, wenn fiir beliebiges A mit Re A = 0 gilt, dafs

|Yn+1] = |ynl = |vol fiir alle n und beliebiges h .

In der Literatur wird der Begriff der A-Stabilitdt nicht ganz einheitlich verwendet: Manche
Autoren fordern anstelle der obigen Definition, daf |y,1+1| < |y.| falls Re A < 0 ist. Fiir
Runge-Kutta Verfahren sind die beiden Definitionen allerdings dquivalent (dies folgt aus
dem folgenden Resultat, da die dort definierte Stabilitdtsfunktion bis auf héchstens endlich
viele Punkte stetig und sogar holomorph ist).

Definition und Satz 6.2 Es bezeichne 1 = [1,...,1]7 € R®. Zu jedem Runge-Kutta
Verfahren (A, b, ¢) existiert eine rationale Funktion

R(¢) =1+ ¢ (I-¢A)™1,

so daf sich bei Anwendung auf die Testgleichung (6.1) mit Schrittweite h > 0 die Niherun-
gen

yn = (R(RN))", n=0,1,..., (6.2)

ergeben. Dabei ist R eine rationale Funktion mit Zihler- und Nennergrad hochstens s; ist
das Runge-Kutta Verfahren explizit, dann ist R ein Polynom. Die Funktion R heifit Stabi-
litdtsfunktion.

Beweis. Wir fiihren die folgenden s-dimensionalen Vektoren ein:

m ti+cih flri,m)
U = , T = : , f(T7u): = \u.

s ti + Csh f(TS7 775)

Gemif (5.1), (5.3), ergibt sich dann die Niherung y,, 41 aus y, durch Lésen des Gleichungs-
systems

u = yol+hAf(r,u) = yu1+h\Au,
Ynt1 = yn+hbe(T7u) = y,+h\b u.

Demnach ergibt sich (I — hAA)u = y,1 und
Ynt1 = Yn + R (I = hAA) " (y1) = R(hA) yn (6.3)
sowie induktiv die gewiinschte Darstellung (6.2) von y,.

Wenn das Runge-Kutta Verfahren explizit ist, dann ist A € R**? eine strikte untere Drei-
ecksmatrix und folglich A® = 0; demnach ergibt sich (nachrechnen!)

29



(IT—hAA)™ =T 4 hAA + ...+ (hA) 1AL (6.4)

so dal R ein Polynom vom Grad s ist. Um zu sehen, dafl R im allgemeinen eine ratio-
nale Funktion ist, greifen wir auf die Cramersche Regel zuriick, wonach sich die einzelnen
Komponenten 1 von u = (I — hAA)"!(y,1) in der Form

e = pr(hX)/det (I — hAA) mit pg € 11, k=1,...,s,

schreiben lassen. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus (6.3). 0

Man beachte, dafl die Stabilitdtsfunktion nicht von der Wahl der Knoten {¢;} abhéngt. Dies
ist auch durchaus plausibel, da die verwendete Testgleichung autonom ist, also nicht von
der Zeit abhingt.

Beispiel 6.3 In (4.3) haben wir bereits gesehen, daff das implizite Euler-Verfahren die
Stabilitdtsfunktion R(¢) = 117 besitzt. Zum expliziten Euler-Verfahren gehdrt hingegen die
Stabilitdtsfunktion

RO =1+C1-0t1=14¢.

Fiir das Runge-Kutta Verfahren aus Beispiel 5.5 ergibt sich mit Hilfe von (6.4) die Stabi-
litatsfunktion

10 0071
/e 22 ¢ 1] |1
- )
= 1+ C[1/6,1/3,1/3,1/6] Hggﬂ“m
L 14 ¢+ C/2+ /4

= 14+C(1+¢/2+¢3/64+C/24) = 1+CH A+ LG+ L.

Man erkennt, daB R4 gerade aus den ersten fiinf Summanden der Taylorreihe von e besteht.
Das hat einen tieferen Grund, wie das folgende Resultat zeigt.

Satz 6.4 Ist R die Stabilitdtsfunktion eines Finschrittverfahrens der Ordnung q, dann gilt

R(Q)=e+0("), (=0,
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Beweis. R(¢) und €¢ kénnen beide in eine lokal konvergente Taylorreihe um ¢ = 0 entwickelt
werden. Ferner gilt nach Definition 5.1 bei Anwendung des Runge-Kutta Verfahrens auf die
Testgleichung (6.1) mit A = 1 und Schrittweite & > 0:

y1 — " =R(h) — " =0y,  h—o0.

Daher miissen die ersten ¢ Terme der Taylorreihen {ibereinstimmen und daraus folgt unmit-
telbar die Behauptung. O

Die Umkehrung dieses Satzes ist offensichtlich falsch, da — wie bereits oben erwdhnt — die
Stabilitdtsfunktion nicht von dem Vektor ¢ abhéngt, wihrend ¢ bereits fiir ein Verfahren
zweiter Ordnung speziellen Bedingungen geniigen muf, vgl. Satz 5.4.

Als einfache Anwendung von Satz 6.4 beweisen wir nun die im vorigen Abschnitt formulierte
Bemerkung 5.6.

Beweis von Bemerkung 5.6. Fiir ein s-stufiges explizites Runge-Kutta Verfahren ist R ein
Polynom vom Grad s, und daher kann in Satz 6.4 ¢ maximal s werden, ndmlich dann, wenn
R das s-te Taylorpolynom der Exponentialfunktion ist. O

Mit dem folgenden Satz kommen wir auf die in Definition 6.1 eingefiihrten Stabilitdts-
eigenschaften eines Runge-Kutta Verfahrens zurilick. Diese Eigenschaften kénnen ndmlich
unmittelbar an der Stabilitdtsfunktion abgelesen werden. Der Beweis ist so offensichtlich,
dafl wir ihn weglassen kénnen.

Satz 6.5 Gegeben sei ein Runge-Kutta Verfahren mit Stabilitdtsfunktion R. Dann gilt:

(a) Das Verfahren ist genau dann A-stabil, wenn |R(C)| < 1 fir alle  mit Re ¢ < 0;

(b) Das Verfahren ist genau dann Isometrie erhaltend, wenn |R(C)| = 1 fir alle ¢ mit Re
¢=0.

Bemerkungen. Wir schliefen unmittelbar aus diesem Resultat, daf} alle expliziten Runge-
Kutta Verfahren keine der beiden Eigenschaften haben kénnen, da fiir Polynome grundsétz-

lich R(oo) = oo gilt.

Das implizite Euler-Verfahren mit Stabilititsfunktion R(¢) = (1—¢)~! hingegen ist A-stabil,
denn

1—¢P=(1-Re()?*+(Im¢)? =1-2Re(+[¢]* > 1  fiirRe (0.

Leider ist die Ordnung des impliziten Euler-Verfahrens zu schlecht fiir ein praktikables Ver-
fahren. Wir werden uns daher in Abschnitt 8 verstdrkt impliziten Runge-Kutta Verfahren
zuwenden.
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Zuvor aber noch einige Bemerkungen zu expliziten Verfahren:

Definition 6.6 Mit S := {¢ € C : |R(¢)| < 1} wird das Stabilititsgebiet eines Runge-
Kutta Verfahrens bezeichnet.

Fiir A-stabile Runge-Kutta Verfahren ist die abgeschlossene linke Halbebene €~ von C in
S enthalten. Im folgenden sammeln wir einige allgemeine Aussagen zum Stabilitdtsgebiet
eines beliebigen Runge-Kutta Verfahrens.

Lemma 6.7 Fir jedes Runge-Kutta Verfahren ist 0 € 0S.

Beweis. Da jedes Runge-Kutta Verfahren (mindestens) die Ordnung 1 besitzt, gilt nach
Satz 6.4, dafl

R(Q)=14+(+0(*), (—0.
Demnach ist R(0) =1, also 0 € S, aber es gibt ein ganzes Teilintervall (0,¢) ¢ S, denn
RO >1+¢/2>1  fiir (€ (0,¢)

mit € > 0 hinreichend klein. O

Satz 6.8 Das Stabilititsgebiet eines expliziten Runge-Kutta Verfahrens ist immer be-
schrdnkt.

Beweis. Dies folgt sofort daraus, dafi die Stabilitdtsfunktion eines expliziten Verfahrens ein
Polynom ist, welches notwendigerweise fiir || — oo gegen unendlich strebt. O

Satz 6.9 Das Stabilitdtsgebiet S eines Runge-Kutta Verfahrens enthalte den Halbkreis
B ={(eC:[(|<t} CS.

Dann gilt fiir die Néherungen vy,, des Runge-Kutta Verfahrens, angewendet auf die Testglei-
chung (6.1) mit \ € C~:

|yn+1| < |yn|7 sobald h < 7—/|A|'

Beweis. Fiir Re A <0 und h < 7/|A| liegt ¢ := hA in B, und daher folgt die Aussage aus

T

der Rekursion y,4+1 = R(hA)y, . O
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Satz 6.9 rettet also die Stabilitdt eines (evtl. expliziten) Runge-Kutta Verfahrens auf Ko-
sten einer gegebenenfalls sehr kleinen Schrittweite h, abhingig von der Grofie von |A| aber
bemerkenswerterweise unabhdngig von der Ordnung des Verfahrens.

Die folgende Abbildung zeigt die Stabilitdtsgebiete der uns bislang bekannten Runge-Kutta
Verfahren. Man kann erkennen, dafl unter den expliziten Verfahren lediglich das Verfahren
von Kutta (Beispiel 5.5) die Voraussetzung des Satzes 6.9 erfiillt. Der entsprechende Wert
von T ist T =2.615....

Stabilitatsgebiete

7 Steife Differentialgleichungen

Beispiel 7.1 (Warmeleitungsgleichung)
Wir greifen das Beispiel

we(t, 2) = ft,u) = upp(t, ), u(0,2) = g(z), (7.1)

der Wirmeleitungsgleichung aus Abschnitt 1.3 mit Randbedingungen u(t, —1) = u(¢,1) =0
auf.

Da die rechte Seite f(t,u) = uy, ohnehin linear in u ist, entféllt der erste Reduktionsschritt
des vorigen Abschnitts. Zudem ist die Funktion f auch noch unabhingig von der Zeit, so
dafl auch der zweite Reduktionsschritt entfallt.

Bleibt der dritte Reduktionsschritt: die Diagonalisierung des linearen Operators Av = vy,
wobei v € C?[—1,1] die Randbedingungen v(—1) = v(1) = 0 erfiillen muB. Die Eigenfunk-
tionen dieses Operators konnen explizit angegeben werden, denn die Differentialgleichung

Vpy = AU, v(-1)=wv(1)=0,
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hat lediglich fiir A, = —(5 n)?, n € N, von Null verschiedene Lésungen, néimlich

n), n ungerade ,
n), n gerade .

cos(

un(@) = { sin (

Damit sind die Eigenfunktionen und Eigenwerte von A bekannt, und wie im vorigen Ab-

NETOR

schnitt gesehen, kann die Losung der Ausgangsgleichung (7.1) in diese Eigenfunktionen
entwickelt werden,

277271 1 COS 2 (2n— 1)z —I- ann sin ﬂnx%

wobei die Koeflizientenfunktionen 5, Lésungen der gewGhnlichen Differentialgleichungen
h==(3n) " m, neN, (7.2)
sind.

Zur Losung dieser Differentialgleichungen benétigen wir Anfangswerte. Dazu betrachten wir
die spezielle Situation, dafi die Anfangstemperatur durch
u0,2) =g(x)=1-2%,  -1<z<1,

gegeben sei. Aus der Theorie der Fourier-Reihen ist bekannt, dafi ¢ in eine gleichmifig
konvergente Fourier-Reihe entwickelt werden kann, ndmlich

o0

o) = (1™ s cos(§ (20— 1)a).

n=1
Demnach ergeben sich fiir die Koeffizientenfunktionen 7, die Anfangswerte
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120(0) =0, 72,-1(0) = (=1)"*! Ban— 1)

n >0,
und durch Lésen der skalaren Differentialgleichungen (7.2) erhélt man die analytische Dar-
stellung

o0

u(t,z) = Z(—l)”+16_”2(”_1/2)2t % Cos(g (2n — 1)z) (7.3)

n=1
der Losung von (7.1).

Stellen wir uns nun vor, wir wenden ein Runge-Kutta Verfahren zur Lésung der Differential-
gleichung (7.1) an und ignorieren dabei den zusdtzlichen Fehler, der bei der Diskretisierung
der Ortsvariablen entsteht. Da das Runge-Kutta Verfahren nicht die exakte L&sung, son-
dern nur eine Approximation davon berechnen kann, haben wir bereits nach einem einzigen
Zeitschritt in jeden Term der Reihe (7.3) einen Fehler der Grofe ¢, eingeschleppt, und nach
1 weiteren Zeitschritten hat sich dieser Fehler zu
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R(hAan_1)'e, = R(—7%h(n—1/2)%ie,

fortgepflanzt. Falls nun —72h(n — 1/2)? nicht im Stabilitdtsbereich S des Verfahrens liegt,
dann ist |R(hAz,-1)| > 1 und der fortgepflanzte Fehler explodiert; wegen des entsprechen-
den Kosinusterms in (7.3) fiihrt dies zu starken hochoszillierenden Artefakten in der Nidhe-
rungslésung.

Diese Situation ist besonders unangenehm, da in der exakten Losung (7.3) die hochfrequen-
ten Kosinusanteile bereits nach kurzer Zeit ¢t > 0 iiberhaupt keine Rolle mehr spielen, da
die Vorfaktoren e=™ ("=1/2)* sehr schnell sehr klein werden. Trotzdem steuern gerade diese
Anteile das Stabilitdtsverhalten des Runge-Kutta Verfahrens. Da die zugehérigen Figenwer-
te Agn—q fiir n — oo gegen —oo streben, kann nur ein A-stabiles Runge-Kutta Verfahren
verniinftige Niherungslésungen berechnen.

Beispiel 7.2 (Chemische Reaktionskinetik)
Fiir ein zweites, diesmal numerisches Beispiel, betrachten wir das folgende chemische Reak-
tionsmodell dreier Gase A, B und C":

A — B
B+B % 4B

B+C — A4+C.

Die Zahlen geben die entsprechenden Reaktionskoeffizienten k; an. Demnach ist die erste
Reaktion sehr langsam und die zweite extrem schnell. Das zugehorige Differentialgleichungs-
system lautet

Yy = —0.04y; + 10" yays,
v, = 0.04y; — 10%yy3 — 3-107y2,
vy = 3-1075.

Zu Beginn der Reaktion sei lediglich Substanz A vorhanden, d.h., die Startwerte sind

Wir untersuchen die Losung dieses Differentialgleichungssystems im Zeitintervall [0,0.3].
Aufgrund der Reaktionsformeln erwarten wir einen langsamen Abbau der Substanz A und
eine entsprechende Zunahme von Substanz C'. Tatsdchlich beobachtet man im wesentlichen
lineare Funktionen y; und ys, wobei zum Zeitpunkt 7" = 0.3 schlieflich 3, (7)) = 0.9887
und y3(7") = 0.0113 ist. Das entscheidende “Ziinglein an der Waage” ist die Substanz B,
gleichwohl ihr Anteil im Gasgemisch verschwindend gering ist. Tatséchlich sieht man anhand
der Differentialgleichung, dafl Substanz B zunichst zunimmt bis die negativen Terme in yj
iberwiegen und dann nur noch abnimmt. Der Umschlagpunkt wird etwa dann erreicht, wenn

max{10%ys,3- 107y, } yo ~ 0.04y; ~ 0.04;
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fiir den angegebenen Wert von ys ergibt dies y2 ~ 1.3-107?, d.h. ys ist an dieser Maximal-
stelle ungefihr von der Gréfienordnung 3.6 - 107°.

Die folgende Abbildung zeigt Niherungen fiir y, berechnet mit zwei verschiedenen Differen-
tialgleichungsldsern: dopri5 und ode23s. Beide Verfahren steuern ihre Schrittweite selber,
ein Thema, auf dafl wir am Schlufi der Vorlesung in Abschnitt 10 noch einmal zuriickkommen
werden.

" 10‘5 | Substanz B |

3.8}

3.2

0 01 0.2 03

Fig. 7.1. Ergebnisse der beiden Verfahren

Das Verfahren dopribs haben wir bereits am Ende von Abschnitt 5 kennengelernt; es ist ein
explizites Verfahren und damit wenig geeignet fiir steife Probleme. Dies ist sehr gut an der
gepunktelten Lésungskurve in der Abbildung zu erkennen. Die Approximation oszilliert hin
und her; fiir das Durchlaufen des gesamten Zeitintervalls werden 825 Zeitschritte benotigt.

Das Verfahren ode23s, auf der anderen Seite, ist hingegen ein A-stabiles Rosenbrock-
Verfahren zweiter Ordnung, das wir in Abschnitt 9 noch genauer untersuchen werden. Wie
man sieht, ergibt sich hier eine glatte Losungskurve, wobei bis zum Zeitpunkt 7" = 0.3 ledig-
lich 18 (!) Zeitschritte nétig sind — die Zeitschritte sind durch kleine Kreise auf der Kurve
markiert. Wie man erwartet, werden kurze Zeitschritte lediglich ben&tigt, bis das Maximum
von yy durchlaufen wird; danach sind relativ grofie Zeitschritte moglich — und dies, obwohl
das Verfahren eine viel kleinere Ordnung hat als dopris.

Das unterschiedliche Verhalten der beiden L&sungsverfahren nach Durchlaufen des Maxi-
mums von yo 148t sich wie folgt erkléren. Die Jacobi-Matrix

—0.04 101y, 101y,
fy = 0.04 —6-107y; — 10%ys —10%y,
0 6107y, 0

hat den Eigenwert Ay = 0 mit linkem Eigenvektor [1, 1, 1]. Die (rechten) Eigenvektoren zu
den verbleibenden beiden Eigenwerten sind also senkrecht zu [1,1,1]7, d.h., sie sind von der
Form [—a — 1, @, 1]7. Eine recht einfache Rechnung ergibt dann die Eigenwerte Ay ~ —0.3
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und A3 ~ —1900, solange y; ~ 1, y2 ~ 3-107° und y3 ~ 1072 ist. Aufgrund des einen stark
negativen Eigenwerts ist auch diese Differentialgleichung sehr steif.

8 Implizite Runge-Kutta Verfahren

Die vorigen Abschnitte haben den Bedarf an guten impliziten Runge-Kutta Verfahren offen-
sichtlich gemacht. Das implizite Euler-Verfahren kommt dabei wegen seiner geringen Kon-
vergenzordnung nicht ernsthaft in Betracht. Im folgenden sollen daher implizite Verfahren
mit moglichst hoher Konvergenzordnung hergeleitet werden.

War nach Satz 5.6 fiir explizite Runge-Kutta Verfahren noch ¢ = s die maximal mégliche
Ordnung, so konnen wir fiir implizite Verfahren lediglich mit Hilfe von Satz 5.2 auf die
Oberschranke ¢ = 2s schlieflen. Fiir diese Ordnung mufl aufgrund der Abschnitte 7?7 und ??
die Quadraturformel

Qlgl = ijg(cy‘) (8.1)

fiir das Integral folg(t) dt den maximal moglichen Exaktheitsgrad 2s — 1 haben, also die
s-stufige GauB-(Legendre) Quadraturformel sein.

Demnach wihlen wir im weiteren fiir {¢;} die Nullstellen des s-ten Legendre-Polynoms
(umskaliert auf das Intervall [0,1]) und fiir {b;} die zugehdrigen Gewichte der Gauf-
Quadraturformel. Die verbleibenden Koeffizienten {a;;} werden wie in (5.3) so gewéhlt,

daf3

s titcih Cy
WY agf (b + cxh,me) ~ / ft,y@)dt = h/ St +7hyy(t; +7h)) dr .
t; 0

k=1
Da die ng noch nicht bekannt sind, bietet es sich wiederum an, maximale Exaktheit dieser
Quadraturformel als Konstruktionsprinzip zu verwenden:

S

S ajpler) ~ /0 () dt. (8.2)

k=1
Man beachte, dai die Knoten {c;} bereits bestimmt sind. Daher ergibt sich die optimale
Wahl der Gewichte {a;;} wie in Abschnitt ?? mit den Lagrange-Grundpolynomen,

S

ajp = /OC] lk(t) dt , lk(t) = H L=c , (8.3)

CL. — C;
i=1, itk R

und die resultierende Quadraturformel (8.2) hat Exaktheitsgrad s — 1.

Das aus (8.1), (8.3) resultierende implizite Runge-Kutta Verfahren heifit s-stufiges (Runge-
Kutta-)Gauf3-Verfahren.
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Beispiel. Das einfachste GauB-Verfahren (s = 1) fiihrt auf die sogenannte implizite
Mittelpunktsregel. Das erste Legendre-Polynom hat eine Nullstelle genau in der Mit-
te des Intervalls ¢; = 1/2 und das zugehorige Gewicht, mit dem die Quadraturformel (8.1)
auf den Exaktheitsgrad ¢ = 1 kommt, ist gerade b; = 1. aq; ergibt sich nach (8.3) zu

a1 = f01/2 1dt = 1/2. Das zugehérige Tableau ist somit

1/2]1/2
1

und das Einschrittverfahren hat die Form
Yirr = yi +hf(t+1/2,m), m=y+ gf(trl-h/Qﬂh) ; (8.4)
bzw. durch Kombination dieser beiden Gleichungen,
Yisr = yi + hf (ti+ 1/2, (yi + yiz1)/2) -

Man kann die implizite Mittelpunktsregel auch als eine Kombination des impliziten und
des expliziten Euler-Verfahrens interpretieren: Demnach wird in (8.4) zunéchst in einem
ersten Halbschritt mit dem impliziten Euler-Verfahren eine erste Ndherung ny fiir y(¢;+h/2)
berechnet; diese Naherung dient dann einem zweiten Halbschritt zur Berechnung von y;14
mit dem expliziten Euler-Verfahren als Ausgangspunkt.

Die implizite Mittelpunktsregel wird insbesondere bei partiellen Differentialgleichungen wie
der Wirmeleitungsgleichung gerne eingesetzt und 1duft in diesem Kontext unter dem Namen
Crank-Nicolson Verfahren.

Fiir die spiteren Resultate wird es sich als niitzlich erweisen, die Fehlerabschitzung aus
Satz ?? fiir den Quadraturfehler auf die hier vorliegende Situation anzupassen.

Lemma 8.1 Sei g € C%[0,T] eine reellwertige Funktion und [r, 7+ h] C [0,T]. Dann gilt
fiir die Gaufs-Legendre Quadraturformel (8.1) die folgende Fehlerabschitzung:

s T+h
W3 bgtr e = [ g | < wllg®pm
J=1 i
Dabei ist ks = ﬁ st/ (2s)1.

Beweis. Sei G(t) := ¢g(t +th), 0 <t < 1. Dann ist nach Satz ??

s T+h
‘thjg(r+th) —/ 9() dt‘
=1 7
B 1 7—2
- h‘ZbJG(Ci) _/0 G(t) dt‘ = (255); 16y
i=1 '
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Hierbei ist 75 der Hochstkoeffizient des s-ten Orthonormalpolynoms zur Gewichtsfunkti-
on w = 1 iiber [0,1]. Man iiberlegt sich leicht, dafi dieses Orthonormalpolynom durch
V2u,(2t — 1) gegeben ist, wenn u; das orthonormierte Legendre-Polynom bezeichnet. Nach
Bemerkung ?? ist daher v, = 25\/2s + 1 (2s)!/(2%s!?). Daraus folgt nun aber unmittelbar
die Behauptung, denn nach der Kettenregel ist G(¥)(t) = hFg(¥) (1 4 th). g

Wir bendtigen auBierdem noch den folgenden Hilfssatz, in dem IT¢ den Raum aller Funk-
tionen mit Werten im R? bezeichnet, deren einzelne Komponenten Polynome vom Grad s
sind.

Lemma 8.2 Sei f € C**(I x.J) und h so klein, daf die Niherungen y; des s-stufigen Gauf-
Verfahrens wohldefiniert sind (vgl. Satz 5.7). Dann existiert zu jedem t; € I ein Polynom
p e I mit

p(t:) = vi s plti+h) =yit1,
p/(ti—l—cj‘h) :f<ti‘|‘cjh7p(ti+cjh)) ) J

Il
—
¥l

Das Polynom p erfiillt also die Differentialgleichung p(t) = f(¢, p(t)) punktweise an den
isolierten Knoten t; + ¢;h, j = 1,...,s. Man sagt, das Polynom p kollokiert die Differen-
tialgleichung an den vorgegebenen Knoten (~ Kollokationsverfahren).

Beweis. Wir wihlen fiir p’ das (komponentenweise definierte) Interpolationspolynom in
HE | mit p'(t; 4+ ¢jh) = f(ti +c;h,m;), j = 1,..., 5. Wegen des Exaktheitsgrads ¢ = s — 1
der Quadraturformeln (8.2) ergibt sich

s s titcih
ni= it h>apf(ti+erhym) = yi+h > agp(ti+cxh) = yrl-/ p'(t) dt .
k=1 k=1 ki

Dies ist gerade der Wert derjenigen Stammfunktion p von p’ an der Stelle ¢; + ¢;h, die den
Anfangswert p(t;) = y; durchlduft. Demnach ist also p(t; + ¢;h) =55, j = 1,...,s, und
folglich

p/(ti + C]‘h) = f(tZ + C]‘h7 77]‘) = f(tZ + C]‘h,p(ti + C]‘h)) .

Damit ist der zweite Teil der Behauptung nachgewiesen. Der verbleibende Teil p(t;4+1) = yit1
folgt, da der Exaktheitsgrad der Quadraturformel (8.1) grofler als s — 1 ist:

yir = yith Y bif(ti+cihm) = p(t) +h Y bip (i + ¢jh)

i=1 i=1

= p(ti)+/t.ti+lp’(t) dt = p(tiy1).
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Bemerkung. In der Formulierung des Lemmas wurde das Resultat aus Satz 5.7 angespro-
chen, wonach fiir jedes implizite Runge-Kutta Verfahren bei hinreichend glatter rechten
Seite f alle Niherungen y; fiir hinreichend kleines h > 0 wohldefiniert sind. Fiir dissipative
Differentialgleichungen, also Differentialgleichungen, bei denen f einer Lipschitz Bedingung
(2.2) mit einem negativen [ geniigt, 148t sich zeigen, dafl die Naherungen der Gauf-Verfahren
fiir alle h > 0 wohldefiniert sind. Ein Resultat dieser Art haben wir bereits in Satz 4.1 fiir
das implizite Euler-Verfahren bewiesen (dies ist allerdings kein GauB-Verfahren).

Mit Hilfe von Lemma 8.2 14t sich nun weiter zeigen, dafi die Gauf-Verfahren die maximal
mogliche Konvergenzordnung eines s-stufigen Verfahrens realisieren.

Zuvor erinnern wir uns aber kurz an die Methode der Variation der Konstanten: Ist
y' = A(t)y eine lineare Differentialgleichung, dann hingt die Losung y offensichtlich linear
vom Anfangswert yo zur Zeit t =ty ab:

y(t) =Y (t,to)yo, t>to;  Y(t,t)=1I, t>0.

A(t—to)

Fiir ein konstantes A ergibt sich beispielsweise Y (¢,t9) = e . Durch Differenzieren

erkennt man, dafl

Ayy = o = %Y(t to0) Yo s ADY (t,t0) = %Y(t to) - (8.5)

Betrachten wir nun die inhomogene Differentialgleichung

y =AW y+gt),  y(0)=wo,

dann ergibt sich die Lésungsformel

0 =Y (0.0 0+ [ Yt 7)g(r) dr (3.6)

Davon iiberzeugt man sich durch nachrechnen:

y' %Y(t 0)yo+Y(tt)g /—YtT T)dt

AWY 60 490+ [ AW 4719t dr
= g0+ AD (Y (0 yo+ / Yt dr) = g0+ AW® ul0).

Man beachte, dafl das Integral in (8.6) die Anderung der Lésung aufgrund der Inhomogenitiit
beschreibt.

Satz 8.3 Die Ordnung des s-stufigen Gaufs-Verfahrens ist ¢ = 2s.
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Beweisskizze. OBdA sei h > 0 so klein gewidhlt, daf alle Zeitschritte des Gauf3-Verfahrens
wohldefiniert sind. Bezeichnet dann p das Kollokationspolynom aus Lemma 8.2, so gilt
offensichtlich

pP=ftp)+et),  tL<t<ti+h, (8.7)
mit e(t; + ¢;h) =0, j =1,...,s. Wir gehen wie iiblich davon aus, dafl p(t;) = y(¢;) auf der
Losungskurve liegt und fragen nach dem Fehler ||p(ti11) — y(tit1)ll2 = ||yix1 — y(tit1)]| 2-

Dazu fassen wir (8.7) als inhomogene Differentialgleichung auf (y' = f(¢,y) ist die zugehorige
homogene Differentialgleichung) und suchen eine Verallgemeinerung der Formel der Varia-
tion der Konstanten (8.6) auf die vorliegende nichtlineare Situation. Dazu betrachten wir
fiir festes 6 € [0, 1] die Differentialgleichung

u' = f(t,u) +02(t), w(t;) =y . (8.8)
Wir bezeichnen die Lésung mit u(t,0), t; < ¢t < t; + h, 0 < § < 1. Offensichtlich ist
u(t,0) = y(t) und wu(t, 1) = p(t). Dies ergibt

1
p(t) —y(t) = u(t,1) —u(t,0) = / ug(t,0) do. (8.9)
0
Differentiation von (8.8) nach 6 ergibt
ug = fult,u) ug+e(t), ug(t;) = 0.
N—
= A(t;6)cRdxd

Hierauf kann die Formel (8.6) der Variation der Konstanten angewendet werden (die “ho-
mogene Losung” ist identisch Null wegen des Anfangswerts) und es ergibt sich

uplt, ) = /%Y(t,r;@)e(r) dr

mit einem geeigneten Losungsoperator Y (-, -;#). Einsetzen in die Fehlerdarstellung (8.9)
ergibt
1 ti+h ti+h 1
Y1 — y(ti +h) = / / Y(t;+ h,7;8)e(r)drdf = / / Y(ti+ h,7:0)db =(7) d7
0 t; t; 0
=:g(7)

und dieses Integral kann gem&f Lemma 8.1 durch die Gaufi-Quadraturformel abgeschitzt

werden,
yier — y(ti+h) = hY_big(ts + cjh)e(ti + ¢;h) + O(R* ) = O(R*H),
7=1
wobei im letzten Schritt verwendet wurde, daB £(¢; + ¢;h) =0 fiir j =1,...,s.

Leider ist der Beweis so nicht vollstindig, da die Konstante in dem O-Term nach Lemma 8.1
von der 2s-ten Ableitung von ge und damit implizit von dem unbekannten Polynom p selbst
abhdngt. Allerdings 148t sich mit erheblich mehr Aufwand zeigen, dafl die “O-Konstante”
tatsdchlich beschrinkt bleibt. O
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Insbesondere hat also die implizite Mittelpunktsregel bzw. das Crank-Nicolson Verfahren die
Ordung ¢ = 2 und ist damit dem impliziten Euler Verfahren (zumindest in dieser Hinsicht)
iiberlegen.

Die Stabilitdtsfunktion der impliziten Mittelpunktsregel ist auch schnell ausgerechnet: Nach
Satz 6.2 ist

L+¢/2
1-¢/2

Man sieht nun unmittelbar dafl die Stabilititsfunktion R eine M&biustransformation ist,
die die imagindre Achse auf den Einheitskreisrand und die linke Halbebene von € auf das
Innere des Einheitskreises abbildet. Also ist die implizite Mittelpunktsregel nach Satz 6.5
A-stabil und zudem Isometrie erhaltend.

RO = 14¢(1- 5O = R VOIS Ve

Das zweite zentrale Ergebnis dieses Abschnitts ist nun, dafi beide genannten Eigenschaften
auf alle Gaufi-Verfahren zutreffen.

Satz 8.4 Alle Gauf-Verfahren sind A-stabil und Isometrie erhaltend.

Beweis. Betrachten wir die iibliche Testgleichung y’ = Ay mit yo = 1 und A € C und wihlen
als Schrittweite fiir das Runge-Kutta Verfahren h = 1. Wie im Beweis von Satz 6.2 gesehen,
ergibt sich y; = R(A) mit

R\ = 1+ X1 (I =471,

sofern A kein Pol von R ist. Das ist bis auf hochstens s Ausnahmewerte auch der Fall,
ndmlich bis auf die Kehrwerte der Eigenwerte von A.

Sei nun A € C keiner dieser Ausnahmewerte. Dann existieren neben der Losung y; = R(\)
natiirlich auch die Zwischenpunkte n;, 7 =1,..., s, des Runge-Kutta Verfahrens. Wir greifen
nun auf das in Lemma 8.2 konstruierte Kollokationspolynom p zu diesem Runge-Kutta
Schritt zuriick und setzen ¢ := |p|?> = pp. Demnach ist

IR? = [l = Ip(D]* = ¢(1) = q(0)+/0 ¢ (r)dr = 1+2Re/0 p(r)p(7) dr.

Dapp’ € II35_1, kann das Integral mit der GauB-Quadraturformel exakt ausgewertet werden,

d.h.,

IR = 1+42Re > bip(e;)p'(c;) -

J=1

Die Gewichte b; der GauB$formeln sind immer positiv (vgl. Satz ??); auflerdem folgt aus der
Kollokationseigenschaft von p, dal p'(¢;) = f(c;, p(c;)) = Ap(c;). Folglich ist

[ROA)P = 14+2Re A bjlp(e))?,

i=1
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und |R(A)| ist genau dann kleiner, grofler oder gleich eins, wenn Re A kleiner, gréfier oder
gleich Null ist.

Bisher haben wir die Polstellen von R aufler acht gelassen. Es ist aber aus Stetigkeitsgriinden
offensichtlich, dafi diese nur in der rechten Halbebene liegen kénnen und damit ist der Satz
vollstindig bewiesen. O

Zum Abschluf} seien noch die Runge-Kutta Tableaus der Gauf-Verfahren der Ordnung ¢ = 4
und ¢ = 6 angefiihrt:

1 _ /15 5 2 _ V15 5 _ /15

2 10 36 9 15 36 30

1_ V3 L 1_ V3 L 5 4 V5 2 5 _ V5

2 6 4 4 6 2 36 24 9 36 24
1, V3|1, V8 1 1 Vi5 | 5 | V15 2 15 5
2 —I_ 6 4 —I_ 6 4 2 —I_ 10 36 —I_ 30 9 —I_ 15 36
1 1 5 4 5
2 2 18 9 18

Zum Abschluf} dieses Paragraphen skizzieren wir eine effiziente Implementierung der Gauf-
Verfahren (bzw. allgemeiner impliziter Runge-Kutta Verfahren). Der Hauptaufwand steckt
dabei in der Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

nj:yi—l—hZajl,f(ti—l—cyh,m), j=1,...,s.
v=1

Dieses Gleichungssystem wird in der Regel iterativ mit einem Newton-artigen Verfahren
gelost. Auf diese Weise ergeben sich Ndherungen fiir 7,, aus denen dann die Steigungen

f(ti+ e, h,n,) fiir den SchluBschritt
yisr = yi+h > b f(ti+coh,my) (8.10)
v=1
berechnet werden.

Mit einem Trick kann man die zusétzlichen Funktionsauswertungen f(t; + ¢, h,,) fiir den
SchluBschritt (8.10) vermeiden: Dazu fithren wir Hilfsvariablen (Steigungen) k; durch

kj = f(ti + c;h,m;)

ein und erhalten auf diese Weise das dquivalente Gleichungssystem

ki = f(tz'-l-cyhyz’-l-hzajyky), j=1,...,s,
s v=t (8.11)

Yiv1 = yz'-l-th,,kl,.
v=1

43



Die Losung des sd x sd-dimensionalen Gleichungssystems (8.11) fiir die {k;} geschieht,
wie bereits angesprochen, mit einem Newton-artigen Verfahren, und zwar verwendet man
meistens ein Quasi-Newton Verfahren wie in Algorithmus 4.4, bei dem anstelle der exakten
Ableitungen f,(t; +c;h,y;+h>_, a; k,) von f die “eingefrorene” Niherung J = f, (¢, yi)
verwendet wird. Mit der abkiirzenden Schreibweise

ky

k=&kh), k=] : |eR",
ks

fiir das nichtlineare Gleichungssystem (8.11) ergibt dies die folgende (eingefrorene) Jacobi-
Matrix D® von ®:

aHJ 6112J . alsJ
azlj QQQJ QQSJ

DO =| _ : (8.12)
ale (ZSQJ Ce assJ

Als Startndherung fiir die Iteration bietet sich k; = f(t;,v:), 7 = 1,...,s, oder der Wert
von k; aus dem vorhergegangenen Zeitschritt an. Insgesamt ergibt sich somit der folgende
Algorithmus:

Algorithmus 8.5

Berechne J = f,(t;,y;) und D® gemif (8.12)

e Setze k;o) = f(ti,yi), 7=1,...,s

for n=0,1,... do
Lése (I — hD®) Ak = &(k(Mh) — k()
Setze k(1) = k(») + Ak(?)

until stop.

Yir1 = yi +h 0 bk,

Die Abbruchbedingung fiir die Quasi-Newton Iteration kann dabei anhand dhnlicher Heu-
ristiken wie in Abschnitt 4 erfolgen.

9 Rosenbrock Verfahren

In diesem Abschnitt fiihren wir eine Klasse von Einschrittverfahren ein, die zwar nicht mehr
zu den Runge-Kutta Verfahren gehoren, aber aus ihnen abgeleitet werden kdnnen. Wir
beschranken uns dabei ausschlieBlich auf autonome Differentialgleichungen,
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y'=rfly),  y0)=yo.

Erinnerung: Ein Runge-Kutta Verfahren ist explizit, falls die Koeffizientenmatrix A eine
strikte untere Dreiecksgestalt hat; andernfalls ist das Verfahren implizit. Die nichtlinearen
Gleichungssysteme, die im impliziten Fall gelst werden miissen — etwa (8.11) fiir die Stufen
k; — haben im allgemeinen die Dimension sd X sd. Nicht ganz so schlimm ist die Situation,
wenn die Matrix A eine untere Dreiecksmatrix mit nicht-verschwindender Diagonalen ist.
In diesem Fall entkoppeln die s Gleichungen fiir die Stufen,

7—1

kj:f(yi+h2ajyky+a]‘jhkj), j=1,...,s, (9.1)
v=1

und kénnen daher sequentiell gelést werden.

Damit reduziert sich der Aufwand auf die Lésung von s lediglich d-dimensionalen nichtlinea-
ren Gleichungssystemen. Durch Linearisierung der j-ten Gleichung ergibt sich das Newton-

Verfahren

7—1

(1= ag;h) (KD — 1) = f(yi +hY ik, + ajjhk;n)) — k"
v=1
bzw.
j-1
v=1

wobei in der Regel wieder die Ndherungsableitung J = f,(y;) anstelle der Ableitung an
der exakten y-Koordinate verwendet wird. Fiir hinreichend kleine h sind diese linearen
Gleichungssysteme eindeutig 16sbar.

Héaufig ist es fiir die Genauigkeit vollig ausreichend, lediglich einen einzigen Iterationsschritt
(0)
4 J

eine Startndherung der Form k;o) = Zi;ll d;y/a;;k,. Dies fithrt auf das folgende Verfahren

durchzufiihren — zumindest bei hinreichend genauer Startn&herung k*~’. Denkbar wire etwa

-1 j—1
(1= aghdVky = F(yi+ 0D (ap+dky) = hI S diky, j=1,....5.  (9.2)
v=1 v=1

Verfahren dieser Struktur werden gelegentlich auch linear implizite Runge-Kutta Verfah-
ren genannt: Sie sind implizit, da zur Bestimmung jeder einzelnen Stufe k; ein Gleichungssy-
stem gelost werden muf}; diese Gleichungssysteme sind jedoch lediglich linear. Daher ist der
Arbeitsaufwand um ein Vielfaches niedriger als bei (echt) impliziten Runge-Kutta Verfah-
ren. In gewisser Weise stellen linear implizite Verfahren also einen Kompromifl aus expliziten
und impliziten Runge-Kutta Verfahren dar. Dabei erben sie von den expliziten Verfahren
den moderaten Arbeitsaufwand. Wie wir nun zeigen wollen, erben sie gleichzeitig den Haupt-
vorteil der impliziten Verfahren: die Stabilitit.
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Proposition 9.1 Sei (4, b, ¢) ein Runge-Kutta Verfahren mit nichtsinguldrer linker unterer
Dreiecksmatriz A € R**®. Dann hat das daraus abgeleitete linear implizite Verfahren

yigr =Y+ h Y bk,

i=1

mit Stufen k; gemdf (9.2) die gleiche Stabilititsfunktion wie das Ausgangsverfahren — un-
abhingig von der Wahl der d;,.

Beweis. Wir miissen das linear implizite Verfahren auf die eindimensionale Testgleichung
y' = Ay, yo = 1, anwenden. Wegen f(y) = Ay ergibt sich in diesem Fall J = X und die j-te
Gleichung der Rekursion (9.2) nimmt die Form

Jj—1 7—1 7—1
(1= ajhNk; = A+ A (aj, + di)ky, — hAY djjk, = X+ hAD ajk,
v=1 v=1 v=1

an. Multiplikation mit A und Substitution von ¢ = kX ergibt folglich

7—1
(1—ajiQksh = C+CD ajkh,  j=1,...,s.
v=1
Wir bringen alle k,h auf die linke Seite; mit 1 = [1,...,1]7 € R* erh#lt man daraufhin

J
kih = ¢ ajkh = ¢ = (C1);,  j=1,...,s,

v=1

kjh—((Akh);
bzw. (I — (A)kh = (1. Eingesetzt in die Definition von y; folgt daraus
y1 = 14+bTkh = 14T (I—CA)'1.

Dies ist aber gerade die Stabilitdtsfunktion des Runge-Kutta Ausgangsverfahrens, vgl. De-
finition 6.2. O

Da einige der wichtigsten Stabilitdtseigenschaften gem&fl Satz 6.5 allein von der Stabilitdts-
funktion abh&ngen, iibertragen sich entsprechende Eigenschaften eines impliziten Runge-
Kutta Verfahrens auf das dazugehérige linear implizite Verfahren.

Beispiel. Zur Herleitung des linear-impliziten Euler-Verfahrens verwenden wir die
Koeffizienten A =1, b =1 und ¢ = 1, vgl. Beispiel 5.3. Demnach ergibt sich aus (9.2) das
Verfahren

Yit1 = Yi + bk, (I = hfy(yi) k= fly:) (9.3)
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Wie das implizite Euler-Verfahren ist auch das linear-implizite Euler-Verfahren A-stabil. Im
Gegensatz zum impliziten Euler-Verfahren mufl aber bei der linear-impliziten Variante in
jedem Zeitschritt lediglich ein lineares Gleichungssystem geltst werden.

Fiir die Praxis ergibt sich noch eine erhebliche Vereinfachung, wenn man fiir alle Stufen den
gleichen Koeffizienten a;; = a verwendet. In diesem Fall haben alle linearen Gleichungssyste-
me (9.2) die gleiche Koeffizientenmatrix I — ah.J und daher wird lediglich die L R-Zerlegung
einer einzigen Matrix bendtigt. Meist ist es sogar moglich, die selbe Jacobi-Matrix J iiber
mehrere Zeitschritte hinweg zu verwenden. Auf diese Weise spart man sich zusdtzlichen

Aufwand.

Lost man sich von der bisherigen Bedeutung der Koeffizienten a;, und vereinfacht die Defini-
tion (9.2) ein wenig, dann erhélt man schlielich das allgemeine Schema eines Rosenbrock-
Verfahrens:

Algorithmus 9.2 (Rosenbrock-Verfahren)

e Berechne J = f,(y;) (nicht notwendig in jedem Zeitschritt)

e Zerlege I — ahJ = LR mit dem Gaufl-Algorithmus

e for y=1,...,s do
-1 i—1
Lise (I —ahd)k; = f(yi+hY ajh,) = b Y dik,
v=1 v=1
end for

o Yir1=vi+h> bik;.

J=1

Dabei sind a, a;,, d;, und b; geeignet zu widhlende Parameter, die allein im Hinblick auf
Ordnung und Stabilitdt des Verfahrens optimiert werden kénnen.

Beispiel 9.3 Das Programmpaket MATLAB bietet das Rosenbrock-Verfahren ode23s (das
wir bereits in Beispiel 7.2 kennengelernt haben) zur Losung steifer Differentialgleichungen
an. In seiner Grundform ist das Verfahren folgendermafien definiert:

(I —ahd)kr = fly),
(I —ahJ)ky = f(yi+hiks) —ahJky,

Yiy1 = Y+ hks.

Dabei ist @ = 1/(2 ++/2) und J = f,(y;). Offensichtlich ist dieses Verfahren ein Spezialfall

von Algorithmus 9.2 mit den Parametern ag; = 1/2 und dy 1 = @, sowie by = 0 und by = 1.
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Wir wollen im weiteren exemplarisch die Ordnung und die Stabilitdtseigenschaften des Ver-
fahrens ode23s untersuchen.

Satz 9.4 Das Rosenbrock-Verfahren ode23s ist ein Verfahren zweiter Ordnung.

Beweis. Wir beginnen mit der folgenden Beobachtung: Fiir 0 < h < 1/(2a||J]|2) ist die
s x s-Matrix I — ah.J invertierbar, und fiir eine allgemeine Gleichung (I — ahJ)k = f ergibt
sich wegen ||[(I — ahJ)k||2 > ||k||2 — ahl|J||2]|k]|2 > 1]|k]|2 unmittelbar die Abschitzung

]2 < 2] f]|2-

Aus der Definition von ky folgt daher durch rekursives Einsetzen
ki = f+ahJky = f+ahJ(f+ahJki) = f+ahJf+ O(h%), (9.4)

wobei wir wie schon frither das Argument y; von f wieder weggelassen haben; dies werden
wir im weiteren auch bei Ableitungen von f so halten. Mittels Taylorentwicklung ergibt sich
nun in entsprechender Weise

ky = flyi+hiki)—ahdky + ahJky
= f+ fyh ik — ahJky + ahJky + O(h?)
= [+ h(3fy—ad)k + ahJ(f +O(h)) + O(h?)
= [+ h(aJf+ (5 f,—al)k) + O(?).

Wieder unter Verwendung von (9.4) ergibt das schlieflich

Yir1 = Yi+hky = yi + hf + B*(af+ (3 f, —al)ki) + O(h?)
=y + hf + B2(aJf+ (L f, —ad)f) + O
= yi+ hf + W25 L f + OR).

Da die Differentialgleichung autonom ist, also f; = 0 gilt, ergibt ein Vergleich der obigen
Entwicklung mit der Taylorentwicklung (5.6) der exakten Ldsung eine Ubereinstimmung
bis auf den Term O(h?), d.h., das Rosenbrock-Verfahren ode23s ist ein Einschrittverfahren
zweiter Ordnung. O

Man beachte, dafl in diesem Beweis an keiner Stelle verwendet wurde, dafl J die exzakte
Ableitung f,(y;) ist. Mit anderen Worten: Das Verfahren ode23s ist selbst dann noch ein
Verfahren zweiter Ordnung, wenn .J nur eine N&dherung an f,(y;) darstellt (genau genommen
ist noch nicht einmal das notwendig). Es besteht also kein unmittelbarer Zwang, die exakte
Jacobi-Matrix in jedem Zeitschritt auszuwerten. Es reicht, J ab und an neu auszurechnen.

Das folgende Resultat zeigt, dafl ode23s selbst bei exakter Jacobi-Matrix J kein Verfahren
dritter Ordnung ist.
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Lemma 9.5 Fir J = f,(y;) hat die Stabilititsfunktion R(C) des Rosenbrock-
Verfahrens ode23s die Form

14 (1 - 2a)¢
(1 - a()?
Dabei ist weiterhin a = 1/(2 4 /2).

R(() = =14+ ¢+ 3¢+ G- +0(CY.

Beweis. Fiir die Testgleichung y' = Ay ist f(y;) = Ay; und J = f,(y;) = A. Fiir hinreichend
kleines & > 0 und y; = 1 ergibt sich somit

k1 =X/ (1 —ah)), ko = (/\(1 + h%kl) - ah/\kl)/(l — ah\).
Durch Finsetzen in y;41 = y; + hks = 1 4+ hky ergibt das mit ¢ = hA

o maRkG-9 L a0+ —a)
Yipr = 1+ 1—ah/\2 =1+ (1_(1()22

(+ (3 —2a)¢

DR L

= R(().

Somit folgt

(1-al)?+ ¢+ (2 -20)¢* 1+ (1-20)¢+ (a? — 20+ §)¢*
(1 —ag)? - (1= a)? '

Da a? — 2a + 1/2 = 0 fiir das gegebene a = 1/(2++v/2) = 1 — 1//2 folgt unmittelbar die
erste Behauptung.

R(¢) =

Durch Einsetzen der geometrischen Reihe ergibt sich die zweite Darstellung von R(():
R = (14+al+aC+a’¢C+0(¢h)* (14 (1 -2a)Q)
= (1+42aC +3a*C 4+ 4a°C + O(¢H) (1 + (1 = 2a)¢)
= 1+ (2a+1-2a)¢ + (3¢* +2a — 4a*)(* + (4a° + 3a® — 6a°)C° + O(¢Y)
= 14+ (20— a’)* + (3¢° = 24°)C% + O(CY).

Wie bereits oben festgestellt wurde, ist a® —2a+1/2 = 0, also 2a—a? = 1/2 und 3a%—2a° =
—2a(a*—2a+1/2)—a®+a = 1/2— a. Folglich ist auch die zweite Darstellung nachgewiesen.
a

Da 1/2 — a # 1/6 stimmen also offensichtlich nur die ersten drei Terme der Entwicklung
von R(¢) mit der entsprechenden Taylorentwicklung der Exponentialfunktion iiberein. Nach
Satz 6.4 kann ode23s also kein Verfahren dritter Ordnung sein.

Nun wenden wir uns der Stabilitit dieses Rosenbrock-Verfahrens zu.

Satz 9.6 Das Verfahren ode23s ist A-stabil, falls in jedem Zeitschritt die exakte Jacobi-
Matriz J = f,(y;) verwendet wird.
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Beweis. Wir miissen zeigen, daf§ |R(¢)| < 1 fiir alle ¢ € € mit Re ¢ < 0. Dazu betrachten
wir die Stabilitdtsfunktion auf der imagindren Achse, also R(it) mit ¢ € R. Dort gilt

i 20t 1+ (1-20)%2 14 (1 - 4a + 462)1?

R(it)|? = =
| ( )| ‘1 . iatrl (1—|—a2t2)2 1_|_2a2t2_|_a4t4

Wegen a = 1/(2 ++/2) ergibt sich 1 — 4a + 4a? = 2a? und folglich ist

1+ 2a%t? )
142022 4+ a¥t4 — 7

|R(it)|* = teR.

Da R lediglich eine Polstelle fiir ( = 1/a = 24+/2 besitzt und diese in der rechten Halbebene
liegt, ist R eine analytische Funktion iiber der linken Halbebene, die zudem fiir |(| — oo
gegen 0 strebt. Da R auf dem Rand dieser Halbebene (der imagindren Achse) durch 1

beschrankt ist, ist R nach dem Maximumprinzip (— Funktionentheorie) in der ganzen
linken Halbebene durch 1 beschriankt. Also ist ode23s nach Satz 6.5 A-stabil. O

Man beachte, daf dieses Resultat unter der Voraussetzung bewiesen wurde, dafl die Jacobi-
Matrix J in jedem Schritt exakt ausgerechnet wird. Mit anderen Worten: Eine inexakte
Jacobi-Matrix J beeinflufit nicht die Konvergenzordnung aber moglicherweise das Stabi-
litdtsverhalten von ode23s.

10 Schrittweitensteuerung

Fiir eine effiziente Implementierung der behandelten Einschrittverfahren ist es unerldflich,
sich iiber eine optimale Wahl der Schrittweite A Gedanken zu machen. Aus Kostengriinden
sollte h natiirlich so grofi wie moglich sein: Je gréfier A ist, desto weniger Zeitschritte sind
nétig, um ein Zeitintervall [0,7] vollstindig zu durchlaufen. Andererseits ist der Fehler
y; —y(t;) im Intervall [0, 7] bei einem Verfahren der Ordnung ¢ nach Satz 5.7 von der Grofle
O(h?), also an die Grofle von h gekoppelt. Allerdings ist dies nicht die gesamte Wahrheit:
Beispielsweise haben wir fiir das implizite Euler-Verfahren in Korollar 4.3 gesehen, daf} die
Konstante in dieser O-Abschidtzung sehr klein sein kann, und zwar in Abhingigkeit von dem
lokalen Verhalten der rechten Seite f. In solchen Situationen kann dann A natiirlich gréfler
gewdhlt werden, ohne eine vorgegebene Genauigkeit der Ndherungslésung zu verletzen. Ent-
sprechende Beobachtungen haben wir auch bei dem numerischen Beispiel 7.2 mit dem Code
ode23s gemacht.

Damit entsteht fiir einen praktischen Code die Notwendigkeit, den Fehler der aktuellen
Approximation zu schitzen, um ggf. Korrekturen an der Schrittweite vornehmen zu kénnen
oder gar um eine Ndherung wegen mangelnder Genauigkeit zu verwerfen.

Solche Fehlerschétzer beruhen zumeist auf dem Ergebnis eines zweiten Verfahrens (Kon-
trollverfahrens). Das Kontrollverfahren ist in der Regel ein Verfahren héherer Ordnung mit
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vergleichbaren (oder besseren) Stabilitdtseigenschaften. Wir bezeichnen mit g; die Ndherun-
gen des Kontrollverfahrens, wihrend y; weiterhin die Ndherungen des Ausgangsverfahrens
sind. Aufgrund dieser Konstruktion erwarten wir ||g; — y(t;)||2 < ||yi — y(ti)|| 2, und mit der
Dreiecksungleichung folgt daraus, daf§

O = lyi = Gill2 s llyi = y@lle £ 19 =yl & v — y(t)l]2 (10.1)

ein plausibler Fehlerschitzer ist.

Natiirlich sollte das Kontrollverfahren nicht die Kosten des Codes in die Hhe treiben. Aller-
dings kann ein Code auch nicht billiger sein als die Implementierung des Kontrollverfahrens
alleine. Daher verwendet man meist Verfahren, die die selben Stufen f(z; + ¢;h,n;) (bzw.
k; im Rosenbrock-Fall) verwenden. Auf diese Weise erspart man sich zusitzliche Funktions-
auswertungen. Fiir Runge-Kutta Verfahren ergibt sich also das folgende Schema:

yirr = yi+h Y bif(ti+cih,ng),
i=1 (10.2)
Jior = yi+th Y bif(ti+cihmg),

J=1

wobei die Stufen f(¢; + ¢;h, n;) wie in (5.3) berechnet werden, also

nj = Y+ hz ajef(ti + cxhy i) -
k=1

Man spricht bei einer solchen Konstruktion auch von eingebetteten Runge-Kutta Ver-
fahren.

Fiir die Schrittweitensteuerung mufl der Benutzer eine Fehlertoleranz ¢ > 0 vorgeben, und
die Schrittweite wird dann so eingestellt, daf§ in jedem Schritt die Ungleichung §; < ¢
erfiillt ist. Dabel ist wie zuvor &; = ||y; — ;]|2 der jeweilige Fehlerschdtzwert (10.1). st
die Testungleichung 6;4+1 < € im (¢ + 1)-ten Schritt erfiillt, dann wird die Ndherung y;14
akzeptiert (manche Implementierungen bevorzugen die vermeintlich bessere Approximation
Ui+1) und gef. die Schrittweite h fiir den ndchsten Schritt modifiziert; ist die Testungleichung
hingegen verletzt, dann mufl der (i + 1)-te Zeitschritt mit einer entsprechend kleineren
Schrittweite wiederholt werden.

Die Modifikation der Schrittweite folgt in beiden Féllen nach dem gleichen Muster. Nehmen
wir an, das Ausgangsverfahren habe die Ordnung ¢ und das Kontrollverfahren die Ordnung
¢+ 1. Dann hat der lokale Fehler der beiden Verfahren (also der Fehler, der im (7 + 1)-ten
Schritt entsteht, falls (¢;, y;) auf der exakten Losungskurve liegt) asymptotisch die Form

yirr = Yltivr) = W i + O 0 i = y(tipn) = O(KTF7)
mit einem (i.A. unbekannten) w;y; € R?, so daf
divr = llyir = Gisallz = 1B wiss + O(RT*2)[2 & 7T wigal2 -
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Mit Schrittweite & anstelle von h wiirde sich entsprechend
Bt fwigalls = (h/B) B wialls & (h/B)" 6
niherungsweise als Fehler ergeben. Folglich ist

h=r1(z—)"""h (10.3)
1+1
mit 7 = 1 die gréfite Schrittweite, fiir die noch ||yi41 —Ji41]|2 < € gilt. In diesem Sinne liefert
h einen optimalen KompromiB aus Genauigkeit und (zukiinftigem) Rechenaufwand. Daher
ersetzt man die alte Schrittweite i durch h, wobei der Toleranzparameter 7 in (10.3) in der
Praxis meist ein wenig kleiner als 1 gewdhlt wird, etwa 7 = 0.8 oder 0.9. Ein praktischer
Code konnte also wie folgt aussehen:

Algorithmus 10.1 (Schrittweitensteuerung)
g und ¢+ 1 seien die Ordnungen der beiden Verfahren; € sei die Fehlertoleranz; 7 € [0.8,0.9]

Wihle eine Startschrittweite A > 0 und setze § := ¢

for +=0,... do

e repeat
setze h = 7(6/5)1/(q+1)h
berechne y;41 und g;41 aus (10.2)

until 0 == ||yiy1 — it < €

until ;49 > T

Bemerkungen. Da der obige Algorithmus auf einer Schitzung des lokalen Fehlers beruht,
wird die Fehlerfortpflanzung bei dieser Vorgehensweise nicht beriicksichtigt. Dies bedeutet,
dafl das Einschrittverfahren durchaus am Intervallende T einen Fehler oberhalb der vorge-
gebenen Fehlertoleranz haben kann. Eine gute Faustregel ist etwa der Schitzwert T'e fiir den
maximalen Fehler in dem gesamten Integrationsintervall. Dies sollte vom Anwender immer
beriicksichtigt werden.

Im Zusammenhang mit Rosenbrock-Verfahren bedeutet eine Schrittweitendnderung auch
immer, daf sich die Matrix I — ah.J dndert, selbst wenn die alte Naherung J von f,(¢;, y;)
weiter benutzt werden soll. In dem Fall mufl im zweiten Schritt von Algorithmus 9.2 eine neue
L R-Zerlegung berechnet werden. Um diese Berechnung zu sparen, wird man bei Rosenbrock-
Verfahren die Schrittweite nur dann modifizieren, wenn J ohnehin neu berechnet wird oder
wenn die Fehlertoleranz e deutlich unter- oder {iberschritten wird.

Die meisten Runge-Kutta Verfahren sind derart konstruiert, daff ihre Ordnung angesichts der
Anzahl an Stufen f(t;+c;h, n;) groBtmoglich ist. Dies bedeutet, daff das Kontrollverfahren —
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welches ja die gleichen Stufen verwenden soll, vgl. (10.2) — in der Regel nur dann eine gréfiere
Ordnung haben kann, wenn es zusdtzliche Stufen verwendet. Zusdtzliche Stufen bedeuten
aber zusitzliche Funktionsauswertungen, also zusitzlichen Aufwand.

Einen Ausweg aus diesem Problem bietet der sogenannte Fehlberg-Trick: Fehlberg hat
vorgeschlagen, als zusdtzliche Stufe die erste Stufe des folgenden Zeitschritts zu verwenden
(meist ist das die Stufe f(ti41,vi+1) = f(t; + h,yit1), wobei h noch die alte Schrittweite
ist). Man beachte, daB diese Stufe bei einem erfolgreichen Zeitschritt ohnehin berechnet
wird; lediglich in dem Fall, da3 die Berechnung von y;11 mit kleinerer Schrittweite wie-
derholt werden muf (d.h., in einem gescheiterten Zeitschritt) fithrt der Fehlberg-Trick zu
einem zusitzlichen Aufwand. Ublicherweise ist allerdings die iiberwiegende Mehrheit der
Zeitschritte erfolgreich, so dafl mit dieser Technik das Kontrollverfahren lediglich einen ver-
nachlidssigbaren zusitzlichen Aufwand mit sich bringt.

Beispiel 10.2 (klassisches Runge-Kutta Verfahren) Das klassische Runge-Kutta Ver-
fahren der Ordnung 4 aus Beispiel 5.5 ist durch das Tableau

0
1/2|1/2
c| A
T - /2] 0 1/2

1o o 1
|1/6 1/3 1/3 1/6

gegeben; um den Aufwand fiir dieses Beispiel nicht zu hoch zu treiben, wihlen wir dieses
Verfahren als Kontrollverfahren und suchen nun ein eingebettetes Verfahren dritter Ordnung,
das mit den selben Stufen auskommt. Nach Satz 5.4 miissen die Gewichte b;, j =1,...,4,
neben der grundlegenden Gleichung 2?21 b; = 1 aus (5.1) noch die drei Gleichungen

4 4 1 4 4 1
Zb]‘C] = 5 s : b]C? = § s ijzajkck = 6
j=1 j=1 j=1 k=1
erfiillen, also das folgende Gleichungssystem l6sen:
1 1 1 1 by 1
0 1/2 1/2 1 by | | 1/2
0 1/4 1/4 1 bs | | 1/3
0 0 1/4 1/2 by 1/6

Man sieht sofort, dafi die Matrix nicht singulér ist und das Gleichungssystem daher nur
eine Losung hat, ndmlich gerade die Gewichte des klassischen Runge-Kutta Verfahrens. Mit
anderen Worten: Es gibt kein eingebettetes Einschrittverfahren dritter Ordnung — aufler
dem Kontrollverfahren selber.

Auch hier liefert der Fehlberg-Trick einen Ausweg: Wir fiigen kiinstlich die fiinfte Stufe

1 0 in das Runge-Kutta Tableau ein,

L 111
6 336
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4
N5 = Yir1 = yi + hzbjf(ti + ¢;h, n;) -

i=1

und die Ordnungsbedingungen fiihren dann in entsprechender Weise auf das 4 x 5 Glei-
chungssystem

1 1 1 1 1 lb” 1

0 1/2 1/2 1 1 b2 12
0 1/4 1/4 1 1 b3 1/3
0 0 1/4 1/2 1/2 b;‘ 1/6

fiir die Gewichte b;, j = 1,...,5. Der Rang dieser Matrix bleibt natiirlich 4 (es wurde ja
nur eine neue Spalte hinten angefiigt) und die Koeffizienten b = 1/6, by = 1/3, by = 1/3,
by = 1/6 und bs = 0 des klassischen Runge-Kutta Verfahrens bilden eine spezielle Lésung des
Gleichungssystems. Alle anderen Lésungen ergeben sich durch Addition eines nichttrivialen
Vertreters aus dem Nullraum dieser Matrix, wobei man sofort erkennt, dafl dieser Nullraum
durch den Vektor [0,0,0,1, —1]7 aufgespannt wird.

Ein moglicher Ansatz ist also
b=1[1/6,1/3,1/3,0,1/6]",  b=1[1/6,1/3,1/3,1/6,0] .

Der Fehlerschétzer (10.1) macht natiirlich nur dann Sinn, wenn das eingebettete Verfahren
selber kein Verfahren vierter Ordnung ist! Dies ergibt sich mit einer etwas aufwendigeren
Rechnung analog zu Beispiel 6.3 (— Ubung), indem man zeigt, daf die Stabilititsfunktion
durch

R(C) = 1+¢7(I-¢A)™1
1
L+¢/2
= 1+ C[1/6,1/3,1/3,0,1/6] | 1+¢/2+ (/4
1+C¢+¢%/24¢%/4
T4+ CHC/24+C3/64¢1/24

= L0+ 50+ 3¢+
gegeben ist. Da der Koeffizient vor ¢* nicht der Koeffizient 1/24 der Exponentialreihe ist,

hat das eingebettete Runge-Kutta Verfahren nach Satz 6.4 bestenfalls dritte Ordnung. Aus
(10.1) ergibt sich schlieflich der folgende Fehlerschitzer:

. h .
Siv1 = [Wig1 — Tigll2 = 5 | f(t + Ry Gigr) — fE+ Byma)|2 -

Als zweites Beispiel betrachten wir den Rosenbrock-Code ode23s aus MATLAB.
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Beispiel 10.3 (ode23s) In ode23s ist als Kontrollverfahren ein Verfahren dritter Ordnung
implementiert, das ebenfalls den Fehlberg-Trick verwendet, also eine kiinstliche dritte Stufe
einfiihrt. Im autonomen Fall geniigen diese drei Stufen von ode23s der Rekursion

(I —ahdYker = fly),
(I —ahd)ka = f(yi+hiki) —ahJky,
(I — ahJ)k:g = f(yz + hkg) — d371h¢]k1 — d372h¢]k2

mit a = 1/(24+v/2), dz1 = —(4+v/2)/(2+/2) und dz 5 = (6 +v/2)/(2++/2). Wie zuvor ist
dann y;41 = y; + hky die berechnete Niherung fiir y(¢;41). Das zugehorige Kontrollverfahren
ist durch

) h
Yiv1 =Y + 3 (k1 + 4ks + ks)

gegeben. Fiir unsere Analyse nehmen wir im weiteren vereinfachend an, dafl J die exakte
Jacobi-Matrix f,(y;) ist. Selbst wenn J nicht exakt ist, bleibt das Kontrollverfahren jedoch
ein Verfahren dritter Ordnung.

Wie im Beweis von Satz 9.4 erhalten wir aus (9.4)
ky = f+ahfyky = [+ ahfyf+a*h* £} f + O(h%)
und entsprechend (unter Beriicksichtigung, daf§ f von ¢ unabhéngig sein soll)
ky = fAh3fyk+ B 5k fyky — ahfyky + ahfyka + O(h°)

= f-|-h%fy(f—|—ahfyf)—|—h2§f*fyyf—ahfy(f—|—ahfyf)+ahfyk2—|—0(h3)

= [Hh3f(f+ahfyf)+ W5 f* fyyf — ahfy(f + ahf,[)
+ahf,(f +hLf,f —ahf,f + ahf k) + O(h%)
= O(h?)

= [ hE—ata)ff + BPGaf;f+ 5l = P+ 5aff) + O0)
= [+ hgfyf + WP ((a—a) [+ 5 ) + O(R7).

SchlieBlich ist

ks = f+hfyka+ hQ%k§fyyk2 — d3 hf ki — daghf ke + ahf,ks + O(R?)

= [HRf(F+h5ff) + RS fou f — daahfy(f + abfy f) = daoh fy(f + 1% f f)
+ ah f ks + O(h?)

= f + h(l - d371 - d372)fyf + h2<(% - d3,la - %dB,Z)f;f + %f*fyyf)
+ahf ks + O(R%).
Damit ergibt sich durch rekursives Einsetzen
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ks = [+ h(l—dsi—ds2)fyf + h2((% —d31a — %d:a,z)f;f + %f*fyyf>
+ahf, (f + (1 —dsy —dsg) fyf+ ahfykg) + O(h3)

= [+ h(l-dsi—dsz+a)f,f

+h*((5 = 2d3pa — d3ga — Jdso+ a) f) f+ 5 F fuu f) + BPa® flks + O(h)
= f+h(l—-dsy—dsa+a)fyf
+h*((3 = 2dspa — dspa — Sdsg+a+ a®) f2f+ 3 ff) + O(h7).

Da dz 1 4 d32 = 2a und % —dzja— %d372 +a=2a? (nachrechnen !), vereinfacht sich dies zu
b = J B = @)y B3~ dsia — dsa b a— o) 27+ 577 )+ O
= fH+hl—-a)ff+ h2<a2fy2f+ %f*fyyf) + O(h?))-

Somit ergibt sich
. h
Yit1 = Y+ E(kl + 4ky + k3)

S %(6f—|—h(a—|—2—|—1—a)fyf—|—h2(a2—|—4a—4a2—|—a2)fy2f—|—h2f*fyyf)
+0O(R).
Da 4a — 2a? = 1 folgt schlieBlich
st = yi + B + RS F 4 SRS+ [ hf) + O(R?),

und dies ist in der Tat die notwendige Potenzreihenentwicklung (5.6) fiir ein Verfahren
dritter Ordnung (bei autonomer rechter Seite f).

Rosenbrock-Verfahren sollten neben einem Fehlerschitzer, der {iber die ndchste Schrittweite
entscheidet auch noch iiber einen Test verfiigen, wann die Jacobi-Matrix J neu berechnet
werden soll. In der Regel ist dies nicht nach jedem Zeitschritt erforderlich.

Nehmen wir an, das Rosenbrock-Verfahren hat die Ordnung ¢ und das Kontrollverfahren fiir
den Fehlerschitzer hat die Ordnung ¢+ 1, unabh&ngig von der Wahl von J — wie bei ode23s.
Die Kontrolle iiber die Jacobi-Matrix kénnte nun anhand eines zweiten eingebetteten Ver-
fahrens mit Ndherungen g; erfolgen, das nur mit exakter Jacobi-Matrix die Ordnung ¢ 4 1
hat. Hiufig ist es dann so, daf} ein solches Verfahren zumindest noch die Ordnung ¢ hat,
wenn nidherungsweise J = f, (¢;, y;) + O(h) gilt, also etwa, wenn .J die exakte Jacobi-Matrix
des vorigen Zeitschritts ist. Ist auch diese Eigenschaft verletzt, ist die Ordnung in der Regel
kleiner als g.

Bei exakter Jacobi-Matrix erwartet man daher ||g; — 95| < ||yi — 3i]|. Bei darauffolgenden
Zeitschritten gilt wenigstens noch J = f, +O(h) und es ergibt sich ||g; — ;]| = ||y; — 9:|| bis
irgendwann ||7; — || > ||lyi — 9| Daher liegt es nahe, die Jacobi-Matrix in dem Moment
neu zu berechnen, in dem ||g; — ;|| > ||lyi — gi| wird.
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II. Fouriertransformation

11 Innenproduktridume und Orthogonalbasen

In den ndchsten beiden Kapiteln dieser Vorlesung interessieren wir uns fiir Funktionenrdume
(Vektorrdume) und geeignete Basen in diesen RAumen, beziiglich der wir eine gegebene
Funktion f effizient darstellen kénnen.

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der Orthogonalitit.

Definition 11.1 Fine Abbildung {-,-): X X X — C in einem Vektorraum X tber C heifit
Innenprodukt oder auch Skalarprodukt, falls

@ (o)=L ) VfgeX,
(21) (af + Bg,hy = o(f, h) + 3{g, h) Vfg,heX, Va,6eC,
(i) ([ /)>0 VfeX\{0}.

Wegen (i) gilt eine entsprechende Linearitdtsbedingung (ii) auch fiir das zweite Argument;
hier treten dann hingegen die Koeffizienten komplex konjugiert auf. Man nennt eine Abbil-
dung (-, -), die (i) und (ii) erfiillt, daher auch hermitesche Bilinearform. (iii) bezeichnet

man als Definitheit. Wegen (ii) (mit 8 = 0, h = af) ist (o f, af) = |a|*(f, [); speziell fiir
a = 0 ergibt sich (0,0) = 0.

Proposition 11.2 Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung
Lol < () (g.9)-

Beweis. Ubung. O

Definition und Satz 11.3 Ein Innenprodukt {-,-) : X x X — R induziert eine Norm in
X, die wegen (iii) in Definition 11.1 wohldefiniert ist:

I£1] = (F, FYM2
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Beweis. Ubung,. O

Beispiele.
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™ (m,n € N):

Im Raum X der komplexwertigen m X n-Matrizen ist das bekannteste Skalarprodukt
mit der Frobeniusnorm assoziiert:

((A,B)) = Spur(B*A) = Y > aibi; .
=1 j=1
L2(I) (I ein reelles Intervall) :

Sei X der Raum aller komplexwertigen Funktionen f:[I — C, deren Betrag quadra-
tisch integrierbar ist. In X ist dann das folgende Skalarprodukt mit der entsprechenden
Norm wohldefiniert:

(e = [SOa0d, Wl = ([ 170P@)"

Der Raum X, versehen mit diesem Innenprodukt, heifit £2(7).

HY(I) (I=]a,b]C R):

X bezeichne den Raum aller komplexwertigen Funktionen F' € £2(I) mit der folgenden
Eigenschaft:

3f e £ : F(m):F(a)—l—/xf(t)dt.

Ist f € £L%(I) in dieser Weise mit F' € X assoziiert und g € £*(I) in entsprechender
Weise mit G € X, dann ist

b b
(F,GYg(ry = / F(t)G(t)dt + / f(g(t)dt,
b b 1/2
1Fly = ([ 1roras [popa)”,

ein Innenprodukt in X mit zugehériger Norm. Dieser Raum ist der H'([a, b]). f wird
schwache Ableitung von F' genannt und mit F’ bezeichnet. Fiir differenzierbare
Funktionen stimmt die schwache Ableitung nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung mit der klassischen Ableitung iiberein.

H'([a,b]) enthilt insbesondere alle linearen Splines iiber [a,b]. Zum Beweis dieser
Behauptung reicht es, fiir eine Hutfunktion ¥ = B mit



(x — o)/ (21 — 20) o< x <21,
B(z) = (x —22)/ (21 — 22) 1 << 29,
0 sonst

(zg < 21 < z3) die schwache Ableitung anzugeben: sie lautet

1/($1—$0) o< <2,
flx) = —1/(z2 — 21) r <x< w9,
0 x < xyg oder x> xo.

Die Werte f(z;), ¢ =0,1,2, kénnen beliebig festgelegt werden.

Beachte: {f, g f () dt ist kein Innenprodukt in C''([a,b]). Dagegen ist es
ein Innenprodukt auf den Tellraumen

X1 = {feCN[a,8]) : fla) = F(b) =0} C C'([a,]),
b
Xo = (feCi(at): [ fle)di=0) € C'([ab).

Seien z; paarweise verschiedene reelle und w; beliebige positive Zahlen, ¢ = 0,...,n.
Durch

= wif(s
=0

wird ein diskretes Innenprodukt im Raum I/, aller (komplexen) Polynome vom
Grad kleiner oder gleich n definiert.

Definition 11.4 FEine Basis {¢;}"_, des endlichdimensionalen Teilraums X,, C X heifit
Orthogonalbasis, falls

Ist zudem ||</5Z||2 ={(¢i, iy =1 (i =1,...,n), dann heifit {¢;} Orthonormalbasis.

Beispiel 11.5 Die Legendre-Polynome

~ V2k+1 d

Py(z) = T 4ok M1 —a)k}, 0<k<n,

bilden eine Orthonormalbasis beziiglich £2(0,1) im Raum I, aller Polynome vom Grad
kleiner oder gleich n.

Hat man erst einmal eine Orthonormalbasis eines endlichdimensionalen Teilraums X,, C X
zur Verfiigung, dann gelten folgende Resultate.

Satz 11.6 Sei {¢;}"_, eine Orthonormalbasis von X, C X. Dann gilt
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(a) fE€Xn = [=) {f, 061,
=1

(b) feX, = IfIP=D_f.40]>  (Pythagoras),
=1

n

) f€X, = fu= Z(f, ¢y, ist die Bestapprozimation an f aus X, d.h.

=1
||f - fn” < ||f_g|| ffi?‘ alle g e Xn\{fn}7

n

(d) Z|<f7 o> < |IfII° fiir alle f € X (Besselsche Ungleichung) .

=1

Beweis. (a) Nach Voraussetzung gilt f =", a;¢; fiir gewisse o; € C. Also folgt

fv(b] Zaz(bzv(b] = Zaz<¢u¢]> =«
=1

(b) Aus (a) folgt
1711 Zazqz,z%@ = > > (e ¢;)
=1 j=1
= X:IOHI2 = Z|<f7¢i>|2

If =D dig||* = <f_20~4i¢i7f— Z@j¢j>
=1
= I —ZQRe @i f) +ZZO¢Z% i, 45)

—Olz =1 j=1
= [If1* —2ZRe <o~qa—i>+2|oz|2
=1 =1

Durch quadratische Ergdnzung ergibt sich

1F = el = A2 = aal? + > e — aif?,
und hieraus folgt sofort die Behauptung.

(d) Fiir f € X, klar wegen (b). Fiir f € X\ X,, gilt nach (11.1) mit o; = ([, ;)
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n

0 < [If=> ol = AP =D leil® = [III? Z| fro0l?
=1

=1

Dieser Satz macht klar, warum Orthogonalitét in der Numerik so wichtig ist: Man hat einer-
seits einfache Basisdarstellungen und kann andererseits unmittelbar die Bestapproximation
an eine vorgegebene Funktion berechnen.

12 Trigonometrische Polynome

Definition 12.1 Sei 7, := span{e"*’ : —n <k < n}. Fin Element t € T,,,
n .
=) e, e, (12.1)
k=—n
heifit trigonometrisches Polynom vom Grad n.

Wegen ihrer Periodizitit verwendet man trigonometrische Polynome vor allem zur Appro-
ximation periodischer Funktionen. Periodische Funktionen treten in Anwendungen bei-
spielsweise im Zusammenhang mit Funktionen iiber geschlossenen Kurven auf.

Bemerkung. Falls ap = a_j fiir alle kK = 0,...,n, dann hat ¢ iiber R nur reelle Werte und
kann zudem rein reell dargestellt werden,

0 § :
> + ;(ak cos k6 + by sin k@) ,

to) =
mit ag = 29 und
ar =2Reay, by=-2Imaoyg, k=1,...,n.
Man spricht in diesem Fall von einem reellen trigonometrischen Polynom vom Grad

n.

Wir wollen nun eine gegebene Funktion f iiber [0,27] durch trigonometrische Polynome
approximieren. Aufgrund der Voriiberlegungen aus Paragraph 11 bietet sich dabei die £%-
Norm als “Giitemafl” an:

Satz 12.2 Die Funktionen
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1.
—— k=-n,...,n, (12.2)

V2r

bilden eine Orthonormalbasis beziiglich L2(0,2x) von T,. Die L%(0,27)-Bestapprozimation
an f aus T, hat daher die Form (12.1) mit

1 2

op=— | f(@e*do,  k=-n,...,n. (12.3)
27 Jo

Beweis. Fiir —n < 5,k < n gilt

Lo L e 1 /27r k0 _—ij0
7 7 - 7 39 Jp
‘= m) T

1 27
— [ a4 =1, k=3,

_ 2m Jo

- 1 1 27
— =087 = k4.
or ik —j) 0 ’ 7

Die Form der Bestapproximation ergibt sich daher durch Anwendung von Satz 11.6 (¢). O

Man beachte, dafi die Koeffizenten «y nicht von n abhidngen. Es bietet sich daher an, den
Grenziibergang n — oo zu betrachten und zu fragen, in welchem Sinn

FO) ~> " are™ (12.4)
k=0

Giiltigkeit hat. Die rechte Seite von (12.4) bezeichnet man als formale Fourierreihe von
f; die Untersuchung ihrer Konvergenzeigenschaften ist Gegenstand der Fourieranalyse.
Hier wollen wir zundchst nur drei wichtige Resultate zitieren:

e Ist f € L%(0,27) in einer Umgebung von & € (0, 27) von beschrinkter Variation, dann
konvergiert die Fourierreihe gegen % (f(z+) + f(z—)) an der Stelle z; fiir 2 = 0 und
@ = 2~ gilt ein entsprechendes Resultat mit Grenzwert 1 (f(04)+ f(27—)) (Heuser I,
Satz 136.1).

e Ist f stetig und 27-periodisch, sowie t,, € 7, die n-te Partialsumme der Fourierreihe
von f, dann gilt

1 N
lim — ) t, = f,
gleichmé&Big in [0, 2x] (Satz von Fejér, vgl. Heuser II, Satz 139.5).

o Ist f zudem stiickweise stetig differenzierbar, dann konvergiert auch die Fourierreihe
selber gleichméBig gegen f (Heuser II, Satz 137.2).
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Wie beweisen folgenden Zusammenhang zwischen der £2-Norm von f und seinen Fourier-
koeffizenten:

Proposition 12.3 Sei f € £2(0,27) mit der formalen Fourierrethe (12.4).

(a) Dann gilt immer

o0

1
> lanl® < Iz 02m) - (12.5)

k=—cc
(b) Konvergiert zudem die Fourierreihe von f gleichmdfig in [0,27], dann gilt Gleichheit
in (12.5).

Beweis. (a) Die Entwicklungskoeffizenten von f beziiglich der Orthonormalbasis (12.2) lau-
ten V27 ay, fiir —n < k < n. Nach der Besselschen Ungleichung, Satz 11.6 (d), gilt daher

27 Z |04k|2 < ||f||22(0,27r)'

k=—n

Da die Fourierkoeffizenten nicht von n abhéngen, folgt (12.5).

(b) Im Falle gleichmiBiger Konvergenz der Fourierreihe gilt

" 2
E age®? ‘ dz .
k=—n

Wegen der Orthogonalitit der Basisfunktionen von 7, ergibt das Integral auf der rechten
Seite > 7__ 27 |ak|?, und wegen (12.5) konvergiert dies fiir n — oo gegen die unendliche
Reihe, also gilt

2
n—oo [q

/27r |f(z)]*dz = lim
0

2
1A IZ202m) = 27 > leul®.

k=—0c0

Bemerkung 12.4 Es sei an dieser Stelle festgehalten, daB fiir jede Funktion f € £%(0,2n)
Gleichheit in (12.5) gilt, und £2-Funktionen gerade dadurch charakterisiert sind, daf§ die
Reihe auf der linken Seite von (12.5) konvergiert. Allerdings konnen wir das mit unse-
ren derzeitigen Hilfsmitteln nicht beweisen (und zudem ist das ohnehin eine Aufgabe der
Vorlesung Funktionalanalysis). Wir werden dennoch im weiteren £*-Funktionen mit ihren
formalen Potenzreihen identifizieren und umgekehrt.

Beispiel 12.5 Als Beispiel betrachten wir die charakteristische Funktion x|, ;) eines Inter-
valls (a,b) C (0,27). Wir setzen ¢ = (¢ +b)/2 und d = (b — a)/2 < 7. GemidB (12.3) gilt

dann fiir die Fourierkoeffizienten die Formel
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1 [
o) = /e—““@do, ke.

27
Also ist a9 = (b— a)/(27) = d/m und fiir k # 0 ergibt sich
_ 1 1 —tké b _ 1 —tke { ,—tkd tkd
= 21—k ‘ o 2kmi ‘ <€ ‘ )
1 :
= - ,e_lkc(coskd—isinkd—coskd—isinkd)
2kmt
_ 1 o—ike 51D kd ‘
7 k
Somit hat die formale Fourierreihe von x[, ;) die Gestalt
d 1 o~ _g.sinkd ;4
X (0) ~ — 4 — D e —
|k|=1
_ g + l sin kd (ezk(ﬁ—c) + e—zk(@—c))
7 7 k

2|

+ %Z% sin kd cos k(0 —¢) .

Bezeichnen wir mit ¢, die Bestapproximation aus 7, an x[,3], dann gilt fiir den Fehler
X[a,b] — tn gemidll Proposition 12.3

2 S 2 2 o~ sin?kd
||X[a,b] - tn||£2(072ﬂ.) > 27 Z ap = - Z ol
|k|=n+1 |k|=n+1

Da d < 7 ist, verhilt sich die Summe auf der rechten Seite wie

i k=2 ~ /Oot—th ~ n7t,

|k|l=n+1 "

also ist

XG0 = tall 20,2y 2 7 '/2 (12.6)

Im Hinblick auf Bemerkung 12.4 kann dabei 2> in (12.6) auch durch ~ ersetzt werden.

Abbildung 12.1 erldutert exemplarisch das Konvergenzverhalten dieser Fourierreihe. Darge-
stellt sind die drei Partialsummen fiir |k| < n mit n = 8,16 und 128.

13 Sobolevraume

In Abschnitt 11 haben wir den Raum H'([0,27]) eingefiihrt. Wir wollen uns im folgenden
auf die Teilmenge H1([0,2#]) der periodischen Funktionen in H!([0,2x]) beschrinken.
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1.4

Fig.12.1. Konvergenz der Fourierreihe der charakteristischen Funktion

Zu einer Funktion f € H1([0,27]) gibt es nach Voraussetzung eine Funktion
PO~ Y me wmit jO) =50+ [ Fad (13.1)
k=—cc 0

Wegen der 27-Periodizitéit von f kommen dabei nicht alle méglichen £2?(0,27)-Funktionen
f" in Frage, denn es muf

2m
JO) = J@m) =0+ | f() di
gelten; folglich ist
1 2 ,
Bo = 7 s f(0)de=0. (13.2)

Ausgehend von (13.1) bietet es sich an, die Fourierreihe von f durch gliedweise Integration
der Fourierreihe von f’ zu bestimmen. Zunichst ist diese Vorgehensweise jedoch in keinster
Weise gerechtfertigt, da die Konvergenzeigenschaften der beiden Fourierreihen nicht gekl&rt
sind. Dennoch fiihrt dieser Ansatz zum Ziel, wie das folgende Resultat bestitigt.

Lemma 13.1 Sei f € HL([0,2r]) wie oben definiert. Dann sind fir k # 0 die Fourierkoef-
fizienten von f durch ay = B/ (ik) gegeben.
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Beweis. Nach Satz 12.2 berechnen sich die Fourierkoeflizienten von f nach der Formel

1 27 )
— / f(@)e=* 0 qp .
T Jo

Durch Einsetzen von (13.1) ergibt sich (fiir k& # 0)

1

@ = o O%(f(())—l-/oef’(t) dt)e‘ide

2m ) 1 2m 2m )
_ [0 / e do + — / J'(t) / e dg di
27 Jo 27 Jo p

1 2

1 .
- ) —— —tké
27 Jo f()—ike

2
dt

27r f/(t)e—ikt dt)

Als Konsequenz aus diesem Hilfsatz erhalten wir

Satz 13.2 FEine Funktion f € L£%(0,27) mit f(8) ~ Y ape*® gehért genau dann zu
1[0, 271, fall

Z k2|04k|2 < 00.
k=—o00
In diesem Fuall ist

o0

1
> K Dlaw® = 1y -

k=—c0

Beweis. Die eine Beweisrichtung folgt unmittelbar aus dem vorangegangenen Lemma 13.1:
Fiir eine Funktion f € H1([0,2x]) sind ikay, die Fourierkoeffizienten der schwachen Ablei-
tung f € £2?(0,27); also konvergiert nach Proposition 12.3 die Reihe > 72 k*|ay]? und
wegen Bemerkung 12.4 ist

o0

1
Z (k2—|-1 |041g|2 Z k2|04k|2 + Z |04k|2 = o (Hf/H%?(o,zw) + ||f||22(0,27r)) .

k=—c0 k=—c0 k=—c0
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Konvergiert umgekehrt die Reihe > 72 k*|ay|?, dann definiert nach Bemerkung 12.4 die
formale Fourierreihe > 7% ikaye™™ eine Funktion f' € £2(0,2r), die nach Lemma 13.1
mit der schwachen Ableitung von f iibereinstimmt, da beide die gleiche Fourierreihe haben.

a

Beispiel 13.3 In Beispiel 12.5 haben wir die formale Fourierreihe der charakteristischen
Funktion eines Intervalls (a,b) C [0, 27] bestimmt. Demnach ist fiir 0 < ¢ < 21 < 22 <27

1 1
f) = _
f( ) T1 — o X|[l’07731] Tg — 1 X|[l’1,l’2]
N Z (L kel sin kd, B 1 o—ikes sin k‘dz) eike,
|kl=1 2d1ﬂ' k 2d2ﬂ' k

wobei ¢; = (20 + #1)/2, c2 = (21 + 22)/2, d1 = (21 — 20)/2 und dy = (x2 — z1)/2 die jewei-
ligen Intervallmittelpunkte, bzw. -radien sind. Nach Abschnitt 11 ist f gerade die schwache
Ableitung einer Hutfunktion B € H1([0,2r]), gegeben durch

(0 — z0)/ (21 — x0) x9 <0 < axy,
B) = < (0 —23)/(z1— 22) 1 <0 < a9,

0 sonst .
Folglich hat B nach Satz 13.2 die Fourierreihe

/1 : 1 : 1
B(8) ~ ag+ Z (m e~ gin kdy, — % e~the2 gin k‘dz)

ikl
|k|_1 7,]{‘_2 € . (133)

Dabei ist ag = 5= 027r B(8) df ebenfalls schnell ausgerechnet: ag = (dy + dz)/(27).

Ausgehend von Satz 13.2 kénnen wir nun eine ganze Reihe weiterer Funktionenrdume
einfiihren.

Definition und Satz 13.4 Sei s > 0: Der Sobolevraum H?([0,2r]) ist definiert als

H2([0,27]) := { f € £2(0,27), () ~ > one™ Y [k|*|an|* < o0}

k:—oo k:—OO

Haben f,g € H:([0,2x]) die formalen Fourierreihen Y ape™ und 3 Bre™®, dann definiert

<f79>H;;([0,27r]) =27 Z (|k|25 +1) axfy,

k=—cc

ein Innenprodukt in H2([0,2x]).

Beweis. Nachrechnen. O
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Eigenschaften:

e Fiir r > s > 0 gilt H([0,2x]) C HZ([0,2x]). Dies folgt unmittelbar aus der Definiti-
on 13.4 mit dem Majorantenkriterium.

e Fiir s > 1 ist insbesondere H([0,27]) C H!([0,2x]), und daher hat fiir s > 1 jede
Funktion f € HZ([0,27]) eine schwache Ableitung f’. Aus Lemma 13.1 folgt zudem
unmittelbar, dal f' € H:~([0,2x]) liegt. Insbesondere hat also eine Funktion f €
H?([0,27]), s € N, s schwache Ableitungen f/, f", f, ..., f&, mit £ e £2(0,2r).

Sobolevrdume sind aus der modernen angewandten und numerischen Mathematik kaum
mehr wegzudenken und haben inzwischen die ehemals dominierende Rolle der Funktio-
nenrdume C* (mit s € N) iibernommen. In beiden Fillen charakterisiert der Index s eine
gewisse “Glattheit” entsprechender Funktionen f € H? bzw. f € C?, die allerdings fiir die
beiden Funktionenrdume nicht {ibereinstimmt. So haben wir bereits festgehalten, dafi die 27-
periodischen Funktionen f € C''(R) immer auch zu H1([0,27]) gehdren, und entsprechend
gehoren die 27-periodischen Funktionen f € C*(R) mit s € N immer auch zu H3;([0, 27]).
Die Umkehrung ist allerdings falsch, wie das Beispiel der Hutfunktion belegt: Die Hutfunk-
tion B aus Beispiel 13.3 ist nicht stetig differenzierbar, gehért aber zu H1([0,27]); sie gehort
sogar zu HZ2([0,27]) fiir jedes s < 3/2, denn mit den Fourierkoeffizienten aus (13.3) gilt

o0

= s dy + dy o
S2 IMlonl? < G IR < oo
k=1

k=—c0

fiir s < 3/2.

Um ein Gefiihl fiir die “Glattheit” einer Funktion f € H2([0,2x]) zu bekommen, beweisen
wir abschlieBend noch die folgenden beiden Aussagen.

Satz 13.5 Fir s > 1/2 konvergiert die Fourierreihe einer Funktion f € HZ([0,2x])
gleichmdfig in [0,2x], d.h., alle Funktionen f € H:([0,2x]) sind stetig und 2w -periodisch.
Speziell fir s = 1 sind die Funktionen f € HL([0,2r]) sogar Hélder-stetig mit Hélder-
Ezponenten o = 1/2; genauer gilt

1£8) = FO1 < Il #raqgo,zn 16 — ¢, 0,t €[0,2x], fe HL[0,2x]).

Beweis. Die gleichm#fBige Konvergenz der Fourierreihe fiir eine Funktion f € H:([0,2x])
mit s > 1/2 folgt unmittelbar aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung: Es gilt ndmlich
fiir m > n

S lee = 3 (klerl) < (30 2) (3 lanl?)

|k|=n |k|=n |k|=n |k|=n

1

sl o\ 1/2
7 ||f||H;<[o,2ﬂ>(thk =),

IA
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und letzteres ist eine konvergente Majorante, gleichmifig fiir alle 8 € [0, 2x]. Daraus folgt
unmittelbar die erste Behauptung.

Fiir s = 1 ergibt sich (wiederum mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, diesmal aber
in £?) aus der urspriinglichen Definition einer Funktion f € H([0,2x]), daB

‘/té’ f(r) dr‘ < (/te d7)1/2(/t9 |f’(r)|2dr)1/2

10— 12 (| 1] 110,24 -

£(6) = F(1)]

IA

Beispiele. Die Schirfe dieses Satzes macht man sich unmittelbar an den folgenden beiden
Beispielen klar:

e Die charakteristische Funktion y eines Intervalls (a,b) C [0, 27] ist nicht stetig, gehort
aber nach Beispiel 12.5 und Definition 13.4 zu allen HZ([0,27])-Radumen mit s < 1/2.

e Die £2-Funktionen f, () = (6(2r —))” mit 0 < a < 1 haben in (0, 27) die klassische
Ableitung

F1(8) = 2a(6(27 — 6))*(x - 0) ;

Dabher gilt

1 1
/ |f2(8)]* do = 4042/ 0% (21 — 0)**%(r — 0)* d#,
0 0
und dieses uneigentliche Integral existiert lediglich fiir @ > 1/2. Mit anderen Worten:
fo gehért (nur) fiir o > 1/2 zu H1([0,27]). Man beachte, daff die Funktion f, wegen
ihres Verhaltens an der Stelle # = 0 lediglich Hoélder-stetig mit Holder-Exponenten o
ist. Fiir eine H1([0, 27])-Funktion kann also kein groBerer Hélder-Exponent als o = 1/2

garantiert werden.

Entsprechende Resultate gelten dann natiirlich auch fiir die schwachen Ableitungen von
Funktionen aus H2 ([0, 27]) mit groBeren s. Beispielsweise ist eine Funktion f € HZ([0,2x])
grundsitzlich stetig differenzierbar, und die (klassische) Ableitung f” ist zudem Holder-stetig
mit Exponenten o = 1/2.

14 Trigonometrische Interpolation

Wenden wir uns nun der numerischen Approximation einer Funktion f mittels trigonometri-
scher Polynome zu. Am naheliegendsten ist dabei der Zugang iiber die Bestapproximation
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beziiglich £2, also die Berechnung des Polynoms aus Satz 12.2. Leider kénnen die Fourier-
koeffizienten (12.3) in den seltensten Féllen analytisch berechnet werden. Zur numerischen
Approximation bietet sich die zusammengesetzte Trapezregel an: Dazu verwenden wir
die Werte f(#;) an N > 2n dquidistanten Stiitzstellen 6; = jh = 27j/N (mit h = 27/N
und 7 =0,...,N —1); wegen der Periodizitdt von f ergibt sich daraus die folgende Appro-
Ximation:

z

1
N
i

f(Hj)e_iMJ, k=-n,...,n. (14.1)

Oék%dk:

I
=]

Fiir die Trapezregel gibt es eine besondere Fehlerabschitzung fiir periodische Funktionen,
vgl. (14.2), die wesentlich besser ist als die iibliche Abschdtzung. lhren Beweis werden wir
am Ende dieses Abschnitts nachreichen.

Satz 14.1 Fiir jede Funktion g € H2(]0,2x]) mit s > 1/2 gilt

[ oo - 25 0

=0

< esllgll meo,2ey P (14.2)

mit h = 2n /N und einer positiven Konstanten cs, die nur von s abhdingt.

Besonders fiir glatte periodische Funktionen bilden die Koeffizenten é; aus (14.1) also sehr
gute Ndherungen fiir a. Wir studieren daher im weiteren die Niherungspolynome ¢, € 7,
mit n < N/2 gegeben durch

t(6) = Y are™,  n<N/2, (14.3a)
k=—n

bzw. t,(0) = Z ape™? n = N/2, N gerade, (14.3b)
k=1-n

Lemma 14.2 Wir betrachten das diskrete Innenprodukt

<<¢7 Qb>> = ¢(0U)¢(0V) 3 01/ = T (144)

Fir j, k € 7 ergibt sich

({0 R0y = { N, j—k=IN firenlel,

0, sonst;

insbesondere bilden also die Funktionen {*®/v/N : —N/2 < k < N/2} ein Orthonormal-
system beziiglich des diskreten Innenprodukts (14.4).
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Beweis. Seien j, k € 7 beliebig gew&hlt. Dann ist

N-1 N-1 N-1
150 k6 150, —ikl, __ W(j—k)w2n/N __ i(j—k)2m/N\V
((e", ey = Ze] e _Ze(] Jv2r/ _Z(e(] )2/)
v=0 v=0 v=0
N-1
PCa N, j—k=IN fiireinl€eZ,
= v=0
1— (] k)2m
=0, sonst .

1 — ¢t W(j—k)2r/N

Es ist zu beachten, dafi das in Lemma 14.2 genannte Orthonormalsystem immer genau N
Basisfunktionen enthilt, unabhingig davon, ob N gerade oder ungerade ist. Der ungew6hn-
liche Indexbereich fiir k in (14.3b) erklirt sich dadurch, da die Funktionen ¢ und e~
an den diskreten Punkten 6; iibereinstimmen und daher beziiglich des Innenprodukts (14.4)
nicht unterscheidbar sind. Mit anderen Worten: Fiir gerades N und n = N/2 ist (14.4) kein
Innenprodukt mehr iiber 7,.

Aus Lemma 14.2 erhalten wir nun sofort

Satz 14.3 Sein < N/2 und t,, wie in (14.3a) definiert. Dann gilt fiir jedes t € T, \ {t.}:

N-1 N-1
S0 = FO)]T < D[40 - £(0)] (14.5)

Beweis. Da n < N/2 ist, bilden also die Funktionen e*?//N eine Orthonormalbasis von
T, beziiglich (14.4). Wegen S22 M 6(8,) — £(8,)]2 = ((t — f,1 — f)) folgt die Aussage daher
aus Satz 11.6 (c) und der spemellen Definition (14.1) der &y in (14.3). g

Das Polynom ¢, ist also das trigonometrische Polynom vom Grad n, das die Funktions-
werte f(#;) an den Punkten 6;, j = 0,...,N — 1, am besten (im quadratischen Mittel)
approximiert. Besonders interessant ist der Fall N = 2n:

Korollar 14.4 Fir N = 2n interpoliert t,, aus (14.3b) die Funktion f in allen Knoten
0§=6;,7=0,.... N—1,dh {f—ty, f—t,))y=0.

Beweis. Nach Lemma 14.2 bilden die Funktionen

m(0) = —=e*, 1-n<k<n,

2l
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ein Orthonormalsystem beziiglich ((-,-)). Mit anderen Worten, die Vektoren t; =

[Tk(H')]N__l € CN, 1 —n < k < n, bilden eine Orthonormalbasis des €. Folglich gibt
i)l =0

es eine Linearkombination
N - N-1
t = Z apty = [f(ej)]jzo 5

also ein Element ¢ € 7, = span{e?*® : 1 —n < k < n} mit ({({ — f,1 — f)) = 0. Wie in
Satz 14.3 sieht man, daf ¢,, aus (14.3b) die Bestapproximation von f aus 7, beziiglich (14.5)
ist. Daher muf} { = ¢,, sein. O

Das Polynom aus Korollar 14.4 ist das trigonometrischen Interpolationspolynom, fiir
das wir im weiteren eine Fehlerdarstellung herleiten wollen. Wir beschréinken uns dabei
durchweg auf den wichtigsten Fall, N gerade, so daf ¢,, durch die Definition (14.3b) gegeben
ist.

Zunichst beweisen wir das folgende Hilfsresultat (bei dem N allerdings noch ungerade sein

darf).

Lemma 14.5 Sei f € HZ([0,2r]) fiir ein s > 1/2. Dann gilt

by = Z QE4IN ~N/2<k<N/2.

[=—0

Beweis. Aufgrund der Voraussetzung konvergiert die Fourierreihe von f nach Satz 13.5
gleichm&Big gegen f. Daher gilt nach (14.1) und Lemma 14.2:

1 N-1 o] o]

Q= ¥ ( Z a, el ) ek = % Z o, (70, R0y = Z QE+IN -
0

7=0 v=—0c0 V=—00 [=—0

Lemma 14.5 beschreibt ein Phdnomen, das als Aliasing bekannt ist, und aus dem “Alltag”
vertraut ist: Beobachtet man in einem Western-Film das Wagenrad einer anfahrenden Kut-
sche, dann scheinen bei einer gewissen Geschwindigkeit der Kutsche die Speichen des Rads
zunidchst stillzustehen, bevor sie sich langsam (scheinbar) riickwérts zu drehen beginnen —
obwohl die Kutsche weiter an Geschwindigkeit zulegt. Der Film zeigt uns Bilder mit einem
gewissen zeitlichen Abstand, die vom Gehirn zu einer kontinuierlichen Bildsequenz zusam-
mengesetzt werden (“Interpolationsaufgabe”). Das Auge nimmt lediglich wahr, daf sich das
Wagenrad von einem Bild zum nédchsten um den Winkel 6 etwa gegen die Fahrtrichtung
gedreht hat. Fiir das Auge ist es nicht unterscheidbar, ob sich das Wagenrad zwischen den
beiden Bildern wirklich um den Winkel § gegen die Fahrtrichtung, oder vielmehr um einen
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Winkel 27 — 8, 47 — 0, etc. in Fahrtrichtung bewegt hat. Die zugehdrigen Frequenzen fallen
bei der interpolierten Funktion tibereinander, wie es in Lemma 14.5 bewiesen wurde.

Man kann Lemma 14.5 auch folgendermafien interpretieren: Ein trigonometrisches Polynom
vom Grad n kann nur eine bestimmte Bandbreite an Frequenzen auflésen, ndmlich Frequen-
zen bis hin zu 27 /n. Falls die zugrundeliegende Funktion wesentliche Frequenzen oberhalb
dieser Schranke besitzt, mufl der Grad der trigonometrischen Approximation erhtht werden,
falls diese Frequenzen als solche erkannt werden sollen.

Satz 14.6 Sei f € H:([0,27]) fir ein s > 1/2. Ist t,, das trigonometrische Interpolations-
polynom (14.3b) an f, dann gilt

s

25 1/2 s
17 = tolloan <2 (e my) 7 W0z

Beweis. Wiederum haben wir gleichmifiige Konvergenz der Fourierreihe von f, so daf§

f(0) = Z e’ = Z Z e FHNO
J=—c0 [=—00 k=1-n
Dabher folgt aus Lemma 14.5, daf}
FO =ta0) = Y D, cwan (Y — M)
h=lon =0 =0 fiir 1=0

und damit ist

1FO) =t (0)] < 2> | = 2> 7 (Jpflew )

[v|>n [v|>n

Unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich somit

1F(0) —t,(0)> < 4 ( > |V|_25)( > IVIQ“"I%IQ)
v|>n lv|2n
S ] (n—Qs i /OO t_zsdt) io: |I/|25|Oéy|2
4 1
< ; (n—25 + 96 — 1 nl—?s) ||f||?{5([0,27r])
4 2
< p QSi 1 n! =% ||f||12115([0,27r])'
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Bemerkungen. Man sieht sehr leicht ein, daf eine bessere Konvergenzordnung in der Regel
nicht erwartet werden kann. So liegen in HZ([0,27]) fiir s < 1/2 bekanntlich unstetige
Funktionen; folglich kann das trigonometrische Interpolationspolynom (das ja stetig ist)
nicht mehr gleichmiBig gegen eine entsprechende Funktion f € HZ([0,2x]) konvergieren.
Die Aussage von Satz 14.6 reflektiert diesen Sachverhalt dadurch, daf fir s — 1/2 die
Konvergenzschranke schlechter wird.

Geht man zu anderen anderen Normen von f() iiber, lassen sich zum Teil bessere
Abschdtzungen beweisen (vergleiche F. A. Willers, “Methoden der praktischen Analysis”,
de Gruyter, 1971, §25):

1F = tallp 2y < Cn™"log(m) [ g 50y

falls f € C*(R), s € N, und 2w-periodisch ist.

Ganz analog zu dem Beweis von Satz 14.6 kann auch die eingangs erwidhnte Fehler-
abschdtzung fiir die zusammengesetzte Trapezregel bewiesen werden:

Beweis von Satz 1.1. Wir betrachten die Koeffizienten &y der trigonometrischen Polynome
t, aus (14.3) zu einer Funktion g € HZ([0,27]) mit der (gleichm&Big konvergenten) Fourier-
reihe 3" age™® (N braucht hierbei nicht unbedingt gerade zu sein). Nach Lemma 14.5 gilt
dann

1=

—_

g(0;) = do = ag+ ZOHN-

J=0 |l]=1

Dabei ist 2rag = f027r g(0) df gerade der gesuchte Integralwert von ¢g. Daher gilt

o 27TN 1 0
‘/0 _W g(6 ‘ = 27|ag — dg| < 27?2|041N|
J=0 |l]=1
< 20 3 NN Py
lf|=1
sl 1/2 , & 1/2
< or (Z |l|—25N—25) (Z |lN|25|0qN|2)
=1 =1
9 =, i 1/2
< A e ()
k=1
Da die letzte Reihe fiir s > 1/2 konvergiert, folgt hieraus die Behauptung. O

Beispiel 14.7 Abbildung 14.1 zeigt ein EKG-Signal*, bestehend aus N = 2048 Mefiwerten.
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Fig. 14.1. EKG-Signal mit trigonometrischen Bestapproximationen

Nach Satz 14.3 ist die beste Approximation aus 7, durch (14.3) gegeben, wobei die Koef-
fizienten &y die gleichen sind wie fiir das trigonometrische Interpolationspolynom (14.3b).
Abbildung 14.1 zeigt die entsprechenden Bestapproximationen aus 7s (gestrichelt) und 75,
(durchgezogene Linie), zusammen mit den MefBwerten. Man sieht sehr deutlich, wie die
scharfen Peaks in den Mefwerten mit abnehmendem Polynomgrad ausgeglittet werden.
Das Polynom tg erfafit allerdings nicht mehr alle wesentlichen Details der Daten: so wird
zum Beispiel das Minimum am ca. 200. Datenpunkt von tg schlichtweg “iibersehen”, nicht
aber von ts39; fiir {g ist das Signal an dieser Stelle zu hochfrequent.

15 Schnelle Fouriertransformation

Die Abbildung, die den Funktionswerten f(6;) einer Funktion f an den Punkten 8; = 27 /N,
j=0,...,N—1, die Koeffizienten Néj, gemif (14.1) zuordnet, wird diskrete Fourier-
transformation genannt. Sie ist einerseits von Bedeutung, um eine geeignete Darstellung
des trigonometrischen Interpolationspolynoms zu berechnen, aber auch im Hinblick auf

Satz 14.3, um Approximationen mit niedrigeren Frequenzen zu bestimmen (“Glidtten der
Daten”).

Bezeichnen wir die Daten mit y; = f(#;), 7 = 0,...,N — 1, und fithren noch die N-te
Einheitswurzel w = e=2"/N ein, dann kann die diskrete Fouriertransformation durch die

folgende Matrixvektormultiplikation dargestellt werden:

*Die Daten wurden freundlicherweise von Prof. Dr. P. MaaBl (Universitit Potsdam) zur Verfiigung gestellt
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0 “o W WO o
W0 Wl v N1 Yo
Cn _ N | _ WO w2 S2(N=1)
~ b
Cn+1 a1_p . :
. YN-1
2
A U wN-1)
|CN—1 | L ¥—1 |
bzw. c = Fy. (15.1)

Die (komplexe symmetrische) Matrix F' heifit Fouriermatrix. Aus Lemma 14.2 folgt
F*F=N-1I,
d.h., F/+/N ist eine unitire Matrix und

1
J Gt — 15.2
¥ (15.2)

Mit der Matrixvektormultiplikation (15.1) wiirde die Berechnung der Koeffizienten dy,
N? Multiplikationen kosten. Es gibt daneben aber auch Algorithmen, die nur mit O(N log N)
Operationen auskommen; sie ergeben die sogenannte schnelle Fouriertransformation
(FFT). Gemé&$ (15.2) kann die schnelle Fouriertransformation auch ausgenutzt werden, um
die Werte y; = t(6;) eines trigonometrischen Polynoms mit Koeffizienten &y, zu berechnen:
Mit den selben Vektoren ¢ und y wie in (15.1) ist ndmlich wegen der Symmetrie von F

1 1 —
y:F_IC: WF*C: WFE
Diese Formel, von deren Giiltigkeit man sich iibrigens auch durch einen Vergleich von (14.1)
und (14.3) vergewissern kann, ist die Grundlage fiir die schnelle inverse Fouriertrans-
formation (IFFT).

Zur Herleitung der FFT nehmen wir im weiteren an, dal NV = 2P eine Zweierpotenz ist und
setzen wie zuvor n = N/2. Ausgangspunkt fiir das Verfahren ist die folgende Beobachtung.

Lemma 15.1 Sei M = 2m, v; = Zi\igl mwﬂ, 7=0,..., M—1, mit wpy = e 27/™M  Dann
gilt

m—1

v +
T2 = Z 771(/+)wml ) 771(/ ) = Mo+ Notm s
=0 (15.3)
vy = > el 0 = (0 = T )4

v=0

firl=0,...,m—1, wobei w,, = w3, die entsprechende m-te Einheitswurzel ist.
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Beweis. Fiir gerade Indizes ergibt sich zunichst

m—1

m—1
v2l vi4+2im vl
T2 = an’ P o= Z(nva + Nym @ 2 i ) = (1 = T ) -
= — =
=wis
Entsprechend erhilt man fiir ungerade Indizes
m—1 m—1
v(2141 +m 2l+1 2[+1 2041)w
Y241 = Z(mw]\/([ )-|-77u+m ¥ Z 77u‘|‘77u+m‘*’](\4 e ) J(w )
v=0 v=0 T
m—1
vl
= (M = Mo JWRsw, -
v=0

Da die Summen in (15.3) wieder die gleiche Form wie die zu berechnende Summe haben

(allerdings nur mit halb so vielen Summanden), kann die Berechnung rekursiv erfolgen. Dies
ergibt den folgenden Algorithmus:

functlon v = dft(n,w, M) function ¢ = fft(y, N)
77( = (0 MJ2— 1)+ (M/2: M —1) O Sy
= (n(0:M/2=1)=n(M/2: M 1)) ¢ = dft(y,w,N)
o [Lw,...,wM?2-1 end % £t
if M=2
then
y = [, g]
else

~0:2: M —2) = aft(n't) w? M/2)

9. — -) 2
d7(~1f. 2 M= 1) = aze(y™Wt M/2) function y = ifft(c, V)
en 1 e+ (= N Y

¢ = £fft(6, N) /N
end % dft end % ifft

Die Operation e steht dabei fiir die komponentenweise Multiplikation zweier Vektoren.

Fiir eine effiziente Implementierung vermeidet man rekursive Funktionsaufrufe, da Funkti-
onsaufrufe relativ langsam sind. Statt dessen {iberschreibt man auf jeder Rekursionsstufe

die alten Grofien 77, (die nicht weiter gebraucht werden) mit den neuen Gréflen nl(,i) gemif
dem folgenden Schema (dargestellt fiir N = 8):
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k| —— —|—-—-- |
. + >< ++ ++ = | =
* g N ey N
* + + - + =1 =7
N |—_— -+ —++ | =m
* | —] — / -+ -+ - =
. — — T
L * L — J L —— | l— — — ] =7
n n

Man beachte, dafi der Zielvektor nicht die richtige Reihenfolge hat. FErsetzt man hingegen
in dem schematisch dargestellten Zielvektor jeweils “4” durch “0” und “=” durch “1” und
schreibt diese Ziffern von hinten nach vorne auf, dann ergeben sich gerade die Binidrdarstel-
lungen der entsprechenden v-Indizes:

Y : 000 —» 000=0
vg: 001 —» 100 =4
v: 010 — 010=2
ve: 011 —» 110=6
vooo 111 — 111=7

Diese “bit-reversal” Methode liefert gerade die korrekte Zuordnung zwischen Speicherplatz
und vy-Index.

Aufwand: Sei N = 27, also p = log, N. Berechnet man alle Potenzen «°, ... N1
Vorfeld, dann miissen in jedem Rekursionsschritt N komplexe Additionen und N/2 komple-
xe Multiplikationen durchgefiihrt werden, und es gibt p Rekursionsschritte. Daher ist der

Gesamtaufwand:

im

N
N log, N komplexe Additionen , > logy N komplexe Multiplikationen .

Rechnet man vier reelle Multiplikationen fiir eine komplexe Multiplikation und je zwei reelle
Additionen fiir jede komplexe Multiplikation/Addition, dann ergeben sich somit

3N log, N (reelle) Additionen , 2N log, N (reelle) Multiplikationen .

Beispiel. Zum Abschlufl noch ein Kommentar zu Beispiel 14.7. Um die in Abbildung 14.1
dargestellten Graphen der trigonometrischen Bestapproximationen zu berechnen, bestimmt
man zunichst die FFT der N = 2048 Mefidaten. Fiir die Bestapproximation t,, vom Grad n
im Sinne von Satz 14.3 werden anschlieflend alle Fourierkoeffizienten &y mit |k| > n durch
Null ersetzt. Die zugehorigen Funktionswerte ¢, (6;) ergeben sich dann schlielich durch eine
IFFT. Dabei gilt es allerdings zu beachten, daB die berechneten Werte ¢,,(6;) aufgrund von
Rundefehlern in der Regel keine reellen Zahlen mehr sind; hat man jedoch alles richtig
gemacht, dann ist der imaginidre Anteil im Bereich der Maschinengenauigkeit und kann
getrost vernachldssigt werden.
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16 Zirkulante Matrizen

Bisher haben wir die diskrete Fouriertransformation hauptsichlich im Kontext der Approxi-
mation 27-periodischer Funktionen kennengelernt. Daneben hat die Fouriertransformation
aber auch grofle Bedeutung in der numerischen linearen Algebra. Dies liegt letztendlich
daran, dafl die Vektoren tg, die uns im Beweis von Korollar 14.4 begegnet sind, eine Or-
thonormalbasis im C¥ bilden, die fiir manche Anwendungen besser geeignet ist, als die
herkémmliche Cartesische Basis. Wir beschrinken uns im weiteren wieder auf gerade NV, am
besten auf Zweierpotenzen N = 2P,

Zur Erinnerung: Eine Toeplitz-Matrix ist eine Matrix T = [t;_;];; € CV*N | deren
Eintrige entlang sdmtlicher Diagonalen jeweils konstant sind.

Definition 16.1 Eine zirkulante Matriz ist eine Toeplitz-Matriz C = [c;_;]; ; € CVXN
mit

Ck = CN4k » 1-N<k<O0,
d.h., es ist
Co 4] CN—-2 CN-1
CN—-1 Co O CN-2
¢ =
C2 CN—-1 Co 4]
(4] C9 e CN—_1 Cp

Zirkulante Matrizen sind dadurch ausgezeichnet, daf} ihre Eigenvektoren gerade die Fourier-
vektoren tj sind:

Satz 16.2 Ist C' € CV*N eine zirkulante Matriz und F die N-dimensionale Fourierma-
triz (15.1), dann gilt

CF*=F"D, (16.1)
wobei die Diagonalmatriz D die Figenwerte Ag, k =0,..., N — 1, von C enthdlt.
Beweis. Mit w = e~ ?™/N st die k-te Spalte (in der ungewdhnlichen Zihlweise k =
0,...,N —1) der Matrix I™* durch
v = [1,0%, W%, .. ,w(N_l)k]*

gegeben (bis auf den Vorfaktor 1/v/N und die Indizierung stimmen die Vektoren vj, mit
den Fouriervektoren t,, v =1 — N/2,... N/2, iiberein). Die j-te Komponente von C'vy,
j=0,...,N—1, hat daher die Form
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N-1 N-1

[C’vk]] = Z Cl,_]‘w_k” — w—]k Z Cy_jw(j—u)k )

v=0 v=0
Da nach Voraussetzung ¢,_; = ¢n—j4, und W=k — li=v=N)k ist, kann die letzte Summe
umindiziert werden; es folgt, mit cx := o,
[Cug); = Wk Z en_ Wt = Aw Ik
v=0
mit
N-1 4
M=) enojwi (16.2)
=0
Damit ist gezeigt, dall v ein Eigenvektor von C' mit Eigenwert Ag ist, £ = 0,..., N — 1,
und folglich gilt CF* = F*D mit
Ao 0
D =
0 AN-1

Die Eigenwerte einer zirkulanten Matrix sind also gerade durch (16.2) gegeben. Unter
Beriicksichtigung der Konvention ¢y = ¢g ergibt dies in Vektornotation

Ao Co
Al CN—-1
=r| . : (16.3)
AN-1 C1

Offensichtlich entspricht dies gerade einer FFT, angewendet auf die erste Spalte der Matrix
C'. Daraus folgt: Fiir zirkulante N x N Matrizen kénnen alle Eigenwerte in nur O(N log N)
Operationen berechnet werden.

Auch die Matrixvektormultiplikation mit einer zirkulanten N XN Matrix kann in O(N log N)
anstelle von N? Operationen erfolgen. Die Grundlage dazu ist die Darstellung (15.2) von
F~1. Somit folgt aus (16.1) die Identitit

C = F*DF~™ = F71DF,

die nach den Ergebnissen von Abschnitt 15 leicht in (1)FFTs iibersetzt werden kann:
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Algorithmus 16.3  (Berechnung von y = C'z)

e Setze ¢ = [co,eN_1,-..,c1]T und berechne d = FrT (c), vgl. (16.3)

e Transformiere z = FFT (2)

e Dannist Dz=dezund y =1FFT (Dz) = IFFT (d e 2) .
Dieser Algorithmus bendtigt also drei (1)FFTs und hat daher einen Aufwand von 6N log, N
Multiplikationen.

Von besonderer Bedeutung ist Algorithmus 16.3 aber vor allem wegen seiner Bedeutung fiir
beliebige Toeplitz-Matrizen. Jede Toeplitz-Matrix 7" = [¢;_;];; € €C™*" kann ndmlich in
eine zirkulante Toeplitz-Matrix C' der Dimension N = 2n eingebettet werden:

0 ti—p (]
| T K . |t 0
C = [E T] mit F = : N N . (16.4)
. . . lin
tq R et 0

Mit Hilfe von C' 148t sich nun Tz fiir € €™ wie folgt ausrechnen:

] =cls]

wobei 0 einen Nullvektor der Dimension n bezeichnet. Dies ergibt den folgenden Algorith-
mus:

Algorithmus 16.4  (Berechnung von y = T'z)

e Setze ¢ = [to,t_1,.+ t1-n,0,ty_1,...,t;]T und berechne d = FFT (c)
. x
e Transformiere z = FFT ([0])

e Berechne j = 1FFT (d o 2)

e Die ersten n Komponenten von ¢ enthalten das Resultat y = Tz .

Da die Fouriertransformationen in Algorithmus 16.4 doppelte Grée N = 2n haben, ist der
Aufwand entsprechend héher, ndmlich etwa 12n log, n Multiplikationen.

Eine weitere Anwendung zirkulanter Matrizen, die besonders in den letzten Jahren intensiv
untersucht wurde, betrifft die Lésung linearer Gleichungssysteme mit Toeplitz-Matrizen.
Solche Gleichungssysteme treten (unter anderem) in der Signalverarbeitung auf.
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Beispiel 16.5 Nehmen wir an, eine Antenne empfingt in regelmifigen Abstinden ver-
rauschte Signale y; € €, ¢ € 7. Ziel ist die Rekonstruktion des tatsichlich ausgesendeten
Signals ;. Falls aufeinanderfolgende Signalwerte nicht vollig unkorreliert sind, kann eine
solche Rekonstruktion prinzipell mittels eines endlichen linearen Filters geschehen:

D~ Y Erbick - (16.5)
k=1

Hierbei wird also der tatsédchliche Wert des Signals anhand der vorher bereits empfangenen
Daten vorhergesagt. Die (gesuchten) Koeffizienten {&} des Filters (16.5) sollten dabei so
gewdhlt werden, dafi einerseits Informationen {iber etwaige Eigenschaften des Signals ver-
wendet werden und andererseits die Datenstérungen in den gemessenen Daten y;_p nach
Mboglichkeit herausgefiltert werden (daher der Name Filter).

Fiir die Wahl der Koeffizienten {&;} werden daher in der Regel statistische Annahmen
tiber das Signal getroffen: Zun&chst soll 0.B.d.A. angenommen werden, dafi £y; = 0 und
Elyil* < oo fiir alle i € Z ist. Dabei steht € fiir den statistischen Erwartungswert des
darauffolgenden Arguments. Eine natiirliche Forderung ist

q)(fh e 7571) = g

die sich mittels (16.5) wie folgt umformen 148t:

~ 2 .
yi—yi‘ — min.,

Q(&y,..., &) = 5‘kayi—k -y ’
k=1

= Elyil* = Y G it — Y G EwiTiR) + Y &&kEWiTik) -
k=1 k=1

7,k=1
Mit den Abkiirzungen
A=[EimTimm) | €T =[G, b= [Ewmimn) |-, €T,
kann das auch folgendermaflen geschrieben werden:

D(&y,...,&) = Elyl* — b'r — 2%b + 2" Az

16.6
Elyil2 — A=l + (w — A~Lb)*A(x — A~1D). (16.6)

Man beachte, daf die sogenannte Kovarianzmatrix A hermitesch und (zumindest) positiv
semidefinit ist, denn

n _ n 2
A = 3 GEEW-TE) = E| D Gwiw| > 0.
7,k=1 k=1
Wir werden im weiteren dariiberhinaus annehmen, daf§ der Wert Null nur fiir & = 0,
k=1,...,n,also nur fir x = 0 angenommen werden kann, so dafl A positiv definit ist. In

diesem Fall definieren
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(z,y)a = y Az und |z||a == <x,x>z/2
bekanntlich ein Skalarprodukt und die dazugehoérige Norm in C”; das Funktional (16.6)
bekommt mit diesen weiteren Definitionen die endgiiltige Form

(1o 8n) = Elyl® = A0S + [lv — A7) (16.7)

Daran sieht man unmittelbar, dafl der Vektor 2 mit den optimalen Koeflizienten &, & =
1,...,n, fiir (16.5) das lineare Gleichungssystem

Ax =1b (16.8)
16st.

In der Signalverarbeitung interessiert man sich nun vor allem fiir Signale aus sogenannten
stationdren Prozessen; das bedeutet, daf§ die Korrelation zwischen den Signalwerten y;
und y;_x nicht vom aktuellen Zeitpunkt (also dem Index 7) abh&ngt. In anderen Worten,

EWi—iTick) = aj—k firalle 7,5,k € Z

mit gewissen a, € C, v € 7. Es sind also genau die stationdren Prozesse, fiir die die Kova-

rianzmatrix A eine Toeplitz-Matrix ist. Das lineare Gleichungssystem (16.8) ist in diesem
Fall gerade die Yule-Walker-Gleichung.

Unklar ist noch eine “optimale” Wahl des Parameters n in (16.5). Intuitiv ist einsichtig,
dafB eine groBere Filterlinge n den minimalen Wert von & |§; — y;|* weiter reduziert. Unter
Umstdnden ist es also sinnvoll, die entsprechenden Gleichungssysteme (16.8) fiir verschie-
dene, gréfier werdende Werte von n zu l8sen. Bezeichnen wir die zugehdrigen Matrizen aus
(16.8) entsprechend mit A,,, um ihre Abhingigkeit von n zu dokumentieren, dann ist offen-
sichtlich die Matrix A,, gerade die n X n linke obere Untermatrix von A, fiir alle n’ > n.

Abschlielend sei noch darauf hingewiesen, daf bei diesem Beispiel die Betrige |ay| fiir groBer
werdende k iiblicherweise schnell klein werden; dies beruht darauf, daff zwischen (zeitlich)
weit auseinanderliegenden Signalwerten in der Regel fast keine Korrelation mehr vorliegt.

Der Einsatz zirkulanter Matrizen zur Losung des Toeplitz-Gleichungssystems (16.8) geht
zuriick auf eine Idee von Strang. Sein Vorschlag besteht darin, die Koeffizientenmatrix A
durch eine geeignete zirkulante Matrix S zu ersetzen, um dann die Losung @ = A~1b durch
die entsprechende Niherung # = S~!b zu approximieren. Die Niherung # kann mittels
schneller Fouriertransformationen mit nur O(nlog n) Operationen berechnet werden (ersetze
hierzu lediglich in Algorithmus 16.3 die Eintrdge von d durch ihre Kehrwerte).

Der Vektor 7 ist allerdings im allgemeinen keine ausreichend gute N&herung fiir 2. Man wird

daher # durch Nachiteration weiter verbessern: Dies ergibt eine Folge &(*) mit

2D = 8 4 g=1(h — Az (R)y k=0,1,...,

wobei 2(®) = §71p, bzw. 2(%) = 0 ist. Alternativ kann auch das Verfahren der konjugierten
Gradienten zur Lésung der Gleichung
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ASTlz = b, z=95"1z, (16.9)

verwendet werden; in diesem Zusammenhang nennt man S den Vorkonditionierer und
die entsprechende CG-Variante das vorkonditionierte CG-Verfahren. Der Vorteil des
vorkonditionierten CG-Verfahrens liegt darin, dafl die Iterierten dieses Verfahrens in jedem
Schritt das Fehlerfunktional (16.7) in einem gewissen Teilraum minimieren.

Unter der (oben motivierten) Annahme, daff die Eintrage a;_; der Toeplitz Matrix fiir wei-
ter entfernte Nebendiagonalen betragsmiflig schnell abnehmen, schldgt Strang die folgende
Wahl von S vor (n sel wieder gerade und v = n/2 gesetzt): Man {ibernimmt in .5 die Haupt-
diagonale sowie die v — 1 ersten oberen wie unteren Nebendiagonalen von A und setzt dann
S durch “wrap around” zu einer n X n zirkulanten Matrix fort:

ag ay ... Ay 0 ady_1 ... a_1
a ag - ay,—1 0 ay

Ay,_1 Ay_2 ag ay ay,_1 0

R -0 v : (16.10)
0 a5 a  ag  ap ay_1
ay

az Ceoag
ay as ... 0 ay_1 ... a_1 ag

Bei der Untersuchung von A — S bietet es sich an, wieder A = A,, und S = 5, zu schreiben,
um die Abhdngigkeit von n festzuhalten. Ferner setzen wir im weiteren voraus, dafl die
Koeffizienten aj so schnell abfallen, daf

D ak] < 0. (16.11)
k=—0o0
Dann gilt der folgende Satz.

Satz 16.6 Unter der Voraussetzung (16.11) existiert zu jedem ¢ > 0 ein gewisses r = r(c) €
N, so daf fiir alle n € N Mairizen E,, R, € C™*" existieren mit

A, =S, = E,+R,, (16.12)

wobei ||L,|| < e und Rang R,, < 2r ist.

Beweis. Sei € > 0 beliebig, aber fest. Dann wird r folgendermaflen fixiert: Gemi8 der Vor-
aussetzung (16.11) existiert r = r(¢) derart, daf

D | < /2.
|k|>r
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O.B.d.A. beschrinken wir uns im weiteren auf den Fall n > 2r. Wir definieren eine Matrix
Cyp, indem wir alle ax mit |k| > r in (16.10) durch Null ersetzen. Natiirlich ist auch C),
zirkulant und aufgrund der Konstruktion gilt

150 = Culli < /2, [[Sh = Calloo < /2.

Damit folgt jedoch unmittelbar aus Satz 77

1/2
152 = Callz < (118 = Cull 10 = Cullc) < /2. (16.13

Die Diagonalen von C,, deren Werte von Null verschieden sind, beschrinken sich nun auf
die 2r + 1 zentralen Diagonalen, sowie auf die jeweils r duflersten Diagonalen rechts oben
und links unten. Entsprechend zerlegen wir noch einmal C,, = D, — R,, in die Toeplitz-
Matrix D,,, die die zentralen Diagonalwerte iibernimmt und ansonsten Null ist, sowie die
Toeplitz-Matrix R, die (bis auf das Vorzeichen) die &uBleren Diagonalelemente iibernimmt
und ansonsten Null ist:

rag v Gy 0 - 0 Gy - ag
N ar o 0 a,
Dn— " 3 Rn—_ a, 0
a/T’
LO a, -+ agA Lay -+ a, 0 |

Offensichtlich enthilt das Bild von R, nur Vektoren, bei denen héchstens die ersten r und
die letzten r Komponenten von Null verschieden sein koénnen; folglich ist der Rang von R,
héchstens 2r. Damit haben wir

An_Sn - An_Cn‘|’Cn_Sn:An_Dn‘I’Rn‘I’Cn_Sn
S—— S——
En71 En,2
- En,1+En,2+Rn-

Nach (16.13) ist ||Ey2]|2 < £/2, und mit dem gleichen Argument ist auch [|E}, 1|2 < £/2;
folglich haben wir mit £, := E, 1 + I, » die gewiinschte Zerlegung (16.12) gefunden. O

Unter der Voraussetzung, daB S, invertierbar ist und ein ¢ > 0 existiert mit [|S 1|2 < ¢
fiir alle n € IN (eine Voraussetzung, die in der Praxis zumindest fiir hinreichend grofie n
immer erfiillt ist), 148t sich zeigen, dafl das vorkonditionierte CG-Verfahren, angewendet
auf (16.9), wegen Satz 16.6 eine von n unabhéngige Anzahl von Schritten ben&tigt, um das
Minimum des Fehlerfunktionals (16.7) bis auf eine vorgegebene Toleranz ¢ zu finden. Da
in jedem Schritt des CG-Verfahrens lediglich Matrix-Vektormultiplikationen mit S~! und
mit A notig sind und diese mit Hilfe der beiden Algorithmen 16.3 und 16.4 in O(nlogn)
Multiplikationen durchgefiihrt werden konnen, kann der optimale lineare Filter (16.5) also
mit O(nlogn) Operationen im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit bestimmt werden.

Beispiel 16.7 Anhand eines numerischen Beispiels sollen diese Resultate illustriert werden.
Unter einem AR(1)-Prozef3 versteht man einen stationédren Prozef
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Yi = pYi-1 + 2, i€ 7. (16.14)

Dabei sei —1 < p < 1 und die z; € €, ¢ € %, Realisierungen unabhingiger Gaufi-verteilter
Zufallsvariablen mit Mittelwert Null und Varianz n%. Man kann sich beispielsweise unter
(16.14) ein sehr vereinfachtes Sprachmodell vorstellen, nach dem gesprochene Tonsequenzen
proportional zur vergangenen Zeit gedimpft werden (mit dem Faktor p); die z; modellieren
zukiinftige Sprachsequenzen, die nicht deterministisch vorhersagbar sind.

Durch Auflésen der Rekursion (16.14) ergibt sich

o0

Y = Zp”zi—w

v=0

so daf} flir j > k aus der Unabhingigkeit der Zufallsvariablen folgt, daf

0 0 25—k
—_— v P — v vtj— np
EWi k) = > PP € Ziny) = Y p Ty = 1-p%
w,v=0 v=0

Der Vektor & € C™ mit den optimalen Koeflizienten des endlichen linearen Filters 16st also
das lineare Gleichungssystem (16.8), wobei
2 k| 2,7
A= [aj—k]j,k:1 y Ok = m% b= [bj]j:1 ;b= 1—p? :

Die Lésung z ist offensichtlich unabh&ngig von 7, so daf§ wir im folgenden einfach n = 1
annehmen.

Ein Vorteil dieses simplen Beispiels liegt darin, dafl die Losung « dieses Gleichungssystems
explizit angegeben werden kann; es ist ndmlich

x=p,0,...,0]T.

Trotzdem ist das Beispiel hinreichend allgemein, um die Effizienz des oben skizzierten
Losungsalgorithmus zu erkennen.

Betrachten wir hierzu Abbildung 16.1. Sie zeigt zunichst die Eigenwerte A; von A in ab-
steigender Reihenfolge (die Kringel, aufgetragen iiber dem Index k& am oberen Bildrand),
zusammen mit den Werten des sogenannten Symbols f(#) (iiber den Argumenten 6 € [0, 7]
am unteren Bildrand), das zu dieser Toeplitzmatrix gehort, vgl. Aufgabe 77:

o : o Kl 1 o : o :
) = Z apet™? = Z 1/0_ zezké’ = — (Z(Ioezé’)k i Z(pe—zé’)k _ 1)
k=—0o0 k=—0o0 P P k=0 k=0
1 1 1 1 1—pe=@ 41— pet?
1—p2 \1— pet 1 — pe=t@ 1—-p2\ 1-2pcosf + p?

1
1—2pcosf + p?

86



128

0 1 2 3 4 5 6

Fig. 16.1. Eigenwerte von A (oben) und AS~™! (unten)

f ist eine gerade Funktion mit Maximum f(0) = (1 — p)~2 und Minimum f(x) = (1+p)~%
Fiir die Rechnung wurden die Parameter p = 0.8 und n = 128 gewihlt. Die Ubereinstim-
mung zwischen den Eigenwerten von A und den Werten des Symbols (dies ist Gegenstand
der Aufgabe ??) ist frappierend. Man sieht auflerdem, daf das Spektrum von A den Wertebe-
reich von f recht gleichmiBig ausfiillt; dies ist fiir das Verfahren der konjugierten Gradienten
eine denkbar ungiinstige Eigenwertverteilung.

Zum Vergleich betrachte man die Eigenwerte von AS~!. Lediglich zwei der 128 Eigenwerte
liegen nicht in einer e-Umgebung um A = 1, wobei € a2 7-107%. Man kann dies dahingehend
interpretieren, dafl bei der in Satz 16.6 angesprochenen Zerlegung der Rang von R,, ungefahr
zwei, und die Norm von FE, von der Gréfienordnung 1079 ist.

Grob gesprochen wird man daher davon ausgehen, daf§ das (vorkonditionierte) konjugierte
Gradienten Verfahren etwa zwei Iterationen bend&tigt, um die Eigenvektorkomponenten in «
der beiden “Ausreifler-Eigenwerte” zu rekonstruieren und die verbliebenen Komponenten des
Losungsvektors danach auch schnell gefunden werden, da die anderen Eigenwerte sich derart
stark um A = 1 hdufen. Dies wird durch die numerischen Resultate belegt: Abbildung 16.2
zeigt die Entwicklung des relativen Fehlers ||z — x| 2/||z]|2 fiir die Iterierten z der beiden
Varianten des konjugierten Gradienten Verfahrens mit und ohne Vorkonditionierung: die
durchgezogene Kurve gibt das Ergebnis mit Vorkonditionierer, die gebrochene Linie das
Ergebnis ohne Vorkonditionierer wider.

Mit Vorkonditionierung benétigt das Verfahren lediglich fiinf Iterationen, um die Losung
auf Maschinengenauigkeit zu bestimmen. Fiir die in der Praxis sicherlich ausreichende Ge-
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Fig. 16.2. Entwicklung des relativen Fehlers beim CG-Verfahren

nauigkeit von 107% sind bereits drei Iterationen hinreichend, wihrend die Variante ohne
Vorkonditionierung hierfiir deutlich iiber vierzig Iterationen ben&tigt. Beachtet man noch,
daf} die Matrix-Vektorprodukte mit dem Vorkonditionierer .S in der Regel billiger sind als
jene mit A (da nach Algorithmus 16.4 fiir die Multiplikation mit A FFTs doppelter Linge
notwendig sind), ergibt sich auf diese Weise eine Reduktion der urspriinglichen Rechenzeit
auf fast zehn Prozent.
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ITI. Multiskalenbasen

17 Das Haar-Wavelet

Die Bedeutung trigonometrischer Polynome oder Fourierreihen in der Numerik beruht ganz
wesentlich auf zwei Eigenschaften:

e iiber die Fourierreihe 148t sich eine vorgegebene (periodische) Funktion elegant in einen
niederfrequenten (“glatten”) und einen hochfrequenten Anteil zerlegen;

o die dazu nétige Basistransformation kann mittels FFT sehr effizient durchgefiihrt wer-
den.

Andererseits haben Fourierreihen auch ihre Nachteile. Das folgende Beispiel soll dies
erldutern.

Beispiel. Die Fourierreihe der charakteristischen Funktion f = xi,j des Intervalls [a,b] C
(0,1) ist nach Beispiel 12.5 gegeben durch

o0

1 . osin kd :
fleg)y ~b—a+ — E e_lkc%ezkmx, 0<z<1,
T
|k|:1

wobei ¢ = w(a 4+ b) und d = 7(b — a). Die Entwicklungskoeffizienten verhalten sich dabei
(bis auf die durch den sinus-Term bedingte Oszillation) im wesentlichen wie 1/k, fallen also
nur sehr langsam ab; bezeichnet ¢, die nach n Termen abgebrochene Reihe, dann ergibt
sich der Fehler ||f — t,|l 2 ~ n~Y% n — oo, vgl. (12.6). Fiir eine gute Approximation
der charakteristischen Funktion sind also sehr viele Entwicklungsterme der Fourierreihe
notwendig.

Das gleiche Phiinomen beobachtet man bei jeder anderen £2-Funktion mit Sprungunste-
tigkeiten. Man sagt daher, daB rapide Anderungen im “Ortsbereich” einer Funktion (also
beziiglich der z-Variablen) durch trigonometrische Polynome nur schlecht approximiert wer-
den kénnen; sie haben eine schlechte Lokalisierungseigenschaft beziiglich der Ortsvariablen.
Besonders in der Signalverarbeitung ist dieses schlechte Lokalisierungsverhalten ein grofier
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Nachteil, vor allem dann, wenn man ein abrupt anfangendes, bzw. aufhdrendes Signal er-
kennen will.

In den vergangenen Jahren wurde eine ganze Reihe alternativer Funktionenbasen vorgeschla-
gen, die einerseits eine Unterscheidung in hoch- und niederfrequente Komponenten erlauben,
andererseits aber eine verbesserte 6rtlich Lokalisierung aufweisen. Auch fiir die Numerik
sind derartige Basen von Bedeutung, vor allem in Anwendungen, in denen unterschiedli-
che “Langenskalen” im Ortsbereich interessant sind. Man spricht in diesem Zusammenhang
von Multiskalenbasen. Besonders wichtig sind solche Basen fiir die traditionellen Spli-
nerdume. Wir werden im weiteren Multiskalenbasen fiir stiickweise konstante und lineare
Splines vorstellen.

Dazu betrachten wir die dquidistanten Zerlegungen
Ay = {jhi 1 5=0,1,...,2% by =277} (17.1)

des Intervalls [0, 1] fiir £ = 0,1,2,...,p. Agyy ergibt sich also durch eine einmalige Verfei-
nerung aus Ay (d.h., einer Halbierung aller Teilintervalle von Ay). Das feinste Gitter mit
Maschenweite h, = 277 ergibt sich fiir & = p, wéhrend das grébste Gitter Aq lediglich aus
einem einzigen Intervall besteht.

Mit Vi bezeichnen wir in diesem Abschnitt den Raum der stiickweise konstanten Splines iiber
Ay, also die Menge aller Funktionen f € £2(0,1), die im Innern aller Teilintervalle I ; :=
[jhk, (J+ 1)hk] mit j € {0,...,2F =1} jeweils konstant sind. Eine naheliegende Basis fiir V},
sind die charakteristischen Funktionen der Teilintervalle I ;, j =0, ... , 2% — 1. Diese Basis
(bzw. Basen, wenn wir alle £ = 0, ..., p betrachten) hat die interessante Eigenschaft, daf alle
Basisfunktionen durch Verschiebung (Translation) und Stauchung aus der Grundfunktion
X := X[0,1] hervorgehen; skaliert man die Funktionen zusétzlich so, dafi die £2-Norm immer
die selbe ist, ergeben sich die Basiselemente gerade als

i) = 26228 — §),  k=0,....p, j=0,...,25~1;
etwas illustrativer ist die dquivalente Darstellung

Xko() =282y (2F2) Xk, (2) = xpole — jhy),

17.2
k=0,....p, j=1,...,28-1. (17.2)

Die Transformation z +— 2Fz bewirkt dabei eine Stauchung der Ausgangsfunktion y,
wéhrend die Transformation # — z — jhy einer Verschiebung der Grundfunktion yjo um
7hr nach rechts bewirkt.

Bei festem k konnen wir in dem Raum Vj nur bestimmte Frequenzen einer Funktion f
darstellen (dhnlich dem Raum 7, der trigonometrischen Polynome vom Grad kleiner gleich
n = 2%). Zur Darstellung hherer Frequenzen muf das Gitter A, verfeinert werden; dies
fiihrt auf Agxy; und den zugehérigen Funktionenraum Viyq. Nun ist aber Vi ein Unterraum
von Viiq; daher bietet es sich an, die Basis {xx ;}; von Vi (zunéchst) beizubehalten und
lediglich in geeigneter Weise zu einer neuen Basis von V41 zu ergénzen. In anderen Worten:
Wir suchen eine Zerlegung
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Vipr = Vi & Wy (17.3)

in den Unterraum Vj der (relativ) niederfrequenten Funktionen und einem Komple-
mentdrraum Wy der (relativ zu Vj) hochfrequenten Funktionen.

Ideal erscheint es dabei, die Zerlegung (17.3) so zu wihlen, daB die beiden Teilrdume V}, und
W, zueinander orthogonal sind. In Analogie zu (17.2) wire es dariiberhinaus wiinschenswert,
daf auch die Basisfunktionen 1y ; von Wy, aus einer einzigen Funktion ¢ wie in (17.2) durch

bpi(e) =252 (2% — j),  k=0,...,p, j=0,...,2F 1,
beziehungsweise

Uro(z) = 262p(2%2) | oy (2) = Yoz — jhe),

17.4
E=0,...,p, j=1,...,2"-1. 17.4)

erzeugt werden kénnen. Wegen der Forderung Wy, C Vi41 muf} ¢ ein stiickweise konstanter
Spline iiber dem Referenzgitter

A={j/2:jel} (17.5)

sein. Als geeignet erweist sich die Funktion

1 0<a<1/2,
Pple)=< -1 1/2<a<1, (17.6)
0 sonst,

das sogenannte Haar-Wavelet™. Der englische Begriff Wavelet 1468t sich mit “Well-chen”
ibersetzen, bezeichnet also eine kleine Welle.

4 _
: : X2,1
R V3.2
| ‘ o Y
3/4 1
‘ |
: |
L %
—4 1 L
Im weiteren bezeichnen wir mit Wy die lineare Hiille der {+}; : j =0,... ,2% — 1), Bevor

wir das zentrale Resultat dieses Abschnitts beweisen werden, fiihren wir noch den folgenden
Begriff ein:

*Die Funktion ¢ aus (17.6) wurde erstmals von Haar im Jahr 1910 eingefiihrt; ihre Wiederentdeckung in
der Wavelet-Theorie erfolgte allerdings erst in den 80er Jahren.
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Definition 17.1 Unter dem Trédger supp(f) einer stickweise stetigen Funktion f iiber
I C R verstehen wir den Abschluff aller x € I mit f(z) # 0 (engl. support). Der Trdger
von Xk,; st also gerade das Intervall Iy, ;.

Proposition 17.2 Sei x = xjg1] und ¢ wie in (17.6) definiert. Dann bilden die Funktio-
nensysteme {xx; : j = 0,...,28 =1} und {¢y; : j = 0,...,2F — 1} Orthonormalbasen
(beziiglich £2) der Unterrdume Vi und Wy von Viiq. Zudem sind die Unterrdume Vi und
Wi zueinander orthogonal und bilden eine Zerlegung von Viyq.

Beweis. Sowohl yy ; als auch 1y, ; haben jeweils den Tréger I, ;. Da sich diese Intervalle fiir
verschiedene 7 und festes k in maximal einem gemeinsamen Punkt beriihren, verschwinden
alle Integrale

1 1 1
/ Xk,j Xk, do / Yr Vg o dr und / Xk,j Uk, ;7 da
0 0 0

fiir j # j', j, 5" € {0,...,2¥ — 1}. Zudem gilt fiir j = j'

1 (F4+1)27* 1
/ xi,j(w) dv = / X2(2kx -7) Wy = / ()dt=1,
0 J 0

2—k
1 (j+1)27* 1
/ V(@) de = / P 2Rz — j) 2kdz = / W2ty dt = 1.
0 ' j2-k 0

Folglich bilden die beiden Funktionensysteme in der Tat Orthonormalbasen von Vi und W.
Fiir die Orthogonalitdt zwischen Vj, und W}, verbleibt noch der Nachweis, daf x ; und vy ;
zueinander orthogonal sind; dies folgt aus der Orthogonalitit von x und v, vgl. (17.6):

(j+1)2~F

/OIXk,j(fWk,j(ﬂﬁ) de = / x(2%2 — j)v (25 — j) 28de = /le(t)lb(t) di

2—k

1/2 1
= / dt—/ dt = 1/2-1/2 = 0.
0 1/2

Klar ist schlieilich, dafl W C Vi41. Da zudem dim Vi 4 dim Wy = 2 - 2k = dim Vi1, ist der
Satz vollstdndig bewiesen. O

Neben der bereits genannten Basis {x+1,;}; bildet das Funktionensystem

{Xk,j7¢k,j ;j:07___72k—1}

folglich eine weitere Orthonormalbasis von Viy; entsprechend der orthogonalen Zerle-
gung (17.3). Wir nennen dies die Zweiskalenbasis von V. 1; der Anteil in V}, einer Funktion
f € Vi1 heifit Trend, der Anteil von f in Wy heifit Fluktuation auf dem Level k.
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Aus der Zweiskalenbasis erhilt man eine Multiskalenbasis, wenn die Zerlegung (17.3) auf
jedem Level rekursiv vorgenommen wird, also

Vi = Vi@ Wy = VoW oWy = ...

(17.7)
= VoeWoas W1 --- W,

mit den entsprechenden Basisfunktionen (der Haarbasis) von Vo, Wy, ..., W,_5 und W,_;.

Beispiel. Zur Erliuterung der Haarbasis betrachten wir wieder das einfiihrende Beispiel,
bei dem es darum ging, die charakteristische Funktion f = [, eines Teilintervalls [a,b] C
(0,1) zu approximieren. Oben haben wir gesehen, dafi zur Approximation von f sehr viele
trigonometrische Funktionen benétigt werden: Es ist

ti€n7f’;l ||f - tn||£2(0,1) ~ n_1/27 n— 00,

und fiir eine entsprechende Genauigkeit, miissen ~ n Koeflizienten abgespeichert werden.
Mit der Haarbasis geht das wesentlich besser. Wir definieren
ap :=sup{z € Ay : z < a}, b :=inf{x € Ar : @ > b},

und setzen dann @y := x| . Aufgrund der Konstruktion gehért ¢ zu Vi und daher gilt

ak7bk]

inf 1 =@ o < IS = eulldaon < lo—anl+ b= bl <227,

Das heiBt, mit n = 2% Ansatzfunktionen erhalten wir in etwa die gleiche Approximationsgiite
wie fiir die trigonometrische Basis. Die Bestapproximation an f aus Vi hat allerdings weit
weniger als n Terme in der Basisdarstellung. Schliellich tauchen dort nur diejenigen Ba-
sisfunktionen auf, die nicht orthogonal zu f sind. Neben xg sind das lediglich diejenigen
¥y ;, deren Trager entweder den Punkt a, den Punkt b oder alle beide im Innern enthalten,
also hochstens zwei Basisfunktionen auf jedem Level. Somit miissen fiir die gleiche Approxi-
mationsgiite wie bei trigonometrischen Polynomen mit n Entwicklungskoeffizienten bei der
Haar-Multiskalenbasis lediglich O(logn) Koeffizienten abgespeichert werden.

Die Frage ist nun, wie man aus der iiblichen Darstellung einer Funktion f € V, (d.h.,
einer Entwicklung bzgl. der {x,;};) auf die Basisdarstellung in der Haar-Basis kommt.
Eine entsprechende Transformation ist jedoch leicht in Analogie zu (17.7) méglich. Zentrale
Grundlage dieser Transformation sind die beiden Gleichungen

V2Xkj = Xk+1,25 + Xkb1,2i41 5 -
j=0,....n—1, (17.8)
V29U = Xk41,2j — Xkt1,2j4+1
wobei n = 2% ist. Entsprechend gilt dann natiirlich
1 1
Xk+1,2] = FSXkj t 5 Vkj )
e j=0,...,n—1. (17.9)
Xk+1,25+1 = 75 Xk /2 Vg s
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function w = fhwt(z,N) function x = ifhwt(w,N)

if N=1 n=w(N/2:N-1)
then if N=2
w=zx then
else & =w(0)
E=(2(0:2:N=2)+ z(1:2: N-1))/V2 else
n=(2(0:2: N=2) — 2(1:2: N=1))/V2 géfifhwt(w(O:N/2—1),N/2)
w = [fhWt(g,N/Q)] 2(0:2: N =2)=(E+n)/V2
7 2(1:2:N—-1)=(£—-n)/V2
end if end % ifhut

end % fhut

Algorithmus 17.1: Schnelle Haar-Wavelet Transformation

Aus diesen Basisdarstellungen schlieit man leicht auf die Matrixformulierungen fiir die Ba-
sistransformation: Da diese Vorgehensweise in den weiteren Abschnitten immer nach dem
gleichen Muster erfolgt, sei das hier einmal allgemein vorgefiihrt.

Lemma 17.3 Gegeben sei eine Basis {¢y} eines N-dimensionalen Vektorraums, sowie N
weitere Funktionen

N
(bj:Zajkc,ok, OéjkER, jZl,...,N.
k=1

Dann hat die Funktion f = Zﬁvzl C;¢; die Basisentwicklung f = Zi\;l ok, wobet fir die
Vektoren x = [&]x und z = [¢;]; im RN die Beziehung

T = ATZ, A= [a]‘k]?fk:l ,

gtiltig ist.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

N N N N N
F=D 68 =G ampr = (Za]‘ké}) O -
Da die Basisdarstellung eindeutig ist, folgt die Behauptung. O

Ist daher eine Funktion f = Zé\f:_ol Ekt1,;Xk+1,; € Vi1 gegeben, N = 2n = 2k+1 dann folgt
aus Lemma 17.3 unmittelbar die Entwicklung

= &Gy = = (€k+1 25 + &kt 2j-|—1) ;
/= Z(fk,ij,j + Uk,jlbk,j) ; o f 4 | (17.10)
7=0 Mk — V2 €k+1,2] - fk-|—1,2]+1 s
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Fig. 17.1. Fouriertransformation von f (links) und Wavelettransformation (rechts)

von fin der Zweiskalenbasis und dann rekursiv die entsprechende Multiskalenentwicklung.
Falls der Vektor w der Waveletkoeffizienten so angelegt wird, daf§

T
w = [£0,0,70,0: 11,0, M1 12,05 - - s Mpy—1 ] 5 n=N/2,
dann kann die gesamte Basistransformation wie in Algorithmus 17.1 implementiert werden.

Die Transformation (17.10) kostet genau 2 - 28 = 2k = N Multiplikationen und genauso
viele Additionen. Die Mehrskalentransformation einer Funktion f € V), kostet daher insge-
samt Y P 21 & 241 = 2dim V,, Multiplikationen wie Additionen und ist daher noch
billiger zu implementieren als die FFT.

Beispiel 17.4 Wir greifen noch einmal das Beispiel 14.7 auf. Zur Trennung der hoch- und
niederfrequenten Strukturen des EKG-Signals f € Vi; aus Abbildung 14.1 kann neben der
Fouriertransformation auch die Waveletdarstellung verwendet werden. Abbildung 17.1 zeigt
die Absolutbetrdge der jeweiligen Entwicklungskoeffizienten in einer logarithmischen Ska-
la. Dabei sind die Entwicklungskoeffizienten in beiden Bildern der Ubersicht halber nach
zunehmender Frequenz der entsprechenden Basisfunktionen sortiert. Die gepunktelten ver-
tikalen Linien zeigen die Grenzen der entsprechenden Skalen an. In beiden Fillen werden die
Entwicklungskoeffizienten von f mit zunehmender Frequenz immer kleiner. Dieser Abfall ist
bei den Fourierkoeffizienten etwas ausgepriagter und vor allem gleichmé&Biger. Dies liegt dar-
an, dafl die Waveletdarstellung das lokale Frequenzverhalten analysiert. Tatsdchlich sind die
zum Teil erheblichen Schwankungen dieser speziellen Funktion f sehr stark ortsabhingig,
und dies erkennt man nur an den Waveletkoeffizienten. Hier werden erstmals Vorteile der
Waveletdarstellung deutlich.

Nicht zu vernachlissigen ist dariiberhinaus der Aspekt der Datenkompression. Von den 2048
Waveletkoeffizienten sind 594, also deutlich mehr als 25% betragsmifBig kleiner als 10~%; sie
kénnen daher vernachldssigt werden. Zum Vergleich: Lediglich 24 Fourierkoeffizienten, also
weniger als 1.2%, liegen unterhalb dieser Toleranzschwelle.
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Eine genaueres Verstdndnis der Wavelettransformation ist anhand von Abbildung 17.2
moglich. Dabei beschrénken wir uns der Einfachheit halber auf den Anteil des EKG-Signals
in Vs (Bild oben Mitte). Die darunterliegenden Abbildungen zeigen jeweils die Anteile von
fin Vi (links) und Wy (rechts), also den Trend und die jeweilige Fluktuation auf den ein-
zelnen Skalen k = 7, k = 6, usw., bis k = 2 ganz unten. Man kann gut erkennen, wie sich
das Ausgangssignal aus diesen einzelnen Komponenten zusammensetzt.

18 Semiorthogonale Wavelets

Trotz der einfachen Struktur hat sich das Haar-Wavelet in den Anwendungen nicht durch-
setzen kdnnen (genauso wenig wie stiickweise konstante Splines). Der Grund liegt in der
schlechten Approximationsordnung O(h), die fiir die Funktionenrdume V,, (mit h = 277)
des vorigen Abschnitts charakteristisch ist (~ Ubungen). Fiir numerische Anwendungen
verwendet man statt dessen zumeist lineare Splines. Wir wollen daher im weiteren Multis-
kalenbasen fiir lineare Splines vorstellen.

Bei linearen Splines iibernimmt die Hutfunktion

x 0<az <1,
B(z):=¢ 2—-=x 1< <2,
0 sonst

in natiirlicher Weise die Rolle der charakteristischen Funktion aus dem vorigen Abschnitt.
Dabei ist lediglich zu beachten, daf ihr Triager supp(B) = [0, 2] doppelt so grof} ist. Zudem
ergeben sich gewisse Probleme am Rand des Splinegitters: So haben wir in dem Kapitel iiber
Splines die nodale Basis aus Hutfunktionen noch durch zwei “abgeschnittene” Randfunktio-
nen erginzen miissen, die in den Randpunkten den Wert eins haben und an allen anderen
Gitterpunkten null sind. Dies wollen wir hier vermeiden und behelfen uns statt dessen mit
der Einschrinkung, lediglich periodische lineare Splines zuzulassen.

Wir bezeichnen also im weiteren mit Vi den Raum der stiickweise linearen Splines {iber

Ap=1{jhy 1 j € Lihy =27}
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mit Periode 1. Damit enthilt V{ lediglich die konstanten Funktionen, wihrend der Raum
Vi durch zwei Basisfunktionen aufgespannt wird, By o und By i:

\
1/2 1
Man beachte allerdings, dafi diese Basis von V; keine Orthogonalbasis ist; tatsidchlich miissen

wir bei linearen Splines auf einige der angenehmen Orthogonalitdtseigenschaften des vorigen
Abschnitts verzichten.

Da Vp nur aus konstanten Funktionen besteht, beschrinken wir uns im weiteren auf die
Riume Vi mit k& > 1. In Analogie zum vorigen Abschnitt definieren wir in V; mit k& > 1
die sogenannte nodale Basis {Bj;;,7 = 0,... ,2% — 1} aus 1-periodischen umskalierten
Hutfunktionen durch ihre Funktionswerte iiber [0, 1]:

Bro(z) = Qk/QB(Qkx) . By ;(2) = Brolz — jhy), 0<a<l1,

18.1
E=0,....p, j=1,...,2"-1. (18.1)

Fiir £ = 1 stimmt die Definition (18.1) mit der obigen Skizze iiberein. Besondere Aufmerk-
samkeit verdient dabei die Basisfunktion By 1, oder allgemein die Basisfunktion By 5x_,: fiir
sie gilt ndmlich

SUPP(Bk,zk—l) N[0,1] = Txo U Tyon_y

Wie im vorigen Abschnitt suchen wir nun einen Komplementidrraum Wy zu Vi in Viyq, d.h.,
Vipr = Vi & Wy .

Der Raum Wy, soll dabei durch eine Basis {¢y ;, 7 =0,... , 2% — 1} aus 1-periodischen linea-
ren Splines aufgespannt werden, deren Restriktion auf [0, 1] durch eine geeignete Funktion
1 erzeugt wird:

¢k,0($) - 2k/2¢(2k$) ) ¢k,](x) — ¢k,0($ - ]hk) 3 0 S T S 17

18.2
E=0,....p, j=1,...,2"-1. (18.2)

Wegen W, C V41 mufl dabei ) ein linearer Spline iiber dem Referenzgitter A, aus (17.5)
sein. Wir wollen zudem fordern, dafl ¥ kompakten Triger hat und k so grof} ist, dafi der
Triger von 1 vollstindig im Intervall [0,2*] enthalten ist; damit ist garantiert, daf die
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Einschrdankung von o auf das Intervall [0,1] eine vollstdndige gestauchte Kopie von
darstellt. Fiir unsere Zwecke erweist sich die Einschrinkung

supp ¢ C [0,3], k>2,

als ausreichend. Fiir gréBere Triger kénnen die folgenden Uberlegungen aber prinzipiell nach
dem selben Schema durchgefiihrt werden.

Definition 18.1 FEin linearer Spline 1 iber A, mit supp(v) C [0, 3] heifst Wavelet, falls
fiir jedes k > 2 der Raum

Wk = Span{¢k,j7 7j = 07 s 72k - 1} (183)

einen Komplementdrraum von Vi in Viyq darstellt. Die den Rdumen Vi zugrundeliegende
Funktion B heifst Skalierungsfunktion; manchmal spricht man dann auch von Mutter-
wavelet v und Vaterwavelet B.

Ist 1) ein Wavelet, dann existiert eine Multiskalenzerleqgung V, = Vo Wo O Ws G- - - W,_y;
die zugehdrige Basis heiffit Waveletbasis.

Unter den getroffenen Annahmen ist die Funktion i durch fiinf Parameter 1y, ... , 15 fest-
gelegt, ndmlich die Werte

i =402,  J=1...,5.
Ferner gilt die Darstellung
P(a) =1 B(2z) + B2z — 1) + ¢¥3B(22 — 2) + Y4 B(22 — 3) + ¢¥sB(2x — 4) .  (18.4)
Die Funktionen {By ;} und {3 ;} auf Level k£ kénnen wie in (17.8) durch die nodale Basis
des (k + 1)-ten Levels ausgedriickt werden, némlich (fiir j = 0,1,...,2% — 1)*

1 1
V2B, = 3 Brt1.25 + Beg1,2j+1 + 3 Bry,2j42

V2i¢r; = 1 Bry12; + 2 Brg12j41 + U3 Brg12j42 + (18.5)
g Bry1,2j43 + s Bry1,2j44 -

Um diese Darstellung zu erhalten, muff man lediglich (18.4) in (18.2) einsetzen. Mit Lem-
ma 17.3 ergibt sich nun unmittelbar eine Vorschrift fiir die Transformation von einer Zweis-

kalenentwicklung in die Darstellung beziiglich der nodalen Basis von Vjyq. Ist ndmlich (mit
n = 2% und N = 2F+1)

n—1 N-1
I = Z(fk,jBk,j ‘|‘77k,j¢k,j) = Z€k+1,jBk+1,j7
J=0 7=0

dann folgt aus Lemma 17.3 die folgende Beziehung:

*Im weiteren soll der zweite Index j bei einer Basisentwicklung in { By ; }; bzw. {¢%,;}, immer modulo 2*
verstanden werden; z.B. fiir j = 0 1st &x,—1 = &k,n—1 mit n = 2k,
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[ éhr10 ] [ 1/2 1/2 | 41 Ps s ] I gk’o ]
Ek41,1 1 P2 Py k1
Ek41,2 1/2 1/2 Y3 Y1 Ps
Ek41,3 1 g P2
Ertre | = % /2 1/2 Us s &;’:;1 . (18.6)
: S SR k.1
Ek41,N—2 1/2 1/2 Y3 Y1 :
L&k+1,N—1 ] L 1 Ya P2 | M1

Ohne Zusatzforderungen ist der Raum Wj aus (18.3) im allgemeinen kein Komple-
mentdrraum von Vi, also ¥ kein Wavelet. Um zu erkennen, ob 1) ein Wavelet ist, bilden
wir fiir jedes gerade j = 0,2,4,..., N — 2 die Summen 2§41 ; — {kt1,j—1 — Ekt1,541 und
erhalten somit aus (18.6) das n X n lineare Gleichungssystem

25412 — k11 — Ekt13 g o c_q Mk,0
285414 — k41,3 — Ekt15 c1 ¢ M1
: = V2 : (18.7)
26p41, N—2 — Epg1,N—3 — Ekt1,N—1 cc1 ¢ € Mhn—2
21,0 = Ert1, -1 — Erg1,1 c c_1 ¢ Men—1

mit
c_1 =15 — Pa/2, co =3 — Ya/2 — b2 /2, e =1 — /2. (18.8)

Satz 18.2 Falls die n x n-Matriz C' aus (18.7) diagonaldominant ist, ist 1p ein Wavelet.

Beweis. Fine diagonaldominante Matrix ist nicht singuldr, folglich hat das lineare Glei-
chungssystem (18.7) in diesem Fall genau einen Ldsungsvektor n € R™. Aus den Gleichun-
gen (18.6) fiir jene {4+1,; mit ungeradem j lassen sich dann die Koeffizienten { ;} durch
Riicksubstitution in eindeutiger Weise bestimmen:

Sk = \/5&4-1,2]‘4-1 — YNk j—1 — Valk,j s 7=0,...,n—1. (18.9)

Dies bedeutet, daf§ es fiir jede Funktion f € V341 genau eine Darstellung als Linearkombi-
nation der {By ;, ¥y ;}; gibt. Folglich ist Viy1 = Wy @ Vi, und 4 ein Wavelet. O

Aufwand: Zur Transformation von der nodalen Basis in die Zweiskalenbasis 16st man
zunéchst das lineare Gleichungssystem (18.7) mit dem GauBalgorithmus und erhdlt dann
die restlichen Koeffizienten {&; ;} durch Riicksubstitution aus (18.9). Das Aufstellen des
linearen Gleichungssystems (18.7) erfordert dabei n Multiplikationen und 2n Additionen;
fiir die GaufBlelimination sind dann etwa 8n 4 3n multiplikative Operationen notwendig. Die
Berechnung der {&; ;}; geméB (18.9) kostet schliellich weitere 3n Multiplikationen. Zusam-
men macht das ungefahr 15n Multiplikationen. Die Riicktransformation in die nodale Basis
geschieht hingegen einfach via (18.6); da die entsprechende Matrix 8n von Null verschiedene
Eintrige hat, kostet diese Transformation maximal 8n Multiplikationen.
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Die vollstdndige Transformation von der nodalen Basis in die Multiskalenbasis 148t sich
somit durch Zi;; 15 - 2% & 15 - 2P multiplikative Operationen bewerkstelligen; die Riick-
transformation kostet etwa 8 - 2P Multiplikationen.

Welche Werte fiir 1,..., 15 ergeben nun ein sinnvolles Wavelet 7 Als ein erstes Beispiel
wéihlen wir die Parameter derart, dafl die Teilrdume V; und W} zueinander senkrecht sind.
Dazu ist das folgende Lemma hilfreich:

Lemma 18.3 Fs seien ¢ und @ zwei lineare Splines iber dem Gitter {0, h,2h, ... [h} mit
€N und h > 0. Sind

die Funktionswerte der beiden Splines, dann ist

Ih L -1
/0 e(x)Y(r) de = 5 {(2 w0+ 1) Yo + Z(%‘—1 +49;+@it1) Y+ (201+ 0im1) lbl}-

i=1

Beweis. Das Produkt ¢ ist auf jedem Teilintervall ein Polynom zweiten Grades, fiir das
die Simpson-Regel eine exakte Quadraturformel ist. Daher gilt

S Iy

lh
/0 plx)v(a)de = [o(zj—1)w(2jo1) + 4 (P2 (B2 4 ()b (2;)]

o
Il
—

Yj—1+ ;i1 + Y,
2 2

{99]‘—1%‘—1 +4 -I-ipﬂb]}

o
Il
—

Il
| =

(205 1%j-1 + wjo1; + et + 20,0]

Il
o >

71=1
L -1
=5 [(2 wo + 991) o + Z(@Qj—l +4p;+ 99]‘+1) P+ (2 w1+ 991—1) lbl} .
7=1

ad

Damit By ; und 1y, ;s bei festem k fiir alle j und j’ paarweise orthogonal sind, miissen die
vier Orthogonalitdtsbedingungen

BL¢(_])7 j:_27_170717

erfiillt sein. Fiir alle anderen Werte von j haben die genannten Funktionen disjunkte Trager
und sind daher sowieso orthogonal zueinander. Lemma 18.3 mit ¢ = B und h = 1/2, [ = 6,
(also o = 0, 1 = 1/2, w2 = 1, o3 = 1/2 und 4 = 5 = pe = 0) fiithrt auf das lineare
Gleichungssystem
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Fig. 18.1. Skalierungsfunktion B und £%-semiorthogonales Wavelet v

31 + 1/24,

= 0,
3¢+ BYg 4+ 33+ 1/2Y4 = 0,
/242 + 343 + 5y + 3¢5 = 0,
1/2¢4 + 3¢5 = 0
fiir die Koeflizienten ¢; = ¢(j/2), j = 1,...,5. Es folgt ¥y = —644, 14 = —61)5, und die
verbliebenen beiden Gleichungen vereinfachen sich zu

=27¢1 + 3¢3 — 3¢5 = 0,
=31 4+ 33 — 27y = 0.

Durch Elimination von w3 ergibt sich unmittelbar 11 = 15 und damit die (bis auf einen
multiplikativen Faktor eindeutige) Losung

Y1 =1/6, ¢o=-1, ¥3=5/3, da=-1, ¥s=1/6.
Fiir die Transformation (18.7) sind die entsprechenden Eintridge von C gegeben durch

cw=28/3, c_1=c1=2/3. (18.10)

Folglich ist C' diagonaldominant und die Funktion + (mit Norm |[¢||; = 1) ist nach Satz 18.2

ein Wavelet; es ist in Abbildung 18.1 dargestellt. Man beachte wieder den (oszillierenden)
Wellencharakter dieser Funktion.

Man beachte, dafy die Unterrdume der Multiskalenzerlegung
Vi=VooWedWsd---d W,y

von V), paarweise orthogonal sind. Dies gilt allerdings nicht fiir die ausgew&hlten Basisfunk-
tionen innerhalb eines Unterraums; daher nennt man ¢ semiorthogonales Wavelet.
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19 Biorthogonale Spline-Wavelets

Die Waveletbasis des vorigen Abschnitts, die durch das semiorthogonale Wavelet ¢ aus Ab-
bildung 18.1 erzeugt wird, hat allerdings auch einen Nachteil: Wie wir spdter sehen werden,
sind zur Darstellung einer Funktion mit kleinem Trager (etwa einer Hutfunktion B, ; € V,;
vgl. Definition 19.1) in der Regel alle Basiselemente dieser Waveletbasis notwendig.

Auf der positiven Seite stehen hingegen die folgenden beiden Eigenschaften:

e ) hat kompakten Triger, supp ¢ = [0, 3];

e Iiir jedes £ > 2 und j € 7 steht v, ; orthogonal auf dem Spline-Raum V.

Dariiberhinaus hatten wir gesehen, daf} ¢ die einzige Funktion mit diesen beiden Eigenschaf-
ten ist. Um ein Wavelet mit besseren Lokalisierungseigenschaften zu konstruieren, miissen
wir eine der beiden obigen Figenschaften abschwichen. Wie zuvor geht dies zu Lasten der
Orthogonalitit des Wavelets; der Tréger von 1 bleibt unver&ndert.

Bevor wir mit der Herleitung solcher Wavelets beginnen, soll jedoch erst der etwas unklare
Begriff der “Lokalisierungseigenschaft” genauer spezifiziert werden.

Definition 19.1 Wir sagen, daff ein Wavelet b die Lokalisterungseigenschaft besiizt,
Jalls 1, € 7, 1 < 0 < U, und reelle Koeffizienten o, 3;, &;, B; exvistieren mit
l/
B2r) = D (aiBle—j) + e — ).

= (19.1)

B2z —1) = Y (a;B(z —j) + Biv(x - j)).

i=l

Durch Ubergang auf die einzelnen Skalen einer Multiskalenbasis gem#f (18.1), (18.2), erhélt
man unmittelbar die Darstellungen von Bjy41,0 und Bjg4q,1 in der Zweiskalenbasis auf Level
k+ 1 (vorausgesetzt, dafl & hinreichend grof ist):

I I
Briyi,2 = ﬁZ(OéjBk,H—j + Bitkits) Brii2i41 = ﬁZ(ONéjBk,H—j + Bithits) -

i=l i=l

Jede Basisfunktion der nodalen Basis auf Level & + 1 kann also durch eine feste Anzahl
von Basisfunktionen der Zweiskalenbasis ausgedriickt werden. Mit anderen Worten: Eine
Stérung einer Funktion f € V), in einem einzigen Gitterpunkt z € A, beeinflufit lediglich
die Koeflizienten jener Basisfunktionen der Waveletbasis, deren Triger in unmittelbarer
Nachbarschaft des Punktes z liegen.

Wavelets, die die Lokalisierungseigenschaft erfiillen, lassen sich wie folgt charakterisieren.

103



Satz 19.2 FEin lineares Spline-Wavelet 1 iber A, mit suppty C [0,3] und Werten ; =
¥(j/2), 7 = 1,...,5, hat genau dann die Lokalisierungseigenschaft, falls genau zwei der
drei Parameter c_y, co und ¢y aus (18.8) gleich Null sind.

Beweis. Nehmen wir zunichst an, dafl c_; und ¢; gleich Null sind. Gemi8 (18.8) ist dies
dquivalent zu den Bedingungen

Yo =20 und  thy =245 (19.2)

Eingesetzt in (18.7) folgt daraus unmittelbar (mit n = 2¥)

1 .
Nk = —F= (2 5k+1,2(]‘+1) - 5k+1,2(]‘+1)—1 - 5k+1,2(j+1)+1) ) J=0,...,n—1. (19-3)
Co\/§
Speziell fiir die Entwicklungskoeffizienten &4 ; = ;0 von By ergibt sich dann
77Ic,7z—1:\/§/0()7 m; =0, j#n—1,
und aus (18.9) folgt ferner

o - Y2 V2 g {01}

Co Co

52
>

Damit hat B4 die Basisentwicklung

V2
Brtio0 = — Py (¢2Bk,n—1 + 4B o — ¢k,n—1) ;
0

setzt man hier Byyio(z) = 20FD/2B(25412) ein und ersetzt 25+ durch ¢, dann folgt die
erste Gleichung aus (19.1) mit / = —1 und " = 0, sowie geeigneten «; und ;. Entsprechend
zeigt man, daf

1
Briig1 = (¢2Bk,n—1 + (2¢0 4 4 + o) Bro + YaBri — Ykn—1 — ¢k,0) ;
Co\/§
und erhilt hieraus die zweite Gleichung von (19.1) mit / = —1 und !’ = 1. Mit anderen

Worten, das Wavelet ¥ erfiillt die Lokalisiserungseigenschaft. Der Beweis der Lokalisierungs-
eigenschaft in den anderen beiden Féllen ¢y = ¢g = 0, bzw. ¢y = ¢; = 0, geht ganz analog.

Hat umgekehrt das Wavelet 1 die Lokalisierungseigenschaft, dann existieren nach Definiti-
on 19.1 Koeffizienten «; und 3; mit

l/

Bit1,2i = ﬁZ(OCjBk,H—j + Btk its)

i=l

fiir hinreichend grofie k. GemiB (18.7) erfiillen die §; dann das folgende lineare Gleichungs-
system:
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0 Cp (8] Cc_1
0 c_1 Cp 5] ﬁl’
= 2 0] . (19.4)
0 Cc_q Co Cc1 ﬁl
2 (4] Cc_1 Cp .

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit soll dabei k so grofl gewdhlt werden, daf§ wir / und
I in folgendem Intervall fixieren kénnen:

—n/2+1<i<l'<n/2-1, n=2".
Ferner sei der Einfachheit halber angenommen, daf§ 5,5y # 0.

In (19.4) gibt es genau eine Gleichung, in der c_; mit Sy multipliziert wird:
linke Seite = 2(0_1ﬁl/ +eco-04¢cq - 0) . (19.5)

Falls die linke Seite von (19.5) gleich Null ist, ergibt sich zwangsldufig c_; = 0, da gy # 0
angenommen ist. Die linke Seite ist genau dann gleich Null, wenn (19.5) nicht zufillig die
letzte Zeile von (19.4) darstellt, also genau dann, wenn I’ # —2. Demnach ist I’ = —2 oder
c_1 = 0.

Entsprechend gibt es genau eine Gleichung in (19.4), in der ¢; mit 3; multipliziert wird:
linke Seite = 2(0_1 -0+ ¢-0+ clﬁl) ,
und wie zuvor ergibt sich [ = 0 oder ¢; = 0.

Drei Fille gilt es nun zu unterscheiden: Im ersten Fall ist { # 0 und I’ # —2 (und somit
¢1 = c—1 = 0 und die Behauptung nachgewiesen), im zweiten Fall ist [ = 0, und im dritten
Fall ist I’ = —2. Betrachten wir etwa den Fall [ = 0. Wegen [ < [’ ist dann !’  —2 und daher
c—1 = 0. Die erste Gleichung des Gleichungssystems (19.4) lautet nun wegen [ = 0 wie folgt:

0=cofo+cibi=cobi+c1-0.

Damit ergibt sich aber notwendigerweise ¢g = 0, und somit ist ¢g = ¢_; = 0 und die
Behauptung erfiillt. Der verbliebene Fall " = —2 fiihrt entsprechend auf die Bedingung
Cop=C = 0. O

Beispiel. Fiir das semiorthogonale Wavelet aus Abbildung 18.1 sind ¢p, ¢_y und ¢ je-
weils von Null verschieden, vgl. (18.10). Daher hat das semiorthogonale Wavelet nicht die
Lokalisierungseigenschaft.

Zur Konstruktion eines Wavelet ¢ mit der Lokalisierungseigenschaft beschridnken wir uns
im weiteren auf den Fall ¢_; = ¢; = 0, da nur dieser auf ein achsensymmetrisches Wavelet
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fithrt. In diesem Fall muB ¢g von Null verschieden sein: Man macht sich mittels (18.8) ndmlich
schnell klar, dafl andernfalls v nicht nur ein linearer Spline iiber A,, sondern sogar iiber
dem nichstgréberen Gitter ist und damit nicht linear unabhéngig zu allen Translaten der
Hutfunktion sein kann.

Die Bedingung ¢_; = ¢; = 0 fiihrt auf die beiden Gleichungen (19.2) und diese stellen zwei
lineare Bedingungen an die fiinf gesuchten Koeffizienten v;, 7 =1,...,5, von ¢ dar. Da ¢
ohnehin héchstens bis auf (multiplikative) Normierung eindeutig ist, kénnen lediglich zwei
weitere Nebenbedingungen an 1 gestellt werden, zum Beispiel Orthogonalitdtsbedingungen.
Dabei ist aber zu beachten, dafi diese Bedingungen nicht auf ¢y = 0 fiihren diirfen.

Zwei weitere Nebenbedingungen an 1 sind allerdings zu wenig, um Orthogonalitit von ¥
zu allen Translaten von B zu erzwingen; dazu wiren mindestens drei Nebenbedingungen
notwendig. Daher gibt man andere Orthogonalitdtsbedingungen vor, etwa

o LT, .

(Man beachte, daf§ 11y, der Raum aller Polynome ersten Grades, ein Teilraum der linearen
Splines ist.) II; wird von der Konstanten y = 1 und der Geraden y = x erzeugt; Die beiden
Orthogonalitdtsbedingungen lauten also

3 3
/ P(z)de=0 und / zp(z)de=0 (19.6)
0 0
und fiihren gemif Lemma 18.3 auf die beiden Bedingungsgleichungen

v+ Y+ Y3+ s+ s = 0,
v+ 2¢%e 4+ 33 + 4y 4+ HYs = 0.

Zusammen mit (19.2) ergibt sich die (bis auf Vielfache) eindeutig bestimmte Ldsung
P ==1/6, p=-1/3, ¥s=1, vs=-1/3, o5=-1/6.
Damit ist ¢g = 4/3 in (18.8).

Die Transformation von der nodalen Basis in die Zweiskalenbasis erfolgt anhand der Glei-
chungen (19.3) und (18.9) und kostet 4n multiplikative Operationen (wenn man in (18.9)
den gemeinsamen Faktor ¢, = 14 = —1/3 ausklammert). Die Riicktransformation gemif
(18.6) kostet 5n Multiplikationen.

Das so bestimmte Wavelet 1 findet man in der Literatur unter dem Namen biorthogonales
Wavelet. Der Grund liegt in der sogenannten Biorthogonalititsrelation (19.7) des folgenden
Satzes, den wir hier allerdings nicht beweisen wollen und kénnen.

Satz 19.3 Es gibt zwei Funktionen B, € L2(IR) mitsupp B C [—1,3] und supp ¢ C [-1,2],
so dafl
Ung L, (k) # (K.,
- _ (19.7)
By LBy, j# i, By ; Ly s, K >k.
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Fig. 19.1. Skalierungsfunktion B und biorthogonales Wavelet ¢

Hierbei werden Bk,j und Q;M wie zuvor durch Stauchung und Translation aus B und 1
erzeugt. Dariberhinaus gentigen (fir k > 2) die Funktionen By ; und vy ; den Rekursions-
gleichungen

B

(% B;“_l — %Bk,o - Bm - %Bk,z + éBk,:a) )
(5 Bt~ Brot 3Bt

o3
=
=
|
|
>

(19.8)

s

=
T
=
|
|
v
S

Die Funktionen B und ¢ werden duale Skalierungsfunktion, bzw. duales Wavelet
genannt. Thre Bedeutung liegt in der folgenden Eigenschaft: Ist

3 p—12k_1
/= Zfz,sz,j + Z Z Nk, Uk, j
7=0 k=2 j=0

die Darstellung von f in der Waveletbasis von V, = Vo @& Wy @ ... @ W,_1, dann folgt aus
(19.7), daB

(Fobrg) = n{0hy Ur ) = Mgl . ¥),

beziehungsweise

Nk = U ni) , k>2

(0, 9)

Die Waveletkoeffizienten der Multiskalendarstellung ergeben sich also aus Innenprodukten
von f mit den entsprechenden dualen Wavelets.

Dies ist allerdings in erster Linie von theoretischer Bedeutung, da man B und ¢ nicht ex-
plizit kennt. Man kann die beiden dualen Funktionen aber numerisch approximieren. Durch

107



=1 0 1 2 3

Fig. 19.2. Duale Skalierungsfunktion B und duales Wavelet

die Transformation By ; = 2%/2B(2% - —j) erhilt man nimlich aus (19.8) eine sogenannte
Skalierungsgleichung

(19.9)

fiir B, die numerisch geldst werden kann (~ Ubungen). Das Ergebnis ist in Abbildung 19.2

dargestellt. Man beachte das “fraktale Aussehen” von B.

20 Ein Anwendungsbeispiel

Als eine Anwendung der Waveletbasen betrachten wir folgende Aufgabe: Gesucht sei eine
Funktion » mit

Au=0 in R?\ 2, u=yg auf I'=08. (20.1)
Hierbei ist A der Laplace-Operator,

0? 0?

u = (21,22)
8$% 1 1 1

und das Gebiet §2 bezeichne entweder den Einheitskreis oder eine Ellipse um den Nullpunkt

mit Halbachsen der Linge v und 3.

Das Problem (20.1) ist eine partielle Differentialgleichung (Laplace-Gleichung) im Au-
Benraum, also in einem unbeschrinkten Gebiet. Ist beispielsweise g die Spannungsvorgabe
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auf einer geschlossenen Oberfliche I', dann beschreibt die Losung « von (20.1) das Potential
des resultierenden elektrischen Felds F¥ = — grad u. Fiir eine physikalisch sinnvolle Losung
dieses Problems muf} zusétzlich noch gefordert werden, daff u(z) fiir || — oo beschrénkt

bleibt*.

Ein elegantes numerisches Losungsverfahren fiir die Differentialgleichung (20.1) ist die soge-
nannte Randelementmethode. Dazu macht man einen Lésungsansatz der Form

8G($7y) 2\ 0O
u(z) :/F(1 T T(y)) oly)ds(y), =€ R2\T2. (20.2)

Die Integration {iber I' beziiglich der Variablen y ist dabei beziiglich der Bogenlé&nge im
mathematisch positiven Sinn zu verstehen; die Funktion

1 1
O
2r 7 o —y

(20.3)

ist die sogenannte Grundlosung der Laplace-Gleichung und 9/09v(y) bezeichnet die Ablei-
tung beziiglich y in Richtung der &ufleren Normalen v des Gebiets (2.

Lemma 20.1 ¢ sei eine stetige Funktion. Dann ist u unendlich oft differenzierbar in R?\ £2
und erfillt die Laplacegleichung Au = 0. Ferner bleibt u beschrdnkt fiir |x| — oo.

Beweis. In der Umgebung eines Punktes € R?\ 2 ist der Integrand von (20.2) beliebig
oft nach x differenzierbar und die partiellen Ableitungen von u kénnen durch Vertauschung
von Integration und Differentiation bestimmt werden. Da weiterhin bei der Differentiation
von GG auch die Differentiationsreihenfolge beziiglich @ und y vertauscht werden kann, ergibt
sich

d
Aue) = [ oly) s AiGirp) ds(v): (20.4)

hierbei bezeichnet A, den Laplace-Operator beziiglich der z-Variablen. Eine einfache Rech-
nung ergibt

0 1 0 1 z;—y
G — E— —yl? = - = d 20.5
und weiterhin
0? 1 /a—wy 1
9 Ga, :—(2 222»—2»—7)7 = 1,2,
722 (@,y) = o Ty (zi — yi) Pr {
Durch Summation ergibt sich daher
L /2(x1 —y1)? + 2(z2 — y2)? 1
A, Glay) = —( B —p) + 22— we)” ;) =0,
2w ER ER

*In diesem Abschnitt bezeichnet ||, # € R?, immer die Euklidnorm im RZ2.
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und eingesetzt in (20.4) ergibt dies die Behauptung Au(z) = 0.

Aus (20.5) schlieBt man ferner unmittelbar, daff |grad, G(z,y)| = | —grad, G(z,y)| =
O(1/|z]), gleichm&Big fiir |z| — oo ; da der Normalenvektor die Norm |v(y)| = 1 hat, ergibt
sich

0G (2, y)
1+ —— =14 0(1/|=
o (1/le)
und damit folgt aus (20.2)
u(z) — /Fc,o(y) ds(y), |z| = oo,
und zwar gleichmifig in |z|. 0

Um die Differentialgleichung (20.1) zu l6sen, gilt es lediglich noch die Randbedingung u|r =
g zu erfiillen. An dieser Stelle tritt allerdings eine Schwierigkeit auf. Dies sieht man am
einfachsten, wenn man fiir {2 den Einheitskreis wihlt. In dem Fall ist v(y) =y, y € I', und
aus (20.5) ergibt sich

d Loreupn —yi | waya— 33
8l/(y) G($7 y) V(y) gra Y G($7 y) 277( |$ _ y|2 |$ _ y|2 ) ( 0 6)
Speziell fiir # = py mit y € I' und p > 1 vereinfacht sich das zu
G( )_i(_l)M_iL 4o N
oy T T wm T R T w1 T

Mit anderen Worten, wenn 2z einem Punkt z* € I aus radialer Richtung nahe kommt, dann
ist der Integrand von (20.2) fiir y & 2* von der Groflenordnung 1/|2* — z|. Die Bestimmung
des Randwerts u(z*) mit z* € I' gemiB (20.2) ist also eine nichttriviale Angelegenheit.

Um die Verwirrung zu vervollstdndigen, betrachten wir noch 0G (z*, y)/dv(y) fiir ein z* auf
dem Kreisrand I'. Parametrisieren wir y = (cos7,sin7) und z* = (cos#,sin #), dann ergibt
sich aus (20.6)

0 Gla®y) = 1 cosfcosT —cos?T +sinfsint —sin? 7 1 cos(@—T1)—1
dv(y) Y= o0 (cos@ — cosT)? + (sin @ — sin7)2 -~ 2m 2—2cos(f8 —T)
- _ L
N 4’

d.h., das Integral in (20.2) vereinfacht sich zu

dG (2™, y) B 27 1
/r(l - T(y)) Ply) ds(y) = /0 (1= =) p(6)dp, (20.7)

wobei wir einfach die Funktion ¢ mit einer Funktion iiber dem #-Intervall [0, 27) identifiziert
haben. Man beachte, daf der Integrand von (20.7) keinerlei Singularitdt aufweist.
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Trotz des Zusammenhangs zu (20.2) ist jedoch (20.7) nicht der Randwert «(z*) der Funktion
u aus (20.2). Eine sehr technische und langwierige Rechnung ergibt namlich die folgende
Sprungrelation (fiir einen Beweis sei auf [Kress:Linear Integral Equations| verwiesen):

Lemma 20.2 Sei ¢ stetig. Dann hat die Funktion u aus (20.2) eine stetige Fortsetzung auf
den Rand I' von (2, und es gilt

oG (2™, y)
v (y)

Dabei ist der Grenzwert x — z* fiir * € R?\ £ zu betrachten.

lim u(z) = %cp(x*) + /F(l +

r—x*

)@(y) ds(y), "€l

Fiir den Einheitskreis ergibt sich also anstelle von (20.7) der Grenzwert

1

o)+ [0 ). 208)

Aus Lemma 20.1 und Lemma 20.2 folgt nun unmittelbar das folgende Resultat:

Satz 20.3 Die Funktion u aus (20.2) l6st das Aufenraumproblem (20.1), falls ¢ eine stetige
Lésung der Integralgleichung

dG (2, y)
e+ [ (2 + 25 e asts) = 2(e) (20.9)

1st.

Fiir den Einheitskreis ist eine solche Funktion ¢ schnell gefunden. Wegen der speziellen
Form (20.8) der linken Seite von (20.9) (wobei sich allerdings (20.8) und (20.9) um den
Faktor 1/2 unterscheiden) ergibt sich durch Integration von 0 bis 27

(142r(2-1/(2m))) /0%99(0) o = 2/0%9(0) df.
Daher ist
/0%@(0) a0 = o [ g(6)as

und eingesetzt in (20.9) folgt

e(0) =29(6) —v mit 721(1—i)/027rg(9) dg.

T 4

Fiir allgemeinere Gebiete {2 als den Kreis ist die L&ésung der Integralgleichung allerdings
schwieriger. Fiir den Fall einer Ellipse {2 mit Halbachsenlingen o und 8 wird beispielswei-
se (20.9) zu (~ Ubungen)
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o0 + [ k(. 0)p(r) dr = 29(0),

af 1
7 a2+ 32— (a? = B2 cos(r +6)

(20.10)

k(r,0) = 2\/ﬁ2c0827—|—0423in27' —

Wir suchen im folgenden eine Ndherungslésung ¢, € V,, von ¢ aus dem Raum der periodi-
schen linearen Splines iiber [0, 27) mit n = 2P dquidistanten Stiitzstellen wie in den vorigen
beiden Abschnitten (die Ldnge des Intervalls spielt natiirlich keine wesentliche Rolle).

Bezeichnet {¢o, ¢1,...,¢,—1} eine beliebige Basis von V), dann kénnen wir ¢, € V,
beziiglich dieser Basis entwickeln und erhalten

n—1
Pn= Giti- (20.11)
=0

Als Basis stehen hierfiir die konventionelle nodale Basis von V), oder eine der Waveletbasen
aus den vorangegangenen Abschnitten zur Verfiigung. Fiir eine geeignete Bestimmung der
n unbekannten Koeffizienten (; werden n lineare Gleichungen benétigt; beim Galerkin-
Verfahren bildet man dazu Skalarprodukte der Gleichung (20.10) mit den Basisfunktionen
¢; von V,, i =0,...,n — 1: Das ergibt das lineare Gleichungssystem

mit 2 = [Coy .-, Cn1]T, b= 2[(¢i,g)]; und der Matrix
A= {0 85) + {00, Koj) ], (20.12)

hierbei bezeichnet K den Integraloperator

2T
K:¢ — K¢ = / k(r,8)o(r) dr
0
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mit k& wie in (20.10) (mit ¢ ist also auch K¢ eine stetige Funktion von 6).

32
64

128

256

8 32 64 128 256

le-25

256

8 32 64 128 256 8 32 64 128 256

Die obige Abbildung veranschaulicht im Fall einer Ellipse mit Halbachsen o = 10 und

3 = 1 die GroBenordnung der Eintrige der Koeffizientenmatrix A € R?%¢%256 in einer
logarithmischen Skala. Fiir die drei Darstellungen wurden die folgenden Basen verwendet:
(a) nodale Basis: Bild oben Mitte

(b) biorthogonales Wavelet: Bild unten links
(c) semiorthogonales Wavelet: Bild unten rechts

Die Dunkelheit der Bildpunkte entspricht der absoluten Gré8e der jeweiligen Matrixeintrige:
je dunkler der Bildpunkt, umso gréfier ist der Eintrag in der Matrix. Dabei ist zu beachten,
daf} die obere Abbildung eine andere Graustufeneinteilung verwendet als die unteren beiden
(vgl. die beiden unterschiedlichen Skalen).

Interessant sind die Strukturen in den Abbildungen fiir die Waveletbasen. An diesen Struk-
turen kann man sehr genau die Zuordnung zu den unterschiedlichen Skalen erkennen.
Zunéchst fallen vor allem die fingerdhnlichen Linien in den Abbildungen auf. Sie kommen

113



hauptsichlich von den Innenprodukten {¢;, ¢;) in der Matrix A, vgl. (20.12). Dies erkennt
man daran, daf§ die Intensitdt der “Finger” in den beiden Abbildungen unterschiedlich ist:
Fiir das semiorthogonale Wavelet sind die “nebendiagonalen Finger” um einige Zehnerpo-
tenzen kleiner, da die Wavelets auf unterschiedlichen Skalen zueinander orthogonal sind.

Daf§ fiir das semiorthogonale Wavelet iiberhaupt Finger auftreten, kann man dadurch er-
klaren, daf§ die Funktion k(7,8) und ihre Ableitungen umso kleiner werden, je weiter die
zu 7 und 6 gehdrenden Ellipsenrandpunkte voneinander entfernt sind (nachrechnen!). Da in

dem Ausdruck
(0. K0)) = [[ K8 6:0)0,(r) d(r.0) (20.13)

nur diejenigen Werte k(7,6) eine Rolle spielen, fiir die 7 € supp ¢; und 6 € supp ¢;, wird
das Innenprodukt also umso kleiner, je weiter die Tréger von ¢; und ¢; auseinander liegen.
Die Fingerlinien gehoren tatsédchlich zu den Indexpaaren (¢, 7), fiir die sich die Tréger von
¢; und ¢; iiberlappen.

Auf beide Wavelets trifft dariiberhinaus die folgende Beobachtung zu: Je feiner die Skala
ist, umso heller sind die entsprechenden Blécke. Dies liegt daran, dafl die Kernfunktion sehr
glatt ist, und daher nur eine sehr kleine Fluktuation auf den feinen Skalen aufweist.

Insgesamt kann aus der Abbildung das Fazit gezogen werden, dafl in den beiden Matrizen,
die zu den Waveletbasen gehdren, in jeder Zeile alle bis auf etwa O(logn) Eintrige ohne
merklichen Genauigkeitsverlust durch Null ersetzt werden kénnen. Dies spart Speicherplatz
und verbilligt beispielsweise den Einsatz iterativer Methoden wie das GauB3-Seidel Verfahren,
da Matrix-Vektor Produkte mit diinn besetzten Matrizen sehr viel billiger sind: Fiir eine
Matrix-Vektor Multiplikation bendtigt man beispielsweise nach der Kompression nur noch
O(nlogn) anstelle der iiblichen n* Operationen.
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IV. Eigenwerte

21 EigenwerteinschlieBungen

Erinnerung. Ist A € K"*" dann ist p(A) = det(A — AJ) ein (komplexwertiges) Polynom iiber C vom Grad
n. Jede der n Nullstellen von p ist ein Eigenwert von A, d.h., zu einer solchen Nullstelle A gibt es einen
Figenvektor 0 # z € C™ mit Az = Az; umgekehrt ist auch jeder Eigenwert eine Nullstelle von p. Die Menge
aller Eigenwerte nennt man das Spektrum o(A) von A.

Ist A € o(A) dann ist X € o( A*). Folglich gibt es einen Vektor y # 0 mit A*y = Ay und es folgt
Myt =(dy)" = (ATy)" = YA

daher heifit y auch linker Eigenvektor von A zu A. Ist # ein Eigenvektor zu einem anderen Eigenwert X von
A, dann gilt y*7 =0 (wegen y* Az = Ay*& = y*(AZ) = Ay™%).

Eigenwerte sind selbst bei reellen Matrizen i.a. nicht reell. Ist aber A € R™™"™ und X € o(A), dann ist auch
A € 6(A), denn aus Az = Az folgt

AT = Az = Az = \T.

Die Eigenwertgleichung Ax = Az ist nichtlinear beziiglich der gemeinsamen Unbekannten
A und z; daher sind die meisten numerischen Verfahren zur Berechnung von o(A) iterativ
und manchmal nur lokal konvergent. Aus diesem Grund ist die folgende Sammlung relativ
einfacher Ergebnisse {iber die Lage der Eigenwerte einer Matrix von Bedeutung.

Satz 21.1 (Satz von Gerschgorin) Sei A = (a;;) € K"*", X ein beliebiger Figenwert
von A. Dann gilt

n n

e |k = U{c: C—aul < D agl}. (21.1)

i=1 =1,
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Beweis. Sei Az = Az, x # 0. Dann existiert 2; mit |z;| < |y fiir j # ¢. Folglich ist

n

Az; = (Az); = Z a;a;

i=1
und weiter
n ey n
N — as] = a -1 | < ;i .
| “| 42'” z; _,Z.|”|
J=L#F ' jELIF
l.1<1

Alsoist A € K; C Ui, K. -

Wegen A € o(A*) gilt entsprechend der Satz von Gerschgorin angewendet auf A*,

n

X € U{C: I¢ — @] < Z |ajil }

=1 j=1,5#2
bzw.
ye UK = UG K—aul € DD agl} (21.2)
=1 =1 j=1,5#2

Ist A eine beliebige n x n-Matrix, dann ist (A 4+ A*)/2 hermitesch, und (A — A*)/2 schief-

hermitesch, d.h.
A—A\T AN
2 B 2

Es gilt

A+ A* A — A
- 2 + 2

A

Definition 21.2 Unter dem Wertebereich einer Matriz A € K™*" versteht man die Menge
aller Rayleigh-Quotienten v* Ax/x*x mit x € C™\ {0}:

r*Ax

x*r

W(A) := {4‘: : xE@”\{O}}C@.

Lemma 21.3

(a) W(A) ist zusammenhdngend.
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(b) Ist A hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [Apin, Amaz)-

(¢) Ist A schiefhermitesch, dann ist W(A) ein rein imagindres Intervall, ndmlich die kon-
vexe Hiille seiner Figenwerte.

Beweis. (a) Sei (1 # (o € W(A), (1 = a Az /221, (o = ajAxo/afre mit 21, 29 € C*\ {0}.
Offensichtlich ist ;1 # Az, da sonst (; = (p. Aus diesem Grund enthilt das Intervall
[z0,21] == {&¢y = 20 + t(z1 — 20) : t € [0,1]} nicht den Nullpunkt und daher definiert
G = afAzy/afry € W(A) eine stetige Kurve, die o mit ¢; verbindet.

(b) Das haben wir bereits im Beweis von Satz ??7 gesehen.

(c) Wegen A* = —A ist iA hermitesch: (14)* = 14* = —iA* = iA. Da W(iA) = i W(A)
und o(iA) =i0(A) ist, folgt die Behauptung daher aus Teil (b).

Offensichtlich gilt immer

7(A) C W(A). (21.3)

Satz 21.4 (Satz von Bendixson) Sei A € K"*" beliebig. Dann liegt das Spektrum von
A in dem Rechteck

A+ A" A A"
U(A)CR::W( - )—l—W( 5 ) (21.4)
ImA
A
_ R
g
b
NS
S
» ReA
W((A+A")/2)

Fig.21.1. Satz von Bendixson.

Beweis. Wir zeigen die stirkere Aussage, daB W(A) C W (4£4%) + W (4247,
Sei € €™\ {0}: Dann gilt
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r*T r*T
* 1 * * 1 *
(A + A%z 2" (A — A%z A+ A* A — A*
_ T ) + il ) e w(iL w
T*x T*x 2 2
O
Beispiel.
4 0 -3
A=10 -1 1
-1 1
Gerschgorin fir A Gerschgorin fir AT
4 4
2 2/
0 (o} ) o
-2 -2 ‘
-4 -4
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6
Der symmetrische und schiefsymmetrische Anteil von A ist
4 0 2 0 01
A+ AT A— AT
H = —; =10 -1 1], S = 5 =0 00
2 1 0 -1 0 0

Zur Anwendung des Satzes von Bendixson schlieflen wir die Spektren von H und S wieder
mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin ein: Somit ergibt sich das Rechteck

R = [-3,6]4[—i,i].
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Das Spektrum von A mufl im Schnitt aller drei EinschlufBmengen liegen:

-4 -2 0 2 4 6

Tatsdchlich ist das Spektrum o(A) = {—1.7878,0.1198,4.6679} .

22 Kondition des Eigenwertproblems

Wir betrachten die Matrix

0 0 —ao
1 0 —
A= L0 ST | (22.1)
0 1 0 —Up_2
. 1 _a/n_l_

Entwickelt man die Determinante von A — Al nach der letzten Spalte, dann ergibt sich
(—=1)"det(A —AI) = X"+ a, 1 AN P ad a0 = p(A).

Ist umgekehrt p ein beliebig vorgegebenes Polynom vom Grad n, dann nennt man die Matrix
A aus (22.1) die Frobenius-Begleitmatrix von p.

Das spezielle Polynom pg(A) = (A — a)” hat eine n-fache Nullstelle A = @, withrend p.(\) =
(A—a)" — ¢ (mit £ > 0) die Nullstellen Ay besitzt mit

/\k:a—l—esl/”ei%k/”7 k=0,....,n—1.

Obwohl sich also die entsprechenden Frobenius-Begleitmatrizen nur um ¢ sowohl in der oo,
1, 2 als auch in der Frobeniusnorm-Norm unterscheiden, haben die Eigenwerte der beiden
Matrizen den Abstand

|Ap— Al =el/m. (22.2)
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Fiir @ # 0 ist daher

(AN e Al A4
A |l ol = [IAll
N—_——

— o0 flire—0

mit anderen Worten: Die relative Konditionszahl ist im allgemeinen oo!

Man kann jedoch zeigen, daf die Eigenwerte stetig von den Eintrigen der Matrix abhidngen
und der gefundene Exponent 1/n in (22.2) schlimmstméglich ist, vgl. [Axelsson, A. 12, S.
627].

Definition 22.1 Fine Matrixz A heifit ditagonalisierbar, falls es eine Basis aus Figenvek-
toren gibt. Ist X = (z1,...,2,) die Matriz aus Figenvektoren, dann gilt

A=XDX"', D=diag(\,..., ).

[Probe: Az, = XDX 'Xe; = XDe; = \; Xe; = /\iﬂﬁz’]

Ist zudem X unitdr, also X' = X*, dann heifst A normal. Normale Matrizen lassen sich
auch durch die Gleichung AA* = A* A charakterisieren.

Die normalen Matrizen enthalten die hermiteschen Matrizen als Spezialfall.

Achtung: In der Regel ist eine Matrix nicht diagonalisierbar; es treten “Hauptvektoren”
und “Jordankdstchen” auf!

Satz 22.2 (Satz von Bauer und Fike) Sei A = XDX™! diagonalisierbar und X ein
FEigenwert von A + E. Dann existiert ein Eigenwert A von A mit

A= A] < cond(X) ||

Hierbei bezeichnet ||.|| wahlweise die 1, 2 oder oo-Norm und cond(X) die entsprechende
Konditionszahl von X.

Beweis. Fiir A € o(A) ist die Behauptung trivial. Andernfalls existiert (M — A)~' und fiir
einen Eigenvektor 2 von A + F zu A gilt

Er=(A+FE—-Az= (- Az,
also
(M —A)'Fr=z.
Folglich ist
1 IAT = )7 B = IX(M - D)~ X B

IXTHIXTHEN AL = D) = [|£]] cond (X) Afgg&)lx— AT

VANVAN
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Korollar 22.3 Ist A normal (2.B. hermitesch) und X ein Eigenwert von A+ E (E nicht
unbedingt normal), dann existiert A € o(A) mit

A=A < [1E], -

Beweis. Im betrachteten Fall ist X eine unitire Marix und daher | X|| = 1, sowie || X~![| =

X7 = 1. 0

Der folgende Satz ist das Analogon von Korollar 22.3 fiir die Frobenius-Norm:

Satz 22.4 (Sat~z von Wielandt-Hoffmann) A und E seien hermitesch, A, < ... < Ay
und A, < ...< A{ seien die Figenwerte von A bzw. A+ E. Dann gilt

n

Y i =) < B

=1
Der Beweis ist allerdings komplizierter, vgl. [Wilkinson, The Algebraic Eigenvalue Problem,

S. 108ff].

Satz 22.2 gibt der Zahl cond(X), X die Eigenvektormatrix, die Bedeutung einer “normweisen
absoluten Konditionszahl” fiir die einzelnen Eigenwerte von A, dhnlich wie in Definition 77
cond(A) die (normweise relative) Konditionszahl fiir das Losen eines linearen Gleichungssy-
stems mit der Matrix A genannt wurde.

Ohne Normen 148t sich die absolute Kondition eines einzelnen Eigenwerts wie folgt durch
Differentiation bestimmen:

Sei A(t),t € (—e,¢), eine differenzierbare Matrixfunktion mit A(0) = A. A(t) sei ein einfacher
Eigenwert von A(¢) mit rechtem und linkem Eigenvektor z(t), bzw. y(¢). Dann gilt

und nach Differentiation (Punkte bezeichnen die Ableitung nach ¢),
At)a(t) + A(z)i(t) = MOz(t) + At)i(t).
Fiir ¢ = 0 ergibt das (mit A = A(0), z = 2(0), A = A(0), A = A(0))
Az 4+ Ai(0) = e+ \i(0), (22.3)

und durch Multiplikation von links mit y = y(0) folgt
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bzw.

a=2420 (22.4)

y*a

Dieser Ausdruck wird i.A. grof}, falls y*z = 0. Die Kondition eines Eigenwerts ist also
schlecht, wenn rechter und linker Eigenvektor fast zueinander orthogonal sind.

23 Die Potenzmethode

Als erstes konstruktives Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung einzelner Eigenwerte
und Eigenvektoren betrachten wir die Potenzmethode von von Mises.

Um die Ideen des Verfahrens so klar wie mdoglich herauszustellen, beschrénken wir uns
grundsitzlich im folgenden auf reelle diagonalisierbare n x n Matrizen A # 0 mit n be-
tragsmifBig verschiedenen Eigenwerten

Al > A2l > ... > A >0 (beachte: alle A\; € R).

Alle Ergebnisse kénnen mit entsprechendem technischen Aufwand auf den allgemeinen Fall
iibertragen werden. Sind vy, ..., v, mit ||v;]| = 1 die zugehdrigen Eigenvektoren von A, dann
gibt es fiir jeden Vektor z eine Entwicklung

r=>Y_ &, (23.1)
=1
und folglich ist
AFe =Y Mo (23.2)
=1

Das von Mises-Verfahren beruht nun auf der asymptotischen Identitdt

ARz Mo vy

Algorithmus 23.1 (Von Mises Potenzmethode) Setze 2(%) := & mit ||z| = 1 und
iteriere

k=1,2,.... (23.3)
(Die Wahl der Norm ist dabei unerheblich.)

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

Satz 23.2 Ist & # 0 in (23.1) und q == |2/ M| < 1, dann gilt fir k — oo,

122



(i) 1EWN] =[] +O(d") .
Das Vorzeichen von Ay ergibt sich aus

(i) |25 —sign(&)vi|| = O(¢h), A >0,
11
[(=1)5 =) —sign(&)vy|| = O(¢h), A < 0.

Beweis. Aus (23.2) folgt

Ak = /\kfl [vl + z”: (ﬁ)k év]
! —\M/ & '

()
mit
||w(k)|| < qkz g—i = qu. (23.4)
=2
=:C
Damit ist
Akg o1 4+ w®
® = = sign(\i¢)) ————— = sign(A\} (k)
z A%z sign(A1€1) Hm-l—w(’“)H sign (Af&1)vr + € (23.5)
mit
: k
() = S8nM&) oy g ®)
o1 + w®)| (0™ + (1= Jlos + w®[[)or) .
Nun ist aber |Jog| — |[w®]| < |Jor + w®|| < |Joi]| + ||w®|| und |Jvi]] = 1, so daB

[ 1= flos + 0@ | < [l

gilt. Zudem ist wegen (23.4) ||w®)|| < 1/2 fiir hinreichend groBe k, etwa k > ko, und daher
|lv1 + wg|| > 1/2; daraus folgt

™1 < 2([fo® ] + [Jo®| lorf)) = 4l k> ko (23.6)
Also ist
A= sign(AfG) v + €W,
D = Apsign(Mén) o + Ae®
und wegen (23.6) folgt hieraus unmittelbar die behauptete Aussage. 0
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Bemerkungen.

e Die Normierung ) = > in (23.3) ist sinnvoll (bzw. notwendig) um over-
flow/underflow zu vermeiden.

e Aus (i) ergibt sich [A;] und aus dem Vorzeichenverhalten von z(*¥) schlieBt man dann
auf das Vorzeichen von A;: Alternieren die Vorzeichen von z® | dann ist A\ < 0;
ansonsten ist Ay > 0.

e Die Voraussetzung & # 0 kann natiirlich nicht a priori {iberpriift werden. Wegen
Rundungsfehlereinfliissen wird jedoch in der Regel immer eine Komponente von z(¥)
léngs vy im Verlauf der Iteration eingeschleppt.

Varianten: Die Potenzmethode von v. Mises kann in dieser Form nur verwendet wer-
den, um Ay zu bestimmen. Zur Berechnung anderer FEigenwerte von A kann man jedoch A
zunichst geeignet transformieren:

(a) Ist A, # 0 und verwendet man A~! statt A in (23.3), dann spricht man von inverser
Iteration. A~! hat die Eigenwerte

> AL > > AT

mit den gleichen Eigenvektoren wie A, also approximiert die inverse Iteration |\ !]
und den entsprechenden Eigenvektor v,.

(b) Ist X eine Ndherung an einen Eigenwert von A, liegt aber selber nicht in ¢(A), dann
ergibt (23.3) mit (A — AI)~! statt A die gebrochene Iteration von Wielandst.
(A — AI)~! hat die Eigenwerte (A\; — A)™!, i =1,...,n, und die gebrochene Iteration
approximiert den Eigenvektor zu dem Eigenwert A\; € o(A), welcher am nichsten an
A liegt.

Fiir die inverse Iteration und fiir die gebrochene Iteration muf3 jeweils ein LGS pro Iterations-
schritt gelost werden, allerdings mit der gleichen Matrix. Man bildet daher geschickterweise
eine LR-Zerlegung von A — Af.

Bemerkung. lIst A; der gesuchte Figenwert, dann konvergiert die gebrochene Iteration um
so schneller, je ndher A an A; liegt, da dann der Konvergenzfaktor

AT
FE DV e = PV

entsprechend klein wird.

Ist A = AT reell symmetrisch (oder auch A = A*) und ||-|| die Fuklidnorm, dann kann man
die Niherung ||2%)|| ~ |A| verbessern, indem man statt dessen die Niherung
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207 4 (8) k)™ k EY* z(k+1

verwendet. Es gilt ndmlich:

Korollar 23.3 Ist A neben den Voraussetzungen in Satz 23.2 auch noch symmetrisch und
ist || -] = || ||2, dann gilt

A — 2B s — O(¢*), k — .

Bewets. Es bezeichne
i = sign(Af&) [lor + w137
Dann ist
DU e S W (A O I (T N W C ()
= 2T = 4)z0)
= 2T T — A)ypw®)

Da A hermitesch ist, ergibt sich weiter

27O = A = ™ (T — A)2® CE BT - A)p®

so daf also
A= 2ETHEED <2 (A 4 [[Afl) P13 < 21 All, w135

letztere Abschitzung ist giiltig, da fiir hermitesche Matrizen vy und w®) zueinander senk-
recht sind und somit nach dem Satz von Pythagoras Hm + w(’“)H2 > 1, bzw. |y < 1 ist.
Aus (23.4) folgt nun die Behauptung. O

Entsprechend kann man fiir “innere” Eigenwerte verfahren. Dies wird besonders effizient,
wenn man die erhaltenen N&herungen unmittelbar als neuen “Shift” in der gebrochenen
Iteration verwendet:

Algorithmus 23.4 (Rayleigh-Quotient Iteration)

e Bestimme Niherungseigenvektor 2(®) mit |29, = 1
o fork=1,2,...
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N OO

s(h+1) .— (A — 1])—1Z(k) S(k+1) — s(k+1)
| " | [P

Aufgrund der obigen Konvergenzdiskussion wird man vermuten, daf§ Algorithmus 23.4 su-
perlinear konvergiert. Im allgemeinen ist dies auch tatsichlich der Fall, und fiir A = A* ist
die Konvergenz dann sogar lokal kubisch.

Satz 23.5 Fs set A = A* und die Vektorfolge (z(k)) aus Algorithmus 23.4 konvergiere gegen
einen Figenvektor © von A. Dann konvergieren die Ndiherungen py aus Algorithmus 23.4
lokal kubisch gegen den zugehorigen Eigenwert .

Beweisidee. Wir verzichten hier auf einen exakten Beweis, da dieser einige subtile techni-
sche Fallunterscheidungen notig macht (der Beweis kann in [B.N. Parlett, The Symmetric
Eigenvalue Problem, Prentice-Hall], nachgelesen werden).

Um dennoch ein Gefiihl fiir das Konvergenzverhalten zu bekommen, skizzieren wir kurz den
Beweis fiir den wichtigsten Fall, in dem die Iterierten z(®) fiir groBe & im wesentlichen von
zwei Eigenvektoren aufgespannt werden. Im weiteren sei A der Eigenwert von A, der am
ndchsten an A ist und

Z(k) =&px + (pu+ y(k) , (23.8)

wobei z ein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, v mit ||v|| = 1 einen Eigenvektor zum
Eigenwert A bezeichnet, und y(®) den Anteil von z(*) in den verbliebenen Eigenrdumen
enthilt. Nach Vorausstzung konvergiert & — 1, ¢z — 0 und |ly®||s — 0 fiir & — co. Wir
nehmen ferner an, da y(¥) gegeniiber (,v vernachlissigbar ist.

Dann gilt wegen der Orthogonalitdt der Eigenrdume von A, daf§

A= g = A= z20"4:0] = 2007 (AT = 4)z0)
= (&P e" (A = Az + |G o™ (M = Ao+ O([ly™[|3) | (23.9)
= (G = A+ O0yMN3) & Gl A=Al

Aufgrund der Iterationsvorschrift und wegen (23.8) ist

<(k
K _ 5(k) it Sk _ Er—1 o ACk_l vt g““)

NUN
||Z(k)||2 /\_,uk /\—,uk

und daher nach dem Satz von Pythagoras 12902 > &1/ (N — ur)|. Wegen (p =
Ck—1/(||2(k)||2(/\ — px)) folgt daraus, daB

1
1Z9]]2

Cr—1
A= pg

Che1 (A — )

Il = St (3 — pn)

9
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und eingesetzt in (23.9) ergibt sich

(A = p)?

A= ]l = |GIEIAN= A < G PN = A :
Ek—1 1 (A — pg)?

_ 2
(23.9) Dl (A~ ) 7
k-1 (A = p)?

also wegen &, — 1,

1
A= | S m|/\—ﬂk|3.

Unter den genannten Vereinfachungen ergibt sich also kubische Konvergenz. O

Algorithmus 23.4 kann aber auch bei nichtsymmetrischen Matrizen eingesetzt werden. Die
Konvergenz ist dann lokal quadratisch, vgl. [G. W. Stewart, Introduction to Matrix Com-
putations, S. 345-348].

24 Das QR-Verfahren

Wir stellen im weiteren ein iteratives Verfahren vor, das () R-Verfahren, mit dem alle Figen-
werte einer Matrix simultan berechnet werden kénnen. Es ist das in der Praxis am hiufigsten
eingesetzte Verfahren. Wie wir sehen werden, verbindet es

e die globale Konvergenzeigenschaften der Potenzmethode mit der

e schnellen lokalen Konvergenz der inversen Rayleigh-Quotient Iteration.
Wir leiten im folgenden zunidchst die theoretischen Eigenschaften her; die effiziente numeri-

sche Implementierung ist Gegenstand des ndchsten Abschnitts.

Das Verfahren an sich ist sehr einfach: Sei A9 = A und (,Mk)kzo eine Folge von “Shifts”.
Dann berechnet man im k-ten Iterationsschritt (k > 0)

(a) Ap — el = QrpRy (QR-Zerlegung, vgl. § 77)

24.1
(b) A1 = RpQp + il . (24.1)

Es gelten die folgenden Identitdten:

Lemma 24.1

(a) Apy1 = QFALQx
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(b)  Apt1 = (QoQ1...Qr)*A(QoQ1 ... Qk)
k

() T(A- )= (QuQ1-..Qu)(RiRy—1 ... Ro)

i=0
Beweis. (a) Aufgrund von (24.1) ist

Apy1 = RpQr + el = QrQreRpQr + 1xQrQr = Qr(QrRy + Q= QrArQk .

(b) folgt sofort aus (a) wegen Ag = A.
(¢) wird durch Induktion iiber k bewiesen: Die Aussage ist klar fiir £ = 0;

kw— k4 1:

Qk-HRk-H = Ak-|—1 - ,uk-|-1]
= (Qo---Qr)"AQo-..Qr) — pr+1(Qo - .- Q)" (Qo - - - Qi)
= (Qo---Qr) (A~ pie11)(Qo- .- Qk) -

Daraus folgt Qo ... QrQr+1Ri+1 = (A — 1) (Qo - . . Q) und weiterhin

Qo - QrQry1 Ry By ... Ro = (A— g1 l)(Qo.. . Qp)Rr ... Ro
2

= (A=) [J(A = 1),

i=0

was zu beweisen war. O
Offensichtlich haben also alle A die gleichen Eigenwerte, da sie durch Ahnlichkeitstrans-
formationen ineinander iibergehen. Die Hoffnung besteht nun darin, dafl die Iterierten Ay
des QQR-Verfahrens (24.1) im Verlauf der lteration gegen eine obere Dreiecksmatrix konver-

gieren, so daff man dann die Eigenwerte von Ay (und damit die Eigenwerte von A) von der
Diagonalen ablesen kann.

Im folgenden wollen wir versuchen, Zusammenhinge zwischen dem ) R-Verfahren und der
Potenzmethode sowie der gebrochenen Iteration herzustellen:

(i) Wir betrachten der Einfachheit halber den Fall ohne Shifts (d.h. gy = 0 fiir alle k).
Nach Lemma 24.1(¢) ist dann

AR = (Qo- . Qu) (Ry - .- Ro) = Qi Ry, (24.2)

eine QR-Zerlegung von A*!. Vergleicht man speziell die erste Spalte dieser Matrix-
gleichung, dann ergibt sich

Ak+1€1 = Qkfﬁ)ﬁ = f‘ﬁ)ff(k) s
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(i)

wobei Fﬁ) das (1, 1)-Element von Ry, und ¢® die erste Spalte von @y ist. Die Er-
gebnisse aus Abschnitt 23 besagen daher, daf §(*) eine gute Niherung an den Ei-
genvektor zum dominanten Eigenwert A; von A ist. Wegen [le1]|2 = [|§*)]| = 1 ist

~(k
GHETRN

Nach Lemma 24.1(b) ist Ag41 = QNZAQNk und daher

Aprrer = Q1AM ~ MQ1q™™ = Mey,

d. h.
Al *
0 *
App1 & .
: *
0 *

Aus (24.2) folgt wegen der Orthogonalitit von @, die Gleichung Q7 = R A=+ und
Multiplikation mit e} von links ergibt

I = 07 = e AR = e A,

Der Vektor ¢(¥) — die letzte Spalte von @)y, — ist also nichts anderes wie das Resultat
von k + 1 Schritten der inversen Iteration mit A* und somit eine Niherung fiir einen
linken Eigenvektor zu dem betragskleinsten Eigenwert A, von A.

Aus Lemma 24.1(b) folgt daher
€Ak = GQIAQK = (P7AQk & Mg ™ Qi = Aeer

Somit ist die letzte Zeile von A;4, ndherungsweise ein Vielfaches von e} und zusammen
mit der Beobachtung (ii) ergibt sich fiir A1 ndherungsweise die Gestalt

Al *
0 *
Ak+1 ~
*
0 | 0 Ay

Dieses Ergebnis soll als Motivation ausreichen, daf die lterierten Ay von (24.1) gegen
eine obere Dreiecksmatrix konvergieren.

Stellen wir uns nun vor, wir wollten die Konvergenz der in (ii) beobachteten inversen
Iteration zum kleinsten Eigenwert A, von A (und damit von Aj) beschleunigen. Als
linken Niherungs-Eigenvektor fiir Ay haben wir den n-ten Einheitsvektor identifiziert.
Wegen der lokal schnellen Konvergenz der Rayleigh-Quotient Iteration ist es nun na-
heliegend, Algorithmus 23.4 anzuwenden, also den Rayleigh-Quotienten py := e Age,
zu bilden (das ist gerade das rechte untere Eckelement von Aj) und dann einen Schritt
der inversen Iteration beziiglich des linken Eigenvektors auszufiihren: Wegen (24.1a)
ergibt das
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* - * o— * 1 * Yk 1 *
= e (Ap— )T = GRIQL = Qi = gy d
rnn rnn
wobei rg;) das rechte untere Eckelement von Ry, und ¢(®) die hinterste Spalte von Qj
bezeichnen.

Mit anderen Worten: Ein Schritt der inversen Rayleigh-Quotienten Iteration ergibt
gerade die hinterste Spalte von ()i als neue N&herung an den linken Eigenvektor von
Ay zu A,; dariiberhinaus sieht man mit Hilfe von Lemma 24.1(a) sofort, da§ das
nichste rechte untere Eckelement von Ayy; gerade der zugehorige Rayleigh-Quotient
ist:

prir = ¢B " Apg®) = € Qr AWQren = € Artien -

Wiahlt man also als Shift py in (24.1) jeweils das (n, n)-Element von Ay, dann darf
man sehr schnelle (quadratische oder gar kubische) Konvergenz dieser Eckelemente
gegen den kleinsten Eigenwert A, von A erwarten.

Shifts in (24.1) dienen also der Konvergenzbeschleunigung des Q) R-Verfahrens.

Soviel zur Motivation des () R-Verfahrens. Der Vollstdndigkeit halber beweisen wir die lineare
Konvergenz des Verfahrens ohne Shifts fiir den einfachsten und wichtigsten Spezialfall:

A= XAX"! ¢ R"™" sei diagonalisierbar und A sei die entsprechende Diagonalmatrix mit
den absteigend sortierten Eigenwerten von A: [A1] > |Az| > ... > |A,] > 0. Ferner sei S die
Diagonalmatrix

sign Aq 0

S = .
0 sign A,

Ist |A| die Betragsmatrix von A (Betrige komponentenweise genommen), dann gilt also

A = S|A|. Fiir gegebenes R € K"*" bezeichnet im folgenden diag R € K" immer einen

Vektor, der die Diagonaleintrige von R enthilt, wihrend Dp € K"*" der Diagonalanteil
von R ist, d.h., Dp ist eine Diagonalmatrix mit diag R = diag Dp.

Satz 24.2 A € R™*" erfiille die oben genannten Voraussetzungen und zusdtzlich existiere
eine LR-Zerlegung von X ~t. Dann gilt:

Qk—>S, DRk%|A|7 DAk%A7 k— oo.

Wir bendtigen zun&chst ein Hilfsresultat. Dazu erinnern wir uns an die Bemerkung am
Schlufi von Abschnitt 77, dafl zu jeder nichtsinguldren Matrix eine eindeutige () R-Zerlegung
mit positiven Diagonalelementen in R existiert.

130



Lemma 24.3 Sei (By) C R™" eine Folge von n x n-Matrizen mit QR-Zerlequng By, =
Qr Ry, diag R, > 0. Ferner konvergiere By, gegen B fiir k — oo. Ist B nichtsinguldr, dann
gilt Qr — Q und Ry — R fir k — oo, und QR = B st die QR-Zerlegung von B mit
diag R > 0.

Beweis. Wegen ||Bg||, = ||QrRkll, = ||Rk|l, sind (Qr), (Rk) beschrinkte Folgen mit kon-
vergenten Teilfolgen
an—>Q, Rkn—>R, n — oQ.

Die Grenzmatrizen erben die jeweiligen Eigenschaften, d.h. @ ist eine orthogonale Matrix
und R ist eine obere Dreiecksmatrix mit nichtnegativen Diagonalelementen. Wegen

B +«— Bkn = anRkn — QR, n — o0,

ist B=(@R,d.h. Rist nichtsinguldr und hat damit sogar positive Diagonalelemente. QR ist
dadurch als Q) R-Zerlegung von B eindeutig festgelegt. Also konvergieren alle konvergenten
Teilfolgen von (Q) gegen @ und alle konvergenten Teilfolgen von (Rj) gegen R, d.h. die
beiden gesamten Folgen konvergieren:

Qk—>Q, Ry — R, k — oc.
a
Nun zum Beweis von Satz 24.2:
Beweis. Da pj = 0 angenommen wird, ergibt sich aus Lemma 24.1(¢):
AP =(Qo...Qr_1)(Rr_1 ... Ro). (24.3)

Andererseits ist
AR = (XAXHF = XAFX L

Wir ersetzen X = QR durch seine QR-Zerlegung (mit diag R > 0) und X! = LU durch
die vorausgesetzte L R-Zerlegung; dabei wihlen wir diag /' > 0 und L so, daf alle Diagonal-
eintrdge von L jeweils +1 sind. Es folgt

A¥ = QRAFLU = QRAPLATFARU .

SchlieBlich fiigen wir noch die QR-Zerlegung von RAFLA™F = QuR; ein (wieder mit
diag Ry > 0) und erhalten

AP = QQrRAU = (QQiS®) (S* RyS™ |AIFU). (24.4)
orthogonal diag(-)>0

Aufgrund der Eindeutigkeit der @) R-Zerlegung ergibt sich durch Vergleich von (24.3) und
(24.4):
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Qo...Qu1 =Q0Q1S*, Ri_1...Ry= S*RLAU. (24.5)

Fiir k — oo gilt nun mit L = ({;;):
0 1< J
AFLATF = (\FL AT = S 1 i=j
O(d*) i>j mitd<g<1,
also
A LATF = Dp + B, mit ||Eg, < C¢F

fiir ein C' > 0. Folglich gilt fiir k& — oo:

QrRy = R(Dp + Ex) — RDy, = D, DLRDy, .

diag(-)>0
Da Dy, aufgrund der Konstruktion eine orthogonale Matrix ist, folgt aus Lemma 24.3, daf§
Qr — D;, Ry, — DiRDy,, k- oo. (24.6)
Wegen (24.5) ist
Qr = (Qo---Qi=1) Qo Qi) = S*QLQ"QQupr 5,
und (24.6) ergibt somit
S* QRS = Q17 QQk41 = QfQrr1 — DI =1,
bzw.
Qr — 5, k— o00.
AuBerdem folgt aus (24.5) und (24.6), daB
S RST = SFTY Ry . Ro)(Ry—i ... Ro)T1S* = Ry AMTTUUTIATRR!
= Ry AR — DLRAR™'Dyp,

(%)

Wegen Lemma 24.1(b) ist ||Ag||2 = ||A]| ¢ fiir alle k. Folglich ist (Ay) eine beschrénkte Folge
und zerféllt in lauter konvergente Teilfolgen fiir £ — oo. Bezeichne A, einen Hiufungspunkt
dieser Folge: Dann gilt nach (24.1a) fiir eine geeignete Teilfolge

d.h. die Diagonalelemente r;;” von Ry streben gegen sign(A;)A; = |\ fiir £ — oo.

Ry, = Q% A, — SAs =t Ry, n — 00,

und wegen der schon bewiesen Konvergenz von diag Ry, ist diag R, = |A|. Andererseits ist

nun aber A, = SR, und daher folgt
diag A, = Sdiag R = S|A|=A.

Da dies fiir jeden Hiufungspunkt A., von (Ay) gilt, streben also die Diagonalelemente von
Ay gegen A; flir £ — oo, was noch zu zeigen war. O
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25 Implementierung des QR-Verfahrens

A. Reduktion auf Hessenbergform
Fiir beliebige Matrizen A € K"*" wiire das Q R-Verfahren viel zu aufwendig (O(n?) Opera-
tionen pro Iteration). Statt dessen transformiert man A zunéchst auf obere Hessenbergform:

Definition 25.1 Fine Matriz H = (h;;) hat obere Hessenbergform, wenn h;; = 0 fir
j<e—=1,4dh

hll h12 ........... hln

h21 h22 h2n
H=|0 1hs hs han
0 0 hn,n—l hnn

Ziel ist es also zunichst, A durch Ahnlichkeitstransformationen auf obere Hessenbergform
zu bringen. Dazu gehen wir analog zu Abschnitt ?? bei der () R-Zerlegung vor: Wir wihlen
Householder-Matrizen Py, ..., P,_o und transformieren

A= AOZP*AP:P;_QPprlpn_Q

derart, dafl (“x” bezeichnet neu erzeugte Eintrage der Matrix, “x”-Eintridge bleiben fest)

X X X X X X X X X X X x k% %
X X X X X * * * * * X ok ok ok %
X X X X X| — |0 *x x *x x[ — [0 *x x *x x
x x ox x x| o ox o« ow x| T o ow ox o
X X X X X] L0+ *x % 0 * * *x
[x x X x X] (X X * * * X X X X X
X X X X X X X ok ok % X X X X X
— |10 *x x x x| — |0 X *x *x x| — |0 X X X X
odo o o« o« o« 2o 0« o« o« oo o0 o« ow
10 0 % % %] 10 0 * * 0 0 0 = «
(X X X * *
X X X ok %
— |0 X X * x
Tl 0 x o+ o«
10 0 0 * =

Durch Vergleich mit der Aufwandsabschidtzung aus Abschnitt ?? macht man sich nun leicht
klar, daB fiir jeden “x” in der obigen Umformung etwa 2 Multiplikationen ben&tigt werden;
daher ist der Aufwand fiir diese Transformation in Hessenbergform ungefihr

1

3
|

2 5
2(k2 + nk) ~ 3 n® 4+ n’ = 3 n> Multiplikationen .

o
||

2

133



Die Householder-Matrizen wihlt man genau in der selben Weise wie in Abschnitt ?2.

B. QR-Zerlegung einer Hessenberg-Matrix
Fiir Hessenberg-Matrizen 148t sich die () R-Zerlegung besonders effizient mit sogenannten
Givens-Rotationen berechnen.

Definition 25.2 Fine Matriz G = G(1, j,0) mit

1 0

c = cos(f)

G(i,5,0) = s = sin(6)

0 1

heifst Givens-Rotation.

Givens-Rotationen sind orthogonale Matrizen (alle Spalten sind paarweise zueinander senk-
recht und haben Euklidnorm 1) und die Operation G A ersetzt die Zeilen ¢ und j von A (a}
bzw. a;) durch Linearkombinationen ca} 4 sa; bzw. —sa’ + ca;7 wihrend AG die Spalten ¢
und j von A durch entsprechende Linearkombinationen ersetzt.

Man kann daher eine Givens-Rotation so wihlen, dafl ein beliebiges Element von A zu 0
transformiert wird, etwa aj:

!
—sa; + caj =0 - = = 72 = -
ag, + agy, ag, + agy,
Um bei der Berechnung von s und ¢ overflow zu vermeiden, geht man in der Regel folgen-

dermafBen vor: Ist |a;x| > |a;i|, dann berechnet man ¢ = a;/a;; und setzt

1 t

, S= .
V142 V142

Wir wenden nun sukzessive Givens-Rotationen G'(i,i4+1,6;), ¢ =1,...,n—1, an, um jeweils
das (i + 1,%)-Element zu Null zu machen:

R=G(n—1,n0,_1)...G(1,2,61)A.

Schema:
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X X X X X x ok % k% X X X X X
X X X X X 0 * *x *x % 0 * *x *x %
0 X X X X 0 X X x X| — |0 0 * *
000 x x x| =00 x x x| 210 0 x x x
10 0 0 x x| 10 0 0 x X 0 0 0 x x
[x X x x X] [x X X %X X
0 X X Xx X 0 X X x X

QOO***QOOXXX

10 0 0 o« x| T |0 0 0 x 9«

0 0 0 x x| 0 0 0 0 =«

Im Teilschritt (24.1b) muf das Produkt der Givens-Rotationen von rechts an Ry heranmul-
tipliziert werden:

Qr=(Gn-1,n,0,_1)...G(1,2,61))"
— Ak+1 :RkG(l,Q,Hl)*...G(n—1,n,0n_1)*.

Eine Multiplikation von rechts mit G'(¢,7+4 1) kombiniert die Spalten ¢ und ¢+ 1; daher hat
Apy+1 wieder Hessenberg-Gestalt.

Aufwand: (Multiplikationen der 2(n — 1) Givens-Rotationen)

Zusammenfassung:

Algorithmus 25.3 (QR-Algorithmus)

Schritt 1: Transformiere A in obere Hessenbergform Ag = P*AP durch Householdertrans-

formationen. Aufwand ~ %n?’ Multiplikationen.

Schritt 2: Eigentliches QR-Verfahren gemifl (24.1): Die QR-Zerlegung von Ay erfolgt
durch (n — 1) Givens-Rotationen, so dafl die Hessenbergform von Ay in Ay erhalten
bleibt. Aufwand & 4n? Multiplikationen je Iteration.

Wegen der quadratischen Konvergenz der Eigenwerte kann man mit hochstens O(n) Itera-
tionen rechnen. Der Gesamtaufwand ist daher O(n?).

C. Bestimmung der Shifts und “Deflation”

Wie wir in Abschnitt 24 gesehen haben, bietet sich das (n, n)-Element von Ay, fiir den Shift
pr an, um die Konvergenz zu beschleunigen. Als noch erfolgreicher erweist sich eine andere
Wabhl, bei der man pj aus dem rechten unteren (2 x 2)-Block von Ay, wie folgt bestimmt:

(%) (%)
pr sei der Eigenwert A von [a”_kl)’”_l a”(_kl)’”] , der am néchsten an an]f)l liegt. (25.1)
an,n—l (n,n
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In beiden Fillen konvergiert das (n,n)-Element von Ay sehr schnell gegen den exakten
Eigenwert, und das (n,n — 1)-Element von Ay gegen 0, also

* .. *
* . :
o Bk—l *
Ay — : = [ 0 /\n].
* * *
| 0 0 Ay

Wir kénnen dann das kleinere Teilproblem mit der Hessenberg-Matrix By_; weiter betrach-
ten (“Deflation”). Das Problem zerféllt auch ansonsten gelegentlich in Teilprobleme, wenn

(%)

a; ., — also ein Nebendiagonalelement — numerisch Null wird.

D. Komplexe Eigenwerte

Wir haben bislang vorausgesetzt, dal A € R™*" und alle Eigenwerte von A reell sind. Liegen
konjugiert komplexe Eigenwerte vor, dann entwickeln sich rechts unten in Ay (2 x 2)-Bldcke
mit diesen beiden Figenwerten, wie bei der reellen Jordan-Normalform. Eigentlich miifite
man dann “komplex shiften”, aber komplexe Shifts lassen sich umgehen, indem man zwei
reelle Schritte geeignet zusammenfafit (vgl. Stoer/Bulirsch).

E. Symmetrische Matrizen

Ist A = AT, dann ist die Konvergenz lokal kubisch (Satz 23.5). Zudem bleiben nach Lem-
ma 24.1(a) alle Ay symmetrisch. Ay ist also eine symmetrische Hessenberg-Matrix und damit
eine Tridiagonalmatrix. Dadurch werden die einzelnen Iterationsschritte noch billiger; sie er-
fordern nur noch O(n) Opertionen. Die Grenzmatrix R von Satz 24.2 ist dann iibrigens eine
Diagonalmatrix.

F. Bestimmung von Eigenvektoren
Prinzipiell gibt es zwei Méglichkeiten zur Berechnung der zugehérigen Eigenvektoren:

(a) Akkumuliert man alle orthogonalen Transformationen, dann ist R = Q*AQ und es
gilt, Kernvektoren von R — r;I zu bestimmen. Man kann beispielsweise das LGS
(R — riil)x = 0 durch Riicksubstitution l6sen, indem man z; = 1 und z; =0, j > 7,
initialisiert. Dann ergibt v = @« einen Eigenvektor von A zu A = r;;. Diese Vorge-
hensweise ist allerdings wegen der expliziten Berechnung von ) sehr teuer.

(b) Alternativ kann man die inverse (bzw. gebrochene) Iteration mit der Hessenberg-
Matrix Ag zur Berechnung von Eigenvektoren verwenden. Dies ergibt in der Regel nach
nur wenigen Schritten sehr gute N&herungen z an Eigenvektoren von 49 = P*AP. Die
gesuchten Eigenvektoren von A erhidlt man dann als v = Pz. Die inverse Iteration ist
unter Verwendung der Givens-Q) R-Zerlegung von Ag sehr effizient implementierbar.

Beispiel. Das QQR—Verfahren wird auf die symmetrische Tridiagonalmatrix
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Ao

0

—_ o =
—_ =

1
0

angewendet. Die Shifts p;, werden dabei wie in (25.1) als jeweiliger Eigenwert A des 2 x 2
Eckblocks [

werden fiir jedes k die Elemente a

(%) (%)

an—l,n—l Apl \n

n—1
(%) (k)
an,n—l n,n

(%)

(%)

a5 4

n,n—17 Qn,n,

(%)

(%)

as 5

] von Ay gewihlt, fiir den |a7(£1) — Al am kleinsten ist. Nachfolgend

sowie die Shifts u; angegeben:

HE

k
1
2
3
4

1
—0.454544295102(->
0.106774452090, -
0.918983519419, -2

0
—0.316869782391
—0.316875952616
—0.316875952617

—0.302775637732
—0.316875874226
—0.316875952619

Nach vier Schritten wird also A5 = —0.316875 ... erkannt.

Weiterbehandlung der (4 x 4)-Matrix ergibt dann nach weiteren drei Schritten Ay =

2.98386 ..

(%)

Ay3

(%)

44

HE

[ R

0.143723850633
—0.171156231712,-5
—0.111277687663 917

2.99069135875
2.98386369683
2.98386369682

2.98389967722
2.98386369682

Weiterbehandlung der (3 x 3)-Matrix ergibt schlieilich Az = 5.999999...:

(%)

3.2

(%)

33

HE

k
6
7
8

0.780088052879 -1
—0.838854980961 -7
0.12781135623 -1

6.00201597254
5.99999999996
5.99999999995

6.00000324468
5.99999999995

Die verbleibende (2 x 2)-Matrix hat die Eigenwerte

A2 =9.016136303414 ,

A1 = 12.3168759526 .

Zum Vergleich noch das Ergebnis des Q)R-Verfahrens ohne Shift nach 11 Iterationsschritten:
Die Elemente der Matrix A1y (wobei die gesuchten Niherungen fiir die Eigenwerte in der
Diagonalen stehen) lauten
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(11) L)

¢ ii—1 iy

1 12.3165309125
2 0.3374575866379—1 9.01643819611
3 0.1140799514215—1 6.00004307566
4 0.463086759853 (-3 2.98386376789
5 0.202188244733-10 —0.316875952617

Bei der Weiterbehandlung der (4 x 4)-Matrix sind sogar weitere 23 Iterationen erforderlich
(34

) .
um ay 5" & 0.519-10 21 erreichen.

26 Das Jacobi-Verfahren

Im weiteren betrachten wir das Eigenwertproblem ausschliefilich fiir symmetrische Matrizen

A= AT € R™". Wir zerlegen
A=D-L-1L"

in eine Diagonalmatrix D und eine echte untere Dreiecksmatrix L und bezeichnen mit

n

S(A) = L+ L= > ayl™ (26.1)

i1, i)

S(A) ist ein Maf dafiir, wie gut die Diagonalelemente von A die Eigenwerte von A appro-
ximieren (vgl. Satz 21.1 von Gerschgorin):

Proposition 26.1 Ist d;; ein beliebiges Diagonalelement von A, dann existiert ein X € o(A)
mit

A= dii| <+/S(A).

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus dem Satz 22.4 von Wielandt-Hoffman, oder aus Ko-
rollar 22.3 zum Satz von Bauer-Fike: Demnach existiert ein A € o(A) mit

A= dig| < |IL+ LT[z < |IL+ LT[ p = v/S(A4).

Die zweite Ungleichung folgt dabei aus der Tatsache, daff die Spektralnorm von der Eu-
klidnorm induziert ist, wihrend die Frobeniusnorm mit der Euklidnorm vertréglich ist (vgl.
Lemma 77). O
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Das Jacobi-Verfahren ist ein iteratives Verfahren, bei dem orthogonale Ahnlichkeitstrans-
formationen

Apg1 = QpARQx

mit dem Ziel angewendet werden, (26.1) sukzessive zu verkleinern. Die Matrizen @)y sind

hierbei wieder Givens-Rotationen G/(4,7,6x), wobei ¢, j und 6 so gew&hlt sind, daf§ ein

agf-l_l) zu Null rotiert wird.

Seien also ¢ und j entsprechend gew&hlt: Dann gilt (mit b;; = agf-l_l) und a;; = afj)

bii b1 e —s|faw ay][c s
[bﬁ b]i] B [5 C] |:aji a]‘]‘] |:—S c] (26.2)
und folglich

0= bi; = [ca“' —sa;  ca; — sajj] [i]
= sca;; — szaﬁ + czaij — sca;; = scay; — aj;) + (02 - sz)aij . (26.3)
Daher kann G(3, j,0x) = I gew#hlt werden, falls agk) bereits Null ist; andernfalls setzen wir

J
t = s/c und fordern, daf

Wi — s
—2t—1=0, r=-—-2
2a;;

Hierzu existieren zwei reelle Wurzeln t; /5, deren Produkt —1 ergibt. Wir wéhlen die (be-
tragsmifBig) kleinere Wurzel

[ VT = VT P> 0,
P VT = 41/(r 4V FD) r<o.

Dies ist fiir die Konvergenzgeschwindigkeit entscheidend, vgl. (26.8).

Wegen ¢ = tany und [t| < 1 ergibt sich somit
16,,] < % (26.4)

Die beiden Eintrdge s und ¢ von G/(3, j, 0x) ergeben sich aus ¢ durch

c=(1+1%)712, s =tc.
Schliefilich ist noch
by = [cay — saj; ca;; — saj;] [_CS] = cla; — 2sca;j + sa;;,
(26.5)
b]‘]‘ = [sa“' + caj; sa;; + Ca]‘]‘] |:i:| = 82(1“' + 2sca;; + Cza]‘]‘ .
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Um zu untersuchen, wie sich diese Transformation auf S(Aj) auswirkt, wird das folgende
Lemma bendtigt.

Lemma 26.2 Sind ), A € K™*™ mit ) unitdr, dann ist

1QAlF = [[AllF = 1AQ[ -

Beweis. Es reicht, die erste Gleichung nachzuweisen, da [|AQ|r = [|Q"A*||F. Sind
ai,...,a, die Spalten von A, dann ist
AN = lla:ll3-
=1
Die Spalten von QA lauten Qay, ... ,Qa,. Daher gilt entsprechend

n n
IQANF =D llQaill3 = llaill3 = ANl

a
Daher folgt ||Agt1]| 7 = ||Ak||F, und wegen
S = AulE 3 (@)?
v=1
ergibt sich
$C0ki) = il = X @) = - X (o)
v=1 v=1
= 5040+ Y () = (afs)?)
v=1
= S+ (@) (o) = (@) = (@)
Entsprechend kann man in (26.2) argumentieren und erhélt:
a?i + a?j — b?i — b?j =S(B)-S(A)=0- 2a22j.
Da a;; = agf) und b;; = agf-l_l) folgt insgesamt
S(App1) = S(Ax) - 2(alP)”. (26.6)

Zusammenfassung: Bei einer Transformation des Jacobi-Verfahrens wird S(Ay) kleiner.
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Man unterscheidet zwei praktische Realisierungen des Jacobi-Verfahrens:

1. Beim klassischen Jacobi-Verfahren wird - im Hinblick auf (26.6) - (7, j) so aus-
gewihlt, daf |a£f)| = max,£, |af,];)|. Die Maximumssuche hat jedoch den Aufwand
O(n?) und ist damit recht teuer.

2. Billiger ist daher das zyklische Jacobi-Verfahren, in dem (¢, j) die Nebendiagonal-
elemente zyklisch (zeilenweise) durchlduft:

(7)) = (1,2), (1,3)s ooy (1,1), (2,3)s ooy (2,0, ey (n— 1, m) .

In beiden Fillen konvergiert S(Ax) — 0, & — oo. Wir beweisen dies jedoch nur fiir das
klassische Verfahren; der Beweis fiir die zyklische Variante ist erheblich schwieriger.

Satz 26.3 Beim klassischen Jacobi-Verfahren gilt S(Ay) — 0, k — oo, d. h. die Diagonal-
eintrdge von Ay konvergieren gegen die Figenwerte von A.

Beweis. Da bei dieser Variante des Verfahrens im k-ten Schritt |a£f)| maximal ist (unter

allen @ # 7), gilt
S(Ax) < (n— DynfalY?.
Eingesetzt in (26.6) folgt

2
(n—1)n

2

S(Agt1) < S(Ag) — m

S(Ag) = (1 - )S(Ak) . (26.7)

Dal—2/((n—1)n) € [0,1), konvergiert S(A) linear gegen 0, und die zweite Behauptung
des Satzes folgt aus Propostion 26.1. O

Je Iterationsschritt sind 87 Multiplikationen notwendig. Hinreichend fiir S(Ay) < ¢ ist nach
(26.7) die Abschitzung

SR < (1- 2 )n)kS(Ak) <.

(n—1

Da (1— ﬁ)k ~1— (nzﬁ)n (fiir n% > k) erwarten wir etwa O(n?) Iterationen, und daher

einen Gesamtaufwand O(n?).

Tatsédchlich ist die Konvergenz beider Varianten wesentlich schneller als (26.7) suggeriert,
ndmlich lokal quadratisch. Der an und fiir sich nicht schwierige Beweis dieser Aussage ist
jedoch sehr technisch, und wir wollen daher nur die Beweisidee fiir den Fall skizzieren, in
dem die Figenwerte von A paarweise verschieden sind, d. h.

|/\i_/\j|>25 fiir /\Z';IEA]‘, /\Z',/\]‘EU(A).
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Nehmen wir ferner an, daf bereits S(A®)) < §2/4 ist, dann folgt aus Proposition 26.1 fiir
beliebige 7 und j und entsprechende Eigenwerte A;, A;:

k k k k k k
o — a1 = a7+ X=X =X+ =] > =A== el = A - o)
> 20-8/2-6/2 = 6.

Ist S(AK)) = &% « §?/4, dann ist auch max; ; |a£f)| <& < 4. Wir betrachten nun den Effekt
von n(n — 1)/2 Transformationen. Wegen (26.4) gilt

1 1
[sinfi] < |6x = S[26:] < 5| tan(26,)], (26.8)

und wegen (26.3) ist daher

sin 26y, 2sc 2a;;
| tan 26y = —| = |

cos 20}, c* — 5% (26.3) | a;; — aj;

Eingesetzt in (26.8) ergibt sich
|aij] £ :
|s| < ———— < = (0 ist fest!)

@i —ag;| 0

und wegen £/ < 1 ist
2y 1/2
€ €
1> > (1-5) > 1-=.

In der (k4 1)-ten Rotation gibt es nun drei Fille zu unterscheiden, wobei immer ¢ # j ist:

(a) agf) wird nicht verdndert,

(b) al 0,

(c) agf) — cagf) +O0(e max|a£f)|/5) = agf) +O(e?).
In jedem Schritt wird also ein Element a;; auf Null rotiert und féllt dadurch unter die
Schranke |a;;| = O(g?); ist andererseits |a;;| erst einmal unterhalb dieser Schranke, dann
bleibt es auch im weiteren Verlauf darunter. Beim zyklischen Verfahren wird so in (n—1)n/2
Schritten jedes Nebendiagonalelement unter die Schranke O(c?) gedriickt; beim klassischen
Jacobi-Verfahren ist das ebenfalls richtig, da max |a£f)| > ¢2 héchstens (n — 1)n/2 Schritte
lang gelten kann. Mit N = (n — 1)n/2 ist also

S(AFN)Y < p(n—1)Ce* = n(n - 1)CS(AP)?
fiir ein geeignetes C' > 0.

Ein praktischer Vergleich zwischen Jacobi- und @ R-Verfahren ergibt dennoch eine Uberle-
genheit des ) R-Verfahrens um etwa den Faktor 4 bis 10. Dafiir ist das Jacobi-Verfahren
einfacher zu programmieren und zu parallelisieren!
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Beispiel. Die Eigenwerte der Matrix

20 -7 3 -2
~7 5 1 4

do=| 5 |5 | S =160,
2 41 2

werden mit dem zyklischen Jacobi—Verfahren berechnet. Nach einem vollen Zyklus von sechs
Rotationen lautet die resultierende Matrix

23.523089 —0.009053 —0.238471 0.151640

A = —0.009053 —0.437554 —1.397689 0.931475
—0.238471 —1.397689 6.174371 0

0.151640 0.931475 0 0.740095

Die folgende Tabelle gibt die GréBe S(Ag) nach den ersten vier Zyklen an:

k S(Ap)
5.802252

12 1.387334,9-»

18 1.094265,-s

24 3.7645 -2

Die sehr rasche Konvergenz ist deutlich erkennbar, und setzt friih ein, weil die Eigenwerte
von Ag gut getrennt sind (|[A; — A;| > 2.334 fiir 7 # j). Die Eigenwertndherungen ergeben
sich aus der Diagonalen von Agy:

M = 23.527386,
XAy = —1.160950,
A3 =  6.460515,
A = 1.173049.
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