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Kapitel �

Einleitung

Faserverbundwerksto�e zeichnen sich durch eine sehr hohe spezi�sche Stei�gkeit
und Festigkeit aus� Diese herausragenden Eigenschaften sowie die M�oglichkeit�
durch die Wahl der Faserorientierungen das Material an spezielle Belastungen
anzupassen� haben zum weitverbreiteten Einsatz von Faserverbundwerksto�en in
der Luft
 und Raumfahrt und in vielen anderen Bereichen gef�uhrt�

Ein wichtiger Versagensmechanismus f�ur geschichtete Faserverbundwerksto�e ist
die Delamination ����� Im Rahmen dieses Projekts wird ein Modell f�ur die Ent

stehung und das Wachstum von Delaminationen entwickelt� numerisch gel�ost und
experimentell veri�ziert� Das in der ersten Projektphase entwickelte physikalische
Modell wird in diesem Bericht vorgestellt�

Die meisten Delaminationsmodelle� die in den letzten Jahren ver�o�entlicht wur

den� beruhen auf Konzepten der linear
elastischen Bruchmechanik �z�B� �	�� ���
��� ��� ��� ��� ��� ����� Ausgehend von der Annahme linear
elastischen Material

verhaltens werden die Spannungen im Laminat berechnet� wobei an der Delamina

tionsfront eine Singularit�at auftritt� Mit Hilfe von Spannungsintensit�atsfaktoren�
welche die Spannungssingularit�at charakterisieren� kann die Energiefreisetzungs

rate f�ur das Delaminationswachstum berechnet und als Ri�fortschrittskriterium
verwendet werden�

Dieser klassische Ansatz hat sich in vielen Anwendungen bew�ahrt� st�o�t jedoch
bei der Beschreibung von komplexen Sch�adigungsprozessen auf Schwierigkeiten�
Ein einparametriges bruchmechanisches Ri�kriterium ist nicht in der Lage� das
lokale Wachstum von Rissen mit komplexer Ri�frontgeometrie zu beschreiben ����
Ebenso wird das Ri�wachstum in Proben� die eine hohe und eine niedrige Mehr

achsigkeit der Spannung aufweisen k�onnen� nicht richtig vorhergesagt �	��� Das
J 
Integral verliert direkt nach der Ri�initiierung seine Wegunabh�angigkeit �����
und auch andere g�angige Bruchparameter wie CTOD� �� und CTOA scheitern
bei der Beschreibung eines gro�en Ri�wachstums�
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Aus diesem Grund wurde in einigen neuen Arbeiten �	� ��� �� �
� ��� �� ein an

derer Weg eingeschlagen� um das Ri�wachstum zu beschreiben� In einem kleinen
Bereich vor der Spitze des makroskopischen Delaminationsrisses� der Proze�zo

ne� bilden sich Mikrorisse oder Poren �
�� Dieser dissipative Vorgang wird durch
ein schadensmechanisches Kontinuumsmodell dargestellt� Als Ri�fortschrittskri

terium gilt je nach Modell das Erreichen des kritischen Wertes der Sch�adigungs

variable bzw� der schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate�

In diesem Projekt wurde ein Delaminationsmodell entwickelt� das ebenfalls einen
schadensmechanischen Ansatz verfolgt� Das Materialmodell� das zur Beschrei

bung der Proze�zone aufgestellt wurde� wird im folgenden Kapitel vorgestellt�
Im Gegensatz zu den Arbeiten von Ladeveze� Allix� Rinderknecht und an

deren Autoren wurde hier besonderer Wert darauf gelegt� bei der Formulierung
des Modells von allgemeinen thermomechanischen Prinzipien auszugehen� Eine
Modellbildung auf dieser Grundlage ist weniger willk�urlich und erlaubt� bei der
numerischen Umsetzung auf Verfahren zur�uckzugreifen� die zur Simulation der
Plastizit�at entwickelt wurden� Im Anschlu� an die Darstellung der r�aumlich lo

kalen Materialgesetze wird die spezielle Geometrie des Delaminationsproblems
betrachet und ein linearisiertes Zwischenschichtmodell aufgestellt� Die Voraus

setzungen von Ladevezes zweidimensionalem Modell der Proze�schicht werden
klargestellt und die Nachteile von Lemaitres Grenz��achenmodell aufgezeigt�
Schlie�lich wird das schadensmechanische Kontinuumsmodell mit der Simulation
des makroskopischen Delaminationsrisses verkn�upft� Als Ri�fortschrittskriterium
wurde abweichend von Ladevezes Modell keine kritische Energiefreisetzungsra

te gew�ahlt� Nachdem das Delaminationsmodell de�niert und mit den Modellen
anderer Forschungsgruppen verglichen wurde� werden Experimente zur Parame

teridenti�kation vorgestellt�

Das in diesem Projekt entwickelte Modell zeichnet sich gegen�uber bisherigen Ar

beiten zur Modellierung von Delaminationen dadurch aus� da� eine auf Prinzipien
der Thermomechanik basierende Formulierung des schadensmechanischen Mate

rialmodells mit einer physikalisch ad�aquaten Beschreibung des Sch�adigungsme

chanismus verbunden wurde�

	



Kapitel �

Schadensmechanik

In der Schadensmechanik wird ein gesch�adigtes Material durch ein Kontinuum
beschrieben� f�ur welches als zus�atzliche Zustandsgr�o�e eine Sch�adigungsvariable
de�niert wird� Die Entstehung und das Wachstum von Mikrorissen wird durch
das Wachstum der Sch�adigungsvariablen ausgedr�uckt� Die derzeit angewandten
schadensmechanischen Modelle lassen sich in zwei Gruppen unterteilen�

Die erste Klasse von Modellen geht im wesentlichen auf einen Ansatz von Kacha�
nov ��
� zur�uck und erlaubt die Modellierung des durch Mikrori�bildung verur

sachten Verlustes an makroskopischer Stei�gkeit sowie der zeitlichen Entwicklung
der Sch�adigung� Einige dieser Modelle lassen sich im Rahmen der Thermody

namik irreversibler Prozesse als Theorie mit inneren Variablen darstellen� Diese
Gruppe schadensmechanischer Modelle soll in den n�achsten Unterkapiteln genauer
betrachtet werden�

Gurson entwickelte auf Grundlage mikromechanischer Betrachtungen von Poren
in duktilen Materialien ein Modell� das die zeitliche Entwicklung des Porenvolu

mens und ihren Einfu� auf die Flie�funktion wiedergibt ���� ��� ��� 	���

Im n�achsten Abschnitt sollen die Grundkonzepte der Schadensmechanik nach
Kachanov vorgestellt werden� Es folgt eine Einf�uhrung in thermomechanische
Modelle mit inneren Variablen� Auf dieser Grundlage wird ein schadensmecha

nisches Materialmodell formuliert� das im wesentlichen auf Ans�atzen von Le�

maitre basiert� Zum Vergleich soll das schadensmechanische Modell von La�

deveze gegen�ubergestellt und diskutiert werden� Als Erweiterungsm�oglichkeiten
werden anisotrope Sch�adigung und nicht
lokale Kontinua besprochen�
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��� Einf�uhrung

Die De�nition der Sch�adigungsvariablen erfolgt mit Hilfe einer Homogenisierung
����� Hierzu betrachtet man ein repr�asentatives Volumenelement �RVE�� das viele
Mikrorisse enth�alt� Seine Gr�o�e ist so zu w�ahlen� dass einerseits eine sinnvolle
Mittelung der mechanischen Eigenschaften m�oglich wird� andererseits aber keine
hohen Gradienten der Sch�adigung verwischt werden�

n

x

SDx

RVE

S

Abbildung ���� Repr�asentatives Volumenelement �RVE�

Durch das RVE lege man eine Schnittebene� Diese Ebene schneidet einen Teil
der Mikrorisse� Als ein Ma� f�ur die Sch�adigung bietet sich das Verh�altnis der
Schnitt��ache der Ebene mit den Mikrorissen zur Schnitt��ache mit dem RVE an�

DRVE �
SD
S

�����

Im ungesch�adigten Material ist D � �� eine obere Schranke ist ��

Um die Wirkung der Sch�adigung auf das Materialverhalten zu erfassen� verwendet
man das Konzept der e�ektiven Spannung� Im Falle einer Belastung durch eine
�au�ere Kraft F tr�agt nicht mehr der gesamte Querschnitt S des RVE die Last�
sondern nur der ungesch�adigte Teil S�SD� In diesem wirkt eine h�ohere sogenannte

�
e�ektive Spannung��

�� �
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S � SD
�
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S � SD
�
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�����

Durch diese e�ektive Spannung ersetzt man nun die Spannung in den konstituti

ven Gleichungen des ungesch�adigten Materials� �

�
Prinzip der Verzerrungs�aquiva


lenz�� Im Fall der linearen Elastizit�at erh�alt man z�B�

� �
�

E
� � �
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�����
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Diese Beziehung ist auch so zu interpretieren� da� der E
Modul infolge der Mi

krori�bildung reduziert ist zu

�E � E �� �D� ���	�

Die Sch�adigungsvariable D beschreibt also den Verlust an Stei�gkeit aufgrund
von Mikrosch�adigung�

W�ahrend der Verformung des Materials w�achst die Sch�adigungsvariable monoton�
Die Akkumulation der Sch�adigung schreitet so lange fort� bis die Phase der Mi

krori�bildung und des Ri�wachstums von Ri�koagulation und Makrori�entstehung
abgel�ost wird� Mit der Ausbildung eines Makrorisses kommt es zum vollst�andigen
Versagen des repr�asentativen Volumenelements� Als Kriterium f�ur das lokale Ma

terialversagen w�ahlt Lemaitre das Erreichen einer kritischen Sch�adigung DC �
Ladeveze hingegen bezieht das Kriterium auf eine schadensmechanische Ener

giefreisetzungsrate �Kapitel 	������

Die obige Betrachtung des repr�asentativen Volumenelements gibt die physika

lischen Vorg�ange auf der Mikroebene nat�urlich nur stark vereinfachend wieder�
Daher ist diese Darstellung weniger als eine De�nition der Sch�adigungsvariablen
als eine Motivation ihrer Einf�uhrung und des Konzepts der e�ektiven Spannung
anzusehen� Die strenge De�nition von D erfolgt auf makroskopischer Ebene durch
die konstitutiven Gleichungen�

��� Thermomechanische Grundlagen

Die Materialsch�adigung ist ein irreversibler Proze�� Die Darstellung ihrer Zeitent

wicklung im Rahmen eines thermodynamischen Modells mit inneren Variablen soll
nun erl�autert werden� Eine ausf�uhrliche Darstellung dieser thermomechanischen
Grundlagen �ndet man beispielsweise in ����� Der im anschlie�enden Abschnitt
vorgestellte Zusammenhang von Normalenregel und Prinzip der maximalen Dissi

pationsleistung ist in ���� und �	�� nachzulesen� allerdings wurde hier eine andere
Darstellung gew�ahlt�

Der Zustand des Festk�orpers wird beschrieben durch das Feld seiner Zustands

variablen� Jedem materiellen Punkt des K�orpers k�onnen der Deformationsgradi

ent F � die Temperatur � sowie geeignete innere Variablen � zugeordnet werden�
Als energetisch assoziierte Variablen erh�alt man den ersten Piola
Kirchho�schen
Spannungstensor IP � die spezi�sche Entropie s und innere Kr�afte ��

F � �r� � r�r��� �����

IP � ��
�f

�F
� s � ��f

��
� � � ��

�f

��
�����
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Hierbei bezeichnet r den Ortsvektor eines materiellen Punktes in der Momen

tankon�guration und r� den Ort in der Referenzkon�guration� Der Gradient
r� � d	dr� bezieht sich auf die Referenzkon�guration� f�F � �� �� sei die spe

zi�sche Helmholtzsche freie Energie und �� die Dichte bezogen auf die Referenz

kon�guration�

F�ur quasistatische Deformation� d�h� unter Vernachl�assigung von Tr�agheitskr�aften�
gilt die Gleichgewichtsbedingung

r IP � �� k � �� k � Volumenkraft �����

Zu den r�aumlichen partiellen Di�erentialgleichungen ����� und ����� treten die
in der Regel lokalen Entwicklungsgleichungen des Materialgesetzes hinzu� Auf
nicht
lokale Modelle soll im Abschnitt ��� eingegangen werden�

Das Materialverhalten mu� dem ersten und zweiten Hauptsatz der Thermody

namik gen�ugen� von denen letzterer hier durch die Clausius
Duhem Ungleichung
ausgedr�uckt wird�

��
�u

�t
� IP �F � � �� � �� h�rq �����

�� �
�s

�t
� �� h�rq �

�

�
qr � ���
�

�u � f � s �� spezi�sche innere Energie� h� W�armequelle� q� W�armestrom�

Im folgenden soll nur noch die N�aherung isothermer Prozesse mit in�nitesimalen
Deformationen betrachtet werden� Als Variablen f�ur Dehnung und Spannung be

trachtet man dann den Eulerschen Verzerrungstensor � sowie den Cauchyschen
Spannungstensor ��

�ij �
�

�

�
�ui
�xj

�
�uj
�xi

�
������

� � �
�f

��
� � � �

�f

��
������

�u� Verschiebung�
Die Gleichgewichtsbedingung und der �� Hauptsatz erhalten die Gestalt

r� � �k � � ������

�
�u

�t
� � �� � � �� ������

Bei elasto
visko
plastischen Materialien l�a�t sich die Dehnung in einen elastischen�
reversiblen und einen plastischen� irreversiblen Anteil zerlegen� so da� die freie
Energie nur vom elastischen Anteil abh�angt�

� � �e � �p�
�f

��p

�����
�e

� � ����	�
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Es erweist sich als einfacher� wenn man nicht die Dehnung �� sondern die elastische
Dehnung �e als unabh�angige Variable w�ahlt�

x � ��e� �p� ��� f��e� �p� �� � f��e� �� ������

Zu der durch die elastische Verformung hervorgerufenen Spannung �bisher mit �
bezeichnet� kommt ein viskoser� irreversibler Anteil hinzu�

� � �e � �v� �e � �
�f

��e
������

Aus der Clausius
Duhem Ungleichung folgt hiermit f�ur die spezi�sche Dissipati

onsleistung D

D �� �v ��� � ��p �� �� � � ������

Diese Entropieproduktion l�a�t sich als ein Produkt von dissipativen Kr�aften und
Fl�ussen darstellen�

D� �xi� � X i �xi ������

�xi �� � ��e� ��p� ���� X i �� ��v������ ����
�

Um die Beziehung zwischen dissipativen Kr�aften und Fl�ussen n�aher zu bestim

men� postuliert man das Prinzip der maximalen Dissipationsleistung�
Zu einer gegebenen Kraft X i

� maximiert der zugeh�orige Wert der dissipativen
Flu�variablen �xi

� die Dissipation D�

D� �xi
�� � maxfD� �xi� j D� �xi� � X i

� �xig ������

Die Nebenbedingung
h� �� D� �xi��X i

� �xi � � ������

wird von �xi
� aufgrund der De�nition von D erf�ullt�

Im Spezialfall eines nicht viskosen �d�h� nicht geschwindigkeitsabh�angigen� Ma

terialverhaltens folgt aus diesem Postulat ein Evolutionsgesetz� das in der Pla

stizit�atstheorie unter dem Namen Normalenregel bekannt ist� Es existiert eine
Funktion F �Xi�� die den elastischen Bereich beschreibt�

F �Xi� 
 � � �xi � � ������

Auf der Flie���ache� beschrieben durch F � �� erh�alt man einen Flu� der dissipa

tiven Variablen in Richtung des Gradienten des plastischen Potentials F �

�xi � �
�F

�Xi ������






An dieser Stelle soll betont werden� da� diese Form der Zeitentwicklung zwingend
aus den Grundlagen der Thermodynamik und dem Postulat der maximalen Dis

sipationsleistung folgt� Das Postulat besitzt nicht universelle G�ultigkeit� zeichnet
sich aber durch eine gewisse Plausibilit�at aus� W�ahrend der zweite Hauptsatz eine
positive Entropieproduktion fordert� besagt das Postulat der maximalen Dissipa

tionsleistung� da� dieser Entropiezuwachs auf schnellstem Wege erfolgt�

Der Zusammenhang zwischen maximaler Dissipationsleistung und Normalenre

gel wird im n�achsten Abschnitt im Detail erl�autert� bevor im Unterkapitel ��	
ausgehend von der thermomechanischen Formulierung ein schadensmechanisches
Modell aufgestellt wird�

��� Die Normalenregel

Das Prinzip der maximalen Dissipationsleistung ������ l�a�t sich auch als Unglei

chung formulieren� F�ur alle �xi� die die Bedingung ������ erf�ullen� gilt�

D� �xi
���D� �xi� � � ����	�

�X i
�

�
�xi
� � �xi

�
� � ������

Dies bedeutet geometrisch� da� die Normale der durch h�� �xi� � � ������ beschrie

benen Hyper��ache am Punkt �xi� die Richtung von X i

� hat�

h =01

X x

X

h =02

0

Abbildung ���� Veranschaulichung der Normalenregel

Man betrachte nun die Funktion

h�� �xi� �� D� �xi��D� �xi
�� � X i �xi �X i

� �xi
� ������

��



Auf der Hyper��ache h� � � ist

h�� �xi� � X i
� �xi �X i

� �xi
� � X i

�

�
�xi � �xi

�

�
� � ������

Im Punkt �xi� ist h�� �xi
�� � �� Folglich haben h� � � und h� � � in diesem Punkt

eine gemeinsame Tangentialebene� Somit ist die Normale von h� � � gleich der
Richtung des Gradienten von D� und es gilt

X i � �
�D
� �xi

������

Ist D nicht di�erenzierbar� so mu� statt des Gradienten das Subdi�erential� ver

wendet werden�

X i � ��D� �xi� ����
�

Der Faktor � l�a�t sich durch Einsetzen von ������ in ������ bestimmen�

� �

�
�D
� �xi

�xi
���

D ������

F�ur eine quasihomogene Dissipationsfunktion D� �xi� vereinfacht sich die Evoluti

onsgleichung ������ zu

X i �
��

� �xi
������

mit einem Pseudo
Dissipationspotential �� Die dissipativen Fl�usse k�onnen mittels
der Legendre
Fenchel
Transformierten �� dargestellt werden�

�xi �
���

�X i ������

���X i� � sup
�xi

n
X i �xi ��� �xi�

o
������

Allgemeiner l�a�t sich zeigen� da�

X i � ��� �xi�� �xi � ����X i� ����	�

Im Falle eines Materialverhaltens� bei dem die Kr�afte nicht explizit von der Ver

formungsgeschwindigkeit abh�angen� also beispielsweise bei der Elastoplastizit�at�
ist Gleichung ������ invariant gegen eine Reskalierung der Zeitachse�

� � k t� �xi �
dxi

d�
�

�

k
�xi ������

X i �
����xi�

��xi
�
��� �xi�

� �xi
������

�
���k �xi�

k ��xi ������

� ��k �xi� � k�� �xi� ������

�Das Subdi�erential einer Funktion � an der Stelle x ist de�niert als ���x� � fzj�y �
��y� � ��x� � z �y � x�g� Im Falle einer di�erenzierbaren Funktion ist ���x� � f��

�x
g�

��



Folglich ist � homogen vom Grad eins� Man kann beweisen� da� die Legendre

Fenchel
Transformierte einer solchen Funktion� die Indikatorfunktion einer kon

vexen Menge K ist�

���X i� � IK �

�
� X i � K
	 X i 	� K

����
�

Mit der Evolutionsgleichung ������ ergibt sich

�xi �
��	
�

f�g X i � K
��� X i � �K


 X i 	� K � �K
���	��

Die Menge K werde mit Hilfe einer di�erenzierbaren Funktion F �Xi� durch

�Xi � K � F �Xi� 
 � ���	��

�X i � �K � F �Xi� � � ���	��

�Xi 	� K � �K � F �Xi� 
 � ���	��

beschrieben� Dann gilt

�xi �

�
� F �X i� 
 �
� �F

�X i F �X i� � �
���		�

Der Multiplikator � ist aus der Bedingung �F � � zu ermitteln�

Dieses Entwicklungsgesetz f�ur Materialien mit einem homogenen Pseudo
Dissi

pationspotential ersten Grades ist aus der Plastizit�atstheorie als Normalenregel
bekannt� Die Menge K stellt dort den elastischen Bereich dar� F wird als plasti

sches Potential bezeichnet�

��� Ein elasto�plastisches schadensmechanischesMa�

terialmodell

F�ur die Proze�zone im delaminierenden Laminat soll nun ein elasto
plastisches
schadensmechanisches Materialgesetz aufgestellt werden� Die Formulierung des
Materialmodells erfolgt im Rahmen der eines thermomechanischen Modells mit
inneren Variablen� dessen allgemeine Eigenschaften in den letzten Abschnitten
dargestellt wurden�

�Zus	atzlich ist zu verlangen
 da� � unterhalbstetig �lower semicontinous� ist�

��



Als Zustandsvariablen w�ahlen wir die elastische Dehnung �e� die plastische Deh

nung �p� die isotrope Verfestigung r und eine skalare Sch�adigungsvariable D� Als
energetisch assoziierte Gr�o�en erh�alt man die Spannung �� eine der Verfestigung
zugeordnete Kraft R sowie die schadensmechanische Energiefreisetzungsrate Y �
Die freie Energie setzt sich zusammen aus der elastischen Energie� welche durch
die Sch�adigung vermindert ist� und der Verfestigungsenergie�

x � ��e� �p� r�D�� � � �e � �p ���	��

X � ��� �� R��Y � ���	��

� f �
�

�
C � �e � �e ���D� � � fr�r� ���	��

� � �
�f

��e
� C � �e �� �D� ���	��

R � �
�f

�r
���	
�

�Y � �
�f

�D
� ��

�
C � �e � �e ������

Hierbei ist C der Stei�gkeitstensor� der Doppelpunkt bezeichne das kontrahieren

de Produkt von Tensoren�

Durch die Wahl von fr�r� l�a�t sich die Form der Verfestigung beein�ussen� Eine
Verfestigung �peq 
 ��peq � �y�� erzeugt man beispielsweise mit

fr�r� 
 r
���
� ������

Die der Sch�adigungsvariablen zugeordnete Kraft �Y kann auch als Ableitung der
elastischen Energie nach der Sch�adigung ausgedr�uckt werden�

Y �
�

�

�we

�D

�����
��const

������

Diese Darstellung ist analog zur De�nition der Energiefreisetzungsrate in der
Bruchmechanik� daher wird Y als schadensmechanische Energiefreisetzungsrate
bezeichnet�

Die dissipativen Fl�usse und Kr�afte sind

�xi � ���p� �r� �D� ������

X i � ����R�Y � ����	�

Die Flie�funktion F� wird nach von Mises gew�ahlt� Das plastische Potential
setzt sich zusammen aus diesem plastischen Anteil und einem Term FY � der f�ur

��



die Zeitentwicklung der Sch�adigung verantwortlich ist� F�ur dieses Sch�adigungs

potential wird ein Ansatz von Lemaitre ���� verwendet� den dieser durch mi

kromechanische Betrachtungen und experimentelle Ergebnisse begr�undet� In der
Flie�funktion wird die Spannung durch die e�ektive Spannung ersetzt� um den
Ein�u� der Sch�adigung zu ber�ucksichtigen�

F���� R� � �Deq � �y �R ������

FY �Y � �
Y � ��r � rD�

�S ���D�
������

F � F� � FY �Y � ������

�D � � � �

�
Tr��� ������

�Deq �

s
�

�
�D � �D ����
�

� bezeichne hierbei die Heavyside
Funktion� �y� rD und S seien Materialparame

ter� Als Zeitentwicklung ���		� erh�alt man f�ur F� 
 � �elastischer Bereich� �xi � �
und bei plastischer Verformung

F� � � ������

��p � �
�F

��
������

�r � �
�F

���R�
������

�D � �
�F

�Y
������

Hieraus folgt nach kurzer Rechnung

��p �
�

�

�

��D

�D

�Deq
����	�

�r � � � ��peq ���D� ������

��peq ��

s
�

�
��p � ��p ������

� � ��Deq

�
�� �D� �

��fr
�r�

�
�
�y � �

�fr
�r

�
�F

�Y

���
������

�D �
Y ��r � rD�

S
��peq ������

��� Das schadensmechanische Modell von Lade�

veze

Ladeveze� Allix� Rinderknecht und andere Autoren verwenden ein elasti


�	



sches� schadensmechanisches Materialmodell zur Beschreibung von Delaminatio

nen ��� 	� ��� ��� ��� Dieses Modell soll in den folgenden Unterkapiteln vorgestellt
und in den Rahmen der Thermomechanik eingeordnet werden�

����� Formulierung des Modells

Ladeveze beschreibt eine zweidimensionale orthotrope Grenz��ache zwischen
zwei Laminae des Verbundwerksto�s� An dieser Stelle soll nur das lokale Materi

algesetz betrachtet werden� auf die Besonderheiten eines Interface
Modells wird
in Kapitel � eingegangen�

Der Verformungszustand der Grenz��ache wird beschrieben durch die Di�erenz
der Verschiebungen in den angrenzenden Schichten�

u � u� � u� � �u�� u�� u�� ����
�

u� � � �Kontaktbedingung� ������

Hierbei sei die Richtung x� senkrecht zur Grenz��ache� Die Fl�achendichte der
freien Energie wird angesetzt als

f �
�

�

h
k� u

�
� ���D�� � k� u� ���D���

� k� h�u�i�� � k� hu�i�� ���D��
i

������

�
�

�

�
����

k� ���D��
�

����
k� ���D��

�
h����i��

k�
�

h���i��
k� ���D��

�
������

k�� k� und k� sind Stei�gkeitskonstanten mit D��D� und D� werden drei Sch�adi

gungsvariablen bezeichnet� die einen Stei�gkeitsverlust bez�uglich der jeweiligen
Dehnung bzw� Scherung beschreiben� Durch die Zerlegung in positiven hu�i� und
negativen h�u�i� Anteil sollen Zug
 und Druckbelastung unterschieden werden��

Als assoziierte Kr�afte erh�alt man

Y� �
����

� k� ���D���
� Y� �

����
� k� ���D���

� Y� �
h���i��

� k� ���D���
������

F�ur die Zeitentwicklung gibt es unterschiedliche Ans�atze� denen gemeinsam ist�
da� die Sch�adigung durch ein zeitliches Supremum einer Funktion der Energie

freisetzungsraten bestimmt wird�

!Y � sup
��t

fg�Y��� �� Y��� �� Y��� ��g ����	�

Di � hi� !Y � ������

�Dies steht im Widerspruch zur Kontaktbedingung �
���� �
�
 die allerdings fallen gelassen
werden kann�

��



Man beachte� da� im Gegensatz zu Gleichung ������ hier nicht die Zeitableitung
�D� sondern die Sch�adigungsvariable selbst eine Funktion von Y ist� F�ur die Funk


tionen g� h�� h� und h� wird beispielsweise ���

g �
n

n � �
�Y �

� � ��� Y��
� � ��� Y��

����� � hi �

�
!Y

YC

�n
������

oder ���

g � Y� � �� Y� � �� Y� � hi � min



��i h

p
!Y �pY�i�p
YC �

p
Y�

� �

�
A ������

gew�ahlt�

In ��� formulieren Allix und Ladeveze auch einen Ansatz� der plastisches Ma

terialverhalten ber�ucksichtigt� jedoch wurde dieser Weg nicht weiter verfolgt�

����� Thermomechanische Darstellung

In diesem Unterkapitel soll gezeigt werden� da� das schadensmechanische Modell
nach Ladeveze et al� Grundprinzipien der in Kapitel ��� vorgestellten Form
thermomechanischer Modelle widerspricht�

Bei Corigliano ���� �ndet man eine allgemeinere Darstellung des Modells von
Ladeveze� in der sich auch das Modell von Schellekens und de Borst wie

dergeben l�a�t� Er setzt die freie Energie der Grenz��ache in Abh�angigkeit von den
Zustandsvariablen u�up�D��D��D� und r an als

f �
�

�

h
k� �ue��

� ���D�� � k� �ue��
� ���D�� � k� hue�i�� ���D���

� k� h�ue�i��
i

� fr�r� ������

Nach ������ sind die assoziierten Variablen

�i �
�f

�ui
� �Yi �

�f

�Di
� R �

�f

�r
����
�

Die Zeitentwicklung bestimmtCorigliano durch ein Gesetz �ahnlich einer nicht

assoziierten Flie�regel mit Flie�funktion F ��i� Yi� R Di� und plastischem Poten

tial G��i� Yi� R Di��

F�ur F 
 � � �upi � �r� �Di � �
F�ur F � ��

�upi � �
�G

��i
� �r � �

�G

���R�
������

�Di � � li��j� Yj� R Dj� ������

��



W�ahrend die Zeitableitungen der Verschiebungen und der Verfestigung hier analog
zu Gleichung ���		� als partielle Ableitungen eines Potentials gegeben sind� wurde
f�ur die Sch�adigungsvariable ������ ein allgemeinerer Ansatz gemacht� der nur bei
sehr spezieller Wahl von li eine Potentialdarstellung besitzt� Hieraus k�onnen wir
schlie�en� da� das Postulat der maximalen Dissipationsleistung von diesem Modell
i�Allg� nicht erf�ullt wird�

Corigliao stellt Ladevezes Modell als Spezialfall dar� bei dem gilt

fr � �� G � � ������

F � F �Yi� !Y � � g�Y�� Y�� Y��� !Y ������

li � li� !Y � ����	�
!Y � sup

��t
fg�Y��t�� Y��t�� Y��t��g ������

�!Y � � ������

Er scheint dabei au�er acht zu lassen� da� die Gr�o�e !Y zeitabh�angig und zudem
noch geschichtsabh�angig ist� Sie hat somit den Charakter einer inneren Variablen�
wird aber formal nicht als solche behandelt� Daher folgt Gleichung ������ auch
nicht aus der Konsistenzbedingung �F � �� sondern mu� als zustzliche Annahme
akzeptiert werden�

Die explizite Geschichtsabh�angigkeit� die �uber !Y ���������	� in Ladevezes Mo

dell eingef�uhrt wird� stellt einen wesentlichen Unterschied zu �ublichen thermome

chanischen Modellen mit inneren Variablen dar� Ein wichtiges Ziel der Einf�uhrung
innerer Variablen ist gerade die Erm�oglichung einer zeitlich lokalen Beschreibung�

Mit ����	� und ������ kann ������ integriert werden� und man erh�alt die Sch�adi

gungsvariablen Di als explizite Funktion der Energiefreisetzungsraten Yi �������
Im Gegensatz dazu ist im zuvor vorgestellten thermomechanischen Modell die
Zeitableitung der dissipativen Variablen eine Funktion der dissipativen Kr�afte
���		�� Es ist daher zu vermuten� da� das Modell von Ladeveze der Sch�adigung
weniger den Charakter eines irreversiblen Prozesses als den eines nichtlinearen
reversiblen Vorgangs verleiht�

Zusammenfassend kann festgestellt werden� da� sich das schadensmechanische
Modell von Ladeveze nicht als ein thermomechanisches Materialmodell mit in

neren Variablen analog zur Plastizit�at darstellen l�a�t� Dies bedeutet nicht� da� das
Modell notwendigerweise zur Beschreibung von Delaminationen ungeeignet w�are�
Es erscheint jedoch w�unschenswert� das Materialmodell nicht auf heuristischen
Annahmen aufzubauen� sondern von fundamentaleren Postulaten auszugehen� Der
im Abschnitt ��� vorgestellte Ansatz eines allgemeinen thermomechanischen Mo

dells hat sich bei der Beschreibung der Plastizit�at bew�ahrt und wurde daher in
diesem Projekt als Rahmen f�ur das schadensmechanische Modell gew�ahlt�

��



��	 Anisotropie

Bislang wurde ausschlie�lich isotrope Sch�adigung betrachtet� die durch eine skala

re Variable dargestellt werden kann� Im allgemeinen �ndet man jedoch anisotrope
Sch�adigung vor� da Mikrorisse� die durch eine mechanische Belastung erzeugt wer

den� meist eine Vorzugsorientierung aufweisen�

Um solch eine anisotrope Sch�adigung zu modellieren� mu� das Konzept der e�ek

tiven Spannung ����� erweitert werden ��
�� Eine einfache Form richtungsabh�angi

ger Sch�adigung kann durch einen Sch�adigungstensor D zweiter Stufe eingef�uhrt
werden �	�� 	��� z�B� durch �		�

�� �
�

�

h
���D���� � � ���D���

i
������

Eine allgemeinere Darstellung anisotroper Sch�adigung erh�alt man mit der De�ni

tion eines Schadens
E�ekt
Tensors M vierter Stufe ��
� �	� ��� ��� �
��

�� � M � � ������

Folgt man dem Prinzip der Verzerrungs�aquivalenz und ersetzt in der konstitutiven
Gleichung des elastischen Materialverhaltens die Spannung durch die e�ektive
Spannung� so ergibt sich

�e � C�� � M � � �� �C
��

� � ����
�

� �C
��

� C�� � M ���
��

Da jedoch �C ebenso wie �e und � symmetrisch sein mu�� impliziert dies erheb

liche Einschr�ankungen f�ur M � Beispielsweise folgt aus der Symmetriebedingung�
da� einer isotrope bzw� deviatorische Spannung eine gleichfalls isotrope bzw� de

viatorische e�ektive Spannung zugeordnet wird� was der Idee einer allgemein ani

sotropen Sch�adigung widerspricht ��
�� Daher schl�agt Sidoroff vor� das Prinzip
der Verzerrungs�aquivalenz durch das einer �aquivalenten Komplement�arenergie zu
ersetzen� Anstatt in der Spannungs
Dehnungs
Beziehung soll die e�ektive Span

nung in die Komplement�arenergie V eingesetzt werden�

V �
�

�
�� � C�� � �� ��

�

�
� � �C

��
� � ���
��

� �C � M��C
�
M��

�T
���
��

In dieser allgemeinen Form ist ein anisotropes Sch�adigungsmodell bislang noch
nicht auf ein konkretes Problem angewendet worden� Schon die Messung aller

��



Komponenten des Schadens
E�ekt
Tensors M erfordert einen sehr gro�en expe

rimentellen Aufwand� Ferner ben�otigt man zur Beschreibung der Zeitentwicklung
eine unvertretbar hohe Anzahl von Materialkonstanten� Daher werden stark ver

einfachte anisotrope Modelle bevorzugt� die beispielsweise von einem diagonalen
Tensor M ausgehen� der durch drei den Hauptspannungs
 oder Symmetrierichtun

gen zugeordnete Skalare beschrieben werden kann ���� �	�� In diesem Projekt soll
vorerst eine isotrope	 Sch�adigung modelliert werden� Anhand der numerischen
Resultate und experimentellen Vergleiche wird zu kl�aren sein� ob zur korrekten
Beschreibung der Delamination ein anisotropes Modell notwendig ist�

��
 Nicht�lokale Modelle

Lokale Materialmodelle basieren auf der Annahme� da� die Entwicklung der Zu

standsgr�o�en an einem Punkt ausschlie�lich durch die Zustandsvariablen und evt�
deren Geschichte an diesem Ort bestimmt ist� Beinhaltet das Materialgesetz die
M�oglichkeit zur Entfestigung� kann es zu einem nicht sinnvollen Verhalten des
Modells kommen� Zur L�osung dieses Problems werden derzeit unterschiedliche
nicht
lokale Ans�atze diskutiert�

In einem elasto
plastischen schadensmechanischen Modell kann es durch star

ke Sch�adigung zu einer Entfestigung kommen� Die tangentiale Stei�gkeitsmatrix
kann ihre positive De�nitheit verlieren� die das Material beschreibenden partiel

len Di�erentialgleichungen sind nicht l�anger elliptisch� und es kann zum Verlust
der Eindeutigkeit der L�osung kommen� Auf physikalischer Ebene zeigt sich das
unerw�unschte Modellverhalten als Lokalisierung der Verformung in einem Punkt�
Infolge der Lokalisierung von plastischer Deformation und Sch�adigung �ndet ein
Materialversagen ohne Dissipation statt� Numerisch �au�ert sich das Problem als
eine Abh�angigkeit der Ergebnisse von der Diskretisierung und durch Konvergenz

probleme� ��� ���

Eine weitere Schw�ache lokaler Modelle besteht darin� da� sie Gr�o�en
E�ekte nicht
korrekt wiedergeben� Experimentell beobachtet man ein unterschiedliches Ver

halten geometrisch �ahnlicher� aber unterschiedlich gro�er Proben� das erst durch
nicht
lokale Modelle richtig wiedergegeben wird �	���

Um Lokalisierungsph�anomene korrekt darzustellen� werden unterschiedliche Wege
verfolgt�

� mikropolare Modelle �Einf�uhrung eines Cosserat
Kontinuums mit inneren
Rotations
Freiheitsgraden� ���� ���

�Der Begri� der Anisotropie bezieht sich hier nur auf die Sch	adigungsvariable
 bei der
Beschreibung der Laminae mu� das orthotrope elastische Verhalten selbstverst	andlich erfa�t
werden�

�




� viskose Regularisierung �delay damage model� ���

� Gradienten
Modelle �Abh�angigkeit der Zeitentwicklung auch von Gradien

ten der Zustandsvariablen� ���� ���

� nicht
lokale Modelle� bei denen die Zeitentwicklung von einem r�aumlichen
Integral einer Zustandsgr�o�e abh�angt �	�� 	�� �	� ��� �
� ��� ���

Letzterer Ansatz ist speziell f�ur schadensmechanische Modelle gut physikalisch zu
begr�unden und soll nun vorgestellt werden�

Die De�nition ����� der Sch�adigungsvariablen besitzt bereits den Charakter eines
Mittelwerts bzw� einer r�aumlichen Integration�

DRVE �
SD
S

�
�

S

X
i�Risse

S

i�
D ���
��

Die Summe erstreckt sich �uber die Risse im repr�asentativen Volumenelement� Das
Volumenelement kann nicht beliebig klein gew�ahlt werden� da es f�ur eine sinnvol

le Mittelwertbildung einige Risse enthalten sollte� Eine Lokalisierung der durch
D ausgedr�uckten Sch�adigung auf einen kleineren Bereich ist nicht physikalisch
sinnvoll�

Als zweites Argument f�ur eine nicht
lokale Sch�adigungsvariable ist die Wechsel

wirkung zwischen Mikrorissen anzuf�uhren� Bazant ��� leitet aus mikromechani

schen Betrachtungen eine Wechselwirkung " zwischen �dreidimensionalen� Mi

krorissen ab� die f�ur gro�e Abst�ande r asymptotisch wie r�� abklingt� Demnach
divergiert das Integral der Wechselwirkung

R
" dV �uber ein dreidimensionales�

unendlich ausgedehntes Gebiet konstanter Sch�adigung es handelt sich um eine
sehr langreichweitige Wechselwirkung� Dennoch braucht man in der Praxis nur
die Wechselwirkung mit nahen Mikrorissen zu ber�ucksichtigen� da die Bereiche
starker Sch�adigung i�Allg� nicht dreidimensional ausgedehnt sind� sondern sich
beispielsweise in Scherb�andern lokalisieren�

In der Entwicklungsgleichung ������ ist �D eine Funktion von ��peq� Eine M�oglichkeit

zur Einf�uhrung einer nicht
lokalen Sch�adigungsvariable besteht darin� �D stattdes

sen gleich der Funktion eines r�aumlichen Mittelwerts von ��peq zu setzen�

�D�r� � f �D

�Z
w�r� � r� ��peq�r

�� d�r�
�
�

Z
w�r� d�r � � ���
	�

Als Gewichtsfuntionw werden beispielsweise Stufenfunktionen oder Gau�
Normalverteilungen
verwendet�

w�r� �

�
�		�� l���� jrj � l
� jrj 
 l

���
��

w�r� � �� l� ������� exp��r
�

l�
� ���
��

��



Versuche� auch Spannung und Dehnung nicht
lokal zu beschreiben� verliefen nicht
erfolgreich ���� Dies sollte nicht �uberraschen� weil die physikalsiche Bedeutung der
Nichtlokalit�at bei diesen Gr�o�en nicht so klar erkennbar ist wie bei der Sch�adi

gungsvariablen�

Derzeit kann noch nicht entschieden werden� ob die Sch�adigung an der Delamina

tionsfront nicht
lokal beschrieben werden mu�� K�onke� der ein lokales schadens

mechanisches Modell zur Simulation des Makrori�wachstums in duktilen Mate

rialien nutzt ����� berichtet von netzunabh�angigen numerischen Ergebnissen� Da

her soll in diesem Projekt vorerst ein Modell mit lokaler Sch�adigungsvariable
implementiert werden� dessen Ergebnisse dann auf das Auftreten von Lokalisie

rungsph�anomenen hin zu untersuchen sind�

��



Kapitel �

Darstellung der Proze�zone

Die Entstehung und das Wachstum von Grenz��achenrissen in geschichteten Fa

serverbundwerksto�en sind komplexe Prozesse� Die Wechselwirkung mit Matrix

rissen in den benachbarten Laminae kann beispielsweise dazu f�uhren� da� die
Delamination die Grenz��ache verl�a�t und in einer anderen Ebene weiter w�achst
����� Zur Entwicklung von Delaminationsmodellen ist es sinnvoll� sich anfangs auf
einen einfacheren Fall zu beschr�anken� Im folgenden sollen nur Delaminationen
betrachtet werden� die sich in einer ebenen Grenz��ache zwischen zwei Laminae
unterschiedlicher Orientierung ausbreiten� Die Laminae werden als ungesch�adigt
betrachtet�

In einem kleinen Bereich vor der Delaminationsfront bilden sich Mikrorisse� be

vor der makroskopische Grenz��achenri� weiter fortschreitet� Diese Proze�zone
soll schadensmechanisch modelliert werden �Abb� ����� W�ahrend die Delaminati

on w�achst� breitet sich der gesch�adigte Bereich entlang der Delaminationsebene
aus� Somit ist f�ur eine d�unne Zwischenschicht� welche die Delaminationsebene
umgibt� das Material schadensmechanisch zu beschreiben� hingegen gen�ugt f�ur
den Rest der Probe ein linear
elastisches� schichtweise transversal
isotropes Ma

terialmodell� Die Kopplung der Schichten erfolgt �uber die Bedingung stetiger Ver

schiebungen und Normalspannungen�

Die Ausdehnung der Proze�zone senkrecht zur Delaminationsebene liegt gew�ohn

lich nur in der Gr�o�enordnung des Faserdurchmessers �
�� Somit ist die Dicke der
Zwischenschicht sehr klein im Verh�altnis zur Dicke der Laminae h� H� Es stellt
sich daher die Frage� ob die Zwischenschicht als dreidimensionales Gebiet oder als
zweidimensionale Grenz��ache modelliert werden sollte� Ferner ist zu entscheiden�
welche Materialeigenschaften der als Kontinuum dargestellten Zwischenschicht
zugeschrieben werden sollen� Verschiedene M�oglichkeiten der Simulation sollen in
diesem Kapitel vorgestellt und diskutiert werden�
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Schicht 1

Schicht 3

Zwischenschicht

Schicht 2

Prozeßzone

Abbildung ���� Proze�zone und Zwischenschicht

��� Materialeigenschaften der Zwischenschicht

An der Delaminationsebene grenzen zwei Laminae aneinander� die i�A� unter

schiedliche Faserorientierungen aufweisen� Dennoch soll die Zwischenschicht als
ein homogenes Kontinuum modelliert werden�

Ladeveze und Allix ����� die ein zweidimensionales Modell verwenden� gehen
davon aus� da� die Symmetrieeigenschaften des Stei�gkeitstensors der Grenz��ache
durch die Faserorientierungen der benachbarten Laminae bestimmt sind� Sie po

stulieren ein monoklines� linear
elastisches Materialverhalten mit Sch�adigung� Als
Hauptachsen treten die Normale zur Grenz��ache sowie die beiden Winkelhalbie

renden zwischen den zwei Faserrichtungen auf�

In diesem Projekt wird eine isotrope Zwischenschicht angenommen� die ein ela

stoplastisches Materialverhalten mit Sch�adigung zeigt� Der isotrope Ansatz wird
nicht allein deshalb gew�ahlt� weil er zu einem einfacheren Modell f�uhrt� sondern
er kann auch aus experimentellen Ergebnissen motiviert werden� Elektronenmi

kroskopische Untersuchungen �
� der Delaminationsfront zeigen� da� die Mikro

ri�bildung in der Proze�zone im Wesentlichen das Matrixmaterial zwischen den
zwei Laminae betri�t� Somit sollten die Materialparameter des isotropen Matrix

materials eine gute erste N�aherung f�ur die Zwischenschicht darstellen�

Wang ���� begr�undet die Annahme einer isotropen Zwischenschicht mit seinen
mikroskopischen Beobachtungen eines hohen Anteils von Matrixmaterial in der
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Zwischenschicht in Glass
Epoxid
Verbundwerksto�en� Jedoch ist davon auszuge

hen� da� sein Befund einer mehrere Faserdurchmesser dicken� aus Matrixmaterial
bestehenden Zone zwischen den Laminae stark von den speziellen Herstellungsbe

dingungen abh�angt und bei modernen Faserverbunderksto�en in der Regel nicht
mehr anzutre�en ist�

��� Linearisierte Zwischenschicht

Aufgrund der geringen Dicke der Zwischenschicht ist der Sinn einer r�aumlichen
Au��osung in Normalenrichtung fragw�urdig �siehe Abschnitt ����� und es bietet
sich ein linearer Ansatz f�ur die Verschiebungen entlang dieser Richtung an� Sei
x� die Richtung senkrecht zur Delaminationsebene� durch x� � � sei der untere
Rand der Zwischenschicht bestimmt� u bezeichne die Verschiebung�

u
���x�� x�� �� u�x�� x�� �� �����

#u�x�� x�� �� u�x�� x�� h�� u�x�� x�� �� �����

u�x�� x�� x�� � u
���x�� x�� �
x�
h

#u�x�� x��� x� � ��� h� �����

Mit dieser Linearisierung erh�alt man f�ur die Dehnungen
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Falls die Di�erenz der Dehnungen an Ober
 und Unterseite der Zwischenschicht
klein ist im Vergleich zu den Dehnungen� kann man die x� enthaltenden Ter

me vernachl�assigen� und die Dehnung h�angt nur noch von der Position auf der
Delaminationsebene ab�
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��� Grenz��achenmodell als Grenzfall

F�ur sehr d�unne Zwischenschichten h � � ist das linearisierte Zwischenschicht

modell gleichbedeutend mit einem Grenz��achenmodell der Proze�zone� wie es
von Ladeveze ���� verwendet wird� Rinderknecht ���� stellt die Interface

Formulierung als Grenzfall dar� indem er diejenigen Komponenten des Dehnungs

tensors null setzt� die im Grenzwert h� � nicht singul�ar werden� d�h� die in
plane
Komponenten ���� ��� und ���� Er erkl�art diesen Ansatz nicht o�enbar setzt er
jedoch bei der Bildung des Grenzwertes voraus� da� #u konstant bleibt oder
zumindest schw�acher als h gegen null strebt� Seine Argumentation bleibt somit
unklar� stattdessen soll hier eine andere M�oglichkeit vorgeschlagen werden� um
zu einem Grenz��achenmodell �uberzugehen�

Verringert man die Zwischenschichtdicke h unter der physikalisch sinnvollen An

nahme beschr�ankter Dehnungen� so strebt die Energie der Zwischenschicht eben

falls gegen null und wird klein gegen�uber den Energien der Laminae� Die Ver

schiebungen u
�� am Rand der Zwischenschicht gehen sowohl �uber die Zwischen

schichtsenergie als auch �uber die Energie der Laminae in die gesamte freie Energie
ein� Da der Beitrag der Grenzschicht jedoch f�ur h� � vernachl�assigbar wird� wird
u
�� im Grenzfall nur noch durch das elastische Verhalten der Laminae und nicht
mehr durch das Materialverhalten der Zwischenschicht bestimmt� Die Verschie

bungsdi�erenz #u hingegen �ie�t weiterhin zum gr�ostenteils �uber die Energie der
Zwischenschicht in die Gesamtenergie ein� Somit wird die d�unne Zwischenschicht
im Wesentlichen durch die Verschiebungsdi�erenz #u�x�� x�� charakterisiert� und
ihre elastische Energiedichte �ohne Sch�adigung� ist
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Im Grenzfall h� � stimmt das Zwischenschichtmodell also mit dem Modell einer
Grenz��ache �uberein� an der eine Verschiebungsdiskontinuit�at #u auftritt und
deren Grenz��achenenergie durch obige Gleichung ������ bestimmt ist� W�ahlt man
als Richtungen des Koordinatensystems die Hauptachsen des Stei�gkeitstensors�
so erh�alt man eine Energiedichte� wie sie im Modell von Ladeveze verwendet
wird�
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Diese Gestalt der elastischen Energie kann durch ein Federmodell veranschaulicht
werden� Die zwei benachbarten Laminae werden an der Grenz��ache durch Federn
verkn�upft� welche bei einer Relativverschiebung #u der Laminae gespannt wer

den� k�� k� und k� sind hierbei als Federkonstanten zu verstehen� Auf der Ebene
einer Finite Elemente Diskretisierung wurde ein �ahnlicher Ansatz von Takada

et al� formuliert ���� �
�
bonding spring elements���

��� Das Grenz��achenmodell von Lemaitre

Eine andere M�oglichkeit� die Sch�adigung einer Grenz��ache zweidimensional zu
modellieren� wurde von Lemaitre ���� ��� vorgeschlagen� F�ur sein Modell ist
bislang keine Darstellung als Grenzfall eines Zwischenschichtmodells bekannt�

Lemaitre geht bei seiner Argumentation von der Frage aus� welche der im Drei

dimensionalen de�nierten Observablen �ij� �ij sich auch auf einer Grenz��ache de�

nieren lassen� Es sind dies die in
plane Dehnungen ���� ���� ��� und die out
of
plane
Spannungen ���� ���� ���� denn diese Gr�o�en sind an der Grenz��ache stetig und
somit wohlde�niert� Nicht als Observable gegeben sind hingegen die jeweiligen
energetisch assoziierten Gr�o�en� die in
plane Spannungen und out
of
plane Deh

nungen� 
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� � in Grenz��ache unde�nierte Observable

Um dennoch ein Materialmodell basierend auf den in Kapitel ��� bis ��	 vorge

stellten Konzepten einf�uhren zu k�onnen� postuliert Lemaitre� da� eine Grenz

��achenenergie analog zu �ublichen dreidimensionalen Modellen ���	�� eingef�uhrt
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werden kann� Aus dieser lassen sich die assoziierten Variablen ableiten�
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Mit Se
�� seien die den in
plane Dehnungen ��� zugeordneten Variablen bezeichnet 

die eei� seien den out
of
plane Dehnungen assoziiert� K
�� und K
�� sind Material

konstanten� Der Anteil der elastischen Energie an der freien Energie f ����	� ist
wie �ublich eine quadratische Form der dehnungsartigen Variablen ���� eei�� Zus�atz

lich ist angenommen worden� da� diese in einen Term der in
plane Dehnungen
��� und einen Anteil der neu eingef�uhrten Variablen eei� separierbar ist�

Zwei Eigenschaften von Lemaitres Modell sind f�ur die anschlie�ende Diskussion
�Abschnitt ���� von besonderem Interesse� Die Variablen eei�� S

e
�� sind keine direkt

beobachtbaren Gr�o�en� sondern innere Variablen� Es ist daher nicht m�oglich� eine
der Zustandsvariablen gemeinsam mit ihrer assoziierten Variablen zu messen�
Ferner stimmt das Modell nicht mit dem als Grenzfall des Zwischenschichtmodells
abgeleiteten Ansatz von Ladeveze �uberein� Der Anteil der in
plane Dehnungen
an der freien Energie ist bei Lemaitre i�Allg� nicht vernachl�assigbar� Es ist
ungewi�� ob Lemaitres Grenz��ache �uberhaupt als Grenzwert einer Grenzschicht
darstellbar ist�

Der Vollst�andigkeit halber soll das weitere Vorgehen bei Lemaitres Modell kurz
skizziert werden� Es wird ein elasto
plastisches Materialverhalten in den out
of

plane Komponenten und ein visko
elastisches Verhalten in den in
plane Kompo

nenten simuliert�

S�� � Se
�� � Sv

�� ������

ei� � eei� � epi� ������

Die Zeitentwicklung bei inelastischer Deformation wird durch eine Normalenregel
beschrieben und ist durch ein viskoses Potential $� die Flie�funktion F� und das
plastische Potential F bestimmt�
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Speziell f�ur Delaminationen unter Mode
I
 und Mode
II
Belastung gibt Lemaitre
ein vereinfachtes Modell an� bei dem K
�� � � ist und die elastische Energie eine
�ahnliche Gestalt wie in Ladevezes Modell erh�alt�

��� Vergleich von Grenz��achen� und Zwischen�

schichtmodellen

Nachdem in den letzten Abschnitten verschiedene M�oglichkeiten zur zwei
 und
dreidimensionalen Darstellung der vom Sch�adigungsproze� betro�enen Zone in
der Umgebung der Delaminationsebene erl�autert wurden� sollen diese Ans�atze
nun diskutiert werden�

Auf den ersten Blick mag es erscheinen� als m�u�te eine dreidimensionale Repr�asen

tation der Zwischenschicht die Realit�at am genauesten wiedergeben� Schlie�lich ist
es gerade die Proze�zone� die bei der Modellierung der Delamination besonderes
Interesse verdient und auch einen h�oheren Diskretisierungsaufwand rechtfertigt�
So wurden zweidimensionale Modelle �	� ��� ��� ��� ��� ��� �� 	
�� sofern ihre
Wahl �uberhaupt begr�undet wurde� bislang im Wesentlichen aufgrund des geringe

ren numerischen Aufwands bevorzugt� Unbeachtet geblieben sind die theoretischen
Schwierigkeiten� die bei einer dreidimensionalen Modellierung auftreten�
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Die Dicke der Proze�zone senkrecht zur Delaminationsebene liegt in der Gr�o�en

ordnung eines oder mehrerer Faserdurchmesser� Eine dreidimensionale Zwischen

schicht bedeutet also eine sehr hohe r�aumliche Au��osung in Normalenrichtung� Die
angrenzenden Laminae werden jedoch auf einer weitaus gr�oberen Skala beschrie

ben� Ihre innere Struktur bestehend aus Fasern und Matrix wird nicht wiedergege

ben� sondern sie werden als homogenisiertes Kontinuum dargestellt� Eine direkte
Verkn�upfung dieses groben Modells der Laminae mit einer d�unnen� dreidimen

sionalen Zwischenschicht ist nicht sinnvoll� Besonders deutlich wird das Problem�
wenn man sich fragt� an welche Stelle im realen Laminat die Grenzen zwischen
Zwischenschicht und Laminae zu legen sind� ob die Grenze vielleicht direkt an ei

ner Faserlage vorbeif�uhrt oder sich mehr in der Matrix be�ndet� Betrachtet man
die homogenisierten Laminae� scheint die genaue Position der Grenze unerheblich
zu sein auf der Gr�o�enskala einer r�aumlich aufgel�osten Zwischenschicht betrach

tet w�urde man jedoch erhebliche Unterschiede in den Spannungen am Rand der
Zwischenschicht erwarten�

Will man die Proze�zone also dreidimensional simulieren� gen�ugt es nicht� das
Laminat in homogene Laminae und eine homogene Zwischenschicht zu untertei

len� Vielmehr ist es notwendig� in einer Umgebung der Proze�schicht Fasern und
Matrix in einem nicht homogenisierten Modell darzustellen� Der Aufwand einer
solchen Simulation erscheint derzeit nicht vertretbar�

Als eine zweidimensionale N�aherung der Zwischenschicht wird in diesem Projekt
die in Normalenrichtung linearisierte Zwischenschicht �Abschnitt ���� verwendet�
Anhand der numerischen Ergebnisse soll �uberpr�uft werden� ob die N�aherung �����
konstanter Dehnungen auch nahe der Delaminationsfront gerechtfertigt ist� Eben

falls zu testen ist die Annahme verschwindender Bedeutung der in
plane Dehnun

gen� die dem Modell von Ladeveze zu Grunde liegt�

Lemaitres Modell weist den Nachteil auf� da� der Zusammenhang zu dreidimen

sionalen Darstellungen unklar bleibt� Es wird daher nicht deutlich� welche physika

lischen Annahmen zu Grunde liegen und wie die Materialkonstanten zu bestimmen
sind� Lemaitre ���� schl�agt vor� wie bei schadensmechanischen Modellen dreidi

mensionaler K�orper �ublich� die Sch�adigung �uber die verringerte Stei�gkeit ���	�
zu messen� Dies ist aus zwei Gr�unden jedoch nicht m�oglich� Um eine Kompo

nente des Stei�gkeitstensors zu bestimmen� mu� die entsprechende Komponente
des Dehnungstensors und die assoziierte Spannung gemessen werden� Von diesen
zwei Gr�o�en ist in Lemaitres Modell aber jeweils nur eine Observable� w�ahrend
es sich bei der anderen um eine innere Variable handelt ������� Ferner d�urfte
es �au�erst schwierig sein� eine Probe mit homogener Grenz��achensch�adigung zu
pr�aparieren sowie Dehnungen und Spanungen an der Grenz��ache zu messen� Bei
Modellen� die von einer dreidimensionalen Zwischenschicht ausgehen� k�onnen die
Materialparameter hingegen an homogenen Proben ohne Grenz��ache gemessen
werden�
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Kapitel �

Ri�fortschritt

In den vorangehenden Kapiteln wurde ein Modell entwickelt� das die Sch�adigung
in Form von Mikrorissen und Poren vor der Delamination schadensmechanisch
beschreibt� Nun ist an diese Mikrosch�adigung ein Ri�fortschrittskriterium f�ur
den makroskopischen Delaminationsri� zu kn�upfen�

Viele Delaminationsmodelle greifen zur Modellierung des Ri�fortschritts auf die
klassische Bruchmechanik zur�uck� In Analogie zur Bruchmechanik kann ein Ri�

kriterium mittels der schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate formuliert
werden� Ein anderer Ansatz verwendet einen kritischen Wert der Sch�adigungs

variablen�

Zur Simulation des gewachsenen Makrorisses gibt es zwei unterschiedliche Ver

fahren� Bei der Methode der verallgemeinerten Risse �

�
smeared cracks�� wird die

Stei�gkeit in einem Gebiet auf nahezu Null reduziert� Alternativ l�a�t sich ein Ri�
auch diskret mittels neuer Ober��achen einf�uhren�

��� Bruchmechanisches Ri�fortschrittskriterium

Die meisten Ver�o�entlichungen zur Modellierung der Delamination greifen auf
Konzepte der Bruchmechanik zur�uck �	�� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� Die bei Wachs

tum des Risses freigesetzte elastische Energie W e wird mit der zur Erzeugung der
zus�atzlichen Ri�ober��ache aufzubringenden Arbeit W S verglichen� Ist die Bilanz
der Energiefreisetzung positiv� schreitet der Riss fort� �Griffith
Kriterium �����

G ��
�W e

�a
� GC ��

�W S

�a
� a � Ri�l�ange �	���

Analog zu diesem Vergleich von Energiefreisetzungsrate G und kritischer Ener

giefreisetzungsrate GC wurde ein schadensmechanisches Kriterium aufgestellt� das
im n�achsten Abschnitt diskutiert wird�
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��� Schadensmechanische Ri�fortschrittskriterien

����� Kritische Energiefreisetzungsrate

In den Delaminationsmodellen von Ladeveze� Allix� Rinderknecht und an

deren wird der Ri�fortschritt durch die schadensmechanischen Energiefreiset

zungsraten Yi gesteuert� Bei Rinderknecht ���� �ndet man beispielweise das
Kriterium

Y�
Y C
�

�
Y�
Y C
�

�
Y�
Y C
�

� � �	���

Y C
� � Y

C
� und Y C

� sind Materialkonstanten� Im isotropen Fall Y� � Y� � Y� ist die

ses Kriterium ein Vergleich zwischen schadensmechanischer Energiefreisetzungs

rate und kritischer Energiefreisetzungsrate Y � YC in Analogie zum Griffith

Kriterium� Rinderknecht ���� sieht einen �uber diese �Ahnlichkeit hinausgehen

den Zusammenhang zwischen der bruchmechanischen Modellierung der Delmina

tion und seinem schadensmechanischen Modell� Er bezeichnet die Bruchmechanik
als einen Grenzfall der Schadensmechanik f�ur abruptes Materialversagen in einer
unendlich steifen und d�unnen Proze�schicht� bleibt jedoch den Beweis schuldig�

Obwohl die Analogie zu bew�ahrten Ri�fortschrittskriterien der Bruchmechanik f�ur
das Kriterium einer kritischen schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate YC
spricht� ist dieses mangels physikalischer Begr�undung abzulehnen� Die schadens

mechanische Energiefreisetzungsrate Y ist gleich der �Anderung der elastischen
Energie bei fortschreitender Mikrosch�adigung �Abschnitt ��	� ������

Y �
�

�

�we

�D

�����
��const

�	���

Es handelt sich nicht um die Energie�anderung aufgrund von Bildung oder Wachs

tum eines makroskopischen Risses� also ergibt ein Vergleich mit einer Ober��achen

energie keinen Sinn� Die Tatsache� da� zur Bildung der Mikrorisse Ober��achen

energie aufzubringen ist� ist bereits in den Entwicklungsgleichungen der Sch�adi

gung enthalten�

Y ist die verallgemeinerte treibende Kraft f�ur die �Mikro
�Sch�adigung und geht
daher entscheidend in die Zeitentwicklung der Sch�adigungsvariablen ein ������������
Als Kriterium f�ur die Entstehung oder das Wachstum eines Makrorisses ben�otigen
wir jedoch eine Gr�o�e� die angibt� wann der G�ultigkeitsbereich des schadensme

chanischen Modells verlassen wird�
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����� Kritische Sch�adigung

In der ersten Phase der Materialsch�adigung entstehen und wachsen Mikrorisse
und L�ocher� Diese Phase kann in einem schadensmechanischen Kontinuumsmo

dell beschrieben werden� Sobald die Ri�dichte eine gewisse Gr�o�e erreicht� kommt
es zur Koagulation von Mikrorissen� und schlie�lich bilden sich Makrorisse� Nach
Lemaitre ���� �ndet der �Ubergang von der Mikrori�bildung zur Makrori�ent

stehung bei einem kritischen Wert DC der Sch�adigungsvariablen D statt� Es wird
angenommen� da� DC eine Materialkonstante ist�

Lemaitre hat dieses Kriterium bislang nur zur Bestimmung des globalen Mate

rialversagens eingesetzt� In diesem Projekt soll die kritische Sch�adigung D � DC

hingegen als Bedingung f�ur das lokale Wachstum eines Makrorisses verwendet
werden� �Ahnliche Ri�fortschrittskriterien �ndet man bei schadensmechanischen
Modellen nach Gurson� mit denen die Ri�ausbreitung simuliert wird ��	� ����

��� Ri�modellierung

Nachdem das Kriterium f�ur das Makrori�wachstum festgelegt worden ist� mu�
eine geeignete Form der Modellierung des Makrorisses gew�ahlt werden� Eine dis

krete Darstellung des Risses kann durch �Anderung der Modellgeometrie erfolgen�
eine Kontinuumsdarstellung erzeugt man durch ein dreidimensionales Gebiet ver

schwindender Stei�gkeit�

����� Verallgemeinerte Risse

Die Sch�adigungsvariable D wurde im Abschnitt ��� als eine Art
�
Ri�dichte� in

einem repr�asentativen Volumenelement �RVE� eingef�uhrt� Wenn im RVE die kri

tische Sch�adigung DC erreicht wird� verschmelzen Mikrorisse zu einem neuen
Makrori�� der irgendwo durch das Element l�auft� oder ein bereits in der Nachbar

schaft vorhandener Makrori� w�achst durch das RVE hindurch� Die genaue Posi

tion des Makrorisses ist nicht bestimmt� Erreicht also nach einer Lasterh�ohung
die Sch�adigungsvariable in einem gewissen Gebiet ihren kritischen Wert� so mu�
nun der E�ekt eines irgendwo durch dieses Gebiet verlaufenden Risses modelliert
werden� Es liegt nahe� zu diesem Zweck die e�ektive Stei�gkeit �C innerhalb des
betre�enden Gebietes auf null zu setzen��

Ist die Stei�gkeit in einem dreidimensionalen Gebiet $D null� so geht aller

dings die Eindeutigkeit der L�osung im Innern des Gebietes verloren� Dies ist

�Dies gilt nur
 wenn der Ri� nichtdurch Druck belastet wird�

��



auch anschaulich klar� denn mit der Stei�gkeit verschwinden auch die Spannun

gen� welche das System in seine Gleichgewichtsposition f�uhren� Daher darf die
L�osung der Gleichgewichtsbedingung nur noch au�erhalb von $D gesucht wer

den� $�t� � $�t��n$D�t�� Physikalisch bedeutet dies� da� das Gebiet $D sozu

sagen aus dem modellierten K�orper herausgeschnitten wird� Da somit die Masse
nicht erhalten bleibt� erscheint dieser Ansatz etwas bedenklich� Insbesondere ist
bei Aufgaben� in denen Tr�agheitskr�afte nicht vernachl�assigt werden k�onnen� mit
deutlichen Abweichungen des Modells von der Realit�at zu rechnen�

Eine �Anderung der Geometrie des modellierten K�orpers ist numerisch aufwendig�
Daher wird die Stei�gkeit in Modellen mit verallgemeinerten Rissen �

�
smeared

cracks� ���� ��� ��� �	�� nicht bis auf null� sondern nur auf einen sehr kleinen Wert
reduziert�

�C � kC� k � � f�ur D � DC �	�	�

Zwar bleibt die Eindeutigkeit des mathematischen Problems bei dieser Modellie

rung erhalten� jedoch resultieren aus der entarteten Stei�gkeitsmatrix erhebliche
numerische Schwierigkeiten bei einer Diskretisierung mit Finiten Elementen �����

� Je geringer die Reststei�gkeit im Ri�gebiet gew�ahlt wird� desto schlechter
wird die Konditionierung der linearen Gleichungssysteme�

� Abh�angigkeit der Ergebnisse von der Vernetzung

� Konvergenzprobleme bei sehr feiner Diskretisierung

� Falls die Ri�ausbreitung nicht parallel zu Elementkanten ist� tritt
�
stress


locking� auf�

Aufgrund dieser Probleme der Kontinuumsdarstellung von Makrorissen wird in
diesem Projekt eine diskrete Repr�asentation des Delaminationsrisses verwendet�
die im folgenden Abschnitt erl�autert wird�

����� Diskrete Risse

Stellt man diskrete Makrorisse dar ����� so �andert sich durch das Ri�wachstum die
Geometrie des modellierten Objekts� Entlang der neugebildeten Ri�spitze m�ussen
neue Ober��achen eingef�uhrt werden� auf denen die Randbedingung verschwinden

der Normalspannungen gilt�� Die Simulation der Delaminationskinetik ist folglich
eine freie Randwertaufgabe� F�ur die numerische Umsetzung bedeutet dies� da�

�Falls der Ri� durch Druck belastet wird
 ist statt der Randbedingung eine Kontaktbedingung
zu formulieren�

��



nach jedem Zeitschritt des Ri�wachstums die Umgebung der Ri�spitze neu ver

netzt werden mu��

Im Gegensatz zum Modell verallgemeinerter Risse mu� bei diskreter Ri�dar

stellung ein Kriterium f�ur die Ausbreitungsrichtung explizit angegeben werden�
K�onke ����� der ein schadensmechanisches Materialmodell �ahnlich dem gurson

Modell zur Simulation des Ri�wachstums in duktilen Materialien verwendet� w�ahlt
als Ausbreitungsrichtung die Richtung� in der die Sch�adigungsvariable am schw�achsten
abnimmt� Bei der Simulation ebener Delaminationen ist das Ri�wachstum von
vornherein auf eine Ebene beschr�ankt� da wir auf eine r�aumliche Au��osung der
Zwischenschicht senkrecht zur Delaminationsebene verzichten �Abschnitt �����

�	



Kapitel �

Experimentelle

Parameteridenti�kation

Die experimentelle Veri�kation des in den vorangehenden Kapiteln entwickelten
Delaminationsmodells soll anhand von Beobachtungen des stabilen Delaminati

onsfortschritts in CFK
Proben erfolgen� weil f�ur dieses Material in unserem In

stitut r�ontgenogra�sche ���� ��� ��� und koh�arent
optische ���� ��� ��� Untersu

chungsmethoden entwickelt wurden� Zun�achst m�ussen die Modellparameter f�ur
das Material bestimmt werden�

��� Messung der Sch�adigung

Zur Messung der Materialsch�adigung bieten sich einige unterschiedliche Verfah

ren an ����� Der Verlust an Stei�gkeit infolge der Sch�adigung l�a�t sich in Zugent

lastungsversuchen und Kurzzeit
Schwingversuchen beobachten� Andere me�bare
E�ekte der Mikrori�bildung sind Ver�anderungen der Dichte� der Geschwindigkeit
von Ultraschall� der Mikroh�arte� der elektrischen Leitf�ahigkeit und der Geschwin

digkeit des terti�aren Kriechens�

Unter diesen Me�methoden zeichnet sich die Messung der Stei�gkeit dadurch aus�
da� sie das einzige direkte Verfahren ist denn die Sch�adigungsvariable ist gerade
�uber die Reduktion der Stei�gkeit de�niert ���	��� Ferner ist ihre Messung im
Zugentlastungsversuch mit relativ einfachen Mitteln durchzuf�uhren�

Im Zugentlastungsversuch �Abb� ���� wird eine Probe einachsig� homogen� quasi

statisch verformt� W�ahrend der Entlastungsphasen des Versuchs liegt 
 abgesehen
von ggf� kleineren nicht
linearen E�ekten �Mikroplastizit�at� Bauschinger
E�ekt� 

linear
elastisches Materialerhalten vor� Aus dem Spannungs
Dehnungs
Diagramm
lassen sich der verringerte E
Modul und damit die Sch�adigung ���	� sowie ggf�
die plastische Dehnung bestimmen�

��
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Abbildung ���� Schematische Darstellung des Zugentlastungsversuchs

��� Modell des Zugentlastungsversuchs

Zur Auswertung des Versuchs mu� das schadensmechanische Materialmodell �Ab

schnitt ��	� f�ur den Spezialfall der homogenen Verformung eines isotropen Mate

rials unter einachsigem Zug spezi�ziert werden� Hierzu setzen wir

� � �



B� � � �

� � �
� � �

�
CA �����

� � �e
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� �� �
� � ��

�
CA � �p



B� � � �

� ��	� �
� � ��	�

�
CA �����

Damit vereinfachen sich in den konstitutiven Gleichungen ������ bis ������ die
Gleichungen ����
�� ����	� und �������

��peq � ��p �����

�
�

��D
���	�

�Deq � � �����

��� Material

F�ur die CFK
Proben wurden T���
���� Prepregs der Firma Ciba
Geigi verwen

det� welche entsprechend den Empfehlungen des Herstellers ausgeh�artet wurden�
Wie im Abschnitt ��� erl�autert� sind die Materialeigenschaften der Matrix als
N�aherung der Eigenschaften der Zwischenschicht zu verwenden� Im Gegensatz zu
den CFK der �� Generation ist es jedoch f�ur das von uns verwendete Material nach

��



Angaben des Herstellers nicht m�oglich� eine hinreichend gro�e Epoxid
Harz
Probe
anzufertigen� die die gleichen Eigenschaften wie das Harz im Verbundwerksto�
aufweist� Daher wurden die Experimente zur Parameteridenti�kation an unidi

rektionalen Laminatproben durchgef�uhrt� die einer Zugbelastung senkrecht zur
Faserrichtung ausgesetzt wurden� Unter dieser Belastung sind Matrixrisse die do

minante Schadensform� so da� auf die Parameter der Zwischenschicht geschlossen
werden kann�

��� Versuchsdurchf�uhrung

Als Proben wurden 
�o
orientierte� zw�ol�agige UD
Laminate mit den Abmessun

gen ��� mm � �� mm � ���� mm verwendet� Nach dem Aufkleben von Alumi

niumbacken zur Einspannung verblieben �� cm freie Me�l�ange� Die Dehnungs

messung erfolgte mittels Dehnme�streifen� Zur Messung der Zugkraft wurde eine
zweite Probe bestehend aus einer Aluminiumlegierung in Reihe geschaltet und
ebenfalls die Dehnung per DMS bestimmt� Bei der Aluminumprobe handelte es
sich um eine �ache proportionale Probe �EN ������ mit einem Querschnitt von
� mm � �� mm� Die Kraftmessung wurde mit Ringkraftmessern geeicht�

In den Zugentlastungsversuchen wurden die CFK
Proben etwa zehn mal entla

stet� ehe die Bruchspannung erreicht wurde� Die Entlastung erfolgte nicht ganz
vollst�andig� da sonst Probleme mit der Einspannung auftraten�

��� Me�ergebnisse

Die Anfangsstei�gkeit �im ungesch�adigten Zustand� in 
�o
Richtung wurde zu
�� GPa bestimmt� die Bruchspannung variierte deutlich und lag bei etwa 	� MPa�
als Bruchdehnung wurde ��	% gemessen� Der Hersteller der Prepregs gibt f�ur Ela

stizit�atsmodul und Bruchspannung im trockenen Zustand ��� GPa bzw� �� MPa
an� Die Di�erenz zu unseren Werten ist durch den unterschiedlichen Wassergehalt
der Proben vollst�andig zu erkl�aren�

Zu einer pr�azisen Bestimmung von Stei�gkeitsverlust und irreversiblen Dehnun

gen erwies sich die Me�genauigkeit jedoch als ungen�ugend� Der Bruch der Probe
erfolgte bereits bei Sch�adigungen von D � � � �E	E � 	%� die Me�genauig

keit betrug ����%� Der plastische Dehnungsanteil wurde durch Extrapolation der
w�ahrend der Entlastungsphasen gemessenen Spannungen und Dehnungen auf die
Spannung null ermittelt� Diese Werte lagen unterhalb von ����%� ihre zuf�alligen�
absoluten Fehler erreichten �����%� Diese Me�genauigkeit reicht nicht aus� um
aus den Ergebnissen die Parameter des Materialmodells zu bestimmen�

��



Der relativ geringe R�uckgang der Stei�gkeit in unseren Experimenten 
 Takeda
��	� berichtet von einer Reduktion der Stei�gkeit im Material T���H&���� um
mehr als ��% 
 deutet darauf hin� da� die Proben gebrochen sind� noch ehe sich
eine gr�o�ere Matrixsch�adigung ausgebildet hat� Als Ursache ist der Ein�u� der Fa

sern zu sehen� welche die Bruchspannung im 
�o
Composit gegen�uber dem reinen
Matrixmaterial reduzieren� In zuk�unftigen Experimenten soll daher ein Verbund

werksto� verwendet werden� zu dem auch das Matrixmaterial erh�altlich ist und
zur Bestimmung der Materialparameter der Zwischenschicht verwendet werden
kann� Ferner ist geplant� die Versuche an einer Zugpr�ufmaschine durchzuf�uhren�
welche genauere Me�werte f�ur Spannungen und Dehnungen liefert�

��



Kapitel 	

Resultate

Nachdem in den vorangehenden Kapiteln ausgehend von einer kritischen Dis

kussion bisheriger Ans�atze ein rigoroses Delaminationsmodell auf physikalisch
koh�arenter Basis entwickelt wurde� soll dieses Modell nun zusammenfassend dar

gestellt und als Variationsungleichung formuliert werden�

Das Laminat wird beschrieben durch die Felder der Zustandsvariablen �e� �p� r
und D auf einem Gebiet $ � R�� Auf Teilen des Randes �$ sind zeitabh�angige
kinematische und dynamische Randbedingungen gegeben�

u�x� t� � � �x � 'u � �$ �����

n�x���x� t� � t�x� t�� n�x� � 't �x � 't � �$ �����

�$ � 'u � 't� 'u � 't � 
 �����

Die Deformation startet aus einem unverformten� ungesch�adigten Zustand�

�e�x� t�� � �� �p�x� t�� � �� r�x� t�� � �� D�x� t�� � � ���	�

Es gilt das statische Kr�aftegleichgewicht sowie die Kompatibilit�atsbedingung die
Dehnung setzt sich zusammen aus elastischem und plastischem Anteil�

�ij�j � � fi � � �����

�ij �
�

�

�
�ui
�xj

�
�uj
�xi

�
�����

� � �e � �p �����

Das Gebiet $ wird zerlegt in eine Zwischenschicht $D der Dicke h� die die Dela

minationsebene umgibt� und den Rest des Laminats $e� Auf $e wird ein linear

elastisches Materialverhalten angenommen ��p � �� r � D � ��� der Stei�gkeits

tensor C ist schichtweise orthotrop� Die Zwischenschicht $D wird schadensme

chanisch modelliert� wobei sowohl die Sch�adigung als auch die Elastizit�at isotrop

�




angesetzt werden� Da die Dicke h der Zwischenschicht sehr gering ist gegen�uber
der Dicke der Laminae� wird durch eine Linearisierung in Dickenrichtung eine
zweidimensionale Darstellung eingef�uhrt�

u�x�� x�� x�� � u��x�� x�� �
x�
h

#u�x�� x�� �����

Als Kriterium f�ur die Bildung oder das Wachstum eines makroskopischen Dela

minationsrisses wird ein kritischer Wert der Sch�adigungsvariablen verwendet�

D�x� t� � DC ���
�

Der Makrori� wird durch Einf�uhrung zus�atzlicher� innerer Ober��achen mit Neu�
mann
Randbedingungen t � � dargestellt�

Das schadensmechanische Materialmodell ist bestimmt durch die Wahl der frei

en Energie und des plastischen Potentials� Wir verwenden ein Modell mit von
Mises
 Flie�regel und isotroper Verfestigung�

� f��e� r�D� �
�

�
C � �e � �e �� �D� � �

�

�
k r� ������

F ����R�Y � � ��Deq � �y �R �
Y �

�S �� �D�
������

Hierin treten vier Materialparameter auf� die experimentell zu bestimmen sind�
Der Stei�gkeitstensor C� die Flie�spannung �y und die Konstante der isotropen
Verfestigung �k sind aus einem einfachen Zugversuch zu gewinnen� Zur Ermitt

lung der Konstanten S� welche die Geschwindigkeit der Sch�adigungsentwicklung
steuert� wurde in Kapitel � ein Verfahren vorgestellt� Im Zugentlastungsversuch
l�a�t sich die innere Variable D aus der e�ektiven Stei�gkeit ermitteln� Die Ergeb

nisse zeigten� da� die Me�genauigkeit noch gesteigert werden mu� und da� zur
Bestimmung der Zwischenschichteigenschaften Versuche direkt am Matrixmateri

al durchgef�uhrt werden sollten�

Die assoziierten Variablen sind als Ableitungen der freien Energie gegeben�

� � �
�f

��e
� C � �e ���D� ������

R � �
�f

�r
� k r ������

�Y � �
�f

�D
� ��

�
C � �e � �e ����	�

Aus dem plastischen Potential erh�alt man die dissipativen Fl�usse mit der Norma

lenregel�

F � � � � � � F � � ������
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��p � �
�F

��
������

�r � �
�F

���R�
������

�D � �
�F

�Y
������

Um zu einer Darstellung zu gelangen� in der die mathematische Struktur der
konstitutiven Gleichungen klarer hervortritt� w�ahlen wir eine Formulierung als
Variationsungleichung� Zun�achst sind die R�aume f�ur die Zustandsvariablen zu
de�nieren�

U � fu � �H��$��� j �x � 'u � u�x� � �g ����
�

Q � fq � �qij� j qij � qji� qij � L��$�g ������

M � L��$� ������

N � fD � $ �� ���DC � j D � L��$�g ������

Z � U �Q�M �N ������

V � fw � ��� T � �� Z j �w � Zg ����	�

Die Gleichgewichtsbedingung ����� kann in einer schwachen Formulierung in der
Form Z

�
���D�C � ���u�� �p� � ���u� �u� d$

�
Z
�
f ��u� �u� d$ �

Z

t
t ��u� �u� d't ��u � U ������

geschrieben werden�

Um die dissipativen Prozesse zu beschreiben� gehen wir nicht von der Normalen

regel ���� ��� ���� sondern von der dualen Darstellung ���� �	� durch das Pseu

dodissipationspotential � ����	a� aus� Im Falle eines gegen die Reskalierung der
Zeit invarienten Problems l�a�t sich zeigen� da� dieses Potential gleich der Dissi

pationsleistung D ist�

X i � ��� �xi� � �D� �xi� ������

xi � ��p� r�D�� X i � ����R�Y � ������

Mit der De�nition des Subdi�erentials folgt die Ungleichung

D���p� �r� �D��D��p� r�D�� � ���p � ��p� � R ��r � �r�� Y � �D � �D� � �

���p � Q� �r �M� �D �M ������
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Durch Integration und Addition von Gleichung ������ erh�alt manZ
�

h
D���p� �r� �D��D��p� r�D� �

� ���D�C � ���u� � �p� � ����u� �u�� ���p � ��p��

� k r ��r � �r�� �

�
C � ��u� � ��u� � �D � �D�

i
d$

�
Z
�
f ��u� �u� d$ �

Z

t
t ��u� �u� d't

��u � U� ��p � Q� �r �M� �D �M ����
�

Zur Vereinfachung der Schreibweise f�uhren wir folgende Gr�o�en ein�

w � �u� �p� r�D� � Z� �w � ��u� ��p� �r� �D� � Z ������

j�w� �
Z
�
D��p� r�D� d$ ������

a�w� �w� �
Z
�

���D�C � ���u�� �p� � ����u�� ��p� d$ ������

b�w� �w� �
Z
�

�

�
C � ��u� � ��u� �D d$ ������

hl��t��wi �
Z
�
f �t�u d$ ����	�

hl
�t��wi �
Z

t
t�t�u d't ������

Damit erh�alt das Materialmodell folgende Form� Gesucht ist ein w � V � so da�
f�ur alle �w � Z und t � ��� T � gilt

j� �w�� j� �w�t�� � a�w�t�� �w � �w�t�� � b�w�t�� �w � �w�t��

� hl��t��w�t�i � hl
�t��w�t�i ������

F�ur den Spezialfall verschwindender Sch�adigung �D� �D � �� ist die Existenz und
Eindeutigkeit einer L�osung des Problems sowie die Stabilit�at eines L�osungsalgo

rithmus bereits bewiesen ����� Ohne Sch�adigung verschwindet der Term

b�w�t�� �w � �w�t�� � und a�w�t�� �w � �w�t��

vereinfacht sich zu einer symmetrischen� beschr�ankten� H
elliptischen Bilinear

form� l��t� und l
�t� sind 
 auch mit Sch�adigung 
 beschr�ankte Funktionale 
das Funktional j ist konvex� positiv homogen� nichtnegativ und unterhalbstetig
�lower semicontinuous�� Durch die Einf�uhrung der Sch�adigungsvariablen tritt in
a�w�t�� �w � �w�t�� ein zus�atzlicher Faktor �� �D� auf� Da dieser beschr�ankt ist
�� 
 � �DC 
 � �D � ��� spielt er vermutlich nur die Rolle eines Parameters�
ohne qualitativ neue Probleme f�ur das L�osungsverfahren hervorzurufen� Im Ge

gensatz dazu verdient der im schadensmechanischen Modell hinzutretende Term

	�



b�w�t�� �w� �w�t�� eine genaueren Untersuchung hinsichtlich seiner Konsequenzen
f�ur die mathematischen Eigenschaften des Problems�

Das schadensmechanischeModell wurde urspr�unglich �uber das plastische Potential
de�niert ������� Um die Variationsungleichung ������ vollst�andig zu bestimmen�
mu� daher noch die Dissipationsfunktion D berechnet werden� Hierzu verwenden
wir das Prinzip der maximalen Dissipationsleistung�

D� ��p� �r� �D� � supfg� ��p� �r� �D �� R� Y � j ���� R� Y � �MF g ������

MF � f��� R� Y � � V �M �M j F ����R�Y � � �g
g� ��p� �r� �D �� R� Y � � � ��p �R �r � Y �D ������

F ����R�Y � �
�Deq

��D
� �y �R �

Y �

�S �� �D�
����
�

Da g linear und MF konvex ist� wird das Supremum auf dem Rand von MF

angenommen� L�ost man die Flie�bedingung nach R auf� so erh�alt man

D � sup

�
�D ��pD �

�
�y �

�Deq
��D

� Y �

�S ���D�

�
�r � Y �D

����� � V� Y �M

�

���	��
Ferner kann man leicht zeigen� da�

�D ��pD � �r
�Deq

� �D

� ��pDeq �
�r

��D
oder ��pD � �� ���	��

und erh�alt schlie�lich

D� ��p� �r� �D� �

���	
��


� ��pD � �

�y �r �
�D�

�S 
��D� �r ��pDeq � �r
��D

	 sonst

� ���	��

Somit ist das Materialgesetz in Form einer Variationsungleichung gegeben� so da�
bei der numerischen L�osung auf Methoden zur�uckgegri�en werden kann� die f�ur
�ahnliche mathematische Probleme entwickelt wurden�
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Zusammenfassung

Ziel des Projekts ist die Modellierung der Entstehung und des Wachstums von
Delaminationen in geschichteten Faserverbundwerksto�en� Es wurde ein Modell
entwickelt� das die physikalisch nichtlinearen Prozesse ad�aquat darstellt und ei

ne numerische L�osung unter vertretbarem numerischem Aufwand erm�oglicht� Das
Modell verkn�upft eine diskrete Beschreibung des makroskopischen Delaminati

onsrisses mit einer schadensmechanischen Kontinuumsdarstellung der Mikrorisse
in der Proze�zone�

Bisher ver�o�entlichte schadensmechanische Delaminationsmodelle beinhalten Ma

terialgesetze� die �uberwiegend als heuristisch zu bezeichnen sind� In diesem Pro

jekt wurde ein thermomechanisches Modell mit inneren Variablen formuliert� das
die Haupts�atze der Thermodynamik� die Forderung zeitlicher und r�aumlicher Lo

kalit�at� das Postulat der maximalen Dissipationsleistung sowie eine Symmetriebe

dingung bez�uglich Reskalierung der Zeit erf�ullt� Das Materialverhalten der Pro

ze�zone wurde zun�achst als isotrop angenommen und r�aumlich lokal modelliert�
Anhand der numerischen Resultate wird zu entscheiden sein� wann die Einf�uhrung
einer tensoriellen� nicht
lokalen Sch�adigungsvariablen notwendig ist�

Es konnte gezeigt werden� da� eine dreidimensionale Darstellung der Proze�

schicht in Verbindung mit Laminae� die als homogenes Kontinuum modelliert
werden� nicht sinnvoll ist� Stattdessen wurde ein in Dickenrichtung linearer Ver

schiebungsansatz f�ur die Zwischenschicht vorgeschlagen� Der Beziehung zu Grenz

��achenmodellen� die in Arbeiten von Ladeveze und anderen verwendet werden�
wurde aufgezeigt� Ob die den Grenz��achenmodellen zu Grunde liegenden N�ahe

rungen �insbesondere nahe der Delaminationsfront� gerechtfertigt sind� wird an

hand der numerischen Ergebnisse �uberpr�uft werden� An dem Grenz��achenmodell
von Lemaitre wurde auf ein grunds�atzliches� bislang unbeachtetes Problem der
Parameteridenti�kation hingewiesen�

		



Die Wahl einer kritischen� schadensmechanischen Energiefreisetzungsrate als Ri�

fortschrittskriterium wurde aus physikalischen Gr�unden verworfen� Im Gegensatz
zu anderen Arbeiten ist in unserem Modell das Wachstum des Delaminationsris

ses an einen kritischen Wert der Sch�adigungsvariablen gekoppelt� Der Makrori�
wird durch Einf�uhrung zus�atzlicher Ober��achen geometrisch modelliert� dies ist
aus numerischen Gr�unden einer Kontinuumsdarstellung vorzuziehen�

Zur Bestimmung der schadensmechanischen Materialparameter wurden Zugent

lastungsversuche an unidirektionalen CFK
Proben durchgef�uhrt� Die Ergebnisse
legen eine Erh�ohung der Me�genauigkeit und die Durchf�uhrung von Experimenten
an Epoxid
Proben nahe�

Das schadensmechanische Modell wurde analog zu elasto
plastischen Materialm

odellen als Variationsungleichung formuliert� Dieses Vorgehen bietet den Vorteil�
da� bei der numerischen Behandlung auf bew�ahrte Verfahren zur�uckgegri�en wer

den kann�

Die numerische Umsetzung des Modells steht im Mittelpunkt der zweiten Pro

jektphase� Aufgrund der erheblichen Gr�o�enunterschiede zwischen Laminae und
Zwischenschicht sowie der unterschiedlichen Materialmodelle werden Gebietszer

legungsmethoden eingesetzt� Die Entwicklung der Algorithmen zur Gebietszerle

gung erfolgt in Zusammenarbeit mit dem Projekt C� �Prof� Wendland� im SFB
	�	� Die numerischen Resultate werden mit bruchmechanischen Simulationen� wel

che von unseren Kooperationspartnern durchgef�uhrt werden� und mit eigenen Ex

perimenten verglichen�
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