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Croissance d'une suite d�e�nie par certaine solution

distribution d'une �equation fonctionnelle

Alice Simon et Peter Volkmann

R�esum�e. Soit la suite (cn)n�0, o�u

c1 = c0 = 1 (1)

et (n � 1)

cn+1 + cn�1 + 2cn =

(
0 (n 6� 0 mod 4)

4cn=4 (n � 0 mod 4):
(2)

On montre que j cn j �
p
2n3=2 � 1 (n � 2). Donc:

T =
1X

n=�1

cn�n; c�n = cn (3)

d�e�nit une distribution temp�er�ee, solution de l'�equation fonctionnelle

T (x=4) = T (x+ 1) + T (x� 1) + 2T (x): (4)

1. Le r�esultat et ses cons�equences.

Th�eor�eme. La suite (cn)n�0 donn�ee par (1); (2) satisfait

j cn j �
p
2n3=2 � 1 (n � 2): (5)

On a �egalit�e, si n = 22k�1 (k = 1; 2; 3; : : :).

Soit l'�equation fonctionnelle

4q T (qx) = T (x+ 1) + T (x� 1) + 2T (x); (6)

o�u 0 < q < 1. Dans [1] on a d�etermin�e les solutions de (6) dans E 0: ce sont

les solutions int�eressantes pour le �probl�eme de Schilling� (voir [2]). Ici on
consid�ere (6) dans le cas particulier q = 1=4 (donc (4)), et on s'int�eresse aux

solutions T dans S 0nE 0. On les cherche sous la forme (3), o�u �n d�esigne la

mesure de Dirac au point x = n. En supposant seulement

T =
1X

n=�1

cn�n (7)
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(sans la condition suppl�ementaire c�n = cn) on d�eduit de (4) ais�ement les

relations de r�ecurrence (2) (n = 0;�1;�2; : : :): Les nombres c0; c1 �etant

arbitraires, les autres termes cn sont d�etermin�es de mani�ere unique, et (7)

donne une solution T 2 D0 de l'�equation (4). On se restreint au cas pair,
c.-�a-d. c�n = cn: Dans ce cas, (2) pour n = 0 entrâ�ne c1 = c0, on peut donc

supposer (1). Alors il r�esulte du th�eor�eme, que (3) d�e�nit une distribution

temp�er�ee.

2. D�emonstration du th�eor�eme. 1. En partant de (1), (2) on calcule

c2 = �3; c3 = 5; c4 = �7; c5 = 13: (8)

Ensuite on d�emontre

c8n�4 = �7
c8n�3 = 7� 2c2n
c8n�2 = 4c2n � 7

c8n�1 = 7� 6c2n
c8n = 8c2n � 7
c8n+1 = 7� 6c2n
c8n+2 = 4c2n � 7
c8n+3 = 7� 2c2n

(9)

(n = 1; 2; 3; : : :): pour n = 1 les deux premi�eres formules sont vraies d'apr�es

(8) et donnent c4; c5; pour m = 6; 7; 8; : : : l'expression de cm r�esulte de celles
de cm�1 et cm�2 grâce �a (2).

De c2 = �3 et c8n = 8c2n � 7 (n � 1) il r�esulte que

c22k�1 = 1� 23k�1 (k = 1; 2; 3; : : :);

donc pour n = 22k�1 on a �egalit�e dans (5).

2. Les formules (1), (8), (9) entrâ�nent (n = 1; 2; 3; : : :):

cn > 0 (n impair); cn < 0 (n pair); (10)

j c8n�4 j = j c8n+4 j = 7 < j c8n�3 j = j c8n+3 j<
< j c8n�2 j = j c8n+2 j < j c8n�1 j = j c8n+1 j < j c8n j : (11)

En plus on a

fn(x) :=
p
2(8n� x)3=2 � (32� 8x)n3=2 � 2x � 0 (0 � x � 4): (12)

En e�et, f 00
n
(x) � 0 (0 � x � 4); fn(0) = 0; f

0

n
(0) � 0.

3. Pour montrer l'in�egalit�e (5), observons d'abord qu'elle est vraie pour

n = 2; 3. Il su�t donc de partir de cette in�egalit�e avec 2n au lieu de n,
et de la v�eri�er avec n remplac�e par
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8n � 4; 8n � 3; 8n � 2; 8n � 1; 8n; 8n+ 1; 8n + 2; 8n + 3 (13)

(n = 1; 2; 3; : : :). Grâce �a (11) il su�t de traiter les cinq premiers termes de

(13). On suppose donc

j c2n j � 4n3=2 � 1; (14)

et on montre

j c8n�q j �
p
2(8n � q)3=2� 1 (q = 0; 1; 2; 3; 4): (15)

4. D'apr�es (12) on a pour q = 0; 1; 2; 3; 4 l'in�egalit�e

p
2(8n � q)3=2� (32 � 8q)n3=2� 2q � 0:

En regroupant on obtient

7 + (8 � 2q)(4n3=2 � 1) �
p
2(8n � q)3=2� 1:

Avec (14) il en r�esulte

7 + (8 � 2q) j c2n j �
p
2(8n� q)3=2� 1:

Le premier membre de cette in�egalit�e est j c8n�q j (voir (9), (10)); la formule
(15) est donc �etablie.
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