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Croissance dune suite définie par certaine solution
distribution d'une équation fonctionnelle

Alice Simon et Peter Volkmann

Résumé. Soit la suite (¢,)n>0, O

ci=c=1 (1)
et (n >1)

0 (n 0 mod 4)

Crp1 + Cn1 + 2¢, = { 4¢pn (n =0 mod 4). 2)

On montre que | ¢, | < 2n%? —1 (n > 2). Donc:

o0

T = Z Cnln, C_p = Cp (3)

n=—0oo

définit une distribution tempérée, solution de 1’équation fonctionnelle
T(x/4)=T@+1)+T(x—1) 42T (x). (4)

1. Le résultat et ses conséquences.

Théoréme. La suite (c,)n>0 donnée par (1),(2) satisfait

| e, | < Vondl? — 1 (n > 2). (5)
On a égalité, sin =2*1 (k=1,2,3,...).

Soit 1’équation fonctionnelle

4gT(qe)=T(x+ 1)+ T(x—1)+2T(x), (6)
ou 0 < ¢ < 1. Dans [1] on a déterminé les solutions de (6) dans £': ce sont
les solutions intéressantes pour le «probleme de Schillings (voir [2]). Ici on
considere (6) dans le cas particulier ¢ = 1/4 (donc (4)), et on s’intéresse aux
solutions T dans S’\&'. On les cherche sous la forme (3), ou 6, désigne la
mesure de Dirac au point # = n. En supposant seulement

o0

T = Z ¢, 0 (7)

n=—0oo

1



(sans la condition supplémentaire ¢_, = ¢,) on déduit de (4) aisément les
relations de récurrence (2) (n = 0,4+1,£2,...). Les nombres cg,¢; étant
arbitraires, les autres termes ¢, sont déterminés de maniere unique, et (7)
donne une solution 7" € D’ de 'équation (4). On se restreint au cas pair,
c-a-d. ¢_, = ¢,. Dans ce cas, (2) pour n = 0 entraine ¢; = ¢g, on peut donc
supposer (1). Alors il résulte du théoreme, que (3) définit une distribution
tempérée.

2. Démonstration du théoréme. 1. En partant de (1), (2) on calcule

Cy = —3, C3 = 5, Cqy = —7, Cy — 13. (8)

Ensuite on démontre

Cap—a = —1

Cen—3 = 1 —2¢op

Capn—z = 4dco,— 1T

Csn_1 = [ — 0cap (9)
Can = 8cop — T

Cen+1 = 7 — 6cap

Csnte = Hdegn — 7T

Csnts = 1 —2¢,

(n=1,2,3,...): pour n = 1 les deux premieres formules sont vraies d’apres
(8) et donnent ¢y, c5; pour m = 6,7,8, ... 'expression de ¢, résulte de celles
de ¢po1 €t ¢pon grace a (2).

De ¢g = =3 et ¢s, = 8¢z, — 7 (n > 1) il résulte que
cohmr =1 —2%71 (F=1,2.3,...),
donc pour n = 22*=! on a égalité dans (5).

2. Les formules (1), (8), (9) entrainent (n = 1,2,3,...):

¢, >0 (n impair), ¢, <0 (n pair), (10)
| C8p—4 | = | C8pt4 | =7< | C8p—3 | = | C8p43 |< (11)
<|08n—2|:|08n+2|<|08n—1|:|08n+1|<|08n|-

En plus on a
falz) :=V28n —2)?? = (32 =8x)n®? —2: >0 (0<x<4). (12)
En effet, f/(z) >0 (0 <z <4), f.(0)=0, f.(0)>0.

3. Pour montrer I'inégalité (5), observons d’abord qu’elle est vraie pour
n = 2,3. Il sutfit donc de partir de cette inégalité avec 2n au lieu de n,
et de la vérifier avec n remplacé par



8n—4, 8 —3, 8 —2, 8n—1, 8n, 8n+1, 8n+2, 8n+3 (13)

(n=1,2,3,...). Grace a (11) il suffit de traiter les cinq premiers termes de
(13). On suppose donc

| con | < 4n®? -1 (14)

Y

et on montre
| C8n—q | < \/5(871 - q)3/2 -1 (q = 07 17 27 374) (15)

4. D’apres (12) on a pour ¢ = 0,1,2,3,4 1'inégalité
V2(8n — )% — (32 — 8¢)n®/* — 2¢ > 0.
En regroupant on obtient
T+ (8 —2¢)(4n*? — 1) <V2(8n — ¢)** — 1.
Avec (14) il en résulte
T+(8=2¢) | can | < V2(8n—¢)*/* — 1.

Le premier membre de cette inégalité est | ¢g,—q | (voir (9), (10)); la formule
(15) est donc établie.
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