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Ein adaptives Bewegte-Gitter-Verfahren zur Berechnung

von Aufschmelz- und Erstarrungsvorg�angen

Zusammenfassung

Aufschmelz- und Erstarrungsvorg�ange stellen hohe Anforderungen an numerische Simu-

lationen. Bewegte Phasengrenzen und temperaturabh�angige Sto�werte stellen zus�atzliche

Nichtlinearit�aten in den beschreibenden Di�erentialgleichungen dar. Spezielle numerische

Methoden sind zur Berechnung solcher freier Randwertprobleme erforderlich.

Ein neues front-tracking-Verfahren f�ur konvektionsdominierte Aufschmelz- und Erstarrungs-

vorg�ange in beliebig geformten zweidimensionalen Kavit�aten wird vorgestellt. Das bew�ahr-

te numerische Konzept einer kontrollvolumenbasierten Finite-Elemente-Methode (CVFEM)

wird durch Koppelung mit einem adaptiven Bewegte-Gitter-Verfahren auf unstrukturierten

Dreiecksgittern freien Randwertproblemen zug�anglich gemacht. Dabei werden bewegte Pha-

sengrenzen zu jedem Zeitpunkt explizit im numerischen Gitter aufgel�ost und eine scharfe

Trennung der einzelnen Phasen beibehalten. Um das numerische Modell auch f�ur Probleme

mit einem ausgepr�agten Phasen�ubergangsbereich zwischen fester und 
�ussiger Phase (engl.

mushy zone) anwenden zu k�onnen, wurde au�erdem ein mehrphasiges Enthalpie-Por�osit�ats-

modell implementiert.

Lokale Gitteradaptionsalgorithmen (Gitterrelaxation, Verfeinerung, Vergr�oberung) werden

eingesetzt, um eine Deformation des numerischen Gitters infolge bewegter R�ander zu ver-

hindern. Auf diese Weise gelingt es selbst bei stark gekr�ummten R�andern oder gro�skaliger

Randbewegung eine gleichbleibende Gitterqualit�at aufrecht zu erhalten und numerische Feh-

ler infolge verzerrter Elemente zu minimieren. Au�erdem kann mit Hilfe der implementierten

Gitteradaptionstools eine dynamische Ver�anderung der lokalen r�aumlichen Au
�osung rea-

lisiert werden. W�ahrend transienter Rechnungen kann damit die lokale Au
�osung der sich

�andernden Physik (z. B. eine �Anderung des Aggregatszustandes) angepa�t und die E�zienz

der numerischen Simulation erh�oht werden.

Zahlreiche Testrechnungen werden vorgestellt, um die F�ahigkeiten des vorgestellten nume-

rischen Verfahrens zu demonstrieren. Anhand des Vergleichs mit analytischen L�osungen,

numerischen Benchmarkl�osungen und experimentellen Ergebnissen wird die Richtigkeit der

erhaltenen Ergebnisse �uberpr�uft.



An adaptive moving grid model for numerical simulation

of melting and solidi�cation problems

Abstract

Numerical simulations of melting and solidi�cation problems is a demanding �eld in compu-

tational 
uid dynamics. A moving phase change interface and the temperature dependent

thermophysical properties introduce additional non-linearities to the governing equations.

Special numerical techniques are needed to perform accurate computations of free boundary

problems.

A new front tracking method is presented to solve convection-dominated melting and soli-

di�cation problems in arbitrarily formed enclosures. The well known numerical concept of a

Control Volume based Finite Element Method is extended to moving boundary problems by

an adaptive moving grid model based on unstructured triangular grids. At every sampling

instant, the liquid-solid phase interface is resolved explicitly in the numerical grid. To ex-

tend the numerical model to phase change problems with phase transition regions between

liquid and solid (mushy phases) a two-domain enthalpy-porosity model is also implemented.

Local grid adaption algorithms (relaxation, re�nement, coarsening) are used to avoid grid

distortion due to the moving interfaces. Even in problems involving large scale interface mo-

tion or boundary deformation, a continuous high quality grid can be preserved. Additional

numerical errors due to highly-distorted elements are also minimised to as far as possi-

ble. Furthermore, the use of local grid adaption tools enables dynamical adaption of local

grid resolution. During transient calculations local mesh sizes can be adapted on changing

physics (e.g. a change in state) to increase computational e�ciency.

Numerous test calculations are presented to demonstrate the ability of the numerical code.

Simulation results are veri�ed by comparison with analytical results, benchmark calculations

and previous experimental data.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Aufschmelz- und Erstarrungsvorg�ange sind in einem gro�en Bereich technischer und indu-

strieller Anwendungen von Bedeutung. Neben den klassischen Technologien der Material-

herstellung (Metalle, Legierungen, Kunststo�e, Gl�aser, Keramik usw.) und Materialbear-

beitung (Schwei�verfahren, thermische Trennverfahren, bestimmte W�armebehandlungsver-

fahren) haben auch neuere Technologien wie die Kristallzucht oder die thermische Energie-

speicherung ein grundlegendes Interesse an Phasen�uberg�angen vom festen in den 
�ussigen

Zustand oder umgekehrt. Das Verst�andnis der mit dem Phasen�ubergang verkn�upften phy-

sikalischen Ph�anomene ist dabei f�ur die Herstellung qualitativ hochwertiger Endprodukte

von elementarer Bedeutung. So wird die Mikrostruktur einer metallischen Legierung bei-

spielsweise ma�geblich von den Transportvorg�angen an der Phasengrenz
�ache w�ahrend des

Erstarrungsprozesses bestimmt (Ramachandran und Gupta 1982). Materialeigenschaften

wie lokale Zusammensetzung, Festigkeitskennwerte, Homogenit�at oder Isotropie des End-

produktes h�angen umgekehrt von dessen Mikrostruktur ab. Die Herstellung von Feststo�en

mit bestimmten Reinheitsgraden, gew�unschten Konzentrationsverteilungen oder Festigkeits-

kennwerten ist folglich nur bei Kenntnis der relevanten thermophysikalischen Mechanismen

beim Erstarrungsvorgang m�oglich.

Im Bereich der nuklearen Sicherheitsforschung besteht ein vermehrtes Interesse an Auf-

schmelz- und Erstarrungsvorg�angen mit inneren W�armequellen im Rahmen der Unter-

suchungen schwerer St�orf�alle. Ein Schwerpunkt bei der Entwicklung des zuk�unftigen eu-

rop�aischen Druckwasserreaktors (EPR) liegt in der Beherrschbarkeit schwerer Kernschmelz-

unf�alle. Ziel des nachfolgend beschriebenen Core-Catcher-Konzeptes ist es dabei, die Aus-

wirkungen solcher St�orf�alle auf die Anlage selbst zu begrenzen und damit Ma�nahmen wie

Evakuierungen oder Umsiedlungen der Bev�olkerung zu vermeiden. Im Szenario eines Kern-

schmelzunfalls ist dabei zun�achst eine Stabilisierung der Kernschmelze innerhalb des Reak-

tordruckbeh�alters (RDB) vorgesehen. Erst nach �O�nung des Tores unterhalb des RDB infol-

ge zunehmender Betonerosion soll die �uberhitzte Kernschmelze dann den RDB verlassen und

in den 170 m2 gro�en Ausbreitungsraum str�omen. Nach Beendigung der Ausbreitung erfolgt
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das Fluten der Schmelze im Ausbreitungspool und die kontrollierte Erstarrung der Schmel-

ze. Um eine langfristige K�uhlbarkeit der Schmelze zu gew�ahrleisten, ist eine vollst�andige

Ausbreitung des 
�ussigen Kernschutts mit m�oglichst geringer Schichth�ohe sicherzustellen.

Bilden sich schon w�ahrend des Ausbreitungsvorgangs erstarrte Anh�aufungen, k�onnen diese

unter Umst�anden den weiteren Ausbreitungsproze� gef�ahrden. Die Gefahr einer vorzeiti-

gen Schmelzerstarrung ist insbesondere dann gegeben, wenn gro�e spezi�sche Ober
�achen

ein schnelles Ausk�uhlen einer Anh�aufung bewirken, z. B. unterhalb des Tores, wenn dieses

den Austrittsquerschnitt nur z�ogerlich freigibt und ein Heruntertr�opfeln der Kernschmelze

statt�ndet (siehe Stelle A in Abb. 1.1). Au�erdem k�onnen erstarrte Anh�aufungen auftreten,

wenn die Ausbreitungsstr�omung aufgrund von topographischen Gegebenheiten des Unter-

grundes zum Stillstand kommt (siehe Stelle B in Abb. 1.1) und die �au�eren Bedingungen

vor Ort zumindest zeitweise eine K�uhlung der Anh�aufung bewirken. Geht man von einer

erstarrten Anh�aufung beliebiger Geometrie aus, wirkt die interne W�armeproduktion in der

Kernschmelze (Nachzerfallsw�arme) der externen W�armeabfuhr �uber deren Ober
�ache entge-

gen. Unter bestimmten Umst�anden ist dann die Ausbildung eines 
�ussigen Kerns im Inneren

der Anh�aufung zu erwarten, der anwachsen und bis zum Aufbrechen der ihn umgebenden

festen Kruste f�uhren kann.

A
B

Ausbreitungsfläche

Tor

Abbildung 1.1: Core-Catcher-Konzept des europ�aischen Druckwasserreaktors (EPR) mit

m�oglichen Stellen einer Anh�aufung von erstarrtem Kernschutt.
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1.2 Zielsetzung

Die rechnerische Simulation transienter nichtlinearer Ph�anomene stellt hohe Anforderun-

gen an jedes numerische Verfahren. Im Zusammenhang mit Aufschmelz- und Erstarrungs-

vorg�angen besteht die klassische Problematik in der exakten r�aumlichen und zeitlichen

Au
�osung einer bewegten Schmelz- oder Erstarrungsfront, an der Latentw�arme umgesetzt

wird. Eine verallgemeinerte Behandlung des Problems hat auch die Koppelung des Tem-

peraturfeldes mit einem Strom- und Konzentrationsfeld und deren Wechselwirkung mit

der Grenz
�achendynamik zu ber�ucksichtigen. Ferner ist zu beachten, da� Phasen�uberg�ange

und Latentw�armeumsetzung bei makroskopischer Betrachtungsweise oftmals nicht an einer

diskreten Fest-Fl�ussig-Phasengrenze, sondern in einem bestimmten r�aumlichen Bereich zu

beobachten sind (z. B. dendritische Erstarrung von Sto�gemischen aus Komponenten mit

unterschiedlicher Schmelztemperatur).

In der vorliegenden Arbeit wird ein Bewegte-Gitter-Verfahren auf unstrukturierten Drei-

ecksgittern vorgestellt, das sich die hohe Flexibilit�at unstrukturierter Vernetzungen bei

der Behandlung freier Randwertprobleme zu Nutzen macht. Es soll gezeigt werden, da�

das vorgestellte kontrollvolumenbasierte Finite-Elemente-Verfahren (CVFEM) (Baliga und

Patankar 1980) auf willk�urlich bewegten Dreiecksgittern eine brauchbare Alternative zu den

weitverbreiteten Festgitter-Verfahren darstellt und in bestimmten Anwendungsf�allen diesen

sogar �uberlegen ist. Simulationen unterschiedlicher, zweidimensionaler Phasenwechselpro-

bleme von Reinsto�en in geschlossenen Kavit�aten sollen das Potential des vorgestellten

Verfahrens f�ur Probleme mit diskreten Phasen�ubergangen unter Beweis stellen. Au�erdem

soll gezeigt werden, da� durch eine geeignete Koppelung mit einer bew�ahrten Enthalpie-

Formulierung (Voller, Cross und Markatos 1987) das vorgestellte Bewegte-Gitter-Verfahren

auch f�ur kontinuierliche Phasen�uberg�ange anwendbar ist und damit der Anwendungsbereich

des Codes nicht auf Probleme mit (diskreten) ebenen Phasengrenzen beschr�ankt ist.

Abgeleitet von der kerntechnischen Motivation der Arbeit sind im besonderen Naturkonvek-

tionsstr�omungen in Fl�ussigmetallen und deren Ein
u� auf den Fest-Fl�ussig-Phasen�ubergang

von Interesse. Mit Hilfe des entwickelten numerischen Verfahrens sollen neben Vorhersagen

�uber die r�aumliche und zeitliche Entwicklung von Phasentrenn
�achen generelle Aussagen

�uber Sto�- und W�armestr�ome in Medien kleiner Prandtl-Zahlen abgeleitet werden. Von

speziellem Interesse ist in diesem Zusammenhang die Wirkung interner W�armequellen auf

die Str�omungsstruktur im 
�ussigen Bereich und damit auch auf die Topologie der Fest-

Fl�ussig-Phasengrenze.
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Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

2.1 Physikalische Ph�anomene

Der Phasenwechsel fest-
�ussig ist im allgemeinen mit sehr komplexenW�arme- und Sto��uber-

gangsmechanismen verbunden, die zudem auf stark unterschiedlichen L�angenskalen auftre-

ten. Folgende Au
istung gibt einen groben �Uberblick �uber die wichtigsten dieser involvierten

Mechanismen. Eine detailliertere Beschreibung der Ph�anomene �ndet sich beispielsweise in

Kurz und Fisher (1986) oder Alexiades und Solomon (1993).

� W�arme- und Sto�transport

Jeder Phasenwechselvorgang ist untrennbar mit dem Transport von W�arme und im

allgemeinen Fall auch von Materie verbunden. Die relevanten Transportmechanismen

sind dabei Di�usion und Konvektion, wobei W�arme zus�atzlich durch Strahlung �uber-

tragen werden kann. Eine besondere Bedeutung kommt der Konvektion zu, weil die

konvektiv �ubertragenen Sto�- und W�armestr�ome unter bestimmten Voraussetzun-

gen ein Vielfaches der di�usiven Str�ome betragen k�onnen. Konvektionsstr�omungen

in geschlossenen Kavit�aten werden durch Auftriebskr�afte initiiert, die aufgrund der

Temperatur- oder Konzentrationsabh�angigkeit der Dichte auftreten. Ist die Natur-

konvektionsstr�omung in einem Mehrkomponentensystem durch vertikale Temperatur-

und Konzentrationsgradienten getrieben, spricht man auch von doppeldi�usiver Kon-

vektion.

� Freisetzung bzw. Absorption von Latentw�arme

Der feste Aggregatszusatnd eines Sto�es ist durch starke Koh�asionskr�afte der benach-

barten Atome charakterisiert, die lediglich Vibrationen der Atome um ihre �xe Gleich-

gewichtsposition erlauben. Der 
�ussige Zustand hingegen ist ein Zustand h�oherer ther-

mischer Anregung, der einem gr�o�eren Freiheitsgrad der Molek�ulbewegung entspricht.

Zur �Uberf�uhrung eines Feststo�es in den 
�ussigen Zustand ist eine bestimmte Menge

an Energie erforderlich, um die Bindungskr�afte zu �uberwinden, die die Festk�orper-

struktur aufrecht erh�alt. Umgekehrt ist die gleiche Menge an Energie abzuf�uhren,
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wenn Atome vom energiereichen 
�ussigen Zustand in den energie�armeren und geord-

neteren festen Zustand �uberf�uhrt werden. Diese Energiemenge, die somit gleichzeitig

die Di�erenz der thermischen Energieinhalte (Enthalpien) in fester und 
�ussiger Pha-

se repr�asentiert, wird als latente Schmelzw�arme bzw. latente Erstarrungsw�arme oder

kurz Latentw�arme bezeichnet. Die Frage nach der Geschwindigkeit und E�zienz indu-

strieller Erstarrungs- oder Aufschmelzvorg�ange ist h�au�g unmittelbar mit der Frage

des Abtransports bzw. der Anlieferung der Latentw�arme �uber konvektive und di�usive

Transportmechanismen verkn�upft.

� Massentransport in Mehrsto�systemen

In Mehrsto�systemen ist der Phasen�ubergang neben der Freisetzung oder Absorpti-

on von Latentw�arme zus�atzlich mit der Freisetzung oder Absorption von Masse ver-

kn�upft. Ursache daf�ur sind unterschiedliche Gleichgewichtskonzentrationen f�ur Fest-

sto� und Fl�ussigkeit im thermodynamischen Gleichgewicht. Dies sei nachfolgend am

Beispiel des Phasendiagramms einer stark verd�unnten, bin�aren Sto�gemisches er�ortert.

� � � � � � �

� � � �

� � 	 
 � � 
 �

� � � � � 
 �


 �


 �


 �




�

� �
� � � � �

�

�

�

�

� � � �

Abbildung 2.1: Lineares Phasendiagramm einer verd�unnten bin�aren Mischung.

Beim Abk�uhlen eines Fl�ussigkeitsgemisches mit der Konzentration C0 entlang der Li-

nie A-D wird im Punkt B Liquidustemperatur erreicht. Das erste gebildete Feststo�-

teilchen besitzt im thermodynamischen Gleichgewicht - entsprechend der Soliduslinie

- die geringe Konzentration C0 �k (k = Segregationskoe�zient, k = Cs=Cl), so da� der

Erstarrungsvorgang mit einer Freisetzung von Sto� verbunden sein mu�. Dieser Segre-

gationssto�strom sorgt oberhalb von Punkt C f�ur eine Anreicherung der Fl�ussigkeit

auf Kosten des Feststo�es und baut einen Konzentrationssprung an der Phasengren-

ze auf. Der Erstarrungsvorgang eines bin�aren Gemisches erfordert somit nicht nur

den Abtransport der freiwerdenden Latentw�arme, sondern auch den Abtransport des

ausgeworfenen Sto�es.

� Diskontinuit�aten von Sto�werten

Der Phasen�ubergang fest-
�ussig der meisten Sto�e ist mit einer abrupten �Anderung

der thermophysikalischen Sto�gr�o�en verbunden. Die Gr�o�e dieser �Anderung h�angt
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stark vom betrachteten Sto� ab. Diskontinuit�aten in Sto�werten stellen zus�atzliche

Anforderungen an numerische Simulationen. Als besonders kritisch erweist sich in

diesem Zusammenhang ein Sprung der Dichte des Materials. Die meisten Materia-

lien besitzen im festen Zustand eine geringere Dichte als im 
�ussigen, so da� ein

Schmelzvorgang mit einer Volumenschrumpfung und ein Gefriervorgang mit einer Vo-

lumenausdehnung verbunden ist.

� Unterk�uhlungs- und �Uberhitzungse�ekte

Kristalline Feststo�e zeichnen sich durch eine regelm�a�ige Anordnung der Atome in

einem Kristallgitter aus. Beim Abk�uhlen einer Fl�ussigkeit kann ein metastabiler Zu-

stand auftreten, bei dem die Schmelztemperatur Tm zwar unterschritten ist, die Atome

sich aber noch nicht auf ihren strukturiert angeordneten Gitterpl�atzen be�nden. Erst

nach Unterschreiten einer bestimmten Temperatur wird der Zustand der unterk�uhlten

Fl�ussigkeit instabil und Kristallisation setzt ein. Die freiwerdende Latentw�arme sorgt

dann f�ur einen Wiederanstieg der Temperatur, wie Abb. 2.2b zeigt.

Abbildung 2.2: Typische Abk�uhlkurven: (a) ohne Unterk�uhlung, (b) mit Unterk�uhlung.

Im Falle der homogenen Keimbildung k�onnen beim Erstarren sehr gro�e Aktivierungs-

energien bzw. Unterk�uhlungsgrade erforderlich sein, bevor die Kristallisation einsetzt.

An Beh�alterw�anden und Verunreinigungen in der Fl�ussigkeit �ndet heterogene Keim-

bildung statt. Die Aktivierungsenergie ist dort wesentlich geringer.

Der umgekehrte Fall, also der Zustand eines �uberhitzten Feststo�es beim Erschmelzen,

tritt wesentlich seltener auf, weil - von einem geordneten Zustand ausgehend - der

ungeordnete Zustand leichter zu erreichen ist als umgekehrt.

� Ober
�achenspannungse�ekte an gekr�ummten Ober
�achen

An gekr�ummten Ober
�achen ergibt sich eine Abweichung der lokalen Erstarrungs-

temperatur Tf von der isobaren Gleichgewichtserstarrungstemperatur Tm infolge der

dort wirksamen Kappilarkr�afte. Den Zusammenhang beschreibt die Gibbs-Thompson-

Beziehung

Tf = Tm (1 + ��) ; (2.1)
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in der � den Ober
�achenspannungskoe�zienten und � die Kr�ummung der Ober
�ache

beschreiben.

� Morphologische Instabilit�aten der Phasengrenze

Ganz allgemein kann man den �Ubergangsbereich zwischen festem und 
�ussigem Ma-

terial als Phasengrenze bezeichnen. Die Dicke dieses r�aumlichen Bereiches, der sich

durch eine Koexistenz beider Aggregatszust�ande abgrenzen l�a�t, kann von einigen

Angstr�om bis hin zu einigen Zentimetern betragen. Besitzt das Phasenwechselgebiet

eine zu vernachl�assigende Tiefendimension, liegt makroskopisch betrachtet eine schar-

fe Trennlinie zwischen fest und 
�ussig vor. Die Phasengrenze ist morphologisch stabil

und zumindest lokal betrachtet eben (siehe Abb. 2.3a). Umgekehrt k�onnen morpholo-

gische Instabilit�aten der Phasengrenze Mikrostrukturen mit einem ausgepr�agten Pha-

senwechselbereich (in der angels�achsischen Literatur h�au�g alsmushy zone bezeichnet)

hervorrufen (Abb. 2.3b-d).

Abbildung 2.3: Unterschiedliche Formen von Phasengrenz
�achen: (a) eben, (b) spal-

tenf�ormig, (c) dendritisch, (d) amorph (nach Alexiades und Solomon (1993)).

Ein gerichteter Erstarrungsvorgang eines Reinsto�es zeichnet sich durch einen durch-

weg positiven Temperaturgradienten (rTl > 0) in der Fl�ussigkeit aus (siehe Abb.

2.4a). Dieser Fall ist immer mit einer ebenen Phasengrenze verbunden, wie man mit

Hilfe der Stabilit�atsanalyse von Mullins-Sekerka zeigen kann (Mullins und Sekerka

1964). Umgekehrt kann beim Erstarren aus einer unterk�uhlten Schmelze (rTl < 0)

die Phasengrenze unter bestimmten Umst�anden instabil werden. Der stabilisierende

E�ekt der Ober
�achenspannung (Gibbs-Thompson-E�ekt) konkurriert in diesem Fall

mit dem destabilisierenden E�ekt der Fl�ussigkeitsunterk�uhlung. Abb. 2.4 verdeut-

licht dies rein qualitativ. Im Falle der gerichteten Erstarrung sorgt eine St�orung (hier:

Auslenkung der Phasengrenze) im Schnitt A-A f�ur eine Zunahme von rTl und eine

Abnahme von rTs. Nachfolgend wird dem Feststo� mehr Energie zugef�uhrt, was f�ur

ein schnelles Abschmelzen der St�orung sorgt und die Phasengrenze stabilisiert. Im Fall

der Erstarrung aus einer unterk�uhlten Schmelze ist der Feststo� der w�armste Ort in

der Schmelze. Eine Auslenkung der Phasengrenze erh�oht hier ebenfallsrTl, vergr�o�ert
damit aber gleichzeitig die W�armeabfuhr aus dem Feststo�. �Uberwiegt dieser E�ekt

den stabilisierenden E�ekt der Ober
�achenspannung, kann die St�orung anwachsen,

die Phasengrenze wird instabil.

7



(a) (b)

Abbildung 2.4: Erstarrungsvorg�ange von Reinsto�en: (a) Gerichtete Erstarrung (immer sta-

bil), (b) Erstarrung in einer unterk�uhlten Schmelze (instabil).

Bei Sto�gemischen ist zus�atzlich der destabilisierende E�ekt der konstitutionellen

Unterk�uhlung zu ber�ucksichtigen. �Ortliche Konzentrationsgradienten bewirken dabei

Gradienten der lokalen Liquidustemperatur. Unter Vernachl�assigung von Ober
�achen-

spannungse�ekten wird eine anfangs ebene Phasengrenze instabil, wenn in der Fl�ussig-

keit die lokale Temperatur unter die Liquidustemperatur f�allt. Rutter und Chalmers

(1953) formulierten bereits 1953 folgendes, rein qualitatives Stabilit�atskriterium:

ml

@C

@z
<
@T

@z
: (2.2)

Abb. 2.5 zeigt, da� der E�ekt der konstitutionellen Unterk�uhlung bei bin�aren Gemi-

schen auch im Falle gerichteter Erstarrungsvorg�ange zur Instabilit�at der Phasengrenze

f�uhren kann.
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Abbildung 2.5: Gerichtete Erstarrung eines bin�aren Gemisches mit morphologischer Instabi-

lit�at infolge konstitutioneller Unterk�uhlung: (a) Konzentrationsverlauf �uber

dem Ort, (b) Liquidustemperaturverlauf �uber der Konzentration (aus Pha-

sendiagramm), (c) Liquidustemperaturverlauf und angenommener Tempera-

turverlauf �uber dem Ort.
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2.2 Physikalisches Modell

Die Komplexit�at der beschriebenen, zum Teil nichtlinearen Ph�anomene stellt in ihrer Ge-

samtheit hohe Anforderungen an numerische Simulationen. In einem ersten Schritt der

Modellierung wird versucht, eine bestimmte Klasse realer Probleme mit einem abstrak-

ten physikalischen Modell zu beschreiben. Dabei sind bestimmte Vereinfachungen und Be-

schr�ankungen erforderlich, die zugleich den G�ultigkeitsbereich des Modells stark eingrenzen.

Die mathematische Beschreibung dieses physikalischen Modells bildet die Grundlage der nu-

merischen Simulation.

Ausgangspunkt des Modells ist ein geometrisch willk�urlich geformtes, zweidimensionales

System �. Dieses System besteht aus insgesamt N Phasen 
�
i
, die in ihrer Gesamtheit das

betrachtete Gebiet exakt einmal �uberdecken:

� =
NX
i=1


� : (2.3)

Der obere Index � gibt dabei Aufschlu� �uber den Aggregatszustand der Phase. Jede Phase

kann prinzipiell einen der drei Zust�ande fest (abgek�urzt s f�ur solid), 
�ussig (l f�ur liquid oder

\breiig\ (m f�ur mushy) annehmen. Der Zustand \breiig\ stellt dabei einen Zwischenzustand

dar, der immer dann auftritt, wenn ein bestimmter r�aumlicher Bereich dem Phasenwechsel

unterworfen ist. Hauptmerkmal einer solchen Phase ist deswegen eine auf makroskopischen

L�angenskalen vorhandene Koexistenz von 
�ussigem und festem Material. Die Ursache der

Existenz eines solchen Phasenwechselgebietes kann beispielsweise die dendritische Erstar-

rung eines Sto�gemisches, aber auch das amorphe Aufschmelzen eines Reinsto�es unter der

Wirkung innerer W�armequellen sein (siehe Kapitel 6.3.4).

Da Phasen�uberg�ange von einer zur anderen Phase m�oglich sein sollen, kann das Volumen,

das eine beliebige Phase einnimmmt, von der Zeit abh�angen. Die r�aumlichen Bereiche, die

von den einzelnen Phasen eingenommen werden, werden durch die Phasengrenzen �i(j),

auch vereinfacht als R�ander bezeichnet, abgegrenzt. Dabei ist prinzipiell zwischen inneren

R�andern �ij und �au�eren R�andern �i zu unterscheiden. R�ander, die zwischen zwei Phasen

des Systems angesiedelt sind, werden als innere R�ander bezeichnet. Die beiden Indizes i und

j identi�zieren die angrenzenden Phasen. Die Geometrie eines inneren Randes kann entwe-

der zeitlich konstant (fester innerer Rand) oder zeitlich variabel (bewegter innerer Rand)

sein. R�ander, die nur eine angrenzende Phase i besitzen, bilden die Systemgrenze. Per de�-

nitionem ist die r�aumliche Anordnung eines solchen �au�eren Randes zeitlich konstant. Das

gesamte System steht unter Schwerkraftein
u�, so da� sich in 
�ussigen und breiigen Pha-

sen Naturkonvektionsstr�omungen ausbilden k�onnen. Die Behandlung erfolgt in kartesischen

Koordinaten x-y.
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Abbildung 2.6: Physikalisches Modell.

Das beschriebene Modell unterliegt zahlreichen vereinfachenden Annahmen und Einschr�ank-

ungen, die zugleich als Einschr�ankungen des Anwendungsbereiches des numerischen Codes

verstanden werden m�ussen. Numerische Simulationen mit dem in dieser Arbeit vorgestellten

Code k�onnen nur dann durchgef�uhrt werden, wenn f�ur den betrachteten Fall die nachfolgend

aufgef�uhrten Annahmen keine unzul�assige Vereinfachung oder Verf�alschung der tats�achlich

ablaufenden Physik darstellen. Die zu beachtenden Einschr�ankungen werden unter den

�Uberbegri�en \Verhalten einzelner Phasen\, \Phasenwechselwirkungen\ und \Phasen�uber-

gang fest/
�ussig\ zusammengefa�t.

� Verhalten einzelner Phasen:

{ Energietransport innerhalb einer festen Phase erfolgt nur durch W�armeleitung.

Konvektiver Transport oder Strahlungsw�armetransport innerhalb eines festen

Mediums sind ausgeschlossen.

{ In 
�ussigen Phasen ist konvektiver Massentransport m�oglich. Die betrachtete

Str�omung soll zweidimensional, laminar und inkompressibel sein. Das str�omen-

de Medium wird als newtonsches Medium behandelt. Naturkonvektionsstr�omun-

gen werden in der Regel unter der Annahme der G�ultigkeit der Boussinesq-

Approximation (siehe Gl. (2.10)) berechnet, die alle Sto�werte mit Ausnahme

der Dichte im Auftriebsterm der Impulsgleichungen als konstant betrachtet.

{ In breiigen Phasen ist prinzipiell ein Massentransport m�oglich. Die Str�omungs-

parameter h�angen dabei vom Volumenanteil der 
�ussigen Phase innerhalb der

mushy Phase ab. Unter Ber�ucksichtigung der De�nition einer mushy Phase als

Phasen�ubergangsgebiet zwischen 
�ussig und fest ist die Temperatur an jedem

Ort innerhalb der Phase zwischen Solidus- und Liquidustemperatur.

{ F�ur eine Phase beliebigen Zustands gilt weiterhin die vereinfachende Annahme,

da� sie bez�uglich der Materialzusammensetzung als homogen �uber dem gesam-

ten Volumen der Phase betrachtet wird. Physikalische E�ekte infolge �ortlicher

Konzentrationsunterschiede in Mehrkomponentensystemen werden nicht ber�uck-

sichtigt. Damit werden E�ekte wie di�usive Sto�str�ome, konzentrationsbedingte
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Auftriebskr�afte (doppeldi�usive Konvektion) und konstitutionelle Unterk�uhlung

ausgeschlossen.

� Phasenwechselwirkungen:

{ Vermischungen von Phasen mit unterschiedlichen Komponenten werden nur dann

zugelassen, wenn die Vermischung die thermophysikalischen Eigenschaften nicht

ma�geblich beein
u�t.1 Der Phasenwechsel von fest nach 
�ussig oder umgekehrt

ist die einzige m�ogliche Triebfeder eines Massenaustausches zwischen zwei be-

nachbarten Phasen.

{ Mechanische Stabilit�at fester Phasen wird nicht betrachtet. Ein etwaiges Ver-

sagen fester Krusten ist somit immer als ein (thermisches) Aufschmelzen und

niemals als ein (mechanisches) Aufbrechen zu verstehen.

{ Auftriebs- und Widerstandskr�afte auf losgel�oste feste Phasen (\Feststo�nseln\)

werden nicht modelliert.

� Phasen�ubergang fest-
�ussig:

{ Der Phasen�ubergang fest-
�ussig bzw. 
�ussig-fest wird im thermodynamischen

Gleichgewicht betrachtet. Metastabile Zust�ande (unterk�uhlte Fl�ussigkeiten oder

�uberhitzte Feststo�e) werden ausgeschlossen.

{ Ober
�achenspannungse�ekte an gekr�ummten Ober
�achen, die zu Abweichungen

von der isobaren Phasenwechseltemperatur f�uhren (Gibbs-Thompson-E�ekt), wer-

den vernachl�assigt.

{ Mechanische Kr�afte infolge von Materialschrumpfung oder -ausdehnung beim

Phasen�ubergang werden nicht ber�ucksichtigt. Die Temperaturabh�angigkeit der

Dichte wird durch eine auch bei Schmelztemperatur stetige Funktion beschrieben.

2.3 Erhaltungsgleichungen

Die ebene, laminare Str�omung eines inkompressiblen Fluids in zeitabh�angigen Volumen l�a�t

sich durch die Erhaltungsgleichungen f�ur Volumen, Masse, Impuls und Energie sowie die da-

zugeh�origen Anfangs- und Randbedingungen eindeutig beschreiben (Fox und Donald 1982).

Im Hinblick auf das in Kapitel 3 beschriebene numerische Verfahren werden die Erhal-

tungsgleichungen hier in integraler Form angegeben. Diese Art der Darstellung bringt den

konservativen Charakter des numerischen Verfahrens zum Ausdruck. Die Erhaltungsglei-

chungen gelten in gleichem Ma�e f�ur eine globale und eine lokale Betrachtungsweise. Bei

globaler Betrachtungsweise sind die Volumenintegrale �uber das gesamte Volumen 
(t) einer

Phase, die Ober
�achenintegrale �uber die diese Phase begrenzende, geschlossene Ober
�ache

�(t) auszuf�uhren. Eine lokale Betrachtungsweise setzt eine Diskretisierung des Rechenge-

bietes in Kontrollvolumen beliebiger Form und Gr�o�e voraus. Die Integrationen sind dann

1. Ein m�oglicher Anwendungsfall hierf�ur w�are das thermische Versagen einer d�unnen Wandphase, die einen

gro�en Fl�ussigkeitspool umgibt.
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entsprechend �uber diese diskreten Teilvolumen einer Phase bzw. deren Ober
�achen aus-

zuf�uhren. Zur Vereinfachung werden die Phasen- bzw. Z�ahlindizes der Integrationsgrenzen

weggelassen.

d

dt

Z

(t)

d
 =

Z
�(t)

~w~n d� (2.4)
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� d
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d

dt

Z

(t)

�hd
+

Z
�(t)

[�h (~v � ~w)� �rT ]~n d� =

Z

(t)

S d
 : (2.8)

Hierin sind � die Dichte des Fluids, ~v der Geschwindigkeitsvektor des Fluids mit den Kom-

ponenten u und v, ~w der Geschwindigkeitsvektor der bewegten Ober
�ache, � die dynamische

Viskosit�at des Fluids, gx und gy die Komponenten des Schwerkraftvektors, p der (um den

hydrostatischen Anteil bereinigte) str�omungsbedingte Druck, h die spezi�sche Enthalpie des

Fluids, � die W�armeleitf�ahigkeit des Fluids und S eine volumetrische W�armequelle (bzw.

W�armesenke). In der Energieerhaltungsgleichung wird W�armefreisetzung durch viskose Dis-

sipation vernachl�assigt.

Gl. (2.4) ist eine Volumenerhaltungsgleichung, die bei Existenz bewegter (Kontroll-) Vo-

lumen erf�ullt werden mu� (siehe Kapitel 3.3.6). Die Kontinuit�atsgleichung (2.5) kann mit

Hilfe der Volumenerhaltungsgleichung f�ur inkompressible Str�omungen zuZ
�(t)

�~v~nd� = 0 (2.9)

vereinfacht werden. F�ur Naturkonvektionsstr�omungen wird die Boussinesq-Approximation

verwendet. Sie beschreibt eine lineare Abh�angigkeit der Dichte im Schwerkraftterm von der

Temperatur:

�(T ) = �0 [1� � (T � T0)] : (2.10)

�0 ist darin die Bezugsdichte bei der Bezugstemperatur T0, � der isobare Volumenausdeh-

nungskoe�zient. Alle anderen Sto�werte werden als konstant und temperaturunabh�angig

betrachtet. Je nach Anwendungsfall kann allerdings auch eine polynomiale Temperatu-

rabh�angigkeit (bis 3. Grades) von Sto�werten ber�ucksichtigt werden (siehe Kapitel 3.3.3.1).

2.4 Anfangs- und Randbedingungen

Zeitlich variable Gr�o�en in den Erhaltungsgleichungen sind mit Anfangswerten zu besetzen.

Die Anfangsl�osung mu� dabei s�amtliche Erhaltungsgleichungen im Rahmen des Diskretisie-

rungsfehlers erf�ullen.

Bei den Randbedingungen ist zwischen hydrodynamischen Randbedingungen und thermi-

schen Randbedingungen zu unterscheiden.
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2.4.1 Hydrodynamische Randbedingungen

Da das physikalische Modell von ortsfesten Systemgrenzen ausgeht, gelten an �au�eren

R�andern grunds�atzlich Haft- und Nichtaustrittsbedingungen f�ur die Geschwindigkeitskom-

ponenten in tangentialer bzw. normaler Richtung:

vt = 0 ; vn = 0 : (2.11)

An diskreten Fest-Fl�ussig-Phasengrenzen gilt ebenfalls die Haftbedingung. Aus der Massen-

erhaltung ergibt sich die Bedingung f�ur die Normalkomponente der Fluidgeschwindigkeit

�lvn = (�s � �l)wn : (2.12)

wn ist darin die Normalengeschwindigkeit der freien Ober
�ache. Weil Dichtespr�unge an der

Phasengrenze vernachl�assigt werden, ist Gl. (2.12) identisch mit der Nichtaustrittsbedin-

gung (2.11). Freie Ober
�achen zwischen zwei unmischbaren, 
�ussigen Phasen werden nicht

modelliert.

2.4.2 Thermische Randbedingungen

An �au�eren, ortsfesten R�andern k�onnen beliebige Randbedingungen vorgegeben werden.

Die Randbedingungen dort k�onnen prinzipiell vom Typ Dirichlet (vorgegebene Tempera-

tur), Neumann (vorgegebener W�armestrom) oder Robbins (gemischte Randbedingung) sein.

Au�erdem sind R�ander, die Strahlungsw�arme mit ihrer Umgebung austauschen, m�oglich:Z
�
qd� =

Z
�
��ges(T

4 � T 4
umg)d� : (2.13)

Darin ist � die Stefan-Boltzmann-Konstante, �ges die Strahlungsemissivit�at und Tumg die

Umgebungstemperatur. Wird der Strahlungsaustausch zwischen Ober
�ache (mit Tempe-

ratur T ) und Umgebung (mit Temperatur Tumg) durch den Strahlungsaustausch zwischen

zwei gro�en parallelen Platten approximiert, gilt f�ur die Gesamtemissivit�at �ges

�ges =
1

1
�
+ 1

�umg
� 1

; (2.14)

wobei � und �umg die Emissivit�aten von Fluid und Umgebung sind.

An inneren R�andern, deren Geometrie zeitlich konstant ist, gelten auf einem beliebigen

Randst�uck �ij, das sich zwischen den Phasen i und j be�ndet, die Koppelungsbedingungen

f�ur Temperatur und W�armestrom:

Ti = Tj (2.15)Z
�ij

qi d� =

Z
�ij

qj d� : (2.16)

An inneren, bewegten Phasengrenzen gilt ebenfalls Gl. (2.15). Im Falle eines diskreten Fest-

Fl�ussig-Phasen�ubergangs ist Gl. (2.16) jedoch durch die Stefanbedingung zu ersetzen. Diese

besagt, da� sich die Geschwindigkeit einer bewegten Phasengrenze aus der Di�erenz der

W�armestr�ome �uber die Phasengrenze ergibt:Z
�ij

�L~w~nd� =

Z
�ij

[�s(
@T

@n
)s � �l

@T

@n
)l] d� : (2.17)
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2.5 Dimensionslose Kennzahlen

Auf eine dimensionslose Darstellung der Erhaltungsgleichungen (2.4) bis (2.8) wird hier ver-

zichtet, weil je nach Anwendungsfall unterschiedliche Skalierungen von Vorteil sein k�onnen.

Dennoch lassen sich bestimmte dimensionlose Kennzahlen ausmachen, die konvektionsdo-

minierte Phasenwechselprobleme in geschlossenen Kavit�aten charakterisieren. Setzt man

konstante und gleiche Sto�gr�o�en in fester und 
�ussiger Phase voraus, kann ein Phasen-

wechselproblem in der Regel durch die Kennzahlen Prandtl-Zahl, Rayleigh-Zahl und Stefan-

Zahl und eine geeignete geometrische Kennzahl (z. B. ein L�angen- zu H�ohenverh�altnis)

vollst�andig beschrieben werden. Die Prandtl-Zahl dr�uckt den Ein
u� der Sto�gr�o�en aus

und ist auch ein Ma� f�ur die relativen Dicken der kinematischen und thermischen Grenz-

schichten:

Pr =
�

�
: (2.18)

Die Rayleigh-Zahl kann als Verh�altnis von Auftriebs- zu Reibungskr�aften interpretiert wer-

den, w�ahrend die Stefan-Zahl das Verh�altnis von sensibler zu latenter W�arme ausdr�uckt.

Hierbei ist zwischen Problemen mit externer und interner W�armequelle zu unterscheiden.

Bei externer W�armezufuhr wird im allgemeinen eine feste Temperaturdi�erenz �Te von

au�en (�uber die R�ander der Kavit�at) aufgepr�agt und es gilt

Rae =
g��Tel

3

��
; (2.19)

Ste =
cp�Te

L
: (2.20)

Bei Problemen mit interner W�armequelle ist anstelle einer festen Temperaturdi�erenz eine

(homogene) W�armequellst�arke S vorgegeben. Externe Rayleigh- und Stefan-Zahl k�onnen

formal �uber die De�nition einer Damk�ohler-Zahl, die intern produzierte W�arme und �uber

W�armeleitung transportierte W�arme ins Verh�altnis setzt, in innere Rayleigh- und Stefan-

Zahl �uberf�uhrt werden:

Da =
Sl2

��Te
: (2.21)

Durch Multiplikation dieser Damk�ohler-Zahl mit den in den Gl. (2.19) und (2.20) de�nierten

externen Kenngr�o�en ergeben sich die internen Kenngr�o�en

Rai = Rae �Da =
g�Sl5

���
; (2.22)

Sti = Ste �Da =
cpSl

2

L�
: (2.23)

Der Term Sl2=� in den De�nitionen der inneren Rayleigh- und Stefan-Zahl kann auch als

maximale Temperaturdi�erenz des entsprechenden eindimensionalen W�armeleitfalles mit

innerer W�armequelle interpretiert werden. Entsprechend existieren in der Literatur auch

De�nition f�ur Rai und Sti, die sich von den hier genannten De�nitionen um den Faktor 8

oder 32 unterscheiden.
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Kapitel 3

Numerische Methoden auf

unstrukturierten Gittern

3.1 Allgemeines

3.1.1 Methode der gewichteten Residuen

Zur L�osung mehrdimensionaler Str�omungsprobleme hat sich in den letzten Jahrzehnten eine

bestimmte Klasse numerischer Verfahren durchgesetzt, die unter dem Sammelbegri� \Me-

thode der gewichteten Residuen (MWR)\ zusammengfa�t werden kann und deren Grund-

gedanke nachfolgend kurz er�ortert wird (Finlayson 1972).

L(�) = 0 (3.1)

sei eine beliebige Di�erentialgleichung. Wird eine nicht n�aher de�nierte N�aherungsfunktion
�� in die Di�erentialgleichung eingesetzt, l�ost diese die Di�erentialgleichung nicht exakt,

sondern liefert das Residuum

R = L(��): (3.2)

Die N�aherungsfunktion �� stellt eine gute Approximation der exakten L�osungsfunktion �

dar, wenn das Integral der Residuen f�ur eine Menge verschiedener Gewichtsfunktionen �uber

ein diskretes Teilvolumen verschwindet:Z


WiRd
 = 0 i = 1:2; � � �; N: (3.3)

Wi sind darin N linear unabh�angige, frei w�ahlbare Gewichtsfunktionen, wobei N in der Re-

gel gleich der Anzahl der Knotenpunkte im Rechengebiet ist. Einsetzen der Gewichtsfunk-

tionenWi und der N�aherung �� in Gl. (3.3) liefert dann ein System algebraischer Gleichungen

zur Bestimmung der unbekannten Knotenwerte �i.

Sowohl Finite-Volumen-Verfahren (FVM) als auch Finite-Elemente-Verfahren (FEM) k�on-

nen unter den Sammelbegri� MWR subsumiert werden (Finlayson 1972). Sie unterscheiden

sich lediglich in der Wahl der Gewichtsfunktionen Wi.
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Beim Galerkin-Finite-Elemente-Verfahren werden f�urWi dieselben Funktionen wie die FEM-

Ansatzfunktionen gew�ahlt (Zienkiewicz 1977). Durch Einsetzen von Gewichts- und An-

satzfunktion in die Di�erentialgleichung und anschlie�ende Integration �uber alle diskreten

Teilvolumen des Rechengebietes erh�alt man in den diskreten Knotenpunkten der �niten

Elemente eine N�aherungsl�osung f�ur die Di�erentialgleichung. Die Ansatz- oder Interpolati-

onsfunktionen geben den Verlauf der unbekannten Zustandsgr�o�e zwischen diesen Knoten-

punkten an.

Finite-Volumen-Verfahren (FVM) zeichnen sich durch die einfachste aller m�oglichen Ge-

wichtsfunktionen aus: Im betrachteten Subvolumen hat diese den Wert 1, �uberall sonst den

Wert 0 (Patankar 1980). Ihre hervorstechendste Eigenschaft ist die lokale (im einzelnen

Teilvolumen) und globale (im gesamten Rechengebiet) Erhaltungstreue, die immer dann er-

reicht wird, wenn die numerischen N�aherungen f�ur Ober
�achenintegrale �uber gemeinsame

Kontrollvolumenober
�achen benachbarter Gitterzellen betragsm�a�ig gleich sind. Anschau-

lich bedeutet dies, da� der Sto�- oder Energiestrom, der einem bestimmten Kontrollvolumen

zu
ie�t, identisch ist mit demjenigen Strom, der ein benachbartes Kontrollvolumen verl�a�t.

Im Gegensatz zu FEM-Verfahren machen FVM-Verfahren keine Aussagen �uber den Verlauf

der Zustandsgr�o�e zwischen den diskreten Knotenpunkten.

Kontrollvolumenbasierte Finite-Elemente-Verfahren (engl. Control Volume based Finite Ele-

ment Methods, CVFEM) versuchen, die Vorteile von FEM- und FVM-Verfahren geschickt

zu kombinieren und k�onnen gleichfalls zur Klasse der MWR gez�ahlt werden. �Ahnlich einem

FVM-Verfahren werden die Gewichtsfunktionen Wi in einem geeignet gew�ahlten Kontroll-

volumen zu 1 gesetzt und haben �uberall sonst den Wert 0. Die Ober
�ache eines um einen

Gitterknoten angeordneten Kontrollvolumens verl�auft innerhalb mehrerer �niter Elemente,

so da� sich eine starke r�aumliche Koppelung ergibt (siehe auch Abb. 3.1). Die Ansatzfunktio-

nen sind in den einzelnen �niten Elementen de�niert und damit �uber die Kontrollvolumen-

ober
�achen stetig und di�erenzierbar. Dies erm�oglicht selbst bei grober Diskretisierung eine

exakte Einhaltung des physikalischen Erhaltungsprinzips (Baliga und Patankar 1988). Der

Verlauf der unbekannten Zustandsgr�o�e zwischen den Gitterknoten wird durch die FEM-

Ansatzfunktionen ausgedr�uckt. Damit erh�alt das Verfahren die Flexibilit�at eines Galerkin-

FEM: Ein existierendes Verfahren kann durch die Wahl einer anderen Ansatzfunktion ange-

pa�t bzw. verbessert werden. F�ur Berechnungen in unregelm�a�igen, komplexen Geometrien

sind CVFEM-Verfahren in Verbindung mit unstrukturierten Rechengittern besonders gut

geeignet.

3.1.2 Unstrukturierte Rechengitter

Unstrukturierte Rechengitter erlauben im Gegensatz zu strukturierten Gittern eine einfa-

che Diskretisierung von Str�omungsgebieten mit komplizierter Geometrie. Eine automatische

Vernetzung komplexer Gebilde ist mit Hilfe von Gittergeneratoren zumindest im zweidi-

mensionalen Fall schnell und e�zient m�oglich. Diese erh�ohte Flexibilit�at erkauft man sich

allerdings mit einem erh�ohten numerischen Gitterbuchhaltungsaufwand.W�ahrend bei struk-

turierten Netzen eine direkte Zuordnung von Nachbarknoten und -elementen allein �uber die
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Indizierung m�oglich ist, m�ussen bei unstrukturierten Netzen die Nachbarschaftsverh�altnisse

in zus�atzlichen Feldern gespeichert werden (Oertel und Laurien 1995).

Bez�uglich der Genauigkeit sind unstrukturierte Netze strukturierten Gittern unterlegen,

weil prinzipiell eine Diskretisierung mit orthogonalen Gitterlinien anzustreben ist. Im Rah-

men einer Kontrollvolumenformulierung sind Dreiecksgitter nur dann einer orthogonalen

Diskretisierung �aquivalent, wenn alle Verbindungslinien der Gitterpunkte orthogonal auf

den Kontrollvolumenober
�achen stehen (Ferziger und Peric 1996). F�ur die in Abb. 3.1

gezeigte CVFEM-Diskretisierung kann dies aber nur mit ausschlie�lich gleichseitigen Drei-

ecken erreicht werden, was f�ur komplexere Geometrien oder Vernetzungen mit unterschied-

lichen Elementgr�o�en nicht zu realisieren ist. Au�erdem gilt es zu beachten, da� Upwind-

Diskretisierungen bei mehrdimensionalen Str�omungsproblemen zus�atzliche numerische Dif-

fusion einbringen, wenn Geschwindigkeitskomponenten auftreten, die weder parallel noch

normal zu den Kontrollvolumenober
�achen ausgerichtet sind und Gradienten normal zur

Str�omungsrichtung auftreten (Patankar 1980). Vierecksgitter sind gegen�uber Dreiecksgit-

tern diesbez�uglich topologisch im Vorteil.

Die Matrizen der algebraischen Gleichungssysteme sind im Falle unstrukturierter Gitter

unregelm�a�ig und unsymmetrisch besetzt, was sich ung�unstig auf die Genauigkeit und

E�zienz des Gesamtverfahrens auswirkt (Ferziger und Peric 1996). Spezielle Element-

Neunumerierungs-Algorithmen k�onnen erforderlich sein, um die Konvergenz der eingesetz-

ten iterativen L�oser zu beschleunigen (Fang, Sheu und Tsai 1997, Rexroth 1996).

Ein bedeutender Vorteil unstrukturierter Gitter liegt in der problemlosen Realisierung loka-

ler Verfeinerungen bzw. Vergr�oberungen. W�ahrend bei strukturierten Netzen Modi�katio-

nen oftmals nur in gro�r�aumigen Teilen des Gesamtgitters gleichzeitg m�oglich sind, bleiben

bei unstrukturierten Netzen die Auswirkungen des Eingri�s in die Gitterstruktur auf einige

wenige Elemente um die zu modi�zierende Gitterzelle herum beschr�ankt (Mavriplis 1996).

Dies ist Grundvoraussetzung f�ur eine gezielte Gitteranpassung an lokale physikalische Gege-

benheiten im Rechengebiet. In Verbindung mit einem Fehlersch�atzer kann die Gitteradap-

tion auch dynamisch erfolgen (z. B. Oden, Demkowicz, Strouboulis und Devloo 1986, Zien-

kiewicz und Zhu 1987, Franka und Haghighi 1996). Nach jedem Iterations- oder Zeitschritt

liefert der Fehlersch�atzer eine Absch�atzung des numerischen Fehlers, welche als Basis f�ur die

Anpassung der lokalen Gittermaschenweiten dient. Im Idealfall wird somit ein numerisches

Gitter erzeugt, das �uberall einen gleichbleibend niedrigen Fehler garantiert (Rexroth 1996).

Bei freien Randwertproblemen kommen die Vorteile unstrukturierter Vernetzungen be-

sonders bei Einsatz eines Bewegte-Gitter-Verfahrens (siehe Kapitel 4) zum Tragen. Ein

Bewegte-Gitter-Verfahren belegt den freien Rand zu jedem Zeitpunkt mit Knoten und Kan-

ten des numerischen Gitters. Eine kontinuierliche Bewegung aller Gitterknoten ist erforder-

lich, um der Bewegung des freien Randes und der damit verbundenen zeitlichen �Anderung

des Rechenfeldes Rechnung zu tragen. Bei stark gekr�ummten oder verwundenen R�andern

stellt dies hohe Anforderungen an die Flexibilit�at der gew�ahlten r�aumlichen Diskretisierung.
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3.1.3 Druckkorrekturverfahren

Aus numerischer Sicht stellen inkompressible Str�omungen eine Besonderheit dar. Die Konti-

nuit�atsgleichung liefert hier keine direkte Information �uber das Druckfeld, sondern stellt eine

Art Nebenbedingung dar: Wird das korrekte Druckfeld in die Impulsgleichungen eingesetzt,

erf�ullt das resultierende Geschwindigkeitsfeld die Kontinuit�atsgleichung (Patankar 1980).

Diese Entkoppelung von Druck und Geschwindigkeit bringt f�ur numerische Verfahren, wel-

che die gekoppelten Di�erentialgleichungen iterativ l�osen, eine zus�atzliche Schwierigkeit

mit sich. Ein spezieller Algorithmus ist erforderlich, um die Konvergenz des Verfahrens

sicherzustellen. Eine M�oglichkeit, diesem Problem zu begegnen, stellen die Druckkorrek-

turverfahren dar. Ein sehr bekanntes und weit verbreitetes Verfahren dieser Klasse ist das

SIMPLE-Verfahren (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) von Patankar

und Spalding (1972), das zur Klasse der iterativen Pr�adiktor-Korrektor-Verfahren geh�ort.

Ausgehend von einem gesch�atzten Druckfeld wird zun�achst eine N�aherung f�ur das Ge-

schwindigkeitsfeld berechnet. Aus der diskretisierten Kontinuit�atsgleichung (Druckkorrek-

turgleichung) werden dann Druckkorrekturen berechnet, mit denen anschlie�end auch das

Geschwindigkeitsfeld korrigiert wird. Dabei handelt es sich um ein semi-implizites Verfahren,

weil zur Berechnung der Druck- und Geschwindigkeitskorrekturen derjenige Term, der die

Geschwindigkeitskorrekturen der Nachbarknoten enth�alt, vernachl�assigt wird und die Kor-

rekturgleichungen somit explizit l�osbar sind. Das SIMPLE-Verfahren zeichnet sich durch

gro�e Robustheit, aber auch - bedingt durch oben genannte N�aherung - durch sehr langsa-

me Konvergenz des Druckfeldes in bestimmten F�allen aus (Patankar 1980). Das SIMPLER-

Verfahren (=SIMPLE-Revised) versucht mit Hilfe einer zus�atzlichen Druckgleichung diesem

Problem entgegenzutreten (Patankar 1985). Von einem gesch�atzten Geschwindigkeitsfeld

ausgehend liefert die Druckgleichung ein berechnetes Druckfeld, auf dessen Basis die dis-

kretisierten Impulsgleichungen ein Geschwindigkeitsfeld liefern. Die Druckkorrekturen aus

der Druckkorrekturgleichung werden dann lediglich zur Korrektur des Geschwindigkeitsfel-

des, nicht aber zur Korrektur des Druckes verwendet. Die Berechnung eines Druckfeldes

(mit Hilfe der Druckgleichung) aus einem gesch�atzten Geschwindigkeitsfeld anstelle der

Verwendung eines gesch�atzten Druckfeldes f�uhrt anschaulich zu einem verbesserten Kon-

vergenzverhalten des Verfahrens, wenn das gegebene Geschwindigkeitsfeld sehr nahe am

korrekten Geschwindigkeitsfeld, das anf�angliche Druckfeld aber sehr weit vom korrekten

Druckfeld entfernt liegt: Das ungenaue Absch�atzen eines Druckfeldes wird im SIMPLE-

Verfahren anf�anglich zu N�aherungsl�osungen f�uhren, die wesentlich schlechter sind als die

Startl�osung. Die Berechnung des Druckfeldes aus einem (fast) korrekten Geschwindigkeits-

feld wird im SIMPLER-Verfahren die korrekte L�osung nach wenigen Iterationsschritten

liefern. Dieses Verhalten rechtfertigt auch den gegen�uber dem SIMPLE-Verfahren erh�ohten

numerischen Aufwand je Iterationsschritt. Naturkonvektionsstr�omungen, die Gegenstand

dieser Arbeit sind, zeichnen sich durch eine starke Koppelung der Impulsgleichungen mit

einer skalaren Variablen - n�amlich der Temperatur im Auftriebsterm - aus, die alleinige Ur-

sache der Str�omung ist. Jang, Jetli und Acharya (1986) stellten im direkten Vergleich mit

dem impliziten PISO-Algorithmus (Pressure-Implicit with Splitting of Operators) (Issa, Gos-

man und Watkins 1986) und der SIMPLEC-Variante des SIMPLE-Verfahrens (=SIMPLE

Consistent) (Van Doormal und Raithby 1984) ein sehr positives Konvergenzverhalten des
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SIMPLER-Verfahrens f�ur stark gekoppelte Probleme fest.

In der vorliegenden Arbeit wird das SIMPLER-Verfahren im Zusammenhang mit einem

CVFEM-Verfahren auf unstrukturierten Gittern eingesetzt. Die hierbei erforderlichen Ite-

rationsschritte werden in Kapitel 3.3.9 ausf�uhrlich beschrieben.

3.1.4 Versetzte und nichtversetzte Gitter

Die Bestimmung des Druckfeldes bei inkompressiblen Str�omungen ist mit weiteren Schwie-

rigkeiten verkn�upft. Da der Druck lediglich in Form eines Druckgradienten in den Im-

pulsgleichungen vorkommt, enthalten die diskretisierten Gleichungen bei Verwendung eines

Zentraldi�erenzenansatzes nur Druckdi�erenzen benachbarter Gitterpunkte, der Druck im

betrachteten Gitterpunkt bleibt unber�ucksichtigt (Patankar 1980). Unphysikalische Oszilla-

tionen im Druckfeld k�onnen in den Impulsgleichungen unbemerkt bleiben, wenn Druck und

Geschwindigkeiten an gleichen und gleich vielen Knoten gespeichert werden (nicht versetz-

te Gitter, oder engl. colocated arrangement). Dem Problem eines Druckwechselfeldes (engl.

checkerboard pressure �eld) kann begegnet werden, indem Druck und Geschwindigkeit auf

versetzten Gittern berechnet werden (engl. staggered grid). Alternativ dazu kann der Druck

nur an einem Teil der Geschwindigkeitsknoten berechnet werden oder (im Rahmen von

Finite-Elemente-Berechnungen) f�ur die Geschwindigkeit eine Ansatzfunktion von h�oherer

Ordnung als f�ur den Druck gew�ahlt werden (engl. unequal-order formulation). Die Genauig-

keit solcher Verfahren kann sich jedoch bei gro�en Druckgradienten oder stark deformierten

R�andern als ungen�ugend erweisen. Au�erdem erfordert die gleichzeitige Verwaltung von un-

terschiedlichen Druck- und Geschwindigkeitsgittern im unstrukturierten Fall einen nicht zu

untersch�atzenden zus�atzlichen Buchhaltungsaufwand. Eine Erweiterung von zweidimensio-

nalen unequal-order-Verfahren auf drei Dimensionen erweist sich in diesem Zusammenhang

als schwierig bzw. ine�zient (Hookey und Baliga 1988).

Einen anderen Weg, eine unerw�unschte Entkoppelung von Druck und Geschwindigkeit zu

verhindern, beschreibt das CVFEM-Verfahren von Prakash (1986). Druck und Geschwin-

digkeit werden hier an den gleichen und auch an gleich vielen Knoten des Netzes berechnet

(engl. co-located and equal order CVFEM). Eine derartige Gleichbehandlung von Druck

und Geschwindigkeit wird durch eine explizite Ber�ucksichtigung des Druckein
usses in

der Interpolationsfunktion f�ur die Geschwindigkeit m�oglich. Diese Interpolationsfunktion

enth�alt einen zus�atzlichen Term, der die Existenz von Quelltermen in den Di�erentialglei-

chungen ber�ucksichtigt. Druckgradienten werden in den Impulsgleichungen als Quellterme

interpretiert und sorgen damit f�ur eine direkte Abh�angigkeit der Geschwindigkeitsinterpo-

lationsfunktion vom Druck. Wird diese Interpolationsfunktion in die Kontinuit�atsgleichung

eingesetzt, erscheint der Druck explizit in der Kontinuit�atsgleichung und unphysikalische

Druckoszillationen werden detektiert (Prakash 1986).
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3.2 �Uberblick �uber CVFEM-Verfahren auf unstrukturierten

Gittern

In der Literatur existieren inzwischen zahlreiche Ver�o�entlichungen, die �uber die Formu-

lierung und Anwendung von CVFEM-Verfahren f�ur Konvektions-Di�usions-Probleme und/

oder Str�omungsprobleme mit W�arme�ubertragung berichten. Erstmalig wurde ein CVFEM-

Verfahren 1980 von Baliga und Patankar (1980) f�ur eine Konvektions-Di�usions-Gleichung

vorgestellt. Darin wird ein exponentielles Upwind-Schema in Verbindung mit einer 
u�orien-

tierten Ausrichtung des lokalen Koordinatensystems eingesetzt. Dieses Upwindschema wird

in sp�ateren Ver�o�entlichungen als FLO-Schema bezeichnet und besitzt die herausragende

Eigenschaft, da� es keiner Maschen-Reynolds-Zahl-Beschr�ankung unterliegt und gleichzeitig

numerische Di�usion minimiert. In den Ver�o�entlichungen von Baliga und Patankar (1983)

und Baliga, Pham und Patankar (1983) wird dieses Verfahren laminaren Str�omungsproble-

men zug�anglich gemacht, wobei die Druck-Geschwindigkeitskopplung durch ein versetztes

Gitter mit Makro- und Subelementen erreicht wird (Unequal-Order-Verfahren). In den Ar-

beiten von Prakash und Patankar (1985) und Prakash (1986) werden erstmals equal-order-

CVFEM-Verfahren vorgestellt. In der erstgenannten Arbeit wird eine Entkoppelung des

Problems durch Verwendung eines speziellen, elementbezogenen ~v-Geschwindigkeitsfeldes

in der Kontinuit�atsgleichung verhindert. Dieses Verfahren ist allerdings nicht konservativ

bez�uglich der Impulserhaltung. Prakash (1986) erg�anzt das 
u�orientierte Upwind-Schema

(FLO) von Baliga und Patankar (1980) durch einen zus�atzlichen quelltermabh�angigen Term

(in sp�ateren Ver�o�entlichungen anderer Autoren als FLOS-Schema bezeichnet), wodurch

der Druck explizit in die Interpolationsfunktion f�ur die Geschwindigkeit eingebracht und

das Problem eines unphysikalischen Druck-Wechselfeldes (Patankar 1980) vermieden wird.

Prakash (1986) verwendet die numerisch aufwendigere SIMPLER-Variante des SIMPLE-

Verfahrens (Patankar 1980) als iteratives L�osungsschema. Die Arbeit von Le Dain-Muir und

Baliga (1986) erweitert die prinzipiellen Ideen von Prakash und Patankar (1985) auf drei-

dimensionale Str�omungsprobleme mit Tetraeder-Elementen. Hookey, Baliga und Prakash

(1988) erweitern das Verfahren von Prakash (1986) durch Verwendung einer verbesserten

Quelltermfunktion innerhalb der Ansatzfunktion des FLOS-Schemas, die die Wirkung von

Quelltermen auch normal zur lokalen Hauptstr�omungsrichtung ber�ucksichtigt. Die Druck-

Geschwindigkeitskoppelung wird hier mit einem iterativen SIMPLEC-Schema (Van Door-

mal und Raithby 1984) realisiert.

Das CVFEM-Verfahren von Schneider und Raw (1987) stellt erstmals ein massengewichtetes

Upwind-Verfahren (MAW) vor, das ausschlie�lich positive Koe�zienten in den diskretisier-

ten Gleichungen (auf Elementbasis) garantiert. Die Arbeit von Masson, Saabas und Baliga

(1994) erweitert das Anwendungsspektrum von equal-order-CVFEM-Verfahren auf zweidi-

mensionale, achsensymmetrische Str�omungen und enth�alt auch einen Vergleich des MAW-

Schemas mit dem FLO-Schema anhand eines konkreten Beispiels. Saabas und Baliga (1994)

verwenden ebenfalls das MAW-Interpolationsschema und zeigen dessen Anwendbarkeit f�ur

dreidimensionale Str�omungsprobleme. Einen anderen Weg, m�oglichen Konvergenzproble-

men bei verzerrten Gittern und Einsatz des FLO/FLOS-Schemas zu begegnen, beschreibt

die Arbeit von Larreteguy (1995). In Abh�angigkeit einer Qualit�atskennzahl wird darin in
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stark verzerrten Elementen eine Ausrichtung des lokalen Koordinatensystems entlang der

l�angsten Kante gew�ahlt, was - vergleichbar mit dem MAW-Schema - das Auftreten negativer

Koe�zienten in den diskretisierten Gleichungen vermeidet. W�ahrend sich alle oben zitierten

Arbeiten auf laminare Str�omungsprobleme beschr�anken, stellen Elkaim, Reggio und Cama-

rero (1992) ein CVFEM-Verfahren vor, das auf Basis einer Stromfunktions-Wirbelst�arke-

Formulierung zweidimensionale turbulente Str�omungen mit Hilfe eines k-�-Modells behan-

delt.

Eine Formulierung und Anwendung eines CVFEM-Verfahrens f�ur freie Randwertprobleme

wurde bis dato nicht ver�o�entlicht. Das nachfolgend pr�asentierte CVFEM-Verfahren ver-

sucht, diese L�ucke zu schlie�en.

3.3 Konzeption des vorgestellten Verfahrens

Das in dieser Arbeit vorgestellte CVFEM-Verfahren basiert auf den grundlegenden Ideen

der CVFEM-Verfahren von Baliga und Patankar (1980), Prakash (1986) und Hookey et

al. (1988). Im Rahmen dieser Arbeit wird das equal-order-Verfahren von Prakash (1986)

auf willk�urlich bewegte Kontrollvolumen erweitert und damit freien Randwertproblemen

zug�anglich gemacht. Au�erdem wird der Existenz von Quelltermen in der Energiegleichung

durch Verwendung einer diesbez�uglich verbesserten Ansatzfunktion Rechnung getragen.

3.3.1 Gebietsdiskretisierung

Charakteristisch f�ur alle CVFEM-Verfahren ist die geometrische De�nition von Kontroll-

volumen. Der eigentlichen r�aumlichen Diskretisierung des Gebiets in �nite Elemente (hier:

�nite Dreieckselemente) wird ein duales Gitter, bestehend aus den Kontrollvolumen um

jeden Knoten des Finite-Elemente-Gitters, �uberlagert. Die geometrische Form der Kon-

trollvolumen ist dabei keineswegs eindeutig. Als besonders vorteilhaft hat sich dabei eine

polygonale Struktur erwiesen, die entsteht, wenn der Schwerpunkt jeden Dreiecks mit den

Mittelpunkten seiner drei Seiten verbunden wird (siehe Abb. 3.1). Dabei entstehen in jedem

Dreieck drei gleich gro�e Subvolumen, die ihrerseits Anteile von Kontrollvolumen der ihnen

zugewandten Dreiecksknoten sind (Patankar 1980). Diese Art der Kontrollvolumenbildung

erf�ullt folgende positive Eigenschaften (Saabas und Baliga 1994):

� Die Kontrollvolumen �uberlappen sich nicht.

� In ihrer Gesamtheit �uberdecken sie das Rechengebiet exakt einmal.

� Die Form der Kontrollvolumen stellt keine Einschr�ankung f�ur Form und Gr�o�e der

Dreieckselemente dar.

Diese Eigenschaften sind elementar f�ur die Erhaltungstreue des Verfahrens (Patankar 1980).
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= Finites Element

= Kontrollvolumen

Abbildung 3.1: R�aumliche Diskretisierung mit �niten Elementen und Kontrollvolumen.

3.3.2 Integrale Erhaltungsgleichung im bewegten Kontrollvolumen

Die Herleitung der diskretisierten algebraischen Gleichungen wird anhand der allgemeinen

zweidimensionalen Transportgleichung f�ur eine skalare Gr�o�e � in einem beliebig bewegten

Kontrollvolumen dargelegt (Fox und Donald 1982). Der Transport von � soll dabei nur

durch Konvektion und Di�usion m�oglich sein. Um ein Grundprinzip des verwendeten kon-

servativen CVFEM-Verfahrens, n�amlich das Arbeiten mit Fl�ussen, zu verdeutlichen, wird

in Gl. (3.4) der Flu�vektor ~J verwendet. Dieser ergibt sich durch Addition der gerichteten

konvektiven und di�usiven Fl�usse.

d

dt

Z

(t)

�� d
+

Z
�(t)

~J~n d� =

Z

(t)

S d
 (3.4)

~J = �~vrel��	r� : (3.5)

In den Gl. (3.4) und (3.5) ist 
(t) der zeitabh�angige Volumeninhalt des Kontrollvolumens,

�(t) die zeitabh�angige Ober
�ache des Kontrollvolumens und ~n der auf der Kontrollvolu-

menober
�ache senkrecht stehende und nach au�en gerichtete Normalenvektor. � bezeichnet

die Dichte des Fluids, S eine volumetrische Quelle und 	 den Di�usionskoe�zienten. Das

Ober
�achenintegral der Fl�usse ~J entsteht dabei durch Anwendung des Gau�schen Integral-

satzes. ~vrel ist der Vektor der Relativgeschwindigkeit zwischen Fluidgeschwindigkeit ~v und

Geschwindigkeit der Kontrollvolumenober
�ache ~w:

~vrel = ~v � ~w : (3.6)

Die Bewegung der Kontrollvolumenober
�achen ist zun�achst willk�urlich und stellt einen

zus�atzlichen Freiheitsgrad des numerischen Verfahrens dar. Auf die Gitterkonvektion wird

in Kapitel 3.3.6 n�aher eingegangen. Nachfolgend wird der Einfachheit halber der Index rel

wieder weggelassen. Alle Geschwindigkeiten sind aber dennoch als Relativgeschwindigkeiten

zu interpretieren, die nur f�ur den Sonderfall unbewegter Gitter mit der Fluidgeschwindigkeit

identisch sind. Durch die in Tabelle 3.1 genannten De�nitionen f�ur die Gr�o�en �, 	 und S

kann die allgemeine Transportgleichung in die das Problem beschreibenden Erhaltungsglei-

chungen f�ur Masse, Impuls und Energie �uberf�uhrt werden.
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Tabelle 3.1: De�nitionen der Gr�o�en �, 	 und S in der allgemeinen Transportgleichung.

Gleichung � 	 S

Kontinuit�at 1 0 Sm

x-Impuls u � Su � @p

@x
+ �gx�(T � T0)

y-Impuls v � Sv � @p

@y
+ �gy�(T � T0)

Energie cpT �=cp Sh

Auf die Diskretisierung der Volumenerhaltungsgleichung, die im Falle bewegter Kontrollvo-

lumen zus�atzlich zu erf�ullen ist, wird in Kapitel 3.3.6 gesondert eingegangen.

Im n�achsten Schritt wird das Kontrollvolumen um einen Knoten i der Triangulation be-

trachtet. Abb. 3.2 verdeutlicht, da� alle den Knoten i umgebenden Dreiecke und damit alle

Knoten der umgebenden Dreiecke Beitr�age zur algebraischen Gleichung dieses Knotens lie-

fern. Innenliegende Knoten liegen im Zentrum ihres Kontrollvolumens und werden von einer

geschlossenen Ober
�ache umgeben. Im Falle von Randknoten wird die Kontrollvolumen-

ober
�ache �uber den Rand (Strecke a� c) geschlossen, so da� der Knoten selbst Bestandteil

der Ober
�ache ist. In diesem Falle liefern die Randbedingungen des entsprechenden Randes

einen zus�atzlichen Beitrag zur diskreten Gleichung.

Abbildung 3.2: Einzelnes Kontrollvolumen; (a) innenliegender Knoten; (b) Randknoten.

Innerhalb eines Dreiecks l�a�t sich das Flu�integral �uber den Rand des Kontrollvolumens

jeweils in zwei Teilintegrale aufteilen, so da� Gl. (3.4) in Form von Gl. (3.7) genauer spezi-

�ziert werden kann:

d

dt

Z
�

�� d
+

Z
o

a

~J~nd� +

Z
c

o

~J~nd��
Z
�

S d


+ [ entsprechende Beitr�age anderer umliegender Dreiecke ]

+ [ Beitr�age aus Randbedingungen (wenn i Randknoten) ] = 0 : (3.7)

�
 bezeichnet darin den Fl�acheninhalt des jeweiligen Kontrollvolumenfragments. Ist M die
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Anzahl der Dreiecke, die den Knoten i umgeben, so gilt:

MX
j=1

�
 = 
 : (3.8)

Da es sich hier um eine zweidimensionale Formulierung handelt, wird in der dritten Dimen-

sion eine Einheitstiefe von 1 angenommen, so da� sich alle Volumenintegrale zu Fl�achenin-

tegralen und alle Ober
�achenintegrale zu Linienintegralen reduzieren.

Um die Integrationen in Gl. (3.7) ausf�uhren zu k�onnen, sind in einem n�achsten Schritt

elementweise Interpolationsfunktionen f�ur verschiedene physikalische Gr�o�en zu de�nieren.

3.3.3 Interpolationsfunktionen

3.3.3.1 Interpolationsfunktionen f�ur Sto�gr�o�en und Quellterme

Alle Sto�gr�o�en werden im jeweiligen Dreieckselement als �ortlich konstant angenommen.

Eine Temperaturabh�angigkeit von Sto�gr�o�en wird in Form einer Abh�angigkeit von der

Durchschnittstemperatur im Dreieck

T j =
1

3

3X
i=1

Ti (3.9)

ber�ucksichtigt. Die jeweilige Sto�gr�o�e wird dabei durch ein Polynom 3. Grades ausgedr�uckt,

wie Gl. (3.10) am Beispiel der W�armeleitf�ahigkeit zeigt:

�(T j) = A�0
+A�1

� T j +A�2
� T 2

j +A�3
� T 3

j : (3.10)

Quellterme S� der skalaren Unbekannten � werden in eine lineare Taylor-Reihe um �i

entwickelt, wobei Glieder h�oherer Ordnung vernachl�assigt werden (Patankar 1980):

S
�

j
= S

�

c;j
+ S

�

p;j
�j : (3.11)

�j ist das arithmetische Mittel der drei Knotenwerte �1, �2 und �3. S
�

c;j
und S�

p;j
sind die im

Dreieck konstanten Quelltermkoe�zienten. Wie bei den Sto�werten handelt es sich hier um

elementbezogene Gr�o�en, deren Werte im �niten Element konstant sind. Diese Eigenschaft

ist unerl�a�lich f�ur ein konservatives Verfahren und ist auch von den Druckgradienten- und

Schwerkrafttermen, die nach Tab. 3.1 als Quellterme in den Impulsgleichungen interpretiert

werden, zu erf�ullen. Nur dann ist sichergestellt, da� der Wert des Gesamtquellterms in den

Impulsgleichungen

Suges = Su �
@p

@x
+ �gx�(T � T0)

Svges = Sv �
@p

@y
+ �gy�(T � T0) (3.12)

ebenfalls im gesamten Dreieck konstant ist. Die Interpolation des Druckes wird im n�achsten

Unterkapitel er�ortert. Bei der Interpolation des Schwerkrafttermes ist f�ur die Temperatur

der arithmetische Mittelwert T j der drei Knotentemperaturen einzusetzen.
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3.3.3.2 Interpolationsfunktion f�ur den Druck

Der Druck wird innerhalb jeden Dreiecks linear interpoliert:

p = ApX +BpY + Cp : (3.13)

Diese Interpolation entspricht einer Zentraldi�erenzendiskretisierung auf einem strukturier-

ten Finite-Di�erenzen-Gitter und erf�ullt die Forderung konstanter partieller Druckgradien-

ten im �niten Element. In Gl. (3.13) sind X und Y lokale Koordinaten, deren Motivation

und Bedeutung in Kapitel 3.3.3.3 erkl�art wird. Mit Hilfe der De�nitionen des Druckes in

den Dreiecksknoten ergeben sich die Konstanten in Gl. (3.13) zu

Ap =
1

�
(Y23p1 + Y31p2 + Y12p3)

Bp = �
1

�
(X23p1 +X31p2 +X12p3)

Cp =
1

�
[(X2Y3 �X3Y2)p1 + (X3Y1 �X1Y3)p2 + (X1Y2 �X2Y1)p3] : (3.14)

Dabei werden die Abk�urzungen

Xij = Xi �Xj und Yij = Yi � Yj (3.15)

verwendet.

� = Det

0
BB@
X1 Y1 1

X2 Y2 1

X3 Y3 1

1
CCA (3.16)

gibt das Zweifache des Fl�acheninhaltes des Dreiecks an.

Unter Ber�ucksichtigung der Transformationsgleichungen (3.18) ergibt sich f�ur die Ableitun-

gen des Druckes nach den globalen Koordinaten

@p

@x
= Apcos��Bpsin�

@p

@y
= Apsin�+Bpcos� ; (3.17)

wobei � der Winkel zwischen lokalem und globalem Koordinatensystem ist (siehe Abb. 3.3).

3.3.3.3 Interpolationsfunktion f�ur die allgemeine skalare Gr�o�e �

Die Interpolationsfunktion f�ur eine allgemeine skalare Gr�o�e � wird in einem lokalen Koordi-

natensystem (X,Y) de�niert. Dieses Koordinatensystem ist so ausgerichtet, da� die Abszisse

in Richtung des durch arithmetische Mittelung der Geschwindigkeiten in den Dreieckskno-

ten erhaltenen mittleren Geschwindigkeitsvektors ~v zeigt. Ursprung des lokalen Systems ist

der Dreiecksschwerpunkt. Mathematisch ergibt sich die �Uberf�uhrung der globalen in lokale

Koordinaten durch eine translatorische und eine rotatorische Bewegung des Systems, welche

folgenden Transformationsgleichungen gen�ugt:

X(x; y) = y � sin�+ x � cos�� x0
Y (x; y) = y � cos�� x � sin�� y0 : (3.18)
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Darin sind � derjenige Winkel, der die positive x-Achse in die positive X-Achse �uberf�uhrt

und (x0; y0) die Koordinaten des Dreiecksschwerpunktes.

Abbildung 3.3: Flu�orientierte Ausrichtung des lokalen Koordinatensystems im �niten Ele-

ment.

Zur Herleitung einer geeigneten Interpolationsfunktion wird zun�achst eine station�are Kon-

vektions-Di�usions-Gleichung unter der Annahme einer konstanten Durchstr�omung mit der

Geschwindigkeit U (V = 0) betrachtet :

�U
@�

@X
�	

 
@2�

@X2
+
@2�

@Y 2

!
= 0 : (3.19)

Die Funktion

�(X;Y ) = A��(X) +B�Y + C� (3.20)

mit

�(X) =
	

�U

�
e
Pe(X�Xmax)

Xmax�Xmin � 1

�
(3.21)

und

Pe =
�U(Xmax �Xmin)

	
(3.22)

ist eine exakte L�osung des homogenen Problems. Die algebraischen Ausdr�ucke f�ur die Kon-

stanten A�, B� und C�, die die Abh�angigkeit der Ansatzfunktion von den Funktionswerten

in den Dreiecksknoten enthalten, lauten entsprechend den Gleichungen (3.14), wobei alle

pi durch �i und alle Xi durch entsprechende �i zu ersetzen sind. Die Legitimation f�ur die

Verwendung dieser Ansatzfunktion wird im folgenden diskutiert.

� Eine analytische Behandlung des Eigenwertproblems

a
@�

@X
= b

 
@2�

@X2
+
@2�

@Y 2

!
(3.23)

(a unb b seien beliebige Konstanten) mittels des Produktansatzes

� = F (X) �G(Y ) (3.24)
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�uberf�uhrt die partielle Di�erentialgleichung (3.23) in ein System gew�ohnlicher Di�e-

rentialgleichungen:

aF 0(X) � bF 00(X) = �F (X)

bG00(Y ) = �G(X) : (3.25)

Die Eigenwerte � sowie die dazugeh�origen Eigenfunktionen �� des Problems k�onnen

nur bei Spezi�kation aller Randbedingungen bestimmt werden. Sind keine Randbe-

dingungen spezi�ziert, existiert eine unendlich gro�e Anzahl an L�osungsfunktionen

f�ur das Eigenwertproblem (3.23). Eine sehr einfache und deswegen sinnvolle L�osungs-

funktion verkn�upft die X- bzw. Y-abh�angigen Anteile additiv miteinander.

� In Kombination mit der Verwendung 
u�orientierter Koordinaten kann durch die Auf-

spaltung der Ansatzfunktion in X- und Y-abh�angige Anteile gleicherma�en dem Up-

wind-Charakter der Konvektion und dem zentralen Charakter der Di�usion Rechnung

getragen werden. Die X-Koordinatenrichtung repr�asentiert in jedem �niten Element

die bevorzugte Richtungen der konvektiven Fl�usse, die Y-Richtung ist normal zur

Hauptstr�omungsrichtung.

� Aufgrund der exponentiellen Abh�angigkeit in Hauptstr�omungsrichtung unterliegt die-

se Ansatzfunktion keiner lokalen Maschen-Reynolds-Zahl-Beschr�ankung. Das bekann-

te Problem unphysikalischer Oszillation bei Werten Pe > 2, das bei linearen Ansatz-

funktionen bzw. Zentraldi�erenzenans�atzen auftritt, wird hier durch ein - unter den

genannten Vereinfachungen - lokal exaktes Exponentialschema vermieden.

� Im Grenzfall reiner Di�usion gilt

lim
Pe!0

�(X) = X : (3.26)

Dies verdeutlicht die Abh�angigkeit des Upwinding von der lokalen Maschen-Peclet-

Zahl Pe. Im Di�usionsfall ist die Ansatzfunktion mit einer linearen Ansatzfunktion

2.Ordnung identisch und bringt keine unerw�unschte numerische Di�usion ein. Im Un-

terschied zum hybriden Verfahren (Patankar 1980) erm�oglicht die Exponentialfunktion

einen sanften �Ubergang vom Upwinding zur Zentraldi�erenz.

� �Uber die Seiten der Dreiecke ist diese Ansatzfunktion im allgemeinen Fall weder stetig

noch di�erenzierbar. �Uber die innerhalb der Elemente liegenden Kontrollvolumeno-

ber
�achen, �uber die die Integrationen auszuf�uhren sind, ist jedoch Stetigkeit und

Di�erenzierbarkeit in jedem Falle gew�ahrleistet, so da� sich kein Widerspruch mit der

Zielsetzung eines erhaltungstreuen Verfahrens ergibt.

� Als nachteilig erweist sich, da� diese Ansatzfunktion in Kombination mit stark defor-

mierten Dreiecken zu negativen Koe�zienten der algebraischen Gleichungen f�uhren

kann. Nach Patankar (1980) sind nur Verfahren mit ausschlie�lich positiven Koe�-

zienten in den diskretisierten Gleichungen zul�assig. Negative Koe�zienten bedeuten

anschaulich, da� eine Erniedrigung eines Knotenwertes, der ein bestimmtes Kontroll-

volumen umgibt, f�ur einen Zu
u� in das Kontrollvolumen sorgt. Dieses Verhalten
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ist unphysikalisch, weil beispielweise eine Temperaturerniedrigung eines umliegenden

Knotens f�ur einen Energie
u� aus dem Kontrollvolumen heraus sorgen mu�. Negative

Koe�zienten verschlechtern die Konditionierung der Koe�zientenmatrix und k�onnen

u. U. zu einer Divergenz des gesamten Verfahrens f�uhren. Die Erfahrung zeigt aller-

dings, da� bei Einhaltung einer bestimmten Gitterqualit�at nur vereinzelte Dreiecks-

elemente negative Beitr�age zu den Gleichungen liefern. Auf Kontrollvolumenebene

werden diese Beitr�age meist durch Summation mit positiven Beitr�agen benachbarter

Dreiecke eliminiert.

Spielen im zu l�osenden 
uiddynamischen Problem volumetrische Quellterme eine dominante

Rolle, stellt eine Ansatzfunktion, die nicht nur die homogene Di�erentialgleichung (3.19),

sondern auch die inhomogene Variante

�Uave
@�

@X
� �

 
@2�

@X2
+
@2�

@Y 2

!
= S (3.27)

exakt erf�ullt, eine bessere Ansatzfunktion als Gl. (3.20) dar (Prakash 1986):

� = A� +BY + C + SFS (3.28)

mit

FS =

"
1

N

X

�Uave
+

�
1�

1

N

�
�Y 2

2	

#
; 1 � N �1 : (3.29)

Gl. (3.28) erf�ullt diese Eigenschaft (zumindest dann, wenn S nicht von � abh�angt) f�ur

beliebigeWerte der noch festzulegenden Konstanten N im genannten Intervall. Die Di�erenz

zweier Partikul�arl�osungen des inhomogenen Problems (f�ur zwei verschiedene Werte von N)

f�uhrt in jedem Fall auf eine L�osung des homogenen Problems (Gl. (3.20)). Die Konstanten

A, B und C ergeben sich wieder unter Beachtung der bekannten Werte der Interpolations-

funktion in den Dreiecksknoten. Sie lassen sich in Anteile, die von diesen Knotenwerten

abh�angen und in quelltermabh�angige Anteile aufteilen, wobei erstere mit den Konstanten

der vereinfachten Interpolationsfunktion (3.20) identisch sind.

A = A� +AS

B = B� +BS

C = C� + CS : (3.30)

Die quelltermabh�angigen Anteile ergeben sich zu

AS = �
S

�
(Y23FS1 + Y31FS2 + Y12FS3)

BS =
S

�
(�23FS1 + �31FS2 + �12FS3)

CS = �
S

�
((�2Y3 � �3Y2)FS1 + (�3Y1 � �1Y3)FS2 + (�1Y2 � �2Y1)FS3) ; (3.31)

wobei FS1, FS2 und FS3 die Werte der Quelltermfunktion in den Dreiecksknoten darstellen.

F�ur den Grenzfall reiner Di�usion (Pe = 0) wird aus Gl. (3.29)

FS =

"
1

N

 
�X2

2	

!
+

�
1�

1

N

�
Y 2

2	

#
: (3.32)
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Die Gr�o�e N in den Gl. (3.29) und (3.32) ist ein freier Parameter, der die Abh�angigkeit

der Quelltermfunktion FS von den beiden Koordinatenrichtungen steuert. Gl. (3.28) erf�ullt

f�ur beliebige reelle Werte von N die inhomogene Di�erentialgleichung (3.27), unter dem

Gesichtspunkt einer gewichteten Interpolation zwischen beiden Koordinatenrichtungen er-

scheinen aber nur Werte im Bereich 1 � N � 1 als sinnvoll. Prakash (1986) w�ahlt f�ur N

den festen Wert 1, wodurch sich eine Abh�angigkeit der Quelltermfunktion ausschlie�lich in

lokaler Hauptstr�omungsrichtung ergibt. Hookey et al. (1988) setzen f�ur N den Wert 2, d. h.

sie ber�ucksichtigen gleicherma�en eine X- und Y-Abh�angigkeit der Quelltermfunktion.

Im folgenden wird diskutiert, welches der physikalisch sinnvollere Wert f�ur den Quellterm-

parameter N ist. Dazu werden zun�achst zwei Grenzf�alle untersucht:

� F�ur den Grenzfall Pe ! 1 kann der Di�usionsterm in Y-Richtung in Gl. (3.27)

vernachl�assigt werden. Die allgemeine analytische L�osung der gew�ohnlichen Di�eren-

tialgleichung

�U
d�

dX
�	

d2�

dX2
= S (3.33)

verdeutlicht, da� in diesem Fall eine lineare Abh�angigkeit der Quelltermfunktion in

Str�omungsrichtung sinnvoll ist:

� =
K1	

�U
e
�U

	 +K2 + S �
X

�U
: (3.34)

K1 und K2 sind darin Integrationskonstanten. Dies entspricht einem Wert des Quell-

termparameters von 1 und f�uhrt zur Quelltermfunktion

FS =
X

�U
: (3.35)

� F�ur den Grenzfall Pe = 0, also dem Fall reiner Di�usion, verliert die X-Koordinaten-

richtung ihre Bedeutung als Hauptstr�omungsrichtung im Dreieck. X und Y stellen

in diesem Fall ein beliebiges, frei w�ahlbares orthogonales System dar und es gibt

keinen Grund, eine der beiden Richtungen bez�uglich der Wirkung des Quellterms

zu bevorzugen. In diesem Fall mu� N = 2 gew�ahlt werden, um eine quadratische

Abh�angigkeit der Quelltermfunktion von beiden Raumrichtungen zu erhalten. Die

Quelltermfunktion

FS =
1

4	

�
X2 + Y 2

�
(3.36)

gibt den parabolischen Charakter des zweidimensionalen Di�usionsproblems mit

Quelle wieder und erscheint somit physikalisch sinnvoll.

Obige Betrachtung zeigt, da� die Wahl eines �xen Wertes f�ur N eine physikalisch korrekte

Behandlung des Problems im gesamten Pe-Zahlenbereich ausschlie�t. Dies legt nahe, den

Parameter N als lokale Gr�o�e zu de�nieren, deren Wert von den lokalen Str�omungsbedin-

gungen abh�angt. In dieser Arbeit wird eine Berechnung des Quelltermparameters N auf

Basis der Funktion

N = 1 + e
�CN Pe

Pemax (3.37)
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vorgeschlagen. Gl. (3.37) liefert lokale, im �niten Dreieckselement konstante Werte f�ur N .

Die zur Skalierung der Peclet-Zahl notwendige Gr�o�e Pemax ist darin der Maximalwert aller

dreiecksbezogenen Pe-Werte. Die Konstante CN steuert die Steigung der Funktion zwischen

den Extremalwerten N = 2 und N = 1. F�ur laminare Naturkonvektionsstr�omungen hat sich

beispielsweise ein Wert von CN = 3:0 bew�ahrt, der zu relativ moderaten Gradienten der

Funktion bei h�oheren Pe-Zahlen f�uhrt.

Die Erweiterung der Ansatzfunktion (3.20) um einen quelltermabh�angigen Beitrag ist gleich-

bedeutend mit einer expliziten Ber�ucksichtigung der Wirkung von Quelltermen bereits in

der Ansatzfunktion. Stellt � in Gl. (3.28) eine Geschwindigkeitskomponente und der Druck-

gradient entsprechend Tabelle 3.1 eine Impulsquelle dar, wird der Druck massiv in die Kon-

tinuit�atsgleichung eingebracht und eine m�ogliche Entkoppelung von Druck und Geschwin-

digkeit verhindert. Die Quelltermabh�angigkeit der Ansatzfunktion ist Grundvoraussetzung

f�ur die Anwendbarkeit des beschriebenen equal-order-Verfahrens.

3.3.4 Allgemeine diskretisierte Erhaltungsgleichung

Zur Herleitung der diskretisierten algebraischen Gleichungen f�ur die Zustandsgr�o�en �i in

den Knotenpunkten der Triangulation sind alle Ober
�achen- (=Flu�-) und Volumenintegra-

le in Gl. (3.4) unter Beachtung der in Kapitel 3.3.3 aufgef�uhrten Interpolationsfunktionen

auszuf�uhren.

3.3.4.1 Flu�integrale

Die Berechnung der Ober
�achenintegrale erfordert zun�achst die Berechnung der ortsabh�angi-

gen Flu�komponenten Jx und Jy im Dreieck. Durch Einsetzen der Interpolationsfunktion

ergeben sich die lokalen Fl�usse in Abh�angigkeit von den lokalen KoordinatenX und Y sowie

von den unbekannten Knotenwerten �1 bis �3 zu

Jx(X;Y ) = [�(u� Uave cos�)�(X) �	cos�]A+ (�uY +	sin�)B + �uC

+ S

�
�uFS(X;Y )�	

@FS

@x

�
Jy(X;Y ) = [�(v � Uave sin�)�(X) �	sin�]A+ (�vY �	cos�)B + �vC

+ S

�
�vFS(X;Y )�	

@FS

@y

�
: (3.38)

Darin berechnen sich die �ortlichen Gradienten der Quelltermfunktion mit

@FS

@x
=

(
1

N�Uave
cos�+ (1� 1

N
)Y
	
sin� f�ur Uave > 0

� X

N	
cos�+ (1� 1

N
)Y
	
sin� f�ur Uave = 0

@FS

@y
=

(
1

N�Uave
sin�� (1� 1

N
)Y
	
cos� f�ur Uave > 0

� X

N	
sin�� (1� 1

N
)Y
	
cos� f�ur Uave = 0

: (3.39)

30



Die Integrationen �uber die im jeweiligen Dreieck verlaufenden Kontrollvolumenober
�achen

werden numerisch nach der Quadraturregel von Simpson unter Zuhilfenahme von drei �aqui-

distanten St�utzstellen ausgef�uhrt.

Z
a�c

~J~nd� =
�yac
6

[(Jx)a + 4(Jx)b + (Jx)c]�
�xac
6

[(Jy)a + 4(Jy)b + (Jy)c] : (3.40)

Abbildung 3.4: St�utzstellen f�ur Simpson-Integration �uber Kontrollvolumenober
�ache im

Dreieckselement.

Zu beachten ist, da� die Koordinaten der St�utzstellen a; b; c im allgemeinen Fall zeitabh�angig

sind. Aus Gr�unden der Volumenerhaltung sind die Integrationen �uber die zwischen den

diskreten Zeitpunkten n und n+1 arithmetisch gemittelten Koordinaten auszuf�uhren (siehe

auch Kapitel 3.3.6). Dabei ist auf einen mathematisch positiven Richtungssinn zu achten.

Die integralen Beitr�age der einzelnen Dreiecke sind in geeigneter Weise aufzuaddieren. Im

Falle von Randknoten, an denen Randbedingungen vom Typ Neumann oder Robbins vor-

gegeben sind, sind die entsprechenden Anteile aus diesen Randbedingungen zu ber�ucksich-

tigen. Das Flu�integral �uber die geschlossene Kontrollvolumenober
�ache um den Knoten i

l�a�t sich dann in folgender Form darstellen:

Z
�

~J~nd� = aJi �i +
NX

nb=1

aJnb�nb +
MX
j=1

�Jj Scj : (3.41)

Darin istN die Anzahl der den Knoten i umgebenden Knoten,M die Anzahl der den Knoten

i umgebenden Dreiecke (f�ur innenliegende ist N = M). �jScj sind die quelltermabh�angi-

gen Beitr�age der umliegenden Dreiecke.1Eine seperate Abspeicherung dieser Beitr�age ist

allerdings nur im Falle der Impulsgleichungen notwendig, weil die Koe�zienten �j sp�ater

in der Geschwindigkeitskorrekturgleichung (siehe Kapitel 3.3.5.3) ben�otigt werden. Im Fal-

le der Energiegleichung oder anderer skalarer Erhaltungsgleichungen k�onnen die einzelnen

quelltermabh�angigen Beitr�age zu einer Konstanten bJ aufsummiert werden:

Z
�

~J~nd� = aJi �i +
NX

nb=1

aJnb�nb + bJ : (3.42)

1. In den Gl. (3.41�) kennzeichnet die Indizierung i knotenbezogene, die Indizierung j elementbezogene

Werte.
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3.3.4.2 Instation�are Integrale

Die Integration des instation�aren Terms in Gl. (3.4) �uberf�uhrt diesen in eine algebraische

Gleichung der Form
d

dt

Z

(t)

(��d
) = ati�
n+1
i

+ dti�
n

i ; (3.43)

sofern f�ur die zeitliche Diskretisierung ein einseitiges Di�erenzenschema mit zwei Zeitebenen

zum Einsatz kommt. Bei der Bestimmung der Koe�zienten in Gl. (3.43) ist die Zeitabh�angig-

keit des Integrationsvolumens zu ber�ucksichtigen. Die Gr�o�e �i des betrachteten Knotens

wird als �ortlich konstant im gesamten Kontrollvolumenfragment angenommen, so da� gilt:

d

dt

Z

(t)

(��d
) �
MX
j=1

�
d

dt
(�j�i �
j)

�
�

MX
j=1

�
�j

�t
(�
n+1

j
�n+1
i
� �
n

j �
n

i )

�
: (3.44)

F�ur die Koe�zienten entsprechend Gl. (3.43) ergibt sich

ati =
MX
j=1

�j �

n+1
j

�t
; d =

MX
j=1

�
�j �


n
j

�t
: (3.45)

3.3.4.3 Quelltermintegrale

Die Volumenintegrale der Quelltermfunktion sind in jedem Kontrollvolumenfragment, das

den Knoten i umgibt, unter Beachtung der Interpolationsfunktion f�ur die Quellterme (Gl.

3.11) auszuf�uhren. Im gesamten Teilvolumen �
 eines jeden Dreiecks wird dabei der Kno-

tenwert �i als konstant angenommen, das Integrationsvolumen betr�agt jeweils ein Drittel

der Dreiecks
�ache. Nach Addition der Beitr�age aller umliegenden Dreiecke erh�alt man:

Z

(t)

Sd
 = aSi �i +
MX
j=1

�Sj Scj : (3.46)

3.3.4.4 Gesamte diskretisierte Erhaltungsgleichung

In einem letzten Schritt sind die Beitr�age des Flu�integrals, des Quelltermintegrals und

des instation�aren Integrals zu addieren. Auf diese Weise entsteht f�ur jeden Knoten i der

Triangulation, dessen Wert nicht vorgegeben ist, eine algebraische Gleichung der Form

a
�

i
�i +

NX
nb=1

a
�

nb
�nb +

MX
j=1

�
�

j
S
�

cj
+ d��ni = 0: (3.47)

F�ur Randknoten mit Dirichlet-Randbedingungen werden keine diskretisierten Gleichungen

aufgestellt. Die Zeitindizierung der Terme ohne Zeitindex ist vom gew�ahlten Zeitschrittver-

fahren (siehe Kapitel 3.3.7) abh�angig.

In der beschriebenen Art und Weise lassen sich unter Ber�ucksichtigung der entsprechenden

De�nition f�ur � und S sowohl die integrale Impulsgleichung als auch die integrale Energie-

gleichung in Systeme algebraischer Gleichungen �uberf�uhren. Die davon etwas abweichende

Herleitung der au�erdem ben�otigten Druckgleichung sowie der Druckkorrektur- und Ge-

schwindigkeitskorrekturgleichungen wird im nachfolgenden Unterkapitel er�ortert.
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3.3.5 Spezielle diskretisierte Gleichungen

3.3.5.1 Druckgleichung

Das verwendete iterative SIMPLER-Verfahren sieht neben einer Druckkorrekturgleichung

die zus�atzliche Verwendung einer Druckgleichung vor. Diese Druckgleichung ergibt sich aus

der integralen Kontinuit�atsgleichung Z
�(t)

�~v~nd� = 0 (3.48)

durch Einsetzen der Interpolationsfunktionen f�ur die Geschwindigkeiten

u = Au�(X) +BuY + Cu + Su � FS(X;Y;N) (3.49)

v = Av�(X) +BvY + Cv + Sv � FS(X;Y;N) ; (3.50)

deren Quellterme Su bzw. Sv eine Abh�angigkeit vom Druckgradient enth�alt. Diese Druck-

gradienten sind gem�a� den Gleichungen (3.17), die Exponentialfunktion �(X) und die Quell-

termfunktion FS(X;Y;N) gem�a� den Gleichungen (3.21) bzw. (3.29) einzusetzen. F�ur die

Gesamtquellterme sind die De�nitionen nach Tab. 3.1 auf Seite 23 zu verwenden. Ent-

sprechend Gl. (3.7) liefern dabei alle den Knoten i umgebenden Dreiecke Beitr�age zu den

Ober
�achenintegralen. Die entstehende diskrete Gleichung im Knoten i kann in die folgende

Form �uberf�uhrt werden:

a
p

i
pi +

NX
nb=1

a
p

nb
pnb = c

p

i
: (3.51)

Die Summation ist dabei �uber alle N Nachbarknoten, die den Knoten i umgeben, aus-

zuf�uhren.

3.3.5.2 Druckkorrekturgleichung

Prinzipiell bilden die diskretisierten Erhaltungsgleichungen f�ur Masse, Impuls und Ener-

gie ein geschlossenes Gleichungssystem, das zur Bestimmung von Strom-, Temperatur-

und Druckfeld ausreichend ist.2 Im SIMPLER-Algorithmus (Patankar 1985) ist jedoch ein

zus�atzlicher Druckkorrekturschritt vorgesehen, um die Konvergenz des iterativen Verfahrens

sicherzustellen. Dabei ist der aus der Druckgleichung erhaltene Druck p� so zu korrigieren,

da� er zusammen mit dem aus den Impulsgleichungen erhaltenen Geschwindigkeitsfeld ~v�

die Kontinuit�atsgleichung erf�ullt. Das so erhaltene divergenzfreie Geschwindigkeitsfeld geht

in die Berechnung des Temperaturfeldes aus der diskretisierten Energiegleichung ein. Die

Herleitung der Druckkorrekturgleichung erfolgt analog zur Herleitung der Druckgleichung.

Der Druck p ist dabei �uberall durch die Summe p�+ p̂ zu ersetzen, wobei f�ur p� die zuvor aus

der Druckgleichung berechneten nodalen Dr�ucke einzusetzen sind und p̂ die unbekannten

2. Im Falle bewegter Kontrollvolumen ist au�erdem die diskretisierte Volumenerhaltungsgleichung zu

erf�ullen (siehe Kapitel 3.3.6).
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Korrekturen dieser Dr�ucke darstellen. Die in der Druckgleichung (3.51) berechneten Koe�-

zienten a
p

i
und apn bleiben dabei erhalten, lediglich die rechte Seite des Gleichungssytems

mu� modi�ziert werden:

a
p

i
p̂i +

NX
nb=1

a
p

nb
p̂nb = c

p̂

i
: (3.52)

3.3.5.3 Geschwindigkeitskorrekturgleichung

Im zweiten Teil des Korrektorschrittes des SIMPLER-Verfahrens ist das aus den Impulsglei-

chungen erhaltene Geschwindigkeitsfeld ~v� mit Hilfe der aus der Druckkorrekturgleichung

berechneten Druckkorrekturen p̂ zu korrigieren. Die diskretisierten Impulsgleichungen bilden

die Basis zur Herleitung der Geschwindigkeitskorrekturgleichungen, welche exemplarisch f�ur

die u-Geschwindigkeitskomponente aufgezeigt wird und entsprechend auch f�ur die anderen

Komponenten gilt. Zun�achst sind die nodalen Geschwindigkeiten ui durch u
�
i
+ ûi und die

nodalen Dr�ucke pi (in den Quelltermen Scj enthalten) durch p
� + p̂ zu ersetzen:

ai(u
�
i + ûi) =

NX
nb=1

anb(u
�
nb + ûnb) + diu

n

i +

MX
j=1

�j

�
Su �

@p�

@x
�
@p̂

@x
+ ��gx(T � T0)

�
j

: (3.53)

Anschaulich wird also das Geschwindigkeitsfeld (genauer: die Korrekturen ûi zum bekannten

Geschwindigkeitsfeld u�
i
) gesucht, das zusammen mit dem korrigierten Druckfeld (p�

i
+ p̂i)

die Impulsgleichung erf�ullt. Mit

aiu
�
i =

NX
nb=1

anbu
�
nb + diu

n

i +
MX

nb=1

�j

�
Su �

@p�

@x
+ ��gx (T � T0)

�
i

(3.54)

kann Gl. (3.53) zu

aiûi =
NX

nb=1

anbûnb

| {z }
�0

+
MX
j=1

�j

�
�
@p̂

@x

�
(3.55)

vereinfacht werden. Bei Vernachl�assigung des ersten Termes der rechten Seite in Gl. (3.55)

ergibt sich eine explizite Gleichung zur Berechnung der nodalen Geschwindigkeitskorrektu-

ren aus den nodalen Druckkorrekturen:

ûi =

P
M

j=1 �j

�
�@p̂
@x

�
ai

: (3.56)

Die dreiecksbezogenen Quelltermkoe�zienten �j wurden ebenso wie die Koe�zienten au
i

bereits bei der Diskretisierung der Impulsgleichung errechnet und abgespeichert.

3.3.6 Gitterbewegung und Volumenerhaltungsgleichung

In dieser Arbeit wird das CVFEM-Verfahren von Prakash (1986) auf bewegte Kontroll-

volumen erweitert. Dabei wird dem Geschwindigkeitsfeld der Fluidteilchen das zeit- und
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ortsabh�angige Geschwindigkeitsfeld des numerischen Gitters �uberlagert. In diesem Zusam-

menhang spielt die Einhaltung der Volumenerhaltungsgleichung (2.4) eine wichtige Rolle.

Die Geschwindigkeiten der Kontrollvolumenober
�achen sind so zu de�nieren, da� die zeit-

liche Volumen�anderung aus der Volumenerhaltungsgleichung, n�amlich

�


�t
=

Z
�
~w~n d� ; (3.57)

der tats�achlichen Volumen�anderung des Kontrollvolumens entspricht (Demirdzic und Peric

1988).

Eine naheliegende Festlegung der Gittergeschwindigkeiten mi�achtet die Volumenerhal-

tungsgleichung, wie Demirdzic und Peric (1988) am Beispiel einer �niten Volumendiskreti-

sierung zeigen. Werden, wie in Abb. 3.5 angedeutet, die Kontrollvolumen zu den Zeitpunkten

n und n + 1 als bekannt angenommen, liegt eine Festlegung der Gittergeschwindigkeiten

mit

wx =
�x

�t
wy =

�y

�t
(3.58)

und eine Diskretisierung der Erhaltungsgleichung der Form

�


�t
= wx�y + wy�x (3.59)

nahe. Wie in Abb. 3.5 angedeutet, f�uhrt dies jedoch zu einer Volumendivergenz, also ei-

ner zus�atzlichen Fehlerquelle im numerischen Verfahren. In Demirdzic und Peric (1988)

werden die negativen Auswirkungen solcher k�unstlicher Volumen- bzw. Massenquellen auf

numerische Berechnungen ausf�uhrlich diskutiert.

wy

(a) (b) Volumen-
divergenz

Abbildung 3.5: Volumendivergenz bei fehlerhafter Diskretisierung der Volumenerhaltungs-

gleichung: (a) Volumen zum Zeitpunkt n und Ober
�achengeschwindigkeiten,

(b) Volumen zum Zeitpunkt n+ 1 und resultierende Volumendivergenz.

Im vorgestellten CVFEM-Verfahren wird die Volumenerhaltungsgleichung exakt erf�ullt,

wenn die Zeitabh�angigkeit des Integrationsvolumens beim Ausf�uhren der Ober
�acheninte-

grale ber�ucksichtigt wird. Dies soll die folgende Betrachtung verdeutlichen. Die Positionen

der Dreiecksknoten, die das Kontrollvolumen umgeben, werden sowohl zum Zeitpunkt n
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als auch zum Zeitpunkt n+ 1 als bekannt vorausgesetzt.3 In Analogie zu den Gleichungen

(3.58) wird ein linearer Verlauf der Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Punkten a

und b de�niert (siehe auch Abb. 3.6):

wx(y) = wx;a +
y � ya
yb � ya

wx;b

wy(x) = wy;a +
x� xa
xb � xa

wy;b : (3.60)

a

b'

a'

bc

c'

1

2

3

3'

2'

1'

1+n

n

Abbildung 3.6: Bewegte Kontrollvolumenober
�ache im Dreieck.

Wird von der Volumenerhaltungsgleichung in der Form


n+1 � 
n =

Z
�t

�Z
��
~w~n d�

�
dt (3.61)

ausgegangen, kann mit Hilfe dieser Geschwindigkeitsde�nitionen zun�achst das innere, �ortli-

che Integral analytisch gel�ost werden:Z
��
~w~n d� =

Z
�yab

wxdy �
Z
�xab

wydx =

1

2
(wx;a + wx;b)(ya � yb)�

1

2
(wy;a + wy;b)(xa � xb) : (3.62)

Zur Ausf�uhrung des Zeitintegrals ist die De�nition der Zeitabh�angigkeit der Gittergeschwin-

digkeiten erforderlich. Prinzipiell ist jede beliebige Abh�angigkeit der Geschwindigkeit von

der Zeit m�oglich, die das Kontrollvolumen vom Zustand 
n in den Zustand 
n+1 �uberf�uhrt.

Am einfachsten ist die De�nition zeitlich konstanter Geschwindigkeiten im betrachteten

Zeitintervall. Daraus ergibt sich unmittelbar eine lineare �Anderung der Koordinaten der

Punkte a und b, so da� eine analytische Zeitintegration zwischen den Grenzen t0 (ent-

spricht dem Zeitindex n) und t1 (entspricht dem Zeitindex n+ 1) einfach m�oglich ist. Dies

3. Die Kriterien zur Festlegung der Gittergeschwindigkeit in den Knotenpunkten der Triangulation werden

in Kapitel 5 diskutiert.
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f�uhrt auf die diskrete Form der Erhaltungsgleichung

�


�t
=

1

2
(wx;a + wx;b)(�yb � �ya)�

1

2
(wy;a + wy;b)(�xb � �xa) (3.63)

mit

�yi =
1

2
(yni + yn+1

i
) i = a; b

�xi =
1

2
(xni + xn+1

i
) i = a; b: (3.64)

Gl. (3.63) ist - obwohl auf v�ollig anderem Wege hergeleitet - identisch mit der in Demirdzic

und Peric (1988) vorgeschlagenen Diskretisierung, die eine exakte Einhaltung der Volu-

menerhaltung garantiert. Anschaulich bedeutet dies, da� eine Divergenzfreiheit nur dann

gew�ahrleistet ist, wenn die �ortlichen Integrationen �uber die zeitlich gemittelten Koordina-

ten der Integrationsbasen ausgef�uhrt werden. Konsistenterweise sind auch alle Flu�- und

Quelltermintegrationen jeweils auf Basis dieser Mittelung auszuf�uhren.

3.3.7 Zeitliche Diskretisierung

3.3.7.1 Allgemeines

Die Verwendung eines Zeitschrittverfahrens erfordert sowohl f�ur instation�are wie auch f�ur

station�are Probleme eine Diskretisierung der transienten Terme in den Erhaltungsgleichun-

gen und die Zuteilung eines Zeitindex f�ur alle Zustandsgr�o�en aus den Ortsableitungen. Kri-

terien zur Beurteilung der G�ute zeitlicher Diskretisierungsschemata sind u. a. Genauigkeit

(Fehlerordnung), numerischer Aufwand, numerische Di�usion und numerische Stabilit�at.

Grunds�atzlich wird dabei zwischen expliziten und impliziten Verfahren unterschieden.

Explizite Verfahren weisen allen Zustandsgr�o�en aus den Ortsableitungen den Zeitindex

n zu, d. h. diese werden als bekannt angenommen. Die L�osung gro�er Gleichungssysteme, die

in der Regel einen nicht unerheblichen numerischen Aufwand darstellt, wird damit hinf�allig.

Explizite Verfahren der Zeitordnung O(�t) sind unterdi�usiv, d. h. sie ber�ucksichtigen we-

niger als die physikalische Di�usion. Diese k�unstliche Verringerung der Di�usivit�at, die auch

als numerische Dissipation bezeichnet wird, wird im Folgenden anhand einer eindimensio-

nalen Konvektions-Di�usions-Gleichung er�ortert:

@�

@t
= �u

@�

@x
+	

@2�

@x2
: (3.65)

Um die Wirkung einer einseitigen, expliziten zeitlichen N�aherung bez�uglich numerischer

Di�usion zu verdeutlichen, werden die �ortlichen Ableitungen mit zentralen Di�erenzen dis-

kretisiert:
�n+1
i
� �n

i

�t
= �u

�n
i+1 � �

n
i�1

2�x
+	

�n
i+1 + �n

i
+ �n

i�1
�x2

: (3.66)

Werden nun alle Di�erenzenquotienten in Gl. (3.66) in Taylorreihen entwickelt und dort

eingesetzt, so ergibt sich

@�

@t

����
n

i

+
�t

2

@2�

@t2

�����
n

i

+O(�t2) = �u
�
@�

@x

����
n

i

+O(�x2)

�
+	

"
@2�

@x2

�����
n

i

+O(�x2)

#
: (3.67)
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Gl. (3.67) verdeutlicht, da� die �nite Di�erenzenn�aherung in Gl. (3.66) eine N�aherung von

1. Ordnung bez�uglich der Zeit und von 2. Ordnung bez�uglich des Ortes ist. Wird Gl. (3.65)

nach der Zeit di�erenziert, erh�alt man nach geeigneter Umformung (G�unther 1997a)

@2�

@t2
� u2

@2�

@x2
+ 2u	

@3�

@x3
�	2@

4�

@x4
= 0 (3.68)

bzw. bei Vernachl�assigung der Ableitungsterme h�oherer Ordnung

@2�

@t2
� u2

@2�

@x2
: (3.69)

Wird diese N�aherung in Gl. (3.67) eingesetzt, erh�alt man

@�

@t

����
n

i

= �u
@�

@x

����
n

i

+

 
	�

u2�t

2

!
@2�

@x2

�����
n

i

+O(�t2) +O(�x2): (3.70)

Man erkennt eine zu �t proportionale Verringerung des Di�usionsterms, die eindeutig

auf die Verwendung einer expliziten und einseitigen N�aherung f�ur den instation�aren Term

zur�uckzuf�uhren ist und u. U. zur Instabilit�at des gesamten Verfahrens f�uhren kann. Um bei

Verwendung einer expliziten Zeitdiskretisierung numerische Stabilit�at zu gew�ahrleisten, sind

ferner folgende numerische Kriterien zu erf�ullen, die in der Praxis eine starke Beschr�ankung

des zul�assigen Zeitschritts �t bedeuten:

� Di�usionslimit:

D =
	�t

�x2
�

1

2
: (3.71)

� Courant-Friedrichs-Levy-Kriterium:

C =
u�t

�x
� 1 : (3.72)

Eine einfache Herleitung dieser Kriterien erh�alt man, wenn Gl. (3.66) unter Verwendung

der Kennzahlen C und D wie folgt dargestellt wird:

�n+1
i

= (
C

2
+D)�ni�1 + (1� 2D)�ni + (�

C

2
+D)�ni+1 : (3.73)

Nach Patankar (1980) ist die Stabilit�at eines numerischen Verfahrens nur f�ur Diskretisie-

rungsschemata mit ausschlie�lich positiven Koe�zienten gesichert. Ein negativer Koe�zient

auf der rechten Seite von Gl. (3.73) bedeutet n�amlich, da� die Erh�ohung des �-Wertes eines

Nachbarknotens den �-Wert im Knoten i verringert. Ein solches Verhalten ist unphysi-

kalisch und kann zur Instabilit�at des Verfahrens f�uhren. Eine Einhaltung dieser positiven

Koe�zientenregel ist f�ur die FTCS-Diskretisierung (=Forward Time Centered Space) in Gl.

(3.73) nur dann gew�ahrleistet, wenn

D �
1

2
und C � 1 (3.74)
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erf�ullt sind.4 Der Koe�zient vor �ni+1 ist allerdings nur dann positiv, wenn au�erdem das

Kriterium
C

D
� 2 (3.75)

erf�ullt ist. Dies f�uhrt direkt auf die bekannte Maschen-Reynolds-Zahl-Bedingung

Re�x =
u�x

	
� 2 : (3.76)

Gl. (3.76) ist im �ubrigen auch bei station�aren Gleichungen zu erf�ullen und stellt nur indirekt

(�uber �x) eine Zeitschrittbeschr�ankung dar.

Implizite Verfahren betrachten die diskretisierten ortsabh�angigen Terme zum neuen Zeit-

punkt n + 1. Eine L�osung diskretisierter Gleichungen ist somit nur innerhalb eines Glei-

chungssystems m�oglich, was einen erheblichen numerischen Mehraufwand gegen�uber explizi-

ten Verfahren bedeutet. Implizite Verfahren 1. Ordnung sind �uberdi�usiv. Eine zu Gl. (3.70)

analoge Gleichung kann f�ur einseitige implizite Diskretisierung (implizites Euler-Verfahren)

hergeleitet werden, wobei sich lediglich das Vorzeichen der numerischen Dissipation um-

dreht:
@�

@t

����
n+1

i

= �u
@�

@x

����
n

i

+

 
	+

u2�t

2

!
@2�

@x2

�����
n

i

+O(�t2) +O(�x2) : (3.77)

Positive numerische Dissipation hat die gleiche d�ampfende Wirkung wie die von einer

Upwind-Diskretisierung des konvektiven Termes herr�uhrende positive numerische Diffusion.

In diesem Sinne ist die Verwendung einer impliziten Zeitdiskretisierung in Kombination mit

einer �ortlichen Upwind-Diskretisierung als besonders negativ zu werten, weil sich die �uber-

di�usiven Beitr�age aufaddieren (G�unther 1997a).

Seitens der numerischen Stabilit�at gelten f�ur implizite Verfahren keine Zeitschrittbeschr�an-

kungen, wie man z. B. anhand einer Neumannschen Stabilit�atsanalyse f�ur eine implizite

Euler-Diskretisierung in Verbindung mit Zentraldi�erenzenans�atzen f�ur Gl. (3.65) zeigen

kann. Die zu Gl. (3.73) analoge Gleichung lautet im impliziten Fall

(1 + 2D)�n+1
i

= (
C

2
+D)�n+1

i�1 + �ni + (�
C

2
+D)�n+1

i+1 (3.78)

und verdeutlicht die numerische Stabilit�at anschaulich anhand der Koe�zienten. F�ur die

Einhaltung der positiven Koe�zientenregel mu� hier lediglich Gl. (3.76) erf�ullt sein. Eine

Verletzung des Maschenreynoldskriteriums kann zu unphysikalischen Oszillationen f�uhren,

auch wenn die unbedingte Stabilit�at vollimpliziter Verfahren gew�ahrleistet, da� diese Oszil-

lationen in der Zeit nicht kontinuierlich anwachsen (Patankar 1980, S.57).

Neben den beschriebenen voll expliziten und voll impliziten Zeitdiskretisierungen ist eine

gewichtete Addition von expliziten und impliziten Anteilen m�oglich:

�n+1
i
� �n

i

�t
= �L(�n+1

i
) + (1��)L(�ni ) : (3.79)

4. Das Kriterium f�ur D ergibt sich direkt aus dem Koe�zienten f�ur �ni , das Kriterium f�ur C aus dem

Koe�zienten f�ur �ni�1 im Falle D = 0.

39



L ist darin ein beliebiger �ortlicher Di�erentialoperator, � ein freier Parameter, der bei

einer Interpolation zwischen 0 und 1 zu w�ahlen ist, bei einer Extrapolation auch andere

Werte annehmen kann. Eine Herleitung der �aquivalenten Di�erentialgleichung entsprechend

Gl. (3.67) f�ur eine zentrale �ortliche Diskretisierung und eine zeitliche Diskretisierung nach

Gl. (3.79) liefert den f�uhrenden Fehlerterm

O(�t) =
�t

2

@

@t

"
@�

@t
� 2�

 
u
@�

@x
�  

@2�

@x2

!#
: (3.80)

Man erkennt, da� der Klammerterm f�ur � = 0:5 gerade zu null wird. Dies f�uhrt zur Crank-

Nicolson-Diskretisierung, die folglich von 2. Ordnung Genauigkeit ist und anschaulich eine

lineare Interpolation zwischen beiden Zeitebenen darstellt.

Neben den oben genannten Kriterien zur Bewertung numerischer Zeitdiskretisierungssche-

mata ist bei der Entscheidung f�ur oder gegen eines der genannten Verfahren zus�atzlich

das zeitliche Verhalten des gestellten Problems zu ber�ucksichtigen. Wird ein station�ares

Problem mit einem time-marching-Verfahren gel�ost, ist die Zeitgenauigkeit der einzelnen

Zeitschrittl�osungen oftmals von untergeordneter Bedeutung. Dies gilt jedoch nicht, wenn

die zeitlichen Perioden oder aperiodischen Oszillationen eines instation�aren Problems be-

rechnet werden soll. Das Diskrepanz-Statement (Chapman 1981, G�unther 1997a) besagt so-

gar, da� beide genannten Probleme bei Verwendung desselben Zeitdiskretisierungsschemas

nicht mit gleicher Genauigkeit gel�ost werden k�onnen. Es entsteht ein Zielkon
ikt zwischen

dem korrekten zeitlichen Transport von Str�omungsstrukturen und der Oszillationsfreiheit

einzelner Zeitschrittl�osungen.

Im vorgestellten numerischen Code sind die drei im folgenden beschriebenen zeitlichen Dis-

kretisierungsschemata implementiert. Je nach Art des gestellten Problems ist vom Benutzer

unter Abw�agung der genannten Kriterien das jeweils geeignetste Verfahren auszuw�ahlen.

3.3.7.2 Explizites Euler-Verfahren

Die einfachste Form einer expliziten Diskretisierung stellt das explizite Euler-Verfahren dar,

welches ein Verfahren von 1. Ordnung Genauigkeit ist:

�n+1
i
� �n

i

�t
= L(�n) +O(�t) : (3.81)

L ist darin ein beliebiger �ortlicher Di�erentialoperator. Explizite Verfahren sind nur f�ur sehr

kleine Zeitschritte numerisch stabil.

3.3.7.3 Implizites Euler-Verfahren

Das implizite Euler-Verfahren betrachtet alle �ortlichen Terme der Di�erentialgleichung zum

Zeitschritt n+ 1:
�n+1
i
� �n

i

�t
= L(�n+1) +O(�t) : (3.82)

Diese Diskretisierung ist ebenfalls von 1. Ordnung Genauigkeit, unterliegt seitens der Sta-

bilit�at aber keiner Zeitschrittbeschr�ankung.
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3.3.7.4 Crank-Nicolson-Verfahren

Das Crank-Nicolson-Verfahren ist ein semi-implizites Verfahren, das durch lineare Interpo-

lation zwischen den Zeitebenen n+ 1 und n entsteht:

�n+1
i
� �n

i

�t
=

1

2
L(�n+1

i
) +

1

2
L(�ni ) +O(�t2) : (3.83)

Bez�uglich des numerischen Aufwands und des Stabilit�atsverhaltens ist es mit vollimplizi-

ten Verfahren vergleichbar. Das Crank-Nicolson-Verfahren ist ein Verfahren 2. Ordnung

Genauigkeit und bringt keine zus�atzliche numerische Dissipation ein.

3.3.8 Lineare Gleichungssysteme

Die Diskretisierung und Linearisierung der Di�erentialgleichungen f�uhrt auf gro�e lineare

Gleichungssysteme der Form

A(n x n) � ~� = ~r (3.84)

mit der Koe�zientenmatrix A, dem Vektor ~� der zu bestimmenden Unbekannten und dem

Vektor ~r der rechten Seite. Direkte L�osungsverfahren (z. B. Jacobi-Methode oder Gauss-

Seidel-Elimination) l�osen dieses System durch Inversion der Koe�zientenmatrix A. Bei

gro�en Gleichungssystemen (d. h. bei hohen Werten f�ur n) sind direkte L�oser jedoch sehr

speicher- und rechenzeitintensiv, so da� bevorzugt iterative L�osungsverfahren eingesetzt

werden.

Die im vorliegenden CVFEM-Verfahren auf unstrukturierten Gittern entstehenden Koef-

�zientenmatrizen sind im allgemeinen weder symmetrisch noch von ausgepr�agter Band-

struktur.5 Im vorliegenden Code hat sich hierbei der Einsatz eines pr�akonditionierten CGS-

Verfahren (Conjugate Gradient Squared) aus der ESSL-Bibliothek (ESSL - Engineering and

scienti�c subroutine library, release 4 1990) bew�ahrt. Dieser instation�are iterative L�oser

zeigte innerhalb aller Test- und Anwendungsrechnungen gutes Konvergenzverhalten bei ak-

zeptablem Rechenaufwand.

3.3.9 Iterativer SIMPLER-Algorithmus

In Tabelle 3.3.9 sind abschlie�end alle Rechenschritte aufgelistet, die innerhalb einer SIMP-

LER-Iteration zu jedem Zeitschritt abzuarbeiten sind. Die Diskretisierung der dabei ver-

wendeten Gleichungen hat wie in den vorangegangenen Kapiteln beschrieben zu erfolgen.

Als Konvergenzresiduum wird die Summe der normalisierten Gleichungsresiduen verwendet:

R = Rp +Ru +Rv +Rh < Rmax : (3.85)

Rmax ist je nach Anwendungsfall (Zeitgenauigkeit der L�osung erforderlich oder nicht?) fest-

zulegen.

5. Mit Hilfe spezieller Elementneuordnungsalgorithmen, die nach jedem Zeitschritt eine Neunumerierung

der Knoten und Elemente vornehmen (siehe z. B. Gibbs (1976)), kann auch auf unstrukturierten Netzen

eine band�ahnliche Struktur der Matrix aufrechterhalten werden.
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Tabelle 3.2: Iterationsschritte des SIMPLER-Verfahrens.

1. L�ose diskretisierte Druckgleichung (3.51), um das Druckfeld p� zu erhalten:

ap
i
p�i +

X
N

apnp
�

n + cp
i
= 0 : (3.86)

Verwende hierzu ein gesch�atztes Geschwindigkeitsfeld bzw. das Geschwindig-
keitsfeld der letzten Iteration.

2. L�ose diskretisierte Impulsgleichungen (3.47), um das Geschwindigkeitsfeld ~v�

zu erhalten:

a
u
u
�

i +
X
N

a
u

nbu
�

nb +
X
M

�
u

j S
u

cj + d
�

i u
n

i = 0

a
v
v
�

i +
X
N

a
v

nbv
�

nb +
X
M

�
v

jS
v

cj + d
v

i v
n

i = 0 : (3.87)

In die Interpolation der Geschwindigkeitskomponenten entsprechend Gl. (3.28)
geht dabei das zuvor berechnete Druckfeld p� ein.

3. L�ose Druckkorrekturgleichung (3.52) zur Bestimmung der Druckkorrekturen p̂:

ap
i
p̂i =

X
N

apnp̂n + cp̂i : (3.88)

p̂ ist dabei derjenige Druck, um den das Druckfeld p� zu korrigieren ist, damit
p� + p̂ zusammen mit u� die Druckgleichung erf�ullt.

4. L�ose Geschwindigkeitskorrekturgleichung und bestimme ~̂v mit Hilfe der zuvor
berechneten Druckkorrekturen p̂:

a
u

i ûi =
X
M

�
u

j

@p̂

@x

a
v

i v̂i =
X
M

�
v

j

@p̂

@y
: (3.89)

5. L�ose diskretisierte Energieerhaltungsgleichung und bestimme Enthalpiefeld h
(bzw. Temperaturfeld T ):

a
h
hi +

X
N

a
h

nbhnb +
X
M

�
h

j S
h

cj + d
h

i h
n

i = 0 : (3.90)

Verwende hierzu das korrigierte Druckfeld p = p� + p̂ und das unkorrigierte
Geschwindigkeitsfeld ~v�.

6. Korrigiere das Geschwindigkeitsfeld ~v� mit Hilfe der zuvor berechneten Ge-
schwindigkeitskorrekturen:

u = u
� + û

v = v
� + v̂ : (3.91)

7. Wiederhole Schritte 1. - 6., bis Konvergenzkriterium erf�ullt ist.
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Kapitel 4

Numerische Behandlung von

Phasenwechselproblemen

4.1 Allgemeines

Entsprechend ihrer gro�en Bedeutung in technischen Prozessen st�o�t die numerische Be-

handlung von Phasenwechselproblemen in der Literatur auf gro�es Interesse. Schwerpunk-

te der Untersuchungen sind dabei vielfach die Bestimmung der transienten Phasengrenz-


�achenposition bzw. die Lokalisierung des Phasenwechselgebietes, welche mit den komplexen

Sto�- und W�armetransportmechanismen wechselwirken. Aus mathematischer Sicht stellt

ein Phasenwechselproblem ein freies Randwertproblem dar. Die Phasentrenn
�ache zwischen


�ussiger und fester Phase ist nicht a priori bekannt, sondern ergibt sich als Teil der L�osung

des Problems. Die numerische Behandlung freier Randwertprobleme wird dabei durch deren

starke Nichtlinearit�at erschwert. Neben dem konvektiven Massentransport und der Tempe-

raturabh�angigkeit der Sto�gr�o�en stellt die Existenz einer freien Grenz
�ache eine dritte

Nichtlinearit�at dar (Samarskii, Vabishchevich, Iliev und Churbanov 1993). Das ein frei-

es Randwertproblem beschreibende Di�erentialgleichungssystem ist somit im allgemeinen

ein hochgradig gekoppeltes, nichtlineares System. Die Koppelung der einzelnen Gleichun-

gen erfolgt hierin nicht nur �uber den Transport von Masse, Impuls und Energie, sondern

zus�atzlich �uber die Dynamik der Grenz
�ache. Die gleichzeitige L�osung des Di�erentialglei-

chungssystems und der Grenz
�achendynamik erfordert spezielle numerische Modelle.

4.1.1 Klassi�zierung numerischer Modelle

In der Literatur existiert eine Vielzahl unterschiedlichster numerischer Modelle zur Behand-

lung konvektionsdominierter Aufschmelz- und Erstarrungsvorg�ange. Diese Modelle lassen

sich prinzipiell in drei Gruppen unterteilen (Voller et al. 1987):

� Empirische Modelle: Im Sinne einer ingenieursm�a�igen N�aherung wird das Phasen-

wechselproblem als reines W�armeleitproblem behandelt. Der Ein
u� der Konvektion
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wird lediglich in Form einer verbesserten W�armeleitf�ahigkeit des 
�ussigen Mediums

ber�ucksichtigt. Zur groben Absch�atzung industrierelevanter integraler Gr�o�en wie zu-

oder abzuf�uhrende W�armemengen oder erforderliche K�uhlwasserstr�ome reicht eine

derartige Modellierung h�au�g aus. Eine genauere Betrachtung mit der Zielsetzung,

lokale Gr�o�en wie �ortliche Temperaturen oder Grenz
�achenpositionen zu ermitteln,

macht jedoch die Ber�ucksichtigung konvektiver Transportmechanismen unabdingbar.

Empirische Modelle liefern im technischen Ma�stab oftmals wichtige Anhaltspunk-

te zur Dimensionierung von Neuanlagen, werden im Rahmen dieser Arbeit aufgrund

ihrer Einfachheit aber nicht n�aher behandelt.

� Klassische Modelle: Klassische Modelle zeichnen sich durch eine zweiphasige nu-

merische Behandlung des Problems aus. Sto�- und W�armetransport in der 
�ussigen

Phase werden durch Erhaltungsgleichungen f�ur Masse, Impuls und Energie beschrie-

ben. In der festen Phase wird eine Energietransportgleichung gel�ost. Feste und 
�ussige

Phasen werden �uber die Randbedingungen des freien Randes aneinander gekoppelt.

Eine explizite Anwendung dieser Randbedingungen am exakten Ort ihrer G�ultigkeit

erfordert zu jedem Zeitpunkt eine diskrete Au
�osung des Randes in Form von Knoten

bzw. Kanten des numerischen Gitters. Prinzipiell kann dies mit Hilfe von transfor-

mierten Koordinatensystemen oder bewegten, deformierbaren Gittern erfolgen.

� Enthalpie-Modelle: Im Gegensatz zu klassischen Modellen bedienen sich Enthal-

pie-Modelle einer einphasigen Behandlung des gesamten Rechengebietes. Die Berech-

nung geschieht in der Regel auf einem festen numerischen Gitter, ein freier Rand wird

nicht explizit aufgel�ost. Dies macht gleichzeitig eine explizite Anwendung der Randbe-

dingungen des freien Randes wie im klassischen Modell unm�oglich. Stattdessen wird

die Freisetzung oder Absorption von Latentw�arme beim Phasen�ubergang implizit in

einer Erhaltungsgleichung f�ur die Enthalpie ber�ucksichtigt und die Phasengrenze an-

schlie�end �uber eine Hilfsvariable (lokaler Fl�ussigkeits- oder Feststo�anteil) rekon-

struiert. Diese Implementierung der Randinformation in einer Erhaltungslgleichung

ist gleichbedeutend mit einem Verschmieren der Phasengrenze bzw. der Phasengrenz-


�acheninformation �uber einen bestimmten r�aumlichen Bereich. In diesem Sinne sind

Enthalpie-Methoden eine Unterklasse der Volume-of-Fluid-Methoden (VoF) (Hirt und

Nichols 1981), die im Bereich der Zweiphasenstr�omungen gro�e Bedeutung erlangt ha-

ben. In Verbindung mit konvektiven Transportvorg�angen sind bei einer einphasigen

Behandlung des Problems zus�atzliche Modelle erforderlich, um die Fluidgeschwindig-

keit im Feststo� zu unterdr�ucken.

Klassische Modelle werden in der englischsprachigen Literatur auch als front-tracking-Me-

thoden bezeichnet. Transformationsmethoden bilden den bewegten, physikalischen Raum

auf einen unbewegten Rechenraum ab, wodurch eine \Immobilisierung\ des freien Ran-

des erreicht wird. Aufgrund der erforderlichen Landau-Koordinatentransformation ist die

Flexibilit�at dieser Methode bez�uglich Berechnungen in komplexen Geometrien allerdings

eingeschr�ankt (Viswanath und Jaluria 1993). Beispiele f�ur Transformationsmethoden f�ur

Aufschmelz- und Erstarrungsprobleme �nden sich u. a. in Hsu, Sparrow und Patankar
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(1981), Gadgil und Gobin (1984), Lacroix (1992) sowie Shyy, Udaykumar, Rao und Smith

(1996).

Numerische Modelle mit deformierbaren, bewegten Gittern sind in der Literatur seltener

anzutre�en. Die Mehrzahl der ver�o�entlichten Modelle arbeiten auf unstrukturierten Finite-

Elemente-Gittern. Lynch stellte 1982 ein Verfahren vor, das die Auswirkungen der Gitter-

bewegung direkt in die Erhaltungsgleichungen einschlie�t. Die Bewegung des Gitters wird

dabei �uber einen - der linearen Elastizit�atstheorie entlehnten - Gitterdehnungsalgorithmus

kontrolliert, der das Gitter wie ein elastisches Fachwerk aus Knoten und St�aben behandelt.

Weitere Beispiele f�ur Finite-Elemete-Methoden, die der freien Randbewegung mit defor-

mierbaren Gittern begegnen, sind die Verfahren von Albert und O'Neill (1986) und Ruan

und Zabaras (1990).

Enthalpie-Modelle, die eine Behandlung von Phasenwechselproblemen auf einem festen, nu-

merischen Gitter erm�oglichen, werden von zahlreichen Autoren eingesetzt. Finite-Volumen-

Verfahren f�ur zweidimensionale, konvektionsdominierte Phasenwechselprobleme wurden u. a.

von Voller et al. (1987), Voller und Prakash (1987) und Brent, Voller und Reid (1988)

vorgestellt. Varianten der Enthalpieformulierung ber�ucksichtigen die Latentw�armefreiset-

zung in Form einer scheinbaren W�armekapazit�at oder eines �ktiven Quellterms in der

Energiegleichung (Dalhuijsen und Segal 1986, Voller 1997). Lewis, Huang, Usmani und

Cross (1991) sowie Usmani, Lewis und Seetharamu (1992) behandeln konvektionsdomi-

nierte Erstarrungsprobleme mit Festgitter-Finite-Elemente-Verfahren auf Dreiecksgittern.

Hong und Liou (1998) berechnet das Aufschmelzen eines Metalls mit einem adaptiven

CVFEM-Verfahren auf unstrukturierten Dreiecksgittern, wobei auch hier eine Festgitter-

Enthalpieformulierung zum Einsatz kommt.

Neben den Enthalpie-Methoden haben im Bereich der Festgitterformulierungen neuerdings

die Phasenfeldmodelle Bedeutung erlangt. Diese Modelle l�osen in einem engen Bereich um

die physikalische Phasengrenze eine di�usive Transportgleichung f�ur die Phasenfeldvariable,

was einen sanften �Ubergang vom festen zum 
�ussigen Bereich gew�ahrleistet. Die Phasen-

grenze wird �uber volumetrische Quellen in den Erhaltungsgleichungen ber�ucksichtigt, eine

explizite Berechnung von Grenz
�achenormalen oder -geschwindigkeiten ist nicht erforder-

lich. T�onhardt und Amberg (1998) sowie Diepers, Beckermann und Steinbach (1997) unter-

suchen mit Hilfe zweidimensionaler Phasenfeldmodelle dendritische Erstarrung unter dem

Ein
u� von Konvektion.

Eine Bewertung der genannten Modelle oder ein Vergleich verschiedener Modelle mitein-

ander ist jeweils nur in Verbindung mit dem gerade betrachteten physikalischen Problem

m�oglich. Jedes numerische Modell besitzt einen eingeschr�ankten G�ultigkeitsbereich, der sei-

ne Anwendung nur unter bestimmten Voraussetzungen gestattet. Beispielsweise verbietet

sich die Anwendung eines Modells, das die Wirkung von Ober
�achene�ekten vernachl�assigt,

wenn die Morphologie einer Phasengrenze auf mikroskopischen Skalen interessiert. Eben-

so d�urfen Modelle, die eine homogene Materialzusammensetzung im Berechnungsgebiet

voraussetzen, nicht auf physikalische Probleme angewandt werden, bei denen Sto�- und

W�armetransport ma�geblich durch �ortliche Konzentrationsunterschiede beein
u�t werden.

Im Sinne einer e�zienten und �okonomischen Berechnung verlangt die Komplexit�at und
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Mannigfaltigkeit der m�oglichen physikalischen Ph�anomene (siehe Kapitel 2.1) angepa�te

numerische Modelle, die jeweils nur die ma�geblichen Ph�anomene ber�ucksichtigen und in

der Lage sind, diese physikalisch korrekt wiederzugeben. Um eine qualitative Bewertung

der unterschiedlichen Modelle vornehmen zu k�onnen, ist eine bestimmte Klassi�zierung der

Phasenwechselprobleme notwendig.

4.1.2 Klassi�zierung von Phasenwechselproblemen

Der Aufschmelzvorgang bzw. Erstarrungsvorgang eines beliebigen Sto�es ist mit der Ab-

sorption bzw. Freisetzung von Latentw�arme verbunden. Beim Aufschmelzvorgang stellt die

Latentw�arme eine Art thermische Aktivierungsenergie dar, die erforderlich ist, um die star-

ken intermolekularen Anziehungskr�afte zu �uberwinden, die den festen Aggregatszustand

kennzeichnen. Beim Erstarren werden die Molek�ule umgekehrt vom einem angeregten Zu-

stand in einen Zustand geringerer kinetischer Energie �uberf�uhrt, wobei der Di�erenzbetrag

der Energie als Latentw�arme frei wird. Der Ort des Latentw�armeumsatzes ist dabei immer

die Phasengrenze zwischen fest und 
�ussig. Im Hinblick auf die Anwendbarkeit unterschied-

licher numerischer Modelle ist eine Klassi�zierung von Phasenwechselproblemen entspre-

chend der makroskopischen Gestalt dieser Phasengrenze sinnvoll. Zwei Grenzf�alle lassen

sich diesbez�uglich unterscheiden.

1. Diskrete Phasenwechselprobleme

Diskrete Phasenwechselprobleme sind gleichbedeutend mit der Existenz diskreter,

auf makroskopischen Skalen ebener Phasengrenzen. Der Phasen�ubergang �ndet aus-

schlie�lich an der Phasengrenze statt, die eine scharfe Trennung von 
�ussiger und

fester Phase darstellt. Unter der Voraussetzung von thermodynamischem Gleichge-

wicht und der Vernachl�assigung von Ober
�achene�ekten besitzt jeder Punkt der Pha-

sengrenze zu jedem Zeitpunkt Schmelztemperatur. Diskrete Phasengrenzen treten bei

gerichteten Erstarrungs- oder Aufschmelzvorg�angen von Reinsto�en oder eutektischen

Gemischen auf. Generelle Phasenwechselprobleme k�onnen als diskrete Phasenwech-

selprobleme angen�ahert werden, wenn das r�aumliche Phasenwechselgebiet eine ver-

nachl�assigbare Tiefendimension (normal zur Ober
�ache) besitzt.

2. Kontinuierliche Phasenwechselprobleme

Obwohl Phasen�uberg�ange - mikroskopisch betrachtet - immer diskrete Phasen�uber-

g�ange sind, k�onnen diese bei makroskopischer Betrachtungsweise kontinuierlich er-

scheinen. Der �Ubergang vom 
�ussigen zum festen Zustand erstreckt sich dann �uber

einen bestimmten r�aumlichen Bereich. Innerhalb dieses �Ubergangsbereiches �ndet ein

kontinuierlicher �Ubergang aller physikalischer Gr�o�en von ihren Werten im 
�ussigen

Zustand zu ihren Werten im festen Zustand statt. Eine Phasengrenze im Sinne einer

scharfen Trennung der beiden Zust�ande ist nicht vorhanden. Beispiele f�ur diese Klasse

von Problemen sind gerichtete Erstarrungsvorg�ange, die mit morphologischen Insta-

bilit�aten verkn�upft sind (z. B. dendritische Erstarrung), innere Aufschmelzvorg�ange

unter (ann�ahernd) isothermen Bedingungen oder die Erstarrung unterk�uhlter Schmel-

zen (Nichtgleichgewichtserstarrung).
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung von Phasen�uberg�angen bei makroskopischer Be-

trachtung: (a) diskreter Phasen�ubergang, (b) kontinuierlicher Phasen�uber-

gang.

Selbstverst�andlich ist die Zuordnung eines physikalischen Problems zu einem dieser beiden

Klassen nicht immer eindeutig m�oglich. Die Frage, ob beispielsweise die gerichtete Erstar-

rung eines bin�aren Sto�gemisches ein diskretes oder kontinuierliches Phasenwechselproblem

darstellt, ist gleichbedeutend mit der Frage des Auftretens morphologischer Instabilit�aten.

Diese Fragestellung wiederum ist oftmals im Voraus nicht zu beantworten, da sie von einer

Vielzahl von Ein
u�faktoren abh�angt (Sto�werte, Randbedingungen, Geometrie, Konvek-

tionse�ekte etc.).

4.1.3 Bewertung numerischer Modelle f�ur Phasenwechselprobleme

In Zusammenhang mit der im vorherigen Kapitel dargelegten Einteilung der Phasenwech-

selprobleme in diskrete und kontinuierliche Phasen�uberg�ange liegt folgende Bewertung der

numerischen Modelle nahe: Eine realit�atsnahe Modellierung eines diskreten Phasen�uber-

gangproblems erfordert eine klassische Modellierung mit strikter Phasentrennung und ex-

pliziter Frontde�nition. Die Anwendung der Enthalpie-Formulierung f�uhrt in diesem Falle

zu einer unphysikalischen Verschmierung der diskreten Phasengrenze. Umgekehrt wird im

Falle eines kontinuierlichen Phasen�ubergangs die Existenz eines Phasen�uberganggebietes

zwischen fester und 
�ussiger Phase durch ein Enthalpie-Modell tre�end wiedergegeben. Die

Verschmierung der Latentw�armefreisetzung �uber einen gewissen r�aumlichen Bereich hat

hier durchaus physikalische Relevanz. Die Anwendung eines klassischen Modells ist in die-

sem Fall problematisch und zudem fragw�urdig, da die Stefanbedingung die W�armestr�ome an

einer diskreten Phasengrenze bilanziert, diese aber numerisch nicht aufgel�ost werden kann.

Ungeachtet der unphysikalischen Informationsverschmierung an diskreten Phasengrenzen

werden Enthalpie-Methoden in der einschl�agigen Literatur auch f�ur gerichtete Phasenwech-

selprobleme von Reinsto�en eingesetzt. Mit Hilfe geeigneter Algorithmen gelingt es dabei

in der Regel, die Breite des Phasenwechselgebietes auf die Dimension weniger Gitterzel-

len zu reduzieren. Bei entsprechend hoher Gitterau
�osung erlaubt die Rekonstruktion der

Phasengrenze aus dem Feld des lokalen Fl�ussigkeitsanteils eine Genauigkeit, die mit der

klassischer Modelle vergleichbar ist. Enthalpie-Modelle arbeiten in der Regel auf einem

festen numerischen Gitter und sind bez�uglich des numerischen Aufwands den klassischen

Modellen �uberlegen. Ihr gr�o�ter Vorteil ist in ihrer hohen Flexibilit�at zu sehen. W�ahrend
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der Einsatz klassischer Modelle aus den genannten Gr�unden auf diskrete Phasenwechselpro-

bleme beschr�ankt ist, k�onnen Enthalpie-Methoden generell eingesetzt werden. Im direkten

Vergleich mit klassischen Modellen (anhand diskreter Phasenwechselprobleme) zeigt die Er-

fahrung, da� klassische Modelle immer dann versagen, wenn die Berechnung mit starken

Verkr�ummungen und Verwindungen der Phasengrenze einhergeht (Voller 1997). Problema-

tisch erweisen sich diese Modelle auch, was die Entstehung neuer Phasen (z. B. zu Beginn

des Aufschmelzvorgangs eines anf�anglich komplett erstarrten K�orpers) oder die Koaleszenz

verschiedener Phasen (z. B. das Abschmelzen einer festen Phase zwischen zwei 
�ussigen

Phasen) angeht. Hier erweist sich die Anwendung der Enthalpie-Methoden als weitgehend

unproblematisch.

Diese eingeschr�ankte Flexibilit�at klassischer Modelle f�ur diskrete Phasenwechselprobleme

ist zum gro�en Teil in der eingeschr�ankten Flexibilit�at der Gitteradaptionsalgorithmen be-

gr�undet (Voller 1997). Ein stabiler und 
exibler Gitteralgorithmus erh�oht zugleich die Fle-

xibilit�at des gesamten Verfahrens. Die Anwendbarkeit klassischer Modelle mit transformier-

ten Koordinatensystemen ist auf eher geringe Deformationsgrade beschr�ankt. Strukturierte

Vernetzungen haben im Vergleich zu unstrukturierten Vernetzungen ein eingeschr�anktes

Potential, was die Anwendung lokaler Eingri�e in die Gitterstruktur betri�t. Eine adaptive,

unstrukturierte Vernetzung sollte hingegen - bei entsprechender Stabilit�at der numerischen

Algorithmen - in der Lage sein, auch starke Verwindungen freier R�ander aufzul�osen.

4.2 Bewegte-Gitter-Verfahren

Das in dieser Arbeit vorgestellte klassische Modell eines Bewegte-Gitter-Verfahrens eig-

net sich prim�ar f�ur die Behandlung diskreter Phasenwechselprobleme (Kapitel 4.2.1). Ein

Schwerpunkt darin stellen die in Kapitel 5.2 n�aher behandelten Gitteradaptionsalgorithmen

dar, die eine Anwendbarkeit des Verfahrens auch bei gro�skaligen Bewegungen und komple-

xen geometrischen Formen der Phasengrenze(n) erm�oglichen sollen. Um dieses Bewegte-

Gitter-Verfahren auch f�ur kontinuierliche Phasenwechselprobleme anwenden zu k�onnen,

wird es zus�atzlich mit einem Enthalpie-Modell gekoppelt. Das resultierende mehrphasige

Enthalpiemodell versucht auch f�ur diese Problemklasse bewegte numerische Gitter m�oglichst

gewinnbringend einzusetzen (Kapitel 4.2.2).

4.2.1 Behandlung diskreter Phasen�uberg�ange

Diskrete Phasen�uberg�ange an einer makroskopisch ebenen Phasentrenn
�ache sind durch

sprunghafte �Anderungen physikalischer und thermophysikalischer Gr�o�en gekennzeichnet.

Der gro�e Vorteil eines Bewegte-Gitter-Verfahrens besteht darin, da� die Phasengrenze hier

auch als Diskontinuit�at im Str�omungsfeld behandelt wird und nicht - wie im Falle einer

Fest-Gitter-Formulierung - �uber ein Phasenwechselgebiet endlicher Dicke verschmiert wird.

Die strikte r�aumliche Trennung von fester und 
�ussiger Phase, die sich im numerischen

Gitter widerspiegelt, erlaubt eine exakte Anwendung der Randbedingungen an der freien

Grenz
�ache. Die kinematische Randbedingung des freien Randes (Stefanbedingung) liefert
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im vorgestellten Verfahren zun�achst f�ur jedes Kontrollvolumen, das einen Randknoten um-

gibt, denjenigen Volumenstrom, der einem Phasenwechsel unterworfen ist. In geeigneter

Weise ist daraus dann die Gitterknotengeschwindigkeit der Randknoten zu berechnen. Im

Sinne einer gemischten Lagrange-Euler-Betrachtung wird diese Randbewegung dann mit-

tels eines einfachen Entspannungsalgorithmus auf alle Knoten im Rechengebiet verteilt.

Das so bestimmte Gittergeschwindigkeitsfeld wird in der anschlie�enden Berechnung der

Str�omungsgr�o�en und des Temperaturfeldes dem Fluidgeschwindigkeitsfeld �uberlagert, so

da� am Ende einer Zeitschrittl�osung die berechneten Gr�o�en an den neuen Positionen der

Gitterknoten vorliegen. Die folgenden Unterkapitel geben Aufschlu� �uber einige Details

dieser Verfahrensschritte.

4.2.1.1 Diskretisierung der Stefanbedingung

Die bereits in Kapitel 2.4 skizzierte Stefanbedingung in integraler Form bilanziert anschau-

lich die di�usiven W�armestr�ome �uber einen diskreten Abschnitt des freien Randes und setzt

diese mit dem Latentw�armestrom gleich. Unter Beachtung des Richtungssinnes der o�enen

Randintegrale ist Gl. (2.17) gleichbedeutend mit
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�
s dr�uckt darin das im Zeitintervall �t erstarrte Volumen aus. ��! und �� symboli-

sieren die beiden entgegengesetzt gerichteten Strecken entlang der Phasengrenze, �uber die

integriert wird. Man beachte, da� der Normalenvektor in die 
�ussige Phase hineinzeigt.

Abbildung 4.2: Randknoten mit zweiphasigem Kontrollvolumen.

Der Energietransport in der oberen bzw. unteren Kontrollvolumenh�alfte (
s bzw. 
l), die

durch die geschlossenen Randkurven �s bzw. �l begrenzt werden, kann analog Gl. (3.4)

unter Anwendung des Gau�schen Integralsatzes bilanziert werden:
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��\ und ��[ sind darin die innerhalb der festen bzw. 
�ussigen Phase verlaufenden Teile der

Kontrollvolumenober
�ache (siehe Abb. 4.2).

Bei isothermen Phasen�uberg�angen ist die Temperatur im Knotenpunkt i identisch der

Schmelztemperatur Tm. Wird ein bestimmter Anteil des Kontrollvolumens erstarrt, wird der

Knoten mitbewegt, so da� er zu jedem Zeitpunkt an der Front verharrt und die Schmelztem-

peratur beibeh�alt. Unter Ber�ucksichtigung der Leibnitzschen Integrationsregel �uber bewegte

Kontrollvolumen (Bronstein und Semendjajew 1984) ist
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wobei der erste Term der rechten Seite zu null wird.

Werden die Gl. 4.2 - 4.4 in Gl. 4.1 eingesetzt, ergibt sich
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Gl. (4.5) erlaubt eine anschauliche Interpretation. Sie bilanziert - �ahnlich der Erhaltungs-

gleichung eines innenliegenden Knotens - die Energiestr�ome im Kontrollvolumen. Weil das

Kontrollvolumen einem Phasenwechsel unterworfen ist, wird der Nettoenergiestrom hier

jedoch nicht in sensible W�arme (Temperatur�anderung), sondern in latente W�arme (Pha-

senwechsel) umgesetzt. Die Aufteilung des Kontrollvolumens in Anteile diesseits und jenseits

der Grenze erm�oglicht eine denkbar einfache Handhabung von Diskontinuit�aten in Sto�wer-

ten.

Das mit Gl. (4.5) berechnete Volumen �
s liefert unter Beachtung der Volumenerhaltungs-

gleichung die diskreten Gittergeschwindigkeiten (wn)i der Randknoten in Normalenrichtung

zum Rand:

(wn)i =
2 ��
s

(yi+1 � yi�1)cos�+ (xi+1 � xi�1)sin�
: (4.6)
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Abbildung 4.3: Bewegung eines Randknotens.

4.2.1.2 Gittergeschwindigkeit innenliegender Knoten

Die Formulierung der Erhaltungsgleichungen in bewegten Kontrollvolumen o�eriert die

M�oglichkeit, auch Knoten, die keine Randknoten sind, mit einer Gittergeschwindigkeit ~wi zu

belegen. Dies stellt einen zus�atzlichen Freiheitsgrad des numerischen Verfahrens dar. Mit

Ausnahme der Gittergeschwindigkeiten der Randknoten, die in Normalenrichtung durch

die Stefanbedingung vorgegeben sind, k�onnen alle anderen Geschwindigkeitskomponenten

prinzipiell willk�urlich bestimmt werden. Wichtigstes Kriterium bei der Festlegung dieser

Geschwindigkeit ist die Gitterqualit�at. Randknotenverschiebungen gehen unvermeidlich mit

gewissen Verzerrungen und damit Qualit�atsverlusten der Gitterzellen in Randn�ahe einher.

Ein einfacher Laplacescher Entspannungsalgorithmus (Field 1988) minimiert im vorgestell-

ten Verfahren die Gitterdeformation:
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i
� xn

i

�t
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(xn+1
j
� xn+1

i
) = 0 (4.7)
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j=1
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j
� yn+1

i
) = 0 : (4.8)

Die Summation ist dabei �uber alle Ni Knoten auszuf�uhren, die mit dem Knoten i �uber eine

Dreieckskante verbunden sind.

Die Gitterentspannung bewirkt anschaulich die Verteilung der Randknotenbewegung auf

gro�r�aumige Gebiete um den freien Rand herum. Um die Integrit�at fester R�ander zu wah-

ren, wird f�ur Randknoten auf festen R�andern lediglich eine Bewegung in tangentialer Rich-

tung zugelassen. Jedem Knoten des Dreiecksgitters wird auf diese Art eine bestimmte Kno-

tengeschwindigkeit zugewiesen. Innerhalb jeden Dreieckselements werden diese Gitterge-

schwindigkeiten linear interpoliert, um die ben�otigten Geschwindigkeiten ~w der bewegten

Kontrollvolumenober
�achen zu erhalten.
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Abbildung 4.4: Verschiebung innenliegender Knoten durch Laplace-Smoothing.

Die r�aumliche Diskretisierung in bewegten Kontrollvolumen kann analog einer Diskreti-

sierung in �xen Kontrollvolumen durchgef�uhrt werden, sofern folgende Punkte beachtet

werden:

� Alle konvektiven Fl�usse sind mit der relativen Geschwindigkeit ~vrel zu bilden, die die

Di�erenz aus Fluid- und Gittergeschwindigkeit darstellt.

� W�ahrend des Zeitschritts �t werden alle �ortlichen Koordinaten des Rechengitters

von (xn
i
; yn

i
) nach (xn+1

i
; yn+1

i
) weiterbewegt. Eine volumenerhaltende Diskretisierung

ist nur dann gew�ahrleistet, wenn alle r�aumlichen Integrationen �uber die zeitlich ge-

mittelten Koordinaten entsprechend Gl. (3.64) ausgef�uhrt werden (siehe auch Kapitel

3.3.6).

� Das numerische L�osungsverfahren liefert am Ende eines Zeitschritts die unbekannten

Zustandsgr�o�en zum neuem Zeitschritt n + 1. Diese Zustandsgr�o�en gelten entspre-

chend der gew�ahlten Lagrangeschen Formulierung an den diskreten Orten, an denen

sich die Gitterknoten zum neuen Zeitschritt n + 1 be�nden. Eine Interpolation der

Zustandsgr�o�en auf das neue, fortbewegte Gitter ist nicht erforderlich.

4.2.1.3 Einordnung in das Gesamtverfahren

Die geschilderten Schritte zur Bestimmung der Front- und Gittergeschwindigkeiten sind in

den Ablauf des gesamten numerischen Verfahrens einzugliedern. Jeder Zeitschritt innerhalb

einer transienten Rechnung erfordert prinzipiell das Weiterbewegen der Front, das L�osen

der Erhaltungsgleichungen sowie Ma�nahmen zur Adaption des numerischen Gitters (siehe

Kapitel 5). Ein implizites Weiterbewegen der Front, welches das unbekannte Temperaturfeld

zum Zeitpunkt n + 1 ber�ucksichtigt, erfordert eine Iterationsschleife zwischen den beiden

erstgenannten Verfahrensschritten. Um von einer L�osung zum Zeitschritt t zu einer L�osung

zum Zeitschritt t+�t zu gelangen, sind im Einzelnen folgende Schritte erforderlich:
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1. Berechne neue Grenz
�achenposition aus der integralen Stefanbedingung auf der Basis

des aktuellen Temperaturfeldes.

2. Berechne das Gittergeschwindigkeitsfeld mit Laplaceschem Entspannungsalgorithmus.

3. L�ose die diskretisierten Erhaltungsgleichungen mit SIMPLER-Verfahren.

4. Aktualisiere das Temperaturfeld und gehe zur�uck zu 1.

5. Wiederhole 1. - 4., bis Konvergenz erreicht ist.

6. F�uhre lokale Gittermodi�kationen auf der Basis einer vorgegebenen Gitterverteilungs-

funktion durch.

Abb. 4.5 veranschaulicht diese Verfahrensschritte anhand eines vereinfachten Flu�diagramms

und skizziert die Auswirkungen der einzelnen Schritte auf das numerische Gitter.

∆

Abbildung 4.5: Verfahrensschritte f�ur diskrete Phasenwechselprobleme und ihre Auswirkun-

gen auf die Gittertopologie.
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4.2.2 Kontinuierliche Phasen�uberg�ange

Im Gegensatz zu diskreten Phasen�uberg�angen ist bei kontinuierlichen Phasen�uberg�angen

keine scharfe Phasentrennlinie zwischen fester und 
�ussiger Phase vorhanden. Stattdessen

existiert ein Gebiet endlicher Dicke zwischen reinem Feststo� und reiner Fl�ussigkeit, das

dem Phasenwechsel unterworfen ist. Da die physikalischen Phasengrenzen zwischen festem

und 
�ussigem Material auf mikroskopisch kleinen Skalen sichtbar sind und von der Numerik

nicht aufgel�ost werden, ist eine direkte Anwendung der Randbedingungen an diesen Pha-

sengrenzen nicht m�oglich. Fundamental f�ur alle Enthalpie-Modelle ist die De�nition einer

Gesamtenthalpie aus Summe von latenter und sensibler W�arme und die Formulierung einer

Erhaltungsgleichung f�ur diese Gesamtenthalpie anstelle einer gew�ohnlichen W�armetrans-

portgleichung. Auf diese Weise gelingt es, die Randinformation in die Erhaltungsgleichung

zu implementieren und eine explizite Au
�osung des Randes zu jedem Zeitschritt zu umge-

hen. Mit Hilfe einer zus�atzlichen Variablen, dem Fl�ussigkeitsanteil fl (oder dem komple-

ment�aren Feststo�anteil fs = 1 � fl), kann dann im Nachhinein der dem Phasenwechsel

unterworfene Bereich rekonstruiert werden. Dieser in der Literatur im allgemeinen als mus-

hy phase bezeichnete Bereich zeichnet sich dadurch aus, da� sein Fl�ussigkeitsanteil immer

Werte zwischen 0 und 1 annimmt, 0 < fl < 1.

4.2.2.1 Enthalpie-Por�osit�atsmodell

F�ur kontinuierliche Phasen�uberg�ange kommt im vorgestellten Bewegte-Gitter-Verfahren ein

Enthalpie-Modell zum Einsatz, das auf dem Enthalpie-Por�osit�atsmodell von Brent et al.

(1988) basiert. Im Gegensatz zum Bewegte-Gitter-Verfahren f�ur diskrete Phasenwechsel

handelt es sich um ein einphasiges Modell, das keine explizite Trennung der Phasen vorsieht.

Die auf Voller et al. (1987) zur�uckgehende Formulierung der Enthalpiegleichung beruht auf

folgender De�nition f�ur die massenspezi�sche Gesamtenthalpie H:

H = h|{z}
Hsens

+ �H|{z}
Hlat

: (4.9)

Sensible und latente Anteile dieser Gesamtenthalpie ergeben sich aus

h = cp T (4.10)

und

�H = fl L : (4.11)

fl ist darin der lokale Fl�ussigkeitsanteil, der anschaulich ausdr�uckt, welcher volumetrische

Anteil einer numerischen Zelle der 
�ussigen Phase zuzuordnen ist. Wird in der allgemeinen

Erhaltungsgleichung (3.4) der Skalar � durch die Gesamtenthalpie

H = cp T + fl L (4.12)

ersetzt, entsteht die Enthalpiegleichung (4.13):

d

dt

Z


�cpTd
+

Z
�
�cpT~v~nd��

Z
�
�
@T

@n
d� =

Z


Sd
�

d

dt

Z


�flLd
�

Z
�
�flL~v~nd�| {z }

Slat

: (4.13)

54



Dabei ist zu beachten, da� die Di�ussionskonstante 	 in Gl. (3.4) nur f�ur den sensiblen Teil

der Enthalpie zu �=cp wird (siehe auch Tab. 3.1). Der Fl�ussigkeitsanteil fl kann di�usiv

nicht transportiert werden, f�ur den latenten Anteil der Enthalpie ist die Di�ussionskonstan-

te formal zu null zu setzen. Gl. (4.13) legt die Interpretation der letzten beiden Terme auf

der rechten Seite als latente Energiesenke nahe. Die Diskretisierung der Enthalpiegleichung

erfolgt analog zur Diskretisierung der Energiegleichung bei diskreten Phasenwechselproble-

men, wobei f�ur Kontrollvolumen, die vom Phasenwechsel betro�en sind, ein zus�atzlicher

Quellterm Slat zu ber�ucksichtigen ist.

Neben der Temperatur T enth�alt Gl. (4.13) als weitere Unbekannte die lokalen Fl�ussig-

keitsanteile fl. Zur Schlie�ung des Gleichungssystems ist die Formulierung einer Funktion

fl = fl(T ) erforderlich, die den Zusammenhang zwischen Temperatur und Fl�ussigkeitsanteil

ausdr�uckt. F�ur isotherme Phasenwechselprobleme mit einer festen Phasenwechseltempera-

tur Tm = Tsol = Tliq ist dieser Zusammenhang durch die Sprungfunktion

fl(T ) =

(
0 f�ur T < Tm

1 f�ur T > Tm
(4.14)

gegeben. F�ur Phasenwechselprobleme mit Tsol < Tliq mu� dieser Zusammenhang entwe-

der experimentell bekannt sein oder eine aus der Metallurgie bekannte Beziehung zwischen

Fl�ussigkeitsanteil und Temperatur kommt zum Einsatz. Beispielhaft sei hier das bekannte

Hebelgesetz (Kurz und Fisher 1986) genannt, das f�ur eine bin�are Mischung die Gleich-

gewichtskonzentrationen in 
�ussiger und fester Phase in Beziehung zum Fl�ussigkeitsanteil

setzt. Unter der Annahme einer konstanten Neigung der Liquiduslinie wird daraus dann die

gesuchte Latentw�armebeziehung fl(T ):

fl(T ) =
c0 � cs
cl � cs

=
T � Tsol
Tliq � Tsol

: (4.15)

Unabh�angig von der gew�ahlten fl(T )-Funktion mu� eine iterative Prozedur sicherstellen,

da� Gl. (4.13) und die gew�ahlte Latentw�armegleichung innerhalb des numerischen L�osungs-

verfahrens gleichzeitig erf�ullt werden. Voller et al. (1987) schlagen dazu eine Iterations-

vorschrift vor, nach der die lokalen Fl�ussigkeitsanteile in den Gitterknoten fl;i nach jedem

k�ten Iterationsschritt neu zu berechnen sind:

fk+1
l;i

= fkl + �l �
ah
i

dh
i

�
hi

L
�
cp

L
� T (fkl )

�
(4.16)

fk+1
l;i

= 0; wenn fk+1
l;i

< 0

fk+1
l;i

= 1; wenn fk+1
l;i

> 1 :

T (fk
l
) ist darin die Umkehrfunktion der gew�ahlten Latentw�armegleichung und �l ein Un-

terrelaxationsfaktor. Der Quotient
a
h

i

dh
i

ber�ucksichtigt Koe�zienten aus der diskretisierten

Enthalpiegleichung (siehe Gl. (3.47)) und sorgt daf�ur, da� auch bei Ver�anderungen der

r�aumlichen und zeitlichen Au
�osung schnelle Konvergenz erreicht wird (Brent et al. 1988).

Bei einer einphasigen Behandlung des Problem m�ussen im gesamten Rechengebiet Konti-

nuit�ats- und Impulsgleichungen gel�ost werden. Mittels zus�atzlicher, von der Geschwindigkeit
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linear abh�angiger Quellterme Sa in den Impulsgleichungen, wird dabei Fluidkonvektion im

Feststo� unterdr�uckt:

Sua = �C
(1� fl)2

�3
� u

Sva = �C
(1� fl)2

�3
� v : (4.17)

C ist darin ein Konstante, die die morphologischen Eigenschaften der mushy Phase (alle

Orte mit 0 < fl < 1) ber�ucksichtigt, � eine kleine Zahl, die Division durch Null verhindern

soll. Gl. (4.17) geht auf die Carman-Kozeny-Gleichung f�ur Str�omungen in por�osen Medien

zur�uck (Voller und Prakash 1987), wonach der Druckgradient linear von der Geschwindig-

keit abh�angt (mit Sa als Proportionalit�atsfaktor). Problematisch in diesem Modell erweist

sich die Festlegung der Konstanten C, die die Eindringtiefe der Fluidgeschwindigkeit in

die mushy zone steuert. Numerische Experimente zeigen, da� Form und Ausdehnung der

mushy zone durchaus sensitiv auf die Wahl dieser Konstante reagieren. Eine Verkn�upfung

mit dem Viskosit�atsanstieg w�ahrend der Erstarrung erscheint plausibel, weil beide Ph�ano-

mene die gleiche Wirkung haben, n�amlich das Ausschalten der Fluidgeschwindigkeit. Aus

numerischer Sicht ist das Unterdr�ucken der Geschwindigkeit in erstarrten Zellen mittels

eines dominanten Quellterms in den Impulsgleichungen nicht unproblematisch. Besonders

in Verbindung mit dem beschriebenen CVFEM-Verfahren auf nicht-versetzten Gittern, das

die Wirkung von Quelltermen explizit in den Interpolationsfunktionen in den �niten Ele-

menten ber�ucksichtigt, k�onnen gro�e Quellterme leicht zu unphysikalischen Oszillationen

und negativen Koe�zienten in den diskretisierten Gleichungen f�uhren.

Aufgrund dieser Tatsache wird im vorgestellten Verfahren versucht, die Vorteile einer mehr-

phasigen Behandlung des Problems mit einem Enthalpie-Modell zu verkn�upfen.

4.2.2.2 Enthalpie-Por�osit�atsmodell auf bewegten Gittern

Die herk�ommliche Anwendung des Enthalpie-Por�osit�atsmodell sieht eine einphasige Be-

handlung des Problems vor. Phasengrenzen zwischen verschiedenen Phasen lassen sich dann

aus den Werten des Fl�ussigkeitsanteils rekonstruieren. Die Isolinien fl = 0 und fl = 1 gren-

zen dabei die mushy Phase gegen feste und 
�ussige Phasen ab. Mit Hilfe der in Kapitel

5 beschriebenen Gitteralgorithmen besteht die M�oglichkeit, diese Phasengrenzen - �ahnlich

der Vorgehensweise f�ur diskrete Phasenwechselprobleme - kontinuierlich mit Kanten und

Knoten des numerischen Gitters zu belegen, d. h. die Phasengrenzen w�ahrend jeden Zeit-

schritts der Rechnung explizit aufzul�osen. Prinzipiell wird damit eine Idee von Voller und

Peng (1994) weiterentwickelt, der eine �ahnliche Vorgehensweise auf strukturierten Gittern

am Beispiel einfacher Stefanprobleme vorstellt.

Im Gegensatz zur Vorgehensweise f�ur diskrete Phasengrenzen ist zu beachten, da� die im

Gitter abgebildeten Phasengrenzen hier kontinuierliche Phasengrenzen sind. Sie markieren

lediglich die Grenzen des �Ubergangsbereiches zwischen fest und 
�ussig, in dem ein kontinu-

ierlicher �Ubergang aller Sto�gr�o�en von fest nach 
�ussig erfolgt. Eine explizite Anwendung
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der Stefanbedingung setzt jedoch eine Diskontinuit�at, d. h. eine scharfe Trennlinie zwi-

schen fester und 
�ussiger Phase voraus. Eine mehrphasige Behandlung des Problems wird

m�oglich, wenn diese Phasengrenzen als bewegte Koppelungsr�ander behandelt werden. Diese

Vorgehensweise wird im folgenden n�aher er�ortert.

Die in Abb. 4.2 gezeigte Kon�guration sei Teil einer Phasengrenze, die eine mushy Pha-

se von einer festen Phase trennt. W�ahrend des Zeitschritts �t soll die Front zun�achst an

ihrem Ort verharren. Entsprechend wird in diesem Fall den Gitterknoten auch keine Git-

tergeschwindigkeit zugeordnet (wi = 0). Die Phasengrenze stellt eine stetige Verbindung

der Temperaturfelder und W�armestr�ome der angrenzenden Phasen dar und es gelten die

entsprechenden Koppelungsrandbedingungen:

T s

i = Tm

i (4.18)Z
�
!

�(
@T

@n
)sd� +

Z
�
 

�(
@T

@n
)md� = 0 : (4.19)

Analog der Herleitung der diskretisierten Stefanbedingung lassen sich nun die Ober
�achen-

integrale l�angs der Front durch Ober
�achenintegrale, die l�angs der Kontrollvolumenober-


�achen verlaufen, ersetzen. Dabei ist der zus�atzliche Quellterm infolge des Latentw�armeum-

satzes in der Enthalpiegleichung zu ber�ucksichtigen (Gl. (4.13)). Gilt gleichzeitig die Haft-

bedingung (ui = 0; vi = 0), ergibt sich die integrale Bilanzgleichung f�ur das skizzierte

Randkontrollvolumen:

d

dt

Z


�Lfld
+

d

dt

Z


�cpTd
 =

Z
�
\

�(
@T

@n
)md� +

Z

l
Smd


+

Z
�
[

�(
@T

@n
)sd� +

Z

s
Ssd
 : (4.20)

Gl. (4.20) unterscheidet sich von der Bilanzgleichung eines innenliegenden, unbewegten Kon-

trollvolumens ohne Konvektion durch die Aufspaltung des Kontrollvolumens entsprechend

der Phasenzugeh�origkeit. In anschaulicher Weise wird ein im Kontrollvolumen verbleibender

Nettoenergiestrom (rechte Seite der Bilanzgleichung) in latente und sensible Speicherw�arme

umgesetzt. Bei isothermem Phasenwechsel entf�allt der sensible Anteil (die Phasengrenze be-

sitzt zu jedem Zeitpunkt die gleiche Temperatur, n�amlich Schmelztemperatur Tm) und der

gesamte Nettoenergiestrom wird zur Phasenumwandlung herangezogen.

Auf diese Weise werden Temperatur und Fl�ussigkeitsanteil aller Frontknoten bestimmt. An-

schlie�end werden die Erhaltungsgleichungen der angrenzenden Phasen getrennt voneinan-

der und nacheinander gel�ost, wobei der Koppelungsrand jeweils als Dirichlet-Rand eingeht.

Die Berechnung der festen Phase beschr�ankt sich auf das L�osen der Energiegleichung. Im

Gegensatz zum Bewegte-Gitter-Modell erfolgt w�ahrend des Zeitschritts �t keine Gitterbe-

wegung (eulersche Form der Erhaltungsgleichungen). Erst am Ende jeden Zeitschritts wird

die neue Position der Isolinie fl = 0 bestimmt und die Position der Front in geeigneter

Weise mit der Position dieser Isolinie in Deckung gebracht. Abschlie�end werden eventuelle

Gitterverzerrungen in Frontn�ahe, die durch Verschieben von Frontknoten entstanden sind,

durch lokale Gitteradaptionen (siehe Kapitel 5.2) beseitigt.

Abb. 4.6 zeigt die innerhalb eines Zeitschritts erforderlichen Verfahrensschritte f�ur kon-

tinuierliche Phaasenwechselprobleme bei Anwendung des Enthalpie-Por�osit�atsmodells auf
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bewegten Gittern. Auch hier ist eine innere Iterationsschleife erforderlich, wenn die Anwen-

dung der Randbedingung am freien Rand implizit erfolgen soll.
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Abbildung 4.6: Verfahrensschritte f�ur kontinuierliche Phasenwechselprobleme.

Die mehrphasige Behandlung bietet gegen�uber der einphasigen Behandlung kontinuierlicher

Phasen�uberg�ange einige Vorteile, die nachfolgend zusammengefa�t werden:

� In festen Phasen kann auf ein L�osen von Kontinuit�ats- und Impulsgleichungen verzich-

tet werden. Damit ist dort kein Unterbinden der Fluidgeschwindigkeit mittels eines

Zusatzterms in den Impulsgleichungen notwendig, der zu den angesprochenen nume-

rischen Komplikationen f�uhren kann.

� Besonders f�ur Probleme mit gro�em integralem Feststo�anteil wird dadurch der Re-

chenaufwand erheblich reduziert. Diesem E�zienzgewinn ist allerdings der zus�atzliche

Aufwand f�ur die innere Iterationsschleife (siehe Abb. 4.6) und die Gitteradaptionsal-

gorithmen gegen�uberzustellen.

� Die Anwendung eines einphasigen Modells auf ein diskretes Phasenwechselproblem

verursacht unphysikalische Temperaturplateaus, wenn ein ortsfestes Kontrollvolumen

das k�unstliche mushy-Gebiet durchl�auft (siehe auch Kapitel 6.3.1 und Voller und Peng

(1994)). Ein mehrphasiges Modell kann hier Abhilfe scha�en.
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Kapitel 5

Gittererzeugung und

Gitteradaption

Innerhalb eines Bewegte-Gitter-Verfahrens kommt der Erzeugung, Verarbeitung und dy-

namischen Anpassung des numerischen Gitters eine bedeutende Rolle zu. Die Flexibilit�at

des gesamten numerischen Verfahrens ist entscheidend von der Flexibilit�at der Gitteralgo-

rithmen abh�angig. Scheitert bei starker Randdeformation die dynamische Gitteranpassung,

ist dies unmittelbar mit dem Scheitern des gesamten Verfahrens verkn�upft. In diesem Sin-

ne stellt die Implementierung der Gitteralgorithmen das zentrale Problem beim Einsatz

numerischer Verfahren mit deformierbaren Gittern dar (Voller 1997).

Bei nicht-eulerscher Behandlung freier Randwertprobleme erfordert die Bewegung einer frei-

en Grenz
�ache eine st�andige Anpassung des Rechengitters an die sich ver�andernde Rechen-

feldgeometrie. Unabh�angig davon ist eine dynamische Gitteranpassung auch bei gew�ohnli-

chen Randwertproblemen von gro�em Nutzen. E�zienz und Genauigkeit einer numerischen

L�osung sind nicht nur von der Anzahl der Zellen, sondern auch von deren Anordnung bzw.

Verteilung im Rechengebiet abh�angig. Um eine N�aherungsl�osung mit �uberall gleichbleiben-

der Genauigkeit zu erzielen, k�onnen stark unterschiedliche lokale Au
�osungen erforderlich

sein. Bereiche hoher �ortlicher Gradienten bed�urfen selbstverst�andlich einer erheblich h�oher-

en Au
�osung als Bereiche mit weitgehend konstanten Werten der relevanten physikalischen

Gr�o�en. Wird eine nur in einem kleinen Teilbereich des Rechengebietes erforderliche hohe

r�aumliche Au
�osung im gesamten Rechengebiet realisiert, st�o�t man schnell an die Grenze

der vorhandenen Rechner- bzw. Speicherkapazit�at.

Bei der numerischen Behandlung von Aufschmelz- und Erstarrungsproblemen erweist sich

der Einsatz einer dynamischen Gitteranpassung als sehr vorteilhaft. Im Verlauf einer tran-

sienten Rechnung unterliegt oftmals ein gro�er Bereich des Rechengebietes einem Phasen-

wechsel. Prinzipiell erfordern aber Bereiche fester Materie, in denen lediglich di�usiver

W�armetransport eine Rolle spielt, eine wesentlich geringere Au
�osung als 
�ussige Berei-

che, in denen u. U. sehr kleinskalige Str�omungsstrukturen aufzul�osen sind. Die Behandlung

eines Aufschmelzproblems mit anf�anglich vollst�andig erstarrtem Fluid w�urde bei Verwen-
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dung eines festen, unbewegten Gitters im gesamten Rechengebiet eine maximale Au
�osung

erfordern und w�are in dieser Hinsicht sehr unwirtschaftlich.

Der Anwendung lokaler Gitteradaptionsalgorithmen geht die automatisierte Erzeugung ei-

nes unstrukturierten Gitters voraus. Im folgenden wird zun�achst das im vorgestellten Code

eingesetzte Verfahren der Gittergenerierung er�ortert. Anschlie�end werden die verschiedenen

Bestandteile der lokalen Gitteradaption vorgestellt. Eine vom eigentlichen Str�omungspro-

blem losgel�oste Anwendung der kombinierten Gitterbearbeitungsalgorithmen soll abschlie-

�end deren Robustheit, Flexibilit�at und G�ute unter Beweis stellen.

5.1 Gittererzeugung

Die numerische L�osung eines Anfang-Randwertproblems, das durch ein System partieller

Di�erentialgleichungen sowie Anfangs- und Randbedingungen beschrieben wird, setzt eine

zeitliche und r�aumliche Diskretisierung dieser Gleichungen voraus. Eine r�aumliche Diskre-

tisierung mit Hilfe unstrukturierter Gitter erweist sich besonders dann als positiv, wenn

Berechnungen in komplexen Geometrien durchzuf�uhren sind. Als Elementtyp wird f�ur zwei-

dimensionale Berechnungen bevorzugt das Dreieck eingesetzt. Sowohl die automatisierte

Gittererzeugung als auch lokale Gitteradaptionen (z. B. Verfeinerungen) sind mit Dreiecken

einfacher zu realisieren als beispielsweise mit Viereckselementen.

Unter den zahlreichen bekannten Algorithmen zur automatischen Generierung unstruktu-

rierter Dreiecksgitter sind neben den Frontgenerierungsmethoden vor allem die Delaunay-

Triangulationsverfahren von Bedeutung (Mavriplis 1996). Frontgenerierungsmethoden er-

zeugen - von einer anf�anglichen Front ausgehend - durch Hinzuf�ugen neuer Punkte zur

Front eine Triangulation, die kontinuierlich in den Rechenraum hineinw�achst und letzt-

endlich das gesamte Rechengebiet erfa�t (Peraire, Morgan und Peiro 1990). Delaunay-

Triangulationsmethoden hingegen basieren in ihrer urspr�unglichen Form auf der Vorgabe

eines Satzes von Dreiecksknoten und beschr�anken sich darauf, diese so zu verbinden, da� die

entstehende Vernetzung bestimmte geometrische Kriterien erf�ullt. Als bekanntestes Krite-

rium ist hier das sog. Empty Circumcircle Criterium (im Folgenden mit ECC abgek�urzt) zu

nennen: Im Umkreis eines jeden Dreiecks liegt kein weiterer Knoten (George 1996). Dreiecke

mit besonders spitzen und 
achen Winkeln werden damit so weit wie m�oglich vermieden.

Unter allen m�oglichen Triangulationsmethoden eines zuf�allig erzeugten Satzes von Punkten

ist die Delaunay-Triangulation diejenige, die die Summe der kleinsten Winkel der Dreiecke

minimiert (Field 1988). Im Zusammenhang mit FEM-Berechnungen, deren Genauigkeit bei

Verwendung stark verzerrter Elemente drastisch abnimmt (Babuska und Aziz 1976), werden

Delaunay-Triangulationen von vielen Autoren deshalb als die beste Triangulationsmethode

bewertet (Ho-Le 1988).
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Abbildung 5.1: Empty-Circumcircle-Criterium: (a) nicht erf�ullt, (b) erf�ullt (George 1996).

Ausgehend von einem vorhandenen Satz von Dreiecksknoten geht der eigentlichen Delaunay-

Triangulation eine Dirichlet-Tessellation (Dirichlet 1850) voraus, welche das Voronoi-Dia-

gramm liefert. Das Voronoi-Diagramm besteht (bei N vorgegebenen Punkten) aus N kon-

vexen Polygonen (=Voronoi-Regionen), die das gesamte Gebiet einfach �uberdecken und

anschaulich diejenigen Bereiche abgrenzen, die n�aher zu ihrem (innenliegenden) Knoten

sind als zu irgendeinem anderen Knoten (Weatherill 1990):

fVig = fP : kP � Pik < kP � Pjk 8 j 6= i :g (5.1)

Durch Verbinden aller Punkte, die ein gemeinsames Polygon-Segment besitzen, entsteht

daraus die Delaunay-Triangulation.

Abbildung 5.2: Voronoi-Diagram und Delaunay-Triangulation (George 1996) .

Im Rahmen der Automatisierung von Gittergenerierungsalgorithmen besteht das Bed�urfnis,

das eigentliche Delaunay-Triangulationverfahren mit Algorithmen zu koppeln, die gleich-

zeitig die Knoten der Triangulation im Inneren des Rechengebietes erzeugen. Sehr h�au�g

wird hierzu der Bowyer-Watson-Algorithmus verwendet (Bowyer 1981, Watson 1981), der

neue Punkte in eine bestehende Delaunay-Triangulation derart einf�ugt, da� auch die resul-

tierende Triangulation die charakteristischen geometrischen Eigenschaften einer Delaunay-

Triangulation erf�ullt. Ausgehend von einer Diskretisierung, die anf�anglich nur aus Verbin-

dungen der Randpunkte besteht, werden solange neue Punkte hinzugef�ugt, bis die gew�unsch-

te Elementgr�o�e erreicht ist. Dieses Verfahren wird vielfach nicht nur zur automatischen
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Erzeugung von Triangulationen, sondern auch zur lokalen Modi�kation bestehender Trian-

gulationen eingesetzt. Mit Hilfe des Bowyer-Watson-Algorithmus k�onnen prinzipiell lokale

Verfeinerungen durchgef�uhrt werden, ohne die geometrische Qualit�at der bestehenden Tri-

angulation (siehe Kapitel 5.2.1) entscheidend zu verschlechtern (siehe Kapitel 5.2.3).

In dem in dieser Arbeit vorgestellten numerischen Verfahren wird das Gittergenerierungs-

programm GEOMPACK (Joe 1991) eingesetzt, das auf Basis einer vom Anwender vorzu-

gebenden Randkurve (de�niert �uber Koordinaten und deren Verbindungen) eine Delaunay-

Triangulation durchf�uhrt. Zur Erzeugung der Knotenpunkte innerhalb des Rechengebietes

wird dieses in zwei Stufen in kleinere, konvexe Polygone unterteilt: In der ersten Stufe werden

konvexe Subregionen mit dem vorrangigen Ziel der Vermeidung kleiner Winkel generiert.

Im zweiten Schritt wird eine weitere Unterteilung dieser Subregionen derart vorgenommen,

da� innerhalb jeder so entstehenden Sub-Subregion eine einheitliche Elementgr�o�e reali-

siert werden kann. Die L�angenskalen einer solchen Sub-Subregion werden dabei von den

L�angenskalen der die Region begrenzenden Randkurve bestimmt. Anschaulich bedeutet

dies, da� die �ortliche Gr�o�enverteilung von Dreieckselementen indirekt �uber die Vorgabe

von Knotenh�au�gkeiten auf �au�eren oder inneren Polygonr�andern beein
u�t werden kann.

GEOMPACK sieht zu diesem Zwecke auch die M�oglichkeit der De�nition von zus�atzlichen

Polygonz�ugen (= Interfaces) im Gebietsinneren vor.

Abbildung 5.3: Beispiele der Gittererzeugung mit GEOMPACK: (a) einfache Polygonstruk-

tur, (b) \Lake Superior\ (Joe 1991).

5.2 Lokale Gitteradaption

In einem Bewegte-Gitter-Verfahren (siehe Kapitel 4.2) ist ein freier Rand zu jedem Zeit-

punkt der Rechnung mit Gitterknoten belegt. Die Bewegung des Randes erfordert eine

entsprechende Adaption des Rechengitters, wenn die Bewegung des Randes nicht zu un-

erw�unschten Verzerrungen und Gr�o�en�anderungen der in Randn�ahe angesiedelten Gitter-

zellen f�uhren soll. Prinzipiell besteht nat�urlich die M�oglichkeit, der Randbewegung mit

einer vollst�andigen Neugenerierung des Rechengitters nach jedem Zeitschritt zu begegnen

(Peraire, Vahdati, Morgan und Zienkiewicz 1987). Dies stellt zwar eine sehr 
exible und ein-

fache Art der Adaption dar, der Anwendungsbereich ist aber aufgrund des hohen Rechen-
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aufwands auf Probleme beschr�ankt, die nur gelegentlich eine Gitterneugenerierung erfordern

(Mavriplis 1996).

Unstrukturierte Rechengitter bieten prinzipiell die M�oglichkeit, innerhalb eines lokal eng

begrenzten Gebietes in die Gitterstruktur einzugreifen. Der r�aumliche Bereich, in dem eine

Adaption des Gitters notwendig ist, kann damit unabh�angig vom restlichen Gitter bestimm-

ten Modi�kationen unterzogen werden. Unter Modi�kationen sind in diesem Zusammenhang

lokal begrenzte Eingri�e in die Gitterstruktur zu verstehen, die Gr�o�e, Form und/oder Ver-

bindungen der Gitterelemente ver�andern. Konkret werden hierzu Algorithmen zur Verfei-

nerung, zur Vergr�oberung und zur Relaxation einer bestehenden Triangulation eingesetzt.

Solche lokalen Gittermodi�kationen werden immer dann erforderlich, wenn Gitterelemente

bestimmten Mindestanforderungen bez�uglich geometrischer Qualit�at und/oder Element-

gr�o�e nicht gen�ugen. Dies verlangt gleichzeitig die Festlegung einer bestimmten Sollqualit�at

und Sollgr�o�enverteilung, um innerhalb eines Automatismus jeweils die zu modi�zierenden

Gitterelemente zu selektieren.

5.2.1 Geometrische Gitterqualit�at

Die Genauigkeit eines numerischen L�osungsverfahrens auf Finite-Elemente- oder Finite-

Volumen-Basis sinkt bei Verwendung stark verzerrter Gitterelemente. Dreiecke mit sehr

kleinen oder sehr gro�en Winkeln vergr�o�ern im allgemeinen die f�uhrenden Fehlerterme und

damit den Abbruchfehler des numerischen Diskretisierungsschemas (G�unther 1997b). Ge-

schwindigkeitskomponenten, die die Kanten der Gitterelemente in spitzen Winkeln schnei-

den, f�uhren zu zus�atzlicher numerischer Di�usion (cross wind di�usion). Bei Verwendung

des in Kapitel 3.3 er�orterten CVFEM-Verfahrens treten bei degenerierten Dreiecken zudem

vermehrt negative Koe�zienten in den diskreten Gleichungen auf, die die Konditionierung

der Koe�zientenmatrix verschlechtern und im schlimmsten Fall zur Divergenz des itera-

tiven L�osungsverfahrens f�uhren k�onnen (Larreteguy 1995). Unter diesen Gesichtspunkten

liegt es nahe, eine Triangulation, die ausschlie�lich gleichseitige Dreiecke (alle Winkel 60o)

verwendet, als qualitativ beste Diskretisierung zu bewerten. Eine reale Diskretisierung in

komplexen, bewegten Geometrien wird selbstverst�andlich diesen Idealfall nicht erreichen.

Die Festlegung minimal zul�assiger und maximal zul�assiger Winkel im Dreieck liefert hier

ein Kriterium zur Selektierung qualitativ minderwertiger Dreiecke. F�ur die praktische An-

wendung haben sich im vorgestellten Verfahren Extremalwerte in der Gr�o�enordnung von

30o f�ur das untere und 100o f�ur das obere Limit bew�ahrt. Selbst bei starken Deformatio-

nen der Systemgrenzen gelingt es mit der in Kapitel 5.2.6 vorgestellten Kombination von

Gittermodi�kationen in der Regel alle Winkel au�erhalb dieses Winkelsollgr�o�enintervalls

zu beseitigen. Als alternatives oder �uberlagertes Kriterium bietet sich ein normalisiertes

Formverh�altnis des Dreiecks an, das das Verh�altnis von Innkreis- zu Umkreisdurchmesser

ausdr�uckt (George 1996).
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Abbildung 5.4: Normalisiertes Formverh�altnis eines Dreiecks.

Ein gleichseitiges Dreieck erreicht den Maximalwert s = 1; 0. Als minimal zul�assiges Form-

verh�altnis sollten Werte um 0; 4 verwendet werden, um nicht aufgrund von �uberzogenen

Qualit�atsanspr�uchen die Konvergenz des gesamten iterativen Gitteradaptionsprozesses zu

gef�ahrden (Jayaraman, Udaykumar und Shyy 1997).

(d)

(a) (b)

(c)

Abbildung 5.5: Auswirkungen des Gitteradaptionsverfahrens auf die integrale Gitterqualit�at:

(a) Gitter vor Adaption, (b) Gitter nach Adaption, (c) H�au�gkeitsverteilung

der Winkel, (d) H�au�gkeitsverteilung der Formverh�altnisse.

W�ahrend die oben genannten Kriterien zur Beurteilung der lokalen Gitterqualit�at auf Ele-

mentebene herangezogen werden, kann mit Hilfe von H�au�gkeitsverteilungen von Winkeln

und Formverh�altnissen die integrale Gitterqualit�at einer gesamten Triangulation beurteilt

werden. Abb. 5.5 zeigt exemplarisch eine Triangulation in einer sechseckigen Kavit�at vor und

nach der sequentiellen Gitteradaption sowie deren Auswirkung auf die genannten integralen

Qualit�atskennzahlen.

64



5.2.2 Verteilung der Gitterpunkte im Rechengebiet

Die Motivation f�ur lokale Eingri�e in die Gitterstruktur liefert neben rein geometrisch quali-

tativen Gesichtpunkten der Wunsch, eine bestimmte, von Ort und Zeit abh�angige Verteilung

der Gitterknoten und damit der lokalen Maschenweiten zu realisieren. Basierend auf einer

Verteilungsfunktion, die die gew�unschte lokale Elementgr�o�e angibt, werden mit einem ein-

fachen Soll-Ist-Vergleich die zu modi�zierenden Dreiecke selektiert. Zu gro�e Dreiecke wer-

den einer Verfeinerung, zu kleine Dreiecke einer Vergr�oberung unterzogen. Die Festlegung

der Sollgr�o�enverteilung stellt einen weiteren Freiheitsgrad des numerischen Verfahrens dar.

Innerhalb einer transienten Rechnung werden hier Informationen aus der bekannten L�osung

des vorherigen Zeitschritts m�oglichst sinnvoll verarbeitet. Die Sollgr�o�enverteilungsfunkti-

on zum Zeitpunkt n + 1 ist also im allgemeinen Fall eine Funktion einer oder mehrerer

abh�angiger Variablen zum Zeitpunkt n:


n+1
e (x; y) = 
e(u

n; vn; pn; T n; fnl :::::) : (5.2)

Im numerischen Code wird dem Bediener des Programms die Festlegung dieser Funktion

�uberlassen, weil je nach betrachtetem Anwendungsfall sehr unterschiedliche Abh�angigkeiten

sinnvoll sein k�onnen.1 Abb. 5.6 zeigt das Beispiel eines Aufschmelzproblems eines Fl�ussig-

metalls in einer rechteckigen Kavit�at und die f�ur dieses Problem gew�ahlte Sollgr�o�enver-

teilung. Innerhalb der im Laufe der transienten Rechnung st�andig wachsenden 
�ussigen

Phase wird eine konstant kleine Maschenweite realisiert, um die Au
�osung der hydrodyna-

mischen Grenzschichten zu gew�ahrleisten. In der festen Phase hingegen sind Elemente mit

zwei Zehnerpotenzen gr�o�eren Maschenweiten ausreichend. Eine eindimensionale Arcus-

Tangens-Funktion beschreibt hier die lokale Maschenweite in Abh�angigkeit der Entfernung

von der Phasengrenze.

Abbildung 5.6: Beispiel f�ur die Realisierung einer dynamischen Gitterverteilungsfunktion:

Momentaufnahme des Gitters und Gr�o�enverteilung in fester und 
�ussiger

Phase.

Sind die einen bestimmten Dreiecksknoten umgebenden Dreiecke in ihrer Gr�o�e stark un-

terschiedlich, tritt abgesehen vom unvermeidlichen Verlust an geometrischer Qualit�at ein

1. Wird die M�oglichkeit der Eingabe einer Sollgr�o�enverteilungsfunktion vom Bediener nicht wahrgenom-

men, wird der einfachste Fall eines Gitters mit konstanten Maschenweiten (
e(x; y) = C) realisiert.
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Genauigkeitsverlust der diskreten N�aherung auf (Ferziger und Peric 1996). Demzufolge

sind innerhalb jeder Phase stetig di�erenzierbare Gitterverteilungsfunktionen mit m�a�i-

gen Gradienten (insbesondere in 
�ussigen Phasen) zu bevorzugen. Prinzipiell besteht auch

die M�oglichkeit, einen Fehlersch�atzer (z. B. Padra und Larreteguy 1995) �uber die Gitter-

verteilungsfunktion an das numerische Verfahren anzukoppeln. Der Fehlersch�atzer liefert

dann auf Basis der aktuellen Zeitschrittl�osung eine r�aumliche Verteilungsfunktion des nu-

merischen Fehlers, welche wiederum die Basis f�ur die Verteilungsfunktion der Gitterknoten

liefert. Im Idealfall gelingt es dann im gesamten Berechnungsgebiet, unabh�angig von den

dort herrschenden physikalischen Gegebenheiten, eine N�aherungsl�osung mit gleichbleibend

geringem numerischen Fehler zu erzielen.

Die Frage nach der idealen Gittergr�o�enverteilung f�ur ein konkretes Problem ist nur sehr

schwierig zu beantworten. In jedem Fall sollte die Verteilungsfunktion so gew�ahlt werden,

da� nur wenige Durchl�aufe der Adaptionsalgorithmen in der Lage sind, den gew�unschten

Sollzustand einzustellen. Ansonsten besteht die Gefahr, da� der in einer dynamischen Ver-

teilung der Gitterzellen im Rechengebiet begr�undete prinzipielle Gewinn an E�zienz durch

zus�atzlichen numerischen Gitterbearbeitungsaufwand verloren geht. Obwohl die Verteilung

der Gitterknoten einen gro�en Ein
u� auf die E�ektivit�at des Gesamtverfahrens hat, sollte

eine gute numerische L�osung im Sinne einer gitterunabh�angigen L�osung von dieser Vertei-

lung unabh�angig sein. In diesem Zusammenhang o�enbart sich ein weiterer Vorteil der dy-

namischen Gitteranpassung: Die �Uberpr�ufung der Gitterunabh�angigkeit einer station�aren

L�osung kann sehr einfach �uber eine Ver�anderung der lokalen Maschengr�o�en kontrolliert

werden. Beispielsweise kann so �uberpr�uft werden, ob sich das station�are Endergebnis einer

Berechnung durch �Anderung der Gitterverteilungsfunktion qualitativ �andert.

5.2.3 Gitterverfeinerung

Unter einer Gitterverfeinerung ist in diesem Zusammenhang ein (automatisierter) Algorith-

mus zu verstehen, der in eine bestehende Triangulation einen zus�atzlichen Knotenpunkt

einf�ugt, so da� eine neue Triangulation mit einer erh�ohten Anzahl an Elementen entsteht.

Diese Art einer Verfeinerung, die die lokale Elementgr�o�e verringert, ist in der Literatur

auch als h-re�nement bekannt. Im Gegensatz dazu wird beim p-re�nement die Ordnung der

N�aherungsfunktion im �niten Element erh�oht. Das p-re�nement bietet einige beachtliche

Vorteile (schnelle Konvergenz, hohe E�zienz), hat aber den Nachteil, da� zum Teil tief-

greifende Eingri�e in die Programmstruktur und damit erheblicher Programmieraufwand

zur Implementierung erforderlich ist (Lewis et al. 1991). Das in dieser Arbeit verwendete

h-re�nement ist diesbez�uglich einfacher und kann auch problemlos an einen bereits existie-

renden Code angekoppelt werden.

Ist die bestehende Triangulation eine Delaunay-Triangulation, bietet sich zum Einf�ugen

zus�atzlicher Gitterknoten der Bowyer-Watson-Algorithmus an (Bowyer 1981, Watson 1981).

Entscheidender Vorteil hierbei ist, da� die nach der lokalen Modi�kation entstandene Trian-

gulation wiederum eine Delaunay-Triangulation ist. Abb. 5.7 zeigt die erforderlichen Schritte

des Algorithmus. Nach Selektierung des zu verfeinernden Dreiecks ist zun�achst ein geeigneter
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Einf�ugepunkt f�ur den neuen Knoten zu w�ahlen. In der Regel ist dies der Umkreismittel-

punkt des zu verfeinernden Dreiecks. Im folgenden Schritt sind alle Dreiecke zu markieren,

die in Folge des Einf�ugen des neuen Gitterpunktes nun das ECC-Kriterium verletzen (neu-

er Punkt liegt innerhalb ihres Umkreises). Die anschlie�ende Beseitigung von Kanten, die

beidseitig an markierte Dreiecke grenzen, erzeugt ein konvexes Polygon, in dessen Mitte

sich der neue Punkt be�ndet. Die Verbindung dieses Punktes mit allen Eckpunkten dieses

Polygons erzeugt schlie�lich eine Triangulation, in der alle Elemente das ECC-Kriterium

erf�ullen.

( a ) ( b )

( c ) ( d )

Abbildung 5.7: Bowyer-Watson-Algorithmus: (a) Selektiertes Dreieck mit Einf�ugepunkt,

(b) Markierung \fehlerhafter\ Dreiecke, (c) Beseitigung \fehlerhafter\ Drei-

ecke, (d) Retriangulation.

Sind Gitterelemente, die einen festen oder bewegten Rand des Rechengebietes ber�uhren, von

einer Verfeinerung betro�en, sind bestimmte Modi�kationen dieses Algorithmus erforder-

lich. Besitzt ein Dreieck eine Randkante und der der Randkante gegen�uberliegende Winkel

�uberschreitet 90o, wird ein einfacher bisection-Algorithmus (Mitchell 1989) angewandt. Da-

zu wird ein zus�atzlicher Punkt auf dem Rand eingef�uhrt, so da� das zu verfeinernde Dreieck

in zwei 
�achengleiche Dreiecke unterteilt wird.

Einfüge-
punkt

Rechenfeldrand

> 90˚

Abbildung 5.8: Bisection-Verfeinerung \
acher\ Randdreiecke.
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5.2.4 Gittervergr�oberung

Eine Gittervergr�oberung verringert die Anzahl der Elemente in einem lokal eng begrenzten

Gitterbereich. Abb. 5.9 zeigt die dazu erforderlichen Schritte (Rexroth 1996). �Ahnlich dem

Bowyer-Watson-Algorithmus wird ein neuer Punkt im Schwerpunkt des zu vergr�obernden

Dreiecks eingef�ugt. Anschlie�end werden s�amtliche Knoten des zu vergr�obernden Dreiecks

und die von ihnen ausgehenden Kanten gel�oscht. Das entstehende konvexe Polygon wird

dann wiederum durch Verbinden des neuen Knotens mit allen Eckpunkten des Polygons

retrianguliert.

( a ) ( b )

Abbildung 5.9: Vergr�oberung innenliegender Dreiecke: (a) Selektiertes Dreieck mit Einf�uge-

punkt, (b) Retriangulation nach Entfernung aller umliegenden Kanten.

Auch hier sind Modi�kationen des Algorithmus f�ur Dreiecke erforderlich, die mit ein, zwei

oder drei Knoten R�ander des Rechengebietes ber�uhren. Zur Entfernung von Randknoten

wird ein inverser Bisection-Algorithmus angewandt, der zwei kleinere Dreiecke in ein gr�o�e-

res �uberf�uhrt.

5.2.5 Gitterrelaxation

Bestimmte Verzerrungen in der Gitterstruktur infolge der oben beschriebenen Verfeinerungs-

und Vergr�oberungsma�nahmen sind unvermeidbar. Als sehr e�ektiv erweisen sich hier ein-

fache Entspannungsalgorithmen, die eine gewisse Vergleichm�a�igung der Gitterstruktur be-

wirken. Hier ist vor allem der Laplacesche Entspannungsalgorithmus (Field 1988) zu nennen,

der im Rahmen eines iterativen Prozesses sukzessiv jeden Knoten in den Mittelpunkt der

mit ihm unmittelbar verbundenen Nachbarknoten r�uckt. Mit Hilfe einer Gewichtsfunktion

W kann zus�atzlich eine gewisse H�aufung von Gitterknoten in bestimmten Raumrichtungen

erzielt werden.
NX
i=1

Wi(xi � x) = 0
NX
i=1

Wi(yi � y) = 0 : (5.3)

Als problematisch erweist sich die Verschiebung von Randknoten. Da der Systemrand �uber

einen Polygonzug festgelegt ist, ver�andert jede Randknotenverschiebung den Fl�acheninhalt

des Gesamtsystems, sofern der eingeschlossene Winkel nicht 180o betr�agt. Zur Minimierung
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solcher Volumendivergenzen sind Randknotenverschiebungen nur in tangentialer Richtung

des Randes und nur f�ur Randknoten mit eingeschlossenen Winkeln von nahezu 180o zul�assig.

Abbildung 5.10: Laplacesche Gitterentspannung: (a) innenliegender Knoten, (b) Randkno-

ten.

Dieser Algorithmus hat sich als sehr wirksam, schnell und robust erwiesen. Ein Nachteil bei

der Verwendung innerhalb Delaunay-Triangulationen ist jedoch, da� die berechneten Kno-

tenverschiebungen zu Verletzungen des ECC-Kriteriums f�uhren k�onnen. Durch geschickte

Kombination mit einem Kantendreh-Algorithmus (engl. edge swapping) lassen sich diese

Verletzungen jedoch vermeiden. Dazu wird im vorgestellten Verfahren ein modi�zierter

Laplace-Algorithmus eingesetzt. Nach jeder Knotenverschiebung entsprechend Gleichung

5.3 wird gepr�uft, ob der Punkt durch die Verschiebung in einen der Umkreise der ihn um-

gebenden Dreiecke gewandert ist. Sollte dies der Fall sein, wird die dem Punkt zugewandte

Kante des entsprechenden Dreiecks gedreht. Nach wenigen Iterationen wird auf diese Art

und Weise eine gegl�attete Gitterstruktur erreicht, die keinerlei ECC-Verletzungen beinhal-

tet.

Abbildung 5.11: Laplacesche Gitterentspannung mit optionalem edge swapping: (a) ECC-

Verletzung infolge Laplace-Entspannung, (b) edge swapping beseitigt ECC-

Verletzung.
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Abb. 5.12 veranschaulicht die Wirkung des modi�zierten Laplaceschen Gl�attungsalgorith-

mus anhand eines einfachen Beispiels. In ausreichender Entfernung vom Rechenfeldrand

wird eine regelm�a�ige Struktur gleichseitiger Dreiecke erreicht. Lediglich in den Randberei-

chen sind Abweichungen von der idealen Dreiecksform unvermeidbar.

Abbildung 5.12: Gitterrelaxation durch modi�ziertes Laplace-Smoothing: (a) Ausgangsgit-

ter, (b) gegl�attetes Gitter.

Im vorgestellten numerischen Code wird dieser modi�zierte Laplacesche Filter mit einem

weiteren Entspannungsalgorithmus gekoppelt. Frey und Field (1991) schlagen ein Relaxa-

tionsverfahren vor, welches Gitterunregelm�a�igkeiten, die durch das Zusammentre�en zu

vieler oder zu weniger Kanten in einem Gitterknoten verursacht werden, durch gezieltes

Drehen von Dreieckskanten zu beseitigen versucht.

De�niert man die Anzahl der einen Knotenpunkt i umgebenden Dreiecke als Grad di des

Knotens und legt f�ur jeden Knoten gleichzeitig einen idealen Grad Di fest (f�ur innenliegende

Knoten istDi = 6), so liefert die Summe der quadratischen Abweichungen vom idealen Grad

ein Ma� f�ur die Regelm�a�igkeit des Gitters:

R =
NX
i=1

(di �Di)
2 : (5.4)

Abb. 5.13 verdeutlicht, da� die Grade von insgesamt vier Knoten vom Drehen einer Kante

betro�en sind. Das Drehen einer Kante ist nur dann durchzuf�uhren, wenn die Summe aller

quadratischen Abweichungen vom idealen Grad R durch das Drehen der Kante reduziert

wird. Abb. 5.13 zeigt eine Situation, in der das edge swapping eine Verringerung von R um

4 bewirkt.
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Abbildung 5.13: Gitterrelaxation durch Relaxations-Swapping: (a) Ursprungskon�guration,

(b) Kon�guration nach edge swapping.

5.2.6 Kombination der Adaptionsalgorithmen

Abb. 5.14 veranschaulicht abschlie�end alle erforderlichen Schritte im Rahmen der Git-

teradaption, die prinzipiell nach jedem Zeitschritt des numerischen Verfahrens durchlaufen

werden. Werden innerhalb eines Zeitschritts eine Vielzahl von Elementen selektiert, die

nicht den Anforderungen des Soll-Ist-Vergleiches standhalten, sind die Schritte des adapti-

ven Verfahrens in mehreren Durchg�angen mit zwischenzeitlicher Neuberechnung der Soll-

und Istgr�o�en durchzuf�uhren. Dies ist erforderlich, da beispielsweise eine Verfeinerung eines

bestimmten Dreiecks auch die Gittergr�o�en der umliegenden Elemente ver�andert.
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Abbildung 5.14: Einzelne Schritte des gesamten Adaptionsverfahrens.
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Bei der Anwendung dieses Adaptionsverfahrens f�ur ein freies Randwertproblem wird sich

innerhalb eines Zeitschritts eine nur geringf�ugige Ver�anderung des Rechenraumes und der

abh�angigen Variablen der Gitterverteilungsfunktion (Gl. (5.2)) ergeben. Entsprechend ist

ein Durchlaufen des Adaptionsverfahrens nur nach einem Bruchteil aller Zeitschritte erfor-

derlich, was gleichzeitig den Rechenaufwand des Gesamtverfahrens in vertretbaren Grenzen

h�alt.

5.3 Anwendungsbeispiele

In s�amtlichen in Kapitel 6 angesprochenen Veri�kationsrechnungen kommt das beschriebene

Adaptionsverfahren zum Einsatz. Um das Verhalten des Verfahrens bei extremer Deformati-

on bewegter R�ander und gro�skaliger Grenz
�achenbewegung zu testen, wurden Rechnungen

durchgef�uhrt, die auf der willk�urlichen Vorgabe einer Randbewegung beruhten. Losgel�ost

von einer 
uiddynamischen Problemstellung konnte so der f�ur die Gittererzeugung und

Gitteradaption verantwortliche Programmteil seperat ausgetestet werden.

Abb. 5.15 zeigt die Ergebnisse von drei ausgew�ahlten Testrechnungen. Dabei ist zu beach-

ten, da� sich die im Laufe der transienten Rechnung stark �andernde Gittertopologie allein

durch eine Folge von lokalen Eingri�en in die Gitterstruktur ergibt. Eine globale Retrian-

gulation �ndet zu keinem Zeitschritt statt. W�ahrend in den F�allen (a) und (b) konstante

Maschenweiten im gesamten Berechnungsgebiet realisiert wurden, basiert Rechnung (c) auf

einer Gitterverteilungsfunktion, die einen linearen Anstieg der Maschengr�o�en mit dem Ab-

stand vom Kavit�atszentrum vorsieht. Die Frontgeschwindigkeit der bewegten R�ander wurde

jeweils so gew�ahlt, da� der Endzustand (das vierte Bild jeder Rechnung) nach 800 Zeitschrit-

ten erreicht wurde. Durchschnittlich 10 % dieser Zeitschritte f�uhrten im Anschlu� an die

Frontbewegung zu einem Aufruf des Adaptionsverfahrens. Innerhalb des iterativen Adapti-

onsprozesses wurde dann nach jeweils 2�3 Iterationen die gew�unschte Sollgr�o�enverteilung

(innerhalb bestimmter Toleranzschranken) erreicht.
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( c )( a ) ( b )

Abbildung 5.15: Testrechnungen zur Gitteradaption: (a) Wellenf�ormige Deformation einer

quadratischen Kavit�at, (b) Umbildung eines horizontalen in einen vertikalen

Stab, (c) Wachsende Buchstabengruppe.
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Kapitel 6

Veri�kation und Anwendung

6.1 Begri�sabgrenzungen und Vorgehensweise

Neben dem theoretischen und dem experimentellen Ansatz nehmen numerische Simula-

tionen inzwischen einen wichtigen Platz in Industrie und Forschung ein. Dennoch wird

Ergebnissen, die auf numerischen Simulationen beruhen, vielfach noch mit gro�er Skep-

sis begegnet. Diese m�ussen deshalb nicht nur die Hauptanforderungen hohe Genauigkeit,

geometrische Flexibilit�at und akzeptable Rechenzeit erf�ullen, sondern auch eine gewisse

Glaubhaftigkeit und Vertrauensw�urdigkeit sicherstellen. Jede Codeentwicklung mu� daher

eine ausgiebige und kritische Veri�kationsphase beinhalten. Anhand des Vergleiches mit

genauen L�osungen oder theoretisch abgesicherten Experimenten ist dabei zu pr�ufen, ob

die zugrunde liegenden Gleichungen richtig gel�ost werden (Oertel und Laurien 1995). In

diesem Sinne stellt die Veri�kation sicher, da� die f�ur einen bestimmten Anwendungsfall

bzw. Anwendungsbereich verwendeten physikalischen Modelle und numerischen Algorith-

men fehlerfrei implementiert sind. Unter Validierung ist hingegen der weiterf�uhrende Proze�

zu verstehen, der �uberpr�uft, ob einer Simulation die korrekten physikalischen Modelle bzw.

Gleichungen zugrunde gelegt wurden. Dies ist nur im direkten Vergleich mit realen Expe-

rimenten m�oglich. Die Validierung �uberpr�uft gewisserma�en den Bezug der Simulation zur

Realit�at. In diesem Zusammenhang macht der Begri� \Codevalidierung\ wenig Sinn, da nur

bestimmte Rechnungen (bzw. Anwendungsf�alle), nicht aber der Code als solcher validiert

werden k�onnen (Roache 1997).

F�ur den in dieser Arbeit vorgestellten Code wurde die Strategie einer sukzessiven Veri�-

kation implementierter Teilmodelle verfolgt. Schon in einer fr�uhen Phase der Codeentwick-

lung wurde damit begonnen, die numerische Realisierung bestimmter mathematischer und

physikalischer Modelle anhand einfacher Testf�alle zu �uberpr�ufen und somit m�ogliche Feh-

lerquellen fr�uhzeitig aufzudecken. Die in Tabelle 6.1 genannte Au
istung durchgef�uhrter

Veri�kationsrechnungen ist auch als Veri�kationsplan zu verstehen, der chronologisch ab-

gearbeitet wurde. Sp�ater durchgef�uhrte Testrechnungen basieren zum Teil auf Modellen,

die durch vorangegangene Rechnungen bereits veri�ziert wurden. Sie erweitern den An-
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wendungsbereich dieser Modelle und testen deren Verhalten in Kombination mit anderen

Modellen.

Prinzipiell kann eine Veri�kation durch Vergleich mit analytischen L�osungen, anderen nume-

rischen L�osungen (Benchmarkl�osungen) oder experimentellen Daten erfolgen. Da geschlos-

sene analytische L�osungen nur in den seltensten F�allen und f�ur sehr einfache Probleme

existieren, ist man h�au�g auf einen Vergleich mit numerischen oder experimentellen Ergeb-

nissen anderer Autoren angewiesen.

Tabelle 6.1: �Uberblick �uber durchgef�uhrte Veri�kationsrechnungen.

Nr. Testfall zu veri�zierender Pro-

grammteil

Vergleich mit

1 Instation�ares W�armeleitproblem Zeitdiskretisierung,

W�armetransportgleichung

Analytischer L�osung

2 Laminare Nischenstr�omung Navier-Stokes-Gleichungen Benchmarkl�osungen

3 Station�are Naturkonvektionsstr�omung:

- quadratische Kavit�at Navier-Stokes + Energiegl. Benchmarkl�osungen

- komplexere Kavit�aten Gitteralgorithmen Experiment

- mit inneren W�armequellen Quelltermimplementierung Experiment

4 Instation�are Naturkonvektionsstr�omung Zeitdiskretisierung Benchmarkl�osungen

5 Zweiphasiges Stefanproblem Latentw�armefreisetzung,

Frontbewegung

Analytischer L�osung

6 Gerichtetes Aufschmelzen eines Reinsto�es Diskr. Phasenwechselmodell,

Bewegtes-Gitter-Verfahren

Benchmarkl�osungen,

Experiment

7 B�enard-Konvektion unter Gefrier
�achen Diskr. Phasenwechselmodell,

Bewegtes-Gitter-Verfahren

Numerischer L�osung,

Experiment

8 Aufschmelzen mit interner Beheizung Kont. Phasenwechselmodell,

Bewegtes-Gitter-Verfahren

Numerischer L�osung,

Experiment

In den folgenden Unterkapiteln wird auf die Veri�kationsf�alle 4 -8 ausf�uhrlich eingegangen.

Dabei wird zwischen ein- und mehrphasigen Problemen unterschieden. Auf eine Darstellung

der Ergebnisse der einfacheren F�alle 1-3 wird aus Platzgr�unden verzichtet.
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6.2 Einphasige Probleme

6.2.1 Instation�are Naturkonvektionsstr�omung in Fl�ussigmetall

6.2.1.1 Quadratische Kavit�at mit adiabaten horizontalen W�anden

Zur �Uberpr�ufung der Genauigkeit des Zeitverhaltens instation�arer Str�omungen wird zun�achst

der Fall der Naturkonvektionsstr�omung in einer seitlich beheizten und mit Fl�ussigmetall

gef�ullten Kavit�at untersucht. Zum Zeitpukt t = 0 besitzt das Fluid �uberall die Temperatur

Tc. Ein pl�otzliches Erh�ohen der Temperatur der linken vertikalen Wand auf Th > Tc bringt

dann eine Naturkonvektionsstr�omung in Gang. Alle Sto�werte mit Ausnahme der Dichte

im Auftriebsterm der Impulsgleichungen sind konstant, d. h. die Boussinesq-Approximation

wird als g�ultig betrachtet. Die Str�omung wird ferner als zweidimensional, laminar und in-

kompressibel behandelt.
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� � � � � � �


 � � � � 
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Abbildung 6.1: Instation�are Naturkonvektionsstr�omung in einer quadratischen Kavit�at:

Problemde�nition.

Im Gegensatz zu Problemen mit horizontalen �au�eren Temperaturgradienten (B�enard-Pro-

bleme) setzt bei vorhandenen vertikalen Temperaturgradienten die Naturkonvektionsstr�o-

mung sofort und auch schon bei kleinsten Rayleigh-Zahlen ein. In Medien mit sehr klei-

nen Prandtl-Zahlen ist diese Str�omung hochgradig nichtlinear, weil sie stark tr�agheitsdo-

miniert ist. Viskose Kr�afte sind lediglich in den sehr d�unnen Grenzschichten von Bedeu-

tung (Mohamad und Viskanta 1991). Entsprechend gering ist der viskose D�ampfungse�ekt

bei St�orungen des Stromfeldes, weswegen Str�omungen in Medien mit kleiner Prandtl-Zahl

zu Oszillationen neigen. F�ur mittlere und h�ohere Grashof-Zahlen wurden sowohl in ex-

perimentellen (Pamplin und Bolt 1976) als auch in numerischen Studien (Mohamad und

Viskanta 1991) Oszillationen in seitlich beheizten Kavit�aten nachgewiesen. In Abh�angig-

keit von der Prandtl-Zahl existiert eine kritische Grashof-Zahl, bei der die oszillationsfreie

L�osung instabil wird. Diese kritische Grashof-Zahl nimmt mit der Prandtl-Zahl des Mediums

ab. Bei einer festen Prandtl-Zahl existiert ein bestimmter Grashof-Zahlenbereich oberhalb

der kritischen Grashof-Zahl, in dem die oszillatorische L�osung asymptotisch ged�ampft wird

und einer station�aren L�osung entgegenstrebt. F�ur h�ohere Grashof-Zahlen hingegen bleibt

die Str�omung f�ur alle Zeiten oszillierend und instation�ar (Mohamad und Viskanta 1991).

76



F
� u
r
d
en

u
n
tersu

ch
ten

F
a
ll
P
r
=
0
:0
2
u
n
d
G
r
=
2
�
1
0
6
(R
a
=
4
�
1
0
4)

b
ild

en
sich

in
ein

er

K
av
it� a

t
m
it
d
em

G
eo
m
etriev

erh
� a
ltn

is
B
=
H

=
1
n
u
r
a
n
f� a
n
g
lich

O
szilla

tio
n
en

a
u
s.
D
iese

v
ersch

w
in
d
en

n
a
ch

ein
ig
er

Z
eit

u
n
d
ein

sta
tio

n
� a
rer

S
tr� o

m
u
n
g
sen

d
zu
sta

n
d
stellt

sich
ein

.

M
o
h
a
m
a
d
(1
9
9
8
)
v
er� o

�
en
tlich

te
1
9
9
8
f� u
r
d
a
s
b
esch

rieb
en
e
P
ro
b
lem

seh
r
g
en
a
u
e
n
u
m
eri-

sch
e
B
en
ch
m
a
rk
l� o
su
n
g
en
.
A
u
fg
ru
n
d
sein

er
w
o
h
ld
e�
n
ierten

G
eo
m
etrie

u
n
d
sein

er
ein

fa
ch
en

R
a
n
d
-
u
n
d
A
n
fa
n
g
sb
ed
in
g
u
n
g
en

eig
n
et

sich
d
ieses

in
sta

tio
n
� a
re

P
ro
b
lem

seh
r
g
u
t
a
ls
tra

n
-

sien
ter

B
en
ch
m
a
rk
fa
ll,

m
it
d
em

sow
o
h
l
d
er

T
ra
n
sp
o
rt

v
o
n
S
tr� o

m
u
n
g
sstru

k
tu
ren

a
ls
a
u
ch

d
ie

D
� a
m
p
fu
n
g
seig

en
sch

a
ften

d
es

C
o
d
es

(in
fo
lg
e
n
u
m
erisch

er
D
i�
u
sio

n
)
� u
b
erp

r� u
ft
w
erd

en

k
� o
n
n
en
.

A
b
b
.
6
.2
zeig

t
zu
n
� a
ch
st
d
en

n
a
ch

A
b
k
lin

g
en

d
er
O
szilla

tio
n
en

erreich
ten

sta
tio

n
� a
ren

E
n
d
zu
-

sta
n
d
in

F
o
rm

v
o
n
Iso

th
erm

en
u
n
d
S
tro

m
lin

ien
.
E
b
en
fa
lls

d
a
rg
estellt

ist
d
a
s
h
ierzu

v
erw

en
-

d
ete

feste
n
u
m
erisch

e
G
itter

(N
=
3
7
9
8
).
U
m
d
ie
G
ren

zsch
ich

ten
b
esser

a
u
fzu

l� o
sen

,
w
u
rd
e
a
ls

S
o
llg
r� o
�
en
v
erteilu

n
g
sfu

n
k
tio

n
ein

e
G
a
u
ssv

erteilu
n
g
v
erw

en
d
et,

d
ie
d
ie
M
a
sch

en
w
eite

(D
rei-

eck
sg
r� o
�
e)

in
R
a
n
d
n
� a
h
e
in

A
b
h
� a
n
g
ig
k
eit

v
o
m

A
b
sta

n
d
v
o
m

K
av
it� a

tszen
tru

m
v
errin

g
ert:

�
(x
;y
)
=
2
0
�
e
ln

12
0 �[m

i
n
(
x
;y
)] 2

(6
.1
)

(
b

)
(

a
)

0,0

1,0

0,4

0,2

0,8

0,6

Temperatur

-0,0•10
-4

Stromfunktion

-0,4•10
-4

-0,2•10
-4

-0,6•10
-4

-0,8•10
-4

(
c

)

0,0•10
-4

x

y

A
b
b
ild
u
n
g
6
.2
:
S
ta
tio

n
� a
re

L
� o
su
n
g
ein

er
S
im
u
la
tio

n
f� u
r
P
r
=
0
:0
2
u
n
d
G
r
=
2

�
1
0
6:

(a
)
n
u
m
erisch

es
G
itter,(b

)
Iso

th
erm

en
,
(c)

S
tro

m
lin
ien

.

D
a
s
a
sy
m
p
to
tisch

e
A
b
k
lin

g
v
erh

a
lten

d
er

o
szillieren

d
en

S
tr� o

m
u
n
g
w
ird

a
n
h
a
n
d
d
er

m
itt-

leren
N
u
sselt-Z

a
h
len

en
tla

n
g
d
er

w
a
rm

en
u
n
d
ka
lten

W
a
n
d
sow

ie
d
er
u
-G
esch

w
in
d
ig
k
eits-

k
o
m
p
o
n
en
te

im
K
av
it� a

tszen
tru

m
n
� a
h
er

u
n
tersu

ch
t.
A
b
b
.
6
.3

zeig
t
zu
n
� a
ch
st

d
a
s
tra

n
sien

te

V
erh

a
lten

d
er

m
ittleren

N
u
sselt-Z

a
h
l
en
tla

n
g
d
er

w
a
rm

en
u
n
d
ka
lten

W
a
n
d
ein

er
h
o
ch
-

a
u


� o
sen

d
en

S
im
u
la
tio

n
(2
5
6
x
2
5
6
G
itterp

u
n
k
te)

v
o
n
M
o
h
a
m
a
d
(1
9
9
8
)
in

d
irek

tem
V
er-

g
leich

m
it

ein
er

S
im
u
la
tio

n
m
it

d
em

v
o
rg
estellten

C
o
d
e.

D
a
b
ei

w
u
rd
e
ein

festes
G
itter

m
it
N

=
3
7
9
8
G
itterk

n
o
ten

v
erw

en
d
et.

D
er

d
im
en
sio

n
slo

se
Z
eitsch

ritt
w
u
rd
e
-
� a
h
n
lich

d
em

V
o
rg
eh
en

in
d
er

B
en
ch
m
a
rk
sim

u
la
tio

n
-
v
o
n
a
n
f� a
n
g
lich

1
�
1
0 �

5
n
a
ch

1
0
0
Z
eitsch

ritten
a
u
f

5�1
0 �

5
u
n
d
n
a
ch

1
0
0
0
Z
eitsch

ritten
a
u
f
1�1

0 �
4
erh

� o
h
t.
A
ls
Z
eitd

isk
retisieru

n
g
ssch

em
a
ka
m

d
a
s
C
ra
n
k
-N
ico

lso
n
-V
erfa

h
ren

zu
m

E
in
sa
tz.7

7



τ τ

Abbildung 6.3: Vergleich des transienten Verhaltens bestimmter Kenngr�o�en mit der Bench-

markl�osung von (Mohamad 1998): (a) Nusselt-Zahlen entlang der warmen

und kalten Wand, (b) u-Geschwindigkeitskomponente im Kavit�atszentrum.

Abb. 6.3 zeigt, da� das Auf- und Abschwingverhalten der Nusselt-Zahlen qualitativ dem der

Benchmarkl�osung entspricht. Die wesentlich geringere r�aumliche Au
�osung sorgt allerdings

f�ur leicht ged�ampfte Schwingungsamplituden. Schwingungen geringer Amplituden werden

bei einer im Vergleich zur Benchmarkl�osung um Faktor 5 geringeren Au
�osung komplett

unterdr�uckt. Der station�are Endwert der Nusselt-Zahlen weicht lediglich um 0:2% von dem

der Benchmarkl�osung ab. Die Frequenz der periodischen Schwingung wird gut wiederge-

geben. Die relativ geringe Phasenverschiebung spricht f�ur einen untergeordneten Ein
u�

k�unstlicher Di�usion h�oherer Ordnung (Dispersion).

Ein �ahnliches Verhalten zeigt der Vergleich der u-Geschwindigkeitskomponente im Kavit�ats-

zentrum. Auch hier werden Frequenz und station�arer Endwert der Oszillation gut wiederge-

geben, eine gewisse D�ampfung der Schwingungsamplituden ist aber aufgrund der begrenzten

r�aumlichen Au
�osung unvermeidbar.

Die Sensitivit�at der gezeigten Kenngr�o�en bez�uglich der r�aumlichen Au
�osung zeigt Abb.

6.4. Gr�o�ere Maschenweiten verbessern das D�ampfungsverhalten der Simulation leicht. Der

station�are Endwert der Nusselt-Zahlen wird bei geringerer r�aumlicher Au
�osung leicht un-

tersch�atzt. Die Eigenfrequenz der Oszillation reagiert insensitiv auf die Reduzierung der

r�aumlichen Au
�osung. Der Verlauf der u�Geschwindigkeit im Kavit�atszentrum zeigt bei

geringer Au
�osung eine leichte Zunahme der D�ampfung, aber insbesondere eine leichte Ver-

schiebung der Kurve hin zu positiven Geschwindigkeiten. Hier k�onnte sich die Asymmetrie

des numerischen Gitters und auch die starke Variation der Maschenweiten in Horizontal-

richtung negativ auswirken. Unterschiedliche Gr�o�en der einen Knotenpunkt umgebenden

Dreiecke reduzieren die Fehlerordnung des Verfahrens und sorgen - je nach Vorzeichen der

Gr�o�en�anderung - f�ur zus�atzliche positive oder negative numerische Di�usion. So kann eine

Abnahme der Gitterau
�osung in Str�omungsrichtung zu einer gef�ahrlichen Verringerung der

Di�usion f�uhren (G�unther 1997b). Bei Rezirkulationsstr�omungen ist dies bei der Verwen-

dung adaptiver Gitter jedoch praktisch unvermeidbar.
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Abbildung 6.4: Vergleich unterschiedlicher r�aumlicher Diskretisierungen: (a) Nusselt-Zahlen

entlang der warmen und kalten Wand, (b) u-Geschwindigkeitskomponente

im Kavit�atszentrum.

Eine Erh�ohung der zeitlichen Au
�osung (Beibehaltung des Zeitschritts von 1 �10�5 w�ahrend
der gesamten Simulation) brachte keine nennenswerte Verbesserung. Der Einsatz einer

vollimpliziten Euler-Zeitdiskretisierung (O(�t)) verst�arkt das D�ampfungsverhalten des Co-

des im Vergleich zur Crank-Nicolson-Diskretisierung (O(�t2)) nur geringf�ugig, wie Abb.

6.5 anhand vergr�o�erter Ausschnitte o�enbart. Die Frequenz der Oszillation bleibt in bei-

den F�allen unver�andert. F�ur die u-Geschwindigkeit im Zentrum zeigt die implizite Euler-

Diskretisierung eine �ahnliche Auswirkung wie die verringerte r�aumliche Au
�osung in Abb.

6.4(b). Die zus�atzliche numerische Di�usion bei Einsatz eines Zeitdiskretisierungsschemas

der Ordnung �t sorgt hier neben zus�atzlicher D�ampfung f�ur einen Versatz der Schwin-

gungsamplituden. Beide Rechnungen in Abb. 6.5 wurden mit einer vergleichsweise geringen

r�aumliche Au
�osung von N = 3256 Knotenpunkten durchgef�uhrt, die zeitliche Au
�osung

war gegen�uber den vorangegangenen Simulationen unver�andert.

τ τ

Abbildung 6.5: Vergleich unterschiedlicher Zeitdiskretisierungen: (a) Nusselt-Zahlen entlang

der warmen und kalten Wand, (b) u-Geschwindigkeit im Kavit�atszentrum.
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6.2.1.2 Kavit�at mit A = 4 und isothermen horizontalen W�anden

Naturkonvektionsstr�omungen f�ur kleine Prandtl-Zahlen in einer Kavit�at mit einem Breiten-

H�ohenverh�altnis von A = 4 wurden im Rahmen einer Benchmarkstudie anl�a�lich der

GAMM-Tagung 1988 in Marseille ausf�uhrlich untersucht (Roux 1990). Motiviert u. a. durch

die experimentelle Arbeit von Hurle, Jakeman und Johnson (1974), die in einem paral-

lelepipedf�ormigen Beh�alter mit 
�ussigem Gallium unter der Wirkung eines horizontalen

Temperaturgradienten die kritische Bedingungen f�ur den Einsatz von Oszillationen quan-

ti�zierten, wurden Testf�alle f�ur die Prandtl-Zahlen 0 und 0.015 sowie f�ur unterschiedliche

hydrodynamische Randbedingungen der oberen horizontalen Berandung (fester Rand und

schubspannungsfreier Rand) formuliert. Der zu untersuchende Grashof-Zahlenbereich wurde

dabei unter Ber�ucksichtigung der theoretischen Ergebnisse von Winters (1988) festgelegt,

der mit einer Verzweigungsanalyse kritische Grashof-Zahlen f�ur den Einsatz von Oszillatio-

nen ausmachte. Demnach ergibt sich f�ur die genannten Bedingungen bei einer Grashof-Zahl

von Gr = 2:8153 � 104 eine Hopf-Verzweigung. Oberhalb dieser kritischen Grashof-Zahl

ist eine mono-oszillatorische L�osung mit konstanter Schwingungsamplitude stabil. Dennoch

k�onnen sich nach Winters (1988) oberhalb der kritischen Grashof-Zahl auch station�are Se-

kund�arl�osungen auf instabilen L�osungs�asten ausbilden.

Als Testfall f�ur das vorgestellte numerische Verfahren wird der Fall mit festen horizontalen

Berandungen f�ur Pr = 0:015 und Gr = 30000 herangezogen (siehe Abb. 6.6).

Abbildung 6.6: Instation�are Naturkonvektion in einer l�anglichen Kavit�at (A = 4): Geome-

trie, Randbedingungen und dimensionslose Kennzahlen.

F�ur die quantitative Auswertung der Ergebnisse werden die L�angenskalen x=B bzw. y=H,

die Zeitskala H2=� sowie die Geschwindigkeitsskala �=(H
p
Gr) eingef�uhrt. Der quantitative

Vergleich mit den numerischen Ergebnissen anderer Autoren wird anhand der maximalen

Horizontalgeschwindigkeit U� im Schnitt X = 1=4 sowie der maximalen Vertikalgeschwin-

digkeit V � im Schnitt Y = 1=2 gef�uhrt.

Die Berechnungen wurden auf einem festen numerischen Gitter mitN = 3464 Knotenpukten

durchgef�uhrt, die Verteilung der Knotenpunkte im Rechengebiet basierte auf Gl. (6.1). Als

Zeitdiskretisierung kam das Crank-Nicolson-Schema mit einem konstanten Zeitschritt von

� = 5 � 10�5 zum Einsatz, als Startl�osung diente die eindimensionale W�armeleitl�osung des

Problems.
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Abb. 6.7 zeigt den zeitlichen Verlauf der genannten Maximalgeschwindigkeiten. Es stellt sich

ein oszillierender Str�omungszustand mit leicht degressiver Schwingungsamplitude ein. In-

nerhalb des von der numerischen Simulation abgedeckten Zeitintervalls konnte kein Schwin-

gungszustand mit konstanter Amplitude erreicht werden. Die in Tabelle 6.2 genannten

Maximal- und Minimalwerte der Geschwindigkeiten U� und V � beziehen sich auf die An-

fangsphase der Berechnung. Die dimensionslose Oszillationsfrequenz f hingegen bleibt

w�ahrend der gesamten Simulationszeit exakt konstant.

Abbildung 6.7: Zeitl. Verlauf der Maximalgeschwindigkeiten U� = Umax f�ur X = 1=4 und

V � = Vmax f�ur Y = 1=2 sowie Stromfunktion w�ahrend der Periodendauer T .

Tabelle 6.2: Vergleich der Ergebnisse f�ur den Fall Pr = 0:015, Gr = 30000, feste horizontale

Berandungen (B1 - B15 = diverse Beitr�age zur Benchmarkstudie, hier nicht

n�aher genannt, E = eigener Beitrag, O = oszillatorische L�osung, S = station�are

L�osung, - = Wert nicht bekannt).

Beitrag L�osungsform U�min U�max V �min V �max f

B1 O 0.4319 0.8411 0.4895 0.9526 18.05

B2 S 0.609 0.609 0.703 0.703

B3 O - - - - 18.18

B4 O - - - - 18.04

B5 O 0.5146 0.7266 0.6024 0.8286 17.89

B6 O - 0.635 - 0.7411 18.09

B7 O 0.596 0.6662 0.685 0.754 17.9

B8 O 0.558 0.645 0.656 0.762 18.1

B9 O 0.5883 0.6016 0.7026 0.7194 17.24

B11 O 0.525 0.753 0.584 0.843 16.9

B12 O 0.496 0.782 0.562 0.872 17.86

B13 O - - - - 18.2

B14 O - - - - 18.05

B15 O 0.5609 0.7289 0.6346 0.8237 18.40

E O 0.589 0.660 0.692 0.761 18.23

Mit einer Ausnahme werden von allen Autoren oszillatorische L�osungen berechnet. Eine Re-

ferenzl�osung wurde im Rahmen der Auswertung der Benchmarkergebnisse nicht bestimmt.

Die eigene L�osung be�ndet sich innerhalb der Wertebereiche, die von den Benchmarkl�osun-

gen abgedeckt werden.
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6.3 Mehrphasige Probleme

6.3.1 Zweiphasiges Stefanproblem

Als Testfall zur Veri�kation der Kinematik bewegter Fest-Fl�ussig-Phasengrenzen eignet sich

besonders das klassische Stefanproblem (Rubenstein 1971). Dabei wird ein eindimensionaler

Halbraum x � 0 betrachtet, der mit einem Medium gef�ullt ist, das f�ur t � 0 eine konstante

Temperatur T2 > Tm besitzt, d. h. zun�achst den 
�ussigen Zustand einnimmt. Zum Zeit-

punkt t = 0 wird die Ober
�ache bei x = 0 auf T1 < Tm abgek�uhlt und f�ur alle Zeiten auf

dieser Temperatur gehalten, so da� - ausgehend von dieser Ober
�ache - eine feste Phase

entsteht, die mit der Zeit immer mehr anw�achst. Als einziger W�arme�ubertragungsmecha-

nismus wird W�armeleitung betrachtet. Das System l�a�t sich durch die beiden Fourierschen

W�armeleitgleichungen in fester und 
�ussiger Phase beschreiben:

@

@x

�
�s
@Ts

@x

�
= �cs

@Ts

@t

@

@x

�
�l
@Tl

@x

�
= �cl

@Tl

@t
: (6.2)

An der bewegten Fest-Fl�ussig-Phasengrenze gelten unter Vernachl�assigung von Nicht-Gleich-

gewichtse�ekten und Volumen�anderung beim Phasenwechsel (� = �s = �l) die isotherme

Bedingung

Ts = Tl = Tm (6.3)

sowie die Stefan-Bedingung, die anschaulich die W�armestr�ome an der Phasengrenze bilan-

ziert:

�s
@Ts

@x
� �l

@Tl

@x
= �L

dxsl

dt
: (6.4)

xsl bezeichnet darin die zeitabh�angige Position der Phasentrenn
�ache. Obiges Di�erential-

gleichungssystem besitzt eine analytische L�osung, die als Neumannsche �Ahnlichkeitsl�osung

(Crank 1984) bekannt ist. Demnach wird die Bewegung der Phasentrenn
�ache durch die

Wurzelfunktion

xsl(t) = 2�
p
�st (6.5)

beschrieben. Die Gr�o�e � ist aus der transzendenten Gleichung

e��
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2
=�l

p
�l(Tm � T1)erfc(�
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�
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zu bestimmen. Die Temperaturverteilung im Medium wird durch die Funktion

T =

8>>><
>>>:

Tm�T1
erf�

erf( x

2
p
�st

) + T1 f�ur x < xsl

Tm f�ur x = xsl

T2 � T2�Tm
erfc(�

p
�s=�l)

erfc( x

2
p
�lt
) f�ur x > xsl

(6.7)

beschrieben.

F�ur T2 = Tm ergibt sich der einfachere einphasige Fall, bei dem W�armeleitung nur in der


�ussigen Phase statt�ndet. Im folgenden wird nur der zweiphasige Fall mit T2 > Tm be-

handelt. Das eindimensionale Problem wird in einer zweidimensionalen Kavit�at mit einem
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Geometrieverh�altnis von L=H = 10 behandelt. Dadurch l�a�t sich zus�atzlich pr�ufen, in-

wieweit unphysikalische Verkr�ummungen der Phasengrenze oder andere zweidimensionale

E�ekte durch numerische Fehler in das Problem hineingetragen werden. Abb. 6.8 zeigt die

in der Simulation verwendete Geometrie, Randbedingungen und Sto�werte.

Abbildung 6.8: Zweiphasiges Stefanproblem: Problemde�nition mit Sto�werten, Anfangs-

und Randbedingungen.

Die analytische L�osung des Problems setzt einen unendlich ausgedehnten Halbraum voraus

(T = T2 f�ur x = 1), die numerische Simulation bedarf jedoch einer endlichen Geometrie.

F�ur sehr lange Simulationszeiten entsteht am rechten Rand der Kavit�at ein nicht mehr zu

vernachl�assigender Temperaturgradient. Der W�armestrom in die Kavit�at verursacht dann

einen systematischen Fehler. Der Vergleich zwischen Analytik und Numerik ist deshalb

nur in einem begrenzten zeitlichen Rahmen m�oglich. Quantitative Absch�atzungen (unter

Zuhilfenahme des Temperaturgradienten am rechten Rand) zeigen, da� der W�armeeintrag

�uber den rechten endlichen Rand der Kavit�at bis zu einer dimensionslosen Frontposition

von x � 0:2 zu vernachl�assigen ist.
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Abbildung 6.9: Dynamische Sollgr�o�enverteilungsfunktion der Dreieckselemente f�ur das

zweiphasige Stefanproblem.

Die Genauigkeit der Berechnung der Frontgeschwindigkeit ist ma�geblich davon abh�angig,

wie genau die Temperaturen in unmittelbarer Frontn�ahe erfa�t werden. Die gew�ahlte Gitter-

verteilungsfunktion sorgt im Rahmen einer dynamischen Gitteranpassung f�ur eine maximale

Au
�osung jeweils in unmittelbarer N�ahe der bewegten Front. Mit zunehmender Entfernung
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von der Front steigt die Au
�osung dann um eine Gr�o�enordnung an. Abb. 6.9 zeigt die

gew�ahlte Sollgr�o�enverteilungsfunktion, die w�ahrend der gesamten Simulation die Basis der

dynamischen Gitteradaption bildete. Abb. 6.10 zeigt den direkten Vergleich einer Simu-

lation mit einer r�aumlichen Au
�osung von 1756 < N < 2078 Gitterpunkten und einem

Zeitschritt von �t = 20s (Crank-Nicolson-Verfahren) mit der analytischen L�osung. Neben

dem transienten Fortschreiten der Front sind darin Temperaturpro�le zu ausgew�ahlten Zei-

ten dargestellt. Eine Abweichung zwischen Numerik und analytischer L�osung ist jeweils nur

in einem vergr�o�erten Bildausschnitt zu erkennen. Die maximale Abweichung betr�agt f�ur

den Frontfortschritt 0:3% und f�ur die Temperaturpro�le 0:4 %.

Anhand dieses einfachen Testfalles lassen sich die Vorteile eines Bewegte-Gitter-Verfahrens

im Vergleich zu Fest-Gitter-Verfahren bei diskreten Phasenwechselproblemen zeigen. Eine

weitere Simulation mit m�a�iger r�aumlicher (N � 1000) und zeitlicher (�t = 50s) Au
�osung

soll dies verdeutlichen. F�ur ansonsten gleiche Bedingungen und Parameter wurden Simu-

lationen mit dem vorgestellten Bewegte-Gitter-Verfahren und einer einfachen Enthalpie-

Methode durchgef�uhrt und miteinander verglichen. In den Vergleich wird au�erdem eine

auf der vorgestellten zweiphasigen Enthalpie-Methode basierende Simulation einbezogen.

Auch wenn dieser Anwendungsfall kein typischer Anwendungsfall f�ur diese Verfahrensvari-

ante ist, so veranschaulicht er doch deren Vorgehensweise an einem konkreten Beispiel. In

Tabelle 6.3 sind die wichtigsten Unterschiede der drei Verfahren bez�uglich der angesproche-

nen Simulation zusammengefa�t.

Tabelle 6.3: Unterscheidungsmerkmale der drei anhand des Stefanproblems getesteten Ver-
fahren.

Bewegte-Gitter-

Verfahren
Enthalpie-Methode

zweiphasige

Enthalpie-Methode

numerisches
Gitter

bewegt + adaptiv fest bewegt + adaptiv

Behandlung zweiphasig einphasig zweiphasig

Front-
de�nition

explizit
implizit
(�uber Hilfsvariable fl)

implizit
(�uber Hilfsvariable fl)

Frontrand-
bedingung

Stefan-Bedingung
am exakten Ort

in Erhaltungsgleichungen
enthalten (Verschmierungs-
e�ekt)

in Erhaltungsgleichungen
enthalten (Verschmierungs-
e�ekt)

Front mit
Gitterkno-
ten besetzt?

ja nein ja

k�unstliches
mushy-
Gebiet?

nein ja ja
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Abbildung 6.10: Vergleich des Bewegte-Gitter-Verfahrens mit analytischer L�osung: (a) Front-

fortschritt, (b) Temperaturverlauf an der Stelle x = 0:1, (c) Temperatur-

pro�le zu ausgew�ahlten Zeiten.
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Der direkte Vergleich der Simulationsergebnisse o�enbart die bekannten Probleme von

Festgitter-Verfahren bei diskreten Phasenwechselproblemen. Neben unphysikalischen Os-

zillationen im Frontfortschritt (Abb. 6.11c) sind in den transienten Temperaturverl�aufen an

einer festen Stelle x typischerweise Temperaturplateaus (Abb. 6.11d) zu erkennen. Im Ent-

halpieverfahren bleibt die Temperatur eines vom Phasenwechsel betro�enen Kontrollvolu-

mens solange auf Schmelztemperatur, bis das gesamte Kontrollvolumen dem Phasenwechsel

unterzogen wurde. Diese Probleme resultieren unmittelbar aus der Einf�uhrung eines k�unstli-

chenmushy-Gebietes und der damit verbundenen Informationsverschmierung. Vergleichbare

Oszillationen sind beim Bewegte-Gitter-Verfahren (Abb.6.11a und 6.11b) nicht zu erken-

nen. Die �Ubereinstimmung mit der analytischen L�osung ist trotz geringer r�aumlicher und

zeitlicher Au
�osung exzellent. Im Gegensatz zur Enthalpie-Methode werden w�ahrend der

gesamten transienten Simulation keinerlei zweidimensionale E�ekte beobachtet, die Phasen-

grenze bleibt fortw�ahrend eine senkrechte Gerade. Die zweiphasige Variante der Enthalpie-

Methode rekonstruiert die Phasengrenze \online\ nach jedem Zeitschritt und belegt sie

mit Gitterknoten. Die Phasengrenze ist hier wie bei der einphasigen Enthalpie-Methode

implizit �uber die Bedingungen T = Tm und fl = 0:5 de�niert. Die Abb. 6.11e und 6.11f

zeigen geringe unphysikalische Oszillationen, insbesondere in der Darstellung des Tempera-

turverlaufes an einem festen Ort. Diese Oszillationen werden durch st�andige Gitteradaption

und Interpolation in Frontn�ahe verursacht. Dies erkl�art auch, warum diese Oszillationen

in Abb. 6.11f haupts�achlich in einem Zeitintervall um den Zeitpunkt des Phasenwechsels

am betrachteten Ort auftreten. In Frontn�ahe treten vor allem zu Beginn der Simulation

hohe �ortliche Temperaturgradienten auf. Bei einer (wie im dargestellten Fall verwendeten)

eher geringen Gitterau
�osung f�uhren Eingri�e in die Gitterstruktur in Frontn�ahe (Verfei-

nerungen und Vergr�oberungen) und die mit ihnen verkn�upften linearen Interpolationen der

Temperatur zu numerischen Fehlern. Au�erdem wird die Handhabung der zweiphasigen

Enthalpie-Methode hier durch den Fall eines physikalisch diskreten Phasen�ubergangs er-

schwert. Dabei tritt bez�uglich der Genauigkeit des Verfahrens der ung�unstigste aller F�alle,

n�amlich ein Fall mit sehr d�unnem mushy-Gebiet, auf. Diese Tatsache ist unmittelbar mit

der Existenz sehr hoher Gradienten des Fl�ussigkeitsanteils fl verkn�upft, was wiederum In-

terpolationsfehler verst�arkt.

F�ur diskrete Phasenwechselprobleme (wie im untersuchten Fall) ist selbstverst�andlich das

Bewegte-Gitter-Verfahren der zweiphasigen Enthalpie-Methode vorzuziehen, wie die darge-

stellten Ergebnisse beweisen. F�ur kontinuierliche Phasenwechselprobleme mit physikalisch

existenten mushy-Gebieten verbietet sich eine Anwendung des Bewegte-Gitter-Verfahrens.

Die zweiphasige Enthalpie-Methode stellt dann eine brauchbare Alternative zur traditionel-

len einphasigen Enthalpie-Methode auf einem festen Gitter dar. Die in Kapitel 4.2.2.2 ge-

nannten Vorteile der \online\-Rekonstruktion der Phasengrenze m�ussen nicht automatisch

einen erh�ohten numerischen Aufwand bedeuten. Im Rahmen eines adaptiven Verfahrens

kann das Gitter besser auf die sich ver�andernde Physik reagieren. Im Idealfall wird eine op-

timierte Verteilung der Gitterknoten erreicht, was einem Gewinn an E�zienz gleichkommt.

Trotz der aufwendigen Gitterbewegung und Gitteradaption wird im dargestellten Testfall

f�ur das Bewegte-Gitter-Verfahren die geringste Rechenzeit ben�otigt. F�ur die gezeigten Er-

gebnisse wurde jeweils nur eine innere Iteration zwischen Stefanbedingung und Energieglei-
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chung (siehe Abb. 4.5) durchgef�uhrt. Im Vergleich zu den Enthalpie-Methoden entf�allt die

Iterationsschleife zwischen Energiegleichung und der Gleichung f�ur den Fl�ussigkeitsanteil,

die einen Gro�teil der CPU-Zeit in Anspruch nimmt.

Abbildung 6.11: Frontfortschritt im Vergleich zur analytischen L�osung: (a) Bewegtes-Gitter-

Verfahren, (b) Enthalpie-Methode, (c) zweiphasige Enthalpie-Methode;

Temperaturverlauf an der Stelle x = 0:1 im Vergleich zur analytischen

L�osung: (d) Bewegtes-Gitter-Verfahren, (e) Enthalpie-Methode, (f) zwei-

phasige Enthalpie-Methode.
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6.3.2 Gerichtetes Aufschmelzen eines Reinsto�es

Als erster zweidimensionaler Anwendungsfall f�ur das numerische Verfahren wird das Auf-

schmelzen eines Fl�ussigmetalls in einer seitlich beheizten Kavit�at unter Konvektionsein
u�

untersucht. Die Kavit�at sei anf�anglich vollst�andig mit erstarrtem Fluid gef�ullt. Zum Zeit-

punkt t0 wird die linke, vertikale Wand des Systems auf eine Temperatur Th > Tm ge-

bracht, so da� sich eine 
�ussige Phase ausbilden kann. Im Schwerefeld der Erde setzt im

Fluid eine Naturkonvektionsstr�omung ein, die w�armeres Fluid in die oberen Regionen der

Kavit�at transportiert und f�ur eine entsprechende Deformation der bewegten Fest-Fl�ussig-

Phasengrenze sorgt.
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Abbildung 6.12: Aufschmelzen eines Reinsto�es in einer seitlich beheizten Kavit�at: Problem-

de�nition.

Die numerische Modellierung des Problems unterliegt folgenden, zum Teil vereinfachenden

Annahmen:

� Innerhalb der Kavit�at be�ndet sich ein reiner Sto� ohne Verunreinigungen.

� Die bewegte Schmelzfront besitzt zu allen Zeiten die dem thermodynamischen Gleich-

gewicht entsprechende isobare Schmelztemperatur der betrachteten Substanz. Kapil-

larit�atse�ekte (Gibbs-Thompson-E�ekt) werden nicht ber�ucksichtigt.

� Die Temperaturabh�angigkeit der Dichte im Auftriebsterm wird durch die Boussinesq-

Approximation beschrieben. Ansonsten werden alle Sto�eigenschaften in 
�ussiger und

fester Phase als gleich und konstant angenommen.

� Das erschmolzene Fluid wird als inkompressibles, newtonsches Medium modelliert,

die Naturkonvektionsstr�omung ist laminar und zweidimensional.

� W�armefreisetzung durch viskose Dissipation wird nicht ber�ucksichtigt.

Das Problem wird durch die Kennzahlen Prandtl-Zahl, Stefan-Zahl und Rayleigh-Zahl sowie

das Geometrieverh�altnis A = H=B der Kavit�at charakterisiert. Bez�uglich der Annahme

einer laminaren Naturkonvektionsstr�omung wird auf die Ausf�uhrungen in Kapitel 6.3.2.2

verwiesen.
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In der Literatur existieren zahlreiche Ver�o�entlichungen, die das beschriebene Problem ex-

perimentell (z. B. Ho und Viskanta 1984, Gau und Viskanta 1986, Wol� und Viskanta

1988, Campbell und Koster 1994) oder numerisch (z. B. Webb und Viskanta 1986, Brent

et al. 1988, Dantzig 1989, Lacroix 1992) untersuchen. Die durchgef�uhrten Experimente un-

terscheiden sich dabei in der Wahl des Geometrieverh�altnisses, der untersuchten Bereiche

der relevanten Kennzahlen und der verwendeten Substanzen. Mangels experimenteller Da-

ten �uber die Str�omungskon�guration ist ein direkter Vergleich mit dem Experiment dabei

nur bez�uglich des transienten Frontfortschritts m�oglich. Die Simulationsergebnisse zeigen

zum Teil erhebliche, auch qualitative Abweichungen vom Experiment (Dantzig 1989, Hong

und Liou 1998), was eine weitere Untersuchung des Problems rechtfertigt. Einen detaillier-

ten Vergleich verschiedener numerischer Simulationen erm�oglicht die Benchmarkstudie von

Gobin und Le Qu�er�e (1999a), die konvektionsdominiertes Aufschmelzen f�ur Medien kleiner

(Zinn, Pr = 0:02) und gro�er Prandtl-Zahlen (Para�n, Pr = 50) untersucht.

Im folgenden wird eine zweiteilige numerische Studie des skizzierten Aufschmelzfalles vorge-

stellt. Im ersten Teil werden numerische Ergebnisse pr�asentiert, die einen direkten Vergleich

mit experimentellen Daten aus einem Fl�ussigmetall-Experiment erm�oglichen. Der Vergleich

beschr�ankt sich dabei im Wesentlichen auf die Position der Schmelzfront. Im zweiten Teil

werden Rechnungen aus der erw�ahnten Benchmarkstudie vorgestellt und mit den Simulati-

onsergebnissen anderer Autoren verglichen. Diese Simulationen beinhalten auch Rechnun-

gen f�ur Medien hoher Prandtl-Zahl. Ferner wird versucht, die erhaltenen Ergebnisse mit

Hilfe von theoretisch abgeleiteten Skalengesetzen zu veri�zieren.

6.3.2.1 Nachrechnung des Schmelzexperiments von Campbell u. Koster (1994)

In der Literatur wird das Gallium-Experiment von Gau und Viskanta (1986) (nachfolgend

als GV bezeichnet) sehr h�au�g zur Veri�kation numerischer Codes herangezogen. Sie vi-

sualisierten die transiente Grenz
�achenposition und -topologie mittels der Ausgie�technik.

Zu bestimmten Zeiten wird dabei das erschmolzene Gallium abgesch�uttet und das verblie-

bene, feste Gallium vermessen und fotogra�ert. Diese Methode weist bekannte Schwach-

punkte auf, die die Genauigkeit der erhaltenen Ergebnisse stark einschr�ankt. Zum einen ist

das Ausgie�en des 
�ussigen Galliums mit konvektiven Sto�- und W�armestr�omen verbun-

den, deren Wirkung auf die Grenz
�achentopologie nicht bekannt ist. Zum anderen stellt

das Ausgie�en und Wiedereinf�ullen des Galliums einen Eingri� in das Zeitverhalten des

thermodynamischen Systems dar. Die W�armetransportvorg�ange w�ahrend der Zeitspanne

der Frontvisualisierung sind nicht kontrollierbar. In einem Experiment, da� sich �uber ei-

ne l�angere Zeitspanne erstreckt und zahlreiche solcher Ausgie�- und Wiedereinf�ullvorg�ange

beinhaltet, kann eine ma�gebliche Beein
ussung der Transienten des Systems (z. B. des

Fortschreitens der Schmelzfront) durch diese Me�intervalle nicht ausgeschlossen werden.

Eine Echtzeit-Visualisierung der Schmelzfront mittels R�ontgenstrahlen, die Campbell und

Koster (1994) (nachfolgend als CK bezeichnet) in ihren Experimenten verwenden, stellt

eine o�ensichtlich geeignetere Methode dar. Diese Visualierungstechnik macht sich den

Dichtesprung beim Phasen�ubergang zu Nutzen und erlaubt eine \online\-Beobachtung der
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Grenz
�achenbewegung, ohne die transienten W�arme�ubergangsmechanismen des Systems zu

st�oren. Die Sto�daten und Kennzahlen in der numerischen Simulation wurden so gew�ahlt,

da� ein direkter Vergleich mit beiden Experimenten m�oglich ist.

Tabelle 6.4: Sto�werte von Gallium und dimensionslose Kennzahlen.

Gr�o�e Formelzeichen Wert

Dichte � 6095 kg=m3

Schmelztemperatur Tm 29:78oC

W�armeausdehnungskoe�zient � 1:2 � 10�4 K�1

W�armeleitf�ahigkeit � 32 W=mK

Spez. W�armekapazit�at cp 381:5 J=kgK

Latente Phasenschmelzw�arme L 80160 J=kg

Dynamische Viskosit�at � 1:81 � 10�3 kg=ms

Prandtl-Zahl Pr 0:02

Stefan-Zahl St 0:03

Rayleigh-Zahl (a = 0:7) Ra 6:0 � 105

Rayleigh-Zahl (a = 0:3) Ra 4:2 � 104

Sowohl GV als CK berichten von Problemen in Verbindung mit der experimentellen Rea-

lisierung der Randbedingungen. Idealerweise ist die Temperatur der beheizten Wand zum

Zeitpunkt t = 0 sprungartig auf T = Th zu erh�ohen und dann f�ur alle Zeiten t > t0 auf die-

ser isothermen Temperatur zu halten. Im realen Experiment verlangsamen die thermische

Masse der Wand, die W�armeleitf�ahigkeit der Wand und die W�armeleitf�ahigkeit des Galli-

ums diesen Temperaturanstieg erheblich. Temperaturmessungen in GV zeigen, da� selbst

nach einem Viertel der gesamten Versuchszeit die gew�unschte Wandtemperatur noch nicht

erreicht war. Ein Teil des Experiments wurde damit in Wirklichkeit mit einer geringeren

als der angegebenen Ra-Zahl durchgef�uhrt (Webb und Viskanta 1986). Auch die Isolation

der Testzelle, d. h. die Realisierung adiabater horizontaler W�ande, gestaltet sich im Expe-

riment als schwierig. Wie sensitiv das System auf etwaige W�armeverluste �uber horizontale

W�ande reagiert, wurde bis dato nicht n�aher untersucht. Ungeachtet dieser Problematik ver-

wenden alle Autoren, die das angesprochene Problem numerisch nachrechnen, idealisierte

thermische Randbedingungen an den angrenzenden W�anden.

In der vorliegenden Arbeit werden Berechnungen in Kavit�aten mit zwei unterschiedlichen

Geometrieverh�altnissen (A = 0:3 und A = 0:7) pr�asentiert. Jeweils eine Rechnung (Rech-

nung A und C, siehe Tabelle 6.5) verwendet idealisierte isotherme und adiabate R�ander,

zwei weitere Simulationen (Rechnung B und D) ber�ucksichtigen W�armeverluste �uber die ho-

rizontale Berandung der Kavit�at. Eine Simulation (Rechnung D) ber�ucksichtigt zus�atzlich

die transiente Aufheizphase der beheizten vertikalen Wand. Die Rayleigh-Zahl wird jeweils

mit der festen Temperaturdi�erenz Th�Tc und der H�ohe der Me�zelle als charakteristische

L�ange gebildet.
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Tabelle 6.5: Thermische Randbedingungen und Rayleigh-Zahlen in den durchgef�uhrten nu-

merischen Simulationen.

Rechnung A Ra Isolierende W�ande Leitende W�ande

A 0:7 6:0 � 105 adiabat isotherm

B 0:7 6:0 � 105 transiente WL isotherm

C 0:3 4:2 � 104 adiabat isotherm

D 0:3 4:2 � 104 transiente WL trans.WL

Die Modellierung der transienten W�armeleitung in den begrenzenden W�anden der Kavit�at

(in Rechnung B und D) wurde unter Ber�ucksichtigung des Aufbaus der Testzelle in CK

durchgef�uhrt. Die beheizte Wand des Systems wird darin mit einer molybd�anbeschichte-

ten Kupferplatte realisiert, die horizontalen W�ande bestehen aus Plexiglas. Der detaillierte

Aufbau der Testzelle kann CK entnommen werden. Abb. 6.13 zeigt das vereinfachte geo-

metrische und numerische Modell, mit dem in Rechnung D versucht wird, die W�arme�uber-

tragungscharakteristik der Testzelle zu simulieren. Die Modellierung geht von isothermen

Bedingungen an der Au�enseite der W�ande aus und ber�ucksichtigt neben der transienten

Aufheizphase W�armeleitung in Wandnormalen- und Wandtangentialrichtung. Die Diskreti-

sierung der W�ande erfolgt mit nur einer Volumenzelle normal zur Ober
�ache der Wand.

Abbildung 6.13: Modellierung realer thermischer Randbedingungen der Testzelle: Geometri-

sches und numerisches Modell.

Alle Berechnungen wurden auf einer IBM-RS/6000-595-Workstation durchgef�uhrt. Die Git-

terau
�osung variierte zwischen ca. 500 Knoten zu Beginn der Rechnung bis hin zu ca.

10 000 Knoten nach einer Echtzeit von 19 min (f�ur Rechnung A und B). Das vorliegende

Problem mit sehr d�unnen hydrodynamischen Grenzschichten (Pr = 0:02) erfordert eine

Gitterau
�osung im 
�ussigen Bereich, die zwei Gr�o�enordnungen h�oher als die im festen Be-

reich ist. Die Maschenweiten im festen Bereich werden mit zunehmder Entfernung von der

Phasengrenze entsprechend einer arctan-Funktion vergr�o�ert (siehe Abb. 6.14). Somit ist

eine kontinuierliche und dynamische Anpassung des numerischen Gitters bei Anwachsen der


�ussigen Phase gew�ahrleistet. Der Zeitschritt betrug konstant �t = 0:1 s. Die erforderliche
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Rechenzeit f�ur einen Rechenlauf variierte zwischen 30 (Rechnung C) und 100 (Rechnung B)

CPU-Stunden.

Abbildung 6.14: Typisches numerisches Gitter und gew�ahlte Sollgr�o�enverteilungsfunktion

in Abh�angigkeit vom Frontabstand.

Das eingesetzte numerische front-tracking-Verfahren macht die Existenz einer d�unnen, er-

schmolzenen Galliumschicht (Dicke s0) zu Beginn der Rechnung erforderlich. F�ur sehr d�unne

Fluidschichten ist der Ein
u� der Konvektion auf das Temperaturfeld vernachl�assigbar,

so da� die Anfangsbedingungen aus der eindimensionalen W�armeleitl�osung des Problems

(Alexiades und Solomon 1993) abgesch�atzt werden k�onnen.

Str�omungskon�guration in d�unnen Galliumschichten

Abb. 6.15 zeigt zun�achst Stromfelder zu fr�uhen Zeiten aus den Simulationen A und C (idea-

lisierte Randbedingungen), also in der anf�anglich noch d�unnen Fluidschicht. In Rechnung

A tritt nach 30-40 s Aufschmelzzeit eine erste Str�omungsinstabilit�at auf. Die anf�angliche

Str�omungskon�guration mit einer langgezogenen Konvektionsrolle wird instabil und durch

eine Kon�guration mit vier Konvektionsrollen ersetzt. Weitere Instabilit�aten reduzieren die

Anzahl der Konvektionsrollen bei dicker werdender Fluidschicht, bis schlie�lich nur noch ei-

ne ausgepr�agte Konvektionsrolle �ubrig bleibt (siehe Abb. 6.16). Deutlich erkennbar ist auch,

wie sich das jeweilige Konvektionsmuster in der Grenz
�achentopologie widerspiegelt. F�ur

ein Geometrieverh�altnis von A = 0:3 werden vergleichbare Instabilit�aten in der Simulation

nicht beobachtet. Stattdessen bleibt die einwirbelige Str�omungskon�guration kontinuierlich

erhalten.

Mit zunehmender Dicke der Fluidschicht nimmt die Intensit�at der Str�omung zu, was auch

die st�arker werdende Ausbeulung der Phasengrenze im oberen Bereich sowie die Form der

Isothermen in Abb. 6.16 verdeutlichen. F�ur den hier nicht dargestellten Fall C (A = 0:3)

ergaben sich vergleichbare Resultate.

Schon in einem relativ fr�uhen Stadium des Aufschmelzprozesses setzt im Fall A (erstmals

nach ca. 60 s erkennbar) au�erdem eine hochfrequente, oszillatorische Instabilit�at ein, die

f�ur ein periodisches Anwachsen bzw. Abklingen der Konvektionsrolle(n) in einen relativ

engen Amplitudenbereich sorgt. Die Amplituden der Oszillation nehmen mit wachsender

Dicke der Fluidschicht zu. Diese Instabilit�at wird nur in einer �lmischen Animation des
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transienten Aufschmelzprozesses sichtbar. In Rechnung B tritt diese Instabilit�at ebenfalls

auf, die Amplituden der periodischen Oszillation sind jedoch weniger ausgepr�agt.
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Abbildung 6.15: Stromfelder in d�unnen Galliumschichten: (a) Rechnung A (a = 0:7),

(b) Rechnung C (a = 0:3).
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Abbildung 6.16: Simulationsergebnisse aus Rechnung A (a = 0:7): (a) Stromfelder, (b) Tem-

peraturfelder.

Von den Autoren, die numerische Simulationen in einer Kavit�at mit A = 0:7 undRa = 6�105
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durchf�uhren, wird lediglich von Dantzig (1989) ein vielwirbeliges Str�omungsmuster in der zu

Beginn d�unnen Galliumschicht vorausgesagt. In �Ubereinstimmung mit Rechnung A tritt die

erste Instabilit�at nach ca. 30 s auf, wobei sich die Anzahl der gleichsinnig rotierenden Wirbel

im fr�uhen Stadium der Rechnung laufend �andert. Durch Vereinigung zweier Wirbel zu einem

im oberen Bereich der Kavit�at wird die Anzahl der Wirbel mit wachsender Dicke der er-

schmolzenen Schicht allm�ahlich reduziert. Andere Autoren (Brent et al. 1988, Lacroix 1992)

hingegen berechnen auch f�ur dieses Geometrieverh�altnis der Kavit�at durchweg einwirbelige

Str�omungskon�gurationen. Der Vergleich mit experimentellen Daten scha�t bez�uglich des

Auftretens solcher Instabilit�aten keine abschlie�ende Klarheit, da weder in GV noch in CK

Str�omungskon�gurationen visualisiert wurden. W�ahrend die in GV und CK gemessenen

Grenz
�achentopologien keine Anzeichen vielwirbeliger Str�omungskon�gurationen beinhal-

ten, lassen die von Wol� und Viskanta (1988) gemessenen Schmelzfronten eines Erstar-

rungsexperiments mit Zinn bei genauerer Betrachtung die Interpretation zu, da� die dort

gemessenen Unregelm�a�igkeiten in der Topologie der Schmelzfront zu sp�ateren Zeiten ihre

Ursache in solchen Str�omungsinstabilit�aten haben. Abb. 6.17 zeigt die Ergebnisse f�ur zwei

verschiedene Rayleigh-Zahlen.

Abbildung 6.17: Gemessene Schmelzfronten im Zinn-Experiment (Pr = 0:02 , A = 0:75,

St = 0:0269) von Wol� und Viskanta (1988): (a) Ra = 1:59 � 105, (b) Ra =

3:01 � 105.

Aus Ergebnissen experimenteller und numerischer Studien von Naturkonvektionsstr�omun-

gen in d�unnen, vertikalen Spalten ist die Neigung von Medien kleiner Prandtl-Zahl zu In-

stabilit�aten seit langem bekannt (Lee und Korpela 1983). Im Rahmen der Auswertung der

Benchmarkstudie von Gobin und Le Qu�er�e (1999a) im n�achsten Unterkapitel wird die Exi-

stenz von Str�omungsinstabilit�aten in Medien geringer Prandtl-Zahl weiter diskutiert und

versucht, deren Auftreten auch theoretisch zu untermauern.

Ein
u� realer thermischer Randbedingungen

Der Vergleich der Simulationsergebnisse aus Rechnung A und B erlaubt eine Absch�atzung

der Sensitivit�at der Ergebnisse auf W�armeverluste �uber die horizontalen W�ande der Test-
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zelle. Abb. 6.18 zeigt einen direkten Vergleich der erhaltenen Str�omungskon�gurationen

und Schmelzfrontpositionen mit und ohne Ber�ucksichtigung von W�armeverlusten. Bei der

verwendeten Isolierung (1.25 cm Plexiglas, � = 0:2W=mK) sind die Auswirkungen der

W�armeverluste eher gering. Lediglich in einem fr�uhen Stadium der Simulation sind qualita-

tive Unterschiede erkennbar. Die W�armeverluste verschieben die Zeitpunkte, an denen die

Str�omungsinstabilit�aten einsetzen, leicht und sorgen so zu bestimmten Vergleichszeitpunk-

ten f�ur unterschiedliche Str�omungskon�gurationen. Die Auswirkungen auf den integralen

Fl�ussigkeitsanteil in der Kavit�at sind auch zu sp�ateren Zeitpunkten eher gering, wie der

Vergleich der Frontpositionen verdeutlicht.

2 3 m i n1 4

( c )

( b )

( a )

Abbildung 6.18: Vergleich von Simulationsergebnissen ohne (Rechnung A) und mit (Rech-

nung B) Ber�ucksichtigung von W�armeverlusten �uber adiabate W�ande:

(a) Stromfelder aus Rechnung A; (b) Stromfelder aus Rechnung B, (c) Front-

positionen.

Untersuchungen in einer Kavit�at mit A = 0:3 sollen den Ein
u� der transienten Aufheizpha-

se der warmen Wand verdeutlichen. Hinsichtlich der Str�omungsstruktur brachte Rechnung

D (mit realen W�anden) keine merklichen Unterschiede gegen�uber Rechnung C (idealisier-

te W�ande). Dies gilt jedoch nicht f�ur die Geschwindigkeit der Schmelzfront. Rechnung D

liefert ein deutlich langsameres Fortschreiten der Front, wie Abb. 6.19 beweist. Abb. 6.20

zeigt Temperaturplots am unteren und oberen Ende der Innenseite der beheizten Wand und

erkl�art diese Verz�ogerung im Aufschmelzproze�. Die eigentliche Aufheizphase der Wand ist

nach ca. 150 Sekunden beendet. Oben wird eine quasistation�are Wandtemperatur von ca.

37:8 oC, unten von ca. 37:2 oC erreicht (bei einer Wandau�entemperatur von 38:0 oC). Dies

entspricht einem Abfall der tats�achlichen Rayleigh-Zahl von durchschnittlich 5 %. Au�erdem

bleibt w�ahrend der gesamten Simulation ein - wenn auch geringer - vertikaler Temperatur-

gradient entlang der Wand (in y-Richtung) erhalten.
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Abbildung 6.19: Vergleich berechneter Schmelzfronten mit und ohne Modellierung der war-

men Wand (Rechnungen C und D, A = 0.3).

Abbildung 6.20: Transiente Aufheizphase der warmen Wand (Rechnung C, A = 0.3).

Transiente Frontpositionen: Vergleich Numerik/Experiment

Abb. 6.21 zeigt den direkten Vergleich der numerisch berechneten Frontposition aus Si-

mulation B mit den Frontpositionen aus den beiden angesprochenen Experimenten. Die

Abweichung der Simulation von den Experimenten, aber auch der Experimente unterein-

ander ist jeweils f�ur kleine Zeiten am gr�o�ten. Hier zeigen sich gr�o�ere Unterschiede in

der Morphologie der Front. CK erkl�aren ihre charakteristische Form der Front mit einer

Dichteinversion des Galliums in der N�ahe der Schmelztemperatur, die zu Beginn des Ex-

periments zu einer Umkehr der Str�omungsrichtung (entlang der warmen Wand abw�arts

gerichtet) im 
�ussigen Gallium f�uhrt. Folglich ist die Front im oberen Bereich der Testzelle

im fr�uhen Stadium des Experiments nach links gekr�ummt. Da die Dichte jedoch vermutlich

nur in einem engen Bereich oberhalb der Schmelztemperatur mit steigender Temperatur

zunimmt, gewinnt die entlang der hei�en Wand nach oben gerichtete Str�omung mit der Zeit
�Uberhand und der E�ekt der Dichteanomalie ist nicht mehr sichtbar. Ist ein solcher E�ekt

anf�anglich vorhanden, kann damit auch die deutlich langsamere Frontgeschwindigkeit in CK

zu Beginn erkl�art werden. Der in einem engen Temperaturbereich wirksame Abtriebse�ekt
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konkurriert mit dem Auftriebse�ekt und vermindert die Konvektionsbewegung im 
�ussigen

Gallium. Damit ist auch der konvektive W�armetransport durch die Kavit�at eingeschr�ankt,

was zu geringeren Aufschmelzraten f�uhrt.

Zu sp�ateren Simulationszeiten zeigen die berechneten Schmelzfronten im Detail eine ge-

ringf�ugig bessere �Ubereinstimmung mit CK. So wird die von diesen Autoren bestimmte

Richtungs�anderung der Frontkr�ummung im oberen Teil (Wendepunkt in der Grenz
�achen-

kurve) insbesondere zum Zeitpunkt t = 15 min in der Simulation sichtbar.

Wintruff (1999)

CK (1994)
GV (1986)

10 15 min6

Abbildung 6.21: Vergleich mit experimentellen Schmelzfronten (Rechnung C, A = 0.7).

Die berechneten Phasengrenzen aus Simulation D (A = 0:3, reale therm. Randbedingun-

gen, siehe Abb. 6.22) zeigen zu fr�uhen Zeitpunkten trotz des im Vergleich zu Rechnung

C (A = 0:3, idealisierte R�ander) verlangsamten Frontfortschritts ein deutlich schnelleres

Aufschmelzen als in CK. Die Modellierung der transienten Aufheizphase bewirkt hier aber

zumindest eine Ann�aherung der Simulation an das Experiment CK. Die Schmelzfronten zu

den Zeiten t = 3 min und t = 6 min zeigen eine gute �Ubereinstimmung mit GV. F�ur gr�o�ere

Simulationszeiten wird die in GV gemessene Aufschmelzrate allerdings untersch�atzt.

CK (1994)

GV (1986)

3 14 min86

Wintruff (1999)

Abbildung 6.22: Vergleich mit experimentellen Schmelzfronten (Rechnung D, A = 0.3).

Die Abb. 6.21 und 6.22 best�atigen die auch von anderen Autoren festgestellten Schwie-

rigkeiten, die experimentell ermittelten Schmelzfronten qualitativ und quantitativ richtig
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wiederzugeben. Abschlie�end werden einige Gr�unde aufgelistet, die f�ur Abweichungen zwi-

schen Experiment und Numerik verantwortlich sein k�onnten:

� Experimentelle Realisierung von Rand- und Anfangsbedingungen.

Die durchgef�uhrten Simulationen haben gezeigt, da� die reale Aufheizphase der war-

men Wand den Aufschmelzproze� beein
u�t. Die Sensitivit�at bez�uglich Rand- und

Anfangsbedingungen erkl�art auch die zum Teil gravierenden Abweichungen der beiden

Experimente untereinander. Unterschiedlich aufgebaute Testzellen haben unterschied-

liche W�arme�ubergangscharakteristiken und k�onnen damit auch nur unterschiedliche

thermische Randbedingungen realisieren. Mit der verwendeten stark vereinfachten

Modellierung der warmen Wand k�onnen die in der Realit�at vorhandenen W�arme-

transportmechanismen in der molybd�anbeschichteten Kupferplatte nur angen�ahert

wiedergegeben werden. Eine Modellierung unter Ber�ucksichtigung des exakten geome-

trischen und physikalischen Aufbaus der Wand ist erforderlich, um hier eine weitere

Verbesserung zu erzielen.

� Nicht-Boussinesqsche Eigenschaften von Sto�werten.

In der Simulation werden alle Temperaturabh�angigkeiten von Sto�werten (mit Aus-

nahme der Dichte im Auftriebsterm) vernachl�assigt. Gegenw�artig liegt keine Sto�da-

tenbank f�ur Gallium vor, die genauen Aufschlu� �uber die Temperaturabh�angigkeit in

einem engen Bereich um die Schmelztemperatur gibt und damit eine Simulation un-

ter Ber�ucksichtigung dieser Abh�angigkeiten erm�oglicht. Deshalb bleibt auch die Frage

nach der von CK vermuteten Dichteinversion von Gallium oberhalb der Schmelztem-

peratur unbeantwortet.

� Verunreinigungen, Inhomogenit�aten und Anisotropie von Sto�werten.

Neben Verunreinigungen, die im realen Experiment die W�arme�ubertragungseigen-

schaften beein
ussen k�onnen, ist hier besonders die bekannte Anisotropie der W�arme-

leitf�ahigkeit von Gallium im festen Zustand zu nennen. Um diese E�ekte so klein wie

m�oglich zu halten, ist im Experiment ein m�oglich gleichm�a�iges und feinkristallines

Gef�uge zu realisieren.

� Reale Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht.

Reale Sto�e zeigen beim Phasen�ubergang oftmals ausgepr�agtes Nichtgleichgewichts-

verhalten in Form von �Uberhitzungs- oder Unterk�uhlungse�ekten beim Phasen�uber-

gang. Dieses Verhalten ist in den molekularen Umstrukturierungse�ekten beim Pha-

sen�ubergang begr�undet. Detaillierte Untersuchungen zum Werksto� Gallium liegen

nicht vor.

� Dreidimensionale E�ekte im Experiment.

Das reale Experiment wurde in einer endlichen dreidimensionalen Kavit�at mit vier

vertikalen W�anden durchgef�uhrt. Nach Oertel (1982) sind Konvektionsstr�omungen

in Kavit�aten immer dreidimensional, weil die Existenz vertikaler W�ande zu loka-

len R�uckstromgebieten in den Ecken der Kavit�at f�uhrt. R�uckwirkungen auf die in

der mittleren Me�ebene als zweidimensional betrachtete Str�omung k�onnen zumindest

nicht ausgeschlossen werden.
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6.3.2.2 Ergebnisse der Benchmarkstudie von Gobin u. Le Qu�er�e (1999)

Die Benchmarkstudie von Gobin und Le Qu�er�e (1999a) untersucht den in Abb. 6.12 skiz-

zierten Fall des konvektionsdominierten Aufschmelzens eines Reinsto�es in einer seitlich

beheizten Kavit�at mit adiabaten horizontalen R�andern. Zur weiteren Vereinfachung wird

die Temperatur der rechten Wand f�ur alle Zeiten auf Schmelztemperatur gehalten, so da�

die feste Phase komplett isotherm ist.

Nachdem in einer ersten Ausschreibung zun�achst nur franz�osische Forschungszentren zur

Teilnahme aufgefordert waren, wurde das Benchmarkproblem 1999 in einer zweiten Aus-

schreibung sowohl im Internet als auch in einschl�agigen Fachzeitschriften publiziert und so

einer internationalen Forschergemeinde zug�anglich gemacht. Die Auswertung der Ergebnis-

se der ersten Ausschreibung mit insgesamt 10 Teilnehmern wurde in Gobin und Le Qu�er�e

(1999a) ver�o�entlicht und gab Anla� zu einer weiterf�uhrenden Untersuchung der Proble-

matik. Durch die zweite Ausschreibung erweiterte sich die Anzahl der Teilnehmer auf 13.

Eine detaillierte Darstellung und Diskussion dieser Ergebnisse �ndet sich in Gobin und Le

Qu�er�e (1999b).

Konkret beinhaltet die Benchmarkstudie vier verschiedene F�alle mit den in Tab. 6.6 ge-

nannten Kennzahlen:

Tabelle 6.6: Kennzahlen der untersuchten Benchmarkf�alle.

Testfall A St Pr Ra

1 1.0 0.01 0.02 2:5 � 104

2 1.0 0.01 0.02 2:5 � 105

3 1.0 0.1 50 1 � 107

4 1.0 0.1 50 1 � 108

Neben der Zeithistorie der integralen Gr�o�en Fl�ussigkeitsanteil und mittlere Nusselt-Zahl

(entlang der warmen Wand) werden lokale Gr�o�en wie Strom- und Temperaturfelder, Front-

position und lokale Nusselt-Zahlen jeweils zu vier dimensionslosen Zeiten

�i = St � Fo =
cp�T

L
�
�ti

H2
i = 1::4 (6.8)

verglichen. Die den F�allen 1 und 2 (kleine Prandtl-Zahl) zu Grunde liegenden Sto�daten ent-

sprechen denen von Zinn, F�alle 3 und 4 (hohe Prandtl-Zahl) repr�asentieren den Aufschmelz-

vorgang in einem Para�n. Die numerischen Simulationen wurden unter Ber�ucksichtigung

der auf Seite 88 aufgef�uhrten Vereinfachungen durchgef�uhrt. Die sich im 
�ussigen Bereich

ausbildende Naturkonvektionsstr�omung wird zu jedem Zeitpunkt als zweidimensional und

laminar betrachtet.

Diskussion der Annahme laminarer Str�omung

Zahlreiche Ver�o�entlichungen besch�aftigen sich mit der Transition vom laminaren zum tur-

bulenten Str�omungszustand in seitlich beheitzten Kavit�aten mit adiabaten horizontalen
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R�andern. Untersuchungen mit Luft (Pr = 0:71) zeigen, da� f�ur Medien kleiner Prandtl-

Zahlen die Transition vom laminaren zum turbulenten Str�omungszustand zun�achst �uber

einen periodischen (eine ausgezeichnete Frequenz der Schwankungsbewegung), dann �uber

einen quasi-periodischen (diskretes Frequenzspektrum) Str�omungszustand f�uhrt (Paolucci

und Chenoweth 1989, Janssen und Henkes 1995). Neben der Prandtl-Zahl hat dabei auch

das Geometrieverh�altnis der Kavit�at Ein
u� auf die bei der kritische Rayleigh-Zahl ein-

setzende Instabilit�at. F�ur Geometrieverh�altnisse H=B � 3 ist die prim�are Instabilit�at eine

Grenzschichtinstabilit�at an der vertikalen Wand, w�ahrend f�ur kleinere Geometrieverh�altnis-

se (0:5 < H=B < 3) zuerst eine Welleninstabilit�at vom Typ Kelvin-Helmholtz auftritt, die

von den abstr�omenden Ecken der Kavit�at ausgeht (Paolucci und Chenoweth 1989, Le Qu�er�e

und Alziary de Roquefort 1985). Bei der Frage nach der Gr�o�e der kritischen Rayleigh-Zahl,

bei der die prim�are Instabilit�at einsetzt, ist zwischen Instabilit�at gegen�uber zweidimensio-

nalen und dreidimensionalen St�orungen zu unterscheiden. Henkes und Le Qu�er�e (1996)

zeigen, da� in einer quadratischen Kavit�at dreidimensionale St�orungen zuerst angefacht

werden. Mit Hilfe einer dreidimensionalen Stabilit�atsanalyse errechnen sie f�ur die Stabi-

lit�at gegen zweidimensionale St�orungen eine kritische Rayleigh-Zahl in der Gr�o�enordnung

von 108, f�ur die Stabilit�at gegen dreidimesionale St�orungen in der Gr�o�enordnung von 107.

Die in den Benchmarkf�allen 1 und 2 (kleine Prandtl-Zahlen) verwendeten Rayleigh-Zahlen

(gebildet mit der festen H�ohe der Kavit�at) liegen um einige Gr�o�enordnungen unter den

genannten kritischen Rayleigh-Zahlen, so da� die Annahme einer zweidimensionalen lami-

naren Str�omung hier gerechtfertigt ist.

Janssen und Henkes (1995) sagen f�ur Fluide gr�o�erer Prandtl-Zahl (2 < Pr < 7) einen pl�otz-

lichen �Ubergang vom laminaren zum chaotischen Zustand voraus, der nicht (wie im Falle

kleinerer Pr-Zahl) �uber oszillatorische Str�omungszust�ande mit periodischen Schwankungs-

bewegungen f�uhrt. Gleichzeitig berechnen die Autoren (mit einer 2D-Stabilit�atsanalyse) eine

um zwei Gr�o�enordnungen h�ohere kritische Rayleigh-Zahl als f�ur kleinerer Prandtl-Zahlen.

Gadgil und Gobin (1984) best�atigen diese Aussage unter Verweis auf eine experimentelle

Studie von Nannsteel und Greif (1981) und nennen eine kritische Rayleigh-Zahl von 1010

f�ur den Beginn der Transition zur Turbulenz f�ur ein Phasenwechselmaterial mit Pr = 50.

�Ubertr�agt man die von Henkes und Le Qu�er�e (1996) in Luft gefundene Stabilit�atsgrenze

gegen dreidimensionale St�orungen von ca. 107 auf Para�n (und ignoriert den zu erwarten-

den Anstieg der kritischen Rayleigh-Zahl bei wachsender Prandtl-Zahl), be�nden sich die

Rayleigh-Zahlen der Benchmarkf�alle 3 und 4 (hohe Prandtl-Zahl) im Transitionsbereich. Al-

lerdings gilt zu beachten, da� im Benchmarkproblem die Rayleigh-Zahl mit der �xen H�ohe

der Kavit�at gebildet ist. Eine mit der Breite des 
�ussigen Bereiches gebildete Rayleigh-Zahl

liegt w�ahrend der gesamten Simulationszeit unterhalb der genannten kritischen Rayleigh-

Zahl von 107 und rechtfertigt somit auch in diesen F�allen die Annahme laminarer Str�omung.

Die in Abb. 6.24 bis 6.29 dargestellten Ergebnisse wurden mit dem in dieser Arbeit vor-

gestellten adaptiven front-tracking-Verfahren berechnet. W�ahrend jeder Rechnung nahm

dabei die Anzahl der Gitterpunkte mit steigendem Fl�ussigkeitsanteil kontinuierlich zu. Die

Verteilung der Gitterknoten im Rechengebiet basiert auf einer �ahnlichen Verteilungsfunkti-

on wie in Abb. 6.14b. Tabelle 6.7 nennt f�ur alle 4 F�alle die Anzahl an Knotenpunkten zu

vier ausgew�ahlten Zeitpunkten der transienten Simulation.
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Tabelle 6.7: Anzahl von Gitterknoten zu bestimmten Zeitpunkten.

Testfall �1 = 0:004 �2 = 0:01 �3 = 0:04 �4 = 0:1

1 2039 2886 5253 4408

2 2068 2934 5828 7285

Testfall �1 = 0:0005 �2 = 0:002 �3 = 0:006 �4 = 0:01

3 1101 1298 1406 1899

4 1114 1842 2716 3157

Abb. 6.23 zeigt am Beispiel der F�alle 2 und 4 die dynamisch adaptierten Gitter zu den in

Tab. 6.7 genannten Zeiten.

 = 0.004  = 0.01  = 0.04  = 0.1

 = 0.01 = 0.006 = 0.002 = 0.0005

Abbildung 6.23: Numerische Gitter der Testf�alle 2 und 4 zu vier ausgew�ahlten Zeiten.

Die zeitliche Au
�osung wurde im Laufe jeder Simulation ebenfalls variiert. Die Berechnun-

gen der F�alle mit kleiner Prandtl-Zahl erforderten zwar eine h�ohere r�aumliche Au
�osung,

erlaubten aber die Verwendung eines gr�o�eren Zeitschritts. Der maximale dimensionslose

Zeitschritt betrug im Fall 2 4 �10�6, im Fall 4 nur 8 �10�7. Aufgrund der wesentlich h�oheren

Anzahl erforderlicher Zeitschritte wurde f�ur Rechnung D die bei weitem gr�o�te CPU-Zeit

ben�otigt (ca. 250 CPU-Stunden auf einer IBM RS/6000-595 mit 512 MB RAM).

Auch hier erforderte das verwendete numerische Verfahren als Anfangsl�osung bereits ei-

ne d�unne, erschmolzene Schicht. Bei einer vorgegebenen dimensionslosen Schichtdicke von

D = 0:033 (Fall 1 u. 2) bzw. D = 0:015 (Fall 3 und 4) berechnet sich die zum Aufschmel-

zen dieser Schicht erforderliche dimensionslose Anfangszeit aus der analytischen L�osung des

W�armeleitproblems (Alexiades und Solomon 1993) mit �0 = 5:57 � 10�5 (Fall 1 und 2) bzw.

�0 = 1:44�10�4 (Fall 3 und 4) . Das Temperaturfeld wird ebenfalls mit Hilfe der analytischen
L�osung initialisiert. Untersuchungen anderer Autoren zeigen, da� die L�osungen insensitiv

auf die Dicke der anf�anglich erschmolzenen Fluidschicht reagiert, sofern die mit der anf�ang-

lichen Schichtdicke gebildete Rayleigh-Zahl Ra0 (f�ur gro�e Prandtl-Zahlen) einen Wert von

Ralim = 104 nicht �uberschreitet (Gadgil und Gobin 1984). Im Fall 4 der Benchmarkstudie
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berechnet sich mit der oben erw�ahnten Schichtdicke ein Wert von Ra0 = 337.

Pr�asentation der eigenen Ergebnisse

In den Abb. 6.24 und 6.25 sind die mit dem in dieser Arbeit vorgestellten front-tracking-

Verfahren erzielten Ergebnisse der F�alle 1 und 2 (Pr = 0:02) abgebildet. Im Fall 1 zeigen die

Bilder der Stromfunktion zu fr�uhen Zeiten eine Str�omungskon�guration mit einer langgezo-

genen Konvektionsrolle. Auch zu sp�ateren Zeiten bleibt eine Struktur mit einer dominanten

Konvektionszelle erhalten, wobei sich das Zentrum dieser Zelle nach oben verschiebt. Bei

einer moderaten Rayleigh-Zahl von Ra = 2:5 �104 hat die Konvektionsstr�omung nur m�a�ige
Auswirkungen auf Frontpositionen, Nusselt-Zahlen und Aufschmelzrate.
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Abbildung 6.24: Ergebnisse der Benchmarkf�alle 1 u. 2 (Pr = 0:02): Strom- und Tempera-

turfelder zu ausgew�ahlten Zeiten.

Die Entwicklung der Str�omungsstruktur im Benchmarkfall 2 zeigt Ergebnisse, die qualita-

tiv den Ergebnissen aus Kapitel 6.3.2.1 entsprechen. Die dort beobachteten Str�omungsin-
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stabilit�aten treten bei einer Rayleigh-Zahl von 2:5 � 105 und sehr �ahnlichen Prandtl- und

Stefan-Zahlen auch hier auf. Anhand der Kurve der mittleren Nusselt-Zahl �uber der Zeit

(Abb. 6.25d) lassen sich die Zeitpunkte der Str�omungsumstrukturierungen im Fall 2 fest-

machen. So schl�agt zum Zeitpunkt �umb = 0:015 die Kon�guration mit drei Rollen in eine

Kon�guration mit zwei Rollen um. Unmittelbar nach dem Zeitpunkt �3 = 0:04 erfolgt die

Umbildung in eine Str�omungsstruktur mit nur einer ausgepr�agten Konvektionsrolle. Der

zeitliche Verlauf der Str�omungskon�guration spiegelt sich nicht nur in der Topologie der

Schmelzfront (siehe Abb.6.25a), sondern auch im Verlauf der lokalen Nusselt-Zahlen ent-

lang der warmen Wand deutlich wider. Die Anzahl ausgepr�agter Maxima in den Kurven

in Abb. 6.25b korrespondiert zu jedem Zeitpunkt mit der Anzahl der gerade vorhandenen

Konvektionswalzen.
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Abbildung 6.25: Ergebnisse der Benchmarkf�alle 1 u. 2: (a) Frontpositionen, (b) lokale

Nusselt-Zahlen entlang der warmen Wand, (c) zeitlicher Verlauf des inte-

gralen Fl�ussigkeitsanteils, (d) zeitlicher Verlauf der mittleren Nusselt-Zahl.
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Ein vergr�o�erter Ausschnitt aus Abb. 6.25b o�enbart in Abb. 6.26 au�erdem die oszillato-

rische Instabilit�at der Str�omung, die f�ur hochfrequente Pulsationen im Strom- und Tem-

peraturfeld sorgt. Diese Instabilit�at entsteht kurz vor der letzten Str�omungsumbildung bei

�3 � 0:04. Nach einem kurzen Stadium, das durch ein Anwachsen der St�orungen gekenn-

zeichnet ist, stellt sich ein oszillatorischer Zustand mit ann�ahernd konstanter Schwingungs-

amplitude ein. F�ur Zeiten � > 0:07 (hier nicht dargestellt) wird eine gewisse Stabilisierung

der Str�omung mit wieder abnehmender Schwingungsamplitude beobachtet.

Abbildung 6.26: Entstehung der oszillatorischen Str�omungsinstabilit�at im Benchmarkfall 2

(Pr = 0:02, Ra = 2:5 � 105).

Sowohl diese oszillatorische Instabilit�at als auch die prim�are Instabilit�at, die zu einer mul-

tizellularen Str�omungskon�guration f�uhrt, werden f�ur den Benchmarkfall 2 (Pr = 0:02,

Ra = 2:5 � 105) auch von Le Qu�er�e und Gobin (1999) vorausgesagt und n�aher untersucht.

Mittels einer einfachen Skalenanalyse gelingt es den Autoren dabei, den Zeitpunkt des Ein-

setzens der prim�aren Instabilit�at vorherzubestimmen. Unter der Annahme eines rein kon-

duktiven, quasistation�aren Temperaturfeldes werden zun�achst einfache Proportionalit�aten

f�ur die zeitabh�angige Dicke der 
�ussigen Phase und die maximale Verikalgeschwindigkeit

im Spalt abgeleitet:

� �
p
2St � t ; vmax �

St g��T t

Pr
: (6.9)

Mit den Beziehungen (6.9) ergibt sich f�ur eine mit der maximal Vertikalgeschwindigkeitkeit

und der momentanen Schichtdicke gebildete Reynolds-Zahl im Spalt die Abh�angigkeit

Re� = �
vmax�

�
= C �Gr

�
t

H2=�St

� 3
2

; (6.10)

worin die Grashof-Zahl Gr mit der Schichth�ohe H gebildet wird (Gr = Ra=Pr). Le Qu�er�e

und Gobin (1999) bestimmen mit Hilfe ihrer numerischen Ergebnisse f�ur die F�alle 2 und 4

den Proportionalit�atsfaktor C zu 0.02. Mittels der analytischen L�osung f�ur die maximale

Vertikalgeschwindigkeit im ortsfesten vertikalen Spalt bei station�arer W�armeleitung l�a�t

sich au�erdem der Zusammenhang

Re� =
Gr�

125
(6.11)
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zwischen dieser Reynolds-Zahl und einer ad�aquaten Grashof-Zahl im Spalt formulieren. Die

Instabilit�at setzt dann ein, wenn die zeitabh�angige Grashof-Zahl Gr� gleich der kritischen

Grashof-Zahl Grc ist. Mit den Gl. (6.10) und (6.11) ergibt sich f�ur diese kritische Zeit die

Abh�angigkeit

tc = 0:5 �
H2

�St
�
�
Grc

Gr

� 2
3

: (6.12)

Das kritische Geometrieverh�altnis Ac betr�agt zu diesem Zeitpunkt

Ac =
H

�c
=

�
Gr

Grc

� 1
3

: (6.13)

F�ur eine Prandtl-Zahl von 0.02 ergibt sich f�ur die W�armeleitl�osung im vertikalen Spalt ei-

ne kritische Grashof-Zahl von 8000 (Bergholz 1978). Mit den entsprechenden Kennzahlen

berechnen sich daraus eine dimensionslose kritische Zeit �c = 0.004 bei einem kritischen

Geometrieverh�altnis Ac = 11 f�ur das Einsetzen der Str�omungsinstabilit�at im Benchmarkfall

2. Bild 6.27 zeigt Momentaufnahmen der Stromfunktion im Fall 2 in einem eng begrenz-

ten Zeitfenster um �c. Das Zusammenbrechen der einwirbeligen Str�omungskon�guration

zu Gunsten einer Kon�guration mit vier Rollen ist deutlich sichtbar. Zeitpunkt und Geo-

metrieverh�altnis beim Auftreten der Intabilit�at stimmen sehr gut mit den mit Hilfe der

Skalenanalyse vorhergesagten Werten �uberein.

 = 0,0036  = 0,0040  = 0,0044  = 0,0048

A  = 11,8 A  = 11,5 A  = 11,0 A  = 10,3

Abbildung 6.27: Einsetzen der prim�aren Str�omungsinstabilit�at im Benchmarkfall 2 (Pr =

0:02, Ra = 2:5 � 105).

Im Benchmarkfall 1 (Pr = 0:02, Ra = 2:5 � 104) wird nach obiger Skalentheorie zum Zeit-

punkt �c = 0:02 (Ac = 5) das Einsetzen der Instabilit�at erwartet. In der numerischen

Simulation wird allerdings zu keiner Zeit ein vielwirbeliges Str�omungsmuster beobachtet.

Dies erkl�art sich in der Tatsache, da� zu diesem sp�aten Zeitpunkt der Simulation bereits eine

deutliche Beein
ussung des Temperaturfeldes durch die Str�omung vorhanden ist. Au�erdem

sind starke Verkr�ummungen der Phasengrenze erkennbar, so da� weder die Voraussetzung

der Parallelit�at der erschmolzenen Geometrie noch die eines konduktiven Temperaturfeldes

erf�ullt sind und die Skalentheorie damit ihren G�ultigkeitsbereich verlassen hat.
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Die Abb. 6.28 und 6.29 zeigen Ergebnisse f�ur die Benchmarkf�alle 3 und 4 (Pr = 50). Im Fall

4 (bei einer hohen Rayleigh-Zahl von 108) ist vor allem zu sp�ateren Zeiten der ausgepr�agte

Grenzschichtcharakter des Temperaturfeldes zu sehen. Im Vergleich zu Fall 3 sorgt die in-

tensivere Konvektionsstr�omung nicht nur f�ur eine Zunahme der integralen Aufschmelzrate,

sondern auch f�ur eine wesentlich st�arkere Aufweitung des 
�ussigen Bereichs in den oberen

Regionen der Kavit�at. In beiden F�allen bleibt �uber den gesamten Zeitraum eine Str�omungs-

kon�guration mit einer langgezogenen Konvektionsrolle erhalten. Str�omungsinstabilit�aten

wie im Fall 2 werden hier nicht beobachtet. Bereits zu sehr fr�uhen Zeiten tritt eine ausge-

pr�agte horizontale Temperaturschichtung mit vertikalen Grenzschichten auf, was gleichzeitig

die Anwendung der zitierten Skalentheorie (Le Qu�er�e und Gobin 1999) verbietet.
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Abbildung 6.28: Ergebnisse der Benchmarkf�alle 3 u. 4: Strom- und Temperaturfelder zu aus-

gew�ahlten Zeiten.

Die sehr d�unnen thermischen Grenzschichten erschweren im Fall 4 die numerische Handha-

bung. Die in Abb. 6.29d sichtbaren Oszillationen der mittleren Nusselt-Zahl im Fall 4 sind

auf eine zu geringe Grenzschichtau
�osung zur�uckzuf�uhren. Lokale Gitteradaptionen und -
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interpolationen innerhalb der Grenzschicht bedingen leichte unphysikalische Schwankungen

im zeitlichen Verlauf der Nusselt-Zahl.
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Abbildung 6.29: Ergebnisse der Benchmarkf�alle 3 und 4 (Pr = 50): (a) Frontpositionen,

(b) lokale Nusselt-Zahlen entlang der warmen Wand, (c) zeitl. Verlauf des

integralen Fl�ussigkeitsanteils, (d) zeitl. Verlauf der mittleren Nusselt-Zahl.

Vergleich mit theoretischen Korrelationen

Jany und Bejan stellten 1988 eine theoretische Skalenanalyse vor, die zeigt, da� sich die

verschiedenen Zeitskalen und W�arme�ubertragungsraten des Problems als Potenzgesetze in

Abh�angigkeit der Rayleigh-Zahl ausdr�ucken lassen. Die Ergebnisse der Skalentheorie gel-

ten zun�achst nur f�ur Prandtl-Zahlen > 1. Die Theorie kann jedoch auf den Bereich kleiner

Prandtl-Zahlen ausgedehnt werden, wenn in den nachfolgend aufgef�uhrten Gesetzm�a�igkei-

ten Pr jeweils durch das Produkt RaPr ersetzt wird (Jany und Bejan 1988).

Ihre Untersuchungen st�utzen sich auf die Einteilung des Aufschmelzprozesses in vier zeitlich

aufeinanderfolgende Regime:
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Abbildung 6.30: Unterteilung des Aufschmelzprozesses in 4 Regime (Jany und Bejan 1988).

ImW�armeleitregime w�achst die Dicke s der 
�ussigen Phase in Konsistenz mit der Neumann-

schen L�osung des Stefanproblems (Alexiades und Solomon 1993) gem�a� s � �1=2. F�ur die

Nusselt-Zahl gilt entsprechend Nu � ��1=2. Im gemischten W�armeleitungs-Konvektionsre-

gime existiert ein konduktiver und ein konvektiver Beitrag zum W�armetransport, der durch

Nu � ��1=2 + Ra�3=2 wiedergegeben wird. Die Di�erentiation @Nu=@� liefert zum Zeit-

punkt �min ein Minimum der Nusselt-Zahl mit Numin � Ra1=4 und �min � Ra�1=2. Im

Konvektionsregime stellt sich ein quasistation�arer Aufschmelzzustand mit vollst�andig aus-

gebildeter thermischer Grenzschicht ein. Die Nusselt-Zahl n�ahert sich asymptotisch einem

Wert Nu1. Die Nusselt-ZahlNu1 gen�ugt dem zeitunabh�angigen Grenzschicht-Skalengesetz

Nu1 � Ra1=4.

Zur Veri�kation der Skalengesetze f�uhren Jany und Bejan (1988) numerische Berechnungen

f�ur verschiede Rayleigh-Zahlen durch (jeweils mit Pr = 50, St = 0:1 und A = 1:0). In Abb.

6.31 sind neben diesen Ergebnissen auch die Ergebnisse der hier vorgestellten Simulationen

eingetragen. F�ur alle Berechnungen ergeben sich ann�ahernd konstante Faktoren f�ur die

skalierten Gr�o�en Numin=Ra
1=4, �min=Ra

�1=2 und Nu1=Ra1=4, was f�ur die G�ultigkeit der

Skalengesetze im untersuchten Parameterbereich spricht.
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Abbildung 6.31: Numerische Veri�kation der Skalengesetze von Jany und Bejan (1988) f�ur

Numin, �min und Nu
1
.
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Basierend auf den genannten Skalengesetzen lassen sich Korrelationen f�ur die zeitliche Ent-

wicklung der Nusselt-Zahl Nu(�) und des integralen Fl�ussigkeitsanteils Fl(�) w�ahrend der

ersten drei Regime aufstellen. F�ur den Bereich gro�er Prandtl-Zahlen geben Jany und Bejan

(1988) die Beziehungen

Nu(�) =
1
p
2�

+
0:35Ra1=4 � 1=

p
2�q

1 + 1
(0:0175Ra3=4�3=2)2:0

und (6.14)

Fl(�) =
h
(
p
2�)5:0 + (0:35Ra1=4�)5:0

i0:2
(6.15)

an, wobei die dezimalen Konstanten mit Hilfe der Ergebnisse aus numerischen Simulationen

angepa�t wurden. Gobin und B�enard (1992) nennen f�ur den Bereich sehr kleiner Prandtl-

Zahlen die Korrelation

Nu(�) = 0:29Ra0:27Pr0:18 +
1
p
2�

2
41� 1q

1 + 1
(0:0175Ra3=4�3=2)2:0

3
5 : (6.16)

Lim und Bejan (1992) beschreiben den im Stadium des quasistation�aren Aufschmelzens

konstanten Wert Nu1 im gesamten Prandtl-Zahlenspektrum 0 < Pr < 1 mit der Korre-

lation

Nu1 =
0:35Ra1=4

[1 + (0:143=Pr)9=16 ]4=9
: (6.17)

Die Abb. 6.32 und 6.33 zeigen die graphische Darstellung der Gl. (6.14) bis (6.16) im direk-

ten Vergleich mit den Ergebnissen, die mit dem vorgestellten numerischen Verfahren erzielt

wurden. Zu beachten ist, da� die Korrelationen nur f�ur den Grenzfall St! 0 G�ultigkeit be-

sitzen. Die Abweichungen im Nusselt-Zahlenverlauf f�ur Fall 2 (Pr = 0:02, Ra = 2:5�105) sind
auf die beobachteten Instabilit�aten und Instationarit�aten zur�uckzuf�uhren, die in der theore-

tischen Beziehung nicht ber�ucksichtigt sind (siehe Abb. 6.32). Im Fall 4 (Pr = 50; Ra = 108)

ergibt sich eine leichte Untersch�atzung der mittleren Nusselt-Zahl f�ur gr�o�ere Zeiten, die

auf die bereits erw�ahnte, zu geringe numerische Grenzschichtau
�osung zur�uckzuf�uhren ist

(siehe Abb. 6.33).

Abbildung 6.32: Vergleich der mittleren Nusselt-Zahl der F�alle 1 und 2 mit theoretischen

Korrelationen.
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Abbildung 6.33: Vergleich der Ergebnisse der F�alle 3 und 4 mit theoretischen Korrelationen:

(a) Nusselt-Zahl, (b) integraler Fl�ussigkeitsanteil.

Dennoch kann die zwischen den theoretischen Korrelationen und numerischen Simulationen

erzielte �Ubereinstimmung als gut bezeichnet werden. Dies best�atigt zum einen die Plau-

sibilit�at der vorgestellten numerischen Resultate, zum anderen spricht es f�ur eine gewisse

Allgemeing�ultigkeit der Korrelationen (6.14) bis (6.16) im untersuchten Parameterbereich.

Vergleich mit den Ergebnissen anderer Benchmarkteilnehmer

Ein direkter Vergleich der erzielten Ergebnisse mit den Ergebnissen anderer Autoren wird

hier nur exemplarisch anhand einiger Ergebnisse f�ur die Frontpositionen und mittleren

Nusselt-Zahlen gef�uhrt. Informationen zu den einzelnen numerischen Verfahren bzw. Si-

mulationen der hier zitierten Autoren sowie ausf�uhrlichere Ergebnissvergleiche �nden sich

in Gobin und Le Qu�er�e (1999b).

W�ahrend im Fall 1 die ermittelten Frontpositionen aller Autoren (mit einer Ausnahme)

auch zum Zeitpunkt �4 noch relativ gut �ubereinstimmen (Abb. 6.34a), zeigen sich im Fall

2 starke, auch qualitative Unterschiede (Abb. 6.34a). Diese Unterschiede, die analog im

Vergleich des mittleren Nusselt-Zahlenverlaufs auftreten (Abb. 6.34c), sind auf die Unei-

nigkeit der Autoren bez�uglich des Auftretens von Str�omungsinstabilit�aten zur�uckzuf�uhren.

Stabile und instabile Kon�gurationen werden jeweils sowohl mit Enthalpie-Methoden als

auch mit front-tracking-Methoden erzielt, so da� eine Abh�angigkeit dieses Ph�anomens vom

gew�ahlten numerischen Verfahren unwahrscheinlich ist. Bemerkenswert ist allerdings, da�

alle Autoren, die Instabilit�aten erhalten, die instation�aren Navier-Stokes-Gleichungen l�osen

und nicht die ansonsten g�angige quasistation�are N�aherung anwenden. Dies wirft die Frage

auf, ob f�ur Medien kleiner Prandtl-Zahl, deren Neigung zu Instationarit�aten im h�oheren

Rayleigh-Zahlenbereich bekannt ist, die quasistation�are N�aherung ein geeignetes Modell

darstellt (siehe auch Gobin und Le Qu�er�e (1999b)). Eine Anwendung der quasistation�aren

N�aherung setzt voraus, da� die Zeitskala, in der die Str�omung im Fluid Stationarit�at er-

reicht, klein ist im Vergleich zur Zeitskala der Frontbewegung.
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Abbildung 6.34: Vergleich mit den Ergebnissen anderer Benchmarkteilnehmer (F�alle 1 und

2): (a) Frontpositionen zum Zeipunkt �3 (Fall 1), (b) Frontpositionen zum

Zeipunkt �4 (Fall 2), (c) zeitlicher Verlauf der mittleren Nusselt-Zahl (Fall

2).

Der Vergleich der Frontpositionen bei hohen Prandtl-Zahlen (Abb. 6.35a) zeigt zumindest

im Fall 4 eine relativ breite Streuung der Kurven. Selbst wenn die Kurve mit der gr�o�ten

Abweichung vom Durchschnitt au�er Acht gelassen wird, schwanken die lokalen Frontpo-

sitionen im oberen Bereich der Kavit�at bis zu 20% um einen gedachten Mittelwert aller

Kurven. Hier spiegelt sich die Problematik hoher Str�omungsgeschwindigkeiten und sehr

d�unner thermischer Grenzschichten wider. Eventuell wurden einige Simulationen mit zu

geringer r�aumlicher und/oder zeitlicher Au
�osung durchgef�uhrt. Die integrale Gr�o�e der

mittleren Nusselt-Zahl zeigt sich relativ insensitiv bez�uglich dieser stark unterschiedlichen

Frontpositionen, was die bessere �Ubereinstimmung der Kurven in Abb. 6.35c best�atigt.
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Abbildung 6.35: Vergleich mit den Ergebnissen anderer Benchmarkteilnehmer (F�alle 3 und

4): (a) Frontpositionen zum Zeipunkt �3 (Fall 3), (b) Frontpositionen zum

Zeipunkt �4 (Fall 3), (c) zeitlicher Verlauf der mittl. Nusselt-Zahl (Fall 4).

Abschlie�ende Bewertung der Ergebnisse

Sowohl beim Vergleich der Frontpositionen als auch beim Vergleich der Nusselt-Zahlen

und der (hier nicht gezeigten) Fl�ussigkeitsanteile liegen die mit dem vorgestellten Verfah-

ren erzielten Ergebnisse f�ur gro�e Prandtl-Zahlen jeweils nahe am Mittelwert aller Kurven.

Selbstverst�andlich ist dies kein Beweis f�ur die Richtigkeit der Ergebnisse. Unter Ber�uck-

sichtigung der guten Ergebnisse beim Vergleich mit den theoretischen Korrelationen f�ur die

integralen Gr�o�en spricht dies aber zumindest f�ur die Plausibilit�at der erhaltenen Ergeb-

nisse.

Oben Gesagtes gilt auch f�ur die Ergebnisse im Bereich kleiner Prandtl-Zahlen bei moderaten

Rayleigh-Zahlen (Fall 1). Bei h�oheren Rayleigh-Zahlen bedarf die Frage des Auftretens von

Str�omungsinstabilit�aten weiterer Kl�arung, weil sowohl lokale als auch integrale Kenngr�o�en

des Aufschmelzprozesses elementar von dieser Fragestellung abh�angen. Hier sind weitere

experimentelle Daten unerl�a�lich, bevor eine Referenzl�osung de�niert werden kann.
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6.3.3 B�enard-Konvektion unter Gefrier
�achen

W�ahrend in Kavit�aten mit seitlich beheizten R�andern schon geringste Temperaturdi�eren-

zen ausreichen, um die Konvektionsstr�omung in Gang zu setzen, wird im Rayleigh-B�enard-

Fall mit horizontalen, beheizten W�anden erst nach dem �Uberschreiten einer kritischen Tem-

peraturdi�erenz (kritischen Rayleigh-Zahl) konvektiver Sto�- und W�armetransport beob-

achtet. Die Str�omungsmuster im �uberkritischen Bereich h�angen dabei von den geometri-

schen Abmessungen der Kavit�at, den thermischen und kinematischen Randbedingungen

der begrenzenden W�ande und den Sto�werten des Fluids (Prandtl-Zahl) ab. Wird die obe-

re Berandung einer Fluidschicht auf eine Temperatur unterhalb der Erstarrungstemperatur

abgek�uhlt, bildet sich oberhalb der Naturkonvektionsstr�omung eine feste Phase aus. Der

Ein
u� von deformierbaren Gefrier
�achen auf die B�enard-Konvektion wurde von Dietsche

und M�uller (1985) in einer horizontalen Schicht experimentell untersucht und wird hier als

Veri�kationsfall f�ur das numerische Verfahren herangezogen. Ferner werden Berechnungen

in einer quadratischen Kavit�at durchgef�uhrt, die mit einer neueren numerischen Simulation

von Mohamad (1998) verglichen werden.

6.3.3.1 Nachrechnung des Experiments von Dietsche und M�uller (1985)

In Abb. 6.36 ist die Problemstellung skizziert, die dem Experiment von Dietsche und M�uller

(1985) zu Grunde liegt. Die Me�zelle der Dimension BxHxT = 200x10x20 mm ist vollst�andig

mit Cyclohexan (Pr = 18) gef�ullt. Bei konstantem Temperaturgradienten Tm�T0 �uber der

�ussigen Schicht wird die mit der W�armeleith�ohe hwl gebildete Rayleigh-Zahl �uber Variation

der Temperatur der oberen Berandung T2 ver�andert. Die Biot-Zahl ist dabei ein Ma� f�ur

die Dicke der festen Phase:

Bi =
�s(T2 � Tm)
�l(Tm � T1)

=
h� hwl
hwl

: (6.18)

Im Schmelzpfad (=Versuchsreihe mit steigendem Fl�ussigkeitsvolumen) wird - ausgehend von

einer erstarrten Schicht - diese Randtemperatur quasistation�ar in mehreren Stufen erh�oht,

im Gefrierpfad entsprechend stufenweise verringert. F�ur verschiedene Rayleigh-Zahlen wer-

den station�are Str�omungszust�ande eingestellt. Str�omungsmuster und Deformation der Pha-

sentrenn
�ache werden mittels Kamera und Di�erentialinterferometer visualisiert.

Abbildung 6.36: B�enard-Konvektion unter einer Gefrier
�ache in einer horizontalen Schicht:

Problemde�nition.
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Experimentelle Ergebnisse

Im Schmelzpfad wird bei einer kritischen Rayleigh-Zahl von 1450 das Einsetzen der Kon-

vektion in der 
�ussigen Phase beobachtet. Dieser Wert stimmt gut mit dem Wert der li-

nearen Theorie von 1493 �uberein. Das Einsetzen der Konvektion ist mit einer erstmaligen

Deformation der Phasentrenn
�ache und - infolge des stark erh�ohten W�arme�ubergangs -

mit einer Verdoppelung der lokalen Maxima der Fl�ussigkeitsh�ohen verbunden. Es wird

zun�achst eine dreidimensionale Struktur der Phasengrenze beobachtet. Nach den Ergebnis-

sen eines �ahnlichen Experiments in einer Fl�ussigkeitsschicht gro�er horizontaler Erstreckung

(Dietsche 1984) ist mit einer regelm�a�igen Hexagonalstruktur zu rechnen, sofern der Ein-


u� der Seitenr�ander vernachl�assigbar ist. Ein station�arer Konvektionszustand stellt sich

dabei erst nach einer Zeitspanne von mehreren Stunden nach Einstellen der entsprechen-

den oberen Randtemperatur ein. Bei einer mit der gesamten Schichth�ohe H berechneten

Di�usionszeit von

tD =
H2

�l
= 19min (6.19)

war erst nach ca. 10 Di�usionszeiten keine deutliche Ver�anderung in der Topologie der

Phasentrenn
�ache mehr erkennbar. Eine weitere Erh�ohung der oberen Wandtemperatur

f�uhrt erwartungsgem�a� zu einer Erh�ohung der mittleren Fl�ussigkeitsh�ohen und damit zu

einer Reduktion des Verh�altnisses Fl�ussigkeitsh�ohe zu Beh�altertiefe. Bei Rayleigh-Zahlen um

2000 betr�agt dieses Verh�altnis etwa 1:4. Der erh�ohte Ein
u� der vertikalen Berandung f�uhrt

hier zu einer Umbildung der Grenz
�achenstruktur. Die dreidimensionale Polygonstruktur

verschwindet zu Gunsten einer zweidimensionalen Walzenstruktur, wobei sich die Walzen

entlang der k�urzeren Beh�alterseite orientieren.

Abbildung 6.37: Experimentell beobachtete Umbildung der Grenz
�achen von polygonalen

(3d) in walzenf�ormige (2d) Strukturen.

Im weiteren Versuchsverlauf wird die Rayleigh-Zahl weiter erh�oht und bei Ra = 8000 eine

erneute Umbildung der Phasengrenze festgestellt. Als Folge einer Instabilit�at der Tempera-

turgrenzschicht an der unteren Fl�ussigkeitsberandung bilden sich bimodale Str�omungsstruk-

turen aus. Diese sind zum Zeitpunkt ihrer Entstehung durch je zwei kleine Abl�osewirbel im

Aufstromgebiet zwischen zwei Konvektionswalzen gekennzeichnet. Die Abl�osewirbel schla-

gen in der Folgezeit bis zur Phasentrenn
�ache durch und deformieren diese entsprechend.

F�ur gr�o�ere Rayleigh-Zahlen werden weitere, von der Grundform abweichende bimodale
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Str�omungsmuster beobachtet. Die Str�omungskon�guration ist dabei auch davon abh�angig,

ob der station�are Zustand im Schmelz- oder im Gefrierpfad des Experiments erreicht wird.

' � � � � * � - � �

! � � � � * # . /

� 0 � � � � � � 1 � � � �
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! � � � � * # . /
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Abbildung 6.38: Schematische Darstellung experimentell beobachteter Erscheinungsformen

bimodaler Str�omungsstrukturen.

Erst bei noch h�oheren Rayleigh-Zahlen (Ra = 31000) wird ein Verschwinden der bimodalen

Strukturen zu Gunsten einer monomodalen, station�aren Walzenstruktur beobachtet.

Numerische Ergebnisse

Jeder Umbildungsvorgang zeichnet sich im Experiment durch eine sehr langsame Transiente

aus. Die Umbildung der Walzenstrukturen in bimodale Strukturen bei Ra = 8000 ist bei-

spielsweise erst nach ca. 130 Stunden abgeschlossen. Diese Tatsache erschwert eine direkte

Nachrechnung des Experiments. Wie oben beschrieben wurde im Experiment eine Transi-

ente abgefahren, bei der (im Schmelzpfad) durch quasistation�are Temperaturerh�ohung der

oberen Berandung eine bestimmte Rayleigh-Zahl eingestellt wird. Erst nach Erreichen eines

station�aren Str�omungszustandes f�ur diese Rayleigh-Zahl wurde die Randtemperatur weiter

erh�oht und auf den n�achsten station�aren Str�omungszustand gewartet. Eine numerische Si-

mulation, die diese experimentelle Transiente exakt nachbildet, war aus zwei Gr�unden nicht

zu realisieren:

1. Im Rayleigh-Zahlenbereich oberhalb der kritischen Rayleigh-Zahl stellen sich dreidi-

mensionale Strukturen ein, die mit einem zweidimensionalen numerischen Code nicht

modelliert werden k�onnen.

2. Eine direkte Simulation der sehr langsam ablaufenden Umstrukturierungen der Pha-

sengrenze �ubersteigt die zur Verf�ugung stehenden Rechnerkapazit�aten. Der Zeitschritt

der numerischen Simulation wird durch die Zeitskala der Konvektionsstr�omung be-

stimmt und kann nicht beliebig erh�oht werden.

Die im folgenden dargelegte Nachrechnung des Experiments beschr�ankt sich deswegen auf

Untersuchungen bei einer bestimmten Rayleigh-Zahl. Konkret wird versucht, die experi-
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mentell f�ur Ra = 10700 erhaltenen bimodalen Str�omungstrukturen durch numerische Be-

rechnungen qualitativ zu best�atigen. Dieser Rayleigh-Zahl entspricht eine station�are obere

Randtemperatur von T2 = 1oC. Um die bis zur Einstellung des station�aren Endzustandes

erforderliche Zeitspanne zu verk�urzen, bediente sich die numerische Simulation unterschied-

licher Startl�osungen. Diese Startl�osungen sind \k�unstliche\, �uberkritische W�armeleitl�osun-

gen mit Fl�ussigkeitsh�ohen in der N�ahe der zu erwartenden mittleren Fl�ussigkeitsh�ohe der

bimodalen Konvektionsl�osung. Damit wird die zu- bzw. abzuf�uhrende Latentw�armemenge

reduziert und der station�are Endzustand schneller erreicht. Im Vergleich zum Experiment

wird die L�ange der Me�kammer reduziert. Um den numerischen Aufwand zu begrenzen,

gleichzeitig aber den Ein
u� der vertikalen R�ander gering zu halten, wird ein Geometrie-

verh�altnis von L=H = 8 gew�ahlt. Bezogen auf die H�ohe der 
�ussigen Schicht werden damit

L�angen- zu H�ohenverh�altnisse deutlich kleiner als 1 : 10 erreicht. Vertikale R�ander wurden

als feste und adiabate R�ander modelliert. Die Modellierung periodischer vertikaler R�ander

brachte in den Zeitskalen der numerischen Simulation nicht das gew�unschte Ergebnis. F�ur

alle Simulationen wurden dynamisch adaptierte Rechengitter mit expliziter Au
�osung der

Phasentrenn
�ache eingesetzt. Die r�aumliche Au
�osung variierte von anf�anglich ca. 1000

Knoten bis ca. 2500 Knoten f�ur den station�aren Endzustand. Bei einem Zeitschritt von

�t = 0:2 s wurde nach etwa 40000 Zeitschritten der station�are Endzustand erreicht.

Die Abb. 6.39 und 6.40 zeigen station�are Endergebnisse zweier numerischer Simulationen

in Form von Temperatur- und Stromfeldern. Ebenfalls dargestellt sind die verwendeten

Startl�osungen f�ur das Temperaturfeld und die im Schmelz- bzw. Gefrier-Experiment von

Dietsche und M�uller (1985) erhaltenen bimodalen Str�omungsmuster. Deutlich erkennbar

zeigen sich in beiden F�allen in ausreichender Entfernung der vertikalen W�ande bimodale

Strukturen. Wie im Experiment treten dabei alternierend Wirbelpaare kurzer und langer

Wellenl�angen auf. Im Fall B entsteht das sekund�are Rollenpaar im Aufstromgebiet zwischen

zwei Rollen gr�o�erer Wellenl�angen. Zwischen den Rollen kleiner Wellenl�ange ergibt sich in

Konsistenz mit dem experimentellen Ergebnis ein Abstromgebiet. Im Fall A jedoch zeigt

sich ein umgekehrter Drehsinn der Rollenpaare, der sich auch in der ver�anderten Grenz-


�achenstruktur abzeichnet. Die berechneten Wellenl�angen stimmen in beiden F�allen gut

mit den bevorzugten Wellenl�angen des Experiments �uberein.

Diskussion der Ergebnisse

Die qualitativen Unterschiede der beiden Simulationen zeigen deren Sensitivit�at bez�uglich

der verwendeten Startl�osung. Weitere, hier nicht dargestellte Simulationen mit leicht ver-

�anderten Anfangsbedingungen brachten Str�omungskon�gurationen mit �ahnlichen bevorzug-

ten Wellenl�angen, aber unterschiedlicher Anordnung und/oder Drehsinn der Konvektions-

walzen. Diese Abh�angigkeit der numerischen L�osungen von der verwendeten Startl�osung be-

gr�undet sich in unterschiedlichen durchlaufenen Transienten vor Erreichen des station�aren

Zustandes. Im Experiment wird der �Ubergang von einem bestimmten Str�omungsmuster zu

einem anderen durch eine sehr langsame, quasistation�are Temperaturerh�ohung der oberen

Berandung (=Erh�ohung der Rayleigh-Zahl) realisiert.
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(a) Startlösung:

(d) Strömungsstruktur Experiment:

(b) Temperaturfeld:

(c) Stromfeld:
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Abbildung 6.39: Vergleich numerischer Ergebnisse aus Simulation A mit dem Experiment:

(a) Startl�osung der numerischen Simulation, (b) station�ares Stromfeld,

(c) station�ares Temperaturfeld (d) experimentell erhaltene Str�omungskon-

�guration (schematisch).

Nach der linearen Stabilit�atstheorie werden oberhalb der minimalen kritischen Rayleigh-

Zahl Rac;0 einer Neutralstabilit�atskurve alle Wellenl�angen einer beliebigen St�orung ange-

facht, deren (wellenl�angenabh�angige) kritische Rayleigh-Zahl Rac unterhalb der tats�achli-

chen Rayleigh-Zahl Ra liegt. Die Intensit�at der Anfachung ist dabei proportional dem Ab-

stand Ra� Rac von der Kurve der Neutralstabilit�at (M�uller 1999). Im schwach �uberkriti-

schen Bereich wird nur ein schmales Wellenl�angenband um die kritische Wellenl�ange selektiv

verst�arkt. Die experimentellen Ergebnisse (z. B. bez�uglich der zu erwartenden Str�omungs-

muster undWellenl�angen beim Einsatz der Konvektion) stimmen gut mit der linearen Theo-

rie �uberein.
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(a) Startlösung:

(d) Strömungsstruktur Experiment:

(b) Temperaturfeld:

(c) Stromfeld:
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Abbildung 6.40: Vergleich numerischer Ergebnisse aus Simulation B mit dem Experiment:

(a) Startl�osung der numerischen Simulation, (b) station�ares Stromfeld,

(c) station�ares Temperaturfeld (d) experimentell erhaltene Str�omungskon-

�guration (schematisch).

Wird eine bestimmte �uberkritische Rayleigh-Zahl jedoch nicht langsam und stufenweise

(wie im Experiment), sondern sprunghaft erh�oht (wie in der Simulation), liegt pl�otzlich ein

sehr breites Wellenl�angenspektrum vor, in dem St�orungen angefacht werden. Nichtlineare

Wechselwirkungen verschiedener Str�omungsmuster innerhalb dieses Wellenl�angenspektrums

entscheiden letztendlich �uber die sich einstellende Str�omungsform. Vielf�altige L�osungsver-

zweigungen mit L�osungs�asten, die sich innerhalb der Zeitskalen der Simulation als station�ar

und stabil erweisen, k�onnen die Folge sein. Aussagen �uber zu erwartende Str�omungsmu-

ster, die sich auf wellenzahlabh�angige Anfachungsraten aus der linearen Stabilit�atstheorie

st�utzen, verlieren im stark nichtlinearen Bereich ihre G�ultigkeit.
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Obwohl die gezeigten numerischen und experimentellen Ergebnisse durchweg station�ar sind,

kann die Vorgeschichte der L�osung, also die Transiente, die schlie�lich zu diesem Ergebnis

gef�uhrt hat, nicht au�er Acht gelassen werden. Unterschiedliche Transienten k�onnen trotz

Identit�at aller dimensionsloser Kennzahlen, die das Problem beschreiben, zu unterschiedli-

chen Str�omungskon�gurationen f�uhren, wie auch die im Experiment beobachteten Hyste-

resen in Schmelz- und Gefrierpfad beweisen. Dieses Ph�anomen, das auch im klassischen

Rayleigh-B�enard-Fall auftritt, wird durch die Existenz einer deformierbaren Phasengren-

ze noch verst�arkt. Die Str�omungskon�guration der Vorgeschichte wird anschaulich in die

Gefrier
�ache eingepr�agt. Wenn (wie im betrachteten Fall) die Zeitskala der Umbildung der

Grenz
�ache erheblich gr�o�er ist als die der Konvektionsstr�omung, speichert die Phasengren-

ze die Struktur einer schon vergangenen Str�omungsform �uber einen bestimmten Zeitraum

nach Verschwinden dieses Musters hinaus. Die Phasengrenze wirkt als eine Art Langzeit-

ged�achtnis des Systems.

Trotz der angesprochenen L�osungsvielfalt, die sich beim Durchlaufen unterschiedlicher Tran-

sienten ergeben kann, sind in allen numerischen Simulationen diejenigen Wellenl�angen zu

sehen, die im Experiment f�ur diese Rayleigh-Zahl (in Schmelz- und Gefrierpfad) beobachtet

wurden. Die typische Bimodalit�at der Str�omungsmuster kann als weitere Gemeinsamkeit

zwischen Experiment und Numerik ausgemacht werden. Bestimmte Abweichungen von den

experimentellen Ergebnissen, beispielsweise was die exakte geometrische Form der Phasen-

grenze oder Anordnung und Drehsinn der Konvektionswalzen betri�t, k�onnen nicht dem nu-

merischen Verfahren angelastet werden, sondern sind unter Ber�ucksichtigung der genannten

Unterschiede im transienten Ablauf zwischen Experiment und Simulation zu interpretieren.

6.3.3.2 Berechnungen in einer quadratischen Kavit�at

Ein dem beschriebenen sehr �ahnliches Problem wird von Gong und Mujumdar (1998) nu-

merisch untersucht.
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Abbildung 6.41: B�enard-Konvektion unter einer Gefrier
�ache in einer quadratischen Kavit�at:

Problemde�nition.

In der quadratischen Kavit�at be�ndet sich das Para�n Pentahexan mit einer Prandtl-Zahl

Pr = 46:1. Die mit der Temperaturdi�erenz T1 � Tm gebildete Stefan-Zahl betr�agt St =

0:138. Das Problem wird f�ur die Rayleigh-Zahl Ra = 6:44 � 104 untersucht (Die Rayleigh-

Zahl wird mit der festen L�ange H gebildet). Sto�daten, Kennzahlen und Randbedingungen
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werden in Anlehnung an die Festgitter-FEM-Simulation von Gong und Mujumdar (1998)

gew�ahlt. Experimentelle Daten, die eine direkte Vergleichbarkeit mit den experimentellen

Daten zulassen, liegen nicht vor. Die Untersuchungen von Gau, Viskanta und Ho (1983)

und Diaz und Viskanta (1984) zum Aufschmelzen von n-Cyclohexan in einer von unten

beheizten Kavit�at erlauben lediglich qualitative Vergleiche mit numerischen Resultaten.

In beiden angesprochenen Experimenten wurde nach �Uberschreiten der kritischen W�arme-

leith�ohe hc anf�anglich Str�omungskon�gurationen mit Hexagonal-Zellen beobachtet. Mit

wachsender H�ohe der Fl�ussigkeitsschicht konnte eine Umstrukturierung der dreidimensio-

nalen Hexagonalmuster in zweidimensionale Rollenmuster festgestellt werden. Bei h�oheren

Rayleigh-Zahlen ist die Walzenstr�omung stark instation�ar, die Anzahl und Orientierung der

Walzen ver�andern sich st�andig.

In Relation zur gesamten Versuchsdauer ist die Dauer, in der ausgepr�agte dreidimensio-

nale E�ekte vorherrschen, eher gering. Diese Tatsache sollte die Behandlung des Problems

mit einem zweidimensionalen numerischen Modell erm�oglichen, auch wenn damit eine kor-

rekte Wiedergabe der Str�omungsmuster in der zeitlichen Phase direkt nach Einsetzen der

Konvektion ausgeschlossen ist.

Abb. 6.42 zeigt Strom- und Temperaturfelder der numerischen Simulation in direktem Ver-

gleich mit einer hochau
�osenden numerischen Simulation von Gong und Mujumdar (1998)

zu drei verschiedenen dimensionslosen Zeiten

Fo =
�t

H2
: (6.20)

F o  =  0 . 5 0 3

W i n t r u f f  ( 1 9 9 9 ) G o n g  e t  a l .  ( 1 9 9 8 )

F o  =  0 . 3 0 2

F o  =  0 . 6 5 4

Abbildung 6.42: B�enard-Konvektion unter einer Gefrier
�ache in einer quadratischen Kavit�at:

Strom- und Temperaturfelder.

Beide numerische Simulationen sagen eine Str�omungskon�guration mit vier Konvektions-

rollen voraus, die w�ahrend der gesamten Simulationszeit erhalten bleibt und die Phasen-

grenze entsprechend deformiert. Hinsichtlich der Form der Phasentrenn
�ache, Isothermen

und Stromlinien besteht dabei sehr gute �Ubereinstimmung.
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Abb. 6.43 zeigt lokale Wandw�armestr�ome entlang der beheizten Wand. Beide Simulationen

berechnen in Konsistenz mit den gezeigten Temperatur- und Stromfeldern einen wellenar-

tigen Verlauf der �ortlichen Nusselt-Zahlen. Der quantitative Vergleich o�enbart auch hier

eine gute �Ubereinstimmung.

Fo = 0.454
Fo = 0.605

Fo = 0.302

Gong & Mujumdar (1998)
Wintruff (2000)

Abbildung 6.43: B�enard-Konvektion unter einer Gefrier
�ache in einer quadratischen Kavit�at:

Lokale Wandw�armestr�ome entlang der beheizten Wand.

An dieser Stelle kann nicht verschwiegen werden, da� im Rahmen numerischer Experi-

mente f�ur das oben dargestellte Problem weitere L�osungen erzielt wurden, die qualitativ

von der dargestellten L�osung abweichen. Abb. 6.44 zeigt Str�omungskon�gurationen, die f�ur

identische Parameters�atze, aber bei leicht ver�anderter r�aumlicher Au
�osungen und/oder

Anfangsbedingungen erzielt wurden. Eine eindeutige Tendenz, da� eine dieser L�osungen

bei h�oherer r�aumlicher oder zeitlicher Au
�osung bevorzugt w�urde, war nicht auszumachen.

Die sich beim Einsetzen der Konvektion einstellende Rollenanzahl und -orientierung wurde

jeweils w�ahrend der gesamten Simulation beibehalten. O�ensichtlich zeigt das System eine

starke Sensitivit�at bez�uglich der thermischen St�orungen, die bei �Uberschreiten einer kriti-

schen Fl�ussigkeitsh�ohe anwachsen und zur Instabilit�at der W�armeleitl�osung f�uhren. Da das

Wellenl�angenspektrum dieser St�orungen in einer numerischen Simulation zufallsbestimmt

ist, ist auch die sich zun�achst einstellende Str�omungskon�gurationen nicht eindeutig. In-

nerhalb der Zeitskalen der numerischen Simulation wird dann keine Abkehr von dieser

anf�anglich bevorzugten Kon�guration mehr erreicht.

Abbildung 6.44: B�enard-Konvektion unter einer Gefrier
�ache in einer quadratischen Kavit�at:

Weitere m�ogliche Str�omungskon�gurationen.

Die Frage nach der wahren Str�omungskon�guration kann im Rahmen einer zweidimen-

sionalen Simulation nicht beantwortet werden. Jede der gezeigten M�oglichkeiten ist zum

Zeitpunkt des Einsetzens der Instabilit�at falsch, da sich zun�achst eine Hexagonalstruktur

ausbildet. Lediglich eine 3-d Simulation, die exakt die Transiente eines entsprechenden Ex-

periments nachbildet, k�onnte hier verl�a�liche Aussagen machen.
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6.3.4 Aufschmelzen mit interner Beheizung

W�ahrend Aufschmelz-und Erstarrungsvorg�ange, die durch �au�ere W�armequellen bzw. Sen-

ken initiiert werden, sehr h�au�g Gegenstand numerischer oder experimenteller Untersuchun-

gen sind, �ndet der Fall des Aufschmelzens infolge innerer W�armequellen in der Literatur

nur wenig Beachtung.

Das gerichtete Aufschmelzen eines Reinsto�es unter der Wirkung innerer W�armequellen

stellt ein Sonderfall des gerichteten Aufschmelzens dar. Obwohl (bei Vernachl�assigung des

Gibbs-Thompson-E�ekts) der Phasen�ubergang bei einer festen Temperatur statt�ndet, kann

sich hier (zumindest zeitweise) ein ausgepr�agter Phasenwechselbereich ausbilden, in dem


�ussige und feste Materie koexistieren. F�ur gerichtete Phasenwechselprobleme ohne interne

Beheizung ist ein vergleichbares Verhalten nur f�ur Sto�gemische, die in einem bestimmten

Temperaturintervall zwischen Liquidus- und Solidustemperatur erstarren, bekannt. Rein-

sto�e hingegen erschmelzen bei externer W�armezufuhr immer diskret, also mit einer ausge-

pr�agten und zu jeder Zeit makroskopisch ebenen Phasengrenze. Der Latentw�armeumsatz ist

hier zwingend an die Existenz von Temperaturgradienten gebunden, weil einem bestimm-

ten (zu erschmelzenden) Feststo�volumen nur �uber konvektive oder di�usive W�armestr�ome

Energie zugef�uhrt werden kann. Bei interner Beheizung hingegen wird dem Feststo�volumen

intern Energie zugef�uhrt. Es kann sich prinzipiell ein dreidimensionales, isothermes Gebiet

mit Schmelztemperatur ausbilden. Eine Phasengrenze im Sinne einer scharfen Trennung

zwischen fest und 
�ussig ist dann nicht mehr sichtbar. Im Phasen�ubergangsbereich, der

sich durch die Koexistenz von 
�ussigen und festen Bereichen auf makroskopischen Skalen

auszeichnet, �ndet bei makroskopischer Betrachtungsweise ein kontinuierlicher Phasen�uber-

gang statt, der auch als inneres Aufschmelzen bezeichnet wird. Die Existenz eines solchen

dreidimensionalen Phasen�ubergangsgebietes ist bei einem Reinsto� allerdings von rein tran-

sientem Charakter, weil die intern produzierte W�arme in einem r�aumlichen Gebiet mit

konstanter Temperatur alleine durch die Latentw�arme kompensiert wird (keine di�usiven

und konvektiven Str�ome). Im station�aren Zustand wird jedoch keine Latentw�arme mehr

umgesetzt, so da� die intern produzierte W�arme dann �uber Temperaturgradienten kom-

pensiert werden mu�. Dies widerspricht der De�nition eines mushy-Gebietes als isothermes

Phasenwechselgebiet beim Aufschmelzen eines Reinsto�s.

Die Existenz eines r�aumlichen Zwei-Phasen-Gebietes beim Aufschmelzen intern beheiz-

ter Reinsto�e wird auch von Chan und Hsu (1987) und Chen, Ishii und Grolmes (1976)

best�atigt. Ein analoges Verhalten zeigen optisch halbdurchl�assige Feststo�e unter der Wir-

kung �au�erer W�armeeinstrahlung. Die W�armestrahlung dringt in das Medium ein und ist

einer inneren W�armequelle �aquivalent (Chan, Cho und Kocamustafaogullari 1983). In der

Meterologie ist die Existenz des inneren Aufschmelzens von Reinsto�en schon sehr lange

bekannt. Dorsey (1968) beobachtete bereits 1968 zahlreiche kleine, mit 
�ussigem Wasser

gef�ullte Einschl�usse in einem der Sonnenstrahlung ausgesetzten Eisblock.

Die beschriebene Ph�anomene werden zun�achst anhand eines eindimensionalen Aufschmelz-

falles (ohne Konvektion) verdeutlicht, der auch als Testfall f�ur das in Kapitel 4.2.2.2 be-

schriebene zweiphasige Enthalpiemodell dient und die speziellen Anforderungen an einen
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mehrphasigen Code im Zusammenhang mit intern beheizten Aufschmelzvorg�angen auf-

zeigt. Anschlie�end wird eine zweidimensionale Simulation vorgestellt, die gleichzeitig eine

Vorausrechnung eines im Aufbau be�ndlichen Validierungsexperiments darstellt und auch

konvektive Ein
�usse beim Aufschmelzvorgang ber�ucksichtigt.

6.3.4.1 Eindimensionales W�armeleitproblem mit interner Beheizung

Abb. 6.45 zeigt den untersuchten Fall des gerichteten Aufschmelzens eines Reinsto�es in

einer eindimensionalen, stabf�ormigen Geometrie. Sto�werte und Randbedingungen wurden

entsprechend einer Simulation von Chan und Hsu (1987) gew�ahlt, um eine Vergleichbarkeit

der Ergebnisse zu erm�oglichen.

Abbildung 6.45: 1d-Aufschmelzen infolge innerer W�armequellen: Problemde�nition mit

Sto�werten und Randbedingungen.

Das Problem wird formal durch die beiden instation�aren W�armeleitungsgleichungen
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die Dirichlet-Randbedingungen an den festen R�andern und die Stefanbedingung (6.4) be-

schrieben. Treten jedoch ausgepr�agte Phasenwechselgebiete mit sehr komplexer Grenz-


�achentopologie auf, gelingt eine numerische Simulation auf Basis dieser Gleichungen nur,

wenn die auf mikroskopischen Skalen statt�ndenden diskreten Phasen�uberg�ange aufgel�ost

werden. Im Rahmen einer makroskopischen Modellierung bedient man sich der Hilfsvariable

\Fl�ussigkeitsanteil\, um kontinuierliche Phasen�uberg�ange in mushy-Gebieten zu beschrei-

ben (siehe Kapitel 4.2.2). Die Gleichungen (6.21) sind um einen Quellterm zu erweitern, der

anschaulich die Latentw�armefreisetzung bei �Anderung des Fl�ussigkeitsanteils ausdr�uckt:

@

@x

�
�
@T

@x

�
= �c

@T

@t
+ S +

@

@t
(�Lfl) : (6.22)

Die Abh�angigkeit des Fl�ussigkeitsanteils von der Temperatur wird f�ur isotherme Phasen-

wechselprobleme durch Gl. (4.14) wiedergegeben und ist in Abb. 6.46a graphisch darge-

stellt. Entsprechend sind die Phasengrenzen fest-mushy bzw. mushy-
�ussig implizit �uber

die Grenzwerte fl = 0 bzw. fl = 1 bei der Temperatur Tm de�niert. Die in Kapitel 4.2.2.2
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beschriebene Enthalpie-Methode auf bewegten Gittern ermittelt nach jedem Zeitschritt die

neue Position dieser Phasengrenzen und besetzt sie mit Gitterknoten. S�amtliche Phasen

sind also zu jeder Zeit im numerischen Gitter abgebildet.

Abb. 6.46b zeigt Temperatur- und Fl�ussigkeitsanteilpro�le aus der zweidimensionalen nu-

merischen Simulation zu verschiedenen Zeiten t:
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Abbildung 6.46: 1d-Aufschmelzen mit interner Beheizung: (a) Abh�angigkeit des Fl�ussigkeits-

anteils von der Temperatur, (b) transiente Temp. - und Fl�ussigkeitspro�le.

Der Aufschmelzproze� l�a�t sich nach mit Abb. 6.46 in drei zeitliche Phasen einteilen:

1. Transiente W�armeleitung (0� 0:4s)

Im Festk�orper steigt die Temperatur infolge der inneren W�armeproduktion langsam

an. W�armeleitung ist der einzige W�armetransportmechanismus.

2. Inneres Aufschmelzen (0:4� 1s)

In einem bestimmten Bereich im Inneren des Stabes wird Schmelztemperatur erreicht.

Innerhalb dieses Bereichs beginnt der Aufschmelzproze�, w�ahrend die Latentw�armeab-

sorption dort ein weiteres Ansteigen der Temperatur verhindert.

3. Gerichtetes Aufschmelzen (1� 5s)

Nachdem im Kern der letzte Feststo� erschmolzen ist, �ndet Phasenwechsel nur

noch an der diskreten Fest-Fl�ussig-Phasengrenze statt. Der Anteil der 
�ussigen Phase

nimmt allm�ahlich zu, die Grenz
�ache strebt ihrer station�aren Endposition entgegen.

Mit Hilfe der klassischen Enthalpie-Methode l�a�t sich der gesamte transiente Vorgang re-

lativ einfach auf einem festen Gitter simulieren. Das Bewegte-Gitter-Verfahren versucht

hingegen, das verwendete Phasenwechselmodell zu jedem Zeitpunkt auf die ablaufenden

physikalischen Vorg�ange abzustimmen. In diesem Zusammenhang kommt den �Uberg�angen

von einer zeitlichen Phase zur anderen besondere Bedeutung zu.
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� �Ubergang Transiente W�armeleitung - Inneres Aufschmelzen.

Physikalisch ist dieser Zeitpunkt mit dem erstmaligen Auftreten eines Fl�ussigkeits-

tropfen verbunden. In der Simulation ist dies mit der Entstehung einer mushy Phase

sowie einer -Phasengrenze fest-mushy verkn�upft. Konkret wird nach �Uberschreiten ei-

nes bestimmten Schwellenwertes flu die Isolinie �fl;u berechnet und mit Gitterknoten

besetzt. Der Skalar � ist dabei < 1 zu w�ahlen, um eine zerkl�uftete Phasengrenze zu

vermeiden. Die bewegte Phasengrenze fest-mushy besitzt anschlie�end f�ur alle Zeiten

den Fl�ussigkeitsanteil �fl;u und die Temperatur Tm. In der dargestellten Simulation

brachten die Werte fl;u = 0:01 und � = 0:8 gute Ergebnisse.

� �Ubergang inneres Aufschmelzen - gerichtetes Aufschmelzen.

Dieser Zeitpunkt ist physikalisch mit dem �Ubergang eines dreidimensionalen Pha-

senwechselgebietes auf ein zweidimensionales Phasenwechselgebiet vernachl�assigbarer

Tiefe verkn�upft. In der Simulation ist dies mit dem Verschwinden einer mushy Pha-

se verkn�upft. Die zuvor vorhandenden Phasengrenzen fest-mushy und mushy-
�ussig

verschwinden auf Kosten einer diskreten Fest-Fl�ussig-Phasengrenze. Als numerisches

Kriterium wird der Kehrwert einer lokalen Damk�ohler-Zahl im betrachteten Kontroll-

volumen verwendet:

(
1

Da
)CV =

R
� �

@T

@n
d�R


 Sd

< �: (6.23)

Werte > � widersprechen der De�nition der mushy Phase als r�aumlicher Bereich mit

konstanter Temperatur Tm. Konkret wird die mushy Phase aufgel�ost, wenn eine be-

stimmte Mindestanzahl nmin der innerhalb der mushy Phase liegender Knoten das

Kriterium 6.23 verletzt. Ab diesem Zeitpunkt wird die Simulation dann mit dem dis-

kreten Phasenwechselmodell (Bewegtes-Gitter-Modell mit explizitem Frontfortschritt

auf Basis der Stefanbedingung) fortgesetzt.

Das Verhalten des Systems wird abschlie�end in Form eines Phasendiagramms dargestellt.

Darin sind die zeitlichen Verl�aufe der einzelnen Phasengrenzen aufgetragen. Dargestellt

sind die Ergebnisse des Bewegte-Gitter-Verfahren, einer klassischen Enthalpie-Methode und

eines Simulationsergebnisses von Chan und Hsu (1987) (ebenfalls Enthalpie-Methode).
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Abbildung 6.47: 1d-Aufschmelzen mit interner Beheizung: transienter Verlauf der Phasen-

grenzen.
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Alle drei Simulationen erreichen eine gute �Ubereinstimmung. Zu beachten ist, da� die Fest-

Fl�ussig-Phasengrenze in der Simulation von Chan und Hsu (1987) auf einer Rekonstruk-

tion aus den Werten des Fl�ussigkeitsanteils in der (k�unstlichen) mushy Phase beruht. Auf

eine entsprechende Rekonstruktion wurde bei der eigenen Simulation nach der Enthalpie-

Methode verzichtet, um den unphysikalischen Verschmierungse�ekt zu verdeutlichen.

Der Vorteil h�oherer physikalischer Relevanz wird beim Bewegte-Gitter-Verfahren mit erh�oh-

tem Rechenaufwand und eingeschr�ankter Flexibilit�at erkauft. Die Kriterien zur Entstehung

und Vernichtung einzelner Phasen und Phasengrenzen sind keineswegs allgemeing�ultig, son-

dern sind im speziellen Fall im Zuge numerischer Experimente festzulegen. Eine Au
�osung

aller Phasengrenzen erscheint deswegen nicht sinnvoll. F�ur komplexere Probleme mit in-

terner Beheizung hat es sich als g�unstig erwiesen, lediglich Phasengrenzen zwischen fest

und 
�ussig aufzul�osen. Phasengrenzen zwischen mushy und 
�ussig werden nicht aufgel�ost,

d. h. diese Phasen werden in Anlehnung an die klassische Enthalpie-Methode als eine Phase

behandelt.

6.3.4.2 Vorausrechnung eines Modellexperiments mit interner Beheizung

Die nachfolgend dargestellte Simulation wurde unter den oben genannten Gesichtspunkten

durchgef�uhrt. Geometrie, Sto�werte und Randbedingungen wurden in Anlehnung an ein

Validierungsexperiment gew�ahlt, das zur Zeit am Institut f�ur Kern- und Energietechnik

des Forschungszentrums Karlsruhe aufgebaut wird. Dabei wird ein halbzylinderf�ormiger

Galliumblock elektrisch beheizt. In der Mittelebene wird die zweidimensionale Phasengrenze

mittels Ultraschall visualisiert.

fest
flüssig

Phasengrenze

Ultraschallsensor

x

y

adiabat

Gallium

elektr. Strom

Abbildung 6.48: Modellexperiment zum Aufschmelzen mit interner Beheizung.

Der Versuchsaufbau mit elektrischer Widerstandsheizung macht eine zeitlich konstante und

homogene W�armefreisetzung in der Me�ebene unm�oglich. W�ahrend eines Experiments kann

entweder die Stromst�arke I oder die elektrische Leistung P konstant gehalten werden

(Strom- oder Leistungsregelung). Die nachfolgende numerische Berechnung simuliert ein

stromgeregeltes Experiment. Die Berechnung der lokalen W�armequellst�arken beruht auf

dem Modell zweier parallel angeordneter Widerst�ande, die durch feste und 
�ussige Phasen

im Me�querschnitt repr�asentiert werden.
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Abbildung 6.49: Modell paralleler elektrischer Widerst�ande zur Berechnung der lokalen

W�armequellst�arke im Me�querschnitt.

Bei konstanter Gesamtstromst�arke Iges berechnen sich die Stromst�arken durch feste und


�ussige Phase in Abh�angigkeit des integralen Fl�ussigkeitsvolumenanteils Fl und der spezi-

�schen Widerst�ande �l und �s mit
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Die volumenspezi�schen Quellst�arken in fester und 
�ussiger Phase berechnen sich daraus

mit
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Die innerhalb eines �niten Dreieckselements konstante lokale Quellst�arke S entsteht durch

gewichtete Addition der beiden Anteile nach Gl. (6.26) entsprechend des lokalen Fl�ussig-

keitsanteils fl:

S =
I2ges


2
ges

�
�l�s(�l � fl�l + fl�s)

(�l � Fl�l + Fl�s)2
: (6.27)

F�ur diskrete Phasen�ubergange kann beim Bewegte-Gitter-Verfahren die Gr�o�e fl nur die

Werte 0 und 1 annehmen. Eine zeitliche �Anderung der lokalen Quellst�arke innerhalb eines

bestimmten Dreiecks resultiert dann allein aus der �Anderung des integralen Fl�ussigkeits-

anteils Fl. Fl�ussiges Gallium hat einen geringeren spezi�schen elektrischen Widerstand als

festes Gallium, so da� ein �uberproportional gro�er Anteil des Gesamtstroms Iges auf den


�ussigen Teil des Me�querschnitts entf�allt (siehe Abb. 6.49 a). Bei steigendem Fl�ussig-

keitsanteil im Galliumblock sinkt der Widerstand des erschmolzenen Bereichs aufgrund

der gr�o�er werdenden Querschnitts
�ache, so da� trotz steigender Stromst�arke im Fl�ussigen

auch die W�armeproduktion im Me�querschnitt sinkt (siehe Abb. 6.50). Mit Ausnahme des

spezi�schen elektrischen Widerstandes wurden alle Sto�werte in 
�ussiger und fester Pha-

se als konstant und gleich angenommen (siehe Tab. 6.4). Ferner gelten f�ur die numerische

Simulation die in Kapitel 6.3.2 auf Seite 88 genannten Annahmen.
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Abbildung 6.50: Abh�angigkeit von Stromst�arke und W�armequellst�arke vom integralen

Fl�ussigkeitsanteil.

Abb. 6.51 nennt neben Geometrie, Randbedingungen und dimensionslosen Kennzahlen auch

die elektrischen Kenngr�o�en des betrachteten Experiments. Innere Rayleigh- und Stefan-

Zahl wurden darin mit der H�ohe H als charakteristische L�ange und der maximalen W�arme-

quellstarke Sl;max berechnet, die sich f�ur Fl = 0 und fl = 1 ergibt. Der Ein
u� der isother-

men Wand kann mit Hilfe einer modi�zierten Damk�ohler-Zahl ausgedr�uckt werden:

Dam =
SH2

4�(Tm � T0)
=
Tmax;WL � Tw
Tm � Tw

: (6.28)

Diese gibt das Verh�altnis der sich im station�aren W�armeleitfall einstellenden maximalen

Temperaturdi�erenz zur Temperaturdi�erenz zwischen Schmelz- und Wandtemperatur wie-

der und ist ein Ma� f�ur das zu erwartende Temperaturniveau im Me�querschnitt.

1

D

H
 =

 D
/2

      

 
 

isothermer fester Rand, Tw < Tm

adiabater fester Rand, qw = 0 

isothermer fester Rand, T = Tm

inhomogene innere

 Wärmequelle S

Abbildung 6.51: 2d-Aufschmelzen mit interner Beheizung: Geometrie, Randbedingungen,

Sto�werte und Kennzahlen der Simulation.

Im numerischen Verfahren werden die orts- und zeitabh�angigen W�armequellst�arken S je-

weils explizit auf Basis der integralen Gr�o�e Fl des letzten Zeitschrittes berechnet. Ausge-

hend von einem isothermen festen Zustand (T0 = 20oC) zeigt das System das in Kapitel

6.3.4.1 diskutierte charakteristische Verhalten. Nach einer anf�anglichen Phase der transi-

enten W�armeleitung setzt die zeitliche Phase des inneren Aufschmelzens (bei isothermen

Bedingungen im Kern) ein. Daran schlie�t sich die Phase des diskreten Phasen�ubergangs
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mit scharfer Phasentrenn
�ache an. Nur in der letzten Phase sind Konvektionse�ekte (im

�uberhitzten Kern) vorhanden.

Das numerische Phasenwechselmodell wird im transienten Verlauf der Simulation der jewei-

ligen physikalischen Natur des Phasenwechselproblems angepa�t.

� W�ahrend der Phase der transienten W�armeleitung (t < t1) wird formal das einpha-

sige Enthalpiemodell auf einem festen Gitter eingesetzt. Diese Phase endet mit der

vollautomatischen Generierung eines freien Randes, sobald im Kern erstmals Werte

fl > � erreicht werden.

� W�ahrend die Phase des kontinuierlichen Aufschmelzens (t1 < t < t2) kommt das

mehrphasige Enthalpiemodell auf bewegten Gittern zum Einsatz. Die Phasengrenze

zwischen festem und mushy-Gebiet, die �uber fl = 0 und T = Tm de�niert ist, wird

fortlaufend mit Gitterknoten besetzt. Diese Phase endet, sobald die Anzahl nmushy

derjenigen Elemente, die das Kriterium (6.23) erf�ullen, kleiner einer Mindestanzahl

nmin ist. Unter Beibehaltung des im Gitter aufgel�osten freien Randes erfolgt dann

ein - bez�uglich der Gesamtenthalpie des Systems - konservativer �Ubergang auf das

diskrete Phasenwechselmodell.

� W�ahrend der Phase des diskreten Phasenwechsels (t > t2) wird das Bewegte-Gitter-

Verfahren mit expliziter Anwendung der Stefanbedingung eingesetzt. Die Hilfsvariable

Fl�ussigkeitsanteil ist dann �uber
�ussig, der freie Rand alleine �uber T = Tm de�niert.

Abb. 6.52 zeigt zun�achst instation�are Pro�le der Temperatur und lokalen Fl�ussigkeitsanteile

w�ahrend der transienten Phase des inneren Aufschmelzens. Kurze Zeit nach t1 = 100 s hat

die Temperatur in einem endlichen Kernbereich Schmelztemperatur erreicht (Abb. 6.52 a),

so da� dort das Aufschmelzen beginnt und der Fl�ussigkeitsanteil ansteigt (Abb. 6.52 b).

Im �au�eren Bereich wird die innere W�arme bei ann�ahernd isothermen Bedingungen di�usiv

abtransportiert. W�ahrend des gesamten inneren Aufschmelzvorgangs bleibt dieses quasista-

tion�are Temperaturpro�l fast unver�andert. Die Verkleinerung des mushy-Bereichs w�ahrend

dieser Zeit ist alleine auf den R�uckgang der inneren W�armequellen S bei steigendem inte-

gralen Fl�ussigkeitsanteil Fl zur�uckzuf�uhren (siehe Abb. 6.50 b). Erst wenn im Kernbereich

der Fl�ussigkeitsanteil den Wert 1 erreicht hat (kurze Zeit vor t2 = 2600 s), steigt die Tem-

peratur dort �uber Schmelztemperatur an (Abb. 6.52 c). Der damit verbundene Einsatz der

Konvektion erfordert eine starke Erh�ohung der Gitterau
�osung im Kernbereich.

Zum Zeitpunkt t2 = 2586 s ist im gesamten Kernbereich fl = 1:0 erreicht, die mushy Phase

ist zu Gunsten einer 
�ussigen Phase verschwunden. Abb. 6.53 zeigt die zeitliche Entwicklung

von Temperatur- und Stromfeld f�ur Zeiten t > t2, also in der zeitlichen Phase des diskreten

Aufschmelzens unter Konvektionsein
u�. Sobald sich im Kernbereich eine Maximaltempe-

ratur Tmax > Tm einstellt, bilden sich dort zwei gegenl�au�g drehende Konvektionsrollen aus.

Konvektionsstr�omung und Temperaturerh�ohung sorgen mit zunehmender Zeit gleichfalls f�ur

eine Vergr�o�erung des 
�ussigen Bereichs. Obwohl die W�armeproduktion im Fl�ussigen mit

steigendem Fl�ussigkeitsanteil leicht abf�allt, nimmt die Intensit�at der Konvektionsstr�omung

129



im Inneren augrund der anwachsenden H�ohe stetig zu. Dies wird auch am zunehmendem

Ein
u� der Str�omung auf das Temperaturfeld deutlich.
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Abbildung 6.52: Temperaturen und Fl�ussigkeitsanteile w�ahrend des inneren Aufschmelzens.
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Abbildung 6.53: Temperatur- und Stromfelder w�ahrend des stabilen diskreten Aufschmel-

zens.

Zum Zeitpunkt t = 6900 s setzt bei einem integralen Fl�ussigkeitsanteil von ca. 25% eine

oszillatorische Str�omungsinstabilit�at ein. Mit der tats�achlichen W�armequellst�arke Sl(Fl =

0:33) = 228088W=m3 und einer maximalen Fl�ussigkeitsh�ohe von Hl;max = 0:57H errech-

net sich eine e�ektive Rayleigh-Zahl von Raeff = 2:9 � 105. Die zeitlichen Verl�aufe der

v-Geschwindigkeit an festen Ort x = 0; y = H=4 und der integralen Aufschmelzrate ver-

deutlichen das Auftreten der Instabilit�at (siehe Abb. 6.54).

In der Folgezeit verursacht das Auf- und Abschwingen der Konvektionsrollen eine Symme-

triebrechung, die sich auch in der Form der Phasengrenz
�ache niederschl�agt. Die Amplitude
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der Oszillation nimmt bei zun�achst weiter ansteigendem Fl�ussigkeitsanteil ebenfalls zu (sie-

he Abb. 6.55 b). Zum Zeitpunkt t6 = 9700 s (Abb. 6.55 c) ist ein quasistation�arer Schwin-

gungszustand erreicht. Die integrale Schmelzrate pendelt bei nun konstanter Amplitude um

den Mittelwert null. Im zeitlichen Mittel ist keine Vergr�o�erung des 
�ussigen Bereichs mehr

zu erkennen. Infolge der beobachteten Symmetriebrechung ergibt sich eine ungleichm�a�ige

Verteilung der Krustendicken im station�aren Endzustand mit einem Dickenminimum im

linken oberen Bereich. Die Simulation des Durchbrechens der Kruste bzw. der Lokalisierung

des Ortes des Krustenversagens ist hier wegen der gestellten Randbedingung T < Tm am

gekr�ummten Rand der Kavit�at selbstverst�andlich nicht m�oglich.
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Abbildung 6.54: Einsetzen einer oszillatorischen Str�omungsinstabilit�at: (a) v-Geschwin-

digkeit am Ort x = 0; Y = H=4, (b) integrale Schmelzrate.
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Abbildung 6.55: Temperatur- und Stromfelder w�ahrend des oszillatorischen diskreten Auf-

schmelzens.

Abb. 6.56 zeigt neben verschiedenen Phasengrenz
�achenpositionen zu ausgew�ahlten Zeiten

auch den zeitlichen Verlauf des integralen Fl�ussigkeitsanteils, in dem sich das oben beschrie-

bene, charakteristische Verhalten des Systems widerspiegelt. Im Bereich des inneren Auf-

schmelzen ergibt sich ein leicht degressiver Anstieg des Fl�ussigkeitsanteils, weil die lokalen
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W�armequellst�arken in festen und 
�ussigen Elementen mit steigendem integralen Fl�ussig-

keitsanteil abfallen. W�ahrend des diskreten Aufschmelzens wird dieser E�ekt durch zuneh-

menden Konvektionsein
u� zun�achst �uberkompensiert. Mit zunehmder Gr�o�e des 
�ussigen

Bereichs nimmt allerdings der di�usive W�armeabtransport im Festk�orper zu, so da� schon

bald eine asymptotische Ann�aherung an den station�aren Endzustand zu verzeichnen ist.
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Abbildung 6.56: (a) Entwicklung der Phasengrenze w�ahrend des diskreten Aufschmelzens,

(b) zeitlicher Verlauf des integralen Fl�ussigkeitsanteil.

Weil die integrale innere W�armeproduktion mit steigendem Fl�ussigkeitsanteil abnimmt,

sinkt w�ahrend des inneren Aufschmelzens auch die integrale W�armeabfuhr �uber die isother-

me Au�enwand geringf�ugig. Die Di�erenz zwischen den Kurven der inneren W�armeproduk-

tion und der �au�eren W�armeabfuhr entspricht zu jedem Zeitpunkt der in Form von latenter

und sensibler W�arme gespeicherten Energie, welche im station�aren Fall zu null wird. Die

integrale Damk�ohler-Zahl

Daint =
_Qin

_Qex

=

R

 Sd
R

� �
@T

@n
d�

= 1 +

R

(cp

@T

@t
+ �L@fl

@t
)d
R

� �
@T

@n
d�

; (6.29)

die das Verh�altnis von internen zu externen W�armestr�omen angibt, ist auch ein Ma� f�ur

die thermische Energiespeicherung im System.

Abbildung 6.57: Zeitlicher Verlauf der integralen W�armezu- und abfuhr sowie der integralen

Damk�ohler-Zahl.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wird ein kontrollvolumenbasiertes Finite-Elemente-Verfahren

(CVFEM) auf willk�urlich bewegten, unstrukturierten Dreiecksgittern vorgestellt. Das Ver-

fahren erlaubt die numerische Simulation laminarer und inkompressibler Str�omungspro-

bleme in komplexen zweidimensionalen Geometrien, die Phasen�uberg�ange fest-
�ussig und

interne W�armequellen beinhalten k�onnen.

Im Sinne einer gemischten Lagrange-Euler-Betrachtungsweise wird der Str�omung ein willk�ur-

liches, von der eigentlichen Fluidbewegung entkoppeltes Gittergeschwindigkeitsfeld aufer-

legt, das direkt in den das Problem beschreibenden Erhaltungsgleichungen erscheint. Prin-

zipiell wird damit das erstmals 1980 von Baliga und Patankar (1980) vorgestellte Kon-

zept eines CVFEM-Verfahrens einer klassischen Modellierung von Phasenwechselproble-

men zug�anglich gemacht. Diese belegt den freien Rand zu jedem Zeitpunkt mit Kanten

und Knoten des numerischen Gitters und scha�t so die Voraussetzung f�ur eine explizite

Anwendung der Stefanbedingung (Voller et al. 1987). Front-tracking-Methoden erm�oglichen

im Falle diskreter Phasen�uberg�ange (mit ebenen Phasengrenzen) eine physikalischere und

realit�atsn�ahere Modellierung als g�angige Fest-Gitter-Verfahren (z. B. Voller et al. 1987, Us-

mani et al. 1992), weil sie ohne die Einf�uhrung einer k�unstlichen mushy Zone zwischen

festem und 
�ussigem Bereich auskommen. Im Gegensatz zu Methoden mit k�orperangepa�-

ten Koordinaten (z. B. Lacroix 1992, Viswanath und Jaluria 1993) kommen Verfahren mit

deformierbaren Gittern dabei ohne aufwendige Koordinatentransformationen aus.

Um unerw�unschte Verzerrungen und Gr�o�en�anderungen der Gitterelemente bei gro�skali-

ger Randbewegung zu vermeiden, wurde ein dynamisches Gitteradaptionstool entwickelt,

das durch sukzessive lokale Eingri�e in die Gitterstruktur selbst bei starker Randdeforma-

tion eine gleichbleibende geometrische Gitterqualit�at gew�ahrleistet. Durch eine geschickte

Kombination von Verfeinerungs-, Vergr�oberungs- und Entspannungsalgorithmen wird das

Rechengebiet kontinuierlich dem sich ver�andernden Rechenraum angepa�t. Zus�atzliche nu-

merische Fehler aufgrund stark verzerrter Dreieckselemente werden vermieden. Dar�uber-

hinaus erm�oglicht das adaptive Verfahren eine dynamische Steuerung und Anpassung der

lokalen Au
�osung, die \online\ auf �ortlich ge�anderte, physikalische Gegebenheiten (z. B.

eine �Anderung des Aggregatszustandes) reagieren kann.
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Phasenwechselprobleme mit inneren W�armequellen k�onnen bei makroskopischer Betrach-

tungsweise und Ber�ucksichtigung der Latentw�armefreisetzung auch bei fester Schmelztem-

peratur kontinuierliche Phasen�uberg�ange beinhalten, die sich durch ein (auf makroskopi-

schen L�angenskalen vorhandenes) Zweiphasengebiet (mushy zone) auszeichnen. F�ur diese

Klasse von Phasenwechselproblemen wird ein Enthalpie-Modell auf bewegten Gittern vorge-

stellt. Basierend auf dem bew�ahrten Festgitter-Enthalpie-Por�osit�atsmodell von Voller et al.

(1987) und einer impliziten Grenz
�achende�nition �uber die Hilfsvariable des lokalen Fl�ussig-

keitsanteils erfolgt dabei nach jedem Zeitschritt eine Rekonstruktion der explizit aufgel�osten

Phasengrenze(n). Konkret handelt es sich hier um die Weiterf�uhrung der grundlegenden

Ideen von Voller und Peng (1994), die ein �ahnliches Konzept am Beispiel eindimensionaler

Stefanprobleme vorstellen. Ein weiterer Vorteil dieses Verfahrens ist, da� es die einfachere

und 
exiblere Festgitter-Enthalpie-Formulierung praktisch als einen Sonderfall beinhaltet,

der bei ausgeschalteter Gitterkonvektion und Gitteradaption erreicht wird. Das Gesamtver-

fahren zeichnet sich somit durch hohe Flexibilit�at aus, wobei je nach Anwendungsfall und

Problemstellung das diskrete (klassische) Phasenwechselmodell, das Enthalpie-Modell auf

bewegten Gittern oder das Enthalpie-Modell auf festen Gittern gew�ahlt werden kann.

Anhand zahlreicher Veri�kations- und Anwendungsf�alle wird das Potential des vorgestellten

Verfahrens unter Beweis gestellt. Der Schwerpunkt wird dabei bewu�t auf gerichtete Auf-

schmelzprobleme mit diskreten Phasen�uberg�angen gelegt, weil hier die Vorteile der front-

tracking-Methode am deutlichsten zum Tragen kommen. Neben dem eindimensionalen, zwei-

phasigen Stefan-Problem liegt das Hauptaugenmerk hier auf der Simulation zweidimensiona-

ler Aufschmelzvorg�ange unter Konvektionsein
u� mit externer W�armezufuhr. In seitlich be-

heizten Kavit�aten liefern Untersuchungen f�ur Medien gro�er Prandtl-Zahl Resultate, die in

Einklang mit theoretisch hergeleiteten Skalengesetzen stehen (Jany und Bejan 1988, Gobin

und Le Qu�er�e 1999a). Die f�ur kleine Prandtl-Zahlen festgestellten Str�omungsinstabilit�aten

wurden zwar im Rahmen einer Benchmarkstudie auch von anderen Autoren gefunden, eine

Best�atigung durch experimentelle Daten steht aber noch aus.

Die numerischen Untersuchungen eines Aufschmelzproblems mit Beheizung von unten (B�e-

nard-Fall) best�atigt die Existenz bimodaler Str�omungsstrukturen, die von Dietsche (1984)

im Experiment in einem bestimmten Rayleigh-Zahlenbereich visualisiert wurden. Diese Un-

tersuchung zeigt aber auch die Problematik der Simulation von sehr langsam ablaufenden

Ph�anomenen (hier: Umbildung der Grenz
�achenstruktur und Einstellen eines station�aren

Zustandes) auf. Die exakte Transiente des experimentellen Ablaufs kann aus Gr�unden des

numerischen Aufwands in der Simulation nicht nachempfunden werden. Aufgrund der Sensi-

tivit�at der Str�omungsstruktur bez�uglich des vorhandenen St�orungsspektrums beim Einsatz

der Konvektion k�onnen sich in den Zeitskalen der Simulation mehrere L�osungen als stabil

und station�ar erweisen.

Weitere Anwendungsf�alle o�enbaren die Besonderheiten bei Aufschmelzvorg�angen, die durch

innere W�armequellen initiiert werden. Nach Erreichen der Schmelztemperatur tritt hier

im Reinsto� transient ein isothermes Zweiphasengebiet auf. Erst zu sp�ateren Zeiten bil-

det sich eine diskrete Fest-Fl�ussig-Phasengrenze aus. Dieses Verhalten des Systems wird

durch Ver�o�entlichungen anderer Autoren best�atigt. Eine Simulation eines intern beheizten
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Aufschmelzfalles mit Konvektionsein
u�, die gleichzeitig eine Vorausrechnung eines Modell-

experiments darstellt, beweist die F�ahigkeit des Verfahrens, auch Phasenwechselprobleme

mit kontinuierlichen Phasen�uberg�angen behandeln zu k�onnen. Im besonderen ist hier die

Option des Codes zu nennen, auf unterschiedliche physikalische Ph�anomene im transien-

ten Zeitablauf einer Simulation mit der Anwendung unterschiedlicher numerischer Modelle

reagieren zu k�onnen.

Das vorgestellte numerische Modell eines adaptiven CVFEM-Verfahrens auf bewegten Drei-

ecksgittern hat sich als ein attraktives und vielversprechendes Konzept zur Simulation

konvektionsdominierter Aufschmelz- und Erstarrungvorg�ange in Reinsto�en erwiesen. Im

jetzigen Stadium der Codeentwicklung ist die Anwendung des Codes auf generelle Pha-

senwechselprobleme noch stark eingegrenzt, weil die implementierten physikalischen und

numerischen Modelle in ihrem G�ultigkeitsbereich begrenzt sind. Eine Erweiterung des Co-

des w�are hinsichtlich mehrerer Punkte w�unschenswert:

� Dreidimensionale Probleme.

Das dem numerischen Verfahren zu Grunde liegende 2d-CVFEM-Verfahren von Pra-

kash (1986) wurde u. a. von Le Dain-Muir und Baliga (1986) erfolgreich auf drei

Dimensionen erweitert. Der �Ubergang von Dreieckselementen auf Tetraederelemente

gestaltet sich auf unbewegten Gittern als problemlos. Abstriche sind hingegen bei be-

wegten Gittern bez�uglich der Gitteradaptionsalgorithmen zu machen. Diese sind zum

Teil so nicht auf drei Dimensionen erweiterbar. Au�erdem besteht die Gefahr, da� der

numerische Gitterbearbeitungsaufwand dann zu gro� wird, so da� f�ur dreidimensionale

Probleme mit stark deformierten R�andern eventuell die Festgitter-Enthalpie-Variante

zu bevorzugen ist.

� Turbulente Str�omungen.

Anwendungsbeispiele f�ur intern beheizte Kernschmelzen zeigen, da� bei realen L�angen-

skalen sehr schnell Rayleigh-Zahlenbereiche erreicht werden, bei denen die Naturkon-

vektionsstr�omung im 
�ussigen Kern der Anh�aufung turbulent wird. Um hier realit�ats-

nahe Simulationen durchf�uhren zu k�onnen, ist ein Turbulenzmodell f�ur Auftriebs-

str�omungen (z. B. Carteciano 1996) zu implementieren.

� Phasenwechsel in Sto�gemischen.

Die Diskretisierung einer weiteren Konvektions-Di�usionsgleichung f�ur die Konzen-

tration und die Ber�ucksichtigung konzentrationsbedingter Auftriebskr�afte in den Im-

pulsgleichungen sind erforderlich, um Phasen�uberg�ange in bin�aren Sto�gemischen be-

handeln zu k�onnen. Die Anwendung des kontinuierlichen Phasenwechselmodells auf

Medien, die in einem Temperaturbereich zwischen Tsol und Tliq erstarren, ist ohne

zus�atzlichen Programmier- und Rechenaufwand m�oglich.

Abschlie�end bleibt anzumerken, da� bereits einige der durchgef�uhrten zweidimensionalen

Simulationen auf der eingesetzten Maschine (IMB RS/6000, 512 MB RAM) bez�uglich der

erforderlichen CPU-Zeit an die Grenzen der Durchf�uhrbarkeit gesto�en sind. Dreidimen-

sionale oder turbulente Rechnungen erfordern hier zwingend den Einsatz leistungsst�arkerer

Gro�rechner.
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