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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Zur MHD Lagertheorie

Klassische Schmierstoffe versagen bei hohen Temperaturen, sie werden instabil und
verdampfen. Eine Alternative bietet die Verwendung von Fliissigmetall als Schmier-
mittel. Aufgrund der geringen Viskositét ist beim Einsatz von Fliissigmetall auf der
einen Seite mit einer Reduktion des Auftriebes zu rechnen. Auf der anderen Sei-
te bieten Fliissigmetalle wegen ihrer hohen Temperaturbestiandigkeit und ihrer ho-
hen Wérmeleitfahigkeit ein breites Anwendungsspektrum. Der Nachteil verminder-
ter Tragfahigkeit gegeniiber Lagern mit konventionellem Schmierstoff kann reduziert
werden, indem die Strémung im Spalt durch elektromagnetische Kréfte beeinflufit
wird. Durch Anlegen eingeprigter elektrischer und magnetischer Felder entstehen

zusatzliche Volumenkrafte.

In der Magnetohydrodynamik ist die dominierende elektromagetische Kraft die Lo-
rentz-Kraft. Weitere Krafte wie die Coulomb-Kraft, Krafte durch Magnetostriktion
oder Kréfte durch Inhomogenitaten der magnetischen Permeabilitat sind in der Re-
gel vernachlassigbar [30]. Im Gegensatz zur Magnetohydrodynamik ist in der Elek-
trohydrodynamik die Coulomb-Kraft die entscheidende Volumenkraft. Da diese bei
Fliissigmetallstromungen meist vernachléssigt werden kann, kommt der elektrohy-

drodynamischen Lagertheorie praktisch keine Bedeutung zu.

Die genannten Vorteile von Flussigmetall bzw. MHD Lagern lassen eine Anwendung
bei hohen Temperaturen und hohen Drehzahlen, beispielsweise in der Raketentech-

nik, erkennen. Mogliche Metalle wie Quecksilber, Natrium sowie Natriumlegierun-



gen, Gallium oder auch Woodsche Legierungen zeichnen sich durch einen verhalt-
nisméfig niedrigen Schmelzpunkt aus, so daf} auch eine Anwendung bei niedrigeren
Temperaturen in Frage kommt. Weitere Vorteile von Flussigmetall gegeniiber or-
ganischen Schmierstoffen wie zum Beispiel Resistenz gegen Radioaktivitat, lassen
vereinzelte Anwendungsbereiche wie etwa einen Einsatz in der Nukleartechnik deut-
lich werden. Im Gegensatz zum konventionellen Lager kann bei MHD Lagern ein
Druckaufbau auch ohne Rotation der Welle allein durch Anlegen duflerer magneti-
scher und elektrischer Felder erzeugt werden kann. Dieses Wirkungsprinzip kénnte
in einigen Gebieten, eventuell auch in der Mikrotechnik, vorteilhaft angewendet wer-

den.

1.2 Inhalt der Arbeit

Ein Schwerpunkt der Forschungsaktivitdten am Institut fiir Technische Mechanik
stellen Mehrfeldprobleme dar. Neben klassischen Mehrfeldproblemen wie Thermo-
mechanik und Fluid-Festkorper-Interaktion treten vermehrt elektromechanische Mehr-
feldprobleme in den Vordergrund. Waren diesbeziiglich in der Vergangenheit insbe-
sondere piezoelektrische Probleme von Interesse, so bildet diese Arbeit iiber Schmier-
spaltstromungen bei Verwendung elektrisch leitender Fluide einen ersten Beitrag
zur Magnetohydrodynamik. Im Gegensatz zu fritheren Arbeiten (siehe z.B. [43])
iiber Spaltstréomungen nichtleitender Fluide wird auf stromungsmechanische Insta-

bilitdten nicht eingegangen.

Die Berechnung von Radiallagern endlicher Breite fithrt schon im konventionellen
Fall auf partielle Differentialgleichungen mit nichtkonstanten Koeffizienten, die in
aller Regel analytisch nicht 16sbar sind. Um analytische Ergebnisse zu erhalten,
werden meist zwei akademische Grenzfélle betrachtet, das unendlich breite Lager
und das unendlich schmale Lager. Numerische und experimentelle Untersuchungen
beim konventionellen Lager geben Aufschlufl iiber den Anwendungsbereich dieser
Grenzfille. Wie in [13] gezeigt, liefert die unendlich breite Hypothese fiir ein Brei-
ten/Durchmesserverhiltnis % > 4 gute Werte, wihrend die unendlich schmale Ap-

proximation fiir Werte % < i praktische Anwendung findet.

Die existierenden Arbeiten auf dem Feld der magnetohydrodynamischen, also inkom-



pressiblen Lagertheorie beschrédnken sich nach Kenntnis des Autors auf analytische
Arbeiten zum unendlich breiten Lager sowie einige numerische und halbanalytische
Untersuchungen zum Lager endlicher axialer Breite. Zum magnetogasdynamischen,
also kompressiblen Radiallager ist nur eine Arbeit iiber das unendlich breite Lager

bekannt.

Inhalt der vorliegenden Arbeit ist die Analyse unendlich schmaler magnetogasdy-
namischer und magnetohydrodynamischer Radiallager. Die Bereitstellung analyti-
scher Ergebnisse steht dabei im Vordergrund. Es werden ausschlielich stationére
Stromungen betrachtet, da aufgrund der kleinen Reynoldszahlen selbst bei instatio-
narer Wellenbewegung Tragheitskréafte vernachlassigt werden kénnen. Der Berech-
nung liegen die bekannten hydrodynamischen Hypothesen der Schmiertheorie zu-
grunde. Induktionseffekte werden vernachléssigt, d.h. die magnetische Reynoldszahl
R, wird als klein angenommen. Ziel ist es, den Einflul der Gréfle und der Orien-
tierung der eingeprigten B- und E-Felder auf die Druckentwicklung zu bestimmen.

Drei Grundfalle werden untersucht:

a) duferes eingeprigtes radiales B-Feld,
b) &ufleres eingeprigtes axiales B-Feld und

c) aufleres eingepragtes toroidales B-Beld.

Im Fall a) werden Lagerzapfen und Lagerschale als perfekte Isolatoren und in den

Fallen b) und ¢) als ideale Leiter betrachtet.

Alle 3 Faélle fithren bei kompressibler Strémung auf ein nichtlineares Randwertpro-
blem. In den Fillen a) und b) wird eine strenge implizite Losung hergeleitet. Diese
hat den Nachteil, dal das Druckfeld tiber zwei transzendente algebraische Gleichun-
gen ausiteriert werden muf}. Eine alternative explizite Lésung in Form einer Funk-
tionenreihe weist diesen Nachteil nicht auf. Die Konvergenz dieser Funktionenreihe
wird bewiesen, eine Restgliedabschatzung hergeleitet. Im Fall ¢) kann keine implizite
Losung, sondern nur eine explizite Reihenlésung angegeben werden. Auch hier wird

die Konvergenz nachgewiesen und eine Formel fiir das Restglied hergeleitet.

Aus der Loésung des kompressiblen Problems wird anschlieflend die Lésung des in-

kompressiblen Problems entwickelt. Analytische Formeln fiir die Sommerfeldzahlen



der Drehung und der Verdrangung werden fiir die 3 Grundfille bereitgestellt. Fer-
ner wird eine Stabilitdtsanalyse eines in zwei schmalen MHD Lagern symmetrisch
gelagerten Laval-Rotors durchgefiihrt. Hierbei gilt es, den Einflufl der angelegten B-

und F-Felder auf das Stabilitdtsverhalten zu untersuchen.

Wie bereits erwdhnt, kann bei Verwendung elektrisch leitender Fluide als Schmier-
mittel ein Auftrieb auch ohne Rotation der Welle erzeugt werden. Dieses Wirkungs-
prinzip wird im 6. Kapitel fiir zeitlich konstante B-Felder und zeitlich oszillierende

F-Felder untersucht.

1.3 Literaturiibersicht

Die Arbeiten zur magnetohydrodynamischen Schmiertheorie lassen sich in Arbeiten
zum ebenen Gleitschuh, Untersuchungen zum Radiallager und Berechnungen zum

Axiallager gliedern.

Der unendlich breite Gleitschuh unter tangentialem und vertikalem eingepriagten B-
Feld wird in [2, 19, 21, 29] fiir unterschiedliche Konstellationen hinsichtlich des dufe-
ren elektrischen Feldes behandelt. In [3, 8, 9] wird zusétzlich der Einflul des konvekti-
ven Beschleunigungsterms untersucht. Der Einfluf} der elektrischen Leitfadhigkeit des
Gleischuhs wird in [7] diskutiert. In [3, 9, 54] wird der unendlich breite Gleischuh
fiir ungleichférmige, nichtkonstante Magnetfelder behandelt, wobei in [54] im spe-
ziellen auf den idealen Neigungswinkel des Gleitschuhes fiir optimale Tragfahigkeit
eingegangen wird. Eine Analyse zum idealen Profil des Gleitschuhes bei tangen-
tialem eingepragten B-Feld findet sich in [48]. Berechnungen, die Induktionseffekte
beriicksichtigen, sind in [7, 62, 64, 65] enthalten, wobei in [64, 65] auch der Einfluf}
des Magnetfeldes der Zuleitungen besprochen wird. Eine Untersuchung zum aniso-
tropen, porésen MHD Gleitschuh ist in [12] zu finden. Das MHD Kippsegmentlager
wird in [6] diskutiert. Eine Reihendarstellung fiir den Gleitschuh endlicher Breite
findet sich in [28]. Fiir den stufenférmigen Gleitschuh bei kompressiblem Fluid un-

ter tangentialem B-Feld wird in [17] eine analytische Losung angegeben.

Das unendlich breite Radiallager unter axialem und radialem eingeprigten B-Feld
wird in [26, 33] abgehandelt. In [11, 41] wird ferner der Einflufl des konvektiven Be-

schleunigungsterms untersucht. Das Radiallager unter Verdrangungsbewegung wird



in [4] diskutiert. In [36, 68] werden Induktionseffekte berticksichtigt und in [11] wird
ein mit der Welle umlaufendes Magnetfeld betrachtet. Halbanalytische und numeri-
sche Untersuchungen zum MHD Radiallager endlicher Breite sind in [18, 35, 37, 42]
enthalten. Experimentelle Untersuchungen finden sich in [11, 18, 58]. [35] enthalt
eine numerische Stabilitdtsuntersuchung einer in MHD Lagern gelagerten Welle fiir
den Fall eines axialen eingepragten B-Feldes. [67] behandelt die Frage der Redu-
zierung des Reibmomentes durch Einsatz elektrisch leitender Fluide. In [72] werden
thermische Effekte bei MHD Lagern diskutiert und in [73] wird die Deformation
des Schmierspaltes studiert. Die einzige Untersuchung zum magnetogasdynamischen
Radiallager ist in [17] zu finden. Hier wird eine Naherungslésung fiir das unendlich

breite Lager bei eingepragtem radialen B-Feld vorgestellt.

Das Axiallager unter axialem, radialem und toroidalem eingepragten B-Feld wird in
[19, 27, 40] behandelt. In [47, 55] werden konvektive Beschleunigungsterme bertick-
sichtigt. Das Axiallager unter rotierendem B-Feld wird in [15, 22] diskutiert. Das
Axiallager bei variabler Spaltbreite wird in [40, 56] behandelt. Der Einfluf un-
gleichformiger, nichtkonstanter B-Felder wird in [56] studiert. Untersuchungen zum

kompressiblen Axiallager sind in [17, 22, 39, 53, 57] zu finden.



Kapitel 2

Bilanz- und

Konstitutivgleichungen

2.1 Magnetogasdynamische Grundgleichungen

Grundlage der Berechnungen dieser Arbeit sind die magnetogasdynamischen Grund-

gleichungen [14, 30, 44] fiir lineare, isotrope Fluide betrachtet. Es sind dies im ein-

zelnen

o die Kontinuitétsgleichung

op 0 9 o
aJra—x(Pu)Jra—y(Pv)Jr@(Pw) =0, (2.1)

e die Impulshilanz

ou ou ou ou dp . .

g 2 a_u_v'v _|_g a_u_|_@ _|_g @4_6_10 (22)
gz |~ "\ 9z 3 dy 77 dy Oz 9: |"\oz "9/ | '

ov ov ov ov 0 . .
p[ w ]:—a—i—l-pfy—l—szx—ijz

ox 7 dx Oy dy 7 dy 3 0z L dz 0y )|
law Jw Jw aw] dp
p _

o T T T oz g, TPt ie Bu= iy
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L (B0 o], O] (e o], 0
oz |"\ oz T 92 dy 77 dy 0z 0z
o die FEnergiebilanz
& — '_|_‘ﬁ_|_g ka_T _|_g ka_T +
"Dt PAT T oz \" oz dy \ Oy
(P e\ 2 (o o
P\oz "oy T 02) " 3"\ 0 T oy
ou\’ v\’ ow\’
a(5) +2 () +2(5)
(N (o e\ (o
dy Oz dz 0 0z

)

e die Maxwellschen Gleichungen (Verschiebungsstrom vernachlassigt)

V-D = Pe »
0B
VxE = ——
. ot
VxH = j,
V-B = 0,

e das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz (Hall-Effekt vernachlassigt)

Ja
Jy
J=

o(E;+v B.—w B,y) ,
o(Fy+w B, —uB,) ,
o(FE,+uB,—v B;) ,

o die Kontinuitdtsgleichung fiir die elektrische Ladung

e und die Zustandsgleichung

V3=0
des idealen Gases

pP=pRT.

(2.13)

(2.14)

u, v und w sind die Koordinaten des Geschwindigkeitsfeldes v in x-, y- und z-

Richtung. f = (fs, f,, f-) ist die resultierende Volumenkraft ohne die Lorentz-Kraft,

3 = (s, Jy,J-) das elektrische Stromungsfeld. e ist die spezifische innere Energie

und 7' die Temperatur. Es bezeichnet 5 die Viskositat des Fluids, o die elektrische

11



Abbildung 2.1: Lagergeometrie

Leitfédhigkeit, k& die Warmeleitfahigkeit, €’ die dielektrische Konstante und p die ma-
gnetische Permeabilitat. Zwischen der elektrischen Feldstirke E = (E,, Fy, E.) und
der dielektrischen Verschiebung D = (D, Dy, D.) herrscht die Beziehung D = ¢' E.
Zwischen der magnetischen Induktion B und der magnetischen Feldstarke H gilt der
Zusammenhang B = p H. Ferner ist p. die elektrische Ladungsdichte. p bezeich-
net die Dichte des Fluids und p’ = p, + p den Absolutdruck. p, kennzeichnet den
Umgebungsdruck und p, die Referenzdichte bei Umgebungsdruck und Umgebungs-

temperatur.

2.2 Vereinfachende Annahmen

Abbildung 2.1 illustriert die Lagergeometrie. Der Lagerzapfen hat den &uBeren Ra-

dius r, die Lagerschale den inneren Radius R = %. B = 2a ist die axiale Breite des
Lagers. Die Exzentrizitat zwischen Lager- und Zapfenmittelpunkt ist e. Die Welle
rotiert mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w. Zur Vereinfachung der Bilanz-
und Konstitutivgleichungen werden die nachstehend aufgefiihrten klassischen Hypo-

thesen der hydrodynamischen Schmiertheorie verwendet [13, 38]:

1. Die Abhéngigkeit der Viskositat von Druck und Temperatur wird vernachléssigt,

12



d.h. n & const.

2. Die Stréomung verlauft isotherm.

w

. Die Tragheitskrifte werden gegeniiber den Reibungskréften vernachlassigt,

d.h. die Reynoldszahl R, = % < 1.

4. Das Lagerspiel Ar = R — r zwischen Schale und Welle ist im Vergleich zum
Wellenradius r und Schalenradius R klein.

5. Die Kriimmung des Lagerspaltes wird vernachlédssigt, d.h. man denkt sich

Wellen- und Schalenumfang in die Ebene abgewickelt.

6. Die Schmierspalthdhe h sowie die Anderung der Schmierspalthohe in Umfangs-

richtung % sind klein.

7. Vernachlassigung der Geschwindigkeitskoordinate v in Richtung der Spalthéhe
(y-Richtung) gegeniiber den Geschwindigkeitskoordinaten v und w in a- und

z-Richtung.

8. Vernachlédssigung der Geschwindigkeitsgradienten erster und hoherer Ordnung

in z- und z-Richtung gegeniiber denen in y-Richtung, d.h.

ou ou  Ou 0*u 0*u 0*u
8_:1:<<8_y>>$7 8:1;2<<8y2>>822’

Ov Ov Ov 0%*v 0%v 0%v

a—x <K a—y > @ , @ <K a—yQ > w ,
6_w<<a_w>>a_w 62w<<82w>>82w (2.15)
ox oy 0z’ Ox? Oy? 022 '

9. Vernachlédssigung der Druckdnderung in y-Richtung gegeniiber den Druckénde-

rungen in z- und z-Richtung, d.h.

dp _Op _Ip Ip _
o > Dy < 3, bzw. g 0. (2.16)

10. Volumenkréfte mit Ausnahme der Lorentz-Kraft werden vernachléssigt.
Wie in Kapitel 1 erlautert, ist das eingepriagte Magnetfeld a) radial, b) axial oder c)

toroidal orientiert. Durch die Lorentz-Kraft werden gemaf den Gln. (2.10)-(2.12) im

Fall a) Strome in axialer Richtung und in den Fallen b) und ¢) Stréme in radialer

13



Richtung induziert. Es ist daher naheliegend, Lagerschale und Lagerzapfen bei ein-
geprigtem radialen Magnetfeld als Isolatoren und in den beiden anderen Féllen als

Leiter auszubilden. Folgende elektrodynamische Annahmen werden getroffen (vgl.

[30]):

1. Lagerschale und Lagerzapten sind entweder beide ideale Leiter oder beide per-

fekte Isolatoren.

2. Die magnetische Permeabilitdt u, die dielektrische Konstante ¢’ und die elek-

trische Leitfahigkeit o sind Konstanten.

3. Die induzierten Magnetfelder sind wesentlich kleiner als die dufleren einge-
pragten Magnetfelder, d.h. die magnetische Reynoldszahl
R,=pocRwAr<1.

Unter diesen Annahmen sind die y-Komponente der Impulsbilanz und die Ener-
giebilanz hinfillig. Da induktionslos gerechnet wird, bleibt von den Maxwellschen
Gleichungen nur noch Gl. (2.7) relevant. Mit Gl. (2.6) kann nach Berechnung des
E-Feldes die Ladungsverteilung p. bestimmt werden. Damit reduzieren sich die Bi-

lanzgleichungen bei stationdrer Stréomung auf

e die Kontinuitatsgleichung (der Term % wird trotz Stationaritidt formal beibehal-

ten, da dieser in Kapitel 4 bei der Berechnung der Sommerfeldzahl der Verdrangung

relevant wird)

dp 0 0 0
2 _ —_ = 2.1
or T gr g, ) gz () =0 (2.17)
e die Impulshilanz
dp . . 0*u
T Oz—a—x—l—ijZ—]ZBy—l—na—yZ, (2.18)
A L (2.19)
z: =——+47, B, — - — :
aZ J Yy ]y 77 ayQ
o die Maxwellschen Gleichungen
oD, 0D, 9dD,
= Pe 2.20
oz + dy + 0z P ( )
oK, O0F,
— =0 2.21
Jy 0z ’ (2:21)
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oLk, O0F,

— = 0 2.22
0z Ox ’ (2:22)

or, J0F,
— = 0 2.23
o oy ; (2.23)

o das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz

Jo = o(Ey—w By) , (2.24)
Jy = o(E,+w B,—uB,) , (2.25)
J: = o(E.+u By, (2.26)

o die Kontinuitdtsgleichung fiir die elektrische Ladung

o Ojy | 052
— + = =0 2.27
oz + dy + 0z ( )
e und die Zustandsgleichung des idealen Gases
/
P _Pa const . (2.28)
P Pa

Wie tiblich in der hydrodynamischen Schmiertheorie wird die Kontinuitatsgleichung

in y-Richtung iiber den Schmierspalt integriert:
h h h h
0 0 0 0
[ S dy+ [ 5-(ou) dy+ [ o-(pv) dy+ [ o= (pw) dy=0.  (229)
0 o 97 o Y 0 Y7

Unter Verwendung der Leibnitzschen Differentiationsregel

b(x) b(z)
of(ry) , _ 0 db da
(/) Tdy—a_x (/)f(l',y) dy—f(x,b)%—l-f(x,a)%, (230)

unter Beachtung der Randbedingungen u(y = k) = 0, w(y = h) = 0 und w(y =

0) = 0 und wegen der Voraussetzung (2.16) reduziert sich der erste Term in Gl.
(2.29) auf
h
dp dp
90 gy =2 .
[ Sy =00 (2.31)
0
der zweite Term auf
h h h
5, 5, dh 0
=) dy = o [ (pu) dy - T= 2 [ (pu) d 2.32
O/aw’“) v=gg [0 (| Go=gr [0 v, 3

15



der dritte Term auf

T ) 0]~ (2.33)

y=0

/hag ) dy = (pv)

und der vierte Term auf

h h h
0 dh 0
2 ) dy — / dy . 2.34
[ 5z (o / v le)| L @ = ez ) ) (2.34)
0 0
Damit lautet die Kontinuitétsgleichung in integrierter Form
h h
0 0 Diph)
a—xo/(pu) dy—l—ao/(pw) dy—l—T—O. (2.35)

Es werden folgende dimensionslosen Variablen und Parameter eingefiihrt:

_R—r _ e _ 7 _
¢_T7 €= —r h_hqubv J/’—QOR,
y=y R, Z=za, u=uRw, w=w Rw,

—p 1@ — 7 pa A= 1w JoR VA
P p¢27 P PPa 77Z)Qpav w¢ﬁ7

_ w = w . = A/ aw . - agw
by =L, VI E. = Z¢—\\§_g7 Je = Jo ZZ’ ’ ]y:]ynTv
_ oRWB, _ o
y — ==

¢ ist die dimensionslose Exzentrizitit, A die sogenannte Kompressibilitatszahl [51,
38]. M,, M,, M, sind die Hartmannzahlen der Magnetfelder B,, B,, B.. Die di-
mensionslose Spalthdhe ist h(p) = 1 + ¢ cos ¢ (siehe [13, 38]) . Die dimensionslosen

Bilanzgleichungen sind

o die Kontinuitétsgleichung in integrierter Form

h h _ 7

o i pyol o f o | 10(ph)
agp|:p!udy —|—<B)az|:pb/wdy —|—; ot —0, (236)

e die Impulshilanz
op . - 0%

T 0:—%+szy—Mij—l—a—g2, (2.37)

dp - 0%
z: 0:_<D)8 + M, j, — ]\4@33»/4—8—@27 (2.38)
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o die Maxwellschen Gleichungen

oD, 10D DN dD.
0 Oy (_) <R (2.39)
dp Y Oy B) 0z
19E, (D\ OF,
— (= = 0 2.40
Y Jy (B) 0z ’ (240)
DN\ OB, OF.
— — = 0 2.41
(B) 0z dp ’ (241)
ok, 10E,
- == =0, 2.42
dp 4 Oy 242)
o das verallgemeinerte Ohmsche Gesetz
Jjo = E,— M, w, (2.43)
jy = Ey+ Mg w— M, u, (2.44)
j. = E.+M, (2.45)
o die Kontinuitdtsgleichung fiir die elektrische Ladung
a]w 1 a]y (D) J-
— =0 2.46
Tyt 0z (246)
e und die Zustandsgleichung des idealen Gases
p=1+Xp. (2.47)

Aufgrund der Haftbedingung lauten die Randbedingungen fiir v und w bei Rotation
der Welle mit w und stillstehender Lagerschale

u(y=0)=1 und u(y=~h)=0 (2.48)

sowie

w(y=0)=0 und w(y=h)=0. (2.49)

Die Randbedingungen fiir den Druck sind (vgl. [38])
p(z=-1)=0 und p(z=1)=0. (2.50)

Sind Lagerschale und -zapfen ideale Leiter, gilt fiir das elektrische Potential V' (vgl.
[30)
V(g =0) =const. und V(y=1) = const. (2.51)
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und fiir die Stromdichte
Je(y=0)=7.(g=0)=0 und j,(y=h)=j.(y=hr)=0. (2.52)
Sind Lagerschale und -zapfen perfekte Isolatoren, gilt fiir die elektrische Stromdichte

Jy(y=0)=0 und j,(y= 7@) =0. (2.53)
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Kapitel 3

Kompressible Stromung

Erste analytische Arbeiten zum konventionellen unendlich breiten Gaslager stam-
men von Harrison [25], Katto und Soda [34] und Ausman [10], wobei im letzten
Aufsatz ein Stérungsansatz mit der Exzentrizitdt e als Storparameter angewendet
wird. Eine zentrale numerische Arbeit zum konventionellen Gaslager endlicher Brei-
te stammt von Raimondi [51]. Eine Ubersicht iiber neuere Arbeiten, insbesondere
auch zu strémungsmechanischen Instabilititen bei konventionellen kompressiblen
Spaltstromungen ist in [43] zu finden.

Inhalt dieses Kapitels ist die bisher nicht durchgefiithrte Analyse magnetogasdynami-
scher Schmierspaltstromungen unter Verwendung der Hypothese fiir das unendlich
schmale Lager. Untersucht werden die drei Grundfélle a) radiales, b) axiales und c)
toroidales eingepragtes Magnetfeld.

Die Untersuchung magnetogasdynamischer Schmierspaltstromungen ist - zumindest
in Hinblick auf eine Anwendung in der Lagertechnik - von akademischem Interesse.
Zum einen deshalb, weil die Kompressibilitdt von Fliissigmetallen vernachlassigbar
ist. Zum anderen aber, weil elektrisch leitende Gase (Plasmen) auf Grund der erfor-
derlichen hohen Temperaturen als Schmiermittel kaum in Frage kommen.

Die nachstehend entwickelten Reihenlésungen und deren Konvergenznachweis lassen
sich durch geeignete Modifikationen wahrscheinlich auf &hnlich geartete Randwert-

probleme iibertragen.

19



Abbildung 3.1: Eingeprégtes radiales Magnetfeld

3.1 Radiales eingepriagtes Magnetfeld

In diesem Abschnitt wird zunédchst eine strenge Losung fiir das unendlich schmale
Lager bei eingepriagtem radialen B-Feld hergeleitet. In dieser Darstellung muf} die
Druckfunktion tiber zwei transzendente algebraische Gleichungen ausiteriert werden.
Anschlieflend wird basierend auf einem Stoérungsansatz eine alternative Losungsdar-
stellung in Form einer Funktionenreihe entwickelt. Die Konvergenz dieser Reihe wird

untersucht, eine Restgliedabschdtzung wird hergeleitet.

3.1.1 Strenge Losung in impliziter Form

Ein konstantes externes Magnetfeld B, sei radial orientiert (sieche Abb. 3.1). Aulerdem
wird ein konstantes dufleres elektrisches Feld F, in axialer Richtung angelegt. Lager-
schale und Lagerzapfen werden als perfekte Isolatoren betrachtet. Die Stromung sei
stationar. Aus der Kontinuitatsgleichung fiir die elektrische Stromdichte V- j = 0
folgt zunéchst, daf % ~ 0. Damit reduziert sich die Impulsbilanz (2.37) in z-
Richtung auf

dp T
0= -2 5420 3.1
die Impulsbilanz (2.38) in z-Richtung auf
B\ 0p  0*w
- ()Y 2w 2
0 (D) 2: T o (3:2)
und das Ohmsche Gesetz (2.45) in z-Richtung auf
je=E.+ M, u. (3.3)
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Kombiniert man GI. (3.1) mit Gl. (3.3), ergibt sich
— -Mlu=_—+M, E,. (3.4)

Mit den Randbedingungen w(y = 0) = 1 und w(y = h) = 0 liefert eine Integration
von Gl. (3.4)

- 1 9p E. B ) - _ sinh(M,y)
u = [Myz 9o + My] [cosh (Myy) — sinh(M,y) coth(M,h) + Sinb(M, ) —1
+ [Cosh(Mygj) — coth(M,h) sinh(Mygj)] : (3.5)

Der dimensionslose Durchfluf} ¢, = in Umfangsrichtung ergibt sich zu

9y
wih R

h
_ L 2N ap

1 (COSh(Myil) - 1)

(cosh(Myﬁ) — 1)

2 sinh(M,h) B (Myh)]

— _ 3.6
M,  sinh(M,h) (3:6)
Aus GI. (3.2) folgt unter Beachtung von w(y = 0) = 0 und @w(y = h) = 0
§ 9p 7
) (E) 0z (4" = ho) (3.7)
und aus Gl. (3.7) der dimensionslose Durchflufl ¢, = w;/)ZRQ in axialer Richtung
h
DN Op -
= — ] = h7. .
0/ W=7 (B) 0z (3.8)

Die Kontinuitétsgleichung (2.36) lautet unter Beachtung der Konstitutivgleichung
(2.47)

(5) =04 A Dl + 5[0+ 3 p)a] =0, (3.9)

An dieser Stelle wird die Hypothese des unendlich schmalen Lagers benutzt (siehe
[13, 45, 46]), d.h. es wird g_p = 0 gesetzt. Damit ergibt sich aus Gl. (3.9)

() 2oenan - [u+anZ] <o. (310

Gl. (3.10) mit den Randbedingungen p(z = —1) = p(z = 1) = 0 bilden ein nichtli-
neares Randwertproblem zur Bestimmung von p(ip, z). Unter Verwendung der Ket-

tenregel wird Gl. (3.10) umgeformt zu

o(e) (1429 = =2 1+ 2] =0, (3.11)
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wobei sich fiir a(¢) mit Gl. (3.6)

B\2192% E, 2F, [cosh(Myiz) — 1] cosh(Myﬁ)
a(@)z(—)— +1) - [==+1 1
D h3 M, M? sin“(M,h)
(3.12)
ergibt. Mit der Substitution ¢ = (1 4+ Ap)* geht Gl. (3.11) iiber in
0%g
S 2 ale) VI=0. (3.13)

Fiir die spétere Riicktransformation ist zu beachten, dafl aus physikalischen Griinden

(vgl. GL. (2.47)) (1 + Ap) > 0. Separation und anschliefende Integration ergibt

] ] 1/2
a—g =+ [g Aa(p) g% + 01(99)] (3.14)
mit ¢1(¢) als Integrationsfunktion. Nochmalige Separation fithrt schlieBlich auf
d
E:i/ g s ale) . (3.15)
5 X alp) ¢+ ()]

e2(p) ist eine weitere Integrationsfunktion. Da der Integrand und somit das Integral
stets positiv sind und ex(p) wie gleich gezeigt wird identisch null ist, gilt das +
Zeichen fiir z > 0 und das — Zeichen fiir z < 0. Die Integrationsfunktion c¢y(¢) kann
iiber die Randbedingungen direkt bestimmt werden. Der Druck p verschwindet an

den Stellen z = —1 und z = 1, daher nimmt ¢ dort den Wert 1 an. Also lauten die

Randbedingungen
d
1 = +/ g | tele)  und (3.16)
EXha(e) ¢+ alp)) " L=
dg
-1 = —/ - 72 +ea(e) - (3.17)
EXale) ¢+ ale)) " =

Beide Gleichungen kénnen nur fiir ¢2(¢) = 0 erfiillt sein. Die Integrationsfunktion

c1(p) ist durch die transzendente Gleichung

_ dg
1_/ 3 3/2 1/2
[5 Aale) ¢°% + 01(99)]

(3.18)

g=1

bestimmt und wird ausiteriert. Es ist zweckméfBig, an dieser Stelle die Riicktrans-

formation durchzufithren. Es ergibt sich

2:i/ 2A(1+ Ap)dp
5 ) a(e) (1+2p)° + ()

a (3.19)
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Zur Losung des Integrals mufl eine Fallunterscheidung vorgenommen werden. 3
Falle sind moglich: a(p) < 0 sowie ¢;(¢) > 0, a(e) > 0 sowie ¢(¢) < 0 und
a(@) > 0 sowie ¢1(¢) > 0. Der letzte Fall kann aus physikalischen Uberlegungen

S = 0. Dies ist wegen GI.
(3.14) fiir a(¢) > 0 sowie ¢1() > 0 nicht realisierbar.

Fall 1:
Im Fall a(p) < 0 sowie ¢;(¢) > 0 wird Gl. (3.19) in die Form

(1+Ap)dp
/ — (3.20)
\/cl T2 A la@)] (14 Ap)° +1]
tiberfithrt. Dieses Integral wird iiber die Substitution
\ 1/3
- (M) (14 Ap) (3.21)
3 c1(p)
auf die Form 23
. 2 cily y dy
ci(p) \3 A lale)] [~y + 1]

gebracht. Dabei ist y < 1. Somit erhalt man

5 = 2 01(99) i 2V1_y3 _\/g_1 y—l‘l‘\/_ sin —

o ci(e) (gA |Oé(99)|) ly—l—\/g 31/4 F(Jl 1y +3 12)
1/4 y—l—l—\/g Yy

2.3 E(\Il_m,smﬁ)] (3.23)

und nach Riicksubstitution schlie§lich
Z(¢,p) =
2 ( e () )zgl Wl Tt (A
+
)| (

ale) \3 A lale S )L} () 1) —1 - V3

3 ci1(e

o 1
VBl | (3 Jaten) 1+Ap>—1+f.57r)

1/4 N 1/3 -
31/ 1_ (8/\|(())|) (1+2p)+3 12
LRI\ RO TR
. p ++/3
234 B |1 - Craig) ) sin2D] L (320

8 A Ja(o)\1/3 _ 12
L= ()™ 14+ VB
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Die Funktion ¢;(¢) muf iiber die transzendente Gleichung

1 ) (8 1) )|)2/3 Vﬂ _ﬂ_lF(J1 p—1+V3 o
3 '

— = sin—
c1(p) Ao nm—1-V3 31/4 l—y+V3 12

—14+V3 .5
+2- 34 B(\|1 - u,sin —”)1 (3.25)
l—yi +V3 12

mit g = (%)1/3

ausiteriert werden. Es bezeichnet F(p,q) das Elliptische Integral erster Art und
E(p,q) das Elliptische Integral zweiter Art [1].

Fall 2:
Im Fall a(p) > 0 sowie ¢;(¢) < 0 wird Gl. (3.19) in die Form

L+ Ap)dp

2
g / ( — (3.26)
VIe@ [72555 ) ale) (14 24p)° 1]
umgeschrieben und iiber die Substitution
8 A a(p))'" ]
= | — 14+ A 3.27
= (Frigr) oo 20
auf die Form 23
2 d
s— 4 (8|C1(‘P)| ) /yiyl/2 (3.28)
(@) \3 A ale) ly* —1]

iiberfiihrt, wobei jetzt y > 1. Es ergibt sich

: = )l V7 [2v7 =T Va4 e
) - le1 ()] (%)‘O‘(‘P)) ly—1_|_\/§ 31/4 F(\Il y—1+\/§’sm12)

1 - 3
—2. 3 B(,|1 - ﬂ,sm I (3.29)
y—1+V3" 12

und mit GI. (3.27)

2, p) =

8 A o)

3
T ( 1 ()] )2/3 § % e (L HAP)" -1
8 a(e) ) 1/3 _
)l \5Aale)) L(saele)'™ (14 ap) — 14 V3
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o 1/3 ,

F( sin —
31/4 8 X aly) 1/3 — ’ 12
(Grrst) () =143
_ (8 o)\ .
o a1/ (e 0wV o
2.3V E( |1 s ,sin —)| . (3.30)
(322 (1 4ap) —1+v3 12

3 Ja(o)l
Die Integrationsfunktion ¢;(¢) ist implizit durch die transzendente Gleichung

1 2 (|c1(¢)|))2/3 lz\/gﬁi \/§+1F(J1_1—y1+\/§ )

+ , 81N —
la(e)| \5Aaly p—1+v3 3 p—1+v3 12

1—
—2. 34 B(\[1 - M,sin 1) (3.31)
yi—1+V3 12

bestimmt und wird iterativ berechnet.

In beiden Féllen muf} das Druckfeld p(¢, Z) iiber zwei nichtlineare Gleichungen aus-
iteriert werden. Praktisch ist dies sehr zeitintensiv und das Auffinden der Nullstellen
nicht unproblematisch, da je nach Wahl der Parameter, insbesondere bei Variation
des Winkel ¢, unter Umstédnden unterschiedliche Losungsverfahren verwendet wer-
den miissen. Bei der Erstellung von Kurven des Typs p(p = const, z) ist fir jeden
Punkt je Parametersatz eine nichtlineare Gleichung iterativ zu l6sen sowie einmalig
eine der Gleichungen (3.25) und (3.31). Bei der Erstellung von Kurven des Typs
plp,z = const) sind fiir jeden Punkt je Parametersatz 2 nichtlineare Gleichungen
zu 16sen, was sich als besonders aufwendig erweist. Daher wurden nur Kurven vom
ersten Typ erstellt.

Die Abbildungen 3.2-3.4 zeigen Funktionsverlaufe z(p) fiir (%) =1, ¢=09 und
¢ = 0.93 7. In Abbildung 3.2 sind Kurven z(p) fiir verschiedene Hartmannzahlen
M, dargestellt. Es zeigt sich, daf fiir Hartmannzahlen M, < 2 eine Druckerhéhung
eintritt, wahrend fiir M, > 2 der Druck abnimmt. Folglich existiert bei Fixierung
der {ibrigen Paramtern eine definierte Hartmannzahl fiir optimale Druckentwicklung.
Grund hierfiir sind die induzierten Stréme durch die Lorentz-Kraft. Bei kleinen B-
Feldern (Hartmannzahlen) ist der durch das E-Feld verursachte Anteil des Stromes
jz,E = grofer als der entgegengerichtete induzierte Anteil 3273 = M,u, so daf} die

Lorentz-Kraft M,j, zu einer Vergréferung des Durchflusses g, und somit zu einer
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Druckerhéhung fiihrt. Bei groBen B-Feldern dominiert der induzierte Strom j. g,
was zu einer Verkleinerung des Durchflusses ¢, und damit zu einer Reduzierung
des Druckes fiihrt. Abbildung 3.3 zeigt Kurven z(p) fiir verschiedene dimensionslo-
se [-Felder F,. Eine kontinuierliche Erhdhung des E-Feldes fithrt zu einer stetigen
VergroBerung des Stromes sz = F. und daher bei fester Hartmannzahl zu einer
monotonen Erhéhung des Durchflusses ¢, sowie des Druckes. In Abbildung 3.4 sind
Funktionen z(p) in Abhéangigkeit der Kompressibilitdtszahl A dargestellt. Wie man
sieht, steigt der Druck mit wachsendem . Bei grofleren Werten von A ist der Zu-

wachs allerdings gering.

3.1.2 Explizite Reihendarstellung

Ein Nachteil der im letzten Abschnitt entwickelten impliziten Lésung ist der nume-
rische Aufwand zur Ausiteration des Druckfeldes. Fiir jeden Punkt miissen im all-
gemeinen zwei komplizierte nichtlineare Gleichungen ausiteriert werden. Zum Loésen
dieser Gleichungen miissen bei festen Parametern fiir verschiedene Punkte teilweise
unterschiedliche Iterationsverfahren verwendet werden. Es zeigt sich, dafl die Inte-
grationsfunktion ¢;(¢p) fiir verschiedene Winkel ¢ sehr kleine und sehr grofie Werte
annimmt, so dal kommerzielle Gleichungsléser ohne Finschrinkung des Loésungs-
gebietes teilweise versagen. Ein weiterer Nachteil ist, dal die Lésung in der Form
z = zZ(p,¢) und nicht in der Form p = p(p, z) vorliegt, wodurch eine Integration
tiber die Winkelkoordinate ¢ zur Berechnung des Auftriebs analytisch nicht méglich
ist.

Die genannten Nachteile gaben Anlaf}, eine alternative Darstellung der Losung des
Randwertproblems (3.11) zu suchen. Auf der Grundlage eines Stérungsansatzes mit
der Kompressibilitatszahl A als Storparameter wird die Losung des Randwertpro-
blems (3.11) in Form einer Funktionenreihe angegeben. Dabei wird der Reihenansatz
nicht wie iiblich in die Differentialgleichung eingesetzt und eine rekursive Folge von
Differentialgleichungen erzeugt. Aus der Ausgangsdifferentialgleichung wird durch
zweifache Integration zunéchst eine Integralgleichung entwickelt, in die dann der Rei-
henansatz eingesetzt wird. Es entsteht ein rekursives Schema aus Integralgleichun-
gen, das aufgrund seiner einfachen Struktur vollstdndig algebraisiert werden kann,

so daf} als Ergebnis ein matrizieller Rekursionsalgorithmus entsteht. Eine rechner-
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Abbildung 3.2: z(p) fiir verschiedene Hartmannzahlen M,; Parameter:

0.9, 0 =093 7, E, = -2, \=1.
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(p) fiir verschiedene E-Felder F.; Parameter:

2, A= 1.

z

Abbildung 3.3:

0.93 7, M, =

S‘Q:

28



Abbildung 3.4: z(p) fir verschiedene Kompressibilitatszahlen A; Parameter:

c=09, =097, M,=2 E, =2
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unterstiitzte exakte Berechnung beispielsweise der ersten 1000 Stérungsgleichungen
ist problemlos moglich. Die Konvergenz der Funktionenreihe wird gezeigt und eine

Restgliedabschatzung hergeleitet.

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist die nichtlineare Differentialgleichung (3.11)

_ 0 _Op
alp) (L+Ap) — o l(l +A p)al =0. (3.32)
Diese Gleichung formal iiber z integriert ergibt
P
alg) [ (1439) d=+ )~ (1+2p) SL=0. (3:33)

Nochmalige Integration in z-Richtung liefert

oz(c,o)//(l—l—)\p) dz dz + ¢1() 2—|—c2(<,o)—/(1—|—)\p) % dz=0. (3.34)

S5 (142p)°

Der letzte Term wird mittels Produktintegration wie angedeutet direkt integriert.

Es ergibt sich schliellich

2 oz(c,o)//()\ LA P) dE dE 4 alp) 24 () — (14 A’ =0. (3.35)

Die Druckfunktion p(¢, Z) sowie die Integrationsfunktionen ¢1(p) und () werden

im Sinne eines Stérungsansatzes nach dem Parameter A entwickelt:

P o= Po+Apr+ NP+, (3.36)
= cro+ e + Mg+ , (3.37)
Cy = (g0 —|— )\021 —|— )\2022 —|— tet (338)

Eingesetzt in die Integralgleichung (3.35) folgt

2 05(99)//()‘ + )\2}50 + )\3}51 + )\4}52 + - ) dz dz + (Clo + Aeyp + )\2012 + .. ) z
H(ea0 + Aear + Nega + ) = (L4 Apo + N1 + Xpa 4+ = 0. (3.39)
Wegen der Symmetrie zur z-y-Ebene sind die Integrationsfunktionen ¢y;(¢) (1 =

0,1,2,...) identisch null. Nach Potenzen von A sortiert, ergibt sich das Rekursions-

schema

AV
Cop0 — 1=0 5 (340)
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AL

2a(e) / /1 dz dz 4 cg1 — (po +po) = 0, (3.41)

A2
2@(@)//150 dz dz+cy— (pr+po+p1) =0, (3.42)

A3
2a(p) / /}51 dz dz + co3 — (p2 +po pr+p1 po+p2) =0, (3.43)

At
2a(p) / /152 dz dz + ¢34 — (P34 po P2+ Pr P+ P2 po+ps) =0 (3.44)

und allgemein
At
o L o
2a(p) / /pz’ dz dz + ca(iza) — B (Pit1 + Po pi + 1 Pic1 + -+
+pi-1 p1+ pi po+ }52'4_1) =0. (345)

Mit der Substitution p; = a(@)*' p; vereinfachen sich die Rekursionsgleichungen

weiter. Es ergibt sich ein Rekursionsschema fiir die Funktionen p;, namlich

A0
Co—1=0, (3.46)
AL
//1 dz dz + c31 = po (3.47)
A2
.o [T
//po dz d2—|—022—§p0:p1, (3.48)
A3
[ . . N
//p1 dz dz 4 ca3 — 5 (Po P1 + P1 Po) = P2 (3.49)
At
[ .. . . N
//p2 dz dz—|—024—§(p0p2—|-p1 P1+ P2 Po) = Ps (3.50)
itz

e T, . .. . . . .
//pi dz d2+02(¢+2)—§(p0 Pi + D1 Pic1 + -+ Picr p1+Pi Po) = Pit1 - (3.51)
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Vorteil der eingefithrten Substitution ist, dafl jetzt nur noch Polynome p;(z) berech-
net werden miissen, die von den Systemparametern unabhéngig sind. Somit muf}
das Rekursionsschema nur einmal gelost werden. Die Losung des Randwertproblems

(3.11) kann in der Form
ple,2) =D X ale)™ pi(z) (3.52)
i=0

dargestellt werden. Die Losungsdarstellung (3.52) 148t erkennen, dafl trotz des Stor-
ungsansatzes (3.36) fiir die Konvergenz der Reihe nicht der Parameter A, sondern
das Produkt A a(y) maBgeblich ist. Konvergente Losungen lassen sich deshalb, wie
der Stérungsansatz (3.36) vermuten 1afit, nicht ausschlieBlich fiir A < 1 generieren,
sondern auch fiir A > 1. Die Konvergenz der Funktionenreihe (3.52) wird nun un-

tersucht.

Hilfssatz 1:
Sei h(z) € C'(z € R) eine gerade Funktion mit h(z = —1) = h(z = 1) = 0. Die
Funktion F'(z), definiert tiber

F(z)= //h(z) dz dz +c; 2+ ¢y (¢c1,c = const) , (3.53)

erfiille die Randbedingungen F(z = 1) = F(z = —1) = 0. Dann ist ¢; = 0 und F(z)
eine gerade Funktion mit F'(z = 0) = 0, und es gilt die Abschéatzung

|F(2)] < %max{|h(z)|} , Vzel-1,1]. (3.54)

Beweis:

Da |h(z)| < max{|h(2)|} und F'(z =0) = 0 ist, gilt
/()] < max{[h(=)]} - 2] . (3.55)
Da F(z=1)=F(z=-1) =0, folgt
|F(2)] §max{|h(z)|}-%|22—1| , Vze[-1,1] (3.56)

und daher die Behauptung (3.54).

Satz 1:
Die Reihe 3520 A a(p)™! pi(2) konvergiert absolut, falls A |a(¢)| < 4 —2 /3. Bei
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Abbruch der Reihe nach dem n-ten Glied gilt fiir den Fehler Ay die Restgliedab-

schitzung

n+1
1 (5) A ale)"™? 1 san et
|Ay|s§(2) An —5(‘) A o)+ (3.57)
1= (2) A |o(e)]

2

24+ ) o — /A% alp)? — 8\ « 4
mit a = T () \/2)\05(9;)) (o) + ) (3.58)

Beweis:
Zum Beweis der Behauptung wird eine Majorante zur Funktionenreihe (3.52) kon-

struiert. Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt die Abschétzung

Pi+1(2)

= ‘//}52(2) dz dz + Co(i42) — % [}50(5) Pi(Z2) + p(2) pica(2) + -
Ha(2) pr(2) + () ()|

< [ 361 dz 2+ x|t [0 1320+ s ()] + -+

Hpa ()] [ ()] + 132 1ol 2)

N

3 [ 1)+ 1n(2)] 1 (2)

< Zé?_gﬁ}fl]{‘//ﬁi(z) dz dzZ 4 ¢3(i32)
b @ R+ R ] 059)

Mit den Abkiirzungen p; pae = max.e—1,17{|pi(2)|} sowie A=A |a(g)| folgt mit der
Abschéatzung (3.59) und Hilfssatz 1

Al
L. L
5 Z Po,max Z pO(Z) 9 (360)
A2
L+T. . . 3. Y.
§A|:p0,max —I' pO,max pO,max:| Z )‘ pl,max Z )‘ pl(Z) ) (361)
A3
L+, . N N . 12~ 12~ (=
5)\ pl,max —I'pO,maac pl,max —I'pl,maac pO,max Z )‘ p2,max Z )‘ pQ(Z) ) (362)
At

[ . . . . . . va o,
5)\3 |:p2,max —I' pO,max p2,max —I' pl,max pl,max —I' p2,max pO,max:| Z )\3p3,maac Z )‘BPS(Z)
(3.63)
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und allgemein
AiF2,

14T . . . N
5)\Z+1 |:pi,maac + Po,maz Piymax + P1maz Pi—1,max + -
—I'};i—l,maac ﬁl,max —I'ﬁi,max ﬁO,max Z 5‘H—lﬁi-l-l Z S‘H—lﬁi-l-l(g) . (364)

Addiert man die ersten ¢ + 2 Ungleichungen, ergibt sich nach Umsortieren

1 . . . o N
§ |:1 ‘I’ )\ pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p2,max —I' )\4 p3,max —I' Tt ‘I’ )\H—l pi,maac:|

1 . . . Y N
5 pO,max |:)‘ pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p2,max —I' )\4 p3,max —I' Tt ‘I’ )\ + pi,maac:|
1 . . . . . .
‘|’§ )‘ ﬁl,max |:)‘ ﬁO,max —I' )\2 ﬁl,max —I' )\3 ﬁ?,max —I' )\4 ﬁS,max —I' Tt ‘I’ )\Z ﬁi—l,max]
‘|’§ )\2 p2,maac|: pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p2,max —I' )\4 p3,max —I' te ‘I’ )\ ! pi—2,maxj|
‘|’§ )\3 p3,maac|: pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p2,max —I' )\4 p3,max —I' te ‘I’ )\ 2 pi—3,maxj|
_|_ ..
1o, o . .
+§ )\2_2 Pi—2,max |:)‘ Po,max + )\2 P1max + )\3 p2,max:|
1o, . o
+§ )‘2_1 Pi—1,max |:)‘ Po,max + )\2 pl,max:|
TR PO
+§ A Pimax |:)‘ pO,max:|

Z |:]50,max —I' 5\1 ﬁl,max —I' 5\2 ﬁ?,max —I' 5\3 ﬁS,max —I' e ‘I’ 5\2 ﬁi,maac —I' S\H—l ﬁi—l—l,max] . (365)

Werden auf der linken Seite von Gl. (3.65) in den eckigen Klammern positive Terme
geeignet ergidnzt, so erhdlt man
1 s . 1. R 1 R
§|:1 ‘I’ )\ Z )\ pn,maac:|+§ pO,max )‘ Z )‘ pn,max —I' 5 )‘ pl,max )‘ Z )‘ pn,maac

n=0

n=0 n=0

1, . C s v - 1y . ©m v,
‘|’§ )\2 P2,max A Z A" Pn,mazx + 5 )\3 P3,max A Z A" Prn,maz

n=0 n=0
1o, o 1. LI
+eoeet g )‘2_2 Pi—2mas A Z A" Prn,maz + = A’ ! Pi—1,max A Z A" Pn,mazx
2 n=0 2 n=0
1 ~. N i i+1
+§ Al ﬁi,mal’ A Z A" ﬁn,maac Z Z A" ﬁn,maac (366)
n=0 n=0
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oder nach Ausklammern

1. . . . o o
5 |:1 ‘I’ )\ pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p2,max —I' )\4 p3,max —I' e ‘I’ )\H—l pi,maac:|

1~ ~ ~ ~ . 2
‘|’§)\ |:]50,max —I' )\ ﬁl,max —I' )\2 ﬁ?,max —I' )\3 ﬁS,max —I' Tt ‘I’ )\Z ﬁi,maac]
Z |:]50,max + 5\ ﬁl,max + 5\2 ﬁ?,max + 5\3 ﬁS,max + -+ 5\2 ﬁi,maac + S\H—l ﬁi—l—l,max] . (367)

Gleichung (3.67) stellt eine Abschétzung fiir das Maximum der (¢ 4 1)-sten Partial-

summe der Reihe (3.52) dar. Im weiteren wird die i-te Partialsumme mit
Pi,max = |:}50,max + 5\ ﬁl,max + 5\2 }527me + 5\3 ﬁS,max +---4 5\2 ﬁi,mal’] (368)

abgekiirzt. Damit schreibt sich Gl. (3.67) zu

1 ~ ~
5 |:1 + A Pi,max + A Pi?max] Z Pi—l—l,max . (369)
Die durch
1 v oA~ oa - - 1

rekursiv bestimmten Partialsummen P; sind wegen A > 0 groBer gleich den Partial-
summen P, .4, Die Fixpunkte der durch Gl. (3.70) bestimmten Folge sind iiber die
Gleichung

1 oA s R

§P+AP+AP1:P (3.71)
bestimmt. Es ergeben sich die beiden Fixpunkte

A—2 (A =22 —4)
+ :

Poy=—"— 2 3.72
! 21 21 (3.72)
Reelle Fixpunkte existieren, falls (5\ —2)? — A\ > 0, also fiir

Ao <4+2V3. (3.73)

Von den beiden Wurzeln ist nur 5\1 —4-23 sinnvoll, da 5\2 =442+3>1.
Mit 5\1 ergibt sich der reelle Fixpunkt ]51 = % + % V3. Es ist offensichtlich, daf}

fiir A < 4 — 2 /3 zwei reelle Fixpunkte entstehen, wobei P, = —XQ;; — W

positiv und kleiner als P ist. Es bleibt zu zeigen, daf die Folge P, nach Gl. (3.70)
fiir A < \; gegen den Fixpunkt P, konvergiert. Dazu wird gezeigt, dafi die Folge
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monoton wachst und nach oben beschrankt ist. Die Monotonie ist offensichtlich.

Zum Beweis der Beschranktheit wird die Folge (3.70) nach oben abgeschatzt:

A 1 ~ oA ~ oA
1 ~ oA
< 5 [1—|—a)\PZ»]. (3.74)

a ist eine reelle, noch unbekannte Konstante, die anschlieend so bestimmt wird,
dafl die Abschétzung (3.74) fiir alle P, (¢ =0,1,...,00) giiltig ist. Aus Gl. (3.74)

folgt durch rekursives Einsetzen

R 1 ~
Py < 514X P
1 1/aN-s  [fa\%«, »
< —4+=(=]X —) A2P_
= 2+2<2) +<2) !
1 1 /aN-~ 1 /7a\2%- a
< (YR (YY) e (-) 3P
= 2+2<2) +2<2) T3 2

INA
[N
| — |

[S—

+
TN
N | &
~—

>

+
TN
N | &
~—

[\]

NP

[\]

+
TN
[N\
~—

>

w

+

+
TN

|
~—

D2
I_sl

A\t L
+(§) AR, (3.75)

Fiir n — oo folgt die Beziehung

A

P, < P = (3.76)

1 1
21— (2)\
Damit ist die Beschranktheit der Folge (3.70) gezeigt, d.h. die Folge (3.70) konver-
giert gegen den Fixpunkt P,. Es verbleibt noch die Bestimmung der Konstanten a.
a wird so bestimmt, daf}

1 ~ oA v 1 .

5 T+X P+ Pf]g 5 [1—|—a A PZ»] (1=0,1,2,...,00) (3.77)
erfiilllt ist. Setzt man in GI. (3.77) fir P: den maximalen Wert P* ein (ein noch
kleinerer Wert fiir @ wiirde sich ergeben, wenn man statt dessen P, einsetzte), fithrt

dies auf die quadratische Gleichung

2 (a—1) (1-(%)X)—1:0 (3.78)

zur Bestimmung von a. Diese Gleichung hat die relevante Losung

24+ A —VA2—8)+4
T —sArd (3.79)

2 A

a1 =
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FirA=4-23 ergibt sich die doppelte Nullstelle a; = % Die Konvergenz der
Funktionenreihe (3.52) ist damit bewiesen. Denn fiir A = X a()| < 4 — 2 /3 gilt

SN o)A € 2N lae)] 1)
< max (3N ol 1G]

< Z” la(e)| max |p:(2)]

z€[—1,1]

13
< b < 2+§ (3.80)

Die Abschatzung (3.75) eignet sich fiir eine Restgliedabschatzung der Reihe (3.52).
Bricht man die Reihe | 3222, A" a(v)'p;| nach dem n-ten Glied ab, so gilt fiir den
Fehler AP

IAP| < P*— P,

_ v
21-(3))
1 a\ ~ a\? ., a\? i, a\™ ., a\"tt o oA
S EA ) 2 (5) v (5) M- (5) v A
n+1l ~
L(g) w1 Lo 1
— -2 T (2} e p t Py==. 81
2 1 (2)A (2) o mit fo=5 (3:81)

Eine Abschétzung fiir das Restglied der Reihe (3.52) erhdlt man einfach, indem AP

mit |a(¢)| multipliziert wird.

Das System (3.46) - (3.51) kann vollstandig algebraisiert werden, so daff ein matrizi-
elles Rekursionsschema zur Berechnung der Funktionen p;(Z) entsteht. Das Rekursi-
onsschema (3.46) - (3.51) 1aBt erkennen, daf alle p;(z) gerade Funktionen sind und
daB p;(2) Potenzen bis zum Grad 2¢ + 2 enthalt, d.h.

Pi = aio+ ainZ 4 aiaZt ot g7 T (3.82)
Die Produkte p,, p, lassen sich mit dem ((n + 2) x 1)-Vektor

an,O
an,?

Prn = Gy 4 5 (383)

an,2n+2
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dem ((m + n 4 3) x 1)-Vektor

1
22
Zom+2n+4 — 24 5 (384)
§2m—|—2n—|—4
und der ((m +n + 3) x (n + 2))-Matrix
Um0 0 0 0 0 0 0 00
U 2 Um0 0 0 0 0 0 00

U 4 2 Um0 0 0 0 0 0 0

P, = : (3.85)
A 2m 42 G 2m s 2 Um0 0 0 o0 --
0 am,?m—l—? am,?m oo am,Q am,O 0 0 0
0 0 am,?m—l—? am,?m oo am,Q am,O 0 0
formal als
}sm }sn = (Pm . pn)T * Zo2m+42n+4 (386)
darstellen. Das Integral
//ﬁi dz dzZ 4 ¢3(i32) (3.87)
kann mit der ((¢ + 3) x (i 4 2))-Matrix
4 11, 1 1
12 34 56 (ZiA1)-(2i12)  (2i43)(2i+4)
117 0 0 0 0
0 L o0 0 e 0
S, = > (3.88)
1
0 0 -0 (2i+1)-(2i+2) 0
o 0 -0 0 (2043)-(2i+4)
algebraisch auf die Form
//}52 dz dz = (SZ . pi)T Z9i44 (389)

gebracht werden. Durch die erste Zeile der Matrix S; wird die Anpassung an die

Randbedingungen p;(z = —1) = pi(2 = 1) = 0 gewihrleistet. Damit lautet die
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algebraisierte Rekursionsvorschrift geméﬁ Gl (3.51)

Piy1 = //pz dz dz + ca(iza) — (po Pi+p1pi— 14+ pic1 pr+ pi Po)
1
= (S;- pi) Zojtq — 5 (Po - pi)T - Zgiva + (P - pi—l)T “Zoiq4q T

+(Pi—y - p1)T - Zoiya + (P - po)T - Zgira| - (3.90)

Die Abbildungen 3.5-3.7 zeigen Funktionsverlaufe p(¢). Variiert wird die Hartmann-
zahl M,, das dimensionslose E-Feld E, und die Kompressibilititszahl A\. Abbildung
3.8 zeigt das gesamte Druckfeld p(y, Z). Zur Diskussion der Kurven sei auf Abschnitt

3.1.1 verwiesen.

3.2 Axiales eingepragtes Magnetfeld

Nun wird der Fall betrachtet, dafl das &uflere eingepréagte Magnetfeld axial, d.h. in z-
Richtung orientiert ist (Abb. 3.9). V,, ist das konstante elektrische Potential zwischen
Lagerschale und Zapfen. Beide werden aus den in Kapitel 2 genannten Griinden
als ideale Leiter angesehen. Eine Dimensionsanalyse der Maxwellschen Gleichung

V x E = 0 unter Beachtung der Kontinuititsgleichung ¥V -j = 0 zeigt, da$§ j, < j,,
jy ok ok, ok, ok,

]Z<<jy,—@ 0, £, < By, E. <<Ey,ay<< a, und aZ<<a, Daher
werden j,, 7., E,, E., Qﬁ Qﬁ T im weiteren vernachlassigt. Mit den
iibrigen Annahmen aus Abschnitt 2.2 ergibt sich die Impulsbilanz in z-Richtung zu
ap 0*u
0:_8_+M jy—l—82 ) (3.91)
die Impulsbilanz in z-Richtung zu
op 0*w
0=— — 3.92
( ) 2: T o (3.92)
und das Ohmsche Gesetz in y-Richtung zu
Jy=FE,— M, u . (3.93)

Unter Beachtung der Randbedingungen u(y = 0) = 1 and u(y = h) = 0 erhalt man
durch eine Integration von Gl. (3.91)

] _lap !

=35, M jy] (—hg)+(1-%). (3.94)

ol
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Abbildung 3.5: p(¢) fiir verschiedene Hartmannzahlen M,; Parameter: %
03,2=0, F,.=-2, A=1.

Nochmalige Integration in y-Richtung gibt den dimensionslosen Durchflufl

h _
h3 | Op h
q. = 7d7 = —— | — P —
1o /“y 12[699 “]Jrz
Das Ohmsche Gesetz iiber den Spalt integriert liefert
h h h
[ivds = [ Budg =M. [udy = b =-V, - M.q,
0 0 0

Gl (3.95) in GL. (3.96) eingesetzt fithrt auf
__h—Sl%_l_Msz]_l_ 6h
TN VASCE PR
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Abbildung 3.6: p(p) fiir verschiedene Potentiale F.; Parameter: % =
z=0, M, =1, A=1.

Aus Gl. (3.92) folgt durch zweimalige Integration wie in Abschnitt 3.1.1

h
qz—o/wdy——12 (B) 85h : (3.98)

Die Kontinuitatsgleichung (2.36) liefert unter Verwendung der Hypothese fiir schma-
le Lager (%}; ~ 0) die Differentialgleichung zur Bestimmung des Druckfeldes p(¢, 2)

B\? 12 0q, 0 _apl
(5) ﬁ%““p)—ﬂ““p@ =0 (3.99)
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Abbildung 3.7: p(¢) fiir verschiedene Kompressibilitatszahlen A; Parameter: % = é,
6:0'372:07My:17Ez:—1.
bzw. umgeschrieben
_ 1 02 2
Ble) (14 Ap) = 5525 [(1+20)"] =0, (3.100)

wobei nach Gl. (3.97)

B(e) 72 |12 ME LMLV (3.101)
- 3y gl .
D/ # (12 + M2h2)’

folgt.
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Abbildung 3.8: Druckverteilung p(p, z); Parameter: & =
A= 1.

Abbildung 3.9: Eingepréigtes axiales Magnetfeld

43



3.2.1 Strenge Losung in impliziter Form

Die Differentialgleichung (3.100) hat dieselbe Struktur wie die Differentialgleichung
(3.11) in Abschnitt 3.1.1. Es ist in den Gleichungen in Abschnitt 3.1.1 nur a(p)
durch f(p) zu ersetzen. Die implizite Losung der Differentialgleichung (3.100) ist
fiir #(¢) < 0 durch die Gleichungen (3.24) sowie (3.25) und fiir 5(¢) > 0 durch die
Gleichungen (3.30) und (3.31) gegeben.

Die Abbildungen 3.10 - 3.12 zeigen Kurven vom Typ p(¢, z = const). In Abb. 3.10
sind Losungskurven fiir verschiedene Hartmannzahlen M, dargestellt. Fiir M, < 10
ist bei Erhohung des B-Feldes eine Druckerhéhung zu beobachten. Fir M, > 10
sinkt der Druck bei weiterer Vergroflerung des B-Feldes ab. Folglich gibt es eine op-
timale Hartmannzahl M. fiir maximale Druckentwicklung. Ursache dafiir ist wie im
Fall des eingepragten radialen B-Feldes (Abschnitt 3.1.1) die Zunahme der induzier-
ten Strome bei steigender Hartmannzahl und die damit verbundene Richtungsum-
kehr der Lorentz-Kraft. Abb. 3.11 zeigt Kurven fiir unterschiedliche Potentiale V.
Hier zeigt sich wie im Fall des eingeprégten radialen Magnetfeldes, daf eine stetige
Erhéhung des E-Feldes zu einer stetigen Erhéhung des Druckes fiithrt. In Abb. 3.12
sind Kurven fiir verschiedene Kompressibilitdtszahlen A zu sehen. Es zeigt sich, dafl
der Druck mit wachsendem A steigt. Der Zuwachs bei Werten von A > 5 ist aber
gering. Die Drucksteigerung durch Anbringen externer B- und E-Felder ist im Falle

des axialen B-Feldes erkennbar grofler als im Falle des radialen B-Feldes.

3.2.2 Explizite Reihendarstellung

Eine explizite Darstellung der Losung von Gl. (3.100) in Form einer Funktionenreihe
analog zu Abschnitt 3.1.2 kann wieder durch Ersetzen von a(¢) durch (¢) in den
entsprechenden Gleichungen in Abschnitt 3.1.2 gewonnen werden. Die Abbildungen

3.13 - 3.15 zeigen Druckverldufe p(p) fiir verschiedende Parameterkonstellationen.

3.3 Toroidales eingepriagtes Magnetfeld
Das konstante duflere Magnetfeld sei nun toroidal orientiert (Abb. 3.16). Lagerschale
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. . B _ 1
M.; Parameter: 3 = g,

Abbildung 3.10: z(p) fiir verschiedene Hartmannzahlen

€=09,¢=0937,V,=-2 =1
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Abbildung 3.11: z(p) fiir verschiedene Potentiale V,; Parameter:
46

2, A = 1.

0.93 7, M, =

S‘Q:



Abbildung 3.12: z(p) fiir verschiedene Kompressibilitatszahlen A; Parameter: % = é,

= -2

Y

€e=09, =093 7, M, =2,
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Abbildung 3.13: p(p) fiir verschiedene Hartmannzahlen M,; Parameter: % = é,
c=03,2=0V,=-2 ) =1

und -zapfen werden als ideale Leiter angesehen, zwischen denen das konstante Po-
tential V, angelegt wird (vgl. Abschnitt 2.2). Mit den Annahmen aus Abschnitt 2.2
und Abschnitt 3.2 lautet die Impulsbilanz in z-Richtung

op  0*u
0=——+— 3.102
agp agz 2 ( )
die Impulsbilanz in z-Richtung
By dp - 0%
O=—(=)=——-M — 3.103
(D) 0z e Jut 072 ( )
und das Ohmsche Gesetz in y-Richtung
Jy = B, + M, w . (3.104)
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Abbildung 3.14: p(p) fiir verschiedene Potentiale V,; Parameter:
=0, M, =1, A=1.

olw
|

Integriert man Gl. (3.102) unter Beachtung der entsprechenden Randbedingungen
in y-Richtung, erhdlt man

1 9p

U= —-— (4> =hy 1—£ 3.105
E= S (9 7) + ( 7) (3.105)
Gl. (3.103) integriert liefert
o Li/DNop (2 7
o3|l or
Der dimensionslose Durchfluf in Umfangsrichtung ist damit

(3.107)
19
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Abbildung 3.15: p(¢) fiir verschiedene Kompressibilitdtszahlen A; Parameter:

c=03,2z=0 M =1,V,=—1.

und in axialer Richtung

h _
_ o h? | (DY Op -
qz_o/wdy__ﬁKE)@—l—ijy] :

h h h
[ty = [ Budg+ M. [wdg = Gh= =V, + Mea.
0 0 0

Setzt man GI. (3.109) in (3.108) ein, erhalt man

; _h_Sl(Q)a_p_M]
12+ (M,h)* |[\B/ 0z ho| -
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Abbildung 3.16: Eingeprigtes toroidales Magnetfeld

Mit g, aus Gl. (3.107) und ¢, aus Gl. (3.110) folgt aus der Kontinuititsgleichung
(2.36) mit g—@ = 0 die Differentialgleichung fiir das Druckfeld

5, 5, Jop
) A+ 1) o [+ a ] <0
mit
B\? [12 + (MJL)Q] B’ B\ M,V,
() = (5) o and  6(p) = (5) — (3.112)
Die Randbedingungen sind wieder p( )=pz=1)=0

3.3.1 Explizite Reihendarstellung

Das nichtlineare Randwertproblem (3.111) ist streng nicht 16sbar. Wie in Abschnitt
3.1.2 wird eine Reihenlésung tiber einen Storungsansatz entwickelt. Dazu wird (3.111)
durch zweimalige Integration zundchst in eine Integralgleichung {iberfithrt. Eine er-

ste Integration von GI. (3.111) liefert

0
7(@)/(1 +Ap) dz +6(¢) (1+Ap) + cilp) — (1 + Ap) a—g =0.  (3.113)
Nochmalige Integration fiithrt auf

o) [ [+ ap) dz dz+ 6 >/<1+Ap> dz + ei(9) 2 + o)

—/ ap dz =0 (3.114)

%(I-I—Aﬁ)

51



Durch Produktintegration wird das letzte Integral direkt berechnet. Die Druckfunk-
tion p(¢, z) sowie die Integrationsfunktionen ¢;(¢) und ¢3(p) werden wieder im Sinne

eines Storungsansatzes nach Potenzen in A entwickelt:

Po= pot A Np (3.115)
1 = C10 + )‘cll + )\2012 + - 5 (3116)
Cy = (g0 + )\021 + )\2022 i (3117)

Dieser Reihenansatz in Gl. (3.114) eingesetzt liefert

2 7(99)//@ + Mo + NPy + Mpy +---) dz dz
+2 8(¢p) /(A + 2250 4+ Npr 4+ Mpy + 1) dz
Hew + Aern + Nerg 4 ++) Z 4 (a0 + Aear + Megg +-+0)
—(1+ Apo + XNp1 + NPpp+--)P =0 (3.115)

Die Integrationsfunktionen ¢1;(¢) (1 = 1,2,3...) sind im Gegensatz zu Abschnitt
3.1.2 nicht notwendigerweise null. Dadurch geht die Symmetrie des Problems verlo-

ren. Ordnen nach Potenzen von A ergibt das rekursive Integralgleichungsschema

AV
¢o Z+cp—1=0, (3.119)

AL
’y(c,o)//l dz d2+5(<,9)/1 dz + e zZ+ e = po (3.120)

M
7(9@)//150 dz dz + 5(99)/?0 dz +c1p 74 cp — %pg = (3.121)

A3

1
7(@)//151 dz dz + 5(99)/?1 dz 415 2+ s = 5(Po PP po) = P2, (3.122)

A4

1
7(@)//152 dz d2+5(¢)/p2 dzZ+cy4 2+cz4—§(ﬁo P2+p1 p1+p2 po) = ps (3.123)
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und allgemein
AiF2,

7(99)//}52' dz dz + 5(99)/}52' dz + ci(i42) Z + Caiy2)
1
—3 (Po Pi + Pt Pic1 + -+ + Pict D1+ Pi Po) = Pipr - (3.124)

Das Randwertproblem (3.111) hat die Reihenlosung
ples2) =D A pily, 2) - (3.125)
i=0

Die Konvergenz dieser Funktionenreihe wird gezeigt, eine Restgliedabschatzung wird

durchgefiihrt.

Hilfssatz 2:
Sei h(z) € C'(z € R) eine ungerade Funktion mit A(z = —1) = h(z = 1) = 0. Die
Funktion F'(z), definiert tiber

P(z) = //h(Z) dzdz+ ¢ 2+¢y  (e,e0 = const) , (3.126)

erfiille die Randbedingungen F(z = —1) = F((2 = 1) = 0. Dann ist ¢z = 0 und F(z)

eine ungerade Funktion, und es gilt die Abschétzung
1
|F(2)] < §maX{|h(z)|} , Vzel-1,1]. (3.127)

Beweis:

Da F(z) ungerade ist und F(z =0) = F(z = 1) = 0 existert eine Stelle zy € [0, 1]

mit %ﬁl = 0. Daher folgt
|F'(z)] < max{|h(z)|} , Vze[-1,1]. (3.128)
Da F(z=1) =0, gilt
pop < { PN Ve 120
max{|h(z)[} - (1 = [z]) V2| € [5.1]

und daher die Behauptung (3.127).

Hilfssatz 3:
Sei h(z) € C'(z € R) eine ungerade Funktion mit A(z = —1) = h(z = 1) = 0. Die
Funktion F'(z), definiert tiber

F(z) = /h(z) dz 4+ ¢ 2+ ¢ (¢1,¢9 = const) , (3.130)
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erfiille die Randbedingungen F(z = —1) = F(2 = 1) = 0. Dann ist ¢; = 0 und F(z)
eine gerade Funktion, und es gilt die Abschétzung

|F(2)| < max{|h(2)|} , Vze[-1,1]. (3.131)

Beweis:

Da |F'(2)| < max{|h(z)|} und F(z=—1)= F(z=1) =0 ist, gilt
|F(2)] < max{|h(z)|}- (1 —]z]), Vze[-1,1] (3.132)

und daher die Behauptung (3.131).

Hilfssatz 4:
Sei h(z) € C'(z € R) eine gerade Funktion mit h(z = —1) = h(z = 1) = 0. Die
Funktion F'(z), definiert tiber

F(z) = /h(z) dz 4+ ¢ 2+ ¢ (¢1,¢9 = const) , (3.133)

erfiille die Randbedingungen F(z = —1) = F((2 = 1) = 0. Dann ist ¢z = 0 und F(z)

eine ungerade Funktion, und es gilt die Abschétzung
1
|F(2)] < §maX{|h(z)|} , Vzel-1,1]. (3.134)

Beweis:
Da F(z=0)=0, ist
1F(2)] < max{[h(:)]} - 2] (3.135)

Da auBerdem F(z = 1) = 0 sein muf, gilt

max{|h(z)[} - |2| Vz €[5, 3]

272

(3.136)
max{[h(2)[} - (1 = |z]) V2| € [5.1]

P2 < {

und daher die Behauptung (3.134).

Satz 2:
Die Reihe 22 A p; (¢, 2) konvergiert absolut, falls Aa () = A (|6(¢)] + 2 |v(p)]) <
4—2+/3. Bei Abbruch der Reihe nach dem n-ten Glied gilt die Restgliedabschitzung

n+1

a(e) (3) a(p)

Ayl <
A= 1 () ale)A
24+ Aalp) — /N2a(p)? — 8 Aalp) +4

mit a = 5 )\&(@) . (3.138)

n—I—l)\n—I—l 1 a n+1
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Beweis:
Analog zu Abschnitt 3.1.2 wird eine Majorante zur Reihe (3.125) gebildet. Die Drei-

ecksungleichung liefert zunachst

= ‘5(99)//}%(2) dz dz + 7(99)/}52'(5) dz + c1iy2) 7 + Cait2)
1 _

& [po(2) B2 + 1 (2) pia(2) + -

pi+1(2)

() pr(2) + () ()|
o) [ [ () dz dz 4 500) [ 3(2) 2 + a2+ easen

—I_% [|]50(5)| 1p:(2)] + |1 ()| |Pica(Z)] + -+

IA

Haa ()] [ ()] + 5] ()|

< Zé?_alxl]{“s(@)//Pi(Z) dz dz + 7(99)/}52'(5) dz + c1(i42) 2 + Ca(i12)
LT e e
+5 I BE) + )] )]+

Hpcs ) )]+ 1) 1ol |

IA

}

Homs@) )+ ) ]} (3139

Z;?_alxl]{\cs(so) | [ (2) 4z 42+ 39(0) [ 5i(2) d2 + exgiany 2 + eany

+3 e | [ 5+ G a2+

Unter Verwendung der Abkiirzung p; jae = max.e—1,11{|:(Z)|} und mit den Hilfssatzen
1-4 folgt mit der Abschétzung (3.139)

AL
1 — — —
5 (@I +216(2)]) = Pomar = Pol2) - (3.140)
A%
1
[+ 2 50D osas + Posnae Posras] 2 A Pronee = Am(Z) (3141
A3

1 _ _ _ _ _
5)\2 |:(|7(S‘Q)| —I_ 2 |5(S‘9)|) pl,mal’ —I_ pO,max pl,max —I' pl,max pO,max
> NPomar = Npa(2) (3.142)
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At
1.4 _ _ _ _ _ _ _
5)\ (|7(S‘Q)| —I_ 2 |5(S‘9)|) p?,mal’ —I' pO,max p2,max —I' pl,max pl,max —I' p2,max pO,max

> NPamar > Aps(2)  (3.143)

und
\it2.

1. B B B B B
5)\Z+1 (|7(S«9)| + 2 |5(S«9)|) Pimax + Po,maz Piymax + P1maz Pi—1,max + -

‘I’pi—l,maac pl,max —I'pi,max pO,max Z )\H—lpi—l—l,max Z )\i+1}5i+1(5) . (3144)

Werden die ersten ¢ + 2 Gleichungen aufaddiert, so folgt nach einer geeigneten Zu-

sammenfassung von Termen die Ungleichung

1 .
5 (|7(S‘Q)| + 2 |5(S‘Q)|) |:1 + A pO,max + )\2 pl,max + )\3 p?,max + -+ )‘H—l pi,maac:|
1 .
‘|’§ pO,max |:)‘ pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p?,max —I' )\4 pS,max —I' te ‘I’ )\H—l pi,maac:|
1 — = 2 = 3 = 4 = =
5 )‘ pl,max )‘ pO,max —I' )‘ pl,max —I' )‘ p2,max —I' )\ p3,max —I' te ‘I’ )\ pi—l,max
1 .
5 )\2 p?,max |:)‘ pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p?,max —I' )\4 pS,max —I' te ‘I’ )\2_1 pi—2,maxj|
1 .
‘|’§ )\3 pS,max |:)‘ pO,max —I' )\2 pl,max —I' )\3 p?,max —I' )\4 pS,max —I' te ‘I’ )\2_2 pi—3,maxj|
1 .
+§ )\2_2 pi—Q,max |:)‘ pO,max + )\2 pl,max + )\3 p2,max:|
1 .
+§ )‘2_1 pi—l,max |:)‘ pO,max + )\2 pl,max:|
I . B
+§ A Pimax |:)‘ pO,max:|

Z |:p0,max + )\1 pl,max + )\2 p?,max + )\3 pS,max + -+ )\Z pi,maac + )\H—l pi+1,max:| . (3145)

Wie in Abschnitt 3.1.2 werden nun in den eckigen Klammern auf der linken Sei-

te von Gl. (3.145) positive Terme dazu addiert. Dadurch erhalt man nach einigen

Umformungen
1 — 2 = 3 = i+1 =
5 (|7(S‘Q)| —I_ 2 |5(S‘9)|) 1 —I_ )‘ pO,max —I' )‘ pl,max —I' )\ p2,max —I' e ‘I’ )\ pi,max
1 . 2
‘|’§)\ |:p0,max —I' )\ pl,max —I' )\2 p?,max —I' )\3 pS,max —I' Tt ‘I’ )\Z pi,maac:|

Z |:p0,max —I' )\1 pl,max —I' )\2 p?,max —I' )\3 pS,max —I' e —I' )\Z pi,max)\i—l—l pi+1,max:| . (3146)
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Diese Gleichung erlaubt die rekursive Abschidtzung der Partialsummen der Reihe

(3.125). Zur Abkiirzung wird
Pi,max — |:p0,max + A pl,max + )\2 p?,max + )\3 pS,max + -+ )\Z pi,maac (3147)

eingefithrt. Gl. (3.146) lautet damit

1

5 (O 2 B (14 A Pinae) + 2P| = Prstae (3.148)

Wird das >-Zeichen durch ein =-Zeichen ersetzt, dann sind die durch

1
5 (@) + 2 [o(¢)])

(3.149)
definierten Partialsummen ]5Z grofer gleich den Partialsummen P, ... Konvergiert

die Folge (3.149), sind die Partialsummen P; ., beschrankt und die Reihe (3.125)

konvergiert. Zum Konvergenzbeweis der Folge (3.149) werden deren Fixpunkte be-

[N

() +2 5 (14X )+ A P2 = Poa it Py =

stimmt. Anschlielend wird gezeigt, dal die Folge gegen einen der Fixpunkte kon-
vergiert. Nach Gl. (3.149) lautet die Bestimmungsgleichung fiir die Fixpunkte

1

5 |12 +218()]) (L+AP)+2 PQ]: p. (3.150)

Diese quadratische Gleichung liefert mit der Abkiirzung a(¢) = (|7(@)] + 2 [6(e)])
die beiden Fixpunkte

. \é ) Aa(p) —2)2 — 4 e
b, _dale) =2 Vél(p) - 2) () | (3.151)
’ 27 27
Diese sind reell, wenn (A& (p) — 2)? — 4da(p) > 0, also falls
4+2+3
Mg < ———— Vi : (3.152)
a(p)

Da Ay > 1, ist aus Konvergenzgriinden nur Ay = 4;2(;)/5 < 1 brauchbar. A\; liefert

den reellen Fixpunkt P = (% + @) a(p). Fiir Aa(p) < 4 — 2 /3 ergeben sich zwei

reelle Fixpunkte, von denen nur

b Adlp) -2 V(Aa(p) —2)2 —4Xa(p)

“ 2 2

(3.153)

positiv und kleiner Py ist. Zum Beweis, dafl die Folge P, gegen den Fixpunkt p,

konvergiert, wird gezeigt, dafl die Folge monoton wéchst und nach oben beschrankt
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ist. Da Aa(p) > 0, ist die Monotonie offensichtlich. Zum Beweis der Beschranktheit
wird die Folge nach oben abgeschéatzt:

A

1 . .
Pun = 5 [ate) 1+ 0) Pt A P2
1 A
< S dly) [1 Fa\ PZ»] . (3.154)

Die reelle Konstante a wird so bestimmt, dal Gl. (3.154) fiir alle P, (1=0,1,2,...,00)
erfiillt ist. Wiederholte Anwendung der Abschatzung (3.154) liefert die Ungleichung
(vgl. Gl. (3.75))

b < 52 [ B)atons (3 o+ (3 s+

A Ny S

Der Grenziibergang n — oo ergibt

P, < pr=

| .
- O‘@ . (3.156)
21— (3) ale)A

SchlieBlich wird noch die Konstante a berechnet. Nach Gl. (3.154) muf a so bestimmt
werden, daf}

%[&(@(1+AE)+AP}]§%&(@[HMR} (i=0,1,2,...,00) (3.157)

erfillt ist. Da ]5Z < ]5& < ]5*, ist die letzte Gleichung sicher erfiillt, wenn ]5Z durch P

ersetzt wird. Dies ergibt als Bestimmungsgleichung fiir a die quadratische Gleichung

2 (a—1) (1 - (g) &(@A) —1=0. (3.158)
Es ist leicht einzusehen, dafl von den beiden Wurzeln dieser Gleichung nur

24+ Aalp) — /N2a(p)? =8 Aalp) +4
N 2 Xa(p)

sinnvoll ist. Fiir Aa(p) = 4—2 V/3 erhalt man die doppelte Nullstelle a; = ay = 3"'2—\/5
Fiir Aa(p) <4 — 2 /3 gilt nun die Abschétzung

DNEIIENS SRS

(3.159)

a1

IA

N |pi(z
Zé?_aﬁ]{; pi(2)1}

IA

A’ pi(Z
; ax [5i(?)|
S

~+ —) a(y) . (3.160)

P, <
2" 2

IA
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Die Konvergenz der Reihe (3.125) ist damit gezeigt. Mit Gl. (3.155) kann leicht eine
Formel fiir das Restglied der Reihe (3.125) konstruiert werden. Fiir den Fehler Ay
bei Abbruch der Reihe (3.125) nach dem n-ten Glied gilt die Abschétzung

Ayl <

07( )

5 ) (%) o 2 3

0 1 s (3 sor (3 s
5] (3)" s

_I_
(%) PRy :
= — = a(@) A By 3.161
AL (2) aw (5) & (3.161)

2
Fir das Konvergenzverhalten der Reihe (3.125) ist &hnlich wie in Abschnitt 3.1.2
nicht der Stérungsparameter A entscheidend, sondern das Produkt A (|6()| + 2 |v(¢)])-

DO | — KU>
|

| 2

3[\3

Das heift, es sind auch konvergente Losungen fiir A > 1 realisierbar.

Die Abbildungen 3.17-3.21 zeigen Funktionsverldufe p(¢ = const,z) und p(p,z =
const). Variiert werden wie zuvor die Hartmannzahl M, das dimensionslose Poten-
tial V, und die Kompressibilititszahl A\. Zu erkennen ist, dafi der Druck fiir wach-
sende Hartmannzahlen M, kontinuierlich zunimmt. Fir M, = 4 steigt der Druck
gegeniiber M, = 0 um ca. 100 %. Im Gegensatz zu den Féllen radiales und axiales
eingeprigtes B-Feld fiihrt hier eine kontinuierliche Erhéhung des B-Feldes zu einer
kontinuierlichen Erhéhung des Druckes. Auflerdem ist zu erkennen, daff der Einfluf}
der Kompressibilitatszahl A sehr gering ist. Der quantitative Einflu} des Potentials
V, auf den Druck ist im Gegensatz zu Abschnitt 3.1 und 3.2 ebenfalls gering. Das
Potential V,, bewirkt eine zusétzlich Strémung in axialer Richtung, die wenig Einfluf
aus den Druckverlauf hat. Aus den Abbildungen 3.17-3.19 wird ersichtlich, dafl durch
Anlegen eines Potentials die Symmetrie der Stromung zur z-y-Ebene verloren geht.
Es kommt zu einer leichten Schiefstellung der Kurven. In Abschnitt 4.3 wird gezeigt,
daB V, im inkompressiblen Fall (unter den getroffenen Annahmen) iiberhaupt keinen

Finflul auf den Druckverlauf hat.
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02 04 06 08 1 *
Abbildung 3.17: Druckverteilung p(2) fir verschiedene Hartmannzahlen M,; Para-
6:0.3,@:%,%:—3)\:0.5.

. B _1
meter: 5 = 3,
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Abbildung 3.18: Druckverteilung p(z) fiir verschiedene Potentiale V,; Parameter:
B _1

B—§76:0'37S‘Q:%7MW:27)\:0'5'
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Abbildung 3.19: p(2) fiir verschiedene Kompressibilitatszahlen A; Parameter: % = é,
e=03,p=2, M, =05V, =—4
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Abbildung 3.20: p(p) fiir verschiedene Hartmannzahlen M,; Parameter:
c=03,2=0V,=-2 =1
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A=5
//\\
0.02 |
J A=0 \
//
D
0.01 |
0 1 2
—0.01
—0.02

Abbildung 3.21: p(y) fiir verschiedene Kompressibilititszahlen A; Parameter: 2 =

c=03,2=0 M,=1,V, =—1.

1
&7

)
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Abbildung 3.22: Druckverteilung p(p, z); Parameter: £ = L ¢ = 0.3, M, = 1,

D 87

V,=—1A=1.
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Kapitel 4

Inkompressible Stromung

In diesem Kapitel wird die inkompressible (magnetohydrodynamische) Stromung
im unendlich schmalen Lager untersucht. Im Vordergrund steht die Berechnung der
Sommerfeldzahlen der Drehung und der Verdrangung, die fiir die Stabilitatsanalyse
eines in zwei schmalen MHD-Lagern gelagerten Laval-Rotors benétigt werden. Die
inkompressible Stromung kann als Grenzfall der kompressiblen Stromung aufgefafit
werden. Der Druckverlauf der inkompressiblen Stromung ergibt sich aus den ent-
sprechenden Gleichungen des vorangehenden Kapitels, indem der Grenzwert A — 0

gebildet bzw. A = 0 gesetzt wird.

4.1 Radiales eingeprigtes Magnetfeld

4.1.1 Sommerfeldzahl der Drehung

Fir A = 0 folgt aus Gl. (3.52) und Gl. (3.47) unter Beachtung der Randbedingungen
pz=1)=pz=-1)=0

b= o = oz(c,o)//l dz dz + ean = a(@)(Z2 — 1) . (4.1)
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Zur Berechnung der Sommerfeldzahl werden die radiale und die tangentiale Koor-

dinate der resultierenden Auftriebskraft gemaf

T 1 T 1
1 1
1//}5 ) dz do, S, 1//}5 @) dz do (4.2)
021 01

gebildet. Mit a(g) nach Gl. (3.12) entstehen Integrale, die analytisch nicht in-
tegriert werden koénnen. Um dennoch geschlossene Losungen zu erhalten, werden
Néherungslosungen fiir kleine und sehr grofle Hartmannzahlen hergeleitet. Fiir klei-
ne Hartmannzahlen wird die Funktion a(p) beziiglich des Parameters M, bis zum

kubischen Glied in eine Taylorreihe entwickelt. Es ergibt sich dann als Nédherung

BN\N?12hRh 71 1. - - 1
o) ~ (—) — [5 — MBI - §M2h2 + o MIERY (4.3)

Fiir grofie Hartmannzahlen liefert eine Grenzwertbetrachtung mit Gl. (3.12)

BN\? 12E. 1/
oz(c,o)%—(E) el (4.4)

Die Koordinaten der dimensionslosen Auftriebskraft ergeben sich fiir kleine Hart-

mannzahlen M, zu

2

%

© /B\?* 1 2 9

NI

H(—12M, B, + MIE.€ —6M7) (1 - €)

1 /B\? 1
— (=] ———|-T72¢
36 (D) (1 —e2)? l ‘

+(18M,E. + 9M2) (1 - &) ' In

] | (1.5)

0
%

1 —¢
14+¢

~~
~—

~~
~—

_ — 2
M B — 18M? — 36M, . )e (1 — ¢2) ] . (4.6)

Fiir grofe Hartmannzahlen M, folgt

B\’ FE € B\’ FE €2
Gonn(BV B g (BYE_E
~m\B) i ay o) w—ap Y

Somit sind die Sommerfeldzahl Sp(e, M, E., D) = /52 + 57 und der Wellenver-
S‘P

lagerungswinkel S(e, M, E., 2) = arctan o
bestimmt. Die Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen den Verlauft der Sommerfeldzahl Sp

als Funktion der Systemparameter
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0.8

Abbildung 4.1: Sommerfeldzahl Sp fiir kleine Hartmannzahlen M, bei eingeprégtem

radialen B-Feld mit F, = —2, % = i.

iiber der Exzentrizitat fiir unterschiedliche Hartmannzahlen M, mit E, = —2und
% = i. Fiir kleine Hartmannzahlen M, ergibt sich nur eine geringe Erhéhung der

Tragfahigkeit. Bei groBen Hartmannzahlen tritt der gegenteilige Effekt ein, der resul-
tierende Auftrieb wird reduziert und verschwindet fiir M, — oo. Die physikalische
Ursache dieses Verhaltens wurde bereits in Abschnitt 3.1.1 fiir den kompressiblen
Fall erldutert. Das Absenken des Auftriebes fiir M, — oo ist beim unendlich breiten
Lager nicht zu beobachten [19, 26, 29]. Fiir M, — 0 ergeben sich im {ibrigen die

Formeln der konventionellen Lagertheorie [13, 38].
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Abbildung 4.2: Sommerteldzahl Sp fiir grole Hartmannzahlen M, bei eingeprigtem
1

radialen B-Feld mit £, = —2, % = 3
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4.1.2 Sommerfeldzahl der Verdrangung

Die Differentialgleichung fiir die Verdrangungsbewegung ergibt sich aus Gl. (2.36)

zu )
I _
DN 0 1 0h
— ) = 0) d ——=0. 4.
()7 0/(“’) ARy (4.8)
Mit ¢, nach GI. (3.8) folgt ‘
9*p 12 /BN h
= o) (+9)
Mit % = écos liefert eine Integration unter Beachtung der Randbedingungen
pz=1)=pz=-1)=0
B e /B 2Cosc,o B
p=65 (5) P (4.10)

Fiir € > 0, also Verdrdangung in den engen Spalt, ergibt sich die Sommerfeldzahl der

Verdréangung Sy zu

3w 1
1 2
Syo= Zi/ /}5 cos(p) dz dy
¢ Jz
.

3 1 —
?6 (1—e2)+ (1426 (g—arctanul_l_i)] , (4.11)

- - (3)

und fiir € < 0, also Verdréangung in den weiten Spalt, folgt

sm
2

1
1

Sy = —i/ /}5 cos(p) dz dy
4 € 37#—1

= ﬁ (%)2 _736 (1 —€2) + (1 + 2¢%) arctan E] . (4.12)

Wie man sieht, hat weder M, noch E, Einfluff auf die Druckentwicklung. Durch

die Verdréangungsbewegung wird beim schmalen Lager nur ein Durchfluf} in axialer
Richtung erzeugt. Durch das radiale B-Feld und das axiale F-Feld wirken aber keine
Lorentz-Kréfte in axialer Richtung, so dafl die d&ufleren Felder die Stréomung in z-

Richtung und somit den Druckautbau nicht beeinflussen.
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4.2 Axiales eingepragtes Magnetfeld

4.2.1 Sommerfeldzahl der Drehung

Fir A = 0 folgt aus Gl. (3.52) nach Ersetzen von a(y) durch #(¢) unter Beachtung
der Randbedingungen p(z = 1) =p(z =—-1)=0

p=po=B) [ [1dsdten =) - 1) (4.13)

Mit () nach GI. (3.101) entstehen wie im letzten Abschnitt Integrale, die analy-
tisch nicht berechnet werden kénnen. Um geschlossene Losungen zu erhalten, wird
eine Naherungslosung fiir kleine Hartmannzahlen hergeleitet. Fiir kleine Hartmann-
zahlen wird die Funktion 3(p) beziiglich des Parameters M, bis zum quadratischen

Glied in eine Taylorreihe entwickelt. Es ergibt sich dann unter Beachtung von EAIPeN|

g
(vgl. Abschnitt 3.2.1) als Naherung ’
2 L/

o= (Y B ] o
Fiir groe Hartmannzahlen zeigt eine Grenzwertbetrachtung, dafl limas, .. 5(¢) =
0, was bedeutet, dafl der Auftrieb fiir grofle Hartmannzahlen verschwindet. Die Kom-
ponenten der dimensionslosen Auftriebskraft ergeben sich mit Gl. (4.14) fiir kleine
Hartmannzahlen M. zu

1 /B\? s -
Se = —(—) —————— 66 + (3M? —4V,M,) (1 — ¢
i 12 \D 6(1_62)5[6—'_( ? Y )( 6)

Wl

—(3M2 — 4V, M) (1 — &) ] : (4.15)

(1-¢
(1+¢)
(

S, = i<§)2¥243—|—(3]\/[2 4V, M.) (1 2)21
T - 12 D 6(1—62)2 € z Yy z ¢ il

+6M2c (1 — )" —8V,M.c (1 &) ] . 4.16)

Damit konnen die Sommerfeldzahl Sp(e, M., V,, %) = /52 + S? und der Wellenver-

lagerungswinkel B(e, M., V,, 2 g—‘:’ berechnet werden. In Abbildung 4.3

Ys D
ist die Sommerfeldzahl {iber der Exzentrizitat fiir unterschiedliche Hartmannzahlen

M, mit V,, = —4 und % = i aufgetragen. Man sieht, dafl der Einfluf} der Hartmann-

) = arctan

zahl auf die Tragfahigkeit gering ist. Das Verschwinden des Auftriebes fiir M, — oo

ist beim unendlich breiten Lager nicht zu beobachten [19].

71



.
N\
L

0.8

0.6

0.4

0.2

Abbildung 4.3: Sommerfeldzahl Sp fiir kleine Hartmannzahlen M. bei eingepragtem

= 4,

axialen B-Feld mit V,
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4.2.2 Sommerfeldzahl der Verdrangung

Es ergeben sich dieselben Gleichungen wie in Abschnitt 4.1.2.

4.3 Toroidales eingepriagtes Magnetfeld

4.3.1 Sommerfeldzahl der Drehung

Mlt Gl (3125) und Gl (3120) fOlgt fur )\ = 0 unter BeaChtqu von p(g — 1) —
p(z = —1) = 0 das Druckfeld

b= o= 7(99)//1 dz dz + 5(99)/1 Azt e 24 e =) (FE—1).  (4.17)

Mit ~(¢) nach Gl. (3.112) lauten die Komponenten der dimensionslosen Auftriebs-
kraft fiir beliebige Hartmannzahlen M,

1 /B\? 7 9 2 2\ 2 2 2\
s = 15(p) ﬁH Paz(i-e) -z (=)L)
1 B 2 1 3 2 22
s = 5(p) m[‘g‘“ Pzl = <)
a2 (1 - @)l L9 41
M2 (1= ) n , (4.19)

(1+¢)

so dafl die Sommerfeldzahl Sp(e, M, %) = /52 + 52 und der Wellenverlagerungs-

winkel 3(e, M, %) = arctan |22

Sy
werden kénnen. Im inkompressiblen Fall hat das Potential V,, unter den gemach-

in Abhangigkeit der Systemparameter berechnet

ten Voraussetzungen keinen Einflufl auf den Druckverlauf. Die Abbildungen 4.4 und
4.5 zeigen den Verlauf der Sommerfeldzahl tiber der Exzentrizitat fiir unterschied-
liche Hartmannzahlen M, mit % = i. Beim unendlich breiten Lager hat ein to-
roidales B-Feld keinen Einflufl auf die Strémung, da beim unendlich breiten Spalt
die Geschwindigkeitskomponente in axialer Richtung verschwindet und daher keine

Lorentz-Kraft erzeugt wird.
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Abbildung 4.4: Sommerfeldzahl Sp fiir verschiedene Hartmannzahlen M, bei einge-
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pragtem toroidalen B-Feld mit % =5
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Abbildung 4.5: Sommerfeldzahl Sp fiir verschiedene Hartmannzahlen M, bei einge-
i

pragtem toroidalen B-Feld mit % =
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4.3.2 Sommerfeldzahl der Verdrangung

Die Kontinuitatsgleichung (2.36) lautet fiir die Verdrangungsbewegung

YA RS

0

Mit dem axialen Durchfluff ¢, nach Gl. (3.110) ergibt sich

D*p ¢ [ B\? (12 + Mwﬁz) Cos
7= (5) E - (&21)
Unter Beachtung von % = écos p wird Gl. (4.21) integriert. Man erh&lt
1¢ /B\2 (124 MA?) cos
i=-(2 ( _ ) AN (4.22)
2w \D h3

Bei Verdrangung in den engen Spalt (é > 0), ergibt sich
1 3w 1
w [T
SEo= ——_/ /}5 cos(p) dz dy

(1-¢
(1+¢)

_|_

1 /BY? 1
= = (—) _ [4MZ (1 — 62)2 arctan
6 \D/ 2 (1 —e2)?

5
2

o

1 —
—|—2462(1 + 262) arctan ( ) + FMZ (1 — 62) + QMZG (1 — 62)

(1+¢)
—2r M2 (1 - 62)2 — 36631 — € — 127e*(1 + 262)1 : (4.23)

Bei Verdrangung in den weiten Spalt (é < 0) folgt

2 1
1 /B\? 1 1 -
= —- (—) _ —4M£ (1 — 62)2 arctan ( 2
6 \D (1 —e)2 (1+e¢)
—2462(1 + 262) arctan (L—¢) + 7 M? (1 — 62)% — 2M3?¢ (1 — 62)%
(1 _I_ 6) @ @
+36¢°V1 — 621. (4.24)

Im Gegensatz zu den beiden anderen Féllen beeinfluft das externe B-Feld die

Stomung im unendlich schmalen Spalt.
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Abbildung 4.6: Sommerfeldzahl Si* (¢ > 0) fiir verschiedene Hartmannzahlen M.,
T

bei eingeprégten toroidalem B-Feld mit % =

Fiir M, — 0 ergeben sich im iibrigen die Formeln der konventionellen Lagertheorie
[13, 38]. In den Abbildungen 4.6 - 4.7 sind Sommerfeldzahlen der Verdringung fiir

verschieden Hartmannzahlen dargestellt.
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Abbildung 4.7: Sommerfeldzahl Sy, (é < 0) fir verschiedene Hartmannzahlen M,

bei eingeprégten toroidalem B-Feld mit % =1
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Kapitel 5

Stabilitatsanalyse eines MHD

gelagerten Laval-Rotors

5.1 Feder- und Dampferkonstanten des Schmier-

films

Im Rahmen einer linearen Theorie, d.h. fiir kleine Anderungen in e, existiert nihe-
rungsweise ein linearer Zusammenhang zwischen dem Auftrieb und der Exzentrizitat
€ bzw. €. Dieser lineare Zusammenhang fithrt zur Definition der Feder- und Dampfer-
konstanten des Schmierfilms. Wie die Formeln fiir die Sommerfeldzahlen in Kapitel
4 zeigen, fithrt eine horizontale Auslenkung des Wellenmittelpunktes zu einer Ande-
rung der horizontalen und vertikalen Komponente der Auftriebskraft. Entsprechend
entstehen durch Auslenkung in horizontaler Richtung geschwindigkeitsproportiona-
le horizontale und vertikale Dampferkréfte. Auch eine Bewegung des Wellenmittel-
punktes in vertikaler Richtung hat eine Anderung sowohl der horizontalen als auch
der vertikalen Komponente der Auftriebskraft zur Folge. Eine detaillierte Diskussion
dieses Sachverhaltes ist in [38, 63] zu finden. Die dimensionslosen Feder- und Damp-

ferkonstanten koénnen als Funktionen von Sp, S,, S,, S, = Q%, S, = Q% und Sy

r
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berechnet werden. Nach [38, 63] ergibt sich fiir die dimensionslosen Federkonstanten

= gt e e, = ey T Pe e
D D
S8+ 5,8 S8+ 5,8
721:—53 i wS@, Y22 = — 53 z @ST
D D
und fiir die dimensionslosen Dampferkonstanten
Sy 5?2 Sy.S,S
B = ;3w7 512:%7
D D
By = 25, Sp9.5v Byy = 25,  SESy
21= 5, 53 22__—65D+ 53

Die Indizes 1 und 2 bezeichnen die horizontale und vertikale Richtung. v;; und 3;;
geben die Anderung der Kraft in i-Richtung bei Auslenkung des Wellenmittelpunk-
tes in j-Richtung an. In der Literatur werden die Feder- und Dampferkonstanten
in der Regel numerisch bestimmt. Mit den Formeln fiir die Sommerteldzahlen der
Drehung und Verdrangung aus Kapitel 4 kénnen v;; und j3;; als Funktionen der

Systemparameter hier analytisch ermittelt werden.

5.2 Stabilitatskarten

Mit Hilfe der Feder- und Dampferkonstanten des letzten Abschnitts wird nun ei-
ne Stabilitdtsanalyse eines in zwei schmalen MHD Lagern symmetrisch gelagerten
Laval-Rotors durchgefiihrt [38, 63]. Die einzige in der Literatur bekannte Arbeit be-
handelt nur den Fall des eingepragten axialen B-Feldes [35].

Das Aufstellen der Bewegungsgleichungen fiir den anisotrop gleitgelagerten Rotor
ist in [38, 63] enthalten. Die Stabilitatsuntersuchung der linearisierten Gleichungen
basiert auf einer Eigenwertanalyse unter Verwendung des Cremerschen Lagenkrite-
riums [74]. Fiir die kritische Winkelgeschwindigkeit w* ergibt sich dabei [38, 63]

Wk

W' Y— 1
T o
mit
o —eSy + 29,
S, Sy — 2515, + 25,5
(SeSv — 2518, +28,57) (25,5, +2€8, 5., — 815y )

@ ’ ’
_ + (5,8 +5,5.)
! Z25vS, (cSy — 25,)? ( 5e)
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Wr = \/C/Mw,

 Mwyg
= C(R—r)
wy ist die erste Biegeeigenkreisfrequenz der Welle, C' die Federkonstante der Welle
und My die Masse der Scheibe. p ist die bezogene Wellendurchbiegung und ¢ die
Gravitationskonstante. Die Abbildungen 5.1 - 5.4 zeigen das Verhéltnis A = % fir
die drei Grundfille a) radiales, b) axiales und c¢) toroidales B-Feld fiir verschiedene

Hartmannzahlen. Samtliche Kurven wurden fiir % = i und g = 0.1 erstellt. Im

1.8
1.6 i
1.4 i

i /
/,(
)
1.2 )
/
L ;i

0.87 _My=05

061

0.4 0.2 0.4 0.6 08

Abbildung 5.1: % bei eingepragtem radialen B-Beld fiir kleine Hartmannzahlen M,
mit % = i, t=0.1und B, = —2.

Falle des eingepragten radialen B-Feldes sinkt die kritische Winkelgeschwindigkeit

w* fiir kleine Hartmannzahlen M, bei kleineren Werten von € und steigt bei gréferen
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Abbildung 5.2: % bei eingeprigtem radialen B-Beld fiir groffe Hartmannzahlen M,
mit % = i, t=0.1und B, = —2.

Werten von e. Bei grofien Hartmannzahlen M, erhdht sich die kritische Winkelge-

schwindigkeit w*. Im Falle des eingeprigten axialen und toroidalen B-Feldes sinkt

die kritische Winkelgeschwindigkeit w* bei kleineren Werten von e und steigt bei

groferen Werten von e.

Aufgrund der komplizierten Abhangigkeit der Feder- und Dampferkonstanten von

den Parametern (Exzentrizitat, Hartmannzahl und dimensionsloses E-Feld) ist eine

anschauliche Erklarung des Stabilitédtsverhaltens nicht ohne weiteres moglich.

Eine Stabilitdtsanalyse bei kompressibler Betrachtung ist nicht ohne weiteres moglich.

Da in diesem Fall keine geschlossenen Losungen fiir den Druckverlauf p(ep, z) und
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Abbildung 5.3: % bei eingeprigtem axialen B-Beld fiir kleine Hartmannzahlen M,
mit%:i,,u:().l und V, = —4.

damit fiir die Sommerfeldzahlen Sp und Sy existieren, miissen die Feder- und Damp-
ferkonstanten naherungsweise numerisch bestimmt werden. Da der Einflul der Kom-
pressibilitat auf die Druckentwicklung nicht sehr grof} ist (vgl. Kapitel 3), werden sich
die Stabilitatskarten bei kompressibler Rechnung wohl nicht wesentlich von denen

bei inkompressibler Betrachtung unterscheiden.
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Abbildung 5.4: % bei eingepréagtem toroidalen B-Beld fiir beliebige Hartmannzahlen

M, mit % = i, p=0.1.
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Kapitel 6

Auftrieb durch oszillierende
elektrische Felder

Die Verwendung elektrisch leitender Fluide als Schmiermittel bietet die Moglichkeit,
Auftrieb ohne Rotation der Welle allein durch Anlegen externer K- und B-Felder zu
produzieren. Untersucht wird die Druckentwicklung bei zeitlich konstantem einge-
pragten B-Feld und zeitlich oszillierendem E-Feld bzw. zeitlich oszillierendem elek-
trischen Potential. Das Fluid sei inkompressibel. Da bei kompressibler Betrachtung
- wie im letzten Kapitel bereits erwdhnt - keine geschlossenen Lésungen fiir den
Druckverlauf vorliegen, wiirde dies die Rechnung wesentlich komplizieren. Die resul-
tierenden Auftriebskrafte miiiten dann bei jedem Zeitschritt numerisch integriert
werden, was zu einer eklatanten Vergroflerung der Rechenzeit fiithrte. Wieder wird
die Hypothese des schmalen Lagers verwendet. Betrachtet werden der ebene Gleit-
schuh und das Radiallager unter radialem (transversalem) und axialem B-Feld. Der
Fall des eingepragten toroidalen B-Feldes fiihrt im inkompressiblen Fall bei nicht
rotierender Welle zu keiner Druckentwicklung (siehe Abschnitt 4.3).
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6.1 Ebener Gleitschuh beil axialem harmonischen

F-Feld

Betrachtet wird der ebene Gleitschuh nach Abbildung 6.1. Gleitschuh und Stator
seien perfekte Isolatoren (siehe Kapitel 2.2). Der Gleitschuh sei nur in y-Richtung

beweglich. Der Stator ist fixiert. Das duflere konstante Magnetfeld sei transversal,

yu

Gleitschuh

LIr+e

_fDr—e '

TDr

x=R[]
tat
Stator 2[R

Abbildung 6.1: Ebener Gleitschuh

d.h. in y-Richtung orientiert. Ein zeitlich harmonisches E-Feld E, = EZ cos(§t)
ist axial in z-Richtung gerichtet. Durch das oszillierende E-Feld werden infolge der
Maxwellschen Gleichungen E- und B-Felder induziert. Diese sind, wie eine Unter-
suchung am Plattenkondensator zeigt, bei kleinen Frenquenzen ) vernachlassighar.
Beim Plattenkondensator unter Wechselspannung ist das induzierte F-Feld in erster
Néherung proportional zu (%)2 (¢ ist die Lichtgeschwindigkeit) und das induzierte
B-Feld proportional zu £ (siehe [20]).

In Anlehnung an das Radiallager wird als Spaltfunktion A = Ar+e cos ¢ benutzt, so
dafB teilweise auf Ergebnisse aus Kapitel 4 zurlickgegriffen werden kann. Der Gleit-
schuh hat die Lange L = 27 R und die axiale Breite B = 2a. Folgende dimensionslose

Variablen werden eingefiihrt:

¢:%7 Ar=2C h=he, r=p R,

y=y R, z=Za, u=uRQ, w=1w R,

_ -9 _ 7 On _ Ovn = o)
p p¢2, E, Ey;b 027 E.=FE. oo Jy v o

- 1/770'(2 . O'R 77Z) B o O'R277Z)2Bz - 1
]Z_]Z 77Z) 7M1/2_ 77 y? M,Z_ 77 9 t—tg



Die Impulsbilanz in z- und z-Richtung sowie das Ohmsche Gesetz in z-Richtung
sind durch die Gleichungen (3.1)-(3.3) gegeben. Integration von GI. (3.1) unter Be-
achtung, daff sowohl Stator als auch Gleitschuh feststehen, d.h. u(y = 0) = 0 und
u(y = h) = 0, ergibt das Geschwindigkeitsfeld u. Dieses iiber den Schmierspalt

integriert fiihrt auf den dimensionslosen Durchflufl

cosh Myﬁ —1 _
9o = QZPRQ - = [2_‘/}; + M, E.(t )] [2( Sin(h(My)h) ) - (Myh)] : (6.1)

Eine Taylorentwicklung beziiglich M, liefert fiir kleine Hartmannzahlen unter Ver-
wendung der Hypothese fiir den schmalen Spalt die Naherung

dq, L [ Lo, 1 24] 7

——L A ME.(1) |—=h*+ —=M:h*| b . 6.2

Der dimensionslose Durchfluf} ¢. = ist identisch mit Gl. (3.8). Integration der

Q¢R2
Kontinuitétsgleichung (2.36) mit den Randbedingungen p(z = —1) =p(z =1) =0

ergibt das Druckfeld

6 dg,
() o "
Der dimensionslose Auftrieb S5, ist gegeben durch
T B2 (Ar—1) 1
= [ [pdzdp=2(—=) MyE.(t) |ln-——— + = M2Ar| . 4
S= [ [razao=2(G) Wb (G s gaEA] o

Da das Fluid als inkompressibel angenommen wird, kann kein negativer Druck ent-
stehen (siehe [38]). Aufgrund der Symmetrie der Anordnung wird wegen des oszil-
lierenden E-Feldes nach Gl. (6.3) entweder in der linken (x € [0,7]) oder in der
rechten Hélfte (x € [r,27]) Druck erzeugt. Deshalb wird nicht {iber den gesamten
Gleitschuh integriert, sondern nur iiber die halbe Flache. Fiir den Auftrieb durch
Verdrangung liefert eine Rechnung analog zu Abschnitt (4.1.2)

D mit (6.5)

Arz 1)/ "o

Die Formel (6.5) gilt nur fiir Ar’ < 0, d.h. fiir den Fall, daB sich der Gleitschuh auf
den Stator zubewegt. Fiir Ar’ > 0 wird S, = 0 gesetzt. Die Bewegungsgleichung

Sy = 16<B) Ar ’—( IR VR WK C

fiir den Gleitschuh lautet unter der Voraussetzung, dafl sich dieser nur translatorisch

in y-Richtung bewegt

_ _ Ar'l — Ar! _
Ar' — & |5y(Ar',t‘)|+|sy,V|% —G=0. (6.6)
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Hierbei ist m die Masse des Gleitschuhs inklusive der mitbeschleunigten Last, x =

JQLQQ und G = % Einen Niherungswert fiir die dimensionslose duflere Last G
me e
ergibt sich iiber die statische Kréftebilanz

_ 1 = o
G = ﬁ;/o 1S, (A, 1) di (6.7)
- 4r (B\? (Ar—1) 1
SV 3 LA Ve
G~ — (D) M, E, [ln A1) + 3 yAr] ‘ . (6.8)

Eine analytische Integration der nichtlinearen Differentialgleichung (6.6) ist nicht
moglich. Da die Koeffizienten der Differentialgleichung explizit die Zeit enthalten,
exisitert keine Ruhelage Ar = konst. Wie die numerische Untersuchung zeigt, be-
sitzt die DGL einen Grenzzykel. Dieser kann analytisch nicht berechnet werden.
Eine Linearisierung der DGL um eine bekannte Losung zur Stabilitdtsanalyse ist
demzufolge unmoglich. Stabilitdtsaussagen lassen sich daher nur durch numerische
Berechnung der Lyapunov-Exponenten machen. Darauf wird hier aber verzichtet.

Zur numerischen Integration wird Gl. (6.6) auf Zustandsform gebracht und mittels
Runge-Kutta-Fehlberg-4(5)-Verfahren gelost [60]. Die Abbildungen 6.2 und 6.3 zei-
gen den Verlauf von Ar und Ar’ {iber der Zeit sowie das Phasendiagramm A7’ {iber
Ar. Die Rechnungen wurden mit éz =2, M, =05 k= 2und % = é erstellt.
Abbildung 6.2 zeigt Kurven fiir ¢ = 0.044 und Abbildung 6.3 fiir G = 0.022. In
beiden Féllen stellen sich stabile Schwingungen mit ellipsenférmigen Grenzzykeln
ein. Wie man sieht, liegt der Schwingungsmittelpunkt bei G = 0.044 deutlich un-
ter dem bei ¢ = 0.022. Die Amplituden sind in beiden Lastfillen verhiltnisméBig
klein. Simulationen mit anderen Parametern liefern &hnliche Ergebnisse. Instabile

Grenzzykel wurden nicht festgestellt.

6.2 Ebener Gleitschuh bei transversalem harmo-

nischen F-Feld

Das eingeprigte B-Feld sei nun axial, also in z-Richtung orientiert. Zwischen fi-
xiertem Stator und Gleitschuh wird das harmonische Potential V(1) = V, cos(Q)
angelegt. Gleitschuh und Stator werden als ideale Leiter behandelt (siehe Kapitel
2.2). Die Impulsbilanz in - und z-Richtung ist durch GI. (3.91) und GI.(3.92) gege-
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Abbildung 6.2: Gleitschuh unter transversalem B-Feld, Zeitschrieb und Phasendia-
gramm; Parameter: £, =2, M, = 0.5, k = 2, % =1 G =0.044.
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Abbildung 6.3: Gleitschuh unter transversalem B-Feld, Zeitschrieb und Phasendia-

gramm; Parameter: £, =2, M, = 0.5, k = 2, % =1 G =0.022.
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ben. Aus Gl. (3.91) folgt durch Integration unter Beachtung von u(y = 0) = 0 und
u(y = h) = 0 das Geschwindigkeitsfeld u. Dieses iiber den Schmierspalt integriert
liefert in Kombination mit dem tiber den Spalt integrierten Ohmschen Gesetz (3.96)

den dimensionslosen Durchfluf3

Gy =

& [@ M, v]

— |+ 6.9
12+ (M.R)* |09 (69)

Eine Taylorentwicklung beziiglich M. liefert fiir kleine Hartmannzahlen unter Ver-

wendung der Hypothese fiir den schmalen Spalt die Naherung

0o  vp v ; o)
— =~ M, V,(t)|-6 h+ M. h°| — . 6.10
5 S0 [=6 B+ M. R o (6.10)

Der dimensionslose Durchflul ¢, = szﬁﬁ ist wieder durch Gl. (3.8) gegeben. Wie im

vorigen Abschnitt fithrt eine Auswertung der Kontinuitdtsgleichung auf das Druck-

feld (6.3). Die resultierende Auftriebskraft S, ergibt sich zu

S, = ]jp dz dp = g (g)Z % 6+ M2(Ar? —1)] . (6.11)

Der dimensionslose Auftrieb infolge Verdrangung ist identisch mit Gl. (6.5). Frei-
schnitt des Gleitschuhes fithrt formal auf die Bewegungsgleichung (6.6). Eine stati-
sche Kréftebilanz wie in Abschnitt 6.1 ergibt als Startwertwert fiir die numerische

Integration den Niherungswert

~
~o

s (By M.Y,
"or (Ar2 —1)

5 =6+ M2(Ar? —1)] . (6.12)

Die numerische Integration der nichtlinearen Schwingungsdifferentialgleichung verlauft
wie im letzten Abschnitt. Die Abbildungen 6.4 und 6.5 zeigen Schwingungen des
Gleitschuhes fiir ‘Z/ =2, M, =05, Kk =2 und % = é. Abb. 6.4 zeigt Kurven fiir
die dimensionslose Last G = 0.088 und Abb. 6.5 fiir G = 0.88. In beiden Lastfillen
stellen sich stabile Schwingungen ein. Fiir G = 0.88 ist der Grenzzykel herzférmig,
fiir G = 0.088 ellipsenférmig. Erwartungsgemafl liegt der Schwingungsmittelpunkt
bei groflerer Last unter dem bei kleinerer Belastung. Auffallend sind die deutlich
gréBeren Amplituden bei G = 0.88. Auch im Fall des transversalen E-Feldes zeigten

Simulationen mit verdnderten Parametern nur stabile Grenzzykel.
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Abbildung 6.4: Gleitschuh unter axialem B-Feld, Zeitschrieb und Phasendiagramm:;
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6.3 Radiallager bei axialem harmonischen E-Feld

Als 2-dimensionale Erweiterung wird nun das schmale Radiallager bei konstantem
eingeprégten radialen B-Feld B, und harmonischem axialen E-Feld F, = B, cos(t)
betrachtet. Lagerschale und Lagerzapfen seien perfekte Isolatoren. Im Unterschied
zu Kapitel 3 wird die Winkelgeschwindigkeit des Lagerzapfens w = 0 gesetzt. Durch
das F-Feld wird im Spalt ein periodischer Strom generiert. Die durch das B-Feld
induzierte Lorentz-Kraft erzeugt im Spalt eine Strémung, wodurch der Zapfen in
Bewegung kommt. Aufgrund dieser Bewegung entstehen zwei geschwindigkeitspro-
portionale Auftriebskrafte (Dampfungskrifte). Infolge der tangentialen Bewegung
des Zapfens (Drehbewegung der Spaltlage mit der Winkelgeschwindigkeit §, siehe
Abb. 6.6) wird die hydrodynamische Auftriebskraft S; erzeugt (vgl. [38]). Die radia-

er o

Abbildung 6.6: Spaltwinkel ¢

le Verdrangungsbewegung des Zapfens mit € verursacht die Auftriebskraft Sy (siehe
Abschnitt 4.1.2). Die durch die Schubspannungen verursachte Drehung der Zapfens
wird vernachldssigt.
Integration der Impulsbilanz (3.1) in 2-Richtung unter Beachtung der Randbedin-
gungen u(y = 0) = % und w(y = h) = g, ergibt

_— [ 1 dop | E.
Moy M,

] [Cosh (M) — sinh(M,g) coth(M,h) + % — 1]
sinh(Myy)] ‘

sinh(M,h) (6.13)

) ~
+— [cosh (Myy) — sinh(M,y) coth(M,h) +
w
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Integration tiber den Spalt, Differentiation nach ¢ und Taylorentwicklung nach Po-
tenzen in M,, liefert fiir die Anderung des Durchflusses in Umfangsrichtung fiir

kleine Hartmannzahlen die Naherung

a4, I T R N £ A A
Ye o ap . [ - LR —M2h4] w2l [———MW] e 6.14
0p y[4+24y L CRE TR (6.14)
8q<p1 8‘7@2
L] fele]

Mit ¢. nach Gl. (3.8) fithrt eine Integration der Kontinuitatsgleichung schliefilich auf

B BN\? 6 04,1, , BN\? 6 04,2, ,
r=(p) RS -0+(5) PERCE (6.15)
p1 D2

Die durch p; erzeugte radiale und tangentiale Auftriebskomponente ergeben sich

durch Integration iiber die Lagerfliche zu

T 1
Sps = i// ;1 sin(p) dz dy
0 -1
B
D

_ g( )Z%l@—e?f—@—e?)%], (6.16)
Sgr = i/r/ll cos(p) dz dy

= 55 (p) T[0T

=
. 62)2] . (6.17)

(1
—36¢ (1

Entsprechend erhélt man die durch p,, also durch die tangentiale Verdriangungsbe-

wegung mit § erzeugten Auftriebskomponenten als
1 T 1
Sis = 1//152 sin(p) dz dy
0 -1
T (B\? 1 2 2
- _<5) 7l1262+6M; (1—¢?)" —6M2(1-¢) ] . (6.18)
T 1
1 _ _ 1 (B\’ 1 3
Si, = 1//pz cos(p) dz dp = % (5) T [726
0 -1
2 22, (1—¢) 2 2) 2
—9M; (1 - &) In —18MZe(1— &) | (6.19)

(1+¢) !
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Die dimensionslosen Auftriebskréfte S durch die radiale Verdringungsbewegung
mit € sind durch GIl. (4.11) und GI. (4.12) gegeben. Da sich je nach Vorzeichen von
¢ verschiedene Funktionen ergeben, enthalten die Bewegungsgleichungen nichtkon-
stante Koeffizienten (Die Fallunterscheidung beziiglich des Vorzeichens von é wird
durch die Signum-Funktion realisiert.).

Beim Aufstellen der Bewegungsgleichungen ist zu beachten, dafl die Radialkom-
ponenten Sg, und S;  fiir beliebige Zapfenbewegung stets in negativer r-Richtung
wirken. Die Richtung der tangentialen Komponente Sg s oszilliert entsprechend dem
Vorzeichen des dufleren £-Feldes. Die tangentiale Auftriebskomponente 5; ; wirkt
der tangentialen Bewegung immer entgegen (Dampfungskraft). Die Bewegungsglei-
chungen der Welle (inklusive mitbeschleunigter Last) lauten somit in Polarkoordi-

naten

r: ' —c- 8% =—v [|SE,T|+|S$|'6/+|SS7T|' |5’|] —g-sind (6.20)

b: e "2 8 =—v [SE,S + 55l - 5’} —g-coséd (6.21)
mit v = %AL und g = ﬁ, wobei m die Masse der Welle samt aufgebrachter
mQAr r
Last ist.

Die Bewegungsgleichungen (6.20) und (6.21) sind nichtlineare, gekoppelte Differenti-
algleichungen mit nichtkonstanten und unstetigen Koeffizienten. Zur Lésung werden
diese auf Zustandsform gebracht und numerisch mittels Runge-Kutta-Fehlberg-4(5)-
Verfahren integriert. Ein Naherungswert (Startwert fiir die numerische Integration )
fiir die Tragfahigkeit bei vorgebenen Systemparametern liefert eine Mittelwertbil-
dung. Dazu werden die Bewegungsgleichungen (6.20) und (6.21) iiber eine Periode
integriert. Es ergibt sich dann

1 2T B B
”ﬁ/o 2+ St di=7. (6.22)

Die Abbildungen 6.7 und 6.8 zeigen Schwingungen des Zapfenmittelpunktes. Links
sind ¢(f) und 6(¢) aufgetragen, rechts die Bahnkurve des Zapfenmittelpunktes. Be-
trachtet werden die Lastfille ¢ = 0.013 und g = 0.0032. Beobachtet werden stabile
Schwingungen. Der Grenzzykel dhnelt in beiden Lastféllen einer liegenden Acht.
Die radiale Amplitude ist in beiden Féllen deutlich kleiner als die Winkelamplitu-
de. Simulationen mit anderen Systemparametern zeigen &hnliche Ergebnisse. Wie
beim Gleitschuh wurden auch beim Radiallager nur stabile Grenzzykel festgestellt.

Instabile oder chaotische Attraktoren wurden nicht beobachtet.
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Abbildung 6.7: Radiallager unter radialem B-Feld; rechts Zeitschrieb, links Bahn-
kurve des Zapfenmittelpunktes; Parameter: £, = 2, M, = 0.5, % = é, v = 0.775,
g = 0.013.
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6.4 Radiallager bei radialem harmonischen E-Feld

Das konstante eingeprégte B-Feld sei nun axial orientiert. Zwischen Lagerschale
und Lagerzapfen - beide werden als ideale Leiter betrachtet - wird das harmonische
Potential V,(t) = V, cos(Qt) angelegt. Die Rechnung erfolgt analog zum letzten
Abschnitt. Einziger Unterschied sind die dimensionslosen Komponenten Sg s und

S, sowie S; , und S; . Diese ergeben sich zu

e = 4 (2) w2 (-] 629
S5y = g(gfﬁm@[o—afmg;;;+ze<1_e>], (6214
S = () e el - e e
S = 35 (3) e e (1= )

+6Mje(1—62)2] . (6.26)

Abbildung 6.9 und Abbildung 6.10 zeigen numerisch berechnete Schwingungen des
Zaptenmittelpunktes fiir die Belastungsfdlle ¢ = 0.028 und ¢ = 0.0056. Wie im
letzten Abschnitt stellen sich stabile Schwingungen ein. Die Winkelamplituden sind

verglichen mit den Ergebnissen des vorherigen Abschnittes deutlich kleiner.
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Abbildung 6.9: Radiallager unter axialem B-Feld; rechts Zeitschrieb, links Bahn-
kurve des Zapfenmittelpunktes; Parameter: V, = 2, M, = 0.5, % = é, v = 0.775,
g = 0.028.
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Abbildung 6.10: Radiallager unter axialem B-Feld; rechts Zeitschrieb, links Bahn-
kurve des Zapfenmittelpunktes; Parameter: V, = 2, M, = 0.5, % = é, v = 0.775,
g = 0.0056.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Auf der Grundlage der magnetogasdynamischen Bilanzgleichungen wurde unter An-
wendung der konventionellen Hypothesen der hydrodynamischen Schmiertheorie die
Stromung bei schmalen Lagern untersucht. Induktive Effekte wurden nicht beriick-
sichtigt (R, ~ 0). Betrachtet wurden drei Basisfille: das auflere eingepragte B-Feld
ist a) radial, b) axial und c) toroidal orientiert. In allen drei Féllen entsteht ein

nichtlineares Randwertproblem zur Bestimmung des Druckfeldes.

Fiir die ersten beiden Fille wurden zwei Lésungsvarianten vorgestellt. Die erste, im-
plizite Losungsdarstellung liefert zwei transzendente algebraische Gleichungen {iber
die das Druckfeld ausiteriert werden muf}. Das Ausiterieren gestaltet sich numerisch
aufwendig und nicht unproblematisch. Auflerdem ist eine analytische Integration
des Druckes zur Bestimmung des Auftriebes nicht moglich. Die zweite Losungs-
darstellung in Form einer Funktionenreihe, basiert auf einem Stérungsansatz mit
der Kompressiblitdtszahl A als Stérparameter und liefert das Druckfeld explizit in
Form einer Funktionenreihe. Die Konvergenz dieser Reihe wurde bewiesen. Fine
Abschétzung fiir das Restglied wurde hergeleitet. Das Konvergenzkriterium zeigt,
dafB bei geeigneter Wahl der iibrigen Systemparameter konvergente Losungen selbst
fiir A > 1 existieren. Die Reihenglieder der Funktionenreihe sind rekursiv iiber In-
tegralgleichungen bestimmt. Diese Integralgleichungen kénnen vollstidndig algebrai-
siert werden. Ergebnis ist ein matrizielles Rekursionsschema, mit dem die Reihen-
glieder einfach programmiert werden kénnen. Die Berechnung des Auftriebes ist in

dieser expliziten Darstellung unter Verwendung des Residuensatzen besonders ein-
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fach. Auch im Fall ¢) wurde eine explizite Losung in Form einer Funktionenreihe
hergeleitet. Deren Konvergenz wurde gezeigt und eine Formel fiir das Restglied her-
geleitet. Eine strenge Losung in impliziter Form wie in den beiden anderen Fillen

existiert nicht.

Aus der Reihenlosung des kompressiblen Problems wurde die Lésung des inkom-
pressiblen Stromungsproblems bestimmt und Formeln fiir die Sommerfeldzahlen der

Drehung und der Verdrangung entwickelt.

Eine Parameterstudie in den Féllen a) und b) zeigt, daB der Druck bei kleinen
Hartmannzahlen durch Erhéhen des B-Feldes gesteigert wird. Bei grofleren Hart-
mannzahlen tritt der gegenteilige Effekt auf, d.h. der Druck wird reduziert. Bei
Fixierung der iibrigen Systemparameter existiert folglich eine definierte Hartmann-
zahl fiir optimalen Auftrieb. Im Gegensatz dazu fiihrt eine stetige Erhéhung eines
geeignet angelegten F-Feldes zu einer stetigen Druckerhohung. Im Fall ¢) fithrt eine
Erhéhung des B-Feldes zu einer stetigen Steigerung des Druckes. Das Anlegen ei-
nes elektrischen Potentials hat im Fall ¢) im Gegensatz zu den ersten beiden Fillen
im kompressiblen Fall nur einen geringen und im inkompressiblen Fall unter den
gemachten Voraussetzungen keinen Einfluf} auf die Druckentwicklung. Bei kompres-
sibler Rechnung geht die Symmetrie des Problems im Fall ¢) durch Anlegen eines

elektrischen Potentials verloren.

Im Fall a) und b) zeigt ein Vergleich mit den Untersuchungen zum unendlich brei-
ten Spalt, dal beim schmalen Spalt eine Erhéhung der Hartmannzahl nicht zu einer
kontinuierlichen Erhéhung des Druckes fithrt. Wahrend sich beim unendlich breiten
Lager fiir grofe Hartmannzahlen ein nahezu linearer Anstieg des Druckes mit der
Hartmannzahl ergibt, sinkt der Druck beim schmalen Lager ab einer bestimmten
kritischen Hartmannzahl wieder ab und geht fiir M — oo gegen null. Beide Modelle
zeigen aber eine stetige Erhéhung des Druckes bei Erh6hung des elektrischen Poten-
tials. Das Anbringen eines toroidalen Magnetfeldes hat beim unendlich breiten Spalt
keinen Einfluff auf die Stromung, da beim Modell des unendlich breiten Lagers die
axiale Geschwindigkeitskomponente verschwindet und daher keine Lorentz-Kraft in

Umfangsrichtung induziert werden kann.

Anschlielend wurde das Stabilitdtsverhalten eines in zwei schmalen MHD Lagern
symmetrisch gelagerten Laval-Rotors diskutiert. Die Stabilitatsanalyse zeigt, dal im

Fall a) die kritische Winkelgeschwindigkeit fiir kleine Hartmannzahlen bei kleineren
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Exzentrizitdten sinkt und bei gréfleren Exzentrizitaten steigt. Bei grofen Hartmann-
zahlen tritt eine Erhohung der kritischen Winkelgeschwindigkeit ein. Im Fall b) und
im Fall ¢) sinkt die kritische Winkelgeschwindigkeit bei Anbringen eines externen

Magnetfeldes bei kleinen Fxzentrizitdten und steigt bei gréfleren Exzentrizitaten.

Die Arbeit schlieit mit numerischen Berechnungen bei eingepragten harmonisch os-
zillierenden E-Feldern. Die durch die Lorentz-Kraft erzeugte Stromung fithrt selbst
bei verschwindender Winkelgeschwindigkeit der Welle zu einem Druckautbau. Durch
das oszillierende FE-Feld wird der Zapfen zu Schwingungen angeregt, welche nume-
risch berechnet wurden. Bei den untersuchten Féllen wurden ausschlieflich stabi-
le Grenzzykel beobachtet. Instabilitdten oder chaotische Attraktoren wurden nicht
festgestellt.
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