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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Thermisch getriebene Konvektionsvorg�ange bestimmen zahlreiche physikalische

Vorg�ange in Natur und Technik. Hier interessieren z. B. die Str�omungen im Erd-

innern, die f�ur die Plattenbewegung der Erde und die Magnetfeldentstehung ver-

antwortlich sind, sowie die globalen und lokalen Str�omungen in Ozeanen und

der Atmosph�are im Bereich der Naturph�anomene. Konvektionsvorg�ange im Be-

reich der Technik bestimmen, um nur einige zu nennen, z.B. das Kristallwachs-

tum, die Filmbildung, die Erstarrung von Schmelzen in der Giessereitechnik so-

wie Fertigungsprozesse unter Mikrogravitation und die Str�omung und Struktur

von Fl�ussigkeitsober
�achen in Ober
�achentanks, wie sie in Satelliten und anderen

Raum
ugk�orpern eingesetzt werden.

Die Problematik der thermischen Konvektion in der modernen Wissenschaft wur-

de im ausgehenden 19. Jahrhundert von Benard aufgegri�en, der in einer d�unnen

Schicht Walrat, die von unten beheizt wurde, hexagonale Zellen entdeckte [2]. Lord

Rayleigh nahm sich 16 Jahre sp�ater als erster dieses Problems an und erkl�arte

die Konvektionsmuster, die von Benard im Experiment entdeckt wurden, alleine

durch Auftrieb [42]. Erst weitere 40 Jahre sp�ater identi�zierten Block und Pearson

unabh�angig voneinander den Antriebsmechanismus des Ph�anomens als Gradienten

der Ober
�achenspannung [3, 37]. Auf einen Vorschlag von Scriven und Sternling [47]

hin wurde die ober
�achenspannungsgetriebene Konvektion alsMarangoni -E�ekt be-

zeichnet, da Blocks Erkl�arung einer qualitativen Erkl�arung entsprach, die Marango-

ni sehr viel fr�uher gab. Eine rein vomMarangoni-E�ekt hervorgerufene Konvektions-

str�omung wird daher Benard-Marangoni -Konvektion, eine rein auftriebsgetriebene

Konvektion Rayleigh-Benard -Konvektion genannt. Das von Benard beschriebene

Ph�anomen wird seither als Rayleigh-Marangoni-Benard -Konvektion bezeichnet.

Lange Zeit blieb dieses Ph�anomen der einzige interessierende Konvektionsvorgang,
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

bei dem die Temperaturabh�angigkeit der Ober
�achenspannung eine ma�gebliche

Rolle spielt, wenn auch das wissenschaftliche Interesse rein akademischer Natur war.

Erst in j�ungerer Zeit wurde auch vom technischen Standpunkt die Betrachtung

der ober
�achenspannungsgetriebenen Konvektion interessant. Hierzu tragen zwei

Aspekte bei:

� Zum einen wurde das Verh�altnis Auftrieb zu Ober
�achenspannungskr�aften

verschoben, da die relevanten Abmessungen kleiner wurden. Hierf�ur zeich-

net die Mikrotechnik sowie die genauere wissenschaftliche Betrachtung der

Vorg�ange bei der Ober
�achenbeschichtung verantwortlich.

� Zum anderen wurden nach eingehender Untersuchung der auftriebsgetrie-

benen Konvektion hohe Erwartungen in die Fertigung von Silikonein-

kristallen unter Schwerelosigkeit gesetzt, die nicht erf�ullt werden konn-

ten, da trotzdem Konvektionsstr�omungen auftraten, die durch den Ober-


�achenspannungsgradienten hervorgerufen wurden.

Mehrschichtsysteme sind von Bedeutung in der Technik, um W�arme�uberg�ange zu

erzwingen oder zu unterbinden, z.B. in der gekapselten Kristallisation, bei der durch

eine hochviskose Deckschicht die Konvektion in der Hauptschicht unterdr�uckt wird.

Ausserdem k�onnen Mehrschichtsysteme zur Modellierung von gro�skaligen geophy-

sikalischen Prozessen benutzt werden [6]

Zweischichtsysteme wurden mit erzwungenen Geschwindigkeits- und Druckgradien-

ten (erzwungene Konvektion) von Yih [53] und Hooper und Boyd [19] untersucht.

Freie thermische Konvektion im Zweischichtsystem wurde f�ur einen vertikalen Tem-

peraturgradienten in der Vergangenheit extensiv erforscht. Hier kann nur eine kurze

Zusammenfassung des Literaturstandes gegeben werden. Zeren und Reynolds [54]

untersuchten ein von unten beheiztes Zweischichtsystem mit der linearisierten Sta-

bilit�atstheorie, Joseph [23] mit der Energiemethode. Detailiertere Beschreibungen

�nden sich bei Renardy und Joseph [44], Renardy [43] und Nepomnyashchii und

Simanovskii [28]. Extensive Studien dieser Kon�gurationen mit besonderem Augen-

merk auf die ober
�achenspannungsgetriebene Konvektion wurden von Johnson und

Narayanan [20, 21], und im Hinblick auf die Grenz
�achenstabilit�at von Gershuni

und Zhukhovitskii [13] und Degen et.al. [7] durchgef�uhrt.

Die thermische Konvektion bei horizontalem Temperaturgradienten war in der Ver-

gangenheit weitaus weniger Gegenstand der Forschung, so dass keine grundlegende

Arbeit als Basis zur Auslegung solcher Kon�gurationen zur Verf�ugung steht. Diese

Kon�guration wurde experimentell von Villers und Platten [52], in ersten nume-

rischen Ans�atzen von Golia und Viviani [15] und analytisch von Napolitano et.al.

[27] studiert. �Ahnliche Kon�guration wurden von Koster et.al. [38, 39] und Georis,

2



1.2. ZIELSETZUNG

LeGros et.al. [12] numerisch und experimentell untersucht. Alle diese Arbeiten be-

schr�anken sich jedoch auf die zweidimensionale Str�omung und behandeln lediglich

Teilaspekte, bzw. sehr spezielle Probleme.

W�ahrend in der Vergangenheit haupts�achlich die thermische Konvektion mit einem

Temperaturgradienten parallel zum Kraftvektor der Erdbeschleunigung erforscht

wurde, da diese ein Regime der ruhenden Str�omung kennt, soll in dieser Arbeit

die von Ober
�achenspannung und Auftrieb getriebene Konvektion in einem Zwei-

schichtensystem bei horizontalem, d.h. zum Schwerkraftvektor orthogonalen, Tem-

peraturgradienten untersucht werden. Diese Kon�guration ist z.B. bei Giesserei- und

Schmelzvorg�angen sowie bei der sogenannten gekapselten Kristallisation relevant.

Eine weitere Anwendung �ndet sich in der Konzeption von Mikrogravitationsexpe-

rimenten zur Untersuchung von Grenz
�achenph�anomenen, in denen durch die ober-


�achenspannungsgetriebene Konvektion im sogenannten closed loop-System, i.e. im

geschlossenen Kreislauf ohne Zu- und Abstr�omung unterschiedliche Geschwindig-

keitspro�le erzeugt werden k�onnen. Ein solches System ist der Ausgangspunkt der

vorliegenden Arbeit.

1.2 Zielsetzung

Von Oertel et. al. wurde die Stabilit�at von Str�omungen intensiv untersucht

[29, 30, 5, 31, 34]. Hauptpunkte sind hier die Einteilung der reibungsbehafteten

Str�omung in konvektiv und absolut instabile Bereiche und die Ausbreitung r�aumlich

und zeitlich lokaler St�orungen. Die Erkenntnisse aus diesen Arbeiten konnten erfolg-

reich zur Nachlaufbeein
ussung [9, 32, 17] und zur Berechnung der Transition in

dreidimensionalen Grenzschichten [11, 48] eingesetzt werden.

Die Ans�atze der oben genannten Arbeiten sollen in folgenden Projekten auf die

Instabilit�at von Scherschichten in Fl�ussigkeitsgrenz
�achen angewandt werden. Die

Stabilit�at solcher Grenz
�achen ist insbesondere unter Mikrogravitationbedingun-

gen interessant, da der stabilisierende Ein
uss der Schwerkraft auf der Erde eine

d�ampfende Wirkung hat, was zu einer konvektiven Charakteristik von Instabilit�aten

f�uhrt. Ohne den Ein
uss der Gravitation kann die Grenz
�ache jedoch absolut in-

stabil werden, was zu ihrer Zerst�orung f�uhrt und in technischen Anwendungen, wie

Satelliten-Ober
�achenspannungstanks, um jeden Preis zu vermeiden ist.

In diesem Zusammenhang sind experimentelle Untersuchungen zur Ausbreitung lo-

kaler St�orungen in Fluidgrenzschichten unter Scherung sowohl mit als auch ohne

Gravitationsein
uss, sowie die Berechnung der St�orungsausbreitung mittels direk-

ter numerischer Simulation, geplant. In Abbildung 1.1 ist das Konzept des geplan-

ten Experiments zur Erzeugung einer gescherten Fluidgrenzschicht unter Mikro-

gravitation dargestellt. In einem geschlossenen System werden zwei geschichtete
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Temperaturgradient

ρ2

ρ1

Tc

Th

Abbildung 1.1: Experimentkonzept

Fl�ussigkeiten, die zwischen sich eine Grenz
�ache bilden, mit einem Temperaturgra-

dienten entlang der Trenn
�ache beaufschlagt. Durch die temperaturabh�angige Ober-


�achenspannung wird sich eine Konvektionsstr�omung einstellen. In die so erzeugte

Scherschicht wird eine St�orung eingebracht, die auf ihr Ausbreitungsverhalten hin

untersucht werden soll.

Da die in der Literatur verf�ugbare Wissensbasis nicht ausreicht, um ein solches

Experiment auszulegen, soll in dieser Arbeit die Grundlage zur Berechnung der

gemischten thermischen Konvektion in Zweischichtsystemen nichtmischbarer Fluide

unter horizontalen Temperaturgradienten gescha�en werden.

Abbildung 1.2 zeigt die in dieser Arbeit behandelte Fragestellung. In einem Zwei-

schichtsystem mit horizontalem Temperaturgradienten existieren zwei eine Konvek-

tion treibende Kr�afte: Die Auftriebskraft aufgrund der thermischen Volumenaus-

dehnung und die Ober
�achenkraft, die aus der Temperaturabh�angigkeit der Ober-


�achenspannung resultiert. Diese beiden Kr�afte sind in der Unteren der beiden

Schichten gleichgerichtet, in der Oberen gegen einander. Ein Kernpunkt der Unter-

suchung soll der �Ubergang zwischen den beiden reinen Konvektionstypen (auftriebs-

bzw. ober
�achenspannungsgetrieben) in Abh�angigkeit des Verh�altnisses der konvek-

tionstreibenden Kr�afte sein. Ein weiterer die Stabilit�at der entstehenden Konvekti-

onsstr�omung.
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1.2. ZIELSETZUNG
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Abbildung 1.2: Fragestellung
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1.3 Struktur

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung der gemischten thermischen Konvek-

tion in einem Zweischichtsystem bei horizontalem Temperaturgradienten. Es wird

die Abh�angigkeit der Grundstr�omungsform vom Verh�altnis des Auftriebs zum Ober-


�achenspannungsgradienten sowie die Stabilit�at der sich einstellenden station�aren

Konvektionsstr�omung untersucht.

Abbildung 1.3 zeigt die Gliederung der Arbeit als Schaubild.

Zun�achst sollen die physikalischen Grundlagen dargelegt werden. Dies sind im Be-

sonderen die Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik mit der speziellen Dichte-

variabilit�at der Boussineq-Approximation, der Stabilit�atsbegri�, die Grundlagen der

thermischen Konvektion sowie die Kopplungsmechanismen zwischen den Schichten

eines Mehrschichtsystems.

Den ersten Hauptteil der Arbeit nimmt die Berechnung und Simulation der ge-

mischten Konvektion ein. Hier wird ein allgemeines mathematisches Modell der

betrachteten Str�omung entwickelt. Von diesem wird f�ur den eindimensionalen Fall

ein spezielles Modell abgeleitet, anhand dessen die linearisierte Stabilit�atsanalyse

durchgef�uhrt wird. Dieses Modell ist analytisch l�osbar und liefert erste Ergebnisse,

die der station�aren Konvektionsstr�omung im unendlich ausgedehnten Kanal entspre-

chen. Ebenfalls wird ein Modell zur direkten numerischen Simulation der Konvekti-

on abgeleitet. Mit diesem wird die zweidimensionale und dreidimensionale Grund-

str�omung berechnet. Die Ergebnisse werden mit den analytischen, eindimensionalen

Ergebnissen verglichen. F�ur die zweidimensionale Str�omung wird die Stabilit�at un-

tersucht, und die Ergebnisse mit denen der linearen Stabilit�atstheorie verglichen.

Eine Berechnung von �uberkritischen Kon�guration im dreidimensionalen Fall war

aufgrund des Arbeitsspeicherbedarfs nicht m�oglich. Daher wird f�ur eine unterkri-

tische, dreidimensionale Str�omung die Abklingzeit einer lokalen St�orung berechnet

und mit der einer lokalen St�orung in der zweidimensionalen Grundstr�omung vergli-

chen.

Der zweite Teil ist der Veri�kation der durchgef�uhrten Berechnungen gewidmet.

Zun�achst wird die Konsistenz der numerischen L�osungen �uberpr�uft. Hierzu wird das

berechnete Str�omungsfeld einer Rechnung mit grosser geometrischer Ausdehnung in

zwei Richtungen mit der analytischen L�osung f�ur den unendlichen Kanal verglichen.

Ausserdem wird die Konsistenz zwischen zwei- und dreidimensionalen Ergebnissen

gepr�uft.

F�ur die experimentelle Veri�kation wird ein Experiment konzipiert. Mit der
"
Opti-

schen Tomographie\ oder
"
Tomographischen Interferometrie\ wird ein Messverfah-

ren zur ber�uhrungsfreien, quantitativen und dreidimensionalen Dichte- oder Tem-

peraturmessung in durchsichtigen Medien mit dichte- oder temperaturabh�angigem
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Brechungsindex vorgestellt. Das dreidimensionale Temperaturfeld des Experiments

wird mit dem der dreidimensionalen Simulation verglichen.

Da eine �uberkritische Situation weder im Experiment noch 3-D-numerisch realisiert

werden konnte wird zur Veri�kation der instation�aren Berechnung die Abklingzeit

einer lokalen St�orung im Experiment mit der der dreidimensionalen Berechnung

verglichen.

Die Arbeit schliesst mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick auf wei-

terf�uhrende, aufbauende Arbeiten.
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Kapitel 2

Physikalische Grundlagen

2.1 Str�omungsmechanische Grundgleichungen

In dieser Arbeit werden Str�omungsph�anomene von Fl�ussigkeiten untersucht. Bei

Str�omungsberechnungen soll die Geschwindigkeit v = (u; v; w)T , die Dichte �, der

Druck p und die Temperatur T der Str�omung in Abh�angigkeit der drei kartesischen

Koordinaten x,y und z ermittelt werden.

Es gelten die Erhaltungss�atze f�ur Masse, Impuls und Energie f�ur ein in�nitesimales,

raumfestes Volumenelement an der Stelle (x,y,z) in einem kartesischen Koordina-

tensystem. Es wird von einem Kontinuum ausgegangen.

2.1.1 Die Kontinuit�atsgleichung

Sie gibt die Erhaltung der Masse wieder. Die zeitliche �Anderung der Masse in ei-

nem Volumenelement ist die Summe der ein- und ausstr�omenden Massenstr�ome aus

diesem Volumenelement. Die ausstr�omenden Massenstr�ome werden mit negativem

Vorzeichen versehen.

d�

dt
+ �r � v = 0 (2.1)

2.1.2 Die Navier-Stokes Gleichungen

In den Navier-Stokes Gleichungen werden die Impulsstr�ome betrachtet. Sinngem�a�

besagt sie, dass die zeitliche �Anderung des Impulses in einem Volumenelement der

Summe der ein- und austretenden Impulsstr�ome zuz�uglich der Summe der Kr�afte,

die auf die Masse im Volumenelement wirken, entspricht.

9
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�

�
@

@t
v + v � rv

�
= �rp+r �

�
�
�
rv +rtv

��
�
2

3
r (�r � v)� �gez (2.2)

Hierin bezeichnet � die Dichte, v die Geschwindigkeit, p den Druck, � die dy-

namische Viskosit�at und gez die Erdbeschleunigung in z-Richtung des Koordi-

natensystems. Es folgt eine kurze ph�anomenologische Beschreibung der einzelnen

Terme dieser Gleichung. Auf der linken Seite steht die substantielle oder mitbe-

wegte Ableitung der Geschwindigkeit v mal der Dichte. Diese Ableitung gibt die

Ver�anderung der Geschwindigkeit eines kleinen Volumenelementes in einem sich

mit der Fl�ussigkeit bewegenden Bezugssystem an. Auf der rechten Seite stehen die

Ursachen dieser Beschleunigung. Diese kann durch eine Druckdi�erenz �rp her-

vorgerufen werden oder durch �au�ere Ein
�usse wie die Gravitation �gez. Der Term

r�(� [rv +rtv])� 2
3
r (�r � v) gibt die Reibung nach dem Stokes'schen Reibungs-

ansatz wieder.

2.1.3 Die Energiegleichung

Die Energiegleichung besagt, dass die zeitliche �Anderung der inneren und ki-

netischen Energie im Volumenelement der Summe der durch Str�omung und

W�armeleitung ein- und aus
ie�enden Energiestr�ome zuz�uglich der durch Druck,

Volumen-, Normalspannungs- und Schubspannungskr�aften am Volumenelement ge-

leisteten Arbeit pro Zeit und der von au�en zugef�uhrten Energie entspricht..

�cv

�
@

@t
T + v � rT

�
= r � (�rT )� pr � v + � (2.3)

� = �

�
1

2

�
rv +rtv

�2
�
2

3
(r � v)

2

�
(2.4)

Die neu hinzugekommenen Variablen sind T f�ur die Temperatur, cv f�ur die

W�armekapazit�at bei konstantem Volumen und � f�ur den W�armeleitkoeÆzienten.

Bei der Funktion � handelt es sich um die Dissipationsfunktion. Diese ergibt sich

aus den Normal- und Schubspannungen nach einsetzen des Stokes'schen Reibungs-

ansatzes.

Diese Gleichungen sind die kompressiblen Grundgleichungen der

Str�omungsmechanik. Mit ihnen k�onnen alle Str�omungsph�anomene beschrie-

ben werden. Allerdings sind sie in dieser Form nur in ganz speziellen F�allen l�osbar.

Um eine Beschreibung der hier interessierenden Str�omungsvorg�ange zu erreichen,

m�ussen diese deutlich vereinfacht werden.
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2.1. STR�OMUNGSMECHANISCHE GRUNDGLEICHUNGEN

2.1.4 Vereinfachung der Grundgleichungen

In dieser Arbeit werden Fl�ussigkeiten untersucht, deren Dichte nur von der Tempe-

ratur, nicht aber vom Druck abh�angt..

Es gilt:
@�

@p
= 0 (2.5)

F�ur den VolumenausdehnungskoeÆzienten � einer Fl�ussigkeit mit obiger Annahme

gilt:

� = �
1

�

d�

dT
(2.6)

Des weiteren ergibt sich f�ur die zeitliche �Anderung der Dichte folgendes:

d�

dt
=

d�

dT

dT

dt

= ���
dT

dt
(2.7)

Das totale Di�erential der Temperatur durch die Zeit l�asst sich weiter umformen:

dT

dt
=

@T

@t
+
@T

@x

dx

dt
+
@T

@y

dy

dt
+
@T

@z

dz

dt

=
@T

@t
v � rT (2.8)

Setzt man Gleichung 2.8 in Glg. 2.7 ein und das Ergebnis wiederum in die Konti-

nuit�atsgleichung, erh�alt man die folgende Gleichung:

r � v = �

�
@

@t
T + v � rT

�
(2.9)

Des weiteren kann die Z�ahigkeit � des Mediums als konstant angesehen werden.

Damit vereinfachen sich die Impulsgleichungen zu:

�

�
@

@t
v + v � rv

�
= �rp + �

�
�v +

1

3
r(r � v)

�
� �ge

z
(2.10)

Wird auch die W�armeleitf�ahigkeit � als konstant vorausgesetzt, ergibt sich f�ur die

Energiebilanz von Medien nichtkonstanter Dichte:

�cv

�
@

@t
T + v � rT

�
= ��T � pr � v + � (2.11)

Um weitere Berechnungen anstellen zu k�onnen wird noch eine thermische Zustands-

gleichung ben�otigt, die die Dichte und Temperatur in Verbindung bringt. Hier wird

11



KAPITEL 2. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

eine lineare N�aherung um die mittlere Temperatur des jeweiligen Problems ange-

nommen.

�(T ) = �m (1� �m(T � Tm)) (2.12)

�m ist die mittlere Dichte des betrachteten Problems und �m der mittlere Volumen-

ausdehnungskoeÆzient.

Dies stellt ein Di�erentialgleichungssystem mit 6 Gleichungen ( Konti-

nuit�atsgleichung, 3 Impulsgleichungen, Energiegleichung, Dichte in Abh�angigkeit

von Temperatur ) f�ur 6 Unbekannte �;v; p; T dar. Zur weiteren Bearbeitung werden

die Gleichungen durch die in [35] beschriebenen Zuordnungen entdimensioniert 1:

L�ange (x; y; z) = d � (x�; y�; z�)

Zeit t = d2

k
� t�

Geschwindigkeit v = k
d
v�

Temperatur (T � Tm) = �T � T �

Druck p+ �mgz = �m�k

d2
� p�

Dichte � = �m � �
�

Tabelle 2.1: Zuordnung der Variablen zur Entdimensionierung

Vom Druck wurde zus�atzlich der hydrostatische Anteil phs = ��mgz abgespalten.

Durch einsetzen erh�alt man das folgende Gleichungssystem:

�
�r � v� = (�m�T )

�
@

@t�
T
� + v� � rT �

�
(2.13)

1

Pr
�
�

�
@

@t�
v� + v� � rv�

�
= �v� +

1

3
r (r � v�)

�rp� +Ra � T �ez (2.14)

�
�

�
@

@t�
T
� + v� � rT �

�
= �T � (2.15)

+
k�

cv�Td2

��
gd

3

k�
z
� � p

�

�
r � v� + ��

�
�
� = 1� (�m�T )T

� (2.16)

Hier wurden auch gleich die dimensionslosen Kennzahlen Prandtlzahl Pr = �

k
und

Rayleighzahl Ra = �m�Tgd
3

k�
eingesetzt.

1Die Kennzeichnung der dimensionslosen Gr�o�en mit � wird nur in diesem Kapitel vorgenom-

men. Im weiteren wird die vereinfachte Schreibweise ohne � verwendet, da die entdimensionierten

Gleichungen durch das Vorhandensein der entsprechenden dimensionslosen Kennzahlen ausrei-

chend gekennzeichnet sind
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2.2. STABILIT�AT

2.1.5 Boussinesq Approximation

Bei Annahme sehr kleiner relativer Dichte�anderungen gilt

(�� �m)

�m
= � (�m�T )T

� � 1 (2.17)

und damit ist auch (�m�T ) � 1. Das Di�erentialgleichungssystem l�asst sich mit

dieser Annahme weiter vereinfachen. Diese N�aherung wird Boussinesq Approxima-

tion genannt.

r � v� = 0 (2.18)

1

Pr

�
@

@t�
v� + v� � rv�

�
= �v� �rp� +RaT

�ez (2.19)�
@

@t�
T
� + v� � rT �

�
= �T � +

k�

cv�T �d2
�� (2.20)

Diese Gleichungen dienen als Grundlage der weiteren Berechnungen.

2.2 Stabilit�at

Ein station�arer Str�omungszustand U0(x; y; z) ist durch die Dichteverteilung �0,

die Temperaturverteilung T0 und den Geschwindigkeitsvektor v = (u0; v0; w0)
t

an jeder r�aumlichen Position (x; y; z)t vollst�andig de�niert. Dieser 5 dimen-

sionale Vektor U0(x; y; z) = (�0; u0; v0; w0; T0) erf�ullt die im vorigen Abschnitt

aufgef�uhrten Erhaltungsgleichungen der Kontinuumsmechanik f�ur Masse (Konti-

nuit�atsgleichung), Impuls (Navier-Stokes Gleichung) und Energie. Eine physikalisch

m�ogliche St�orung des Str�omungszustandes zum Zeitpunkt t = 0 ergibt einen

neuen Str�omungszustand U(x; y; z; t = 0). Dieser muss den Randbedingungen

des Str�omungsproblems gen�ugen. Der neue Str�omungszustand muss sich nicht

zwangsl�au�g zur�uck zum Grundzustand U0 entwickeln.

Verfolgt man

U
0 = U(x; y; z; t)� U0(x; y; z) (2.21)

in der Zeit, kann beurteilt werden, ob der alte Zustand U0 wieder eingenommen wird.

kU 0k =

Z
V

jU 0(x; y; z; t)j2dV (2.22)

wird als
"
Gr�o�e der St�orung\ bezeichnet [35]. Sofern kU 0k < � f�ur alle t � 0

erf�ullt ist, hei�t die Grundstr�omung stabil. Die Gr�o�e der St�orung darf f�ur alle
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Zeiten nicht �uber eine feste Zahl � wachsen. Andernfalls hei�t die Str�omung instabil.

lim
t!1

kU 0(t)k = 0 (2.23)

wird als asymptotische Stabilit�at bezeichnet. Sie ist ein Spezialfall einer stabilen

Str�omung. In diesem Fall klingt eine beliebige St�orung auf Dauer ab.

Diese Aussagen beziehen sich auf die zeitliche Entwicklung der St�orenergie im ge-

samten Str�omungsfeld. Zur Beschreibung der r�aumlich-zeitlichen Ausbreitung einer

St�orung ben�otigt man ein Ma� f�ur die lokale Gr�o�e der St�orung.

A
2(x; y; z; t) =

dkU 0k

dV
= jU 0j2 (2.24)

ist ein Ma� f�ur die Gr�o�e der St�orung am Ort x,y,z zum Zeitpunkt t. A stellt

eine St�orenergiedichte dar. Die instabilen Str�omungen werden damit in 2 Gruppen

unterteilt:

� Klingt die St�orenergiedichte A am Ort ihrer Einleitung zeitasymptotisch ab,

hei�t die Str�omung lokal konvektiv instabil

� Bleibt die St�orenergiedichte A am Ort der Einbringung erhalten oder w�achst

sie noch weiter an ( indem Energie aus der Grundstr�omung die St�orung

verst�arkt ), wird die Str�omung als lokal absolut instabil bezeichnet.

2.3 Thermische Konvektion mit vertikalen Tem-

peraturgradienten

In diesem Kapitel werden die Grundlagen und Kennzahlen der thermischen Konvek-

tion f�ur vertikale, d.h. parallel zum Schwerkraftvektor orientierte, Temperaturgradi-

enten eingef�uhrt. Obwohl sich die Str�omungsformen f�ur diese Kon�gurationen von

den in dieser Arbeit behandelten deutlich unterscheiden, sind die Grundlagen zum

Verst�andnis n�otig. Es soll eine ph�anomenologische Beschreibung dieser Grundlagen

gegeben werden, ohne die Mathematik der Konvektion mit vertikalen Gradienten

explizit auszuf�uhren.
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2.3. THERMISCHE KONVEKTION MIT VERTIKALEN TEMPERATURGRADIENTEN

2.3.1 Rayleigh-Benard-Konvektion, oder auftriebsgetriebe-

ne Konvektion

Auftriebsgetriebene Konvektion, oft als nat�urliche Konvektion oder Rayleigh Kon-

vektion bezeichnet, tritt auf, wenn ein Fluid im Gravitationsfeld einem Tempera-

turgradienten ausgesetzt wird und wenn die Dichte des Fluids mit der Temperatur

variiert.

Wir betrachten eine Fl�ussigkeitsschicht, die in vertikaler Richtung von zwei starren

W�anden begrenzt wird, von denen die untere eine h�ohere Temperatur aufweist, als

die obere. Im Normalfall wird die Dichte des Fluids, aufgrund der Volumenausdeh-

nung, mit steigender Temperatur sinken. Daher ist die Fl�ussigkeit an der oberen,

k�alteren Platte schwerer als die Fl�ussigkeit an der unteren, w�armeren Platte. Dieses

System stellt eine im Gravitationsfeld instabile Dichteschichtung dar. F�ur kleine

Temperaturdi�erenzen wird die Fl�ussigkeit die W�arme durch W�armeleitung trans-

portieren, es stellt sich ein linearer Temperaturgradient ein. Wird durch eine St�orung

ein Fl�ussigkeitselement nach unten verschoben, so ist seine Dichte, durch seine nied-

rigere Temperatur, h�oher als die der es umgebenden Fl�ussigkeitselemente. Es erf�ahrt

eine Volumenkraft in Gravitationsrichtung, die in Richtung der urspr�ungliche Aus-

lenkung wirkt, und wird die abw�artsgerichtete Bewegung beibehalten. Aufgrund der

Massenerhaltung muss an anderer Stelle ein Fluidelement nach oben bewegt werden.

Dieses Element hat im Vergleich zu den es umgebenden eine geringere Dichte und

wird ebenfalls eine Kraft in Bewegungsrichtung erfahren. Diese Bewegung f�uhrt zu

einer Konvektionsstr�omung, es sei denn, die Viskosit�at und die W�armeleitf�ahigkeit

der Fl�ussigkeit sind gro� genug im Verh�altnis zu den entstehenden Kr�aften, um

durch Reibung und Temperaturausgleich die entstehenden mechanischen und ther-

mischen St�orungen zu d�ampfen, wodurch der urspr�ungliche, ruhende Zustand wie-

derhergestellt wird.

Dieses Gedankenexperiment zeigt, dass dieses Problem, im Gegensatz zu ande-

ren klassischen Problemen nicht reibungsfrei (verschwindende Viskosit�at), isotherm

oder adiabat betrachtet werden kann, da die St�orungen durch die Viskosit�at und

W�armeleitung ged�ampft und durch Auftriebskr�afte angeregt werden. F�ur station�are

Bedingungen existiert ein Gleichgewicht zwischen diesen E�ekten, das durch die

Rayleighzahl, die bei der Entdimensionierung der Grundgleichungen auftaucht, cha-

rakterisiert wird:

Ra =
�g�TL3

�k
(2.25)

mit �, dem volumetrischen AusdehnungskoeÆzienten, g der Erdbeschleunigung, �T

der vertikalen Temperaturdi�erenz �uber die Fluidschicht (positiv f�ur von unten be-

heizte Schicht), L der Dicke der Fluidschicht, � der kinematischen Viskosit�at und k

der thermischen Di�usivit�at.

�Uberschreitet die Temperaturdi�erenz die im weiteren als kritische Temperaturdif-
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kalt

Flüssigk.

Gas

a) auftriebsgetriebene Konvektion

kalt

b) oberflächenspannungsgradientengetriebene Konvektion

Gas
wärmer

kälter

x y

warm

warm

Flüssigk.

Abbildung 2.1: Physik der Rayleigh-Marangoni-Konvektion

ferenz bezeichnete, �ubersteigt die Anregung durch die Auftriebskraft die D�ampfung

durch Reibung und W�armeleitung und das Fluid setzt sich in Bewegung, auftriebs-

getriebene Konvektion entsteht.

2.3.2 Marangoni-Konvektion, oder ober-


�achenspannungsgradientengetriebene Konvektion

Durch den Ober
�achenspannungsgradienten getriebene Konvektion oder

Marangoni-Konvektion kann, im Gegensatz zur auftriebsgetriebenen, auch

ohne ein Gravitations- oder Beschleunigungsfeld existieren.

Wir betrachten eine Fluidschicht, die von unten durch eine feste, isotherme Wand,

und von oben durch eine freie Grenz
�ache zu einem passiven Gas begrenzt wird

(Abb. 2.1). Ein passives Gas ist in diesem Zusammenhang ein Gas, in dem sich

keine mechanischen oder thermischen St�orungen ausbreiten. �Uber dem Gas be�n-

det sich eine weitere isotherme Wand. Um die Vergleichbarkeit mit Absatz 2.3.1

zu erhalten wird die Temperatur der unteren Wand h�oher als die der oberen ange-
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nommen. Wird nun die Ober
�ache lokal gest�ort, erfahren die nach oben bewegten

Regionen der Ober
�ache eine niedrigere, die nach unten bewegten eine h�ohere Tem-

peratur. Da die Ober
�achenspannung typischerweise mit steigender Temperatur

sinkt, erfahren die nach oben bewegten Bereiche eine h�ohere Ober
�achenspannung.

Die h�ohere Ober
�achenspannung zieht Fluid entlang der freien Ober
�ache an, das

in den T�alern durch warmes Fluid von unten ersetzt wird. Die treibende Kraft

wird verst�arkt. Die W�armeleitung scha�t einen Ausgleich im Temperaturfeld ent-

lang der Ober
�ache, w�ahrend die Reibung die Bewegung bremst. Diese beiden Ef-

fekte d�ampfen die St�orung. Wie im Fall der auftriebsgetriebenen Konvektion exi-

stiert eine kritische Temperaturdi�erenz, bei deren �Uberschreiten die vom Ober-


�achenspannungsgradienten erzeugte Str�omung nicht mehr durch die Reibung und

W�armeleitung herausged�ampft wird und die Konvektion einsetzt.

Die Entdimensionierung der Modellgleichungen des Kr�aftegleichgewichts entlang der

Ober
�ache f�uhrt zu einer dimensionslosen Kennzahl, die das Gleichgewicht zwischen

den dissipativen E�ekten Reibung und W�armeleitung und den treibenden Kr�aften

des Ober
�achenspannungsgradienten. Diese Kennzahl wird Marangonizahl genannt:

Ma =
�T�TL

�k
(2.26)

mit �T = @�
@T
, der Temperaturabh�angigkeit der Ober
�achenspannung (linear) und �

der dynamischen Viskosit�at.

W�ahrend in obigen Ausf�uhrungen entsprechend [3, 47] eine verformbare Ober
�ache

vorausgesetzt wurde, ist es f�ur theoretische Untersuchungen interessant, dass diese

bewegliche Ober
�ache nicht n�otig ist, damit die Marangoni-Konvektion einsetzt.

Hierzu betrachten wir Abb. 2.1 b) unter der Annahme einer ebenen Ober
�ache. Die

Punkte x und y liegen auf der selben H�ohe. Ein an der Stelle y nach unten bewegtes

Fluidelement wird von einem Fluidelement ersetzt, das n�aher an x liegt. Infolgedes-

sen wird w�armere Fl�ussigkeit an x aufsteigen. Wenn die Ober
�achenspannung mit

steigender Temperatur sinkt, wie es f�ur die meisten Fluide der Fall ist, str�omt das

Fluid von warmen Gebieten entlang der Ober
�ache zu k�uhleren Gebieten, also im

betrachteten Fall von x nach y, wodurch die urspr�ungliche Bewegung verst�arkt und

aufrechterhalten wird, sofern Reibung und W�armeleitung die St�orung nicht her-

ausd�ampfen. Dies bedeutet, dass die Marangoni-Konvektion unter der Annahme

starrer Ober
�achen, d.h. Ober
�achen mit unendlicher Ober
�achenspannung, unter-

sucht werden kann. Die St�arke der Konvektion ist nur noch von Gradienten �T = @�
@T

abh�angig. Diese Vereinfachung wurde von Pearson [37] in der ersten theoretischen

Analyse der Marangoni-Konvektion mit einer der von Rayleigh im Falle der auf-

triebsgetriebenen Konvektion verwendeten �ahnlichen Methode geliefert.

Das Auftreten der Rayleigh-Konvektion einerseits und der Marangoni-Konvektion

andererseits wird bei konstantem Gravitationsfeld haupts�achlich durch die H�ohe

der Fluidschicht bestimmt. Aus Gleichungen (2.25) und (2.26) ist ersichtlich, dass
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die St�arke der Rayleigh-Konvektion proportional zu L
3 und die der Marangoni-

Konvektion direkt zu L proportional ist. Aus dieser Dimensionsbetrachtung l�asst

sich ableiten, dass f�ur gro�e Schichtdicken, die Rayleigh-Konvektion und f�ur geringe

Schichtdicken die Marangoni-Konvektion �uberwiegt. Dies ist der Grund f�ur das in

j�ungerer Zeit verst�arkte Interesse an Konvektionsstr�omungen vom Marangonityp,

da die relevanten Abmessungen in der Mikrosystemtechnik und Beschichtungstech-

nologie immer kleiner werden, und Auftriebsph�anomene in den Hintergrund treten.

Bei gleichbleibenden Sto�gr�o�en ist aus (2.25) und (2.26) eine weitere

M�oglichkeit ersichtlich, um das Verh�altnis zwischen Auftriebs- und Ober-


�achenspannungskr�aften zu verschieben: Bei Verringerung der Gravitationskraft

ist einleuchtenderweise eine Verringerung des Auftriebs zu erwarten, was f�ur An-

wendungen unter �-, bzw. 0-g-Bedingungen zu einer Vorherrschaft der Marangoni-

Konvektion f�uhrt, die lange Zeit vernachl�assigt wurde.

Eine dimensionslose Kennzahl, die das Verh�altnis zwischen Auftriebs- und Ober-


�achenspannungskr�aften angibt, ist die Bond-Zahl:

Bo =
Ra

Ma
=

��gL
2

�T
(2.27)

F�ur Bo >> 1 herrscht die auftriebsgetriebene, f�ur Bo << 1 die vom Ober-


�achenspannungsgradienten getrieben Konvektion vor. F�ur Bond-Zahlen in der

Gr�o�enordnung von 1 wird gemischte Konvektion auftreten.

2.4 Grenz
�achenkopplung in Mehrschichtsyste-

men

In Zweischichtsystemen unmischbarer Fl�ussigkeiten gibt es f�unf unterschiedliche Ar-

ten auf die die Konvektion in den beiden Fl�ussigkeiten �uber die Grenz
�ache koppeln

k�onnen. Eine ausf�uhrliche Beschreibung dieser Kopplungsmechanismen geben John-

son und Narayanan [20, 21].

Betrachtet wird ein vertikales Schichtsystem aus zwei nichtmischbaren Fluiden un-

terschiedlicher Dichte, das vertikal von zwei festen, isothermen W�anden begrenzt

und von unten beheizt wird.

Die erste Kopplung (lower dragging mode) tritt auf, wenn die untere Schicht insta-

bil f�ur auftriebsgetriebene Konvektion wird, und die obere Schicht �uber Reibung

mitzieht (Abb. 2.2 a).

Der gegens�atzliche Mechanismus tritt auf, wenn in der oberen Schicht auftriebsge-

triebene Konvektion einsetzt, die die untere Schicht mitzieht (lower dragging mode,

Abb. 2.2 d)

18



2.4. GRENZFL�ACHENKOPPLUNG IN MEHRSCHICHTSYSTEMEN

Diese beiden Arten der Kopplung sind typischerweise zu �nden, wenn die Schicht-

dicken bei �ahnlicher Viskosit�at und thermischer Ausdehnung der Fluide unterschied-

lich sind. F�ur Kon�gurationen mit gleichm�a�igen Schichtdicken, in denen beide

Schichten instabil werden, und auftriebsgetriebene Konvektion entwickeln, k�onnen

zwei unterschiedliche Kopplungen auftreten.

Die erste wird mechanische oder Reibungskopplung (viscous coupling, Abb. 2.2 b)

genannt, und wird durch gegenl�au�ge Konvektionsrollen charakterisiert. Die beiden

Fluidschichten str�omen unabh�angig, die Grenz
�ache wird f�ur reine Reibungskopp-

lung zur Isothermen.

Das zweite Kopplungsszenario ist die thermische Kopplung (thermal coupling, Abb.

2.2 c) und zeigt gleichl�au�ge Konvektionsrollen. Da in der Grenz
�ache kein Schlupf

auftreten kann, muss f�ur die reine thermische Kopplung die Geschwindigkeit in der

Grenz
�ache Null werden.

Zwischen diesen beiden Kopplungsmechanismen kann beim Einsetzen der Konvek-

tion eine Oszillation eintreten, da jeweils nur eine der beiden Kopplungen m�oglich

ist. Diese Oszillation wurde von Gershuni und Zhukhovitskii [13] numerisch und

sp�ater experimentell von Degen et al. [7, 8] beobachtet.

Die letzte Abbildung 2.2 e) zeigt die sogenannte ober
�achengetriebene thermische

Kopplung (surface-driven thermal coupling). Diese Kopplung tritt typischerweise in

einem Fl�ussigkeits-Gas-System auf, wenn die auftriebsgetriebene Konvektion in der

Gasschicht auftritt. Die Konvektionsstr�omung im Gas erzeugt ein ungleichf�ormiges

Temperaturpro�l in der Grenz
�ache, das die Konvektion in der Fl�ussigkeitsschicht

ausl�ost [22]. Die Konvektion in der unteren Schicht ist in diesem Fall alleine durch

horizontale Temperaturgradienten an der Grenz
�ache erzeugt.
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KAPITEL 2. PHYSIKALISCHE GRUNDLAGEN

a) lower dragging mode b) viscous coupling

d) upper dragging mode e) surf.-dr. therm. coupl.

c) thermal coupling

Abbildung 2.2: Formen der konvektiven Kopplung, von a) nach e) steigt die Auf-

triebskraft in der oberen Schicht
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Kapitel 3

Simulation der gemischten

Konvektion

3.1 Mathematische Modellierung der dreidimen-

sionalen Str�omung

Entsprechend dem in Kapitel 4.2 de�nierten Experiment, wird die thermische

Konvektion in einer dreidimensionalen Box B = x =(x; y; z) : x 2 [0; 4L]; y 2

[0; 2L]; z 2 [0; 2L], die mit zwei nicht mischbaren Boussinesq Fluiden gef�ullt ist,

untersucht. Die Fluid-Fluid-Grenz
�ache wird durch die Ober
�ache z = �(x; y; t)

(at t = 0 �(x; y; 0) = L) gebildet. Die Grenz
�ache trennt B in zwei Bereiche:

B = B1 [ B2. Die Parameter der Fluide in den jeweiligen Bereichen seien kon-

stant, Indizes 1 und 2 bezeichnen den unteren (FC70) bzw. oberen (M10) Bereich.

Die rechte und linke Wand sind isotherm mit Th and Tc (Th > Tc). Alle anderen

W�ande sind adiabat.

3.1.1 Gleichungen der thermischen Konvektion (Boussinesq

Approximation)

Diese Str�omung wird beschrieben durch die Gleichungen der thermischen Konvek-

tion (Boussinesq Gleichungen, Boussinesq Approximation) [51, 14]:

r � v = 0 (3.1)

vt + v � rv = �
1

�0
rp+ ��v+ g�� k (3.2)
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KAPITEL 3. SIMULATION DER GEMISCHTEN KONVEKTION

�t + v � r� = k�� (3.3)

mit Geschwindigkeit v = (u; v; w), Temperatur � und Druck p (wobei � und p die

Abweichung von mittleren hydrostatischen Werten T0 und p0 darstellen), der mitt-

leren Dichte �0, Erdbeschleunigung g mit Gravitationsrichtungsvektor k =(0; 0; 1)

und volumetrischer thermischer AusdehnungskoeÆzient �.

#; k; �; �; �0 =

�
#1; k1; �1; �1; �0;1 = const; f�ur x 2 B1

#2; k2; �2; �2; �0;2 = const; f�ur x 2 B2
(3.4)

3.1.2 Randbedingungen

F�ur die W�ande und die Grenz
�ache werden folgende Randbedingungen gesetzt:

� Haft- und Nichtdurchdringungsbedingung an den W�anden

v(0; y; z) = 0;

v(4L; y; z) = 0;

v(x; y; 0) = 0;

v(x; y; 2L) = 0;

v(x; 0; z) = 0;

v(x; 2L; z) = 0 (3.5)

� Isotherme und adiabate W�ande:

�(0; y; z) = �c;

�(4L; y; z) = �h (3.6)

�z(x; y; 0) = 0;

�z(x; y; 2L) = 0;

�y(x; 0; z) = 0;

�y(x; 2L; z) = 0 (3.7)

� Kontinuit�at der Geschwindigkeit, Temperatur und W�armestr�ome an der

Grenz
�ache @B12 (z = �(x; y; t)):

v1 = v2; �1 = �2, �1�z;1 = �2�z;2; f�ur x 2@B12 (3.8)
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� und das Schubspannungsgleichgewicht entlang der Grenz
�ache @B12 [55, 25,

35]:�
p1 � p2 � �(

1

R1

+
1

R2

)

�
ni = (�ik;1 � �ik;2)nk +

@�

@xi
; f�ur x 2@B12

mit dem Spannungstensor �ik;1, den Kr�ummungsradien der Ober
�ache R1 und

R2, der Ober
�achenspannung � und dem Einheitsnormalenvektor der Ober-


�ache n. Bei linearer Abh�angigkeit der Ober
�achenspannung � von der Tem-

peratur: � = �0 � �1�; mit konstanten �0 und �1 wird diese Randbedingung

zu:�
p1 � p2 � �(

1

R1

+
1

R2

)

�
ni = (�ik;1 � �ik;2)nk � �1

@�

@xi
; f�ur x 2@B12

(3.9)

3.2 Grundstr�omung im unendlich ausgedehnten

Kanal

3.2.1 Mathematische Modellierung

Als erster Schritt zur numerischen Simulation der gemischten Konvektion wird

die Grundstr�omung im in x- und y-Richtung unendlich ausgedehneten Kanal

B = fx =(x; y; z) : x; y 2 (�1;1); z 2 [�L; L]g betrachtet. Die Grenz
�ache

z = 0 trennt B in zwei Bereiche B = B1 [B2. Der Temperaturgradient ÆT = Tx ist

konstant in x-Richtung, ÆT = �T � L=4L. Die W�ande an z = �L sind adiabat.

L�ange, Zeit, Geschwindigkeit, Druck und Temperatur in Gleichungen (3.1) bis (3.3)

werden mit

L; L
2
=�1; k1=L; �0;1#1k1=L

2
; ÆTL

entdimensionalisiert.

Die Str�omung wird beschrieben durch:

1=Pr(v � r)v = �1=
�rp+ 
�4v +Ra
��k (3.10)

(v � r)� = 
k4� (3.11)

In diesen Variablen werden die Randbedingungen (3.5) bis (3.9) repr�asentiert durch:

� Haftbedingung, Nichtdurchdringung:

v1(�1) = v2(1) = 0 (3.12)
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KAPITEL 3. SIMULATION DER GEMISCHTEN KONVEKTION

� Adiabate W�ande:

�z(�1) = 0 (3.13)

� Kontinuit�at �uber die Grenz
�ache:

v1(0) = v2(0);

w1(0) = 0;

�1(0) = �2(0);

Tz;1(0)� 
�Tz;2(0) = 0 (3.14)

� Schubspannungsgleichgewicht entlang der Grenz
�ache:

�uz;1 + 
�
�uz;2 �Ma�x = 0;

�vz;1 + 
�
�vz;2 �Ma�y = 0 (3.15)

Diese Bewegungsgleichungen haben eine exakte L�osung der Form:

V0(z) = (U(z); 0; 0)

T0(x; z) = x + T (z)

P0(x; z) = xPa(z) + Pb(z): (3.16)

Damit ergibt sich ein System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen in z-Richtung:

�Pa + 
�
�U
00

= 0 (3.17)

�P
0

a + 
�
�Ra = 0 (3.18)

�P
0

b + 
�
�RaT = 0 (3.19)


kT̂
00

� U = 0 (3.20)
0Z

�1

U(z)dz =

1Z
0

U(z)dz = 0 (3.21)

mit den Randbedingungen:

U1(�1) = U2(1) = DT1(�1) = DT2(1) = 0 (3.22)

T1(0) = T2(0); DT1(0) = 
�DT1(0) (3.23)

�DU1(0) + 
�
�DU2(0) =Ma (3.24)

mit

Pr = #1=k1 Prandtlzahl

Ra = (L4g�1ÆT )(#1k1) Rayleighzahl

Ma = (L2ÆT�1)=(�1#1k1) Marangonizahl

D = d=dz


�; 
k; 
�; 
� =

�
1; f�ur x 2 B1

#2=#1; k2=k1; �2=�1; �0;2=�0;1; f�ur x 2 B2
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Um diese Grundlagenuntersuchung so einfach und vergleichbar wie m�oglich zu hal-

ten, sind die 
-Verh�altnisse der physikalischen Parameter f�ur die Untersuchungen

in diesem Kapitel identisch gleich 1, d.h. die physikalischen Parameter unterschei-

den sich f�ur die beiden Fluidschichten nicht. Lediglich die Berechnungen im Kapitel

"
Veri�kation\ sind f�ur die realen 
-Werte durchgef�uhrt.

Dieses System l�asst sich analytisch l�osen und liefert f�ur die Geschwindigkeit und die

Temperatur folgende Funktionen:

u1(z) =

�
1

6


�
�Ra


�
� + 1
+
1

6

Ra


�
� + 1

�
z
3

+

�
1

16


�
�Ra


�
� + 1
�
3

4

Ma


�
� + 1
+
1

4


�
�Ra


�
� + 1
+

3

16

Ra


�
� + 1

�
z
2

+

�
�

Ma


�
� + 1
+

1

12


�
�Ra


�
� + 1
+

1

12


�
�Ra


�
� + 1

�
z

+
1

48


�
�Ra


�
� + 1
+
1

4

Ma


�
� + 1
+

1

48

Ra


�
� + 1
; f�ur z � 0 (3.25)

u2(z) =

�
1

6


�
�Ra


�
� + 1
+
1

6


�Ra

(
�
� + 1)
�

�
z
3

+

�
�

3

16


�
�Ra


�
� + 1
�
3

4

Ma


�
� + 1
�
1

4


�
�Ra

(
�
� + 1)
�
�

1

16

Ra


�
� + 1

�
z
2

+

�
�

Ma


�
� + 1
+

1

12

Ra


�
� + 1
+

1

12


�Ra

(
�
� + 1)
�

�
z

+
1

48


�
�Ra


�
� + 1
�
1

4

Ma


�
� + 1
�

1

48

Ra


�
� + 1
; f�ur z � 0 (3.26)

T1(z) =

�
1

120

Ra


�
� + 1
+

1

120


�
�Ra


�
� + 1

�
z
5

+

�
1

192


�
�Ra


�
� + 1
�

1

16

Ma


�
� + 1
+

1

64

Ra


�
� + 1
+

1

48


�
�Ra


�
� + 1

�
z
4

+

�
1

6

Ma


�
� + 1
+

1

72


�
�Ra


�
� + 1
+

1

72


�
�Ra


�
� + 1

�
z
3

+

�
1

96


�
�Ra


�
� + 1
�

1

8

Ma


�
� + 1
�

1

96

Ra


�
� + 1

�
z
2
; f�ur z � 0 (3.27)
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T2(z) = �

�
1

120


�
�Ra

(
�
� + 1)
k
+

1

120


�Ra

(
�
� + 1)
�
k

�
z
5 +

�
1

192

Ra

(
�
� + 1)
k

�
1

16

Ma

(
�
� + 1)
k
+

1

64


�
�Ra

(
�
� + 1)
k
+

1

48


�Ra

(
�
� + 1)
�
k

�
z
4

�

�
1

6

Ma

(
�
� + 1)
k
+

1

72


�Ra

(
�
� + 1)
�
k
+

1

72

Ra

(
�
� + 1)
k

�
z
3

+

�
1

96


�
�Ra

(
�
� + 1)
k
�
1

8

Ma

(
�
� + 1)
k
�

1

96

Ra

(
�
� + 1)
k

�
z
2
; f�ur z � 0(3.28)

3.2.2 Linearisierte Stabilit�atsanalyse

Die linearisierte Stabilit�atsanalyse der Grundstr�omung (Glg. 3.16) gegen�uber

St�orungen der Form

(v(z);�(z); p(z))e{(!t+�x)

ergibt folgendes Spektralproblem

{!Aw = 
�A
2
w � 
�Ra�

2�+ {�=Pr(U 000w � U0Aw) (3.29)

{!� = 
k=PrA�� 1=Pr(�wz=({�) + {�U� + T
0

w); (3.30)

mit A = D
2 � �

2 und den Randbedingungen:

w
1(�1) = 0; w

2(�1) = 0; Dw
1(�1) = Dw

2(1) = 0; (3.31)

Dw
1(0) = Dw

2(0); D2
w
1(0)� 
�
�D

2
w
2(0) = �Ma�

2�1(0); (3.32)

�1
z(�1) = 0; �2(1) = 0; �1(0) = �2(0); D�1(0) = 
�D�2(0) (3.33)

Abbildungen 3.1 und 3.2 zeigen das Stabilit�atsdiagramm f�ur die Grundstr�omung

f�ur verschiedene Rayleigh-Zahlen von Ra = 0 bis Ra = 12500. Es zeigt sich eine

Stabilisierung f�ur hohe Rayleighzahlen und ein Stabilit�atsminimum. Dieses Stabi-

lit�atsminimum ist in Abbildung 3.3 dargestellt. Dieses Minimum be�ndet sich im

Bereich Bo � 1:5.

Dieser Bereich soll im folgenden n�aher untersucht werden.

In Abbildung 3.3 ist zus�atzlich die Gerade Bo = 66; 7, die ungef�ahr den im geplanten

Experiment realisierbaren Zust�anden entspricht, eingezeichnet. Ein �uberkritischer

Zustand kann im Veri�kationsexperiment nicht erzeugt werden. Diese Arbeit

soll die Grundlagen liefern, um ein solches Experiment auch zur Untersuchung

�uberkritischer (oszillativer) Zust�ande fundiert auslegen zu k�onnen.
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Abbildung 3.1: Stabilit�atsdiagramm lineare Stabilit�atsanalyse 250 � Ra � 12500
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Abbildung 3.2: Stabilit�atsdiagramm lineare Stabilit�atsanalyse 0 � Ra � 625
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0 1000 2000 Ra
0

100
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M

a c

Bo=66,67

Abbildung 3.3: Kritische Marangoni-Zahl Mac, 0 � Ra � 2500

3.2.3 Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le der eindi-

mensionalen analytischen L�osung

Das in der linearisierten Stabilit�atsanalyse auftretende Stabilit�atsminimum muss

seine Ursache in einer �Anderung der Struktur der Grundstr�omung und der Grenz-


�achenkopplung haben. Abbildung 3.4 zeigt die beiden Grenzf�alle Bo = 0 und

Bo ! 1. Diese beiden F�alle zeigen die erwarteten gegens�atzlichen Kopplungen in

der Grenz
�ache.

F�ur verschwindende Bond-Zahl zeigt sich eine rein ober-


�achenspannungsgradientengetriebene Konvektion mit viskoser Kopplung in

der Grenz
�ache. Es stellen sich zwei gegenl�au�ge Konvektionsrollen mit hohen

Geschwindigkeiten in der Grenz
�ache ein. Das Geschwindigkeitspro�l zeigt in

der Grenz
�ache eine Diskontinuit�at durch das Schubspannungsgleichgewicht. Die

Str�omung ist symmetrisch zur Grenz
�ache.

F�ur eine gegen unendlich gehende Bondzahl, bzw. verschwindende Ober-


�achenspannungskr�afte, stellt sich die thermisch gekoppelte, rein auftriebsgetriebe-

ne Konvektion ein. Sie ist charakterisiert durch zwei gleichl�au�ge Konvektionsrollen

mit verschwindender Geschwindigkeit in der Grenz
�ache. Die Grenz
�ache kann als

Isotherme betrachtet werden. Die Str�omung ist punktsymmetrisch.
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Abbildung 3.4: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le, eindimensionale analyti-

sche L�osung Ma = 150, Ra = 0 (Bo = 0) und Ma = 0, Ra = 10000 (Bo!1)

Die Abbildungen 3.5 bis 3.7 zeigen die Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le

f�ur steigende Bondzahlen. Abb. 3.5a) zeigt nochmals die Ausgangsform Bo = 0.

Bei einer Bondzahl von Bo = 1; 533 zeigt sich an der oberen Berandung ein Wen-

depunkt im Geschwindigkeitspro�l (Abb. 3.5b). F�ur steigende Bondzahlen wandert

der Wendepunkt ins Str�omungsfeld, bis bei Bo = 2; 5 ein Minimum im Geschwin-

digkeitspro�l entsteht. Hier macht sich der steigende Anteil des Auftriebs als in

der oberen Schicht der Ober
�achenkraft entgegenwirkende Kraft bemerkbar, ohne

bisher eine wandnahe R�uckstr�omung auszul�osen. F�ur weiter steigende Bondzahlen

entsteht eine zur bisherigen Hauptrolle gegenl�au�ge auftriebsgetriebene Konvekti-

onsrolle, die die Hauptrolle zur Grenz
�ache hin verdr�angt, bis diese f�ur Bo ! 1

verschwindet.

Abbildung 3.8 zeigt die Str�omungskon�gurationen der eindimensionalen Grund-

str�omung im Ma-Ra-Diagramm aufgetragen.
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Abbildung 3.5: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le, eindimensionale analyti-

sche L�osung Ma = 150, 0 � Ra � 375, 0 � Bo � 2; 5
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Abbildung 3.6: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le, eindimensionale analyti-

sche L�osung Ma = 150, 450 � Ra � 1500, 3 � Bo � 10
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Abbildung 3.7: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le, eindimensionale analyti-

sche L�osung Ma = 150, 3000 � Ra � 10000, 20 � Bo � 66; 67 und Bo!1
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Abh�angigkeit von Marangoni- und Rayleighzahl
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3.3 Zwei- und dreidimensionale Str�omung

L�ange, Zeit, Geschwindigkeit, Druck und Temperatur in Gleichungen (3.1) bis (3.3)

werden mit

L; L
2
=�1; k1=L; �0;1#1k1=L

2
; ÆTL

entdimensioniert. Die Entdimensionierung der Temperatur erfolgt analog zur ein-

dimensionalen Modellierung mit dem mittleren Temperaturgradienten, obwohl der

Gradient in der zwei- und dreidimensionalen Str�omung nicht als konstant �uber x

vorausgesetzt werden kann. Die in der Literatur oft vorgenommene Entdimensio-

nierung der Temperatur mit �T wurde nicht �ubernommen, da die St�arke der kon-

vektionstreibenden Kr�afte vom Gradienten der Temperatur, und lediglich durch die

Geometrie von der absoluten Temperaturdi�erenz abh�angt. Auf diese Weise ist eine

bessere Vergleichbarkeit f�ur Konvektionsstr�omungen in verschiedenen Geometrien

gegeben.

Mit der Variablentransformation

x! x
x � 1; y ! y
y � 1; z ! z
z � 1;

mit


x = 1=2; 
y = 1; 
z = 2:

wird die Box B in

Bn = fx = (x; y; z): x 2 [�1; 1]; y 2 [�1; 1]; z 2 [�1; 3]g

�uberf�uhrt 1

Die Str�omung wird dann vom folgenden System von Gleichungen beschrieben.

r � v = 0 (3.34)

vt = �
1


�
r� + 
� �v+ 
�RaT k+

1

Pr
[v; rotv] (3.35)

PrTt + v � rT = 
k�T (3.36)

mit den Randbedingungen:

v(� 1; y; z) = v(x;�1; z) = v(x; y;�1) = v(x; y; 3) = 0 (3.37)

u1 = u2; v1 = v2; w1 = w2 = 0 (3.38)

�
zuz;1 + 
z
�
�uz;2 �Ma
xTx = 0; �
zvz;1 + 
z
�
�vz;2 �Ma
yTy = 0 (3.39)

1Diese transformierten Koordinaten sind unabh�angig von der realen Geometrie. Der einfacheren

Vorstellung wegen werden in der Darstellung der Ergebnisse die realen Koordinaten verwendet.
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T (�1; y; z) = 0; T (1; y; z) = 1 (3.40)

Ty(x;�1; z) = Tz(x; y;�1) = Tz(x; y; 3) = 0; (3.41)

T1 = T2; Tz;1 = 
�Tz;2; (3.42)

mit Geschwindigkeit v = (u; v; w) und Temperatur T , � = p+ 1
2Pr

v2 und Druck p,

sowie:

Pr = #1
k1

� Prandtlzahl,

Ra = L4g�1ÆT

#1k1
� Rayleighzahl,

Ma = L2ÆT�1
�0;1#1k1

� Marangonizahl,

In der Bildung der dimensionslosen Kennzahlen ist ebenso der Temperaturgradient

eingesetzt. Da die Dimension des Temperaturgradienten T
L
ist, sind die Kennzahlen

um eine Ordnung h�oher von der charakteristischen L�ange abh�angig, als bei der

h�au�g in der Literatur verwendeten Bildung mit der Temperaturdi�erenz.

�ik =

�


�
(
xk

@vi

@xk
+ 
xi

@vk

@xi
);

r = (
x@x; 
y@y; 
z@z);

� = 

2
x@

2
x + 


2
y@

2
y + 


2
z@

2
z ;


�; 
k; 
�; 
� =

�
1; f�ur x 2 B1

#2=#1; k2=k1; �2=�1; �0;2=�0;1; f�ur x 2 B2 :

Wie bereits bei der eindimensionalen Untersuchung der Grundstr�omung sind auch

bei der zwei- und dreidimensionalen Untersuchung 
�; 
k; 
�; 
� = 1 f�ur beide Fluid-

schichten.

3.3.1 Numerischer Algorithmus

Die Gleichungen (3.34)-(3.42) werden r�aumlich mit der Pseudo-Spektralmethode

integriert.

F�ur die Zeitdiskretisierung kommen zwei Verfahren zum Einsatz:

� Implizites Euler Verfahren erster Ordnung (A)
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� Implizites Crank-Nicholson Verfahren zweiter Ordnung (B)

Die numerische L�osung basiert auf einer auf die einzelnen Schichten getrennten

Polynomexpansion:

fv(x; t); T (x; t);�(x; t)g = (3.43)
MX
m=0

NX
n=0

PX
p=0

fv̂mnp(t); T̂mnp(t); �̂mnp(t)g � Tm(x)Tn(y)Tp(z);

mit den Chebyshev-Polynomen Tm(x), Tn(y) und Tp(z). Hierauf wird zur r�aumlichen

Diskretisierung eine Kollokationsmethode mit Gauss-Lobatto-Punkten

f(xr; ys; zl)g = f( cos(�r=M); cos(�s=N); cos(�l=P ) )g; (3.44)

mit r 2 [0;M ]; s 2 [0; N ]; l 2 [0; P ] , angewandt.

Durch die r�aumliche und zeitliche Diskretisierung wir das System auf ein algebrai-

sches Gleichungssystem reduziert, das durch die Ein
ussmatrizenmethode [26] gel�ost

wird.

Eine ausf�uhrliche Beschreibung des verwendeten Algorithmus �ndet sich in [49, 50].

3.3.2 Zweidimensionale Simulation der Grundstr�omung

Es wurde die zweidimensionale Grundstr�omung simuliert, d.h. die Str�omung in ei-

nem in y-Richtung unendlich ausgedehnten Kanal. Abbildung 3.9 zeigt Stromlinien

und Isothermen f�ur die beiden Grenzf�alle Bo = 0 und Bo!1, Abbildung 3.10 die

Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le f�ur die Mitte der Konvektionszelle x = xm

f�ur diese beiden F�alle. Es zeigen sich die erwarteten gegens�atzlichen Kopplungen in

der Grenz
�ache ein.

F�ur Bo = 0 ergibt sich rein ober
�achenspannungsgetriebene Konvektion mit visko-

ser Kopplung. Es stellen sich die zwei gegenl�au�gen Konvektionsrollen ein.

F�ur Bo!1 zeigt sich die thermisch gekoppelte, rein auftriebsgetriebene Konvekti-

on mit zwei gleichl�au�gen Konvektionsrollen mit verschwindender Geschwindigkeit

in der Grenz
�ache.

Die Abbildungen 3.11 bis 3.13 zeigen die Stromlinien und Isothermen der zweidi-

mensionalen Grundstr�omung f�ur steigende Bondzahlen. In den Abbildungen 3.14 bis

3.16 sind die entsprechenden Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le dargestellt.

Es zeigt sich eine gute �Ubereinstimmung der zweidimensionalen L�osung der DNS

mit der analytischen L�osung. Bei Bo = 1; 533 entsteht an der oberen Berandung ein
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Abbildung 3.9: Stromlinien und Isothermen, zweidimensionale Grundstr�omung,

Ma = 150, Ra = 0 (Bo = 0) und Ma = 0, Ra = 10000 (Bo!1)

Wendepunkt im Geschwindigkeitspro�l, der ins Str�omungsfeld hineinwandert. Bei

Bo = 2; 5 ist das Minimum an der oberen Berandung zu identi�zieren. Es entsteht

an der oberen Wand von den Seiten zur Mitte hin die auftriebsgetriebene Konvekti-

onsrolle, die f�ur steigende Bondzahlen die bisherige ober
�achenspannungsgetriebene

Hauptrolle zur Grenz
�ache hin verdr�angt, bis diese f�ur Bo ! 1 vollst�andig ver-

dr�angt ist.
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Abbildung 3.10: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm, zweidimensio-

nale Grundstr�omung Ma = 150, Ra = 0 (Bo = 0) und Ma = 0, Ra = 10000

(Bo!1)
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Abbildung 3.11: Stromlinien und Isothermen, zweidimensionale Grundstr�omung

Ma = 150, 0 � Ra � 375, 0 � Bo � 2; 5
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Abbildung 3.12: Stromlinien und Isothermen, zweidimensionale Grundstr�omung

Ma = 150, 450 � Ra � 1500, 3 � Bo � 10
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Abbildung 3.13: Stromlinien und Isothermen, zweidimensionale Grundstr�omung

Ma = 150, 3000 � Ra � 10000, 20 � Bo � 66; 67 und Bo!1
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Abbildung 3.14: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm, zweidimensio-

nale Grundstr�omung Ma = 150, 0 � Ra � 375, 0 � Bo � 2; 5
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Abbildung 3.15: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm, zweidimensio-

nale Grundstr�omung Ma = 150, 450 � Ra � 1500, 3 � Bo � 10
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Abbildung 3.16: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm, zweidimensiona-

le Grundstr�omung Ma = 150, 3000 � Ra � 10000, 20 � Bo � 66; 67 und Bo!1
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3.3.3 Dreidimensionale Simulation der Grundstr�omung

Die zweidimensionale L�osung entspricht physikalisch der Str�omung im Mittelschnitt

y = ym eines Beh�alters, dessen Ausdehnung in y-Richtung deutlich gr�o�er ist, als

seine Ausdehnung in x- und z-Richtung. Ein solcher Beh�alter ist technisch und expe-

rimentell meist nicht realisierbar. Insbesondere in Weltraumlabors ist die r�aumliche

Ausdehnung begrenzt. Die Vergleichbarkeit einer zweidimensionalen Simulation mit

experimentellen Ergebnissen ist nur bedingt gegeben, da im Experiment zum einen

zus�atzliche Reibung durch die W�ande in y-Richtung, zum anderen dreidimensionale

Ausgleichstr�omungen, die die Struktur der Str�omung ver�andern, auftreten. Daher

wird die Grundstr�omung in der dreidimensionale Box Lx = 2Ly = 2Lz = 4L simu-

liert.

Abbildung 3.17 zeigt Stromlinien und Isothermen f�ur die beiden Grenzf�alle Bo = 0

und Bo!1, Abbildung 3.18 die Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le f�ur die

Mitte der Konvektionszelle x = xm; y = ym f�ur diese beiden F�alle. Es ergeben sich

die bereits von der analytischen und der zweidimensionalen Simulation bekannten

Grenzf�alle:

F�ur Bo = 0 die rein ober
�achenspannungsgetriebene Konvektion mit viskoser Kopp-

lung und zwei gegenl�au�gen Konvektionsrollen.

F�ur Bo ! 1 die thermisch gekoppelte, rein auftriebsgetriebene Konvektion mit

zwei gleichl�au�gen Konvektionsrollen und verschwindender Geschwindigkeit in der

Grenz
�ache.

Die Abbildungen 3.19 bis 3.21 zeigen die Stromlinien und Isothermen der zweidi-

mensionalen Grundstr�omung f�ur steigende Bondzahlen, die Abbildungen 3.22 bis

3.24 die entsprechenden Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le.

Im Vergleich mit der analytischen und der zweidimensionalen L�osung zeigt sich eine

gute �Ubereinstimmung bez�uglich der entscheidenden Bondzahlen beim Entstehen

der auftriebsgetriebenen Konvektionsrolle in der oberen Schicht. Es ist jedoch im

Vergleich zur zweidimensionalen eine deutliche Asymmetrie und Verschiebung in

Richtung der beheizten Wand festzustellen, die durch Ausgleichstr�omungen in y-

Richtung hervorgerufen wird. Die Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le f�ur x =

xm; y = ym zeigen nur geringf�ugige Abweichungen von denen der zweidimensionalen

L�osung, insbesondere eine Ab
achung der Geschwindigkeitspro�le im wandnahen

Bereich f�ur niedrige Bondzahlen.

Die auftriebsgetriebene Rolle entsteht in �Ubereinstimmung mit der zweidimensiona-

len L�osung mit der Entstehung des Wendepunkts an der oberen Berandung beiBo �

1; 5. Bei Bo � 2; 5 ist dieser ins Str�omungsfeld hineingewandert und das Minimum

an der oberen Berandung entsteht. Die entstandene Auftriebsrolle verlagert sich

weiter in Richtung Grenz
�ache und verdr�angt die ober
�achenspannungsgetriebene

Rolle.
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Abbildung 3.17: Stromlinien und Isothermen, dreidimensionale Grundstr�omung,

Mittelschnitt y = ym, Ma = 150, Ra = 0 (Bo = 0) und Ma = 0, Ra = 10000

(Bo!1)
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Abbildung 3.18: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le, dreidimensionale Grund-

str�omung, Mittelschnitt x = xm; y = ym, Ma = 150, Ra = 0 (Bo = 0) und Ma = 0,

Ra = 10000 (Bo!1)
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Abbildung 3.19: Stromlinien und Isothermen, dreidimensionale Grundstr�omung,

Mittelschnitt y = ym, Ma = 150, 0 � Ra � 375, 0 � Bo � 2; 5
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Abbildung 3.20: Stromlinien und Isothermen, dreidimensionale Grundstr�omung,

Mittelschnitt y = ym, Ma = 150, 450 � Ra � 1500, 3 � Bo � 10
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Abbildung 3.21: Stromlinien und Isothermen, dreidimensionale Grundstr�omung,

Mittelschnitt y = ym, Ma = 150, 3000 � Ra � 10000, 20 � Bo � 66; 67 und

Bo!1
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Abbildung 3.22: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm; y = ym, dreidi-

mensionale Grundstr�omung, Ma = 150, 0 � Ra � 375, 0 � Bo � 2; 5

51



KAPITEL 3. SIMULATION DER GEMISCHTEN KONVEKTION

0

0.5

1

1.5

2

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

z

U

Ma=150 , Ra=450 , Bo=3

0

0.5

1

1.5

2

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

z

T

 

0

0.5

1

1.5

2

-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

z

U

Ma=150 , Ra=600 , Bo=4

0

0.5

1

1.5

2

0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6

z

T

 

0

0.5

1

1.5

2

-15 -10 -5 0 5 10 15

z

U

Ma=150 , Ra=1500 , Bo=10

0

0.5

1

1.5

2

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7

z

T

 

Abbildung 3.23: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm; y = ym, dreidi-

mensionale Grundstr�omung Ma = 150, 450 � Ra � 1500, 3 � Bo � 10
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Abbildung 3.24: Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le x = xm; y = ym, dreidi-

mensionale Grundstr�omung Ma = 150, 3000 � Ra � 10000, 20 � Bo � 66; 67 und

Bo!1
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3.4 Diskussion der Ergebnisse der Simulation der

Grundstr�omung

Der Vergleich der Ergebnisse der eindimensionalen analytischen L�osung mit de-

nen der zwei- und dreidimensionalen numerischen Simulation zeigt eine gu-

te �Ubereinstimmung f�ur die Struktur der Str�omung, d.h. f�ur die Entste-

hung der auftriebsgetriebenen Konvektionsrolle und die Verdr�angung der ober-


�achenspannungsgetriebenen Rolle in der oberen Schicht f�ur steigende Bond-Zahlen.

Die direkte Gegen�uberstellung der Geschwindigkeitspro�le u(z) der eindimensiona-

len mit den entsprechenden Pro�len f�ur y = ym und z = zm der zwei- und drei-

dimensionalen L�osung ergibt jedoch eine deutlich h�ohere Geschwindigkeit f�ur die

eindimensionalen Ergebnisse, w�ahrend die Pro�le in der zwei- und dreidimensiona-

len Simulation sehr gut �ubereinstimmen. Diese �Uberh�ohung ist zu gro�, als dass sie

alleine dem Energieinhalt der in der eindimensionalen L�osung nicht ber�ucksichtigten

u- und v-Komponenten der Geschwindigkeit zugeh�orig sein k�onnten.

Die Geschwindigkeits- und Temperaturpro�le der eindimensionalen L�osung sind li-

near von der Marangoni- und Rayleighzahl, und damit dem Temperaturgradienten
@T
@x

abh�angig. Der Temperaturgradient wurde f�ur die eindimensionale analytische

L�osung als konstant angenommen, was f�ur den unendlichen Kanal zul�assig ist. Die

Marangoni- und Rayleighzahlen der zwei- und dreidimensionalen werden mit dem

mittleren Temperaturgradienten @T
@x

= �T
Lx
, mit Lx = 4L gebildet.

Die Auswertung der Temperatur T (x; y = ym; z = zm) ergibt hohe Gradien-

ten an den isothermen W�anden (thermische Grenzschicht) und einen dementspre-

chend niedrigeren Gradienten im Zentrum. Ein Vergleich der Geschwindigkeitspro�-

le u(x = xm; y = ym; z) der zwei- und dreidimensionalen Ergebnisse mit der L�osung

der eindimensionalen Gleichungen f�ur @T
@x

f�ur x = xm; y = ym; z = zm ergibt eine

deutlich bessere �Ubereinstimmung.

Abbildung 3.25 zeigt diese Korrektur f�ur den Grenzfall Ma = 150; Ra = 0; Bo = 0.

Der mittlere Temperaturgradient ist f�ur alle Berechnungen �@T
@x

= 1
4L

= 0;25

L
. Der

Temperaturgradient im Zentrum der Box x = xm; y = ym; z = zm ergibt sich aus

den zwei- und dreidimensionalen Berechnungen zu @T
@x

= 0;182

L
. Die um den Faktor

0;182

0;25
korrigierte Marangonizahl ist Ma = 109. F�ur diese Marangonizahl stimmt

das Geschwindigkeitspro�l der eindimensionalen L�osung mit dem der zwei- und

dreidimensionalen �uberein.

In Abbildung 3.26 ist diese Korrektur f�ur den entgegengesetzten Grenzfall Ma =

0; Ra = 10000; Bo = 1 dargestellt. Der Temperaturgradient im Zentrum x =

xm; y = ym; z = zm ist @T

@x
= 0;10

L
. Hieraus ergibt sich die korrigierte Rayleighzahl

zu Ra = 4000. Das aus der eindimensionalen Berechnung resultierende Geschwin-

digkeitspro�l stimmt deutlich besser mit denen der zwei- und dreidimensionalen
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Simulation �uberein, die Abweichung liegt in der Gr�o�enordnung des Energieanteils

der w-Komponente der Geschwindigkeit, die f�ur diesen Fall h�oher ist, als f�ur Bo = 0.

Abbildung 3.26 stellt die entsprechende Korrektur f�ur den Fall Ma = 150; Ra =

10000; Bo = 66; 7 dar. Es gilt das bereits f�ur den Fall Bo =1 gesagte.

Ob diese Korrektur direkt in das eindimensionale Modell ein
iessen kann, d.h. ob die

Dicke der thermischen Grenzschicht in direktem Zusammenhang mit dem mittleren

Temperaturgradienten und dem geometrischen Verh�altnis der Box steht konnte im

Rahmen dieser Arbeit nicht gekl�art werden und soll im Rahmen einer Parameter-

studie gekl�art werden.

Bei der Auslegung einer Konvektionszelle ist diese Korrektur im Hinblick auf die

n�otigen Temperaturdi�erenzen zu beachten. Unter Einbeziehung der in Kapitel 4

durchgef�uhrten Veri�kation des dreidimensionalen Codes ergibt sich aufgrund der

sehr guten �Ubereinstimmung der zwei- und dreidimensionalen L�osung im Mittel-

schnitt y = ym die M�oglichkeit die zu erwartende Grundstr�omung mit der eindi-

mensionalen Analytik abzusch�atzen, und die notwendigen Korrekturen anhand der

zweidimensionalen L�osung vorzunehmen. Die aufw�andige dreidimensionale Simula-

tion ist lediglich zur Bestimmung eventueller Sekund�arstrukturen notwendig.
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Abbildung 3.25: Korrektur der eindimensionalen L�osung, Ma = 150; Ra = 0
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3.5 Instation�ares Verhalten

Die bis hierhin durchgef�uhrten Berechnungen konzentrieren sich auf den Bereich

der unterkritischen, station�aren Konvektionsstr�omung. Die Stationarit�at dieser

Str�omungen zeigt sich zum einen im Experiment, als auch in der Simulation,

die, obwohl mit zeitlicher Au
�osung durchgef�uhrt, keine zeitliche Abh�angigkeit der

Str�omung erkennen l�asst.

Instation�ares Verhalten stellt sich in einer solchen station�aren Str�omung ein, wenn

diese entweder in einen instabilen Zustand kommt, oder von au�en lokal gest�ort

wird. Im ersten Fall wird die station�are thermische Konvektion in ein Regime der

oszillativen Instabilit�at eintreten [55, 35, 33], im zweiten wird die lokale St�orung mit

einer f�ur die betrachtete Str�omung charakteristischen D�ampfungsrate abklingen.

3.5.1 Stabilit�at der zweidimensionalen Grundstr�omung

Die linearisierte Stabilit�atsanalyse liefert f�ur gegebene Rayleighzahl eine kritische

Marangonizahl. F�ur eine Marangonizahl oberhalb dieser kritischen Marangoni-

zahl wird aus der station�aren Konvektionsstr�omung eine instation�are, oszillierende

Str�omung. F�ur fast alle Instabilit�aten [10, 35, 55, 33] ist die, aus der linearisier-

ten Stabilit�atsanalyse gewonnene, kritische Kennzahl deutlich kleiner als die aus

numerischen Simulationen f�ur den zwei- oder dreidimensionalen Fall bzw. Experi-

menten gewonnene kritische Kennzahl. Es ist davon auszugehen, dass dies auch auf

die in dieser Arbeit untersuchte Str�omung zutri�t. Daher soll die kritische Maran-

gonizahl f�ur eine feste Rayleighzahl durch zeitgenaue Simulationen mit steigender

Marangonizahl bestimmt werden, um daraus die gegen�uber dem linearisierten Fall

auftretende �Uberstabilit�at absch�atzen zu k�onnen.

Die linearisierte Stabilit�atsanalyse f�ur die Konvektion im unendlichen Kanal ergibt

f�ur eine Rayleighzahl von Ra = 10000 eine kritische Marangonizahl Mac;1dim = 675

(siehe 3.2.2). Es wurden f�ur Ra = 10000 Simulationen mit steigender Marangonizahl

durchgef�uhrt.

Abbildung 3.28 zeigt den zeitlichen Verlauf der Temperaturabweichung von der sta-

tion�aren Temperatur (Ma = 2500) im Mittelpunkt des Rechengebiets x = 0; z = 1

f�ur die zeitgenaue Simulation der Konvektion f�ur Ma = 2500 und Ma = 2600, Ab-

bildung 3.29 den integralen Energiegehalt der Temperatur
uktuationen. F�ur eine

Marangonizahl bis Ma = 2500 ist kein instation�ares Verhalten festzustellen. F�ur

h�ohere Marangonizahlen stellt sich eine oszillatorische Instationarit�at ein. Die kriti-

sche Marangonizahl liegt also bei Ma = 2500, was einer �Uberstabilit�at von Faktor

3; 7 entspricht.

Werden die Kennzahlen entsprechend dem Temperaturgradienten im Zentrum der

Box (Abb. 3.30) korrigiert, ergibt sich eine Rayleighzahl von Ra = 3520 und eine
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Abbildung 3.28: Temperaturabweichung T�T0
�T

, x = xm; z = zm, Ma = 2500; Ra =

10000 und Ma = 2600; Ra = 10000

Marangonizahl von Ma = 880. Die linearisierte Stabilit�atsanalyse ergibt f�ur Ra =

3520 eine kritische Marangonizahl von Macr = 315. F�ur die korrigierten Werte wird

die Stabilit�at der Grundstr�omung um den Faktor 2; 8 untersch�atzt.
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Abbildung 3.29: Energieinhalt der Temperatur
uktuationen, Ma = 2500; Ra =

10000 und Ma = 2600; Ra = 10000
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61



KAPITEL 3. SIMULATION DER GEMISCHTEN KONVEKTION

3.5.2 Abklingverhalten einer lokalen St�orung in der un-

terkritischen zwei- und dreidimensionalen Grund-

str�omung

F�ur den dreidimensionalen Fall konnte im Rahmen dieser Arbeit wegen des hohen

Speicherplatzbedarfs durch die hohe Anzahl an St�utzpunkten, die f�ur die Simulation

n�otig sind (siehe Kapitel 4.1.1), keine �uberkritische Str�omung berechnet werden.

Um diese Simulation durchf�uhren zu k�onnen, sind Optimierungen am Code, bzw.

ein Rechner mit deutlich gr�o�erem Hauptspeicher erforderlich.

Da auch im erdgebundenen Experiment aufgrund der Stabilisierung der Str�omung

f�ur steigende Rayleighzahl (steigender Gravitationsein
uss) in der gegebenen Geo-

metrie keine �uberkritische Str�omung erzeugt werden kann, muss die Stabilit�at der

dreidimensionalen Str�omung anderweitig aus der der zweidimensionalen abgesch�atzt

werden.

Da das D�ampfungsverhalten eines Systems f�ur dessen Stabilit�at verantwortlich ist,

soll hierf�ur das Abklingverhalten einer lokalen St�orung in der unterkritischen zwei-

dimensionalen und dreidimensionalen Grundstr�omung verglichen werden.

Ausgangspunkt ist die zwei-, bzw. dreidimensionale Grundstr�omung f�ur Ma =

150; Ra = 1000; Bo = 66:7; 
�;k;�;� = 1.

An der Stelle x = 0; y = ym; z = ym, i.e. dem Mittelpunkt der hei�en, isothermen

Wand, wird zum Zeitpunkt t = 0 eine r�aumlich und zeitlich begrenzte Tempera-

turst�orung Tdist der Form

Tdist = A e
(�l)2

� sin(!t) H(2� � !t) (3.45)

mit H, der Heavyside-Funktion und �, der r�aumlichen Ausdehnung der St�orung,

eingebracht.

In der unterkritischen Grundstr�omung wird diese lokale St�orung abklingen und die

St�orenergie der Temperatur

ET =
1

LxLyLz

Z xmax

xmin

Z ymax

ymin

Z zmax

zmin

(T � T0)
2
dx dy dz

auf 0 zur�uckgehen.

Das Abklingverhalten dieser St�orenergie ist in Abbildung 3.31 dargestellt. Der Ver-

lauf folgt der Energie der eingebrachten Periode einer sinusf�ormigenWelle und klingt

dann schnell ab. Die dimensionslosen Parameter der eingebrachten St�orung sind:

A = 0:1; �z = 0:1; ! = 1. Dies entspricht einer Periode einer Sinuswelle der Frequenz

1=!. Die Frequenz der St�orung liegt in der Gr�o�enordnung der bei der �uberkritischen

Str�omung auftretenden Resonanz.
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Abbildung 3.31: Abklingverhalten einer lokalen St�orung, St�orenergie

Der Vergleich zwischen zwei- und dreidimensionaler Simulation zeigt eine sehr gute
�Ubereinstimmung in der Abklingzeit. Dies legt den Schluss nahe, dass die Stabilit�at

der dreidimensionalen Grundstr�omung nicht ma�geblich von der der zweidimensio-

nalen abweicht.
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Kapitel 4

Veri�kation

Die Veri�kation der numerischen L�osung erfolgt in zwei Stufen:

� Nachweis der Konsistenz der numerischen L�osung durch Vergleich mit der

analytischen L�osung und der zwei- mit der dreidimensionalen numerischen

L�osung (Numerische Veri�kation):

{ Zweidimensionale L�osung f�ur gro�e Geometriefaktoren (langer Kanal)

mit analytischer L�osung f�ur unendlichen Kanal.

{ Zweidimensionale L�osung mit einem Mittelschnitt der dreidimensionalen

L�osung.

� Vergleich der numerischen L�osung mit experimentellen Daten (Experimentelle

Veri�kation):

{ Dreidimensionale Temperaturverteilung im Experiment mit Ergebnissen

der dreidimensionalen Simulation.

{ Abklingzeit einer lokalen St�orung in der unterkritischen Str�omung.

Eine �uberkritische Str�omung konnte weder im Experiment, noch dreidimensional

numerisch erzeugt werden, daher wird zur Veri�kation der instation�aren Simulation

die Abklingzeit einer lokal eingebrachten St�orung in der unterkritischen Str�omung

herangezogen.

Die Berechnungen zum Vergleich mit Experimentergebnissen und des Abklingver-

haltens wurden mit Experimentparametern durchgef�uhrt (Tabelle 4.1)

Ma = 130; Ra = 9200; P r1 = 390; Bo = 70; 8
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4.1 Numerische Veri�kation

4.1.1 Anzahl der St�utzpunkte

Die Gleichungen werden mit einer Kollokationsmethode gel�ost [49, 50, 26]. Die Ge-

nauigkeit der L�osung h�angt von der Anzahl der St�utzpunkte ab. Eine zu niedrige

Anzahl an St�utzpunkten f�uhrt zu r�aumlichen, in der zu niedrigen Ordnung der

L�osungspolynome bedingten, Oszillationen.

Abbildung 4.1 zeigt die Temperatur-, und Geschwindigkeitspro�le der u- und w-

Komponente der Geschwindigkeit f�ur die Experimentparameter Ma = 130; Ra =

9200; P r1 = 390. Kurve 1 zeigt die Verl�aufe f�ur 9 St�utzpunkte in den beiden

Raumrichtungen x und z, Kurve 2 f�ur 19 und Kurve 3 f�ur 29 St�utzpunkte. F�ur

9 St�utzpunkte sind deutliche Oszillationen zu erkennen. F�ur 19 St�utzpunkte stellt

sich eine Konvergenz ein. F�ur mehr als 29 St�utzpunkte ist keine �Anderung in den

Pro�len mehr festzustellen. Man erkennt au�erdem, dass sich die Konvergenz f�ur die

Hauptkomponente der Geschwindigkeit (u-Komponente) deutlich schneller einstellt,

als f�ur die um �uber eine Gr�o�enordnung kleinere Nebenkomponente.

Die Anzahl der St�utzpunkte ist jedoch durch den verf�ugbaren Arbeitsspeicher be-

grenzt. Die Berechnungen dieser Arbeit wurden auf der IBM-SP2 der Rechenzen-

trums Karlsruhe durchgef�uhrt. Diese Maschine stellt derzeit maximal 2 GB Ar-

beitsspeicher je Berechnung zur Verf�ugung. F�ur dreidimensionale Berechnungen ist

die Anzahl der St�utzpunkte daher auf 10x10x10 begrenzt. F�ur die Auswertung der

Hauptkomponente der Geschwindigkeit und des Temperaturfeldes ist dies ausrei-

chend bis zu einer Rayleigh-Zahl von 15000. Eine quantitative Auswertung der

Str�omungsstruktur ist aufgrund der bei dieser Anzahl St�utzstellen auftretenden

r�aumlichen Oszillationen in der v- und w-Komponente der Geschwindigkeit nicht

sinnvoll.

4.1.2 Vergleich 2-dimensionale numerische L�osung und

Analytik

Zum Vergleich der zweidimensionalen numerischen L�osung mit der analytischen

L�osung f�ur den unendlichen Kanal wurde die zweidimensionale Konvektions-

str�omung in einem langen Kanal Lx = 40Lz = 80L simuliert. Um eine konver-

gente L�osung zu erhalten, wurde diese Simulation mit den niedrigeren Werten

Ma = 75; Ra = 5000; P r1 = 390 durchgef�uhrt. Die 
-Verh�altnisse entsprechen den

Experiment
uiden. Die Str�omungskon�guration ist daher mit den Verh�altnissen im

Experiment vergleichbar. In Abbildung 4.2 sind die Geschwindigkeitspro�le im Ver-

gleich dargestellt. Es zeigt sich eine exzellente �Ubereinstimmung der numerischen
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Ergebnisse f�ur den langen Kanal mit der analytischen L�osung f�ur den unendlichen

Kanal.

4.1.3 Vergleich 2-dimensionale und 3-dimensionale Nume-

rik

Abbildung 4.3 zeigt den Vergleich der x-Komponente der Geschwindigkeit und der

Temperatur im Mittelschnitt x = xm; y = ym f�ur die zweidimensionale und die drei-

dimensionale numerische Simulation. Es ergibt sich eine sehr gute �Ubereinstimmung

mit der leichten, erwarteten Abweichung aufgrund der zus�atzlichen Reibungsein-


�usse der W�ande in y-Richtung und dreidimensionaler Ausgleichsstr�omungen. Die

Ergebnisse sind konsistent.
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4.2 Konzeption des Veri�kationsexperimentes

Zur Veri�kation des numerischen Codes wird ein Experiment konzipiert. Da die

ober
�achenspannungsgetriebe Konvektion unter Schwerkraftein
uss von Auftriebs-

konvektion �uberlagert wird, und der Code in Folgeprojekten auch f�ur die reine

ober
�achenspannungsgetriebene Konvektion veri�ziert werden soll, muss dieses Ex-

periment auch unter Mikrogravitation durchf�uhrbar sein. Dieser Umstand muss bei

der Konzeption des Experiments ber�ucksichtigt werden.

4.2.1 Erzeugung der Grundstr�omung

Die freie Ober
�ache wird nicht zwischen einer Fl�ussigkeits- und einer Gasphase,

sondern zwischen zwei Fl�ussigkeiten erzeugt, da eine Fixierung der Grenz
�ache

mit einem kompressiblen Gas im Weltraumlabor nicht sicher, bzw. nur f�ur geringe

Schichtst�arken zu erzielen ist.

Entlang der Grenz
�ache wird ein Temperaturgradient angelegt. Hierzu werden zwei

gegen�uberliegende Kupferw�ande auf konstante Temperaturen T1 > T2 gebracht,

diese W�ande werden in der Simulation als isotherm betrachtet. Alle anderen W�ande

bestehen aus Quarzglas und werden im Simulationsmodell adiabat betrachtet.

Die Abmessungen des Containers betragen 4L � 2L � 2L, mit der Schichtdicke

L = 10mm. Dies ergibt eine Abmessung von 40mm� 20mm� 20mm.

4.2.2 Einbringen der St�orung

Um eine r�aumlich und zeitlich lokalisierte (lokale St�orung) in die Grundstr�omung

einzubringen kommen grunds�atzlich zwei Prinzipien in Frage:

� St�orung der Geschwindigkeit

� St�orung der Temperatur

F�ur das Veri�kationsexperiment wurde die thermische St�orung gew�ahlt, da diese

messtechnisch bedingt genauer nachzuweisen ist.

Hierzu wird in der hei�en, isothermen Wand ein Heizdraht in die Grenz
�ache

gef�uhrt, �uber den lokal und zeitlich begrenzt ein St�orw�arme
uss eingebracht werden

kann.
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FC70 M10 
i

dynamische Viskosit�at �

h
m2

s

i
14:0� 10�6 10:0� 10�6 0; 68

Dichte �
�
kg

m3

�
1930 940 0; 49

kinematische Viskosit�at �
�
kg

ms

�
2:702� 10�2 9:4� 10�3

thermische Di�usivit�at �

h
m2

s

i
3:44� 10�8 9:51� 10�8 2; 76

volumetrischer Ausd.koe�. �
�
1
K

�
1:0� 10�3 1:06� 10�3 1; 06

Prandtl Zahl Pr [1] 390 95

Ober
�achenspannung �
�
N

m

�
6:9� 10�3 [38]

Ober
�achenspannungsgradient �T

�
N

mK

�
�2:7� 10�5 [38]

Tabelle 4.1: Physikalische Eigenschaften der Experiment
uide bei 25oC

4.2.3 Auswahl der Experiment
uide

Im Experiment werden M3 FluorInert© FC70 und Silikon�ol M10 verwendet. Diese

Fl�ussigkeiten sind f�ur den Einsatz an Bord bemannter Raumfahrzeuge quali�ziert.

Sie wurden in Experimenten mit vergleichbarem Aufbau [12, 38] verwendet und

gew�ahrleisten die Vergleichbarkeit der Ergebnisse. Tabelle 4.1 zeigt die relevanten

physikalischen Eigenschaften dieser Fluide.

4.2.4 Technische Details f�ur Mikrogravitationsexperiment

4.2.4.1 Trennung der Fl�ussigkeiten

Die freie Ober
�ache muss w�ahrend des Starts und vor Experimentbeginn gesch�utzt

werden, um eine Durchmischung durch mechanische Ersch�utterungen zu verhin-

dern. Dies wird durch einen Vorhang, bzw. eine Folie aus rostfreiem Stahl erreicht,

die die Fl�ussigkeiten trennt, und unmittelbar vor Beginn des Experiments langsam

eingezogen wird.
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4.2.4.2 Grenz
�achen�xierung (Surface Pinning)

In den bodenbasierten Experimenten unter Schwerkraftein
uss orientiert sich die

Grenz
�ache aufgrund der unterschiedlichen Dichte selbst in horizontaler Richtung.

In einer Mikrogravitationsumgebung ist die Orientierung lediglich durch das Bestre-

ben der Ober
�achenspannung, eine m�oglichst geringe Fl�ache zu bilden, unterst�utzt.

Diese wird, falls eine Fl�ussigkeit eine deutlich bessere Benetzung der Wand aufweist,

eine Kapselung der Fl�ussigkeit mit der geringeren Wandadh�asion zur Folge haben,

da der Dichteunterschied keine Schichtung hervorrufen kann. Selbst wenn die Be-

netzungen gleich sind, kann keine ausgezeichnete Vorzugsrichtung der Grenz
�ache

sichergestellt werden.

Daher muss eine Fixierung der Ober
�ache k�unstlich erzwungen werden (pinning).

Dieses Pinning wird durch umlaufende Klingenkanten, zwischen denen die Ober-


�ache aufgespannt wird, erreicht. Zus�atzlich zu dieser mechanischen Fixierung wer-

den die Klingenkanten einseitig mit PTFE (Te
on) beschichtet. Da FC70 eine deut-

lich h�ohere AÆnit�at zur PTFE-Ober
�ache als Silikon�ol hat, wird eine Benetzung

der PTFE-beschichteten Seite und damit ein Kriechen des Silikon�ols wirksam ver-

hindert. Diese Methode zur Fixierung von Fl�ussigkeitsgrenz
�achen ist imWeltraum-

labor erprobt und quali�ziert [12].

4.3 Messverfahren Tomographische Interferome-

trie

In der experimentellen Str�omungsuntersuchung kommen zur Messung der Dichte

und der Temperatur in transparenten Medien interferometrische Methoden zum

Einsatz. Ein wesentlicher Nachteil dieser Messverfahren ist es, dass sie lediglich

entlang des Strahlengangs integrierte Werte liefern.

Um die Dichte oder Temperatur in bestimmten Punkten oder Ebenen bzw. im ge-

samten Feld zu erhalten ist eine Methode n�otig, die es erm�oglicht, aus den integralen

Projektionen eine dreidimensionale Verteilung zu rekonstruieren.

Dass es sich bei den Messdaten der Interferometrie um projezierte Daten handelt,

legt die Verwendung eines tomographischen Ansatzes zur L�osung dieses Problems

nahe. In Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde ein solches Verfahren entwickelt,

dass in diesem Kapitel vorgestellt werden soll [46, 45].

4.3.1 Optische Dichtemessung

Bei der optischen Dichtemessung nutzt man das Ph�anomen, dass sich der Brechungs-

index eines Mediums mit seiner Dichte bzw. seiner Temperatur �andert.
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Aus der De�nition des Brechungsindex

n =
c0

c
(4.1)

wird deutlich, dass die Ausbreitungsgeschwindigkeit c eines Lichtstrahls direkt von

diesem abh�angt. F�ur zwei Strahlen, die das Messobjekt an unterschiedlichen Posi-

tionen durchlaufen ergeben sich also unterschiedliche Zeiten, in denen sie die Mess-

strecke durchlaufen:

t(x; y) =
1

c0

"
n1 (s� l(x; y)) +

Z l(x;y

0

n(x; y; z)dz

#
(4.2)

Die daraus resultierende Phasenverschiebung zwischen einem Strahl durch das Mes-

sobjekt und einem Referenzstrahl ergibt sich daher zu:

�� =
1

�0

Z l(x;y)

0

n(x; y; z)� n1 dz (4.3)

Beim in dieser Arbeit verwendeten Messverfahren, der Di�erentialinterferometrie

(Kap. 4.3.2) durchlaufen beide Messstrahlen das Messobjekt in einem Abstand �

die Phasenverschiebung zwischen den beiden Strahlen ergibt sich f�ur diesen Fall zu:

�� =
1

�0

"Z l(x1;y1)

0

n1(x1; y1; z) dz �

Z l(x2;y2)

0

n2(x2; y2; z) dz

#
(4.4)

Interferometrische Messverfahren machen diesen Phasenunterschied durch
�Uberlagerung der beiden Messstrahlen und die dadurch entstehende Interfe-

renz messbar.

F�ur Gase ist der Brechungsindex direkt mit der Dichte gekoppelt:

(n� 1) = k� (4.5)

k(�) ist hier die Gladstone-Dale Konstante, welche f�ur eine Wellenl�ange konstant

ist.

Bei Fl�ussigkeiten kann der Zusammenhang zwischen Dichte und Brechungsindex

nicht allgemein angegeben werden. F�ur die Experiment
uide muss daher sicherge-

stellt werden, dass f�ur den betrachteten Temperaturbereich der Brechungsindex als

Funktion der Temperatur bekannt ist. Diese Sto�werte sind f�ur die �ublichen Fluide

bekannt und werden vom Hersteller bereitgestellt. F�ur den Fall einer normierten

Auswertung muss dieser Zusammenhang ausserdem im betrachteten Temperatur-

bereich linear sein. Ist n(T ) bekannt, kann �uber die volumetrische Ausdehnung der

Fl�ussigkeiten auf die Dichte zur�uckgeschlossen werden:

�(T ) =
�0

1 + ��T
(4.6)
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Abbildung 4.4: Optischer Aufbau des Di�erentialinterferometers

4.3.2 Di�erentialinterferometrie

Das Di�erentialinterferometer nutzt die Phasenverschiebung (Gangunterschied) die

bei auftretenden Dichteunterschieden auftritt. Prinzipiell wird ein Lichtstrahl in 2

Strahlen aufgeteilt, welche in einem gewissen Abstand zueinander durch die Mess-

strecke parallel gef�uhrt werden. �Uberlagert man diese zwei Lichtstrahlen nach dem

sie die Messstrecke durchlaufen haben, so interferieren sie miteinander. Entspre-

chend dem realisierbaren Abstand der zwei Strahlen kann man die Phaseninforma-

tion der Str�omung au
�osen. Abb. 4.4 zeigt den prinzipiellen Aufbau eines Di�eren-

tialinterferometers. Der Strahlengang des Strahlenb�undel ist wie folgt:

� Ausgehend von einer Punktlichtquelle (Quecksilberdamp
ampe) wird das

Licht auf einen Winkel von 45o zur Vertikalen polarisiert (P)

� Das Wollastonprisma (W1) be�ndet sich im Brennpunkt der Linse (O0); dort

wird jeder Lichtstrahl in zwei Teilstrahlen mit dem Strahltrennungswinkel

� = 2 (nex � nor)� und somit bei kleinen Winkel um e = 2f� getrennt und

kann z.B.im �m Bereich realisiert werden

� Die � 2 Platte dient dazu, Fehler der optischen Bauteile zu kompensieren. Sie

dreht die Polarisationsrichtung um 90o; dadurch muss das Wollastonprisma

(W2) ebenfalls gedreht werden. Die paarweise benutzen Linsen und Wolla-

stonprismen welche bei gleicher Polarisation eine Phasenverf�alschung in glei-

che Richtung erzeugen, heben sich somit gegenseitig auf

� Mit der Linse (O1), deren Brennpunkt sich ebenfalls im Wollaston-Prisma

(W1) be�ndet, wird in der Messstrecke ein paralleler Strahlengang erzeugt

� Die Linse (O2) fokussiert die Teilstrahlen im zweiten Wollaston-Prisma (W2),

in dem die Teilstrahlen wieder zu einem Strahl vereinigt werden
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� Der Polarisations�lter (P2) dient dazu, die Polarisationsrichtung um 45o zu

drehen, so dass die vereinigten Teilstrahlen interferieren k�onnen. Die Kompo-

nenten der Teilstrahlen interferieren in der Polarisationsebene. Der erzeugte

Gangunterschied entlang des optischen Weges (O1 bis O2) betr�agt

�S = K

O2Z
O1

(��(z;y;x) � �1)dx = m� (4.7)

Mit �1 als Referenzdichte und � 6= �(x) und b = O2 � O1 als Tiefe des

Phasenobjektes wird

�S = Kb(��(z;y) � �1) = m� (4.8)

Mit m = 0;�1;�2:::::: ergeben sich Interferenzstreifen unterschiedlicher Ord-

nung entsprechend m, z.B. Interferenzstreifen 0. Ordnung mit m=0 sind diese

schwarz. Die Dichte bez�uglich der Referenzdichte ergibt sich aus:

�(z;y) = �1 +
m�

Kb
(4.9)

Gemessen wird m� �uber die Strahltrennung e und somit
O2R
O1

@�

@z
dx �uber e

� Die Linse (O4) dient zur Abbildung und wird so eingestellt, dass die Mitte

der Messstrecke scharf abgebildet wird

Durch das geringf�ugige Verschieben des Wollastonprismas W2 kann man die Strei-

fenbreite der Interferenzgitter einstellen. Folgende M�oglichkeiten bestehen

� Interferometer auf Streifenbreite 1

{ Die Wollastonprismen be�nden sich genau im Brennpunkt der Linsen.

{ Die auftretenden Streifen sind direkt proportional zur Dichtedi�erenz.

Abb. 4.5(1) zeigt Aufnahmen bei dieser Einstellung. Beim ersten Bei-

spiel Abb. 4.5(1) ist unten die Aufnahme bei vertikaler Strahltrennung

aufgezeigt (direkt die Stromlinien) und oben bei horizontaler Strahltren-

nung (Gebiete der Auf und Abstr�ombewegung).

� Interferometer mit Streifen

{ Die Wollastonprismen bzw. eines davon sind,ist nicht im Brennpunkt der

Linse
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{ Die auftretende Streifenverschiebung ist direkt proportional zur Dich-

tedi�erenz. Abb. 4.5 (2)(3) zeigt einige Beispiele von Aufnahmen bei

dieser Einstellung. Beim zweiten Beispiel Abb. 4.5(2) wird die Aufnah-

me einer umstr�omten Kugel gezeigt. Das Verschmieren der Streifen im

rechten Bild kommt von der Integration entlang des Weges, so dass Dich-

te�anderungen von mehreren Schnittebenen des Verdichtungssto�es sicht-

bar werden. Abb. 4.5 (3) zeigt, wie die Strahlverschiebung ausgewer-

tet wird, um somit direkt den Dichtegradienten zu ermitteln. Durch die

Strahltrennung e kommt es zu einer doppelten Abbildung, was in Abb.

4.5 (3) gut zu erkennen ist; mit kleiner werdenden Aufweitung e kann die

Streifenbreite verkleinert werden.

Mit diesem Verfahren wird die Dichtedi�erenz �uber die Strahltrennung e gemessen.

Ist e hinreichend klein, so ist @n
@z
� @�

@z
und es kann der integrale Dichtegradient

entlang des optischen Weges (von der Aufspaltung in zwei Teilstrahlen bis zum
�Uberlagern der Teilstrahlen, wenn die Dichte nur eine Funktion von der Vertikalen

ist, so ist der optisch e�ektive Weg zur Phasenverschieben zwischen O1 und O2)

gemessen werden. Die Vorteile dieses Verfahren sind:

� Unemp�ndlich gegen�uber mechanische Vibrationen

� Selektive Gradientenemp�ndlichkeit

� Emp�ndlichkeit ist anpassbar

4.3.3 Tomographie

Tomographie ist eine Methode zur Rekonstruktion dreidimensionaler Verteilungen

einer physikalischen Gr�o�e aus ihren projezierten zweidimensionalen Verteilungen

in mehreren Projektionsrichtungen.

Die interessierende Gr�o�e sei:

Q = f(x; y; z) (4.10)

Betrachtet man die dreidimensionale Verteilung in z-Richtung dieser Gr�o�e als Sta-

pel zweidimensionaler Schichten, kann jede Schicht seperat rekonstruiert werden.

Das Problem reduziert sich auf ein zweidimensionales:

Q = f(x; y) (4.11)

Die projezierte Gr�o�e ist proportional zum Linienintegral entlang des Messstrahls

(Abb. 4.6a)

p(x) =

1Z
�1

f(x; y)dy (4.12)
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To Tu<
(1) Konvektionszellen in einem  von unten beheitzten  Behälter

bei überkritischer Ra > Ra
krit

(2) Streifenverschiebung bei einer Kugelumströmung

(3) Strahlenverschiebung

Abbildung 4.5: Beispiele von Aufnahmen mit dem Di�erential Interferometer [36]
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Abbildung 4.6: Radon Projektion

Um Projektionen unter unterschiedlichen Winkeln beschreiben zu k�onnen, werden

die kartesischen Koordinaten (x; y) um ein mitdrehendes Koordinatensystem (�; �)

erweitert (Fig. 4.6b):

p(�; �) =

Z
s

f(x; y)ds (4.13)

Zur Rekonstruktion von f(x; y) aus p(�; �) wird die inverse Projektion ben�otigt

[18, 40]:

f(x; y) =
1

2�2

�Z
0

RZ
�R

1

x cos �+ y sin�� �

@p(�; �)

@�
d�d� (4.14)

Diese Inversion ist, wie aus 4.14 ersichtlich ist, nur eindeutig wenn unendlich viele

Projektionen kontinuierlich im Intervall 0 < � < � vorliegen. In technischen Anwen-

dungen wird man jedoch mit einer begrenzten Anzahl an Richtungen auskommen

m�ussen.

4.3.3.1 Tomographiealgorithmus

Tomographiealgorithmen k�onnen grob in zwei Kategorien unterteilt werden: Direk-

te und algebraische Methoden. Zu den direkten Methoden geh�oren z.B. die Di-

rekte Fourier Rekonstruktion [4] und die Ge�lterte R�uckprojektion [41]. Die ge-

br�auchlichsten algebraischen Methoden sind die ART (Algebraic Reconstruction

Technique) und dieMART (Multiplicative Algebraic Reconstruction Technique) [16].

Die Ergebnisse der Vorbereitungsstudie und Arbeiten von Bahl und Liburdy [1]

zeigen, dass die algebraischen Methoden f�ur die Rekonstruktion des Dichtefeldes
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einer typischen Konvektionsstr�omung aus einer geringen Zahl an Blickrichtungen

am geeignetesten sind. In dieser Arbeit wurde ein modi�zierter ART Algorithmus

verwendet.

Diese iterative Methode berechnet die Projektionen aus einem diskreten Ausgangs-

feld und vergleicht diese mit diskretisierten Messdaten. Aus der Di�erenz zwischen

berechneten und gemessenen Projektionen wird eine Korrektur des 3D-Feldes be-

rechnet. Das korrigierte Feld dient als Ausgangsfeld f�ur die n�achste Iteration.

Der ART Algorithmus ist relativ unemp�ndlich gegen�uber verrauschten Messdaten,

da w�ahrend des Iterationsprozesses Filter und Normalisierungen angewandt werden

k�onnen. Dar�uber hinaus kann a-priori Wissen �uber das Str�omungsfeld eingebracht

werden, um die Konvergenz zu beschleunigen und ein Aufschwingen von St�orungen

zu unterdr�ucken.

4.3.3.2 Implementation der ART

Die interessierende physikalische Gr�o�e im diskretisierten Rekonstruktionsgebiet sei:

Q
� = 
(i; j; k) (4.15)

Das Ausgangsfeld ist:

Q
�

0 = 
0(i; j; k) (4.16)

Dieses Feld kann mit a-priori Wissen oder mit 0 initialisiert werden. Die gemessenen

Projektionen sind ein 2D-Feldm�a(m;n) f�ur jede Blickrichtung �a. F�ur jeden Punkt

m;n wird eine Belegungsmatrix B
n;m

�a
(i; j; k) berechnet; die 2D-Elemente dieser Ma-

trix haben den Wert 1, falls das 3D-Element im Rekonstruktionsvolumen zum Wert

im Projektionspunkt m;n beitr�agt, und 0, falls nicht.

Die berechneten Projektionen sind also:

p�a(m;n) =

P
i;j;k

B
n;m

�a
(i; j; k)
s(i; j; k)P
i;j;k

B
n;m

�a

(4.17)

Die angenommene 3D-Verteilung 
s(i; j; k) wird um die Di�erenz zwischen gemes-

senem und berechnetem Projektionswert korrigiert:


s+1 = 
s � (p�a(m;n)�m�a(m;n))B
n;m

�a
(i; j; k) (4.18)

Diese Schritte werden f�ur jede Blickrichtung �a wiederholt und iteriert bis das Kon-

vergenzkriterium erf�ullt ist.
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4.3.4 Funktionsnachweis

4.3.4.1 Generische Modelle

In den Vorstudien zur tomographischen Interferometrie [46] wurden verschiedene

generische Verteilungen in Bezug auf die M�oglichkeit der Rekonstruktion aus ver-

schiedenen Blickrichtungen untersucht.

In dieser Arbeit m�ochte ich exemplarisch auf eine dieser Verteilungen eingehen.

4.3.4.1.1 Modell 5: Konvektionsrollen in bin�arem System mit Tempe-

raturgradienten Dieses Modell repr�asentiert zwei Konvektionsrollen in einem

geschichteten System aus unmischbaren Fl�ussigkeiten mit einem Temperaturgradi-

enten entlang der Trenn
�ache. Dies entspricht der erwarteten Str�omung im Mikro-

gravitationsexperiment.

Abb. 4.7 zeigt das generische Dichtefeld, aus dem 8 bzw. 12 Projektionen berechnet

wurden, in ISO-Fl�achendarstellung und in zwei ebenen Schnitten in der xy- und der

yz-Ebene durch die Mitte des Volumens als Konturplot.

Abb. 4.8 zeigt das rekonstruierte Feld in 3D-Darstellung f�ur Rekonstruktionen aus

4, 6, 8 und 12 Blickrichtungen.

Auswertung:

Die Rekonstruktion aus

� 4 Blickrichtungen zeigt gro�skalige wellenartige St�orungen entlang der

W�ande des Rekonstruktionsvolumens, die mit der sin2-Charakteristik der ur-

spr�unglichen Verteilung korrelieren.

� 6 und 8 Blickrichtungen zeigt eine ausreichende Genauigkeit wobei die

St�orungen an den W�anden geringer werden, jedoch nicht verschwinden.

� 12 Blickrichtungen zeigt eine weitere Verringerung in der Amplitude der

St�orungen.
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Generisches Modell 5

Doppelrolle

Temperaturgradient
mit

2D yz-Mittelschnitt

3D Isoflächen 2D xy-Mittelschnitt

Abbildung 4.7: Generisches Dichtefeld, Modell 5
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8 Richtungen 12 Richtungen

4 Richtungen 6 Richtungen

Abbildung 4.8: Rekonstruierte Dichteverteilung, Modell 5, Iso
�achen

82



4.3. MESSVERFAHREN TOMOGRAPHISCHE INTERFEROMETRIE

����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������

����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������

����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������

����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������
����������������������������������

Ausgleichsvolumen

Fluid
Glas Kupfer (isotherme Wand)

Heizelement

Isolierung

Abbildung 4.9: Rayleigh-Benard Konvektionszelle

4.3.4.2 Modellexperiment

Als Modellexperiment f�ur den Funktionsnachweis der tomographischen Interfero-

metrie wurde die thermische Konvektion einer einzelnen Fl�ussigkeit in einer qua-

derf�ormigen Zelle mit vertikalem Temperaturgradienten gew�ahlt (Rayleigh-Benard-

Typ). Die Str�omung f�ur diese Zelle wurde ausgiebig untersucht [24] und eignet sich

daher als Testobjekt. Abb. 4.9 zeigt die verwendete Zelle.

4.3.4.3 Interferometer

Das in dieser Arbeit benutzte Interferometer wurde im Hinblick auf eine Anwendung

des Verfahrens im Fluid Science Laboratory (FSL) der Internationalen Raumsta-

tion als Gegenst�uck des dort eingesetzten Interferometertyps aufgebaut. Sein Lay-

out weicht daher vom oben vorgestellten Zweiprismen-Di�erentialinterferometer ab

(Abb. 4.10).

Der Strahl eines 8mW HeNe-Lasers (� = 632nm) wird kontrahiert und aufgeweitet,

um ein zweites Mal zu einer Punktlichtquelle geb�undelt zu werden. Eine �=4 po-

larisiert das Laserlicht zirkular. Der Kern des divergierenden Strahlenb�undels wird

mit einer Lochblende herausgeschnitten und mittels eines f = 500mm Achromaten

in ein paralleles Strahlenb�undel �uberf�uhrt. Das parallele Licht durchl�auft die Mess-

strecke, und wird von einem zweiten f = 500mm Achromaten auf das Wollaston-

Prisma (Strahlwinkel 20�50, abh�angig von Brechungsindex/Temperatur-Verlauf und

Au
�osung der Kamera) fokussiert. Das nachfolgende Linsensystem bildet die Mitte

der Messstrecke auf der CCD-Kamera ab. Die Aufnahme erfolgt mit einer CCD-

Kamera \Streak-Star" mit einer Au
�osung von 384x286 Pixel bei 12bpp Graustufen

der Fa. LA Vision 2D-Me�systeme GmbH.
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4.3. MESSVERFAHREN TOMOGRAPHISCHE INTERFEROMETRIE

Abbildung 4.11: Interferometer auf optischer Bank

Die zweite �=4 Platte vor dem Wollaston-Prisma wird im Strahlengang ein- und

ausgeblendet um einen Phasenversatz zwischen den orthogonal polarisierten Teil-

strahlen zu erreichen.

Tabelle 4.2 zeigt die technischen Daten des Interferometers.

Lichtquelle HeNe-Laser 8mW, 632nm

Blickfeld 100mm diam.

Brennweite 500mm

Strahltrennwinkel 2' - 5'

Strahltrennung 0.29mm - 0.73mm

Kameraau
�osung 384x286 Pixel, 12bpp

Tabelle 4.2: Technische Daten, Interferometer

Das Interferometer wurde mit dem Macrobank System der Fa. Spindler & Hoyer

aufgebaut (Abb. 4.11).

F�ur eine vertikale Orientierung der Blickrichtungen war das Interferometer fest auf

der optischen Bank montiert, w�ahrend die Messzelle auf einem Drehtisch befestigt

war. F�ur eine horizontale Drehachse, wie in den Experimenten mit horizontalem

Temperaturgradienten wurde das Interferometer auf einer drehbaren optischen Bank

installiert.
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Da die verschiedenen Blickrichtungen nacheinander aufgenommen werden, ist diese

Anordnung auf die Untersuchung station�arer Str�omungen begrenzt.

4.3.4.4 De�nition der Blickrichtungen

Die Anzahl der Blickrichtungen, die f�ur eine Rekonstruktion der 3D-Dichteverteilung

notwendig, bzw. zul�assig sind sind abh�angig von:

� Der Geometrie des Messvolumens

� Den L�angenskalen des zu untersuchenden Ph�anomens

� Dem Rauschanteil in den Messdaten

� Der Notwendigkeit, die Bereiche, aus denen keine Messdaten gewonnen werden

k�onnen, zu minimieren

4.3.4.4.1 Verrauschte Messdaten Rauschen ist ein statistischer Fehler, bzw.

eine Ungewissheit im quantitativen Wert an einem bestimmten Punkt. In der Aus-

wertung einer di�erentialinterferometrischen Aufnahme kann Rauschen auftreten

aufgrund von:

� Optischen St�orungen

� Kleinskaligen Instationarit�aten in der Str�omung

� Der diskreten Auswertung der Interferogrammmuster z.B. 2�-Diskontinuit�at

� Zu niedriger Au
�osung in der Bilderfassung und -bearbeitung

W�ahrend in der Auswertung der Projektionen das Rauschen kein schwerwiegendes

Problem darstellt, ist es dies f�ur die Rekonstruktion der dreidimensionalen Vertei-

lung, da sich die Ungenauigkeiten nicht nur auf einen Punkt in der Projektion,

sondern auf eine Linie entlang des Integrationspfades auswirken. Die resultierenden

Fehler werden von Blickrichtung zu Blickrichtung weitergetragen und w�ahrend des

Iterationsprozesses verst�arkt.

Abb. 4.12 zeigt den Ein
uss von Rauschen in den projezierten Daten auf die Rekon-

struktionsgenauigkeit �uber der Anzahl der Blickrichtungen auf. Die Rekonstruktion

erfolgte f�ur ein simuliertes dreidimensionales Temperaturfeld der Rayleigh-Benard-

Zelle. Die Projektionen wurden berechnet und mit statistischem, wei�en Rauschen

mit einem Rauschpegel von 10% von �Tmax �uberlagert. Abb. 4.12a zeigt den ma-

ximalen, relativen Fehler f�ur unverrauschte, Abb. 4.12b f�ur verrauschte Daten..
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Abbildung 4.12: Ein
uss von Rauschen auf Rekonstruktionsgenauigkeit

W�ahrend f�ur unverrauschte Daten wie theoretisch vorhergesagt ein Anstieg in der

Rekonstruktionsgenauigkeit mit steigender Anzahl der Blickrichtungen zu verzeich-

nen ist, hat das Rauschen einen gegenl�au�gen E�ekt. Dieser Zusammenhang wurde

von Bahl et. al. ausgiebig studiert [1]. In unseren Studien waren 6 Blickrichtungen

eine sinnvolle Anzahl. Mit 4 Blickrichtungen konnten Details nicht aufgel�ost werden,

w�ahrend mit mehr als 8 Blickrichtungen keine stabile Rekonstruktion m�oglich war.

4.3.4.4.2 Informationsverlust durch Totalre
ektion Konvekti-

onsph�anomene werden typischerweise auch in rechteckigen Experimentvolumen

untersucht. Ein Hauptgrund hierf�ur ist die einfache Diskretisierung f�ur die

numerische Simulation, sowie der einfache experimentelle Aufbau.

Der rechteckige Querschnitt mit ebenen W�anden f�uhrt zur Totalre
ektionen des

Messstrahls. Daher ist es nicht m�oglich Information aus den Ecken der Messzelle zu

erhalten. Abb. 4.13 zeigt die Brechung der Messstrahlen und die Bereiche f�ur die

keine Information vorliegt. Da die Re
ektion beim �Ubergang vom h�oherbrechenden

Material (Glas, Fluid) zum niedrigbrechenden (Luft) auftritt w�are es m�oglich die

Gr�o�e dieser Bereiche durch die Verwendung dickerer Scheiben zu verringern. An-

dererseits f�uhrt dies zu unterschiedlichen Integrationswegl�angen in der Projektion,

was in zu intensivem Rauschen in diesen Bereichen f�uhrt und die Rekonstruktions-

qualit�at vermindert. Dieser Ansatz w�are m�oglich f�ur Fl�ussigkeiten mit dem Glas

angepasstem Brechungsindex [36]. Diese Anpassung ist jedoch nur selten m�oglich,

daher wurde diese L�osung nicht weiterverfolgt.

4.3.4.4.3 Eingeschr�ankter Blickwinkel Um die Bereiche der Totalre
ektion

gering zu halten wurde anstelle des gesamtem Blickwinkels �, wie in der Theorie

gefordert ein engerer Blickwinkel von maximal �=4 gew�ahlt. Die tomographische
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Abbildung 4.13: Brechung der Messstrahlen und Bereiche der Totalre
ektion

Rekonstruktion mit begrenzten Blickwinkeln und verrauschten Messdaten wurde

in [1] untersucht, eine zus�atzliche Blickrichtung orthogonal zur Hauptblickrichtung,

bzw. zwei orthogonal orientierte S�atze von Projektionen erh�ohen die Genauigkeit

und Zuverl�assigkeit der Rekonstruktionen.

Daher wurde ein Aufbau mit 5+1 und 3+3 Blickrichtungen gew�ahlt. Abb. 4.14 zeigt

diese Anordnungen f�ur den rechteckigen Querschnitt der Rayleigh-Benard Zelle. Es

ist o�ensichtlich, dass die 3+3 Kon�guration f�ur diese Geometrie nicht geeignet ist.

Abb. 4.15 zeigt die 3+3 Anordnung f�ur quadratische Querschnitte, hier kann mit

dieser Anordnung der Bereich f�ur den alle Blickrichtungen Informationen liefern

vergr�o�ert werden.

Bei den Winkeln handelt es sich um korrigierte Winkel, d.h. die Winkel, unter denen

die Messstrahlen das Messvolumen durchlaufen, nicht die Kamerawinkel

4.3.4.5 Numerischer Testfall

Der Numerische Testfall entspricht der Rayleigh-Benard Zelle des Modellexperi-

ments (Kap. 4.3.4.2).

Das L�angenverh�alnis der Zelle ist L�D�H = 5�2�1. mit der H�ohe H = 15mm. Alle

W�ande sind adiabat, mit Ausnahme der unteren und oberen isothermen Berandung

mit Tl > Tu (Index: l - lower, u - upper). Die Rayleigh Zahl ist Ra = 5400, die

Prandtl Zahl Pr = 1000. Es stellt sich eine Konvektionsstr�omung im ersten, stati-

on�aren Regime der begrenzten Rayleigh-Benard Instabilit�at mit der Wellenl�ange 1
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Abbildung 4.14: Blickwinkel und Bereiche der Totalre
ektion f�ur 5+1 und 3+3
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Abbildung 4.15: Blickwinkel und Bereiche der Totalre
ektion f�ur 5+1 und 3+3

Anordnung, quadratischer Querschnitt

ein (5 L�angsrollen). Das Str�omungsfeld wurde mit dem kommerziellen CFD Paket

Star-CD 3.1 durch L�osung der Boussinesq-Gleichungen errechnet. Abb. 4.16 zeigt

die dreidimensionale Temperaturverteilung der simulierten Rayleigh-Benard Kon-
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Abbildung 4.16: Berechnete Temperaturverteilung, Rayleigh-Benard Instabilit�at,

Ra = 5400, Pr = 1000

vektion.

4.3.4.5.1 Berechnung der Projektionen f�ur numerischen Testfall Aus

der berechneten dreidimensionalen Temperaturverteilung wurden die 6 (5+1)

Radon-Projektionen unter den Winkeln �a: �14
o, �7o, 0o, 7o, 14o und 90o berech-

net. Wobei die Rotationsachse (0; 0; 1) und die Winkel 0o bzw. 90o den Richtungen

(0; 1; 0) bzw. (�1; 0; 0) im Punkt (L=2; D=2; H=2) entsprachen. Diese berechneten

Winkel entsprechen aufgrund der Lichtbrechung an den Glasw�anden mit den Bre-

chungsindizes nglass = 1:45, nair = 1 den Messstrahlwinkeln ��a: �20
o, �10o, 0o, 10o,

20o und 90o..

�

��
=

nair

nglass
(4.19)

4.3.4.5.2 Rekonstruktion aus kompletten Projektionen Zun�achst wurde

die dreidimensionale Temperaturverteilung aus kompletten Projektionen rekonstru-

iert, d.h. die Totalre
ektion wurde nicht ber�ucksichtigt. 50 Iterationen wurden

durchgef�uhrt.
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Abbildung 4.17: Rekonstruiertes Temperaturfeld, Rayleigh-Benard Instabilit�at, 5+1

komplette Projektionen

Abb.4.17 zeigt das rekonstruierte Temperaturfeld, Abb. 4.18 den Konvergenzverlauf

der Rekonstruktion und die relative Abweichung vom Originalfeld. Eine zufrieden-

stellende Genauigkeit konnte erzielt werden. Die gr�o�ten Fehler sind in den Ecken

und entlang der kurzen Kanten zu �nden, da dort die Integrationsl�ange am k�urzesten

ist, w�ahrend im Kern des Rekonstruktionsvolumens nur minimale Fehler auftreten.

4.3.4.5.3 Rekonstruktion aus Teilprojektionen In diesem Fall wurde bei

der Erstellung der Radonprojektionen die Totalre
ektion ber�ucksichtigt, d.h. die

Randbereiche in denen im Experiment keine Information zu erhalten ist, wurden

als ung�ultig markiert und in der Rekonstruktion nicht ber�ucksichtigt.

Abb. 4.19 zeigt das aus diesen Projektionen rekonstruierte Temperaturfeld. Es f�allt

auf, dass f�ur diesen Fall weniger St�orungen entlang der kurzen Kanten des Rekon-

struktionsvolumens auftreten. Dies liegt daran, dass hier die Integrationswegl�angen

konstant sind, und die Randbereiche haupts�achlich aus den beiden Hauptblickrich-

tungen rekonstruiert werden. Dennoch m�ussen in diesem Bereich die Werte mit Be-

dacht ausgewertet werden. Abb. 4.20 zeigt den Konvergenzverlauf der Rekonstruk-

tion und die relative Abweichung vom Originalfeld. Der maximale, relative Fehler

und Standardabweichung sind nur unwesentlich h�oher als f�ur die Rekonstruktion
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Abbildung 4.18: Konvergenz und relative Abweichung, RB Instabilit�at, 5+1 kom-

plette Projektionen
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Abbildung 4.19: Rekonstruiertes Temperaturfeld, Rayleigh-Benard Instabilit�at, 5+1

Teilprojektionen

ohne Totalre
ektion.
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Abbildung 4.20: Konvergenz und relative Abweichung, RB Instabilit�at, 5+1 Teil-

projektionen

4.3.4.6 Rekonstruktion des Temperaturfeldes aus experimentellen Da-

ten

4.3.4.6.1 Aufnahme der Interferogramme F�ur jeden Blickwinkel wurden 2

Interferogramme aufgenommen. F�ur eines dieser Interferogramme wurde die Pha-

senlage einer Polarisationsrichtung um �=4 verschoben. Die Interferogramme wur-

den geometrisch entzerrt und zentriert, um die Strahlbrechnung an der Messzelle

auszugleichen.

Abb. 4.21 zeigt die 12 Interferogramme.

4.3.4.6.2 Auswertung der projezierten Dichte-/Temperaturverteilungen

Ein Di�erentialinterferometer misst die Phasenverschiebung zwischen zwei Licht-

strahlen, die in einem de�nierten Abstand die Messstrecke durchqueren. Die Pha-

senverschiebung ist daher ein Ma� f�ur die integrale Brechungsindexdi�erenz �uber der

Strahltrennung, oder bei kleiner Strahltrennung f�ur den integralen Brechungsindex-

gradienten in Strahltrennungsrichtung. Der Brechungsindex ist in erster N�aherung

linear von der Dichte, und diese linear von der Temperatur abh�angig. Daher kann

indirekt die Temperatur bestimmt werden.

Bei unendlichem Streifenabstand entsprechen die Streifenmuster Isolinien des

Brechungsindex-, Dichte- oder Temperaturgradienten. Die Intensit�at des Interfe-

renzmusters ist eine periodische cos-Funktion, die ohne Zusatzinformation �uber die

zweite Ableitung des Brechungsindex, der Dichte oder Temperatur nicht eindeutig

umkehrbar ist.
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Abbildung 4.21: Interferogramme, Rayleigh Benard Zelle (5+1 Kon�guration)

Die Di�erenz im Brechungsindexgradienten zwischen zwei benachbarten Streifen un-

terschiedlicher Ordnung ist bekannt. Um Information �uber den Verlauf der Ordnung

im Interferogramm bzw. des Vorzeichens dieser Gradientendi�erenz zu erhalten wird

das zweite, phasenverschobene Interferogramm ben�otigt. Abb. 4.22 zeigt die Inten-

sit�at im Interferogramm �uber der Phasenverschiebung f�ur das Original und das

phasenverschobene Interferogramm. Durch Vergleich der Intensit�at der Interfero-

gramme an den Streifen�uberg�angen kann die Position am steigenden oder fallenden

Ast bestimmt werden.

Die Gebietserkennung und Nummerierung der Streifen ergibt eine Gradientenver-

teilung, die entlang der Strahltrennungsrichtung (vertikal) integriert werden muss.

Hierzu ist eine Randbedingung entlang einer Linie n�otig, die durch die bekannte

Temperatur an den isothermen W�anden gegeben ist. Da die Temperatur an bei-

den Integrationsberandungen bekannt ist, kann auf diese Temperaturen normiert

werden.

Abb.4.23 zeigt die Auswertung im �Uberblick.

Abb. 4.24 zeigt die ausgewerteten Temperaturverteilungen f�ur die 6 Blickrichtungen.

4.3.4.6.3 Rekonstruktion der dreidimensionalen Temperaturverteilung

Die aus den Interferogrammen gewonnenen normalisierten zweidimensionalen Tem-

peraturverteilungen sind die Ausgangsdaten f�ur die tomographische Rekonstruktion

des Temperaturfeldes.
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Abbildung 4.22: Intensit�at �uber Phasenverschiebung f�ur unverschobenes und �=4

verschobenes Interferogramm

Da die experimentell erhaltenen Projektionen einen h�oheren Rauschpegel aufweisen

wurden nur 10 Iterationen ausgef�uhrt. Mit rauschbehafteten Ausgangsdaten ist f�ur

h�ohere Iterationszahlen eine Divergenz in der Rekonstruktion zu beobachten. Eine

Absch�atzung der n�otigen Anzahl an Iterationen �ndet sich in [1].

Die Konvergenz kann verbessert werden, wenn in der ersten Iteration ein vorl�au�ges

Feld aus den beiden Hauptrichtungen berechnet wird und die rekonstruierten Werte

auf das bekannte Temperaturintervall begrenzt werden.

Abb. 4.25 zeigt das rekonstruierte Temperaturfeld.
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Abbildung 4.23: Auswertung der Dichte-/Temperaturverteilung anhand eines

Interferogramm-Sets
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Abbildung 4.24: Dichte-/Temperaturverteilungsprojektionen, Rayleigh Benard Cell

X Y

Z

X Y

Z

X Y

Z

X

Y

Z

Abbildung 4.25: Rekonstruiertes Temperaturfeld, Rayleigh-Benard Zelle, 5+1 ge-

messene Projektionen, 5 Iterationen ART-algorithmus, EXPERIMENT
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4.4 Experimentelle Untersuchung der Grund-

str�omung

Zur Veri�kation der station�aren L�osung des numerischen Codes wird das dreidimen-

sionale Temperaturfeld in einer Messzelle mit der tomographischen Interferometrie

vermessen. Die experimentellen Ergebnisse werden mit denen der dreidimensionalen

Simulation verglichen.

4.4.1 Messaufbau

Zur Untersuchung der Grundstr�omung wurde eine Messkammer aufgebaut. Die

Abmessungen des Fluidvolumens sind B = 40mm � 20mm � 20mm, die

Schichth�ohe betr�agt L = 10mm. Abbildung 4.26 zeigt die Messzelle als Skizze

und die realisierte Messzelle. Die isothermen W�ande sind als Kupferbl�ocke aus-

gef�uhrt. Die �ubrigen bestehen aus Quartzglas. Die Glasw�ande stellen gleichzeitig

den optischen Zugang sicher. Im Laborexperiment wird auf die mikrogravitations-

spezi�schen Einbauten, wie Grenz
�achen�xierung und Schichtentrennung verzich-

tet. Die rechte isotherme Wand ist mit einem Heizelement (Widerstandsheizfolie,

Fa. Winkler W�armetechnik, Heidelberg) versehen. Die W�armeabfuhr an der ge-

gen�uberliegenden Wand erfolgt mittels eines Peltierelements dessen Abw�arme durch

eine aktive K�uhler-L�ufterkombination an die Umgebung abgegeben wird. W�arme-

und K�uhlelement werden mit jeweils einem Temperaturregler Jumo iTron32 auf eine

konstante Temperatur geregelt.

Die Messzelle ist in der Drehachse des Interferometers angebracht, um die n�otigen

Messwinkel nacheinander abmessen zu k�onnen (Abb. 4.11).

4.4.2 Physikalische Parameter

Als Experiment
uide wurden M3 FluorInert© FC70 und Silikon�ol M10 verwendet.

Tabelle 4.1 zeigt die relevanten physikalischen Eigenschaften dieser Fl�ussigkeiten.

Die Temperaturdi�erenz betr�agt 1; 8K, der mittlere Temperaturgradient 0; 45K
L
.

Mit diesem Temperaturgradienten, den physikalischen Parametern der Fluide und

der L�ange L = 10mm ergibt sich eine Marangonizahl von Ma = 130 und eine Ray-

leighzahl von Ra = 9200, die Prandtlzahlen der Fluide sind PrFC70 = 390; P rM10 =

95.
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Abbildung 4.26: Messzelle

4.4.3 Ergebnisse

4.4.4 Qualitativer Vergleich

Zum qualitativen Vergleich der experimentellen mit den simulierten Temperaturver-

teilungen wurde das Ergebnis der dreidimensionalen Simulation in ein berechnetes

Interferogramm umgewandelt. Zur Umwandlung des berechneten Temperaturfeldes

in dieses Interferogramm wurde das Feld zun�achst in Strahlrichtung integriert und

das integrierte Feld in Richtung der Strahltrennung di�erenziert. Der resultierende

Temperaturgradient wurde dann entsprechend dem verwendeten Interferometer in

ein Intensit�atsfeld umgerechnet. Abbildung 4.27 zeigt eine Falschfarbendarstellung

des berechneten Interferogramms im Vergleich mit im Experiment aufgenommenen

Interferogramm in Rohdarstellung.

In der oberen rechten Ecke zeigt sich eine starke Abweichung zwischen den beiden

Interferogrammen. Ansonsten ist eine qualitativ gute �Ubereinstimmung zwischen

dem Experiment und Simulation zu erkennen.
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Abbildung 4.27: Vergleich eines aus Simulationsdaten gewonnenen Interferogramms

mit dem im Experiment aufgenommenen

4.4.5 Projezierte Temperaturverteilung

Zum ersten quantitativen Vergleich der Experiment- und Simulationsergebnisse

wird das projezierte Temperaturfeld, das direkt aus der Auswertung des aufgenom-

men Di�erentialinterferogramms (Abb. 4.27, Kap. 4.3.4.6.2) hervorgeht mit dem

in Messrichtung integrierten Temperaturfeld der dreidimensionalen Simulation ver-

glichen. Abbildung 4.28 zeigt das integrierte Feld aus der Simulation im direkten

Vergleich zum aus dem gemessenen Interferogramm gewonnenen. Wie im qualita-

tiven Vergleich schon festgestellt, zeigt sich auch hier eine starke Abweichung im

wandnahen Bereich, speziell in der oberen Schicht.

Abbildung 4.28: Vergleich projeziertes Temperaturfeld, Simulation (links) und Ex-

periment (rechts)

Abbildungen 4.29{4.30 zeigen die Temperaturpro�le entlang der beiden Mittelach-

sen der projezierten Temperaturfelder im Vergleich. Die �Ubereinstimmung liegt im

Bereich von �10%. Auch hier zeigt sich besonders in z-Richtung die schon festge-

stellte starke Abweichung in Wandn�ahe. Diese Abweichung ist auf die Diskrepanz

zwischen Quarzglas und adiabater Modellierung der W�ande zur�uckzuf�uhren. Im

folgenden soll daher eine dreidimensionale Rekonstruktion des gemessenen Tempe-

raturfeldes den Vergleich im Kernbereich des Messvolumens erlauben.
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0 1 2 3 4
x

0

0,5

1

T

3-D Numerical
Experimental
+/- 5%

Abbildung 4.29: Temperaturverlauf entlang der Mittellinie der Projektion in x-

Richtung, z = zm, Vergleich 3-D Numerik, Experiment
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Abbildung 4.30: Temperaturverlauf entlang der Mittellinie der Projektion in z-

Richtung, x = xm, Vergleich 3-D Numerik, Experiment
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4.4.6 Dreidimensionale Rekonstruktion der Temperatur-

verteilung

Die Rekonstruktion der dreidimensionalen Temperaturverteilung erfolgte aus den

Projektionen des Dichtegradienten in den 6 Richtungen �10o, 0o, 10o, 80o, 90o und

100o. In Abbildung 4.31 ist die dreidimensionale, normierte Temperaturverteilung

sowie deren Mittelschnitte dargestellt.

Z

XY

Y

X

Y

Z

X

Z

Abbildung 4.31: Dreidimensionale Temperaturverteilung, Experiment, tomographi-

sche Interferometrie, Ma = 130; Ra = 9200, Iso
�achen und Konturplots der Mitte-

lebenen

Abbildung 4.32 zeigt die dreidimensionale Temperaturverteilung sowie die Mittel-

schnitte des Ergebnisses der numerischen Simulation f�ur die Experimentparameter.

Die �Ubereinstimmung mit der experimentellen Verteilung ist gut. Es gibt allerdings

leichte Abweichungen der Temperaturpro�le im x/y-Schnitt und geringf�ugig kleine-

re Gradienten im x/z-Schnitt f�ur die experimentellen Resultate. Au�erdem ist eine

leichte Assymetrie im y/z-Schnitt festzustellen.

Diese Abweichungen sind auch in den Temperaturpro�len entlang der Mittelachsen
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Abbildung 4.32: Dreidimensionale Temperaturverteilung, 3-D Numerik, Ma =

130; Ra = 9200, Iso
�achen und Konturplots der Mittelebenen

in Abbildungen 4.33 bis 4.34 festzustellen. Insbesondere ist hier das Pro�l entlang

der y-Achse interessant. Hier zeigt sich eine Charakteristik, die auf eine h�ohere rela-

tive Grenz
�achengeschwindigkeit in Wandn�ahe schlie�en l�asst. Das experimentelle

Pro�l entlang der z-Achse hingegen l�asst auf eine niedrigere Geschwindigkeit in

Wandn�ahe schlie�en.

Insgesamt liegt die Abweichung zwischen Experiment und Numerik im Rahmen

der Messgenauigkeit von �5%. Die dar�uberhinausgehenden Abweichungen und die

Diskrepanz in der Charakteristik der Pro�le sind aller Wahrscheinlichkeit und Er-

fahrung nach auf einen in der mathematischen Modellierung nicht ber�ucksichtigten

St�orw�arme
uss durch die nicht ideal adiabaten Quartzglasw�ande zur�uckzuf�uhren.

Im Vergleich zu den projezierten Temperaturfeldern f�allt die Abweichung jedoch

deutlich geringer aus.

Insgesamt ist die �Ubereinstimmung zwischen Experiment und Numerik als gut zu

bezeichnen.
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Abbildung 4.33: Temperaturverlauf entlang Mittellinie in x-Richtung, y = ym; z =

zm, Vergleich 3-D Numerik, Experiment
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Abbildung 4.34: Temperaturverlauf entlang Mittellinie in y-Richtung, x = xm; z =

zm, Vergleich 3-D Numerik, Experiment
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Abbildung 4.35: Temperaturverlauf entlang Mittellinie in z-Richtung, x = xm; y =

ym, Vergleich 3-D Numerik, Experiment
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4.5 Abklingverhalten einer lokalen St�orung

Zur Veri�kation des instation�aren Verhaltens soll die Abklingzeit einer lokalen

St�orung, die einer St�orung

Tdist = A e
(�l)2

� sin(!t) H(� � !t) (4.20)

mit H, der Heavyside-Funktion und �, der r�aumlichen Ausdehnung der St�orung,

entspricht, untersucht werden.

F�ur die Veri�kation wurde eine halbe Periode der Sinusschwingung als St�orung

gew�ahlt, da mit dem realisierten Aufbau keine negative Temperaturst�orung einge-

bracht werden kann.

4.5.1 Messaufbau

Der Aufbau der Zelle entspricht dem zur Messung der Grundstr�omung. Zus�atzlich

ist durch Mitte der beheizten Kupferwand ein Widerstandsheizdraht gef�uhrt, der

ca. 0; 5mm in die Grenz
�ache hineinragt. Mit diesem Draht wird die Tempera-

turst�orung eingebracht. Abbildung 4.36 zeigt die Temperaturst�orung im Experiment

im Vergleich zur mathematisch modellierten. Die Form der St�orung wird durch

eine st�uckweise konstante Spannung am Heizdraht erzeugt. Die Aufheizspannung

V1 = 0; 5V liegt bis zum Punkt 1 (t = 714; 3s; t� = 1) an, bis Punkt 2 (t� = 2)

wird die Haltespannung V2 = 0; 3V angelegt. Danach wird eine minimale Spannung

V 3 = 0:1V gehalten, bis bei Punkt 3 (t� = 3) die Spannung abgeschaltet wird.

Die n�otigen Spannungen wurden in einem Vorabexperiment, bei dem der Heizdraht

direkt mit einem PT100 Temperaturf�uhler verbunden war, bestimmt.

Gemessen wurde der Verlauf der in z-Richtung integrierten Temperaturdi�erenz

an einem Punkt 1mm stromab und einem Punkt in 7mm Entfernung vom Ein-

leitungspunkt der St�orung. Der zweite Messpunkt war einmal quer zur Haupt-

str�omungsrichtung seitlich (lateral) und einmal in Hauptstr�omungsrichtung stromab

(longitudinal) versetzt (Abb. 4.37). Diese Temperaturdi�erenz wurde mittels eines

Laserdi�erentialinterferometers gemessen. Dieses Messverfahren ist eingef�uhrt und

soll daher in dieser Arbeit nicht n�aher beschrieben werden [36].

4.5.2 Physikalische Parameter

Die Parameter der simulierten St�orung sind A = 0:1; �z = 0:1; ! = 1. Das entspricht

einer Sinus-Halbwelle der Frequenz 1=!.

Die physikalischen Parameter im Experiment entsprechen denen zur Messung der

Grundstr�omung, die Amplitude der St�orung ist 0:11 ��T = 0; 2K, also geringf�ugig

106



4.5. ABKLINGVERHALTEN EINER LOKALEN ST�ORUNG

0 1 2 3 4 5
t

0

0,05

0,1

T
-T

0

Temperaturstörung Experiment
Temperaturstörung Numerik

V3V2V1

714.3 s 1428.6 s

Abbildung 4.36: Temperaturst�orung, Experiment und Numerik
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Abbildung 4.37: Anordnung der Messstrahlen, lateral und longitudinal

h�oher als in der numerischen Simulation, wobei hier durch die nicht vorhandene

Temperaturregelung mit einem Fehler in der Gr�o�enordnung von 10� 15% zu rech-

nen ist. Mit den physikalischen Eigenschaften der Experiment
uide ergibt sich die

dimensionslose Zeit t = 1 zu 714:3s. Die St�ordauer ist also 2244s.
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KAPITEL 4. VERIFIKATION

4.5.3 Ergebnisse

Zum Vergleich der Abklingzeit der St�orung in der numerischen Simulation wird ent-

sprechend der Messung die Temperatur entlang der beiden Messstrahleng�ange inte-

griert und die Di�erenz dieser beiden Temperaturen ausgewertet. In Abbildung 4.38

ist das Zeitverhalten dieser Di�erenz als gestrichelte Linie dargestellt. Im Vergleich

hierzu ist die aus der Phasenverschiebung der beiden Messstrahlen resultierende

Intensit�at des interferierenden Laserlichts am Sensor dargestellt. Die dargestellte

Kurve entspricht damit nicht direkt der Temperaturdi�erenz, sondern dem cos2 der

resultierenden Phasenverschiebung.

Die Intensit�at des Di�erentialinterferometers ist eine periodische cos
2-Verteilung

(Abb. 4.22), bei kontinuierlicher Steigerung der Temperaturdi�erenz wird evtl. mehr

als eine Phase durchlaufen. Dies f�uhrt zu Intensit�atsverl�aufen wie im lateralen Fall

in Abbildung 4.38.

Im lateralen Fall ist f�ur den Ruhezustand keine Phasenverschiebung vorhanden, da

die Temperatur in y-Richtung nahezu konstant ist (Abb. 4.25). Im longitudinalen

Fall ist eine Grunddi�erenz vorhanden, die bereits im Ruhezustand zu einer Pha-

sendi�erenz f�uhrt.
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Abbildung 4.38: Abklingverhalten, Experiment und Numerik
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4.5.4 Auswertung

Der zeitliche Verlauf der Temperaturst�orung in der Simulation folgt der eingebrach-

ten St�orung mit geringem Zeitversatz und klingt hyperbolisch ab. Der experimen-

tell gemessene Verlauf zeigt einen etwas h�oheren Versatz und ein ebenfalls leicht

verz�ogertes Abklingverhalten. W�ahrend die St�orung in der Simulation bereits bei

t = 7 abgeklungen ist, ist im Experiment erst bei t = 8 der Ausgangswert der

Intensit�at erreicht.

Besonders au��allig ist ein Knick im Intensit�atsverlauf bei t = 3; 14, was dem Ende

der Temperaturst�orung entspricht. Nach diesem Knick steigt die Intensit�atsdi�erenz

bis t � 4 weiter an, um dann in die Abklingphase �uberzugehen. Diese Hysterese in

der Verz�ogerung des Abklingbeginns und die etwas l�angere Abklingzeit sind wahr-

scheinlich die Folge einer Aufheizung der isothermen Wand in der Umgebung des

Heizdrahtes, die sich im Experiment nicht verhindern l�asst, dadurch verschiebt sich

der Zeitverlauf der eingebrachten St�orung. Au�erdem ist die r�aumliche Lokalisie-

rung nicht so scharf wie im simulierten Fall, obwohl der Heizdraht zur Einbringung

der St�orung gegen�uber der umgebenden Kupferwand thermisch isoliert ist.

Zur Auswertung der Abklingzeit wurden die Intensit�atsverl�aufe ab St�orungsende

t = 3:14 auf die maximale Intesit�atsdi�ernz normiert. Abbildung 4.39 zeigt die

normierten Verl�aufe.

Um die Hysterese durch den Experimentaufbau auszugleichen wurde zus�atzlich eine

Korrektur um die jeweilige Hysteresezeit durchgef�uhrt. Die korrigierten Zeitverl�aufe

sind in Abbildung 4.40 dargestellt und geben das bereinigte Abklingverhalten wie-

der. Der Vergleich des um die Hysterese des experimentellen Aufbaus bereinigten

Abklingverhaltens zeigt eine gute �Ubereinstimmung mit der Vorhersage der Simu-

lation.

Obwohl der Abklingvorgang einer lokalen St�orung in der unterkritischen Str�omung

im Rahmen der experimentellen Ungenauigkeiten von der Simulation gut wiederge-

geben wird, k�onnen diese Ergebnisse nicht als Veri�kation des instation�aren L�osers

gelten, wenn sie auch dessen Validit�at nahelegen. Zur abschlie�enden Veri�kation

ist ein Vergleich der �uberkritischen, oszillatorischen Instabilit�at (Abb. 3.28) n�otig.
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Abbildung 4.39: Abklingverhalten, normiert, Experiment und Numerik
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Abbildung 4.40: Abklingverhalten, normiert und um Hysterese korrigiert, Experi-

ment und Numerik
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Ausgangspunkt f�ur die vorliegende Arbeit war die unzureichende Wissensbasis �uber

gemischte Konvektionsstr�omungen in Zweischichtsystemen, um diese Konvektion

als treibende Kraft zur Erzeugung einer Scherschicht in einem geplanten Mikrogra-

vitationsexperiment zu nutzen. Da auf der in der Literatur verf�ugbaren Basis die

Auslegung eines solchen Experiments nicht m�oglich war, mussten diese Grundla-

gen und die M�oglichkeit zur Berechnung der gemischten thermischen Konvektion in

einem Zweischichtsystem bei horizontalem Dichtegradienten gescha�en werden.

Hierzu wurden die str�omungsmechanischen Grundgleichungen auf das interessie-

rende Problem angewandt und vereinfacht und so ein mathematisches Modell der

Konvektion mit den entsprechenden Randbedingungen entwickelt.

Dieses Modell wurde zun�achst f�ur die eindimensionale station�are Grundstr�omung im

in zwei Richtungen unendlich ausgedehnten Kanal entdimensioniert und analytisch

gel�ost. Auf diese L�osung wurde die linearisierte Stabilit�atstheorie angewandt, um

ein Absch�atzung der Stabilit�at der Grundstr�omung zu erhalten. Hierbei wurde ein

Stabilit�atsminimum entdeckt, dessen n�ahere Untersuchung f�ur die entsprechenden

Kennzahlen einen Wechsel der konvektionstreibenden Kr�afte in der oberen Schicht,

in der die Auftriebskraft und die Ober
�achenspannungs�anderung eine entgegenge-

setzte Wirkung zeigen, ergab.

F�ur die Simulation der Grundstr�omung und deren instation�aren Verhaltens im

�uberkritischen bzw. gest�orten Fall wurde das mathematische Modell in 3 Dimen-

sionen entdimensioniert. Dieses Modell bildet die Grundlage f�ur den verwendeten

numerischen L�oser.

Die zwei- und dreidimensionale Simulation der Grundstr�omung zeigt eine sehr

gute �Ubereinstimmung mit der analytischen L�osung, was die Struktur der

Str�omung und die Entstehung der Konvektionsrollen angeht. Die analytische L�osung

�ubersch�atzt jedoch die Geschwindigkeiten in einem Ma�e, das das, aufgrund der Ver-

nachl�assigung der v- und w-Komponente der Geschwindigkeit, erwartete bei weitem
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�ubersteigt. Durch eine Anpassung des als Randbedingung der analytischen L�osung

vorgegebenen Temperaturgradienten an den sich im dreidimensionalen Fall einstel-

lenden konnte diese Abweichung korrigiert werden.

Die Stabilit�at der Grundstr�omung in der 2-dimensionalen Simulation ist bei Form-

faktor 4x2 um den Faktor 2; 8 h�oher als von der linearisierten Theorie vorherge-

sagt. Eine Simulation der 3-dimensionalen �uberkritischen Str�omung war wegen des

Hauptspeicherbedarfs nicht m�oglich. Die Auswertung der Abklingzeit einer lokalen

St�orung im unterkritischen Zustand legt jedoch eine �ahnlich erh�ohte Stabilit�at nahe.

Zur Veri�kation des numerischen Codes wurden die Ergebnisse der unterschiedlichen

Simulationen untereinander, und die der dreidimensionalen Berechnung mit denen

eines Veri�kationsexperiments verglichen.

Der Vergleich der Ergebnisse der DNS f�ur gro�e Formfaktoren mit der analytischen

L�osung f�ur den unendlichen Kanal zeigt exzellente �Ubereinstimmung und Konsi-

stenz der L�osungen.

Die Resultate der zwei- und dreidimensionalen Simulation stimmen imMittelschnitt

sehr gut �uberein.

Zur Messung der dreidimensionalen Temperaturverteilung im Experiment wurde die

Messmethode der Di�erentialinterferometrie mit tomographischen Methoden gekop-

pelt und zur Tomographischen Interferometrie entwickelt, die die Rekonstruktion

des dreidimensionalen Temperaturfeldes aus den integralen Werten der Interfero-

metrie erlaubt. Der Funktionsnachweis f�ur die neue Messtechnik wurde mit der

simulierten Rekonstruktion eines generischen Modells und der simulierten Tempe-

raturverteilung in einer Rayleigh-Benard-Konvektionszelle, sowie der Messung des

dreidimensionalen Temperaturfeldes f�ur diese Zelle gef�uhrt.

Der Vergleich der dreidimensionalen Temperaturverteilung im Experiment mit der

3D L�osung der DNS zeigt gute �Ubereinstimmung. Die Abweichungen im Zentrum

sind im Rahmen der Toleranz der Messmethode. An den W�anden ist eine etwas

h�ohere Abweichung festzustellen, die vermutlich auf das nicht ideal adiabatische

Quartzglas zur�uckzuf�uhren ist.

Die Erzeugung eines �uberkritischen, instabilen Zustands im Experiment war nicht

m�oglich. Zur �Uberpr�ufung der Genauigkeit des instation�aren L�osung wurde die Ab-

klingzeit einer lokalen St�orung in der unterkritischen Grundstr�omung mit der ex-

perimentell gemessenen verglichen. Diese Messungen wurden mit einem hochemp-

�ndlichen Laser-Di�erential-Interferometer durchgef�uhrt und geben den Zeitverlauf

der Temperaturschwankungen in der Umgebung des Einleitungspunktes der St�orung

wieder. Im Vergleich zur Simulation stellt sich ein verz�ogerter Abklingbeginn (Hyste-

rese) und eine etwas l�angere Abklingzeit ein. Diese Abweichungen sind vermutlich

auf den nicht ideal lokalen Charakter der im Experiment eingebrachten St�orung

zur�uckzuf�uhren. Der Vergleich der um diese Hysterese bereinigten Abklingzeiten

zeigt eine gute �Ubereinstimmung zwischen Vorhersage und Experiment.
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5.1. AUSBLICK

Aufgrund der Konsistenz der numerischen L�osungen untereinander und mit der

analytischen L�osung sowie der guten �Ubereinstimmung mit den experimentellen

Ergebnissen kann das Berechnungsverfahren f�ur die station�are, auftriebsdominierte,

gemischte Konvektion als veri�ziert betrachtet werden. Die Ergebnisse der Auswer-

tung des Abklingverhaltens einer lokalen St�orung legen die G�ultigkeit auch f�ur den

instation�aren Bereich nahe.

5.1 Ausblick

Wenngleich der benutzte Code unter Laborbedingungen f�ur die gravitations-

behaftete, auftriebsdominierte gemischte Konvektion veri�ziert werden konn-

te, kann noch keine Aussage �uber die G�ultigkeit f�ur rein oder stark ober-


�achenspannungsgetriebene Str�omungszust�ande getro�en werden. Hierzu soll die

Durchf�uhrung eines Weltraumexperiments vorgeschlagen werden, dass als Muster-

experiment f�ur die Tomographieeinheit des Fluid Science Lab (FSL) an Bord der

Internationalen Raumstation geplant ist.

In diesem Zusammenhang soll auch die mit Unterst�utzung der ESA/ESTEC ent-

wickelte Messtechnik von der Rekonstruktion station�arer Dichtefelder zur Messung

instation�arer Vorg�ange und zum Einsatz im FSL weiterentwickelt werden.

Nach der Veri�kation f�ur Mikrogravitionsbedingungen steht ein Muster-

experiment mit Auslegungsverfahren zur Erzeugung von Scherschichten in

Fl�ussigkeitsgrenzschichten zur Verf�ugung. Dieses kann dann f�ur vielf�altige Untersu-

chungen bez�uglich des W�arme- und Sto�transports sowie der St�orungsausbreitung

in Grenz
�achen eingesetzt werden.

Eine Veri�kation des instation�aren L�osers konnte nicht abschlie�end durchgef�uhrt

werden, da weder experimentell noch numerisch eine �uberkritische Str�omung er-

zeugt werden konnte. Mit den Ergebnissen dieser Arbeit soll eine Parameterstudie

durchgef�uhrt werden, die Aufschluss �uber die Realisierbarkeit eines bodenbasierten

Experiments zur Untersuchung des �uberkritischen oszillativen Verhaltens geben soll.

Au�erdem muss der Code im Hinblick auf die Speicherausnutzung optimiert, bzw.

auf die n�achste Rechnergeneration portiert werden, die ausreichend Speicher zur

Verf�ugung stellt.

Das Mikrogravitationsexperiment zur Stabilit�atsuntersuchung wird mit den durch

diese Arbeit zur Verf�ugung stehen Auslegungsmitteln konzipiert. Parallel zum Ex-

periment soll eine nichtlineare Analyse der Stabilit�at der gemischten thermischen

Konvektion durchgef�uhrt werden.

Im Rahmen der Arbeit sind auch weitere interessante Fragen aufgetaucht, die den

Ein
uss der Geometrie auf die Stabilit�at der Grundstr�omung betre�en. Hier ist
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KAPITEL 5. ZUSAMMENFASSUNG

davon auszugehen, dass sich die Stabilit�at f�ur gr�ossere Geometriefaktoren der linea-

risierten Stabilit�atstheorie ann�ahert. Auch auf diese Fragen soll die oben genannte

Parameterstudie Antworten liefern.
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