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Zusammenfassung:

Die numerische Berechnung von interpolierenden Spline-Funktionen fiir hohe
Knotenzahlen und von einem Grad grdfer als drel ist flir praktische Zwecke,
z.B. flir die Auswertung von nuklearen MeRdaten, sehr wichtigs Flir diese
Fdlle versagen dile bekannten Methoden aufgrund numerischer Instabilitéten,
Wir leiten eln die Splines bestimmendes Gleichungssystem her, das mit einem
iterativen Verfahren (Blockunterrelaxation) geldst werden kamn. In wichtigen

Fdllen karn man die optimalen Beschleunigungsparameter explizit angeben,
Dieses Iterationsverfahren ist in der Rechenzeit mit den bekannten Methoden
vergleichbar, bringt aber einen ganz erheblichen Fortschritt bezliglich der
numerischen Stabilitit,

Die Arbeit ist an der Universitédt Karlsruhe als Dissertation angenonmen.
Referenten sind Prof. Dr. J. Weissinger und Privatdozent Dr., H. Brakhage.

Summary
The numerical calculation of interpolating spline functions for a high number

of knots and of a degree greater than three is very important for practical
purposes, i.e. for the evaluation of nuclear data points. For these cases
the known methods fail because of numerical Instabilities. We derive a
system of linear equatlons characterizing the splines that is suitable for
iterative solution (blockurderrelaxation). The optimal relaxation parameters
can be obtained explicitly in important cases. This iterative method is
comparable with the known direct methods concerning the computing time

but results in quite an impressive progress with respect to numerical
stability.

This work has been accepted as thesis at the University of Karlsruhe.
Referents are Prof. Dr. J. Welssinger and Privatdozent Dr. H. Brakhage.







0O,

1.

2

3s

by

5

Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Spline=Interpolation van Typ K und vom Grad 2m+l.
Problemstellung und Ergebnisse

Herleitung eines Gleichungssystems fiir die Spline-Interpolation
van Typ IIT und m > 2

Erweiterung des Gleichungssystems filir m = 2 auf die Typen I und II.
MOgliche Modifikaticonen fiir m > 2 und Typ K

Losung der Gleichungssysteme mit Blockrelaxationsverfahren.
Op’timale Beschleunigungsparameter

Aufwand und Rundungsfehler im Vergleich zu bekannten Verfahren.
Einfluf des Typs auf dle Gestalt

Literatur

10

19

25

4o







0. Einleitung

———— et -
P =fndpenfprpadrefeuguaengd

Die Berechnung von interpolierenden Spline~Funktionen filir hohe Knoten-
zahlen und von einem Grad grofer als drei ist flr praktische Zwecke
wichtig., Die bekannten Berechnungsverfshren versagen filir diese F&lle
aufgrund numerischer Instabilitdten. Die hier vorgeschlagenen iterativen
Verfahren sind im Aufwand mit den herk@mmlichen direkten Methoden ver-
gleichbar, bringen jedoch einen ganz erheblichen Fortschritt bezlglich
der numerischen Stabllitit.

Einfthrend wird in Kagpitel 1 der Begriff der Spline-Interpclation vom

Typ K und vam Grad 2m+l erléutert, der eine gewisse Verallgemeinerung der
Standardtypen I und II darstellt; und angedeutet, wie sich die wichtigsten
Sétze auf Typ K ibertragen lassen. Dann ktnnen wir Problemstellung und
Ergebnisse der Arbelt genau formulieren.

In Kapitel 2 wird fiir einen speziellen Typ K, den wir Typ III nennen, ein
lineares Gleichungssystem hergeleitet und dessen zwel kanonische Block-
strukturen studiert.

Nach m = 1 ist flir die Praxis besonders wichtig der Fallm = 2, In

Kapitel 3 wird gezeigt, wie und weshalb sich genau flir m = 2 das Gleichungs-
system fir Typ IIT auf einfache Weise so abdndern 1lidRt, daR auch die
Standardtypen I und II damit berechnet werden kdnnen. Der Einfachheit
halber beschrinken wir uns flir m > 2 im folgenden auf das Gleichungs-




system flr Typ III, obwchl dieses prinzipiell fiir beliebige Typen K
modifiziert werden kann.

Aufgrund der beiden natiirlichen Blockstrukturen unseres Glelchungssystems
bieten sich zur L8sung die iterativen Methoden der Blockrelaxation an, Je
nach Blockung ist Blocklber= oder =-unterrelaxation anwendbar, In Kapitel
4 werden flir m = 2, beliebige Abszissen und die Typen I, II und III opti-
male Beschleunigungsparameter flir das Blockunterrelaxationsverfahren
angegeben., Rlir m > 2 ist die Bestimmung allgemein nur flir dquidistante
Abszissen durchfihrbar, Fir Typ III wird dies beim Blockiiber- und -unter-
relaxationsverfahren getan. Die Blockunterrelaxation erweist sich als
mindestens zweimal so schnell.,

SchlieRlich werden in Kapitel 5 Aufwand und numerische Stabilitit des
Blockunterrelaxationsverfahren mit bekannten Methoden zur Spline-Inter-
polation vam Typ II verglichen. Das Iterationsverfahren ist bei vergleich-
barem Rechenaufwand wesentlich gilinstiger in bezug auf numerische Stabilitét,
Der EinfluB des Typs auf die Gestalt der Spline~Funktion wird an einem
Beispiel demonstriert.



1. Spline-Interpolation vom Typ K und vom Grad 2m+l.
Problemstellung und Ergebnisse

Eine Spline-Funktion s von Grad 2m+1 auf einem Abszissengitter

a = X <X, <ess <X =D besteht aus n-1 jeweils in [xi,xi+1]
definierten Polynamen, deren Grad héchstens 2m+l ist, die an den
Knotenstellen x sesesX 4 2m-mal stetig differenzierbar aneinander-

2
gesetzt sind.

Sind zu den Abszissen X5 Ordinaten vy vorgegeben, durch die die Spline-
Funktion verlaufen scll, so spricht man von Spline-Interpclation. Diese
unterscheidet sich u.a. aufgrund ihrer Konvergenzeigenschaften vorteil-
haft von anderen Interpolationsverfahren. Fir m = O haben wir Polygon-
zlige und flir m = 1 zweimal stetig differenzierbar aneinandergesetzte
kubische Polynome.

Da jedes Polynom vom Grad 2m+l durch 2m+2 Konstanten bestimmt ist, miissen,
falls die Polynome jewells durch ihre Koeffizienten charakterisiert werden,
bei der Spline-Interpolation (2m+2)(n-1) Konstanten berechnet werden.
Berticksichtigen wir, da® neben den Interpolationsbedingungen

s(xi) =y (1=1,.+s44n) gelten soll, daf die Ableitungen der Ordnung
1,2,:s+,2m an den Knotenstellen XoseeesXy 4 Ubereinstimmen sollen, so bleiben
noch 2m Freiheitsgrade, Daher glbt man nun im allgemeinen noch in a und b
Jjeweils m Werte flr Ableitungen bestimmter Ordnung vor, und zwar aus
Symmetriegriinden flir solche der gleichen Ordnung in a und b. Noch allge-
meinere Randbedingungen werden bei GREVILLE (1969) betrachtet. Wir greifen
im folgenden eine bestimmte Klasse von (symmetrischen) Randbedingungen

heraus:



(1.1) Definition: Spline-Interpolation vom Typ K

Sei J1 = {1;44s,m} und J2 = {mtl,sss,2m}. Es bezeichne T: J1 > J, die

durch T(i) := 2m+1-1i fiir i ¢ J1 definierte bijektive Abbildung der beiden
Indexmengen aufeinander, K seil eine Tellmenge von J1.

Es seien Abszissen a = Xy < vee <X 0= b und zugehtrige Ordinaten Yy

und Zahlen yék), yék) gegeben.

Eine Spline~Funktion s vom Grad 2m+l1 interpoliert vom Typ K, wenn gilt

i) S(Xi) = yi (1= 1,.;9,1'1)
11) sK)(a) = yék), sy - yék) fir k ¢ K ¢ J,

111) s® () = W) = 0 fiir k ¢ J,-TK

Durch Spezialisierung von K ergeben sich die folgenden drel wichtigen Bei-
spiele:

(1,2) Definition: Eine Spline-Funktion vam Grad 2m+1 interpoliert vom

Typ I, wenn K = J1
Typ II, wenn K = @ (leere Menge)
Typ III, wenn K = {21 : 1 = 4,000,/ 57 }

Bei Typ I sind also in a und b die Ableitungen s'X) (k=1,...,m), bei Typ II
die fiir k = m+l,...,2n mit den Zshlenwerten Null vorgegeben. Diese beiden
Typen sind - neben den Splines mit periodischen Randbedingungen, fir die
wir und hier nicht interessieren -~ die in dem Standardwerk von AHLBERG,
NILSON, WALSH (1967) betrachteten. Bel Typ III werden Werte flir die geraden
Ableitungen an den Réndern vorgegeben, die fir k > Z7§;7 gleich Null sind.
Fliir m > 1 ist Typ III anscheinend noch nicht betrachtet worden.



Zunéchst zeigen wir, daR flr die Spline-Interpolation vom Typ K die in
AHIBERG, NILSON, WALSH (1967) nur fiir Typ I und II formulierten Haupt-
sidtze gelten. Da es sich um eine Ubertragung der Grundideen bei Typ I
und II auf Typ K handelt, werden wir Bewelse nur skizzieren,

Die Einftihrung insbesondere von Typ III wird sich bei der Herleitung
von Gleichungssystemen, die fiir Typ K, also insbesondere fiir die Typen I
und IT nur leicht modifiziert werden miissen, als vorteilhaft erweisen.

Es bezeichne H™! [a,b_J die Menge aller Funktionen f, die auf dem Inter-
vall [Ta,b_J/ definiert sind, die dort eine absolut stetige m-te Ableitung
besitzen und deren (m+1)=te Ableitung quadratisch integrierbar ist.

Zwei Funktionen f,g ¢ Hm+1[ a,b __7 nennen wir dguivalent bezliglich einer

K
Indexmenge K C J1 = {1ysesgm}, in Zelchen £ ~ g, wenn flir alle k ¢ K gilt

f(k)'(a) = g(k)(a) und f(k)(b) = g(k>(b). Die leere Menge @ ist flr K zuge-

Jlassen.

n+l -
< sae <xn:b,m<nundf’eHm La,b_7.

(1,3) Satz: Es sei a = X4

i) Dann existiert genau eine Spline-Funktion s, die f vom
Typ K interpoliert

ii) Dieses s minimalisiert

b
(1.4) J [g<m+1)(x)_72dx
4 y
fir g e G, := {ge gt [ab ], & K £, f(xi) = g(xi),i=1,...,n}

Der interpolierende Spline s vom Typ II zeichnet sich also dadunch aus, daB®
(1.4) von s minimalisiert wird, chne da® zusdtzliche Forderungen an G f bezlig-
lich der Ubereinstimmung von Werten flir Ableitungen in a und b gestellt

werden.




Der Beweis von (1.3) ist bel AHIBERG, NILSON, WALSH (1967) fir Typ I und
II durchgefiinrt. Aus der folgenden Beweisskizze wird deutlich, wie der
Beweis auf Typ K libertragen werden kamn:
Hir eine Spline-Funktion s vom Grad 2m+l und vom Typ K mit s X fgllt:
b (m+1) (m+1) 2
[ [t (x)=s (x)_J“ax
a
b b
= J‘ [f(m+1)(X)J2dX -2 f[f(mﬂ)(x) - S(m+1)(X)]S(m+1)(X)dX -
a a

b
- [ 5™ (%) FPax
a

"

b b
[ 2™ PPax - ) 8™ (0 7Pax
a a

n=1
22 T (D™ [r0-s(x) 752 5y [Xiet
iél [ T(x)-s J X Ixi

S2 Y ()it [0 () g (mH1=3) () 9 (md) 1y O
=1 .

Bel der partiellen Integration wird die Stetigkeit der Terme im letzten -
Ausdruck benutzt. Der dritfe Term verschwindet aufgrund der Interpolations-
bedingungen und der vierte gerade aufgrund der Definition (1.1).

Somit haben wir die sogenamnte erste Integralbeziehung

b
Lf-f(m"'l)(x)]?dx = [ [s(m+1)(x)_72'dx +
a

(1:5) [£) (s () 72ax

0 =T
O O

Daraus folgt dann (1.4) und daraus wiederum Existenz und Eindeutigkeit
(AHIBERG, NILSON, WALSH (1967)).



Durch Anwendung des Theorems von ROLLE auf f(i) (x) - s(i) (x) folgt zusammen
mit der Minimaleigenschaft (1.4) (AHLBERG, NILSCN s WALSH (1967)} der Satz

(1.6) Satz: Zu gegebenem Abszissengitter a = Xy < se» < X =D und gegebenem
fe Hm+1[ asb_/ sei s der interpolierende Spline vom Typ K. Damn
gllt die universelle Abschitzung

(1.7) e () - s(i)(x)g < ¢, (n,1,£,K) g(amt1-21)/2

mit ci(n,isf,K) <, B :=max Ax, und 1 = 0,1,...,m,

i
Bei der Spline-Interpolation vom Typ K werden also die Funktion und ihre
héheren Ableitungen simultan approximiert.,
- ° %) Ve rhErfione wvesn {1 N P 712m+2 F o R SR NN oy 3 5
Bemerkung: - Eine Verschirfung von (1.0) flir f ¢ H [ as,b_/ 188t sich durch
Erwelterung des Aquivalenzbegriffes erreichen. Man setzt voraus s % fmit
K=Kwu (J2 - TK). Steht dann auf der rechten Seite in (1.7) der Exponent
2m+1-i, so gilt (1.7) mit einer Konstanten ¢, = ¢,y(n,1,f,K) filr 1=0,1,...,2m%1,
Die flir den Beweis notwendige sogenannte zweite Integralbeziehung

b b
(1.8) [ £ (x) - ™ (x) 72ax = (c0™] [o(x) - sx0_7e$2™2) (x)ax
a a

wird auf dieselbe Art und Weise wie (1.5) ausgerechnet unter Verwendung von
fe H2m+2[ a,b_/ anstelle von f ¢ Hm+1[ asb_J.

Die Spline-Interpolation wird u.a. bei folgenden praktischen Problemen ange-
wandt, wobei die Art der Randbedingungen, also der Typ, im allgemeinen nicht
so wesentlich ist , da diese die Gestalt der Funktion nur in der Umgebung von
a und b beeinfluft,




Wegen der durch (1.4) in einem gewissen Sinne definierten Glattheit (fiirm =1
kann man sich vorstellen, daR eine mittlere zweite Ableitung minimalisiert
wird) und der Konvergenzeigenschaften (1.6) eignet sie sich hervorragend

zur Auswertung (z.B. Differentiation und Integration) von MeBdaten. So kann
man sie z.,B. in der Multigruppentheorie der Reaktorphysik dazu verwenden,

um zu einer vorgegebenen Treppenfunktion eine glatte, in jedem Intervall

(% 5% 4,/ fléchengleiche Funktion anzugeben (ANSELONE, LAURENT (1968),
SPATH (1968)). Hierbei treten nicht#quidistante Abszissen mit einer Anzshl
n < 200 auf. In der Kerrphysik werden Vielkanalanalysatoren dazu benutzt,
ImpulshShenverteilungen und Flugzeitspektren zu messen. Da bei derartigen
Messungen die Kanalnummer die Rolle der Abszisse spielt, hat man &quidistante
Abszissen mit n & 1000,

Passt man experimentelle Daten mit Spline-Funktionen im Simne der kleinsten
Quadrate an (SCHCENBERG (1964)), so ist im Verlauf der iterativen Minimali-
sierung nach REINSCH (1967) eine wlederholte Spline-Interpoclation bei glei-
chen Abszissen notwendig. CURTIS, POWELL (1967) und BOOR, RICE (1968)
beriutzen die Spline-Interpolation zur Approximation von Funktlonen.

Plr diese Zwecke ist es winschenswert, flir eine grofe Anzahl von Abszissen
interpolierende Splines, auch flir m > 1, bestimmen zu kénnen.

Die bekannten numerischen Verfahren (CARASSO (1966), CARASSO, LAURENT (1968),
ANSELONE, LAURENT (1968)) berechnen Typ II. Abgesehen vonm = 1, wo ein
lineares Gleichungssystem mit positiv definiter Matrix auftritt, dessen
Lésung flir beliebige n keine numerischen Schwierigkeiten bildet, sind die
beschriebenen Verfahren bei den Ublichen Wortlingen von 7-16 Dezimalen nur flir
2<m<bund flirn <N O(m) brauchbar, wobei die Zahl No mit wachsendem m
f41lt. Es gilt ungeffhr 60 < NO < 100 (CARASSO (1967), CARASSO, LAURENT (1968)) .
Die Kceffizienten der auftretenden linearen Gleichungssysteme sind

dividierte Differenzen der Ordnung 2m#2 und ihre rechten Selten solche der
Ordnung m+l, Bel endlicher Zahlenlénge kdnnen diese nur ungenau berechnet
werden. Erfahrungsgemif ist der EInfluR der Rundungsfehler in den rechten
Seiten kritischer.



Wir geben nun fir Typ III ein Gleichungssystem an, dessen rechte Selten bei
gleicher Zahlenlénge genauer berechnet werden kénnen, da unsbhingig von m stets
nur Differenzen von zwel Differenzenquotienten auftreten. Flir m = 2 14pt sich
das Gleichungssystem einfach flr die Typen I und IT modifizieren. Prinzipiell
ist dies auch fir m > 2 und beliebige Typen K mbglich.

Da die Koeffizientenmatrix in allen F#llen zwel natiirliche Blockstrukturen besitzt,
wobel einmal in den Blécken relativ wenige von Null verschiedene Elemente

und im anderen Fall nur wenige von Null verschiedene Bldcke auftreten, wenden

wir zur AuflSsung der Gleichungssysteme iterative Verfahren der Blockrelaxation
(VARGA (1962)) an. Im einzelnen erreichen wir:

Fir Typ III und dquidistante Abszissen erhalten wir flir 2 <m < 10 und n < 1000
mittels einer empirischen, durch theoretische Betrachtungen abgestiitzten

Methode angenihert optimale Beschleunigungsparameter flir ein Blockunterrelaxations-
verfahren und flir 2 <m < 10 und beliebige n exakte optimale Beschleunigungs-

parameter fUr ein Blocklberrelaxationsverfahren. Bel gleichem Rechenaufwand pro
Tteration benstigt die Blockunterrelaxation etwa die halbe Anzzhl der

Schritte im Vergleich zur Blockiberrelaxation,

Flir den nach m = O und m = 1 nichstwichtigen Fall m = 2 erhalten wir fiir die

Typen I, IT und ITT und beliebige Abszissen die exakten optimalen Beschleunigungs-
parameter bei Blockunterrelaxation fiir beliebige n,

Dies ist unseres Wissens der erste Vorschlag (auRer fir m = 1 (GREVILIE (1967)),

1

o}
oy

wo es unrdtig ist) Spline-Funktionen mit iterativen Methoden zu berechner

3

b

einer der wenigen bekannten Anwendungsfille,; wo sich Blockunterrelaxation al

¢

vorteilhaft erweist.,
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2. Herleitung eines Gleichungssystems filir die Spline-Interpolation vom
Typ III und m > 2

Die verschiedenen Methoden zur Berechnung ven interpolierenden Spline-
Funktionen (CARASSO, LAURENT (1968)) unterscheiden sich in der Wahl und
der davon abhingigen Anzshl der Unbekannten. Dabei sind, wie sich in
Kgpitel 5 zeigen wird, die Verfahren mit geringerer Anzshl von Unbekannten
nicht notwendigerweise die zweckméRigsten.

Flir die numerische Auswertung ist es glinstig (BOOR, RICE (1968)), den Spline
im Intervall /7X,,X,,, / (1=1,444,n=1) in der Form
m+l

- (i-1)
t) = ] A

k
(t=x. .)
K=o k i=1

(201) P (i=2,...,n)

i=1(
zur Verfligung zu haben, Die (2m+2)(n-1) Koeffizienten Al((l) sind durch die
Interpolationsbedingungen 3 durch die Ubergangsbedingungen

(j) ) (j) i=2,|0u,n'—1
(2.2) Pi-l (Xi) = Py (Xi) (jzl,...,Zm )

und schlieBlich durch die Randbedingungen vam Typ K nach Satz (1.3) eindeutig
bestimmt.

Flihrt man wie HOLLODAY (1957) die Al({i) jedoch als Unbekannte ein, so erhdlt
man ein i.a. duferst schlecht konditioniertes Gleichungssystem (CARASSO,

LAURENT (1968)).

Die Anzahl der Unbekannten reduziert sich auf die H&lfte, wenn man bei Splines
vom Typ K die Werte ygk) (1=2,400yn=1, k € K u(JZ—TK)) als Unbekannte einfiihrt,
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die von den Randbedingungen her flir i=1 und i=n bekannt sind. In Kapitel 3
werden wir sehen, wann dies prinzipiell méglich ist. Im folgenden wird
gezeigt, daR Jedenfalls speziell flir die Spline-Interpolation vam Typ III
dieses Vorgehen sinnvoll ist, sich die Koeffizienten Al((i) einfach durch

die Unbekannten y§2k) ausdriicken lassen, und man fir die Unbekarnten ein
Gleichungssystem mit ginstigen Eigenschaften flir die numerische Behandlung
erhilt.

Wir setzen (2.1) in anderer Form an:

m
§ 08, [58 nan{® 17
=0

(2.3)
t-xi-l

mit him1 = Axi__1 und u = hi-i

Dabei sind die Polynome Lk(u) (LIDSTONE (1930)) definiert durch

Lo(u) =u
@4 L'K'(u) =L W (k > 1)
L (o) = L(1) =0

Aufgrund von (2.4) hat (2.3) die gewlinschten Eigenschaften

(2k) = o(2K) (2k) _ (2K)
Picy) (Ryog) = ¥3Zy wd Pinyt (xy) =9y

(i = 2,...,n; k = 0,...,m)

Nun gilt (WHITTAKER (1934))

o2+l 1y
(2:5) L = a7 Boyerq (=5 ) (k > 1)
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wobel mit B die BERNOUILLI'schen Polyncme

j ’
_ J -K .
@6 a0 = 1 (B x) (320,1404)
bezeichnet sind, worin die BERNOUILLI'schen Zahlen Bk definiert sind durch
N I I S N _
(2.7) B,=1,B = -5 kzo ;) B, =0 (3=245350¢4)

Es gelten die Beziehungen (NORLUND (1954))

(2,8) B, (x+1)=(x) = jx9-1
k=1
31 i
(2.9)  B,(kx) =k izo By(x+ )

Nach (2.6) erhalten wir

)

(2.10) B,j

(0) = 83(1) = JByq

Setzen wir in (2.9) k = 2, differenzieren auf beiden Seiten, setzen x = O

und verwenden (2,10) ,so erhalten wir

' - J=2
(2.11) BJ-( -%- ) = dd=2 ) B

. . G221
oJ

Wir berechnen nun die ungeraden Ableitungen von (2.3) und erhalten mit (2,4)
(2541 1y = v (k=)= = (2k) ! (2) !
(2.12)  PyT(t) = kéj iy L9577 Dy -y L y(1-w) 7

Setzen wir zur Abklirzung

, 2L . 521
9; = Li(1) = w557y Boger (1) =T33 By
(2.13) (5211
I N  Can o] -
l”i - - Li(O) - 21 ! Bzi (l—o,l,:..)
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so erhdlt man durch Einsetzen von (2.12) und (2.13) in die Bedingungen
(242) das gesuchte lineare Gleichungssystem

mij
{r, h
K=o k "i=1

(2.14)

2k=-1 y(2(k+j))

i-1

(J=O,1, see ,m—l)
(i=2’. (XY ,1’1-1)

k-1 k=1, _(2(k+J))
nt ) vy

+ qk(hi-i +

+r h

k i it

k-1 (2(k+g))y

zur Bestimmung der Unbekannten y§2k) (1=25400yn-13 k=1,44s,m), Numerische
Werte flir 9 und T, sind:
Tabelle 1: Zahlenwerte flir die Konstanten q und r,
k Qe Ty
0 1.0 =1.0
1 +3333333333 + 1666666667
2 - .222222222210~1 - .1944“““44410-1
3 .2116u0211610-2 .205026455010-2
i w .211640211610—3 - .209986772“10-3
5 .213777991610-4 .213360456410-u
6 - .2164&0428110-5 - .21633&74&310-5
7 .21925947851O=6 .219232713410-6
8 - .222146087910—7 - .222139308510-7
9 42250784651, -8 12250767480, ;-8
10 - .228051512010-9 - .228051077110—9
Die Koeffizienten A" in (2.1) ernalten wir aus den y{®) una y{%) mie
(2.12) und (2.,13) zu
(1-1) _ 1 (2k) ,(-1) _ 1 T p2(3k)=1 (23) (
Aok T T TEIT Vi Roksr” Tt TREDT JZkhi-1 (Q591.1" ¥ Tyt

(k=o, ve e g3

i=2’l ..,1’1)

23))
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Um einen Uberblick Uber die Struktur des linearen Gleichungssystems (2.14)
zu erhalten, flihren wir Matrizenschreibweise ein.

Es bezeichne
ok+1 . . 2k=1 D=1
g™ "+ hym ) rhy
k-1 Ok=1 . . 2kl
r, b5 qlnz "+ nS \\\\
Ak = sign(qk)
k-1
r‘l/chn-2
k=1 ok-1 . . 2k-1
b o G (o +hy 97,
Ze,i * y{2) (k=0,0vuym;  131,044,0)
Zk = (Zk’z,c-o, zk,n-l) (k=O,.u,m)
/ m
o ope
(2.15) kzo by T 7y g
f 0
' 0
b - A A .__{
(o] [e ] e} .
0
m
k-1
R S T

k=0
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m‘ii h2k -1

k=0

T k1,1

o O

b, = = [ (i=1,.;.,m-1)

2k-1
Z by T P+l el

Dann hat (2.14) die Gestalt

m+1 ’ |
Ay =Ry Ay =Ry Ag e (<D) A X )
A -
25 Al AZ A3 see s g g Z3
o Al "A2 ves s f Zu
; A =
(2616) --O Al [ ] [ ] g i Z5 !
s \\Q & . ;
| R / et |
i
\ AO Al , Zm ;

Die Matrizen AI, (k=0,s+.,m) sind nach (2,15) alle symmetrisch und tridiagonal
und besitzen die Kantenlinge n-2. Flr k=1,...,m sind sie wegen |qk| > |n |
und X, < ses < X, streng diagonal dominant und daher positiv definit, Weg;en
la | = lrol = 1 ist A  zwar nicht streng diagonal dominant, sber wegen

X < eae <X irreduzibel diagonal dominant und folglich ebenfalls positiv
definit (VARGA (1962)). Die Koeffizientermatrix in (2.16) hat obere Block-
Hessenberg-Gestalt und die Blockkantenlinge m, In jeder Blockdiagonale sind
alle Elemente gleich.
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Flir den Fall dquidistanter Abszissen besitzt (2.16) noch weitere angenehme
Elgenschaften. Setzen wir chne Beschréinkung der Allgemeinheit hi =1
(i=1,4444n=1) voraus, so erhalten wir mit der Bezeichnung

(2.17) C(a) =

aus A, in (2,15)

(2.18) A, = sl q (2, E + r_C(0))

Dabel bezeichnet E die Einheitsmatrix. Daraus folgt:

(2.19) Satz Fir Hquidistante Abszissen sind die positiv definiten Matrizen
A (k=04 44+ ym) paarweise vertauschbar, Es existieren die
positiv definiten Inversen und Wurzeln und diese sind unter-
einander und mit den Ak wiederum vertauschbar,

Der erste Teil der Behauptung folgt aus (2.18) durch Nachrechnen; der zweite
Teil aus der Tatsache, daR Inverse und Wurzeln Polynome in Ak sind.

Aus (2+19) folgt sofort, dap die Ak simultan auf Diagonalgestalt transfor-
mierbar sind. Da wlr spiter die Eigenwerte und die Transformation bendtigen,
geben wir diese explizit an:

Die Matrix C(a) aus (2.17) wird diagonalisiert durch

»/z sin ()

(2.20) U= (uy) =Y 55 n=1
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wobel die Kantenlinge von C(a) n=2 ist.
C(a) besitzt die Eigenwerte a + 2 cos %%T (k=1,444yn=2)s

Also besitzt A, nach (2.18) die Eigernwerte

= i i -
(2.21) d 3 = sign g (2q + 2r, cos (5=) ) (1=15414,n=2)

Bemerkung: ‘Transformiert man in (2,16) alle Ak simultan mit U, so stehen
anstelle der tridiagonalen Ak Diagonalmatrizen, und das Glelchungssystem
der Kantenlinge m(n-2) zerfillt in n-2 Gleichungssysteme der (kleinen)
Kantenlinge m., Dieses hiermit angedeutete direkte Verfahren im Fall &qui-
distanter Abszissen wird man in praxi nicht anwenden, da es, wie schon
die Transformation (2,20) zelgt, hohen Aufwand kostet.

Wir betrachten eine weltere, sich zwanglos ergebende Form des Gleichungs-
systems (2,14). Wemn wir in (2.16) den Zeilenindex der Bldcke und den
Index der Blockzeilen vertauschen und die Unbekannten entsprechend um-
ordnen, wird aus der cberen Block-Hessenberg-Matrix, deren Elemente tri-
diagonale Matrizen sind, eine blocktridiagonale Matrix, deren Elemente
gewShnliche obere Hessenberg-Matrizen sind,

Flir dquidistante Abszissen (hi = 1) erhdlt man so flir die umgeordnete

W =
=T v ]
s

Koeffizientenmatrix
I |
i A B |
!
| B A B gi
} B A ;
| |
(2.22) ; \ |
i
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mit
;ql q2 q3...qm !1" I'2 I'3..o1"m
gqoqiqz.... | To Ty The e
A:2§ g Qg ¢ v o o B = g L I
NN | N
(2.23) | \\ % | \\ T
E % 4 ! s T

Die Matrix (2.22) ist symmetrisch und besitzt in den Blockhaupt- und neben-
dlagonalen jewells lauter gleiche Elemente., Spéter wird noch wichtig sein,
dak Ale nur positive Eigenwerte zwilschen O und 1/2 besitzt. Diese beiden

Eigenschaften gelten flr nichtiquidistante im allgemeinen nicht.
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3s Erweiterung des Glelchungssystems flir m = 2 auf die Typen I und II,
Mégliche Modifikationen fiir m > 2 und Typ K

s e o o e e e v e e o e o T T e e e R S e o S e e e e e S O S e g mm S ow e S S Trm S8 == e am

Fir m = 2 betrachten wir jetzt das Gleichungssystem (2.16) . Es lautet mit

yn =z undyiv=z

1 2

5
/bo"‘z

_ f
\b1

23

iv
y

(3.1) i
i Ao A1

In Kamponentenschreibweise wird daraus

1 B 1 1 1 1
T g Ve T5 (g IV B Yy

7 .3 v ) 3 3 v 7 .3 iv
-( %5 P-1 yxic-i * 5o (e TR 0Nt ogep B Vi )
5y, A
(302) = hi - hkk‘l
k-1 (k=24 vus,n=1)
1 " 1 1 " 1 11
TR et T ORD TR e TR Ve

1 iv 1 v 1 iv _
b onl ¢ 3 (g * hk)yiL{ Yy Ve 7O

Stellen wir wie in (2.1) die Spline-Funktion flr x e /X%, 4 7/ (k=1,...,n-1)

dar durch
- 5 e 3 2 .
(343) Pk(t) Aku + Bku + Cku + Dku + hku + Fk

mituzt-xk
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so erhalten wir die Koeffizienten in (3.3) zu

- iV - iV)
Ay = 120hk Vie+1

= 1 iv
By = 3%

C _ 1 1 i1 1 iV
IR IR O R
(k:l,.o.,n-l)

w3
_ 1 noo O iv iv
By = R e <3k+1 t2y) + s By + Typy)

s %
Wir wollen nun das Glelchungssystem (3.2) so modifizieren, daR es auch zur
Berechnung von Splines vom Typ I und II verwendbar ist. Dazu genligb es, fUr

dle Intervalle [ Xy 3%, _7 und [' X L% _7 Polyname der Gestalt (3. 3) anzu-
geben, dle die Interoolat* onsbedingungen erfiillen, flir X5 Wertp v Yo und ,iv
und flr X1 Werte y -1 ! und y:L -1 sowle flir Typ I in xl?Y'Ter'te v1 und ’y'l
und in X, Werte v und y und fiir Typ II in Xy Werte ¥q und yiv wnd in

(AL lV

Xn Werte In und AN annehmen.,

Es ist mSglich, solche Polynome anzugeben., Wir schrelben nur diejenigen
Koeffizienten auf, die sich gegenilber (3.4) &ndern. Fir Typ I erhalten wir

50

Ay " h
R B L SN L iy
By * 8,2[h2(h1 - V) -, (29 + yp) + 595 ]
4 1 -
R - SN v My gy
B r-gn l (g - W)~ o )t v
1 10,81 g noomo N4y
o 1T TLT R v s ) e T
AY. ' " " h
.1 3 n-1 1 . n=1 iv
Bpogq © o2 [hz ( By o) * 5 . ¥y * Vpyg) = g Vg
oty n-1 - n- h
__1 5 o LN | 3y 1v
Cpg T L[ (= -y * (3 1*5’)*’0""‘ Vet
Ahn-l h nei n-1 =1
Ay n hn
1 n-1 . -1 iy
Bt ™ B [15 b4 =TI * Ry <J -2 yn-:L) yn-‘.‘l-]
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Aus den Ubergangsbedingungen in x2 und xn..1 erhdlt man dann dle notwendigen
Modifikationen von (3.2) fir Typ I zu

1 n 3 1 " 1 1"
-ghyy + (g hy "'3'h2)5’2 +Eh‘2y3

T 4l 3 3,17
'('8'5’1+(192h1 'g"hzy3
Ay
15 &Y4 2
(3:6) -8-71- T’;
" 9 1 1 1 1"
vyt ( =)y, =Ty
'2‘1%; 1 TFH; 5'2' 2 hy“3
15 1 iv .1, dv _1
""533’1 + ( %Jh1 + S h)yy + 2 hyys ="'5‘§AV1
2hg oh
1
und
1 1] 3 1] 1 ."
T Pnoo¥pp ¥ ( 3 oo 53 h1'1-1)"’n 1° % "n-1vn

n-1 n-2
1 1 9 1" 1"
- Von * ( + )V 4 * R
hn_2 n=2 hn--2 uhn-l ne1 2hh-1 n
1 iv 1 iv 15 ! 1
YoVt (ot %B’ By Vg™ =5V - T Ay
2h 2h
n-1 n-1
Auf dieselbe Weise erhalten wir flr Typ I unter Berlicksichtigung von
LA iv " iv
v, = v, =V = =0
U1 l}l Un rJn
01 =0
1" 1. 24y
Dy = 'g'y(yz -3 hyy)
S S 3 34V
B1 7R T2 hyys + 5 hyyp
_ 1 iv
(3.7) Cheq = = 75 Ppoq¥peq

byna1 1 " iv

- _1 1.3
Bre1 ® R, ~ 2 "a¥n-1 * 30 Pea¥net
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Die zugehdrigen Inderungen filr (3.2) lauten

1 1 n 1 "
(5hy * 0¥, + 503
13,8 3y iv_ 7 ,31v Yo %
- (5501 * o )2 - %5 Pavs "R, TR,
A W 1,40V 2, v _
(3.8) H-z-yz-hzy3+(5hl+3h2)y2 tZhys =0

1t

1 .
( = shyot 2 Rt ) * T PV

8 .3 L1 ,3 7 Mna  A9po
- (55 ez * 35 Mt it - T8 Peoiie nn_i B
1 1 iv
oy ne1 " hh > Tea * ¢ * S, Yy + F 0y p¥pr = O

Wir haben die Modifikationen des Gleichungssystems (3.2) flir Typ I und II im
einzelnen aufgeschrieben, um die folgenden Eigenschaften ablesen zu kénnen,
Die Tridisgonalitét der einzelnen BlScke in (3.1) bleibt erhalten., Bei Typ I
bleiben die Matrizen A (k=0,1,2) positiv definit; bei Typ II wird A, positiv
semi-definit. Bei beiden Typen wird die Matrix A, in (3.1) links oben und
rechts unten Jewells auf die gleiche Art geiindert. Dies alles wird in
Kapitel 4 bel der Bestimmng optimaler Relaxationsparameter wesentlich sein.

Es stellt sich die Frage, ob das Gleichungssystem (2.16) auch firm > 2 so
modifiziert werden kann, daf ebenfalls Typ I und II -~ oder auch Spline-
Funktionen von einem bellebigen Typ K - damit berechenbar sind, chne daR die
Blockstruktur zerstdrt wird. Eine &hnliche Fragestellung ist, ob sich

bel Typ K ebenfalls die in den Randbedingungen auftretenden Ableitungen

als Unbekannte einfihren lassen, so daf die bei Tvp IIT vorllegenden Vor-
teile von (2.14) erhalten bleiben.

Beide Fragen reduzieren sich auf die Losbarkelt des folgenden Interpolations-
problems: Flr welche Indexmengen

1
1

I {io = O,ii’...’jp} (10 < aﬂ"'i)
g = Osdgseresdy) (3 < 2m+)

1]
1"
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wnd beliebige p+1 Zghlen y ak und q+1 Zahlen g X mit p+g = 2m existiert jewells

“b

eln eindeutig bestimmtes Polynom f vom Grad 2m+l mit

(1) 1

£ (@) =y K 1, eT  (kK0,uuu,0)
(3.10)

1,) 3

f k (b) = ybk Jk e J (k'—'O,-o;,Q)

Darauf glbt Antwort

(3.11) Satz (WHITTAKER (1934))

Es bezeichne P(k) die Anzahl der i ¢ I, dile kleiner als k sind und
Q(k) die Anzahl der J ¢ J, die kleiner als k sind., Dann ist das
Interpolationsproblem (3.10) genau dann jeweils eindeutig l8sbar

wenn

~

2) P(k) + Q(k) > k (k71,5 000, 2m+2)

us (3.11) ziehen wir nun einige Schiliisse:

1)

i1)

Fir m > 2 ist es nicht moglich, durch Modifikation der Matrizen Ak In
nur der ersten und letzten Zelle Gleichungssysteme (wie beim = 2) flr
die Typen I und II aus (2,16) zu erhalten,

Beispiel: fiirm = 3 und Typ II ist I = {0,4,5,6} und J = {0,2,4,6},
Bedingung (3.12) ist fiir k = U verletzt.

Durch Modifikation der Matrizen Ak in mehreren (die Anzahl héngt von m &b)
der ersten und letzten Zeilen ist es mdglich, aus (2,16) modifizierte
Glelchungssysteme fUr dle Typen I und II, j5 flr beliebige Typen K, 2zu
erhalten,

Beisplel: filrm = 3 und Typ IT kamn man filr x, I = (0,2,3,6) wihlen,

Dann sind die Interpolationsprobleme fir /7x,,%, / und /%, x3_7 nach
(3.12) 18sbar. Dabel geht jedoch in allen Fillen dle flr Hquidistante
Abszissen geltende Vertauschbarkelt der Ak verloren, wie man an einfachen
Beispielen sehen kann. Da diese Elgenschaft bel der Gewlnnung optimaler
Relaxationsparameter eine gewlsse Rolle splelt, betrachten wir die Art,
wie diese Modifikationen allgemein durchzufiihren sind, nlcht weiter.
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111) Aufgrund von (3.11) kann men entschelden, fiir welche Typen K Unbekannte
analog zu Typ IIT einfiihrbar sind. Man sieht z.B., daR (3.12) fir Typ I
und belieblge m erflillt ist. Andererseits gilt (3.12) nicht fir Typ II
und m > 2 wenn k = 3.

Bel unserem Konstruktionsprinzip flr Typ III war es wesentlich, da® man
filr bellebige m dle das Interpolationsproblem (3.10) ldsenden Polyname
explizit angeben konnte (siehe (2.3)). Dies gelingt anscheinend bisher
nur noch fir Typ I (AHIBERG, NILSON, WALSH (1967)). Das auf diese

Weise flir Typ I entstehende Gleichungssystem hat gegeniiber (2,16) einige
grofe Nachtelle:

Das interpolierende Polyncm (3.10) ist van vorgegebenen m abhingig. Man
hat keine zu (2.4) analoge von m unsbhéingige Darstellung, Dies bewirkt,
daR nicht wle in (2.16) lauter gleiche Blockelemente in jeder Block-
dlagonalen stehen. Weiter hat man nicht wie in (2.16) obere Block-Hessen-
berg-Form, scndern eine voll besetzte Blockmatrix, deren Elemente zwar
wieder alle tridiagonal sind, sber nicht wie in (2.16) alle auch positiv
definit, sondern sbwechselnd symmetrisch (und positiv definit) und schief-
symmetrisch. Ihre Anordnung entspricht der der schwarzen und weifen
Felder auf elnem Schachbrett. Flr douldistante Abszissen sind nur die
symmetrischen bzw, schiefsymmetrischen jewells untereinander vertausch-

bar., Schlieflich ist es anscheinend nicht mdglich, einfache Formeln
zur Berechnung der Koeffizienten AL(cl)in (2.,1) aus den Unbekannten

ygk) anzugeben, wie es uns bei Typ IIT mdglich war,



25

4. Id8sung des Gleichungssystems mit Blockrelaxatlonsverfahren.
Optimale Beschleunigungsparameter

Es sei ein lineares Gleichungssystem Ax = b mit det A $ O gegeben und
fiir A eine Blockung derart, daR die Diagonalelemente quadrsestisch und
invertierbar sind, Es bezeichne D die Blockdiagonalmatrix, ~U die cbere
und ~L die untere Blockdrelecksmetrix. Dann heift

1

(4.1) J=E-pl:-pHL+ W

die Jacobl=Matrix und

(4.2) L, = (D- W)Y ((1=w) D + wl)

mit O < < 2

dle Blockrelaxationsmatrix von A bezliglich der gegebenen Blockung. Mit bei-
den Matrizen karn man Iterationsverfahren zur ILdsung des gegebenen Systems
durchfihren., Z.B. lautet das zu (4,2) gehdrige Verfahren

1) L, x5 4 (el

wobel k den Index der Iteration hedeutet. Dlese sind genau damn konvergent
wern die Spektralradien p(J) bzw. D(Lw) kleiner als 1 sind., Nach einem Satz
von KAHAN (VARGA (1962))gllt p(Lw) > |w=1], so daR reelle w nur fir

0 <w < 2 sinnvoll sind. Flir o = 1 spricht man vom Block-Gauss-Seidel-,

flir o < w < 1 vom Blockunterrelaxations- und filr 1 < w < 2 vom Blockiber-
relaxationsverfahren, w helRt der Relaxations- ofer Beschleunigungspara-
meter: Das Ziel ist es, w S0 zu bestimmen daR p(Lw) minimal (und < 1) wird.
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Dies ist im wesentlichen bisher nur mtglich, falls A bel der gegebenen
Blockung elne p-zyklische, konsistent geordnete Matrix ist und Uber die
Elgerwerte der Jacobl-Matrix gewisse Voraussetzungen erfiillt sind (VARGA
(1962)), Die Matrix in (2.16) ist beil der natiirlichen Blockung nicht
p-zyklisch,

Da wir im folgenden nur einen Spezlalfall der 2-zyklischen Matrizen

- ndmlich blocktridiagonale -, die schon konsistent geordnet sind, be-
nétigen, formulieren wir die allgemeinen Ergebnisse nur flr dlesen
Fall,

(4,3) Satz

A sel blocktridiagonal mit quadratischen, imvertierbaren Diagonal-
elementen.
Dann gilt

i) VARGA (1962): Sei A # O Eigenwert von Lw und erfiillt u die Beziehung

(b4.4) A+ w- 1)2 = Aw2u2
so ist u Elgerwert von J. TIst u Elgerwert von J und erfiillt x (4.4),
80 ist A Elgerwert von Lw.

11) VARGA (1962): Die Eigenwerte von J2 seien reell und nichtnegativ
und es gelte O < p(J) < 1. Dann gilt p(Lw) <1 flir0<w<?2,
D(Lw) wird minimal fir

_ 2
o 1+ A =032

(4.5)
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und es gilt
(4,6) p(Lw) = yel flir w > Wy

1i1) NIETHAMMER (1964): Die Eigenwerte von J° seien reell und nicht-
positiv,
N 2
Danngiltp(Lw)<1 furO<w<m.
p(Lw) wird minimalisiert durch

(4-7) = e
“ 1+ Vi+p(J2)
und es gilt
(4.8) p(Lw) =1 - fir v < Wy

Bevor wir Satz (4.3) anwenden, betrachten wir die explizite Form des Block-
relaxationsverfahrens bei der Anwendung auf unser Gleichungssystem (2.14)
mit den Blockungen (2.16) und (2.22),

Pur (2.16) lautet das Verfahren

(k+1) _ (k)
zZy = (1-«»)z:.L
1 ke1) T g
+ ""A: (by 4 =AZs 47" & § (<1¥ Aczos ,
- - e [ S S & j =2 J W TATd

(izl,.o.,m). ZO = 0
Bemerkung: Man kdnnte in diesem Fall natlirlich die Rollen von L und U ver-
tauschen und ein weiteres Verfahren erhalten. Dieses konvergiert jedoch
nicht annihernd so gut.




28

Bezelchnen die mit einem Querstrich versehenen Grfen die Vektoren z und b
nach der in (2.22) vorgencmmenen Umordnung, so lautet hierflir das Block=
relaxationsverfahren bel dquidistanten Abszissen

SUeH) | 2(0) )

—(k+ - )
—(k*1) _ oy _ w)zi(k) " 1(‘01-1 - B(z;_; Zi4)

i

In beiden Fédllen erweist sich die Eigenschaft, daR in der Blockhauptdiago=-
nalen jewells lauter identische Matrizen der Kantenlinge n-2 bzw. m stehen,
als wesentlich vereinfachend flir die Durchfilhrung der Iterationen, Al besitzt
die (grofe) Kantenlénge n-2, ist aber nur tridiagonal., Wegen der positiven
Definitheit kann eine Dreieckszerlegung chne Pivotisierung stattfinden, und
zwar vor Beginn der Iteration. Die Matrix A besitzt die(kleine) Kantenlénge

m und kann ein fiir gllemal invertiert werden.

Nun wollen wir nach Satz (4,.3) optimale Beschleunigungsparameter bestimmen.
Dazu betrachten wir zunichst (3.1), also den Fall m = 2, Die Koeffizienten-
matrix hatte die Gestalt

(4.9) 1

und es waren dadurch Spline-Funktionen vom Grad 5 und der Typen I, II und III

bestimmt, Wir hatten die Eigenschaft, daR fiir beliebige Abszissen A, und A2
L

positiv definit waren und Ay positiv semi-definit war, Unter giesen VOr—

aussetzungen gilt:
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(4,10) Satz:

Die Eigenwerte der zu (4.9) gehdrenden Jacobl-Matrix

-1
0 A1

A 0

A

\
(4,11) 2 }
|

liegen auf der imagindren Achse.

Bewels: Die Eigenwerte t von (4.11) genligen der Gleichung

20 4 a1y a1,y
det(t°E + A77A, ATTA)) = O

Aufgrund der Voraussetzungen ist B = AzlAzAgl positiv definit, Dann existiert

81/2 und ate zu BA #hnliche Matrix 81/2AOB1/ 2 ist positiv semi-definit,
Daraus folgt die Behauptung.

Aus (4,10) folgt zusammen mit (4,3) iii), daR der optimale Relaxationspara-
meter fir (3.1) gegeben ist durch

2

(4,12) w = -
1 Aot )

Da wir wissen, daf AzlAZA'l'le nur nichtnegative Eigenwerte besitzt, ist die
numerische Bestimmung von p(A'l'lA A~%A ) mit Hilfe der Potenz-Methode

] 2170
(VARGA (2962)) unproblematisch,

Wir betrachten nun flir m > 2 die Blockungen (2.16) und (2.22) des Gleichungs-
systems (2.14), setzen nun aber auch flir (2,16) #quidistante Abszissen voraus,
so dafk die Matrizen Ak nach Satz (2.19) vertauschbar sind.
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Zundchst bendtigen wir einen Hilfsatz Uber Eigenwerte von Matrizen der
Gestalt

[o \
N O N
N O
(}4013) M=
0 N

(4.,14) Hilfssatz: Die Matrix N in (4.13) habe die Eigerwerte Vi (k=1,6s0,0)
M habe die Blockkantenlinge s. Dann hat M die Eigerwerte
\ - in
(4,15) Wy = 2V, cos =pr

(i':l,o-.,S; k:lilbo,r)

Dies ergibt sich mit Hilfe des Additionstheorems flir die Sinus-Funktion aus
der durch die Bauwelse von M bedingten Tatsache, da® man aus einem Eigenvektor
x von N s Eigenvektoren y, = (y].1 se00sly S) von M erhdlt mit der Festsetzung

. ik . J
yjk = Sin (g"'l) X (’J’kzl’Q!.'sr)O

Betrachten wir nun die Matrix (2.22), so sehen wir, daf die zugehdrige Jacobi=-
Matrix von der Gestalt (4,13) ist mit N =- A'iB, wobei A und B in (2.23) de=-

finiert sind. Es ist nicht gelungen, die Eigernwerte Vk von A"lB fiir beliebige
m explizit anzugeben. Daher haben wir sie flir 2 < m < 10 numerisch berechnet,
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. . -1 .
Es gilt (vgl. Tabelle 2 mit Voox =3 p(J)):

1Bg:lltO<\)k <

roj
]
g.

(4,16) Fir die Eigenwerte v, (k=1,..s,m) von A~
2 <mx<10

Die Eigenwerte Msye der Jacobi-Matrix wvon (2.22) sind nach (4.14) gegeben
durch

(4.17)

“ik = =2 Vk cos (-IT::]-

(k=1’l|.’m; i:l,QD.’n_2)
Fir die Eigenwerte (4.17) gilt also nach (4,16) O < “21'k < 1. Die Voraus-
setzungen von (4,3) ii) sind erflillt und wir haben die

(4,18) Folgerung: Fir das zu (2.22) gehdrende Blockiiberrelaxatiocnsverfahren

ist der beste Relaxationsparameter durch (4.5) gegeben mit

_ 1t
o(J) =2 Voax %5 moT

1

. 1 . . -1 .
wobel Viax <3 der grofte Eigerwert von A "B ist.
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In Tabelle 2 sind die Werte bei n = « fiir p(J) = 2 Vpax Wd o angegeben,
Flir 20 < n < « ergeben sich wegen obiger Formel nur unwesentlich kleinere

Werte fixr W -

Tabelle 2: Optimale Beschleunigungsparameter fiir das Blockiberrelaxations-

verfahren bel n = =

m 0(J) Wy
2 726 1,185
3 832 1,287
i .888 1.370
5 +920 1.437
6 940 1,493
7 «954 1.539
8 963 1577
9 970 1.610
10 975 1.638

Bei der dritten Anwendung von Satz (4.3) kommen wir wieder auf die Blockung
(2.16) zuriick, Da (4.3) und die allgemeineren Sitze auf (2.16) nicht arwend-
bar sind, betrachten wir jetzt die blocktridiagonale Matrix

A, =A,
Ao A Ay
Ay Ay T

(4.19)

\®)

\\
|
|
|

iy
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die aus (2416) durch Abschneiden einer Dreiecksmatrix erhalten wird, in der nur
die Matrizen Ak mit k > 3 vorkammen., Der Versuch, flir diese reduzierte Ma-
trix optimale Beschleunigungsparameter zu erhalten und daraus wiederum
Schltisse fir (2.16) zu ziehen, wird legitimiert durch die Tatsache, daB

nach (2.18) und Tabelle 1 gilt

(4,20) A

k'\'202

wobel C(2) nach (2.17) definiert ist. Fir k > 3 sind die Ak klein gegentber

Ay Ay und A,

Betrachten wir also jetzt (4,19)., Die zugehtrige Jacobi=-Matrix lautet

/ o a'a, | \
a7t 0 N
AT,
—A'l'iAO 0

Definieren wir

L a1/2.=1/2 .2
W o= 1A7°7A - (iF = 1)
o 2
und die Blockdiagonalmatrix T durch
E
W
2

=
"
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so erhalten wir aufgrund .der Vertauschbarkeitseigenschaften (2.19)

vV
0]

X \
AN

o <«

|
(4.22) \ \
\ '
mit
o =1.1/2.1/2
(4,23) Vo= ACAS A

V besitzt wegen (2,19) und (2.21) die Eigenwerte

k e
(4.27) A = ¢2q°+r0°°s =1 (el #|ryleos 7=5 )
L i k = :

K
(qq+r cos 7=7)
Also besitzt J nach (4,22) und (4,14) die Eigenwerte

= 2i),. cos ( %%T ) (12 = -1)

Bry k

(k=1,...,n=2; ,j:l,o.o,m)

(4.3) 1ii) ist also erfiillt. Um o(J) zu
gentigt es, da 2cos 137 flir § = 1 maximal wird, mﬁx A, 2u suchen. Setzen

T_’I;li'c'l

wir v = y(k) = cos T und e = qk/rk (k=0,1,2) so ist also nach (4,24)

/kCO+Y)(C2*Y)]
cl+y

£(y) =

so grol wie mdglich zu machen. f£(y) besitzt genau ein Maximum, n#mlich fir

i cl(co+c2)-2coc2

-

- -2
3

=<1

co+02-2c1
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Seien nun k, und k, diejenigen beiden aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen mit

1 2

v(ky) <= %f_ v(ky)e Es sel.

k f(y(k,)) > £(y(k,))
(4,25) k = { * T2 T
k2 sonst

Dann ist der Spektralradius von J gegeben durch

,/( +r coO 1{{2)(] I+l ICO llf.ﬂ),
95705 a1/ M 1pITITH1C0S 127
Ko

(q1+r-1cos T

. 7
(4,26) p(J) = 2cos e

und der optimalen Beschleunigungsparameter fir die zu der Matrix (4.,19)
Blockrelaxationsmatrix ist bestimmt durch (4.,7). Setzen wir statt

cos .;.T;.(ll die GroRe ; Z - % ein, was flr grofere n realistisch ist, so
erhalten wir in Abhingigkeit von m die Zahlenwerte von p(J) und w, in
Tabelle 3. Flr m > « geht w, gegen -g- und p(Lw) gegen %, was ein guter
Wert ist., Fir m = 2 haben wir den exakten Wert auch fiir (2,16), da (4.19)

und (2.16) in diesem Fall identisch sind.

Wendet man nun das Blockunterrelax ationsverfahren fiir m > 2 auf (2.16)
statt auf (4.19) an, so erwartet man intuitiv eine Konvergenzverschlech-
terung, da die Matrix des Gleichungssystems voller wird. Eine Verschlech-
terung wiirde aber bedeuten, da p( Lw) grofer wird, dak Wy unter der Vor-
aussetzung der niherungsweisen Richtigkeit von (4.9) kleiner wird,

Wir haben nun w, flr einen festen Bereich, ndmlich ftir 3 < m < 10 und

10 < n < 1000, empirisch bestimmt,
-

Vir hitten wie flir den Fall m = 2 und nichtdquidistanter Abszissen, den
Spektralradius p(Lw) in Abhéngigkelt von w, m und n mit Hilfe des Potenz-

verfahrens bestimmen kénnen. Da wir hier jedoch dle Information, daB
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alle Eigenwerte von Lw nichtnegativ sind, nicht besitzen, haben wir von
diesem Verfahren abgesehen, da man bei der Potenazmethode liber Vielfachheit
und Anzahl der betragsgleichen Eigenwerte, die zup( Lw) gehdren, von vorn-
herein eine Information haben mu®, wenn men nicht jeweils all Mdglich-
keiten (FADDEJEW, FADDEJEWA (1964)) durchprobieren will.

Der einfachere Weg war der folgende. Firm = 3,4,,..,10 und n = 10(10)100,
150(50) 350, 400(100)1000 wurde das Iterationsverfahren bei verschiedenen
Startvektoren und Ordinaten durchgefiihrt fiir verschiedene Beschleunigungs-
parameter und mit dem Abbruchkriterium

zgtﬂ) - z(t)

max { max ‘ B ) < L0005
b4

j-:l’tlt’m k= 2,..-,1‘1-1 ik

t bezeichnet den Index der Iteration. Als Werte fir W, wurden diejenigen
genamen, flr die die Anzahl der Iterationen gemittelt liber die verschie-
denen Startwerte minimeal war. Diese Minima sind nicht sehr stark ausge-
pridgt. Da bel Unterrelaxation Unterschitzen des Relaxationsparameter
glinstiger ist als Uberschitzen (NIETHAMMER (1964)), wurde in Zweifels=

)
ne merkliche Abhingigkeit
11 CNC AGAANELERKELY

-

g
h

einere w  genammen.
von p(Lw) von n ist nicht sichtbar. Die so gewonnenen Werte flur :’b
finden sich in Tabelle 3. Wie die Anzahlen der Iterationen zelgten,

bleibt die Beziehung p(LEg =1 - ;b ungefihr richtig,
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Tabelle 3: "Beste" Beschleunigungsparameter fiir den abgeschnittenen
und den nichtabgeschnittenen Fall

Spalte 2: Spektralradius der Jacobi-Matrix flir den abgeschnittenen
Fall

Spalte 3: Exaktes w fir den abgeschnittenen Fall

Spalte 4: ;b flr gen nichtabgeschnittenen Fall
m p(J) Wy Eb
2 +559 932 0932
3 «791 879 847
i +905 +852 +808
5 968 836 778
6 1,007 827 +755
7 1.033 +820 137
8 1.051 816 o723
9 1,063 813 713
10 1.073 811 o705
. 1,118 = & 800 = &
2 * 5

Vergleicht man die Kurven von p(Lw) von (4.19) und (2,16) in Abhingigkeit
von w, so ergibt sich unabhingig von m folgendes Bild: Fir v » O gehen
die beiden Kurven ineinander tiber. Die Kurve fiir (2.16) hat dieselbe
Torm wie die flir (4.19)., Jedoch liegt das Minimum Kb weiter links und
fiir w > be besitzt die Kurve eine wesentlich grifere Steigung. p(Lw) =1
wird flir kleinere w erreicht. Das Schaubild illustriert die Verh&dltnisse

firm= 3:
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Bild 1

p(L,)

0.6 0.8 1.0

— — —— gbgescinittener Fall
-~ nichtabgeschnittener Fall (experimentell)

gt, dal sich allgemeine emplrische Aussagen fir

nichtdquidistante Abszissen nicht so einfach gewinnen lassen. Da die
Matrixelemente und somit der Spektralradius stetig von den Abszissen-
distanzen abhingen, hat man fiir nahezu équidistanteA%b;;)z(issen natiirlich
auch noch Konvergenz ., Die Er?fahrung lehrt, daR® B8 = A %min umso niher bei
Eins liegen muB, je grofer n und vor allem je grdfer m wird, Man kann

Beispiele angeben, fir die es kein wmit O < w < 2 gibt, so daR p(Lw) <

ist: m=3, n=3, Ax, =1, Ax2=1+0.

1

e ¥

1
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Wir fassen die Ergebnisse zusammen:

i) Flr die Spline=Interpolation vam Grad 5(m = 2) und der Typen I,

ii)

1ii)

IT und IIT kann man bei beliebigen Abszissen Gleichungssysteme
aufstellen, die es erlauben, bei Anwendung des Blockunterrelaxations-
verfahrens eine vollstidndige Theorie zur Bestimmung des optimalen
Beschleunigungsparameters aufzustellen.

Flr dquidistante Abszissen, 2 <m < 10 und beliebige n und Typ
IIT haben wir wiederum die exakten optimalen Relaxationspara~
meter (Blockfiberrelaxationr). Dabei ist ein Schonheitsfehler,
daR die Eigenschaft der Jacobi-Matrix, nur reelle Eigenwerte
kleiner als Eins zu besitzen, nur numerisch nachgewiesen ist.
Daher die Einschridnkung 2 <m < 10,

Fir &quidistante Abszissen, 2 <m < 10 und 10 < n < 1000 und

Typ III haben wir, gestiitzt auf exakte Ergebnisse bel einem
verwandten Problem, empirisch optimale Relaxationsparameter er-
mittelt (Blockunterrelaxation). Bei Vergleich der Werte von
p(L,y 3 bei Blockiber- und -unterrelaxation, stellt man fest

(siehe Tabellen 2 und 3), daR die Unterrelaxation mehr als doppelt
so gut wie die Uberrelaxation ist.
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5. Aufwand und Rundungsfehler im Vergleich zu bekannten Verfahren,
Einfluf des Typs auf die Gestalt

P L T e e e e e T T T Tttt e

Bisher haben wir ein Gleichungssystem fiir die Spline=-Interpolation vam

Typ III aufgestellt, dieses fir andere Typen K modifiziert, ein iteratives
Verfahren zu dessen Aufldsung in bestimmten F&llen angegeben und, soweit
wie mdglich, cptimale Beschleunigungsparameter bestimmt, Jetzt werden

wir uns mit der Effektivitdt, d.h. dem Rechenaufwand, und der numerischen
Stabilitét, deh. dem Einfluf von Rundungsfehlern, im Vergleich zu bereits
bekannten Methoden beschiiftigen., Abschliefiend geben wir konkrete Beispiele
fir den Einfluf der Randbedingungen an.

Zundchst schildern wir die fir Typ II konzipierte, allgemein (CARASSO (1966),
CARASSO, LAURENT (1968)’SCHUMAKER (1969)) als die numerisch stabilste und
am wenigsten aufwendige empfohlene Methode,

Diese geht von dem fir elne Spline~Funktion vam Typ II und vom Grad 2m+l mit
den Knoten XysseesX gliltigen Ansatz aus:

Nef=l
(5.1) s(t) =Pm(t) + jzl 7\3 hm(jct)
mit
( T 1
m igo i
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und

(5.3) hGe) =, [T,

Jpseey Jtmtl

wobel bedeutet

t flirt>0
(t), = { | -
0 sonst
und weiter
f _7 mgi f(xi)
8 fi(x) / =
X.j,o-o,x.jﬂn+1 i=1 I (X. - X-)

JFitL 7

Diese dividierten Differenzen der Ordnung mt+l kdnnen rekursiv berechnet
werden, Schreiben wir an den Knotenstellen die Ordinaten Yysesesd, VOT,
so verlduft der Algorithmus zur Bestimmung der Unbekannten PgssersPpy
und Asyeeeyd o 4 in folgenden zwei Schritten:

A. Bestimmung der Aqasensdy g’

1. Berechne die dividierten Differenzen

mt+1 i
g <SXi...,xi-rmﬂ T 3'2"1 iij(x. -
(1=1, 44 0yn=m=1)
und
85 = & [ hm(,j,t)J

. X
Lyaeeg i+m+l

(i’jzl" ses ’n"m"l)
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2. Lose das lineare Gleichungssystem

Nem=1
(504) Z aij AJ = bi (i=1,...,n-m-1)
J=1
Die Matrix (aij) ist symmetrisch; es gilt 3y = 0 fir |i=J| > m+l,
Die Diagonalelemente sind dem Betrage nach stets griéfer als jedes
einzelne Element in der gugehOrigen Zeile, Es gilt a; 3 > O wern

n > 2mtl,
B. Bestimmung der Dgssreslp?

Aus den Interpolationsbedingungen s(x J) =y (J=1,444,m¥1) erhdlt man
das lineare Gleichungssystem mit VANDERMONDE'scher Matrix
N=m=1

=V¥s - Z A, h(isx4)
v i=1 - v

Cado fto

m
(5:5) z X
i=0o

(j=19“.5m+1)

Bei Schritt A werden bei der Berechnung der' b 1 dividierte Differenzen der
Ordnung m+l und bel den ai 3 solche der Ordnung 2mt+2 bendtigt, Die dadurch
bedingten Rundungsfehler kdnnen die nach (5.4) zu berechnenden i 4 verfilschen
und diese wiederum die Py nach (5.5). Sehr kritisch ist dann die Auswertung
der Spline-Funktion nach (5.1) insbesondere fiir Werte t in der rechten Hilfte
des Intervalls /[ x,, X/, da dort viele A, und stark wachsende Zahlen h (J,t)

beteiligt sind und P_(t) fir grofe t ausgewertet werden muf.

Um den Rundungsfehler zu verkleinemn, werden folgende belden Modifikationen
von Schritt B vorgeschlagen (CARASSO (1966)), die die Auswertung nach (5.1)
vermeiden:
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C's Die Zahlen p_,sss,p, wWerden fiir jedes einzelne Intervall [Xi'xiﬂj
(1=1,40eyn=m=1) neu analog zu (5.5) aus den Interpolationsbedingungen
S(xi+.j) yi+,j (3= O,...,z(n))berechnet und daraus flir jede einzelne
Abszisse x, die Zshlen s (x ) (k=1,4¢4,m) durch Differentiation
von (5,1) gewonnen,

C"., Durch (m#l)-malige Differentiation von (5.1) erh#lt man

Nem=-1
(5.6) (m+1)(t) (2m+1) .21 )‘J hé,mﬂ)(«ht)
J:

rp+1\
und samit die Zahlen yi

Vorgehen schildem wir exemplarisch fiirm = 2, Im Intervall /- X 0% +2_7
(1=2,4s44n=2) kamn s(t) geschrieben werden als

(m+1) . ‘
=z g\ ’(xi) allein aus den X 3 Das weitere

1 5
a; 0+ alt = x,)7 +8(¢ -

O

(5.7) s(t) = %i01)7

2
A

H D~

Die acht Zahlen 8 s+ 053:,50,8 Konnen aus dem linearen Gleichungssystem
(R L i ’ . .
(5.8) s(x) =y, 8 (%) =y, (k= 1-1,00.,142)
bestimmt werden. Durch Differentiation von (5.7) kann man wie bei C!
die Zshlen s(k)(xi) (k=1,44e,m) gewinnen,
Nach Satz (3.11) hat man nun in beidén Fallen genligend Information, um die
Spline=Funktion in der Form

s(t) = £;(t-x,) fur te [xi,xi+1_7

also stiickweise durch Polyname f, vom Grad 2m+1, was (2.1) entspricht, dar-
stellen zu kdnnen. Ietzten Endes hat man also die gleiche Anzahl von Unbe-
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kamnten, wie wir sie bei Typ III eingefiihrt hatten.

Bel Schritt C' milssen n-m-1 lineare Gleichungssysteme der Kantenlinge m+l,
bei C" solche der Kantenlinge Um geldst werden. Die Methode der lokalen
Integration C" soll in bezug auf Rundungsfehler giinstiger sein (CARASSO
(1966)), weil bei der Berechnung der Werte 's(k)(xi)”(kfi,.. +,n) die nach
(5.4) berechneten, mit Rundungsfehlem behafteten A, mur lckal in die
Berechnung der Zahlen s(m+1)(xi) eingehen (hélmﬂ)(j,t) = 0 fir t < x, und
t > Xi+m+1)’ wéhrend bei ¢ ' in die rechten Seiten von (5.5) die A; fur
wachsende x in wachsender Anzahl auftreten und mit immer grifer werdenden
Zahlen hm(i,t) multiplizlert werden. Andererseits besitzen die bei C"

zu l8senden Gleichungssysteme (5.8) im allgemeinen eine schlechtere Kondition
als dle bei C' zu ldsenden aus (5.5), was den oben genarnten Vorteil auf-
heben kamnn,

Wir kémnen hier nicht allgemein nachpriifen, ob nun Schritt C' oder C" rumerisch
ginstiger ist. Die Erfahrung spricht flir C",

An AIGOL~Programmen lag flr variables m nur A = C' vor {(CARASSO (1967)).
Fir m = 2 existlerte ein ALGOL-Programm fiir A - C" (CARASSO (1966)), das
aber noch Fehler enthielt und in das zur ILdsung von (5.8) das GAUSSsche
Eliminationsverfahren mit Pivotisierung (statt chne) eingebaut wurde. Auf-

grund von numerischen Erfahrungen wird empfchlen, die Programme nur fir
2 <m < U4 und n < 100 zu benutzen (CARASSO, LAURENT (1968)).

Im folgenden filhren wir an Beispielen einen numerischen Vergleich des Block=
unterrelaxationsverfahren (Abkiirzung BU) mit den Methoden A = C' und A - C"
durch, sowelit dies moglich ist. Flir die Rechnungen stand eine Rechenanlage
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IBM 360/65 mit etwa 200 000 Multiplikationen bzw. 400 000 Additionen pro
Sekunde zur Verfligung. Der ALGOL=-Compiler kann per Compilereingabe ver-
anlasst werden, wahlwelse mit allen als reell deklarierten GrdRen einfach
(etwa 7 Dezimalen) oder doppelt genau (16 Dezimalen) zu rechnen,

Zundchst betrachten wir den Fall m = 2 und nichtdquidistanter Abszissen.

Auf das nach (3,8) modifizierte Gleichungssystem kdnnen wir BU mit optimalen
Beschleunigungsparameter anwenden und genau wie A - C' bzw, A - C" inter-
polierende Splines vom Typ II berechnen, Da bel A - C' bzw. A - C" und BU
urmittelbar nur die Zahlen yl'; (k=2,.44,n=1) als gemeinsame Ergebnisse an-
fallen, ziehen wir diese zum Vergleich heran.

i
Im ersten Belspiel vergleichen wir die Werte Vi beim Ubergang von einfacher

auf doppelte Genauigkeit:

(5.9) Beispiel 1

X, 1= =15
X 1= 401 x entier (100 x (x _, + 01 +|a x sin (b x k|))
(k=2,itt’n) 2
_ 2X +x=1

Y, = f( ) (k=1 cos n), f(X) -
nk = SOXk t Kot

(a,b) = (1,1) bzw. (a,b) = (1,10)

Der Parameter a steuert die Grofe der maximalen Abszissendistanz, b die
Verteilung der Abszissen. Die Abszissen X, sind so definiert, dal - im
Gegensatz zu den Vi bei einfacher Genauigkeit - durch Abschneiden keine
Fehler entstehen. DBel Rechnung mit doppelter Genauigkeit stimmen die
Ergebnisse flir die y; bel A - C's A = C" und BU auf mindestens 8 Ziffern
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in der Gleitkommadarstellung liberein., Beim Ubergang von einfacher auf
doppelte Genauigkeit stimmen bei BU fiir (a,b) = (1,1) mindestens vier

und bei (a,b) = (1,10) mindestens fiinf Ziffern {lberein; beil A - C" dagegen
nur eine bzw. zwel Ziffern. Beil A ~ C' treten bei einfacher Genauigkeit
Fehler der Grofenordnung 103 bzw, 1O2 auf,

(5,10) Beispiel 2

Xy i® 10

X 1= % 4 + 01+ [a xsin (b x k)| (k=244 44,n)
RE xﬁ (k=1,404,n)

n =50, a,b variabel

Hier besitzen sowohl Abszissen als auch Ordinaten einen durch Abschneiden

von Ziffern bedingten Fehler. Da f(t) = t2 eine Spline=~Funktion vam Grad 5

und vam Typ II ist, knnen wir hier die exakten Werte y; = 2 (k=2,4s4yn~1)
mit den von den verschiedenen Methoden bei durch das Abschneiden leicht
gestorten Abszissen und Ordinaten berechneten Werten vergleichen, Tabelle 4
zelgt diesen EinfluB flir verschiedene n und Paare (a,b) bel Rechnung mit
einfacher Genauigkeit. In den drei letzten Spalten sind die Werte mﬁxly; - 2|

eingetragen :

Tabelle 4

a b n A =C! A -C" BU
40 5241 +0360 0170
1 1f 70 | 725.2878 .0803 Rolls
100 3282.959 4,8242 +1534
4o 19,1318 2703 +0146
1 101 70 219,8710 2703 0759
100 1139,.242 1.5501 + 3696
4o +0263 0500 0041
10 1 70 27,9618 +0500 »0360
100 281.,0136 «1858 W0876
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Bel doppelter Genauigkeit liefern alle Methoden in allen Fillen
mindestens' 11 richtige Dezimalen.

Flir n > 100 ist die Verwendung von A = C' bzw. A = C" nicht empfohlen
worden (CARASSO, LAURENT (1968)). Wir geben ein Beispiel an, waomit
dies auch bel Rechnung mit deoppelter Genaulgkeit bestdtigt wird und
das zeigt, daB BU hier A = C" lberlegen ist.

(5.11) Beispiel 3

x, = 10, v =0
X, = 78 * entier (100 x (x_, + |a x sin(b x K)|) + .01
Yy = 1%)00 x entier (10000 x cos (k))

(k=2§ e e esn)

n =150, a=20, b=1

Bei Beréchnung mit einfacher und doppelter Genauigkeit stimmten bei BU die
Werte yk auf mindestens 3 Dezimalen lberein. In Tabelle 5, zwelite Spalte,
sind die drei betragsgroften Differenzen der Werte yk beli BU und A - C" bel
Rechnung mit doppelter Genaulgkeit angegeben. In der dritten Spalte sind
die zu den entsprechenden Stilitzstellen gehSrigen Abweichungen von BU bei
Rechnung mit einfacher und mit doppelter Genauigkeit tabelliert,

Tabelle 5
k l L , I " |
y y B
BU16 Dez.  2=Ci6 peg. - Dez. UJlS Dez.




Die Erfahrung hat uns gezeigt, daf BU unabhingig von n in dem Sinne numerisch
stabil ist, daR sich die Ergebnisse bei Rechnung mit einfacher und doppelter
Genauigkeit wenig unterscheiden. Im allgemeinen stimmen mindestens 3, meis=-

tens 4 Dezimalen {iberein.

Aus den angegebenen Beispielen ist ersichtlich, daR bei genligender Stellen=-
zahl von allen Methoden filr n < 100 etwa gleichgute Resultate erzielt werden.
Bei ungentigender Zahlenlénge liefert im Vergleich zu BU die Methode A - C"
nicht sehr gute, die Methode A - C' unbrauchbare Ergebnisse.

Da man nun im allgemeinen von vornherein die notwendige Stellenzahl gar nicht
kemnt und sie auf einer Rechermaschine eventuell auch nicht zur Verflgung

hat, ist hiemit der Hauptvorteil unserer Methode BU demonstriert. Dieser
wird dadurch bedingt, daf bel unserer Methode BU unabhéngig von m stets

nur Differenzen von zwei Differenzquotienten in (2.20) auftreten, wihrend bel
A= C' und A = (" dgividierte Differenzen der Ordnung m+l in den by und der Ord-
nung 2m+2 in den aij eingehen. Es scheint, als ob der Rundungsfehler in den

by kritischer als in den ai 3 ist.

Bevor wir dieses Ergebnis fiir m > 2 reproduzieren, vergleichen wir noch den
Rechenaufwand filir m = 2. Dabel benutzen wir als MaReinheit die Zeit filr
eine Multiplikation, wobei der Bedarf zweler Additionen dem einer Multi-

plikation gleichgesetzt wird,

Auf diese Weise erhilt man den Rechenaufwand fiir BU bei m = 2 zu

(5.12) (n-2) (19 + 190 + 22 8)
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Dann bedeutet o die Anzahl der notwendigen Iterationen zur Bestimmung von
p(AIlAZAzlAO) nach der Potenzmethode und 8 die Anzahl der zum Erreichen
eilner bestimmten Genauigkeit durchzufiihrenden Iterationen beim Blockunter-

relaxationsverfahren. Nun h&ngt o vom Verh&ltnis der beiden grofiten Eigen=-

werte von 15\511\on;1.1\2 und B vom Spektralradius der Blockrelaxationsmatrix

ab. Belde Zahlen sind &duferst kamplizierte Funktionen der vorgegebenen
AX

AX:;z ~ 10 und nicht allzu
pathologische Verteilungen der Abszissensind die Werte o = 6 und B = 13

Abszissen und sind a priori nicht bekannt. Fir

realistisch. Da fiir A « C" bel optimaler Programmierung approximativ
4OO(n=2) Multiplikationszeiten bendtigt werden, sind flir den genannten Fall
die Methoden gleich schnell. Es sind jedoch durchaus praktische Fille
denkbar, wo A - C" schneller ist., So ist flir ¢ = 10 und 8 = 50 A - C" z.B.
etwa dreimal schneller als BU, Andererseits zelgt die Erfahrung, daR fir
grofere 8 der Einfluf der Rundungsfehler bei A - C" stérker wichst als

bei BU.

Betrachten wir nun den Fall dquidistanter Abszissen und m > 2. Hier gébe

es zwar eine elegante, eigens auf dquidistante Abszissen zurecht ge-
schnittene und sehr schnelle Methode (CARASSO (1966)), die jedoch viel
schlechtere Ergebnisse liefert als die Methoden A - C' oder A - C", Benutzt
man zum Vergleich A - C', so kann in Schritt A die Matrix 844 ein flir allemal
berechnet werden. Die Bildung dividierter Differenzen der Ordnung m+l bei
den bi ist jedoch unvermeidbar.

Wir vergleichen A - C' mit der Blockunterrelaxation zunichst an einem Beispiel
wo man die Splines vom Typ II und III zusammenfallen lassen kann, und so der
Vergleich Uberhaupt mdglich ist:

(5.13) Beispiel 4

m =4

xk = k -1 (k=1,.ou,n)
kel - 8t - 862 + 1

W = Ty GIp) . Ty(8) =00 -
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Mit dem Blockunterrelaxationsverfahren BU erreichten wir fiir n =

51, 101 201,401,801,1601 bei doppelter Genauigkeit unabhanglg von n
fir yk mindestens 13, fir yk mindestens 12, flr yk mindestens 10

und fiir ylzhimndestens 9 korrekte Dezimalen. "Bel A = C' wurden flir
] = 51 bel Vi und yf;v 12 und bei n = 101 bel Vi ebenfalls 12 und bel

yf;v nur 11 korrekte Ziffern erreicht. Grofere n konnten hier aus

Rechenzeit- und Speicherplatzbegrenzungen nicht verglichen werden,

A = C' schneidet fir n = 51,101 nur wenig schlechter ab als BU,

Fir grofere n ist jedoch zu erwarten, daR BU Uberlegen ist.

Anders sieht dies aus bel Rechnung mit einfacher Genauigkeit. Hier
werden nach (5.13) bei den ¥y heun Dezimalen abg;esclfn'i’i_ttene Hir dle
gleichen Werte von n wie oben erhalt man bel BU bei 3, drei, bei y

zwel, beil yV:.L eine und beil y viii ke:me exakten Dezimalen. Bel A - C!
dagegen erhdlt man fir n = 51 absclute Fehler der Grofenordnung 103

. " Av X _ 7
firy und y ', bel n = 101 gar soelche von 10,

Im letzten Beispiel wollen wir das Verhalten von BU beim Ubergang vam
einfacher und doppelter Genauigkeit betrachten:

(5,14) Beispiel 5

= 396;9
n =200
Xk iz k=1 (k=1,.n=n)
¥ i= entler (100 x (sin(k) + cos(n-k)))

Vergleicht man die bei den belden Genauigkeiten berechneten Werte fiir die Ab-
leitungen der Ordnung 2 (j=1,..s,m), so unterscheiden sich diese in den
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meisten Fdllen in den ersten sechs Dezimalen nicht, Manchmal stimmen
aber auch nur fUnf und ganz selten nur vier Dezimale Uberein. Diese
empirische Aussage gilt unabhingig von m,

Der Aufwand flir die Rechenzeit pro Iteration ist bei BU
(5.15) (n=2) (7 + §Em + L)

Multiplikationszeiten. Bel den in der Tabelle 3 angegebenen Relaxations-
parametern bendtigt man bei einfacher CGenauigkeit erfahrungsgemif 2m+3
Iteraticnen (2 < m < 10) unabhingig von n, bis sich bei zwel aufeinander-
folgenden Schritten die Werte flir die Unbekannten nicht mehr unterschei-
den, Somit geht aus (5.15) hervor, daR der Aufwand, wie schon bei m = 2,
linear mit n wéchst., Ein Vergleich des Rechenaufwands mit A - C' oder

A = C" ist nicht auf faire Weise durchfiihrbar; da dort die durch die
RKquidistanz moglichen Vereinfachungen nicht iberschaubar sind.

Abschliefend wollen wir noch einige Bemerkungen lber den EinfluR der
Randbedingungen, also des Typs K, auf die Gestalt der Kurve und der
optimalen Beschleunigungsparameter bei BU machen., Nach Kapitel 3 kGnnen
wir flirm = 2 die Typen I, II und III berechnen. Als Ausgangsdaten
wihlen wir

(5.12) Beispiel 6

"

inb x k)]))

~

X, =0, X, 1= 01 x entier(100 x(,xk_. + .01 + la x sin(
(k=2,...,n)

L 1

¥ = entler (100 x sin(k))+ entier(100 x cos(n = k)) (k=1,.444n)
1 ) ] 1"
Typl ¢+ ¥y =¥ 5V, 39,=0
. 1m"ne _ iv ~ 1y _ iv _
Typ IL 2y, =y =y, =¥, =0
1 = iV _ " _ iv _
Typ III: y, =y =¥, 3V, =0
(a,b) = (1,1), (1,10), (10,1)

n = 100, 500
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Hier sind die Zahlemwerte flir die Randbedingungen von Typ I und Typ III
recht willklirlich gewZhlt. Trotzdem ergab sich in allen F&llen, also
unabhingig van Typ, von n und von (a,b), daB fir k=15,..,,n-16 in die
Koeffizienten der Polynome, aus denen sich die jeweilige Spline-Funktion
zusammensetzt, bel Rechnung mit einfacher Genauigkeit auf 6 Dezimalen
tbereinstimmen. Bel wenlger pathologischen Randwerten fiir die einzelnen
Typen in (5.12) tritt erfahrungsgemiR die Ubereinstimmung schon viel
ndher bei den Rindern ein. Weiter war bei festen Zahlen a und b der be-
rechnete Wert des optimalen Beschleunigungsparameters bel obigem Beispiel
unabhiingig vom Typ und unterschied sich flir n = 100 und n = 500 erst

in der finften Dezimale.

Diese Erfahrungen lassen uns vermuten, daf bei den in Kapitel 3 fiirm > 2
und Typ K als prinzipiell mdglich erkannten Modifikationen von (2.19) die
in den Tabellen 2 und 3 angegebenen optimalen Beschleunigungsparameter

flir Typ III auch fiir = Typ K entsprechend - abgeédnderte Gleichungssysteme
bei Hquidistanten Abszissen und nicht zu kleiner Stitzstellenzahl gliltig

sind.
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