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Zusammenfassung

Durch vier verschiedene Halbraumentwicklungen niedriger Ordnung wird das
Problem der IL3sung der Neutronentransportgleichung reduziert auf das
Problem, lineare Differentialgleichungssysteme erster Ordnung oder Systeme
Fredholmscher Integralgleichungen zweiter Art mit entartetem Kern zu
18sen. Die Entwicklungsfunktionen kdnnen vom Benutzer in jedem Winkel=-
halbraum dem Problem speziell angepaft werden. Flir die Ldsung der redu-
zierten Gleichungssysteme werden numerische LOsungsverfahren angegeben,
An mehreren représentativen Beispielen wird gezeigt, daB diese Entwick=~
lungen bei geeigneter Wahl der Entwicklungsfunktionen in sehr viel
klrzeren Rechenzeiten die Genauigkeit von totalnumerischen Verfshren

erreichen.

Die Arbeit ist am der Universitéi Karlsruhe als Digsertation angenommen.

Referenten sind Prof. Dr. W. Kofink und Prof. Dr. K. Wirtz.

Summary

The problem of solving the neutron transport equation is reduced to the
problem of solving systems of linear first-order differential equations

or systems of Fredholm integral equations of the second type with degenerste
kernel by four different half-range expansions of low order, The expansion
functions or modes may be specifically adapted to each problem in both
helf=spaces, Numericél methods are given for solving the reduced systems

of equations. It is demonstrated for several representative examples that
these expansions = with suitably chosen modes - yield the same accuracy

as numerical discrete ordinate methods, but within much shorter computing
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I Einleitung

Die exskte LSsung der linearen Boltzmanngleichung fiir den Neutronentransport
kann nur fiir die einfachsten, physikalisch meist bedeutungslosen Probleme
engegeben werden., Will man die Boltzmanngleichung fir realistische Probleme

1ldsen, ist man i,a. auf Ndherungsverfshren angewiesen,

Zur Berechnung von Reaktoren wird zumeist die bekannteste Ndherung, die
Diffusionsnéherung 4"1_7, verwendet, da diese auch fiir gréBere Probleme mit
einem noch tragbaren Rechensufwand asuf modernen Datenverarbeitungsanlagen
auskommt und in der Lage ist, die wichtigen KenngrdRen fiir Reaktoren, wie
z.B. Leistungsverteilung, Brutrate, Multiplikationskonstente und kritische

Masse, geniigend gensu zu berechnen,

Bei der Auswertung neutronenphysikalischer Experimente an kleinen Systemen

ist jedoch h&ufig eine genaue Kenntnis der ortse, winkel= und energiecabe
héngigen Neutronenverteilung erforderlich, welche nur mit genaumeren Néherungen
zur Boltzmanngleichung gewonnen werden kann. Die bekanntesten NZherungen,

mit denen die orts=, winkel= und energieabhingige Neutronenverteilung berech=
net werden kann, sind die sog. SN—Methode ['2_7, welche die in begtimmter

Weise diskretisierte Boltzmanngleichung totalenumerisch 1ldst, und die P

N?
Methode [’3 - 9_7, die auf der Entwicklung der gesuchten Ldsung nach einem
vollsténdigen Orthonormalsystem von Funktionen der Winkelvariablen, den
Legendre=Polynomen, basiert und in gewissen Fillen der SN-Methode véllig

squivalent ist [‘10_7.

Die PN-Methode kann allgemein der Klasse der Ndherungsverfahren zugeordnet
werden, welche auf der Entwicklung der gesuchten Ldsung nach gewissen, i.a.
vollsténdigen, Orthogonalsystemen von Funktionen des Ortes, des Winkels oder
der Fnergie beruhen. Die Entwicklung der Ldsung nach vollstandigen Ortho=
gonalsystemen hat die Vorteile, daB in vielen Fidllen die Konvergenz des Ver=
fehrens zur wahren Ldsung gezeigt werden kann, daR - sufgrund der Eigen=
schaften vollstindiger Orthogonalsysteme = die Koeffizienten der sich ere
gebenden Gleichungen fiir die restlichen Variasblen teils direkt angegeben
werden kénnen, und daB diese Gleichungen zum Teil analytische Ldsungen be=-

sitzen.



Der Nachteil dieser Verfehren liegt darin,daB eventuell vorhandene Informationen
iiber die speziellen Eigenschaften des zu untersuchenden Problems nicht ver=
wertet werden kdnnen: Ansatz und Ldsungsmethode sind allgemein und fir

alle Probleme gleich, Das hat u.a. zur Folge, daR die mit einer bestimmten
Ordnung der Approximation erreichte Genauigkeit von Problem zu Problem sehr

verschieden sein kann,

In der Praxis zeigt sich ferner, daB die Konvergenz der Verfshren fiir zunehe
mende Approximationsordnung N+e von keiner oder nur geringer Bedeutung ist;

da in fast allen realistischen Problemen die Beschridnkung auf eine endliche,
meist niedrige Ordnung erforderlich ist, um die Ldsung in tragbarer Rechen=

zeit und auf den zur Verfiigung stehenden Datenverarbeitungsanlagen gewinnen

zu kdnnen. Fir Approximationen endlicher Ordnung existieren jedoch i.a.

keine Aussagen i{iber die erreichte Genauigkeit.

Auch die Mdglichkeit, Koeffizienten der reduzierten Gleichungen oder auch
deren LOSsung anelytisch anzugeben, ist in der Praxis nur fiir wenige Probleme
von Bedeutung, da héufig numerische Schwierigkeiten die Auswertung analytisch
gewvonnener Formeln verhindern, oder weil diese Auswertung aufwendiger ist,
als die numerische Ldsung der zugrunde liegenden Gleichungen £°20_7.

Es liegt daher nshe, die Forderung,die LSsung nach einem allgemeinen, volle
sténdigen Orthogonalsystem zu entwickeln, fallen zu lassen, und dafiir eine
Approximation der Ldsung mit wenigen, von Problem zu Problem verschiedenen
Entwicklungsfunktionen zu versuchen, die aufgrund physikalischer Uberlegung
und Erfahrung dem Jjeweiligen Problem speziell angepaBt werden k&nnen. Diese
Funktionen brauchen nicht orthogonal zu sein, sondern lediglich linear unsbe
héngig, und sie sind nicht fester Bestandteil des Verfahrens sondern Eingabe-
groBen der Benutzer. Die Forderung an diese Funktionen ist dann, abgesehen
von gewissen Stetigkeits~ oder Integrierbarkeitsbedingungen, daB sie mit
wenigen Gliedern der Entwicklung eine in einem bestimmten Sinne gute Approxie

mation der gesuchten Ldsung ermbglichen 4-11 - 19_7.
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Die Schwierigkeiten solcher Verfahren sind mannigfaltigs So 148t sich i.a.
weder die Konvergenz zeigen noch eine theoretische Aussage iiber die Gensuig-
keit der Approximstion machen, letzteres allerdings auch nicht bei den erste
genannten Verfahren, wie schon oben erwihnt wurde. Aussagen iiber die Genauige
keit der Approximetion sind jedoch fiir jeden Benutzer eines Verfahrens von
entscheidender Bedeutung. In der vorliegenden Arbeit werden dsher einige
solcher Verfahren vorgeschlagen und beschrieben und an einigen Modellproblemen

hinsichtlich ihrer Giite und ihrer numerischen Schwierigkeiten untersucht,

In der Literatur findet man auf &hnlichen Verfahren beruhende Untersuchungen
zur ndherungsweisen Ldsung der Boltzmanngleichung, in denen die monoenergeti=-
sche Boltzmanngleichung fiir Halbriume 1“13~7, 1"22_7 und fiir homogene, in
zwei Richtungen unendlich ausgedehnte Platten / 117, /14 7, /716 7, /7187
behandelt wird. In diesen Arbeiten wird jeweils ein Funktional vorgegeben,
dessen Fuler-Lagrange®sche Gleichungen gerade die Boltzmanngleichung und die
zu ihr adjungierte Gleichung sind. In einem durch die Entwicklungsfunktionen
vorgegebenen Unterrsum wird ein station#rer Punkt des Funktionals gesucht,

das i.a. einen physikalisch sinnvollen integralen Parameter darstellt. Fehler

Ordnung in dem entsprechenden Paremeter, Diese Methode wird in der angel-
séchsischen Literatur als "variational method" bezeichnet., In 5-1357, £'22g7
sowie in Zéih;79 é-f6_7'und 1518_7'werdeh die mit dieser Methode gé&ohnenen
recht gensuen integralen GrdRen der oben skizzierten monoenergetischen Probe
leme angegeben. Einen Schritt weiter geht M.J. Lancefield in 1‘19_7, Dort
wird die Loésung der Multigruppen=Boltzmanngleichung fiir Plattengeometrie
durch eine Entwicklung nach Spektren und nach Ldsungen der monoenergetischen
Boltzmanngleichung approximiert, in dem fiir jede Schicht der Platte ein re=
présentatives Spektrum oder aber fiir die ganze Platte mehrere représentative
Lésungen geeignet formulierter monoenergetischer Probleme vorgegeben werden.
Durch die oben skizzierte "varistional method" wird so die Multigruppen-
Boltzmanngleichung im wesentlichen suf zwei gekoppelte Weniggruppen=Boltzmann-
gleichungen reduziert., Auch M.J. Lancefield gibt in seiner Arbeit lediglich
integrale Parameter und ortssbhingige Raten an, welche noch iterativ zu

sehr genauen Resultaten verbessert werden kénnen. Der numerische Aufwand ist

dabei allerdings recht erheblich und nicht mehr bedeutend kleiner als bei
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direkten totalenumerischen Verfahren, da bei jeder Iteration zwei gekoppelte
Weniggruppen~Boltzmanngleichungen total-numerisch zu ldsen sind, Lancefield

verwendet dazu Weniggruppen-S =Rechnungen, die ihrerseits ebenfalls mehr

oder weniger ungenaue Approxigationen darstellen. Auch ist das Verfshren in
seiner Flexibilitét sehr begrenzt, denn die "variational method" basiert

immer suf einem einzigen Funktional, durch welches dann die Entwicklung immer
nur beziiglich des einen zugeordneten Parameters optimiert wird. Auch die
vorgeschlagene Entwicklung nach Funktionen der Energie einerseits und nach
Funktionen des Ortes und des Winkels andererseits (¢{x,u,E) = Ewi(E)pi(x,u))
ist, insbesondere weil pro Schicht nur ein Spektrum vorgegeben wird, nicht

sehr flexibel, setzt sie doch z.B. vorasus, daB Orts=- und Winkelverteilung in
allen Gruppen durch zwei bis drei Funktionen pi(x,u) beschrieben werden kdnnen,
uvnd daR an allen Ortspunkten die Energieverteilung der in die verschiedensten
Richtungen fliegenden Neutronen durch zwei oder drei Spektren beschrieben
werden kanne. In kleineren Systemen mit u.U. stark anisotrop von auRen auf=-
fallendem NeutronenfluB isﬁ diese Entwicklung sicher nicht optimal. Lancefield
beschrénkt seine Berechnungen dann auch auf kritische Anordnungen mit homo=-

genen Randbedingungen.

In der vorliegenden Arbeit werden daher weitaus flexiblere Entwicklungen unter=
sucht, und zwar einmal die Entwicklung nach Funktionen des Ortes oder des
Winkels allein, die bei Ldsung der Multigruppen-Boltzmenngleichung auf ein

um eine Dimension reduziertes Multigruppen=-Problem fithrt, und zum anderen

die Entwicklung nach Funktionen des Ortes und Funktionen der Energie oder

nach Funktionen des Winkels und Funktionen der Energie, die auf einfache
Differential= oder Integralgleichungssysteme fithren. Zur Bestimmung der
jeweils unbekannten Funktionen wird im Gegensatz zu den oben zitierten Arbeiten
die Methode der "weighted residuals" verwendet, welche erstens i.a. zu klei=-
neren Gleichungssystemen fithrt und dsmit geringeren numerischen Aufwand er-
fordert, zweitens weitaus flexibler in der Optimierung der Entwicklung bezlig=
lich spezieller GrdRen ist und drittens nach den vorliegenden Untersuchungen
1‘19_7, 1"21_7, 1-23_7. [’2&_7, /-25_7 bei Anwendung auf Diffusionse= und
Dynamikgleichungen weder eindeut;g zu schlechteren noch eindeutig zu besseren
Ergebnissen fihrt, In einer Reihe von speziellen Formulierungen der
"varimtional method" sind ohnehin beide Methoden identisch. In Abschnitt IT

wird dieser Punkt genauer diskutiert.
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Das Ziel der Untersuchungen der vorliegenden Arbeit ist, mit den oben skizzierw
ten Entwicklungen und der Methode der "weighted residuals" Niherungsldsungen
zur orts=, winkel= und energieabhZngigen Boltzmanngleichung zu berechnen, dabei
suftretende numerische Schwierigkeiten aufzudecken, die Genauigkeit der
Niherungsldsungen sbzuschitzen sowie Aussagen liber die Abhéngigkeit der
Genauigkeit von den Entwicklungs- und Wichtungsfunktionen zu gewinnen, Alle
Aussagen iber die Genauigkeit und deren Abhéngigkeit von den EingsbegrdRen
miissen sich dabei auf Vergleiche der Ldsungen untereinander und auf Ver-
gleiche mit LSsungen aus anderen Rechenverfshren sowie auf Vergleiche mit

experimentellen Ergebnissen stitzen.

Gelingt es dann, einen Anwendungsbereich, in dem diese Verfahren geniigend
genaue Ergebnisse erbringen, abzustecken und gleichzeitig etwa Vorschriften
flir eine "verninftige" Auswahl der Entwicklungs=- und Wichtungsfunktionen
anzugeben, kdnnen diese Verfahren in dem abgesteckten Bereich routinemiéBig
verwendet werden, sollten sber immer bei der Formulierung endgiltiger Aus=
sagen, z.B. liber die Auslegung eines Experiments, durch eine abschliefende
totalwnumerische Rechnung bestétigt werden. Wegen des geringen Rechenauf=
wendes kdnnte weiter auch eine Anwendung dieser Verfahrenm auf Probleme mit
komplexerer Geometrie, z.B. Zylindergecmetrie, ins Auge gefaRt werden, wenn
die Ergebnisse fiir Probleme mit ebener Geometrie dies als aussichtsreich
erscheinen lassen., MNan hitte damit sehr schnelle Verfshren, die - insbe=
sondere bei speziellen Fragestellungen - bei geschickter Anwendung ohne
groRen Rechenzeitaufwand z.B., groRe Parameterfelder von AuslegungsgréfBen zu
durchlaufen gestatten, deren endgliltige Ergebnisse allerdings stets durch

total-numerische Rechnungen bestitigt werden miiBten,
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II Modale Entwicklung linearer Systeme

In diesem Abschnitt wird eine kurze, allgemeine Darstellung der zur néherungse
weisen Losung der Boltzmanngleichung verwendeten Verfahren gegeben, ehe

sp8ter einige spezielle Verfshren ausfilhrlicher behandelt werden., In der
Literatur wird diese Klasse von Verfahren als "Methode der modalen Ente
wicklung" oder = in der englischsprachigen Literatur = als "modal expansion
method" bezeichnet /715 7,

Die Gleichung zur Beschreibung der stationdren Neutronenverteilung in multi=
plizierenden und nicht-multiplizierenden Medien wird i.a. wegen der geringen
Dichte der Neutronen als linear angenormmen. Wechselwirkungen der Neutronen
untereinander werden vernachlissigt. Da in diesem Abschnitt auBer der
Linearitst keine welteren Eigenschaften dieser Gleichung betrachtet werden,

schreiben wir sie in allgemeiner Form 2.1,
>, ->
241 H(x)o(x) = q(x)

2suchte Ldsung und g ein = hekannter =

= idill G Ladd il g L

. . s . . . . > ‘
Quellterm sind. H, ¢ und g sind Funktionen des Vektors x = (X1gngase§xN>e

Uber den 2.1 zugrunde liegenden linearen Funktionsraum soll zundchst nichts
weiter gesagt werden auRer, daB alle ihm angehdrenden Funktionen gewissen

Randbedingungen geniigen,

Unter einer modalen Entwicklung der linearen Gleichung 2.1 beziiglich der

Variasblen X, soll im folgenden das nachstehend beschriebene Verfshren zur

approximativen L8sung von 2.1 verstanden werden,

242 ¢(X1 5X2,ooo,XN) = g ¢i(x1 )lPi(Xz,nco,XN)

in dem die wi(x1) bekannte Funktionen der Variablen x, sind, dieipi(xz,....xn)

1
unbekannte Funktionen der librigen Varisblen.
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Damit ist das Problem der n&herungsweisen Losung von 2.1 auf die Bestimmung
der unbekannten Funktionen ?i(xg""’xN) zurlickgefiihrt, welche nur noch

von N=1 unabhangigen Verénderlichen abhingen.

Wir merken gleich noch an, daB auch modale Entwicklungen der linearen Gleiw
chung 2.1 beziiglich mehrerer Variablen mdglich sind. Entwickeln wir 2.1

beziiglich n Variablen, z.B. durch den Ansatz

¢(x1 ,xa,...,xN) = 5}: wi(x1,x2,...,xn) "Fi(xn+1 ,Xn+2,ocong) M

so ist das urspriingliche Problem zuriickgefithrt auf die Bestimmung der unbe-

kannten Funktionentfi(x 2"’°’XN)’ welche jetzt nur noch von N-n

X
n+1° n+
Variablen abhéngen. Allgemein wird durch eine modale Entwicklung das

Problem der Bestimmung einer Funktion von N Verénderlichen reduziert auf
das i.as leichter zu ldsende Problem der Bestimmung mehrerer Funktionen

von Nen Verinderlichen,

Die Art der Bestimmung der unbekannten Funktionen des Ansatzes 2.2 charakteri-

siert die spezielle modale Entwicklung und bestimmi = zusammen mit den vorzu=
gebenden Entwicklungsfunktionen wi(x1) - die approximative Ldsung 2.2 von
2e10

Hier soll auf zweli der bekanntesten Verfahren eingegangen werden, die in
der Literatur als Variationsmethode (variational method) und als Methode
der gewichteten Residuen (weightet residuals method) bekannt sind 1'11_7,
T2 7y [T15.7s [T19 7, ["21 T

Das Varistionsverfahren basiert auf einer anderen Formulierung des Problems
2.1, die = wie der Name sagt = aus der Variationsrechnung stammt. Unter
gevissen Voraussetzungen 138t sich ein Funktional F angeben, dessen Euler-
Lagrange®sche Gleichung gerade 2.1 ist; d.h. die Forderung, daR die erste
Variation von F auf dem Raum der zugelassenen Funktionen verschwindet, ist
dann &#quivalent mit 2.1. Die wichtigste Voraussetzung dafiir ist, daB der

Operator H selbstadjungiert ist,
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Ist H nicht selbstadjungiert wie z.B, der spiter von uns zu betrachtende
Boltzmannoperastor, so la8t sich 2.1 nicht mehr allein als Variationsproblem
formulieren, sondern 2.1 und die zu 2.1 adjungierte Gleichung 2.3

+ + +
2.3 H¢ =4

zusammen lassen sich als Variationsproblem formulieren, in dem das Funktio-

nal F jetzt sowohl von ¢ als auch von ¢+ abhingt .

F = F(y67)

Die Forderung, daB die erste Variation von F beziiglich ¢ und ¢+ in dem
Raun der zugelassenen Funktionen verschwindet, ist Jjetzt &quivalent mit
2.1 und 2,3, |

Das Funktional F(¢) bzw. F(¢,¢+) ist u.U. ein sinnvoller physikalischer
Parameter, der mit Fehlern zweiter Ordnung behaftet ist, wenn die Funktionen,
die 8F = O niherungsweise erfiillen, noch Fehler erster Ordnung besitzen,

Wie oben gesagt, hat man die exakte Ldsung ¢ und ¢+ von 2.1 und 2.3 genau
dann, wenn die erste Variation von F bezliglich ¢ und ¢+ im Raum der zugew
lassenen Funktionen verschwindet , d.sh. wenn F einen stationéren Wert ane
nimmt. Sucht man eine Niherungsldsung von 2.1 durch den Ansatz 2,2 bzw.

eine Nsherungsldsung von 2.1 und 2,3 durch die Ansitze 2,2 und 2.k,
b * ) =) wi(x, ) )
2, ¢ (X.' .ngooo,XN = J){ xpi(x1 tPi x2,x3,...,xN

so kann man mit 2.2 bzw. 2.4 in das Funktional eingehen, die Integration

iber die Variable X, ausfiihren, von der nur noch bekannte Funktionen vy und

w; abhangen, und erhilt ein reduziertes Variationsproblem, das darin be=

steht, dieipi bzwatgz so zu bestimmen, daR die erste Variation von F bzgl.

. + . .

der . undxp? in dem Raum der ¢ . undy . verschwindet. Mit anderen Worten:
i i i i

Man sc¢hrinkt den Raum der zugelassenen Funktionen ein und 1ldst das auf

diesen kleineren Raum reduzierte Variationsproblem. Praktisch bedeutet




dies meist, daB man die Fuler-Lagrange'schen Gleichungen des reduzierten

Variationsproblems 1dst.

Die Approximation 2.2 bzw. 2.2 und 2.4 ist dann im reduzierten Funktions=
raum in dem Sinne optimal, daB der durch das Funktional dargestellte Para=-
meter in diesem Raum optimal approximiert wird, Dies bedeutet natiirlich,
daP die NBherungsldsung selbst, insbesondere in Intervallen, in denen sie
geringen EinfluB auf den Wert des Funktionals hat, sehr viel grSRere Fehler

gufweisen kann als das Funktional.

Die Methode der gewichteten Residuen /~11_7, /7127, /7157, /7197, [T217
ist eine Verallgemeinerung des bekannten Ritz- bzw. Galerkinverfahrens 1-26_7,
/727 _],welche teilweise auch als Kantorowitschverfahrenbezeichnet wird.

5-23ﬁ7, £~26“79 Man geht mit dem Ansatz 2.2 ein in 2.1 und erh&lt 2.5,
>, >y
2.5 H(x) g wi(x1)?i(Xé,x3,...,xN)-q(x) = R(x)

Die Fehlerfunktion R(%} wird als Residuum bezeichnet., Um die unbekannten
Funktionen(Pi(xe,...,xN) zu bestimmen, fordern wir, daB das Residuum R(X)
orthogonal ist zu einem vorgegebenen Raum von Wichtungsfunktionen wj. Spannen
diese Wichtungsfunkiionen den ganzen Raum der ;uléssigen Funktionen auf

und kénnen wir R(§> orthogonalrzu diesem Raum machen, stellt 2.2 die exakte
Lésung von 2.1 dar. Spannen jedoch die Wichtungsfunktionen wj nur einen
Teilraum auf und erreichen wir, daB R(z) orthogonal zu diesem Teilraum ist,

so haben wir in 2.2 eine Niherungsldsung von 2.1 gefunden, welche in dem

Sinne optimal ist, daB das Residuum keine Komponente im Raume der Wichtungs=-

funktionen wj besitzt,
Entwickelt man die Ldsung nach allen Variablen
X >
$(%) = g aiwi(x)

N ‘ . + .
und widhlt zur Bestimmung der Konstanten a; als Wichtungsfunktionen wj(x) die

Entwicklungsfunktionen,

Wj(;) = "bj(;) j=1 ,2,0‘0
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so geht das Verfahren in das Ritzverfahren iiber, wenn H positivedefinit ist,

oder in das Galerkinverfahren, wenn H nicht positiv-definit ist /" 27 7.

Die Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten Funktionentfi(x) aus 2.5

lauten
> .
2.6 (R<X);Wj(x1)) =0 J=1,25000,
wobel das Skalarprodukt im folgenden identisch ist mit der Integration
> -
(R(x)yw;(x,)) = [ ax, R(x)w,(x,)

{ber den zugelassenen Bereich der Varigblen x1°
In diese Klasse von Entwicklungen gehdrt z.B. das bekannte PlN-Verfshren

4"3 - 9_7 zur ndherungsweisen Ldsung der Boltzmanngleichung. Die Entwicke
lungs~ und Wichtungsfunktionen des PN-Verfshrens sind die Legendre-Polynome

P (u)e Die LSsung der Boltzmanngleichung héngt in einfachen F#llen von

s .
zwal Var
ZWel vVay

iner Ortsvarisblen x und einer Winkelvariablen u, ab und
wird wie folght entwickelt:
[ | S
X = {x) P.
‘f’( 311) ;zo (Pl( ) 1(11)

Stellt H(x,u) den Boltzmannoperator dar, lauten die Bestimmungsgleichungen

fliir die unbekannten Funktionencpi(x)

1 N
.{ Pj(p) H(x,u).X(Pi(x) Pi(u)du 0 J=0,1,2,000,N

1=0

Hinzu kormen noch N+1 Randbedingungen fir die tFi(x).

Dz in diesen Verfahren Entwicklungse— und Wichtungsfunktionen i.a. keine
spezielle physikalische Information enthalten, ist es von allgemeiner An=-
wendbarkeit. Dies bedingt, daR bei vielen Problemen zur Erreichung einer
bestimmten Genauigkeit u.U. eine grdoBere Anzahl von Entwicklungsgliedern
bendtigt wird als sie bei Entwicklung nach und Wichtung mit physikalisch

sinnvolleren Funktionen erforderlich wire.
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Wéhrend im Variationsverfahren lediglich eine Freiheit bei der Auswahl
der Entwicklungsfunktionen wi(xi) gegeben ist und wéhrend bei einmal ge=-
wdhltem Funktional in diesem Verfahren die NZherungslSsung immer in dem=
selben Sinne optimalisiert wird, bietet das Verfahren der gewichteten
Residuen eine weitere Freiheit bel der Auswahl der Wichtungsfunktionen
und damit die Freiheit, die Ldsung in einem vom Benutzer des Verfahrens

vorzugebenden Sinne zu optimalisieren /15 7.

Ist der Operator E nicht selbstadjungiert, fithrt die Variationsmethode

in vielen Fillen auf die ﬁaherungsweise Loésung des normalen und des
adjungierten Problems, selbst wenn man nur an der normalen Ldsung interese
siert ist, wéhrend im Verfahren der gewichteten Residuen stets nur ein
Problem geldst zu werden braucht. Der Aufwand der Variationsmethode ist
in diesen Féllen natiirlich entsprechend grdBer.

Ferner ist es i.a, mOglich, aus physikalischer Erfehrung heraus die Ent-
wicklungs funktionen wi(gi) dem speziellen Problem gut anzupassen, da man
eine Vorstellung vom Aussehen der Ldésung hat. Das Varistionsverfahren

erfordert jedoch zusdtzlich die Entwicklung der Ldsung des adjungierten

4+ D

(
i
ist u.a. gber weitaus weniger anschaulich und bekannt, so daB es héufig

Problems nach den Funktionen x1). Die Ldsung des adjungierten Problems
. . +

schwerfallen wird, dem Problem angepaBte Funktionen 4. (x,) vorzugeben.

Von der "Giite" der vorgegebenen Funktionen héngt sber auch die "Giite"

der Approximation ab, so daB i.a. die Entwicklung fir das adjungierte

Problem schlechter konvergiert.

Ein weiterer Unterschied zwischen beiden Verfahren kann in manchen Problemen
ebenfalls spiirbare Verbesserungen bzw. Verschlechterungen in der Approxi=-
mation bedingen. Wie schon oben gesagt, optimalisiert das Variationsver=-
fahren die Niherungsldsung im vorgegebenen Raum immer in dem Sinne, daB
ein bestimmter Parameter mdglichst genau bestimmt wird, wéhrend u.U. andere
wichtige Forderungen nicht gleichzeitig erfiillbar sind 1-11_7, z.B, die
"Bilanzforderung", welche im Falle der Boltzmanngleichung besagt, daB

die Summe der absorbierten und der das System verlassenden Neutronen im
stationiren Fall gleich der Summe der Spaltneutronen und der in das

System eintretenden Neutronen sein muB, Diese "Bilanzforderung" ist
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im Verfahren der gewichteten Residuen durch geeignete Wshl einer Wichtungs-
funktion immer erfiillbar. Allgemein kann das Verfahren der gewichtepen
Residuen durch spezielle Wahl der N verschiedenen Wichtungsfunktionen N

verschiedene physikalische Forderungen an die Niherungsldsung erfiillen.

Sieht man jedoch von einer Erfiillung plausibler physikalischer Forderungen
ab, so kann durch geeignete Wahl der Wichtungsfunktionen das Verfahrén

der gewichteten Residuen zu demselben reduzierteﬁ Gleichungssystem fiihren
wie das Variationsverfahren, IZwel Félle sollen der Anschaulichkeit halber

kurz skizziert werden.

Wie schon vorher fordern wir, daB alle Funkticnen aus dem Raum der zuldssigen
Funktionen gewissen Randbedingungen geniigen. Weiter seien alle diese zu-
lissigen Funktionen stetig.

Der Gleichung 2.1,
2.1 H(x) 6(x) = o(X)

in der der Operator H(¥) jetzt selbstadjungiert und positiv definit sei,

ist das Variationsproblem, des Minimum von
. - -+ > -+ -> e
Fl¢) = [ ax /T2q(x) ¢(x) - ¢(x) H(x) ¢(x)_T
im Raum der zugelassenen Funktionen zu finden, v6llig &quivalent.

Der Ansatz 2.2 zur néherungsweisen Losung von 2.1, welcher eine zuléssige

Funktion darstellen soll, fiihrt im Falle der Methode der gewichteten

Residuen auf das Gleichungssystem 2.7
2.7 fox,/"a(®)=H(E)V. ()@, (2 yaeeyx) T (x.) = 0
M T ; 1 Y'rre’ TR - 3

j=1 ,2,000
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Im Variationsverfahren geht man mit 2,2 ein in F(¢) und erhélt 2.8,
2.8 F(s) = fdil'eq(Q)gwi(x1)?i(xz,...,xN)-%wi(x1)?i(xz,....xN)‘
¢H(§)Z¢i(x1)$3(x2,...,xN)_7
i

Fihrt man die Integration iiber die Variable X4y vOR der nur noch bekannte

Funktionen abhéngen, aus, ergibt sich das reduzierte Funktional F(?i)'
® = - .= 5. He Y o
Plpg) = Jaxyeseanylfax,/ gqg“bi(f)i %wi(f’iH %“’i‘t’ij }

wobel wir jetzt die Argumente fortgelassen haben,

Die Forderung, daB das reduzierte Funktionsl F(%&) bei unabhingiger Variation

allercpi einen Extremwert annimmt, fihrt auf das Gleichungssystem 2.9 .
2.9 Idx1[ qugwai“7wj =0 j=1,2,o'o
2.9 ist mit 2.7 identisch, wenn wir

wj(xj) = wj(xl)

setzen; d.h. die beiden Verfehren gehen ineinander iiber, wenn wir die

Wichtungs~ gleich den Entwicklungsfunktionen setzen,

Den beiden Gleichungen 2,1 und 2.3,
241 H(X)¢(X) = o(X)
2.3 E' (X% (%) = o' (%)

in denen der Operator H nicht selbstadjungiert sei, HiH s ist das Variationg=

problem, einen stationiren Punkt von
+ -+ + +
2410 F(6,¢") = [dx/ a"+q 6 = ¢ Ho_7

im Raum der zugelassenen Funktionen zu finden, v6llig &dquivalent,




a 1l o=
Der Ansatz 2.2 fiir eine NiZherungsldsung von 2.1
(X) = Yu.( ( )
242 olx) = %\!}i X1 )({)l Xz.ooo,XN

fihrt im Falle der Methode der gewichteten Residuen wieder auf das

Gleichungssystem 2.7 zur Bestimmung der unbekannten Funktionen<Pi(x2,..-,xN).

Im Variationsverfahren miissen Niherungsldsungen von 2,1 und 2,3 gesucht
werden., Geht man mit den Ansétzen 2.2 bzw. 2.4 ein in 2.10, erhslt man

211>
201 Floy") = JaR ol ¢ o Tugy - ey Hlvgp; 7
1 1 1 1

Fihrt man in 2.11 die Integration iliber die Variable X, aus, von der nur
die bekannten Funktionen vs und wz abhéngen, ergibt sich das reduzierte
Funktional zu

Ty = + + + + 4o

Die Forderung, daR das reduzierte Funktionel F(Qi,yz) bei unsbhingiger
Variation allere . undLP; einen stationfren Wert annimmt, fihrt jetzt auf
. P S A el
2:12 ]dx1é qu§¢i@i_7 vy = 0 35142, 000
- 4 o+ .
2413 ]dx1[ q ~H %wi?i-7¢j =0 351425004

Hieraus sind die unbekannten Funktionentpi und4>; zu bestimmen. Die un-
bekannten Funktionentpi, welche flir die Ngherungsldsung 2.1 bendtigt
werden, sind aus 2,12 zu berechnen. Wihlen wir in der Methode der ge=-

wichteten Residuen als Wichtungsfunktionen
W.(X ) = \pf(x ) ,j=1 Coene
J 1 J 1 Al

so sind die Gleichungen 2,12 und 2,7 identisch, d.h. beide Methoden fiihren

wieder zum gleichen Ergebnis.
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. . + . . . . . o
2ind die wi(x )s die vorzugebenden Entwicklungsfunktionen fiir die Niherungse

1
1dsung deshadjungierten Problems alsoc, Ldsungen entsprechender adjungierter
Probleme niedrigerer Dimension, so entf#llt in der Variationsmethode bis
auf die Auswahl dieser Probleme Jjede Willkiirlichkeit bei der Wahl der
Wichtungsfunktionen. Sind jedoch die ¢;(x1) beliebige Entwicklungsfunktioner
fir das adjungierte Problem, fir die es keine adjunglerten RBestimmungse
gleichungen niedrigerer Dimension gibt, so sind die Funktionen wj(x1)
der einen Methode ebenso willkiirlich wie die ¢;(x1) der anderen Methode,
wobel die ws(x1) lediglich noch dem Gesichtspuﬁkt unterliegen, daB sie

Entwicklungsfunktionen des adjunglerten Problems sein sollen.

Bislang haben wir gefordert, daR die zugelassenen Funktionen stetig sind
und alle gewissen Randbedingungen geniigen. L&Bt man beide Forderungen
fallen, wird also der Raum der zuldssigen Funktionen erweitert, so miissen
i.a., den oben angefihrten Funktionalen noch weitere Glieder hinzugefiigt
verden, welche die vorgegebenen Randbedingungen und eventuelle Unstetig-
keiten der Variationsfunktionen beriicksichtigen. Gleichzeitig kommen
dann jedoch auch bei der Methode der gewichteten Residuen weitere Be=
stimmungsgleichungen zur Beriicksichtigung der Randbedingungen und even-
tueller Unstetigkeiten hinzu, VWir wollen auf diesen Punkt nicht weiter
eingehen, da wir uns in den folgenden Abschnitten auf das Verfahren der
gewichteten Residuen beschrinken. Jedoch sei bemerkt, daR sich auch im
erweiterten Raum der zuldssigen Funktionen i.a. durch geeignete Wahl der
Wichtungsfunktionen und der zus#étzlichen Bestimmungsgleichungen die

Aguivalenz beider Methoden erreichen 1&Rt.,

Bisher haben wir nichts ilber Konvergenz und Fehlerabschitzungen dieser Vere
fahren gesagt. Unter sehr speziellen Voraussetzungen / 13_7, /720-21_7
existieren Aussagen zu beiden Fragen, jedoch sind die erforderlichen
Voraussetzungen, insbesondere fiir die Existenz von Fehlerabschétzungen,

bei den spiter behandelten Problemen nicht gegeben, Da ferner die hier
vorgesehenen Entwicklungen Jjeweils gewisse physikalische Kenntnisse
beriicksichtigen sollen, hi&ngen die Fehler nicht nur von der Anzahl der

Glieder der Entwicklung und vom Problem sondern auch von der vom Benutzer
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der Verfshren zu treffenden Auswashl der Entwicklungsfunktionen ab, Ziel
unserer Untersuchungen ist es dsher, anhand von Modellproblemen praktische,
sozusagen experimentelle Aussagen iiber die zu erwartenden Fehler und

den erforderlichen numerischen Aufwand bei Approximationen mit wenigen,
von Problem zu Problem verschiedenen Entwicklungsfunktionen zu gewinnen

und, wenn mdglich, gewisse Auswahlkriterien fiir die Entwicklungse und Wich=.

tungsfunktionen anzugeben.
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Modale Entwicklung der monoenergetischen Boltzmenngleichung fiir ebene

Geometrie

Der in Abschnitt II dargestellte Formalismus der modalen Entwicklung
linearer Systeme wird in diesem Abschnitt auf die monoenergetische
Boltzmanngleichung flir ebene Geometrie angewandt, Wir setzen im fol=-
genden immer voraus, daR die Streuung im Laborsystem isotrop ist und daB
die Querschnitte konstant (ortsunabhingig) sind. Beides sind keine
notwendigen Voraussetzungen, erleichtern jedoch eine iibersichtliche For-
mulierung des Verfahrens, (Bei der numerischen Behandlung von Modell=
problemen in Abschnitt VI werden die Querschnitte lediglich als stiick=
weise konstant vorausgesetzt,)

Die stationire Heutronenverteilung wird dann von der Ldsung der Gleichung

[0

3.1 beschrieben (differentielle Form der monoenergetischen Boltzmann=

gleichung).

Q

1
o (xu) + o, ¢(x,u) = 55- §olxyut)an® + £lx,u)

=

Wl

3;1 u

Die Randbedingungen flir eine sich im Vakuum befindende Platte der Dicke

d, welche in zwei Richtungen unendlich ausgedehnt ist, lauten

3.2 $(0pm) = () 0< ugt
9(dyu) = r (u) -1< g0

Weiter ist gefordert, daf im Innern 4(x,y) fiir u*0 eine stetige Funktion
von x ist.

Die hier und auch spéter vervendeten Symbole haben die folgende Bedeutung:

Gt = totaler makroskopischer Wirkungsquerschnitt
g = O +Vo

s streu spalt
g = makroskopischer Streuquerschnitt

streu

c =i—\k&.' Sne 1

spalt makroskopilscher Spaltguersehnitt
v = mittlere Anzahl von Spaltneutronen pro Spaltung
o = cosb
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8 = Winkel zwischen x-Achse und Flugrichtung der HNeutronen
a = Dicke der Platte
f(x,u) = unsbhingige Neutronenquelle

it

von links bzw. rechts auf die Platte treffende Neutronen=-
fluBdichten
Anzahl der pro sec durch das Intervall dx an der Stelle

rl(u), rr(u)

[

¢ (xyu)dxdy

x fliegenden Neutronen im Richtungsintervall dp um yu

Durch 3.2 sowie durch die Stetigkeitsbedingung ist die Ldsung von 3.1
eindeutig bestimmt /b28_7.

Wir suchen nun Ndherungsldsungen von 3.1 und 3,2 durch den Ansatz 3.3,

N
343 o(xyu) = ) . (x)y. ()
i=1 *

In 3.3 geben wir einmal die wi(u) (modale Entwicklung nach der Winkel-
variablen) und einmal dietpi(x) vor (modale Entwicklung nach der Orts=
variablen). Die jewells unbekannten Funktionen des Ansatzes werden durch
das Verfahren der "weighted residuals" bestimmt, durch das sich
Entwicklung nach der Winkelvariablen fir die(?i(x) ein lineares Differen—
tialgleichungssystem 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und bei der
Entwicklung nach der Orisvarisblen fiir die wi(u) ein System wvon Fredholme
schen Integralgleichungen 2, Art mit entartetem Kern ergibt. Durch die
modale Entwicklung 3.3 und das Verfshren der "weighted residuals" wird

das Problem der Bestimmung einer Néherungsldsung von 3.1 also auf das
relativ einfache Problem der Losung von Differentiale= und Integral=-
gleichungssystemen vom oben genannten Typ reduziert.

In Abschnitt V werden einige Verfahren zur Ldsung dieser Gleichungssysteme
dargestellt. In Abschnitt VI werden die entwickelten Methoden zur
ndherungsweisen Ldsung von 3.1 auf einige Modellprobleme angewandt und

die Ergebnisse ausfihrlich diskutiert.
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IIT.1 Entwicklung nach der Winkelvariablen

Wir suchen eine Ndherungsldsung von 3,1 durch den Ansatz 3.3, in dem die
wi(u) vorzugebende, linear unabhingige und integrierbare Funktionen sein
sollen. Die Funktionen(?i(x) sind so zu bestimmen, daR unser Ansatz zur
in einem gewissen Sinne besten Approximation aus der Klasse der durch 3.3

darstellbaren Funktionen fir die Ldsung von 3.1 wird.

Zur Bestimmung der Funktionentpi(x) wihlen wir die Methode der "weighted
residuals", wodurch unsere Approximation in dem Sinne die beste wird, daB
das Residuum nach Einsetzen von 3.3 in 3.1 orthogonal ist zu dem Raum,

den die ebenfalls vorzugebenden Wichtungsfunktionen aufspannen,

Wir gehen mit 3.3 ein in 3.1 und erhalten 3.4

Q

N N 1
. (%) () + o L@ (x)y, () = = L. (x) fwi(u')du' + fx,u)
1 B i=1' - S i=tt -

-

]
3w Ep

3
RS

i 2

Die Gleichung 3.4 multiplizieren wir nacheinander mit je einer der N vorzu-
gebenden, integrierbaren und linear unsbhingigen Wichtungsfunktionen wj(u)

und integrieren die Gleichung dann iber uw. Wir erhalten N Gleichungen:

il I

3 ,

53 0900 Jwilvitan + o § () [ oy Gvslulan =
i=1 -1 J i=1 -1

345 ]

1 1
=_;_§_ §1‘Pi(x)_{ by (u")an" fwj(u)du + ,1f f(x,u)wj(u)du

-1

J=142s00e,N

Fiir die lineare Unabhingigkeit dieser Gleichungen ist die der Funktionen by

Form schreiben:

3.6 A Plx) + B Plx) = Df(x) + Fé(x)
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Die Matrizen A, B und D haben die FElemente

1

85y = _!ut.bi(u)wj(u)du
1
bjl = ct-{wi(U)Wj(U)du

o 1 1

s
a5 ’é--aﬁbi(u)du-{wj(u')du'

il

> e . . !

q%x) und I (x) sind Vektoren mit den Komponentenﬁpi(x) bzw. jf(x,u)wj(u)du.
-1

Da wir in den sp8ter zu behandelnden Modellproblemen stets £(x,u)z0 an=

nehmen, wollen wir den Formelismus mit £(xu)zO und daher auch mit *(x)=0

1

weiterfithren. FExistiert A” , kOnnen wir mit

¢ = A"1(Ds3)

die Gleichung 3.6 umformen in

3¢7 stellt ein lineares homogenes Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
dar, 2zu dem noch geeignete Rand- oder Anfangsbedingungen zu bestimmen sind.
Wir wollen den VektoriF(x) so0 bestimmen, daR der Ansatz 3.3 nicht nur
niherungsweise 3.1 sondern dariber hinaus exakt die Randbedingungen 3.2
befriedigt, da insbesondere in kleinen, schwach oder gar nicht multipli-
zierenden Systemen die Losung im Innern stark beeinfluBt wird von der

Lisung auf dem Rande.

Der Einfachheit halber nehmen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit noch

an, daB
r.(u) =0

gilt, d.h. daB nur von links Neutronen auf unser System treffen.
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Die exakte Befriedigung von 3.2 durch 3.3 gelingt uns sofort, wenn wir

im Ansatz 3.3 nur Funktionen wi(u) zulassen, die auBer den oben angefiihrten

Bedingungen auch noch den zusitzlichen Bedingungen 3.8 geniigen, und wenn wir
zu dem Differentialgleichungssystem 3.7 die Randbedingungen 3.9 formulieren.

‘Pi(U) =0 Of_u-<_1 i=“Né'+ 1, g+2§0§o,N
3.8 Wi(ﬂ) =0 =1<u<0 i=1 seuﬂs‘g‘
vy (w) = rl(u) O<p<
¢, (0) = 1%2,3,000,%
N . N
3.9 ¢.(a) =0 immtl,m42, 000,
p,(0) = 1

Damit sind in unserem Modell die Randbedingungen 3.2 fiir beliebige integrier=
bare r (u, exskt erfiillt, wihrend z.B. im DP quOucll die Randbedingungen

3¢2 nur fiir sehr spezielle r (u) exakt erfullt werden kdnnen. Das DPNa
Modell ist lediglich ein Spez1a¢fa¢l des oben beschriebenen Modells mit

fest vorgegebenen Entwicklungse~ und Wichtungsfunktionen:

v, () = wim =0 iguso FThEeeens
< R ey
o lu) = ly) = 2u4el)  eleu<d
P lw) = e ()= Py N J(2us1) - 1<pco L, .
Yy (u) =wi(u) =0 0<u<t 2 r2mernee

P (w) = Le gendre=Polynome

Wir haben nun das homogene lineare Differentialgleichungssystem 1. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten 3.7 mit den inhomogenen Randbedingungen 3.9 zu
1dsen., Die formale Ldsung hat unter der Voraussetzung, daB die Matrix C

N einfache Eigenwerte und dazugehdrige N linear unasbhiéngige Eigenvektoren hat,

Ale Tavym
-

2 1N
ke Vald Je 1\

3.10 \—‘S(x) ),c é;exp(X,x)

wobei die Ai die Eigenwerte und die 31 zugehdrige linear unabhéngige Eigen=

vektoren von C sind, wéhrend die Konstanten c, aus den Randbedingungen zu
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bestimmen sind. TFir groBe li und groBe x ist die Berechnung der Ldsung
von 3.7 und 3.9 mit Hilfe der Gleichung 3.10 wegen der groRen Werte,die

die Exponentialfunktion annimmt, nicht mehr ohne weiteres mdglich, und

man muf die Losung auf anderen VWegen gewinnen., In Abschnitt V werden
mehrere Methoden zur ILdsung von 3.7 und 3.9 ausfithrlich dargestellt. Hier
soll lediglich noch erwihnt werden, daB die Eigenwerte wvon C fiir cszp alle
reell sind und daR genau~§ dieser Eigenwerte mositiv und g-negativ sind
1-29,30_7. Diese Tatsache wird bei einigen Ldsungsverfahren des Abschnitts

V benutzt.

Statt dem Ansatz 3.3 die Neben- bzw. Randbedingungen 3.8 und 3.9 aufzuer-
legen, um die urspriinglichen Randbedingungen 3.2 exakt erfillen zu kdnnen,
kdnnen wir auch etwas allgemeinere Bedingungen finden, unter denen 3.3 die

Rendbedingungen 3.2 exakt befriedigt.

Vir spalten den Neutronenfluf ¢(x,u) auf in zwei Terme,

3,12 o(x,u) = ¢°(X,u)+¢1(X.u)

von denen der erste die Verteilung der ungestreuten Neutronen beschreibt,
wihrend der zweite die Verteilung aller iibrigen Neutronen beschreibt (zu
denen auch die Spaltneutronen gehdren). (Dieses Vorgehen ist zvB: bei

Abschirmrechnungen mit gutem Erfolg angewendet worden.) ¢(x,u) muB dann

der Gleichung 3.13
3 ¢] o) -
3413 wss ¢ (xem) + o 07 (xyu) =0

mit den Randbedingungen 3.1k

3.1k $°(04u) = r,(u) O<p<1
3%(a,u) = -1<u<0

geniigen. Die Ldsung von 3,13 und 3.14 158t sich sofort angeben; sie hat




die Form 3.15.

° _ . o Xy,
3415 ¢ (xyu) = r)(u)rexp(-0,2) +Hlu)
H(u) bedeutet die Stufenfunktion

1 >0
H(u) = 0 :-;0

Die Funktion ¢1(x.u) muB dann die Gleichung 3.16

3 1 1 TR VAt . U8
3.16 wez ¢ (x0u) + oy ¢ (xu) = 5= [o (xu")an’ + 5=
-1

Q

o 1 '
= ¢ (x,u')du

ey Y

mit den homogenen Randbedingungen 3.17

3617 ¢1(0.u) = O<p<
¢ (dpu) = =1<u<0

erfiillen. Suchen wir jetzt eine Niherungsldsung fir 3.16 und 3.17 mit

-

] - PREVY P -
Hilfe deszs Anssizes 353, deh. machen Wl.L .|.'Lu. \p \A,u[ den Ansatz 3.1

9 Ty 1
308 ¢l = ) @) vl
: 521

und bestimmen die l?;(X) nach der Methode der "weighted residuals", erhalten

wir die Gleichung 3.19.

14 -1 11 11 +*1
3.19 As=fp(x) + B (x) =D (x) + 1 (x)
Die Matrizen A1, B! und D' heben die Elemente
1 LTI
., = uw Y..\.n [u.\d..
“jl -!' W J\wvl\u/ 4
bl =o } L)y (w)aw
Ji t__1 J
1 g
d.., = ,fw (u)au jw (u')au’
Ji -1

und die Vektoren ‘@1(;{) und ?1(;:) haben die Komponenten sP}L(x) bzw,




= 2l w

%

z

1
{ rl(u) exp(-cfﬁ) H(u)wj(u')dudu'

gy

f;(x) = _
Die Wichtungsfunktionen wg(u) und die Entwicklungsfunktionen w;(u) sind
wieder als linear unabhéngige und integrierbare Funktionen vorzugeben.
Ds der Ansatz 3,18 die Bedingungen 3.17 statt 3.3 exakt erfilllen muR,
damit 3,12 die Randbedingungen 3.3 exakt erfiillt, geniigt es, fiir die
w;(u) zugdtzlich 3.20

, w;(u) = 0 0<p<t 1=§+1,1§ 2y000,l
3.20 ]
wi(U) = 0 -1§y:p i=1’2,ooo,§

statt 3.8 zu fordern und filr 3.19 die Randbedingungen 3.21

1 . N
?.(O) = 0 1=1g230c'f‘
1 2
3s21 ] .
? (d) = 0 l“§"1 “*2"00,N
1
statt 3,9 zu postulieren,

1 - (A1)-—1 (D1-B1)
By = (a1 TF (x)

Statt des homogenen Gleichungssystems 3.7 mit den inhomogenen Randbe=-

homogenen Randhedingungen 3.21 zu l8sen.

Die Komponenten des Inhomogenitétsterms ?1x(x) bestehen aus Summanden der

Form

1 1
= © .
gJi(X) = hji_{¢ (XQU')du’ J Wj(u)du

-1
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Setzen wir ¢°(x,u’) aus 3.15 ein und setzen wir

1

h.. iw. du = k..
31_4 J(u) w=koo

erhalten wir
1 <
gji(x) = kji £ rl(u) eXP(-ot';)du

Fir einige spezielle rl(u) wollen wir die Funktionen gji(x) explizit an=

geben
a) rl(u) = §(a=y) O<a<1
1
= - - 35 -= . = 2-{.
gji<x) = kji £ 8 (a=y Yexp( otu)du kjl exp( Gta)
b) rl(u) = " n=0,1,2,40s
1
n x
gji(x) = ki, [ v exp(-ct-;)du
o
=k.. B, (o x)
3i Fo4n'\ %% d

Die Funktionen EH(Z) sind die bekannten und tabellierten Exponentislinte=
grale
Z

! n=2 u
E (2) = fu™e "au
o
Die formale Lésung von 3,22 hat die Gestalt
d - >1 1 >3
3.23 ® (x) g c; e exp(Aix) +y (x)
Die A; sind die Eigenwerte, die E; zugehdrige Eigenvektoren von 01, und die
Konstanten c. sind aus 3.21 zu bestimmen, $ﬁ(x) ist eine spezielle Ldsung

von 3.22, Die A; haben die gleichen Eigenschaften wie die ); aus 3.10, da

auch die Matrix ¢! den Voraussetzungen aus / 29 7 und /7 30_7 geniigt.
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Die Bestimmung voni$1(x) aus 3.23 und 3.21 bereitet filr groRe A; und
grofe x wieder numerische Schwierigkeiten, die jedoch mit den in
Abschnitt V ausgefihrten Losungsverfshren zu bewdltigen sind. Dabeil
ist die Kenntnis einer speziellen Lésung{?ﬁ(x) von 3.22 vorausgesetzt,
Kennt man eine solche nicht, bietet sich die total-=numerische Lésung
von 3.21 und 3.22 an, flir die ebenfalls in Abschnitt V ein Verfahren

dargestellt wird.

II1T.2 Entwiecklung nach Funktionen des Ortes

Wéhrend man i.a. ohne genauere Rechnungen iliber die Winkelverteilung der
Neutronenflugrichtung nur recht grobe Angabenmachen kann, wie etwa "die
Neutronen fliegen iiberwiegend in Vorwirtsrichtung", wodurch die Auswahl
der Entwicklungsfunktionen bei Entwicklungen nach der Winkelvariablen

eine gewisse Willkiir enthdlt, kennt man die Ortssbhingigkeit der Neutronen=
verteilung aus einfachen Modellen viel besser. So ist z.B. mit Hilfe
einfacher Rechnungen nicht nur die Aussage méglich, "der integrale Neu=-
tronenflul fillt exponentiell zb", sondern man kann sich auch die Koeffie
Dgher liegt es nshe,
zur néherungsweisen Ldsung von 3.1 und 3.2 auch Entwicklungen nach der

Ortsvarisblen zu untersuchen /~11 7.

Um die Unstetigkeit der Winkelverteilung der Flugrichtung bei u=0 besser
beriicksichtigen zu kdnnen, wdhlen wir zur Entwicklung von 3.1 nach Funktionen

des Ortes den leicht modifizierten Ansatz 3.3a.
_ N + + - -~
B3e ebe) = ) QTN G) +@IGII0)
° + L ° [ - . \ - °
DlelPi(X) undxpi(x) sind vorzugebende, linear unabhingige und integrier=
. ) ] ] + -
bare Funktionen des Ortes., Die zu bestirmenden Funktionen wi(u) und wi(u)

unterwerfen wir den zus#&tzlichen Bedingungen 3.2k

i=2,3500.gN

i
O
IR
™
A
—
o

w;(u)

1=1,25 000,40

i
(@]
]
i
g 4
A
O

3.26 pr(w)

w:(u) = r, (u) O<p<t
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und von den Entwicklungsfunktionen fordern wir

\.P;(d) = o i=1’2’00"N
3.25 Lf;(o) =0 i=1,2,404,N
\PI(O) =1 (Normierung)

Wenn wir =wie in Abschnitt III. 1= der Einfachheit halber wieder annehmen,
daB r =0 gilt, so garantieren die Bedingungen 3.2t und 3.25, daB der
Ansatz 3.3a die Randbedingungen 3.2 exakt erfiillt,

Gehen wir nun mit dem Ansatz 3.3a ein in 3.1, und fordern wir, daR das
Residuum R{x,p) im p=Intervall [“~1,0_7 orthogonal ist zu N vorzugebenden,
linear unabhingigen und integrierbaren Wichtungsfunktionen wg(x) und im
u~Intervall /0,1 7 orthogonal ist zu N vorzugebenden, linear unabhingigen
und integrierbaren Wichtungsfunktionen wg(x), erhalten wir mit gder
Definition 3.26

a
3.26 (fog) = [ f(x)g{x)ax
[»]

des Skalarproduktes das Gleichungssystem 3,27 zur Bestimmung der unbekann-
. + -
ten Funktionen ¢i(u) und wi(p)s

N i
) wz(u)(w;,%§4p;)+ct ) w;(u)(wf.$§) =
i=1 i=1 J

3027&
% § 7 1 o 1
y + + + - - + . s
= 5-32119-{ wi(u')du'(wj,?i)+£ *i(“')d“'(wj'?i)_7+§§ £w1(U')dU'(Wjﬂp1)

-1<<03 J=1,2p400,N
¥ ed e Nl
ui;1wi(u)(wj;a§q3)+ctié1wi(u)(wj,pi) =
o ¥ .04 - 1L - -
3.27b = 57;21Z~_{¢i(“')du'(wj’@i)+£ wi(u')du'(wj,?k)_7+
o 1

_ - - +
* 2 100 6D 0 6= (0 (075067)

O<u<1; J=152500e4N
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3.27a und 3.27b stellen zwel iber die Streu- und Spaltquelle gekoppelte
Integralgleichungssysteme fiir die unbekannten Funkticnen w;(u) und ¢;(p)

dar.

. . * + * * + +
Mit den Matrizen A™ = (aji)’ B~ = (bji) und D =(dji)’ deren Elemente

gegeben sind durch

+ tq
ay; = (g Py)
+ + o+
bji (Wj’?i)
+ + %
dji = (wj,@i)

kénnen wir die Gleichungen 3.27 wie folgt darstellen:

o} o] 1
3.27a uA+w+(u)+ctB+w+(u) = _2_s_ [ﬁB'* fw+(u' )du'+D'fw"(u')du'+r+_7
- o

~1<u<0
O =+ ¢ 4 ] .
3270 uh™y (u)+o B9 (0) = 5= /D7 [y (ut)aw'BT [y wawt J+
w1 0

+ +
Die Vektoren v (u) haben die Komponenten uf(u), die Vektoren r~ haben die
konstanten Komponenten p (u )du*-(wa,¢1), und der Vektor s (u) hat die
Komponenten (u) (w R dx‘P1 *o, ¥, (u)(w ,@1).

Unter der Integration eines Vektors oder einer Matrix wollen wir hier und
im folgenden die Integration der Komponenten bzw. der Elemente verstehen.
'D_\"'1
D

-
-~ und F W = ( wA +c
L Iad t

in 1_0,1 7 und setzen wir

¢'(y) = <u)" ¥

W
o~ e~
= oo
et e

I il
’1'.1 *l:i
r\ /\
k= =
e
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so erhalten wir aus den Gleichungen 3.27 die Gleichungen 3.28 .

1]

o o 1 o
3.28a 9 (w) = 2 et w) [oTGunaw+ PG fuT(unant T 52t ()T
«l o

“15H0

14

- % 3 ® + b, (.
3.28b ¢~ (u) = 5= [0 (w) {w (ut)aut+c (W) fe (w")an' J+
- o

[e1
+-2-S~F (W) r=F (u) s (u)
QiHi1

Dsa r+, r und s (u) bekannte Vektoren sind, stellen die Gleichungen 3,28
zwei gekoppelte Systeme inhomogener Integralgleichungen vom Fredholmschen
Typ zweiter Art mit entartetem Kern dar. Die Ldsung dieser gekoppelten
Integralgleichungssysteme reduziert sich durch Integration von 3.28a iiber
das Intervall 1--1,0~7 und durch Integration von 3.28b iiber das Intervall
1—0,1_7 auf die Ldsung des inhomogenen linearen Gleichungssystems 3.29,
dessen eindeutige Losung gensu dann existiert, wenn die Determinante der

Matrix des Gleichungssystems von Null verschieden ist.

AN LA i g
3.29
e Y et iy

Die in 3.29 auftretenden Vektoren und Matrizen sind durch folgénde

Gleichungen gegeben:

A UM(COLY
-1
31" - “r.lt-f..\a..
¥ J¥ (i )qu
o
i % 9% 4
B o= 5_'f C (u)dw i=1,2
v ]
i Y ! i
E- = > J e*(u)an  i=3,k4
o
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g [e]
+ +, = +
pr=gS [F) auer
-1
L GS ! - | - 1 - -
p =5 JF ()T an r = [FT()7 s (w)an
o o

Ist detE von Null verschieden, wobel die Matrix E des Gleichungssystems
3.29 durch

E = | s I=Einheitsmatrix

gegeben ist, so lassen sich $+ und $- eindeutig aus 3.29 bestimmen, und
mit $+ und %’ lassen sich die gesuchten Vektoren w+(u) und ¥ (u) aus den
Gleichungen 3.28 bestimmen. Unter Beriicksichtigung von 3,24 haben wir
dann die Néherungsldsung 3.3a von 3.1 gefunden, die die Randbedingungen
3.2 exakt erfillt.

In dem beschriebenen Verfshren ist durch die Bedingungen 3.24 und 3.25
insofern eine gewisse nicht notwendige Willkiir enthalten als sich die
vorgegebene Winkelverteilung w1(u), O<u<t, mit der ebenfalls vorgegebenen
Ortsfunktionsgj(x) durch das ganze System fortpflanzt; bei sehr trans=
parenten Systeﬁen kann dies zu unndtig grofen Fehlern fithren, welche leicht
vermieden werden kdnnen, wenn wir = wie in Abschnitt III.1 Gleichung 3.12=
die Lisung von 3.1 aufspalten in einen Term, der die Verteilung der unge-
streuten Neutronen beschreibt und in einen Term, der die Verteilung aller
iibrigen Neutronen beschreibt. Die Verteilung der ungestreuten Neutronen
ist wieder durch 3.15 gegeben, die Verteilung der iibrigen Neutronen er-
fiillt 3.16 und 3.17. Bestimmen wir mit dem in diesen Abschnitt geschil=-
derten Verfshren eine Niherungsldsung von 3,16 und 3.17, entfallt die

oben erwihnte Willkiir,

Wir gehen daher mit dem Ansatz 3.30,
3430 8 (x,u) = Z?€+(x)¢;+(u)+$g“(x)w;'(u)
i

+ o amas
in dem die vorzugebenden Entwicklungsfunktionen qﬁ‘(x) die iiblichen Vor-

aussetzungen sowie die zusitzlichen Bedingungen 3,31

I
(o]

i=1’2,000’N

1+
$. (&) =
3,31 1

§
o

i=1,2,090,1q

lp;'(o) =
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. . +
erfiillen sollen, und in dem die unbekannten Funktionen w; (u) den Be=

dingungen 3.32

1+

3!32 wl (u) =0 Of.uf-“; i=1’2"00.N
b ) =0 12003 121,24 000,

geniigen sollen, ein in 3,16, Mit 3.31 und 3.32 befriedigt der Ansatz
3,30 die homogenen Randbedingungen 3,17 exakt. Fordern wir wie in 3,27
Orthogonalitét des Residuums in /"=1,0_7 bzw., in /70,1_7 zu den vorzu-
gebenden Wichtungsfunktionen w}i(x), die ebenfalls den iiblichen Vorause
setzungen genligen sollen, erhalten wir mit dem Skalarprodukt 3,26 fiir

. . + . . .
die Funktionen w;'(u) die Bestimmungsgleichungen 3.33,

N N
1+ 144 1+ i+ 1+ 14y
ui£1wi W v sz Py )+Uti£1wi W ;") =
3.33a N o 1
o
=== 7/ f¢?+(p')du’(wl+iﬁl+)+(kj'(u')“gv(w!+g%ﬂ“) 7 +
~ z i;.i&s _f‘ 1 0 / J LK gl J i <
g d 1
+
+5= [ W;, (x)¢°(x,u" )dp' ax
o =1

“1u<05  J=1,25400,N

N N
v - - 1- - -
ui;w; ICI TN o, 1 ¥4 () (w7917 =

3.33b . 1
(o} [e}
] £ T ] o el
1=l =i * ] ¥
c_da 1
+ 52 ) [ wlT(x)6%(xn" antax
2 o =1 Y

O:ui1; j=1’2.QOQ’N




- 32 -

welche sich von den Gleichungen 3.27 nur durch andere Inhomogenitits—
terme unterscheiden und infolgedessen wie diese zu l8gen sind. Hsaben
wir die\y;i(uj aus 3,33 bestimmt, so stellt mit 3.31 und 3.32 der Ane
satz 3.30 eine Ndherungsldsung von 3.16 dar, welche die Randbedingungen
3417 exakt erfiillt,

Das bedeutet, daB durch 3.12 mit ¢°(x,u) aus 3.15 und ¢1(x,u) aus 3.30,
3431, 3432 und 3.33 eine Néherungslésung von 3.1 dargestellt wird, welche
einmal die Verteilung der ungestreuten Neutronen exakt beschreibt und

zum anderen die Randbedingungen fir die Gesamtverteilung der Neutronen
exakt befriedigt.

In Abschnitt VI werden einige Modellprobleme sowohl mit dem Ansatz 3.3a,
3.2k und 3,25 als auch mit dem Ansatz 3.12, 3.15, 3.30, 3.31 und 3,32

berechnet und die Frgebnisse in vergleichenden Abbildungen dargestellt.
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Modale Entwicklung der Multigruppen~-Boltzmanngleichung fiir ebene Geometrie

Wehrend im Abschnitt III die Betrachtungen suf die monoenergetische Boltz-
manngleichung beschrinkt waren, wird in diesem Abschnitt der Formalismus
der modalen Entwicklung auf die Multigruppen-Boltzmannglelchung angewendet.
Wir setzen =wie in Abschnitt III=- voraus, daf die Streuung im Laborsystenm
isotrop ist, daR alle Querschnitte (stiickweise) konstant sind und behandeln
nur Probleme mit ebener Geometrie. Ferner beriicksichtigen wir bei den
Quelliterationsverfahren keine Aufwirtsstreuung von Neutronen niedriger
Energie zu hdheren Energien, welche in schnellen Systemen keine wesentliche

Rolle spielt.

Die stationdre Neutronenverteilung wird dann durch die Ldsung der Gleichung
4.1 beschrieben (differentielle Form der Multigruppen=Boltzmanngleichung).

Lot T ¢g(x,u)+c $&(x,u) =-;-

.1,
ax ) 78 I¢J(X.u')du'+fg(x,u)

£=1425 004, 1G
In abgekiirzter Form 158t sich L.1 wie folgt schreiben:
' IR T Y, VR U .V },4 eya 1f§
Yotag u Ey ¢(x,u)+ct F(x,u) = T g J ¢ (ut)dut+(x,u)

-1
. > > . g g

Die Vektoren ¢(x,u) und f(x u) haben die Komponenten ¢ (X,u) bzwe £ (x,u),
die Diagonalmatrix c hat die Elemente ¢ und die Streu~ und Spaltmatrix

t
m = (cgJ) hat die Elemente cJ €. Unter der Integration eines Vektors wollen

wir «=wie zuvor- die Integratlon aller seiner Komponenten verstehen.

Die Randbedingungen fiir eine sich im Vakuum befindende Platte lauten

48(0,u) = r3(n) Ogu<t
)4.2 g=1 '2.0009NG’
¢8(a,u) = riu) =1<u<0

Ferner wird gefordert, daB ¢=(x,u) fir u$0 und fir x#0 und x¥d eine stetige

Funktion von x ist.
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Die verwendeten Symbole haben die gleiche Bedeutung wie in Abschnitt III,
stellen in diesem Abschnitt jedoch {iber Energiegruppen integrierte GréBen
(FluRdichten) bzw, iiber Energiegruppen gemittelte GrdBen (Wirkungsquer-
schnitte) dar:

68(x,u) = | ¢(x,u,E)dE
(sE)E
w(E)o(E)QE
58 - (A}IB)g
(E)AE
(Aé)gW

w(E) ist die zur Mittelung verwendete Gewichtsfunktion, (AE)® ist die Breite
der Energiegruppe mit dem Index g.

Die modale Entwicklung von 4.1 nach der Winkele und der Energievariablen
fihrt auf lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung mit stiickweise
konstanten Koeffizienten; die Entwicklung von 4,1 nach der Orts= und der
Energievariablen fithrt auf Integralgleichungssysteme von Fredholmschen

A

b PO PR, SO .SV, P ~ e e el ool o T s
LATEETraigielCiungen <, AUV miv envarvevem i

:

Die Entwicklung von 4.1 nach der Winkelvariablen allein oder nach der Orts-
variablen allein filihrt auf NG gekoppelte Differential- bzw, Integralglei=
chungssysteme vom gleichen Typ wie die oben genannten, wobei NG die Anzahl

der Energiegruppen ist,

Durch die modale Entwicklung wird das Problem der niherungsweisen Ldsung
von 4.1 somit auf die LOsung weitaus einfacherer Differential= und Integral-
gleichungen reduziert, deren numerische Behandlung in Abschnitt V darge=-
stellt wird. In Abschnitt VI werden die hier entwickelten Methoden dann

[OREL SV ¥ 554

inige Mod

e
tiert,

auf llprobleme angewandt und die Ergebnisse ausfilhrlich disku=-
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IV.1 Entwicklung nach Funktionen des Winkels

Fiir eine NiherungslSsung von 4.1 und 4.2 machen wir den Ansatz 4.3,
k.3 $8(x,u) = 2<p°(x)wg g=1,25 000, 1C

Die mf{u) sind ~wie in Abschnitt IITe vorzugebende, linear unabhingige,
integrierbare Funktionen von u. Die Anwvendung des schon in Abschnitt IIT
beschriebenen Verfahrens der “weighted residuals" zur Bestimmung der Funktio=-
nen(Pf(x) liefert mit den ebenfalls vorzugebenden, linear unabhingigen

und integrierbaren Wichtungsfunktionen W%(u) das Gleichungssystem L.k .

1
X dxqu(x) I g(U)wg(U)Udu+Ug(X) Zq>g(x) f AT A (u)¢g(u)du =
= 1 .

i= -
bk
1 NG g—>g i} 1 . 1 o
=-§ '210 z({r (‘i gvj(u)du !]f 14;1 (H')d‘,.:'

55152000, 0
g=1.2’566’NG

Debei haben wir wieder angenommen, daf £&%(x,u)z0 ist.
Falls die Funktionen wf(u) und w?(u) gruppenunabhingig gewdhlt werden,und

falls wir der Einfachheit halber hier noch annehmen, daB alle Querschnitte

ortsunabhingig sind, erhalten wir die Gleichung 4.5,

NG
a8 - g'rg »g' = :
L5 B =—§5(x) + ch ¢5(x) = Tg'£1cs ¢° (x) £51,2 004 NG
Die Vektoren ?g(x) und dle Matrizen B, F und T sind gegeben durch
¢%(x)
-> g -
P (=) ¢S (x)
g
Py =
- 1
B =

(in)g bji = ﬂ{uwj(U)wi(U)du




1
F =(£5;)s fii = _{ v (u)y; (w)aw
1 1 1 1 1
T =(t,ji)’ tJi = '2'"{ Wj(“)du-{ 'JJi(u )du

Wenn B™ existiert, kdnnen wir 4.5 noch umformen in 4.6,

78 28n=1m\ 78 -1 L&'e 28"
4.6 dx Y (x) +(ch Feg strS Th? (x) = T Z o578 B (x)+
g8<g
NG
-1 -+ g'-)g -)g _
BT lz.‘._ OSPalt ‘P (X) g"“ ’23090,NG

wobel wir beriicksichtigt haben, daB wir die Aufwirtsstreuung vernachlissi-

gen wollten,

Zur Losung von 4.6 verwenden wir das Iterationsverfshren 4,7 (Quell=-

iteration); v ist der Iterationsindex.

L B ()0 reo 8B V) () = 57 't Z 08,78 28" (V1) (),

str str
NG
-1 g'»g 2d(v) )
BT .E] cspal‘t(P (x) g=1,2,00 4 ,0G
@ﬁ(o)(x) = s%(x) (Anfangsschitzung) 2=1,2, 000, 1G

Dieses Iterationsverfahren besteht darin, daB mit der Anfangsschétzung zu-
nichst der zweite Term der rechten Seite von 4.7 (Quellterm) fiir alle
Gruppen berechnet wird. Dann wird -anfangend mit g=1= die Gleichung 4.7
fiir jede Gruppe geldst, wobei in den ersten Term der rechten Seite (Streu-

term) die neuen Ldsung
fort eingesetzt werden. Hat man die Rechnung fiir alle Gruppen durchgefihrt,
wird der Quellterm der rechten Seite mit den neuen Ldsungen fiir alle Gruppen
neu berechnet, und man beginnt den Rechenzyklus wieder bei Gruppe 1. Dieser
Zyvklus wird solange fortgefiihrt bis eine vorzugebende Konvergenzabfrage be-

friedigt ist,.
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Jede einzelne Gruppengleichung aus 4.7 hat dieselbe Form wie die Gleichung
3.22 des Abschnitts IIT und kann mit den in Abschnitt V beschriebenen
Methoden geldst werden. Der grdReren Ubersicht wegen wird jedoch das
ganze System 4,7 in Abschnitt V noch einmal ausfiihrlich behandelt.

Bislang haben wir noch nichts iiber die zu 4.4 bzw. zu 4.7 gehérenden An=-
fangs= oder Randbedingungen gesagts Um mit unserem Ansatz 4,3 die Rand=-
bedingungen 4.2 exakt befriedigen zu kdnnen, diirfen wir im allgemeinen die
Funktionen ¢§(U) nicht als gruppenunabhingig annehmen; um die Formulierung
mbéglichst einfach und ibersichtlich zu gestalten, wollen wir diese nicht
notwendige Annahme jedoch beibehalten und zusitzlich fordern, daB die
Funktionen r%(u) die Form 4.2a haben.

4,22 r&(u) = pr. (v)

=N S
Die einfallenden Neutronen sollen in allen Gruppen die gleiche Winkelver-—
teilung besitzen. Wie in Abschnitt III kénnen wir noch ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit annehmen, daB 4.2b
4.2b rf(u) =0 g=1,2, 000 ,1G

gilt, daB also nur von links Neutronen auf unser System treffen.

Fordern wir nun von den vorzugebenden Funktionen wi(u), daR sie den Be=-

dingungen 4.8

)4.8 wi(}l) =0 "1:},\:‘0 i=1‘2,nou ,'é‘
by (w) = ry(w) Ogust

geniigen, und legen wir die zu 4,7 gehdrenden Randbedingungen wie folgt fest,

s )
‘P?(O) = 0 l=2’3,000.'é'
. N . N
)439 LP]%(d) = o 1=§""1,‘§"’2...0’N g=1’2’...,NG
¢ 5(0) = p®
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so erfiillt unser Ansatz die Randbedingungen 4.2 exakt fir alle integrier-
baren Funktionen rl(u).

In Abschnitt V wird das sich unter diesen Randbedingungen ergebende Gleichungs=
system 4.7 noch einmal ausfiihrlich dargestellt und eine Ldsungsmethode ange=
geben, In Abschnitt VI werden die Ergebnisse fiir einige Modellprobleme
diskutiert.

IV.2 Entwicklung nach Funktionen des Winkels und der Energie

Statt mit dem Ansatz 4.3, welcher einer modalen Entwicklung von 4,1 nach
der Winkelvariablen entspricht, wollen wir in diesem Teil eine Niéherungs=
16sung zu 4.1 und 4.2 mit dem Ansatz 4,10 suchen, welcher einer modalen

Entwicklung nach der Winkelw und Energievariablen entspricht.

4,10 $(x,1) = z ¢, (x)y, (W3,

i1

Im Ansatz 4,10 sind $(x.u) und Spaltenvektoren mit den Komponenten
4

0.
g o,

0% 21,2585 8Ge Die p. sind vorzu
i g~ps ey 4 ~
c

i
Vektoren, welche je ein Multigruppenspektrum darstellen, die ¢ (u) sind

linear unabhingige
vorzugebende, linear unabhéngige und integrierbare Funktionen von y. Die
Funktionen ?i(x) werden durch das Verfahren der "weighted residuals” be=
stimmt, das in diesem Falle folgender Prozedur entspricht: Wir gehen mit
dem Ansatz 4,10 ein in 4.1a, multiplizieren sodann U,1a skalar mit w.(u)3.,
wobel die w. (u) vorzugebendeg linear unabhéngige und integrierbare chhtungs—
funktionen von u und die v'J vorzugebende, linear unabhénige Wichtungsvektoren
sind, und integrieren die Glelchung iilber y» Der Integration liber E ent=
spricht hier im Multigruppenbild die skalare Multiplikation mit $j° Dabel
ist zu beachten, daR die Komponenten von ;j definiert sind durch

( v Ti‘\rﬂi‘
Vi G

v

(AE)e J
J (aE)®

Mit £3(x,u)=0 erhalten wir b4,11.
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i NG
L0 J' ACHACLIT Z ps v St Z({—‘ (x) fw (), (u)du thp v =
i=1 -1 J i=1
o1
N NG NG
=% Y¢.(0) fw (w)au fw (w)au' } v ) o7} 55142, 000N
i=1 k=1 J1=1
Mit
1 NG
- ‘ . kK _k
25 “,1f e (W), (n)dw RS
1 NG
k k_k
b,, = v, v
58 5,1{ WJ(u)wl(u)dukZ1ctole
. 1 NG NG )
d,, == 7
53 {' w, (u)du )w (u*)au’ k‘Z1v 2 o
P, Cx
und A = (aji)’ B = (bji) (d ) sow1esp(x) 3
hat 4.11 die Form Wﬂx)

"

it

A S=§(x) + B g(x) = D F(x)

A'1(D-B), ergibt sich schlieRlich 4.12,

Existiert A"'1 und setzen wir C
a - P o

ho12 = Yx) = ¢ glx)

Un wiederum die Randbedingungen 4.2 unter den Voraussetzungen 4.2z und 4.2b

exakt erfiillen zu kdnnen, unterwerfen wir dle zugelassenen Funktionen wi(u)

wieder den zus#tzlichen Bedingungen 4.8 und fordern von den Vektoren Zi noch,

daB fiir sie 4,13 gilt.

"ll13 p% = P g=1’2’.'.’NG

Legen wir jetzt der Differentialgleichung L4.12 die Randbedingungen L, 1l
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N

tFi(O) = O i=2’3’000,'§
)4-9114 &Pi(d) =0 i=g+1,-:§+2,...91‘7
9,(0) = 1

zugrunde, ist die exakte Befriedigung der Randbedingungen 4.2 durch unseren

Ansatz 4,10 gesichert.

Die Differentialgleichung 4.12 mit den Raendbedingungen 4.1L hat die gleiche
Form wie 3.7 mit 3.9 aus Abschnitt III und kann mit den gleichen Verfahren
wie diese geldst werden (Abschnitt V). Allerdings ist zu beachten, daB
die Voraussetzungen aus / 29 7, / 30_/ nicht mehr erfiillt sind, und da
tatsfchlich die Matrix C aus 4,12 i.a. auch komplexe Eigenwerte besitzt.
Wie in Abschnitt V gezeigt wird, bedingt dies Jjedoch nur eine geringfiigige

Modifikation der fir 3.7 entwickelten Verfshren.

Eine andere Mdglichkeit, die Randbedingungen 4.2 exskt zu befriedigen, be=
steht wieder darin, den NeutronenfluB aufzuspalten in einen Term ¢°g(x,u),

welcher die Verteilung der Neutronen der
keinen StoB erlitten haben, und in einen Term ¢

lung aller ibrigen Neutronen der Gruppe g beschreibt.
k15 38(x,u) = 6%%(x,m) + ¢ E(x,u) £=1,2,000,7G
¢Og(x,u) befriedigt die folgende Gleichung (mit fg(x,u)so);

M -g;; ¢°%(x, u) + cf 6&(x,u) = 0 £=1,2,004,0C

Deren Ldsung kann sofort angegeben werden:

hotsa 6%%(x,u) = 0°8(0,u) exp(=of Z)u(w)

o £=1,2, 000,06
$°8(0,u) = rl(u)'pg ’

(Eier kann in sehr einfacher Weise such die allgemeinere Form der Randbe-

dingungen 4,2 befriedigt werden mit ¢°&(0,u) = rf(u).)
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Der zweite Term ¢Tg(xgu) erfiillt dann die Gleichung 4,16

1 G
2.,

‘v
o

1 ,. NG o1,
9 1g g, 1g 1, g 1\ o)
he16 e & S(x,udtold Slx,u) = {¢ (x,u")an'oy “+§-z {g Izt an" cJ

II\/.‘:_ﬁ'

=1

mit den Randbedingungen 4,17,

b7 c§1g(0,u) = O<ugt g=1,2,404,0G
6'%(a,u) = -12u<0

Suchen wir eine NzherungslSsung von 4.16 und 4.17 mit dem Ansatz 4.3 und

verfahren wie zuvor, so gelangen wir zu den Gleichungen 4,18
X d —> -> 3%, -1
4,18 E‘\F gf?(x) + (A7) f£(x)

zur Bestimmung der unbekannten Funktionenipi(x). Die Elemente der Matric C*
heben die gleiche Gestalt wie die der Matrix C aus L.12, Lediglich die

Hebenbedingungen fiir die Funktionen gbi(u) und die Randbedingungen fiir 4.18
milssen leicht modifiziert werden, damit der Ansatz 4,3 jetzt L.17 erfiillt,

Statt L.8 und 4.9 fordern wir in diesem Fall

N

pe(u) =0 O<u< immt1, 2,...,N
b.Ba 3 e
il L N
wi(u) = 0 =1<p<0 1=1 2,...,-%
4 n
.5(0) = O l 1 C,ouc’lg
L,9. o N £=1,24004, MG
L?;{(d) =0 ?1,"‘\‘\"’{'&,000,17

. -
Die Komponenten von f(x) haben die Darstellung
1 G
féog(xgu')du' fw.(w)au -
-1 Y 1

t\/‘ r-:a
o~z i

£ (%) = -1- &1 1
J < 5 J

1

W

Mit b4.8a und der I&sung von 4.18 und k.9s stellt 4,3 jetzt eine Niherungs=-
lésung von h.16, d.he fir die Verteilung aller Neutronen, die mindestens

einen Stof erlitten haben, dar, welche die Randbedingungen 4.17 fiir diese
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Verteilung exakt erfiillt. Das bedeutet sber, daR 4.15 eine Niherungslésung
von 4,1 darstellt, welche die ungestreuten Neutronen exakt erfaft und

auRerdem die Randbedingungen 4.2 fiir die Gesamtverteilung exakt erfiillt.

IV.3 ZEntwicklung nach Funktionen des Ortes

In den beiden ersten Teilen dieses Abschnittes haben wir Ndherungsldsungen
von 4.1 upd 4,2 mit Hilfe von modalen Entwicklungen nach Funktionen des
Winkels bzw., nach Funktionen des Winkels und Funktionen der Energie kon=
struiert. In diesem Teil sollen nun Niherungsldsungen von b.1 und 4,2

mit Hilfe von modalen Entwicklungen nach Funktionen des Ortes gesucht werden.

Wie schon in Abschnitt III.2 fir das monoenergetische Problem wéhlen wir
auch hier einen leicht modifizierten Ansatz, um die eventuellen Unstetige
keiten in der Winkelverteilung der Neutromenflugrichtungen bei u=0 besser
beriicksichtigen zu kdnnen. Mit diesem Ansatz 4.19 zur niherungsweisen

Liésung von L1
¥ . - _

19 ¢8(xu) = ) (e TGO vET () =112, 004, 1C
=1

gehen wir ein in 4.1 und fordern Orthogonalitst der Residuen R&(x,u) im
p=Intervall /" =1,0_7 zu den N Wichtungsfunktionen wE (%) und Orthogonalitit
im u=Intervall AaQ,1_7 zu den N Wichtungsfunktionen wo (x). Die 2N Wich-
tungsfunktionen w%i(x) sowie die 2N EntwicklungsfunktionenLp§i(x) sind
vorzugeben und werden als integrierbar und linear unabhingig vorausgesetzt.

. + e .
Die Funktmonenxp%‘(x) sollen ferner den zusitzlichen Bedingungen 4,20

und die Funktionen w?i(u) den zusétzlichen Bedingungen 4,21 geniigen,
“P?(d> =0 i=1,2,ocn,N
14.20 LP;?-(O) =0 i=1’2,n;g’ﬁ g=1,2gs.h,NG
gt .
up;‘ (0) =1 (Normierung)
g (y) = = N
wi (H) =0 Oj‘u:-‘] 1“2’3’0l',
4,21 W) =0 ~1<<0 $21,2,000,N 251,240 04,06
-+ Y
\Pff (Ll) = ri;(}i) O<u<1
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durch die garantiert wird, daB der Ansatz L4.19 die Randbedingungen 4.2
exakt befriedigt, wenn wir wieder annehmen, daR riEO fir alle Gruppen
g erfillt ist. Wie zuvor nehmen wir weiter an, daB auch £%:20 riir alle
Gruppen g erfiillt ist. Die Forderung der Orthogonalitét der Residuen
Rg(x,u) zu den gegebenen Wichtungsfunktionen w%i(x) liefert mit dem

+
Skalarprodukt 3.26 das Gleichungssystem 4.22 zur Bestimmung der w?'(u).

s N
-~ o g+ d g+
uoy vt (u)(W? el )+o® §

g o+ gt gty _
j=1 % J ax i 11'1)i (W) aps )
1 il NG kg ° x+ +  k+ ] Ke= gt K-
h.22a = 5 y [ ol C L[ s (ut)au' (v P )+{_x};‘i (uh)au' (wsgs )} ]+
i=1 =~ k=1 -1 J o J

=-1<u<0;3 J= 14240005 M3 F51525004,0G
7 g d ¥ 2 - -
u ¥ ST () (w8 08 )4eB T BT () (v 68T =
soq L+ J dx "1 t.e 71T j o°ri
1=1 i=1
N NG e}
1 k- k+ - k k k
he2fb =z izxszfs € q J1¢1 <u'>du'(w§ NP DL I (uv)au'(wf Wi T+

nG 1 1 + e O gt g gt £ st
e R ge= LKty 8 S =22 W )
+ l‘z c +éf¢1 (u')du'(W; ¥y )-uy1 (“)(wg ’dx‘P1 ) T (u) J 4P1

2E=1

0<u<ls J=1,2,000sll; 251525 004,0G

4,222 und L4.22b stellen zwei Integralgleichungssysteme fiir je NzNG unbe=-

kannte Funktionen dar. Uber die Streu= und Spaltquelle sind beide Bysteme

miteinander gekoppelt.

Um zu einer iibersichtlichen Darstellung zu gelangen, machen wir wie in

Abschnit IV.1 die vereinfachende aber nicht notwendige Annshme, daB die
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. . . + + s
Entwicklungs= und Wichtungsfunktionen Y i; (x) bzw, w? (x) gruppenunabhingig
sind.

Mit den Abkiirzungen

£, %43 %

a5 = o fy)

o)

P = WPy

£ _ 3ok

a5 (‘”3"91)

Kt |

vy o= ftbi (ut)au' (w '“P1

B= _ .8

57 = Wi B (u) (vt ,dxCP )+G ) (v ,uh)
o]

wer - 25 gy

P _{ by (u')au

k+
)s

+ + .
den Matrizen A~ "(a ) '-(b ), —(d ) sowie den Vektoren r ‘(r

& (u)= (S° (u)), kbét =(9 D;t) und 14')? () = (d)g (u)) schreiven wir die Glelchunprn

4,22 wie To_Lg'c; s

ua o8 () +ogB W8 (u) “=~2'- +§
k=1

NG NG :
4,238 4+ - D" y FrEE L ) L
2 k;1 S 2k=1 s

k+g VKt
o BT 4

s

-1_<_u_<_0; g=1 ’2,.c¢,NG

L X
1 k—)o"\;k+ 1 - Ko VK
qug(u)+chw?(u)"§ L o] Z o Ty
4.23b k=1
1 NG k. K e
+ ’gz Os?gr - 57 (u)

Of_u:J; g=1 ,2,-00,-’-“1(}

. . - + -l - Crom -l - Y -
Existieren P8 (4)7! = (ua*+0%")™ in /7-1,0.7 una PET(W™T = (uaTHo(ET)
in [’Oﬂ 7 fir 1<g<NG, und setzen wir




o
fox 1 foas 1+
P e e T2
By = % { Fo(u) B au
(@)
g = ..1. s -1 =
‘J2 [} h{ (u) D du
5 = 1 [ bt
3 2 . -
g _ 1 fol) 1o
Eyp —gIFg (8)" B au
(0]
0 e
5+ 1 St =1 T kg k+
p® =5 ] FET() ) . B K
1 k=1

s

1 qe 1
S gy =1 7 kg ke -, =l g
&= 5] FET W) e ) 0BT . [ 58 (1)~ 'sE () au,
o] k=1 o]

so erhalten wir die algebraischen Gleichungen 4.24, in dem wir zunichst
. . +, - . . - = e s

4.23a von links mit P& (p) ! und %.23b von links mit F% () ! multipli=

zieren und dann in {iblicher VWeise die Fredholmschen Integralgleichungen

zweiter Art mit entartetem Kern iiber / =1,0 7 bzw. iber / o,1 7 inte=

grieren.
NG krgkt g SO papnde ot
yor e 10 ETE N T R
L2k -
NG NG
VBT =m8 ] TBYT g ] oSBT 4 8
k=1 ~ k=1

£51,2,5000,NC

Das lineare, inhomogene Gleichungssystem L,24 hat die Kantenléinge 2#NxNG
und ist i.a. zu grof, um direkt geldst werden zu kdnnen. Wir benutzen
dsher eine Art Quelliterationsverfshren, welches durch Gleichung L.26
beschrieben wirds v ist der Iterationsindex, die Vektoren %g’ p® und
die Matrizen E® sind durch L.25 definiert. Die Vektoren wg(o) sind als

Anfangsschitzung dem Iterationsverfshren vorzugeben,

hes  pf=|Per)
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gre .8 g(v+1) k> mx +1), 36 yr nk
h26  (T-0Z.5 EB)Y [Z stf (v )+ch;gw (")_7+pg

g=1,2,...,NG

kg
str
Spaltmatrizen. In 4,26 haben wir beriicksichtigt, daB gem3® unseren Voraus—

I ist die Einheitsmatrix, o und cigg sind die Elemente der Streu- bzw,.

setzungen ck+g = 0 fiir k>g gilt (keine Aufwirtsstreuung).

str
Sofern (I—c t Eg) nicht singulér ist, lassen sich aus 4.26 sukzessive
die Vektoren %F(v *1) berechnen, wobel die Vektoren der veten Niherung

pe(v)

Ist fir ein vorzugebendes €>0 die Bedingung 4.27 befriedigt, bricht die

nur in den zweiten Term der rechten Seite (Spaltquelle) eingehen.

Iteration ab.
u027 ‘wg(v+1) mﬁ(V)! < € !$§(V+1)! i=192goe09N§ g=1!2900a9NG

Mit den Vektoren %g liefern die Gleichungen h.éB die Vektoren wg+(u) und

Y =y L

(u), die, in unseren Ansatz L4.19 eingesetzt, die gesuchte Nsherungs-
ldsung bestimmen. Durch den Ansatz 4,19 ist damit das Problem der nsherungse—
weisen Losung von 4.1 im wesentlichen reduziert auf das Problem der Losung

des linearen CGleichungssystems 4,26,

IV.4 Entwicklung nach Funktionen des Ortes und der Energie

Wie schon im Teil 2 dieses Abschnitts bel der Entwicklung nach Funktionen
des Winkels gehen wir auch bei der Entwicklung nach Funktionen des Ortes
noch einen Schritt weiter und entwickeln in diesem Teil gleichzeitig nach
Funktionen der Energie, Wir suchen also Neherungsldsungen von U4,1a und
4,2 mit Hilfe des Ansatzes L4.28.

i

b.28  $lxu) = )
L

&t e +

o; §s(x )w (u)+63 13 ()

Die qm.ltenvel’torenp sind vorzugebende Multigruppenspektren, dlelP *(x)

vorzugebende integrierbare Funktionen des Ortes. Sowohl die p DZWe
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. + - . .
als auch dlei{ii(x) bzw.t(;‘i(x), i=1,2,444400, werden als linear unab=-

hingig vorausgesetzi.

Entsprechend den oben beschriebenen Verfszhren zur Bestimmung der unbe=
kannten Funktionen ﬁZu) gehen wir mit 4,28 ein in 4,12 und fordern
Orthogonalitdt des Residiums §(x,u) in pelIntervall Z--1,0_7 zu den

N Wichtungsvektoren ;gwf(x) und Orthogonalitit im u=Intervall 1-0,1_7

zu den N Wichtungsvektoren $;w3(x). Die 2N Wichtungsvektoren 3? Pnd

die 2H ”ichtungsfunktw‘ onen w=(x) sind ebenfalls vorzugeben; sowohl die

3; bzw. v als auch die w. (x) bzws w. (x), 351,246 3N, werdén als linear
unabhéngig, die w](x) dariber hlnaus als 1ntepr1erbar vorausgesetzt,
AuRerdem unterwverfen wir die Funktionen w (u) den zusitzlichen Bedingungen

4,29 und die ﬁunktloneniy (x) den zusctzllchen Bedingungen 4,30,

1;’):(’“) = 0 Oiui1 ]‘»=29336565}\~‘I
k.29 v (u) =0 = 1<u<0 121,2, 000,
va ) = v (u) O<pg T
4 1 <Hs
Y.o(ea) =0 321,200 05
A
L"'BO L‘P;\O) = O 3:':‘[,2’.00,1‘:
\PT(O) =1 (Mormieruns)

Verlangen wir noch

-
o]

1

>
n

so erfiillt der Ansatz L4.28 die Randbedingungen 4.2 exskt, wenn wir wieder
die Giiltigkeit von 4.2a voraussetzen und ohne Beschrinkung der Allgemein-

nel t
l.é) = () 0.—1 2 \!(;

setzen,




Mit dem Skalarprodukt 4,31

g 0
N ¢
z

i . a
4.3 (Pegyhp) = P j elx)eplx)ax
= o

liefert die Forderung der Orthogonalitit des Residuums zu den vorgegebenen
Wichtungsvektoren die Gleichungen 4,32 zur Bestimmung der unbekannten

* . . .
Funktionen w;(u). Wir verwenden dabei die folgenden Abkiirzungen:

Eoo gt Lt
TR FLIAPLE

+ Nt b ok k
P51 = (5p055075V5)
di - (1 Wl e o A »

FERR- I L) FRARLS

A - e +

B5i T (3 OsP3¥i9V Y5

.
s.(u) =d., [ v (u)au"
'J i
[0}
1
- + + + S d ot e oy Nt e e
= \ Yyt J . W, Jee 7} W

s (1) =g, i v (ulawt=w () (o) = paviws) ¢1(u)(ct0171,VJwJ)

nb O .

Y. =] v.(u)du

i,

'\Jn 1 e

¢i = Jwi(U)du

&)
d die Matrizen AY = (a.), 3% = (v%.), D® =(a%.) wna ¢¥ = (&%.) sowi
un ie Matrizen A = a.'ji 8 = ji s = ji un = gji sowie

. + . + s nvE s
die Vektoren s (u) mit den Komponenten s.(u), die Vektoren ¥ mit den

vt . + R +
Komponenten ¥, und die Vektoren ¥ (u) mit den Komponenten wi(u).

4,322 wa ot )+ 2R = DT e G+ 5T (w)
~12p<0
h.32p wATp"(n) + BTyT() = 69 + DY+ 8T (w)

O<p<t




w 4O w

Existieren

)" = (uat o+ sh)?

I

und

-1

()™ = (ua” + BT

in Z--1,0_7 bzw, in Z-O,1~7. und definieren wir die Matrizen Ei durch

E = F+(u)~1duD+

1

b
O %ot O q e % O b = O

+ - L]
E.= [ F (u) 1duG

2

t

F ()~ aug”

Q
[ = Tst(w)an
-1

J P ()" s (u)an
(o]

oo
14

3
I

so finden wir das algebraische Gleichungssystem 4,33, wenn wir L4,32a von
. R DR . e o=y s .

links mit F (u) ! und 4.32b von links mit F (u) ! multiplizieren und die

Fredholmschen Integral=Gleichungsysteme zweiter Art mit entartetem

Kern iiber /[ =1,0 7 bzw. tiber /70,1 7 integrieren.

Vo=udt B4 +p
4,33
$-=E3;L’++E)_‘_§j-+p~




Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem hat die Kantenlénge 2N und
kann i.a. direkt geldst werden, Ist die Determinante der Matrix (I=E)
von Null verschieden, wobei E aus den Matrizen Ei besteht, hat 4,33 eine

eindeutige Losung. FEingesetzt in 4,32 liefert diese Losung die gesuchten
Vektoren ¥~ (u).

Die Bestimmung einer Niherungsldsung von 4,1a und 4.2 in der Form 4.28
ist damit zurickgefihrt auf einige Inversionen von Matrizen der Kanten-
linge 2N, wihrend die Bestimmung einer Néherungsldsung in der Form U, 19

die Inversion einer Matrix der Kantenlinge 2#l&NG erfordert.
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Numerische Behandlung der reduzierten Boltzmanngleichung

Die Methode der modalen Entwicklung fihrte in den vorhergehenden Abschnitten
auf Systeme von Differential- bzw. Integralgleichungen, deren L&sungen nur
durch numerische Verfahren und mit Hilfe von elektronischen Rechenanlagen
gewonnen werden kdnnen., Wihrend sich die Ldsung der Integralgleichungs=-
systeme auf die LOsung von linearen Gleichungssystemen kleiner Kantenlénge
zuriickfithren lieB, woriiber hier nichts weiter gesagt werden soll, erfordert
die Lésung der Differentialgleichungssysteme entweder die Ldsung eines
Eigenwert=Eigenvektor=Problems und eines mit zunehmender Plattendicke schlech-
ter konditionierten kleinen linearen Gleichungssystems oder aber die Ldsung
eines sehr grofen linearen Gleichungssystems, Hierauf soll in diesem Ab-
schnitt néher eingegangen werden, und die verwendeten Verfahren sollen kursz

skizziert werden.

Die zu l0senden Differentialgleichungssysteme der vorstehenden Abschnitte

hatten stets die Form 5.1,

'

2e

u l ot
N
..45+
P
i
a0
-Gy
o~

wobei qg(x) und F(x) Vektoren der Lénge If, N gerade, und C eine quadratische
Matrix -der Kantenlinge N bedeuten. Vir beschrénken unsere Darstellung wieder

auf Matrizen C mit konstanten Elementen und fihren die abgekiirzte Schreib-

weise
@, (x) LP§;1(X)§
P, (x) N (x)
$lx) = . §(x) = -
N (x) .
LL'P-E-X ] Pl

. .y : . ¥ + -
ein, die besagt, daR die %--Vektoren(p (x) und (x) aus den ersten bzw.
letzten g-Komponenten des N#Vektors(ﬁ(x) bestehen. Damit kénnen wir die
zu 5,1 gehdrenden Randbedingungen der vorherigen Abschnitte wie folgt

schreiben:
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P* (o)
¢ (a)

il
o]

f
H

V.1 Ldsung des homogenen Problems mit inhomogenen Randbedingungen

In diesem Fall wird %(X)EO und mindestens eine Komponente von * von Mull
verschieden vorausgesetzt. Die formale Lésung von 5.1 lautet dann unter
der Voraussetzung, daf die Matrix C der Kantenlinge N genau N einfache

Elgenwerte Ai und dazugehdrige N linear unabhéngige Eigenvektoren gi mit

den Komponenten eji besitzt:

>
Y. e. exp(i.x)
; id i

o~y b2

5.3 «?(x) =

i

o'

Die Konstanten ki sind aus den Randbedingungen 5.2 zu bestimmen, d.h. aus

dem linearen Gleichungssystem 5.4,

W
¢ + +
) k. e.=r
i=p ¥ 7
5ek T
ii1 ke e, exp(kid) = r

dessen Koeffizientenmatrix H aus den Flementen

N

h.. = e.. j=1,2,o.o,—
n.. = e.. exp(r.d) sl Lo, .,
ji Ji M1 2 2 ? ’

besteht, Fiir grofle Plattendicken 4 und fir i>§ wachsen die hji fiir positive
ReD\:.L iiber alle Grenzen oder werden Tlir negative Re}\i beliebig klein. Da

in unseren Féllen stets sowohl negative wie positive Re), auftreten, ist

die Ldsung von 5.k fir groRe d auf direktem Wege nicht mit ausreichender
Genauigkeit mdglich, Fiir kleine d hingegen und fir nicht zu grofe N (N<30)

bereitet die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von C sowie die




Losung von 5.4 keine Schwierigkeiten, und 5.3 gibt die schnell zu berechnende

Lésung von 5.1 und 5.2 an,

Da die Matrizen C in unseren Féllen jedoch stets Eigenwerte besitzen, von
denen je zwei dem Betrage nach etwa gleich sind, aber entgegengesetztes
Vorzeichen haben 1-29, 30_7, konnen wir 5.4 so umordnen, daf auch fiir
grofere d auf diesem Wege noch eine Lésung von 5.1 und 5.2 bestimmt werden

kann.

Wir ordnen die ki und Zi so an, daf gilt

. N
Re}\i < O 1=1,250069-2-
Rel, > O i=§+1,...,N
Weiter setzen wir

%

ky = kg exp(Reki-d)
i_’j=1,2’000’N

e, = e.. exn(V/=1 Jmi.d)

e]l Jl = “l.

Die Gleichungen 5.4 18sen wir dann iterativ nach dem Verfahren 5.5,

I
2 N
+ +
a) 2 k£v+1)e; =r = ZN kiv) e,
i=1 i=§+1
5.5 -N—
N 2
s(vh1) = _ = L w(vE) s
RIS e =ro- ) K ]

in dem v der Iterationsindex und die k§0), i=§+1,§#2,...,m, eine Ausgangs-

schitzung (i.a. = 0) sind.

Die Elemente der Koeffizientemmatrizen der Gleichungen 5.5a) und 5.5b)
sind jetzt fiir alle Werte von d dem Betrage nach kleiner als die ent=

sprechenden Elemente der Eigenvektoren, die Surmen auf den rechten Seiten
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von 5.5 sind dem Betrage nach noch klein, da die k? fiir i j_g;und die ki
fir 1 >-§ dem Betrage nach klein sind, so daB das Verfahren auch fiir

groBe 4 nicht schlechter konditioniert wird.

5.5 entspricht etwa einem Block~GauB=-Seidel~Verfahren fiir 5.4 mit der
Blocklénge g-und transfornierten unteren Bldcken. Das Verfahren bricht
ab, wenn die Bedingung 5.6 befriedigt ist. ‘

546 Ik§V+1) - k§“)l <e [k§V+1)1 C1=1,2,004,0

Bei allen gerechneten Beispielen war 5.6 bei Rechmung in doppelter Ge=

1013 nach weniger als 20 Iterationen er-

nauigkeit und mit einem ¢ =
fillt., Diese Genauigkeitsabfragé ist so streng, daB auch fir grofere
Dicken d noch genaue EBrgebnisse zu erwarten sind, bedingt aber auch

fir die Eigenwert=Eigenvektorberechnung das Rechnen mit doppelter Ge-

nauigkeit,

Bine weitere MOglichkeit, 5.1 und 5.2 zu ldsen, ergibt sich durch eine

naheliegende Verallgemeinerung einer Methode von L.Ilois 1—20 7, /7337,
a

ausnutzt, nédmlich die Existenz von paarweise dem Betrage nach etwa gleichen

aber mit verschiedenen Vorzeichen behafteten Eigenwerten.

Die Matrix C hat infolge dieser Eigenart eine Darstellung 5.7,
v
5.7 C = UKU

wobei in ¥ in der Diagonalen die Realteille der TLigenwerte von C stehen,
wihrend in den Nebendiagonalen die eventuell vorhandenen Imaginirteile
der Eigenwerte und Nullen stehen. AuBerhalb der Diagonalen und der
Nebendisgonalen enthilt X nur Nullen, Ferner kénnen U und K so angew=

ordnet werden, daR fir die Diagonalelemente kii von K 5.8 gilt.

Bis S By e 12152y 000,01
548 . i
kii < O; ki&,i""g > O 1=1’2.000’-§
2 4
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Da mit A = o+if auch A = a~if Eigenwert von C ist, hat X fiir konjugiert=-

komplexe Eigenwerte Ag und A

3

A, = a2+i62

A = 052"182

und fiir reelle Figenwerte A, und Ah z.Bs folgende Gestalt:

1

A1 0 0 0 .«
0] o, 82 0 &
K = 0 ~82 s 0 v
. 0 O Ah 0
. s ¢« 0O
. L .

Die Matrizen U  wund U enthalten die zu den Figenwerten gehOrenden linken

bzw. rechten Figenvektoren.

Gehen wir mit der Darstellung 5.7 ein in 5.1, erhalten wir nach Multi-

plikation mit =1 von links 5.9
k da = ->

5 [t =

549 = P(x) = K ¢(x)

mit ﬁ(x) = U~1*?(x)

. . .ot - . . . .
Bezeichnen wir mit KX und X den ersten bzw. zweiten Diagonalblock, die sich
bei Aufspaltung von K in quadratische Bldcke der Kantenlinge % ergeben
(nur diese beiden Diagonalbldcke haben von Null verschiedene Elemente),

konnen wir die Ldsung von 5.9 wie folgt angeben:

o+

+ K +

v (x) = e ¥ y7(0)
5;106.

Vix) =e ¥ (0)

Daraus ergibt sich speziell 5,10b.
+ K'a +
p (@) =e "y (0)

e

v (a)

Y~ (0)
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Spalten wir weiter u™" wie in 5¢11 auf,
A
5.1 U = D

A,B,D und E quadratische ietrizen der Kantenlinge %3 gilt per Definition
5.12.,

v (0) = ¢ (0) + B¢~ (0)
5,12 ¥"(0) =D 9T(0) + B g~(0)
) + + -

p(a) =A@ (d) + By~ (d)

v™(a) = D y¥(a) + Ee~(a)

Aus 5.12 leiten wir die Beziehungen 5.13 ab,

¥ (0) = (& - 3" 'D) 0 (0) + BE!
K A Y 4 I ‘1’ t

y~(0)

it

p (a) = (B = DA‘”B)@"(@) + DA™ yt(a)

Gehen wir mit diesen ein in 5,10b, finden wir 5.14% und 5.15.

+ - + -
5.1k va) = (1 - & Har1d dppmtyy 1KY (pEle T G
+(E = DA’”B)&p"’(d) + (A - 32" 'D)p*(0)}
5,15 5(0) = e oAyt (a) + (s-pa”'B) @ (a))

qf(o) und ¢~ (d) sind durch die Randbedingungen 5.2 vorgegeben, Somit be-
stimmen 5.14 und 5.15 w+(d) und ¢ (0), womit die Gleichungen 5.12 w+(0) und
¢ (d) liefern. Durch 5.10a sind dann w+(x) und ¢ (x) und damit qﬁ(x) und
¢~ (x) fiir alle x gegeben.

Der entscheidende Vorteil des obigen Verfahrens liegt darin, daf alle von

ta K-

der Dicke d abhingigen Matrizen die Cestalt e ¢ pesitzen und

oder e
. . . + - .

daher wegen der speziellen Eigenschaften der Matrizen K und K keine dem

Betrage nach sehr groBen Elemente besitzen. Die zu invertierende Matrix

in der Gleichung 5.14 ndhert sich fiir groBe d der Einheitsmatrix, so daB
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auch diese Inversion keine Schwierigkeiten bereitet,

Im Teil 3 dieses Abschnitts gehen wir auf eine weitere Alternative, ein

totalnumerisches Verfahren, zur Losung von 5.1 und 5,2 ein.

Vo2 Ldsung des inhomogenen Problems mit homogenen Randbedingunsen

Die im Teil 1 dieses Abschnitts angefilhrten HMethoden lassen sich u,U. auch

verwenden, Unter den pleichen Voraussetzungen wie im Teil 1 hat in diesem

Fell 5.1 die Ldsung 5.16

sind wieder Eigenwerte und zugehdrige Figenvektoren von C,

@é x) ist eine spezielle Ldsung von 5.1. Die Konstanten ki sind wiederun

aus den Gleichungen 5,2 mit r" = 1" = 0 zu bestimmen. Kann man eine spezielle
Lésﬁngi?s(x) von 5.1 angeben, lassen sich die ki entweder direkt aus 5.2

oder mit Filfe eines den Gleichungen 5.5 analogen Iterationsverfahren bhe-
rechnen, und 5.16 zibt die gesuchte Ldsung en. Fiir <30 (und nicht zu

srofe d) ist dies der schnellste Ldsungswegs

Auch die Verallsemeinerung der Methode von L. Lois 188t sich verwenden, wenn
. . e > . . .

eine spezielle Ldsung @S(x) von 5.1 bekannt ist, Das Verfahren ist dem in

Teil 1 beschriebenen ganz analog; der wesentliche Unterschied besteht darin,

dafl die Gleichung 5.9 auf der rechten Seite den zusfizlichen Term
Tx) = U@ (x)
s iPs

enth#lt, durch den die Ldsumsformeln 5,10a iibergehen in
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v (x)

1}

o+ X L+
£ E o) + | K (x“t)w;(t)dt
)

- X -
w'(x) = eK x Y (0) + f eK (xut)lp;(t)dt
(o}

Die weitere Rechnung ist dann identisch dieselbe wie im Teil 1.
Kann man eine spezielle Lésungtps(x) von 5.1 nicht explizit angeben,
bietet sich das im folgenden Teil 3 dieses Abschnitts beschriebene

totalnumerische Verfahren zur LOsung von 5.1 und 5.2 an,

V.3 Totalnumerische Losung des Differentialgleichungssystems durch

Digkretisierung

Bel der Verwendung der nachstehend beschriebenen Methode zur Ldsung von
5.1 und 5.2 braucht nicht zZwischen dem homogenen und dem inhomogenen

. . -3 e d . .
Problem unterschieden zu werden; weder f(x)noch r werden daher als identisch

mit dem NMullvektor vorausgesetzt.

Wir unterteilen dasIntervallZ“O;d_7 in Teilintervalle der Lénge hi’

i=1 92 gees ,NX’ wobei

0= O%
X,j = 18 hi J=1 .2,.00..’(@(
und Stiitzstellen X0 durch
v 2
X., 4%,
Xj"% = -—J-t%-—-j- j=0,1,2,...,NX—1
Die erste Ableitung der Vektorfunktioniﬁ(x) an der Stitzstelle xi*l
.. . | 2
approximieren wir durch
> -+
(x:..) =@(x:)
%;;L?(x) =1 L ¥ 120,41 000 X1
x= 1 i+
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Den Funbtlonswert an der Stelle x.

1
-
)

approximieren wir durch

> -> ->
Plx, 1) X Porgey 2 905 Flx, 1) ¥ i Tl
Tl 2 U T P
2 2
i=o‘1'lol.1\]}:"1
Schreiben wir noch
> ->
¢;= plxy)
geht 5.1 damit Gber in 5417,
- -3 > >
=D, R N
5,17 (E1T1 ¢ﬁ - C(Pl+1 1, 1+1 "1
h. 2 2
i+ 1
. > - "
Auflasung nach ‘Pi-ﬂ gibt uns 5:1¢
3. 4T
A _ - i+l 71 .
5.18 q?iﬂ = Miﬂipi L 120,1,2,00 0 yNK=1
mit
M., = (I=m%n,, 0) (I+:n., C)
i+ 2 Ti41 2 it
I -]
T = e e
Nipq = Byyq(T = 50, 0)

Kennt man(? kann man aus 5.18 sukze551ve alle Vektoren(? berechnen., In
ungerem Randwertproblem sind Jedoch(P und?7NX vorgegeben, und 5,18 stellt
ein lineares Gleichungssystem von der in Bild 1 skizzierten Form dar. Die

Matrizen Mi spalten wir dazu auf in quadratische Teilmatrizen,

Pl M2
L 1
M,o= 3 b
MI .
i B MlJ
Die Matrizen M. und Ni haben die Xantenlinge I, die Gesambtmatrix der Abb. 1

hat demzuflolge die Hantenlénge I'xlld, Damit 5.17 eine gute Approximation

fir 5,1 darstellt, miissen alle hi unter einer gewlssen Schranke bleiben,

welche 1,2, sechr viel kleiner als d ist,
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WX ist dann eine grdfere Zahl, und das Gleichungssystem 5.106 kann nicht
mehr direkt geldst werden, VWir verwenden daher ein Iterationsverfahren

zur Losung von 5.18, welches auf einer speziellen Umordnung der Gleichungen
berunt. In /734 7 wird fiir den Spezislfall der P -Methode gezeigt, daB
dieses, unten beschriebene, Verfahren konvergiert und bzgl. Rundungse~
fehlernstabil ist. Diese Ergebnisse lassen sich auf den allgemeinen Fall
nicht ohne weiteres lbertragen, und wir haben daher beil einer Reihe von
Beispielen zusatzlich den Spektralradius der Iterationsmatrix bestimmt,
um GewiBheit iiber die Konvergenz zu haben. In allen Fillen lag der

Spektralradius unter eins, das Verfahren war daher konvergent.

Un die Gleichungen 5.18 fiur das Tterationsverfehren umformen zu kodnnen,
fiihren wir die Matrizen Pi
52 ]

1
L 1 o}
L u‘l = M

v
i e

g

P.
i T

ein, welche wir ebenfalls in je vier quadratische Teilmatrizen aufspalten,

und setzen

o
L
vy = q/'i N N
.= (1 fie1tty o+
1 i+ 2
= -3
z. = (H. fir1 s )
i 1+1 2

Statt 5,18 ldsen wir nun 5.19

(v+1) 1 (v+1) 2 (V) .

=W M . . = LA -
Ul Mi+1 us + Ji+1v1 +wl 1=0,1, o X1
5419

Gor1) g3 Oon) gk o) Rl ph ek e,
1w i1 i1 1 i=1 "171=1
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mit
v§o) = 0 120, 1y6 00 yliX=1 (Ausgangsschétzung)
uév) =t
(v) . fiir alle v (Randbedingungen)
Yy =T

v ist der Iterationsindex, Dem Iterationszyklus der Gleichungen 5,19

liegt die in Bild 2 skizzierte Anordnung der Gleichungen 5,18 zugrunde,

Anschaulich bedeutet diese Iterationsanordnung, daB man stets "in Neutronen=
flugrichtung" rechnet, d.h. die Vektorencpz, welche die in positive u=Rich=
tung fliegenden Neubtronen beschreiben, werden von X, anfangend bis Xy
berechnet, die Vektoren(pz, welche die in negetive u=~Richtung fliegenden
Neutronen beschreiben, werden bei x g anfangend bis X, berechnet, Dadurch
wird eine gewisse Stabilit&t gegen Rundungsfehler gewdhrleistety da das
globale Verhalten der Vektoren(gz und(p; in "Rechenrichtung" abfallend

ist /734 7.

Tormal stellen die Gleichungen 5.19 ein Block=GauB=Seidel-Verfahren zur
Losung von 5.18 dar, welches als blocktridiagonal angesehen werden kann.

Das wirft u.U. die Frage nach einer mdglichen Beschleunigung des Verfahrens
mit Hilfe vén'ﬂhéfé 6&ék'ﬁﬁféffeiaxétioﬁép;réﬁeéefn aﬁf.r Im Rahmen dieser
Arbeit wurde diese Frage nicht nsher untersucht, sondern lediglich "experi=
mentell" festgestellt, daB bei den gerechneten Beispielenleine Uberrelaxation

mit einem Beschleunigungsparameter w mit

1e2 < w < 1,3

das beste Konvergenzverhalten bedingte,
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V.4  Lésung des Multigruppenproblems

In ersten Teil des vierten Abschnitts ergab sich das Problem, das Gleichungse

systen
38y o a8 2804 = kg = - Ere 2k
5,20 = (x) = A° ¢°(x) = B( Zg O P K(x) + % Sep @ (x))
g=1325004,NG
nit den Randbedingungen
pF(0) = P8
@%(0) =0 i=203s*°°i§ 81325004, NG
4w L) .LT a
?‘d) = 0 1%5'0.%?2,en;1\7

zu 18sen, Das schon in Abschnitt IV.1 skizzierte Quelliterationsver=-
fahren zur LOsung von 5.20 geht von einer Ausgangsschéxzungi?g(o)(x) sus
und 18st 5.20 mit g=1 anfangend entsprechend den folgenden Gleichung 5.21,

in denen vy der Iterstionsindex ist.

FE sy o a8 380 () 2 B § B SE )y 4

5421 str

g
dx keg

+ 2 ok+g ék(v)(x))

g21525000,NG

Flir jeden Index g ist die rechte Seite von 5.21 gegeben durch die Ausgangs=
schitzung bzw. durch das Ergebnis der v=ten Iteration und durch die bereits
berechneten Losungen,der (v+1)=ten Iteration. Jede einzelne Gleichung des

Systems 5,21 hat daher die Form der Gleichung 5.1 und kann mit den gleichen
Methoden wie 5.1 geldst werden, insbesondere mit der im dritten Teil dieses

Abschnitts skizzierten Methode der Diskretisierung. Approximieren wir Ab=
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leitungen und Funktionswerte an den Stlitzstellen xi+l wie im dritten Teil

dieses Abschnitts und verwenden wir die gleiche Schrgibweise, geht das

Differentialgleichungssysten 5,21 {iber in das lineare Gleichungssystem 5.22.

g(vk1) >g(v1) ¢g(v+1) g(v+1)
i+1 q)1 i+1 -
hi+1 2
5.22
qgk(vﬂ) +k(v+1) k(v) gk(v)
v kg kg Ti+1 @
=B Oﬂtr 2 * 2 s ’ )
k<g © k °P
25142, 0000, NG 120,140 00, NE=1
mit
g _ 8
Pi0=F
. i)
LP?;O = 0 l=2;39|o|.‘§' g=1,244 oo 3 NG
LP?,.NX‘ 0 ’%’” &23”“1‘

Ordnen wir die Gleichungen 5.22 so um, wie es die Quelliteration (3uBRere
Tteration) und das in Teil 3 beschriebene Iterstionsverfahren zur Ldsung der
einzelnen Gruppengleichungen (innere Iteration) erfordern, nimmt das Glei-

chungssystem 5.22 die in Abbildung 3 dargestellte Form an,

Mit I gekennzeichnete Kistchen stellen die Einheitsmatrix dar, alle anderen
Kistchen sind i.a. vollbesetzte Matrizen der Kantenlénge gw AuBerhalb der
Késtchen stehen Nullen., Der Vektor der rechten Seite der Abb. 3 enthilt

auler den Randwerten nur Nullen,

Bel der numerischen Ldsung von 5.22 in der in der Abb. 3 dargestellten Art
ist zu beachten, daR unter der Hauptdiagonalen der Abb. 3 1.8, viele Bldcke
verschwinden (Herunterstreuung nur iiber wenige Gruppen) und daB der Quer-

schnitt Gi;g die Form




u6h‘-a

k>g

- 8 k
Op = X (vo)

hat. Ersteres bedeutet, daP bei Bildung des ersten Terms der rechten Seite
von 5.22 nicht iber alle Indizes summiert werden muB, wihrend letzteres be=
deutet, daR die Summation im zweiten Term der rechten Seite von 5,22 nur
einmal flir alle Gruppen durchzufiihren ist. Da iiberdies =& von einer bestimme
ten Gruppe an verschwindet, verschwinden von dieser Gruppe an alle Bldécke

iiber der Hauptdiagonalen der Abb. 3. Ferner ist die Matrix B aus 5.22 gruppen-
unabhéngig, so daR erst alle Vektoren der rechten Seite aufsummiert werden
kdnnen und dann mit B multipliziert werden. Das geht aus der Abb. 3 nicht

hervor.
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I Ergebnisse der modalen Entwicklung der Bolbzmanngleichung fir Modell=
problenme |
Die in den Abschnitten III und IV dargestellten Verfahren zur nsherungs-
weisen Ldsung der Boltzmanngleichung werden in diesem Abschnitt auf
einige Modellprobleme angewendet., Die Ergebnisse'der verschiedenen Ver~
fahren werden einander gegeniibergestellt und mit Ergebnissen von SNRech-
nungen 1-31_7 verglichen, Ziel dieser Vergleiche ist es, Aussagen {iber
die Genauigkeit der verschiedenen Verfahren und ilber eine "verninftige"

Auswahl der Bntwicklungs~ und Wichtungsfunktionen zu gewinnen,

Um eventuelle numerische Schwierigkeiten bel der Ldsung der reduzierten
Gleichungen aufzudecken, wurden diese teils mit verschiedenen numerischen
Methoden (Abschnitt V) geldst. Numerische Instabilititen sollten sich
darin duRern, daR verschiedene numerische Methoden voneinander abweichende
Resultate ergeben. Die Anwendung verschiedener numerischer Methoden
erlaubt weiter vergleichende Aussagen iiber deren Schnelligkeit und damit

—ANs A L]

eventuell Aussagen dariiber, welches die jeweils "beste" Methode ist

VI.1 Monoenergetische Probleme

Ent#ickiungen'naéh ﬁunktionen des Winkels

Als erstes Problem berechnen wir die Neutronenverteilung in einer homogenen,

10 em dicken Platte, auf die von einer Seite mit vorgegebener Winkelver=

verteilung
¢{0,u) = const u>0
4’(09“) =0 \-\_<_0

ein Weutronenstrom trifft (Abb. 4). (Unter Platte wird im folgenden stets
eine in zwel Koordinatenrichtungen unendlich ausgedehnte ebene Schicht
verstanden,) Die Wirkungsquerschnitte der Platte sind in Tabelle 1 als

die der Zone 1 angefiihrt,
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Zone -1 2 3 k
o, 0.9{ 0.5 0.7{ 0.6
o 0.2] 0.2| Ot} 0,0

str
VO'f 001 011 002 O;O
9, 0.6] 0.2 0s1] 0.6

Tab,1: Eingruppen=Wirkungsquerschnitte -/_"cm"'1 7

Auswahl der Entwicklungsfunktionen aufgrund der Wirkungsquerschnitte

Die Abbildungen 5 und 6 zeigen die Ergebnisse einer S16-Rechnung, einer
DP2= und einer DPS5=Rechnung (s. Abschnitt III.1) sowie Ergebnisse ver=-
schiedener Approximationen nach Abschnitt IIT.1,

Die Ergebnisse der DPS5~Rechnung stimmen gut mit denen der S16-Rechnung
iiberein, wihrend die der DP2=Rechnung sehr grofe Fehler aufweisen. Die
Ergebnisse der Approximationen nach Abschnitt III.1 (wie die der S16=
Rechnung punktweise eingetragen) beruhen auf Rechnungen mit zwei, in
beiden Winkelhalbintervallen gleichen Entwicklungsfunktionen (s. Abschnitt
ITI) und einer Vichtung mit den Entwicklungéfunktionen selbst. Der Apprb—
ximationsgrad entspricht somit dem einer DP2=-Rechnung, welche = wie schon
in Abschnitt IIT erwshnt = lediglich ein Spezialfall der allgemeineren
Entwicklung ist. Doch wihrend die DPN=Rechnungen keinerleli Informationen
ilber das zu behandelnde Problem beriicksichtigen kdnnen, ist bei den all-
gemeineren Entwicklungen solche Information verwertet worden: Da auf die
Platte nur einseitig Heutronen treffen und da das Material der Platte nur
schwach multiplizierend ist, wird die Winkelverteilung eine starke Vor-
wirtskomponente besitzen. Die jeweils zweite Entwicklungsfunktion der
Approximationen vom Grade 2enthielt deaher ebenfalls eine stirkere Vorwérts-
komponente, wihrend die jeweils erste Entwicklungsfunktion = wie in den

DPN=Approximationen = eine Xonstante war. Da die Winkelverteilung der Streu=-




und Spaltneutronen gemif unseren Voraussetzungen isotrop ist, ist auch
diese Entwicklungsfunktion durch einfache physikalische Uberlegungen
nahegelegt.

Die Entwicklungsfunktionen waren gegeben durch 6.1,

2 2 2 2
o) = uab“+b(1+u“(a -1)-& )2

6.1 : 1412 (6%=1)

ue/ pya_7

H
(o]

p(u) e/ =q,p_7

Dabei gilt einmal p=0, g=1 und einmal p=0, q==1. 6,1 stellt in Polar=
koordinaten abgeschnittene Kreise odér FEllipsen dar, deren Mittelpunkt
um die Strecke a gegen den Nullpunkt verschoben ist, deren eine Halbe
achse gleich eins und deren andere Halbachse gleich b ist. Die erste
Entwicklungsfunktion entsprach in diesem Bild jeweils einem Halbkreis
um den Nullpunkt, d.,h. den Parametern a,=0, b =1 oder w1(u)=1 sowohl

in /7=1,0_7 als auch in /70,17, Die P;ramet;r a, und b, der jeweils
zweiten Entwicklungsfunktion haben wir bei diesen Rechnungen ebenfalls

in beiden Halbintervallen als gleich angenommen, doch stellt dies keine
notwendige Bedingung dar. Ebensogut hitten wir in beiden Halbintervallen
verschiedene Entwicklungsfunktionen verwenden kdnnen, (Dies wird auch in
spétereaneispielen getan)\ Die Parameter'az und b2 sind in den Abbildungen
5 und 6 angegeben; sie variieren iiber einen grdBeren Bereich, entsprechen

aber alle abgeflachten und in Vorwadrtsrichtung verschobenen Ellipsen,

Approximationen mit En*wicklungsfunktionen der Form 6.1 werden im folgenden

und in manchen Abblldungen mit EN(a1,b1,a2,b2,...,aN,b ) bzw, mit

+ ot
EN(a 1,a1,b1,...,aN,bN,aN,b ) bezeichnet., N ist der Approximationsgrad,
die 2N bzw. LN Argumente sind die in 6,1 verwendeten Parameter: 2N Para-
meter, falls diese in beiden Winkelhalbintervallen als gleich angenommen

werden, LN Parameter, falls in beiden Halbintervallen verschiedene benutzt

werden,

Diese MGglichkeit, von Fall zu Fall auch in beiden Winkelhalbintervallen

verschiedene Entwicklungsfunktionen zu verwenden, bedeutet eine sehr grofe
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Flexibilit#t, welche in diesem Beispiel noch nicht ausgenutzt wurde. Trotz-

dem liegen alle Ergebnisse der verwendeten E2=Approximationen weitaus
besser als die der vergleichbaren DP2-Rechnung, weil in der zweiten Ent-
wicklungsfunktion die dem gegebenen Problem angepaBte pauschale Erwartung
einer stirkeren Vorwirtskomponente in der Winkelverteilung beriicksichtigt

werden konnte,

Auswahl der Entwicklungsfunktionen aus LOsungen &hnlicher Probleme

Hiufig verfiigt der Benutzer iiber detalllierte Kenntnisse aus &hnlichen
Problemen, welche es i.a. gestatten, die Entwicklungsfunktionen dem vor-
liegenden Problem besser anzupassen als es durch einfache physikalische
Uberlegungen mdglich ist., Wie sehr die Berlicksichtigung einer besseren
Information auch die Ergebnisse weiter verbessert, zeigen die Abbildungen
7T = 10, Die Abbildungen 5 und 6 lassen vermuten, daB in diesem und in
ghnlichen Problemen die Winkelverteilung besser durch Funktionen der Form
6.2
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beschrieben werden kann (p,q wie oben). Die Verwendung von 6.2 statt
6.1 als zweite Entwicklungsfunktion mit gleichen Parametern a, b und ¢ in
beiden Winkelhalbintervallen (die erste Entwicklungsfunktion weiterhin

in beiden Halbintervallen gleich einer Konstanten) liefert fiir das oben
skizzierte Problem (10 cm-Plette) die in Abb. T und Abb. 8 dargestellten
Resultate. Die verwendeten zweiten Entwicklungsfunktionen der Form 6.2
sind in den Abbildungen angegeben, die Ergebnisse liegen noch besser als

die mit Funktionen der Form 6.1 gewonnenen der Abbildungen 5 und 6.

(50 cm-Platte mit Querschnitten der Zome 1), indem wir fiir dieses Problem
die gleichen Entwicklungsfunktionen verwenden, erhalten wir wiederum sehr
gute Frgebnisse. Abb. 9a und 9b zeigen die Winkelverteilung in der 50 cm-

Platte, und Abb. 10 zeigt den Pehler des integralen Flusses bezogen auf
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eine S16=Rechnung. Zum Vergleich sind wiederum Ergebnisse einer DP2- und
einer DP5=Rechnung sowie hier auch die einer ShwRechnung eingebragen.
Wihrend die DP2~Rechnung bei diesem Problem v3llig versagt und die Sh-
Rechnung sehr schlechte Ergebnisse liefert, sind die Approximationen mit
Entwicklungsfunktionen der Form 6.2, deren Parameter aus einem Zhnlichen
Problem iibernommen wurden, trotz ihres niedrigen Approximationsgrades in

der Lage, weitgehend riechtige Resultate zu liefern.

Approximationen mit Entwicklungsfunktionen der Form 6.2 werden im folgenden

und in manchen Abbildungen auch mit HN(a1,b1,c1,...,aN,bN,cN) bzw, mit

+ . o m= e L JC T . °
HN(a1sb1501,a1,b1901,se.,aN,bN,cN,aN,bN,cN) bezeichnet, N gibt den

Approximastionsgrad an, die 3N bzw. 6N Argumente entsprechen den Parametern
aus 6.2: 3N Parameter, falls diese in beiden Halbintervallen gleich sind,

6N Parameter, falls &ie in beiden Halbintervallen verschieden sind,

EinfluB der Wichtungsfunktionen

An diesem Beispiel soll auch noch der EinfluB der Wichtung demonstriert

werden, Die Ergebnisse der Abb. 5 « 10 basieren simtlich auf Rechnungen

eine der Entwicklungsfunktionen eine Konstante gewihlt hatten, war somit

auch eine der Wichtungsfunktionen eine Konstante. Durch diese konstante
Wichtungsfunktion wird gerantiert, dal die gefundene Niherungsldsung die
integrale Neutronenbilanzforderung (s. Abschnitt II) erfiillt. Der integrale
Neutronenfluf selbst ist natiirlich noch mit Fehlern behaftet, wie die

Abb, 10 zeigt und wie es bei einer Approximation vom Grad 2 auch nicht anders
ervartet werden kann. Fiir die Fehler des integralen Neutronenflusses ist

im wesentlichen der Fehler des winkelabhingigen Flusses im Intervall
Z-O.h,1.0_7 entscheidend, wihrend recht groBe relative Fehler im Intervall

/" =1,,0, 7 wenig Einflu® auf den integralen FluB haben., Wahlt man daher

-

2 hd » . . v P . o I-A iy . - -

ls zweite Wichtungsfunktion eine Funktion, welche das Intervall / 0.4,1.0_/
L

o

stérker betont als bisher die zweite Entwicklungsfunktion, wird u.U. der
Fehler des integralen Flusses kleiner. Abb. 11 zeigt die mit einer im
Intervall l-O.h,1.0_7 stérkeren Wichtung aber gleichen Entwicklungsfunktionen

wie zuvor berechneten FluBverhiltnisse. Man erkennt eine allerdings nur




unbedeutende Verbesserung der Resultate. Da auch die zweite Entwicklungs-
funktion das Intervall /-O.h,1.0~7 schon relativ stark betonte, bringt eine
noch stirkere Wichtung in diesem Intervall keine entscheidende Verbesserung

mehr.

Behandlung eines Zwel=Zonenw=Problems und Auswshl der entsprechenden

Entwicklungsfunktionen

Als zweites Problem berechnen wir die Neutronenverteilung in einer Platte,
welche aus zwel verschiedenen Zonen gleicher Dicke (je 10 em) besteht, und
auf die wiederum von einer Seite ein Neutronenstrom mit isotroper Winkel-
verteilung trifft (¢(O,u) = const, uw>0). Die erste Schicht, auf die der
Heutronenstrom unmittelbar auftrifft, hat die Wirkungsquerschnitte der
Zone 3 aus Tabelle 1, wihrend die zweite Schicht einen reinen Absorber

(o

4

=g ) mit den Wirkungsquerschnitten der Zone b sus Tabelle 1 darstellt
t c o 4, - <o P Y ®

Abb. 128 zeigt die mit verschiedenen Approximationen berechnete Winkelver-
teilung der Neutronen 2 cm vor der Absorberschicht, Abb. 12b zeigh die
Winkelverteilung 2 cm tief in der Absorberschicht. Wéhrend die E2-Approxie
mation in beiden Zonen schon welt bessere Resultate als die DP2-Rechnung
liefert, erreicht die E3=Approximation iiber weite Bereiche beider Zonen die
Genauigkeit der DPS=Approximation, ibertrifft diese sogar teilweise, Die
Auswahl der Entwicklungsfunktionen geschah wiederum aufgrund einfacher
physikalischer Uberlegungen. Die Winkelverteilung der Streu=~ und Spalt=
neutronen, welche in der ersten Zone einen {iberwiegenden EinfluR auf die
Gesamtverteilung haben, ist isotrep. Daher wird auch die Cesamtverteilung
einen starken isotropen Anteil besitzen, und wir wéhlten als erste Ent-
wicklungsfunktion eine Konstante in beiden Halbintervallen. Wegen der ein=

seitig auftreffenden Neutronen wird jedoch schon in der ersten Zone die

wihrend im reinen Absorbermaterial der

o3

Vorwértsrichtung etwas
zweiten Zone die Neutronen iiberhaupt nur noch Flugrichtungen aus dem Inter=-
vall 1-0,1_7 haben kénnen., In diesem Intervall wéhlten wir infolgedessen
als zweite Entwicklungsfunktion eine solche, welche die Vorwértsrichtung
bevorzugt. Im Intervall Z--1,0_7, in dem nur Streu~ und Spaltneutronen
vorhanden sind, wird die Verteilung im wesentlichen isotrop sein, mit

schwachem Uberwiegen der Richtung parallel zur Plattenoberfliche. So nahmen




wir als zweite Entwicklungsfunktion eine diese Parallelrichtung betonende

Funktion,

In der Absorberzone kann die Verteilung der Neutronen exakt angegeben werden;

sie hat die Form 6.3,

d(xsu) = 6(10,u)exp (=0, E12) oc<us
6.3 s x>10
#(x,u) =0 -1<u<0

Man sieht, daB in der Absorberzone die Winkelverteilung mit zunehmender Ein=-
dringtiefe eine rasch stirker werdende Vorwirtskomponente bekommt., Diese kann
man natiirlich mit nur zwei Entwicklungsfunktionen, von denen eine konstant

ist, nicht sehr gut darstellen., Abb, 12¢ zeigt den relativen Fehler der
Vorvértskomponente, bezogen auf eine S16~Rechnung. Man erkennt, daB tat-
séchlich mit zunehmender Eindringtiefe in die Absorberzone die E2-Approximation
stetig schlechtere Ergebnisse liefert, und daB die DP2-Approximation schon

vor der Absorberzone schlecht und in der Absorberzone noch weitaus schlechter
als die E2-Approximation liegt. Die E3=Approximation, welche asuRer der
konstanten weitere zwei, die Vorwirtsrichtung betonende, Entwicklungsfunktionen
zur Verfiigzung hat, vermag die sich rasch indernde Verteilung im Absorber schon

recht genau zu beschreiben.,

Mumerik und Rechenzeiten

Numerische Schwierigkeiten ergaben sich bei keiner der oben beschriebenen
Approximationen. Alle in Abschnitt V aufgefilhrten Losungsverfahren fir die
reduzierten Gleichungssysteme lieferten iibereinstimmende Ergebnisse. Die
Rechenzeiten der E2~, E3= und H2=Approximationen waren weitaus kiirzer als

die der S16~Rechnung und vergleichbar mit denen der Sk=Rechnung, obwohl die
Programmierung der in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren keineswegs opbi-
miert wurde, Die drei auf der Eigenwertberechnung beruhenden Verfahren zur
IOsung der entstehenden Differentialgleichungssysteme waren flir die 10cm=~Platte
langsamer, Tir die S50-em Platte jedoch schneller als das auf der Diskretisie=

rung der Gleichungen beruhende Iterationsverfashren. Allerdings hingt die




Rechenzeit dieses Iterationsverfahrens wie auch die des Iterationsverfahrens
5.5 und die der Sl=Rechnungen von der vorgegebenen Genauigkeitsabfrage ab,
welche in den drel genannten Verfahren jeweils einen verschiedenen EinfluB
hat, Die obigen Rechenzeitvergleiche sind daher mit einer gewissen Willkiir
behaftet. Fs wurden die Rechenzeiten zugrunde gelegh, die etwa aus der
Forderung resultierten, daR sowohl eine weitere Verkleinerung der Schritt-
weite als auch eine schirfere Genaulgkeitsabfrage bel der Iteration die
Ergebnisse der eingzelnen Approximationen lediglich noch in der vierten

Dezimalstelle &nderten,

Entwicklungen nach Funktionen des Ories

Abb, 13 und 14 zeigen Frgebnisse von Approximationen nach Abschnitt IIT fiir
ein drittes Beisplel, eine homogene 10 cm dicke Platte mit den Querschnitten
der Zone 2 (s. Tab., 1), auf die wiederum von einer Seite Neutronen mit
isctroper Winkelverteilung treffen. Die Ergebnisse beruhen auf Approximatio=
nen mit zwei bzw. drel Entwicklungsfunktionen und auf einer Wichtung mit

den Entwicklungsfunktionen.,

ach Tunktionen des Winkels (E2~

8

In Abb. 13 sind Ergebnisse von Entwicklungen
Approximationen, s.o.) und von Entwicklungen nach Funktionen des Ortes ein-
getragen, Die Funktionen des Ortes waren recht willkiirlich gegeben durch

6ok,
6okt P(x) = e eBd 0<x<d

Der zweite Summand in 6.4 gestattet durch geeignete Wahl von B(B=a bzw.B=0),

die Randbedingungen zu erfilllen.

Approximstionen mit Entwicklungsfunktionen der Form 6.4 bezeichnen wir im

folgenden und in manchen Abbildungen auch mit ZN(a1,...,aN) bzv. ZN(a?,a},
I , i .

...,aﬁ,uN). N bedeutet wiederum den Approximationsgrad; die Anzahl der

Argumente betrigt N, wenn in beiden Winkelhalbintervallen die gleichen

Parameter benutzt werden, bzw. 2Il, wenn in beiden Halbintervallen verschie-

dene Parameter benutzt werden.
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Die Ergebnisse von Approximationen mit verschiedenen Entwicklungsfunktionen
streuen natiirlich wieder etwas und sind daher punktweise (E2~ und Z2-
Approximationen) und durch senkrechte Balken (Z3-Approximation) gekenn-
zeichnet: Alle Lrgebnisse der in den Abbildungen angefiihrten Z3-Approxie

mationen liegen innerhalb dieser Balken,

Exakte Behandlung der ungestreuten Neutronen

De in dem schwach multiplizierenden und wenig streuenden Material dieses
Beispiels in Vorwirtsrichtung die ungestreuten Neutronen den Hauptteil
des Neutronenflusses ausmachen, sollte eine exakte Behandlung der unge=-
streuten Neutronen (s. Abschnitt IIT) die Frgebnisse weiter verbessern.
Abb. 14 zeigt die Resultate, die sich ergeben, wenn die ungestreuten
Neutronen exakt behandelt werden und nur die Verteilung der gestreuten
Neutronen mit den in Abb. 13 gekennzeichneten Entwicklungsfunktionen

approximiert wird. Vie zu erwarten war, wird der Fehler erheblich kleiner

L

obwohl wir fir die Approximation der Gesamtverteilung und fir die Approxi-
mation der Verteilung der gestreuten Ieutronen die gleichen Entwicklungs-

und Wichtungsfunktionen gew#hlt haben,

Einfluf der Wichtungsfunktionen und Beriicksichtigung von Ergebnissen

shnlicher Probleme

In den den Abb. 13 und 14 zugrunde liegenden Rechnungen war jeweils eine
Wichtung mit den Entwicklungsfunktionen vorgenommen worden. Da unter den
vervendeten Entwicklungsfunktionen und somit unter den Wichtungsfunktionen
keine Konstante war, ist durch diese Wichtung nicht gewihrleistet, daB

die integrale Neutronenbilanzforderung erfillt ist (s. Abschnitt II). Rech-
nungen mit anderen Wichiungsfunktionen (z.E. wj(x) = xj-1) gber unverinder-
ten Entwicklungsfunktionen brachten lediglich geringfiigige Anderungen im
Ergebnis, so dafR eine weitere Verbesserung durch andere Wichtung hier nicht
zu erwarten ist. Fbenso scheint eine Verbesserung der Ergebnisse durch
Berilicksichtipung besserer Information nicht mehr mdglich; die Auswahl der

Exponenten in 6.4 spielt, wie die Ergebnisse der Abb. 13 und 14 zeigen,




ilber einen grdBeren, sinnvollen Bereich keine wesentliche Rolle. Die Aus-
wahl wird durch die Wirkungsquerschnitte nahegelegt, in unserem Fall z,.B.
durch o, ¥ =Ois O %é»%ﬁt, o, N O.1ot, wozu bel Approximationen hdherer

1 3

Ordnung dazwischenliegende Verte zugefiigt werden kdnnen,

Humerik und Rechenzeiten

Humerische Schwierigkeiten ergsben sich weder bei den E2-Approximationen

noch bei den Z2-= und Z3~Approximationen., Beil der LOsung der aus den ZN=
Approximationen resultierenden linearen Gleichungssysteme wurden Eliminations-
verfahren benutzt. Alle Frgebnisse liegen besser als die einer entsprechen-
den DP2-Rechnung. Dabei ist zu beriicksichtigen, daB Z3=Approximationen

einen deutlich geringeren numerischen Aufwand erfordern als DP2~ oder E2-
Approximationen, weil -~ wie in Abschnitt III ausgefilhrt = bei Entwicklungen

ineares Gleichungssystem, bei Ent-

E._l

nach Funkticnen des Ortes lediglich ein
wicklungen nach Funktionen des Winkels hingegen ein lineares Differential=-

gleichungssystem zu l0sen ist,

Nachdem wir im ersten Teil dieses Abschnitts die LOsung der monoenergetischen
Boltzmanngleichung untersucht haben, wenden wir uns jetzt der Ldsung der ener-
gieabhéngigen Boltzmanngleichung zu, und zwar im 26=-Gruppen-Bild 1*1_7, 1_10_7,
1-36_7. Allen Rechnungen dieses Abschnitts liegen Gruppenkonstanten fir

natriumgekithlte schnelle Reaktoren aus 1‘35_7 zugrunde,

Zuerst berechnen wir mit den Methoden des Abschnitts IV die Neutronenver-
teilung in einer homogenen, 10 cm dicken Natururanplatte, auf welche von
einer Seite Neutronen treffen, deren Winkelverteilung isotrop ist und deren

.
die m
ale v

11t den versch

der 1, und in der 10. Gruppe, Jeweils am Plattenanfang und am Plattenende;
die Tabelle 2 zeigt an drei Ortspunkten die prozentualen Fehler der Spalt-
rate bezogen auf eine S16=Rechnung. Die verschiedenen Approximationen nach

Abschnit IV sind dabei wie folgt gekennzeichnet:




GEN(ase)

Multigruppen=EN=Approximation
(vergl, Abschnitt IV,1 und VI.1)

GZI(wes) Multigruppen=Zi~Approximation

(vergl. Abschnitt IV.3 und VI.1)

TMEN( oo ) : Approximation mit M Entwicklungsspektren
und I Entwicklungsfunktionen der Form 6,1
(vergl. Abschnitt IV.2)

TMZN( oo ) : Approximation mit M Entwicklungsspektren

und N Entwicklungsfunktionen der Form 6.1
(vergl. Abschnitt IV.4)

Entwicklungen nach Funktionen des Winkels bzw. des Ortes

Abb. 15 und 16 zeigen die Ergebnisse verschiedener MultigruppenwApproximationen
(GEN, GZN) nach Abschnitt IV.1 und IV.3 sowie zum Vergleich die Ergebnisse
einer Sh= und einer S16-Rechnung. In allen Approximationen nach Abschnitt
IVe1 und IV.3 wvaren die Wichtungsfunktionen gleich den Entwicklungsfunktionen

und diese i.a8. in beiden Winkelhalbintervallen gleich.

Auswahl der Entwicklungsfunkbtionen

Die Auswehl der dreil bzw. zwel winkelabhingigen Entwicklungsfunktionen wurde
etwva nach folgenden Gesichtspunkten vorgenommen: Eine Konstante, da alle
Streu~ und Spaltneutronen eine isotrope Richtungsverteilung besitzen; eine
Funktion, welche die Vorwirtsrichtung betont, da in den oberen Gruppen wegen
der einseitig auftreffenden Neutronen sicher eine gewisse Vorwirtskomponente
iiberwiegt; eine Funktion, welche die Rickwirtsrichtung oder auch die Parallelw
richtung bevorzugt, da in den mittleren und unteren Gruppen , in denen keine
Meutronen von auBen auftreffen, die Eiﬁkelverteilung nahe den Réndern auch
eine stirkere Riickwirtskomponente oder Parallelkomponente hsben wird. Die
Auswahl der vier ortsabhingigen Entwicklungsfunktionen stellte in Rechnung,
daB der NeutronenfluR in den oberen Gruppen in Vorwirtsrichtung etwas
schwicher als mit exp(-otx), in Schrigrichtungen aber auch stirker als mit

exp(-otx) abfallen wird, in Rlckwértsrichtungen jedoch zundchst anwachsen
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und denn abfallen wird, und daf in den mittleren und unteren Gruppen der
Neutronenflu8 sowohl in Vorwérts« als auch in Rilckwirtsrichtung zur
Plattenmitte hin ansteigen und zum Plattenende hin abfallen wird. (Obwohl
6.4 nur monotone Funktionen derstellt, kann eine Summe von Funktionen der
Form 6.4 durchaus eine nicht monotone Funktion sein.) Ausgewshlt wurden

die Exponenten etwsa wie folgh:

Y -1,

% KE 0tsmax
Y

Gp v = %% ,max
LY -

%3 % % min

A
o), v *+0.3 ot.min

0

Doch zeigen die Abb, 15 und 16 sowie die Tabelle2, daB auch dem Betrage

nach deutlich kleinere Exponenten noch sehr genaue Frgebnisse liefern.,

Zur ebenfalls angefilhrten GE2-Approximation ist zu sagen, daR von ihr die
integralen GrdéBen noch sehr genau berechnet werden (Tab., 2), daB jedoch

zwel = selbst in beiden Winkelhalbintervallen verschiedene = Entwicklungs=
funktionen nicht mehr ausreichen, um die teils sehr verschiedene Winkel=-
verteilung in allen Gruppen richtig zu beschreiben. Ein Ausweg ist

die naheliegende, mit keinerlel Schwierigkeiten verbundene Verallgemeinerung
des Verfahrens zu gruppenabhingigen Entwicklungsfunktionen. Damit diirften
auch zur Beschreibung differentieller GroRen zwel Entwicklungsfunktionen

ausreichen.




Approximation x=1 em x=5 cm x=9 cm
GZL (=142 =047 3003 ,+0.11) =0k +045 =0,k
GZ4(=0e9 =046 ,=0,15,+0.09) ~0,1 +0.k =1.3
qu(-o.6E-O.A,;0.2,+o.o7) ~0,2 0 -1k
GE3(06 314 ,30425,0.75,=0.25,0,75) =0k 0 +0,6
GE2(0¢510500510¢3062,068,001,1:k) 0 =0, 1 +0,b
sl | 1=0.5 $0.1 | =1.9
T3Z4(=142,=0.T 4=0s3,+0s11) «0,1 +0,5 -145
‘TBZh(-7.2,-O.7,uO.3,+O.11) (m) 0 +1.5 +1,4
T3zh(~og9;-o.6,-0.15,+o.09) 41,1 +2,0 =046
T3Z4{«0,9,=0.6,=0,15,+0,09) () «0,3 +0.k +145
T3E3(006 510 50:25,0675,4=0.25,0,75) +0.8 +1,8 +1,9
T3E3(00 y 14 50625,0475,=0425,0,75) (x)[=0.7 =145 +0,4

() Wichtung mit einer Konstanten

Tab. 2: Prozentuale Fehler der Spaltrate bezogen auf

die FErgebnisse einer S16-Rechnung (10 cm-Platte)

Genauigkeit und Rechenzeiten

Wie die Abb, 15 und 16 sowie die Tabelle 2 zeigen, werden von der GE3~ wie
von der GZl=-Approximation sowohl differentielle als auch integrale GrdRen

nmit einer Genauigkeit bestimmt, die vergleichbar ist mit der hdherer SN-
Approximationen. Dabei ist noch zu beriicksichtigen, daf z.B, die Sh= Appro-
ximation lediglich fiir fiinf diskrete Richtungen differentielle GrdBen liefert,

zwischen denen mit teilweise groBem Fehler zu interpolieren ist.
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Numerische Schwierigkeiten ergaben sich weder bei der Inversion von Matrizen
noch bei der Lésung der Differentialgleichungssysteme (Abschnitt V), Das
verwendete Quelliterationsverrashren (Abschnitt V) konvergierte sehr rasch.
Die Rechenzeiten der Verfahren hi#ngen auch hier von den jeweiligen Genauig-
keitsabfragen ab, Doch unter den gleichen Voraussetzungen wie im ersten
Teil dieses Abschnitts ergeben sich etwa folgende Verh#dltnisse: Die Rechen=~
zeiten der GE3= und GZheApproximastionen sind erheblich kleiner als die der
S16=-Rechnung und kleiner als die der SheRechnung; die Rechenzeiten der
GZY=Approximationen sind noch deutlich kleiner als die der GE3=-Approxima-
tionen und etwa vergleichbar mit denen von Multigruppen=Diffusions=

rechnungen.

Entwicklungen nach Funktionen des Winkels und Funkitionen der Energie baw.

nach Funktionen des Ories und Funktionen der Energie

Abb. 17 und 18 und ebenfalls Tabelle 2 zeigen fiir das gleiche Problem Ergeb=-
nisse verschiedener Approximationen nach Abschnitt IV.2 und IV.l (TMEN,TMZN)

und wiederum zum Vergleich die Ergebnisse einer S16=Rechnung.

Auswahl der Entwiecklungsfunktionen

welche den Abb. 15 und 16 zugrunde liegen. Die Energieabhingigkeit wurde
jedoch niecht durch ein Multigruppen=Quelliterationsverfahren bestimmt sondern
durch Vorgabe dreier verschiedener Entwicklungsspektren (s. Abschnitt IV.2
und IV.4), Da wir jede der orts~ bzw. winkelabhingigen Entwicklungsfunktionen
mit jedem der Entwicklungsspektren zu einer orts= und energieabhingigen bzw.
zu einer winkele und energieabhingigen Funktion kombinierten, lagen den Rech=-
nungen infolgedessen 12(=3x4) bzw. 9(=3x3) fiir jeden Winkelhalbraum gleiche

Entwicklungsfunktionen zugrunde. Als Entwicklungsspektren haben w as

o

ir
Spaltspektrum, das Spektrum am Ende der Platte, wie es eine Diffusionsrech=
nung lieferte und das Spektrum in der Plattenmitte, wie es eine der Multi=-

gruppen-Rechnung lieferte, gewiéhlt. Die Argumente dafiir sind die folgenden:
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Zur Beschreibung der Spaltneutronen, welche hier einen wesentlichen Teil
des Spektrums susmachen, bietet sich natlirlich das in 1, Niherung material-
unabhingige Spaltspektrum an, Da man ferner i.a. aus Multigruppen=Rech=-
nungen fir glelche oder #&hnliche Probleme liber weitere Informationen ver-
fligh, 1st‘gsf”'(
gruppenéﬁiffu5i0n39,oder.—Tran5portrechnungen f{ir dhnliche Probleme bieten

vcll, diese zu verwerten, d.h. die Spektren aus Multi=

sich ebenfalls als Entwicklungsspektren an 1-39_7. Liegen verwertbare In=-
formationen aus &hnlichen Problemen nicht vor, muB man entweder zunichst
fiir die zu behandelnden Probleme eine Multigruppenrechnung durchfilhren

und daraus fiir weitere Rechnungen Entwicklungsspektren entnehmen, oder man
muB versuchen, diese Entwicklungsspektren aus vereinfachten Modellen zu
erhalten, Solche Modelle sind z.B. in/"37_7 und /"38_7 beschrieben und
lieferﬁ‘éehr‘genaue Resﬁltate. In unserem Beispiel wire weiter auch noch
das Spekt;gm”der‘inelastisch gestreuten Neutronen (z.B., aus dem Verdampfungs=
mcdell)féiﬁ'bfauchbares Entwicklungsspektrum Z—?S_'?s Wir wollen hierauf
nicht we'i“ce,:‘eingehen= unsere Untersuchungen sollen lediglich die Frage
kléren, ob béim Vorhandensein geeigneter Spektren diese zu brauchbaren
Approximatiqnen verwendet werden kdnnen. Infolgedessen spielt der Ursprung

der von uns benutzten Entwicklungsspektren keine wesentliche Rolle.

Genauigggit;'Numerikfgﬁgrﬁecggnzeiten

Wie die Abb, 17 und 18 sowie Tabelle 2 zeigen, liefern auch diese Approxie-
mationen Resultate, deren Genauigkeit noch mit der von Multigruppen=Si=-
Rechnungen vergleichbar ist. Numerische Schwierigkeiten ergaben sich auch
hier weder bei der inversion von Matrizen noch bei der Lésung der Differen=-
tialgleichungssysteme. Die Differentialgleichungssysteme der TMENLApproxi-
metionen wurden der Kontrolle wegen mit allen vier in Abschnitt V beschrie«
benen Verfahren geldsts die Ergebnisse der drei auf der Eigenwertbereche
nung beruhenden Verfshren stimmten in 5 Dezimalstellen iiberein, die des
totalnumerischen Verfahrens stimmten mit denen der drei erstgenannten = im
wesentlichen wegen einer entsprechenden Genauigkeitsgbfrage - in drei
Dezimalstellen iiberein., Der numerische Aufwand der TMZN— und der TMEN=-
Approximation:ist noch betréchtlich geringer als der der GZN- bzw. der GEN=-

Approximation; er ist kleiner als der einer entsprechenden Multigruppen-
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Diffusionsrechnung. In der TMEN=Approximation war im obigen Beispilel das
totalenumerische Iterationsverfahren am schnellsten, doch da die Rechenzeit
der drei anderen Verfahren nicht von der Dicke des Systems abhéngt, werden
diese fir dickere Systeme schneller als das total=numerische Verfahren.

Bei den auf der Eigenwertberechnung beruhenden Verfahren ist Jetzt zu be-
achten, daB die Matrix C aus k.12 auch konjugiert-komplexe Eigenwerte be=-
sitzt, wodurch die in Abschnitt V beschriebenen Modifikationen einiger Verfahe

ren erforderlich werden,

EinfluB der Wichtungsfunktionen

Da unter den Entwicklungsspektren und somit unter den Wichtungsspektren bis=-
lang kein konstantes Spektrum vorhanden war und da auch bei den TMZN~Appro-
ximationen keine konstante Entwicklungsfunktion und somit keine konstante
Wichtungsfunktion vorhanden war, ist nicht gewdhrleistet, daBR die berech=
neten Ndherungsldsungen die HNeutronenbilanzforderungen fiir das untersuch-
te System erfiillen (s. Abschnitt II)., Rechnungen mit einem konstanten
Wichtungsspektrum und einer konstanten Wichtungsfunktioﬁ invjedém Halb=
intervall aber sonst gleichen Entwicklungs=~ und Wichtungsfunktionen

wie zuvor erbrachten die aus Tabelle 2 ersichtlichen JAnderungen in der
Spaltrate:; Die in Tabelle 2 mit(m) gekennzeichneten Approximationen ver-
wendeten in jedem Halbintervall eine Konstente zur Wichtung. Insgesamt
wird der Fehler der integralen GrdBen durch diese Wichtung etwas kleiner;
es empfiehlt sich daher, étets eine Konstante als Wichtungsfunktion zu ver=-
wenden und als weitere Wichtungsfunktionen = wenn keine spezielle Wahl
aufgrund spezieller Benutzerwinsche vorgegeben ist - die Entwicklungs=-

funktionen zu nehmen,

Behandlung einer dickeren Schicht

Als nichstes Beispiel berechnen wir die Neutronenverteilung in einer sehr
viel dickeren Natururanplatte (50 em), suf welche ebenfalls von einer Seite
Neutronen mit isotroper Winkelverteilung treffen, deren Energieverteilung

gleich der von Spaltneutronen ist.
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Abb, 19 und 20 zeigen die Winkelverteilung nach 5 cm und nach 20 em
jeweils in der ersten und der zehnten Gruppe des 26-Gruppen-Bildes,
Eingetragen sind die Ergebnisse einer GE3=Approximation, zweier GZ6-

Approximationen und = zum Vergleich = die einer S16~Rechnung.

Auswshl der Entwicklungsfunkﬁignen

In der GE3-Approximation verwendeten wir die gleichen Entwicklungs=—
funktionen wie bel der Berechnung der 10 cm=Platte, da sich in der
dickeren Platte die Winkelverteilung nicht sehr viel anders einstellen
wird als in der 10 cm-Platte und diese Entwicklungsfunktionen dort die
I3sung gut approximierten (s. Abb. 15 und 16), Bei den Z6=Approximationen
beriicksichtigten wir den zu erwartenden schwicheren Abfall des Neutronen-
flusses durch Wahl kleinerer Exponenten. Gleichzeitig wéhlten wir bheil
diesem Problem in beiden Winkelhalbriumen verschiedene Exponenten, welche
einmal inm Intervall £=O,1_7 und einmal im Intervall 1--1,0_7 dem Betrage
nach groBer waren, um den EinfluB von in beiden Halbintervallen verschie-

denen Exponenten zu erfassen,

Genauigkeit und Rechenzeiten

Auch fiir diese sehr viel dickere Platte liefern die GZ6~ und die GE3-
Approximation noch genaue Ergebnisse. Doch zeigen sich bei dieser dicken
Platte die Grenzen niedriger ZN-Approximationent Mit zunehmender Dicke
wird es immer schwieriger, die in den verschiedenen Richtungen teils sehr
verschiedene Ortsabhingigkeit des Neutronenflusses durch wenige Orts=
funktionen zu beschreiben, Die griBten Fehler treten dabei in dem Winkel-
intervall Z-O;,O.1_7 auf = insbesondere in den ersten Gruppen (Abb. 20).
Diese Fehler rithren daher, daB die zur Beschreibung des starken exponentiellen
Abfalls des Neutronenflusses in diesen Richtungen notwendigen grofen Ex=-
ponenten in der einen GZ6=Approximstion nicht vorhanden waren, Wihrend

die Auswahl der Exponenten iiber weite Bereiche keine groRe Rolle spielt,
zeigt sich in diesem besonders kritischen Intervall eine bedeutende Fehler=
reduktion durch Mitnahme eines grdBeren negativen Exponenten in der Ent=-

wicklung. Die GE3=Approximation ergibt in diesem Beispiel fast durchweg
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bessere Resultate als die GZ6=Approximationen, da in ihr der Ortsverlauf
des Neutronenflusses aus éiner Differentialgleichung und nicht aus vorge-
gebenen Funktionen bestimmt wird. Bei starker Ortsabhingigkeit oder
groBer Plattendicke ist die GE3=-Approximation den GZb6=Approximationen
deutlich iberlegen. Auch hier treten die groBten Fehler in der ersten
Gruppe auf = allerdings in der Vorwadrtsrichtung.

Die in Abb. 19 zusitzlich eingetragenen Ergebnisse einer GEL—Approximation
zeigen jedoch, daB durch Berilicksichtigung einer welteren Entwicklungs=
funktion auch diese Fehler vdllig verschwinden., Die Ergebnisse der GEh=
Approximstion stimmen fast genau mit denen der S16=Rechnung tberein und
sind in der Abb. 19 nur fiir die 1. Gruppe im Intervall / 0,1_7 einge-

tragen.

Die Rechenzeit der GZN~Approximationen h&ngt nicht von der Plattendicke
ab, die der GEN-Approximationmen wichst mit der Anzahl der bei der Dis=
kretisierung der Differentialgleichungen zu beriicksichtigenden Stiitze

stellen und damit auch mit der Plattendicke. Daher erfordert die GE3=

Approximation zwar bedeutend weniger Rechenzeit als die S16=Rechnung

{etwa ein Drittel) aber auch erheblich mehr als die GZ6-Approximationen

etwa viermal soviel).

Behandlung eines Zwei=-Zonen=Problems

AbschlieBend berechnen wir noch die Neutronenverteilung in einer Zwei-
Zonen=Platte, welche 30 cm dick ist und aus einer 20 cm dicken Natururan-
zone und einer 10 cm dicken Stahlzone besteht. Auf die Natururanzone

treffen wieder Neutronen mit isotrcper Winkelverteilung und einer dem
Spaltspektrum entsprechenden Energieverteilung. Abb. 21 zeigt die Winkel=
verteilung von Neutronen verschiedener Energiegruppen, welche die Platte

sus der Stahlzone heraus verlassen; in Tabelle 3 ist der integrale Neutronen—
FfluB am Fnde der Stahlzone aufgefiihrt. Berilicksichtigt wurden dabei die
Ergebnisse einer TLDP2= und einer TLDP3-Approximation sowie die einer

S16=Rechnung,
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Auswahl der Entwicklungsfunktionen

An diesem Beispiel sollte noch einmal deutlich demonstriert werden, wie durch

Beriicksichtigung detaillierter Kenntnisse aus dhnlichen Problemen mit ein-
fachen Approximationen sehr genaue FErgebnisse gewonnen werden kdmnnen. Die
Entwicklungsfunktionen entnahmen wir daher einer S16-Rechnung fiir ein &hn=
liches Problem (2«Zonen=Platte; 15 cm Natururan, 15 cm Stahl), Da die
Ergebnisse des shnlichen Problems zeigten, daB = wegen der starken Riick=
streuung aus dem Stahl = die Winkelverteilung fast iiberall gut durch eine

lineare Funktion der Form
lg(x) = atbx

dargestellt werden kann, wihlten wir flir unser Problem diesmal als Ent-
wicklungs= und Wichtungsfunktionen in Jedem Winkelhalbraum die Legendre=-

Polynome. Die drei ersten dieser Polynome haben gerade die Form

Po(x) = 1
P%(x) = x
Pz(x) = %(3:: =1)

Wir nehmen einmal zwei und einmal drei Entwicklungsfunktionen der Winkele

variablen (DP2= bzw, DP3=Approximationen}..

Drei Entwicklungsspektren entnahmen wir ebenfalls den Ergebnissen des &Shn=
lichen Problems, zwei davon aus der Stahlzone, das dritte aus der Uran=-
Zone, Als viertes Entwicklungsspektrum wihlten wir noch das Spaltspektrum,
welches in der Uranzone sicher gut geeignet ist. Diese Approximationen
haben wir = entsprechend den oben gewihlten Bezeichnungen = mit TUDP2 bzw. mit
TLDP3 bezeichnet.,

Genauigkeit und Rechenzeiten

Wie die Abbildung 21 und Tabelle 3 zeigen, ist es mdglich, durch Beriicksich=
tigung von Ergebnissen aus &hnlichen Problemen mit Approximationen niedriger

Ordnung noch sehr genaue Resultate zu erzielen.
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Art der w i
Approximation ‘{ ({ $(30,u,E)dudE
T4DP2 4, Los
TLDP3 4,386
S16 4,388

Tabelle 3: Integrale NeutronenfluBRdichte
am Ende der Stahlzone Z'ncm'2sec-1_7

Schon die TWDP2-Approximation liefert genaue Ergebnisse; die Mitnahme
einer weiteren Entwicklungsfunktion der Winkelvariablen kann keine

wesentliche Verbesserung mehr bringen.

Die Rechenzeiten der ThDP2« und der TUDP3-Approximation lagen weit unter
denen von SN=Approximationen und waren etwa vergleichbar mit denen von

Multigruppen=Diffusionsrechnungen.,

E:

- - - - .8 - - e L Ld
Bei diesem Vergleich ist nabiirlich weiter zu beriicksichtigen, dalfd

rechnungen nicht in der Lage sind, Winkelverteilungen zu berechnen oder

am Plattenrand integrale FluBdichten einigermaRen richtig wiederzugeben.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurden verschiedene Verfahren zur ndherungs-
weisen Losung der Boltzmanngleichung fiir ebene Geometrie vorgeschlagen
und anhand von einigen Modellproblemen hinsichtlich ihrer Giite und An-
wendbarkeit getestet. Diese Verfahren basieren auf einer in beiden
Halbintervallen getrennten Entwicklung der Ldsung der Boltzmanngleichung
nach wenigen, vom Benutzer der Verfahren vorzugebenden Funktionen; sie
ermbglichen in allen F&llen die exakte Befriedigung beliebiger Trans=-
portrandbedingungen. Die Entwicklungsfunktionen kénnen als Eingabe=
gréBen der Benutzer von Problem zu Problem diesem jeweils speziell an=
gepaBt werden und alle vorhandenen Kenntnisse der Benutzer beriicksichtigen.
Einige Standardentwicklungen wie z,B. das DPN-Verfahren / 36_7, welches
in jedem Winkelhalbraum als Entwic¢klungs=~ und Wichtungsfunktionen die
Legendre=Polynome verwendet, sind in den vorgeschlagenen neuen Verfahren

als Spezialfdlle enthalten.

Die vom Benutzer vorzugebenden Entwicklungsfunktionen kdnnen Funktionen

3 s 3 e s 3 13 mkea]
der Winkelvarisblen, Funkiicnen der Ortsvarisblen, Funktionen der Winkel-

seins Welche dieser vier mdglichen Entwicklungen gewdhlt wird, hingt

Die jeweils unbekannten Funktionen der Entwicklungen werden in den be=
trachteten Verfahren durch die "Methode der gewichteten Residuen" bestimmt.
Diese Methode erdffnet dem Benutzer die zusitzliche Mdglichkeit, die
Nsdherungsldsung in einem von ihm zu bestimmenden Sinne zu optimieren, da
auch die Wichtungsfunktionen dieser Methode EingabegrdBen sind und vom
Benuﬁzer von Problem zu Problem und von Fragestellung zu Fragestellung

22tV de comead o e e o om
gewshlt werden Xomnen.

Gegeniiber den bisher aus der Literatur bekannten Methoden Z-11 - 19,22 7
sind damit die folgenden Vorteile gegeben:
Die vorgeschlagenen Verfahren beinhalten vier verschiedene Entwicklungen

(ss0.), von denen = je nach Problem und vorhandenen Informationen - die
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glinstigste oder schnellste ausgewshlt werden kann. Dadurch ist es mdg-
lich, Kenntnisse aus &hnlichen Problemen sowohl {iber die Orts= als auch

tiber die Winkelw= oder Energieverteilung der Neutronen zu verwerten,

Die Ldsung der Boltzmanngleichung wird in beiden Winkelhalbriumen in
allen vier Entwicklungen getrennt entwickelt nach Funktionen, welche
in beiden Winkelhalbriumen verschieden gewdhlt werden kdénnen. Damit
bietet jedes der vier Verfahren eine grofe Flexibilit#t, die ein op-
timales Ausnutzen vorhandener Informationen ermdglieht. Ferner kdnnen

dadurch beliebige Transportrandbedingungen exskt erfiillt werden.

Die Bestimmung der Jjewells unbekannten Funktionen der Entwicklung mit
Hilfe der Methode der gewichteten Residuen bedingt einen nur relativ

geringen numerischen Aufwand und bedeutet eine zusdtzliche TFlexibilitat

. s 3 o 4 4
bei der optimalen Beantwortung spezieller Fragestellungen / 15_7, welche

Q

in den {iblichen Formulierungen verwandter Entwicklungen mit Hilfe der
Variationsmethode / 11 = 19_7 nicht immer gegeben ist,

Die vergleichende Darstellung und die numerische Anwendung auf einige
Modellprobleme, wie sie in der vorliegenden Arbeit durchgefithrt wurden,
gestatten schlieRlich die unten angebenen Aussagen iber Anwendbarkeit

und Rechenzeiten dieser Verfahren.

Fiir die aus den Entwicklungen resultierenden Differential- und Integral~
gleichungssysteme zur Bestimmung der Jjeweils unbekannten Funktionen
wurden verschiedene numerische Losungsverfahren angegeben, welche die
mit der Ldsung dieser Gleichungssysteme verbundenen numerischen Schwie=
rigkeiten in geeigneter Weise beriicksichtigen., Diese Verfahren rechnen
an besonders kritischen Stellen teilweise mit doppelter Genauigkeit
(etwa 15 Dezimalstellen), um weitgehend Rundungsfehler zu vermeiden,
Doch muf festgehalten werden, daB bei ungeschickter Wahl von Entwicke
lungs- oder Wichtungsfunktionen = insbesondere wenn diese "fast" linear
abhingig sind = nicht zu vermeidende numerische Schwierigkeiten auf-
treten werden in Form von "fast" singuliren Matrizen, deren Inversion dann

nur mit grofen Fehlern mdglich ist, oder in Form von schlecht konver-

gierenden Iterationsverfahren., Bei linearer Abhingigkeit der Entwicklungs=
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oder Wichtungsfunktionen werden die zu invertierenden Matrizen singulir,

die Verfahren brechen dann ab.

Wie die Rechnungen fiir einige Modellprobleme zeigen, liefern die Ver-
fahren in kurzen Rechenzeiten relativ genaue Resultate, Allein die
Beriicksichtigung der Ergebnisse einfacher physikalischer Betrachtungen
in den Entwicklungsfunktionen macht diese Verfshren den Standardent=
wicklungen Uberlegen und 1&Bt mit vergleichsweise geringem numerischen
Aufwend die Genauigkeit hoherer SNeApproximationen [/ 36_7 erreichen.
Bei Beriicksichtigung detaillierter Kenntnisse, gewonnen aus #hnlichen,
bereits berechneten Problemen, vergrdfert sich der Gewinn dieser Ver=-

fahren noch,

Beziiglich der Anwendbarkeit dexr Verfahren lassen sich aus den Ergeb-

nissen im einzelnen folgende Schliisse ziehen:

Flir homogene, nicht zu dicke Schichten liefert die Entwicklung nach
Funktionen des Ortes und Funktionen der Energie in kiirzesten Rechenzeiten
sehr genaue Resultate, wenn dem Benutzer einige reprisentative Energie-
spektren aus &hnlichen Problemen oder aus einfachen physikalischen
Modellen zur Verfiigung stehen, Die Auswahl der Entwicklungsfunktionen
der Ortsvariablen wird durch die Wirkungsquerschnitte der Schicht
nahegelegt (s. Abschnitt VI).

Ist die Kenntnis einiger reprisentativer Spektren nicht gegeben und

kann der Benutzer auch aus einfachen Modellen keine solche gewinnen,

oder ist die Dicke der homogenen Schicht grdBer als etwa 10 mittlere
freie Wegléngen, bietet sich eher die Entwicklung nach Funktionen der
Ortsvariablen allein an. Auch diese erfordert lediglich sehr kurze '
Rechenzeiten und liefert auch fiir dickere homogene Schichten genaue
Resultate, Die Rechenzeit héngt von der Anzahl der verwendeten Ent=-
wicklungsfunktionen abj; bei weniger als 8 Entwicklungsfunktionen ist

sie kleiner oder vergleichbar mit der einer Multigruppendiffusionsrech=
nung., Mehr als & Funktionen zu verwenden, wird sich selten als notwendig
und ginnvoll erweisen. In den Testbeispielen wurden maximal 6 Funktionen

verwendet,
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Flir Schichten mit mehreren verschiedenen Zonen empfiehlt sich die Ente
wicklung nach Funktionen der Winkelvarisblen und nach Funktionen der
Energievariablen, sofern die Schichten nicht zu dick sind und wieder
die Kenntnis mindestens eines reprisentativen Spektrums fiir jede Zone
gegeben ist, Auch fiir diese Entwicklung héngt die Rechenzeit von der
Anzahl der Entwicklungsfunktionen sb., Bel weniger als 15 Funktionen
(in unseren Beispielen verwendeten wir maximal 12) ist die Rechenzeit
noch kleiner als die einer MultigruppenDiffusionsrechnung oder mit

dieser vergleichbar,

Fir dickere Schichten oder Schichten mit vielen Zonen liefert die Ent-
wicklung nach Funktionen der VWinkelvariablen die besten Resultate. Bei
Verwendung von nur 2 oder 3 sorgfdltig ausgewshlten Entwicklungsfunktionen
erreicht diese Entwicklung die Genauigkeit von SH=Approximationen hoher
Ordnung (in unseren Beispielen fast die von S16=-Approximationen), erfordert
aber nur Rechenzeiten, die noch erheblich unter denen hoher SN-Approxi-
mationen und nicht wesentlich lber denen von Multigruppen-Diffusions-

rechnungen liegen.

Erweiterungen und Ausblick

Die vergleichsweise recht groBe Genauigkeit und die relativ kurzen Rechen=-
zeiten dieser Verfahren legen eine Erweiterung auf komplexere Geometrien
(z+,B. Zylindergeometrie) nahe., Dabei bilden die in der vorliegenden Arbeit

gewonnenen Ergebnisse eine Erfahrungsgrundlage.

Fliir die neutronenphysikalische Berechnung von zukiinftigen Testreakboren
und anderen fortgeschrittenen experimentellen Anordnungen mit sehr kom-
plexer Geometrie wird demnéchst die LSsung der Boltzmanngleichung fir

rédumlich dreidimensionale Probleme anzustreben sein., Da die total=-
er Probieme wegen ilberlanger Rechenzeiten guf

den gegenwirtigen Datenverarbeitungsanlagen kaum mdglich erscheint, ist
es desher von Interesse, die Frage zu untersuchen, ob und wie Transport-
syntheseverfashren fiir die Synthese von Néherungsldsungen rdumlich drei-
dimensionaler Probleme aus LOsungen zweidimensionaler Problem angewendet

werden kénnen. Der Erfolg &hnlicher Verfahren zur ndherungsweisen Lsung
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der dreidimensionalen Neutronendiffusionsgleichung und die positiven
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit, welche fiir einfache Gecmetrie
zeigen, daB prinzipiell Transportsyntheseverfahren gut anwendbar

sind, lassen auch dies erfolgversprechend erscheinen.

Fiir die Anregung zu dieser Arbeit, fir wertvolle Diskussionen und fir

die kritische Durchsicht danke ich Herrn Dr. H. Kiisters.

Herrn Prof. Dr. W. Kofink und Herrn Prof. Dr. K. Wirtz danke ich fiir

ihr férderndes Interesse an dieser Arbeit.
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Abb.5 Winkelverteilung in der Plattenmitte (10cm - Platte)
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Abb13 Winkelverteilung in der Plattenmitte (10cm Platte)
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Abb 20 Winkelverteilung 20cm tief in der 50cm-Natururanplatte
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