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Zusammenfassung

Der Begriff der Stabilitdt bei der numerischen Ldsung von Anfangswert-
aufgaben wird fiir nichtlineare Probleme so definiert, daB Stabilitit
und Konsistenz Konvergenz gewidhrleisten., Im Teil II werden einige
Stabilitétskriterien bewiesen. Die Konvergenzaussagen aus Teil I

werden an numerischen Beispielen nachgeprift,

Abstract

Stability is defined for difference operators solving numerically
nonlinear initial-value-problems so that stability and consistence
imply convergence. In part II some criteria for stability are proved.

Two numerical examples are treated,
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Bei der numerischen Ldsung von Anfangswertproblemen
mit}Hilfe des Differenzenverfahrens ersetzt man den
kontinuierlichen Differentialoperator durch einen
Differenzenoperator,der hei gegebenen diskreten Anfangs-
werten die sukgessive Berechnung einer suf endlich wvielen
Gitterpunkten definierten Niherungsldsung gestattet.,

Bel Verkleinern der Maschenweiten des Gitters soll diese
Ngherung in die exakte kontinuierliche L&sung iibergehen
(Konvergenz).Zur Realisierung dieser Konversenzforderung
ist es notwendig,daB zwischen Differenzen~ und Differential-
operator eine formale Verbindung besteht im Sinne der
Konsistenz.Wie jedoch Coupant,Friedrichs und Lewy ( [1] )
als erste 1928 entdeckten,reicht die Konsistenzeigenschaft
nicht aus,um Konvergenz zu gewshrleisten.Da n#mlich jeder
Lésungswert der Ngherung mit einem Verfsahrensfehler
behaftet ist und gleichzeitig als Startwert fir die
Berechnung neuer Werte an benachbarten Gitterpunkten
dient,wird er dort neue Fehler verursachen.Bei Verkleinern
der Schrittweiten wird nun zwar der lokale Verfahrensfehler
beliebig klein, jedoch kann die Fortpflanzung auf weitere
Gitterpunkte so explosiv sein,daB8 das Wachstum des globalen
Fehlers nicht durch die Reduktion des lokalen Fehlers

aufgehoten wird.In diesem Fall sprechen wir von Instabilitst.

Die meisten Autoren neunnen einen Differenzenoperator stabil,

wenn bel Verkleinern der Schrittweiten die Fehler,die



dureh Einbringen einer lokalen Stdrung entstehen,beschrinkt
bleiben.Dieser Arbeit liegt ein Stabilit&tsbegriff zugrunde,
der z.B. - zumindest in #hnlicher Form = verwendet wird bei
Strang [4] ,Forsythe-Wasow [19] ,Spijker[17] und Watt [23] :
Wenn h die maximale Schrittweite bedeutet;so heiBt ein
Differenzenoperator r—stabil,wenn fiir h-> 0 ein durch eine

lokale Stdrung verursachter Fehler hdchstens wie h™" wachst,

Wshrend bei linearen Differenzenoperatoren Stabilitst
eine Eigenschaft des Operators ist,hi#ngt sie bei nichtlinearen
Problemen sowohl vom Operator als auch von der L&sung des
kontinuierlichen Problems ab.Daher ist es giinstig,Stabilitat
und Konvergenz stets beziiglich fester singulBrer Anfangs-

werte zu betrachten.

Der wesentliche Inhalt dieser Arbeit ist der Beweis
folgenden Sachverhaltes:Ist eine nichtlineare Differenzen-
gleichung von der Ordnung p und ist die an der Stelle der
kontinuierlichen L8sung linesrisierte Differenzengleichung
p~-stabil,sind zudem die fiir die sukzessive Rechnung
bendtigten Anfangswerte so beschaffen,daB sie fir h-> 0
wie h” in die exakten iibergelen,so ist die urspriingliche
Differenzengleichung konvergent mit dem Konvergenzgrad
g = min(p-1,m) - ¥ ,falls die Ungleichungen p2 2(r+1) und
m22r + 1 erfiillt sind.Sind die Ungleichungen nicht
erfiillt,gilt Konvergenz,falls die linearisierte Gleichung

eine spezielle - hier als "streng p-stabil® bezeichnete -

Eigenschaft erfiillt.



Im Kap.II werden vier verschiedene Stabilit#tskriterien
bewiesen,deren Anwendung in Kap.ITT an speziellen Beispielen

erprobt wird.

Die Uberlegungen werden der einfacheren Formulierung
wegen nur fiir Differentialgieichungen durchgefithrt und
sind leicht auf Systeme zu verallgemeinern,Auch die Variablen=
anzahl 1#8t sich leicht von zwei auf n erhdhen.Chne
Schwierigkeiten kdnnte man die hier betrachtete Klasse
echter Anfangswertaufgaben erweitern auf Anfangsrandwert-
aufgaben.Konvergenzen werden im Sinne der Maximumnorm
betrachtet.

Die meisten Arbeiten {iber die numerische L&sung nicht-
linearer Anfangswertaufgaben behandeln spezielle Differential-
gleichungstypen (z.B.quasilinear,halblinear etc.).Die
Ergebnisse dieser Arbeit sind auf alle Typen nichtlinearer
Anfangswertaufgaben anwendbar,sofern eine eindeutige
kontinuierliche L8sung existiert.Aussagen dieser allgémeinén
&pt findet man bei Ansorge [15][24] ,Spijker [17],

Stetter [12] , [16] und Stramg [9] .Der Stabilit#tsbegriff

von Spijker ist nicht identisch mit dem hier vorliegenden,

fir lineare Probleme jedoch decken sieh beide Begriffe.

Die hier benutzte Definition der Stabilitst ist Zhnlich der
von Strang, jedoch - wie auch der entsprechende Konvergenzsatz -

al¥zemeiner.



I) Allgemeine Theorie

1) Problemstellung

Sei G die Menge der reellen Zahlen x mit O£x4£X wund

I die Venge der Zahlen t mit O&t£ T.Auf einem Teilgebiet B
von GXI ,das die Punkte {(x,0); x€ G| enthalt,sei die
reellwertige Funktion u(x,t) definiert und geniige der

nicht notwendig linearen Gleichung
(1) R[u(x,t)] = 0

und den Anfangsbedingungen

y1
(2) 5%; u(x,0) = (]DJ(X) (,j=0,1, ese X)
mit %(x)ecg

Wir setzen voraus,da8 das Anfangswertproblem (1),(2)

genau eine L¥sung auf B besgitzt.



2) Differenzengleichungen

Zur numerischen Ldsung von (1),(2) {iterziehen wir Gx1I
mit einem achsenparallelen Gitter mit den Maschenweiten

Ax und h = 4t,wobei
dx = f(h) - 0O (h=>» 0)

Den Gitterpunkten (j.4x,n-h) auf B ordnen wir die Werte

u} zu,wobei diese Gitterwerte berechnet werden durch die

J

Gleichungen:
(3) uit! = (uf u?,,,ul] uld7]
j wj’n 'j_!_]ﬂ’ e c o ’ j+1"’, j+]7', s &0 ’ j+]’.}‘ 28 @ D
n-k n-k ..
2o s 9 ,uj+14’ © e e 0 ’uj"'lff,h)
Durch Vorgabe von Anfangswerten
(4) ug.‘ =W _(j4x) (M= 0,1, vove ,%); (J-dxeG)

seien alle ug.‘ auf B eindeutig bestimmt.Die Funktionen Huj,n
selen definiert fir O<Ch4h, , O<n-h<T , JdxeG, sie seien
stetig in h.

Die Differenzengleichungen (3) lassen sich in einer
einfacheren Symbolik darstellen,Dazu sei B, die Menge der

Punkte (x,t) mit x€G und t=n-h,



G =8.n B und G:={x/(x,n.h)een}

G Hir fassen die Gitter-

n+1 S n *
werte ug ,deren Gitterpunkte (Jqu,n-h) auf G, liegen,

zu einem Vektor u” = u’(h) zusammen,und (3) ist darstellbar

B sel 80 beschaffen,da’ G

durch eine Zuordnung der Gestalt

n-lk

(5) \I/n(un 2T u )

N ] o ) 3
wobel V/n eine Vektorfunktion ist.Die Vorgabe der Anfangs-

werte geschieht durch
(6) u® = W (M= 0,1, eeee ,%)

Abstinde und Konvergenzen betrachten wir im folgenden stets

im Sinne der Norm:

wobei fiir jedes n ein Vektorraum mit anderer Dimension

zugrunde liegen kann.

Die Gleichungen (5) kBnnen weiter vereinfacht werden,

n-k .
wenn man die Vektoren un,un 1, esee U zu einem

GroBvektor v© = v (h) zusammenfasdt, (vgl.z.B.Ansorge, [8]).



Es sei also

N
un-T
vn = [ 3
un—k
Dann gilt .
%(un,un_‘l, ceee U5 R)
e
un—1
vl = .
n-lk+1
Also
n+1 n
(7) v = an(v ,h)
mit dem Anfangselement ~
W
k
(0
(8) v =u(2h = .k-T
U)o

Als Norm sei zugrundegelegt

{:rl-k

| = mex ||ujn.3



Un Vergleiche mit der exalkten Ldsung u(x,t) von (1),(2)
durchfihren zu kénnen,fiihren wir die beiden folgenden

Operatoren ein:
1) B -u(x,n-h) = (u(j»ﬁx,n h))
J

wobei der rechts stehende Ausdruck-éin Vektor mit den
Elementen u(j-4dx,t) sei fiir festes t=n:h und alle j mit

(j"AX,'t)E Gno
E, u(x,t)

A (x,t<h)
2) B oulx,t) = T B0

]

-3

E, u(x,t-kh)

3) Konsistenz,Konvérgenz

Wir definieren:

Definition 1: Die Differenzenoperatoren (Fn aus (7) heiBen

zu R p-konsistent gensu dann,wenn fiir jede
auf B definierte Funktion v(x,t),die die
Gleichung (1) erfullt,gilt:

§h,vfx,t+h) - (?n( ﬁﬁav(xst),h) = o(hP) (h—s 0)

fir Ot &T, O<h gh

hy 5 Ogn-hgl
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Soll (3),(4) eine Nzherungsldsung fiir/(1),(2) liefern,
miissen die Anfangswerte @ (j-4x) aus (4) fir h-» O
in die echten Lsungswerte u(jix,m-h) tibergehen,oder,

Al
in der Formulierung (7),(8),es mu8 f?h - By u(x,kh) =-» O
gelten.Das fithrt auf die

Definition 2:Der Anfangsvektor 12h aus (8) heiBt beziiglich
der L¥sung u(x,t) von (1),(2) s-zul#ssig

genau dann,wenn
B culx,xn) - (1, = o(n®) (h=> 0)

fir O<?1ého

Die Anfangswerte £Jh(j-4x) werden meist durch weitere
Differenzengleichungen bestimmt,deren Konsistenz mit den
Anfangsbedingungen (2) i.A. schon die Zul#ssigkelt im
Sinne von Definition 2 nach sich zieht.Der Begriff

"zulsssig" findet sich z.B.bei Ansorge ({8)).

Die meisten Autoren sprechen von Konvergenz,wenn die
Lsung der Differengengleichung fiir h-» O gegen die des
Anfangswertproblems konvergiert.Vorteilhafter ist es,
wenn man beli der Formulierung des Konvergenzbegriffes
eventuelle Rundungsfehler briicksichtigt und fordert,das
die durch Rundungen gestérte Ldsung gégen die des

kontinuierlichen Problems konvergiert.Dabteil wird man

allerdings voraussetzen miissen,da8 fiir h->» O die
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Stérungen ebenfalls beliebig klein werden,etwa wie h€
fir ein q) O.Diese Voraussetzung ist zwar in der Praxis
nie erfiilit, jedoch wird man annehmen kdnnen,daB eine
gewisse numerische Stabilitit gewsdhrleistet wird.
Konvergenzbegriffe Zhnlicher Art finden sich z.B, bei

Ansorge ( [8] , [22]) und Stetter ( [6] ).

Es gelte also die

J
Definition %:Die Differenzenoperatoren (?ﬁ mit den Storungen

én(h) und dem Aﬁfangselemeﬁt.f2h heiBen

bezliglich u(x,t) g=konvergent genau dann,wenn

aus
R (v?,n) + 8 (h)
n b n'e
ko _
folgt:
A
v? - B, u(x,n:h) = 0(h?) (h-» 0)

fir 0<nh4£T,wenn u(x,t) die L8sung von (1),(2)

bedeutet.

4) Stabilitat

Wir benutzen im folgenden die in Definition 4 festgelegten

Sprechweisen:
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Definition 4: 1)Die Funktionen %Uj , aus (3) heiBen
B ?

"in der zweiten Ableitung bei u(x,t) gleich-

m88is beschrankt" genau dann,wenn gilt:
(] $ el

Bs existiert ein £>0 und ein C>0,s0 da8

fir alle w(x,t) auf B mit

sup w(x,t) - ulx,t) | £ £
(x,t)¢B

das Folgende erfiillt ist:

‘ s m _ . .
a)Kf/j,n fir Vi1, T w( ( j+14)4x,m-h)

definiert und dortselbst zweimal differen-

zierbar,

b)) 2. n n n-k
P (f%,n(wj+11’wj+12’ conne ,Wj+1r;h)

0w N

'J+1i,, j+1‘i.z

i

£
flir O<'h;ho,04n-h-;-_".[‘,jo4xe(}n

2)Die Operatoren.¢ aus (7) heiBen nach w(x,t)

n
k mal stetig-differenzierbar genau dann,wenn

die durch (3) gegebenen Y, _ fiir alle j,n
Js N !

nach den Argumenten

m N
Wiep, = wl(3+2
1

% mal stetig-differenzierbar sind,
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3)Die Operatoren C'Dn aus (7) heiBen "in der
zweiten Ableitung bei u(x,t) gleichm#Big
beschrinkt"genau dann,wenn die Funktionen
\Vj,n bei u(x,t) in der zweiten Ableitung

gleichm&B8ig beschrénkt sind,

n
Ableitung bei u(x,t) gleichm#Big beschrinkt sind,wenn die

Es sel bemerkt,daB die Operatorenqg in der zweiten

Funktionen in der Umgebung der Werte u((j+1__.L)A x,m-h)

Jyn
zweimal stetig-differenzierbar sind sowie die zweiten
Ableitungen fir O £¢h é—;ho definiert und stetig in h sind.

Fiir spitere Zwecke bendtigen wir den

Satz 1: Vor.:Die Operatoren ¢n sind in der zweiten

Ableitung bed v(x,t) gleichm#Big beschrinkt,

Beh.:Es existiert ein £>0,s0 daB fir alle ¢ = 6 (h)

aus dem Definitionsbereich von 4):1 mit ﬂ G“ £e

gilt:

(9) ¢n<§h' v(x,n-h) +G',h> - ¢n<§h-v(x,neh),h)
' A
= ¢n(Eh-v(x,n.~h),h>o6’+ I!Jn(ﬁh' v(x,mh),h,s}é’

'
wobei Cbn R 1}/’1 von v bzw v und & sowie von h

abh&ngige lineare Operatoren sind.Es ist zudem:
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< miel]

(10) ll'l_}fn(ﬁh-v(x,n~h),h, G )

Obiges gilt fir alle n,h mit O<n-h<T

und fiir ein M> O,

Beweis:

Wergen der Voraussetzung sind die Operatoren c)bn und damit die
Funktionen Win 8uS (3) in der Umgebung von v(x;,t )
zweimal differenzierbar,d.h,:Es existiert ein £>0,s0 daB
L]./J’ nach (v(x;,t,) + .6, ,n) zweimal differenzierbar ist,
falls lG’ l £ £ .Seinun ¢ =6(h) ein Vektor des

mit den Komponenten

n
64 = 64 nh) wnd lgi,mlée .Dann gilt die

Definitionsbereiches von 95

Taylorentwicklung: (VJ+1 = v((j+1;)Mx,mh) )

. n n-k
(a k}/j’n(vjdﬂ'T * 6'1”1’1,’ teeete J+l +gr,_n-1<,h)
n—k
3 WJ,“‘ j+1 9 @90 J+1 ,h)
- m m .Tﬁ - ’ .
) Z %341 > { } 573 6'i,m}‘ 6 m
i‘m Z’ﬁ
mit
(1) oDy = B AR RS T
i

m



2
n . n-k .
5 9 ‘l"j.n("jﬂ«*f 6y n cee Vet G}Ln-wh)

m, T _

o vt . 9 vﬁ.i
3+1i J+1{

(0£§41;0¢hgh)

Wegen der gleichm#Bigen Beschrénktheit in der zweiten

Ableitung ist

amr (C>0)

i3

(14)

[ d
i
Q

fir alle & mi‘t“ G “ < g

Es sei nun 6" ein Teilvektor von 6 ,bestehend aus den

Komponenten 6‘i mVariiert tber alle i.Dann ist 6" erklirt
b

fiir m = n-k,n-k+1, ... ,n,und (11) 188t sich in der

Formulierung von (5) so schreiben:
(15) Yn(Ehov(X,n'h) +6%, ... By v(x, (n=k)h) +6’n-k,h)

- (Pn(Eh v(x,neh), eeees B VX, (n=k)h),h)

1]
i
o
i
=l
P
EQ
&
3
+
:Ej\/]
=
[
jos|
8
2
=)

Die Summanden sind Vektoren mit den Komponenten:

T
A .Gm = T? . G’
( m )j z cJ+1i i,m

i=1
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Schreibt man schlie8lich (15) in der Formulierung (7),

go folgt die zu beweisende Relation (9) mit

E m
- A6

n-k+1
und
m
D Pt
m
A 0
\}/n(Ehv,h,p‘)-S' -
0

Es bleibt noch der Beweis von (10).Sei x ein beliebiges
Flement aus dem Definitionsbereich von ipg.Wenn x™ und

X m die gleiche Bedeutung haben wie die entsprechenden
J

Symbole " und 5& m von & ,80 gilt:
b
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:qfn<§hv’h’ ) x

O e+« O HF

mit

N
(§¢)
=]
o]
3
\___/
c
i
M .
Ny
[o7)
\DH.NDB
=)
N
=1}
W"-’
L 3
e
“l-‘
g

Wegen (14) ist

(Bm xm) j ‘ £y %er“ 6“ sup lxi,ml

und daher

H \}/n(ﬁhv,h, &) xn u | & |||

wora.us die Behauptung folgt.

i

Es sollen Jetzt die Eigenschaften formuliert werden,die
zusammen mit der Konsistenz die Xonvergenz gewihrleisten,

Es gelte also die

Definition 5: 1)Die Operatoren Cﬁn aus (7) heiBen bezliglich

der Ldsung u(x,t) von (1),(2) r-stabil genau

dann,wenn sie in der zweiten Ableitung bei
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u(x,t) gleichm#Big beschrénkt sind,und wenn
fiir die in (9) gegebenen Operatoren

(#n(Eh.u(x,t),h) gilt:

Ill (jp' (& ; -r
” n-j Jhu(x’(n'J)h):h>ll £ C-h
J=0

flir: C>0
rz0
O<11gho

¥'h&(n-1)h €neh € T-h

2) Die Operatoren 4)h heliBen beziiglich der Lisung
u(x,t) von (1),(2) streng r-stabil genau dann,
wenn sie in der zweiten Ableitung bei u(x,t)
gleichm#Big beschridnkt sind,und wenn fir die in

'
(9) gegebenen Operatoren 4h(ﬁﬁu(x,t),h) gilt:

L
[T o igpm | ¢ on
J1II J !
fliir: C2>0
rz0
O<hgh,
kgi145.24 <11g%31
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Der hier erklirte Stabilititsbegriff geht fiir 1ineare
Operatoren in bekannte Stabilititsbegriffe fiber (Fiir »r = O
z.B. folgt die Lex-Richtmyer-Stabilitst). Ist nZmlich d}n

[ ]
linear,so gilt ¢, = ¢_ und die Forderung fiir r-Stabilitst
1
-
| T 0w | ¢
Jj=0

Ist 4)3. zudem von t bzw j unabhingig,folgt

Jlautet:

[ 7 [« o

Piir r=0 spricht man oft von "starker Stabilit#it" im
Gegensatz zur "schwachsan'"Stabilitst" oder "linearen

Instabilitst” bei » >0,

5) Xonvergenzsitze

Wie bereits erwihnt (vgl.Def.%),liegt fiir die numerische
Berechnung des Problems (1),(2) der folgende Algorithmus

vor:

SO (4)n(vn,h) . ({n

L
o= 0,

(oo
i

o(nP) (h=» O)

Die ¢ " sind Rundungsfehler.flh sei als Anfangsvektor
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m-zul8ssig,d.he:
Fay
L2, - Bu(x,xh) = 0(n™) (h=> 0)

Dabei 188t sich O(h") als Summe von Verfshrensfehler
der fiir die Berechnung der Anfangswerte verwendeten
Differenzengleichungen und der Rundungsfehler interpretieren,
wenn man voraussetzt,dal letztere mit der Ordnung hm'gegen
0 konvergieren (fir h-> 0).,Da die én ebenfalls Rundungen
bedeuten,ist jede eventuelle Konvergenz des obigen

Algorithmus in einem gewissen Sinne numerisch stabil,

Fiir dle Konvergenz gilt nun der

Satz 2: Vor:1) Die Operatoren (i)n sind

a) zu R p-konsistent
b) beziiglich der Ldsung u(x,t) von (1),(2)

r-stablil

2) {1, ist m-zuldssig zu u(x,t)
3) Es ist p2 2(r+1) und m2 2r + 1.

P ]

Beh: Die Operatoren d)n mit den Stérungen = o(hP)
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Bewein:

Es sei

A
= vl - E,u(x,nh)

wobei v* die (im obigen Algorithmus definierte) Nsherungs-

18sung bedeutet,Dann ist wegen der Konsistengz:

1= 0 (") - b (B ulx,nn),n) + & - O(nP)

Daraus folgt:
(7 e = b (B ute,nn)e®,n) - b, (Bue,nn),h) + 7

mit
" ’tn " = 01' hP

Zu zeigen ist:

J

(18) e

‘ < Cz-hq (fiir alle j)

Wir beweisen dies durch Induktion.Fiir j=k ist

e¥ =.f2h - ﬁhu(x,kh) = o(h™)

k
also He n ¢ Cqr h? < 03.11@ (denn q¢mhseh )
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Die Ungleichung (18) gelte fiir j=k,k+1y ... ,n.Chne

Beschriénkung der Allgemeinheit kénnen wir C,=C, voraussetzen,

2="3
Dann 158t sich h so ¥lein wihlen,da8 fiir (17) die Relation

(9) von Satz 1 anwendbar ist,so da8 gilt:

§
1 - (4)1'1 + l’[/n) o™ +T,

mit

i

by = O (Bute,mn),n)
v,
[¥a] ¢ o

Setzt man e? rekursiv ein,folgt

VBt nn), by e™)

[

'hq

I

c

5

N-X

(19) et - 1:(‘; “#Dn-j + Wn—j) X

n N1

+ }F_ | c]) (49;_3 +1¥/n_j)’6'j;’1;“15 Ty
¥ =

m=k+1 3

M
R
Multipliziert man das Produkt ‘ ! “Pn—,j + 1|/n_.) aus,

1

{ me+1)
erh&lt man eine Summe mit 27¢ Summanden.kmg’/ von diesen

enthalten genau j mal den Operator q/ und héchstens
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i
(j+1) Operatorenprodukte der Art 4)1~ q51_1 ceeo 4)5_3
dazwischen,d.h,: jeder Summand ist (wegen der r-Stabilitst)

abschitzbar durch:

Yol Yool - T - 067

un

(05'hq)j-(06~h-r)j+1

Daraus folgt:

m 1 '
imi< ot | £ mS+ "e") . (o, w93 (og nT)I
“ bo-g * Yol £ j 5 6
J=0 J=0 |
m_+1 ,
+ : :
oS (%) (o, 0w
J:

= o™ (14 cp Cpn¥T) P!

Wegen der Vor.3) ist q-r = min(p-1,m) - 2r 2 1,80 da8
m +
F 3 3 q-r O ¢ L4 -
(1+ cgrCern®T) < exp(Cy O ™) = Couhus (19) folgt

daher:

T _n+1j ce =T |l X o -hwT. a .pD
“e ﬂ ¢ CgCin T le |+ n-cg 0 R

I

=T p~r=-1
Cg°h + 09 h

L C hmin(p’-17,m)--3:~

)
O
[ni g

10
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Wir haben gezeigt:Wenn "ej” £ Cg~hq fir j=k,k+1, s 4N,

dann ist ’en+1|l < C1d'hq.Die Konstante 010 jist in %einer

Weise von 02 abhingig,so daf fiir alle m mit Ozmh£ T gilt:

“em" é_max(02,010)~hq

woraus die Behauptung folgt.

Dieser Satz wurde in #hnlicher Form von Strang in [9]
bewiesen, jedoch nur fir r=0 und in der L,-Norm.Die zugrunde-
liegenden Differentialgleichungen waren quasilineare
hyperbolische Systeme T.Ordngng.Auch die Voraussetzungen
waren verschieden von denen des Satzes 2.(vgl.auch

[20],8eite 127).

Die Ungleichungen pz 2(r+1) und m2 2r + 1 schrinken
die Klasse der anwendbaren Probleme stark ein, jedoch *ann
man énnehmen,daB stabile Differenzengleichungen fiir
Differentialgleichungen erster Ordnung i.A.0=stadil sind
und p 22,m 2 1 stets erfiillt ist,so daB auf Probleme dieser
Art Satz 2 anwendbar ist.Auch fiir Probleme zweiter Ordnung
(deren Differenzenoperatorén meigt 1-stabil sind),gelten

of't obige Ungleichungen,Fiir die Anfangswertprobleme,fir

die sie verletzt sind,gilt der folgende Satz 3%
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Satz 3:Vor.:1) Die Operatoren #n sind

a) zu R p~konsistent
b) beztiglich der Ldsung u(x,t) von (1),(2)

streng r-stabil
2) flh ist m-zulissig zu u(x,t)

3) q¢ = min(p=-1,m) = » 2 1

Beh.: Die Operatoren (bn mit St&rungen gn = O(hP)
und dem Anfangselement flh'sind beziiglich

u(x,t) g-konvergent.

Beweis:

Der erste Teil des Beweises verlauft wdrtlich wie im Beweis

zu Satz 2.Wie dort erhslt man die Relation (19):

| . |
(19) o™= —nﬂ_(‘b;-j * Yoy o
j=0 |
‘n n-m '
+ > [ (s # Yy e™" 42"
1=%F1 j=0

mt: |tI] £ cnP

lek“ & Cg’hm ¢ Cq

IYa| < ¢50°

: m

Ausmultiplizieren des Produktes { l(qilj + qfn .)
) - -J
J=0

nd
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. . m+ .
ergibt eine Summe von 2 ! Summanden,deren jeder

abschitzbar ist durch

05'hq)j ICI):I-Hl ’ M;T‘l-lo“ Lo u4>;"1 “

m+1=3

falls genau j mal der Operator IV in diesem Summanden
vorkommt .Wegen der strengen Stabilitst folgt die
Abschitzung:

Qd.a . n T
(Cs nH)d-Cpn

Das ergibt:

n Tr (b, + V)|

m+ 1

Z(Tn?) (¢5 nhJcpn

—-—
f=d

i

- =T qym+1 =T - -r
=Cgh ™ (1 + C5h ) £ Cgh exp(CST) 07 h

Aus (19) folgt daher:

"] £ cn™ | X | Coh™™ Cy bP

h? nit q = min(p-1,m)-r

LF3S

m-r p-r=1
08"h + 09’]’1 é C!O

Mit der gleichen SchluBfolgerung wie im Beweis zu Satz 2

folgt daraus die Behauptung.
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I, Stabilitstskriterien

Wihrend es bei linearen Differenzengleichungen eine
Reihe von brauchbaren Stabilitstskriterien gibt,existieren
bei nichtlinearen Gleichungen kaum leistungsfihige Kriterien,
Die Schwierigkeit riihrt nicht nur von der Nichtlinearit#t,
sondern auch daher,daB die Lsung bekannt sein muB.Auch
die in diesem Kapitel bewlesenen Stabilit#tskriterien
lassen sich nur fiir einfache Gleichungstypen anwenden.

Zuvor formulieren wir noch den (trivialen)

Satz 4: Vor.:Die Operatoren ¢n sind beziiglich u(x,t)

streng r-stabil
Beh,:Die Operatoren 4)1_1 sind beziiglich u(x,t)
r-gstabil,

Ein erstes Stabilitdtskriterium ist der

Satz 5: Vor.:1) Die Operatoren Cbn sind in der zweiten

Ableitung bei ul(x,t) gleichmifig beschrinkt.

2) f(t,h) sei eine reellwertige Funktion fiir
0€t£€T7,0¢hsh ,stetig-differenzierbar nach t
fir alleht.Es sei f(t,h) >0 fiir 0<t< T und
O¢hgh.
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3) Far keh £ty ¢« t, € T-h ist

%
2 2
= s5-f(t,h)
dt £ C - r-in(h)
£(t,h)
¥y
mit r2z0

i

"B f(t+h.h T+1
4) n%@hﬂx,“:h) “ £ Tfemy o

Beh.:1) Die Operatoren (#n s8ind beziiglich u(x,t) r-stabil,

2) Ist zudem f(t,h) monoton steigend in t,so sind
die Operatoren ¢n bezliglich u(x,t) streng

r-stabil,

Beweis:

A
1) Sei (#n = (tn(Ehu(X’t)’h) und sz £(jh,h).Dann ist

(20) “ il_c‘)mt'j “

I
/\l
Y
7
>
+
OQ
jn
H
*
S”



- 29 -

n
2 .
bg
= ol | o -
(21) H Ail - | & exp{ln(fng_”) 1n<fn1)j
i=n
1
nzh"!'h
Tg;f(t,h) o
= exp at £ exp(C - r 1n(h2)= C1h
[ 0% £(t,h)

1

Avsmultiplizieren des Produktes der rechten Seite von (20)
fithrt auf eine Summe,deren Summanden Produkte aus Céhr+1

na Ai aind, (mg?) dieser Summanden enthalten als Faktoren

r+1

genau j mal C:h und héchstens (j+1) Produkte der Form

AiAi+1Ai+2 ees dazwischen,d.h,:sie s8ind wegen (21)

ahschitzhar durch

r+1,] ~rv3*H 2 (monea Y9 aup=T
(ch™ Y (ep™)¥ = (ch-cy)d-oyn

Daraus folgt:

m . m+1
Rl B DI DT P [ R o
“] {'(Fm-j"é{z ("7) et m 01"}0111
J=0 J=0

— -7 m+1 -r .m. — -7
= C,h7 (1 +CCuh) < Cyhexp(C;T 01) = Czh

woraus die Behauptung 1) folgt.
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2) Bs gilt:

(22) ﬁ“ (P:LJ” < —ﬁ_-—éﬁ—f 2 Cohr-”}
j=

j=o~ Tig

TN

j-de

i

.-
{ J+1 + C hr+1j

£, o
J=i,% 7 J

Die letztere Absch&tzung gilt wegen der Monotonie von
f(t,h),die

Ti+1

£y

v
ot

gewshrleistet,so da8 in das erste Produkt von (22) beliebig
' f.
viele Faktoren %+1 eingefiigt werden ktnnen,ohne dagf
i
sich die Ungleichung &ndert.Der restliche Beweis verliuft

dann wie in Teil 1).

Im folgenden wird die Anwendungsméglichkeit von Satz 5

an zwel Beispielen demonstriert:

1) Sei f(

P

;h) = const, = ¢ mit ¢>0,

Dann ist

£
2 2

f @f(t,h)‘

.t

£(t,h)
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£(t+h,h)

i
ey

£(t,h)

Die Voraussetzungen von Satz 5 fir f(t,h) sind also fiir

r=0 erf{illt,und man erh&lt die Aussage:

{
Wenn die Operatoren (Pn in der zweiten Ableitung beil u(k,t)

gleichm#Big beschrinkt sind und wenn

(23) " Cb;(ﬁhu(x,t),h) ” £ 1 +Ch (C20)

2)

dann sind die Operatoren fiir u(x,t) O-stabil und streng

O-stabil.Gleichung (23) ist die bekannte von Neumann -

Bedingung. (vgl.[2], [29])

Sei £(t,h) = t* mit r 20.Dann ist
t
2 9
£(t,h)
f S g = 1n(t,) - 1n(t,) )
:, £(t,h)

<£r In(T) - r In(kh) éC1 - r In(h)

Letzteres gilt wegen t‘l 2 kh,

f£(t+h,h hyr
We en -J—z——-&_l = ('! L =‘ "6 3
g f(t,h) t) Tolgt




i
N
N

i

Wenn die Operatoren (#n in der zweiten Ableitung bei

u(x,t) gleichm#Big bteschrankt sind und wenn

(24) " Cb;(%hu(x,t),h) " < (1 +% 7oy o hr+1

dann sind die Operatoren (#n fir u(x,t) r-stabil und
streng r-stabil,

Fiir v=0 folgt wieder die Neumann-Bedingung.

i o s D o ST D S GO S - ek e A b RS i O Sm e

Die folgenden beiden S#tze gelten fiir Operatoren,die als
Summe zweier Differenzenoperatoren darstellbar sind,
Ehnliche Stabilititslkriterien wurden z.B.von Ansorge

in [18] und Spijker in [17:]fﬁr die von ihnen betrachteten

Stabilitétsbegriffe bewilesen.

Satz 6:Vor.:1) Die Operatoren Pn sind in der gweiten

Ableitung bei u(x,t) gleichm#Big beschrinkt,
2) "Pr'l(ﬁhu(x,t),h) | «mrur 0cte T,0<heh
3) Die Operatoren T “sind r-stabil bei u(x,t)
41 2z + 1
Beh.: Die Operatoren
= xlu
Q =Ty * 2Py

sind r-stabil bei u(x;t).

Beweis:

Fir die Ableitung Q! = T! + 1{52»?;1 gilt:
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J
[EHCIARIR Qr'm-jo“ = “H(Tﬂj + By o) ||

Ausmultiplizieren des Produktes fihrt auf eine Summe
mit 29°*"  Summenden.Jeder Summend enthalt j mal h*.P}

und (jO+1) Gruppen T! Tp 4 eeee Tp o dazwischen fiir ein j.

mit 0&J € *1e

Daher gilt die Abschitzung: (es ist “p{“ z M)

Jon oy oo iy | 2 Z(j°g1) by . (on=T)3H
3

i +1 3 +1
= E (Oj &My oo T = cn T+ h‘z-rM.C) °
J

< exp(Mic-T)-c-n"T
Die letzte Abschitzung gilt wegen I-r2 1,

- A by T iy e o i B 2 iy

Fiir streng stabile Operatoren gilt der

satg 7: Vor.:1) Die Operatoren Pn 8ind in der zweiten

Ableitung bei u(x,t) gleichm#Big beschrinkt,

2) || Pr(Butx,t),h) || € M for O£t£ T und 0<héh,

3) Die Operatoren T,, sind streng r-stabil bei

u(x,t)
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Beh.: Die Operatoren Q

= i g+
n Tn + h Pn 8ind streng

r-stabil bei u(x,t).

Im Gegensatz zu Satz € fehlt hier die Voraussetzung q=r + 1,
Beweis.: Es ist

o)

jO
I, ¢ [T Ayt

J=1

Avsmultiplizieren des rechten Produktes fithrt auf eine

Summe ,deren Summanden abschitzbar sind durch

md-nd-g-n™™

e

falls “h-Pr; | genau j ma1l in dem Summanden als Faktor
auftancht ,Daher gilt:
J
\ ( ‘jo | -7 jo -T
M hY Ch & (1 + Mh) "-Ch

Lo M
J:’;

it~

ik

I
J
-7

< exp(M-T) C'h
woraus die Behauptung folgt.

Es sel angemerkt,da8 Satz 6 und Satz 7 unter Umstinden auch

ohne Kenntnis der speziellen L&sung des kontinuierlichen
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Problems zur Stabilititsuntersuchung angewandt werden

kdnnen.So ist z.B.die Differenzengleichung

w2t - ug +h £(u}) ,

J J

die uy = f(u) epproximiert,nach Satz 7 streng O-stabil,

falls ifl'l(u) i iM,

[
Die Ableitungen der Differenzenoperatoren, (bn(@ﬁu,h) ,
sind Matrizen ﬁ(ﬁ(x,tn),x,tn,h) = T(x,tn,h) mit x=jwﬂx,tn= n-h,

Wenn nun f{ir die Matrizen

T, = T(x,tn,h)

gilt:

(25) o o v |l ¢ ¢
- n n-1 °* ° °° n-1 = Yo

fiir 0<nh< T,041 ¢n,dann ist der mit T assozliierte
Differenzenoperator o Tur den <#; = T, O-stabil,

Der folgende Satz formuliert Voraussetzungen fir T(x,t,h),
die fiir das Produkt (Tn Toq ooe Tn-l) die Abschétzung (25)
gewdhrleisten,d.h. der Satz stellt ein Stabilit#tskriterium
fiir 0-Stabilitst dar. |



3

Satz 8. Yor.:1) T(x,t,h) sei eine quadratische,in x und h

¥

stetige und in t stetig-differenzierbare

Matrix fir x€G, 0£t4< T, Oéhého.

2) Die Zigenwerte Ai(x,t,h) von T erfiillen

u
o
®

Bedingungen:
2.1) [ A x,tm) | £ 14 0n (C>0)
(x€G,06t¢T,0¢heh )

2.2) /\i(x,t,h) stetig-differenzierbar in ¢

«3) Die Vielfachheiten der Eigenwerte )\_? (x,t,h)

sind 1 fiir x ¢G,0¢t¢T,0¢heh .

Beh: Fir T, = T(x,nh,h) mit x€G,0¢h<h

gilt die Absch#tzung:

Zum Beweis bendtigen wir das

Lomma 1:Vor.:B(x,t) sei eine nxn- Matrix fiir 0¢t¢ T und x€C,
B(x,t) sel stetig in x und stetig-differenzierbar

in t.Der Rang von B(x,t) sei (n-1) fir alle x,t.
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Beh.: Eg éxistiert ein Vektor b(x,t) mit

1) B(X,t)'b<xgt) =0
2) b(x,t) # 0

%) bx,t) stetig in x und stetig-differenzier-

bar in t

fiir x€G und 0£t4£ T,

Beweis:
Sei B(x,t) = (tgd(x,t) n und cij(x,t) das algebraische

Komplement zu bij(x,t),Dann ist

det B(x,t) =0 (1 = 1)

Zb (x,t) e, (x,t) =
roi R A 0 (1 #1)

Die Velztoren _
J, k=1
€3,k

€3, %+1

by = bylx,t) =

erfiillen Jann die Behauptung 1) und 3).

Alle bj sina wlemente eines eindimensionalen Unterraumes,

s0 caf;falls bj#O;

bis auf das Vorzeichen unabhingig von J ist.Da nicht alle b1




gleichzeitig verschwinden,erfiillt ¢ (bei Vorgabe einer

Orientiering) die Bshanptuna,

Es folgt der Beweis von Satz 8:

Es sel im folgenden stets >‘i = )i(x,t,h), T, = T(x,nh,h).
Fir jeden Eigenwert A ; &ibt es einen Vektor bi = bi(x,t,h)

mit
(26) (T - )\iI)-bi = 0

Wegen Lemma 1 sind die bi stetig-differenzierbar in t und
stetig in x und h wihlbar.Sei B = B(x,t,h) eine Matrix mit

den linear unabhingigen Spaltenvektoren bi.,Dann ist

heh )

up

#

| [ § - ; o
(27) irB(x,t,h) ii &M, (x €G,0£% ¢T,0

Zudem ist B iberall differenzierbar nach t.Wenn B = ( by j) ’

-1 _ ) .
B = (cij ,dann ist

Algebggisches Komplement von b i

det B

-1 o
Deher ist auch B ' stetisy ~ differenzierkar in t und
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stetig in x,h,und es ist

(23) |2~ Vex, t4m,m) -5 e ¢ wpn

Bs gilt nun: (B, 3= B(x,nh,h))

(29) T .7 1 ee e o -T =

n n- n-l
n p-lepplr B Bl T .B. .B-l. =
n+1-n+1n“n"n n-1n-1"n-1n-2 **°*°*° n=1 n-1"n-1l1

+ R ) B-1

Bn+1(Jn+ Rn)(Jn—1 + R n=1 n~-1’ "n<l

not)  seeser (O

mit

k k "k'k

- and

=
l

-1 -1y

e = Breq = B ) Ty By
Wegen (27) und (28) ist

0 Jad £

Jk ist die Jordansche Normalform zu Tysdehe
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&(X,kh,h)
kz(x,kh,h) 0
LT.!{ = ® .
O ®
)\N(X,’{h,h)
Daraus folgt mit Vor.2.1:
(31) an“éj +Ch

Mit (29),(30),(31) folgt

oy eeee Tl

N

” Bn+1”°[*~;_1_1” (1+Ch + Mgh)1+1

¢ ) B =t exntic + mpm

Wegen der Stetigkeit von B(x,t,h) und B"1(x,t,h)
folgt schliefBlich:

[

g eeee T o H =

(M3>o, 0£1¢n ,04nh £7T)
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TIT. Beispiele

2y S A o D e, T Vs e D S

1) Starilitatsuntersuchungen

Mach Def.5 sind Operatoren (bn r-stabil,wenn neben der
Differenzierbarkeit das Proaukt der Frechet-Ableitungen
an der Stelle der kontinulerlichen L&sung mit Ch™T beschrinkt

ist.Das heifit,da’ die L&sungen von
n+1 Toa n
v = (i)n(Ehu(x,nh),h)'v

mit Ch™T beschrintt bleiben missen.D.h.: Stahilitit des

linearisierten Problems impliziert 3Stabilit#it des nicht-

1inearen Problems,falls der nichtlinecare Differenzen—

onerator bel n(x.,t) in der zweiten Ableitung gleichmifie

beschrinkt dist.

it Hilfe der in kap.II bewiesenen Stabilititskriterien
sollen hier einige einfache Differenzengleichungen auf

Stabilitidt untersucht werden:

161) DF (x%,t) 0
. e LU\ X =
T

werde approximiert durch den zugehérigen Differenzen-

quotienter

P

Pl.roqyd o+l=3 _ - 7.
(32) Z(j)( (PRRY 0 =Dl
J:o
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Die allgemeine Lisung ist
S
n _ . q
uy = chldx) n
q=0

Daher ist (32) (p-1)-stabil,

102) ——7-: f<U)

BEs sei lf&(u(x,t))iéhﬁfﬁr alle x,t.Wir ersetzen den

linken Teil durch den Differenzenoperator (32)

(33) D ug = nP f(ug)

Nach Satz 6 ist (33) (p-1)-stabil,Fiir p = 1 ist (33)

na.ch Satz 7 streng O-=stabil,

d
1.3 75%— = f(u,é%u)

a) Wir 18sen die Differentialgleichung mit

n
u"? - .

I U f(ug, Ly (h=4x)
J J 4%

—~
N
S
e



f sei zweimal stetig-differenzierhar.Die linsarisierte

Hleichung lautet

n n
Vi, q = Vs
n+ ) 3+
L T A i . M, I
J J dx
Sei v ein Vektor mit den Komponenten vg fir alle j.

v 2 3n) o7
mit
] [ [ IEAY
(1+h_w:'u~-f'ux)1 (f'ux,.1
. . 0
B(h) = (1+hf'fr ). (£! ),
‘ o U3

/H\
+
=

-
i
o
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Tir 0&f! ¢ 2 gilt |u| 1+ 0
Tir O._fu € 2 gilt fb < 1 h
pie
Sind die Eigenwerte zudem einfach,ist Satz 8
anwendbar und es gilt die Aussage:

Fiir 0 ¢f' (u,u,) €2 ist (34) O-stabil,
U, X

b) Ganz analog 13%%t sich beweisen: Die zn 1.3)

konsistente Differenzengleichung

n n
M, - U,
ur}+1 - urjl' + h-f(u_g’ —fj____dl:-l )

J X

ist O-stabil,falls -2 gf&x(u,ux)‘é 0.

2) Numerische Beispiele

2,1) Wir betrachten
y'to= y2
y(0) = 6

y'(0) = =2 y(0)

Nach Bejspiel 1.2) ist die Differenzengleichung

n+ =
y =2 gt Lol p2ny2



(32)

242)

1-stabil . Die Anfangswerte erhalten wir durch

v =6

4
n

h2
y(0) + hy'(0) + & yrr(o)
2

It}

£ -12h+ 12 nh

Nunmehr ist Satz 2 anwendbar fir p =4, r =1, m =3,

Man erh#lt g-Konvergenz fiir q = 2, d,h.:
| n 2
y -y(h) | £ Ch

In Figur 1 ist die maximale Abweichung der Nzherungs-
18sung von der exakten L¥sung in Abhingigkeit won der
Schrittweite h eingetragen,(Die exakte Ldsung ist
yx) =6 (x + 1)'2 Y.Man sieht,das8 die Fehlerkurve
unter der in rot eingetragenen Kurve £ = 40 h2 liegt,

was die Ungleichung (39) bestitigt.

F{ir lineare Differenzenoperatoren ist Satz 2 ohne die
Voraugsetzung 3),d.h. ohne die einschrinkenden

Ungleichungen

p > 2(r+1)

=

m=2r + 1

giiltig.Dies ist leicht nachpriifbar,wenn man im Beweis
zu Satz 2 th = 0 setzt.(Bel linearen Operatoren

ist yVﬁz 0).Das ermdglicht die folgenden,am Beispiel
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der Wellengleichung durchgefithrten Uberlegungens:

Gegeben seil

2 | 2
dulx,t)  _ dulx,t)
3t° 9x°

mit den Anfangsbedingungen

u(x,0) = -717_-— + 8in(Tx)

5%:' u(x,0) = cos(7-x) (0z£x £1,5)

Die Differentialgleichung wurde in dem durch die

Charakteristiken bestimmten Gebiet geldst mit Hilfe

der Differenzengleichung

N+ 1 - n n-1 n n n
(40) Uy = 2 uy - Uy + (Uj+1 -2 us + ujq)

(40) ist 4-konsistent und 1-stabil,:

Im ersten Fall wurden die Anfangswerte berechnet durch

o) 1 .
= e - o
uj sin (- XJ)
(41 ) ,
o)
D= . 4+ li-x.
uJ uJ h cos(7 J)

Die (leichungen (41) liefern 2-zulissige Anfangswerte,
so daf fir die meximale Abweichung der Ndherungslsésung
von der exakten Lsung

u(x,t) = 2= sin(T: (x+1))




(42)
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nach Satz 2 gilt:

n
us - u(xj,tn) £ Ch

Es sei § (h) der maximale Fehler.,In Figur 2 sind die
Werte ¢ (h) sowie die Kurve 0,37 h (in rot) aufgetragen.
Man sieht die Beststigung der Ungleichung (42),

Es gilt:

| &) -0,37n | 2 1,2 1077

fiir O <hé O,O5e

Im zweiten Fa_ll wurden die Anfangswerte berechnet

durch

S
= o sm(?r-xj)

Cde = Cae QO

% fag
N

ug + h ut(xj,o) + 1 utt(xj’O)

nit

u,c(xj,o) = cos(?TrxJ.)

2
d 1 -
utt(xj,o) = uxX(xj,O) = o ( = 8in(7 Xj)

Die Anfangswerte sind jetzt 3-zul#ssig und fir den

maximalen Fehler £ (h) gilt nach Satz 2:
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‘ﬁ(h) l = ?ai .ug - u(xj,tn) £ C-h
)7

In Figur 3 sind £(h) und 0,63 h° fir 0<h £0,05
eingetragen.Beide Kurven stimmen fast {iberein.

Es gilt:

£(h) - 0,65 10° | 2 1,4-107°

Auch hier wird daher durch die Rechnung die voraus-

gesagte Fehlerabschitzung bestitigt.



0.4}

0.3+

0.2}

61
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40 K2
max.,Fehler
= Mox[ y* yo
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0%
e
A
0.645t
0.011
0.005¢

‘ ) s — i el : N i ";’LL

D64 0.02 0.03 0.0% 0.08
Figur 2 —¢£=0,37h

— €= E(h)
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2
A 9c3k

othAS

0,0005

0.04 0,02 .03 o: oY .08

Figur 3
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