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Zusammenfassung

Lineare und nichtlineare Stabilititsbedingungen fir
einen Hochfrequenzresonator, der starken ponderomo-
torischen (elektromagnetischen) Feldkr&ften ausgesetzt
ist, werden abgeleitet und diskutiert.

StabilisierungsmaBnahmen unter Verwendung von Amplitu-
den- und Phasenregelkreisen werden untersucht. Es wird
gezeigt, daR ponderomotorische Stabilitit durch geeig-
nete Wahl der Regelparameter sichergestellt werden kann.

Unter gewissen Bedingungen k&nnen extern angeregte me-
chanlsche Schwingungen durch die ponderomotorlschen Kriaf-
te bedémpft werden. '

Die berechneten Stabilit&tsschwellen, die Wirksamkeit
der Stabilisierung und die Dimpfungseigenschaften des
elektromagnetischen Feldes konnten experimentell be-
stdtigt werden. ‘

Diese Experimente wurden an einem supraleitenden Helix-
resonator im Zusammenhang mit dem Bau eines supraleiten-
den Protonenlinearbeschleunigers in Karlsruhe ausgefiihrt.



Abstract

Linear and nonlinear stability conditions for a RF-
cavity exposed to large ponderomotive (elektromagne-
tic) forces are derived and discussed.

Stabilization techniques using amplitude and phase
control loops are investigated. It is shown, that
ponderomotive stability can be insured by proper
choice of control parameters.

Under certain conditions ponderomotive forces can damp
mechanical oscillations induced by external sources.

The calculated stability thresholds, the effectiveness
of stabilizing and the damping property of the electro-
magnetic field could be confirmed experimentally.

These experiments were carried out with a superconduc-
ting helically loaded resonator within construction of
a superconducting proton linear accelerator at Karls-
ruhe.,
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1. Einleitung

Technologische Fortschritte beim Bau von leistungsstarken Hoch-
frequenzklystrons und in letzter Zeit auf dem Gebiet der Tief-
temperaturtechnik erlauben es heute, Hochfrequenzbeschleuniger-
resonatoren zu bauen, die den Teilchen Energiegewinne bis zu

3 MeV/m erteilen. Dabeil treten Spitzenfeldstdrken bis zu

30 MV/m und 1000 Gauss auf. Die‘elektri?agnetischen Feldkridfte,

die auch als ponderomotorische Kridfte bezeichnet werden, kdn-
nen dabei betrichtliche Deformationen der Resonatorwinde verur-
sachen. Die dadurch bedingte Eigenfrequenzinderung filhrt zu
einer Fehlanpassung zwischen Generator und Resonator, wodurch
wiederum die Feldamplitude im Resonator beeinfluBt wird. Geni-
gend groBe Kopplung vorausgesetzt, kann dieser geschiossene Wipr-

kungskreis zu Instabilitdten AnlaB geben.

Instabilit&ten der beschriebenen Art wurden zuerst bei den nor-
"malleitenden 25+ MHz-Einzelresonatoren des Nowosibirsker Spei-
cherrings VéPP—Z beobachtet und von Karliner 2) sowohl experi-
mentell als auch theoretisch untersucht. Eine allgemeinere Dar-
stellung der ponderomotorischen Effekte der elektromagnetischen
Strahlung, die in der angelsdchsischen Literatur auch als

"radiation pressure" bezeichnet wird, findet man btei Shapiro

3)

In neuerer Zeit wurde die Helixstruktur, die von Wanderwellen-
rhren her bekannt‘ist, als Resonatorstruktur zur Beschleunigung

4) und niederenergetischen Protonen 5) vorge-

von Schwerionen
schlagen. Da® der genannte Rickwirkungseffekt gerade Lel dieser
Struktur eine gr¥fRere Rolle spielen wird, ist bereits anschau-
lich von der im Vergleich zu zylindrischen Hohlraumresonatoren
geringen Formstabilitdt her klar. Messungen an derartigen Test-
resonatoren im Zusammenhang mit dem Karlsruher Projekt eines

6)

supraleitenden Protonenlinearbeschleunigers sowie die genann-
te Arbeit von Karliner tildeten den Ausgangspunkt der eipenen

Untersuchungen.



Es zeigte sich, daB die Stabilitdt des elektromechanisch ge-

koppelten Systems sehr empfindlich von der Giite der Resonato-
ren athing und die in 2) angegebenen Stabilitdtsbedingungen

des linearisierten Problems im Falle von supraleitenden Reso-
natoren nicht mehr gliltig waren. Uber eine entsprechende Ver-
allgemeinerung wurde bereits in 7 berichtet. Ahnliche Bedin-
gungen erhielt Shapiro 3 auf einem ganz anderen Wege, auf den

im Abschnitt 3.3 eingegangen werden wird.

Das gesamte Kapitel 3 beschdftigt sich mit der Gegeniiberstel-
lung, Prdzisierung und Verallgemeiﬁerung der in der Literatur
bereits bekannten linearen Stabilititsbedingungen. Es wurde
besonderer Wert auf eine physikalisch m8glichst anschauliche
Deutung der mathematischen Ergebnisse gelegt. Die Stabilitdts-
bedingungen gelten dabei nicht nur speziell flr Beschleuniger-
resonatoren, sondern fiir eine groBe Klasse von Systemen, bei de-
nen ein elektromagnetischer und ein mechanischer Energiespeicher
wechselwirken. Die einzig wesentliche Einschrdnkung besteht dar-
in, daR die mechanischen Deformationen klein genug sein miissen,
so daR die betrachtete Eigenschwingungsform (mode) des elektro-

magnetischen Feldes erhalten bleibt.

Die Stabilitdt des Systems kann aufgefaBt werden als die eines
selbsterregten mechanischen Oszillators mit ausschlagabhingiger
Ddmpfung und Rickstellkraft. W&hrend die aus der nichtlinearen
Rilckstellkraft resultierende Stabilitidtsbedingung, die im Kapi-
tel 2 unmittelbar im AnschluB® an die Formulierung des Problems
abgeleitet wird, recht einfach zu ermitteln und zu verstehen
ist, erfordert die Ableitung der Stabilititsbedingungen, die
von der nichtlinearen D&mpfung des Oszillators herrtthren, theo-
retisch einen etwas gr&Beren Aufwand. Unter Verwendung zweier
Ndherungen, die bei den meisten elektromechanischen Systemen
der tetrachteten Art erfilllt sind, gelingt eine Ubersichtliche
Darstellung, die im Kapitel 4 diskutiert wird.



Von praktischer Bedeutung sind vor allem MaBnahmen, die die
Stabilitdt des Systems sicherstellen. An einigen wichtigen
Beispielen wird im Kapitel 5 der Einfluf von meistens aus an-
deren Grilnden sowieso vorhandenen Regelungssystemen untersucht.
Ebenso wie die Stabilitdt des Systems durch zusdtzliche, mei-
stens unerwilinschte, Amplitudeanhasén-Kopplungen in realen Bau-
elementen verschlechtert werden kann, 1&B8t sich durch Einfihrung
gezielter Kopplungen die Instabilitd#t ganz beseitigen.

Die ponderomotorischen Krdfte lassen sich unter bestimmten Um-
stdnden sogar zur Schwingungsddmpfung verwenden. Dariiber wurde
im Zusammehhang mit einem speziellen Regelungssystem in 8) be-
richtet. Ahnliche Ergebnisse flir einen normalleitenden Resona-

tor erhielt auch Karliner 9).

Mit den im Kapitel 5 diskutierten Regelungs—kund KopplungsmafR-
nahmen steht ein breites Spektrum von M8glichkeiten zur Verfi-
gung, dié'Betriebsparameter des Resonators an diergegebene Auf-~
gabe anzupassen und gleichzeitig durch geeignete Wahl der Re-
gelungs- und Kopplungsparameter filr Stabilitdt zu sorgen.

Im Kapitel 6 werden schlieBflich einige der theoretischen Ergebnis-
se mit MessUngenj‘an einem A/2-Helixresonator verglichen. Ty-
pisch fﬂr ein reales HochfrequenzregelungssYstem war dabei der
wesentliche Einfluﬁ‘einer zusdtzlichen Amplituden-Frequenz-
Kopplung, der mit dem im Kapitel 5 abgeleiteten Formalismus

gekldrt werden konnte.

Da diese Arbeit im Zusammenhang mit dem vorhergenannten Projekt
eines supraleitenden Protonenlinearbeschleunigers entstand, ist
in Abschnitt 6.5 ein kurzer Ausblick auf die in diesem konkreten
Anwendungsfall noch zu l&senden Probleme angefligt.



2. Differentialgleichungen und monotone Instabilit&t

2.1 Eigenfrequenzdnderung durch ponderomotorische Krifte

Zundchst wollen wir in Analogie zum Resonator ein mechanisches

System betrachten, das eine eindimensionale periodische Bewegung
ausflilhrt und dessen Eigenschaften von einem Parameter A abhéngen.
Andert sich der Parameter ) nur geringfﬁgig w&dhrend einer Bewe-

gungsperiode T des Systems, d.h.:

T « A << A (2.1.1)

10) das Integral {lber die Phasen-

dann ist nach Landau-Lifschitz
fl&che eine Konstante der Bewegung. Der durch 27 geteilte Wert
dieser Konstanten wird gewshnlich als adiabatische Invariante
bezeichnet. Sie kann dargestellt werden als eine Funktion der
Energie E und des Parameters ). Dieses sogenannte Adiabaten-

Theorem geht auf Boltzmann-Ehrenfest zurilick.

Im Falle des krdftefreien harmonischen Oszillators kommt als
Systemparameter A nur die Eigenfrequenz Qo in Betracht; die
adiabatische Invariante ist E/Qo. Das Analogon flr elektroma-
gnetische Schwingungen ist ein abgeschlossener verlustloser
Hohlraum, in dem ein elektromagnetisches Feld mit der Frequenz
Wy und der mittleren gespeicherten Energie W schwingt.

Unter der Voraussetzung (2.1.1), die hier lautet:

277 molwo << g | (2.1.2)

muB nach dem vorher Ausgefﬂhrten gelten:

Wy _ AW _ o)
A=) = 55 - —= 20 (2.1.3)



Wenn die Winde des Resonators um den kleinen Betrag E(?) ver-
schoben werden, leisten die ponderomotorischen Krdfte 1), die
immer senkrecht auf der Wand stehen, die Arbeit A. Dieser Ener-
giebetrag muf aber gerade der gespeicherten Energie W entnommen

werden:
AW + A = 0 ‘ ‘ (2.1.4).

Die zeitlich gemittelte elektromagnetische Kraftdichte 1&Rt sich
mittels des Maxwellschen Spannungstensors B durch die Felder an

der Oberfldche ausdriicken:

v " £ ,
B = A i@ - 22i @ (2.1.5)
wobei © der nach auBen weisende Oberflichennormalenvektor ist.

Die gesamte Arbeit erhalten wir aus dem Oberfldchenintegral Uber

das Skalarprodukt von Kraftdichte und Weg
, > 3>, > A ‘ ) )
A = [ FREF) as (2.1.8)

S

Die zeitlich gemittelte gespeicherte Energie ist gegeben durch
das Integral Uber das gesamte Volumen V:

U -+ € -
W= i —2u%(F)+ CEX(F)) av O (2.1.7)

Wenn man mit NZ+dS = dv ein kleines St8rvolumen bezeichnet und

das gesamte St8rvolumen abkiirzt mit AV = HE dS, so erhdlt man
unter Verwendung der bisher angegebenen S Gleichungen folgen-
de Formel fir die Eigenfrequenzdnderung eines Resonators: )



(2.1.8)

u €
o2 (3 252(?)> dv

U >
J(—%H2(;) - —2e%(#)) av
v | |
[

11,12) angegeben wurde und in der

die wohl zuérst von Miiller
13) bekannt

angelsichsischen Literatur als Slater's Formula

ist.

Bei einer komplizierteren mechanischen Struktur des Resonators
ist es zweckmidRig, sowohl die Auslenkungen als auch die Krdfte
nach dem mechanischen Orthonormal-Modesystem ¢u(;) zu entwickeln,

2)

wie es in demselben Zusammenhang auch von Karliner und

3)

.Shapiro getan wurde.

Da zu dem Integral (2.1.6) sowieso nur die Kr#fte in Richtung
der Bewegung einen Beitrag liefern, wollen wir die Projektion
der Kraft auf die Bewegungsrichtung berechnen. Mit der Defini-

tion des Bewegungseinheitsvyektors:
E(B) = £(F) e(® (2.1.9)
lautet die projizierte Kraft:

F (7)) = F(3) & | (2.1.10)

Die verallgemeinerten Koordinaten qﬁ und die entsprechenden
Krdfte Fu erhalten wir durch folgende Oberfldchenintegrale:

qQ, = Jg(r)¢u(r) das (2.1.11)
S
F, = £Fg(r)¢u(r)ds (2.1.12)



Mit der Orthonormalit#dtseigenschaft
SEPNEITIES as = s « (2.1.13)
é \) uP - \)u 3 .

(Kronecker-Symbol)

148t sich die gesamte Arbeit der elektromagnetischen Kréfte
als Summe darstellen:

A=J)F «q (2.1.11)
U

Die Bewegungsgleichung fir den mechanischen Mode (Eigenfunktion)

1 lautet in der Lagrange'schen Form:

(2Ly o 3L 30 _p C(2.1.15)

7 9q . u
.aqu St aqu

unter der Voraussetzung, daR die mechanische Verlustleistung ¢

klein gegenllber der Blindleistung ist.
Dabei ist L = T-U und das elastische Potential U:

U =

N

T e q2 | (2.1.16)
LSy

und die kinetische Energie T:

1 . 2
= = ( .1.17)
T = 3 é cy(qu/ou) (2

sowie die Verlustleistung &:

C
- U 2
o = g - (qu/gu) (2.1.18)

1=



c, sind die elastischen Konstanten,Qu die mechanischen Eigen-

frequenzenqu?d Ty die Abklingzeiten der mechanischen Moden u.

Die Zahl uzu wird oft als Kreisglite QU der mechanischen
Schwingung bezeichnet. Sie gibt gerade das Verh#dltnis von
Blindleistung zu Verlustleistung in Resonanz an und sollte

sehr groB gegen 1 sein, damit (2.1.15) gliltig ist.

Wenn man die vorletzten 3 Gleichungen in (2.1.15) einsetzt,

erhdlt man die Ubliche Darstellung:

=N

o 2 . 2
= Q =
SN T, Ay * ey Ay

I3 (2.1.19)
u

ol 0
=

Diese Differentialgleichungen wollen wir im Hinblick auf die
spdteren Ausfllhrungen noch etwas umformen. Die generalisier-
ten Bewegungskoordinaten q, hdngen linear mit der Frequenz-
verschiebung zusammen. Daher k&nnen wir auch die gesamte Eigen-

}'\\ ” AI.\
bung Awx_ als

schen Eigenfunktionenbeitrige Awu auffassen:

Awg = 121 Awu (2.1.20)

Unter Verwendung der Gleichungen (2.1.2, 4, 6, 11, 12, 14) er-
halten wir aus (2.1.19):

2 e 2 Wo _2 2’
AB, + = Aw + Q°Aw = - | FL M (2.1.21)
u T u Hou W " u
u Cu

Die eben erfolge Umformung ist auch deshalb physikalisch sinn-
voll, weil Awo bzw. einzelne Awu bis auf MeBverz8gerungen, wie
spdter gezeigt wird, direkt beobachtet werden k&nnen, die qu

selbst aber nicht.



Jetzt erinnern wir uns noch daran, daB die generalisierte
Kraft Pu proportional der gespeicherten Energie W im Re-
sonator ist, wie die Gleichungen (2.1.5, 7) ausdriicken:

Wir setzen daher als Normierung:
!
F =2 f W . : (2.1.22)

Damit erhalten wir schlieBlich die Differentialgleichung:

s . (£ 0 )2
A+ =% Aw + Q%Aw. = - W—HEH (2.1.23)
u T u U ou o CU

=

Das Produkt wo-w ist nichts anderes als die elektromagneti-
sche Blindleistung im Resonator. Bis auf dynamische Verz8ge-
rungen ist daher also die absolute Frequenzverschiebung des
Resonators proportional zur elektromagnetischen Blindleistung
und indirekt proportional der elastischen Konstanten.

2.2 Zeitverhalten des elektromagnetischen Feldes

- Bei den bisherigeh Betrachtungen hatten wir einen verlustlosen
Resonator zugrunde gelegt, so daR die gemdR (2.1.14) auftreten-
de Deformationsarbeit ausschlieBlich aus dem elektromagneti-

schen Speicher gespeist werden konnte.

Reale Resonatoren haben Verluste, die neben der Oberflidchen-
beschaffenheit des Materials sehr stark frequenz- und tempera-
tubabhéngig sind. Die auftretenden Verluste milssen von einem
mit dem Resonator verkoppelten Generator gedeckt werden, wenn

die Feldamplitude erhalten bleiben soll.

Durch diese Kopplung zu einem externen Energieerzeuger ist es
aber m8glich, die Deformationsarbeit direkt zu einem Teil aus



dem Generator zu speisen. Wie grof dieser Teil ist, entschei-
det, abgesehen von Verz8gerungen beim Energietransport, die
Stdrke der Kopplung zwischen Generator und Resonator. Diese
ist aber indirekt proportional der Kreisgilite des mit dem Ge-
nerator belasteten Resonators. Typische Gliten filr normallei-
tende Oberfldchen sind 103—104 und fiir supraleitende Oberfld-
chen 108—109. Das bedeutet aber, der Generator ist in jedem
Fall schwach angekoppelt, so daf (2.1.14) eine gute N&herung
darstellt.

Die rdumlich-zeitliche Verteilung der elektrischen Feldst&rke
E(;,t) und der magnetischen Feldstd&rke H(;,t) 148t sich am
einfachsten wie im mechanischen Fall unter Verwendung der Max-
well-Gleichungen und der Randbedingungen in Eigenfunktionen
oder Moden entwickeln 13’1u). Fiir die folgenden Untersuchungen
wollen wir uns auf einen elektromagnetischen Schwingungsmode
beschrdnken, was sicher zuldssig ist, wenn der Modeabstand groB
gegen die Bahdbreite ist. AuBerdem soll angenommen werden, daf
ie durch 4ie ponderomotorischen Kr&fte bewirkte Frequenzver-
schiebung klein gegen den Modeabstand ist, so daf der betrach-

tete Mode erhalten bleibt.

Die Zeitabhdngigkeit des jeweiligen Modes 14Rt sich durch einen
von:éiner Stromquelle gespeisten Parallelresonanzkreis beschrei-
ben, deren Strom proportional der Wurzel aus der Generatorlei-
stung ist. Der Spannungsabfall Uber dem Schwingkreis ist pro-
portional der Feldstdrke an einem beliebigen Ort innerhalb

des Resonators.

Bei Beschleunigerresonatoren bietet sich als sinnvolle Normie-
rung der Schwingkreisspannung4der mittlere Energiegewinn pro
Lingeneinheit fiir ein Synchronteilchen mit der Synchronphase ¢S
gegenliber dem Wellenmaximum an:
Py v
Gcos¢ské f E(X(p),t(p))eg(p)dp (2.2.1)
Py




- 11 -

wobei p der Wegparameter der Teilchenbewegung sowie gs(p) der
Einheitsvektor der Geschwindigkeit des Synchronteilchens zs(p)

ist. Die Zeit 1&Rt sich damit noch ausdricken:
D
t(p) = f

Pq

dp'/ivs(p')l - (2.2.2)

Die Verluste im Resonator Py sind proportional dem Oberfldchen-
integral Uber das Stromdichtequadrat in den Winden, das direkt

mit der parallelen H-Feldstdrke zusammenhdngt 15):

P. = Re(R) = J 2
2 {

v () ds €(2.2.3)
l
5

R ist dabei die komplexe Oberfl¥chenimpedanz.

Ein: MaR fir die Giite des Beschleunigungsvorgangs ist die soge-

nannte Shuntimpedanz Z, die definiert wird:

7 = VZ/PV (2.2.4)

Andererseits wissen wir, daB die Kreisgilte des elektrischen
Schwingkreises gleich dem Verh#ltnis von Blindleistung zu Ver-

lustleistung ist:
Q = w W/Py : (2.2.5)

Damit wird die sogenannte normierte Shuntimpedanz (Z/Q) eine

reine GeometriegrdfRe:

2/Q = Gz/wow (2.2.6)

Die Schwingkreisgleichung kann man nun anschreiben:



- 2 e 2
V+=-v+w Vo=
T c

v 2.2.7
vg (2.2.7)

AN

w, 1st die Eigenfrequenz des Resonators bei der betrachteten
Feldstdrke:

w_ = w_ o+ Aw (2.2.8)

wobel Wy die natlirliche Eigenfrequenz bei der Feldstdrke O und
Amo die statische Frequenzverschiebung bei der betrachteten
Sollfeldstdrke durch die ponderomotorischen Krifte ist.

T ist die Abklingzeit des Feldes im Resonator bei Belastung
durch den Generator:

T = 2W/P, (1+R) (2.2.9)

v
Der Parameter B ist dabei ein MaR fir die externe Belastung;
er ist gleich dem Verh&iltnis zwischen der im Generator ver-
brauchten Verlustleistung zu der Verlustleistung des Resona-

tors.

v_ soll dabei proportional dem Generatorstrom sein, der mit

einer Frequenz w den Resonator treibt:

v_ = o "tut (2.2.10)

iwt 1
g RY) e +-2—V

*
g g

N}

Mit den vorher eingefilhrten Definitionen*ergibt sich fiir den
Betrag der komplexen Generatoramplitude V
po_ 28 ) ng

Vg = {Vgl * 138 2

g:

(2,2.11)

wobei P_ die angebotene Generatorleistung ist.

Die Normierung fir den Generatgrstrom wurde hier, wie man
leicht sieht, so gew&hlt, daf Vg gerade gleich der Resona-
toramplitude V fiir w = W, also fir Resonanz, ist.
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Da der Resonator von einer duBeren Kraft mit der Zwangsfre-
quenz @ angeregt wird, muf sich die L8sung v darstellen las-

sen als:

. » _.‘
y elut +'-%Ve lut , (2.2.12)

<
"
Nl s

Wenn wir mit den beiden Ans&tzen (2.2.10, 12) in die Diffe-
rentialgleichung (2.2.7) eingehen, erhalten wir fir die kom-
plexen Amplituden folgende Differentialgleichung:

o”

C 208, 2 2.2, 2, . |
Vo (21w+2) Ve (o ~u +Ziw)V g\?(leg+Vg) (2.2.13)

Filr die Betrachtungen bis einschlieflich Kapitel 4 wollen wir

die komplexg Generatoramplitudevvg als konstant ansehenj; d.h.

sowohl Generatoramplitude als auch -phase sind zeitlich unver-
4nderlich. AuBerdem wird fir kleine relative Frequenz¥nderun-

gen Awolmo<<1"die‘Naherung benutzt: s

2 2
c o

W, vow

+ 2 w Aw (2.2.14)
0 © o

Unter Verwendung von (2.1.20) erhalten wir schliefBlich:

2,2, _ 2,
+?1m+2w°2Awu)V = ZieV (2.2.15)

v L 2. 2
V+(21w+?)V+(wo'w L g

2.3. Statische Kopplung und Resonanzkurve

Zundchst wollen wir noch mit der Definition (2.2.6) und mit
der Konvention V2 = IV{Q = VV" die rechte Seite der mechani-

schen Differentialgleichung umschreiben.

Die Gr¥Re

ki , | (2.3.1)
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ist eine reine Geometriegr&fe und grundsitzlich gr&Ber als
Null. Sie ist ein MaR® fiir die Frequenzverschiebung, gie der
mechanische Mode u bei gegebener Resonatoramplitude V zur
gesamten Frequenz&nderung beitrdgt. Wir wollen ku daher als
den elektromechanischen Koppelfaktor des Modes u bezeichnen.

Die mechanische Differentialgleichung schreibt sich damit:

] . K,
A+ 2 Ab + 02 VY (2.3.2)

u T u u

Awu = - k 92
u

H U

Wenn zu dem Proze® n mechanische Moden einen wesentlichen Bei-
trag liefern (u =1...n), dann bilden die n Differentialglei-
chungen 2. Ordnung (2.3.2) zusammen mit der komplexen Differen-
tialgleichung 2. Ordnung (2.2.15) ein System von 2n+4% nicht-
linear gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung. Zuerst
untersuchen wir die -statische Kopplung; vor allem auch, um die
Arbeitspunkte flir eine spdtere Linearisierung des umfangreichen

Differentialgleichungssystems zu gewinnen.
Die beiden statischen Beziehungen lauten:

»
ﬁmuo = - ku VOVo (2.3.3)

und

2.2, 2.
+;1w+2w°ZAwuo)Vo = 2 dwV (2.3.1)

(wg—w o
H

Der Index o bei V und Awu soll die statische Beziehung anzei-

gen.
Wenn wir entsprechend der Gleichung (2.2.8) einfllhren:

w =@ + ) Aw (2.3.5)
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und die Generatorfrequenz w als normierte Abweichung von der

Frequenz Yoo definieren:

b4
vy & 1(w - wco) (2.3.86)

lauten die beiden statischen Beziehungen:

<
i

Vo /(14+iy) (2.3.7)

und

. |
T(w-w ) y- v v, 1 K, (2.3.8)

u
Aus (2.3.7) sehen wir, da® sich die Beziéhung zwischen Phase
und Amplitude der Resonatorspannung VO gegeniiber dem Fall ohne
elektromechanische Kopplung ku$O gar nicht &ndert; die Orts-
kurve in der komplexen Vo—Ebene ist nach wie vor ein Kreis. Le-

diglich die Frequenzbezifferung w &dndert sich.

Die Gleichung fiir die Frequenzbezifferung erhalten wir durch
Einsetzen von (2.3.7) in (2.3.8): '
w2 Jx
guu
T(w~w_ ) 2y - ———— (2.3.9)
© 2

1+y”°
Die Resonanzkurve flr die gespeicherte Energie w«v§<w) erhal-
ten wir sehr einfach aus derjenigen ohne elektromechanische
Kopplung durch Kippung zu niedriger Frequenz, wobei die Reso-

nanzspitze bei der Frequenz

W =w -VET Kk (2.3.10)
res o ggaH

liegt; das entspricht einer normierten Verstimmung y = O.
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In Bild (2.1 a,b) sind Energie und Phase ibter der Frequenz

aufgetragen, wobei gilt:

¥
8 = ang V_V = -arctan
Jg o'g y
) ENerGIE
VQ Zku—‘ "
—————————————— - Vg
Vozzku_"..z
-y ________ _V0
N
T 182
a) ‘%i’ -7 Vg
[ N
i ! d .
I
i
_/1 ! ; \'
t——t— -
Wres Weo W Wy FREQUENZ
o
— " eeRtion A PHasE
::::;:;:'****% ——————————————————— +90°
l
b) |
-
| FREQUENZ
e )
e ———
_______________________ »__________900

(2.3.11)

Bild 2.1: Resonanzkurven: a) Energie und b) Phase

des Resonators mit elektromechanischer

Kopplung als Funktion der Frequenz.

Wenn die Kippung ein bestimmtes MaR Uberschreitet,

wird die

Resonanzkurve mehrdeutig. Zu einer gegebenen Generatorfre-
quenz w gibt es innerhalb des Hysteresebereichs drei stati-
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sche Arbeitspunkte. Es ist plausibel, daB nicht alle drei
Arbeitspunkte gleichzeitig stabilen Ruhelagen des Systems

entsprechen k&nnen.

2.4 Monotone Instabilit#t und elastisches Potential

Die Bedingung dafilr, daB® keine Mehrdeutigkeit auftritt, 148t
sich anhand von (2.3.9) sehr einfach formulieren: die Stei-

gung des linearen Teils muf gr&fer als die des nichtlinearen

sein:
1v2 Tk
4 (y-1lw~w ))>L <-—g—E—f> (2.4.1)

Daraus folgt sofort die Bedingung:

k (2;M.2)

k = _gL IVZ i

2 -0

~
[Y
+
<
~
m N
'ﬁl‘r/l
=
[RY
o+
<
N
g

Fir y>o; d.h. auf‘dem‘oberen Ast der Resonanzkurve ist die
'Bedingung (2.4.2) immer erfiillt. Weﬁn {iberhaupt, dann kann (2.4.2)
nur auf der unteren Flanke flr y<o verletzt werden. Umasicher—
zugehen, daﬁyimmer eine eindeutige Beziehung zwischen V2 und w
besteht, brauchen wir nur das Maximum der rechten Seite der
Ungleichung (2.4.2) bestimmen.

Dieses Maximum liegt bei y = - 1//3, was einem Feldpegel ent-
spricht, der /3/% des Resonanzpegels betrdgt.

Die vom speziellen Arbeitspunkt y unabhingige Bedingung flir die

Eindeutigkeit der Resonanzkurve lautet damit:

? . ~
< — = (2.4.3)
v, ) K, 1,54



- 18 -

Das ist genau die Bedingung dafilr, daR die Steigung der Reso-
nanzkurve im linken Wendepunkt gerade noch positiv ist.

Wenn die Bedingung (2.4.2) nicht erfiillt ist, d.h. wenn die Re-
sonanzkurve Uberkippt, beobachtet man folgendes Ph&nomen: bei
langsamem (quasistation&rem) Erniedrigen der Generatorfrequenz
w von der oberen Flanke ausgehend springt nach Unterschreiten
von .o die Resonatoramplitude auf einen Wert, der dem zugehd-
rigen Arbeitspunkt auf der unteren Flanke entspricht. Beim Um-
springen werden Eigenschwingungen des Systems angestoRen. Ent-
sprechendes gilt bei Erh8hung der Generatorfrequenz, wenn man
von der unteren Flanke ausgeht.

Diese Erscheinung ist typisch filr erzwungene Schwingungen eines
nichtlinearen Oszillators und wird dort als Sprungph&nomen (jump

1 ). Ruhelagen des Systems 1nnerhalb des

phenomenon) bezeichnet
'Hysteresebereichs k8nnen im Sinne der vorherigen Ausfihrungen

nicht stabilen Arbeitspunkten entsprechen.

Der im Sinne der Stabilit#tstheorie exakte Nachweis der Instabi-
1it4t der Arbeitspuhkte inﬁerhalb‘dés Hysteresebereichs kann beil
erzwungenen Schwingungen auf die Stabilit#tsdiskussion einer kor-
respoﬁdierendén Hill'scheh bzw. Mathieu'schen Differentialglei-
chung zurﬁckgefﬂhrt werden oder auch durch Energlebllanzen er-

bracht werden 15.1s, 17)

Die Ubereinstimmung unseres Sprungph&nomens mit dem in 16,17) 15)
diskutierten ist nur formal; inhaltlich handelt es sich bei uns
um einen selbst-erregten mechanischen Oszillator, der iber die

-~

Grépen V = [V] bzw. 6 = arg va beobachtet werden kann.
i

Um das zu verstehen, formen wir die statischen Beziehungen
(2.3.3, 4) etwas um. Ein MaB fir die mechanische Auslenkung

ist:



g = T(w - w ) (2.4.4)
die jetzt Variable sein soll, wdhrend:

Az T(w - wo) (2.4.5)
als Frequenzparameter verwendet wird.

Wenn man (2.3.4) in (2.3.3) unter Beriticksichtigung der Defi-
nitionen (2.4.4, 5) einsetzt, ergibt sich:

52
k. TV
qQq = - ——2& (2.4.86)

1+(A-q)2

wenn man nur einen mechanischen Mode v terlicksichtigt.

Zum Vergleich sei noch einmal die Gleichung der statischen Re-

sonanzkurve angegeben:

)
. v
ve = g (2.4.7)
o] X A2 2 .
1+¢( +kVTVO)

Wenn man (2.4.6) mit 4 multipliziert und Uber die Zeit inte-
griert, ergibt sich bis auf unwesentliche Faktoren und Konstan-

ten das elastische Potential:

u' = % q2 ¥ kVIV; arctan (g-X) (2.4.8)

wobei der zweite Term ein durch die elektromechanische Rick-
wirkung bedingtes St8rpotential darstellt. Der Zusammenhang
zwischen der statischen Resonanzkurve nach (2.4.7) und dem
elastischen Potential nach (2.4.8) ist in Bild 2.2 dargestellt.
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Die zu den bis zu drei Arbeitspunkten gehdrigen mechanischen
Auslenkungen q bei gegebenem Frequenzparameter X erh&lt man
durch Spiegelung an der strichpunktierten Linie in der Reso-

nanzkurve.

Die Potentialverliufe, die zu den A-Werten innerhalb des Hy-
steresebereichs zwischen den Marken =-3.4 und -7.0 geh&ren,
zeigen neben zwei Minima ein Maximum. Fir alle Frequenzen
-3.4<X< -7.0, also auBerhalb des Hysteresebereichs, gibt es

nur ein Minimum im elastischen Potential.

Damit ist naéhgéwiesen, daf® der mittlere Arbeitspunkt auf dem
ﬁberhéngénden Teil der Resonanzkhrve inétabii ist, da er zu

einem relativen Maximum des Potentials geh®rt. Bei der gering-
sten St8rung bewegen sich die Zustandsgr&fen des Systems mono-

ton von der Gleichgewichtslage weg.

In der Phasenebene entspricht diesem Maximum ein Sattelpunkt,
wihrend die beiden Potentialminima, die also zu stabilen Ar-
beitspunkten geh®ren, in der Phasenebene zu Wirbelpunkten fiih-

rén.

Filr den Potentialverlauf, der zu dem Frequenzparameter A= -4.5
in Bild 2.2 geh&rt, wurden in Bild 2.3 fir verschiedene Gesamt-
energien'Bi’dié Phasentrajektorien gezeéichnet. Dabei wurde an-
genommen, daB die mechanischen Verluste gerade durch die elek-
tromechanische Riickwirkung kompensiert werden; man erhdlt dann

geschlossene Grenzzyklen in der Phasenebene.

Die Gleichungen dieser Phasentrajektorien lauten mit (2.4.8):

)2+'U" =Vg! ] ' T (2.4.9)

P

R e I
De
~
O
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) j U
kytVg? = 7
\ A =-4.5 /

\ s 7 B
\\ //\\ 7 Eg
\O/’ - \o_- // E]

w w

0 q =

Bild 2.3:
Elastisches Po-

Y

tential und
Phasenebene

e - __

Die durch den Sattelpunkt S ge

gehende Phasentrajektorie wird als

hen r
Separatrix bezeichnet; sie wird bei einer Gesamtenergie E,

durchlaufen.

Die Bedingung dafir, da® der betrachtete Potentialverlauf
kein Maximum besitzt, ist identisch mit (2.4.2). Wir wollen
in Zukunft diese Bedingung als monotone Stabilit&tsbedingung
bezeichnen, weil sich deren Verletzung in einem monotonen An-
stieg oder Abfall der Zustandsgr®fen bemerkbar macht.

Wenn die pro Umlauf in der Phasenebene dem mechanischen Os-

zillator aus dem elektromagnetischen Feld zugefithrte Energie
gr&fler als die verbrauchte Energie ist, sind die Phasentra-

jektorien nicht mehr geschlossen, sondern streben spiralfdr-
mig von der Ruhelage weg. Die Zustandsgr8fen haben die Form

einer entddmpften Schwingung. Dieser Vorgang soll in Zukunft
als oszillatorische Instabilit&t bezeichnet werden. Man ver-
gleiche dazu die Ausfithrungen bei Cremer 18).
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3. Stabilitdt des linearisierten Systems

Die Beantwortung der Frage nach der Stabilit&t des nichtli-
nearen Differentialgleichungssystems, das durch die Gleichun-
gen (2.2.15) und (2.3.2) beschrieben wird, ist nicht ganz tri-
vial. Im letzten Abschnitt wurden bereits zwei Typen von In-
stabilitdten diskutiert. Wihrend die monotone Stabilit#tsbe-
dingung sehr anschaulich aus dem Verlauf des elastischen Po-
tentials abgelesen werden kann, zeigt sich, daB die oszilla-
torische Stabilitdtsbedingung in komplizierter Weise von der

Auslenkung und den Systemparametern abhéngt.

Es ist daher zweckm&Big, zunichst einmal die Stabilit&t "im
Kleinen", d.h. die Stabilit&4t des linearisierten Systems zu

untersuchen.
Zusdtzlich sprechen auch folgende Griinde flir dieses Verfahren:

I. Flir die Stabilititsdiskussion des nichtlinearen Systems
wird je eine NZherung flr die Ausgangsdifferentialglei-
chung als auch flir das Stabilitdtskriterium verwendet
werden, deren Konsequenzen bereits in der linearen Nihe-
rung genau studiert werden k&nnen.

IT. Da‘dieklinearen in den nichtlinearen Stabilitdtsbedingun-
- gen enthalten sein miissen, erlaubt ein einfacher Grenz-
Ubergang eine Uberpriifung der nichtlinearen Ergebnisse.

III. Die linearen Stabilititskriterien k&nnen mit bereits in
der Literatur bekannten verglichen werden.

IV. Die Untersuchungen des Systems mit zus&tzlichen Rickfiih-
rungen in Kapitel 5 k&nnen unmittelbar an die Ergebnisse
dieses Kapitels anknfipfen, da in diesem Falle die Nicht-

" linearitidten eine geringere praktische Bedeutung haben.

Eine wesentliche Eigenschaft des betrachteten elektromechani-
schen Kopplungsproblems sei an dieser Stelle erwfhnt. Das Sy-
stem wird bestimmt von einer ganzen Reihe von Parametern, de-

ren Gr8fe aus Optimierungsgriinden frei gehalten werden muf
oder die in einem groBen Bereich schwanken k¥nnen. Es ist da-
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her notwendig, m8glichst allgemeingliltige algebraische Sta-
bilitdtskriterien zu finden.

3.1 Ubertragungsfunktion der offenen Schleife

Um das vorstehende Differentialgleichungssystem zu lineari-
sieren, -variieren wir die Gliichungen (2.2.15) und (2.3.2)

: * .
durch. Wegen 6V_ = O und 8VV = 2 Re 6VV_ erhalten wir aus
(2.2.15) ® i°

C ot 2vau o 2 2. 2. . .
§V+(2iw+2) 8V+(w -uw+Ziw+ 20 A w,o)8V = 2m°25wu vy €(3.1.1)
und aus (2.3.2):

s 2 e 2 . 2 *
8, + £ Sw, + Q8w = - 2k Q “RedVV (3.1.2)

Pt~

wollen wir der Einfachhelt halber die Bildfunktionen mit den
gleichen Symbolen wie die Originalfunktionen beschreiben.

In Anlehnung an (2.2.15) fir konstante Aw z Amuo k8nnen wir
eine Ubertragungsfunktlon fiur die komplexe Amplitude deflnle-

51)
ren

2,
: = ' (3.1.3)
G (s) = ' .1,
o 2 . 2 2 _ 2.2,
s +(21w+?)s + (mco w +T;w)

Mittels der Definition fiir die Ruhelage nach (2.3.6) erhalten
wir daraus:

-~ 1
G (s) = : (3.1.4)
o) iT§2

. i,, T
1+iy+(t- E)S T

Die Ubertragungsfunktion fiilr den mechanischen Mode u lautet:



- 25 -

G, (s) = L | (3.1.5)

Mit diesen Ubertragungsfunktionen lassen sich die beiden ge-
koppelten Differentialgleichungen im Bildbereich schreiben:

1
§V(s)/V_ = - T 6 (s)T]8 w, (s) (3.1.6)
Smu (8) = —ZkUVOGu(s)R§<6V(§)/VO) (3.1.7)

Um die beideanieichungen ineinander einsetzen zu k®nnen, mis-
sen wir von (3.1.6) noch den Realteil bezliglich der imagindren
Einheit i nehmen, wobei s selbst die komplexe Frequenzvariable
ist. Bei dieser Operation kann s als reellé Gr8Re angesehen wer-
den. DernGrund liegt ganz einfach daran, daB das Symbol i,eine
Hochfreqnenzphasenverschiebung von + 90° bedeutet, also die
Tragerphase verschiebt, widhrend der Imaginidrteil von s verant-
wortlich fﬁr‘die Signaiphasé ist. Wir werden zur Unterscheidung
daher im Signalberéich die imaginare Einheit j verwenden, wenn
nlcht ausdrﬁckllch eine gemelnsame Beschreibung zweckmaﬁlg 1st.
Damlt erhalten wir aus (3.1. 6):

| RE (8V(s)LV) = - I?kGo(s)rZqu (s) (3.1.8}r

Die Gleichungen (3.1.7) und (3.1.8) bilden einen geschlossenen
Wirkungskreis. In Analogie zu dem Vorgehen bei Regelkreisen
schneiden wir den Kreis an einer beliebigen Stelle auf und be-
stimmen die Ubertragungsfunktion Fo(s) des offenen Kreises. Da
normalerweise bei Regelkreisen negative Rlckkopplung angenommen
wird, miissen wir noch das Vorzeichen &ndern.

Man erh8lt schlieflich mit §§ = %é/(i+y2) gemdR Gleichung
(2.3.7): 9

Vv
F (s} = - 2 Im 6 _(s))tk, G, (s) (3.1.9)
o) - 2By 18 e,
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Explizit erhalten wir flir die "elektrische" Ubertragungsfunk-
tion Ge(s) = Im Go(s):

1
1 szr S
7w Tw_ Y
G (s) = (3.1.10)
© (1511—4»—8-— )2+(1+v1rs)2
2 w y

Die Frage nach der Stabilitdt des linearisierten Systems ist
theoretisch sehr einfach zu beantworten. Das vorliegende Sy-
stem mit der Ubertragungsfunktion Fo(s) des offenen Kreises
ist dann und nur dann stabil, wenn alle Nullstellen der Funk-
tion N(s) = 1 + Po(s) negative Realteile haben.

Die Uberprifung dieser Bedingung fllhrt selbst dann, wenn wir
nur einen mechanischen Mode berficksichtigen, auf die Berech-
nung der Nullstellen einer Gleichung 6. Grades.

Die explizite Berechnung der Nullstellen wird bei den algebra-
ischen Stabilititskriterien vermieden. Die bekanntesten Ver-

4
19) benannt. Die hier vor-

fahren sind nach Hurwitz und Routh
kommenden algebraischen Ungleichungen, die die Koeffizienten
des Polynoms N(s) enthalten, nehmen allerdings fir Polynome
mit einem Grad gr8Rer als 4 bereits so l4ngliche Formen an,

daB die Stabilit4tsaussagen praktisch nicht verwertbar sind.

Gllicklicherweise haben aber bis auf einige Ausnahmen, auf die
im Abschnitt 3.5 noch eingegangen wird, die uns vorliegenden
elektromechanischen Systeme eine sehr bedeutsame Eigenschaft,
die letztlich aus dem sehr grofen Unterschied zwischen den
typischen elektrischen und mechanischen Eigenfrequenzen der
‘Resonatoren resultiept. Die Bandbreite des elektrischen Eigen-
modes ist im allgemeinen sehr groB gegen die Bandbreiten der

)
]
¥

.
mecnanisc

T/t << 1 (3.1.11)
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Das bedeutet aber, in der N&he eines der mechanischen Eigen-
moden &dndert sich die Signalphasenverschiebung mit steigender
Frequenz sehr rasch von 20° bis nahezu - 1800, wdhrend das
Signal durch den komplexen "elektrischen" Verstirkungsfaktor
Gé(jﬂ) in diesem Bereich eine nahezu konstante Verstdrkung
und Phasenverschiebung erf&hrt.

3.2 Ortskurve und Nyquist-Kriterium

In Bild (3.1)ist eine typische Ortskurve des komplexen Ver-
stérkungsfaktors Fo(jQ) nach (3.1.9) dargestellt. Dabei wurde
ein Arbeitspunkt y>0 auf der oberen Flanke der "elektrischen"
Resonanzkurve gewZhlt und angenommen, daf nur zwel mechani-
sche Moden einen wesentlichen Beitrag liefern, d.h. geniigend
grofe Koppelfaktorenvk1 und k2 besitzen.

Aus der Lage der Orts-
kurve 18Rt sich eine
eindeutige Aussage Uber
die Stabilitidt des Sy-
R stems machen. Nach
y e . 19)
ReFy (jQ) Nyquist
System mit dem komple-

ist das

xen Verstdrkungsfaktor
Fo(jﬂ) des offenen Krei-
ses dann und nur dann
stabil, wenn der Punkt

(-1,0) der komplexen
Fo(jﬂ)-Ebene bei posi-

tivem Durchlauf (d.h.

Bild 3.1: Typische Ortskurve des von 2 = 0 bis § = +«)
~elektromechanischen Sy-

stems mit zwei mechani-

schen Moden links der Ortskurve

bleibt.

der Ortskurve immer
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Dabei ist vorausgesetzt, daB Po(s) selbst stabil ist. Diese
Forderung ist, wie man an (3.1.9) sieht, bei uns erfiillt.

WY

Fir mechanische Kreisgliten Qv =5 QvTv>>1 besteht die Ortskurve
aus fast idealen Kreisen mit dem Radius Rv , die um den Winkel
-(90° - we ) gegen die reelle Achse gedreht sind und in der N&-
he des Ursgrungs ineinander tibergehen. Die Ortskurve startet

bei einem im Vergleich zur Resonanzamplitude kleinen positiven

Wert auf der reellen Achse und l8uft fiir Q+~ in den Ursprung.

Die Radien sind dabei:

1 o v
R, ™ 5 [Fo(jnv)! (3.2.1)
Die Winkel we sind identisch mit der Phasenverschiebung des
elektrischen ¥eilsystems bei der jeweiligen mechanischen Reso-

nanzfrequenz:

wev = arg Ge (jnv) (3.2.2)

Abweichungen von der idealen Kreisgestalt in der N#he der me-
chanischen Resonanzen rihren daher, daf sich der komplexe elek-
trische Verstdrkungsfaktor G (jR) innerhalb der mechanischen
Bandbreite eben doch geringfligig &4ndert.

Unter der Vbraussetzung (3.1.11) lassen sich die Schnittpunkte
der Ortskurven mit der reellen Achse bestimmen, sie liegen an-
ndhernd bei Re Fo(jnv) (Satz des Thales!). Flir alle mechanischen
Eigenfrequenzen Qv muf nach dem vorher formulierten Nyquist-

Kriterium gelten:
Re F_(32) > -1 (3.2.3)

Dies ist eine {iberraschend einfache Bedingung, deren Fruchtbar-
keit sich spdter im Kapitel 4 auch bei der nichtlinearen Stabi-
litdtsdiskussion erweisen wird.



- 29 -

Die Bedingung (3.2.3) ist aufgrund der besonderen Eigenschaf-
ten des Systems, n¥mlich des Vorhandenseins von dominanten
komplexen Polpaaren mit sehr kleiner D&mpfung (Qv>>1)’ eine
sowohl hinreichende als auch notwendige Bedingung fiir die Sta-
bilit4t des linearen Systems, weil sie sich direkt aus dem
Nyquist-Kriterium herleitet. Die NZherungsbedingung wird umso

genauer sein, je besser die Voraussetzung (3.1.11) erfiillt ist.

Bevor wir diese Bedingung ndher untersuchen, sei noch eine ein-
fache notwendige Stabilit&tsbedingung angegeben, die bei einem
normalen Regelkreis selbstverstdindlich ist. Flr Frequenzen 0+0
wird dort das Vorzeichen der Rickfilhrfunktion immer gerade so
gewdhlt, daR der EinfluR einer St8rung durch eine entgegenge-
setzt gerichtete Steuerung verringert wird. Das bedeutet im
Falle von Proportionalverhalten der Ubertragungsfunktion des
offenen Kreises aber, da® die Ortskurve, wie in Bild 3.1, im- -
mer auf der reellen Achse bei positiven Werten Fo(o)>o ent-

springt.

Da wir es hier nicht mit einem Regelkreis, sondern mit einer
Regelstrecke mit innerer Rilckftthrung zu tun haben, deren Eigen-
schaften parameterabhéngig sind, kann durchaus positive Rick-
kopplung eintreten, also Fo(o)<6 werden. Wenn dabei die Ver-
stdrkung genligend klein bleibt, kann das System trotzdem sta-
bil sein.

Entsprechend dem vorher formulierten Nyquist-Kriterium ist da-
her eine sicherlich notwendige Stabilit&tsbedingung:

Fo(o) é - 1 | (3.2.u)

Angewendet auf die Gleichung (3.1.9) erkennen wir sbfort, da®
das die im Abschnitt 2.4 angegebene monotone Stabilitdtsbe-
dingung (2.4.2) ist, die nur filr Arbeitspunkte auf der unteren
Flanke der Resonanzkurve des Resonators verletzt werden konnte

(y<o),



Auf der oberen Flanke hat man wie bei einem normalen Regel-
kreis negative Rickkopplung. Hier kann das System aber trotz-
dem instabil werden, wenn wie im Bild 3.1 das Kriterium (3.2.3)
verletzt wird. Physikalisch tritt eine entd&mpfte Schwingung
mit der Frequenz‘ﬁ'ﬂS auf, die in der Nihe der Resonanz des zwei-
ten mechanischen Modes liegt. Das MaB der Entd&mpfung héngt
dabei ab von der Differenz Re Fo(jﬂz)+1.

Interessant an diesem gew#hlten Beispiel ist, daB die Insta-
bilit8t durch den zweiten mechanischen Mode verursacht wird,
obwohl die Resonanzamplitude des offenen Kreises beim ersten
mechanischen Mode erheblich gr¥Ber ist. Die Ursache liegt, wie
man sieht, in der gr¥8Reren "elektrischen" Phasenverschiebung

Vo, = arg Ge(jﬂz) gegeniiber boq-

Die Stabilitdtsbedingung (3.2.3) ist gerade die im Abschnitt
2.4 bei der Diskussion der Phasenebene angesprochene oszilla-
torische Stabilitdtsbedingung, die allerdings nur in einer
kleinen Umgebung der Ruhelage giiltig ist.

Wenn man den Ubertragungsfaktor nach (3.1.9) in die Bedingung
(3.2.3) einsetzt, erh8lt man nZherungsweise:

—&_kx o 1. Im 6, (ja,) <1 (3.2.5)

als Stabilit#tsbedingung, die flir jeden mechanischen Mode v
erfiillt sein muf.

Die N&herung, die hier ohne Bedenken verwendet wurde, besteht
darin, daf® der Beitrag aller anderen Moden auBer dem betrach-
teten vernéchl&ssigt wﬁrde. Das ist dann erlaubt, wenn der Fre-
quenzabstand zweier benachbarter mechanischer Moden immer sehr
grof gegen die Bandbreite ist; dann gilt:

(j.) (3.2.6)



= 31 -

Mit der Abklrzung:

T 1o. .
y' =y 4 2&'2\"! m (3.2.7)
erhdlt man aus (3.1.10):
Q Q
20,10y '+ (1-y' 2= 1 2- (0%
Im 6_(3Q.) = 5 . : s—(3.2.8)
e V2. 2_(293252,4(q 1oy ' V)2
(Leyr o=@ 1) - (= VIV

In die Stabilit#tsbedingung (3.2.5) gehen lediglich zwei Ni-
herungenJein,namlich (3.1.11) und (3.2.6), wobei die bisher
nur als plausibel angenommene N&herung (3.1.11) im Abschnitt
3.5 noch ausflihrlich diskutiert werden wird.

Wie bereits im Abschnitt 3.1 im Zusammenhang mit der N&herung
(3;1,11)‘ausgefﬁhrt wurde, besteht eine wesentliche Eigen-
schaft dieses gekoppelten elektromechanischen Systems darin,
da® die mechanischen Bigenfreqﬁenzen'sehr klein gegen die elek-
trischen sind. Eine typische Gr8Benordnung fir Qv/mo ist 10“6 2’7).
Das Verhdltnis stf (mechanische Eigenfrequenz/halbe elektrische
Bandbreite) allerdings kann in einem grofen Bereich variieren.

Trotzdem wird ftlr praktische Anwenduhgsfalle gelten:

|°

4 o . »
(Q\)T + ?2-\-,?} << 1 7 (3.2.9)

N -

e
Q

Damit 148+t sich (3.2.8) erheblich vereinfachen und man erh&lt
aus (3.2.5) die sehr {ilbersichtliche Stabilit4tsbedingung:

Vzkvtv (Szvr)2
2Y2 <1 (3.2.10)
1y (1+(QVT)2 - 92)2 + uyz' '

Die Zusatzforderung (3.2.8) ist, wie wir jetzt an (3.2.10) se-
hen, praktisch schon deshalb erfiillt, weil sowohl filr sehr grofe
als auch fir sehr kleine er das System tendenziell in bezug auf

Anfachung von Schwingungen stabil wird.



- 32 -

Die monotone Stabilit&tsbedingung (2.4.2) und die oszillato-
rische Bedingung (3.2.10) werden im Abschnitt 3.6 ausfihrlich

diskutiert werden.

3.3 Kritik einer Ableitung von V.E. Shapiro

Bereits von Karliner 2) wurden die Stabilitdtsbedingungen des
Systems fiir QVT<<1 angegeben. Er benutzte dabei eine sehr ele-
gante St8rungsentwicklung nach dem kleinen Parameter QvT fir
eine Ndherungsdifferentialgleichung der komplexen Amplitude des
elektromagnetischen Feldes, auf die im n#chsten Abschnitt n&her

eingegangen werden wird.

V.E. Shapiro 3) verallgemeinerte diese Ergebnisse neben einer
ausfithrlichen physikalischen Diskussion der ponderomotorischen
Effekte vor allem in zwei Riéhtungen. Zum einen erlaubte sein
Ansatz, die Einschrédnkung er<<1 fallenzulassen; zum anderen
bericksichtigte er zus#dtzliche elektrische Moden beim Energie-
austauschprozef zwischen dem elektromagnetischen und dem me-

chanischen Speicher.

Weil die dort auf einem anderen Weg gefundenen L8sungen einen
interessanten Vergleich‘mit den unseren erlauben, soll die
Shapiro'sche Ableitung kurz referiert werden. Wir beschr&nken
uns dabei, wie auch in den folgenden Ausfithrungen, auf einen
elektromagnetischen Mode. Zur Vereinfachung der Rechnung soll
wie auch bei Shapiro zus#tzlich angenommen werden, daB das me-
chanische System hinreichend gut durch einen Mode v beschreib-

bar sei.

Wir gehen jetzt direkt von der Differentialgleichung (2.2.7)
aus und nehmen an, daf® sich die Eigenfrequenz des Resonators

periodisch mit der Frequenz Q &ndert:
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2 2
Wy T W, * choAm(t)
o ¥ 'y
Aw(t) = %AweJQt + %Am e"30t (3.3.1)

Es 18Rt sich zeigen, daR die L®sung v als Reihe darstellbar ist:

(3.3.2)

die fir {Awl/wco<< 1 konvergiert. Wir wollen uns hier auf die

in Aw linearen Terme beschridnken. Genauere Ausfilthrungen iber

die Konvergenz der Reihe (3.3.2) werden im Abschnitt 4.1 gemacht
werden.

Wenn man (3.3.2) in die Differentialgleichung (2.2.7) einsetzt,
bekommt man

. 7 e -20
Vg TV eV, T vg (3.3.3)
fiir die nullte N&herung und:
V., 4 2 v, + w2 v, = =20__Aw(t)ev (3.3.4)
1 T 1 co 1 co o) ‘

fiir die erste Niherung.

Es sei hier noch einmal darauf hingewieseg, dah 0o die Eigen-
frequenz des Resonators bei der Spannung VO=V ﬂi+y2 ist (vgl.
Bild 2.1).

Fiir die Generatorspannung Vg wird der gleiche Ansatz wie in
Gleichung (2.2.10) gemacht.

Die mechanische Differentialgleichung ist entsprechend (2.3.2):

w2 e 2 2,.2_.2
AB + =— Awt QCAw = - 2k QU<vi-vi> (3.3.5)

v



wobei die gespitzte Klammer mit dem Index w eine zeitliche
Mittelung tber die Hochfrequenzperiode 2m/w bedeutet.

Oszillatorische Instabilitidt tritt dann ein, wenn die w#hrend
einer Niederfrequenzperiode 27/Q in die mechanische Schwingung
Ubertragene Leistung gr&fer wird als die durch D&mpfung ver-

brauchte Leistung.

Wenn man (3.3.5) mit Aw multipliziert und Uber eine Niederfre-
quenzperiode mittelt, erhdlt man in linearer Ndherung die Be-
dingung:

2
ukv9v<<vov1
2 o e
—<AwAw>
Tv Q

> AJ,>Q
w < 1 (3.3.6)

Die normierte Hochfrequenzimpedanz z, fir das n-te Seitenband
sei: '
2

N
(3. 3.7)
2.2, 2
(w+nQ) +?3(m+n9)+mco

ile~

zZ
n

Nach Ausfihrung der beiden Zeitmittelungen bekommt Shapiro
schlieBlich aus (3.3.6):

w2t 02 )
—357————— [z |“Im (zl-z_l)<1 (3.3.8)
w T °

Wenn (3.3.8) eine Stabilit¥tsbedingung sein soll, so f&llt zu-
ndchst auf, daf® in der Ungleichung noch die unbekannte Frequenz
Q enthalten ist. Da wir es mit einem linearen Stabilitdtspro-
Plem zu tun haben, muf diese Frequenz Q eine Funktion der Para-
meter des Systems sein.
Wenn man probeweise @ mit der Eigenfrequenz Q, identifiziert,
stellt man fest, daB die Bedingung (3.3.8) identisch mit der
frither angegebenen oszillatorischen Bedingung (3.2.5) ist.
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War diese Identifizierung noch plausibel, so wird das Ergeb-
nis von Shapiro v8llig irrefithrend, scheint doch (3.1.11)
gar nicht ben8tigt zu werden; die Nd&herung nimlich, daB die
"elektrische" ﬂbertragungsfunktion Ge(s) breitbandig gegen-
ber der "mechanischen" Ubertragungsfunktion Gv(s) sein muB
(T/TV<<1).*‘ ' ’

Die von Shapiro verwendete zeitliche Mittelwertbildung fithrt
offenbar nur dann zu einem richtigen Ergebnis, wenn die Ener-
giellbertragung aus dem elektrischen Speicher mit der Energie
W schnell gegenilber dem Energieabbau durch mechanische Verlu-
ste erfolgt.

Wie man an diesem Beispiel ersieht, sind Energiebilanzen mit
Vorsicht zu geniefBen, wenn es darum geht, die Stabilit#tsbe-
dingungen eines selbsterregten Systems mit komplizierter
dynamischer Struktur zu bestimmen.

Trotzdem muB gesagt werden, daB der von Shapiro eingeschlagene
Weg physikalisch sehr anschaulich ist. Die Beschreibung, die
hier durchgingig verwendet wird, benutzt Ubertragungsfunktio-
nen‘51) bzw. komplexe Verstdrkungsfaktoren als Vermittler
zwischen Ein- und Ausgangsgrdfen. Letztere lassen sich zZu-,
sdtzlich sehr erfolgreich zur Beschreibung des nichtline-

aren Verhaltens verwenden (+ Kapitel u).

Dieser Weg erweist sich spdtestens dann als notwendig, wenn man
die Beschreibung des Systemverhaltens an sich verldft und zu-
sdtzliche Rilekfihrungen (Regelschleifen) einftthrt, um das Sy-
stemverhalten zu verbessern bzw. wie hier um zundchst Instabi-
litdten zu beseitigen.
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3.4 N&herungsdifferentialgleichung flir die Resonatoramplitude
und Ersatzschaltbild

Es soll nun genauer untersucht werden, was die N&herung (3.2.9),
die das Ergebnis ja wesentlich Ubersichtlicher gemacht hatte,
eigentlich bedeutet. Filr die elektrische Ubertragungsfunktion

G (s) 1st die Néherung (3.2.9) gleichbedeutend damit, daB die
Terme §7% und —~ gegen y sowohl im Z&hler als auch Nenner ver-
nachlédssigt werden. Gehen wir noch einen Schritt weiter zuriick
zur Ubertragungsfunktion fir die komplexe Amplitude Go(s) und
filhren eine Partialbruchzerlegung fir (3.1.3) durch, dann erhal-

ten wir:

G (s) = =% ( 1 - 1 ) (3.4.1)
. N R .
co 1+ts+it(uw wco) 1+TS+1T(w+wco)
mit
' = - cm—
Weo * Yoo T2 Y Yo

Der erste Partialbruch hingt von der Differenz von Generator-
und Eigenfrequenz und der zweite von der Summe ab. Weil der
Resonator aus rein 8konomischen Grdnden immer m8glichst in Re-
sonanz betrieben wird, d.h. !w-w !2 T kann der doppelt hoch-
frequente Term vernachldssigt werden, und wir erhalten unter

Berilcksichtigung von (2.3.6) niherungsweise:

i
GO(S) _'\_'m : (3.4,2)

Noch einen Schritt weiter zurlck in den Zeitbereich heift das
fliir die komplexe Amplitude V in (2.2.15), daR die zweite Ab-
leitung V und ein Teil der ersten Ableitung, nd&mlich = V ver-

nachlidssigt werden k&nnen.

Nach Division durch %im und Verwendung der Definition (2.2.8)

erhdlt man:

™V + (1+iT(w—mc)) V = Vg (3.4.3)
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Fir das linearisierte Differentialgleichungssystem bedeutet
die Ndherung zunichst eine Reduktion um zwei Ordnungen. Das
heift: in der Mindestausstattung mit je einem mechanischen

und elektromagnetischen Mode wird das dynamische Problem durch
eine Differentialgleichung 4. Ordnung beschrieben..

Einerseits wird jetzt die Anwendung eines der bereits im Ab-
schnitt 3.1 in Erwdgung gezogenen algebraischen Stabilitdts-
kriterien m8glich (+ n#chster Abschnitt); andererseits wird
aber auch das nichtlineare Problem erheblich vereinfacht,
well diese lineare Differentialgleichung erster Ordnung exakt
integrierbar ist. Wir k&nnen nun auch gr¥éfere dynamische Fre-
quenzabweichungen behandeln, die die lineare NZherung verlet-

zen wilrden.

Allerdings milssen wir dabei erneut prﬂfenl)ob auch flr gr&Bere
Auslenkungen die Naherung ihre Gdltlgkelt behdlt. Die Bedingung
dafir, da® wir den V-Term streichen konnten, ndmlich die Be-
dingung (3.2.9), stammt aus dem linearisierten Problem und ist
daher nicht ohne weiteres Ubertragbar. Einen Anhaltspunkt, in
welcher’Richtung die génannte Bedingung bei gr8BReren Auslenkun-
gen erweitert werden muf, liefert eine gedankliche Fortsetzung
der Iteration im vorhergehenden Abschnitt. Wie man sich leicht
iberlegen kann, hét das Lééungsspektrum nach dem n-ten Itera-
tionsschritt eine Breite von gerade w+n. Wir ‘k8nnen hoffen,

daB unter der Bedlngung

% ng (nQt + _—_)<<1 (3.4.4)
UJO .

filr eine entsprechend grofRe Auslenkung auch die NZherungsdif-
ferentialgleichung genfigend gute Ergebnisse liefert.

Bei vielen Problemen ist es zweckmifig, ein komplexes Wirkungs-
geflige durch ein Ersatzschaltbild zu beschreiben. Nachdem durch
die Einfithrung der N¥herungsdifferentialgleichung (3.4.3) das

lineare Kopplungsproblem auf die wesentlichen Bestandteile re-



duziert wurde, kann das dynamische Verhalten durch die in
Bild 3.2 wiedergegebene R,L,C-Schaltung veranschaulicht wer-
den,

1
_J_ m S
T o
RELATIVE
1 ENERGIE-
. e—-_L___}— ABWEICHUNG
é 912 2/1
L
"kz 'k]
Vo2
TVg 2Y
1+y2 +
. Ty
S, ? LR
FREQUENZ - l_ \ PHASEN - 1
ABWEICHUNG I 1 ABWEICHUNG /y2

Bild 3,2: Ersatzschaltbild des elektromechanischen
' Systems mit 2 mechanischen Moden

Die Dreiecke sollen ideale spannungsgesteuerte Spannungsver-
stdrker mit der nebenstehenden Verstdrkung sein. Der linke
Verstdrker summiert die beiden Eingdnge mit den Gewichten k1
und kz. Bild 3.2 ist gerade das Ersatzschaltbild, das zur
Ortskurve Bild 3.1 gehdrt. Der untere Teil einschlieRBlich des
rechten Entkoppelverstdrkers reprisentiert die Ubertragungs-
funktion von der normierten Frequenzabweichung T(6m1+6m2) auf
die relative Energieabweichung 2Re6V/Vo ,» wdhrend der obere
Teil das elektrische Analogon der beiden mechanischen Schwing-

kreise darstellt.

Die angegebene Schaltung eignet sich zu einer einfachen Simu-
lation des Signalverhaltens fiir die gekoppelten Gleichungen,
weil hier die Hochfrequenz explizit nicht mehr auftaucht.
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3.5 Hurwitz-Kriterium flir das gen#herte Differential-
gleichungssystem

Grundlage flir die Anwendung des Nyquist-Kriteriums in der spe-
zifischen Form der Gleichung (3.2.3) war die Voraussetzung
(3.1.11), die bisher nur plausibel war. Wenn wir nur einen me-
chanischen Mode beriicksichtigen und die NZherung (3.4.2) fir
die komplexe Ubertragungsfunktion Go(s) verwenden, ergibtt sich
mittels (3.1.9) die lineare Ubertragungsfunktion filr den offe-

nen Kreis:

o2 2
2y Vg kvrav
Fo(s) = 5 5> 5 > (3.5.1)
1+y° (s7+ ?—S*Qv) ((l+Ts)“+y°)

v

Um das Hurwitz-Kriterium anwenden zu k¥nnen, milssen wir zu-
ndchst die Koeffizienten des Polynoms 1 + Fo(s) = o berechnen.

Mit der Definition flir die Polynomkoeffizienten:

. RER (n-1) -
Zéhler {1 + F (s)}.t ] a, s s D =4 - (3.5.2)

erhalten wir die Koeffizienten:

_ 2
aj =T
a, = 2T(1+T/Tv)

- 142 2 ‘
a, = 14y +ur/rv+(9vt) (3.5.3)
a, = 2/t (1+y2)*+ 20247

2 2V k T
a, = Q (1+y * g vy
1+y

Das Hurwitz-Koeffizienten-Schema hat filr eine Differential-
gleichung 4. Ordnung folgende Gestalt:
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t l 1
a1 : a3 ' 0 { 0
1 : 0
|
a, a, { ay | 0
_________ 1 {
0 ay a, } 0
S .
N N (3.5.4)

Das System ist nach Hurwitz stabil, wenn alle durch gestrichel-
te Linien gekennzeichneten "nordwestlichen" Determinanten Lzw.
Unterdeterminanten gr&Ber als Null sind. Es ergeben sich die
folgenden 4 Bedingungen:

1 D1 = a1 > 0

2. D2 = aja,"a ag >0

3. Dy = asDz'aiau > 0 (3.5.4.a)
b4, D,+ = auD3 > 0

Die ersten beiden sind immer gr88er Null, liefern damit keine
echten Bedingungen. Die vierte Bedingung 14BRt sich mit der drit-

ten umformen zu a, > 0, d.h. also:

i

——327—7 . Vzkvr > -1 (3.5.5)
(14y%) g

Das ist wieder die bekannte monotone Stabilit&tsbedingung
(2.4.2) bzw. (3.2.4)

Ubrig bleibt die dritte Bedingung D, > 0; die sich mit (3.5.3)
schreibt:
-2, vg k1, (2,02 (1171 )7
Hy <1 (3.5.8)
(1 2 2.2 2 2
+y —(er) ) +“(1+T/Tv)«nvr) +(1+y )t/rv)
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Dies ist nun die verbesserte oszillatorische Stabilitdtsbe-
dingyng, in der die endliche Bandbreite des elektrischen Uber-

tragungssystems berlicksichtigt ist.

Die NZherung (3.1.11), wieder angewendet auf (3.5.6), ergibt,
wie es sich geh®rt, die alte oszillatorische Stabilit&tsbte-
dingung (3.2.10). Damit ist auf indirektem Wege die Notwendig-
keit und Richtigkeit der Bedingung T/1,<<1 fir die Anwendbar-
keit des algebraischen Nyquist-Kriteriums nachgewiesen.

Da (3.1.11) auch tatsichlich verletzt werden kann, ist am
Beispiel des 2-Meilen-Linearbeschleunigers in Stanford 20),
dessen Resonatoren supraleitend gemacht werden sollen, zu se-
hen. Dort soll ein mechanisches Eigenfrequenzstellglied mit
Qv/w0310_7 und Q,v10 bei einer Resonatorgite Qﬁios betrieben
werden. Fllr diese Parameter folgt T/Tv>1; die belastete Band-
breite des Resonators kann also gr¥fer als die mechanische

Bandbreite werden.

Die folgenden Ausflihrungen verdeutlichen noch einmal den Ein-
flu® der Ndherung (3.1.11) und geben zugleich einen tieferen
Einblick in das Wesen der beiden Stabilit4tsbedingungen.

Die beiden aus dem Hurwitz-Kriterium abgeleiteten Bedingungen
flir die monotone Stabilitdt au>0 und die oszillatorische Sta-
bilit4t D3>O fir ein System der Ordnung n = 4 sind nach Cremer
und Magnus 21) auch fir den allgemeinen Fall n-ter Ordnung mit
an>0 und Dn-1>0 die schidrfsten Stabilitdtsbedingungen, dh.
diejenigen, die bei einer beliebigen Variation der Systempara-
meter von einem stabilen Zustand ausgehend am ehesten verletzt

werden.

Interessanterweise 148t sich mittels der berechneten Hurwitz-
determinanten die kritische Frequenz @ fiir die oszillatori-
sche Stabilitdt an der Stabilitdtsgrenze D__; = O angeben; sie

errechnet sich aus:

18)
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B n=3 453 (3.5.7)

Fir unser Beispiel n=4 ergibt sich daraus:

1 + o_ﬂ;
I a, v (er)
Qy =v g; = Q, - : (3.5.8)
1 ¢+ —
T\)

Die kritische Frequenz ist daher nur dann ann#hernd gleich
der Eigenfrequenz der mechanischen Schwingung, wenn (3.1.11)
gilt und zusitzlich:

) |
—312—7 <1 (3.5.9)

(QvT)

Diese letzte Bedingung ist gerade fiir typische F4lle bei nor-
malleitenden Resonatoren verletzt. Flir die Parameter nach 2):

Qv = 2739 Hz, T = 57 usec, T, *© 1,63 sec und y = 1

ergibt sich

Qe = 1,17 « Q.

K
Die beobachtbare Vibrationsfrequenz ist also 45 Hz anstatt
39 Hz. Dieses Ergebnis leuchtet auch unmittelbar ein, wenn
wir uns die Ortskurve Bild 3.1 anschauen und uns Uberlegen,
daB hier die "elektrische" Phasenverschiebung ¥, nach (3.2.2)
nur etwa -1° betrdgt. Die bis -180° fehlende Phasenverschie-
bung muB vom mechanischen System {ibernommen werden; d.h. die
kritische Frequenz muf ganz weit auf der oberen Flanke der

mechanischen Resonanzkurve liegen.



Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den in den letzten
5 Abschnitten berechneten oszillatorischen Stabilit&dtskri-
terien sind in Bild 3.3 zusammengestellt.

EXAKTE OSZILLATORISCHE
STABILITATSBEDINGUNG
NAHERUNG ~ NAHERUNG

)<<1 T/ Ty <<t
(3.1.11)

o=

N
Wy (Q\)T‘Sl

S !

BEDINGUNGEN.  vgl. SHAPIRO /3/

BEDINGUNG . vgl. SCHULZE /7/

5 ) 1970 {3.25) und ~ ~ 1968
(3.5-6 {3.2.8) und ABSCHN. 3.3
NAHERUNG , NAHERUNG
{3.1.11) ‘ ) (3.2.9)
BEDINGUNG
(3.2.10)

NAHERUNG
Qvt«1

1 val. KARLINER /2/
1965

'‘Bild 3.3: Ubersichtsdarstellung der verschie-
] denen osz111atorlschen Stabilitdts-
kriterien

Auf die explizite Ausrechnung der exakten oszillatorischen
Stabilit¥tsbedingung wurde wegen des grofen numerischen Auf-
wands verzichtet. Mit den vorherigen Ausfihrungen kd&nnen

w1r wenlgstens die Bedlngung formulieren: die aus dem Poly-
nom 6. Grades 1+F (s) nach (3.1.9, 10) gebildete Hurwitzdeter-
minante 5. Ordnung muf gr8Rer als Null sein.

Es zeigt sich, daf fir typische'Resonatoren die Ndherung
(35‘.9), ﬂ‘e'pﬂakti ch einer Streichung des doppelt hochfre-
quenten Terms in G (s) gleichkommt, gut erfilllt ist, wihrend
man das, wie das Belsplel zeigte, filr die N&herung (3.1.11)

nicht behaupten kann.
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Zusammenfassend kann man daher sagen, daB in der tereits in 7)

mitgeteilten Bedingung (3.5.6) alle wesentlichen Merkmale der
oszillatorischen Stabilit&tsgrenze enthalten sind.

Flir den Anwendungsfall, der im Kapitel 6 n&her untersucht wird,

ist wegen T/Tv<<1 bereits die Bedingung (3.2.10), die man di-
rekt aus dem Nyguist-Kriterium folgern kann, ausreichend.

3.6 Diskussion der linearen Stabilitidtsbedingungen

Bei den folgenden Betrachtungen wird von der oszillatorischen
Stabilitdtsbedingung (3.2.10) und von der monotonen Stabili-
tdtsbedingung (2.4.2) ausgegangen werden.

Zundchst soll noch einmal eine wichtige Eigenschaft, die die

Relation der beiden Stabilitétskriterieﬁ betrifft, herausge-

stellt werden: die oszillatorische und die monotone Stabili-

tdtsschwelle kénnen niemals filr einen gegebenen Arbeitspunkt y
gleichzeitig Uberschritten werden. Diese Eigenschaft wird sich
erst bei Einfllhrung zusdtzlicher Rickfithrungen (Regelschleifen)
dndern. Die oszillatorische Stabilitdtsgrenze kann nur auf der
ocberen Flanke y>0 Uberschritten werden und die monotone Stabi-
lit&tsgrenze nur auf der unteren Flanke y<0. An der Grenze die-
ser beiden Arbeitsbereiche, fllr y=o ndmlich, ist das System in

beiden Hinsichten stabil.

Wenn der Resonator also in Resonanz betrieben wird, sollte das
System theoretisch stabil sein. Praktisch treten St¥rungen auf.
Die Eigenfrequenz des Resonators kann durch Erschiitterungen der
Aufhi&ngung, durch Temperaturdrift und durch direkte Schallein-
wirkung gedndert werden. Aus dem Potentialverlauf - etwa der
Kurve filr A= -7.0 in Bild 2.2 - ist zu erkennen, da® bei der
geringsten St8rung das System dem energetisch niedrigeren Niveau
zustrebt. Wenn man andererseits, um diesen Effekt zu verhindern,
einen Arbeitspunkt O<y<<1 auf der oberen Flanke auswdhlt - etwa
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A = -6.0 in Bild 2.2 -, so wird zwar der Schutzwall der poten-
tiellen Energie gr¥8Rer, dafilr k¥nnen nun nach (3.2.10) Vibra-
tionen angefacht werden.

Ein weiterer Grund, der einen Betrieb des Resonators auf der
Flanke sinnvoll erscheinen 148t, steht in Zusammenhang mit der
Forderung nach longitudinaler und transversaler Phasenstabili-

tat 2222 ges u beschleunigenden Teilchenstrahls.

SchlieRlich sei noch erwdhnt, daB es aus Leistungsanpassungs-
griinden und u.U. zur Verbesserung der.Energieschérfe des Teil-
chenstrahls bei einem Niederenergieprotonenbeschleuniger zweck-
mdRig sein kann, den Resonator auf der unteren Flanke zu betrei-

ten 23).

Die monotone Stabilit#tsbedingung wurde bereits ausflthrlich dis-
kutiert, wir wenden uns jetzt den Eigenschaften der oszillatori-
schen Stabilit4tsbedingung (3.2.10) zu. Zus&tzlich zu den schon
n der monotonen Bedingung (2.4.2) auftretenden Parametern:
-Resonanzspannung, t-elektrische Abklingzeit, y-Arbeitspunkt
auf der Resonanzkurve (normierte Verstimmung) und kv-Kopplungs-

<t i
0Q

koeffizient des mechanischen Modes v treten hier die beiden
"dynamischen" Parameter des mechanischen Teilsystems: Qv-mecha—
nische Eigenfrequenz und Tv-Abklingzeit des mechanischen Modes

v hinzu.

Um die folgende Diskussion Ubersichtlicher zu gestalten, wollen
wir den Begriff der Schwellenresonanz§pannung Vg éinfﬂhren, die
gerade dem Wert der Resonanzspannung Vg entspricht, fiir die die
Stabilitdtsschwelle erreicht ist. Fiir die Schwellspannung nach
der oszillatorischen Bedingung (3.2.10) erhalten wir:

w...2 /(1+(Q“T)2°y2)2+uy2 \
a4 ~ A 5 (3.6.1)
2y vav(QVT)

<<
N

Sowohl fir sehr grofe QVT als auch flir sehr kleine geht Vg gegen
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unendlich, irgendwo dazwischen wird ein Optimum liegen. Wie

148t sich dieses Verhalten anschaulich verstehen? Dazu sehen
wir uns die Ortskurve in Bild 3.1 noch einmal genauer an. Wir
erkennen, daf der Schnittpunkt (bzw. die Schnittpunkte) der
Ortskurve nur dann geniigend weit links auf der negativ reellen
Achse liegen kann, wenn bei ausreichender Verstirkung im elek-
trischen System auch eine Mindestphasenverschiebung we statt-
findet. Ohne Phasenverschiebung, d.h. Signalverz8gerung im elek-
trischen Ubertragungssystem, ist im geschlossenen Kreis keine
Instabilit4t m8glich, weil das mechanische Schwingungsglied h&ch-
stens -180° Phasenverschiebung flir Q+» erreichen kann und damit
selbstdndig, selbst bei beliebig groBRer Verstdrkung nicht zur
oszillatorischen Instabilit&t des Kreises fithren kann.

In Bild (3.4 a,b) sind Phasen- und Amplitudenfrequenzgdnge des
elektrischen Ubertragungssystems fur Verschieden§ Arbteitspunkte
y=r(w—wco) aufgezeichnet. Fir Ge(jQ) = !Ge(jQ)[ejwe erhalten wir
mit der Ndherung (3.2.9) aus (3.1.10):

b (3.6.2)

6 i =
Ji1+(91)2-y2)2+uy2
 -2qr |
tan y_ = (3.6.3)
e q4ylocan)? .

— 0 °
EJ ----- - 0° =
- 1 4
B Y £
P - -45°
2 i
;a.- T
5 -20 - -90°
an - -135°
I 19
L -180°
"0 T

10

Bild 3.u: Amplituden- und Phasegfreauegz§ang der elektrischen
Teiliibertragungsfunktion e(jQ
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Bei festgehaltenem Q:Qv sehen wir nun sehr deutlich, da® bei
kleiner elektrischer Abklingzeit T die Phasenverschiebung sehr
klein ist, wdhrend andererseits fiilr sehr groBe Abklingzeiten T
die Verstirkung !Ge(jnvr){ sehr klein wird. In beiden Richtun-
gen wird die Instabilititsschwelle also unterschritten.

Das Minimum der Stabilitdtsschwellspannung V in bezug auf die

Parameter y und Q T 148t sich leicht berechnen aus den beiden

Bedlngungsglelchungen

(3.6.4)

oie
o
<1
T
(@]

3y .
Iy g a(2,T g

Man erhdlt:

Yopt * 1 (er)opt = /2 (3.6.5)

und die zugeh¥rige minimale Stabilit#tsschwellspannung fiur Vi-

brationsanregung des Modes v:

v ) = 2 |  (3.6.8)

Diese Parameter entsprechen, wie auch im Bild (3.4) hervorge-
hoben, gerade'einer Phasenverschiebung von -90° im elektrischen
Teilllbertragungssystem. In der Ortskurve nach Bild (3.1) dreht
sich der zum mechanischen Mode geh8rende Kreis ganz in die linke
Halbebene,und zwar so, da® die Schnittpunktsfrequenz Q glelch

der Eigenfrequenz Q wird.

Im Falle'"maximaler Instabilit&t" des Systems erteilt jedes der
beiden Teilsysteme, das mechanische sowohl als auch das elek-
trische, dem Signal mit der Frequen:z Qv eine Phasenverschiebung
von je -900, was im geschlossenen Kreis optimaler Mitkopplung
entspricht.
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An einem praktischen Beispiel soll gezeigt werden, unter wel-
chen Bedingungen man in dem durch (3.6.5) definierten Minimum
der Stabilitdtsschwellspannung ﬁg liegt. Wie schon mehrfach
erwdhnt, ist die typische Gr&fenordnung fiir das Eigenfrequenz-
verhdltnis ¥ 310-6. Wegen (3.6.5) heiBt das aber, daB der
pessimistiscRste Wert filr die elektrische Kreisglite etwa Qgio6
ist. Eine solche Giite kann nur von einem supraleitenden Reso-
nator erreicht werden. Die reinen Resonatorgiiten liegen sogar
wesentlich h3her: Q>108. Will man jedoch einen supraleitenden
Resonator zur Beschleunigung eines sehr intensiven Teilchen-
strahls einsetzen, so muB aus Leistungsanpassungsgrinden 23)
die Glte durch externe Beddmpfung mit dem Generator (starke
Ankopplung des Generators an den Resonator) stark herabgesetzt
werden. Die belastete Giite QLwird in diesem Fall v&llig unab-
h&ngig von der unbelasteten Giite Q , und ist:

A

Yo (3.6.7)
(Z/Q)Iocos\d)s

Qy

Dabei ist eGo cos ¢, gerade der mittlere Enérgiegewinn eines
Teilchens mit der Synchronphase ¢S (vgl. (2.2.1)), Io der mitt-
lere Teilchenstrom und Z/Q die von der Gilte unabhingige normier-
te Shuntimpedanz (vgl. (2.2.8)). Parameter fir eine typische
Struktur, fuf die im Kapitel 6 noch n&her eingegangen wird, sind:
¢, = 300, Vo = 2 MV/m, Io = 0,5 mA und Z/Q = 5 kQ/m. Damit f411lt
die belastete Glite genau in den Bereich maximaler oszillatori-

scher Instabilitit.

Flir die nach (3.6.6) auf den minimalen Wert bezogene Generator-
schwellspannung erhdlt man aus (3.6.1) folgenden Ausdruck:

- 1 1 2

v 1+(7QvT 280 Tcosze)

—s = v (3.6.8)
gmin -sin?26

Das Quadrat von (3.6.8) entspricht der bezogenen Generatorlei-
stung und ist in Bild 3.4 als Funktion von 6 mit dem Parameter



QVT aufgetragen.

Bild 3.5: Bezogene Generatorschwelleistung als
Funktion von 8 mit QvT als Parameter.

Fir er <<1 liegen die Minima bei 6;-240, und es gilt Vgx(QvT)-i.
Dieses Ergebnis findet man auch bei Kagliner-Z). Fiir QVT>>1
liegt ein Minimum bei 62—&50, fiir das Vg¢9v1~gilt und ein zwei- -
tes bei 6= -arctan (V1+(er)z), das nur mit Vgc/§;? ansteigt.
Diese Erscheinung hdngt damit zusammen, daf die elektrische
Ubertragungsfunktion Ge(s), wie aus den Bildern(3.3 a,b) her-
vorgeht, flir Verstimmungswinkel 9<-45° bzw. y>1 BandpafBcharak-
ter bekommt mit einer "Resonanzfrequenz'" Q= % /?T:Tf Ganz abge-
sehen von 8konomischen Griinden ist daher ein Betrieb des Resona-
tors weit aufierhalb der Resonanz sicher kein addquates Mittel,
um die Stabilitftsschwelle filr einen mechanischen Mode v zu er-
h8hen, weil dann der n¥chsth8here v+1 gerade in diese Resonanz
fallen k¥nnte.
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Wir wollen uns jetzt noch mit der Relation zwischen monotoner
und oszillatorischer Stabilit&tsschwelle beschdftigen. Dabei

soll zur Vereinfachung der Diskussion angenommen werden, daf

zum gesamten Rickwirkungsprozess nur ein mechanischer Mode v

einen entscheidenden Beitrag liefert. GemdR (2.4.3) erhalten

wir fiir die minimale monotone Stabilititsschwellspannung:

-~ /_n_ a
v_) = /2 = (3.6.9)

. ¥
go min 3/3 VRt

. 1 . .
bei y = - —, was einer Hochfrequenzphasenverschiebung von

8= + 30° g§tspricht. Das Verhdltnis von oszillatorischer zu
monotoner Schwelle ist unter Berlicksichtigung von (3.6.5) im

unglinstigsten Fall:

(V... '

g'min _ / 3/3 1, 1,38 (3.6.10)
(V_ ) _._ 2/2 YO T /Q

BU MLl v \%

wobeil Qv die Kreisglite des betrachteten mechanischen Modes v

ist.

Um wieder eine Vorstellung von den praktischen Gr88enordnungen
zu bekommen, wollen wir das vorher behandelte Beispiel etwas
weiterfithren. Wie wir gesehen hatten, konnte bei der angegebe-
nen Geometrie (QX 310-6) nur ein supraleitender Resonator mit
einer Glite von 8twa 10° in den Bereich der maximalen oszilla-
torischen Instabilitdt kommen. Ungliicklicherweise zeigen typi-
sche Supraleiter (Niob) bei sehr tiefen Temperaturen auch eine
drastische Verringerung der inneren mechanischen Reibungsver-
luste 2*), An einer typischen Struktur (Helix) wurden mechani-
sche Gliten von bis zu 5-104 bei Temperaturen <4,2 K gemessen
das ist ein Faktor 50 mehr als bei Raumtemperatur. Das bedeutet
wegen (3.6.10), da® bereits bei 1 % der Feldstérke, die ausrei-
chen wiirde, um die statische Resonanzkurve des Resonators gera-

de zum Uberkippen zu bringen, bereits auf der oberen Flanke bei

8) .

b]
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8 = -45° Vibrationen angefacht werden k&nnen; in dem gewdhlten
Beispiel also bereits bei einer dquivalenten Beschleunigungs-
feldstdrke von nur 20 kV/m.

Es kann auch der umgekehrte Fall~eintreten, daB® ndmlich die

oszillatorische-§chwellspannung Vg gr8Ber als die monotone

Schwellspannung Vgo ist. Das liegt daran, daf fir QvT>> 1 die
dynamische Schwelle proportional t steigt, w&hrend die stati-
sche Schwelle mit 1//7 f411t und auf der anderen Seite f
Qv1<<1 die dynamische Schwelle bei kleiner werdendem t mit 1/t
ansteigt, widhrend die statische Schwelle nur mit 1/Y/T ansteigt.

Eine genauere Rechnung zeigt, daR der Bereich, in dem die oszil-

% an
Uulrr

latorische Schwelle unter der monotonen liegt (Vg < Vgo) gege-
ben ist fir:

, 3

O,62/Qv < QvT < 1,26 /Qv o (3.6.11)

Man kann demnach drei unterschiedliche Situationen bezilglich

<5 e As .

der Stabilitdt des Systems unterscheiden:

I. Das System ist monoton stabil, aber oszillatorisch in-
stabil, d.h. <V _<V__.
apil, dehe Vg < Vg < Vo
II. Das System ist oszillatorisch stabil, aber monoton insta-
bil, d.h. V <V_<V_.
’ go g g
III. Das System ist sowohl monoton als auch oszillatorisch in-
- stabil, d.h. V_>V_und V_ > V_.
’ g go g g
Im Fall I ist natlirlich, wie aus den bisherigen Ausfiihrungen
hervorgeht, das System nur fir Arbeitspunkte auf der oberen
Flanke y > O oszillatorisch instabil. Wenn keine anderen Grin-
de, etwa die am Anfang dieses Abschnitts genannten gegen die
Wahl der unteren Flanke sprechen, kann man das lineare Stabi—
lit4tsproblem als geldst betrachten, wenn wir uns einen Ar-
beitspunkt y < 0 vorgeben. Wie wir im n&chsten Kapitel aus den
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nichtlinearen Rechnungen sehen werden, wird diese Aussage

eine gewisse Einschrinkung erfahren.

Abgesehen davon, da® der Fall II wohl relativ selten anzutref-
fen sein wird, gilt genau das Umgekehrte wie im Fall I. Stabi-
litd&t 18Rt sich erreichen, wenn wir uns auf Arbeitspunkte auf
der oberen Flanke beschrénken. Hier gibt es insofern ebenfalls
nichtlineare Einschrdnkungen, als bei einer geniligend grofen
St8rung das System in eine andere Ruhelage springen kann, was
man sich an Bild 2.2 klarmachen kann. Glotale monotone Stabi-
litdt existiert-nur fiir Arbeitspunkte auBerhalb des Hysterese-
bereichs auf der oberen Flanke. Wenn der Hysteresebereich groB
gegen die Bandbreite ist, ist der Betrieb wie vorgeschlagen oh-
ne zusdtzliche Mafnahmen auch 8konomisch nicht vertretbar; denn,
um den Feldpegel §o zu halten, braucht man eine um den Faktor
(1+y2) gr8Bere Generatorleistung. Im Falle III sind von vorn-
herein beide Flanken der Resonanzkurve instabil.

Im allgemeinen 18Rt sich der elektromechanische Koppelfaktor
kv«fs/cv nur wenig verdndern, weil sich entweder aus anderen
Griinden die Geometrie gar nicht &ndern 18Rt oder weil eine Ver-
stdrkung der Wdnde (+ Vergr8ferung der Federkonstante cv) bzw,
Verdnderung der Formgebung (+ Verkleinerung des Entwicklungs-
koeffizienten fv) nur geringe Gewinnfaktoren einbringt.

Eine wesentlich elegantere L®sung flir das Problem im Falle II

und III besteht darin, daR® zus&tzliche elektrische Rickfihrun-
gen vorgesehen werden. Damit werden wir uns im Kapitel 5 aus-

fihrlich befassen.

Zum SchluB sei noch auf eine interessante Symmetrieeigenschaft
der Kopplung hingewiesen. Dazu erinnern wir uns an die von
Shapifo gegebene Darstellung des Kopplungsprotlems, die im
Abschnitt 3.3 behandelt wurde. Danach gab es gerade dann eine
Aufschaukelung einer mechanischen Eigenschwingung, wenn die in
diese Schwingung aus dem elektrischen Energiereservoir {Ubertra-
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gene Leistung gr¥fRer als die Verlustleistung wurde. Das Vor-
zeichen der ﬂbertfagenen Leistung ist aber, wie wir aus _
(3.2.10) schlieRen, gleich dem Vorzeichen der normierten Ver-
stimmung y = T(w—wco), Auf der unteren Flanke ist diese
Leistung wegen W<w g negativ, d.h. die mechanische Schwingung
wird durch die elektrische Riickwirkung zus#tzlich beddmpft.
Damit 14Rt sich eine effektive mechanische Didmpfung bzw. Ab-
klingzeit Toff definigren:

1 ,

Teff

(1+4Re Fo(ij)) (3.6.12)

M

woraus sich mit (3.2.10) ergibt:

02 2
ngv(ﬂvt)

1 =1 _ 2y
T

, (3.6.13)
Terf Ty 1ay? (1+(Qv7)2-y2)2+uy

2

Die D&mpfung Te;; wird sogar umso gr8fRer, je grbRer die Kopp-
lung an den elektromagnetischen Energiespeicher ist. Zur Ver-
anschaulichung dieser Situation wdhlen wir die Parameter flr
die maximale oszillatorische Instabilit#t nach (3.6.5) fir eine
Spannung Gg’ die das System gerade an die monotone Stabilit¥ts-
grenze bringt und setzen uns jetzt auf die untere Flanke auf
yz-1 (dih. 6= + 45%), Die effektive mechanische Gilte ist dann:

i . 1,4 (3.6.14)
eff Qv 3/8

L

Wegen Qv>>1‘bedeutet das: durch die elektromagnetische Beddmp-
fung kann mah im Optimalfall zu einer effektiven mechanischen

Giite von Ques ~ 1,84 kommen.

Auf die Problematik der Bed&mpfung im Zusammenhang mit zusdtz-
lichen Riickfithrungen wird im Abschnitt 5.2 zurlickzukommen sein.
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4. Stabilit&t des Systems fiir groRe Auslenkungen

Obwohl die konsequente Fortftthrung der linearen Stabilitdts-
diskussion des letzten Abschnittes die Untersuchung des System-
verhaltens in Gegenwart zusdtzlicher Rickfilhrungen widre, sol-
len an dieser Stelle zunfchst nichtlineare Betrachtungen einge-
f&gtvwerden, die einerseits eine genaue Abschitzung der Giite
der linearen N&Zherung erlauben und andererseits zu einer Pri-
zisierung der Stabilitidtsaussagen fithren.

4.1 Iteration der Hochfrequenzdifferentialgleichung

Die im Abschnitt 3.3 begonnene Methode der sukzessiven Verbes-
serung der N¥herungsl8sung der Differentialgleichung (2.2.7),
die einer Potenzreihenentwicklung der exakten L8sung nach dem
St8rfrequenzhub entspricht, soll im folgenden mit einer gerin-
gen Modifikation fortgesetzt werden. Und zwar wollen wir jetzt
direkt von der Differentialgleichung (2.2.15) fir die komplexe
Amplitude der Resonatorspannung ausgehen. Damit 1#Rt sich das
Ergebnis wesentlich {ibersichtlicher formulieren; allerdings
miissen wir zwischen zwei verschiedenen komplexen Operationen
streng unterscheiden. Im Hochfrequenz- oder Trégerbereich soll
eine Phasenverschiebung von 30° durch eine Multiplikation mit
i (i2 = -1), die konjugiert komplexe Spannung durch einen hoch-
gestellten Stern (") sowie die Real- bzw. Iméginérteilbildung

durch einen Index i (Re(), Im() ) dargestellt werden. Entspre-
i i
chend soll im Niederfrequenz~- oder Signalbereich eine Phasen-

verschiebung von 90° durch eine Multiplikation mit j (j2 = -1),

das konjugiert komplexe Signal durch einen hochgestellten ein-
@ . s

rekreisten Stern ( ) sowie die Real- bzw. Imagindrteilbildung

rch
e%nen,lndex j (Re(), Im() ) ausgedrlckt werden.

J J

der
Wir nehmen wie frither eine periodisch sinusf8rmig mit/Frequenz @

modulierte Eigenfrequenz an:
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L] @ -0
jat + lAw e 0t

5 (4.1.1)

- 1
W, F W,y + 5 Awe

wobei W die statische Eigenfrequenz bei der Resonatorspan-
nung V_ und |Aw| der Eigenfrequenzhub ist.

Die Ausgangsdifferentialgleichung lautet damit:

Y
(X A

[AweI®T4 Am@e'mt])v:vg (4.1.2)

5= Ve(r- D)0+ (1+dy-

2
V4

wobei w die Generatorfrequenz, 1T die elektrische Abklingzeit
und y der Parameter fir den statischen Arbeitspunkt ist.

Die Struktur der Differentialgleichung (4.1.2) kann man dar-
stellen durch

DV - xx(t) V = Vg SR (4.1.3)
wobei D ein komplexer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten, x(t) die oben angegebene Zeitfunktion und ) ein

Entwicklungsparameter sind.

Der Iterationsansatz fir die L8sung sei eine Potenzreihe fir
A

v= ] AtV ' (4.1.4)
n=0 n

Einsetzen des Ansatzes in (4.1.3) und Vergleich nach Potenzen
von A fuhrt auf die beiden Gleichungen:

DVo ' Vg Iterationsstart n = 0 (4.1.5.a)

DV

x(E)V__ n > 1 (4.1.5.b)
n n-1 = |

Uns interessiert aber eigentlich gar nicht die komplexe Ampli-
tude, sondern nur deren Betragsquadrat, weil dieses ein Maf fir
die auf die Widnde des Resonators wirkende Kraft ist.
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¥%

o0
ATy v | (4.1.6)

pog *
wo= 3 Yoy oy (4.1.7)

wobei n die Ordnung der Iteration angibt.

Wir k8nnen nun den Entwicklungsparameter in die St8rfunktion

einbeziehen und ihn formal gleich 1 setzen 50).

Wenn wir uns an den Abschnitt 3.1 zuriickerinnern, so ist doch
die Laplace-Transformierte des inversen Differentialoperators
gerade gleich der in Gleichung (3.1.4) definierten Ubertragungs-
funktion fiir die komplexe Amplitude:

(“1-"‘1‘ ~ r N I a FoThY

LD ) =:bo ({s) (4.1.8)
Als weitere Abkilrzung wollen wir die komplexe Impedanz fiir das
n-te Seitenband des modulierten Trdgersignals einfilhren:

6,(in0) & 7_ (4.1.9)
In dieser Darstellung enthidlt die komplexe Impedanz zwei ver-
schiedene komplexe Symbole i und j. Da Tr4dger- und Signalpha-

se nichts miteinander zu tun haben, sind die entsprechenden
komplexen Operatoren vertauschbar; insbesondere gilt auch ij#-1.
Bei der Anwendung der kompiexen Signaloperatoren ist i als
reell zu betrachten und umgekehrt bei der Anwendung der komple-

xen Trdgeroperatoren ist j als reell anzusehen.

Fir Zn erhdlt man:

Z = — 1 - (4.1.10)
. 1y itn“Q '
1+iy+(1- E)jnﬂ+ s Tren
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Bei der Anwendung der Iterationsvorschrift (4.1.5) erhalten
wir aus (4.1.2) sukzessive die folgenden ersten drei Summen-

glieder:
vo=vg/<1+;y)
- it it
.= e [awe 702, ]
] o (4.1.11)
G - 1T 2 Ao r. '.\ZQ'C P . -
V2V, (=) zij w’z 12,87 7 T +Awbw 2 Z,]
. int,, 2 j20t ®., /-
Vy=v, < Ty3 2R§[Aw e’ (MZ,2,2 e +AwAW 2, (2,2, + 27 _ReZ,))]

¥

Wir milssen bereits an dieser Stelle abbrechen, weil die h&heren
Teill8sungen unilbersichtlich lang werden. Die Breite des L3sungs-
spekfrums ist gerade w+nQ, wenn n die Iterationsordnung anéibt;
bei (un)gerader Ordnung tauchen nur (un)geradzahlige Vielfache
der Grundfrequenz in der Zusatzspannung auf. Die Reihe konver-
giert sicherlich gut fiir 11Aw]<<1 d.h. dann, wenn der Modula-
tionshub klein gegen die Resonatorbandbreite ist. Die Reihe kon-
vergiert aber auch dann noch, wenn diese Bedingung verletzt ist.
Wie frilher bereits ausgefithrt wurde, geniligt die Bedingung
iAwlwco]<<1, d.h. Modulationshub klein gegen diezgisonatoreigen-
frequenz (vgl. dazu die Ausfilhrungen bei Wagner ). Wie man
in (4.1.11) sieht, muB dann aber eine grofe Anzahl von Gliedern

berechnet werden.

Zur- Berechnung der Kraftmodulationbmuﬁ (4.1.11) in (4.1.7) ein-
gesetzt werden, wobei man sich die Vertauschbarkeit der komple-
xen. Operationen zunutze machen kann. Diese Kraft wirkt auf eine
Kette von parallelgeschalteten hochselektiven mechanischen Schwing-
kreisen mit den Eigenfrequenzen Qilund den Bandbreiten 1/Tu.

Wenn wir voraussetzen, daf® nicht gerade eine Oberwelle nQ der
Modulationsfrequenz 2, die den Mode v anregt, innerhalb der
Bandbreite eines der h&heren mechanlschen Moden u liegt, also:
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ggu - nQ] >> 1/1u fiir alle n
und u # v (4.1.12)

gilt, brauchen wir in dem Ausdruck fiir die Kraftmodulation nur
den konstanten Term und den mit der Grundwellenfrequenz Q be-
riicksichtigen. Wir erhalten dann filr die jeweiligen Iterations-
ordnungen entsprechend (4.1.11):

* A A
(V‘v’ }O = ‘v’é/(l'f’yz) = ch)
(Vv*), = -2tV2 Repwed?t 1nm 2

1 o . . 1
3 i

%y _ 1.2 52 ® ® *
(vv )2 = 3T VO AwAw R; (Z1 Z1 uRgzozi) (4.1.13)

%y . 1.302 ® jt ' ©x
(vv )3 = 5T Vo AwAngAwe I@(2122(21+Zl.)+ulz°(R?21)(Imzi))

3 i 3 i

Die gesamte L3sung ist die Summe aller dieser Iterationsbeitri-

ge

* g ,
woo= § (W
n=0 n

Wenn man sich daran erinnert, da® die Eingangsgr3Be fiir dies?n
IterationsprozeR in der Differentialgleichung (u.1.2)r-RgAmeJQt
war, erkennt man, daR sich die ungeraden Iterationsschridtte
als amplitudenabhéngige komplexe Verstirkungsfaktoren inter-
pretieren lassen, die einen Zusammenhang zwischen der komplexen
Eingangsamplitude Aw und der komplexen Kraftamplitude herstel-
len. Man erhdlt damit einen Verstidrkungsfaktor des elektrischen
Teilsystems F_(jQ), der fir |TAw]<<1 mit dem in (3.1.10) ange-

gebenen Ge(jQ) identisch ist:

* 1‘ 2 4 ®*> s 7 - S Fv Erd LN
Fe(39>-I?Zi-I?EIAmrl (z}1 2,(24+7, )+ulzo(R§zi)(1?41)J+...
(4.1.14)

Ge(jQ) =z Ir.nZ1 ist der lineare Ubertragungsfaktor in Ubereinstim-
mung mit (*3.1.10).
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Abgesehen davon, da® wir bisher nur den ersten nichtlinearen
Term ausgerechnet haben, besteht die Schwierigkeit bei der
Interpretation des nichtlinearen Systemverhaltens mittels die-
ses amplitudenabhingigen Verstirkungsfaktors darin, daB die
Amplitudenabhidngigkeit im allgemeinen nicht von der Frequenz-
abhdngigkeit separiert werden kann. Das ist eine typische Er-
scheinung, die meistens bei nichtlinearen Gliedern mit Verz8-
gerungsverhalten auftritt.

Einen Vorteil hat diese Darstellung trotzdem, wir kdnnen ent-
sprechend den Ausfilhrungen im Abschnitt 3.2 unter Berlicksich-
tigung der NZherung (3.1.11) auch hier das Nyquist-Stabilit¥ts-
kriterium in der algebraischen Form der Gleichung (3.2.3) anwen-
den. Man erhdlt so einen der Bedingung (3.2.5) v8llig analogen
Ausdruck: '

TVZ k Q1. ImFe(jo ) < 1 ‘ (4.1.15)

14 g VVV 3 v | T

y

Wenn diese Bedingung fiir die gegebene Parameterkombination und
fir beliebige Auslenkungen |Aw| des Systems erfiillt ist, bezeich-
net man das nichtlineare System als global stabil.

Ein typischer nichtlinearer Effekt ist die Ver&nderung der mitt-
leren Resonatorspannung mit wachsendem Ausschlag. In der L&sungs-
darstellung (4.1.13) erkennt man, daR® bei allen geraden {tera—
tionsschritten Beitridge zur mittleren Resonatorspannung Vm ent-
stehen, die ebenso wie der komplexe Gbertragungsfaktor‘Fe von

der Vibrationsfrequenz © und der Energie des mechanischen Oszil-
lators « [Aw}z abhingen. Das bedeutet, daf sich der Arbeitspunkt
infolge eines "Gleichrichtereffekts" mit wachsender Sghwingampli—
tude |Aw! verschiebt. Die mittlere Resonatorspannung Vm ist nach
(4.1.13):

02
~ v @
2 . 'g 1 2. _

Vo, 2(1+71Awr§ Re(Z,Z, -4ReZ Z,) + ...) (4.1.16)

1+y J i
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Eine detailliertere Diskussion des nichtlinearen Verstdrkungs-
faktors erfordert eine explizite Darstellung fir Fe, die wir
nach der Iterationsmethode nur unter sehr grofer Milhe erhal-

ten kdnnen. Auf eine M8glichkeit, diese Darstellung zu gewinnen,
hatten wir bereits im Abschnitt 3.4 hingewiesen. Die Ndherungs-
differentialgleichung (3.4.3) nimlich 14BRt sich exakt integrie-
ren.

4,2 Fourierentwicklung des Integrals der Nd&herungsdifferential-
gleichung

Die Ausfilhrungen des letzten Abschnitts erlauben nun genau an-
zugeben, unter welchen Voraussetzungen die exakte komplexe Dif-
ferentialgleichung (2.2.13) bzw. (4.1.2) durch die komplexe N&-
herungsdifferentialgleichung (3.4.3) ersetzt werden kann. Die

Vernachldssigung der zweiten Ableitung und eines Teils der er-
sten ist gleichbedeutend damit, da® im n-ten Iterationsschritt

die komplexe Impedanz Z_ (4.1,.10) in folgender Weise gendhert
werden kann:
1 1
] ~ (4.2.1)
1+iy+anT+ina(§nQT-j) i+iy+inQT

Dazu ist die frither angegebene Bedingung (3.u4.4) Voraussetzung.
Formal bekommt die komplexe Differentialgleichung erster Ordnung
die Gestalt:

T(V + a(t) V) = v, (4.2.2)
wobei a{t) eine zeitvariante komplexe Didmpfungsgrdfe ist, deren
Imagindrteil gleich der Differenz zwischen Generator-und Eigen-

frequenz ist.

Die Differentialgleichung (4.2.2) 14Bt sich exakt integrieren;
die L3sung ist:
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t
-[ a(t')dat’ +| a(t")dt"
t

rt Syt

° dt')  (4.2.3)

t

ce © 1 [
Vit)= e (V(to)+f [ Vg(t')e
t

O

V(to) ist die komplexe Amplitude bei der Integrationsstartzeit

t,. V(t ) reprdsentiert zwei reelle Anfangswerte lV(to)l und

arg V(t°)=

Fidr die komplexe Ddmpfungsgrdfe a(t) wird wieder wie in (4.1.1)
ein Cosinus-Ansatz gewdhlt:

. % _3
th+Aw e 1Qt) (4.2.4)

a(t) = i (Awe

Nf

(1+iy) -

3|

Hier wird nicht mehr die Unterscheidung in Signal- u. Trdger-
phase ben8tigt; daher fallen auch die Unterscheidungen in den

komplexen Operationen weg.

Wir interessieren uns fllr den eingeschwungenen Zustand, d.h.
fiir die periodische L8sung von V. Dazu brauchen wir nur die

Integrationsstartzeit in (4.2.3) in die unendlich entfernte

Vergangenheit (to+—w) zu verlegen. Der EinfluR des Startwer-
tes entf&llt dann und man kann im Exponenten das unbestimmte
Integral verwenden. Bei konstanter Generatorspannung Vg er-

halten wir die L8sung, die wegen (4.2.4) periodisch mit der

Frequenz Q- ist:

-Ja(t)dt t +fa(t')dt'

v
V(t)=V(t+g%)= £Le e at’ (4.2.5)
— )
mit
. * —.
fa(t)dt = %(1+iy) - %ﬁ (Awe*Tt-py” o720%, (4.2.6)

Der Imaginirteil von (4.2.6) ist bis auf eine Konstante iden-
tisch mit der Absolutphase des hochfrequenten Feldes. Es ist
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zweckmdBig folgende Abkirzung einzufilhren:

’ o ?
ég = lé%¢ elt® = pet® (4.2.7)

n wird gewdhnlich als Modulationsindex einer frequenzmodulier-

ten Schwingung bezeichnet,o ist der Signalphasenwinkel.

Das Integral (4.2.5) 1&Rt sich ausrechneh, wenn man folgende
komplexe Fourierdarstellung verwendet:

e +oo ;
cInsin(Qt+a) _ ) J_(n) ein(Qt+a) (4.2.8)

nz=c

Jn(n) ist die Besselfunktion 1. Art und n-ter Ordnung mit dem

Argument n.

Man erhdlt damit fiir die komplexe Reéonatorspannung:

+co

VeV eln51n(Qt+a) z J (X erln(Qt+a) (4.2.9)
g n=-cw n n .
mit
X_ = 1 (4.2.10)
’ 1+i(y-nQ1)

Die Kraftamplitude 148t sich ebenfalls wieder als Fourierreihe

darstellen. Es ergibt sich:

% ~ oo .
W' = V2 [A+2 ] Re A ein(ft+aly (4.2.11)
g Yo't L, n

mit dem komplexen Entwicklungskoeffizienten

oo

A =
n

" o4

¥*
It Jp ) XXy (4.2.12)

m
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Im Sinne der Ausfiihrungen des vorangegangenen Abschnitts fil-
tert die stark selektive mechanische Ubertragungsfunktion aus
diesem Spektrum den konstanten Term und die Grundwelle aus.

Der Koeffizient A, 148t sich noch etwas anders darstellen:

1
A1°mzn Jm(")Jm+1(”) X X m+1 x-mx-(m+1)] (4.2.13)

Hier sind alle Glieder mit den gleichen Besselfunktionen zusam-
mengefaft worden. Der komplexe Verstirkungsfaktor entsprechend
der Potenzreihendarstellung in (4.1.14) ist damit gegeben durch:

~ 2
. - - 1+y" 1 . .2,
He(lﬂ,n) o 3 Al(lﬂ,n), (4.2.14)
Zur Unterscheidung vom korrekten Verst&rkungsfaktor Fe’ dessen
erste Glieder im letzten Abschnitt berechnet wurden, soll hier

die Niherung mit H bezeichnet werden.

e RIS LS -~ e R O ¥

Einsetzen von (4.2.10, 13) in (4.2.14) ergibt schlieRflich eine
neue Reihendarstellung flir den komplexen Verstdrkungsfaktor:

-(2 m+1)y(1+y2)

[pS]

H (ie,m)= § 23 (m)d ., (n) ,
e no 1Tm(M e (((1-imm)2¥y2)((1+i(m+1)52't)2+y2)

(4.2.15)

Wir wollen den Gang der Rechnung an dieser Stelle kurz unterbre-
chen und die sich hier fast zwangslqufig ergebende Rechenmethode
mit in der Literatur bekannten vergleichen.

harmonischen Ansatz zu w&hlen und aus dem Ausgangsspektrum nur
o . . 26

die Grundwelle weiterzuverwenden, geht auf Krylow-Bogoljubow )

zurlick und wird als Harmonische Linearisierung bzw. Harmonische

Die Methode, filr den Eingang des nichtlinearen Teilsystems einen
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Balance 27) bezeichnet. Der komplexe Verstdrkungsfaktor, bei
uns He genannt, wird gewShnlich als Beschreibungsfunktion be-
zeichnet. Die einzig wesentliche Voraussetzung fiir die Anwend-
barkeit der Harmonischen Linearisierung ist, daR die vernach-
ldssigten Oberwellen im linearen Teilsystem auch wirklich

stdrker als die Grundwelle gedimpft werden.

Fir Produkt- und potenzf8rmige Nichtlinearitdten, wie sie hier
auftreten, gibt es zwei prinzipiell verschiedene Verfahren.

21) werden fiilr die nichtlinearen

Nach dem Verfahren von Magnus
Differentialgleichungen lineare Ersatzkoeffizienten berechnet.
Diese Koeffizienten sind aber im Gegensatz zu denjenigen, die

man nach der'Methode der kleinen Schwingungen", der im Kapitel
3 verwendeten echten Linearisierung also, erhdlt, amplituden-

abhdngig. Fllr die Stabilitidtsanalyse k&nnen nun die im Kapitel
3 angewendeten linearen Stabilitdtskriterien herangezogen wer-
den. ‘

Die Methode von Lauber 28) dagegen gestattet die Berechnung
der Beschreibungsfunktion im Frequenzbereich aus einem Satz
von linearen Gleichungen mit komplexen Koeffizienten. Eine
explizite Darstellung der Beschreibungsfunktion erh#lt man

jedoch nur in den allereinfachsten Fdllen.

Wir hatten uns bereits flir die Frequenzbereichsanalyse ent-
schieden, weil uns mit dem Nyquist-Kriterium aufgrund des
Bandpafcharakters des linearen Teilsystems ein auBerordent-
lich einfaches Stabilitdtskriterium zur Verfligung steht.

Die Lauber'’sche Methode h&tte in unserem Falle zu den gleichen
Schwierigkeiten wie die im Abschnitt 4.1 dargelegte Potenzrei-
henentwicklung gefithrt. Der Grund, warum sich in unserem Fall
eine recht {ibersichtliche Reihendarstellung fir die Beschrei-
bungsfunktion He ergab, ist lediglich darin zu suchen, daB die
nichtlineare Ausgangsdifferentialgleichung integrierbar war.
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Ein weiterer Vorzug der Besselfunktionen-Reihendarstellung

der Beschreibungsfunktion (4,2.15) liegt darin, daB fir einen

bestimmten Frequenzbereich, némlich Q>>1/t, die Reihe geniligend
gut durch den Term m=0 bteschrieben wird. In diesem Fall werden
die Amplituden- und die Frequenzabhingigkeit separiert.

An einer Potenzreihenentwicklung des amplitudenabhingigen Teil-

_ 2 . 2 .
faktors Nm(n) = ﬁJm(n)Jm+1(n) sehen wir, daB Nm von n° abhingt,
d.h. von Potenzen der mechanischen Schwingungsenergie.

n,1 2.,m+n
w (=17 (2me 2n+2) (4.2.16)

Nm(n) =
n=0 T'(n+1)T(m+n+1)T(m+n+2)T(2m+n+2)

I ist die Gamma-Funktion 29).
Die Bedingung fllr die Stabilitdt des mechanischen Modes v nach
dem Nyquist-Kriterium lautet entsprechend (4.1.15):

2
L4/
;:;é— k2T, Im H (19V,n) < 1 (4.2.17)

Der Imagindrteil der Beschreibungsfunktion He fiir die Frequenz
Q=Qv ist proportional der elektrischen Zusatzbeddmpfung der me-
chanischen Schwingung mit der Frequenz Qv‘

Fiir den Imaginsrteil der Beschreibungsfunktion ergibt sich:
2y, 2 2
,ZQva{1+y Y(2m+1) (14y " +m(m+ 1) (R, T 7)

ImH_(iQ _,n)= } N_(n)
TV nie ™ ((aem? (@ D 2y D Zauy D) (e tmr D2 (2 1 -y Dy Zany)

(4.2.18)
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Flir Zust&nde des Systems, bei der die linke Seite von (4.2.17)
gleich 1 wird, befindet man sich im Sinne der vorhergegangenen
Ausfthrungen im Zustand der Harmonischen Balance; in der Pha-
senebene ergeben sich geschlossene Grenzzyklen.

Hier muB noch eine Bedingung erfilllt sein, auf die bisher nicht
eingegangen wurde. Wenn wir uns an die Phasenelbene nach Bild
2.3 zurlickerinnern, so wird die Harmonische Linearisierung si-
cherlich nur vernlinftige Ergebnisse liefern, wenn sich der
Grenzzyklus nicht zu weit von dem jeweiligen Wirbelpunkt ent-

fernt.

Die Berechnung des nichtlinearen Schwingungszustandes wird
weiterhin dadurch kompliziert, da® die nichtlineare '"elektrische”
Ubertragungsfunktion neben einer Verstirkung der Grundwelle auch
noch einen konstanten Term erzeugt, der von der Grundwellenampli-
tude n abhdngt und der den Arbeitspunkt auf der Resonatorflanke
verschiebt.

Entspreehegd (%:2011) ist die mittlere Resonatorspannung Gm gege-
ben durch V _ = Vge/ﬁg. Nach Einsetzen von (4.2.10) in (4.2.12)

erhdlt man:

v2=v2
m

2 2 2., 2 2
Jo(n) < Jm<n><i+y +m” (1)) } (4.2.19)

+2
2 2¢m2(Q1)2)2°4y2m2(91)2)

1+y mzi {i+y
Dabei ist @ die Momentanfrequenz der Schwingung mit dem Modula- °
tionsindex n. Wie wir aus der Ortskurve 3.1 entnehmen, ist diese
Frequenz praktisch identisch mit Qv’ wenn die mechanische Kreis-

giite Qv sehr groB gegen 1 ist.

Bei fest vorgegebener Generatorfrequenz w 148t sich der vollstdn-
dige Anschwingvorgang also nur richtig wiedergeben, wenn man
iterativ entsprechend dem jeweiligen Modulationshub !Aw! den Ar-

beitspunkt v neu bestimmt.
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Wenn man sich flir die korrekte Dynamik des Anschwingvorgangs
interessiert, wird man am zweckmdBigsten wieder direkt von der

Differentialgleichung (4.2.3) ausgehen.

Fiir unsere Betrachtungen genilgt es, die Grenzzyklen zu kennen.
Bei gegebener Generatorfrequenz w wird dieser Grenzzyklus cha-
rakterisiert durch eine mittlere Resonanzfrequenz w, . und einen
Resonanzfrequenzhub |Aw|. Wegen der Eindeutigkeit der Beziehun-
gen k&nnen wir aber auch so vorgehen: Wir geben den Arbeitspunkt
y = T(w—wam) vor, berechnen aus der Bedingung fiir den Grenzzy-
klus:

—E& x a1 Im H, (iQ,,n) = 1 (4.2.20)

den Modulationsindex n und erhalten die zugeh®rige Generator-
frequenz entsprechend (2.3.9) aus:

- - g2
; Lw~@o)t =y -1 kuvm (y,n) (4.2.21)

= o~

A~

wobei W die natlirliche Eigenfrequenz des Resonators bei Vo = 0
ist und Vé der Gleichung (4.2.19) zu entnehmen ist.

4.3 Diskussion der nichtlinearen Stabilitdtsbedingungen

Wie wir das auch schon bei den linearen Stabilitdtsbedingungen

im Kapitel 3 gesehen hatten, ist auch hier eine ausgeprigte Ab-
h&ngigkeit der Bedingungen (4.2.17, 18) von dem Parameter er
festzustellen. Zun4chst wollen wir uns mit dem Bereich 2,1>>1
beschdftigen, weil sich dann - wie bereits erwfhnt - die Be-
schreibungsfunktion ganz erheblich vereinfachen 148t. Aus (4.2.18)
erhdlt man: '

6 2 2
Im H (iR,n) & = J (n) J,(n) za—f;g (4.3.1)
\Y
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unter der genaueren Bedingung
er >> J/I+y?

Der Phasenhub n war die Eingangsvariable des nichtlinearen
Gliedes; man kann daher die Funktion ZJO(n)Ji(n) als Schwing-
kennlinie bezeichnen. Die Anfangssteigung der Schwingkennlinie

ist gerade 1.

Den dynamischen Anteil in (4.3.1) k&nnen wir mit dem elektro-
mechanischen Kopplungsfaktor und den dynamischen Faktoren der
mechanischen Ubertragungsfunktion nach (4.2.17) in der Stei-
gung m der "Arbeitsgeraden" zusammenfassen:

2
2 (2.1)
= lzz AZV (4.3.2)
ngvrv

In Bild 4.1 sind die Schwingkennlinie und verschiedene Arbeits-

geraden dargestellt.

o

Bild 4.1: Schwingkennlinie fir er>>\/1+yz
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Wir sehen, da® fiir m>1 der Ursprung O fiir beliebig groBe Aus-
lenkungen n stabil ist. Diese Aussage entspricht genau dem
linearen Stabilit&tskriterium unter der Voraussetzung m>0. Wird
diese Grenze etwas unterschritten, wie mit der Geraden I charak-
terisiert, so schwingt der nichtlineare mechanische Oszillator
infolge der elektrischen Entdimpfung an und l#uft aufgrund des
nichtlinearen Charakters dieser elektrischen Entdidmpfung im
Punkt A in einen stabilen Grenzzyklus. Filr Steigungen der Ar-
beitsgeraden 0.037>m>0 gibt es weitere stabile Grenzzyklen mit
gr8Beren Phasenhillben, die jeweils durch instabile : e
Grenzzyklen voneinander getrennt sind. Um zu diesen h&heren
stabilen Schwingungsformen des nichtlinearen mechanischen Os-
zillators zu gelangen, muB das System solch starken Anfangs-
auslenkungen unterworfen werden, daB die jeweiligen instabilen
Grenzzyklen, die wie eine Scheide zwischen den stabilen wirken,

Uberwunden werden.

Im Abschnitt 3.6 hatten wir uns Uberlegt, da® bei kleinen Aus-
lenkungen n<<1 (linearer Fall) flir m<0 das mechanische System
nicht nur nicht entdidmpft, sondern sogar zusdtzlich bedimpft
werden konnte. In Bild 4.1 sieht man sehr anschaulich die Ein-
schridnkung, die fir groBe Auslenkungen gemacht werden muf. Im
Bereich -0.062<m<0 kann das mechanische System entddmpft werden,
wenn eine genfigend groRe Anfangsauslenkung auftritt, die den in-
stabilen Grenzzyklus B (Gerade II) {iberwindet. Das System
schwingt dann mit einem dem stabilen Punkt C entsprechenden

Phasenhub.

Unter der Voraussetzung, da® die gew#hlte Ruhelage einem Ar-
beitspunkt auBerhaldb des Hysteresebereichs nach Bild 2.1,2,3
entspricht, wird man,ohne da® hier genauer auf die mathemati-
schen Implikationen eingegangen werden soll, erwarten diirfen,
daB die Ruhelage global asymptotisch stabil ist, wenn es keine
Dauerschwingungen gibt 27)¢ In der Darstellung nach Bild 4.1
treten keine Dauerschwingungen auf, wenn es keine Schnittpunkte
der Arbeitsgeraden mit der Schwingkennlinie gibt. Die Bedingung

dafilr lautet:
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o2
V'k. T
-16,2 < 23’2 g V;’ <1 (4.3.3)
1+y (er)

Das bedeutet, die oszillatorische Stabilit&tsschwellspannung

VU_ auf der unteren Flanke der elektrischen Resonanzkurve ist
nur um einen Faktor /16,24 ,0 grdfer als die Stabilit#tsschwell-
spannung Vg+ auf der oberen Flanke bei dem gleichen Betrag der

Die Ordinate des stabilen Grenzzyklus A in Bild 4.1 ist ein MaB
fir die Amplitudenmodulation des elektromagnetischen Feldes.
Aus (4.2.11) erhalten wir flr den Amplitudenmodulationsindex

Gn(n) der n-ten Harmonischen:

A_(n)|
n ’ -1 (4.3.4)
Ao(n)

@n(n) =.J 142

i

Filr die erste Harmonische (n=1)sowie QVT >>/1+y2 erh8lt man
unter Verwendung von (4.2.14%, 15):

J 13, ()|
Uy 1 -
g (n) ~ v/ 1+ .t | T 1 (4.3.5)

Man erkennt an (4.3.5), daR trotz betrdchtlicher Phasenhilbe n
fur Q 1>>1 die Amplitudenmodulationstiefe sehr klein sein kann.
Fliilr Anwendungsfdlle, bei denen die Phase des elektromagneti-
schen Feldes nicht interessiert, ist es daher m¥glich, den Re-
sonator in einem mechanischen Grenzzyklus zu betreiben, wenn
man eine geringfligige Amplitudenmodulation zuldft.

Fiir einen Arbeitspunkt y=1, das entspricht -45° Hf-Phasenver-
schiebung, und einem absoluten Phasenhub n=z 0,785 hat die Feld-
amplitude nur 1 % Amplitudenmodulation, wenn die Resonatorbrei-

te etwa 1/80 der betrachteten mechanischen Vibrationsfrequenz
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ist. Die mittlere Resonatorspannung, die in dem betrachteten
Grenzfall proportional zu lJo(n)! ist, wie man der Gleichung
(4.2.19) entnehmen kann, ist bei dem gewdhlten Absolutphasen-
hub von n= 0,785 etwa 15 % kleiner als im linearen Fall (n<<1).

Wir wollen nun den zweiten Grenzfall untersuchen, bei dem die
mechanische Vibrationsfrequenz Q sehr klein gegen die Resona-
torbandbreite ist (Q 1<<1). Das 1st ein flr normalleitende Be-
scnieunlgungsresonatoren typischer Fall. Wenn wir uns auch hier
wieder sofort der fiir die Stabilitdtsbetrachtungen wichtigen
Gleichung (%.2.18) zuwenden, erkennen wir, daR filr genligend
grofes n sehr viele Summanden berﬁcksichtigt werden milssen,
wobei allerdings die frequenzabhingigen Faktoren vereinfacht

werden k&nnen.

Fiir mQ T<<1 wobei m flir den m-ten Summanden in (4.2.18) steht,
der gerade kelnen wesentlichen Beltrag zu der Summe mehr liefert,

erhalten wir:

2y T ® t
Im H (i@ ,n) = —2— ] (2m+#1) N_(n) (4.3.6)
eV (1ayD)? meo m.

Die Reihe von Produkten aus Besselfunktionen 18Rt sich expli-
ziert summieren; das Ergebnis ist gerade gleich 1.

2Jm(n)Jm (n)

m ml (ome1) =1 (4.3.7)
o . |

e~ 8

Auf den Beweis soll verzichtet werden, hlerzu sei auf Watson 30)

verwiesen.
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kT <1 (4.3.8)
(1+y°)

die schon von Karliner 2) angegeben wurde. Entsprechend erhdlt
man fir die mittlere Resonatorspannung Vm nach Gleichung (4.2.19):

A - ~ 2 - A
Vp = Y 1/ 14y° =V (4.3.9)
wobei die Identitit:
2 T .2
Jo m +2 § J%°(n) =1 , (4.3.10)

m=1 M

verwendet wurde. Die beiden Ergebnisse (4.3.8, 9) sind eigent-
lich nicht Uberraschend, wenn man bedenkt, daf fiir festgehalte-
~nes n die angewendete N#herung |[Aw|t <<1 impliziert, was sei-
nerseits aber bedeutet, daR der Frequenzmodulationshub klein
gegen die Bandbreite des Resonators ist (+ lineare Ndherung).

Wenn wir die N&herung 0 T<<1 nicht so streng wie bisher anwen—
den und in Gleichung (u 2.18) wenigstens die Terme mit (Q T)
im Nenner und Z%hler mitnehmen, ergibt sich fiir die Schw1ng-
kennlinie:

2 ne T 3 n. T 3

nIm H (i ,n)=—2fo(—Y. - 2(—Y5)
e v? 1+y2 1+y2 y 1+y2

(3-5y2) +...) (4.3.11)

Das sind die ersten beiden Glieder einer Potenzreihendarstel-
lung fir er<<1. Wir sehen hier bereits zweil charakteristische
Unterschiede gegeniiber der Potenzreihendarstellung (4.2.16) fir
er>>1. Erstens hdngt der nichtlineare Charakter der Kennlinie
nicht mehr vom Phasenhub n=[Am]/Qv,sondern vom Frequenzhub be-
zogen auf die Bandbreite |Aw|t ab und zweitens sind die Entwick-

1nna<konF171pn+pn keine Konstanten, wie in (u_z_ls)- sondern

ML HE RNV O e La Tt v ors AT AT AV T LR W2

Funktionen des Arbeitspunktes y.
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Fir die mittlere Resonatorspannung bekommt man eine #hnliche

Darstellung:
92
~ \Y nQ T
v2 s B (1- 2—221-3yH + L) (4.3.12)
1+y 1+y

Aus der Potenzréihendarstellung (4.3.11) k¥nnen wir einen neuen
Typus der nichtlinearen Systemeigenschaften ablesen. Fir' y>/§7_
das entspricht einer Hochfrequenzphasenverschiebung von 0< -53°
wird das kubische Glied positiv. Das bedeutet: selbst wenn fiir
kleine Ausschlige |Aw|t die Schwinggrenze noch nicht erreicht
war, kann unter der angegebenen Bedingung flir grdfere Ausschli-
ge die Séhwinggrenze iberschritten werden. Wdhrend friher bei
Q,7>>1 (jedenfalls im Bereich O<n<2.u4 im Bild 4.1) die eiektri-
sche Entddmpfung des mechanischen Oszillators fir y>0 mit zuneh-
mendem Ausschlag abnahm, kann fir g,1<<1 die elektrische Ent-
ddmpfung mit zunehmendem Ausschlag in einem gewissen Anfangs-
bereich zunehmen. Qualitativ ist diese Situation im Blld 4,2
dargestellt.

AI J;L BI
K sl
¥ I | +
: | «Arbeitsgerade” k-1
} ., Elektrische Entdampfung”
: ? im He
l !
} : . Schwingkennlim’e “ qimHe
A ntdqmpfungsgradlent = {ImHe)
- e
0 bZ= - \<// n -
Aq, \\\ ACIB 1T =Aq
“u
S —— -

Bild 4.2: Schwingkennlinie fir Q,1<<1

Neben der Schwingkennlinie und der Arbeitsgeraden ist als obter-
ste Kurve die elektrische Entddmpfung als Funktion der normier-
ten Schwingamplitude eingezeichnet. Der schraffierte Bereich
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ist ein MaB flir die amplitudenabhdngige elektrische Zusatz-
ddmpfung. Die Steigung k der Arbeitsgeraden wurde gerade so
gewdhlt, daR fiir sehr kleine Auslenkungen der geschlossene
Kreis geddmpft ist; d.h. die Ruhelage O ist stabil. Der Ein-
zugsbereich der stabilen Ruhelage ist allerdings nicht unend-
lich grof, sondern reicht nur bis Aq,, zu der Amplitude also,
die zu dem ersten Grenzzyklus geh8rt (Schnittpunkte A bzw. A').
Wie wir bereits frilher gesehen hatten, wechseln auch hier sta-
bile und instabile Grenzzyklen einander ab. DaB der Punkt A
bzw. A' zu einem instabilen Grenzzyklus gehdrt, ist sehr leicht
einzusehen: Fiir Aq<AqA nimmt die Da&mpfung mit abnehmender Ampli-
tude zu, d.h. die Schwingamplitude tendiert gegen die stabile
Amplitude 0; fiir Aq>AqA nimmt die D&mpfung mit zunehmender Am-
plitude ab, was wiederum zu einem weiteren Amplitudenzuwachs
fihrt; d.h. die Schwingamplitude tendiert gegen die stabile
Amplitude Aqg. |

Mit dieser aﬁschaulichen Vorstellung 148t sich ein einfaches
Kriterium flr die Stabilitdt der Grenzzyklen formulieren: Der
betrachtete Grenzzyklus mit der Amplitude n; bzw. Aqi ist
stabil, wenn die Steigung der Schwingkennlinie bei dieser
Amplitude kleiner als die der Arbeitsgeraden ist, vorausge-
setzt, die Kennliniensteigung ist positiv (das bedeutet in
unserer Konvention:negative Riickkopplung im geschlossenen
Kreis). In Formeln ausgedriickt, heift das nach Bild 4.2:

(n ImHe(in,n))v < k (4.3.13)

9
(N n=ny

Mit der Schnittpunktstedingung:

Im He (le, ni) = k (4.3.14)

aus der mad die Schwingamplitude ns berechnen kann, erhdlt

man die Bedingung:
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y o Im Hecinv,n) <0 (4.3.15)

n=ni

an

fir die Stabilit#t des Grenzzyklus mit der Amplitude urg Der
Faktor y wurde nachtrdglich dazugesetzt; er beriicksichtigt die
Tatsache, daR sich D&mpfung und Entddmpfung auf der unteren
Flanke des Resonators wegen positiver Riickkopplung gerade umkeh-

ren.

Die’Bedingung (4.3.15) 14Rt sich anschaulich zusammenfassen:
Der Grenzzyklus ist stabil bei negativem Entddmpfungsgradien-
ten bzw. positiven Di&mpfungsgradienten fir die betrachtete
Amplitude und instabil im umgekehrten Falle (+ gestrichelte
Kurve im Bild 4.2).

In Bild 4.2 war bereits mehr Information eingeflossen, als wir
aus dem Stand der Potenzreihenentwicklung in Gleichung (4.3.11)
wissen konnten. Um den Verlauf der Schwingkennlinie auch flr
grdfere Auslenkungen des Systems zu berechnen, milssen abhdngig
von der Grdfe von Aqﬂ1+y2) die h8heren Koeffizienten der Po-
tenzreihenentwiéklung ermittelt werden. Der bisher beschritte-
ne Weg erweist sich als &uBerst mithselig.

2)

Wir erinnern uns an die von Karliner verwendete St8rungsent-
wicklung der Ndherungsdifferentialgleichung nach dem kleinen Pa-
rameter QUT. Da wir uns bei den bisherigen Betrachtungen auf
T/Tv<<1 beschrdnkt hatten, 14Bt sich aus den Ausdriicken von
Karliner mit dem Shapiro'schen Energiellbertrag direkt die Schwing-
kennlinie ausrechnen. Das Energiellbertrags-Integral 148t sich

zwar durch analytische Funktionen ausdriicken. Dieser Ausdruck

ist aber so umfangreich, daf hier nur eine Potenzreihendarstel-
lung angegeben werden soll, die man aus einer Taylorentwicklung
des Integranden gewinnen kann.
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n-t
nIm B_(ig ,n) = 2L ] (Y21 e (y)  (u.3.16)
1+y° n=0 1+y

wobei PZn(y) ein Polynom vom Grade 2n ist:

2n

(149" 3 (5<1*Y2)3) (4.3.17)

P, _(y) = -
n!(n+1)1u" azzn y 1+z2 2=y

2n

Der entsprechende Ausdruck filr die mittlere Resonatorspannung
Vm lautet:

- o n?. T
vi = -—57 ]« Vz)zn Qyy (¥ (4.3.18)
14y~ n=0  1+y
mit dem Polynom:
2.2n 2n o2
Q,, (y) = (1*Y2)n 32n (1+y2)z_ (4.3.19)
(n1)éu" 9z 143 [PV
Die ersten 4 Polynome fllr die Schwingkennlinie lauten:
P = +1
o
- - 3 (a. 2
P2 = m (3-5 y°)
, (4.3.20)
5 2 )
Py =+ ¢ (3-1uy"+7y ")
35 2 L 6
o P6 = - a5 (5-45y“+63y -15y )

Auch die vollstdndige Potenzreihendarstellung hat den Nachteil,
daf man flir nnvt /(1+y2)>1 noch sehr viele Clieder berechnen

mufd.
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Da wir deswegen sowieso auf einen Rechner angewiesen sind, kann
man auch gleich von der Besselfunktionendarstellung (4.2.18)
ausgehen, wenn ein genligend genaues Programm zur Berechnung der
Besselfunktionen zur Verfiigung steht.

Bild 4.3 zeigt einige mit einer IBM 360/65 berechnete Schwing-
kennlinien fir a,t = 0.3.

“%MmHe
{ willkiirliche Einheiten }

0100+ Q,t =0.3
0-075 1
0-050 1

"0-023 1

T
-

2.0 40 60 80 10:0 120 140
nQ,T = Aq

Bild 4.3: Nichtlineare Schwingkennlinien fir QVT~= 0.3
und verschiedene Arbeitspunkte y.

In dieser Darstellung wurde die Kennlinie normiert mit der Stei-
gung k der Arbeitsgeraden, die nach Gl. (4.2.17) ebenfalls eine
Funktion des Arbeitspunktes ist:

K = oY (4.3.21)

Die 6 Arbeitspunkte wurden so gew#hlt, daB® man direkt einige
charakteristische Eigenschaften ablesen kann. Zundchst fdllt
auf, daB im Gegensatz zu Q,t>>1 im Bild 4.1 keine der Kennli-
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nien die Nullinie unterschreitet. Das bedeutet, fiir alle Ar-
beitspunkte auf der unteren Flanke des Resonators ist das
System hier auch flir groRe Auslenkungen stabil. Die gr¥fte
Anfangssteigung ist fiir eine normierte Verstimmung von y=/1/5
zu beobachten. Dieses Ergebnis, das direkt aus dem linearen
Systemverhalten gefolgert werden kann, wurde bereits von Kar-
liner 2) angegeben. Man erh&lt dieses Ergebnis aus:

ImH
1, = & (—¥_)

oo
O

2
3y ¢ k

(vgl. Formel (3.2.10) bzw. Bild 3.5 fir ov-2u°).

Die Kennlinie flir y = /375 ist in einem relativ groBen Bereich
nicht von einer Geraden unterscheidbar, weil in (4.3.11) der

kubische Term der Kennlinie verschwindet. Fir y>/375 bekommen
die Schwingkennlinien das vorher schon besprochene progressive

‘ .
Anfangsverhalten, das mit steigendem v noch 2z

(RS E -0 Ve sala S Lo anwaidwa iy deNs waa LS TP 0 335 4 Wead Uoi

kubische Term gegenilber dem linearen gr¥fer wird. Interessanter-
weise fallen dabei die Maxima der Kennlinien, die ein MaR fiir
die maximale Amplitudenmodulation sind, nur relativ langsam
mit y.

Wir haben jetzt die beiden Grenzfille er>>1 und Qv1<<1 behan-
delt, die sich offenbar erheblich unterscheiden. Im Ubergangs-
bereich erﬁi, d.h. die mechanische Schwingungsfrequenz ist et-
wa in der Gr8fe der Resonatorbandbreite, k8nnen die Kennlinien
beide typischen nichtlinearen Effekte zeigen. Die Schwingkenn-
linien k8nnen sowohl in den negativen Bereich kommen wie bei
QVT>>1 als auch im Anfangsbereich ein progressives Verhalten

wie fir er<<1 zeigen.

Im Bild 4.4 wurden einige Kennlinien fir er=/7 gerechnet und
gezeichnet. Die Kennlinie filr y=1 hat dabei gegenliber allen
anderen mit anderen Parameterwerten QvT bzw. vy die maximale



- 79 -

Anfangssteigung, wie aus der linearen Theorie nach Abschnitt
3.6 hervorgeht (vgl. 3.6.5).

A nimH,

02004

y=10
: Qvtz‘%T
0-150 - 3.0

5.0
0-100 -
0.2

0-050 1+

f i /4;\“1\,:/ i

15 ¥ 45 60— 75 90 1
-Q.Qso.{_

Bild 4.4: Nichtlineare Schwingkennlinien im
Ubergangsbereich filr 2 1t = v2 und
verschiedene Arbeitspunkte y.

Die Ergebnisse der nichtlinearen Stabilit4dtsbetrachtungen fir
die oszillatorische Stabilit4t lassen sich so zusammenfassen:

I. Fiir @ _t>>1 ist das System global asymptotisch stabil im
Bereilh y>0, wenn das linearisierte System asymptotisch
stabil ist.

Im Bereich y<0 kann der Einzugsbereich der Ruhelage aus
einer graphischen Konstruktion nach Bild 4.1 gewonnen
werden.

II. Fir Q _t<<1 ist das System global asymptotisch stabil im
Berei&h y<v/375, wenn das linearisierte System asympto-
tisch stabil ist.

Im Bereich y>/375 kann der Einzugsbereich der Ruhelage
aus einer graphischen Konstruktion nach Bild 4.2 bzw.
4.3 gewonnen werden.

III. Fir ermi lassen sich aus dem linearisierten System keine
Rtickschillsse auf das Verhalten im Grofen ziehen. Fiir den
gesamten y-Bereich ist man auf eine graphische Konstruktion
entsprechend Bild 4.4 angewiesen.
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5. Stabilisierung durch Regelungssysteme

Im Abschnitt 3.6 hatten wir gesehen, daf fiir die Fdlle II und
ITI, wenn das System monoton oder monoton und oszillatorisch
instabil ist, zus&tzliche stabilisierende Rickfllhrungen vorge-
sehen werden milssen. Dazu muB zundchst gekldrt werden, welche
Gr&Ben durch Messung zugdnglich sind und mittels welcher Grdfe

das System beeinfluBft werden kann.
Die beiden einzigen MeRgr8Ren des Systems sind:

a) Resonatoramplitude und
b) Resonatorphase,

wobel die 1etztére gegen eine Absolutphase oder nur relativ zur
Eingangsphase gemessen werden kann. Eine Messung von Position
und Geschwindigkeit der mechanischen Deformation kommt bei geo-
metrisch komplizierten Strukturen praktisch nicht in Betracht.

M8gliche Einfluf- oder Stellgr&fen sind:

¢) Generatoramplitude

d) Generatorphase

e) Generatorfrequenz

f) Eigenfrequenz

g)”mechahisché Krdfte auf die Winde

Rein theoretisch gibt es (g) m&gliche Kombinationen von MeB-
und Stellgr8fen. Diese Anzahl reduziert sich, wenn wir als si-

cher sinnvolle Auswahlregeln beachten, dad

I. ausrelchende Kopplung zwischen Stell- und Meﬁgréﬁe vorhan-
den sein muf und

IT.die Verz8gerung der Regelstrecke zwischen Stell- und MeR-
grife m&gTichst gering sein soll sowie

III.MeR~- bzw. Stellglieder mit ausreichendem MeR- bzw. Stell-
bereich und ausreichender Mefi- bzw. Stellgeschwindigkeit
realisiert werden k&nnen.



Die letztgenannte Forderung ist theoretisch zwar {Uberflissig,
wenn wir nur die interne Streckeninstabilitdt beseitigen wol-
len, da durch die zusdtzlichen Rlickfithrungen nur die Start-
schwelle flilr den mechanischen Oszillator erh8ht wird. Solange
der Oszillator nicht schwingt, sind alle MeR- und Stellgrdfen
auf einem festen Sollwert; man bendtigt daher auch nur einen
Mefbereich O und einen Stellbereich 0. In der Praxis gibt es
aber im allgemeinen nur gestdrte "Sollwerte" bzw. Streckenpa-
rameter, so daB im Falle unakzeptabel groRer StSrungen bereits
Regelungssysteme eingesetzt werden milssen, um die Auswirkung
der Stérung auf die sogenannte Regelgr8fe, die die Stelle des
ungeregelten gestdrten "Soliwerts"” einnimmt, zu vermindern,

Un uns nicht allzuweit von der praktischen Fragestellung zu ent-
fernen,scllen daher einige im Sinne der letzten Ausfithrungen
typische Kombinationen von MeR- und Stellgrsﬁeﬁ in ihrer Eigen-
schaft als Stabilisierungsm8glichkeit fiir den Resonator unter
dem Einfluf der elektromagnetischen Kr#fte untersucht werden.

Aﬁ andereyp Stell‘_ wuprde kanaw@s uetcﬁ‘t, dafl

m Desvames s Aea As
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fihrungen der Kapitel 1-3 auf alle resonanten Systeme anwendbar
sind, bei denen der Strahlungsdruck der gespeicherten Energie
genligend grof ist, um die Geometrie und damit die Eigenfrequenz
des Resonators merklich zu beeinflussen. MeR- und Stellmdglich-
keiten sind andererseits aber sehr erheblich strukturspezifisch,
so daR zwangsldufig auch die Stabilisierungsmafnahmen und -er-
gebnisse strukturbedingt sind. Die folgenden Ausfiihrungen werden
sich in weit stidrkerem MaBRe als bisher auf die speziellen Er-~
fordernisse eines Beschleunigerresonators beziehen. Letztlich
kam der Anstof zu dieser Untersuchung aus der Beobachtung, daB
die elektromechanische Kopplung bei einer supraleitenden Be-
schleunigungsstruktur eine erhebliche Funktionsbeeintréchtigung
bewirken kann. NZheres dazu wird im Kapitel 6 ausgeflhrt.

Aus der Sicht der Teilchenbeschleunigung ist es notwendig, daB
die Resonatorspannung eine m8glichst konstante Amplitude und
Relativphase gegenfiber den Teilchenpakten hat. Aus der Flllle an
Literatur Uber Amplituden- und Phasenregelungssysteme seien als
typisch flr einen normalleitenden Beschleuniger die Arbeit von
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32)

Jameson
von Suelzle angefihrt. Die Forderungen I - III sind dort
selbstverstdndlich als Mindestvoraussetzung erfiillt. In bezug
auf die Auswahl der Stellgr8fRen sind eigentlich nur zwei Klas-
sen von St8rgrdfen zu unterscheiden. Amplituden- und Phasen-
st8rungen, die vom HF-Generator selbst oder aber bei grofen
Stromstirken von den Teilchen induziert werden,lassen sich im-
mer durch Steuerung der Generatoramplitude (c) bzw. der Gene-
ratorphase (d) ausregeln. Der Effekt von Eigenfre&uenzstbrun-
gen des Resonators auf die Resonatoramplitude und -phase dage-
gen 148t sich mit 8konomisch vertretbarem Aufwand nur dann be-
seitigen, wenn der Frequenzmodulationshub innerhalt der Reso-
natorbandbreite liegt. Bei gr&Reren Hilben muR die Generatorfre-
quenz (e) nachgezogen werden; das ist aber nur m8glich, wenn ein
einziger Rescnator betrieben wird. Will man eine Kette von hoch-
frequenzm&fig unabhdngigen Rescnatoren betreiben, so arbeitet
die Kette bei einer gemeinsamen Oszillatorfrequenz; hier muf
deswegen die Eigenfrequenz (f) selbst beeinfluft werden.

Unter der Eigenfrequenzstellmdglichkeit (f) wird dabei eine
schnell steuerbare Reaktanz verstanden, die geniigend stark an
den Resonator angekoppelt ist und deren Stellverzdgerungszeit
klein gegen eine Periodendauer des Frequenzmodulationsstdrsi-
gnals ist (vgl. Forderung III). Da die genannte Anforderung
vor allem bei groRen zu steuernden Blindleistungen technolo-
gisch erhebliche Probleme aufwirft, kann man versuchen, einen
Eigenfrequenzsteuereffekt dadurch zu erzielen, daB man eine
mechanische Kraft auf die Resonatorwdnde (g) wirken 14Rt, wo-
bei man natiirlich mit der Forderung II Schwierigkeiten bekommt.
Dieses Stellprinzip wirkt genauso wie ein langsames Eigenfre-
quenzstellglied, das Forderung III verletzt. Auf diese Zusam-

menhdnge wird im Abschnitt 5.2 eingegangen werden.

Es 148t sich zeigen, daR bei kleinen relativen Frequenzhiiben
Generatorfrequenzsteuerung (e) und Eigenfrequenzsteuerung (f)
in bezug auf die Amplitude (a) und die Relativphase zwischen
Resonatorspannung und Generatorspannung (b) bis auf das Vorzei-
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chen v8llig gleich wirken. In der Differentialgleichung fir
die komplexe Amplitude (3.4,3) scheint dieser Sachverhalt sehr
deutlich auf; der komplexe Ddmpfungskoeffizient h&éngt nur von
der Differenz zwischen Generatorfrequenz und Eigenfrequenz ab.
Daraus folgt aber,daB die Streckeniibertragungsfunktion fiir die
MeBstellkombination b-é& und b-f identisch sind. Dieser Fall
soll als Prototyp fir die mdglichen Stabilisierungsmafnahmen
zuerst untersucht werden. Untér der Einschridnkung QVT<<1 fiir
die Regelstrecke, d.h. filr typische Parameter einer normallei-
tenden Struktur, wurde das Verhalten des Gesamtsystems bereits
von Karliner 9) untersucht. Wir werden im ndchsten Abschnitt
sehen, wie diese Ergebnisse zu verallgemeinern sind.

5.1 Phasenregelung mit Frequenzsteuerung

Im folgenden wird nur das linearisierte System betrachtet werden.
Flir kleine Phasenabweichungen 8¢ vom Sollzustand der komplexen

Resonatorspannung erhalten wir:

*
§¢ = arg VV° ~ Im (GV/VO) (5.1.1)
i - i

Mit der bereits im Abschnitt 3.1 berechneten Ubertragungsfunk-
tion fir die komplexe Amplitude Go(s) erhalten wir entsprechend
der Gleichung (3.1.8) im Bildbereich:

So(s) = R; G (s) T g Su, (s) (5.1.2)

Die Regélétréckenﬁbertragungsfunktion Re Go(s) von der normier-
ten Frequenzabweichung téw auf die Phasénabweichung 8¢ soll in

Zukunft mit G¢§s) abgekiirzt werden. Die Realteilbildung auf
(3.1.4) angewendet, ergibt:

Gy(s) = 1t1s | (5.1.3)

2
(%%— + % - y2)2+(rs+1)2
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Der Frequenzgang fiir Phase und Amplitude der Hochfrequenzpha-
senabweichung 6¢ bei einem niederfrequenten frequenzmodulier-
ten Signal mit der Frequenz 2 ist entsprechend (3.6.2, 3) unter
Berlicksichtigung der N&herung (3.2.9):

' 2
ERSEMEE J 1*;‘“; s o (5.1.4)
(1+(Q1)“=y°) “+uy
2 2

tany, = -0t (1*(‘“)2 Y) (5.1.5)

, 1+(Q1) “+y
E 0 ¥-02 -+90° =

L e [
g y=1 y=3 _g
,:’ -10 |50 &
:é ”’/’7 \\\Y 3
=% - \
& - ==TTT— /\ Y 0°
A s\\\\ y=1\\- \
]I y=02 \\\ \\\ _______ ‘_‘ _____________________________ | _35.0°

-30 \\\\\ \\ i

‘\\\\\ \
*‘\\\‘
e ol S | _gg°
'40 T T T T T T T T
107 10" 1002 10' N 10
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Bild 5.1: Amplituden- und Phasenfrequenzgang der
elektrischen Teilllbertragungsfunktion

G¢(s)

Da Eigenfrequenzen nicht direkt gemessen werden k&nnen, 1ldRt
sich G¢(j9) als MeRfrequenzgang eines EigenfrequenzpeBgerites
interpretieren. Der in Bild 5.1.a gezeichnete Betrag dieser
Funktion entspricht dann der MeRempfindlichkeit und Ty* —w¢/Q
(Bild 5.1.b) ist die MeRverz8gerungszeit flir eine periodisch
sinusf8rmige Eigenfrequenzvariation mit der Frequénz .
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Filr Signalfrequenzen 2, die sehr klein gegen die Resonator-
bandbreite sind, d.h. Q1<<i, der typische Fall fiir normallei-
tende Resonatoren also, ist die MeBverzdgerungszeit unabhdn-

gig von der Frequenz Q:

T¢ = T cos 26 (5.1.8)

und prbportional der Resonatorabklingzeit T.

Der Phasenwinkel 6 steht filr den Arbeitspunkt der MeRanordnung
auf der Resonatorflanke; 8 ist die statische Hochfrequenzpha-

senverschiebung (y = -tan8).

Fir Signalfrequenzen dagegen, die grofen gegen die Resonator-
bandbreite sind Qt>>1, zeigt das EigenfrequenzmeRgerdt reines
Integralverhalten, praktisch unabh&ngig vom gew&hlten Arbeits-
punkt, d.h. G, ~ Tl—. Im Zeitbereich erhalten wir daraus fir

¢ — 301
periodisch mit der Frequenz 2 modulierte Eigenfrequenzabwei-

8¢(t) = 1 JZGmﬁ(t) dt (5.1.7)
i
Dieser Sachverhalt ist sehr anschaulich. Q1>>1 ist typisch fir
supraleitende Respnatorén. Wegen der grofien Tfagheit des elek-
tromagnetischen Feldes ist die momentane Feldfrequenz praktisch
identisch mit der Eigenfrequenz; das Feld kann aufgrund der
grofBen Trdgheit innerhalb einer Periodendauer 27/Q nicht auf

die Zwangsfrequenz des Generators einschwingen.

Die gemessene Phasenabweichung 8¢ wird iber ein Ubertragungs-
glied mit’dér Ubertragungsfunktion F¢(s),’die die Charakteri-
stiken aller Verstdrker, des realen Frequenzstellgliedes so-
wie einer dynamischen Korrektur enthalten m8ge, in ein Eigen-
oder Generatorfrequenzstellsignal Swsteuer umgewandelt, das

der durch die elektromechanische Kopplung erzeugten Frequenz-

abweichung zjému entgegengewirkt. Im Bildbereich erhalten wir:
u )
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Sw'(s) = 2 6wu(s) - Gwstéﬁgr (5.1.8)
mit H ,
Sw (s)= 1 '
steuzr - F¢(s)6¢ (s)
und
§¢'(s) = TG¢(s)6w'(s) (5.1.9)

Sw' ist die mit Regelung noch verbleibende Frequenzabweichung;
8§¢' ist die mit Regelung noch verbleibende Phasenabweichung.
Wenn man (5.1.9) in (5.1.8) einsetzt und nach §¢' aufldst, er-
hilt man die zur Obertragungsgleichung (5.1.2) analoge Glei-
chung fir den geregelten Fall:

G,(s)

§¢'(s) = ¢ T ] Su(s) (5.1.10)

1+G¢(3)F¢(s) u

Voraussetzung dafiir, daB diese neue Ubertragungsfunktion exi-
stiert, ist, wie bereits an einem &hnlichen Fall in Abschnitt
3.1 diskutiert wurde, da® alle Wurzeln des Polynoms N, 6=1+G F
in der linken s-Halbebene liegen oder,anders ausgedrﬂ;kt, Eag
alle Wurzeln positive Realteile haben.

Als wesentlich sei hier festgehalten, daB bei der Einflihrung
einer Phasenregelschleife, die die Stabilit&t des elektrome-
chanischen Systems beeinflussen soll, zundchst einmal ein zu-
sdtzliches Stabilitdtsproblem auftritt, ndmlich die Stabili-
td4t des Phasenregelkreises selbt. Bei gegebener Streckeniber-
tragungsfunktion hdngt das Stabilitdtsverhalten von den realen
verwendeten Bauelementen ab und kann deshalb allgeméin nicht
weiter diskutiert werden; im Kapitel 6 wird ein Anwendungs-
beispiel durchgerechnet werden. Hier wollen wir einfach unter-
stellen, daﬁlF¢(s) so gewdhlt werden konnte, daR der Phasen-
regelkreis im obigen Sinne stabil ist.

Wenn man berﬂéksichtigt, daf die relative Amplitudenabweichung
zur»Phasenabweichung 8¢' sich verh&lt:wie Ge zu G¢, erhalten
wir entsprechend den Gleichungen (3.1.6, 7, 8) die Ubertragungs-
funktion des offenen elektromechanischen Kreises mit Phasenrege-

lung:
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Gé Gy (s)
5 ( —) ] k6, () (5.1.11)

1+y 1+G¢(S)F¢(s) v

Po(s) = =2

Die neue monotone Stabilit#tsbedingung entsprechend der Glei-
chung (3.2.4) lautet nun:

2yV TZk
u

2 2 '
(1+4y" 3 (14y +F¢(0)}

> -1 (5.1.12)

F¢(o) ist die statische Verstdrkung der Phasenruckkoppélschlei—
fe von der Phasenmessung bis zur normierten Frequenzverstimmung.
D¢e fﬁr die monotone Instabilitdt w1rksame Generatoramplltude
V' kann also bei gendgend grofer Verstérkung erhebllch verrin-

g
gert werden:

A A F¢(o)
Vi =V (/14 = )1 (5.1.13)
g & 1+y

wie ein Vergleich von (5.1.12) mit (2.3.13) zeigt. Die Wirkung

der PhasenrggelungAist selbstverstdndlich nicht gleichbedeutend
damit, daR V_ auf Vé reduziert wird; die statische Resonanzkur-
ve nach Bild 2.1 wird durch die Phasenregelung nicht gedndert.

Eine echte Verringerung der Generatoramplitude wiirde eine Ver-

kleinerung des Hysteresebereichs bewirken.

Die Stabilititsbedingung (5.1.12) sagt aus, daR fir Arbeits-
punkte innerhalb des Hysteresebereichs, die im ungeregelten
System grunds&tzlich instabil waren, Stabilit#t erreicht wer-
den kann; wenn nur die statische Regelverstdrkung des Phasen-
regelkreises grof genug ist.

wun 4di

A una o al

. . . .
Wie 4ndert sich oszillatorische Stabil

3
(D

im Vergleich zu (3.2.3)? Bevor diese Frage beantwortet werden
kann, muB noch eine w1chtige Vorbemerkung gemacht werden. Vor-
aussetzung fir die Anwendbarkeit der vereinfachten Stabili-



- 88 -

tdtsbedingung (3.2.3) war (vgl. Abschnitt 3.5): Sowohl Phase
als auch Amplitude des komplexen elektrischen Verstdrkungs-
faktors Ge(jn) diirfen sich innerhalb der Bandbreite des be-
trachteten mechanischen Schwingungssystems nur geringfiigig
dndern. Das gleiche gilt auch fiir den durch die Phasenregelung
modifizierten Verstdrkungsfaktor Ge(jQ)/(1+F¢(jQ)G¢(jQ). Ins-
besondere muf also auch das Rickkopplungsilbertragungssystem
mit dem Verstidrkungsfaktor F¢(jQ) breitbandig gegenilber der
Bandbreite des mechanischen Oszillators sein, wenn wir das ver-
einfachte Nyquist-Kriterium anwenden wollen.

Unter dieser Voraussetzung erhdlt man einen zu (3.2.10) analo-
gen Ausdruck fir die oszillatorische Stabilitdt des mechani-

schen Modes v mit Phasenregelung:

Z +v7Z
o) 1 )
v 2

N + vN, +# v'N,

s

< 1 (5.1.14)

—J_ 62 St kTt (
1+y2 g v v

2 er

3

[l

t

N
o)

"

N
1]

1 sino + ercosc (5.1.15)

2

=
"

(1+ (er)z -y2)24uy

=
"

2coso(1+(er)2+y2)+29vtsino(1+(9vr)2-y2)

=
"

2
2 1+ (o0
Dabei ist v die Verstdrkung der Regelschleife bei der Eigen-
frequenz des mechanischen Modes und g deren Phasendrehung

fir diese Frequenz 2,°

o=

v IF¢ (jﬂv)!

(ij) | A (5.1.18)

o~

o argFP

¢
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Interessant an dieser neuen Stabilitdtsbedingung ist der Z&h-
ler in der Klammer von,(S.l.iu). Flir/v = 0, d.h. fllr offenen
Phasenregelkreis, ist der Z&hler positiv. Wegen No>o hieR das:
Instabilitdt ist nur m8glich auf der oberen Flanke des Resona-
tors fir y>0. Flir genligend groBe Verstdrkung v sowie gentigend
grofle negative Phasenverschiebung ¢ kann der Z&hler Null oder
sogar negativ werden. Das bedeutet aber: die oszillatorische
Instabilitdt kann bei geeigneter Wahl der Reglerparameter ganz
beseitigt werden oder sie kann auf die untere Flanke des Reso-
nators geschoben werden. Im Bild 5.2 sind die Bedingungen dafilir

graphisch veranschaulicht.

A vsinG = Im Fg {jQy)

, Y -
2 T=0 70 vcosO = ReFyljQy)
\i
T2 ”
T4
oszillatorisch
T, stabil fir y<0
1
// / ke
/////
oszillatorisch
stabil fir y>0 =
//////

Bild 5.2: Oszillatorischer Stabilitdtsbereich als
Funktion der komplexen Regelverstidrkung

Die Gerade kennzeichnet die Werte des komplexen Regelverstdr-
kungsfaktors F¢(j9v), fir die der Z&hler Z°+VZ1 verschwindet
und flir die daher das System unabhdngig vom Arbeitspunkt y

oszillatorisch stabil ist. Im schraffierten Bereich ist der
1

7.35}'\ » nen:‘l—{uo Aar jat+ das linearisierte Svagtem auf der obe-
o ko & B f b e A A A ey i B S Yl de e uf e e de o S - e e s - o o e N

a 4= g
ren Flanke y>0 stabil.
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Wenn im einfachsten Fall die Rfickfithrfunktion durch ein ein-
faches Verz8gerungsglied erster Ordnung angenihert wird:

F, 30, = 1;:%‘-5-% (5.1.17)
vy {bzw. V2> ist der statische Verstdrkungsfaktor; T die Ver-
z8gerungszeit, die von T = 0 bis T = » variiert wird. F¢(jT)
beschreibt dann einen Halbkreis in der komplexen Ebene. Die
Verstidrkung 01 genligt offenbar nicht, um das Stabilitdtsver-
halten in der beschriebenen Weise zu 4ndern. Bei der Verstir-
kung v, aber ist das System flir T2>T>T1 im Gegensatz zum un-
geregelten System auf der oberen Flanke des Resonators oszil-

latorisch stabil!

Flir sehr groRe Regelverstirkung v, vorausgesetzt der Phasenre-
gelkreis ist noch stabil, wird die linke Seite der Ungleichung
(5.1.14), die nach den vorangegangenen Uberlegungen proportio-
nal der elektrischen Entddmpfung des mechanischen selbsterreg-
ten Oszillators ist, sehr klein. Wenn man daran interessiert
ist, den Entd&mpfungseffekt des elektromagnetischen Feldes v81l-
lig zu beseitigen, so muB entweder die Regelverstirkung v sehr
grol gemacht werden oder aber bei relativ kleiner Verstdrkung v
eine geeignete Phasenverz®gerung nach Bild 5.2 gew#hlt werden.
Die letztgenannte dynamische Kompensation hat allerdings den
Nachteil, daB® die Wirksamkeit sehr stark sowohl von den System-
parametern Qv und T als auch von Regelparametern v und ¢ abhin-
gen, weswegen diese Methode wohl keine praktische Bedeutung
haben diirfte.

Wie bereits am Ende des Abschnitts 3.6 ausgefihrt wurde, ist es
gar nicht notwendig, die elektromechanische Rickwirkung zu be-
seitigen. Man kann diese Kopplung im Gegenteil dazu benutzen,
um einen zus&tzlichen Bed&mpfungseffekt flir extern angeregte
mechanische Eigenschwingungen zu erzielen. Dazu ist nur eine
geeignete Flanke des Resonators zu wdhlen, damit das Vorzeichen
der Entddmpfungsfunktion (linke Seite von (5.1.14) ) negativ
wird. Jetzt milssen wir geradezu bestrebt sein, die Entddmpfung
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m&glichst grof zu machen, damit auch auf der jeweils anderen
Flanke die Bedimpfung grof wird. Die Wirksamkeit der Zusatz-
dédmpfung hdngt natlirlich, wie man sich aus dem Nyquist-Krite-
rium mit Hilfe der Ortskurve des offenen Kreises FO(jQ) sowie
den komplexen Verstidrkungsfaktoren Ge(jQ) nach Bild 3.3,
G¢(jﬁ) nach Bild 5.1 und dem komplexen Regelverstdrkungsfak-
tor F¢(jﬂ) klarmachen kann, entscheidend vom Systemparameter
QVT ab.

Um die Bedingung flir maximale Beddmpfung zu ermitteln, miifte

bei gegebenem Systemparameter Q,t eigentlich die normierte

Dé&mpfungsfunktion:
vy T :

- ¢ 1 ) (5.1.18)
1+y NO*VN1+V N2

Z°+VZ
D =

nach den Parametern y, v und o optimiert werden. Um sich eine
ausreichende Ubersicht zu verschaffen, genligt es, zwel typi-
sche Grenzfille flr die Phasenverschiebung ¢ zu betrachten.

g = 0 bedeutet reines Proportionalverhalten und o= - % bedeu-
tet reines Integralverhalten von,F¢(jQ) in der N&he der me-
chanischen Eigenfrequenz. In der Tabelle 5.1 sind typische
Systemparameter bzw. Parameterbereiche, optimale Reglerpara-
meter sowie die erzielten normierten Didmpfungen zusammenge-
stellt.

1 2 3 4 5 | 6

SYSTEM - Qut =72 | Qui <<l | Qui <<l | Qui>>1 | Quia> 1 Qyt>> 1
PARAMETER y = -1 y =-1 y = +f y= -1 y = -1 y =+

- g=-1/2 =0 o=-1t/2
REGLER vel v=20 / v=0 /
PARAMETER V2242041 v=y-2 | v=3aut
ELEKTRISCHE 2
ZUSATZ - D=1 |ps&vi’ D=2;—t D=_1_2 S B PO :
DAMPFUNG D 4 4 (Qyr) 4(Qyt) 8(ayt)

Tabelle 5.1: Systemparameter und Reglerparameter fiir
optimale elektrische Beddmpfung.
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Fliir die normierte Verstimmung wurde grundsdtzlich |yl = 1
gewdhlt, obwohl diese Wahl nur fiir er>>1 dem optimalen Wert
entspricht. Fiir QVT<<1 lag das Optimum bei y = vV1/5.

In der Spalte 1 der Tabelle 5.1 ist zundchst zum Vergleich die
D&mpfung fir den optimalen Systemparameter Qvt=/7 (vgl. Ab-
schnitt 3.6) im ungeregelten Fall eingetragen. Beiderseits

. dieses Optimalwerts 18Rt die Wirksamkeit der Di&mpfung sehr
nach (Spalten 2 und 4). Im normalleitenden Falle Qvt<<1 kann
man die Dd&mpfung durch integral wirkende Riickkopplung bei
relativ kleiner Verstdrkung (vv2) um etwa einen Faktor (QQVT),i
vergrtfern (Spalte 3), wenn ein Betrieb des Resonators auf der
oberen Flanke m8glich ist. Dieses Ergebnis wurde bereits von

9) berichtet. Proportional wirkende Rickkopplung

Karliner
(0n0) dagegen mit einem Arbeitspunkt auf der unteren Flanke
verkleinert die Ddmpfung h8chstens gegenliber dem ungeregelten

Fall (Spalte 2).

Ganz ahders sind die Verh#ltnisse bei einem supraleitenden Re-
sonator mit QVT>>1, Wegen der grofen Phasenverschiebung y

(vgl. Bild 5.1.b) bekommt man hier fiir integral wirkende
Rilckkopplung (Spalte 6) selbst im glinstigsten Fall fir v ~

3QvT auf der oberen Flanke des Resonators eine kleinere D&mp-
fung als im ungeregelten Fall auf der unteren Flanke (Spalte 4).
Deswegen ist hier eindeutig eine proportional wirkende Regelung
vorzuziehen, wobei man allerdings einen Arbeitspunkt auf der
unteren Flanke wdhlen muf. Bei optimaler Verstdrkung v ~ er
(Spalte 5) erhdlt. man hierbei eine um eingn Faktor er/u
grdfere Dd&mpfung als im ungeregelten Fall (Spalte u4).

5.2 Ddmpfung und Regelung

Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, daB man die durch die
elektromechanische Kopplung bewirkte Instabilitdt nicht nur be-
seitigen kann, sondern bei geeigneter Wahl der Parameter der

Phasenregelung sogar die Kopplung dazu verwenden kann, mecha-
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nische Eigenschwingungen zu beddmpfen. Diese Eigenschwingun-
gen k8nnen dadurch entstehen, daR stoBartige oder resonante
Krdfte auf die W4&nde des Resonators einwirken. Die Krédfte
werden von Erschiitterungen des Bodens verursacht, die iiber
die Aufhdngung {bertragen werden, oder sind auf direkte aku-
stische Einwirkung zurilekzufiihren.

Sobald diese externen Krldfte Arbeit gegen die elektromagneti-
schen Krdfte leisten, wird eine Eigenfrequenzidnderung des Re-
sonators bewirkt. Das bedeutet, wenn die externen Kridfte Aus-
lenkungen des Resonators an solchen Stellen verursachen, an
denen es weder elektrisches noch magnetisches Feld gibt, k&n-
nen im Sinne der Slater-Formel (2.1.8) auch keine Eigenfre-

quenzst8rungen auftreten.

Im Gegensatz zu den in Abschnitt 2.1 beschriebenen Eigenfre-
quenzinderungen durch die ponderomotorischen Krdfte, die im-
mer nur die Eigenfrequenz erniedrigen konnten, wenn die Kpdf-
te vergrdfert wurden, gilt dies flir die externen Krdfte nicht
mehr. Aus der Gleichung (2.1.8) k8nnen wir ablesen, daf sich
die Eigenfrequenz des Resonators erh8ht, wenn von auBen an
Stellen mit dominantem Magnetfeld gedrilickt wird (A V<0) oder
an Stellen mit dominantem elektrischen Feld gezogen wird
(AV>0), weil sich dadurch ndmlich die gespeicherte Enerrsie
erhdht, ‘

Wenn wir entsprechend (2.1.12) die rdumlich verteilten ex-
ternen Krdfte 8Kex(;,t) nach den mechanischen Eigenfunktio-

nen ¢u(;) entwickeln, erhalten wir analog dem Vorgehen in
Abschnitt 2.1 sowie der Gleichung (2.3.2) mit der mechanischen
Ubertragungsfunktion Gu(s} aus Gleichung (3.1.5) im Bildbereich:

18w, (8) = 6K (s) g thu(s) (5.2.1)
Die Entwicklungskoeffizienten hu sind nicht unbedingt alle ne-

gativ, wie im Falle der Eigenfrequenzidnderung durch die pondero-
motorischen Krdfte.
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Wir wollen nun das Zusammenwirken von internen und externen
Frequenzédnderungen etwas genauer betrachten, nicht zuletzt,
um auch die Ausfilhrungen des letzten Abschnitts besser zu
verstehen. Dazu brauchen wir die Gleichung (5.1.8) nur um
die eben angegebenen extern verursachten Frequenzstdrungen
zZu erweltern:

Su' = ] dw + dw__ - 8 (5.2.2)

Y
ex steuer

Sw' ist die Frequenzdifferenz zwischen Eigenfrequenz des Re-
sonators und der Generatorfrequenz; ZSwu ist der totale Eigen-
frequenzdnderungsbeitrag der ponderoﬁotorischen Krdfte, Gwex

derjenige der externen Krdfte und Sw der Beitrag des

steuer
Frequenzstellgliedes, das von der Phasenregelschleife ange-

steuvert wird.

Die Frequenzst®rungen bewirken Phasen- und AmplitudenstSrungen

der Resonatorspannung, die jeweils iber die Phasenregelschlei

fe bzw. Uber die elektromagnetische Kopplung zu Rickwirkungen
auf die Frequenz filhren. Das vollst¥dndige Wirkungsschema ist

im Blockschaltbild 5.3.a zusammengefaft.

Die tatsdchlich in Erscheinung tretenden mechanischen Deforma-

tionen Sw sind infolge der Rickwirkung Uber die ponderomo-

mech
torischen Kr¥fte bereits um einen Faktor 1+Fo(j9) gegenilber dem

Falle ohne Rilckwirkung verringert.

Der schlieflich auftretende Phasenfehler 8¢', der sich im Falle
eines Beschleunigerresonators direkt in einem Energiefehler der
beschleunigten Partikel bemerkbar macht, ist proportional der
Frequenzdifferenz Sw' zwischen Generator- und Eigenfrequenz,
die in Gegenwart der Phasenregelung um einen weiteren Faktor

(1+F¢(jQ)G¢(jQ)) kleiner als 80 0ah ist.
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Bild 5.3: Blockschaltbild des Resonators mit pondero-
motorischer Rickwirkung und Phasenregelschleife

Im Bild 5.3.b ist die Wirkungskette von den &uBeren Kriften
6Kex bis zur Phasenst®rung 8¢' noch einmal zusammengefaRt.
Diese Kette ist v81lig dquivalent dem Bild 5.3.a, wenn wir
noch den offenen Verstdrkungsfaktor Fo des inneren Rickwir-
kungskreises nach Gleichung (5.1.11) beriicksichtigen. Fo(jﬂ)
selbst hdngt noch von F¢(§Q) ab; und zwar wird Fo(ja) umso
kleiner, je gr&Rer F¢(jQ) wird. Das bedeutet qualitativ:

der D&mpfungseffekt wird umso geringer je gr&fer die Regel-
verstidrkung im Phasenregelkréis ist. Das war ein Ergebnis der
Betrachtungen des letzten Abschnitts. An Bild 5.3.a 148t sich
diese Feststellung anschaulich begriinden: die Verbindung zwi-
schen Gwmech und 8w' ist bei groBer Regelverstdrkung praktisch
offen; anders ausgedrilckt: trotz grofer mechanischer Deforma-
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tionen csmmech treten nur kleine Amplitudendnderungen 8V auf,
weswegen der innere Riickwirkungsmechanismus wirkungslos ist.
Obwohl der D&mpfungsmechanismus nicht mehr wirkt, ist der Pha-

senfehler §¢' bei groRer Regelverstidrkung klein.

Das wird noch einmal klarer, wenn wir uns die gesamte Ubertra-
gungsfunktion von der externen Kraft éKex auf den Phasenfehler
8¢' anschauen. Nach Bild 5.3.b mit der Definitionsgleichung
(5.1.11) fiur Fo erhalten wir im Bildbereich:

6. (s) J h G (s)
§6'(s) A s (5.2.3)

= s
8K, (s) 1 + F (s) G,(s) - 21V Ge(s)g kuGu(s)

¢ ¢ o

Bei der Bekdmpfung von schockartig oder resonant erregten
Eigenschwingungen konkurrieren die beiden Summanden im Nen-
ner von (5.2.3), wobei, wie im letzten Abschnitt ausfithrlich
dargestellt wurde, die beiden Phasenwinkel argF¢G¢ und

arg GeZGu eine wesentliche Rolle spielen. -

Welchem der beiden Effekte, nidmlich entweder Ddmpfung oder
Regelung, in der Praxis der Vorzug zu geben ist, 18Rt sich
sehr einfach beantworten. Sind bei optimaler Dd&mpfungsein-
stellung der Regelparameter nach Tabelle 5.1 die noch ver-
bleibenden Phasenst8rungen 6¢' filr den Beschleunigerbetrieb
des Resonators unakzeptabel grof, muf zwangsliufig die Re-
gelverstidrkung fllr die entsprechenden Stdrfrequenzen erhdht
werden. Damit wird der Dimpfungsmechanismus tendenziell un-
wirksam. Wenn keine anderen Griinde, etwa die zu Beginn des
Abschnitts 3.6 genannten, dagegen sprechen, kann man den Re-
sonator dann auch wieder in der Gegend der Resonanz (yn0) be-

treiben.

Zusammenfassend kann man den Unterschied in der Wirkungsweise
von Resonanzdidmpfung und Regelung auf folgende Weise beschrei-
ben: Die Phasenregelung wirkt im gesamten Signalfrequenzbereich
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von Null bis zur sogenannten Durchtrittsfrequenz, das ist die
Frequenz.,bei der die Kreisverstdrkung auf eins abgesunken ist,
wie eine starke Gegenkopplung; der "Dd&mpfungsregelkreis" dage-
gen wird gerade so eingestellt, daB der Kreis nur flr die je-
weiligen mechanischen Eigenfrequenzen eine effektive Gegen-
kopplung darstellt, wdhrend fiir Frequenzen weit auBerhalb der
Resonanzfrequenz die Kreisverstdrkung kleiner als ein sein muB,
d.h. unwirksam seinrmuﬁg damit die durch die grofen Phasendre-
hungen des mechanischen Schwingungsgliedes bedingte Mitkopplung
keine Instabilit#t des Kreises verursachen kann.

Anstelle der elektromagnetischen Krdfte k&nnen unter den oben
genannten Voraussetzungen auch andere auf die Wé&nde des Reso-
nators einwirkende, steuerbare Kr&fte verwendet werden. Die |
Wirksamkeit des Dd&mpfungseffektes wirde in die§em Fall nicht
mehr von den Resonatorgrdfen: y-Arbeitspunkt, Vo-ReSOnator4
spannung sowie ku—Kopplungsfaktoren abth&ngen, sondern lediglich
von den Kenngr8B8en der duBeren Riickwirkungsschleife.

Wesentliche Anforderungen an diese Kenngr8fen sind dabei:

I. Der Steuerhub des Stellmechanismus muB genligend grof
sein, d.h. der Krafthub |68K_ yer] MuB gréfer als der
Betrag der externen Stdrkra#iE 6K,/ sein.

II. Der Stellmechanismus muB genfigend schnell sein, d.h.
das Kraftstellglied soll im Bereich der mechanischen
Eigenfrequenzen des Resonators m¥glichst Proportional-
verhalten haben.

III. Die elektromechanischen Koppluhgskoeffizienten g der
wesentlichen mechanischen Eigenschwingungen‘mﬂssgn
alle gleiches Vorzeichen haben. :

Die ersten beiden Forderungen sind ziemlich durchsichtig; die
dritte Forderung muBl niher erl¥utert werden. Unter den Kopp-
lungskoeffizienten wird auch hier wieder wie bei der entspre-
chenden Entwicklung der externen St3rkr&fte nach Gleichung
(5.2.1) der Ubertragungskoeffizient von der i.a. rdumlich ver-

teilt wirkenden Steqerkraft 6Ksteuer auf die Fyequenzverschleu
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bungsbeitrdge der einzelnen mechanischen Eigenschwingungen:

Téw
Steuer steuer

(s) = 6K (s) }g G (s) (5.2.u4)
uuu
verstanden. Im Gegensatz zu den Kopplungskoeffizienten ku
der ponderomotorischen Krdfte, die grunds&tzlich alle gr¥Rer
oder gleich Null waren, k8nnen hier die Koeffizienten genau-
so wie die Koeffizienten der externen Stdrkridfte hu verschie-
denes Vorzeichen haben. Das bedeutet aber, bei annZhernd gleich
grofen Betrdgen zweier Kopplungskoeffizienten mit verschiede-
nen Vorzeichen wilrde jeweils die eine Eigenschwingung ent-
ddmpft werden, wenn die andere geddmpft werden soll. Wie auch
immer man die Rﬂckkoppiungsbedingungen wdhlt, das System wire
grundsdtzlich instabil.

Im Bild 5.4 ist die dynamische Situation dargestellt.

VERSTARKER UND
STELLGLIED  DYN, KORREKTUR

91 |°**{9n

BK F————-—--- 7] ENTWICKLUNG :
EX o4 o { NACH MECHANISCHEN
R v | EIGENSCHWINGUNGEN
I
: h1 ece hn |
i
: | I TOWyecy = TOW
|
|+ i + ‘ 6’
| i G1 (S) G\p (S) \a
i =%, [ +
| *e | :
{ ‘eg e :
i O——{ Gy (s)
|
!
|
i
i
!

_——t
praclEX
¥

Fsls) Fglis)

L e - OKsreuer

Bild 5.4: Resonanzdimpfung mit ZuBerer
Rilckfiilhrun
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Die effektiv in Erscheinung tretende Frequenzstdrung awmech’

die in diesem Falle mit der Regelabweichung Sw' identisch ist,
ist gegeben durch:
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Sw' = dw = 8w (5.2.5)

- 8w
mech ex steuer

Die Frequenzstdrung Sw' wird {lber eine Phasenmessung mit der
fridher schon verwendeten MeBilbertragungsfunktion G¢(s) nach
Gleichung (5.1.3) ermittelt und Uber einen Verstirker und
eine dynamische Korrektur mit der Ubertragungsfunktion Fk(s)
in ein Signal umgewandelt, das ilber ein Stellglied mit der

Ubertragungsfunktion Es(s) eine Steuerkraft 6K erzeugt,

. steuer
die der St&rkraft éKex entgegenwirkt.

Die Ubertragungfunktion des aufgeschnittenen Kreises ist damit:

F (s) = G¢(s)Fk(s)FS(s) g g,6,(s) | 1 (5.2.85)
Unter der Voraussetzung (4hnlich der bereits im Abschnitt 3.6
bei der Diskussion des ponderomotorischen D&mpfungsmechanismus
angegebenen) ,daf die MeB-Korrektur- und'Stellﬁbertragungsfunk—
tion breitbandig gegeniiber den mechanischen Schwingungsglie-
dern sind, ist auch hier die effektive mechanische Ddmpfung
flir den mechanischen Mode v(vgl. Gleichung (3.6.12)):

(1) =1 (1 +# ReF (jszv)) (5.2.7)
T\) eff T\) (o]

Wenn wir zunschst einmal unterstellen, da® die statischen Ver-
stdrkungsfaktoren des Korrektur- und des Steuergliedes grdRer
Null und alle Koppelfaktoren kleiner Null sind, dann lautet
die monotone Stabilitdtsbedingung Po(o) > - 1 hier:

el
F, (o) F (o) P—-z- < 1 (5.2.8)
1+y

Bei grofer Verstdrkung Pk(o) kann diese Bedingung verletzt
werden, d.h. die Steuerkraft ist der elastischen Riickstell-
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kraft entgegengesetzt gerichtet und dem Betrage nach gr&Rer
als diese, was eine stdndige VergrdfRerung einer einmal vor-
handenen Auslenkung bewirkt. Die Bewegung kommt in Wirklich-
keit aufgrund von Nichtlinearit&ten zur Ruhe. Das kann da-
durch geschehen, daf® die Steuerkraft eine mit der Auslenkung
degressive Kennlinie hat oder daB die elastische Riickstell-
kraft eine progressive Kennlinie hat bzw. dadurch, daf der
Stellhub begrenzt ist.

Um optimale Resonanzddmpfung zu bekommen, verfahren.ﬁir ge-
nauso wie im Abschnitt 3.6 filr das System mit innerer Rick-
fihrung Uber die ponderomotorischen Kr&fte. Wihrend dort die
optimale Phasenbedingung nur durch Auswahl der Flanke (y<O0)
und der glnstigsten Abklingzeit T des Resonators erhalten
werden konnte, kann man hier bei beliebiger Abklingzeit =
und beliebigem y das Korrekturglied mit der Ubertragungs-
funktion Pk(s) zur Optimierung heranziehen. Unter der Vor-
aussetzung, daf F_(s) und F_(s) im Bereich der mechanischen
Eigenfrequenzen d;rch einfaghe Tiefpdsse approximiert werden
k8nnen, lassen sich zwei einfache Einstellregeln fir optimale
Resonanzddmpfung einer Eigenschwingung der Frequenz Qv ange-

ben:

I. Die statische Verstidrkung des Korrekturgliedes F, (o)
wird so groB gewd&hlt, daR die monotone Stabilitd=ts-
bedingung (5.2.8) noch nicht verktzt ist. Das Vorzei-
chen ist dabei so zu wdhlen, daR die Rickflthrung sta-
tisch als Mitkopplung wirkt!

IT. Die Zeitkonstanten des Korrekturgliedes werden so ge-
wdhlt, daB die Phasenverschiebung im gesamten "elek-
trischen'" Teil der offenen Kette nach Bilg 5.4 fir die
zu beddmpfende Eigenschwingung gerade -390~ betrdgt:

jjo~o

arg(F, (5Q.)F _(30.) G, (30.) ) & - I (5.2.9)
k v'’'s Vv v 2

¢
Weil die Phasenverschiebung im "mechanischen'" Teil der offe-
nen Kette ebenfalls -90° ist (arg Gv(jnv) z - %), wirkt die
Rickfihrung wegen I und II fir ein Signal der Frequenz Q
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wie eine Gegenkopplung. Wenn das Band der beteiligten mecha-
nischen Eigenschwingungen nicht allzu breit ist, wird die
Einstellung (5.2.9) auch noch genligende D&mpfung flir benach-
barte Eigenfrequenzen liefern.

Bei den Ausfihrungen ganz zu Anfang ab Gleichung (5.2.8) hat-
ten wir die am Anfang'dieses Abschnittes aufgestellte Forde-
rung III, ndmlich alle gp>0, als erfiillt angesehen. Nun ist
sofort klar, wenn nur einer der Koeffizienten, z.B. gk>0 ist,
wirkt die Riekfithrung nach Bild 5.4 fir die Frequenz 25 wie
eine Mitkopplung. Die Schaltung wird damit zum Oszillator,
wenn !gll genligend groRf oder genauer wenn nach Gleichung
(5.2.7) (Tx)eff<o wird.

Ob bei gegebener Resonatorgeometrie erreicht werden kann, daB

alle Koeffizienten gu>0 werden, muB im Einzelfall durch Varia-

tion deﬁ Steuerkraftverteilung GKsteuer

() geprilft werden.

5.3 Amplitudenregelung und Amplitudensteuerung

In den letzten beiden Abschnitten hatten wir gesehen, wie das
elektromechanisch gekoppelte System durch direkte oder indirek-
te Frequenzsteuerung beeinfluRt werden konnte. Da es sich bei
der Rilckwirkung um eine Amplituden-Frequenz -Kopplung handelt,
sollte man annehmen, dal auch eine geeignete Steuerung der Ge-
neratorspannung &hnlich wie die Frequenzsteuerung wirkt.

Zundchst milssen jetzt zwei neue Ubertragungsfunktionen fir das
linearisierte System abgeleitet werden, nimlich die Ubertra-
gungsfunkticnen von einer Generatoramplitudenvariation auf die
Resonatoramplitudenvariation und die Resonatorphasenvariation.
Dazu gehen wir wieder von der komplexen N#herungsdifferential-
gleichung (3.4.3) im Bildbereich aus:

(1 ¢+ 18 + iy) V = Vg (5.3.1)



- 102 -

Fir kleine Abweichungen um den Sollzustand (1+iy) VO=Vg er-
h#dlt man: ' B

(1 + 1s + iy) 8V + idy Vo = GVg (5.3.2)

Bei konstanter Generatorphase = Bezugsphase gilt, wie auch
in den Abschnitten 3.1 und 5.1:

8§V _ . ! . «
v = TvT * 166 = 8v + id¢ (5.3.3)
o _

wobei 8¢ eine kleine Abweichung von der Scllphasenverschiebung
zwischen Resonatorspannung V und Generatorspannung Vg ist. Fir
die relative Resonatoramplitudeninderung wurde die Abkirzung
v = GIV}/IVOI eingefilhrt. Entsprechend soll fir die relative
Generatoramplitudendnderung

= /v (5.3.4)
Gvg 6!Vg’ | gl
eingefllhrt werden.

Wenn man berllcksichtigt, daB 8y = - 168w ist, wobei Sw eine
Eigenfrequenzabweichung bedeutet, erh&lt man aus (5.3.2):
(1 + s + iy) (8v + 184) = (1+iy) Gvg + it8w (5.3.5)
in : '
Mit der/Gleichung (3.1.4) definierten Ubertragungsfunktion

fir die komplexe Amplitude Go(s) 13Rt sich die L3sung im
Bildbereich anschreiben:

dv + i8¢ = (1+iy) Go(s) Gvg + iGo(S)TGw (5.3.86)

Nach Real- und Imagin#rteilbildung, die sich nur auf i be-
zieht (+ Trigerphase!), erhilt man die beiden reellen Glei-
chungen:

dv = Ga(s) Gvg - Ge(s)rém - (5.3.7)
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§¢ = Ga¢(5)6vg + G¢(s)16w - (5.3.8)
Dabei wurden die bereits frﬁher,definierten Ubertragungsfunk-
tion Ge(s) = I@GO (Gleichung (3.1.10) bzw. 3.6.2, 3)) sowie
Gy(s) = ReG, 1(Gleichung (5.1.3) bzw. (5.1.4, 5) ) benutzt.
i .
Mit Ga(s) wollen wir im folgenden die Ubertragungsfunktion
von der Generatoramplitudendnderung auf die Rgsonatorampli-
tudendnderung bezeichnen und mit Ga¢(s) die Ubertragungs-
funktion von der Generatoramplitudeninderung auf die Resona- .
torphasendnderung.

Aufgrund der Eigenschaften von (5.3.6) lassen sich die beiden
neuen Ubertragungsfunktionen durch die bereits bekannten aus-
dricken:

(s) 1+ts+y2 .

G (s) = G, (s) - yG (8) v — : (5.3.9)

2 2 e T (1e18)? 4 y2 , ‘

G_,(s)= G_(s) + yG,(s) n — Y5 (5.3.10)
aé € ¢ - (1+1s)2 + y? : ,

Als erstes soll der EinfluR einer Amplitudenregelschleife auf
die elektromechanische Kopplung untersucht werden.

Das Verhalten aller realen Bauelemente in der Rilckkoppelschlei-
fe von der Resonatoramplitudenmessung bis zur Generatoramplitu-
densteuerung soll 4hnlich wie bei der Phasenfegelschleife in der
Ubertragungsfunktion Fa(s) zusammengefaft werden. Wegen Ga(o) =1
ist Fa(o) identisch mit der statischen Regelverstdrkung des auf-
geschnittenen Amplitudenregelkreises, wenn man eine proportio-
nal wirkende Regeluhg unterstellt. Die Kennlinien fir die Reso-
natoramplitudenmessung (i.a. mit einer Diode) und fir die Ge-
neratoramplitudensteuerung (i.a. durch PIN-Dioden oder Modula-
tion der SenderShre) sind im allgeﬁeinehfnichtlinear° Bei klei-
nen Auslenkungen um einen Sollwert k&nnen wir uns auf die line-
aren Terme der Taylorreihenentwicklung der Kennlinien beschrin-
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ken. Fa(o) ist dann proportional dem Produkt der Empfindlich-
keiten der MeBR- und der Steuerkennlinie. Die Ubertragungsglei-
chung filr die Amplitudenschleife lautet:

Gvg = - Fa(s) Sv (5.3.11)

Das negative Vorzeichen entsteht beim Sollwertvergleich, wo-

bei Pa(o)>o gewdhlt wurde.

Der Ubersichtlichkeit halber soll die "mechanische" Ubertra-
1

gungsgleichung mit 16w % - Gm(s) §v abgekilrzt werden. Daraus

folgt die "mechanische" Ubertragungsfunktion:

! 02 ;
Gm(s) : 21 vO E kuGu(s) (5.3.12)

In Bild 5.5 a) ist ein Blockschaltbild der Amplitudenregelung
gezeichnet, wobei nur die vom Sollwert (hier formal o) abwei-

Bild 5.5 b) noch einmal die Phasenregelung ohne externe St&-
rungen (vgl. Bild 5.3. a)) dargestellt.

9—*;*—-——————* Fa(s) b) PHASENREGELUNG
l Bvex

gv——)———?‘—_ Gals) bvg . E\T"—?_l

Gmis)| |Gels) Gmis)| |Gels)
- - ' be
$.__._. 6w e =+ Geyls) I
a) AMPLITUDENREGELUNG Fols) b, 5

Bild 5.5.:. a) Amplitudenregelung und
b) Phasenregelung mit elektro-
mechanischer Rickwirkung.
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Auch hier wieder ist Fa(s) nicht beliebig w&hlbar. Die Ver-
stdrkung Fa(o) und die dynamische Korrektur missen so gewdhlt
werden, daf der Amplitudenregelkreis selbst stabil ist.

Die Ubertragungsfunktion der offenen Schleife nach. Bild 5.5. a)
ist:
: G _(s)G_(s) : . :
F (s) = - —F—F (5.3.13)
1+F _(s)G_(s)
a a

wobei vor oder hinter Gm aufzuschneiden ist.

Fir den Phasenregelkreis galt zum Vergleich (siehe Gleichung
(5.1.11)): |

: G_(s)G _(s)
F (s) = - p__¢£ © (5.3.14)

1+F¢(S)G¢(S)

Die Ergebnisse des gesamten Abschnitts 5.1, in dem die Wirkung
einer Phasenregelschleife auf die betrachtete Instabilitdt
beschrieben wurde, insbesondere auch die Ausfilhrungen Uber

das Dimpfungsverhalten, gelten aufgrund der Analogie der
Gleichungen (5.3.13, 14) mit geringen Modifikationen auch

fiir die Amplitudenregelschleife. Auf eine weitere Erdrterung
soll deshalb verzichtet werden. ‘

Bei realen Hochfrequenz*baueleménten ist im allgemeinen eine
Kopplung zwischen Trigerphase und -amplitude zu beobachten.
Bei einer realen Schaltung mit Amplituden- und/oder Phasen-
regelung spielen deswegen sicherlich solche zus&tzlichen Kopp-
lungen eine bedeutsame Rolle. Die Kopplung muB nlcht in jedem
Falle das Systemverhalten, ‘d.h. im wesentlichen die Stabllltét
verschlechtern, sondern kann sich sogar glinstig auswirken.
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Als Prototyp flir eine derartige Kopplung soll im folgenden
eine Steuerung der Generatoramplitude Gvg durch die Phase &8¢
betrachtet werden. Die Kleinsignal-Ubertragungsfunktion sei
K(s). Die Verbindung zwischen Phase 8¢ und Frequenz Tdéw wird
" durch G¢ vermittelt. Zus&dt2lich milssen wir eine Rﬂckkopplung
von der Generatoramplitude auf die Phase berticksichtigen,
die durch Ga¢(5) gegeben ist (vgl. die Gleichungen (5.3.7, 9)).
Ohne sdmtliche Gleichungen sammeln zu milssen, k&nnen wir mit
diesen Angaben sofort das Strukturbild 5.5 a) erweitern.

] —’Q? Fq (S)

- GENERATOR-
RESONATOR- . AMPLITUDE
AMPLITUDE dvg
v o——y Gqls) . ¢ bvey
Vg sreuer
Gmis)| |Gels) Gaglsl| | KIs)
thuw_, JL tbw GA-(S)_.J\—.L——..M
e ~FREQUENZ hd ™~ PHASE

Bild 5.6: Strukturbild mit Amplitudenregelung
‘ und Amplitudensteuerung.

Durch Umformung der Gleichungen, die man direkt aus dem Struk-
turbild ablesen kann, erh&lt man sehr leicht die Ubertragungs-
funktion des vor oder hinter Gm(s) aufgeschnittenen Kreises:

Gm(s) (y-K(s))

Po(s) = (5.3.15)

(1+Ts)2+y2+(1+rs+y7)Fa(s)+yrsK(s)

Dabei wurden die folgenden Beziehungen, die hier noch einmal

zusammengestellt seien, benutzt:

2
G_. = (1+1s+y“)/N G = ~y/N
a € (5.3.16)
Ga¢= yts/N G¢ = (1+ts)/N
N = (141s)24y2 GG, + 6.6, = 1/N

¢
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Aus der Gleichung (5.3.15) 148t sich direkt ein itiberraschen-
des Ergebnis ablesen. Wenn

K(s) = y (5.3.17)

gewdhlt wird, verschwindet Fo(s); d.h. die elektromechanische
Kopplung wird v8llig wirkungslos, und zwar unabh&ngig von dem
gewdhlten Arbeitspunkt y!

Die Auswahl der Steuerfunktion K{s) nach (5.3.17) bedeutet,
daR man eine verz8gerungsfreie Kopplung von der Resonator-
phase auf die Generatoramplitude realisieren muR. Das ist na-
tlirlich praktisch nicht m&glich, es genilgt aber, daB die ty-
pische Verz8gerungszeit T dieser Steuerschleife klein gegen
die Abklingzeit T des Resonators ist. Diese Forderung ist ins-
besondere filr supraleitende Resonatoren beliebig gut erfiillbar.

1+Fo(s) = 0 ist die charakteristische Gleichung des Systems,
aus deren Eigenschaften auf die Stabilit¥t des Systems ge-
schlossen werden kann. Fir K(s) = y ergibt sich:

(1+Ts+y2) (1+1s + Fa(s) )} =0 (5.3.18)

Die Stabilit¥t des Gesamtsystems hd&ngt wie behauptet nicht mehr
von der elektromechanischen Riickwirkung, sondern nur noch von
den Eigenschaften der Amplitudenregelschleife ab.

Interessanterweise ist das verbleibende Stabilitdtsproblem iden-
tisch mit dem einer Amplitudenregelung filr einen in Resonanz

(y=0) betriebenen Resonator 32).

Die zusdtzliche Kopplung K(s) = y kann man als Entkopplung be-
zeichnen, weil sie'die elektrische Rilckwirkung fiilr die mecha-
nischen Eigenschwingungen v811lig aufhebt, und zwar sowohl in
bezug auf die monotone als auch auf die oszillatorische Insta-
bilit4t. Im folgenden Abschnitt wird dieses Ergebnis noch zu

verallgemeinern sein.
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5.4 Phasen- und Amplitudenregelung

Jede neu hinzukommende Regelschleife macht zundchst einmal das
Stabilitdtsproblem des Gesamtsystems uniibersichtlicher, weil
i.a. alle Kreise miteinander verkoppelt sind. Die Phasen- als
auch die Amplitudenregelschleife und deren Wirkung auf die me-
chanische Stabilit#t des Resonators wurden in den letzten drei
Abschnitten bereits einzeln behandelt. Untersuchungen iber das
Zusammenwirken der beiden Regelschleifen haben nicht etwa aka-
demischen Charakter, wie man vermuten k¥nnte, sondern sind der
realen Aufgabenstellung beim Betrieb eines Resonators eher bes-
ser angepaft. Bei Beschleunigerresonatoren gilt es, sowohl die
Feldphase gegenilber den Teilchen als auch die Feldamplitude
gegen externe Stdrungen zu verteidigen, da beide Gr&Ren den
Energiegewinn der Teilchen im Hochfrequenzfeld beeinflussen.

Um die kompliziertere Struktur des Systems ohne Mehraufwand an-
gemessen beschreiben zu k8nnen, werden anstelle der bisherigen
Ubertragungsgleichungen Matrizengleichungen 33) und anstelle
der graphischen Darstellung des Systems durch das Struktur-

oder Blockschaltbild SignalfluBgraphen 34) gewdhlt,

Wenn man zundchst einmal in Bild 5.6 die Amplitudensteuerung
lber K(s) wegl4B8t und entsprechend Bild 5.5. b) die Phasenre-
gelschleife hinzufligt, erhdlt man den in Bild 5.7 a) darge-
stellten SignalfluBgraphen.

b) .

-bv

Bild 5.7: SignalfluRgraphen flir den amplituden- und
phasengeregelten Resonator mit elektrome-
chanischer Riickkopplung.
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Die Umformung des Graphen 5.7 a) in eine fiir den Regeltech-
niker gebrduchliche Darstellung ist in 5.7 b) abgebildet.

Um eine saubere Trennung in Regler und Regelstrecke durchzu-
fihren, hétte eigentlich der elektromechanische Rickwirkungs-
zweig mit dem Gewicht Gm(s) antiparallel zum Zweig mit.—Ge(s)
gezeichnet werden miissen. Die Kopplung fiber Gm(s) nimmt aber
im Gegensatz zu der Kopplung {ber wGegs) bzw. Ga(s) insofern
eine Sonderrolle ein, als man nicht hoffen kann, den EinfluB
der Kopplung durch Einfligen einer Kompensation v8llig zu be-
seitigen. Das wilrde n#mlich bedeuten, daB eine Parallelschal-
tung der sehr schmalbandigen mechanischen Filter (vgl. die
Definitionsgleichungen (5.3.12) und (3.1.5) fir Gm(s)) nach-
gebildet werden milfte, was praktisch nicht m8glich ist; allein
schon aus Stabilitdtsgriinden.

Es ist zweckm8fig, diese nicht hebbare Kopplung zu einer je-
weils passenden Ubertragungsmatrix hinzuzuzihlen; diese Matrix

wird dann mit einem Strich gekennzeichnet.

In dem Bild 5.7. b) 14Bt sich Gm am einfachsten der Regler-
diagonalmatrix R zuordnen: '

F 0 F. 0
R = { a } + R’ [ a ] (5.u4.1)

G ‘-G}
G = [ 2 e} (5.4.2)
Ga¢ G¢ ; ~
wurden dabei in der sogenannten P-kanonischen Form dargestelltaS),

bei der die jeweiligen Ausgldnge nur von allen anderen Eingdngen
abhdngen. Das ist die physikalisch anschaulichste Darstellungs-
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form; d.h. das sind gerade die Ubertragungsfunktionen, die man
ohne Kenntnis der inneren Struktur der Strecke aus der Messung
des Klemmenverhaltens des Systems synthetisieren wirde. Alle 4
Teilfunktionen der Strecke,definiert in (5.3.16), wurden ein-
zeln in den frilheren Kapiteln bereits verwendet, weil dort ge-
rade die Wirkung-Ursache-Beziehung zwischen Eingang und Ausgang
gebraucht wurde. Die vorliegende Strecke ist, wie spdter ge-
zeigt wird, geradezu ein Musterbeispiel daflir, daB bei besti@m~
ten Fragestellungen eine andere, die sogenannte V-kanonische i
Darstellung, zur Beschreibung des Systemverhaltens besser ge-
eignet ist und u.U. L3sungsm8glichkeiten direkt erkennen 1ld8t.

Zur Vervollstd&ndigung der Matrizenbeschreibung milssen noch die
Spaltenvektoren der Variablen definiert werden.

&)

Regelgrife X

Stellgrdfe Y = [5Vg)

rréw ;
St8rgrépe I = OVex (5.4.3)
; TGQex

Mit diesen Festlegungen ergibt sich aus Bild 5.7, das in Bild
5.8 dargestellte Zweifachregelsystem in Matrixdarstellung:

a) | b)

Z Z
' i
-X ‘ R I‘ (]
2o ' 4<1>— X X
PR
-1

Bild 5.8: Darstellung der gekoppelten Regelkreise als
a) Matrixblockschaltbild und
b) Matrix-Signalflufgraph.

X

I®
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Die Matrix-Ubertragungsgleichungen des Systems lauten:

X=28Y Y=-R' X+2 (5.4.4)

woraus man durch Einsetzung erhdlt:
(1+GR'") X=G1Z , (5.4.5)

Die Stabilitdt dieses linearen Systems hdngt nicht von den
Stérungen ab. Das System kann fir Z = 0 nur nichttriviale
L8sungen haben, wenn die Determinante der Matrix auf der lin-
ken Seite von (5.4.5) verschwindet:

(5.4.6)

tows
O

det (1 + G R')

Das ist die Matrixschreibweise flir die charakteristische Glei-
chung des Systems. Man erhdlt unter Verwendung von (5.u4.1, 2)
aus (5.4.6): ‘ ’

1+4F G _+F .G . +F F . det 6 = GG = 0O (5.4,.7)
a a a - me

¢ ¢

Neu an dieser charakteristischen Gleichung ist, da® neben der
mechanischen Ubertragungsfunktion Gm und den beiden Reglern

Fa und F¢ auch noch das Produkt der beiden Regleriibertragungs-
funktionen Fa°P¢ mit der Determinanten der Strecke G als Ge-
wichtsfaktor auftritt. Diese Determinante tauchte schon im letz~-
ten Abschnitt im Zusammenhang mit der Amplitudensteuerung auf

(vgl. (5.3.16)):

det G(s) = — = L (5.4.8)
N(s) (1+41s)° + vy

Sie ist gleichzeitig die Nennerfunktion aller 4 Teilllbertra-
gungsfunktionen der Strecke G (s).

Es gibt jetzt drei Schleifen, deren Stabilitdt aus den jewei~-
ligen Ubertragungsfunktionen der aufgeschnittenen Kreise er-



- 112 -

mittelt werden kann. Fiir die Schnittstelle I in Bild 5.7 a)
bekommt man:
-GmGe
FO = (5.4,9)
1+F G_+F G +F_F /N
a a ¢¢ a¢

Fiir die Schnittstelle II im Amplitudenregelkreis ergibt sich:

(5.4.10)

und schlieflich filr die Schnittstelle III im Phasenregelkreis:
F (G, +F_/N
¢( 6 a/ )

FO¢='1+F R (5.4.11)
a a me

Die Nullstellen aller drei um Eins vermehrten offenen Schlei-
fenverstdrkungen sind selbstverstdndlich identisch mit denen
von (5.4.7), da die Stabilitdtsbedingungen des geschlossenen’
Systems sicherlich ven jeder Schleife aus betrachtet gleich
sein missen.

In einer Hinsicht sind die Stabilit4tsbetrachtungen dennoch
entkoppelt. Die Bandbreiten der beiden Regelschleifen sind
bei Verwendung genfigend schneller Mef- und Stellglieder (Dio-
den, Varactordioden, PIN-Dioden) grof gegen die mechanischen
Frequenzen; typisch ist ein Unterschied von 3 Dekaden. Der
Frequenzgang Gm(jQ) des mechanischen Ubertragungsgliedes hat
aber eine Amplitudenabsenkung von -40 dB/Dekade. Das bedeu-
tet: in der Gegend der Durchtritts- oder Schnittfrequenz Qp
der jeweiligen Regelschleife, die allein mafgebend fiir die
Stabilitdt der Schleife ist, kann der Einfluf der elektrome-
chanischen Kopplung vernachldssigt werden. Fir die Untersu-
chung der Regelschleifenstabilitét kann daher der Term GmGe
im Nenner von (5.4.10) und (5.4.11) gestrichen werden. Unan-
genehm ist trotzdem noch die gegenseitige Kopplung von Ampli-
tuden- und Phasenregler.
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Nehmen wir zun&chst an, daf die beiden Regler Fa und P¢ SO
eingestellt worden seien, daf das System fir Gm = O stabil
ist und auBerdem genligend Stabilit&tsreserve besitzt. Die

monotone Stabilitdtsbedingung lautet jetzt:

2yr§§ ZRM : .
F (o) = M > > -1 (5.4.12)
(1+Pa(o))(1+y +F¢(o))

In bezug auf die Beseitigung der monotonen Instabilitdt wir-
¢(o)>>1 in Serie; d.h. die Sta-
9

bilitdtsschwellspannung ist proportional dem Produkt der bei-

ken die beiden Kreise fir F
den statischen Verstdrkungsfaktoren.

Flir die oszillatorische Stabilitdt der mechanischen Eigen-
schwingung v bekommt man entsprechend (3.2.3) flr den Fall

2 >>1:
|Fa,s¢39,0
k.1 V yQ T -

yVVvo {%~(Q Tcoso ,+sino )+ mr(ﬁ TCOSQO +51no ) +

Voo v ¢ ] V¢ a

a ¢ v , , S . ‘
+ sin (ca#c¢)) < 1 (5.4.13)

wobei Pa,¢(j9v) = Va,¢ exp(ﬁaa’¢) verwendet wurde. Man sieht,

daBR auch die oszillatorische Instabilitdt selbst bei kleinen
Verstdrkungsfaktoren v %V¢mv sehr krdftig unterdriickt wird;
und zwar fir ¢ +c¢m - g90° proportional v -2 und fir o +o¢ 20

~-180° sogar proportional Vv 3.

Abgesehen von der filr den dynamischen Entwurf unangenehmen
Regelschleifenverkopplung erscheint es unginstig, ein System,
wie es eben beschrieben wurde, einzusetzen. Wenn man daran in-
teressiert ist, die elektromechanische Rﬂckwirkung,v&llig zZu
beseitigen, scheint ein im folgenden beschriebener Weg attrak-
tiver. Will man andererseits die Ddmpfungseigenschaften des
elekfromagnetischen Feldes benutzen, so ist die durch den Pro-
duktterm FaF¢ entstehende groBe Verstdrkung eher hinderlich.:
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Die Verkopplung der beiden Regelkreise kann durch Einfiihrung
geeigneter Entkopplungsnetzwerke aufgehoben werden. Aufgrund
der Sonderrolle von Gm(s) kann es sich bei uns allerdings nur
um eine teilweise Entkopplung handeln, weil Gm(s) praktisch
nicht hebbar ist. Wir verfahren daher probeweise so: zuerst
wird versucht, das Regelsystem fir Gm(s) = 0 vollstdndig zu
entkoppeln und anschlieRBend wird zu dieser Struktur wieder

G (s) hinzugefiigt.

Unter Entkopplung soll im folgenden verstanden

werden, daf die Ubertragungsmatrix gc(s) des bei der Regel-
gréfBe X aufgeschnittenen Kreises diagonalisiert wird. Die
Regelkreise lassen sich dann in bezug auf die Stabilit8ts-
untersuchung als getrennte Einzelregelkreise behandeln. Die-
ser Zustand des Mehrfachregelsystems wird auch als Eigenau-

33)

tonomie bezeichnet . Aus der Eigenautonomie folgt i.a.

jedoch nicht Autonomie beziiglich der Stdrgrdfe Z.

in
Fir das/Bild 5.7 b) wiedergegebene System in P-kanonischer
Darstellung bietet sich als einfachste Mafnahme das Einfligen
eines P-kanonischen Serienkopplers K zwischen Regler R und

Strecke G an.

1 K
K = [ 12) (5.4.14)
K21

Die Entkopplungsbedingung lautet:

e

D 0
GK=2D-= ( 11 ] (5.4.15)

0 D22

Daraus erh¥lt man die Ubertragungsfunktionen der beiden Kopp-
lungsnetzwerke:
G_(s)

K, ,(s) = -2 z — (5.4.16)
12 Ga(s) 1+Ts+y2

und



- 115 -

G_,(s) -
K,,(s) = - a¢ "~ . YIS (5.4.15)

G¢(s) 1+Ts

In Bild 5.9. a) ist der zugeh8rige Signalflufgraph dargestellt;
die Entkopplungsbedingungen lassen sich dort direkt ablesen.

Im zweiten Schritt fligen wir nun wieder Gm(s) hinzu: dieses Mal
am besten durch Modifikation des Kopplers:

X' = { 1 K12J . (5.4.18)
Ky1*Cp/Fo 1

Die charakteristische Gleichung des Gesamtsystems ist damit:
det (1 + GK'R) =0 - (5.4,19)

woraus sich durch Umformung ergibt:

~-
(€4 IEN
»

=

F )(1+T3+F )+ (y-K F )(G_+K,  ,F -y1s) = 0
B M a“ -7 127 ¢ m 217a ‘

(%]
(@]
~

Wenn man die beiden Entkopplungsbedingungen (5.4.16, 17) in
(5.4.20) einsetzt, ergibt sich schlieBlich:

F
(1 + _——Li) (1+

- 66,0 =0 (5.4.21)
l+1s+y” l+vs

m

Die entsprechende Umformung des SignalfluRgraphen ist in Bild
5.9 b) festgehalten.
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Bild 5.8: SignalfluRgraph fiir den Amplituden-Phasen-
regelkreis mit Serienentkoppler a) vor und
b) nach der Entkopplung

Sowohl aus der charakteristischen Gleichung (5.4.21) als auch
aus dem SignalfluBgraphen des teilentkoppelten Systems in
Bild 5.9 b) lassen sich folgende drei wichtige Eigenschaften

ablesen:

I. der Phasenregelkreis ist vollstdndig entkoppeit,
er kann also wie eine v&llig unabhdngige Regel-
schleife behandelt werden.

II. der Amplitudenregelkreis enth&lt keine Elemente
des Phasenreglers, sondern nur die mechanische

Rickwirkung.

IITI. Die Streckeniibertragungsfunktionen haben beide nur
noch reines Verz¥gerungsverhalten; d.h. die Uber-
tragungsfunktionen haben nur noch einen Pol, gegen-
Uber vorher einer Nullstelle und einem komplexen

Polpaar.
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Die Ubertragungsfunktion des bei Gm aufgeschnittenen Krei-.
ses 14Rt sich aus (5.4.21) direkt ablesen.

G_(s)G_(s) ’ '
F(s) = - n £ , (5.4,22)
1+Pa(s)/(1+rs)

Aufgrund der Ahnlichkeit dieser Ubertragungsfunktion zu de-
nen flr einen einzelnen Amplituden- oder Phasenregelkreis
(vgl. (5.3.13, 14) k8nnen wir auch #hnliche Ergebnisse flr
das Ddmpfungsverhalten erwarten; auf eine weitere Diskussion
kann daher verzichtet werden. Die Realisierung der Koppel-
netzwerke ist auBerordentlich einfach, wie Bild 5.10 zeigt.

Ki2(s) = Uais)/ Ujls) Knls) = Uzls)/Usls)

Bild 5.10: Realisierung fllr die Koppelnetzwerke

Bei dem Koppelnetzwerk Ki? von der Phase auf die Amplitude
handelt es sich um ein einfaches Verz8gerungsglied erster
Ordnung (lag filter) und bei dem Koppelnetzwerk K21 von der
Amplitude auf die Phase um ein Differenzierglied (lead fil-

ter).

Wenn ein Betrieb des Resonators auf der Flanke y # O not-
wendig ist, erh8ht einérseits das vorgeschlagene Entkopp-
lungsnetzwerk die Ubersichtlichkeit des Stabilitdtsentwur-
fes und erlaubt andererseits mittels der Amplitudenschlei-
fe in der hinlidnglich beschriebenen Weise mechanische Vibra-

tionen zu ddmpfen.
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Eine zweite M8glichkeit der Entkopplung kann man direkt aus
der charakteristischen Gleichung (5.4.20) ablesen. Fir
K12F¢ = y verschwindet der ganze zweite Term und die Stabi-
litdt des Gesamtsystems hd&ngt {lberhaupt nicht mehr von den
mechanischen Eigenschaften ab. Um diesen Effekt besser zu
verstehen, ist es zweckmiRig, sich die Regelstreckenmatrix

G noch einmal genauer anzusehen.

Dazu gehen wir zuriick zu der linearisierten N#herungsdiffe-
rentialgleichung der Regelstrecke in (5.3.4). Wenn man die
Aufgabe hitte, die Differentialgleichung als Analogrechen-
schaltung aufzubauen, wiirde man am einfachsten in folgenﬁer

Weise auflBsen:

= 1 -

dv = — (-8v + yé¢ + Gvg) (5.4,23)
=1 -

8¢ = = (-y8v =8¢ + y6vg +1dw)

Der zugehdrige SignalfluBgraph ist in Bild 5.11 a) gezeich-
net.

a) b) c)
.o : 1
bvg 8vg g bv
yts
y
Thw by

thw
1+ T5+y2

Bild 5.11: Verschiedene Signalflufgraphen fir d%e
Regelstrecke G(s) ohne elektromechani-

sche Rilckwirkung.
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Bis auf eine Vorwdrtskopplung am Eingang sind alle Kopplungen
von den Ausglngen auf die Eingdnge gerichtet, gerade im Gegen-
satz zu der in Bild 5.11 b) noch einmal wiedergegebenen P-ka-
nonischen Struktur. Das ist der Grund dafiir, daf die sogenann-
te V-kanonische Struktur, bei der jeder Ausgang Kopplungen zu
allen anderen Eingdngen hat, beli der vorliegenden Strecke zu
wesentlich einfacheren Ubertragungsfunktionen fithrt. Die sich
ergebende V-kanonische Struktur der Strecke ist im Bild 5.11 ¢)
dargestellt. Der Vorwdrtszweig wird durch eine Diagbnalmatrix
He

1
P

1+ts+y

X , |
H = ( 1+1s } C (5.4.24)
0

gebildet und der Rilckwdrtszweig durch eine Matrix Q, deren
Diagonalelemente Null sind:

0

<

Q = { } | (5.4.255‘

VTS 0

Der mathematische Zusammenhang mit der P-kanonischen Struk-
tur ist gegeben durch: V

G=G-1g gy | (5.4.26)

Es ist natiirlich kein Zufall, daR die Diagonalelemente der
Matrix H gerade identisch mit den jeweiligen Streckeniiber-
tragungsfunktionen nach erfolgfer Entkopplung sind (vgl.
Bild 5.9. b)). -

Wenn man zu Q eine Koppéimatrix parallel schaltet, die gera-
de die Rilckkopplung Q,, = ¥y von der Phase 8¢ auf die Genera-
toramplitude Gvg aufhebt, kann ein St8rsignal, das aus der
Amplitudenschleife kommend den Zweig Gm passiert und so in die
Phasenschleife gelangt, auf keinem Wege wieder zurilck in die
Amplitudenschleife kommen. Das bedeutet aber: die elektrome-
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chanische Rickkopplung ist v8llig unterbrochen, gerade so,
als ob der Resonator in Resonanz bei y = O betrieben wiirde.
In Bild 5.12 a) ist diese Situation mit einem Signalfluf-

graphen illustriert.

Bild 5.12: SignalfluBgraph flir das Amplituden-Phasenregel-
system mit Rlickwdrtsentkopplung
a) vor und b) nach der Entkopplung

Die Anderung gegenilber Bild 5.9 a) besteht lediglich darin,
daf der Koppelzweig K12 vom Punkte A zunschst auf -06¢ zurftick-
verlegt wurde und anschlieBend unter Vorzeichenwechsel auf
+8¢ geschwenkt und gesetzt wurde:

[1 L]

K(s) F,(s) K,,(s) (5.4.27)

) 12
Filr K(s) = y ergibt sich die oben beschriebene zweite Form
der Entkopplung; die zu dem SignalfluBgraphen in Bild 5.12 b)
fihrt. Die charakteristische Gleichung zerf&llt ebenso wie
bei der ersten Methode in zwei unabh&ngige Teile (vgl.
(5.4,20)):

(1+1s4y?4F,) (14184F,) = 0 (5.4.28)
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Diese zweite Entkopplungsmdglichkeit ist identisch mit der
bereits im Abschnitt 5.3 im Zusammenhang mit einer Amplitu-

denregelschleife diskutierten.

Wenn es zweckmdRBig ist, den Resonator auf einer Flanke zu be-
treiben, etwa aus den zu Beginn des Abschnitts 3.6 genannten:
Griinden, haben wir mit der zweiten Entkopplungsmethode nach
Bild 5.12 ein wirkungsvolles Instrument in der Hand, die mit
dem Flankenbetrieb verbundene ponderomotorische Instabilitdt,
und zwar sowohl die monotone als auch die oszillatorische

Instabilit&t, zu beseitigen.

Zusammenfassend kann man sagen: Mit den in den Abschnitten 5.1
bis 5.4 abgeleiteten und diskutierten Riickfllhrungen sowie Ent-
kopplungsmafnahmen, steht ein breites Spektrum an M8glichkei-

ten zur Verfligung, die ponderomotorische Stabilitdt eines ge-

gebenen Resonators sicherzustellen bzw. die ponderomotorischen
Krdfte als Dd&mpfungskrdfte zu verwenden.

Von den im gegebenen Anwendungsfall vorliegenden Zusatzbedin-
gungen hdngt es ab, welche Kombination der vorgeschlagenen
Ma®nahmen Verwendung finden wird.

Auf eine derartige Zusatzanforderung im Falle eines Helixreso-
nators filr einen supraleitenden Protonenlinearbeschleuniger 6)
wird im Abschnitt 6.5 zuriickzukommen sein. R
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6. Vergleich der Theorie mit Experimenten an einem supra-
leitenden Helixresonator

Von entscheidender Bedeutung fiir die Wirksamkeit der elektro-
mechanigchen Rickkopplung ist die Gr&Be des dquivalenten Feld-
pegels Vo sowie der elektromechanischen Kopplungsfaktoren kn.
Zun&chst ist es daher interessant, sowohl theoretisch als auch
experimentell den (die) Kopplungsfaktor(en) der Helix zu er-
mitteln. ‘

6.1 Elektromechanischer Kopplungsfaktor der Helix

Der grundsdtzliche Aufbau eins A/2-Helixresonators fiir einen
Teilchenbeschleuniger ist in Bild 6.1 dargestellt. Die Eigen-
schaften des elektromagnetischen Feldes werden hier im Gegen-
satz zu Koaxial- und Topfresonatoren nicht so sehr vom AuBen-
leiter mit dem Durchmesser 2b, sondern im wesentlichen von den

geometrischen Abmessungen des Helixk&rpers selbst bestimmt.

VAKUUM -

KUHLUNG PUMPE
l HE - ANKOPPLUNG T
D
r 2’
—— ! ! a I
STRAHL—D:-———I—; ; % —
E |
| :
l z=0 s z=1

Bild 6.1: Prinzipskizze eines A/2-Helix-Resonators
zur Teilchenbeschleunigung

Mit 2a soll der Durchmesser des Helixkdrpers, mit 1 dessen
Linge und mit s die Steigung bezeichnet werden. Die einge-
zeichneten Pfeile geben die Richtung und den Betrag des Hoch-
frequenzstroms filr die Grundschwingung (A/2) an.
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Die zum Beschleunigen der Teilchen bendtigte elektrische z-
Feldstirke auf der Achse r = O (typisch2MV)m) ist mit Hoch-
frequenzstr8men von der Gr8Renordnung 500 A verbunden, die
die Helix im wesentlichen in Achsrichtung deformieren.

Um die aus dieser Deformation resultierende statiéche Freéuenz~
verschiebung ch berechnen zu kdnnen, milssen wir uns ein m&g—
lichst genaues Bild von den elektromagnetischen und den mecha-
nischen Eigenfunktionen der Helix machen. Dazu wird zundchst
nach dem im Kapitel 2 dargestellten Formalismus mit zwei ein-
fachen Modellen ein grober Ausdruck flir die Frequenzverschie-
bung abgeleifet; anschliefend wird der Ausdruck mit eXperimen—
tellen Ergebnissen verglichen und der EinfluB der verschiede-

nen Ndherungen genauer diskutiert.

Die einfachste N4herung filr das elektromagnetische Verhalten
der Helix ist das sogenannte Schichtmodell (sheath model)'36).
Die Helix wird hierbei durch einen in Achsrichtung unendlich
edehnten unendlich dilnnen Metallzylinder mit dem Radius a
ersetzt, in dem die Str¥me nur in der urspriinglichen Draht-

richtung flieRen k&nnen.

Zundchst soll angenommen werden, daR aufgrund der metallischen
Stlitzen der Helix bei z = 0 und z = 1 nach Bild 6.1 an den
Helixenden maximaler Strom flieRt. Daraus folgt, da® an den
Enden auch die Hz—Feldstérke maximal ist. Aus den Randbedin-
gungen an der Schicht kann man sich klarmachen, daR an den En-
den auch die Eszcmponente maximal ist. DaR .es sich hier nicht
um eine echte Kurzschlufebene senkrecht zur Helixachse handeln
kann, macht man sich leicht daran klar, daf dann die Hz4Kompo~
nente verschwinden miiBte, was im Widerspruch zu. der obigen An-
nahme steht. Die wichtigsten Feldkomponenten der stehenden Wel-
le sind in Tabelle 6.1 zusammengestellt. Die radiale Wellen-
zahl

»?

=Vl -
Yy -JQV (w,/c



- 124 -

ist bei kleinem Steigungswinkel praktisch gleich der Wellen-

zahl Ky in Achsrichtung.

0 <=r <a r > a
IO(kuCl)
E./2Eg To (kyr) cos kyz cos wyt ——— Kglkyr) coskyz coswyt
. Ko(k\,a)
A Io(k\’ﬂ) .
E,/2E, I1tkyr) sinkyz coswyt | - Kjlkyr) sin kyz coswyt
KO( k\)d)
‘ . Iy{kya) .
Hz/2Hg Iglkyr) cos kyz sinwyt - Kolkvr) coskyz sin wyt
- Kilkyal
. . I}(kgd) . .
H,/2Hg I (kyr) sin kyz sin wyt Kylkyr) sin kyz sin wyt

Kj ( kvﬂ)

Tabelle 6.1: Feldkomponenten der Helix nach der
Schichttheorie

In dem flir die Beschleunigeranwendung wichtigen Parameterbe-
reich sind die azimutalen Feldkomponenten gegeniiber den axia-
len und radialen vernachl&ssigbar. I und K sind die modifi-
zierten Besselfunktionen erster und zweiter Art. Eo ist die
elektrische Achsfeldstdrke der laufenden Welle und Ho die ma-
gnetische Achsfeldstdrke, deren Relation zu BO lautet:

E /& (. a)X,(xk_a)
Hy = 52 /2 1 v (6.1.1)
o 11(Kva)Ko(Kva)

wobei Zo die Vakuumwellenimpedanz mit Z° = 120 Q2 ist. Die Be-
ziehung zwischen den Eigenfrequenzen w, und den zugehdrigen
Wellenzahlen Ky (Dispersionsrelation) ist gegeben durch:

o n SRy //Io(“va)Ko(Kva) (6.1.2)
v — 2ma I,k a)K, (k a)

wobei ¢ die Wellengeschwindigkeit im Vakuum ist.
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Auffallend an den stehenden Helixwellen ist, daRf die zum Be-
schleunigen bendtigte TM-Welle immer von einer TE-Welle be-
gleitet isf, wobei die beiden z-Komponenten die gleiche z-Ab-
hidngigkeit besitzen.

Aus Grinden der Ubersichtlichkeit wurde der EinfluB des endli-
chen AuBenleiterradius b nicht berficksichtigt. Es wilrden sich
nur Felddnderungen im AuBenraum a<r<b ergeben, die fiir b/a>?

in bezug auf alle wichtigen Kenngr8fen 20 % nicht {lbersteigen.

Der HZ~Sprung an der Schicht r = a wird durch die Schichtstrd-
me und der Er-Sprung durch die Schichtladungen verursacht. Da-
mit lassen sich die Lorentzkridfte in Achsrichtung sehr einfach
angeben: '

F'(z,t)=2na(eoEz(Kva)AEP(Kva)¢poHr(Kva)AHz(Kva)) (6.1.3)

Der Strich soll andeuten, daR es sich hierbei um den in der Schicht
wirkenden Kraftgradienten handelt. Fiir den elektrischen Feld-
stirkesprung gilt genauer: - -

- Br(er)‘i (6.1.4)

AEr<Kva) = Er(er) l rzate

rza<g
und entsprechend flUr die magnetische Feldstdrke:

- H (k1) ‘P (6.1.5)

AHz(Kva) = Hz(er) i cate

rza«-e

Wenn man die Feldstlrken nach Tabelle 6.1 einsetzt und (6.1.1)
benutzt, erkennt man, daR der zeitlich gemittelte Beitrag der
elektrischen Felder zum Kraftgradienten in z-Richtung gleich
dem der magnetischen Felder ist. Man erhilt dann:

~ “ I (K a)
1 o]

' - < : . = M7
F'(z) = 4ma eoEo <3 KQ(Kva) 51n2xvz, Ky 7 (6.1.6)

Nach (2.1.12) soll nun der Kraftgradient in das System der me-
chanischen Eigenl8sungen zerlegt werden. '
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Das einfachste dem Problem angepafte mechanische Modell der

~ Helix ist das eines '"weichen" Stabs mit fest eingespannten
Enden. Filr die Eigenldsungen ergibt sich mit der Orthonorma- .
litdtsbedingung entsprechend (2.1.13)

L
1 -
7 f¢u(z)_¢v(z)dz = 6
0

sowie
¢u5 0 fir 2z=0 und z=%

- : . R L =
¢u(Z) - /7 Sln Kuz, Ku- z, u 1,2 ¢ o 0 (6.107)
Die mechanische Dispensionsrelation ist .in diesem einfachen
Fall rein linear; fiir die elektrische Dispersionsrelation
(6.1.2) galt das nur fiir Kva>>1:

Qu = Ku [ VL a KuVET (601010)
VL ist die Geschwindigkeit der Schallwelle l&ngs der Helix-
achse. Dabei ist ¢' der Federkonstantenbelag:
TR T
ot = D zd)S (6.1.11)
BYewa
G - Schubmodul
D - Drahtaufendurchmesser
d - Drahtinnendurchmesser
W - Windungszahl (w=2/s) und
m' der Massenbelag:
2 .2
m' = nZaWp (D zd ) (6.1.12)

p - Dichte des Materials

Die Ortsabhdngigkeit von F'(z) ist gerade identisch mit der
einer der mechanischen Eigenfunktionen. Daher erh#lt man in
der Entwicklung nach (2.1.12):
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L
F& = % f F'(z)¢u(z) dz | (6.1.8)
!

in diesem idealisierten Falle nur einen Term, ndmlich:

I (¢ a)
F) dma . g2 13 o N ‘ (6.1.9)
v /7 © 0o K, Ko(nva)

Da die Dichtemodulation des Materials proportional dem Kraft-
gradienten ist, ergibt sich aus einem Koeffizientenvergleich
von £ =un¢u und F' = ZFL¢u fiilr den Deformationsbeitrag des
Modes y: '
F'
= —H (6.1.10)
! c'x

u
Die gesamte Arbeit der elektrbmagnetischen Krifte ist entspre-
chend (2.1.14):

gF!?2
A=1]qF =] —E (6.1.11)
u uou " C'Ku _ :

Die Arbeit A ist doppelt so groR wie die der Auslernkung zuge-
ordnete potentielle Energie U. Sie 18Rt sich daher auch in der
iblichen Form anschreiben:

L
= = 01' 3_&_2
A =20 = 2 5 [ 32) dz (6.1.12)
o

Nach Einsetzen von (6.1.9) in (6.1.11) ergibt sich:

- 2 2 2
A = {(na eoEo oi(Kva)) (6.1.13)

of

mit
‘ I (k_a)
1 oV
o,.(k a) = (6.1.14)
1*"v (Kva)z Ka(xva)
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Die in dem Zylinder 0<z<%, o<r<= und 0<6<27 gespeicherte elek-
tromagnetische Energie W 188t sich nach (2.1.7) mittels Tabel-
le 6.1 berechnen. Es ergibt sich n&herungsweise:

b—4 a 2. 2
W = 28-7a eoEo cchva) (6.1.15)

Wegen (2.1.3, 4) ergibt sich damit fliir die relative Frequenz-
verschiebung des Resonators fiir den elektrischen Mode v:

. .1 2
= = = - 5T mate E] oi(xva) (6.1.16)

Die Modeabhangigkeit der relativen Frequenzverschiebung ist
damit die gleiche wie filir die gespeicherte Energie. Die abso-
lute Frequenzverschiebung erhdlt man durch Einsetzen von
(6.1.2) in (6.1.16):

2
sEo
(Amo)v z - — 9, (Kva) (6.1.17)
- Uo
mit
I (x a) / I (k,a)
0,k a) = 22— o Y (6.1.18)
v Ii(Kva)Ko(Kva)Ki(Kva)
ZO - Vakuumwellenimpedanz, s - Steigung.

In Bild 6.2 sind die beiden Funktionen 04 und o, dargestellt.

20 Bild 6.2:
I /L“kw) /// Normierte rela-
" tive Frequenzver-
// éﬂkw) schiebung o4 und
\ // absolute Frequenz-
10 H / / verschiebung o,
\\ ///// ' als Funktion der
5 — ' Wellenzahl

0 1 2 3 —== kya
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Das Minimum der relativen Frequenzverschiebung liegt bei
K,a = 1.1 und das der abscluten Frequenzverschiebung bei
k.a = 0.7. Das ist gllicklicherweise gerade der Bereich, der

azs ganz anderen Griinden flir die Beschleunigeranwendung op-
timal ist. Und zwar ist man bestrebt, den Resonator so aus-
zulegen, da® man bei gegebener Achsenfeldstlrke Eo eine m8g-
lichst kleine gespeicherte Energie W erh4lt, d.h. nach (2.2.6)
eine m8glichst grofRe Shuntimpedanz Z. Wegen der gleichen Ab-
hdngigkeit von der Wellenzahl fir W (6.1.15) und (Awo)v
(6.1.17) fallen die Bedingungen nach m&glichst grofem Z und

m8glichst kleinem (Amo)v gerade zusammen.

Nach der Definition (2.3.3) erh&lt man flir die idealisierte
Helix fir E, = V, unter Verwendung von (6.1.11) schlieflich
einen elektromechanischen Koppelfaktor k:

3

32 a ‘
k = o,k a) (6.1.19)
ZOG Dnvd 2 "y

Filr eine Helix mit den Parametern:
a=4.2 cm, 8§ =1 comy, 1 =9 cm, D=0.6cm, d=20.4cm

aus Niob wurde fiir eine Achsenfeldstirke der laufenden Welle
Eo = 1 MV/m im Grundmode v = 1 eine Frequenzverschiebung von
500 kHz gemessen 37). Die Frequenzverschiebung war dabei so
streng proportional Eg, daB sie als MeRgr8Re flir die Feld-

stdrke benutzt werden konnte.

Nach (6.1.9) ist die Kraftdichte F} = 1,7 =2, nach (5.1.10)

die maximale Auslenkung 0,06 mm, nach (6.1.13) die Arbeit der
elektromagnetischen Kr&fte 9010-5 Joule und nach (6.1.15) die
gespeicherte Energie 3»10°3 Joule. Damit erhdlt man eine rela-
tive Frequenzverschiebung von 3010‘3. Bei einer Grundfrequenz
wq = 72 MHz nach (6.1.2) ergibt sich eine theoretische Fre-

quenzverschiebung von 220 kHz. Die tatsdchliche Eigenfrequenz

war 90 MHz; damit wlrden sich sogar 270 kHz Frequenzverschie-



- 130 -

bung ergeben. In Anbetracht des recht groben Modells muB die
Ubereinstimmung bis auf einen Faktor 2 mit dem experimentel-

len Wert 500 kHz als gut bezeichnet werden.

Zwei praktische Fehlerquellen milssen dabei noch bedacht wer-
den. Zum einen ist die Feldstérke EO = 1 MV/m nicht direkt ge-
messen worden, sondern {iber ein verbessertes Schichtmodell

aus der Messung der Glite und der im Resonator verbrauchten
Leistung berechnet worden. Zum anderen wurde bei der Berech-
nung der Federzahl ¢' der Schubmodul von Niob ben8tigt, fir

den es keine genauen Werte gibt; auBerdem lassen sich die Rohr-
durchmesser D und d nicht sehr genau messen. Daher wurde die
Federzahl direkt statisch und dynamisch experimentéll bestimmt.
Es ergab sich in unserem Beispiel c¢' = 5.9 kp. Diese Messung
korrespondiert zu einem Schubmodul fir Niob von 3000 kp/mmz.

Der elektromechanische Koppelfaktor ist nach (6.1.19) k =
MHz '

0,2 —5

(MV/m)

An dieser Stelle sei erwdhnt, da® die statische Frequenzver-

schiebung der Helix bereits in zwei Arbeiten behandelt wurde.

7)

In einer &lteren Arbeit des Autors ist Aw zwar proportional

Eg, aber der Betrag ist um 2-3 Grd8fenordnungen zu klein. Nach

38) ist Aw nicht nur viel zu klein,

einer Arbeit von Sierk
sondern auch noch proportional Eg, was nach den bisherigen

Erfahrungen ausgeschlossen werden kann.

Die wichtigsten theoretischen Fehlerquellen fiir die relative

Frequenzverschiebung nach (6.1.16) sind:

I, Feldverzerrungén aufgrund der endlichen Helix-
ldnge 1 (

I. Feldiiberh8hungen zwischen den Windungen
I, Feldverdnderung durch den endlichen AuBenleiter-
radius b.

IV. St¥rung der mechanischen Eigenschwingungen durch
die federnde Aufhingung (Helixbeine)

V. Anregung von mechanischen Transversalschwin-
gungen.
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Eine anschauliche Vorstellung von dem Randfeldeffekt I kann
ein frei Hand gezeichnetes Bild der elektrischen und magne-
tischen Feldlinien vermitteln (nicht gerechnet!).

)

E - Feldlinien
bei w,t = 0°

H - Feldlinien
bei Wyt = 90°

Bild 6.3: Feldlinien eines Helixresonators.

Der linke Teil in Bild 6.3 von z = 0 bis z = /2 entspricht
den in Tabelle 6.1 aufgefilhrten Feldkomponenten, wenn man
einen AuBenleiter hinzunimmt. Dabei wurden oberhalb der Sym-
metrieachse nur die elektrischen und unterhalb nur die magne-
tischen Feldlinien eingezeichnet. Weil es im Raum fir z> 4%,
r<b weder Ladungen noch Str&me gibt, werden sich die magneti-
schen Feldlinien schon frither schliefien und die elektrischen
von der Wand angezogen. In beiden F4llen wandern die Maxima

der H_- bzw. Ez-Peldstarke in den Helixk3rper z<2% hinein.

Flr die theoretische Behandlung sei auf zwei Arbeiten hinge-

39)

wiesen. G. Rotter berechnet die realen Felder durch Hin-

zunahme von Ddmpfungsmoden im Innenraum 0<z<£ und AuBenraum.

0) Lerechnet die Stromverteilung aus einer auf

E. Sauter "
Hallén zurllckgehende Ihtegralgleichung und der Randbedingung
fiir den Strom bei z=0 und z=4, die zu der gemessenen Frequenz
der Helix (mit den vorhergenannten Parametern) von 80 MHz

paft. Er erhdlt etws die in Bild 6.3 a) wiedergegebene Strom-

verteilung.
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.Bild 6.4: Stromverteilung a) und Kraftgradien-
ten b) nach dem Schichtmodell und bei
Berlicksichtigung der endlichen Linge

Zum Vergleich ist die cos-Verteilung nach dem Schichtmodell
eingezeichnet. Das Maximum der Stromstdrke I auf der Helix
riickt, wie es nach Bild 6.3 zu erwarten dar, nach innen. Dar-
aus ergeben sich die in Bild g.u b) dargestellten Kraftgra-

dienten, die proportional zu Iz (12) sind. Im Gegensatz zu

dem idealen Fall der sin-Verteilung ergeben sich nun im In-
tegral (6.1.8) auch Beitrdge fllr die h8heren mechanischen
Harmonischen mit geradzahligem Index. In Abschnitt 6.3 wird

darauf zurickzukommen sein.

Die Fehlerquelle II, der EinfluB der Feldiiberh8hung in der

8) an dem Modell
einer unendlich langen Helix mit realen Drfhten untersucht.
Nach diesem Modell, das direkt auf den Schichtmodellfeldern
aufbaut, ergibt sich im praktisch interessanten Bereich
D/s=0.5 anndhernd der gleiche Kraftgradient F'(z) wie der in
(6.1.6) direkt aus dem Schichtmodell berechnete. Unter der
Voraussetzung, daR sich der Effekt der endlichen Helixldnge g
und der Effekt des endlichen Durchmessers D des Helixdrahtes
nicht sehr stark beeinflussen, sollte man daher die Fehler-

Ndhe der Windungen, wurde bereits von Sier'k3

quelle II ausschliefen k&nnen.

Der Einfluf des endlichen AuBenleiterradius b kann, wie be-~
reits erwdhnt, nach dem Schichtmodell prinzipiell beriicksich-
tigt werden und bringt flir b/a>2 sicherlich Abweichungen <20%.



Eine genadere Diskussion ist wegen des unbekannten Fehlers
in Punkt I nicht sinnvoll.

Die Annahme ¢u2 O fiir 2zs0 und z=% ist eine N&herung, da die
Helixbeine,’die etwa die Linge b haben, eine endliche Feder-
konstante cy besitzen.

Flir einen Stab der L&nge b gilt:

_3E1I
cb - —‘g?_ (6;1'20)
E ist der Elastizit&tsmodul und I das Pl&chentragheitsmoment.
Wenn das Bein aus dem gleichen Rohr wie die Helix besteht,
gilt:

I = n(p*-a*)/eu (6.1.21)

Die Annahme von mechanisch festen Enden bei 2z=0 und z=% be-
deutet hier SRS Bei kleinen Eigenfrequenzen wird man daher
nur dann eine geringfiigige Frequenzi&nderung erwarten k&nnen,
wenn cb>>c‘/§. Da die Beine bei kleinen Frequenzen nur poten-
tielle Energie aufnehmen, werden die Helixeigenfrequenzen er-

niedrigt,

Das elektrische Analogon der fellernd abgestiitzten Helix ist
ein schwach kapazitiv belasteter Leitungsresonator. Dabei
gelten die Korrespondenzen:

Kraft - Spannung, Geschwindigkeit - Strom, Masse -
Induktivitit, Federkonstante - 1/Kapazitdt, feste
Einspannung - Leerlauf und loses Ende - Kurzschluf.

Die technische Helix kann man als n#herungsweise symmetrisch
zup Mitte z = 2/2 ansehen. Daher gibt es auch hier zwei Sor-
ten von mechanischen Eigenschwingungen: die symmetrischen mit
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E'(2/2) = O sollen mit u = 1,3,5,7 ... abgezihlt werden und
die unsymmetrischen mit & (2/2) = O mit u = 2,4,6,8 ..., .

Die Eigenwertgleichung des in Bild 6.5 a) dargestellten Mo-
dells erhdlt man aus der Bedingung, da® sowohl die Lage &(z)

als auch die Geschwindigkeit £(z) an der aufgeschnittenen
Stelle gleich sein milssen.

AVMANANNY

x=0-~ l
1 X *“(X)
230 z]? P
: ; 4
Cb —-———-I cb Z'=0 Z?—;'
i + ]
3—NNVVL4P— ¢, m' | ™[ ——
—Z i
! S
I‘—’E(Z) ' l.—;.z i
0) b) —eE(z) |

Bild 6.5: Mechanische Modelle der federnd
aufgehdngten Helix.

Mit anderen Worten: die mechanischen Impedanzen, die hier we-
gen der zundchst angenommenen Verlustfreiheit reine Reaktan-
~zen sind, miissen an der aufgeschnittenen Stelle Hbereinstim-
men. ZweckmdBigerweise verwenden wir hier die mechanischen

Leitwerte Y. Der Leitwert der Feder Yb ist:

in ,
Y, = . (6.1.22)

Der an die Stelle z = o transformierte Leitwert der Helix ist:

Q2
Y, =i —1 _ cotan i - T 1+ -1M)  (6.1.23)
YeTem?' L

Mit m' = 234g/em flir die Helix mit dem vorhergenannten Parame-
tersatz, das direkt aus einer Wdgung gewonnen wurde, ergeben ‘
sich theoretisch fiir Yb = 0, also feste Enden, Eigenfrequenzen
von Quz 2mye24 Hz, u= 1,2,3 .... Mit einem Elastizitdtsmodul

fiir Niob von E = 10700 kp/mm2 und einer Beinl&nge b = 15 cm er-
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hdlt man aus Yh = Yb nach Bild 6.6 fir die ersten 4 Eigen-
frequenzen: Qi = 2mw+22,5 Hz, Qz = 2wel§ Hz, 93 = 2me69 Hz
und Qu z 2792 Hz.

Ly |

K=1 -2 3 4

( WILLKURLICHE
EINHEITEN

w -

b
ot
Ch

: Graphische Konstruktion zur Berechnung der
Eigenfrequenzen der federnd aufgehéngten
Helix nach Bild 6.5

[¢)]
-
(o))

Tatsdchlich wubden bei dieser Helix gemessen: 01/2ﬁ = 23 Hz,
92/2ﬂ z 46 Hz und QuIZﬁ = 89 Hz. 91 wurde durch externe Krif-
te angeregt (z.B. Vakuumpumpe), wdhrend 92 und Qu aufgrund

der geeigneten Symmetrie nach Gleichung (6.1.8) durch die elek-
tromagnetischen Krifte angeregt'werden'konnte (vgl. dazu Ab-

schnitt 6.3).

Zum Vergleich wurde in Bild 6.6 ein 'verbesserter Beinleitwert
gestrichelt eingezeichnet. Zur Berechnung dieses Verlaufs muB
die Massenverteilung des Beins berlicksichtigt werden. In Bild
6.5 b) ist ein verbessertes Modell der Aufhdngung der Helix
gezeichnet. Wenn die Helix Longitudinalschwingungen ausfithrt,
wird das Bein auf Biegung beansprucht. Der Zustand des Beins
wird beschrieben durch die 4 Koordinaten: Transversalauslen-
kung n(x), Transversalgeschwindigkeit ”a(x), den Drehwinkel
8{(x) und die Winkelgeschwindigkeit 8(x).
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Wenn man die Drehmomenten-Kopplung bei x = b bzw. z = o ver-
5)

nachldssigt, erh4lt man mit dem Rayleigh-Ansatz 2 nach eini-
gen Umformungen fir n{(o) = o und 6(o) = o folgenden verbesser-

ten Ausdruck fiir den mechanischen Leitwert des Beins:

. Re/1i§] 2b/v. sinv/ifl 2b/v.
y = 1 w b po' b (6.1.24)
b~ 'b 1 + Re ¢85V IT 757 o
Qumb cosy 1 u vb

Dabei ist mg die Massebelegung des Beins; hier gilt:

(6.1.25)

m| = p‘"(Dz—dz)

b 4
vy ist eine #quivalente Geschwindigkeit mit: vy = ¢cé7mg

entsprechend (6.1.10) und cé eine 4quivalente Federzahl mit:

o = EI_ En(D*-da")
b7 p?7 ey b2

(6.1.26)

Die Geschwindigkeit vy, h&ngt daher mit der transversalen Wel-
lengeschwindigkeit vl auf folgende Weise zusammen:

: JD2+d2
vb = vl- —_—— (6.1.27)
4b

Fiilr kleine Argumente,Qu%E <<1 geht selbstverstidndlich (6.1.24)
in (6.1.22) tber, was si8h wegen ¢, = 3 ¢//b nach (6.1.20, 26)
leicht zeigen 14Rt.

In Bild 6.7 ist der normierte mechanische Leitwert (Suszeptanz)

des Beines aufgetragen.

Die Pole des Leitwerts Zb entsprechen im elektrischen Analogon
einer Serienresonanz und die Nullstellen einer Parallelresonanz.
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Bild 6.7: Mechanischer Leitwert eines transver-
sal schwingenden Stabs nach (6.1.24).

Im Gegeﬁsé*z zu den Helixresonanzen gehorchen die Beinreso-
nanzen wegen der Biegedifferentialgleichung 4. Ordnung einer
anndhernd quadratischen Dispersionsrelation. In unserem kon-
kreten Anwendungsfall ist nur der Bereich unterhalb der er-
sten Beinresonanz, der bei 160 Hz liegt, interessant. Wenn
man den Frequenzgang des Beinleitwertes nach Bild 6.7 mit dem
richtigen MaBstab in 6.6 einzeichnet, ergibt sich gerade die
gestrichelte Kurve und damit gute Ubereinstimmung mit den MeR-
werten. Flir h8here mechanische Eigenfrequenzen, die z.B. {ber
die elektromechanische Kopplung beim Betrieb der Helix in
einer elektrischen Oberharmonischen angeregt werden k&nnen,
kann die Aufhdngung sogar wie eine Masse wirken (+ induktiv
belastete Leitung).

Fir unser Beispiel ist das der Fall im Bereich 160 Hz < §%fi
700 Hz (vgl. Bild 6.7). In diesem Bereich sind die tatsdch-
lichen Eigenfrequenzen kleiner als die Leerlauffrequenzen
bei~Yb = 0,
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In Bild 6.8 sind abschliefend noch einmal die ersten vier
mechanischen Eigenfunktionen ¢u(z) zu dem behandelten Bei-
spiel zusammengestellt. Als Vergleich wurden auch die Eigen-
funktionen fiir die beiden Grenzfdlle Y, = O (feste Enden)
und Yb = © (lose Enden) eingezeichnet.

b

Helix mit festen Enden Helix mit Beinen Helix mit losen Enden
Yp=0 Yy nach (6.1.24) Yp =0

Grundwelle _/"\_ ! 7‘\\—
9, (z) 0.05=

z=0 z=1 z=0 2=l

J L

2.0berwelle
"p3 (z )

&q;th _Jr\\//w\‘f_ M;;?“\‘/f\\}_. _J\\ //f\\[_

L9 AV A >4 o A\ 4

Bild 6.8: Mechanische Eigenfunktionen der Helix flr
verschiedene Abschlufimpedanzen Ybl. :

Wenn man die Maximalausschldge der Auslenkung l¢u!max =1
setzt, ergibt sich filir die Auslenkungen am Rande: ¢1(o) =
¢1(2) = 0.05, ¢2(o) = —¢2(2) = 0,05, ¢3(o) z ¢3(2) = 0,06
¢u (o) = = ¢u(£) = 0.07. Flir die betrachtete Helix mit b/a
= 3.6, b/2 = 1.65 und w = 9 wird die N&herung Yb = o fir

das Integral (6.1.8) auf etwa 10 % genau sein.

Die Fehlerquelle V ergibt sich unmittelbar aus der der Berech-
nung des mechanischen Leitwerts der Aufhdngung zugrundelie-
genden Annahﬁe, daR an den Enden z = o und z = & keine Mo-
mente vom Bein auf die Helix {lbertragen werden. Die relativ
gute Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung deutet
darauf hin, da® die genannte Voraussetzung erflillt ist. Die
korrekte Beriicksichtigung der Momente an den R&ndern wilirde



- 139 -

den Rahmen dieser Arbeit erheblich libersteigen, da nun die
Transversalbewegung der Helix mit in Betracht gezogen werden
muBR. Bei der Biegedifferentialgleichung der Helix kann, wie
das bei schlanken St#ben der Fall ist, der Querkraftterm nicht
mehr vernachldssigt werden ui)o Auferdem wilirde man dann auch
noch den EinfluR der statischen Durchhingung der Helix infol-
ge ihres -Eigengewichts sowie durch Axialkr&fte parametererreg-

te Transversalschwingungen 42)

betrachten miissen.
Zusammenfassend kann man sagen: Die wichtigste Fehlerquelle
flilr die statische Frequenzverschiebung nach (6.1.16) liegt
in dem nicht berilicksichtigten elektrischen Randfeldeffekt.
Eine Korrektur nach dem von Sauter 40) verwendeten Modell
sollte geniigend genaue Vorhersagen filr die bei gegebener Be-
schleunigungsfeldstdrke Eo zu erwartenden statischen Frequenz-

verschiebungen erm$glichen.

6.2 Aufbau und Eigenschaften des verwendeten Phasenregelsystems

Der grundsdtzliche Unterschied zwischen den Anforderungen an
Amplituden- und Phasenregelkreise f{ir normalleitende und su-
praleitende Resonatoren liegt darin, da® bei normalleitenden
Resonatoren vor allem das Flhrungsverhalten wichtig ist, weil
wegen der hohen Verlustleistungen nur im Pulsbetrieb gefahren
werden kann, widhrend supraleitende Resonatoren im Dauerstrich
betrieben werden kdnnen. Bei den letzteren wird aufgrund der
sehr geringen relativen Bandbreite QO-G - 10“9) das St8rver-
halten wichtig, weil bereits bei sehr kleinen Generator- oder
Eigenfrequenzst8rungen die Leistungsanpassung verloren gehen

kann.

In Bild 6.9 ist der fiir die folgenden Messungen benutzte Pha-
senregelkreis dargestellt. Hierin wurden nur die wichtigsten
filr das Verstindnis der Wirkungsweise notwendigen Baugruppen
eingezeichnet. Eine ausfilhrliche Darstellung findet man bei

H. Strube u3§.
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Bild 6.9: Phasenregelkreis mit spannungsgeregel-
tem Oszillator (VCO).

Starke Linien: Trdgerfrequenzleitungen
Dlinne Linien: Signalfrequenzleitungen.

Der Oszillator treibt {lber einen Leistungsverstdrker einen
bei 90 MHz schwingenden X/2-Helixresonator. Die Resonator-
phase wird mit der Eingangsphase mittels eines phasenemp-
findlichen Gleichrichters verglichen, dessen verstirkte Aus-
gangsspannung dem Frequenzsteuereingang des Oszillators zu-
gefiihrt wird.

Die wichtigsten Daten der verwendeten Gerdte sind:

VCO:

Bandbreite O 400 kHz (us5° Phasenverschiebung aber bereits
bei 80 kHz); Empfindlichkeit im Arbeitspunkt 77 kHz/Volt;
Stellbereich <2 MHz bei 90 MHz Mittenfrequenz; Ausgangslei-
stung 20 mW an 50 Q.
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Hf-Leistungsverstdrker:

Bandbreite 1 MHz; abstimmbar, Ausgangsleistung 5 W3 Ausgangs-
impedanz >> 50Q.

Phasenempfindlicher Gleichrichter:
Bandbreite 0,2 ¢ 500 MHz; Empfindlichkeit im Arbeitspunkt
0,5 Volt/60°; MeBbereich |#]| <90°,

Ansteuerverstirker:
Bandbreite o +# 100 kHz; Spannungsverstdrkung 1:20 bis 1:100.

Die wahlweise zusitzlich verwendeten Gleichspannungsverstirker

haben bei 200 kHz eine Phasenverschiebung von = 45°. Die 3 dB-

Punkte der Verstdrkung liegen &hnlich wie beim VCO wegen induk-
tiver Kompensation erheblich hdher.

Mit der Posaune 2 wird die Leitungslinge L, so eingestellt, daR
im Sollzustand der Phasendetektor O Volt Ausgangsspannung hat.
Da dessen Ausgangsspannung proportional cos¢ ist und die Refe-
renzphase aus einem 90°-Richtkoppler der Hauptleitung entnom-
men wird, mu® nach den Bezeichnungen in Bild 6.8 gelten:

By = Ry 4 B 4 2o e ), (6.2.1)
wobei Az die Wellenlinge auf den Leitungen und © die Resonator-
phasenverschiebung © = -arctany ist. VCO und Leistungsverstir-
ker sind m8glichst gut auf Resonanz abzugleichen. Da sowohl der
Sender als auch im allgemeinen der Resonator nicht an die Lei-
tung mit dem Wellenwiderstand 50 2 angepaB®t sind, ist zur Ver-
meidung von Amplitudenmodulation auch die Leitungsldnge 21 mit
der Posaune 1 auf Resonanz abzugleichen.

An der Hiufung der Bauelemente mit einer Bandbreite von etwa
100 kHz kann man bereits ablesen, da® die Durchtritts- oder
Schnittfrequenz (unity gain frequency) des offenen Regelkrei-
ses kleiner oder h8chstens gleich 100 kHz sein wird. Durch dy-
namische Korrekturen kann die Stabilitdtsgrenze in diesem Fall
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nur geringfiigig h¥her geschoben werden. Das dynamische Ver-
halten und insbesondere die Stabilitdt des Regelkreises wer-
den wesentlich nur von dem Verlauf von Amplitude und Phase

des offenen Kreises in der Nachbarschaft der Durchtrittsfre-

quenz QD bestimmt 19),44) ,u5)

. Es genligt daher, das Ubertra-
gungsverhalten der Bauelemente in der N#he von Q zu kennen,
um aus den Frequenzkennllnlen die maximale Verstérkung fir

stabiles Verhalten ablesen 2zu kénqen.

Das Ubertragungsverhalten des Resonators selbst konnte nicht
gemessen Wwerden, da die externen St8rungen so grof waren,

daR der Resonator chne Phasenregelung nicht betreibbar war.
Wir k8nnen aber auf die im Abschnitt 5.1 berechnete Ubertra-
gungsfunktion G¢(s) zurlickgreifen. Aus (5.1.3 - 5) sieht man,
daf flr groRe Modulationsfrequenzen (Q>>1/1t die Phase das In-
tegral der Modulationsfrequenz ist (vgl. (5.1.7)).

In Bild 6.10 sind die aus Messung und Rechnung kombinierten
Ampiituden~?hasenkennlinien des offenen Kreises gezeichnet.
Die Verstirkung wurde dabei so gew#Zhlt, da® die Phasenreser-
ve Y genllgend groB ist, damit man einen hinreichend gedimpf-
ten Einschwingvorgang erhilt. Fiir QD/Zﬂ = 50 kHz war y = 70°.
Wenn keine weiteren dynamischkén Korrekturen verwendet werden,
18Rt sich aus der Bedingung:

o Kp « V°
iFOéjQD)' = —-—-ﬁs-—“—

tpo-e

(6.2.2)

%Y

die maximale statische Verstdrkung (Gleichspannungsverstdrkung)
v° berechnen. KI - die Zeitkonstante des I-Gliedes - ist gleich
dem Produkt der Empfindlichkeit der MeR- und der Stellkennlinie
im Arbeitspunkt. Mit den vorherigen Angaben ist hier}(I = 77
K72 0,5 V = 38,5 kHz und damit V° = 1,3.

Der zu diesem V° = 1,3 gehdrige Gbergangsvcrgang bei sprung-
artiger Frequenzst®rung war auch tatsdchlich gut geddmpft.
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Bild 6.10: Logarithmische Amplituden~ und Phasen-
frequenzkennlinien der offenen Phasen-
regelschleife eines supraleitenden Re-
sonators

Bei dieser Messung wurde der supraleitende Resonator gar nicht
bendtigt. In bezug auf das dynamisché Verhalten der Regelung
kann der supraleitende Resonator ndmlich durch einen zweiten
Oszillator ersetzt werden. Das kann man verstehen, wenn man
die Regelstrecke nach Bild 5.5 b) etwas umformt. Die elektro-
mechanische Rilckwirkung brauchen wir nicht zu terilicksichtigen,
da sie fir QD>>Qu in der Gegend der Durchtrittsfrequenz ver-

nachldssigbar klein ist.

In Bild 6.11 a) ist zum Vergleich zun&chst noch einmal die
{ibliche Darstellung wiedergegeben. Mit F¢(s) TFw(S) ergibt
sich die dem Signalfluf nach Bild 6.9 besser angepafRte Dar-
stellung* in Bild 6.11 b). Aus der Frequenzidnderung wird Uber
eine Integration die absclute Phase erzeugt, die einmal direkt
iber die Referenzleitung ilbertragen wird und zum anderen pa-

(15

rallel Uber den Resonator zum Phasenvergleich fihrt.
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Bild 6.11: Umformung des Blockschaltbildes filr die
: Phasenregelung

Die Signalverzdgerung {iber den Resonator wird durch die Uber-
tragungsfynktion Ga(s) dargestellt, die bereits fiir die Uber-
tragung von der Generatoramplitudendnderung auf die Resonator-
amplituden&nderungen verantwortlich war (vgl. (5.3.8)). DaB
das kein Zufall ist, wird an den Ausfilhrungen des Abschnittes
6.5 klar werden.

Hier interessiert uns zundchst nur der Grenzilbergang: %;g Ga(S)
= o. Das bedeutet: ein Resonator mit einer Glte Q + « 1dRt -~
sich vom Generator her nicht beeinflussen, wirkt daher wie ein
unabhdngiger Oszillator. Der andere Extremfall %i@ Ga(s) = 1
ist ebenso einleuchtend. Das Signal Uber den Resonator ist
gleich schnell und gleich stark wie das Uber die Referenzlei-
tung direkt {bertragene. An der Vergleichsstelle heben sich
die beiden Wirkungen gerade auf; der Regelkreis ist offen. Ein
Resonator mit der Bandbreite « liefert eben keine Phaseninfor-
mation mehr. Der supraleitende Resonator liegt nahe am ersten

und der normalleitende nahe am zweiten Extremfall.

Die dynamische Struktur des Regelkreises im Bild 6.11 b) fir
T = » ist identisch mit der einer liblichen VCO-Schleife, bei
der ein frequenzsteuerbarer Generator an die Phase eines Re-
ferenzsignals angebunden wird. Eine Ubersicht ilber die wich-
tigsten Erscheinungen bei dem Anbinden des VCO (phase lock in)
sowie zahlreiche Literaturangaben findet man bei Gardner 46)'
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Das Einfangen der Phasenregelung ist aufgrund der Kennlinie
Uxcos$¢ des Phasenmessers, ein wesentlich nichtlinearer Vor-
gang, auf den hier nicht n3her eingegangen werden soll. Nur
so viel sei im Unterschied zur reinen VCO-Schleife erwdhnt:
das Problem beim Einfangen mit einem supraleitenden Resona-
tor ist nicht so sehr die zu groBe Frequenzdifferenz zwischen
VCO-Frequenz und Referenzfrequenz, also der Fangberéich “7),
sondern die Tatsache, daB die Amplitude des Resonators zum
Einschaltzeitpunkt normalerweise Null ist und keine {iber dem
Rauschpegel liegende Resonatorspannung entsteht, wenn der
Eigenfrequenzétﬁrhub sehr grof gegen die Resonatorbandbreite
ist. Das Einfangen kann dadurch erleichtert werden, da® man
entweder filr die Dauer des Einfangvorgangs die Generatorlei-
stung und durch {iberkritische Kopplung die Bandbreite erhdht
oder den Resonator durch selbsterregte Hochfrequenzriickkopp-

48)

lung anfdhrt und dann innerhalb der Abklingzeit auf Ge-

neratorbetrieb mit Phasenregelung umschaltet.

Eingangs wurde bereits erwdhnt, daB bei einem Phasenregelkreis
fiir einen supraleitenden Resonator vor allem das St8rverhalten
interessiert. Die Ubertragungsgleichung von den externen Fre-
quenzstdrungen auf die resultierende Phasenabweichung des Re-
sonators vom Sollwert ist nach Bild 6.11 bzw. Gleichung (5.1.10)
flr v = o

Sw '
§¢ = T— ex - (6.2.3)
T +s+ Fw(s)w

Wenn man eine einfache proportionale Rilckfithrung w&hlt und die
Verstdrkung nach Bild 6.10 gerade so einstellt, daf der offene
Kreis eine Durchtrittsfrequenz QD hat, ergibt sich im Bereich
Q<QD die in Bild 6.12 als Kurve I gezeichnete logarithmische

Amplitudenknickkennlinie des offenen Regelkreises. Zur Inter-

polation des exakten Verlaufs im Bereich der Knickfrequenz 1/t
sei auf Bild 5.1 a) hingewiesen. Fir Q<QD gilt damit Fw(jQ)=QD.
Filr eine sinusf8rmige St8rung der Generator- bzw. Eigenfrequenz
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~

5mex = Gwex sin. Qut | (6.2.4)

ergibt sich damit eine Phasenmodulation:
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Bild 6.12: Logarithmische Amplitudenknickkenn-
linien des offenen Phasenregelkrei-
ses flir verschiedene Tiefenanhebun-
gen.

Fir Ew(jQ) = QD = 0 ist (6.2.5) der Phasenhub um ungeregelten
System. Um eine Vorstellung von den GrdRenordnungen zu bekom-
men,seien’ elnlge typische Werte fdr einen 100 MHz-Hellxreso—

nator angegeben:
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Belastete Bandbreite bei Normalleitung: %? = 100 kHz
Belastete Bandbreite bei Supraleitung: %? = 20 Hz

Modulationsfrequenz: ﬁu/2w = 100 Hz
Modulationshub: 6Qex/2w = 50 Hz
Durchtrittsfrequenz: QD/Zn = 50 kHz

Fir den ungeregelten normalleitenden Resonator erhdlt man

mit diesen Zahlen nach (6.2.5) einen Phasenhub von 6/1000,
wdhrend sich bei Supraleitung ungeregelt 30° ergeben. Wird
dagegen im letzten Fall eine einfache proportionale Rilck-
fihrung verwendet mit einer Durchtrittsfrequenz des offenen
Kreises von 50 kHz, so kommen wir auch hier auf 6/100°. Bei
krdftigen externen St¥rungen traten sogar\Vibrationen der
Resonatorfrequenz mit einer Modulationsfrequenz von 25 Hz

und einem Hub bis zu 1 kHz auf. Der Phasenhub ist dann

selbst mit Regelung noch 5°, Aufgrund der Tatsache, daf die
Durchtrittsfrequenz grof gegen die typischen St¥rfrequenzen
ist, kann man in die Rickftlhrung eine zus#tzliche Tiefenan-
hebung einbauen. Hierbei muR nur beachtet werden, daR die
Anhebung auf =-40dB/Dekade, wie sie in Kurve II im Bild 6.12
dargestellt ist, geniigend weit unterhalb von QD beginnt, da-
mit die Stabilit8t des Systems nicht gefdhrdet wird. Als Richt-
wert kann gelten %— f% Qp+ Wenn man die Anhebung bei Q= %—
abbricht, ergibt 2 sich filr die RUckftthrfunktion Fm(S) 1

folgender Ausdruck:
s + 1
T?
Fw(S) = Qy —7 Q< Qg

s +
Ty

(6.2.6)

wobei die Ubertragungsfunktion des offenen Kreises Fo(s) =
Fw(s)/(s+%) fir vy = o ist. Durch diese MaRnahme wird nicht
nur der St8rphasenhub weiter verkleinert, sondern auch eine
hohe statische Regelverstdrkung erzielt. Fiir die'Vebstérkung
bei Qp gewinnt man mit dieser Anhebung bei den gegebenen Pa-
rametern einen Faktor 100, so daR der Phasenfehler wieder

%55 betrdgt. Die Regelverstirkung in der Gegend der Bandbrei-



te 1/T wird sogar um einen Faktor 103 vergr8fert. Dadurch
ist die Phasenregelung in der Lage, geniigend schnell eine
grofe "statische" Frequenzverschiebung auszuregeln, die

als Folge einer drastischen Resonatorfeldd&nderung durch die
elektromagnetischen Krifte auftreten kann.

Der Regler nach (6.2.6) wurde passiv realisiert. Bild 6.13 a)
zeigt die zugehdrige Schaltung. Zum Vergleich ist in Bild 6.13 b)
die entsprechende aktive Realisierung dargestellt.

Ry
k4 Rz
R
- (o
T]"R]c T,:R«‘C T2="r’—T
T, = (Ry*Ry) C T,

Bild 6.13: Korrekturnetzwerke filr die Phasen-
regelung

Wenn man den Widefstand Ri in Bild §.13 b) weglidBt, erhilt man
‘den iiblichen PI-Regler, dessen Verstdrkung bei kleinen Frequen-
zen 9+ o nur durch die endliche Verstidrkung und die Eingangs-
beschaltung des Operationsverstirkers begrenzt ist.

‘Wie im Abschnitt 5.1 gezeigt wurde, hdngt die elektrische Ent-
dd&mpfung der mechanischen Schwingungen entscheidend von der
Signalphasenvefschiebung o = arg Fw(jﬂu) (vgl. 5.1.16) ab. Es
zeigte sich, daR filr o= -n/2, wie es nach Kurve II im Bild

6.12 gilt, die obere Flanke deskResonatbrs (y>0) stabil ist.
Wenn man auf der unteren Flanke arbeiten will, was ja bei genl-
gend grofier statischer Regelverstirkung Fw(o) m8glich ist, muB
die Tiefenanhebung in einem geniigend groBen Bereich um Qu her-
um unterbrochen werden, damit die Phase ¢ bei 9 = Qu anndhernd
auf Null zurlickgeht. Kurve III in Bild 6.12 zeigt die nun ent-
stehende Amplitudenknickkennlinie des offenen Regelkreises. Die



Zeitkonstanten Ty und T, sind dabei so zu wihlen: T3Tu=1/9u2
und T, /T;>50.

6.3 Messung der effektiven mechanischen Abklingzeitkonstanten

In Abschnitt 3.6 wurde gezeigt, daR die oszillatorische Insta-
bilit&t durch eine anschauliche Kennzahl - die effektive mecha-
nische Abklingzeitkonstante Toff - beschrieben werden konnte
(vgl. (3.6.12,13)). Bei einem ungeregelten Resonator kann man
Toff unter der Voraussetzung T/Teff<<1 aus der An- bzw. Abkling-
zeit des Phasensignals §¢ messen.Der zugehdrige Frequenzhub darf
hierbei den linearen Bereich nicht {lberschreiten, da sonst der
Anklingverlauf keine e-Funktion mehr ist. Was man in diesem Sinne
als linearen Bereich betrachten kann, geht aus den nichtlinearen
Untersuchungen des Kapitels 4 klar hervor. Der Frequenzhub muf
z.B, nach Bild 4.1 klein sein gegen den zu dem nichtlinearen
Grenzzyklus (Punkt A) geh8rigen Hubj oder anders gesagt, die
Schwingkennlinie muB noch anndhernd linear verlaufen.

Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, daR die durch externe St&r-
quellen verursachten Frequenzhilbe klein gegen die Bandbreiten
sein milssen. Da diese Voraussetzung gerade bei der supraleiten-
den Helix normalerweise nicht erfiillt ist, muBte fllr diese Mes-
sung von vornherein der im vorhergehenden Abschnitt beschriebe-
ne phasengeregelte MeRaufbau verwendet werden. Nun wird es
einerseits m8glich, das Frequenzsteuersignal Gwsteuer’ das nach
(5.1.8, 9) bei groRer Regelverstdrkung praktisch gleich Eswu
ist, als direktes Ma® flUr die mechanische Auslenkung zu verwen-
den. Andererseits spielt im Gegensatz zu dem ungeregelten Fall
zusdtzlich zu den Resonatorparametern noch die Regelverstdrkung
v und die Phasenverschiebung ¢ eine Rolle.

Fiir v>>1 erh¥4lt man aus (5.1.14) entsprechend (3.6.12):

1 2
R +IAquane (Qu131n°+(QuT) coso

) (6.3.1)
Teff Tu v 1+(Qur)2
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Die beiden rein mechanischen Parameter: Eigenfrequenznu
und natiirliche Abklingzeitkonstante Ty sind praktisch

nicht variabel. Die belastete elektrische Abklingzeit Tt

kann durch Ver&nderung der Ankopplung variiert werden;

wegen der geringen Generatorleistungsreserve von 5 W war

der Variationsbereich stark begrenzt. Die statische Fre-
quenzverschiebunglAwul des mechanischen Modes u, die pro-
portional der Blindleistung des Resonators ist (vgl. (2.1.23)),
7 ebenfalls nicht

ohne weiteres variabel. Die Regelverstdrkung v ist nach oben
durch die Stabilit4tsgrenze des Phasenregelkreises und nach
unten durch die Mindestverstdrkung zur Ausregelung der exter-
nen St3rungen begrenzt. Die beiden einzigen freien Parameter,

ist wegen feldbegrenzenden Phinomenen 3

die gleichzeitig einen signifikanten EinfluB auf die Stabili-
tdt haben, sind die statische Hochfrequenzphasenverschiebung
6 und die Signalphasenverschiebung o.

Die Hf-Phase 0 wurde nach Bild 6.8 durch Andern der Leitungs-
l4nge 22 mittels Posaune 2 eingestellt. In einer fritheren Ar-
beit 8) wurde bereits filr eine A/2-Helix mit den im Abschnitt
6.1 angegebenen Parametern {ber die Messung von Teff in Abh&n-
gigkeit von @ fiir g= -90° berichtet. ’

Die MeBprozedur ging dabei in folgenden Schritten vor sich:

I. Hf-Phase 6 mittels £, bei kleiner Leistung auf der in-
stabilen Flanke eins%ellen@

II. Leistung auf den Sollwert hochfahren und die Ankling-
zZeit messen.

III. Leistung wieder verringern bis unter die Stabilitdts-
grenze; die mechanische Schwingung klingt langsam mit
der natlirlichen Zeitkonstanten ab.

IV. Neue Phasenlage © auf der stabilen Flanke einstellen.
V. Leistung auf den alten Sollwert erhShen und Abkling-

zeit der mechanischen Schwingung messen.

(434 sliidae Spdansd e e =23

VI. Leistung wieder verringern und neue Phase auf der in-
stabilen Flanke einstellen -+ I.
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Bei den verschiedenen Phasenlagen 8 wurde die Generatorlei-
stung jeweils so eingestellt, daB sich die gleicheﬁstatische
Frequenzverschiebung Awo einstellte. Wegen Awo = Vg zku

ist das gleichbedegtend mit einem konstantgehaltenen Resona-
torspannungspegel Vo. Um einen genigend groBen Abstand von dem
durch externe St8rungen verursachten Frequenzhub zu bekommen,
wurde die An- bzw. Abklingzeit aus der Zeitdifferenz zwischen
einem Frequenzhub von 30 kHz und 90 kHz bestimmt.

Die durch Erschiitterung der Aufhdngung des Resonators verur-
sachten Frequenzstd8rungen hatten einen Hub bis zu 1 kHz mit
typischen Modulationsfrequenzen von 23 Hz (+ Grundwelle) und
46 Hz (+ 1. Harmonische). Durch die elektromagnetischen Kr&fte
konnten in verschiedenen Versuchsreihen nur die 1. Harmonische
von 46 Hz und die 3. Harmonische von 89 Hz angeregt werden.
Das entspricht genau den im Abschnitt 6.1 diskutiérten theore-
tischen Voﬁstellungen. Im Bild 6.14 sind die gemessenen effek-
tiven mechénﬁnhen»Abklingzeiten als Funktion der Hochfrequenz-
phase @ filir zwei typische Signalphasenverschiebungen o aufge-
tragen.

&~
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Bild 6.14: Effektive mechanische Abklingzeit als Funktion
der Hf-Phase 0 und der Signalphase o©
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Als Vergleichskurven wurden zwei theoretische Kurven einge-
zeichnet, die den MeRwerten am besten angepaRt sind. Fir diese
Kurven gilt nach (6.3.1) fir vernachldssigbares 1/Tu:

1 - 1

Teff “tano - tanZwAzz/)\2 (6.3.2)

wobei Az die Leitungswellenlénge bei der Betriebsfrequenz
wOIZW = 89,85 MHz ist. Bei der Messung der abgebildeten Kurve
mit den Mefwerten V (+ Ddmpfung) und A(+ Anregung) wurde ein
Phasenregler mit einer Amplitudenfrequenzkennlinie entsprechend
Kurve II in Bild 6.12 verwendet. Es zeigt sich tatsdchlich, wie
nach der Theorie zu erwarten, da® bei ¢ = - 30° im Gegensatz
zum ungeregelten Fall bzw. o =0° die untere Flanke oszillato-
risch instabil war, wdhrend man auf der oberen Flanke zusdtz-
liche Di&mpfung erhielt. Bei 0 = =~ 45° ist das gemessene Taff™
1.4 sec. Der theoretische Wert nach (6.3.1) ist fir:

2. = 2me89 H =
u Zme89 Hz 7 :u 89 sec
lAwul = 2130 kHz (+V_ = 0,25 MV/m)
1 = 9 sec Q.1 =5
Qp = 27w+70 kHz T1 = 0,22 sec T2 = 10 usec
-y = 7-105 ¢ = - 90°

bei 0 = - 45° Taff = 17 sec und damit etwa eine Gr&ﬁenordnung
h8her als der Mefwert. Fir 1=0° ergibt eine entsprechende Mes-
sung bei 0 = + 459, die im Bild 6.1% links wiedergegeben ist
mit den Reglenparametern nach Kurve III in Bild 6.12:

Qn = 2734 kHz T, = 50 sec T, = 4,7usec
T3 = 0,47 msec Tu = 0,11 sec
sy = 1,9010°

eine Abklingzeit veon Toff = 1 sec, die relativ gut mit dem MeB-
wert 1,7 sec Hbereinstimmt.
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Die Versetzung der beiden Kurven in Bild 6.14 ist auf eine
unterschiedliche Einstellung der Gleichspannungsunterdriickung
(de-offset) zurtickzuftthren. Zu dem bei 62-90° erheblichen Un-
terschied zwischen Theorie und Messung sollte man bedenken,
daB sehr viele Parameter nicht mehr als auf 100 % genau sind
und zudem die Schwingamplituden recht grof waren, so daR
eine nichtlineare MeRverfdlschung in Betracht kommen x8nnte.

Die Messungen zeigen jedenfalls den in (6.3.1) vorhergesagten
Flankenwechsel der Instabilit#t beim Ubergang von o= 0° zu

= ~90° und eine recht gute Ubereinstimmung mit der Theorie
bezliglich der O-Abh¥ngigkeit.

Die der natlirlichen Abklingzeit T, ® 85 sec zugeordnete Glite
Qu 2 2,u.10“ der Niobhelix bei T < 4,20 ist um etwa einen
Faktqr 25 h8her als bei Zimmertemperatur, wie durch Vergleich-
messungen durch Anregung einer normalleitenden Helix mit einem
modulierten Gleichstrom ermittelt wurde. Dieser starke Anstieg

2 - PR Sy, I * UGG Y. -V R R Sy = zurt ?
ist auf einen Festk8rpertieftemperatureffekt zurlickzufithren.
u

In Nb~ Elnkrlstalle
gen ‘lO6 beobachtet
Kupferhelix mit den gleichen Abmessungen zeigte keine Verbes-

rden sogar mechanische Glten bis zu eini-
. Eine supraleitende bleibeschichtete

serung der mechanischen Gilte bei tiefen Temperaturen.

In bezug auf die im Abschnitt 5.2 ausfiihrlich diskutierte
Schwingungsdidmpfung ist in diesem Zusammenhang folgende Beob-
achtung wichtig: der typische St8rmodulationshub Gaex=2n°1 kHz
stieg weder bei tiefen Temperaturen an, wie es bei resonanter
Anregung wegen des Anwachsens der mechanischen Giite hdtte sein
miissen, noch verkleinerte sich der Hub beim Betrieb des Resona-
tors auf der Flanke bei etwa |0O|= 45°, wie es wegen Tu/Teffz 50
nach Bild 6.14 ebenfalls hdtte sein milssen.

Eine mdgliche Interpretation dieses Ergebnisses ist, daf die
St8ranregung im wesentlichen statistisch und nicht resonant
ist, woraus aber folgen wilrde, daR der St¥rfrequenzhub durch
Beddmpfung, welcher Art auch immer, nicht wesentlich beeinfluBt
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werden kann, wenn die spektrale Leistungsdichte der St&rung
konstant in einem Bereich gr¥Rer als die jeweilige mechani-
sche Bandbreite ist.

6.4 Amplituden=-Frequenz-Kopplung durch schmalbandige Hf-Bauteile

Aus der Flllle an Kopplungen, die bei jeder realen Hochfrequenz-
schaltung eine Rolle spielen, soll in diesem Abschnitt eine
Kopplung diskutiert werden, der bei der in Bild 6.8 dargestell-
ten Phasenregelung in bezug auf die elektromechanische Kopplung
eine grofe praktische Bedeutung zukommt.

Wenn der Leistungsverstirker bzw. der mit der Posaune 1 abstimm-
bare Leitungsresonator zwischen Verstirkerausgang und Resonator-
ankopplung nicht auf Resonanz abgestimmt sind, bekommt man eine
frequenzabhdngige Modulation der Generatoramplitude Gg. Diese
Kopplung wurde in Bild 5.9 a) mit der Ubertragungsfunktion K12(s)
bezeichnet.

Wenn das betrachtete Hf-Bauteil durch einen einfachen Schwing-

kreis mit der Resonanzfrequenz w_ und der Abklingzeit t_ ange-

s 8
ndhert werden kann, erhdlt man fir Kiz(s) ganz entsprechend den

Ausfithrungen in Abschnitt 3.1 n&herungsweise:

K, . ( s ’s (6.4.1)
] §) = = — ' 6.4,
12 K (1+Tgs)2+y 2
g s
wobei Ve die normierte Verstimmung ist:
v, = Ts(w-ws) = -tan@ (6.4.2)

w - Generatorfrequenz
Og- Hf-Phasenverschiebung des Schwingkreises

Die Ubertragungsfunktion des bei Gm(s) aufgeschnittenen Krei-
ses ist direkt aus der charakteristischen Gleichung (5.4.,20)
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fiir Fa = 0 und KZi Z 0 bestimmbar:
G_(s){y=K,,(s)F, (s5))
F (s) = L 12 7" ¢ (6.4.3)
(1+18)“+y +F¢(s)(1+rs+yTsK12(s))

Eine &hnliche Gleichung ergab sich mit (5.3.15) bei der Betrach-
tung der direkt phasengesteuerten Amplitude.

Die Ubertragungsfunktion (6.4.3) fir s = jQu ist wegen Ts/T<<1
flr einen supraleitenden Resonator bei groRer Regelverstdrkung
ndherungsweise:

, lAw fr. 8 s
F (30 ) = e VT (L e 3%k, (30N (6.4.4)
°© o 1+]QuT v 12 H

Weil die Modulationsfrequenz Q sehr klein gegen die Bandbreite

des betrachteten nnvvm:l1n1+nnrlnn H'F-—thnnnakre~ases igt (Q T _<<1),
u's
ist K12 (jnu> anndhernd reell:
T y t
e S s
Kiz(jﬂ ) = - —'17 — t x (6.4.5)
H 1+y

Die effektive mechanische Abklingzeit ist nun im Vergleich zu
(6.3.1):

Aw
% = %— +l JQ“ 5 (tan®(sino+Q tcosol+xev) (6.4.6)
eff boov(iee D5 s

Flir x>0, d.h. y1<0, also auf der unteren Flanke des Schwingkwei-
ses wirkt dlese zusdtzliche Kopplung beddmpfend auf die mechani-
sche Vibration, und zwar unabhingig davon, auf welcher Flanke
der Resonator betrieben wird und wie groR die Signalphasenver-
schiebung o im Rickkoppelzweig ist. Im Vergleich zu der Di&mpfung
durch die Resonatorflanke wird die Wirksamkeit dieser Kopplung
vergleichbar stark, wenn die Regelverstdrkung v in die gleiche
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Gr&Renordnung kommt wie das Verh&ltnis von Schw1ngkrelsband—
breite zu Resonatorbandbreite, d.h. v = T/Ts;

Mit den Zahlen fir das Beispiel aus dem vorhergehenden Abschnitt
war die Verstdrkung v = 7 ° 105 fir den Fall ¢ =-30°. Die Band-
breite des schmalbandigen Leistungsverstérkers in Bild 6.8 be-
trug —1— =1 MHz; fir y, =1 ergibt sich x = 1,8 » 10_5 und damit
Xev = 1§ 5. Das bedeutet in diesem speziellen Fall,eine Verstim-
mung des Schmalbandverstidrkers wirkt stdrker auf Dampfung bzw.
Entddmpfung der mechanischen Vibration als eine Verstimmung des
Resonators. Genau dieses Verhalten wurde bei den Messungen im
letzten Abschnitt beobachtet. Der Schmalbandverstérker als auch
die Leitung L4 muBRten sehr genau auf Resonanz abgestimmt werden,
damit die ©-Abh¥4ngigkeit der Abklingzeiten Teff sichtbar wurde.
Karliner qg)fberichtet iber #hnliche Erscheinungen beim Betrieb
der no;malleitenden Einzelresocnatoren am Nowosibirsker Speicher-
ring VEPP-2,

6.5 Phasenregelung mit Eigenfrequenz- und Generator-
phasensteuerung . :

In diesem letzten Abschnitt soll der Stellenwert der bisherigen
Betrachtungen flr das Karlsruher Projekt eines supraleitenden

6) diskutiert werden. Die speziellen

Protonenbeschleunigers
Eigenschaften der Anfangsstufe dieses Beschleunigers von 0,8 -
20 MeV, die aus Helixresonatoren aufgebaut werden soll. er-
fordern eine weitere Verallgemeinerung der Ausfilhrungen des

Abschnitts 5.4.

Eine ganze Reihe von Griinden spricht daflir, einen Linearbeschleu-
niger aus einzelnen hochfrequenzmdfig unabhdngigen Sektionen auf-
zubauen. Vof allem auch Strahl-Feld-Stabilitdtsgriinde 22) spre-
chen daflir, die Sektionen eines supraleitenden Protonenbeschleu-
nigers bei niedrigen Energien (~ 1 MeV) und hohen Strdmen (v imA)

nicht sehr lang werden zu lassen (v 1 m).
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Die im Abschnitt 6.2 beschriebene Phasenregelung mit Genera-
torfrequenzsteuerung kann dann insofern nicht Prototyp einer
Regelung flir eine solche Hf-Sektion sein, als es hier gilt,
die Absolutphase ¢ des Resonators und nicht die Relativpha-
se ¢= ¢ ¢ zw1schen Resonator- und Generatorphase ¢ konstant
zu halten. Das bedeutet aber: alle Sektionen erhalten ihre ab-

solute Sollphase ¢ von einem gemeinsamen Oszillator

(master oscillator?.sgi% allen konventionellen Linearbeschleu-
nigern, zu denen in diesem Zusammenhang auch supraleitende
Elektronen- oder Protonenbeschleuniger mit Topf- oder Koaxial-
resonatoren gezdhlt werden, ist der St8rfrequenzhub Gﬁex klei-
ner als die Bandbreite (Gmex1<<1). Daher genligt es hier, die
Absolutphase mit einem konventionellen elektronischen Phasen-
schieber und die aus der Fehlanpassung resultierende Amplitu-
dendnderung durch eine entsprechende Generatorleistungssteue-
rung konstant zu halten. Flir Frequenzstdrungen, die grof gegen
die Resonatorbandbreite sind, das ist gerade der typische Fall
flir eine supraleitende Helix, wire der oben genannte Betriebs-
zustand 8konomisch nicht vertretbar, da eine Generatorleistungs-
reserve von 1+(6®ex-t)2 zur Verfligung stehen milte. Zundchst
wilrde man durch iberkritische Ankopplung des Generators dafir
sorgen, daR die St8rungen wieder innerhalb der neuen belasteten

Bandbreite 1 liegen, d.h. 88 7, = 1 wdhlen. Auch hier braucht
TTy i ex U
man immer noch eine um einen Faktor T/Tﬂ gr8fRere Generatorlei-

stung als zur Deckung von Hochfrequenzverlusten und zur Strahl-
beschleunigung n8tig wire. SRS

Unn8tiger Aufwand an Generatorleistung kann nur vermieden wer-
den, wenn es gelingt, eine geniigend stark an den Resonator an-
koppelnde‘schnell steuerbare Reaktanz zu finden. Auf die sehr
vielschichtige Problematik kann in diesem Rahmen nicht eingegan-
gen werden. Unter "schnell steuerbar" ist zu verstehen, daB die
zugeh8rige Regelschleife wenigstens eine so grofe Durchtritts-
frequenz und damit Regelverstdrkung bei Qu besitzt, daB die ver-
bleibenden Frequenzst®rungen innerhalb der belasteten Band-
breite des Resonators liegen. Die verbleibenden Phasenstdrungen
k8nnen dann durch die Absolutphasenregelschleife auf die ge-
wiinschte Phasenabweichung ausgeregelt werden.



- 157 -

Bei der Relativphasenregelung, die in der einschlégigen Lite~
ratur auch als Frequenzregelung bezeichnet wird, ist ¢ die
Regelgréfe und Wy die Stellgr8fe, wdhrend bei der Absolut-
phasenregelung ¢r die Regelgrd8Re und ¢g die StellgrdRe ist.

Das Strukturbild, aus dem das Zusammenwirken dieser beiden
Regelkreise klar wird, 188t sich aus der im obigen Sinne er-
weiterten linearisierten komplexen N&herungsdifferential-
gleichung im Bildbereich entsprechend (5.3.4) gewinnen:

(1+rs+iy)(6v+i6¢r)=(1+iy)(Svg+i6¢g)+i16w

und |

8¢ = 86, - 8¢, s (6.5.1)
Wenn man zun#chst einmal den Amplitudenkreis weglift, kann
man die Regelstrecke mit dem in Bild 6.15 a) dargestellten
SignalfluBgraphen beschreiben, der flir den Sonderfall 5¢g50
gerade mit der in Bild 6.11 b) gezeichneten Streckendarstel-
lung identisch ist. Der Summierpunkt A in Bild 6.15 a) ist
die absolute Eingangsphase 5¢ein des Rescnators. Sie setzt

a) . b) ' c)
G Ga
Sipg S¢g 8¢
y :
! TG¢
) W ¢ @
' i -15Gy
P E—— 6w &y ' »
.é. 6y 16y _tli+1s)
' Gg 1+15+y?
1s{1+1s}
1-Gq = 156p = —
a = TSPe ('!-e'!:s)zq-yz

Bild 6.15: Signalflufgraphen fiir die Strecke der

Alven ut= iwnd Relat+id ynhasenregsln
& 30D NS e WA u‘ﬂ\‘ A G e G h-‘-vy & Yl wf ow 4 & A VE)\‘*

(Phasen- u. Frequenzregelung).

sich zusammen aus dem Integral llber die Eigenfrequenzinderung

Sw und der Generatorphasendnderung 6¢g°
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Die Ubertragungsfunktion Ga(s) beschreibt das Ubertragungs-
verhalten sowohl von der Generatoramplitude Gvg auf die Re-
sonatoramplitude 8v als auch von der absoluten Eingangspha-
se 6¢ein auf die absolute Resonatorphase 6¢r.

In den Bildern 6.15 b) und c¢) sind die entsprechenden P~ und
V-kanonischen Darstellungen gegenilbergestellt. Man sieht auch
hier wieder, daB® diese gekoppelte Strecke in der V-kanonischen
Darstellung wesentlich {lbersichtlicher wird.

Wenn man nun als dritte Regelschleife wieder die Amplitudenre-
gelung hinzunimmt, erhilt man schlieBlich die in Bild 6.16 dar-
gestellte Beschreibung der vollstdndigen Dreifachregelung mit
Amplituden-, Phasen- und Frequenzregelung, bei der neben den
gegebenen Kopplungen nur die drei Hauptregler Fa? Pé und Fm
eingezeichnet wurden.

Bild 6.16:
Linearisiertes Dreifach-

regelsystem fir Amplitu-
de, Phase und Frequenz

in P-kanonischer Darstel-
lung.




Eine Blockschaltung des realen Dreifachregelsystems, das
Prototyp fir die Regelung einer unabhingigen Hochfrequenz-
sektion ist, wurde zum Vergleich noch einmal in Bild 6.17

dargestellt.
S Lﬁ’sc:u
~
Fa

MASTER , .

OSCILLATOR: -, 4 ' T HELIXRESONATOR -
p— . . Qg vg :

@ M D et ;

. - . y . i - .
AMPLITUDEN- LEISTUNGS -
PHASEN - VERSTARKER STEUERBARE

REAKTANZ

g
¥ 0 R"\\ Fu

MODULATOR .
Py

f
\..

Bild 6.17: Blockschaltbild des Regelungssystems
einer unabhdngigen Hf-Sektion

Das Verhalten des Gesamtsystems nach Bild 6.16 hi#ngt neben der
elektremechanischeﬁ Kopplung ﬁber‘ém wesentlich ab‘vo§ dem
Ubertragungsverhalten des Eigenfrequenzsteuergliedes, das man
sich'Zu'Fw'hiniugéfechnet denken kann. Erst wenn dessen Eigen-
schaften bekannt sind, kann dariiber entschieden werden, welche
Entkopplungsmafnahmen gew#hlt werden, um das Dreifachregelungs-
system auch ponderomotorisch stabil zu bekémmén. Diése MaBnahmen
werden sich nicht prinzipiell von denen unterscheiden, die im

Kapitel 5 ausfilhrlich diskutiert wurden.
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Liste der wichtigsten Bezeichnungen

A. Allgemeine Konventionen

1. Komple¥e Zahlen und Operationen:
A= Ae'®; A = |[Aly ¢ = arg A, AA¥ = |A]
A =z Re A+ i ImA.

2

2. Ubertragungsfunktion und komplexe Verstdrkungsfaktoren:

51) ist der Quotient der

Die Ubertragungsfunktion A(s)
Laplacetransformierten von Ausgangs- und Eingangssignal
des linearen Ubertragungsgliedes. Der Randwert fir s =
iw soll als komplexer Verstdrkungsfaktor A(iw) bezeich-
net werden.

Amplitudenfrequenzgang: |A(iw)]

Phasenfrequenzgang: arg A(iw)

3. Doppelt komplexe Operationen:
Fir einen komplexen Verstirkungsfaktor A(iw,jQ), der von
zwei komplexen Symbolen i und j abh&ngt, werden die Ope-
rationen Re, Im, arg mit dem komplexen Symbol gekennzeich-
net, auf das sich die Operation bezieht:
Re A, Im A, arg A, A" bzu.

i i i
ge A, Im A, arg A, Ag
3 3 ]

Dabei wird j bei Operationen, die sich auf i beziehen, als
reelle Zahl behandelt und umgekehrt. Beide Operationen sind
vertauschbar.

4. Zeitliche Mittelwertbildung:

2n/w

<A(t)> = A(t) dt

w_
27w

5. Matrizen A werden durch Unterstreichung gekennzeichnet, die
Determinante durch det A.
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6. Flr kleine Auslenkungen um eine Ruhelage A wird das Symbol
SA verwendet; die Ruhelage wird dabei oft mit dem Index 0

gekennzeichnet 6A = A - Aoe

7. & - rdumlicher Vektor, A(?) - vektorielles Vektorfeld

B. Spezielle Symbole

Die Zahlen in der rechten Spalte verweisen auf die Definitions-

gleichung oder die Seite, auf der die Abkiirzung eingefithrt wird.

m‘mIDZD

Arbeit der ponderbmotorischen Krdfte
komplexer Entwicklungskoeffizient
Helixradius

Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms der offenen Schleife

komplexe Di&mpfungsgréfe

erradius der Helix
Lichtgeschwindigkeit

Federkonstante des mechanischen Modes u(v)
Federkonstantenbelag der Helix
Federkonstante des Helixbeins

d4uivalenter Federkonstantenbelag des
Helixbeins

Dd&mpfungsfunktion
HelixdrahtauBendurchmesser
komplexer Differentialoperatof
Hurwitzdeterminante n-ter Ordnung
Diagonalmatrix ,
Helixdrahtinnendurchmesser
Elastizit4tsmodul
elektrische Feldstdrk

3 ®
elektrische Achsenf

(laufende Welle)
ponderomotorische Kraft

Projektion derﬁponderdmotoriSchen Kraft in
Bewegungsrichtung der Wand

(2.1.6)
(4.2.12)
122

(3.5.2)
(4.2.4)

40
d 4L

124
(2.1.16)
(6.1.11)
(6.1.20)

(6.1.286)
(5.1.18)

126
(4.3.1)
(3.5.4.a)
(5.4.15)

1286

133

5

124
(2.1.5)

(2.1.10)
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ponderomotorischer Kraftgradient der Helix
in z-Richtung

generalisierte ponderomotorische Kraft

generalisierter ponderomotorischer Kraft-
gradient der Helix

Ubertragungsfunktion (U,) der offenen Schlei-~
fe der ponderomotorischen Rilckwirkung

U. des Amplitudenreglers
U. des Relativphasenreglers
U. des Absolutphasenreglers

U. des renormierten Relativphasenreglers
(Frequenzreglers)

U. der offenen Amplitudenregelschleife
U. der offenen Relativphasenregelschleife

exakte Beschreibungsfunktion (&quivalen-
ter komplexer Verstdrkungsfaktor)

normierte ponderomotorische Kraft
Schubmodul der Helix _

U. fir die komplexe Amplitude

U. flir den mechanischen Mode u
mechanische { .

U. von einer Frequenz&nderung auf eine
Resonatoramplitudendnderung

A

U. von einer Frequenzinderung auf eine
Relativphasendnderung

U. von einer Generatoramplitudendnderung
auf eine Resonatoramplitudendnderung

U. von einer Generatoramplitudendnderung
auf eine Relativphasendnderung

Streckenmatrix des Amplituden-Phasenregel-
kreises (Zweifachregelkreis)

Fourierentwicklungskoeffizienten der Steuer-
krdfte

Diagonalmatrix der V-kanonischen Regelstrek-
ke

magnetische Achsenfeldstdrke der Helix
(laufende Welle)

magnetische Feldstdrke

gendherte Beschreibungsfunktion

Fourierentwicklungskoeffizienten der ex-
ternen Stdrkrifte

(6.1.3)
(2.1.12)

(6.1.8)

(3.1.9)

(5.3.11)

(5.1.8)
158

142
(5.4.10)
(5.4.11)

(4.1.14)
(2.1.22)
126
(3.1.3)
(3.1.5)
(5.3.12)

(3.1.10)
(5.1.3)
(5.3.9)
(5.3.10)
(5.4.2)
(5.2.4)
(5.4.24)
(6.1.1)
5

(4,2.15)

(5.2.1)
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Flidchentrigheitsmoment
mittlere Teilchenstromstirke
imagindre Einheiten - -

U. einer Kopplung von der Relativphasen-
dnderung auf Generatoramplitudendnderung

Elemente des Serienkopplers

elektromechanischer Kopplungsfaktor des
mechanischen Modes u

Helixlinge
Massebelegung der Helix
Massebelegung des Helixbeins _

Charakteristische Nennerfunktion der
Zweifachrepelstrecke

Entwicklungskoeffizient m-ter Ordnung der
gendherten Beschreibungsfunktion Hy

Resonatorverlustleistung
angebotene Generatorleistung

Entwicklungspolynom der Schwingkennlinie
fir 9 t<< 1

Kreisglite des unbelasteten Rescnators
Kreisglite des belasteten Resonators
Kreisglite des mechanischen Modes u(v)
effektive mechanische Kreisgiite

-Entwicklungspolynom der mittleren Resona-

torspannung fir QVT<<1
normierte mechanische Auslenkung

‘generalisierte mechanische Keord;nate

(Auslenkung des Modes u)
Radiusvektor
Laplacevariable
Helixsteigung

Reglerzeitkonstanten
elastisches Potential

gestéftes elastisches Potential
komplexe Resonatoramplitude

normierte komplexe Generator- bzw. Reso-
nanzamplitude

iber eine Modulationsperiode gemittelte
Resonatoramplitude

(6.1.21)
48
12

106

(5.4.14)

(2.3.1)
122

(6.1.12)

(6.1.25)

(5.3.186)

(4.2.16)
(2.2.3)
12

(4.3.17)
(2.2.5)
48
8, 28
53

(4.3.19)
(2.4.4)

(2.1.11)
5
24
122

145
(2.1.16)
(2.4.8)
(2.2.12)

(2.2.10,11)

“(y.,1.18)
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Generatoramplitude flr die oszillatorische
Stabilititsschwelle

Generatoramplitude fir die monotone Stabi~-
lit&tsschwelle

Resonatorspannung

Schallwellengeschwindigkeit l4ngs der Helix-
achse

transversale Schallgeschwindigkeit

dquivalente Schallgeschwindigkeit im Helix-
bein

Phasenreglerverstdrkung bei Q=9v
Amplitudenreglerverstdrkung bei Q=Qv
gespeicherte elektromagnetische Energie
Anzahl der Helixwindungen

normierte Impedanz n-ter Ordnung
mechanischer Leitwert der Helix
mechanischer Leitwert der Helixbeine
normierte Verstimmung des Resonators
normierte Verstimmung des Hf-Verstdrkers
Shuntimpedanz des Resonators

normierte Shuntimpedanz

doppelt komplexe Impedanz des n-ten
Seitenbandes

Impedanz des n-ten Seitenbandes

Signalphasenwinkel der Eigenfrequenzmodula-
tion

Wirkleistungskoppelfaktor = Q/QL -1

radiale Wellenzahl des elektromagnetischen
Helixmodes v :

normierte mechanische Schwingweite

komplexe Amplitude der Eigenfrequenzmodula-
tion

Eigenfrequenzverschiebung durch dje pondero-

motorischen Krdfte fir den Pegel Vo

Beitrag des mechanischen Modes u zur Eigen-
frequenzverschiebung Awo

relative Resonatoramplitudendnderung
relative Generatoramplitudendnderung
Amplitudenstdrung

(3.6.1)

50
12/13

(6.1.10)
(6.1.27)

136
(5.1.16)113
113

(2.1.7)

126
(4.2.10)
(6.1.23)
(6.1.22,24)
(2.3.86)
(6.4.2)
(2.2.4)
(2.2.6)

(4.1.9)
(3.3.7)

(4.2.7)
12

123
73

(3.3.1)
(4.1.11)
(4.2.4)

(2.1.20)
(2.2.8)

(2.1.20,23)
(5.3.3)
(5.3.4)

158
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8¢ =
5¢r—6¢g Resonatorphasendnderung gegeniiber der Genera-
: torphase (5.1.1)
| | | (5.3.3)
8o’ Geregelte Resonatorrelativphaseninderung 86
§¢_, Resonatorabsolutphasendnderung (6.5.1)
6¢g Generatorabsolutphaseninderung (6.5.1)
6¢ex Absolutphasenstdrung 158
5m=26wu Eigenfrequenzinderung 4 » 86,102,157
u
Swu Elgenfrequenzénderungsbe1trag des mechani-
schen Modes u , 86
Gwex Elgenfrequenzstﬁrung durch externe Kraft-
qQuellen 93 -
Sw' geregelte Frequenzabweichung (5.1.8)
Phasenmodulationsindex : (4.2.7)
i normierte Schwingamplitude eines niche-
linearen Grenzzyklus . 74
) Trégerphasenverschiebung des Resonators (2.3.11)
es Trigerphasenverschiebung des Hf-Verstirkers (6.4.2)
e (n) Amplitudenmodulationsindex der n-ten -
n Oberwelle (4.3.4)
K Wellenzahl der Helix flir den mechanischen
¥ Mode u | , (6.1.7)
Ky, axiale Wellenzahl der Helix fiilr den elek-
trischen Mode v (6.1.6)
A normierte Generatorfrequenz (2.4.5)
Helixwellenlinge 122
Ai Leitungswellenl¥nge 140a
E(?) mechanische Auslenkung der Resonatorw&nde (2.1.9)
£(z) mechanische Auslenkung der Helixwindungen
in z-Richtung (6.1.12)
o Massendichte des Helixmaterials 126
0(0¢4 Phasenverschiebung des Phasenreglers bei
Q=Qv (5.1.16)113
Oa Phasenverschiebung des Amplitudenreglers '
bei Q= Q 113
T Abkllngzelt des elektrischen Feldes beim be-
lasteten Resonator (2.2.9)
ru(rv) Abklinzeit des mechanischen Modes u(v) 8
Teff effektive mechanische Abklinzeit bei elek-

trischer Be- oder Entdiémpfung (3.6.12)
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MeBverz8gerungszeit

Abklingzeit (Verz8gerungszeit) des Hf-
Verstdrkers

mechanische Eigenfunktion (Mode)
mechanische Helixeigenfunktionen
Teilchensollphase {Synchronphase)

Signalphasenverschiebung der Amplituden-
modulation flir ein Frequenzmodulations-
signal mit der Modulationsfrequenz Q(=Qv)

Signalphasenverschiebung der Phasenmodula-
tion fiir ein Frequenzmodulationssignal mit

der Frequenz

Signalfrequenz, Modulationsfrequenz
mechanische Eigenfrequenz des Modes u(v)
Durchtrittsfrequenz

kritische Frequenz

Generatorfrequenz, Trigerfrequenz

Resonatoreigenfrequenz bei Feldstdrke O
("natlrliche Eigenfrequenz")
Resonatorejgenfrequenz bei der Resonator-
amplitude Vo

Helixeigenfrequenz filr den Mode v nach
dem Schichtmodell

Resonanzfrequenz des Hf-Schmalbandverstdr-

kers

84/85

153

)
(6.1.7)138

48

(3.2.2)
(3.6.3)

(5.1.5)
27, (3.3.1)
7, 135

141
(3.5.7)
(2.2.10)

12
(2.2.8)
(6.1.2)

183
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