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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befaBt sich mit der Entwicklung einiger allgemeiner
VariationSprinzipe der Kriechmechanik, deren Spezialisierung fiir dinn~
wandige Schalen und der Anwendung dieser Prinzipe zur ndherungsweisen Lo-

sung des Kriechkollaps-Problems von Brennstabhiillrohren.

Beil der Entwicklung der allgemeinen Variationsprinzipe werden zwei tech-
nisch wichtige Stoffgesetze unterschieden: Bei dem ersten Stoffgesetz

setzt sich die Gesamtverzerrungsrate additiv aus der elastischen Verzer-
rungsrate, der Kriechrate und der Wiarmedehnungsrate zusammen. Dieses Stoff-
gesetz verkniipft die Gesamtverzerrungsrate mit der Spannungsrate sowie den
Spannungen und mdglicherweise Grofen, die den Verfestigungsgrad beschrei-
ben. Bel dem zweiten Stoffgesetz wird nur die Kriechrate als wesentlich er-
achtet und hier verknipft das Stoffgesetz die Verzerrungsrate mit den
Spannungen und wiederum moglicherweise Grofen, die die Verfestigung charak-
terisieren. Es wird bei der Formulierung dieser Kriechgesetze vorausge-
setzt, daB die Verzerrungen infinitesimal sind, daB aber die Rotationen.
endlich sein konnen. Die Darstellung der beiden entsprechenden Anfangs-
Randwertaufgaben und der zugehdrigen Variationsprinzipe erfolgt im Bezug
auf ein Referenzkoordinatensystem im spannungsfreien, unverformten Korper

(Lagrangesches oder materielles Koordinatensystem).

Bei dem elastischen, kriechenden Korper (erstes Stoffgesetz) wird das
Variationsprinzip von Sanders, McComb und Schlechte, das ein Analogon zum
AHellinger-Reissnerschen Variationsprinzip ist, zum Ausgangspunkt genommen,
um im Rahmen der Kirchhoff-Loveschen Hypothese eine approximative, geome-
trisch nichtlineare Schalentheorie zu entwickeln. Insbesondere wird dabei
einschrankend angenommen, daf die Verzerrungen der Mittelfldche und die
Rotation um die MittelflEchennormale von kleinerer GrdS8enordnung sind als
die beiden Rotationen der Mittelfléchennormalen. Das entwickelte Varia-
tionsprinzip fir dinne Schalen ist dadurch gekennzeichnet, daB3 sowohl die
Verschiebungsraten der Mittelflache wie auch die Raten der Membrankrifte
und Momente zu variieren sind. Durch sukzessive Elimination einmal der Mo-
mentenraten und dann auch der Membrankraftraten werden zwel weitere Varia-

tionsprinzipe entwickelt.

Ein entsprechend allgemeines Variationsprinzip, bei dem nicht nur die Ver-
schiebungsraten der Mittelflidche sondern auch die Membrankridfte und Momen-
te zu variieren sind, wird fiir den nichtelastischen, kriechenden Korper

(zweites Stoffgesetz) abgeleitet.
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In allen Fdllen wird davon ausgegangen, daf3 die Mittelflache durch einen
hydrostatischen Druck belastet wird.

Zwel dieser verallgemeinerten (gemischten) Vafiationsprihzipe werden dazu
verwandt, um approximativé Kriechkollapstheorien fiir Brennstabhiillrohre
zu entwickeln. Dazu wird mit Hilfe des Ritzschen Verfahrens die Ortsab-
hdngigkeit des Problems eliminiert und das entstehende System gewShnli-
cher Differentialgleichungen erster Ordnung wird mit Hilfe eines Runge-
Kutta Verfahrens vierter Ordnung beziiglich der Zeit integriert. Zunichst
wird dabeil eine einfache Kriechkollapstheorie aufgestellt, die auf dem
Doppelmembranmodell (Sandwichmodell) beruht und die vergleichbar ist mit
der Theorie von Hoff, Jahsman und Nachbar. SchlieBlich wird ein vorwie-
gend numerisches Verfahren entwickelt, das im Gegensatz zu den einfachen
Kriechkollapstheorien erlaubt, weitgehend beliebige Kriechgesetze, Tem-
peraturverteilungen, Wiarmespannungen sowie die Nichtlinearitdt der Span-
nungsverteiiung in der Hillrohrwand zu beriicksichtigen. Unter der Vbr;
aussetzung zeitlich konstanter Temperatur und konstanten Druckes wurden
Rechnungen mit diesem Verfahren durchgefiihrt, die u. a. zu folgenden Er-

gebnissen filhren:

- Die Details der Spannungsverteilung dufoh die Hillrohrwand beein-
flussen praktisch nicht die Kriechkollapszeit. Dies hat ein Ver-
gleich mit Rechnungen nach dem Doppelmembranmodell gezeigt

- Wiarmespannungen fiihren nur zu einer unbedeutenden Verminderung der
Kollapszeit

-~ Nichtrotationssymmetrische Temperaturfelder infolge der Biindelgeo-
metrie oder infolge einer Brennstabexzentrizitdt beeinflussen sehr
stark das Kollapsverhalten. Eine isotherme Auslegung nach der hoch-
sten Temperatur in Wandmitte liegt zwar auf der sicheren Seite,

kann aber leicht zu konservativ sein.
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Summary

The present study deals with the development of some general variational
principles of creep mechanics, their specialization for thin shelis, and
the application of these principles to the approximate solution of the

creep collapse problem of fuel element claddings.

Two constitutive equations are considered which are important for engi-
neering applications: In the first case it is assumed that the total
strain rate is obtained by combining the elastic strain rate, the creep
rate, and the thermal strain rate in an additive manner. This constitu-
tive equation relates the total strain rate to the stress and the stress
rate and possibly other variables which describe the hardening of the
material. In the second case only the creep rate is considered to be
essential. This second constitutive equation relates the (total) strain
rate to the stress and possibly variables describing the hardening of the
material. In both cases it is assumed that the strains are infinitesimal
but large rotaﬁions are retained. The corresponding initial-boundary value
problems are formulated with respect to a reference coordinate system in

the stress free undeformed body (Lagrangian or material coordinate system).

The principle of Sanders, McComb and Schlechte which is an analogon to the
Hellinger-Reissner variational principle and which applies to the elastic
viscous body (first constitutive relation) is used to develop an approxi-
mate geometrically nonlinear theory of shells. This theory is within the
frame of the Kirchhoff-Love hypothesis, and it is restricted to problems
where the strains of the middle surface and the rotation around the normal
of the middle surface are significantly less than the two rotations of the
normal. The variational principle developed for thin shells is character-
ized by the fact that the displacement rates of the middle surface as well
as the rates of the membrane forces and moments are to be varied simulta-
neously. Using this principle two cther variational principles are deve-
loped by successive elimination of the rates of moments and the rates of

membrane forces.

For a thin nonelastic viscous shell (second constitutive relation) a cor-
responding general principle is formulated where displacement rates,

membrane forces, and moments are to be varied simultaneously.

In all cases it is assumed that the middle surface is loaded by a hydro-

static pressure.
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Two of these general (mixed) variational principles are used to develop
approximate creep collapse theories for fuel element claddings. This is
done by eliminating the space dependence of the problem by means of the
Ritz method. The system of ordinary differential equations of first order
obtained is then integrated with respect to time by using a fourth order
Runge-Kutta integration procedure. First a simple theory based on the
double membrane model (sandwich model) is developed which is comparable
t0 the theory of Hoff, Jahsman and Nachbar. Then a more elaborate method
is set up which accounts for fairly arbitrary creep laws, temperature
distributions, thermal stresses, and the nonlinear distribution of the
stresses across the thickness of the cladding. Assuming that temperature
and pressure do not change with time a series of calculations were per-

formed. The following conclusions can be drawn from these results:

- The creep collapse time is practically not effected by the details
of the stress distribution across the cladding. This was shown by
comparison with results obtained by the use of the double membrane
model

- Thermal stresses produce only a minor decrease of the creep col-
lapse time

- Nonrotationally symmetric temperature fields which are due tc the
close packed bundle geometry or due to the fuel rod eccentricity
do influence strongly the collapse time. A design which is based

on the maximum temperature in the middle of the cladding is well

on the safe side, however might be easily too conservative.
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1. Einfithrung und Ubersicht

Bei der Auslegung von Reaktorbauteilen miissen wegen der hohen Temperatu-
ren nicht selten die Kriecheigenschaften der Werkstoffe berlicksichtigt

werden. Andernfalls konnen Phinomene wie beispielsweise dle Spannungsre-
laxation, die zyklische Kriechverformung oder die Instabilit&t von Hiill-
rohren unter AuBendruck infolge Kriechen weder erkldrt noch quantitativ

abgeschédtzt werden.,

Das zentrale Problem bei derartigen quantitativen Untersuchungen ist das
Stoffgesetz, d.h. die Beziehung zwischen Verzerrungen und Spannungen.
Zwel Klassen von Stoffgesetzen Z-l, 2, 3_7 sollen hier unterschieden wer-
den. In der ersten und allgemeineren Klasse wird aufBler dem Kriechen auch
elastisches Materialverhalten betrachtet; nichtmechanische Verformungen,
wie WHrmedehnungen sind berilicksichtigt. Die Kriechverzerrungsraten und
die elastischen sowilie die nichtmechanischen Verzerrungsraten sind additiv.
Hier verknlipft das Stoffgesetz die Gesamtverzerrungsraten mit den Span-
nungen und Spannungsraten. In der zwelten Klasse wird nur das Kriechver-
halten als wesentlich erachtet. Das Stoffgesetz verknﬁpft.dann die Ver-
zerrungsraten mit den Spannungen und mdglicherwelse Grofen, die den Ver-
festigungsgrad charakterisieren. Das wichtigste und wohl bekannteste Bei-
spiel ist das voll ausgebildete sekunddre Kriechen nach der Invarianten-
theorie von Odgvist Ztl, 2_7. Es sei bemerkt, daB natiirlich bei hinrei-
chend grofen Spannungen zeiltunabhingiges plastisches Materialverhalten
auftreten kann, das gegebenenfalls berlicksichtigt werden muB. Im folgen-
den wird allerdings vorausgesetzt, dafl die Spannungen hinreichend klein

sind, um diese Materialeigenschaft auBer acht lassen zu kdnnen.

Neben dem Materialgesetz miissen noch die Verzerrungs-Verschiebungsbe-
ziehungen, die Gleichgewichtsbedingungen und die Rand- und Anfangsbe-
dingungen formuliert sein, um das Pestigkeitsproblem vollsténdig zu be-
schreiben. Bei InstabilitHtsphinomenen, wie beispielsweise dem Kriech-
kollaps von Brennstabhiillrohren, ist es erforderlich, in diesen Glei-

chungen geometrische Nichtlinearitdten zu berilicksichtigen.

Diese so allgemein formulierte Aufgabe filhrt mathematisch zundchst auf ein
Anfangs-Randwertproblem, das wegen der Nichtlinearité&t des Stoffgesetzes
und wegen der geometrischen Nichtlinearitdt selbst in einfachen Fdllen
analytisch kaum 10sbar ist. Bei einer approximativen LOsung ist man be-
strebt, zundchst die Ortsabhingigkeit zu eliminieren. Dazu kann man ein-

mal direkt von den Differentialgleichungen des Problems ausgehen und diese



beispielsweise durch Differenzengleichungen approximieren oder Kollo-
kationsmethoden anwenden. Andererseits 148t sich, sofern ein Variations-
prinzip existiert, dieses zur Elimination der Orisabhidngigkeit heran-
ziehen. Beide Wege fihren zu einer Reduktion der Anfangs-Randwertaufgabe
auf eine Anfangswertaufgabe fiir ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung, dessen Losung im allgemeinen nur numerisch geschehen

kann.

Da Variationsprinzipe in der Elastostatik zur Entwicklung von Nadherungs-
16sungen eine so bedeutende Rolle spielen, liegt es nahe, auch fir die

Kriechmechanik entsprechende Prinzipe zu formulieren.

Fir einen elastischen Korper sind im wesentlichen vier Prinzipe bekannt
geworden. Es sind dies einmal die Prinzipe vom Minimum der Potentiellen
Energie und der Komplementirenergie /4 7 und weiterhin das Hellinger-
Reissnersche Variationsprinzip 4_5, 6, 7_7, bei dem das Verschiebungs-
und Spannungsfeld variiert werden. Hu 4-8_7 und Washizu /79, S. 68 _/ ha-
ben ein noch allgemeineres Prinzip angegében; hier werden ohne Zwangs-
bedingungen aufer den Verschiebungen und Spannungen auch noch die Ver-
zerrungen variiert, so daB die kinematischen Bedingungen, das Elastizi-
tétsgesetz und dievGleichgewichtsbedingungen als Euler-Lagrangesche
Gleichungen erhalten werden; alle Randbedingungen ergeben sich als na-
tiirliche Randbedingungen. Bis auf das Prinzip vom Minimum der Komplemen-
tédrenergie sind diese Prinzipe auch fiir grof8e Deformationen formuliert
wordern. Die Verzerrungen und Spannungen miissen dann aber geeignet defi-
niert werden und die eingeprégten Kréfte miissen unabhingig von der Ver-
formung sein /7, 9, 11,‘12-7. Es sei bemerkt, da8 diese Prinzipe mit
Hilfe der Multiplikatormethode von Lagrange und der Legendreschen Trans-

formation auseinander hervorgehen / 10 /.

Fiir einen elastischén, kriechenden Stoff (erstes Stoffgesetz) sind ana-
loge Prinzipe formuliert worden. Hier sind zunidchst die beiden Prinzipe
von Wang und‘Prager / 13/ zu nennen, die den Prinzipen vom Minimum der
Komplementdrenergie und der Potentiellen Energie entsprechen. Sie wurden
fir infinitesimale Verzerrungen und Rotationen entwickelt und beriick-
sichtigen auBler der Elastizitdt und dem Kriechverhalien auch zeitunab-
hingige Plastizit#t. Sanders, McComb und Schlechte / 14 / haben dann
durch Probieren ein Variationsprinzip fir kleine Verzerrungen aber end-

liche Rotationen entwickelt, das dem Hellinger-Reissnerschen Prinzip ent-



spricht. Pian 4-15_7 hat das Funktional von Sanders et al. aus einem ver-
allgemeinerten Relssnerschen Prinzip fiir elastische Korper mit Anfangs-
spannungen und -Verzerrungen abgeleitet. Darliber hinaus hat Washizu

{-9, 3. 103;7 ein allgemeineres Variationsprinzip fiir endliche Deforma-
tionen angegeben, das dem Prinzip von Hu /8 / und Washizu /9, 8. 68 7,
analog ist. Das von Besseling 4'16_7 formulierte Theorem ist etwas allge-
meiner als das von Washizu, da es auch die thermodynamischen Feldglei-~
chungen als Euler-Lagrangesche Gleichungen enthilt; ein weiterer aller-
dings geringfigiger Unterschied bestent darin, dal anstelle der Verschie-
bungen die momentanen Ortskoordinaten als kinematische Variable gewdhlt
worden sind. Im Unterschied zu den Prinzipen bel rein elastischem Mate-
rialverhalten werden bei diesen Prinzipen die zeitlichen Anderungen des

Verschiebungsvektors, Verzerrungs- und Spannungstensors variiert.

Nicht unerwdhnt sollte das Variationsprinzip von Kachanov / 17 7 bleiben,
bei dem eln statisch zuldssiges Spannungsfeld variiert wird; seine
Brauchbarkeit ist allerdings auf infinitesimale Verzerrungen und Rota-

tionen beschrinkt.

Fiir einen nichtelastischen, kriechenden Kdrper (zweites Stoffgesetz) sind
beil infinitesimalen Deformationen durch Analogiebétrachtungen mit einem
nichtlinear-elastischen KOrper, der sogenannten Hoffschen Analogie

/718, 19/, zwei Variationsprinzipe bekannt geworden /"1, 2, 3 /. Sie
entsprechen den Prinzipen’vom Minimum der Potentiellen Energie und der
Komplement&renergie. Bei dem ersten Prinzip wird das Geschwindigkeits~
feld, das die geometrischen Randbedingungen erfiillt, variiert; findet die
Kriechverformung ohne Volumeninderung statt, dann muf das Geschwindig-
keitsfeld die Inkompressiblitd@tsbedingung als Zwangsbedingung erfiillen.
Bel dem zwelten Pringzip wird das Spannungsfeld, das den Gleichgewichts-
und Spannungsrandbedingungen gentigt, variiert. Wesentlich filir die Existenz
dieser Variationsprinzipe ist hier die Existenz eines Kriechpotentials
/"3 _/. Ein allgemeineres Variationsprinzip flir stationdres Kriechen bei
infinitesimalen Verschiebungen und Verschiebungsgradienten ist von
Grigoliuk und Lipovtsev / 25 / aus dem Prinzip von Sanders et al. / 14 /
abgeleitet worden. Hier werden der Spannungstensor und der Geschwindig-
keitsvektor unabhinglg voneinander variiert. Weitere, allgemeinere Varia-
tionsprinzipe insbesondere fiir endliche Verschiebungsgradienten sind an-
scheinend bisher nicht verdffentlicht worden.

Fiir rein elastisches Materialverhalten und infinitesimale Verschilebungen



und Verschiebungsgradienten hat Reissner 4"20, 21_7 das Hellinger-
Reissnersche Variationsprinzip herangezogen, um eine Schalentheorie zu
entwickeln, bel der die Querkraftverformung und die Verformungen infolge
der Normalspannungen senkrecht zur Mittelflache beriicksichtigt werden.
Naghdi [_22_7 hat Vergleichbares mit einem etwas allgemeineren Variati-
onsprinzip durchgefiinrt. Weiterhin hat Habip [-23_7 das Variationsprin-
zip von Hu 1_8_7 und Washizu 4-9, S. 68_7 dazu verwendet, um eine geome-

trisch nichtlineare Theorie elastischer Schalen zu entwickeln.

Verallgemeinerte Variationsprinzipe fiir diinne Schalen aus einem viskosen
Material sind bis auf die nachfolgend angegebenen Untersuchungen an-~
scheinend nicht aufgestellt worden. Rabotnov [-24_7 hat fiir eine nicht-
elastische, kriechende, zylindrische Doppelmembrane (sekundidres Kriechen
nach einem Potenzgesetz) unter axisymmetrischer Belastung und bei infi-
nitesimalen Verschiebungsgradienten ein Funktional angegeben, bei dem
ein Biegemoment und die Kriechgeschwindigkeit normal zur Mittelfldche
variiert werden. Grigoliuk und Lipovtsev / 26 / haben gezeigt, wie sich
dieses Funktional aus einem allgemeineren Prinzip ableiten 1&d8t. In
['25_7 hat Rabotnov dasselbe Funktional fiir den gleichen Fall angegeben,
allerdings erweitert um einen Term, der aﬁf dem Einflufl einer geometri-
schen Nichtlinearit#t beruht. Eine Ableitung oder Bezugnahme auf ein
allgemeineres Prinzip fehlt hier aber. Weiterhin haben Grigoliuk und
Lipovtsev /26 _/, / 27_/ das Funktional von Sanders, McComb und Schlechte
/ 14 7 unter einer Reihe von einschrinkenden Annahmen durch die Schalen-
wand integrieft. Die wesentlichen Annahmen sind: Die Verzerrungs- Ver=-
schiebungsbeziehungen werden durch den Amsatz von Donnell [-28_7 appro-
ximiert, die Spannungsverteilung ist linear Uber der Schalendicke, die
elastischen Verzerrungen sind inkompressibel, und die Fldchenbelastung

istvunabhangig vom Verschiebungsfeld.

Es ist nun zunichst das Ziel dieser Arbeit, neben den bisher bekannten
allgemeinen Prinzipen insbesondere dreil Variationsprinzipe fiir einen
nichtelastischen, kriechenden Korper bei kleinen Verzerrungen aber end-
lichen Rotationen anzugeben. Das erste dieser Prinzipe ist dadurch ge-
kenngeichnet,; daR in dem Variationsfunktional auBer dem Geschwindigkeits-
feld auch das Verschiebungsfeld selbst auftritt, das aber flir den betrach=-
teten Zeltpunkt als gegeben angesehen wird. Variiert wird nun das Ge-
schwindigkeitsfeld. Im Hinblick auf die Entwicklung von Ndherungslosungen
ist dieses Prinzip allerdings nur begrenzt brauchbar, denn einerseits ist

bei einem inkompressiblen Material die Inkompressibilitdtsbedingung nur



Schwer zu erfiillen und andererseits fihrt dieses Prinzip bei einem nicht-
linearen Kriechgesetz auf ein Differentialgleichungssystem, in dem die
hochsten Ableitungen nach der Zeit nichtlinear enthalten sind. Mit Hilfe
der Lagrangeschen Multiplikatormethode wird daher dieses Prinzip erwei=-
tert und ein zweites sehr allgemeines Variationsprinzip angegeben, bei dem
sowohl das Geschwindigkeitsfeld wie auch die Verzerrungsraten und Spannun-
gen variiert werden. Dieses Prinzip ist ein Analogon zu dem allgemeinen
Theorem von Hu [8_7 und Washizu /79, S. 68 / fiir einen elastischen Korper.
Das dritte Prinzip erh#dlt man durch "Verkiirzung" des zweiten Variations-
prinzips; hier werden dann nur das Geschwindigkeits- und Spannungsfeld
variiert, so daBl dieses Prinzip ein neues Analogon zum Hellinger-Reissner-
schen Prinzip darstellt. Fiir seine Anwendung ist hier die Tatsache wichtig,
daB man mit dem Ritzschen Verfahren in manchen F#dllen auch beil nicht-
linearem Kriechgesetz auf quasilineare Differentialgleichungssysteme kom-
men kann. Dariiber hinaus braucht das VErschiebungsfeld nicht die Inkom-

pressibilitatsbedingung zu erfiillen.

Da die oben beschriebenen Variationsprinzipe fiir diinnwandige, viskose Scha-
len vielen Einschrankungen unterworfen sind und auch nicht geeignet sind
fiir die Anwendung auf das Kriechkollaps-Problem von Brennstabhiillrohren,
werden in Abschm. 4§ dieser Arbeit die fiir die beiden Stoffgesetze angege-
benen Analoga des Hellinger-Reissnerschen Variationsprinzips zum Ausgangs-
punkt genommen, um approximative Variationsprinzipe filir dilnwandige Fli-
chentragwerke unter hydrostatischer Druckbelastung zu entwickeln. Dies ge-
schieht im Rahmen der Kirchhoff-Loveschen Hypothese. Es wird vorausgesetzt,
daB die Verzerrungen infinitesimal sind bei nicht infinitesimalen Rotatio-
nen. Die entsprechenden Verzerrungs- Verschiebungsbeziehungen und die
Gleichgewichtsbedingungen fiir den symmetrischen Membrankraft- und Momen-
tentensor stimmen mit den von Sanders [°29, S. 32 u. 3}_7 auf anderem

Wege abgeleiteten Gleichungen ilberein. In der angegebenen allgemeinen Form

sind diese Variationsprinzipe nicht in der Literatur zu finden.

In Abschn. 6 werden dann zwei dieser Variationsprinzipe dazu verwendet, um
approximative Kriechkollapstheorien zu entwickeln, nachdem in Abschn. 5
die vorhandenen Kriechkollapstheorien (Kriechbeultheorien) diskutiert wur-
den. Dem Problem des Kriechkollapses von Brennstabhiillrohren mufB3 bei gas-
oder dampfgekiihlten Brutreaktoren besondere Beachtung gegeben werden. Ist

kein Druckausgleich zwischen dem kleinen Innendruck des Hiillrohrs und dem



hohen AuSendruck des Kihlmittels vorhanden, dann filhrt dieser HuBere Uber-
druck bei den hohen Temperaturen im Verein mit den unvermeidlich vorhande-
nen Fertigungsungenauigkeiten (z. B. Anfangsovalit#dt) der Hiillrohre zu
einer progressiven VErgrﬁﬁerung dieser Abweichungen von der perfekten Kreis-
zylindergeometrie. La8t man auBler acht, da8 die Hiilllrohre durch den mehr
oder weniger plastischen Brennstoff gefiillt sind, dann fihrt diese Kriech-
deformation nach einer ahfangs schleichenden Bewegung zu einem sehr raschen
Anwachsen der Verformungen, die dann theoretisch nach endlicher Zeit
(Kriechkollapszeit) beliebig groBe Werte annehmen. Bei der Behandlung die-
ses Problems wird in dieser Arbeit besondere Beachtung Jjenen Einfliissen ge-
geben, die bisher nicht oder nicht befriedigend untersucht wurden:

- EinfiluB der elastischen Verzerrungen auf die Kriechkollapszeit

- Nichtlineare Spannungsverteilung in der Hiillrohrwand

-~ Einfluf der WHrmespannungen und der Temperaturabhingigkeit der

Kriechparameter bei rotationssymmetrischer und nichtrotations-

symmetrischer Temperaturverteilung.

2. Die Grundgleichungen und die Formulierung der Anfangs-Randwertauf-
gaben

In diesem Abschnitt wird eine Zusammenstellung der kinematischen Beziehun-

gen, Gleichgewichtsbedingungen, Stoffgesetze und Randbedingungen gegeben,

und zwar fiir den Fall endlicher Deformationen.

Flir die Behandlung von Problemen, bei denen die Oberfliache des Kdrpers in
vorgeschriebener Weise verformt wird oder bei denen vorgeschriebene QOber-
flachenkriafte den Korper belasten, ist es bequem, eine materielle Betrach-
tungsweise anzuwenden und dabel den gesamten Verformungsablauf auf ein
festes Referenzkoordinatensystem zu beziehen. In dieser Arbeit wird als
Referenzsystem ein Koordinatensystem im unverformten, spannungsfreien
Korper gewsghlt und alle tensoriellen FeldgrdBen werden auf die Basis die-
ses Referenzsystems bezogen. Die Bezeichnungsweise folgt weitgehend der
von Green und Zerna [-30_7 und Green und Adkins 4-31_7. Es sei darauf hin-
gewiesen, daB in /" 30_/ und / 31_/ mitgeschleppte Koordinaten verwendet
werden und daBl dort die tensoriellen GrdfSen sowohl auf die Basis des Re-
ferenzkoordinatensystems im unverformten Korper wie auch auf die Basis

des verformten Koordinatensystems bezogen werden.

Zur Bezeichnungsweise sel weiter bemerkt, daB lateinische Indizes die



Werte eins bis drei durchlaufen und sofern nichts Anderes gesagt ist,

wird von der iblichen Summationskonvention Gebrauch gemacht, d.h. es

wird in einem Produkt indizierter Grofen iiber gleiche hoch- und tiefge-
stellte Indizes von eins bis drel summiert. Eingeklammerte Indizes haben
keinen tensoriellen Charakter. In der symbolischen Schreibweise werden
Vektoren durch einen Pfeil gekemnnzeichnet z.B. 73 » und Tensoren werden
symbolischvdurch Unterstreichen kenntlich gemacht z.B. § . Das skalare
Produkt zweier Vektoren wird durch einen Punkt z.B. & 3 s das vektorielle
Produkt durch ein Kreuz z.B. a x z und das dyadische Produkt wird durch

des Symbol ® z.B.A®& gekennzeichnet.

Es seien 7 der Ortsvektor, ?a und i ¢ die ko- und kontravarianten
Basisyektoren des krummlinigen Referenzkoordinatensystems @': (i=1,2,3)

im unverformten Kdrper (Abb. 1)

- o7
YL
g 7. x7, L i, J, k zyklisch
J° =% "I (2.1)
-

J = c{@{(?o .gd)

) . A i =¢q
- - ¢ = ’
gi°d ‘!a'_ {o Ry

Weiterhin sind 4., und % die ko- und kontravarianten Komponenten des
d

[

Metriktensors

i

Fij = F¢ "Fq

& =< B4 (2.2)
g4 =37 -7
ix &
7§ = ,
Infolge der Belastung erfahren die materiellen Punkte die Verschiebung u
z=cat j‘_. = ? ‘
- ; - (2.3)
¢ _ [ ~ P4
“_gdad. !“‘._;‘./.Q .
Die GroBen #4; und 4’ sind die ko- und kontravarianten Komponenten des
Verschiebungsvektors bezliglich der Metrik des Referenzsystems im unver-

formten Korper. Nach der Verformung ist der Ortsvektor des materiellen
Punktes 2= Fr.

Denkt man sich das Koordinatensystem @‘.mit dem Korper verbunden und mit-



bewegt, dann sind

G-

[

|

= %z =(cff *ak/::)ik , € =423 (@.4)

Basisvektoren des verformten Koordinatensystems. Die in (2.4) auftreten-

de kovariante Ableitung &'/ der Verschiebungen «* ist durch

& ke « ]
U = @, /-:‘J- w’

. (2.5)
“pte = Jje “ /o

definiert. Das Komma bedeutet die partielle Ableitung

“~© _ ’Da"

“Se = 55¢

73 .
wnd /. ist das Christoffelsymbol zwéiter Art, das aus der Metrik des

“d

Referenzsystems gebildet wird:

1f = Zlgklfﬁw,j *+ Jie, ¢ ‘f&'j;e).

“J‘
Die kovarianten Komponenten des Metriktensors im verformten System sind

dann

—

G‘.. = G‘: .GJ.'

Der Abstand zweier benachbarter materieller Punkte vor bzw. nach der Ver-

formung sei &7 bzw. &R , mit

(a(r)z= d7.d 7

gy 4070

R)P = dR.AR = Gy dO“dEY
so daf
2 . .
AR) — (dr) = 2 e dO°A”,
wobel
e = 2-/[6‘.. ‘fc’j) = 24/?: -ZZ,J +;?;.-ZZJ‘: +&“)‘..Z€J)

. - (2.6)
= J(acsy 2t5re + &7 lmy;).

der Lagrangesche Verzerrungstensor ist. Bei kleinen Dehnungen und Glei-
tungen aber nicht notwendigerweise verschwindend kleinen Verschiebungs-
gradienteh Cik/,; sind die physikalischen Komponenten des Lagrangeschen
Verzerrungstensors den Dehnungen und Gleitungen gleich / 4 /. Dieser Fall

soll spdter filir die Formulierung der Stoffgesetze zugrunde gelegt werden.

Die Lagrangesche Verzerrungsgeschwindigkeit édd- ist definiert als



. €y ©E5t) 4 4. . o ~ .,
e,_-d. = ——5¥-——- = Z/“"/J + u'J/L /] /‘~ lé,,,/j +a/‘.um/d.)) (2.7)
wobel
Y _oui(e%¢)
¢ BL‘ 9"-.- const
die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors
o o o = . - g . * k&
173 =¢¢g‘. =u636, U; = Gen U (2.8)

eines materiellen Teilchens sind.

In symbolischer Schreibweise ist der Lagrangesche Verzerrungstensor
gegeben durch

=< =4 93 08 ~e.38 @3'-e,; 703
e =e°.J. ggg = C 35@3‘; ’e-d 9@ @j "eJ'g&gt')

—

wobei unter Beachtung der Symmetrie von &€
P & ¢ ke
€y =¢&. =& =6€g4d .

Entsprechendes gilt dann fir €.

Fir die Darstellung der Spannungen wird hier von dem Kirchhoffschen
Spannungstensor Z’lL, 11, 31_7 Gebrauch gemacht, da er wegen seiner Sym-
metrie mathematisch beguem zu handhaben ist und da er die dem
Lagrangeschen Verzerrungstensor zugehOrigen generalisierten Spannungen
darstellt. Es sei % der Einheitsnormalenvektor eines Flichenelements a(f

im unverformten Korper (Abb. 1)
- ¢

7 = et 3"‘. =m; g
Das Flichenelement df ist eine der Seitenflichen eines Tetraeders

(Abb., 1), dessen drei andere Seitenflichen die Einheitsnormalebvektoren
- k

7 ® _ g (keine Summation)

= T

haben. Dann ist

- (k)
e
= n
df# = difow ,
so daB ,
= ek ' i
dfce = /2 %, d/ (keine Summation)
gilt. Denkt man sich Jjetzt das Koordinatensystem mit dem Korper verbun-

den, dann wird durch die Verformung 4 in df und dfee) in AF) \perfihrt.
sind T der auf dFwy und T der auf dF wirkende Spannungsvektor, dann
ergibt das Kr#ftegleichgewicht am verformten Tetraeder

TolF = ?(k)d;(z). (2.9)
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3.“ k)

Fihrt man anstelle von & und 7 Spannungsvektoren und 3§ ein, die

auf die unverformten FlHchenelemente bezogen sind, dann ist '

== (k)
3™ _ ¢ dfw (keine Summation)
a//{ck)
= Z dF
S e — ,
a{)ﬁ !
so daB damit aus (2.9)
R el S (k)
S = /5 2 x S

folgt. Die Spannungsvektoren 3"" werden Jetzt bezliglich der Kantenvekto-

d
ren G, des verformten Tetraeders zerlegt:
- cerce) =

S S e
Wird der Spannungsvektor ¥ nun auf die Basis des Referenzsystems bezogen,

dann erh#lt man mit (2.4)

()
=

-
=

T s™F. = SET +uTe)me G (2.10)

(ri(e)
Die Grofen $¥® sind zahlenm#Big gleich den Werten Y'g“" s™ | Mit dem

Quotientengesetz folgt aus (2.10), daB die Sl<¢ die kontravarianten Kompo-
S

o

nenten eines zweistufigen Tensors

2R

9 @9

- oy

g

sind, dessen Basis die des Referenzsystems ist. Dieser Tensor wird als

ke 4 X e £ 2
= ®§ =5L3‘K@g = Sy

S

—

5”31 ® e = Sue

Kirchhoffscher Spannungstensor oder genauer als Plola-Kirchhoffscher
Spannungstensor zweiter Art / _32_7 bezeichnet. Nach ['31_7 sind die kon-
travarianten Komponenten $%¢zahlenmiBig mit den kontravariahten Komponen-

ke

ten " des Cauchyschen (wahren) Spannungstensors durch

s*% {? T"l

G =det(6y) .

verknipft. Hier ist

3ind keine Volumen- oder
nachlassigt, dann lauten

lumenelement in Richtung
13

[s*

Tragheitskrifte vorhanden, bzw. werden sie ver-

die Gleichgewichtsbedingungen der Krzfte am Vo-
2. 3)

-3 s

der

(é

1,
-3

‘.
Kk

wobei zu beachten ist, daB die kovariante Ableitung der kontravarianten

Komponenten des zweistufigen Tensors S durch

i
S e

;.
Sé

—~i W r‘é si™
>r  t lZM S + £ A

(2.11)
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definiert ist. Unter der Voraussetzung, daB keine Volumenmomente vorhan-
den sind, ergeben die Momentengleichgewichtsbedingungen die Symmetrié des

Kirchhoffschen Spannungstensors

S =S (2.12)

Die Differentiation des Kirchhoffschen Spannungstensors ergibt den Span-
nungsgeschwindigkeitstensor (Spannungsraten )
e i
ékl. 25 (e ,t)
ot | O = comst,

Bei kleinen Verzerrungen, d.h.

V& = 1 +ef = 4
g ]

sind die Spannungsraten $%! zahlenmiBig gleich den relativen Spannungs-
raten iek( , die Jja die zeitlichen finderungen in bezug auf das mitbewegte
Koordinatensystem darstellen. Durch Differentiation von (2.11) nach der
Zeit erhidlt man die Gleichgewichtsbedingungen, denen die Spannungsraten

'y " o
S geniigen milissen:

éau(Ji +“élk )]I(, ; [si* I:LJ[,‘]/;_ =0 (2.13)

Bei der Formulierung von Kriechgesetzen fiir den mehrachsigen Spannungs-
zustand wird gewdhnlich davon ausgegangen, da8 dile Verschilebungen und
Verschiebungsgradienten infinitesimal sind /72 /. Bei stationirem Krie-
chen entspricht eine solche Theorie dem Eulerschen Konzept des FliefBens
von Materie Zg2, S. 74_7. Setzt man voraus, daB die Verzerrungen klein
sind, nicht aber notwendigerweise die Verschiebungsgradienten, dann sind
bel Bezugnahme auf das Referenzsystem die Dehnungen und Gleitungen propor-
tional den Lagrangeschen Verzerrungen (2.6), bei denen der nichtlineare
Term nicht vernachlidssigt werden darf.Die Kirchhoffschen Spannungen wer-
den ngherungsweise gleich den wahren Spannungen. Ersetzt man nun in dem
Kriechgesetz den klassischen Spannungstensor und den infinitesimalen Ver-
zerrungstensor durch den Kirchhoffschen Spannungstensor und den Lagrange-
schen Verzerrungstensor, so gilt das entstehende Stoffgesetz auch bel
groBen Rotationen, weil es invariant ist gegeniiber starren Drehungen des

Korpers. In dieser Weise wird im folgenden vorgegangen werden.
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Zwel relativ allgemeine, fiir die technische Auslegungsrechnung wichtige
Stoffgesetze werden betrachtet, deren wesentliches Merkmal es ist, daB
sich die Lagrangesche Verzerrungsgeschwindigkeit aus einem Potential ab-~
leiten 188t. Dies ist wichtig im Hinblick auf die Formulierung von Varia-

tionsprinzipen.

Bei dem ersten, allgemeineren Kriechgesetz wird davon ausgegangen, daB
sich die Gesamtverzerrungsrate ed‘ aus einem elastischen und einen nicht-

olg ol g
elastischen Anteil €; und e"d- zusammensetzt

o & le¢ o lty

é;=¢€; +€,; . o (2.18)

r llb' L3
e i enthalte die Kriechrate & J

lung und die Wiarmedehnungsrate é ; infolge eines zeitlich verdnderlichen
T

<

, die Schwellrate € infolge Bestrah-

Temperaturfeldes 7 :

376 B¢ 3 ¢ 3 < 2.1
ed"§4+§d+§d' (2.15)

Insbesondere soll vorausgesetzt werden,; daf8 e”j unabhingig von den Span-

nungsraten sein soll.

Gilt das Hookesche Gesetz (vergl. S. 92), dann sind die elastischen Verzer-

rungsraten mit den Spannungsraten durch

org 4+V & _ Y 2 (i
ef =% s; - 252 J (2.16)

verkniipft. Wegen der Symmetrie des Kirchhoffschen Spannungstensors ist hier

o"f- éik' )
Sy = gwg -

In (2.16) ist vorausgesetzt, daB der Elastizitdtsmodul E und die Poisson-
sche Zahl ¥ unabhidngig von der im allgemeinen zeitlich verdnderlichen Tem-
peratur 7 sind. Ist dies nicht der Fall, dann tritt in (2.16) eine zusitz-

liche Verzerrungsrate der Form ,
. . . d ] 3
[of (%) - sndi H(E)T

auf. Wir denken uns flir das Weitere diese GroBe in é”j enthalten. Dann ist

é(f dadurch gekennzeichnet, daB es nur die Glieder enthdlt, die von den
Spannungsraten abhiéngen, wihrend e"; nicht von den Spannungsraten abhédngt.
Im Text werden aber auch unter dieser Bedingung die e:,‘ als elastische und
die é"; als nichtelastische Verzerrungsraten bezeichnet. Zur vollstandigen
Charakterisierung des Stoffgesetzes ist es noch erforderlich, eine Aussage
ilber die Spannungsabhangigkeit der Kriechrate é’ ; zu machen; beispielsweise

kann hier die Invariantentheorie von Odquist, wie sie im folgenden



(GL. (2.28) bzw. (2.35)) beschrieben wird, verwendet werden. Fiir die for-
male Ableitung der Gleichungen (2.17) bis (2.23) ist eine explizite Angabe

aber nicht erforderlich.

Mit der PFunktion

> .
kann € 4 auch durch

M-
s
|

ool
™
no
;-—I
-~
g

dargestellt werden. Mit
i s ¥, o / ”

Wy = &} s ) W, = A + N, (2.18)
folgt dann fiir die Gesamtverzerrungsgeschwindigkeit (vergl. S. 92)
é < _ d Ws

d a S‘d : (2.19)
[4 .

Da (2.19) einen eindeutigen Zusammenhang zwischen € d" und S d_:. liefert,
148t sich das Produkt |

S GHE,, = SEéY
L =& e, = 3 &} (2.20)

f-3 [l
. ¢ e o 29 . a .
allein durch & 7 und &€ df' darstellen. Bildet man

L~ Ws = Wecéi) (2.21)

und differenziert (2.21) nach é;f, dann erhilt man wegen (2.19)

YA
i T oé¢ (2.22)
mit ; o
We = We + MWe (2.23)
e s

/ . . o
W = g(z/«efe,k +4ede.
” .//e. . .
A/‘,=—[z/ueze£¢,)e”:6_,)

und den Lameschen Konstanten

- ) = YE
AT g rary) T V) 1-2v) (2.24)

Die Funktionen A, und W sollen "Potentiale" (Kriechpotentiale) genannt
werden (vergl. S. 92).

In der zweiten Klasse von Kriechgesetzen werden elastische und nichtmecha-
nische Verzerrungen gegeniiber den Kriechverzerrungen vernachlidssigt. Die

Verkniipfung zwischen den Kriechraten und den Spannungen muf aus dem Experi-



ment gewonnen werden. Einen Uberblick iiber wichtige Versuche bei einachsi-
gem und insbesondéere bel mehrachsigem Spannungszustand sowie bei konstan-
ten und auch variierenden Spannungen gibt Rabotnov [-3_7; Danach wird deut-
lich, daB sich allgemein giiitige Kriechgesetze mit den vorhandenen experi-
mentellen Kenntnissen kaum formulieren lassen. Ist das Material isotrop und
sind die Spannungen und die Temperatur zeitlich konstant, dann 1#8t sich
allerdings hiufig das mehrachsige (genauer das zweiachsige), sekundidre Krie-
chen im Rahmen des bei Kriechversuchen i{iblichen Streubereichs recht brauch-
bar durch die folgenden Eigenschaften beschreiben:

- Durch die Kriechdeformation findet keine Volumenanderung statt, 4. h.

Ex =0 (2.25)
- Ein ilberlagerter hydrostatischer Druck beeinfluBlt nicht die Kriechge~-
schwindigkeit und
- die Beziehung zwischen den Kriechverzerrungsraten und den Spannungen

ist tensoriell linear, 4. h.
S s ¢ <
ed' = éd = # osd' )
wobel : .
< I 4 K ¢
die gemischten Komponenten des Kirchhoffschen Spannungsdeviators sind.
-  Der Proportionalitatsfaktor ﬁ ist nur eine Funktion der zwelten In-
varianten des Kirchhoffschen Spannungsdeviators
= A4 ¢ e
odx = T oS; St (2.27)

und der Stoffkonstanten.

Damit lautet das zuerst von Qdgvist {-1_7 aufgestellte Kriechgesetz (Inva-
riantentheorie von Odgvist)

& =~ £ledz) sS; . (2.28)
Es sei darauf hingewiesen, daBl hier vorausgesetzt wird, daB die Verzerrungen
und auch die Verzerrungsraten klein gegen eins sind, nicht aber notwendiger-
weise die Verschiebungsgradienten. Andernfalls hat die Inkompressibilitédts-
bedingung nicht mehr die einfache Form (2.25) und auch der Deviator des
Kirchhoffschen Spannungstensors (2.26) verschwindet nicht identisch bei rein

hydrostatischer Druckbelastung.

Die Form der Funktionlﬂ 188t sich vollstandig aus einachsigen Zugversuchen
bestimmen, Hdufig wird (2.28) auch dann als giiltig angesehen, wenn sich die
Belastung mit der Zeit &ndert. Dies bedarf strenggenommen der experimentel-

len Uberpriifung.

Aus dem Aufbau von (2.28) folgt, daB ein Potential Aé(;sj,) existiert



- 15 -

derart, daf ~
¢ - 9“‘; (2.29)
d 0 S
gilt, wobel
~ el J‘
We = Jéjdsi= [fta)d.].
Wegen der Inkompressibilitidt gilt
éléé Cff s o,
a2.5¢ ¢
a5
so daB man anstelle von (2.29) &duch
e ’9/‘[’ (55“5/5:J:) (2.30)
ed' 35: .
schreiben kann. Die Dissipationsleistung pro Einheit des unverformten
Volumens ist mit (2.25)
~ _ " .*. _ . .dn
L = S;€f =.Fe; (2.31)
Setzt man
W = L - W, (2.32)
dann ist analog wie vorher
(2.33)

2 We , oon
o wobeil Com = °.

.
[
b

Si = e’

Wird beispielswelse das sekunddre Kriechen im einachsigen Spannungszu-

stand durch das Potenzgesetz von Norton /71, 2, 3 /
(2.34)

»n -0
e = K I8l = , ®w>e , m2x4
( K und m sind temperaturabhingige Materialkonstanten) beschrieben, wo-

bei hier gleiches Verhalten im Zug- und Druckversuch angenommen wird,

dann hat (2.28) die Form ot

o ¢ r z e

é¢ = 2k L34s] " .S (2.35)
und die Potentiale W, und W, lauten

~ K 11ﬁ{f

‘L’"Is = mre Ls oqu J

- ) (2.26)
We = = [73' oI.u] an

wobeil ,IE die zweite Invariante des Verzerrungsgeschwindigkeitsdevia-

tors ,é§ ist ..
1 < Se
In = z £&; &, ;
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wegen der Inkompressibilitdtsbedingung (2.25) ist hier

e’ = e -;g ek

c
N = N
£ é € -

“

d d
Die Existenz eines Kriechpotential AZ bzw. AZ soll fir das Weitere aus-
driicklich vorausgesetzt werden, u.z. auch dann, wenn AZ und AZ nicht
durch (2.36) gegeben sind und wenn die Spannungen zeitlich verinderlich
sind. Darilber hinaus soll die Mdglichkeit offengelassen werden, daB die
Kriechraten guch von der Zeit oder von Parametern abhdngen, welche die
Verfestigung beschreiben. Derartige Ans#tze werden bel den Zeitverfesti-
gungs~- oder Dehnungsverfestigungstheorien zur Beschreibung des physikali-

schen Primdrkriechens gemacht /"1, 3 /.

AbschlieBend werden noch die Randbedingungen zusammengestellt. Auf der

Gesamtoberfliche O=0urTr seien zwei Arten von Randbedingungen vorge-

schrieben.
Auf O, lautet die Randbedingung
z = Z. (2.37)

@ ist als vorgegeben anzusehen. Dagegen wirken auf das Oberflichenteil
Or von auBen eingeprigte Krdfte. Ist £ die auf das verformte Oberfli-
chenelement o wirkende Spannung, dann erfordert das Gleichgewisht an

der QOberflidche

Setzt man R
= 7 A7 (2.38)
und zerlegt 7 beziliglich der Basen ?l des Referenzsystems

=

7 =7%3
7%
dann ist mit (2.10)
& L, Pk k& =
7 %= s8¢ [c)’:e "“/l)"l.: = 7-1‘. (2.39)
=k

Die Grd8en / sind im allgemeinen nicht nur abhingig von den eingeprig-
ten Kraften, sondern auch von den noch unbekannten Verschiebungen &g ,
und zwar insbesondere dann, wenn die Oberflichenkrdfte ihre Richtung mit

der Verformung #ndern wie beispielsweise bel hydrostatischer Druckbe-

lastung.

Durch Differenzieren nach der Zeit erh#lt man aus (2.39) die Randbedin-
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gungen fiir die Spannungsraten

T5% = (5%Sk rug) + ¢ a¥p)m. = T“ (2.40)

Die Gleichungen (2.7), (2.13), (2.19) bzw. (2.22) sowie (2.37) und (2.40)
beschreiben zusammen mit geeigneten Anfangsbedingungen die Anfangs-~ Rand-
wertaufgabe fiir einen elastischen, kriechenden Korper. Geht man nun da-

von aus, daf zu irgendeinem Zeitpunkt das Verschiebungs- und Spannungs-

feld «; und SY und die nichtelastischen Verzerrungen e';.‘

dann stellen diese (Gleichungen eine Randwertaufgabe fiir die Geschwindig-

bekannt sind,

keiten 62,: und die Spannungsraten S dar. Diese Aufgabe ist vergleichbar
mit einem elastostatischen Problem, bei dem die Rotationen endlich sind
und bhei dem Anfangsspannungen, -verzerrungen und -verschiebungen vorhan-

den sind.

Die Anfangs-Randwertaufgabe fir einen nichtelastischen, kriechenden Kor-
per wird dagegen durch die Gleichungen (2.7), (2.11), (2.30) bzw. (2.33)
sowie (2.37) und (2.39) und geeigneten Anfangsbedingungen filr die Ver-
schiebungen beschrieben. Sieht man hier die Verschiebungen «: zu irgend-
einem Zeitpunkt als gegeben an, damn beschreiben diese Gleichungen eine
Randwertaufgabe fiir 42—,: und SY,

3. Variationsprinzipe

3.1 Allgemeines

Im folgenden werden Variationsprinzipe angegeben, die den oben genannten
Randwertaufgaben #dquivalent sind. Insbesondere werden fiir einen nicht-
elastischen, kriechenden Korper mit Kleinen Verzerrungen aber endlichen
Rotationen Prinzipe entwickelt, die nach Kenntnis des Autors bisher nicht
veroffentlicht wurden. Auf ihre Ableitung wird in Abschnitt (3.2) ndher
eingegangen. Dagegen konnen die Variationsprinzipe fiir einen elastischen,
kriechenden Korper als weitgehend bekannt gelten, so daB auf ihre Ablei-
tung nicht weiter eingegangen zu werden braucht, zumal sie analog der in
Abschnitt (3.2) angegebenen Darstellung verlduft. Eine Zusammenstellung
erfolgt in Abschnitt (3.3).
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Fiir das Weitere soll vorausgesetzt werden, daf alle auftretenden Funktio-

nen hinreichend oft differenzierbar sind.

3.2 Variationsprinzipe filir einen nichtelastischen, kriechenden Kdrper

Es wird vorausgesetzt, daB8 zu einem Zeltpunkt € die Verschiebungen «;
bekannt sind. Neben dem zu diesem Zeitpunkt herrschenden tatsichlichen
Geschwindigkeitsfeld 7y » das die Inkompressibilitdtsbedingung (2.25)

o X
erfilllt, werde ein benachbartes (Geschwindigkeitsfeld «; betrachtet,

Ly 3 . .
&L - o= “c‘f'J'a",

das (2.25) gentigt
' . o
Qe+ G Uy = o
bzw. (3.1)

Jé; = /J“Z’)/f * (c;,dvlrdmlr=o

und die Randbedingungen

L
R bl
@ ; = g

bzw. (3.2)

erfiilit. Infolge der virtuellen Geschwindigkeit Cﬂig erfdhrt das Kriech-

~

verzerrungspotential W, die Anderung

SH, = L Lo

L 5
caeJ d
hier ist
o o - * ) o . ®m A od ‘. d

Séi= F /U2 + (Le)f + A&V tmy + &1 W) ], 53)

Mit (2.33) und wegen (3.1) ist dann '
o _ J‘ .‘v _ a‘ ":
SW., = 5§ déi = sidéf (5.4)

Daraus ersieht man, daB die Kndefung des Kriechverzerrungspotentials
gleich der Anderung der Dissipationsleistung ist (bei konstant gehalte-
nen Spannungen).
Integriert man (3.4) iber das gesamte Volumen des Korpers, wobei die In-
tegration im Referenzsystem auszufilhren ist, dann erh#lt man unter Beach-

tung von (3.3) und der Symmetrie des Kirchhoffschen Spannungstensors
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JI av = SJH Ay - [sidy av

14

n

;{.S%.A{;'-p a’?;) 0fé;./5 AY

i

u/[saj[f; tuty)Iin 1y AV
B V/[.S‘d//;‘ # u"/j)]/‘; Jt«:u dy (3.5)

mit

AV = Vg de” do* do*.
Da das Spannungsfeld die Gleichgewichtsbedingungen (2.11) erfiillt, ver-
schwindet das letzte Integral in (3.5). Nach Anwendung des GauBschen In~.
tegralsatzes folgt dann

S[W. dv = [T - uy) me Slin 4. (3.6)
v 0

Wegen (3.2) und der Spannungsrandbedingung (2.39) ergibt sich aus (3.6)

I Jueav - [T Findo = o (5-7)

Die Gleichung (3.7) wird als Prinzip der virtuellen Geschwindigkeit be-
zeichnet. Sind die eingepridgten OberflZchenkrdfte 7;~'unabhéngig von der

Geschwindigkeit, dann kann anstelle von (3.7)

a"/‘v/lz aN ~ orffhaf,., daj =0 (3.8)

geschrieben werden. Die Gleichung (3.8) besagt, daB das Funktional

Ead = Me
P = /A/., Av - [T i A0 (3.9)
or .
fir das tatsZchliche Geschwindigkeitsfeld einen stationdren Wert annimmt.

Es ist hier aber zu beachten, daB das Geschwindigkeitsfeld die Inkompres-

sibilitdtsbedingung (3.1) und die Randbedingung (3.2) zu erfiillen hat.

Wiirde man (3.8) fiir eine approximative LOsung der Randwertaufgabe heran-
ziehen, dann kann die Zwangsbedingung (3.1) erhebliche Schwierigkeiten
bereiten. Darilber hinaus fihrt (3.8) bel Verwendung der direkten Methoden
der Variationsrechnung auf ein System von Differentialgleichungen, in dem
die hochsten Ableitungen nach der Zeit nichtlinear enthalten sind. Nur
bei einem praktisch uninteressanten linearen Kriechgesetz ist dies nicht

der Fall. Ganz entsprechend fihrt bel einem nichtlinear-elastischen Ma-
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terial die Ritzsche Methode auf ein nichtlineares Gleichungssystem.

Um diese Schwierigkeiten zu umgehen, knn man zundchst durch Anwendung
der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren [ -10_7 die Variationsaufga-
be (3.8) von der Inkompressibilitdtsbedingung und den geometrischen Rand-
bedingungen befreien. Dazu werden die Verzerrungsgeschwindigkeiten éf

als neue Veridnderliche eingefiihrt; dann ist (3.8) mit den Nebenbedingungen

56 . 2/ 08 y °me,C . L, B)E e
¢ P(& » &y + &%y “‘*/J"a/“*/J')’o .

ér = o (3.10)

und .
Up — &m = 0O auf Ou

zu erfiilllen. Entsprechend der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode wird
das Funktional (3.9) durch Einfithrung der Multiplikatoren AY=47* |, 8

und €@° erweitert,

-/7”‘“.’*“{0 - [ (i, -an) Ao (3.11)

und es wird die'Forder«ung

dn¢z = 0 (3.12)

gestellt, wobel &; , éj s "/'j , 8 und C° unabhingig und ohne Neben-
bedingungen (auBer der Symmetrie von A% und é;j ) variiert werden. Die
Variationsaufgabe (3.12) ist der Variationsaufgabe (3.8) mit den Nebenbe-
dingungen (3.10) #quivalent. Die Variation von (3.11) liefert

DM psc
f¢z = V/ 29; 0‘,30-
tLE€; —F(ay viyl e any + a“/izzh/d.)]fﬁ:."
$ BL[SE; ~ (629, + ()¢ +@im)l unyy + 714000, ) )]
+8; 8 + B Sér |V
- [rRdi, do - //(é,_-:z',“}fc“ * c"",f,:,,]/o = 0.
or . !

(3.13)
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Durch Anwendung des GauBschen Integralsatzes 1dB8t sich die dritte Zeile

von (3.13) analog wie in Gleichung (3.5) umformen. Man erh#lt nach Umord-

ung
96 - | [j:: P BY b dE] I
Y+[é; 2 (G el e A gy a™F ) SR
+ el 48

(3.14)

W[ RLST + @ )] S fav
//7' *+ A [c/“ +uy)n ffu,.‘ A6
//[e e 11 S 40 )0 i+ in = )"l 50

Da die Variationen d%; s dé} €; . Jﬂ; s J5 ‘fd unabhéngig sind, ist
nach dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung das Verschwinden der Ko-
effizienten von cﬁiu etc. eine notwendige Bedingung dafiir, daB q&r sta-
tiondr wird. Die Koeffizienten im Volumenintegral liefern die Euler- La-
grangeschen Gleichungen und die Koéffizienten in den Oberfldchenintegra-
len die natiirlichen Randbedingungen. Diese Gleichungen sind der Randwert-
aufgabe fiir den nichtelastischen, kriechenden Korper &dquivalent und des-

halb folgt sofort

Fld.= -5
B =557 =-P
c* = sj.'/d’;' ca)nt =T

Aus (3.15) ersieht man die mechanische Bedeutung der Lagrangeschen Multi-

—~
A
.
ot
N
p—

plikatoren.

Ftihrt man (3.15) in das Funktional (3.11) ein, dann erh#lt man schlieB-

lich das allgemeine Variationsprinzip

Jé, = o (3.16)

mit
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Hier werden &; , € = €4, SY - 54 und p unabhingig und ohne Neben-
bedingungen variiert. Aus dem Prinzip (3.16) lassen sich einige Sonderfdl-

le entwickeln.

Verlangt man, daf die Verzerrungsgeschwindigkeiten ej die Inkompressibi-
litdtsbedingung €, = 0 erfiillen und driickt dann €[ durch die deviato-
rischen Spannungen entsprechend (2.29) bzw. (2.30) aus, dann wird aus
(3.17) mit (2.32)
. o s e . ® eyl e °
:=/){St’—’a‘-+a-‘fu/a../-+a/‘a /-) _ »
¢.—E l; { e 24 -/d vJ/ J mré b4 (3.18)

~

Hi-gat gAY T do ST i) o

In (3.18) werden &, und $% = SY° unabhéngig und ohne Nebenbedingungen
variiert. Besonders ist zu beachten, dafl das Geschwindigkeitsfeld 62;
nicht die Inkompressibilititsbedingung (3.1) zu erfiillen braucht. In dem
Integral iiber die Oberfliche O. kann 7 — als weitere unabhingig zu vari-
ierende GroBe aufgefafBt werden oder man kann 7"“'entsprechend (3.15)

durch die Spannungen ausdriicken.

Das Funktional (3.18) ist fiir die Entwicklung von Niherungsl@sungen von
Interesse. Gibt man die Ortsabhéngigkeit des Spannungsfeldes sowie die des
Verschiebungs- und damit die des Geschwindigkeitsfeldes vor und fihrt die
Volumen- und Oberflichenintegration durch, dann kann die Variation bezlig-
lich der noch freien Geschwindigkeits- und Spannungsparameter auf ein Sy-
stem von quasilinearen Differentialgleichungen erster Ordnung fiir die Ver-
schiebungsparameter filhren. Wesentlich ist, daB sich alle Spannungspara-
meter allein durch die Lasten und die Verschiebungsparameter ausdriicken
lassen. Dies kann eintreten, wenn die Ansitze linear in den freien Para-
metern sind und wenn insbesondere die Anzahl der Verschiebungsparameter
mit der der Spannungsparameter ibereinstimmt. Allerdings wird ein derar-
tiger Ansatz im allgemeinen nicht leicht zu finden sein, und sicherlich
ist diese Bedingung auch noch nicht ausreichend fiir eine sinnvolle N&he-

rung. An einem Beispiel (Abschn. 6.3) wird diese Frage n#her diskutiert.

.Ein weiterer Sonderfall 148t sich angeben, wenn man in (3.17) die Verzer-
rungsrate éé" durch das Geschwindigkeits- und Verschiebungsfeld ausdriickt.
Dann gilt mit (2.7)

P = [ Mogss_ gessiy = plite ¢ GV any) ) av
_ ] (3.19)
~of7”""‘a‘,h do  — [T (i ~G.)dO.

Ou
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Die Funktionen «;, P und T ™ auf O.) werden unabhéngig voneinander vari-
iert. Erfiillt das zu variierende Geschwindigkeitsfeld die kinemétischen
Randbedingungen (3.2), dann verschwindet das zweite Oberflichenintegral

in (3.19), so daB dﬁm dann eine ErWeiterung von c# s Gleichung (3.9), dar-
stellt, gililtig fiir ein Geschwindigkeitsfeld, das die Inkompressibilitéts-
bedingung (3.1) nicht als Nebenbedingung zu erfilllen braucht.

Setzt man nun voraus, daB Verzerrungen und Rotationen infinitesimal sind,
dann erhdlt man vollig entsprechende Prinzipe, sofern man den Lagrange-
schen Verzerrungsgeschwindigkeitstensor é; durch den infinitesimalen Ver-
zerrungsgeschwindigkeitstensor

é; = F(dy; + uJ-/‘)
und den Kirchhoffschen Spannungstensor S% durch den klassischen Spannungs-
tensor GTQ ersetzt. Insbesondere muB man dann darauf achten, daB dann in
den Funktionalen die Verschiebungen W; selbst nicht mehr auftreten, sofern
nicht ein Dehnungsverfestigungsgesetz angenommen worden war. Die von Hoff
durch Analogiebetrachtungen mit einem nichtlinear-elastischen Korper an-
gegebenen Variationsprinzipe 1-19_7 erhdlt man dann einmal aus (3.8) und
weiterhin aus (3.18), sofern man in (3.18) die erste Zeile partiell inte-
griert und dann verlangt, daB das Spannungsfeld die Gleichgewichtsbe-
dingung

i
G*|- = 0O

&

und die Spannungsrandbedingung

<5£'h m; =T7
erfiillt. Die entsprechenden Ausdriicke von (3.17) bis (3.18) und (3.19)
stellen dann verallgemeinerte Variationsprinzipe fiir nichtelastische,
kriechende Korper bei infinitesimalen Deformationen dar. Sie sind analog
zu den Variationsprinzipen eines inkompressiblen, elastischen KOrpers auf-
gebaut; so hat Hermann / 33_/ ein Variationsprinzip angegeben, das (3.19)

entspricht.

3.3 Variationsprinzipe fiir einen elastischen, kriechenden KSrper

Der Ausgangspunkt fiir die folgende Zusammenstellung ist die in Abschnitt
(2) beschriebene Randwertaufgabe fiir den elastischen, kriechenden Korper.
Es wird also ein Zeitpunkt t petrachtet, in dem das Verschiebungsfeld &, ,
das Spannungsfeld sl und das nichtelastische Verzerrungsgeschwindigkeits-~

feld é”; bekannt sind, wahrend ll,_- und S."J. gesucht sind.
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Durch analoge Betrachtungen wie in Abschnitt (3.2) erhdlt man zunichst

das folgende Pringzip
J//M #gs9amy; d,./,-fd'/ - o./T'“ St dO = 0 (3.20)
v 7

Unter der einschrinkenden Voraussetzung, dalB die eingepridgten OberflHchen-
krafte Vo nich_t vom Verschiebungsfeld abhngen, und damit auch 7™ nicht
vom Geschwindigkeitsfeld abhingt, kann fiir (3.20)

Sy = o | (3.21)
geschrieben werden, wobeil

Y= Vf[;/e +{s9ay, 42,,/‘. }dv -Dr[?—:‘“tz,,, dO . (3.22)

Hier wird nur das Geschwindigkeitsfeld “:,: variiert. Erweitert man das
Funktional (3.22) mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenmethode,

dann erhidlt man das allgemeine Variationsprinzip von Washizu {-9, S. 103_7

¥ =0 (3.23)

_ Sl 159 2™ L
Vf e (E;) SY9e,.. + S w/; L [
:'5"4' ’(u% + “j/@ + U /0 Uaufy * u /,_ “"‘/d ]0“/

Frindo [ Prien b de G

o
b

U; ,
variiert (auBer der Symmetrie von €. ;; und $4 ). Die Euler- Lagrangeschen
Gleichungen sind (2.7), (2.13) und (2.22) und die natiirlichen Randbedin-
gungen sind (2.37) und {2.40). Besseling / 16 _/ hat ein allgemeineres

e, T , SY%und 7™aur O, werden unabhé‘ngig und ohne Nebenbedingungen

Pringip entwickelt, das auch die thermodynamischen Feldgleichungen als

Euler- Lagrangesche Gleichungen enthéa_’.lt.

Drickt man die Gesamtverzerrungsrate é‘s durch die Spannungsrate 4 und
die nichtelastische Verzerrungsrate é".;; aus, damn gilt (2.19) und (2.21);
damit folgt aus (3.24) das Funktional von Sanders McComb und Schlechte

[14 /2
= {5V e g ¢ i gy #a" n)
- Wscssy + 489 A% by f AV

“[7—;“‘2'* do - f%'“[d:.—c‘l,.)do (3.25)
Or.,
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Hier werden nur der Geschwindigkeitsvektor Ci; der Spannungsratentensor
59 und 7._mauf O. variiert. Sanders, McComb und Schlechte haben aller-
dings ihr Prinzip durch Probieren gefunden, wobei sie sich von dem
Reissnerschen Prinzip 1—7_7 und den Prinzipen von Wang und Prager [-13-7,
die nur fir infinitesimale Verzerrungen und Rotationen gelten, leiten
liefBen. Pian 4—15_7 hat das Funktional von Sanders et al. aus einem ver-
allgemeinerten Reissnerschen Prinzip fiir Korper mit Anfangsspannungen

und -verzerrungen abgeleitet.

Auf die entsprechenden Variationsprinzipe bei infinitesimalen Deforma-
tionen wird hier nicht weiter eingegangen; es sei nur erwdhnt, daB man
die beiden Prinzipe von Wang und Prager [-13_7 als Sonderfdlle erhidlt.

4. Variationsprinzipe filir diinnwandige, viskose Schalen bei kleinen Ver-

zerrungen aber nichtverschwindenden Rotationen

4.1 Allgemeines

In diesem Abschnitt werden approximative, geometrisch nichtlineare Theo-
rien fiir dilnnwandige Schalen dargestellt, u. z. fiir ein kriechfghiges Ma-
terial sowohl mit wie auch ohne Berﬁcksichtigung der elastischen Verzer-
rungen. Ausgangspunkt filir diese beiden Theorien ist zum einen das Varia-
tionsprinzip von Sanders, McComb und Schlechte (3.25) und zum anderen
das Prinzip (3.18).

Unter der Annahme, daf die Schalendicke klein im Verhdltnis zu den Krim-
mungsradien ist,; sollen diese Theorien im Rahmen der Kirchhoff-Loveschen

Approximationen entwickelt werden. Diese Ndherungen besagen, daB

1) Normalen der Mittelfldche auch nach der Verformung Normalen der ver-
formten Mittelflache bleiben, _

2) materielle Punkte ihren Abstand von der Mittelfliche nicht #Zndern,

3) und daB aufgrund der geometrischen Bedingungen 1) und 2) die Schub-
und Normalspannungen senkrecht zur Mittelfliche im Stoffgesetz nicht

beriicksichtigt werden.

Dariiber hinaus soll vorausgesetét werden, dafl die Verzerrungen infinitesi-

mal und die Rotationen endlich aber klein seien. Bei den Rotationen wird
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insbesondere angenommen, daB die Rotation um die Mittelfl&chennormale

vernachldssigbar ist im Vergleich zu den beiden anderen Rotationen.

4.2 Geometrische Beziehungen

Die wichtigsten geometrischen Zusammenhdnge und Bezeichnungen sollen
kurz zusammengestellt werden. Die Bezelchnungsweise folgt vorwiegend der
von Green und Zerna 1—30_7. Griechische Indizes durchlaufen die Werte
eins bis zwel und in einem Ausdruck mit gleichen hoch- und tiefgestellten

Indizes wird eine Summation von eins bis zwei durchgefiihrt.

Vor der Verformung sei der Ortsvektor 7 eines materiellen Punktes im

Schalenraum (Abb. 2) gegeben durch

(4.1)
- 7z £ Q=+ %
Hier ist
V4 der minimale Kriimmungsradius
13 der Ortsvektor der Mittelfldche, die einfach zusammenhingend
sei und die Randkurve € besitze

G, der Einheitsnormalenvektor der Mittelfliche vor der Verformung
o~ eine krummlinige Koordinate in der Mittelflidche der Schale

(a"" 1, 2)

k4 —
0-0" 4ie Koordinate in &, -Richtung
h die Schalendicke

_h
A= 7 << 4ie dimensionslose Schalendicke .

Der Einfachheit wegen soll 4 bzw. 4 als konstant angesehen werden. Man
wird aber spdter sehen kOnnen, daB die abgeleiteten Gleichungen auch fir
veranderliche Schalendicke gliltig sind, sofern die Ableitungen von A
beziiglich der Mittelflachenkoordinaten ©" von derselben GréBenordnung

sind wie A4 /730 7.

Die ko- und kontravarianten Basisvektoren der MittelflZche vor der Ver-

formung (Referenzsystem) sind

E""=:a§g-:‘ =j[—:‘]9:0 ’o(r-'f,Z
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4 - L
-y s = il [ 4 - 23 =
= a = Ay X A, 4 — o= Qa
a = G X%y, T s
4.2
a= de\‘(a.*-a-,;) ( )
. __..,5_' ‘Sﬁ - A ) O(.=/$
Gor.* - o 0 X+

Die ko~ und kontravarianten Komponenten des Metriktensors der Mittelflia-
o
che sind Qugund & ﬁmit

a,‘/& = ad" a/_z,
a*t . a*.a” (%.3)
¥l oL
GLM,OL = 4/3
und es gilt
g ad' = af‘( ag-

. -
Aa = &cl.a‘

Die Ableitungsgleichungen von Gaull und Weingarten lauten

— —K. - -
ad)/b = /:/3 a-( + bx/g X3
R & - (4.4)
a-J}oL = — b“ Ov(
In (4.4) bedeutet /f/f das Christoffelsymbol
—~ & &s
Fig = 4 a(a,p + s — Zup,s) -
- - - - - a" ( .5
Co,p° O = ap,o&'a' = — Qg >t
und b.,‘/, sind die FundamentalgrdfSen 2. Ordnung
. - — — . =S
bolﬁ=bﬁok =-'&>¢-a,5i/s =-—a./3'a,3lg£= aé‘ad;ﬂ
4.6)
o® et oS _ R (
b =& % bys , b= a’ b
Die Basisvektoren gé (i =1, 2, 3) im Schalenraum sind durch
§ >
Ju = ,Z/u,z oy
- -

'/LL{L = 55 "ABLS

gegeben. Flir die kovarianten Komponenten <3 des Metriktensors des Scha-

, 23
lenraumes ergibt sich dann ['30_7

Gap =</e)z[aog/5 - ,Z,)@boc/s * (Ae)z b/f éur]
90!3 = O (4.8)

2
955 = [A2)
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und die kontravarianten Komponenten gai sind
2 2 &8, R
7= () [ o™+ 20006 +3(06) 5787 + ], A=<t
g2 = o | (4.9)

g.?3 _ {:{’_e.

Weiter ist

% - A)’) 1~ (le) b2 +((39)za&"(b;)] (4.10)

®

A -(2) fa do"de* (4.11)

Mit dem Permutationstensor €ape

€, = €,, =0 ,
ist (4.12)
- -3 - s — &
Zx Xa,ﬂ:- €a¢/5 as > a,d Xaﬁ= /,»(a. .

4.3 Das approximative Verschiebungs- und Verzerrungsfeld

Mit der Kirchhoff-Loveschen Hypothese lautet der Verschiebungsvektor

(Abb. 2)

Z = 4V + AGL(A;-&;). (4.13)
Hier ist V der dimensionslose Verschiebungsvektor der Mittelflé&che
V= o"“d, + wrldy = 4);‘22."",4-4.:—2‘._3 (4.14)

i

und ﬁa der Einheitsnormalenvektor der verformten Mittelfldche. Weiter ist
40 die dimensionslose Normalverschiebung und 7% pzw. Up= Quy ¥ sind die
kontra~ bzw. kovarianten Komponenten der Tangentialverschiebung der Mit-
telfldche; die Dimension von U~ ist gleich der von € und die Dimension

von ¥, ist gleich der reziproken Dimension von 8% .

Der Ortsvektor eines materiellen Punktes ist nach der Verformung

— -

—_
R:’f--ﬁu’.

und die kovarian‘ben Basisvektoren der verformten MittelflHche sind defi-

niert als

I o0

ﬁa‘:f R ] = Bu *+ Vou. (4.15)
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Mit den Ableitungsgleichungen (4.4) und der kovarianten Ableitung von ae

«
z,dﬂﬁ = zyd;/6 + lys o’

sp
s (L4.16)
Yujp = Auy Ts
ist dann
- -—
A, = (J).f * ’V{/oz - ’wa)a( - Wy Gy (4.17)
wobei ¥ bzw. W durch
1 - ‘
Wy + = — (/4‘9'”4 T Ony D‘{/
(4.18)

w® = o 2wy

definiert ist.

Um im weiteren eine Reihe von Vereinfachungen vornehmen zu kdnnen, werden
jetzt mehrere Grofenordnungsannahmen vorgenommen. Dazu wird zundchst die

geometrische Bedeutung einiger Flichentensoren erldutert.

Vor der Verformung ist lli;ién,der Abstandsvektor zweler benachbarter
Punkte in der Mittelfldche; durch die Deformation wird er in sz}iZQ,o
tiberfithrt und die Anderung ist mit (4.14) und (4.17)

[dR -d? ], , = [dily., = £{(Opm - 1bpa )2 20 8, [ d6"

Durch Aufspaltung des Verschiebungsgradienten é}ﬁz in den symmetrischen

und schiefsymmetrischen Anteil kann dafiir auch

(4.19)

geschrieben werden. Wie man durch Berechnen der Verzerrungen der Mittel-

fldche
2 - -
A4
Z—B“V37;=o = 45[29 ZTAL '426 - 52¢7447
nachweist, stellt in (4.19) der Term

bis auf einen konstanten Faktor die Verzerrung der Mlttelflidche dar, wenn
die Verschiebungen und Verschiebungsgradienten als infinitesimal angesehen

werden. Weiterhin 188t sich dem schiefsymmetrischen Fléchentensor

Z(Vpm — Vafr)
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ein Vektor ..Q.as zuordnen derart, daB mit (4.12)

RE, x[dF],,, = £ 2 Vo [do"a* - do%a"]

i

= 4 % (Pt - V2pe) 2F dO*
ist, so daB also

4
2= 2P ma = 3(0p -?24) 75

ry

gilt. Aus dem Kreuzprodukt 2Z,x/d7] ersicht man, da8 2 und damit
4(Y%a ~%%y) die Starrkdrperdrehung des von /[ di’]o aufgespannten Mittel-
fldchenelements um die Mittelfléchennormale @, darstellt, sofern die
Verschiebungsgradienten infinitesimal sind. Aus (4.19) erkennt man ferner,
daB die physikalischen Komponenten von %, (0 = 1, 2) die beiden Drehungen

der Mittelfldchennormalen darstellen.

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kann fiir das Folgende vorausgesetzt
werden, daf die Koor'dinatén a* (a =1, 2) dimensionslos sind, und zwar
sollen sie die auf den minimalen Krimmungsradius bezogenen Bogenlingen
darstellen. Dann sind auch %Wa , '”.'://3 » bus dimensionslos. In Anlehnung
an dhnliche Annahmen von Sanders ['29_7 wird nun vorausgesetzt, daB die
Verzerrungen der Mittelflidche und die Rotation um die Mittelfldchennorma-
le von kleinerer GroBenordnung sind als die beiden Rotationen der Norma-

len. Dazu werden die folgenden GroB8enordnungsannahmen gemacht:

h
Rotationen der Normalen . 2y, ~ A= 7 << 4

2
Rotation um die Normale : %(”&147— ”"plot—) ~ (A) (4.20)

Infinites. Verzerrung

z
der Mittelflache 2 (Vejs + P ~l0 bug) ~ (A)

Aus der zweiten und dritten GroBenordnungsannahme folgt mit

4
sofort, da dann
2
Vuim ~- whap ~ (1) (4.21)

gilt.
Mit (4.17) und (4.12) errechnet sich jetzt die Normale der verformten
Mittelfl&dche aus

5 g-] X ﬁz

3 /'9., x 52./
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und mit (4.12) ermittelt man zundchst

A xA, - /;/Zia[ i + (v, - wby)
r (P, - b))
(09 - 1065) (2% - wi])

(0% 1551 ) (e — 0 63) ]

t

s ] w + (0% - wb]) a,

(v¥Y, - 24}) 2, ]

2 7 (‘”79 — 2 4é]) 2wy

- /4"‘z - (A;é',.,)&)',, J ]
~
2
Vernachldssigt man alle Terme von der Grofenordnung(A) und kleiner im

Vergleich zu eins, dann wird
-t o —
R, xA, = /a /“3 + w"&",‘} ,

so daf man

7 - (@ “&. )
o A a + A a
3 A 4wt S ~ (4.22)
bzw.
froad — of =
Ay = a3 + %W 2« (4.23)

erhdlt. Man beachte, dal %a entsprechend (4.23) bis auf einen Fehler
der Graﬁenordnung[ﬂ)z‘Einheitsvektor ist. Ferner sei bemerkt, daB man
(4.22) bzw. (4.23) auch dann erh#lt, wenn die Rotation um die Normale

von der GroBenordnung A ist.

Mit (4.23) lautet dann der Verschiebungsvektor (4.13)

- o o) -
=2/ (v + 0w )2, +ard,]. (4.24)
ximative Ansatz stimmt mit dem der geometrisch 1inearen,

technischen Schalentheorie iberein / 30_/.
Mit

J0e

2 = /[/v’/“ - wibl + lOow,)a, —-%/wfz.;]
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und (4.7) erhdlt man filir die Verzerrungen (2.6) nach Entwicklung in Poten-

zen von (A8)
Cup = %(Z)l{ Vuin + Vplw - 227 bup
+ 00 [ was + s -bi-(”x;/s”wbgp)“b; (”"gm"w‘vxac)]
‘(Ae)l[ bA’«w"*""l/s +byp ’D‘xlu] (4.25)

(i) BB b

¥
.&: ‘_(1 == (ﬁ)z{’(ﬁ'xw/s +(v{l¢——&7'bx,¢_){’v'xlﬁ—wbﬁ)
t AQ[wgm [dr‘,/s—'wb*,;) +wgm(”¥la—wbﬁ)
- w”'t,“ Ve — wxbm ’W&] (4.26)

'Y
+ (r\9)2[’“731.x Wip + ”xbga ”*"qbsrb ] i} .

Da 'g' der auf"den‘ mihimalen Krimmungsradius £ bezogene Ortsvektor der Mit-
telflsche ist und O hier die auf { bezogene Bogenlinge darstellt, wird
bﬁ von der GrdBenordnung eins. Wird weiterhin angenommen, daB die XAnde-
rung W jp der Rotation 29 von derselben OréSenordnung ist wie A und wer-
den dann in (4.25) alle Terme von kleinerer GrofBenordnung als (A)z vernach-

léassigt, dann wird

. 2 -1 (4 7}
Cap = (l) [0(,‘/5 + l@w‘*ﬂj T
mit ‘

Rup = jz?/("’dlfﬁ * Vyu ~2W0bup + W )

: (4.28)

Wap = % [’Uacjxs -+ Upla)
und es ist 2 \
u')at.. u’)/.b = w) /LJ;‘ 4‘7/5 . ' (4.29)

Zundchst sei bemerkt, daf die in (4.23) und damit auch in (4.24) vorge-

nommenen Vernachli#ssigungen mit der hier durchgefiihrten Approximation

: 2
Der Flichentensor ©ope ist von der Grofenordnung (_M ;3 er beschreibt den
Verzerrungszustand der Mittelflache. Wegen der Annahmen (4.20)2 enthdlt
er nur den nichtlinearen Term WaWs. Der Flichentensor Wuap ist von der

GroBenordnung A ; er beschreibt die Krimmungsinderung der Mittelflizche.
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Der EinfluB der Rotation J2 um die Normale ist wegen der Annahmen (4.20)2
hier nicht enthalten. Es ist denkbar, daB qu,von kleinerer GrdBenord-
nung ist als A . Das bedeutet dann aber, daf die Verformung primdr nur
durch Membrankr'a'.fte.bestimmtvwird, s0 daB also hier Fehler in 60.,7,, von ge-

ringer Bedeutung sind.

Nun ist zundchst darauf zu achten, da® in (4.27) @us kein Flichentensor
ist, vielmehr werden hier die Indizes eigentlich mit der Metrik (4.8) una
(4.9) herunter- bzw. heraufgezogen. Beriicksichtigt man dabei aber konse-
quenterwéise nur Terme von der GfSBenordnung (3)1, dann muf im Rahmen die-~
ser Approximation die Metrik des Schalenraumes durch die Metrik der Mit-

telfldche approximiert werden, so dafB also
2
up = (£) aup

g =(ZI)za’“/s (%.30)
/% = ae)’

gesetzt werden kann. Entsprechendes gilt dann auch fir den Kirchhoffschen
Spannungstensor. Im Vergleich zu der Operation des Herauf- und Herunter-
ziehens bei den Flichentensoren ®us ,Oxs , Vx , Wa etc. beachte man
aber beli Cua und s gie Faktoren (Z)z und (l/l)z in (4.30). Dieser Unter-
schied beruht nur auf der Normierung des Ortsvektors der MittelflHche

(4.1).

4,4 variationsprinzipe fiir viskose Schalen mit Berticksichtigung der ela-

stischen Verzerrungen

Ausgangspunkt filr die weiteren Untersuchungen ist das Variationsprinzip
von Sanders, McComb und Schlechte (3.25). Fiir das Verschiebungs- bzw. Ge-
schwindigkeitsfeld wird (4.24) mit (4.18) zugrunde gelegt und der Verzer-
rungstensor wird durch (4.27) mit (4.28) approximiert. Weiterhin werden
die Terme im Volumenintegral von (3.25), dié dle Schubspannungen .Sg

und die Normalspannung S3 enthalten, fortgelassen.

Es sel vorausgeschickt, daB die zweistufigen Tensoren vorwlegend durch
ihre gemischten Komponenten dargestellt werden, um die Gleichungen mdg-

lichst tibersichtlich zu halten.

Wesentlich fiir das Folgende ist, daf zunichst keine Annahme iber die Ver-
teilung der Spannungen S; bzw. ihrer zeitlichen inderungen é}i iber der
Schalendicke gemacht wird.
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Wird ohne besondere Einschrénkung der Allgemeinheit vorausgesetzt, daB
d w; = © auf O 7

dann lautet (3.25) unter Beachtung von (4.18), (4.24) und (4.27) bis (4.30)
?I =_//-5.;éf +ES;/I:’¢&;A - /é(s;)}dl/ - /7_‘.2'2 A0 ,  (&.31)
| 4 ar

wobel T die zeitliche Anderung der eingeprigten Oberflichenlast ist;

das Potential W entsprechend (2.18) bekommt die folgende Form:
_ 4 AtV 22 S8 v 323 208 %
We = 7 [ ZE35sx ~FSssp #2557, (4.32)

Die Variation der Spannungsraten s'/'j in (4.31) liefert nun das Stoffge-

setz als eine der Euler-Lagrangeschen Gleichungen

iy, "5';5’; -t -0

X
€s — F Sstz a ’

deren Aufldsung nach éz die Gleichung

o E ool ey b 4 Yy ’///¢ o
Sa= 7svl €s "€n * 5 (¢L e/“)J/‘] (4.33)
ergibt. Integriert man jetzt die ersten beiden Terme im Volumenintegral

von (4.31) iiber die Schalendicke, dann erhdlt man

[{5:64 +1 55w, %] dr -
v

///”’:;slozfc '*""‘,:&32 +z’ » ,w'v“,zé"/d{‘ (4.34)
Hier ist mit (4.30) und (4.11)
AV = 13 dO"do* oo = A4 dE df
und % s
” g = A//s/’: A6 |
- (%.35)

73
o 2 <
~-%
Unter Beachtung der in Abschnitt (4.2) angegebenen Approximationen stellen
M/‘;’; und W; die gemischten Komponenten des Membrankraft- und Momenten-

tensors dar / 30 /. Die kontravarianten Komponenten sind durch
L. o2

wP = atBay =@ [ s do

i/ ‘ (4.36)
2 3

m P = a."/’m.;‘, =(A) (&) js""’e ae

R
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gegeben. Sie sind symmetrisch.
Setzt man voraus, daB sich die Elastizitdtskonstanten € und VY nicht iber

die Schalendicke #ndern, dann ergibt die Integration von (4.33) mit (4.35)

und (4.27)
S2e Bl v 2 a0 A
G (4.37)
o E, . o ° M ol ./,d
m oy = o 3[60/3 + G? J ]
Hier bedeuten(s. S. 92) 4,
D = A!_4 de = h
1/ 3 1 (4-38)
8:=()¢ [(de =) 77
—4/'.
und o’
. £ X 4 sh %
’)2,/:s = AL /,*y-/(eﬁ "‘4_‘,; e/‘-é'/‘)de
ot v, l/, Jal d@ <4.39)
/4 Ty, .
W = ()2 & /( 2 %) 6 de .
Aus (4.39) erhdlt man
/e Y »
. ﬁV v//oz o U
AL /‘3';_; A0 = AT av ’“’/'—"5/-‘)
]
4/), y e \ (4.40)
° /-r ﬁ/jd . '/!/@
[A)l/ MQdQ = ( ey s/
- %
und aus (4.37) berechnet man
o/c _ _i 4"" o fo 4;”/"
R -l LRy
ey , (4.41)
° o« - o/‘ * Y e
&); = z-' V= M‘/“' -+ 4«'/‘)
und
. APV . & .28 ¥ ° g s s “J]
“Z’ % E LMp TR '—/H—v/m"*ﬂ’)(y"
4,42
ke e s ig)fe]
@p = g E L*mATT AT 4 s T E0A S

Mit (4.41) und (#4.42) lassen sich jetzt die Spannungsraten (4.33) darstel-

L1

L[ as e ats] r B2+

len durch

(4.43)

£E S 7ot ¥ 2vg Qo
T T4V [eﬁ * 7=y s /’]'
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Man erkennt, daB sich die durch (4.43) dargestellten Spannungsraten als
Folge aus den Euler-Lagrangeschen Gleichungen (4.33) ergeben, sofern man
die in Abschnitt (4.2) gemachten geometrischen und kinematischen Approxi-
mationen zugrunde legt, und daher ist dann (4.43) mit der Euler-Lagrange-
schen Gleichung (4.33) vertrdglich. Aus (4.43) ersieht man, daB die Ver-
teilung der Spannungsraten ilber der Schalendicke nichtlinear ist, denn im
allgemeinen sind die in étf enthaltenen Kriechraten durch eine nichtline~
are Beziehung mit den Spannungen verkniipft. Da die nichtelastischen Ver-
zerrungsraten ézf in dem betrachteten Zeitpunkt als bekannt angesehen
werden, sind die Spannungsraten ~§;: berechenbar, sofern die zeitlichen

Anderungen der Membrankrifte und Momente bestimmt sind.

Wird jetzt (4.43) als Ansatz flir die Spannungsraten zugrunde gelegt, dann
ergibt der dritte Term im Volumenintegral von (4.31) nach Integration ilber

die Schalendicke
./

A | : A+V . [ 14 ° 73
N.s =Ae) W, do =320 ﬁ;(ﬂii—m%;«')’x)

& [ ] L D
+mp(ml - //:v on,’o/f)'g_

v2As(n"e - At L) (4. 44)

. 'y $% *Ne ')
*Lmg »'z ~ A+ m’;‘ff) F]
*Zeérg)

Der Zusatzterm 23(5@:) enthdlt nur Integrale ilber die nichtelastischen
Verzerrungsraten; da diese in dem betrachteten Zeitpunkt als bekannt ange-
sehen und nicht variiert werden, kann der Zusatzterm im folgenden fortge-

lassen werden.

Die ersten beiden Zeilen von (4.44) stellen die bekannte elastische Form-
dnderungsenergie pro Einheit der Mittelfliche dar, ausgedriickt durch die
zeitlichen Anderungen des symmetriséhen Membrankraft- und Momententensors.
Die beiden weiteren Zeilen berlicksichtigen die nichtelastischen Verzer-

rungen. Man beachte, daB hier (4.40) gilt.

A
Interessant ist, da8 man formal denselben Ausdruck N, (ohne Zusatzterm Z)

erhalt,‘wenn man anstelle von (4.43) eine lineare Spannungsverteilung
oo A@ o o

) A
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* / .
zugrunde legt. Dann haben aber die Kriechraten und damit e',‘;‘ , 7 o und

/3

m" /’5‘ andere Werte.

Auf die beiden im Abstand A/2 zur Mittelfldche verlaufenden Oberflidchen
wirken Krafte. Da voraussetzungsgemiB die Schale diinn ist, ist es zulidssig,
die Kraftangriffspunkte in die Mittelfldche zu verlegen. Fiir das Weitere
soll nun der praktisch wichtige Fall einer ortsunabhangigen, hydrostati-
schen Druckbelastung angenommen werden. Da diese Druckkraft normal zur ver-

formten Mittelfldche wirkt, ist die zeitliche Anderung der eingeprigten

Ji;

Kraft / abhangig vom Geschwindigkeitsfeld. Es muB daher untersucht wer-
den, unter welchen Bedingungen in diesem Fall ein "Druckpotential ’/Z;g der
auf die Mittelflache wirkenden Krifte existiert (zur Bezeichnung "Poten-
tial" vergl. S. 9 2). Zur Herleitung dieses Druckpotentials muB von dem Aus-

druck
;f7=: (J‘%ezo a//

ausgegangen werden (vergl. 3.20), und es mu8 nachgewiesen werden, daB eine
skalare Funktion ("Potential") 7Z; existiert, so daB

gt == . (4.45)
o[:ef/[f a// = ffT‘/Jlajew a’/’
gilt. BEs ist-
F=-ph 55 (4.46)

hier ist © der hydrostatische Druck, d f das unverformte und dF das ver-
formte Flichenelement der Mittelfldche und A; der Einheitsnormalenvektor

der verformten Mittelfldche. Mit

A = det (B ’/27;4)
ist

dF A o « o P o
Y, =/—— = fr(€L)t = 4 + Vfp b t ;U £
Af a 9)=a

und (4.46) wird

Z. «3,)

= 14 €% )ous P
_ 2 (w
1+ 2z W
P
sofern man beriicksichtigt, da8 A ; strenggenommen ein Einheltsvektor sein
mu3. Man erh#lt durch Entwicklung des Nenners und Vernachldssigung von
a2
Termen kleiner als [/D

— —pf i, (1w - wb)E,] (4.57)

~i

-



und nach Differentiation
P [ sp 5o [ (10 05 962)e o5 EE)JE,

Unter Beachtung von (4.24) und (4.18) wird
_T.-'Jé(esa) =/{[/5/""3/~ *bup 77 * Pl *é/ff'”‘r)];é/‘
LAlrr 0% ~282) # p (5% - 2565 )] J%}f .

L o = -l
Ist V=Y a_ =VYx &  ger HuBere Einheitsnormalenvektor auf der Randkurve( ,

(4.48)

der in der Tangentialebene der Mittelfléche liegt und ist dc das Bogenele-

ment der Randkurve, dann erh#lt man mit Hilfe des GauBchen Integralsatzes

. ; A - v, @ v’ AC - 5 00, df . 4.49)
s d5rdf = £ Fy S5~ [ STL Af
Damit ergibt die Integration von (4.48) iiber die Mittelfldche

. 4

_— A _ o ’/g‘_ C/ ]
T SBonr) df - T, 4f + PU) §asy. 57 dC, o)
wobei

— @ b 2 ' ;
Ty = €] -F(1 2%~ 2062)%5 + Bl # bop 2°) z” o)

2§ plbpp DB 1650 ) ~ p s B
Das Randintegral in (4.50) verschwindet,
cfza;);‘.o?v"“d6'=o (4.52)

nur bei bestimmten Randbedingungen, und zwar insbesondere dann, wenn 2
oder ¥e- Jo~ (virtuelle Tangentialgeschwindigkeit normal zur Randkurve)

oder beide GeschwindigkeitsgroBen auf dem genannten Rand C gleich Null

sind. Man erkennt unmittelbar, daB dies bei einer eingespannten oder gelen-
kig gelagerten Schale der Fall ist. Auch bei einer Schale, die keinen Rand
besitzt, also geschlossen ist, ist (4.52) erfiillt. Fiir das Folgende soll vor-

ausgesetzt werden, daB das Randintegral (4.52) verschwindet.

Einen (4.51) entsprechenden Ausdruck fir einen elastischen, dreidimensiona-
len Korper hat Pearson ,[34_,7 gegeben und analoge Uberlegungen fiir eine ela-

stische Zylinderschale wurden von Pfliiger Z ‘35_7 angestellt.

Die Randkurve C der Mittelfléche und die Normalen @sund ¥ auf € mogen die
Randfldche 0,@ definieren. Filr die auf diese Randfléche OR wirkenden Spannun-
gen soll vorausgesetzt werden, daB sie nicht vom Verschiebungsfeld abh#ngen.
Beachtet man zunichst einmal nicht die Forderung (4.52), dann 1d8t sich das
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Randintegral .
JT-a oo
Or
mit )
7" = Al 7;:' ay dO
"’“ 4/:
~%/2 s
7 =(4) 4 42!/ 7o, do

und (4.24) durch -

PG do - 155{4“5“’5“ e édfdc (8.53)

—

2 « = ‘
darstellen. Die GréBen #° s 7 und ?d sind die Komponenten der zeitli-

23

chen Anderungen der Randkrdfte und Momente. Fiir die Rotationsrate 4;'“‘
148t sich mit (4.18)
B e s
b d iy
= ~(,. * b )-—[ = e ¥ S5/ bu U (h.58)

.

schreiben, indem man @,‘ nach den Komponenten ’g_zé; und :;2-’,‘7’ beziiglich der
Randkurve ¢ und der iiuBerén Normalen v entwickelt. Hier ist AV das Bogen-
element in Rlchtung V. Mit (4.54) und unter der Voraussetzung, daB

0 e €xn v7 eindeutig ist, wird aus (4.53) nach partieller Integra-
tion iber die Rax_ldkurve ‘

=anf%c‘l‘do = /cﬁ[[é“- B e, - [ ] 224
G [F -l B lF gy ] B pdC. 5)

Der Term 47;-“6‘,% v2s ist die zeitliche Ableitung des Torsionsmomentes am

Rande und der Ausdruck ‘
"= G- £ B s v?)

stellt die zeitliche Ableitung der Ersatzquerkraft dar, deren Einfiihrung

beil Theorien, die auf der Kirchhoff-Loveschen Hypothese beruhen, erforder-

lich ist.

Es mu8 Jjetzt abér beachtet werden, daB das Potential ’w‘ der Randbelastun-

gen (vergl. S. 92) bei hydrostatischer Druckbelastung mit der Bedingung

(4.52) vertrédglich sein muB. So muB beispielsweise bei einem gelenkig ge-

lagerten Rand (@r=o) der Ausdruck g &% in T, fortgelassen werden.

Mit (4.34), (4.44), (4.51) und (4.52) sowie (4.55) bekommt das Funktional



- 40 -

(4.31) nach Integration iiber die Schalendicke die folgende Form
A d ] . ,s A ot
”a s, w" W -0 } - 4.56
‘&5{ R e R A (4:56)

Das Varlatlonsprinzip lautet dann

CSV’I =0, ‘ (4.57)

.. . . . sotfh o ‘s .
wobei V% , W , MC=mP*, = m?* variiert werden. Die erste Varia-

tion von (4.56) fiihrt auf mehrere Ausdriicke, die mit Hilfe des GauBschen

sdfp .
Integralsatzes und der kovarianten Ableitung von M (bzw m*e )

° O&p e olp Mo eAM =S et
R T T # liam
in Randintegrale {lberfiihrt werden konnen:

J’"’“ﬁg%ys de = [§ v,,n va,,,dd f va,‘ ¢

sm wé"w,ﬁ,d( lévp% 'wa(fwdc fLu /w.J waal(!
12

f L% +bys $5*] 1 dt =

=4 ﬂvd by y S8+ vty §221

-(’m"”}“ Vp - [ 2 (P €up v ‘) er}

@ d,é ° » o‘/s
"‘{{’M lulnpg'é”' - m }o(/b 'w} f
Mit diesen Beziehungen und (4.51) folgt aus (4.57) unter Beachtung von

, . A ‘s 3%
1, - J{ [ SRS AL

. € K 7] o
—[/;Ldp[,; +,};”’,,,7 [9/} +n /w,lo,,-'m. J¢ ba -

_plat o ptas™ [t (4.5

1
Se
}.3
>
o
~

* ol
”‘/"My"’){’s -— {M. 4474)'6 4+ M (‘!e"/é—

Cppli vt —wbl) - pt (B k) [ 45 fap -
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. . L] s .
-1-[ ¥*+ 'n“ﬁwx‘//s + n* s, Ve = mdﬁloc"/é + X%‘C(W s"s Cap y/‘)‘]gq,,}dc =0

M
P QWs u.s.w. erhdlt man mit (4.44)

W
" A+Y [ . v s Yy (s

Qoi = —-‘(Mi—_—’hgg R S A¥V nS‘S*

2% ED AEV (4.59)
W AtV [ . v T sl Y e F)

g’ﬁ:ﬁ = {;‘. (Mi.-ll'f\l‘ M’s +M°‘- AFY M’CS* ‘

Wegen der Bellebigkeit und Unabhingigkeit der virtuellen GroBen <;12; s JZJ P
54¢p‘, Jﬁu,s auf der Fliche i folgt zundchst aus (4.58), daB die eckigen Klam-
mern unter dem FlHchenintegral verschwinden miissen. Die Forderung nach dem Ver-

schwinden der ersten beiden Klammern liefert das Stoffgesetz

O Ws

o o

— s = O 4.60
T Bmn (4.60)
ot 2N (4.61)

r ome
Die Forderung nach dem Verschwinden der restlichen Klammern liefert drei Bedin-
gungen fiir die zeitlichen Anderungen 41¢p’ Oéfﬁ der sechs Spannungsresultieren-
den. Diese drei Glelchungen sind die Gleichgewichtsbedingungen der resultieren-
den Krifte an einem Schalenelement in Richtung der Basisvektoren.CL¢(a 1,2)
und.613. AuBerdem folgt aus (4.58), daB die eckigen Klammern oder entsprechend
die virtuellen GrdBen J/‘.’g , JB’:’;I 14 unter dem I Linienintegral und damit
auf der Randkurve C verschwinden; hier muBl beachtet werden, daB (4.52) erfiillt
sein muB. Diese letztgenannten Forderungen ergeben die vier Randbedingungen auf
C, und zwar folgen aus dem Verschwinden der eckigen Klammern die dynamischen
Randbedingungen und entsprechend liefert das Verschwinden der virtuellen Ge-
schwindigkeiten &V , %‘;‘;’1 , OW auf C die kinematischen Randbedingungen.
Man sieht, daB die Gleichgewichts- und dynamischen Randbedingungen direkt beziig-
lich der Zeit integrierbar sind. Ein Vergleich mit den geométrisch nichtlinearen
Schalentheorien von Sanders / 29 / zeigt, da8 die Verzerrungs- und Verschiebungs-
beziehungen und die Gleichgewichtsbedingungen mit der approximativen Theorie
fir kleine Verzerrungen und kleiner Rotation um die Normale ibereinstimmen, so-
fern man in der Arbeit von Sandefs die Querkraft aus den Glelchgewichtsbedingun-
gen eliminiert. Allerdings hat Sanders nicht den Fall der hydrostatischen Druck-

belastung betrachtet und elastisches Materialverhalten angenommen.

Im folgenden werden noch zwei Transformationen des Funktionals (4.56) abgelei-

tet, und zwar mit Hilfe der Euler-Lagrangeschen Gleichungen (4.60) und (4.61),



aus denen man mit (4.59) die zeitlichen Anderungen der Membrankrifte und

Momente zu

o w E o % V ssge) _ ¢« o (462
42/_,-.:;;;0(04,6 t o % A) 7 4 ( )
. E ¢ & ’/ - 4 o — y, ot

Mma = ey B[C"ﬂ * A= w“’rﬂ) 7 s (4.63)

errechnet. Die Relationen (4.60) und (4.61) bzw. (4.62) und (4.63) sind
natiirliche Bedingungen [10_7 der Variationsaufgabe (4.57). Filigt man sie
von vornherein als Nebenbedingungen hinzu, dann bleibt in dem neuen Pro-

blem der stationdre Charakter von ¥z erhalten /10 .

Zunichst sei die Nebenbedingung (4.61) bzw. (4.63) betrachtet. Sie 1HSBt
sich einfach in der Weise berilicksichtigen, indem man in 31'1 die zeitli-
chen fnderungen der Momente nicht mehr als unabhingig zu variierende Gros-
sen auffaft, sondern man denkt sie sich entsprechend (4.63) durch die Ge-

.5

schwindigkeiten ¥ und @ ausgedriickt. Dann wird aus dem Funktional (4.56)

(4.65)
£ E 4 . A

ol o/,
’§ﬂ )/4”,: —

1‘(6//3"”——'" ,1-PV

3
w'id2).
o lp

Die hler an sich puftretenden Zusatzterme, die nur die Integrale 7 s und
m ,, enthalten, kOnnen fortgelassen werden, da sie nicht variiert werden.
In y; werden »™: =-"5M, 7},‘ und 2';’var-iic—:‘rt und es gilt

Yt = o. | o (4.66)

Fiir die Spannungsraten $j erh#lt man mit (4.63) aus (4.43)

= j)‘(’”‘ﬁ 'A) * AQ//,W (C"/é* 7 va C":J/‘s‘)
5 e &3
= v ( * o=y e,é}) . (%.67)

° ° o
In gleicher Weise ktmnnen aus (4.56) sowohl 'Wt; wie auch 1p mit Hilfe der

Nebenbedingungen (4.62) und (4.63) eliminiert werden. Dann erhilt man
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;UI{*‘::/‘[//?'\‘*‘_,.;%/‘; z&xa}/’_if}a’/ - 7[: ) (4.68)

wobei
R L LRl A
fpﬁ(aS/‘j AR e HCY YA
— (kg + e al I3 R —7*;—.; #7dx) (4.69)
(5 as;cf“)/"'” v m3de).

X . .
In dem Funktional ¥y werden nur 2% und @ variiert und es gilt

¥* %
J%‘. = 0. (4.70)

Das Prinzip (4.70) entspricht dem Prinzip vom Minimum der Potentiellen
Energie bei Vorhandensein von Anfangsverzerrungen- und Spannungen und ende-
lichen Rotationen. Die Spannungsraten s 2 ergeben sich aus (4.43) mit
(4.62) und (4.63) zu .

-y R Y R T T A )

-V
(,;5 + ,:' €’y st)_] (4.71)

Einige allgemeine Bemerkungen zur Anwendung sollen noch gegeben werden. Es
soll zundchst (4.57) zum Ausgangspunkt genommen und das Ritzsche Verfahren
oder die Methode der Finiten Elemente angewendet werden, um elne Ndherungs-
losung zu entwickeln. Flir das Verschiebungsfeld sowie fiir die Membrankréfte
und Momente werden Ans@tze gewdhlt, die noch freie zeitabhingige Parameter
linear enthalten. Nach Variation beziiglich der zeitlichen Ableitungen die-
ser Parameter erkennt man, daf die Anwendung des Variationsprinzips gleich-
bedeutend ist mit einer gewichteten Mittelung des Stoffgesetzes, der Gleich-
gewichtsbedingungen und der dynamischen Randbedingungen. Diese Ansdtze miis-

sen von der zu erwartenden LOsung des Gesamtproblems her gesehen geschickt

gewdhlt werden.

Gelingt es nun insbesondere Ansdtze (linear in den Parametern) derart zu
finden, daB die Anzahl der Verschiebungsparameter mit der Anzahl der Membran-
kraft- und Momentenparameter ibereinstimmt, dann ist zu erkennen, daB nach
Anwendung des Ritzschen Verfahrens zwei entkoppelte Systeme von linearen

Gleichungen fiir die zeitlichen Anderungen der beiden Parametergruppen ent-
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stehen konnen. Das erste System folgt aus dem gemittelten Stoffgesetz und
das zweite aus den gemittelten Gleichgewichts- und dynamischen Randbedin-
gungen. Falls dile Zahl der Gleichungen des zweiten Systems mit der'Anzahl
der zeitlichen Ableitungen der Membrankraft- und Momentenparameter iiberein-
stimmt und diese auch in dem zweiten Gleichungssystem auftreten, dann las-
sen sich nach Integration beziiglich der Zeit (bei vorgegebenen Anfangsbe-
dingungen) die Membrankraft- und Momentenparameter allein durch die Ver-
schiebungsparameter und die Lasten ausdrﬁcken und daher aus dem Problem
eliminieren. Ein derartiges Beispiel ist in Abschn. 6.3 (S. 68) angegeben.

Im allgemeinen werden aber solche Ansdtze nicht leicht zu finden sein.

Ist man an einer genauen Untersuchung, insbesondere an der nichtlinearen
Spannungsverteilung Uber der Schalendicke interessiert, dann ist es erfor-
derlich, die lokalen Spannungen in der Schale zu berechnen, um daraus dann
die Kriechraten und die Integrale ?;cglnmi 753; zu ermitteln. Dafiir stehen
die Gleichungen (4.43) fiir die Spannungsraten \éz zur Verfiigung. Diese
Gleichungen zusammen mit den durch das Ritzsche Verfahren gewonnenen Glei-
chungen stellen ein System von Integro- Differentialgleichungen dar. Indem
die Spannungsraten nur an diskreten Stellen berechnet werden, wird das
Problem auf ein System gewchnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung
fiir die Spannungen, Spannungsresultierenden und Verschiebungen reduziert.
Nachteilig ist, daB die Anzahl der Differentialgleichungen sehr grofl ist,
da die Spannungsraten an vielen diskreten Punkten berechnet werden miissen.
Um diese Anzahl 2zu vermindern, ist es im allgemeinen vorteilhafter, von
dem Variationsprinzip (4.66) oder besser (4.70) auszugehen, wenn auch der
Hauptanteil der Gleichungen durch (4.67) bzw. (4.71) gestellt wird.

Der Umfang des Differentialgleichungssystems kann durch das folgende Vor-
geheri erheblich reduziert werden. Zunidchst trifft man die Annahmen, da8 die
Spannungsverteilung ilber der Schalendicke im Gegensatz zu (4.43) allein
durch die Membrankrdfte und Momente bestimmt ist. Dies ist damnmn und nur
dann der Fall, wenn man eine lineare Spannungsverteilung oder ein Sandwich-
modell (Doppelmembran {_1, 2, 3_7)annimmt; das Sandwichmodell ist wegen der
leichten Integration iiber die Schalendicke vorzuﬁiehen. Aus (4.31) erhdlt
man dann, wie auf S. 36 bemerkt, nach Integration iiber die Schalendicke for-
mal ebenfalls das Funktional (4.56). Bei der direkten Anwendung des Prinzips
(4.57) zeigt sich, daB die Ritzschen Gleichungen Jetzt die Aufgabe voll-
stdndig beschreiben, so daB im Gegensatz zu dem oben beschriebenen Vorgehen
eine Spannungsberechnung an diskreten Punkten nicht mehr erforderlich ist.
Darin ist der eigentliche Vorteil des allgemeinen Variationsprinzips (4.57)
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zu sehen. Der Nachteil ist, daB nichts iiber die nichtlineare Spannungsver-
teilung und die lokalen, nichtelastischen Verzerrungen ausgesagt werden
kann. Dariiber hinaus wird der durch die Umlagerung der Spannungen hervor-
gerufene "statische Primdrkriecheffekt" /"1 / vernachlidssigt.

Eine weitere Mdglichkeit soll hier nur angedeutet werden. Anstelle des An-
satzes (4.43) konnte man von vornherein fiir die Spannungen einen Polynom-
ansatz derart machen, daf
i ‘
Si= Sierey * O Siagmer (0
@ = (e °e8Y) ‘

Die Integration des Funktionals (4.31) iiber die Schalendicke muB dann neu
durchgefilhrt werden. Dieses Vorgehen filhrt allerdings auf ein sehr grofes
System freier Parameter. Insbesondere aber wird es schwer sein, bei Anwen-
dung des Ritzschen Verfahrens, geeignete Ansdtze fiir die Ortsabhingigkeit
der Funktionen (g ,: (6.et) und (;S) : (o'e*) zu finden, da diesen GroBen keine me-
chanische Bedeutung wie beispielsweise den Membrankriften oder Momentep Zu=
kommt. Dieser Nachteil ist bei dem Ansatz (4.43) bzw. bei einem Sandwich-
modell oder einer angenommenen linearen Spannungsverteilung iliber die Scha-

lendicke nicht vorhanden.

4.5 Ein Variationsprinzip fiir nichtelastische, viskose Schalen

Das Variationsprinzip (3.18) wird den folgenden Ableitungen zugrunde ge-
legt. Es soll davon ausgegangen werden, daB sdmtliche eingeprigten Krdfte
unabhéngig vom Geschwindigkeitsfeld sein sollen. Weiterhin gelte cﬂi£= o
auf O..

Voraussetzungsgemd soll auf die Mittelfldche ein hydrostatischer Druck
wirken, so daB man mit (4.23), (4.46) und der Approximation

odF
- = A
af
fiir die Leistung der MittelflZchenbelastung nzherungsweise
2 F .o — y £ 25 U)d
Z .-’{fT (&), df = —f_,_f/”'/@* s v)df (4.72)

erhdlt. Es sei darauf hingewiesen, dafli diese Approximationen bei der Her-
leitung von ZQ’, Gl. (4.51), nicht moglich sind, da sonst ein Potential
(s. S. 92) nicht angebbar ist.

Mit der Kirchhoff-Loveschen Approximation folgt dann aus (3.18) nach Inte=
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gration iiber die Schalendicke

¢1 =////n/§‘ ol +m/‘_’,fcéf' -[Z + pl (2 fw;.@"/ja//

(4.73)
. .
L ${[ 7 w6 ]n [ 220 47 a3 fd
Hier bedeutet formal
A ;/zn
= [ // o 4,74

Fiir die Integration von (4.74) ist es erforderlich, eine Annahme fiir die
Spannungsverteilung iiber die Schalendicke zu machen. Im einfachsten Fall
kann man eine lineare Spannungsverteilung annehmen; fiir die Integration
’(4.74) ist die Annahme eines Sandwichmodells (Doppelmembran) allerdings
geeigneter. Fiir bestimmte einfache Belastungsfdlle (z.B. reine Biegung)
188t sich erreichen, daB das angendherte Dissipationspotential mit dem
exakten Ubereinstimmt. Wesentlich ist fur beide Approximationen, daB die
Spannungen in der Schale eindeutig durch die Membrankrafte und Momente
bestimmt sind, so daB /;i allein durch diese Groflen darstellbar ist. Die
Variation von (4.73) erfolgt denn beziiglich ¢ 2, m5 und my .

Man erhdlt P A
‘ W 2 M .
=ff/[d6 gﬁj Jony + [&4 da%/‘? o m5

~[/)zm‘[g # %’/543, 6; -—'mm/f 5; - /olw‘f/g"z,;
[P by - (k) + My —p 2 ] 5% fdf
9{//[”’ - Ity - Ty, sy # M7 b5y ]I,

o-,_tc(y“ —md/;y; ]Jaw/
- % « : (4.75)
137+ n g g - m e v

f'/?’gz[/”““gé éaAYA)JJZé]dC/ = O

und entnimmt dann (4.75) sofort, daB das Verschwinden der Ausdriicke in
den eckigen Klammern die notwendigen Bedingungen fiir das Stationdrwerden
von (4.73) darstellen.
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Wie schon auf S. 22 bemerkt, beruht bei einem nichtelastischen, kriechen-
den Korper der Vorteil des verallgemeinerten Variationsprinzips auf der
Moglichkeit, daB man in manchen FHllen bei unabhingiger Variation der Span-
nungen und der Verschiebungsraten auf ein System von quasilinearen Differen-
tialgleichungen fiir die Verschiebungsparameter kommen kann. Entsprechendes
gilt hier fir das Prinzip (4.73), d. h. es miissen sich die Membrankraft-
und Momentenparameter allein durch die Verschiebungsparameter und die
Lasten ausdriicken lassen konnen. Das ist nur dann moglich, wenn sich aus
den Ritzschen Gleichungen zwel entkoppelte, lineare Gleichungssysteme
einerseits fiir die zeitlichen Ableitungen der Verschiebungsparameter und
andererseits fiir die Membrankraft- und Momentenparameter ergeben. Dies
kann man erwarten, wenn die Ansdtze linear in den Parametern sind und wenn
die Anzahl der Verschiebungsparameter mit der Anzahl der Membrankraft- und
Momentenparameter ibereinstimmt (vergl. dazu die Bemerkungen auf S. 43);
als einfaches Beispiel wird dazu in Abschnitt 6.3 der Kriechkollaps eines
isothermen Brennstabhiillrohrs untersucht. Ist ein solcher Ansatz nicht mdg-
lich, dann wird man zu jedem Zeitpunkt das nichtlineare Gleichungssystem
fiir die Membrankraft- und Momentenparameter sowie die gzeitlichen Ableitun-

gen der Verschiebungsparameter iterativ zu ldsen haben.

Wegen des im allgemeinen nichtlinearen Kriechgesetzes ist die Spannungs-
verteilung iiber die Schalendicke auch bei angenommener linearer Verzer-
rungsverteilung nichtlinear. Ist man insbesondere an dieser Spannungsver-
teilung interessiert, dann ist der hier eingeschlagene Weg nicht gangbar,
vielmehr mufl die Spannungsverteilung durch weitere freie Parameter darge-~
stellt werden. Allerdings kann man erwarten, dafB dieses Vorgehen sehr

schnell seine praktischen Grenzen findet.
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5. Das Kriechkollaps=-Problem von Brennstabhiillrohren

5.1 Problemstellung

Die Brennstdbe von dampf- oder gasgekilhlten Schnellen Brutreaktoren sind ho-

hen Betriebsbeanspruchungen ausgesetzt, und zwar sind dies im wesentlichen:

- Hohe Hiullrohrtemperaturen und radiale Temperaturgradienten. Infolge der
engen Brennstabblindelgeom&trie ergeben sich weiterhin Temperaturschwan-
kungen entlang des Umfangs, und zwar sowohl bei exzentrischer Brennstab-

position wie auch bei zentrischer Position 1-36, 377,

- Hoher Kthlmitteldruck. Bei Brennstdben ohne Druckausgleichssystem / 38,
39_7 besteht zumindest am Anfang der Einsatzzeit ein HuBerer Uberdruck,
der nur teilweise durch Aufbringen eines anfinglichen Innendrucks kom-

pensiert werden kann.
- Hohe Bestrahlungsdosen.

- Meéhanische und chemische Wechselwirkung des Hilllrohrs mit dem Brenn-
~stoff und dem Kihlmittel.

Ist kein Druckausgleichssystem filr die Brennstidbe vorgesehen, dann fihrt der
anfangliche zuBere Uberdruck und die hohe Temperatur, die den Hiillrohrwerk-
stoff kriechfidhig macht, zusammen mit den uwnvermeidlichen, fertigungsbeding-
ten Fehlern der Hilllrohrgeometrie zum Problem der geometrischen Stabilitdt

der. Brennstabhiille.

-----

schen Fertigungsungenauigkeiten unterschieden werden:

- Abweichung der Mittelfliche von der perfekten Kreilszylinderform

(z.B. quasi-elliptische Anfangsovalitit)

- Verdnderliche Wandstarke (z.B. Hiilllrohrquerschnitt mit exzentrischen

Kreiskonturen)

Nur die erste Fertigungsungenauigkelt soll hier betrachtet werden, denn ei-
nerseits kann man die minimale Wandsté@rke der Rechnung zugrunde legen, ande-
rerseits wird ein Hiillrohr mit verinderlicher Wandstdrke, aber perfekter
Kreisgylinderform der Mittelfldche, eine wesentlich groBere Kriechfestigkeit

haben als eines mit kleinen StSrungen der Mittelfldchengeometrie,

Infolge der geometrischen Abweichungen der Mittelfldche erzeugt der HuBere
Uberdruck auBer Membrankriften auch Biegemomente, die bereits bei rein ela-
stischem Materialverhalten eine VergrdBerung dieser Fehler erzeugen. Da nun

das Hiillrohrmaterial bei den vorgesehenen Betriebstemperaturen kriecht, #ndern
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sich diese geometrischen Fehler auch bei konstantem und beliebig kleinem
suBeren Uberdruck progressiv mit der Zeit. Durch die Spaltgasfreisetzung
vergrofert sich aber der Innendruck und infolge des Brennstoffschwellens
baut sich ein FestkOrperdruck im Innern der Hillle auf. Beide Effekte wir-
ken dem AuBendruck entgegen. AuBerdem kann der Brennstoff aufgrund der
Kriechfestigkeit seiner Randzone eine gewisse Stiitzwirkung haben. Nun sind
jedoch die Kenntnisse iber das Kriechverhalten des Brennstoffes insbesonde-
re unter Bestrahlung ungenligend, und wesentliche Effekte wie Haft- oder Gleit-
kontakt zwischen Bremnstoff und Hilllrohr, RiBSbildung, Schwellen und anderes
mehr sind nur schwer zu erfassen. Daher soll die Hiille fiir die erwartete
Einsatzzeit ohne Beriicksichtigung der mechanischen Wechselwirkung mit dem
Brennstoff als kriechfest gegen den ZuBeren Uberdruck ausgelegt werden
("strong-clad" - Konzept). Wegen der unsicheren Daten llber die Spaltgas-

freisetzung wird der Spaltgasdruckaufbau ebenfalls micht berlcksichtigt.

In diesem Zusammenhang mufB natlirlich noch darauf hingewiesen werden, daB
bei hinreichend hohem Druck ein zeitunabhingiges elastisches oder elastisch-
plastisches Beulen unmittelbar nach Belastung auftreten kann. Es ist klar,
daB ein solcher Versagensmechanlsmus von vornherein durch geeignete Wahl
des Werkstoffes, der Abmessungen, Temperatur und der Belastungrausgeschlos-
sen werden mufB. Dariiber hinaus muB man auch das Hiillrohr gegen den spiter
wirksam werdenden Schwelldruck des Bremstoffes und gegen den Fall elnes
Kihlmitteldruckverlustes am Ende der Einsatzzeit auslegen. Diese Gesichts-

punkte werden hier aber nicht weiter untersucht.

5.2 Kriechkollapstheorien

In der Kriechmechanik existleren eine Reihe fundamental unterschiedlicher
Kriechstabilitdtskonzepte, die von einer unterschiedlichen Definition der
Stabilitdt und unterschiedlichen Stoffgesetzen herriihren. Eine Zusammen-

stellung der verschiedenen Thecrien im Hinblick auf das Kriechknicken von
Druckstdben und einen kritischen Vergleich hat Hoff [-40_7 gegeben. Diese

Theorien lassen sich grob in zwel Gruppen einteilen.

™ der ersten OGrunne wird 4i
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bilitatskonzepten definiert. Man Sieht die Anfangsgeometrie des Bauteils
als perfekt an und beniitzt kinetische oder statische Stablilitadtskrite-
rien (/740 7 bis /749 7). Aus diesen Kriterien errechnet sich ein kriti-
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scher Zeitpunkt, nach dem jede StOrung zu einem éxponentiellen Auswachsen
der Verformungen fiihrt. Hoff hat die technische Brauchbarkeit dieser Kon-
zepte in Frage gestellt und u.a. insbesondere darauf hingewiesen, daB sig-
nifikante Verformungen bei der theoretisch gut fundierten Theorie von
Rabotnov und Shesterikov 4-41_7 erst nach einem Vielfachen der kritischen
Zeit auftreten. Die Unbrauchbarkeit dieser Theorien bel der Vorausberech-
nung des Langzeitverhaltens haben Jahsman und Field 1_50_7 durch Vergleich

mit experimentellen Ergebnissen an Druckst@ben nachgewiesen.

In der zweliten Gruppe werden realistischere KriechstabilitZtstheorien ent-
wickelt, die die Tatsache beriicksichtigen, daB unvermeidbare Abweichungen
von der perfekten Geometfie vofhanden sind, und die das Langzeitverhalten
untersuchen. Infolge dieser Abweichungen werden Bilegemomente in das Bau-
teil eingeleitet, die bel kriechendem Material zu einer monotonen Zunahme
der Verformungen filhren. Im Hinblick auf die technische Brauchbarkeit des
Bauteils, miissen diese Deformationen natiirlich beschrinkt bleiben. Daher
ist es wesentlich, quantitative Aussagen iber den zeitlichen Verlauf der

Verformungen machen zu konnen. Drel Phinomene konnen hier auftreten:

- Werden elastische und zeltunabhingige, plastische Verzerrungen ver-
nachléssigt und wird nur Kriechen beriicksichtigt, dann wachsen die
Verformungen und Geschwindigkeiten auch bei zeitlich konstanter und
beliebig kleiner Last theoretisch iiber alle Grenzen. Bei einem line-
ar-viskosen Material liegt dieser Zeitpunkt im Unendlichen, dagegen
ergibt sich fiir ein nichtlihear-viskoses Verhalten eine endliche
Zeit, die hier als Kriechkollapszeit bezeichnet werden soll. Wihrend
des weitaus groBten Teils dieses Zeitraums kann die Bewegung als
schleichend angesehen werden, so dafB also Triagheitskridfte vernach-
ldssigt werden kbnnen; im letzten Teil wachsen dann die Deformatio-

nen stark an.

- Berilicksichtigt man gzeitunabhidngige, plastische Verzerrungen, dann
konnen, nachdem die Verformungen durch Kriechen genligend groB gewor-
den sind, durch Uberschreiten der Streck- bzw. Quetschgrenze hinrei-
chend viele FlieBzonen gebildet werden, so daB ein plastischer Kol-
laps (im Sinne der Tragldsttheorie) auftritt. Ist diese FlieBgrenze
sehr klein, dann kann ein derartiger plastischer Kollaps zeitlich
weit vor dem Kriechkollaps eintreten. Es soll filir die weiteren theo-

retischen Untersuchungen aber vorausgesetzt werden, daB die FlieB-
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grenze hinreichend groB ist, so daB ein plastischer Kollaps erst bei
groBen Deformationen auftritt. Dann wird der Zeitpunkt des plasti-
schen Kollapses geniligend genau durch die Kriechkollapszeit angegeben,
S0 daB men die zeitunabhidngigen, plastischen VErzerrungén vernach-

ldssigen kann.

- Dariber hinaus kann unter Berlicksichtigung des -elastischen Verhaltens
bel gewissen Geometrien und Belastungen eine elastische Instabilit#t
nach endlicher Zeit, aber vor Erreichen der Kriechkollapszelt auftre-
ten. Grigoliuk und Lipovtsev haben dies in 1—27_7 gezeigt. Allerdings
seil hier bemerkt, daB eine derartige Instabilitdt bei einem langen,

quasi-elliptischen Rohr unter AuBlendruck nicht auftreten kann.

Speziell zum Problem des quasi-elliptischen Kreisgzylinderrohres unter
AuBendruck sind eine Reihe von Arbeiten erschienen, die die in Kap. 5.1

beschriebene Fragestellung zumindest teilweise behandeln.

Die Arbeit von Sundstrdm /51 / sei nur erwdhnt, da sie wegen der Bela-
stungs- und Lagerungsverh&8ltnisse nicht dem Hiillrohr entspricht und keine
explizierten Ergebnisse angibt. Wah uﬁd Gregory 4—52_7 und Stowell und
Wah [-53_7 untersuchen einen Kreisring mit vorgegebener Anfangsovalitit
und legen ein Stoffgesetz zugrunde, das auBer elastischen Verzerrungen
sekundidres Kriechen nach einem hyperbolischen Gesetz enthidlt. Stowell und
Briggs [_54_7 haben primdres Kriechen durch ein Zeltverfestigungsgesetz
beriicksichtigt. Die homogene Wand des Ringes wird durch ein Sandwichmodell
ersetzt. Unausgesprochen wird das Problem durch eine Einzelpunktkollokati-
on auf eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir die zeitabhingige Ova-

1itdt zurlickgeftihrt.

Theoretisch detaillierte Untersuchungen wurden von Hoff, Jahsman und
Nachbar 4-55_7, Ellington /56 / und Serpico 4—57_7 durchgefiihrt. Serpico
hat selbst einen ersten Vergleich mit der Theorie von Hoff et al. vorge-
nommen. Die Arbeiten von Hoff et al. und Ellington haben filir die Ausle-

gung von Hiillrohren besondere Bedeutung gewonnen. Schmidt / 58 / hat die

[ I |

Theorie von Hoff et al. zur Festigkeitsanalyse von Hiillrohren fiir den

dampfgekilnlten Schnellen Briiter angewandt und Glilckler, Passig und Hochel
/ 59 _7 haben die Ellingtonsche Theorie auf beliebige ganzzahlige Kriech-
exponenten erweitert und mit der Theorie von Hoff et al. verglichen. Eine
kritische Durchdringung dieser Theorien wurde allerdings nicht durchge-

filhrt. Wegen ihrer Bedeutung seien deshalb im folgenden Abschnitt einige
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Bemerkungen angefiigt.

5.3

Die Kriechkollapstheorien von Hoff et al., Ellington und Serpico

5.3.1 Die Kriechkollapstheorie von Hoff, Jahsman und Nachbar {-55 7

Die wesentlichen Annahmen sind folgende:

a)

b)

c)

d)

Das Materialverhalten wird allein durch sekundidres Kriechen nach der
Invariantentheorie von Odgvist (1-1_7, Nortonsche Gesetz) beschrie-
ben. Das Temperaturfeld ist isotherm und &ndert sich nicht mit der

Zeit.
In axialer Richtung treten keine Kriechdehnungen auf.

Die Hiilllrohrwand ist diinnwandig und wird durch eine Doppelmembran
(Sandwichmodell) ersetzt. Flir die Abmessungen der Doppelmembran wird
verlangt, daB die Summe der Membranstidrken mit der Hiillrohrdicke und
daf3 die Flachentrigheitsmomente iibereinstimmen. Es sei bemerkt, daB
diese letzte Bedingung eigentlich nur bel linear elastischem oder

linear viskosem Materialverhalten angebracht ist.
Die Anfangsform des Hilllrohrs ist quasi~-elliptisch, d.h. der Radius®
der Mittelfldche ist gegeben durch
R=R (1+x,Cos2¢) ,
wobei R der mittlere Radius ist und &, << 4 ein fertigungsbedingter

Ovalit@tsparameter.

Nach diesen grundsdtzlichen Voraussetzungen nehmen Hoff et al. an, dal3

die MittelflHche des Zylinders fiir alle spdteren Zelitpunkte dargestellt

werden kann durch

R = y=] (// + 0‘(*) Cosz¢) ; (5'1)

~dabei wird nicht gesagt, ob ¢ eine Eulersche- oder Lagrangesche Koordi-

nate ist. Die Autoren machen auch keine weitere Angabe iiber die Verfor-

mung der Mittelfldche, so daB Schwierigkeiten bel der Deutung bestehen.

Der Ansatz (5.1) bekommt allerdings dann einen klaren Sinn, wenn man ¢

als Lagrangesche Koordinate ansieht, woraus dann auch folgt, daB sich die

materiellen Punkte der Mittelfliche nur auf Radien bewegen. Dies erkennt

man auch aus der Art und Weise, in der die zeitliche Znderung der geome-

trischen Krimmung ¥g gebildet wird / 755, Gl.25a_7,
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Ohne hier auf die Einzelheiten einzugehen, erhalten Hoff et al. schlief3-
lich mit Hilfe eines einfachen Mittelungsverfahrens eine gewthnliche Dif-

ferentialgleichung fiir das Ovalitdtsmal

R

X{{-) = Kyg) hs /2
- - n m* v
X - L (2] (L2 2 (7] 8. (%) (5.2)

mit der Anfangsbedingung

T A = e i
A ® hs/2
Hier sind:
h Hiillrohrdicke
hs = h/1F Abstand der Membranen des Sandwichmodells (Abb. 4)
d=h/2 Membranstirke
K st Konstante im Nortonschen Kriechgesetz
£ =KkG)*
” . Nortonscher Kriechexponent
n* _ { ”n ) m ungerade
n~-4 M gerade
B,= 4 , By =8.-2 'mi!
Y=, ZuBerer Uberdruck, der zeitlich variabel sein kamn.

(5.2) ist unter den folgenden Einschrinkungen giiltig:

- : ganze Zahl
- M ungerade : Xo = X = E/(h,/z) >>4
- m gerade s A, = X < A4

Auf eine ndhere Begriindung wird in Abschnitt 6.3 eingegangen werden.

5.%.2 Die Kriechkollapstheorien von Ellington ['56_7 und Serpico /757 /

Der Ausgangspunkt dieser Theorien ist das Variationsprinzip von Sanders,
McComb und Schlechte [-14_7 , so daB hier also auBer den Kriechverzerrun-
gen auch elastische Verzerrungen berlicksichtigt werden. Die Anfangsgeome-

trie ist bei beiden Autoren quasi-elliptisch. Die Gemeinsamkeiten der bei-
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den Theorien liegt in folgenden Punkten:

Der zuBere Uberdruck wird momentan aufgebracht und dann konstant ge-

halten; das Temperaturfeld ist isotherm.
Dinnwandigkeit wird vorausgesetzt.

Die Spannungsverteilung durch die Rohrwand wird als linear angesehen.
Dies ist sicher eine gute Approximation zu Beginn des Deformations-
prozesses, sofern keine Wirmespannungen auftreten. Die Knderung der
Membrankraft in Umfangsrichtung und die Schubspannungen werden ver-

nachliassigt.

Fiir die Normal- und Tangentialverschiebungen (%", %) der Mittel-
fliche macht Ellington den Ansatz

W o= Ay + Vg ceilp

v = ~% Wl S 2p
Serpico vernachlidssigt den Schrumpfungsterm %% , der auch nicht we-
sentlich ist, sofern man nur an der Kriechkollapszeit interessiert
ist. Die Verkniipfung der Tangential- und Normalverschiebumg folgt
aus der Bedingung, daf sich die Dehnung der Mittelfliche niherungs-

welse nicht entlang des Umfanges &@ndert.

Bel der Integration des Funktionals von Sanders et al. gehen beide
Autoren stillschweigend davon aus, dafB das unverformte Rohr eine per-
fekte Kreisform besitzt. Pilir die Integration des Funktionals ist es
aber erforderlich, diese im Referenzkoordinatensystem auszufiihren;
d.h., es muf ilber den quasi-elliptischen Zylinder integriert werden.
Es gehen daher in beiden Theorien gewisse Terme verloren. Insbeson-
dere ist es daher bei dem Vorgehen von Ellington und Serpico nicht
moglich, die anfinglichen elastischen Verformungen, dle bei einem

momentanen Aufbringen des HuBeren Uberdrucks auftreten, aus dem Va-

.riationsprinzip zu erhalten.

Flir das Kriechverhalten nehmen beide Autoren ein Zeitverfestigungs-
gesetz an, dessen Spannungsabhingigkeit durch ein Potenzgesetz be-

schrieben wird.

Die Unterschiede der beiden Theorien liegen im folgenden wesentlichen

Punkten:

Serpico betrachtet einen'Rihg, so daB keine axialen Spannungen auf-
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treten. Ellington beriicksichtigt die axialen Spannungen, macht aber
die zundchst recht willkiirliche Annahme, daB in axialer Richtung kei-
nerlei Kriechdehnungen auftreten; dadurch wird die Anzahl der Span-
nungsunbekannten reduziert. Eine physikalische Begriindung gibt
Ellington nicht. Wié sich spéter zeigen wird, ist diese Annahme aber

recht gut erfiillt, sofern keine Temperaturgradienten auftreten.

Ein weiterer Unterschied in beiden Theorien besteht in der Beziehung
zwischen den Lagrangeschen Tangentialdehnungen und den Verschiebungen.
Ellington setzt

2
ey = Wt Py +§ 5,) -AQ/@’my"‘ ”3?)

und bei Serpico ist in Anlehnung an Novozhilov /712 /

Ep = w4 Ty 4 f[/“gr“”)z*("’*gf)z]")g/@rr‘”;P)
Zundchst muB bemerkt werden, dafl diese Beziehungen nur gelten, wenn
die Mittelfldche perfekt kreisformig ist; beli der quasi-elliptischen
Mittelfléché kommen Zusatzterme hinzu, die von derselben GrdBenord-
nung sind wie die nichtlinearen Terme. Der wesentliche Unterschied
zwischen den beiden Ansitzen liegt in den nichtlinearen Ausdriicken.
Man sieht unmittelbar, daB sich der Ansatz von Serpico vereinfachen
18B8t, da bel den vorausgesetzten kleinen Dehnungen e; in der Mittel-
fliche (@ =0 ) der Ausdruck (&N 1«3,9" gegen (wW+%g) vernachlissigt wer-
den kamn. Der Tenn(28y~”) stellt die Rotation der Normalen dar. Den
Ansatz von Ellington erhdlt man dann, falls der Einflu8 der Tangen-
tialverschiebung auf die Rotation vernachléssigt wird, und zwar nur
in dem nichtlinearen Glied. Konseguenterweise miifte dann aber auch
die Krﬁmmung{%%yfqar durch z%ﬂp ersetzt werden (Donnellsche Approxi-

mation).

Ellington berlicksichtigt unausgesprochen nicht die Tatsache, daB bel
hydrostatischer Druckbelastung die Oberfldchenkridfte ihre Richtung
mit der Verformung #ndern. Serpico hat sowohl diese Belastungsart
wie auch eine wirklich hydrostatische Druckbelastung untersucht und
gezeigt, daB die hydrostatische Belastung insbesondere bei grofen
Anfangsovalit&ten eine wesentlich geringere Kriechkollapszeit zur
Folge hat. Diese Vernachléssigung in der Ellingtonschen Theorie wird
aber zumindest dadurch teilweise kompensiert, daB Ellington bei der
Variation des Geschwindigkeitsfeldes die erforderliche Variation der
Tangentialgeschwindigkeit {ibersieht. Flir ein kubisches Kriechgesetz

und bei verschwindenden axialen Spannungen stimmen die Kollapszeiten
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von Ellington und Serpico iiberein.

- Serpico hat als erster einen Vergleich seiner Theorie mit der Theo-
rie von Hoff, Jahsman und Nachbar durchgefilhrt, indem er die elasti-
schen Verzerrungen durch den Grenziibergang (£-»c0 ) gegen Null geben
lieB. Dabei zeigten sich deutlich Unterschiede in den beiden Theori-
en. Flir den Fall einer nichthydrostatischen Druckbelastung kamen
sich beide Ldsungen allerdings recht nahe. Eine Erklirung fiir diese

Unstimmigkeit konnte er allerdings nicht geben.

Gliickler, Passig und Hochel / 59 / haben die Theorie von Hoff et al.
und Ellington verglichen und dabei Kollapszeiten gefunden, die sich

um einen Faktor 2 - 3 unterschieden.

6. Die Behandlung des Kriechkollaps-Problems mit Hilfe von Variations-

prinzipen der Kriechmechanik

6.1 Zielsetzung der Untersuchungen und Voraussetzungen

Nach der vorangegangenen Diskussion vorhandener Kollapstheorien ergeben
sich eine Reihe von Fragestellungen, die bisher keine oder nur eine unge-

niigende Kldrung erfahren haben:

a) EinfluB der elastischen Verzerrungen auf den Deformationsprozess

und die Kriechkollapszeit

b) Ermittlung der nichtlinearen Spannungsverteilung in der Hiillrohr-
wand und ihr EinfluB auf die Kriechkollapszeit

¢) Ermittlung der nichtelastischen Verzerrungen in der Hilllrohrwand

d) EinfluB der Wiarmespannungen und der Temperaturabhingigkeit der
Kriechparameter, sowohl bei rotationssymmetrischem wie auch nicht-

rotationssymmetrischem Temperaturfeld

Dariiber hinaus gibt es weéitere Effekte, die die Deformation des Hiillrohrs

beeinflussen; die wesentlichsten sind:

- Das Verhalten des Hiillrohrmaterials unter Bestrahlung; in Abhingig-
keit von dem Werkstoff, dem Temperaturbereich und der Bestrahlungs-
dosis konnen das strahlungsinduzierte Kriechen, das Schwellen und

die Hochtemperaturversprddung von Wichtigkeit sein.

- Die Stittzwirkung und das Schwellen des Brennstoffes.
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Auf diese Probleme kann hier nicht weiter eingegangen werden. Im Prinzip
188t sich aber das Schwellen und strahlungsinduzierte Kriechen des Hiill-
rohrs bel dem in Abschn. 6.4 angegebenen numerischen Verfahren beriicksich-

tigen, sofern das Bestrahlungsverhalten quantitativ faBbar ist.

Die unter a) bis d) angegebenen Fragestellungen sollen mit den in Abschn. 4
entwickelten Variationsprinzipen untersucht werden. Folgende Voraussetzun-

gen sollen getroffen werden:

- Die Hilllrohrgeometrie, das Materialverhalten, die Temperaturvertei-
lung und der zuBere Uberdruck sind unverinderlich entlang der Brenn-

stabachse

- Der hydrostatische Druck und die Wandstarke #@ndern sich nicht in Um-

fangsrichtung (keine integralen Rippen)

- Die Anfangsgeometrie des Hiillrohrs und das Temperaturfeld haben min-

destens eine gemeinsame Symmetrieachse

~ Die Abweichungen der Mittelfl&che von der perfekten Krelszylindergeo-

metrie sind sehr klein im Vergleich zum mittleren Radius des Hullrohrs

~ Die elastischen Konstanten und die Wiarmeausdehnungszahl sind tempera-

turunabhiangig

-~ Das Kriechverhalten wird durch die Invariantentheorie von Odgvist
1—1-7’ die im einachsigen Spannungszustand auf das Nortonsche Gesetz
fihrt, beschrieben

- Der hydrostétische Druck und die anfznglichen Wiarmespannungen sind
hinreichend klein, so daB kein elastisches oder elastisch-plastisches
Beulenh auftritt

Zur Verwendung der Invariantentheorie von Odgvist {-1_7 sei bemerkt, daB
verschiedene Untersuchungen bel mehrachsigem Spannungszustand, insbesondere
die von Kennedy, Harms und Douglas ({_60_7; Rohrproben unter Innendruck

und axialer Zugbelastung) und auch die von Closs und Schifer ([_61_7; Rohr-
proben unter Innendruck), eine befriedigende Ubereinstimmung zwischen dieser

Theorie und den experimentellen Ergebnissen ergeben haben. Allerdings wurden

diese Versuche nur bei zeitlich konstanter Last durchgefiihrt.

Unter den oben genannten Voraussetzungen wird in Abschn. 6.3 mit Hilfe des
Variationsprinzips (4.75) fiir nichtelastische, viskose Schalen eine Alter-

native zur Theorie von Hoff et al. entwickelt. Dazu wird von dem Doppel-
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membranmodell ausgegangen. Die elastlischen Verzerrungen werden irh Ver-
gleich zu den Kriech¥erzerrungen als vernachlvé’.ssigbar angesehen und dé.s
Temperaturfeld wird als isotherm betrachtet. ﬁiese Theorie hat den Vorzug
gegeniiber dem folgenden numerischen Verfahren, daB die entwickelten Dif;-
ferentialgleichungen relativ einfach und Ubersichtlich bleiben, so da8

qualitative Vergleiche mit der Theorie von Hoff et al, mdglich sind.

Das in Abschn. 6.4 aufgestellte numerische Vergéhren ist allerdings weit-
aus flexibler. Grundlage f£iir dieses Verfahren ist das Variationsprinzip
(4.66). Elastische Verzerrungen und Wiarmespannungen werden beriicksich-
tigt. Die Hifllrohrwand wird als homogen angesehen und die Anfangsgeometrie
und die Temperaturverteilung sind in gewissen Grenzen beliebig. Das Ver-
fahren ist im Prinzip anwendbar auf alle Kriechgesetze, bei denen die
Kriechverzerrungsraten unabhinglg von den Spannungsraten sind. Voraus-
setzung fir die Anwendung dieses VEPfahfens ist die Verfiigbarkeit eines
Computercodes zur Integration von Systemen gewdhnlicher Differentialglei-

.ehungen erster Ordnung.

6.2 Die Geometrie und Kinematik des Hiillrohrs

Es seien (Abb. 3)
54:-)“' P 92‘"?' 7 @
dimensionslose, orthogonale Koordinaten. Als charakteristische Lange V4
wird der mittlere Hiillrohrradius R gewahlt, Da die Abweichungen der Mit-
telfldche von der perfekten Kreiszylindergeometrie voraussetzungsgemisl
klein sind und sich nicht entlang der Stabachse dndern, wird die Mittel-
ldche durch
? = (/1'/""7(0))("5?’ €, *M‘Ve-l) + Xe,

e = A (6.1)

ol €< A
beschrieben. 5,, s é, s é 3 sind Einheiltsvektoren in einem kartesischen Ko-
ordinatensystem (Abb. 3). Der Parameter ® ist ein MaB fiir die Fertigungs-
genauigkeit und die periodische Funktion @ beschreibt die Form der Ab-
weichung voﬁ der perfekten Kreiszylindergeometrie. Der Winkel jp wird von
einer Symmetrieachée des Hiilllrohrs aus gemessen. Es soll vorausgesetzt
werden, daB sich die Funktion % nur schwach entlang des Umfanges andert,
s0 daB 'd?,,’ und auch #2, . klein im Vergleich zu eins sind. Insbesondere |
wird spdter angenommen werden, daB % den Verlauf von dwskKp (k =2, 3, 4)
hat, wobei der CDSquVErlauf den fir die Auslegung wichtigsten Fall dar-
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stellt, da er zu den unglinstigsten Ergebnissen filhrt. Da o£<< 4 ist, kon-
nen bel der Entwicklung der Basisvektoren und der Fundamenta}.gr'b'ﬁen‘ 1.
und 2. Ordnung sowie des Christoffelsymbols die in & quadratischen Terme
vernachlédssigt werden, so da8 man das Folgende erhdlt:

E . = gz V

[_/4‘““? +d/?a? oo p "’74‘“”)]21

®
~
i

+[Co.¢/(a + oC[’?,P s o f’?(&SP)]_és

= B.x 3. ,&—’—7 = [conp + 27, sip]8, o [sip -apy asp/e,

R
W

= 4 ’ Ay, = 4+ 27

)
?

> - 4
Boa 21 gy = = (1 =% (ppy#7)

O~
| Y]
I

|
~

- 4

A £ D"-?

SY °
H

Alle anderen FundamentalgriSen Zws und bup und die ibrigen Komponenten
des Christoffelsymbols verschwinden identisch. Fiir die Verschiebungen
soll vorausgesetzt werden, daf

vi= Vx>, e t=2%) ,  ar=wrlp) (6.2)
gilt, d.h. die Querschnittsverformung soll sich entlang der Hiillrohrachse
nicht &ndern. Es sind

. 4
w= 7’ L, w= 2% /a,, = 7 7 (6.3)

[£4
die physikalischen Komponenten der Verschiebungen #* , die auf den mitt-
leren Radius 4 bezogen sind. 4 , ¥ und ¥ sind dimensionslos.
Sofern alle in & quadratischen Terme im Vergleich zu eins vernachlidssigt

werden, erhdlt man mit (4.18) unter Beachtung von (6.3) fiir die Rotationen

2, , die Verzerrungen ® 7: und die Krimmungsznderungen 60/:

W, = 0= 2"’

é); \ a

. . . - X 3 v 7 S A
Wy = = (W s 2 ) = L5 = V(%) ] (6.4)

wt= 2, a’t = 4, —Q% = -/, /1—20(7)"'?)/'/"“/7/;7*27))]
0 2, = -(dgp)z/,f ~209) — 25,V 2 [1—&(7,,,+29)) ¢

HB)* (1= 2l +9)) (6.5)



- 60 -

A1 =,
"dz"a . ) oi,z,-f-OA‘
xi =y = B (1-a7) + W (1-%(74,7+7))
6.6
+2 () [ 1 - 2 94y + 977 (6-6)
_“;Pv[/ - DC/?)‘,‘,+Z7}]
: [ 4
+ 1 (%3,) [ - 2 %7
wi =o ‘
wi=o0 w2 o0
2 ’ 7 (6.7)
w: = ©, .—:-/45?? /4—2047) - WA,

B 2;? 1—4-“/?’?5‘ ”’27)] + T /’?Jyf/o # ?);o)/

Die Membrarkrafte und Biegemomente (physikalische GroBen) in axialer

Richtung X" und in Umfangsrichtung # sind mit (4.35)

1 . 2
4 Vi A 2
A = A
M, = 7 4h’ ) M? = 7 e
und entsprechend (6.8)
o# ol g ’ é” ez
M, = N, O B 2
L 4 4 e Wy e 4 P 4
o = 2 ; = = A

6.3 Eine Alternative zur Theorie von Hoff, Jahsman und Nachbar 4-55_7

Die Annahmen (a) bis (d) (S. 52) sollen auch hier zugrunde gelegt werden,
allerdings mit der Einschrinkung, daB iiber die Abmessungen der Doppelmem-

bran zundchst noch nichts ausgesaght werden soll. Die Annaly eines qu

elliptischen Hiillrohrs bedeutet

,?(v). = Cos Z)'o )
Fiir die Entwicklung einer approximativen Losung wird von dem Funktional

(6.9)

(4.73) fiir dinnwandige Schalen ausgegangen. Gegeniiber der Anwendung von
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(3.8) hat man hier, wie schon frither erwdhnt, den Vorteil, daB das Diffé-
rentialgleichungssystem quasilinear werden kann und daB auBerdem A/, fir
ungerade Kriechexponenten oft noch elementar integrierbar ist; dagegen

ist W, (vergl. 2.36) zumeist nur noch numerisch integrierbar.

. . . 57 A
Aus dem Verschwinden der axialen Kriechrate €,=0 folgt S, = 3 s%

(vergl. (2.35)), so daB

b ~
SpSe =56 | (6-10)
Damit ist dann
~ ) LR 4l ’ . 4 ”—t, 4
”~ -~ - 3
We = K I8l , Kk = % 54 "/(/57/ " (6.11)

Betrachtet man dagegen einen Ring, bel dem keine axialen Spannungen auf-

treten, dann ist

~ ~ i ~ ¥4 o 4
%/5 = kR /52/ , ka= R Bpqg Kst . (6.12)

Bs ist S?= -S,z_ die physikalische Komponente der Spannung in Umfangsrich-

tung, die in der inneren (-) und der HuBeren (+) Membran (Abb. 4) durch

+ » A
Se ¢ T " here p
S = = P (6'13>
¢ - 7
Se Ny - 7y hs /2 Z2d
dargestellt werden kann. Aus (4.74) folgt dann
2 /3
W, = A _/fﬁé A6
o . .y |7 (6.14)
2 KA e -
T )™ //”f» * B/ / * /”"4’ hs/2 / f -

Fiir den Ausdruck »w;é‘ in dem Fldchenintegral (4.73) berechnet man bei

Vernachlissigung der in ® gquadratischen Terme im Vergleich zu eins
2w v’ = v (4r3d6n20) — TU, (1A @e2¢)
Unter Beachtung, daB sich in axialer Richtung die Verschiebungen und

Spannungen nicht #ndern, erhdlt dann das Funktional (4.73) die folgende

Form _ .
-4/ - . a .
¢I=of{rnf,ozp+jwy,cé,,-/{; + o[ @+
(6.15)

* Vofrr Jutsiy) -0 2, (1~ & z;a)_Z///Hoca:azf») Ay
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wobeil

%, = Y, [4—04:0;2:() + w{4f3otfdo2§a)

*14;Zr[clqb b G 2) — /%9 2, + aéP-p)/C(+,2afG»2¢5)

+ 4y, b, (A~ 2 an2p) (6.16)
und
@, = - [4«7,,,, (#-2x0n20) # 25, 22 Siulp

-*v';,, [A+ 2K o 2¢p) F+ 'l;éo(/sdvz)" e

Da voraussetzungsgemiB im Hilllrohr keine Temperaturgradienten vorhanden
sein sollen, der Werkstoff homogen ist und da eine gquasi-elliptische An-
fangsgeometrie angenommen wurde, mull das Spannungs- und Verschiebungsfeld
wie die Amfangsovalltdt eine Doppelsymmetrie besitzen. Die ersten Glieder

einer Fourierentwicklung der Beanspruchungsgrofen und Verschiebungen lau-

ten dann
N = Nz * Ngle) @ 2p
My = My () @2
S = 4}'1({.) -+~ @j-(*) CQJDZP
v - . (6.17)
Cplt) = *p
und
W T Wz, * gy 2P

Hier wurde die Annahme gemacht, daB sich nur die Ovalitidt &dndert,; ohne
das weitere Oberwellen auftreten. Weiterhin beachte man, daf die Anzahl
der Parameter fiir die BeanspruchungsgrSBen (?r, 2z , 71z ) mit der Anzahl
der Geschwindigkeitsparameter (153 R zék ,‘ét ) ibereinstimmt.

Mit (6.17) wird aus (6.14)

< i d 2 [ 2 /”H
7 , i / Ry + Mg o
W = —_— e B5 Cos
s (2d)" /ng/ [ / 4+ . ?’/ (6.18)

2 i
Ny = MZ by
o4 s 2 s

Um die weitere Rechnung iUbersichtlich zu halten und um rein numerische

Integrationen zu vermeiden, soll vorausgesetzt werden, daf der Kriechex-
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ponent ? eine ganze (positive) Zahl ist. Falls ? ungerade ist, dann kGnnen

die Betragsstriche in (6.18) fortgelassen werden und eine Entwicklung mit

Hilfe des Binomischen Satzes ist sofort mdglich. Ist dagegen 2 gerade,

denn kdnnen in (6.18) die Betragsstriche nur dann auBer acht gelassen wer-

den, wenn die Bedingung

gilt. Andernfalls ist eine Entwicklung mit Hilfe des Binomischen Satzes
fiir beliebige Winkel g nicht mdglich. Die Bedingung (6.19) besagt, daB
weder in der Innen- noch AuBenmembran ein Vorzeichenwechsel der Spannung

5;-oder Sﬁﬁauftreten darf. Unter dieser Voraussetzung gilt fiir ganzzah-

lige Kriechexponenten
' 7244 N1~V

/\2 = ‘g'_d—‘ Sgﬂf"?ﬂ] /Z. /’m/(’?z) Pz +7z h.«.) 50-‘“3)"’
) m’fzy}.

Die Integration entlang des Umfanges entsprechend (6.15) liefert

/Zal)nwi

_.O 4]
nHl—V

‘ Z (7)) trz) (nz-m1 %,

V=6112

2F A
ﬁ fM[/+oeanZ{o]a(}0 = 72 d)”” 153"/”1)]
° ~” "
/’%(ﬂt) [/"’I*’”_z ,,s) 4—(9?1—'”’11".)]
vY=02,%
;i_ W=V
+ ot Z /gw-r /"71’) Z(”I"LWI hs) 4./0"2 -z /:.s
v= 4,35
Hier ist -
, 27
b 2 [aspdy | oz
K S , ,
/?yléﬁt sich leicht aus der Rekursionsformel
ﬁo = 2 ’ ﬁu= #V—Z VTZ:! , V= Z,S‘l ..
/q‘/ = O ) y= /,3} e

bestimmen, Weiterhin ist

(( m+4 ) »  ungerade )
R =
3 , ~”, gerade
452 n ) ~t ungerade
"= M1 , m gerade .

Mit (6.17) ergibt schlieBlich die Integration des Funktionals (6.15) bei

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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Vernachlédssigung der in « quadratischen Terme

Py = 7//421 [ 22 + wg (¢t + $20g f2ﬂ5)+z_}z[z%¢qz)]

pog [tz + Wy (0-owy ¢ Fuvy)+ Py (L4300 +5aT)]

2 ) ¢ 7, - W _

+mg /W +2%] /\/(9,1} ,,,I)mﬂ) (6.53)
+pll2a5r + adpx + Wy (2wg ,x4qu)J7JZ .

Die in diesem Funktional zu variierenden Parameter sind die sechs zeit-
abhingigen Funktionen %z, 7%z, 7z und "'/;, ’U' ’”’ . Die Gridgen %, %,
4; sind fiir den betrachteten Zeitpunkt als gegeben anzusehen. Es sei be-
merkt, da8 die Terme ®X ¥y, X¥y in dem Koeffizienten von %z (zweite Zeile
von (6.23)) konsequenterweise auch gegen eins vernachlédssigt werden miis-
sen, solange &’z und Yy von gleicher oder kleinerer Grofenordnung sind wie
oK 3 andernfalls miiBten die in & guadratischen Glieder beriicksichtigt

werden.

¢I 188t sich durch weitere Annahmen lber die Parameter 2r , 2z etc.
vereinfachen. Zundchst erkennt man aus einer Gleichgewichtsbetrachtung

am Hauptscheitel (¢=o0 ) des ovalen Hiillrohrs, da8 %z den Wert —p< (72 )
hat. Wie sich spdter zeigen wird (vergl. (6.29)), sind die durch das Bie-
gemoment 72y hervorgerufenen Spannungen (vergl. (6.13)) um den Faktor
Rl/hs>> A groBer als die Spannungen infolge 727, so daB die Approxima—
tion
ng = © (6.24)

berechtigt ist. Daraus folgt dann aber auch, daB die Dehnung der Mittel-
fldche unabhéngig von ¥ ist, so daB man mit (6.16) und (6.17) in erster
Nzherung
v = - § wg (6.25)

erhdlt. Das folgt auch aus (6.23). Wesentlich ist, daB ’0:-,_-.jetzt nicht
mehr unabhingig variiert wird, da dies mit der Approximation (6.24) nicht
vertrédglich ist,., Flir geradzahlige Kriechexponenten hat man anstelle von
(6.19) die Bedingung

/.”LL@ / < 4 (6.26)

zu setzen. Da jetzt in dem Dissipationspotential (6.20) der Term mit dem
Vorfaktor & identisch verschwindet, wird aus (6.23)
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. 7 o
¢I = 71"[/41:[1,4,}: +- 40'1—/94047'-%’%)*”"2,23@{

T 1T [csfn[ﬁz)] Z' (”+//9V _;_-) /h__”i?

[Zd) 4 z’ 5/2

fp/[ixz&z- *"‘3'2-[06—-3-/&)_‘[)]] V (6.27)

Die Forderung des Stationidrwerdens von ¢, bei unabhanglger Varlatlon
von Mgz, My, w und’I«J’ liefert
2%r o201 g 2%, S5 9¢z J _
= =X —_— m P 2 Z" = O
‘f¢z CE Inz = 2 7y Z 7 Py z

so daB sich daraus das folgende System von Gleichungen ergibt

4 9% _

g2y + avg (¥ + Y ©x)

T£ Ons
~ -V
2k / )] V(%) [ )
—‘——,,.w [sf’*‘ »z Z_ /9,, (9777~ z) T Ts o
/ V:—-QZ,
1 QI 3 24k /Sgh(”z} /rr ey v=
- = =0, — » e =0
V4 a)),z L T hs/z. V_CIZ //Qu /I) / I/u}
- l
T’ 2w, = “TE AP
A géf 7 ) g 3 /,L_.f ZJ‘) =0
= 7z ($u +Ywy) t g g o+ PU* Ly
74 Bw :
(6.28)
Die ersten beiden Gleichungen stellen das gemittelte Stoffgesetz dar und
die letzten beiden Gleichungen die gemittelten Gleichgewichtsbedingungen.
Aus dem letzteren folgt unmittelbar ‘ ’
z r (6.29)

g = pll) (ot + %) .

Dann 18t sich die zweite Gleichung von (6.28) unter Beachtung von (6.11)

und nach Umbenennung des laufenden Index V= /“*4 in der Form

. . 4 ze 2
wy = AgnlP) 3 /2d/ )/~H [(<+25) ]
; g /«.=/, (6.30)
schreiben. Es bedeutet hier -
m¥* ”‘ ’ »n ungera.de
’ m-4 7 gerade

Die mittlere Durchmesserdnderung Wr ergibt sich aus der ersten Gleichung
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von (6.28) zu
. .= gt A / / { .4 /"yﬁu[fx%)f//
(6.31)

wobei der Term % [Z" +/a’ 1') vemachlassig‘b wurde. Die beiden gewchnlichen

3[\1\‘\‘

Differentialgleichungen (6.30) und (6.31) bestimmen den Deformationspro-
zess des Rohres, wobei (6.30) die fiir die Ovalitdtsédnderung wesentliche
Gleichung ist. Flir geradzahlige Kriechexponenten 7 ist ilhr GuUltligkeitsbe-
reich durch (6.26) eingeschréhkt; Mit (6.29) erh#lt man daraus die Be-
dingung |

(ot + 2 );f <4 | | (6.32)

Die Anfangsbedingungen sind durch

MI=0

, @Wg=eo Tur  Z=o (6.33)

gegeben.

Die noch offene Frage, wie die geometrischen Paraméter hs und A der Dop-
pelmembrane in Relation zur Wandstdrke b zu setzen sind, muB noch unter-
sucht werden. Hoff et al. (vergl. S. 53) setzen

4 _ « hs . L
h 2 ) A s 0.577.

Dieser Ansatz ist nur angebracht filir ein linear elastisches Material oder
fiir einen Kmechexponenten =4, Ein alternativer Vorschlag ergibt sich
aus der Forderung, daB das Dissipationspotential % in zwei wesentlichen
Grenzfdllen fir die Doppelmembrane und die Vollwand gleich sein soll. Un~
mittelbar nach Aufbringen der Druckbelastung sind die Spannungen in der
Hillrohrwand praktisch ausschlieBlich durch die Membrankraft bestimmt,
sofern %?>> 2 (vergl. (6.13) unter Beachtung von (6.29)). Die Forderung
der Gleichheit der Dissipationspotentiale liefert dann wie bel Hoff et al.
die Bedingung

.7 (6.34)

Betrachtet man dagegen einen spiteren Zeitpunkt, bei dem die Biegemomente
groBe Werte an den Scheitelpunkten des Hiilllrohrs annehmen, dann sind die
Spannungen infolge der Membrankraft an den Stellen @=o, 7/; ) 7/-,517' gegen-
iiber den Biegéspanhungen vernachlidssigbar; dagegen herrschen die Membran-
spannungen an den Stellen f= 77794 ete. vor. Die Forderung der Ubereinstim-
mung des Disspationspotentials der Doppelmembrane und der Vollwand an den
Stellen ¥= 74 ete., liefert wieder die Bedingung (6.34). Dagegen ergibt
sich fiir die Scheitelpunkte =0 7/5, ete. die Bedingung
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%
';% = [z;:n,w) " (6.25)

Bei der Ableitung von (6.35) wurde entsprechend (4.27) eine lineare Ver-
teilung der Dehnungen iber die Vollwand zugrunde gelegt. Es 133t sich
leicht nachweisen, daB die Forderungen (6.34) und (6.35) mit den Forderun-
gen gleicher Dehnungsgeschwindigkeit bzw. Krimmungsgeschwindigkeit (bei
reiner Membranspannungsbeanspruchung bzw. reiner Bilegung) in der Doppel-
membrane und in der Vollwand identisch sind. Man beachte, daB aus (6.35)
fir #=7 wieder die Bedingung von Hoff et al. folgt. (6.35) wurde auch
von Rabotnov [-3,«8. 616; 20_7 angegeben. Aus Abb. 5 erkennt man, daB sich
das Verhdltnis 4s/k fiir groBe 2 nur schwach #ndert. Es ist ca. 10 o/o ge-

ringer als das von Hoff et al. benutzte.

Die Kriechkollapszeit %, wird durch die Differentialgleichung (6.30) be-

stimmt. Durch Einfiihrung der Variablen

27

= iﬁf_ = [ —_— 6.3%6
K= ptz = (<+%1) %, (6.26)
188t sich (6.30) fiir duBeren Uberdruck (p>o ) auf die Form
. j -~ ‘
A P
X = 3/;{;5)14 [Zd) le /V/ﬁvf«f (X) (6.37)
‘ V=] )

bringen.

Die zugehdrige Anfangsbedingung ist
: 27
7(0 = K ik (6.38)

Der typische zeitliche Verlauf von 7(09 ist schon von der Theorie von Hoff
et al. 1-55_7 her bekannt. Die Ovalitdtsdnderung ist ilber einen groBen
Zeitraum schleichend, um dann innerhalb kurzer Zeit groBe Werte (theore-
tisch}("’°) anzunehmen; hierbei lauft T asymptotisch gegen den endlichen
Wert tg . Bei geradzahligen Kriechexponenten & sind beide Theorien wegen
(6.32) auf Werte X< 1 beschrinkt und fiir den Fall n = 1 ergibt sich ein

exponentiell ansteigender Verlauf.

Vergleicht man (6.37) mit der Gleichung von Hoff et al. (5.2), dann fidllt
sofort auf, da8 beide Theorien bis auf die Koeffizienten B, und A iiber-
einstimmen, sofern die Abmessungen der Doppelmembran in beiden Theorien
{lbereinstimmen und man berlicksichtigt, daB R= £ . Das Verh#ltnis dieser

Koeffizienten ist flir v=1, 3, 5, 7, 9

'g’_"’ = 4, A127 , 4432, 4.193 , 4.217.
1 4
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Daraus folgt, daB die Ovalitdtsidnderungsgeschwindigkeit ii in der hier
neu entwickelten Theorie (6.37) etwas grdBer ist als in der Theorie von
Hoff et al., so daB sich auch etwas kilirzere Kriechkollapszeiten ergeben.
Aus den angegebenen Verhdltniszahlen ersieht man aber, daf flir #€9 die
Abweichungen nicht mehr als maximal 21 o/o betragen kann. Dieser Unter-
schied 148t sich klarmachen, wenn man bedenkt, daf die Anwendung des Va-
riationsprinzipes (4.75) mit einer gewichteten Mittelung der Gleichge-
wichtsbedingungen und des Stoffgesetzes dquivalent ist. Bei Hoff et al.
dagegen findet nur eine einfache Mittelung und keine Wichtung statt; die
Krimmungs&nderungen an den Stellen =0 und 72 werden dort als gleich-

wertig angesehen.

In dhnlicher Weise 138t sich auch eine Kriechkollapstheorie unter Be-
riicksichtigung der elastischen Verzerrungen entwickeln, wenn man das Va-
riationsprinzip (4.57) zugrunde legt. Geht man auch hier von dem Doppel-
membranmodell aus, dann wird bel der Bestimmung des Parameters ﬁg deut-
lich, daB nicht gleichzeitig die elastischen Eigenschaften und das
Kriechverhalten des homogenen Hiillrohrs approximiert werden kdnnen. Um
konservativ zu sein, konnte man die Beziehung (6.35) anwenden. Auch kann
man voraussetzen, daB in axialer Richtung keine Kriechdehnungen auftre-
ten. Dies gilt in guter Ndherung am Anfang des Kriechprozesses, wenn die
Bilegespannungen infolge der Anfangsoval itdt noch klein gegeniiber den
Membranspannungen sind. Ohne auf die Ableitung im einzelnen einzugehen,
erhdlt man fiir ein isothermes, quasi-elliptisches Hilllrohr bei konstan-

tem #@uBeren Uberdruck die Differentialgleichung

= —— (£ ’M/AZ_ (> ﬁw,(/’f/’ (6.39)

4—/°//5 3 Uhs
wobei P der elastische Beuldruck der Doppelmembrane ist :
= 3E8 _ __‘EY{ég a
4 -2 £/ £ - (6.40)

Bei plotzlicher Druckbelastung lautet die Anfangsbedingung

X,« Lolr+LE-)

A-Fp (6.41)
Die Differentialgleicthgen (6.37) und (6.39) und die Anfangsbedingungen

(6.38) und (6.41) stimmen bis auf die Glieder, die den Quotlenten 2/,
enthalten, vollstdndig liberein. Diese Zusatzglieder bewirken, daf die
Ovalitétsénderungsgeschwindigkeit‘i'1xﬁ.die Anfangsovalitdt etwas ver-
gréfert wird, Daher wird beispielsweise die Kollapszeit Z. fiir P/fs = 03
entsprechend Gl. (6.39) um 30 o/o0 kleiner sein als die Kollapszeit ent-
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sprechend Gl. (6.37), sofern man den EinfluB der vergrdBerten Anfangsova-

1litdt nicht beriicksichtigt.

In diesem Zusammenhang wurde der EinfluB des gleichformigen radialen Wir-
medurchgangs untersucht. Bei der Analyse wurde allerdings nur ein Ring be-
trachtet (keine axiale Spannungen) und der Kriechexponent # wurde wegen
seiner im allgemeinen nur schwachen Temperaturabhingigkeit als konstant
angesehen. Die qualitativen Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfas-
sen: Die drei Folgeeffekte einer am Umfang gleichffrmigen radialen Tempe-

raturdifferenz AT , u.z.
- Wirmespannungen infolge der thermischen Ausdehnung

- unterschiedliches Kriechverhalten an der Innhen- und

AuBenseite (K™ > K7)
- und differentielles Schwellen infolge Bestrahlung,

bewirken alle eine VergrdfBerung der OvalitétsénderungsgeschWindigkeit,
und damit eine VErminderung der Kriechkollapszeit. Fiir das bestrahlungs-
induzierte Schwellen wird hier vorausgesetzt, daB die Schwellrate mit der
Temperatur zunimmt. Nur bei einem linearen Kriechgesetz (n = 1) sind die-
se Einfliisse nicht vorhanden. Interessanterweise ist es gleichgiiltig, ob
hier ein Wirmedurchgang von innen nach auBlen oder von auBen nach innen
erfolgt. Eine quantitative, numerische Untersuchung einiger dieser Ein-
flisse wird im folgenden Abschnitt mit einer genaueren Theorie vorgenom-

men.
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6.4 Kriechkollaps eines langen, glatten Hiillrohrs bel rotations- und

nichtrotationssymmetrischem Temperaturfeld

6.4.1 Theorie

Wegen der Diinnwandigkeit des Hiillrohrs kann die Temperaturverteilung in
radialer Richtung als linear angesehen werden, so dafB das approximative

Temperaturfeld 7754, B8) die folgende Form erh#lt:

74,0) = hutey ~Altg) 6 (6.42)
mit
om (p) : mittlere Wandtemperatur
AT/,,) : Temperaturdifferenz zwischen der Innen- und AufBlenseite

des Hilllrohrs (A7 >o ).
Die azimutalen und radialen Temperaturgradienten bewirken mehrere Effekte:

- Inhomogenitdt:
Da die Kriechparameter eine ausgeprigte Temperaturabh'alngigkeit be-
sitzen, sind sie ortsabhingig; es ist zu erwarten, dafB dieser Effekt
einen sehr wesentlichen EinfluBl auf die Kriechkollapszeit hat. Die
Temperaturabhingigkeit der elastischen Konstanten i‘st im Vergleich

dazu vernachldssigbar.

- Wdrmespannungen:

Es seien /m¢p) und B7p) in Fourierreihen

Tme) = Tmo * Imyg Q5P + Ty s2p * -
m (@) 770 » 7 F ma COSZp (6.43)

ATp) = A7, + 87, cosp + ATy los2p + -
entwickelt. Goodier [62_7 hat fir einen dimnwandigen, elastischen
Kreiszylinder gezeigt, daB nur die Terme 7m, , 87 und 8% einen Bei-

trag zu den Wirmespannungen in Umfangsrichtung liefern. Die hoheren

Fourierglieder erzeugen nur eine Welligkeit des Zylinders. Infolge
7;», und 47y werden sowohl Membrankrifte wie auch Biégemomente in Um-

fangsrichtung erzeugt. Die Membranspannungen in Umfangsrichtung sind

um den Faktor 2’-’- ;‘2’ kleiner als die maximale Biegespannung in Umfahgs-

richtung. Insbesondere sind aber die Membranspannungen in Umfangs-
5

richtung um den Faktor 2‘1 72 kleiner als die axialen Membranspannun-

gen, so daB man also in guter Niherung die durch Temperaturgradienten
hervorgerufenen Membranspannungen in Umfangsrichtung vernachléssigen

kann. In axialer Richtung dagegen bewirken bis auf 7;,,, alle Terme
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der Fourierreihen (6.45) Wirmespannungen, die beriicksichtigt werden
miissen. Der Term 7;.9 liefert keinen Beitrag, da die durch ihn hervor-

gerufene Warmedehnung nicht behindert ist.

Thermische Biegung der Brennstabachse:

Besitzt die mittlere Wandtemperatur Z;(y)nur eine Symmetrieachse
(d.h. Pm; £ 0 , & ungerade), dann wird sich die Brennstabachse krim-
men, sofern sie nicht behindert ist. Da die Bremnstd@be durch Abstands-
halter gefithrt werden, ist eine solche freie, thermische Biegung
nicht moglich. Um eine genaue Untersuchung der Brennstabdeformation
unter Beriicksichtigung der Auflager zu vermeiden, sollen zwel (renz-
fadlle betrachtet werden. Im ersten Fall wird angenommen, dafB der
Brennstab v&llig behindert ist, sich thermisch zu verbiegen, und im
zwelten Fall wird angenommen, daB er sich ungehindert krimmen kann.
Bei freier, thermischer Biegung muf dann aber verlangt werden, daB
die axialen Spannungen kein resultierendes Biegemoment besitzen. Un-
ter Vernachliéssigung der Anfangsovalitdt und der Querschnittsdeforma-
tion des Hiillrohrs infolge des AuBendrucks erh#dlt diese Forderung we-

gen der Dinnwandigkeit die folgende Form
7w
/"Zx cos d;o = O ) (6.44)
PA :

Hier ist ®x die axiale Membrankraft. Es seili bemerkt, dafl infolge der
Krimmung der Stabachse bei freier, thermischer Biegung der Hiillrohr-
querschnitt Verschiebungen erfidhrt, die sich den Verschiebungen in-
folge der Ovalitdtsdnderungen durch den HuBeren Uberdruck iibérlagern.
So bewirkt beispielsweise eine Temperaturdifferenz von 100 oC am Um-
fang (d.h.%ms =50 °c, Tmi = 0,6>17) pei einem AuBendurchmesser von
7 mm sowie einem Wirmeausdehnungskoeffizienten @ = 0.15 - 10 (grd)"
éine Krilnmung der Stabachse mit einem Radius von 4.67 m. Da das Ra-
diusverhdltnis 7/4670 sehr klein im Vergleich zu eins ist, kann die
Brennstabachse weiterhin als gerade angesehen werden.‘Es bleiben da-~
her die Ergebnisse von Abschnitt (6.2) auch hier anwendbar. Aller-
dings muB (6.44) beachtet werden.

Enderung der Mittelfldchengeometrie infolge azimutaler Temperaturva-
riationen:

Sowohl die azimutale Variation der mittleren Wandtemperatur 7mre) wie
auch die der Temperaturdifferenz A7(p) erzeugen eine "Welligkeit" der
MittelflHche. Es kann davon ausgegangen werden, daB die durch 7w (w)

hervorgerufene wélligkeit Vernachléssigbar ist im Vergleich zu den
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fertigungsbedingten Abweichungen. Beispielsweise errechnet man fir
einen Ring bei der sehr unginstigen czSZ;o-VErteilung eine maximale

Abweichung von

B Tme | (6.45)
22-
Mit B=0.18 + 10 ¥ (gra) " und Tws = 50 °C erhilt man eine Abweichung
von 0.03 o/o vom mittleren Radius des Hiillrohrs; im Vergleich dazu
betrdgt die maximale fertigungsbedingte Abweichung etwa 0.5 o/o, so
_ daB sie also um mehr als einen Faktor 10 grdSer ist. Dagegen ergibt
beispielsweise die azimutale Schwankung der Temperaturdifferenz
AT = Al s2¢ eine maximale Abweichung von

7)4 _%‘_j.l}_ ) (6.146)

so daf man mit AT, = 50 °c und ///;':-:.10 eine maximale Abwelchung von
0.3 o/o des mittleren Radius bekommt. Diese Ovalitdt liegt in der-
selben GroBenordnung wie die fertigungsbedingte Ovalitdt und muB da-
her berﬁcksichtigt werden.

Fir die Losung dieses allgemeinen Problems soll von dem Variatiomsprinzip
(4.66) ausgegangen werden, bei dem die zeitliche Ableitung des Membran-
krafttensors 4i; und das Geschwindigkeitsfeld ﬁﬂtnnii}unabhéngig variiert
werden. Die Anwendung dieses Prinzips hat gegeniiber dem allgemeinen Vari-
ationsprinzip (4.57) den Vorteil, daB hier die Anzahl der zu varilerenden
Parameter geringer ist. Im Vergleich zu dem Prinzip (4.70) hat (4.66) den
Nachteil der groBeren Anzahl freier Parameter; dieser Nachteil wird aber
dadurch aufgewogen, daB sich die Bedingung (6.44) bel der Anwendung von
(4.66) sehr einfach beriicksichtigen 1#8t. Dariiber hinaus sind die bei
(4.66) durchzufithrenden Integrationen wesentlich einfacher als bei (4.70).

Das Variationsprinzip (4.66) erh#dlt mit den Voraussetzungen von Abschnitt

(6.2) die folgende Form
sz

W - /fw fRIEL gl %

]

3 z r) d
ST [( “eliy) - 2vailhl]
%! (" —yn") +m z(%'z—”"i”)] (6.47)

L [OR]F — of A

E/;
z.4-

- 75; }///L/J-IDC?/d‘pd? - 7
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Die Integration in axialer Richtung X erstreckt sich dabei i{lber einen be-
liebigen Abschnitt —Xsx*= X (Abb. 3). Man beachte, daB das Randintegral
(4.52) Uber den gedachten Rand C (Abb. 3) identisch verschwindet.

Fir das Potential 7(; der hydrostatischen Belastung auf der MittelflHche

errechnet man aus (4.51)

T; - z/—,é [1+ e + By (1407) + 7 (1=%(Psg, #7))] %
+ B[, (1-09) ~B(1-0t(Dy, +9))] T
~ip [ B <) (1~ +7)]
pl bt By la-wp)] f

(6.48)

Hier wurden alle in & guadratischen Terme im Vergleich zu eins vernach-
ldssigt. Da sich in axialer Richtung X die Verschiebungen ? und %" und Be-
anspruchungsgrofen nicht dndern und da das Hiillrohr geschlossen ist und

unter hydrostatischem Druck steht, ergibt sich fiir das Randintegral
en
— L4 . 3 ® *
T.=2¢ [(7'3,) . £ady = - 2Tl P bp=n>. (6.49)
[~

Man beachte, daf hier die Querschnittsflichendnderung des Brennstabes in-

folge der Deformation nicht bericksichtigt wurde.

Filr die Verschiebungen %@ und ¥ und die Membrankraft "l? werden Jjetzt fol-
gende Annahmen getroffen. Die Normalverschiebung @¢ge¢) wird in zwei Antei-
le aufgespalten

Wepe) = Prlery * Pripe) | (6.50)

hierbei stellt #% den "Schrumpfungsterm" dar, wihrend &z die ungleich-
formige, im wesentlichen durch Biegung hervorgerufene Normalverschiebung
ist. Weiterhin wird angenommen, daB die Membrankraft ﬂ} sich nicht ent-

lang des Umfanges &ndert, d.h.

Rolpt) = Rple) . (6.51)

Durch diesen Ansatz wird eimmal der EinfluB der Ovalitidt vernachlissigt,
dariberhinaus werden aber auch die durch azimutale Temperaturgradienten
hervorgerufenen Membrankrifte in Umfangsrichtung nicht beriicksichtigt

(vergl. die Bemerkungen zu den Wirmespannungen auf S. 70).

Um die Anzahl der freien Parameter zu vermindern wird mit

% = v
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die Annahme
%,, * ¥r =0 (6.52)

getroffen. Diese Approximation war schon filir ein isothermes Temperatur-
feld in (6.25) beniitzt worden,und sie war dort mit dem Ansatz (6.51) ver-
triglich. Will man die Approximationen (6.51) und (6.52) bei einem nicht-
rotationssymmetrischen Temperaturfeld verwenden, dann ist folgendes zu
beachten. Die durch die azimutalen Schwankungen der mittleren Wandtempe-
ratur z;an hervorgerufene Welligkeit der Mittelfldche wird bei Verwendung
von (6.51) und (6.52) nicht beriicksichtigt, da infolge dieser Schwankun-
gen die Dehnung der Mittelfldche sich entlang des Umfanges dndert. Wie
aber auf S. 71 festgestellt worden war, ist dieser EinfluB vernachldssig-
bar im Vergleich zu der fertigungébedingten Abweichung von der Mittelfld-
che. Ist man besonders an diesem Effekt interessilert, dann muB die durch
7;¢y)erzeugte Kndefung der Mittelfldchengeometrie in der Anfangsabwei-

chung uﬂyqp beriicksichtigt werden.

Durch die Approximationen (6.51) und (6.52) wird weiterhin nicht beriick-
sichtigt, daB infolge der Temperaturabhingigkeit und damit Ortsabhingig-
keit der Kriechparameter die Dehnung der Mittelfldche sich entlang des
Umfanges &ndert. Geht man belspielsweise von der coseép-Vertellung von
7;.49 (bei dreieckiger Stabanordnung und ungestdrter Geometrie) aus, dann
dndert sich die Kriechdehnung der Mittelfldche primdr nach einem cos éf -
Verlauf, so daB also eine Welligkeit der Mittelfl&che in dieser Form ent-
steht. Man muB aber erwarten, dall diese sich'mit der Zeit entwickelnde
Mittelfldchenabweichung von wesentlich geringerem EinfluB auf die Kollaps-
zelt ist als eine von Anfang an vorhandene Ovalitidt infolge der Ferti-
gungsungenauigkeit. Andererseits kamn man auch davon ausgehen, dafB weni-
ger die durch die Membrankrafit 7y erzeugte Dehnung der Mittelfldche fir
das Kollapsverhalten von Bedeutung ist als vielmehr die durch Biegemomen-
te erzeugte Krimmungsidnderung. Auf diesen Griinden und wegen der betricht-
lichen Verminderung des Rechenaufwandes sollen die Annahmen (6.51) und
(6.52) beibehalten werden. Will man allerdings diesen Einflu8 untersuchen,
dann mu8 man Y als unabhingig von % ansehen und die Schwankungen der

s

Membrankraf+t miissen in (6.51) beriicksichtigt werden.

=" A -7

§

Fir %5 wird der Ansatz

k'=
“Llpe) = KZZ-J W (¢) COs kg (6.53)
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gemacht. Dann ist mit (6.52) Ke
— ~ 4 )
- - % = St K (6.
d.i-/?/f') - K=2,3 ek P ( 54)

Der Term fir k = 1 ist in (6.53) und (6.54) nicht enthalten, da er eine

starre Translationsbewegung darstellt.

Da sich die Spannungen und Verschiebungen voraussetzungsgemiB in axialer
Richtung nicht &ndern, ist die axiale Verschiebung eine lineare Funktion
in X -

“{xigé) = X Ul ' : (6.55)
An sich muB & bei freier, thermischer Biegung einen Term der Porm ¢ te) Cosy
enthalten., Dieser kann aber wegen der Bedingung (6.44) im folgenden fort-
gelassen werden., Schlieflich wird fiir die axiale Membrankraft ebenfalls

ein Pourieransatz gemacht
K

R tp) = Potty + Ralt) Cosp + gsﬂkff) coskp  (6.56)

Bevor nun (6.47) mit den Ansdtzen (6.50) bis (6.56) integriert wird, kon-
nen in (6.47) eine Reihe von Ausdriicken, die den Parameter o<<4 enthalten,
vereinfacht werden. Dies 1d8t sich folgemdermaBen einsehen. MaSgebend

flir die Formanderung des Hilllrohrs ist zundchst einmal der Verlauf der
Abweichung %z . Ist beispielswelse % =loskp (k = 2, 3, 4), dann wied man
erwarten, daB %y im wesehtlichen ebenfalls einen @sKy -Verlauf hat und
Yy entsprechend einen Suckp -Verlauf. Es werden dann die Amplituden @,
besonders ausgeprigt sein; im ersten Tell des Deforrhationsprozesses wer-
den sie von derselben Grofenordnung wie o« sein. Beschrankt man sich nun
auf die wesentlichen Terme, dann erhdlt man unter Beachturié des PFaktors

Ja =~ (1#%9) in (6.47)
oty (A+am) = a3 [1-27,. ) ~ Wp %Yy,
* G Vg (% %+, 0) + 0, 5,
w5 (1+%9) = — (U - o,) (6.57)

2 A
{wi) ("*"’7) = (";’I;w "":’z)so)

. . . z » . . z
wzw‘[/wac?) ~ (%r,) -2 235, Py +(%y)
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T, (tray) = //'—,0'[/*0(7 bty 05 ][, vy ]
+/°'['”z,,, -~y ] ¥y | -
1p[1z)" + 2 wr By i)
—p [, sa5p ][ G, + 4,2”’]] |

Fiir alle iibrigen Terme des Flichenintegrals von (6.47) kann der Faktor
Va' =~ /*0‘7 durch 1 approximiert werden. Man erhdlt dann schlieBlich
fiir ¥ "

z 27 .
p¥ o 27 [ A
z F:
rog [ Aor (4-87,,) = 03 X7y, +% U
(g, Uy +5, G) g, wy, ]
° z e . e 2
"‘z "’y[(”‘?tﬂv) ~-Z “re U "'(’”I)]
. 2 . 2 . o
-5 [T ¢ (Re) - 2v xR ]
[l -vAy) % (s -vuy)]

£8 . . 2 ; (6.59)
traaml Bre %0/

[, = S e L
+1//5 [//faz? + & rwp W, +9, ]
-p Ly, — o] oy
.« 2 . . ‘ ° »
1 p L) v 245y 0y +(ag)° 1(5)7]

¢ p L g ][+ 2, ] ///7;’,0

L4

3 o -
t 2T p & X



- 77 =

Aus der Forderung nach dem Verschwinden der ersten Variation von %f e-

zliglich a folgt jetzt die integrale Bedingung

27 . er i A QZ"
!m}’ a/P = —/Ol;/wz. dP +z)7“}z' 9&3

Da bei der Berechnung von 7Z¢ der EinfluB der Dehnung der MittelflHche
vernachléssigt worden war, bleibt auf der rechten Seite auch hier konse-

quenterweise der erste Term unberhcksz.chtlgt, so daB
27

[ozx g(;o = .27/_02': = -/P/-llp’ (6.60)
o

wird.

Wird (6.59) beziiglich ¥z variiert, dann erhilt man aus der Bedingung
2%
-z
0,
nach Integration um den Umfang die Gleichung

47.{06‘) = -/51[4,«4:{-293;.7—-,01[5*”.2])

= 0

so daB sich mit den Anfangsbedingungen p=o , W =0 ,&=0 daraus

ergibt. Die mittlere Dehnung der Mittelfldche (%% +4 ) kann im Vergleich
zu eins vernachlidssigt werden, so daf man das triviale Ergebnis

Rple) = —PX (6.61)
erhdlt. SchiieBlich liefert die Forderung des Verschwindens der ersten

Variation von 3&* beziiglich %2p die Differentialgleichung

er
e 4 Ps
Vv 4 [,
2 = ——— -z Z = e (g —~vn
S = Eh e — Ey 7w JxAe +Eh vg)dp

41 [ . < " y
T [~ % G + ¥ % ~(5, % *%v”t)“‘?xr /.

Da, wie schon in Abschn. (6.3) gezeigt wurde, %z keinen EinfluB auf die
Ovalitdtsidnderung, d.h. auf % und 2y hat, kann man hier die quadratisch

kleinen Terme 4:;72_0( > Y Py ete. vernachléssigen, so daB man mit (6.60)
und (6.61)

2/ . Vs ’-
. o E(T1— 2/

erhdlt.

Das Funktional (6.59) &8t sich jetzt unter Beachtung von (6.52), (6.60)

und (6.61) und mit Hilfe partieller Integration in folgender Form schreiben:
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VE o, // P/[ WJ[ 05[7,,”*’2) + W I)}’ vy, + ﬂ;fﬁ.’;]
"'Flz[( g)' - (Big,,)" ]

(4 yz) [( E) - z(%;r) *+ (%5 ﬁ}y(a) ] - (6.63)

-/-[ )’r-/-fwzj [

,ZEb [(m,x) va’nxPI 2424'(% —V“r)////o

#(¥)e

Bei der Festlegung der Integrationsgrenze wurde berilicksichtigt, daB min-

destens eine Symmetrieachse (=0 ) vorhanden ist.

(V:)R enthdlt alle Terme von (6.59), in denen nicht 7’1', Wz bzw. de-
ren Gradienten oder 7ty auftreten. Der erste Term von (6. 59) ist wegen
(6.60) darin auch enthalten. Die gemiszhten Produkte wie a—“"f und Wy wy

konnen wegén (6.53) fortgelassen werden.

Es sei darauf hingewiesen, daB die Form von (6.63) auch geeignet ist fiir
die Anwendung der Methode der Finiten Elemente, da eine Vielzahl der Aus-

driicke in ®gz und seinen Gradienten nur quadratisch sind.

Mit den Reihen (6.53) und (6.56) und unter Beachtung von (6.60) kann die
Integration iiber die Mittellinie durchgefiihrt werden. Aus der Forderung
nach dem Verschmnden der ersten Vamatlon vorl }01 bei unabhanglger Va-
riation von 43,‘ (k =2, 3, «.., K) und o (k =1, 2, 3, «.., Ke) ergibt
sich dann das folgende System von gewdhnlichen Differen‘cialgleichungen

’aVJF = [(:.2,,3)”

* -
Kg, 9}‘@, =0 |, K=423.,Kr
07k

. 4

o - 2 (£ [ wete] + g [ 55 )

(6.64)

2 Z

2
N, () = 7/‘0/5“""’ [m,-yn,]l;p 5 K=/,2,...,K,c , (6.65)
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wobedl

-~

7

- T4
7’[/<= 7) /mkp Lperr /% (6.66)

31,2
_ E B ' h (/(—4)
Pe= Zavy (57 /“9//

Die GroBen 5,‘ (k =2, 3, ... ,KF) sind die elastischen Beuldriicke des

Hillrohrs. Bel unbehinderter thermischer Krimmung der Brennstabachse muf
wegen (6.L44) i

7, =0 (6.67)
gesetzt werden. Mit (4.67) ergeben sich die zeitlichen Znderungen der
axialen und tangentialen Normalspannungen Sx, S¢ zu

4 4 . h 4 -
-G léh 4 *’é?] = s (6.68)
vll E _h_ <
Sp(e,0,¢) =—[ _pLrRy] * S 5O @ -
_/’_V,_ [e";, + Ve, = s; ,
wobei unter Beachtung von (4.39)
L .
C:??_—: Céz = Z 2 [I(Z—d]Coskf
K=2,3 x
e
wh = =4w" f("’ ve )d@
v, = % = 6.6
nP z - y‘ //6‘, +y6 )de ( 9)
f, = m s /} /(e +v €, )OO
07!? - l A= V‘ ’K.
. .y [ - Ke - ‘
n, =R, =~ 57 + 3 csp + O My o5 Kp

k=23

ist. Falls Schwellen nicht berlicksichtigt wird und das Kriechen allein
durch die Invariantentheorie von 0dgvist beschrieben wird, dann haben die

nichtelastischen Verzerrungsraten die folgende Formen
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e, = e: = \4& [Sx'—z'iSP] +ﬁ7_

e? = é,’: = VAQ [S? "'{SX] + ﬁT (6.70)

Rery —7

Vir = Ko [(SX)Z + (Sr)z— S<Sp]

Die Kriechparameter/K und % sind Funktionen der Temperatur 7.

Die Gleichungen (6.68) zusammen mit (6.62), (6.64) und (6.65) bilden ein
System von Integro-Differentialgleichungen.

Pir
Ptizoy =° 1 lfgaoy =©

lauten die Anfangsbedingungen

wz = O
@k =0 , K = 2,31,,,,(:— ; N,=0 ) k= I,Z,_,.)kp
Sx = o ; SP = O

Bei momentaner Belastung durch den Druck und die Temperatur

/D('éso) = P(")

Ttt=o> = 7§@)

berechret man leicht die neuen Anfangswerte zu

7
1-% 4 ‘
[‘“’z.&__p = —pl + 7 ofﬁ [7;.@_&’0 dp
7
Py 4 Plwr |, = 2E/5 4/
. 1=, /F T T g 1afery TJ olaTe] dyj

: . (6.71
k= 2131"‘/ kF ( 7)

' 7
[ﬁ"]tav = Eﬁb % /C’sk{o[rﬁc[p).z‘w d;o ) K= rf,?,-..,k;

(4
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=0

[Sx]f-—o=_.eo)] _ Eﬂ[z:n{¢)"7;»o]

25
+ LE @Z [43.],_ (k*-1) cos kg

Y k=2,3

E/
— /,’yz Q [ACP)].é.ro (6~71)
Proy £ S’
Z:SP'7£=0 =~ Z * V" / Z o (KEV 3ty
__/E.ﬁ 12 [A/,,,)]

6.4.2 Numerische Losung

Das System von Integro-Differentialgleichungen (6.62), (6.64), (6.65) und
(6.68) wurde approximativ geldst, indem die axialen und tangentialen Span-
nungen nur an den Knotenpunkten eines i{lber die Hiillrochrfliche geleggten Ma-
schennetzes (Abb. 6) berechnet wurden. Dann stellen diese Gleichungen ein
System von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung dar. Flir die
numerische Integration wurde das ProgrammsyStem DYSYS (Dynamic System Si-
mulator {-63_7) verwendet, das erlaubt, Systeme gewdhnlicher Differential-
gleichungen 1. Ordnung mit bis zu 500 abhingigen Veridnderlichen zu behan-
deln. Die Integration im Zeitbereich wird hier mit dem Runge-Kutta-Verfah-
ren durchgefilhrt. Parallel dazu wird eine Extrapolation mit Hilfe Hermite-
scher Polynome durchgefihrt. Anhand der Abweichung dleser beiden Ergebnis-

se wird die relative Genauigkeit gepriift und die Integrationsschritiweite
angepaft / 63 7.

Die Zahl der Knotenpunkte in azimutaler Richtung wurde auf maximalé?;==25
und in radialer Richtung auf maximal Zg = 7 festgelegt. Damit bilden die
Gleichungen (6.62), (6.64), (6.65) und (6.68) ein System von maximal
(350 + 2: K¢) gewdhnlichen Differentialgleichungen. Dariiber hinaus sind eine

Reihe weitere GroBen wie Kriechdehnungen, Vergleichsdehnungen, Tangential-
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und Normalverschiebungen von Interesse, so daB die Gesambzahl der abhin-
gigen Verdnderlichen die Moglichkeiten von DYSYS weitgehend ausschopft.
Die erforderlichen Integrationen der nichtelastischen Verzerrungsraten
iber die Intervalle-%22 0= % und 0< €< bzw. /2 (Einfachsymmetrie
bzw. Doppelsymmetrie) wurden mit Hilfe derisimpsonQRegel durchgefiihrt. Da
die maximale Intervallzahl in azimutaler Richtung auf 24 beschrinkt ist,
wurde Kg auf maximal 10 begrenzt. Bei Doppelsymmetrie ist dann der Fehler
bei der Integration von €0s10¢ im Intervall o= ¢ €T /20 kleiner als 1 o/o.
Samtliche Gleichungen einschlieflich verschiedener Interpolationsformeln
fiir die Kriechparameter und der Routine fir die Simpson-Integration wur-
den in Fortran IV programmiert und in einer Subroutine mit dem Namen

COCO (Collapse-Code) zusammengefaBt.

Eine Reihe von Testrechnungen ergab, daB die Maximalwerte I, =7, J = 25
und I<F = 10 fir die praktisch interessierenden Temperaturverteilungen
ausreichend sind, um konvergierende Kollapszeiten und Deformationsverliu-
fe zu bekommen. Die Kriechkollapszeit wird hier rechnerisch als diejenige
Zeit definiert, bei der die ungleichfdrmige Normalverschiebung g am
Hauptscheitel (¢=o0 ) den Wert 0,2 s, d.h. 20 o/o vom mittleren Radius
erreicht. Diese Zeit ist wegen des sehr starken Anstiegs der Deformatio-

nen praktisch identisch mit dem asymptotischen Wert t. .

6.5 Beispiele
6.5.1 Vergleiche mit der Theorie von Hoff, Jahsman und Nachbar / 55 /

Die Differentialgleichung von Hoff et al. (5.2) wurde mit Hilfe des Pro-
grammsystems DYSYS numerisch integriert. Die Daten, die dem Vergleich zu-

grunde gelegt wurden, sind in Tabelle 1 zusammengefafBt.

Da die Theorie von Hoff et al. erlaubt, nur ganzzahlige Kriechexponenten
zu verwenden, wurde der Exponent auf 6.0 abgerundet und K so korrigiert,
daB die mittlere Kriechgeschwindigkeit gleich bleibt:

6.0 &1
K s} = K Isl

Korr

Die Spannung $ wurde hier gleich der mittleren Umfangsspannung PL/h ge-
setzt. Die Sandwichabmessungen wurden nach Hoff et al. (S. 53) berechnet.

In Abb. 7 ist die Kriechkollapszeit t. als Funktion des Druckes P fiir eine
Anfangsovalitdt o = 0.001225 (dﬁ =4 pm) aufgetragen. Man erkennt, daB im

gesamten Druckbereich die Berilicksichtigung der elastischen Verzerrungen zu

®



- 83 -

einer Verringerung der Kriechkollapszeit filhren, die besonders bei hohen
Driicken ausgeprigter wird. Fir £ = 170 kp/cm2 betrdgt der Unterschied zur
Theorie von Hoff et al. etwa 25 o/o. Dieser Wert entspricht den in Abschn.
6.3 gemachten Abschitzungen und zeigt, daB der maBgebende Unterschied durch
den Faktor A4/(7- P/P:) erzeugt wird. Dieses Resultat steht im Gegensatz
zu den Angaben von Gliickler et al. 4-59_7. Danach ist die Kollapszeit nach
der Theorie von Hoff et al. / 55_/ um einen Faktor 2 - 3 gréBer als die
Kollapszeit nach Ellington / 56 /, bei der die elastischen Verzerrungen be-
riicksichtigt werden. Ein solches Ergebnis ist aber nur dann zu erwarten,
wenn der duBere Uberdruck mehr als die Hdlfte des elastischen Beuldruckes

ﬁ . Dbetrdgt.

In Abb. 8 wird die Abhi#ngigkeit der Kriechkollapszeit T. von der Anfangs-
ovalitidt &« bei konstantem Druck von 100 kp/cm2 gezeigt. Der Kriechexponent
72 wurde hier zu 2 = 5.0 gewdghlt, da dann die Hoffsche Theorie auch fiir
Werte X > 1 giiltig isﬁ und die oben erwidhnte Korrektur der Kriechparameter
nicht notig wird. Man sieht, daB die Kriechkollapszeit fiir kleine Anfangs-
ovalititen £« < ”/“”‘ sehr stark von o« abhdngt, widhrend bei groBen Anfangs-
ovalitdten dieser EinfluB wesentlich schwicher wird. Auch hier zeigt sich,
daB die Vergroferung der Deformationsgeschwindigkeit und der Anfangsovali-
tdt infolge des elastischen Materialverhaltens nur eine geringe Verringerung

der Kollapszeit erzeugt.

Hier sei angefiigt, daB Kaupa Z°65_7 das Kriechkollapsverhalten von Brenn-
stabhifllrchren bei einem isothermen Temperaturfeld und konstantem Druck
experimentell untersucht hat und Vergleiche mit der Theorie von Hoff et al.
1'55-7 durchgeflihrt hat. Flir die Werkstoffe, bel denen keine metallurgischen
Verdnderungen (wie z. B. Ausscheidungen) auftraten, stimmten die experimen-
tellen und theoretischen Kollapszeiten gut ilberein. U. a. ist diese Tatsache
auch deshalb von Interesse, weil dadurch die Brauchbarkeit der Invarianten-
theorie von Qdqvist (Nortonsches Gesetz im einachsigen Spannungszustand)
nicht nur fiir zeitliche konstante Spannungen sondern auch fiir monoton ver-
@nderliche Spannungen deutlich gemacht wird. Leider bestanden experimentelle
Schwierigkeiten bel der Ermittlung des zeitlichen Deformationsverlaufs, so
daB8 hier also noch keine Uberpriifung der Theorie mdglich ist.

6.5.2 Rotationssymmetrisches Temperaturfeld

In sd@mtlichen weiteren Rechnungen wurden die in Tabelle 2 angegebenen Ab-
messungen und Belastungen benutzt; sie entsprechen in etwa den Werten fiir
einen Gasbriiter. Wenngleich auch der Einsatz von Inconel 625 als Hiillwerk-



stoff fraglich ist, da die Zeitstandfestigkeit und Duktilitat infolge der
Bestrahlung stark herabgesetzt werden [66_7 s wurde dieser Werkstoff (im
warm-fertiggewalzten Zustand) den Rechenbeispielen zugrunde gelegt, da die
Temperaturabhidngigkeit der Nortonschen Kriechparameter im Bereich 650 -
800 © C bekannt ist /767 7. An Abb. 9 ist die Temperaturabhingigkeit ange-
geben. Es ist erkennbar, daB der Parameter A durch eine Beziehung der

Form

~ ~ 4
log,, K = A -8 7 (T in %K)
und der Parameter 7t durch
) = A
n = A * 8B = (T in °K)

interpoliert werden kann. Flir die Rechnung wurde nur der Bereich zwischen
650 und 750 © ¢ in Betracht gezogen. Die eingezeichneten Interpolationsge-
raden wurden verwendet. Sie fihren zu Ergebnissen, die auf der "sicheren

Seite" liegen.

Im folgenden werden einige Parametereinfliisse untersucht. Der sehr wesent-
liche EinfluB des duBeren Uberdruckes ist fiir ein isothermes Temperatur-
feld unmittelbar aus (6.39) ablesbar und der EinfluB der Abmessungen ist
mit Hilfe der Theorie von Hoff et al. an anderer Stelle diskutiert worden
/ 58_7. Daher wird hier auf diese Effekte nicht weiter eingegangen.

Fiir eine isotherme Temperaturverteilung ( 7 = 700 ° C) und eine maximale
-3

Abweichung von & = 5.435 ., 10 (Lo = 20 uym) gibt die folgende Tabelle

AufschluB ilber den EinfluB der Mittelflidchengeometrie auf die Kriechkol-

lapszeit 'tc H

e t. [n]
cos 2 4100
Cos 3p 14550
cos 4y 29460

Die Werte fiir P=cos3p und Cos¥e wurden in der Weise errechnet, indem
alle Deformationsmodi 4:;* bis auf 4753 bzw. 4% identisch null gesetzt
wurden; dasselbe wurde fiir ﬁk durchgefiihrt. Bei Mitnahme aller Glieder
é:’e bis ’l:';, zelgte sich, daB infolge der nun einmal beschrénkten
Integrationsgenauigkeit der Deformationsmodus 4:7‘ in der Kollapsphase
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dominierend wurde. Die Kollapszeit verminderte sich dadurch etwas, so daf
beispielsweise fiir 9 = os3p anstelle von 144550 n eine Zeit von 13890 h

errechnet wurde.

Da das qguasi-elliptische Hilllrohr O?=aq52y) die niedrigsten Kollapszeiten
hat und da detailllierte Kenntnisse iiber die Form der Anfangsabweichungen
nicht verfiigbar sind, wird die quasi-elliptische Form der Mittelfliche

(m=aws2p) allen weiteren Rechnungen zugrunde gelegt.
2 ¥/ B=2tn

Fir ein lsothermes Temperaturfeld 1a8t sich der EinfluB des Kriechparame-
ters K auf die Kollapszeit sofort aus (6.41) ablesen:
| te ~ % .

Dies folgt auch unmittelbar aus einer Dimensionsanalyse. Dagegen ist der
EinfluB des Exponenten M weniger iiberschaubar. Abb. 10 zeigt die Kollaps-
zelt als Funktion des Exponenten m . Der lineare Verlauf weist darauf hin,
daB der Term(PL/h;‘hier maBgebend ist. Allerdings ist t. (Pe/h) nicht etwa
konstant, sondern nimmt mit wachsendem n ab. Wesentlich ist, daB eine ge-
ringe fAnderung von n einen bedeutenden EinfluB auf die Kollapszeit haben
kann. So ergibt in diesem Beispiel eine VergrdSerung des Kriechéxponenten

m um 10 o/o vonn=5.0 auf 5.5 eine Verminderung der Kollapszeit um 64 o/o.

S o — s e pe mm e fe wems e~ V- —— . it ma— W Goww  o—— A G - M- — D oo

Sind Temperaturgradienten im Hiillrohr vorhanden, dann Uberlagern sich zwel
Effekte: die Anderung der Spannungen infolge der zunehmenden Ovalitdt (bei
duBerem Uberdruck) und der Abbau der Wirmespannungen infolge Kriechen. Lei-
der standen keine experimentellen Ergebnisse zur Verfiigung, un zu iberpriifen,
wie gut die reine Spannungsrelaxation durch Kriechen mit dem sekunddren
Kriechgesetz nach Norton (bzw. die Verallgemeinerung von Odgvist fiir den
mehrachsigen Spannungszustand) beschrieben werden kann. Daher muB insbeson-
dere in dieser Hinsicht das Kriechgesetz als hypothetisch angesehen werden.
Es ist allerdings zu vermuten, daB hier das primire Kriechen eine wichtige

Rolle spielt.

Zundchst 148t sich aus Abb. 11 die Verminderung der Kriechkollapszeit Tt
durch die gleichfdrmige radiale Temperaturdifferenz AT entnehmen, wie in
Abschn. 6.3 erwdhnt wurde. Die Verringerung der Kollapszeit ist allerdings
gering; so betrdgt sie bei 8T = 40 °c (entsprechend einer Stableistung von
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etwa 495 W/cm) nur 9 o/o. Mehrere Rechnungen unter Vernachldssigung der
Warmespannungen (d.h.f = 0) ergaben dieselbe Kollapszeit wie flir den Fall
AT = 0. Daraus ist zu schliefBen, daB in diesem Beispiel nur Wirmespan-
nungen zu einer Verminderung der Kollapszeit beitragen. Dies ist plausi-
bel, da der Kriechparameter K mit der Temperatur zunimmt wihrend dagegen
der Kriechexponent m abnimmt, so daB sich ihre Einflisse zumindest zum

Teil wieder aufheben koOnnen.

In Abb. 13 ist die Normalverschiebung #r am Hauptscheitel ( ¢=o ) ohne
den Schrumpfungsanteil Wy als Funktion der Zeit t aufgetragen, u.z. fir
AT =0 und AT = 30 °C. Man erkennt fiir den Fall AT = 30 °c eine kurze
Anlaufphase und sieht, daB die relative Abweichung zwischen beiden Kur-
ven nur bei kleinen Zeiten grof ist. ‘
Die maximale plastische Vergleichsdehnung
t 2 2. 241" J;ﬂ t . 2 e 2 e o Y2

e = ([ éiet]™at =13 g[(%*)*(‘?@)*?*??] dt
tritt bei Wirmedurchgang an der Innenseite der Hauptscheitel ( ¢ = O,ﬂka,
O =-1,) auf. Ihr zeitlicher Verlauf ist in Abb. 14 fiir eine Reihe von
Sonderfdllen wiedergegeben. Man erkennt, daB die behinderten Wdrmedehnun-
gen mafBgebend fiir die Anlaufvorgidnge sind. Durch den Abbau der Wiarmespan-
nungen infolge Kriechen werden vorgegebene Grenzwerte der plastischen
Verglei chsdehnung in erheblich kiirzerer Zeit erreicht als vergleichsweise
beim isothermen Temperaturfeld (AT = 0) (vergl. Abb. 11). Diese Tatsa-
che ist aber von geringer Bedeutung, da die verwendeten Werkstoffe zumin-
dest am Anfang der Einsatzzeit nech eine hinreichend groBe Duktilitdt be-
sitzen. Allerdings spielen die plastischen Verzerrungen infolge einer
Temperaturwechselbelastung, die hier nicht betrachtet wird, eine wesent-

liche Rolle (siehe S. 92).

Aus Abb. 11 entnimmt man, daB Kriechdehnungen grofer als 1 o/o erst kurz
vor Erreichen der Kollapszeit auftreten. Sind die zuldssigen Dehnungen
groBer als 1 o/o, dann folgt daraus, daB die Forderung des Nichtiiber-
schreitens der zulidssigen Dehnung hier praktisch nicht die "Lebensdauer"
begrenzt; die Kollapszeit stellt dann eine hinreichend genaue Abschdtzung

fir die "Lebensdauer" dar.

Eine Vorstellung von der nichtlinearen Verteilung der Kriechdehnungen in
Umfangsrichtung bei einer Temperaturdifferenz von AT = 30 OC gibt Abb. 15.
Die groBe Kriechdehnungsrate auf der Innenseite beruht auf der dort herr-
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schenden htheren Spannung; sie wird auBerdem in komplexer Weise durch die
Temperaturabhingigkeit der Kriechparameter beeinfluBt. Bei einem iscther-
men Temperaturfeld besteht ein qualitativ dhnlicher Verlauf, d. h. eine

nahezu lineare Verteilung auf der Innenseite und eine Krimmung der Kurve

auf der AuBenseite.

In Abb. 16 ist der zeitliche Verlauf der Umfangsspannungen an der Innen-
und AuBenseite des Hauptscheitels ( ¢ = O) dargestellt. Zunichst gibt der
Spannungsverlauf fiir ein perfekt kreisfdrmiges Hiillrohr (@ = 0.0) unter
guBerem Uberdruck mit Wirmedurchgang (AT = 30 oC) einen Eindruck von der
Spannungsumlagerung; die unterschiedl ichen asymptotischen Spannungen werden
durch die Temperaturabhingigkeit der Kriechparameter verursacht. Von den bei-
den gegenliufigen Temperaturabhingigkeiten der Parameter K und m iiberwiegt
hier der Einflu8 von K . Bei dem Spannungsverlauf im quasi-elliptischen
Hiillrohr ohne Warmedurchgang (AT = 0.0) fillt die betragsmiBig wesentlich
grofBere Spannungsrate an der AuBenseite auf. Dies bedeutet, daB sich an:der
Innenseite die elastische Dehnung nur schwach &ndert, wéhrend an der AuBen-
seite grolere elastische Dehnungsidnderungen auftreten. Der Grund dafiir

158t sich mit gewissen Einschrankungen durch folgende vereinfachte Uberle-
gung einsehen. Beschrinkt man sich auf éinen einaghsigen Spannungszustand

(Ring), dann lautet das Stoffgesetz (m ungerade)

. S.? M
é,= E' + K,

wobeil e?und S,die Dehnungsrate und die Spannung in Umfangsrichtung bedeuten.

[ ¢
Wegen der linearen Dehnungsverteilung ist

s . .
e?_ o(.,(+ AO ?
Setzt man voraus, daf in der Hiillrohrwand nur Druckspannungen herrschen,

dann 1#Bt sich die Dehnungsrate é?an der Innen- (I) und AuBenseite (A) be-

rechnen und nach Elimination der Krﬁmmungsrate¢3?fblgt daraus

. . » “
Sea * Sex _ +2_{K15\ul*+l<15~u‘ + o'(?}

E 2

Durch Integration des Stoffgesetzes durch die Ringwand erhdlt man bei zeit-

lich konstanter Membrankraft bzw. konstantem Druck

Yy V3 a
fé,do = &, = - [Kis do.
-t Y 4

/2 el

Da am Hauptscheitel §, an der Innenseite betragsmédBig griBer ist als an der
AuBenseite, ist dann, wie man sich anschaulich leicht klarmachen kann, we-

gen der nichtlinearen Spannungsabhingigkeit (M >4) der Kriechrate der Mit-
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telwert (Klsqalﬁ*' KlS,(Il« )/2 griger alslo'(?l. Damit ist (5.?4+é?r)>0'
Infolge der zunehmenden Ovalitdt wird das Biegemoment grdBer, so daff die
Druckspannung an der Innenseite zu- und an der AuBenseite abnimmt. Dann
ist §.ﬂ<o und S.‘PA >0 und unter den genannten Voraussetzungen gilt mit

(é'fk +éﬂ)>o die Beziehung léﬂblg?;l. Bei einem Doppelmembranmodell sind

dagegen die Spannungsraten in den beiden Membranen betragsmdBig gleich.

SchlieBlich ist in Abb. 16 noch der kombinierte Fall (HuBerer Uberdruck
und Warmedurchgang AT = 30 OC) dargestellt.

Die Spannungsverteilung lber die Hillrohrwand am Hauptscheitel zeigt

Abb. 17, u.z. ohne Wirmedurchgang (AT = 0 OC). Auch hier ist wieder die
wesentlich stdrkere Spaﬁnungsénderung an der AuBenseite erkennbar. Nach
hinreichend langer Zeit ist die Umfangsspannung bereichsweise nahezu 1li-
near. Man erkennt, daf die Axialspannungen $Sx etwa halb so groB sind wie
die Umfangsspannungen S¢ » SO daB daraus also in erster Ngherung das Ver-
schwinden der axialen Kriechdehnung folgt. Dadurch wird eine der Appro-
ximationen von Ellington / 56 _/ bestdtigt. Die lineare Spannungsvertei-
lung, wie sie der Theorie von Ellington {_56_7 und der von Serpico [-57_7
zugrunde liegt, ist aber selbst bei isothermem Temperaturfeld nur am An-
fang eine gute Ndherung. Wird der Wirmedurchgang beriicksichtigt (AT > 0),
dann ist die Spannungsverteilung wihrend der Anlaufphase wesentlich kom-
plexer als im isothermen Fall; mit wachsender Zeit wird sie dhnlich der

in Abb. 17.

6.5.3 Nichtrotationssymmetrisches Temperaturfeld

Das Verhalten der Brennstabhiille bei den belden Temperaturverteilungen

Tm(q,) = T)Mé cos é;o , AT = AT, = Const,
7;1(?) = Tma Qs §p ) AT = AT, = const

wird im folgenden ndher diskutiert. Die erste Temperaturverteilung ent-
spricht derjenigen bei zentrischer Position eines Brennstabes in einem
Bindel mit dreieckiger Stabanordnung. Die zweite Verteilung stellt sicher
nur eine erste Nidherung filir den EinfluB einer mdglichen Stabexzentrizitit
dar; wahrscheinlich wird eine Uberlagerung der @0s® - und cosé® —Vertei-
lung realistischer sein. Da aber realistische Temperaturverteilungen fiir
diesen Fall nicht verfiigbar sind, wurde die cos ¢ -Verteilung wegen ihrer

Einfachheit und Uberschaubarkeit zugrunde gelegt. Die radiale Temperatur-
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differenz AT wurde als konstant angenommen. Die von Hofmann 4—37,68 7 fiir ei-~
nen natriumgekithlten Reaktor errechneten Temperaturfelder zeigen ein quali-

tativ dhnliches Verhalten.

Zunichst vermittelt Abb. 18 einen Eindruck der Schwankungen der Kriechpara-
meter K und M bei einer 6056?-Verteilung mit einer Amplitude von nur T;nc
= 10 °C und einer radialen Temperaturdifferenz AT = 30 °C = const.. Man be-
achte, daB am Hauptscheitel ( § = 0) der Parameter K an der Innenseite et-

wa um den Faktor 10 gréSer ist als an der AufBenseite.

Die errechneten Kriechkollapszeiten sind in Abb. 19 als Funktion der Ampli-
tude der mittleren Wandtemperatur zusammengestellt. Fiir die Berechnung der
Kollapszeit bei der cosp -Temperaturverteilung wurde davon ausgegangen, dafB

die Brennstabachse sich nicht krimmen kann, d.h. %, # O.

Es ist auffallend, daf die Kollapszelt bei einer cvué?-Temperaturverteilung
besonders bei hohen Temperaturamplituden wesentlich geringer ist als bei
einer cos{ -Verteilung. Diese Tatsache ist verstédndlich, wenn man beachtet,
dafl die relative Anordnung des Temperaturfeldes zur Anfangsovalitdt fir die
Krimmungsidnderung wichtig ist. Man muB ndmlich dann groBe Deformationsénde-
rungen erwarten, wenn die Scheltel des gquasi-elliptischen Hiilllrohrs hohe
Temperaturen haben. Besonders deutlich ist dies bel einer ces¥y-Verteilung
der mittleren Wandtemperatur, bei der die vier Scheitel des Hilllrohrs sich
auf hoher Temperatur befinden. Fiir eine Amplitude 7y = 40 °c erhilt man
z.B. eine Kollapszeit von nur 680 h (Symbol A ,Abb. 19) im Vergleich zu
1400 h beil einer coséy-Verteilung; man beachte, daB trotz der unterschiled-
lichen Temperaturverteilung die iber dem Umfang und die HUllrohrwand ge-
mittelten Kriechparameter in beiden F&llen dieselben sind. Aus diesem Ver-
gleich folgt auch unmittelbar die Feststellung, daB eine guadratische Stab-

anordnung fiir die "Lebensdauer" nachteiliger ist als eine dreieckige.

Erginzend sei bemerkt, daf man aus dem Vergleich der Kurven (1) und (2) na-
tiirlich nicht folgern darf, daB die zentrische Position des Brennstabes
(coséyp -Temperaturvertellung) fiir die Auslegung bestimmender sei als die
exzentrische ( cos3¢ -Temperaturverteilung), denn aufSer der Form der Vertei-

lung ist die Temperaturamplitude und die mittlere Temperatur wesentlich.

Wirde kein Verfahren zur Verflgung stehen, um azimutale Temperaturschwankun-
gen rechnerisch zu beriicksichtigen, dann wlirde man wohl das Hiilllrohr als
isotherm ansehen und diejenigen Kriechparameter der Rechnung zugrunde legen,
die der maximalen Temperatur in der Wandmitte (anuzmat entsprechen (Kur-

ve (3), Abb. 19). Natiirlich liegen diese Ergebnisse im Hinblick auf die
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Kollapszeit auf der "sicheren Seite". Bei einem Vergleich mit der Kurve
(2) (¢os # -Temperaturverlauf) erkennt man, daB sich insbesondere bei ho-
hen Temperaturamplituden die Kollapszeiten betrdchtlich unterscheiden, so
daB bei einer Auslegung entsprechend der Kurve (3) die Tragfdhigkeit des
Hilllrohrs nicht voll ausgeniitzt wird.

Aus Abb. 19 entnimmt man fernerhin, daB die Wadrmespannungen auch bei einem
nichtrotationssymmetrischen Temperaturfeld nur einen geringen EinfluB auf
die Kollapszeit haben. Dies zeigen die durch das Symbol (X ) gekennzeich-
neten Werte.‘Daraus folgt dann auch, daB es im Hinblick auf die Kollaps-
zeit praktiscﬁ keinen Unterschied macht, ob sich bei einer cos®¥ - Tempera-
turverteilung die Brennstabachse thermisch kriimmen kann ( 451 = 0) oder

nicht. Dies wurde auch durch eine Nachrechnung bestdtigt.

Wie schon bei der rotationssymmetrischen Temperaturverteilung bemerkt,
fihren aber die behinderten Warmedehnungen zu einem anfangs schnellen An-
wachsen der Kriechdehnungen. Einen Eindruck davon gibt Abb. 12 (@sép -
Temperaturverteilung). In diesem Beispiel treten plastische Dehnungen
(Stauchungen), die groBer als 2 o/o sind erst kurz vor Erreichen der Kol-
lapszeit auf. Daher begrenzen zuldssige Dehnungen, die grodBer als 2 o/o

sind hier praktisch nicht die Lebensdauer.

AbschlieBend ist in Abb. 20 das Verschiebungsfeld nach 1017 h (Kollaps-
zeit 2190 h) bei einer @S¢ -Verteilung der mittleren Wandtemperatur
(2;4 = 40 © C) dargestellt. Man erkennt sehr deutlich den kleineren Kriim-
mungsradius des Hilllrohrs auf der heifBlen Seite.

6.6 Zusammenfassung der Ergebnisse

a) Mit Hilfe eines verallgemeinerten Variationsprinzips fiir nichtela-
stische, viskose Schalen bel kleinen Verzerrungen aber endlichen
Rotationen wurde eine Alternative zur Theorie von Hoff et al. ent-
wickelt. Diese Alternative ist kinematisch besser begriindet, liefert
aber keine wesentlich kiirzeren Kollapszeiten als die Theorie von

Hoff et al.

b) Ausgehend von einem verallgemeinerten Variationsprinzip fiir viskose
Schalen, bei denen der elastische Deformationsanteil beriicksichtigt
wird, wurde ein numerisches Verfahren fiir glatte Hiillrohre aufge-

stellt. Im Gegensatz zu den einfachen Kriechkollapstheorien erlaubt
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diese Methode, weitgehend beliebige Kriechggsetze, Temperaturvertei-

lungen, Warmespannungen sowie die Nichtlinearitdt der Spannungsvertei-
lung in der Hilllrohrwand zu beriicksichtigen. Mit diesem Verfahren wur-
den eine Reihe von Rechnungen filir ein quasi-elliptisches Hiillrohr durch-

gefihrt, die zu den unten angegebenen Ergebnissen fiihrten.

Durch Vergleich mit der Theorie von Hoff et al. zeigt sich, daB elasti-
sche Verzerrungen nur €inen geringen EinfluBl auf die Kollapszeit haben,
sofern der HuBere Uberdruck klein im Vergleich zum elastischen Beuldruck

ist.

Das Doppelmembranmodell stellt eine gute Approximation dar, sofern man
nur an der Kollapszeit interessiert ist. Das bedeutet, daB die Details
der Spannungsverteilung durch die Hiilllrohrwand fiir die Berechnung der

Kollapszeit nicht wesentlich sind. Jedoch kinnen die lokalen Kriechdeh-

nungen mit dem Doppelmembranmodell nur sehr grob erfafllt werden.

Warmespannungen fihren nur zu einer unbedeutenden Verminderung der

Kollapszeit.

Bei den hier durchgerechneten Beispielen treten Kriechdehnungen von
mehr als etwa 2 o/o erst kurz vor Erreichen der Kollapszeit auf. Sind
die zuldssigen Kriechdehnungen groBer, dann wird die "Lebensdauer" hin-
reicherdd genau durch die Kollapszeit angegeben, sofern die Hiillrohraus-
legung fiir einen konstanten HuBeren Uberdruck vorgenommen wird und Tem-
peraturwechsel nicht betrachtet werden. Sind die zuldssigen Kriechdeh-
nungen dagegen kleiner als etwa 0,5 o/o, dann ist die zulidssige Ein-
satzzeit merklich klirzer als die Kollapszeit, da die durch Relaxation
der Wdrmespannungen entstehenden Kriechdehnungen bewirken. dafB derart
kleine zul#ssige Kriechdehnungen schon in einem frilhen Stadium des

Beulprozesses iberschritten werden.

Nichtrotationssymmetrische Temperaturfelder sowohl bel zentrischer
Brennstabposition wie auch bei Stabexzentrizit#dt kdnnen sehr stark das
Kollapsverhalten beeinflussen. Eine Auslegung nach der héchsten i@mpe-
ratur in Wandmitte liegt zwar auf der "sicheren Seite", sie kann aber
bei groBen Temperaturamplituden leicht zu konservativ sein. Bei Kennt-
nis des Temperaturfeldes und der Temperaturabhingigkeit der Kriechpara-
meter liefert die hier entwickelte Methode ein realistischeres Bild

des Kriech kollapsverhaltens von Brennstabhiillrohren.
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Anmerkungen

Zu S. 12:

Eigentlich handelt es sich hier um eine von St. Venant, Kirchhoff und ande-
ren 4-32, S. 211_7 entwickelte Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes.
Gl. (2.16) folgt aus diesem Stoffgesetz 4'32, S. 211_7 durch Differenzieren
nach der Zeit.

Zu S. 13:

Hier und im folgenden sollen Funktionen, deren Ableitungen begziiglich der
Spannungsraten, Spannungen oder Verzerrungsraten die Verzerrungsraten, Span-
nungen oder Spannungsraten ergeben als "Kriechpotentiale" oder kurz "Poten-
tiale" bezeichnet werden (vergl. (2.19), (2.22), (2.29), (2.33)).

Zu S. 35: v

Bei der Definition von D und 8 (GL. (4.28)) muB beachtet werden, daB bei
einer Doppelmembran-Schale (Sandwichmodell) hier und im folgendeh die Inte-
grale iiber die Schalendicke durch Summen zu ersetzen sind. Es ist dann

D=2zd 3B ;'(/i?{)z'ég.

4

Zu S. 37, 39 u. 45: . 3

Unter den "Potentialen" ﬁ}, ﬂ:, ﬁ;, . sollen hier skalare Funktionen ver-
standen werden, deren Ableitungen beziiglich der VErschiebungsratéh die Be-
lastungsraten (bzw. die Belastungen, vergl. Abschn. 4.5) entweder auf der
Mittelfldche f (Index f) oder auf der Randkurve ¢ (Index c) ergeben.

Zu S. 86:

Es ist bei diesen Betrachtungen zu beachtén, daf8 es noch weitgehend ungeklirt
ist, welches Versagenskriterium (sowohl fiir monotone wie auch fiir zyklische
Verformung) maBgebend ist. So ist einmal die Frage offen,iwelche phéanomeno-
logische GrdBe (oder GrdSen) fiir die Materialschidigung verantwortlich ist;
dariiber hinaus ist es durchaus mdglich, daB8 Stauchverformungen (wie an der
Innenseite der Hauptscheitel) und Streckverformungen (wie an der AuBenseite)
eine unterschiedliche Schidigung des Werkstoffes erzeugen. Man beachte, da8
die hier angegebenen maximalen Vergleichsdehnungen durch Stauchverformungen
erzeugt werden und daB Stauchverformungen einen mdglicherweise weniger

schidigenden Einfluf haben.
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Nomenklatur

Determinate deeretfiktensors der unverformten bzw. der
verformten Mittelflache einer Schale Gl. (4.2)

Ko- bzw. kontravarlante Basis der Mittelfl&dche Gl. (4 2)

Fundamentalgr-'o’ﬁen 1. Ordnung, d.h. die ko- bzw. kontra-
varianten Komponenten des Metriktensors der unverform-

ten Mittelfliche Gl. (4.3)

Einheitsnormalenvektor der unverformten bzw. der ver-

formten Mittelfldche Gl. (4.2), (4.22)
Basisvektoren der verformten Mittelfliche G1. (4.17)
Lagrangesche Multiplikatoren Gl. (3.11)
Koeffizienten Gl. (6.21)

(3.11)

Bezogenes Trigheitsmoment GL. (4.38) u. S. 92

Lagrangescher Multiplikatbr Gl.

Koeffizienten GlL. (5. 2)

Fundamentalgroﬁen 2. Ordnung Gl. (4. 6)

Lagrangesche Multlpllkatoren Gl. (3.11)

Tragende Schalendicke Gl. (4.38) u. S. 92

Dicke einer Membran des Doppelmembranmodells (Abb. 4):
Elastizit&@tsmodul

Basisvektoren eines kartesischen Koordinatensystems
(Abb. 3)

Kovariante bzw. gemischte Komponenten des Lagrangeschen
Verzerrungstensors Gl. (2.6)
LagrangescherVerzerrungsgeschwindigkeit Gl. (2.7)
Elastische und nichtelastische Verzerrungsraten
gl. (2.16), (2.15)

Kriech-, Schwell- und Wirmedehnungsrate Gl. (2.15)

Deviatorische Verzerrungsrate

Fliche und Flichenelement im unverformten Korper (Refe-

renzsystem)
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Fldche und Flichenelement im verformten Kdrper

Ko- und kontravariante Basisvektoren im unverformten

:Karpér (Referehisystem) Gl.'(E;l)

Ko- und kontravariante Komponenten des Metriktensors

im Referenzsystem Gl. (2.2)

‘Kovarianter Basisvektor im verformten Korper Gl. (2.4)

Kovariante Komponenten des Metriktensors im verformten
Kdorper

Determinanté von 9

Determinante von C;q

Dicke der Schale

Abstand der Membranen des Doppelmembranmodells (Abb.4)
Anzahl der radialen Stitzstellen im Hullrohr

Zweite Invariante des Verzerrungsgeschwindigkeitsdevia-

tors
Anzahl der tangentialen Stiitzstellen im Hillrohr

Zweite Invariante des Deviators des Kirchhoffschen

Spamungstensors Gl. (2.27)

Anzahl der Glieder der Reihen (6.53), (6.54) und (6.56)
Parameter im Nortonschen Kriechgeéetz Gl. (2.34)
Parameter Gl. (6.11), (6.12)

Charakteristische Lénge z.B. minimaler Krimmungsra-

dius der Schale

Kontravariante und gemiSchte Komponenten des Momenten-

tensors Gl. (4.36), (4.35)

Integrale {iber die nichtelastischen VErzerrungsréten

Gl. (%.39)

Momente der axialen und tangentialen nichtelastischen

. - ) ol
Vérzerrungsratenr(physikal. Komponenten von ‘hL: 5"

m':d ) Gl. (6.8)

2

Biegemomente Gl. (6.8), (6.17)
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Momentenbelastung auf der Randkurve C der Schale
Kriechexponent im Nortonschen Kriechgesetz Gl. (2.34)
Anzashl der Glieder der Reihen (6.20), (5.2), (6.30)

Einheitsnormalenvektor insb. der duBere Normalenvektor
auf der Oberfldche O im Referenzsystem und seine ko-
und kontravarianten Komponenten Gl.(2.10),(2.39),(2.40)

Kontravariante und gemischte Komponenten des Membran-
krafttensors Gl. (4.36), (4.35)

Integrale der nichtelastischen Verzerrungsraten Gl.(4.39)
Membrankraft in axialer und azimutaler Richtung Gl.(6.8)

Fourierkoeffizienten von Ny , Gl. (6.17)

Fourierkoeffizienten von Mx , Gl. (6.56)

Integrale der nichtelastischen Verzerrungsraten in

axialer und azimutaler Richtung Gl. (6.8)
Membrankraftbelastung auf der Randkurve C

Oberfléche und Oberfléchenteile im Referenzsystem (S.16)
Oberfléchenelement im Referenzsystem

Hydrostatischer Druck, Gl. (3.15), AuBerer Uberdruck Gl.(5.2)

Beuldriicke einer unendlich langen, elastischen Kreis-
zylinderschale Gl. (6.66)

Querkraft und Ersatzquerkraft auf dem Rand C
Mittlerer Radius des Hiillrohrs

Ortsvektor eines materiellen Punktes vor bzw. nach der

Verformung

Kontravariante und gemischte Komponenten des Kirchhoff-
schen Spannungstensors (Piola-Kirchhoffscher Spannungs-
tensor 2. Art)

Gemischte Komponenten des Deviators des Kirchhoffschen

Spannungstensors Gl. (2.26)

Kirchhoffsche Spannung in axialer und in Umfangsrich-

tung (phys. Komp.)
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Kirchhoffsche Spannung in der ZuBeren bzw. inneren

Membran in Umfangsrichtung Gl. (6.13)

Zeit, Kriechkollapszeit

Temperatur (im Referenzzustand ist T = O)

Temperatur in der Mitte aer Hillrohrwand Gl. (6.42)
Temperaturdifferenz iber die Hiillrohrwand Gl. (6.42)
Fourierkoeffizienten von Im(eq4) Gl. (4.43) |
Fourierkoeffizienten von ATte,+) G1. (4.43)

Belastungsspannung auf der Oberfliche 0, bezogen auf

das verformte Flachenelement

Belastungsspannung auf der Oberfliche Or bezogen auf

das unverformte Fldchenelement
Kontravariante Komponenten von T im Referenzsystem
Definition siehe Gl. (2.39)

Verschiebungsvektor und seine ko- und kontravarianten
Komponenten begzliglich des Referenzsystems im unverform-

ten, spannungsfreien Korper

Vorgeschriebene Geschwindigkeit auf der Oberflache O,
Axiale Verschiebung Gl. (6.3)

Axiale Dehnung Gl. (6.55)

Verschiebungsvektor der Mittelfliche
Ko- u. kontravariante Komponenten der Tangentialver-
schiebung der Mittelfldche, Gl. (4.14)

Verschiebung in Umfangsrichtung Gl. (6.3), (6.54)
Volumen und Volumenelement im Referenzsystem

Potentiale fiir einen elastisch-viskosen Korper Gl.(2.23),
(2.18) u. einen nichtel.-viskosen Korper Gl.(2.33),(2.30)

Potentiale fiir eine elastisch-viskose Schale

Gl. (4.44), (4.65), (4.69)

Potentiale fir eine nichtelastisch-viskose Schale
Gl. (4.74)
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w : Normalverschiebung der Mittelfliche Gl. (4.14)

wWr , Wy : Anteile der Normalverschiebung Gl. (6.17), (6.50)
~x (£) : Fourierkoeffizienten von ’Z%_— Gl. (6.53)

Wy, we : Ko- und kontr'avar'iante Komponenten des Rotationsvek-

tors der Mittelfldchennormalen Gl. (4.18)

X’ : Dimensionslose axiale Koordinate

® = oL, : Dimensionslose maximale Anfangsabweichung von der
Mittelfliche Gl. (6.1), (5.2)

Kt :+  Zeiltabhingiges OvalitdtsmaB in der Theorie von Hoff et al.

Kovariante und gemischte Komponenten des Verzerrungs-
tensors der Mittelfldche Gl. (4.28)

oL?, : Dehnung der Mittelfldche in Umfangsrichtung Gl. (6.6)
/3 :  Wérmeausdehnungskoeffizient
FAK : Christoffelsymbol 2. Art
r"ﬂ} Christoffelsymbol 2. Art beziiglich der Mittelfliche
Gl. (4.5)
5 : Variationsoperator
S}' , J ; - : Einheitstensoren in einem drei-bzw. zweidimensionalen
Raum
E..;é ) Ver,zerrungstensar bei infipitesimalen Verschiebungen
und Verschiebungsgradienten
Eup : Permutationstensor Gl. (4.12)
7 (> : PForm der Mittelfldchenabweichung des Hiillrohrs Gl.(6.1)
i" : Definition siehe Gl. (6.60)
et : Krummlinige Koordinaten
6" : Koordinaten in der Mittelfldche
@= e* : Koordinate senkrecht zur Mittelfl&che
A=h/z : Dimensionslose Schalendicke
A M : Lamesche Konstanten Gl. (2.24)

S/ s alll 1
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Definition Gl. (4.7)
Querkontraktionszahl

RuBerer Normalenvektor in der Tangentialebene der Mit-

telfléché auf der Randkurve C und seine ko- und kon-

' travarianten Komponenten (S. 38)

Begenelement in Richﬁung Y,

Potential des hydrostatischen Druckes und der Randbe-
lastung G1. (4.51), (4.55)

Dimensionsloser Ortsvektor der Mittelfldche im Refe-

renzzustand G. (4.1)

Kontravariante Komponenten des klassischen Spannungs-
tensors (bei infinitesimalen Verschiebungen und Ver-

schiebungsgradienten)

Kontravariante Komponenten des Cauchyschen Spannungs-

tensors

Winkel, gemessen von der gemeinsamen Symmetrieachse

des Hiillrohrs und des Temperaturfeldes
Funktionale Gl. (3.9), (3.17), (3.18), (3.19)
OvalitdtsmaB Gl. (5.2), (6.36)

Funktionale Gl. (3.22), (3.24), (3.25), (4.56),
(4.64), (4.68) ‘

¢ Rotation eines Mittelflidchenelements wum die Mittelfld-

chennormale

Kontravariante und gemischte Komponenten des Tensors

der Krimmungsinderungen Gl. (4.28)

Krimmungs&nderung in Umfangsrichtung Gl. (6.7)

Besondere Zeichen

Der Punkt iber einer GroBe bedeutet materielle zeit-
liche Anderung

Der vertikale Strich neben einem Tensor bedeutet kova-
riante Ableitung, und zwar entweder beziliglich der Me-
frik 9:; (dreidimensionaler Raum) oder beziiglich der
Metrik Qup (Mittelfldche)

Das Komma bedeutet partielle Ableitung



- 99 -

Literatur

P.K.G. Odgvist, J. Hult: Kriechfestigkeit metallischer Werkstoffe,
Springer-Verlag, 1962 '

F.K.G. Odgvist: Mathematical Theory of Creep and Creep Rupture,
Oxford, At the Clarendon Press, 1966

Yu.N. Rabotnov: Creep Problems in Structural Members,
North-Holland Publ. Comp., Amsterdam-London, 1969

H. Leipholz: Einfilhrung in die Elastizitatstheorie,

G. Braun, Karsruhe, 1968

E. Hellinger: Die allgemeinen Ansitze der Mechanik der Kontinua,
Enz. math. Wiss. 4, S. 602 - 694, 1914

E. Reissner: On a Variational Theorem in Elasticity,

J. Math. Phys. 27, 1950, S. 90 - 95

E. Reissner: On a Variational Theorem for Finite Eléstic
Deformations,
J. Math. Phys. 32, 2/3, 1953, 8. 129 - 135

Hu Hai-Chaﬁg: On Some Variational Principles in the Theory of
Elasticity and the Theory of Plasticity,
Scientia Sinica 4, 1, 1955, S. 33 < 54

K. Washizu: Variational Methods in Elasticity and Plasticity,

Pergamon Press, 1968
R. Courant, D. Hilbert: Methoden der Mathematischen Physik I,
Springer-Verlag, 1968

E. Trefftz: Uber die Ableitung der Stabilititskriterien des ela-
stischen Gleichgéwichts aus der Elastizit&tstheorie endlicher De-
formationen,

Proc. 3% rd. Int. Cong. Appl. Mech., 1931, S. 44 - 50

V.V. Novozhilov: Foundations of the Nonlinear Theory of Elastici-

1y,

Graylock Press, Rochester N.Y., 1953

A.J. Wang, W. Prager: Thermal and Creep-Effects in Work-Hardening
Elastic-Plastie Solids,
J. Aeron. Sc., Mai 1954, S. 343 - 344 u. 360



/217

- 100 -

J.L. Sanders, H.G. McComb, F.R. Schlechte: A Variational Theorem
for Creep with Applications to Plates and Columns,
NACA TN 4003, 1957

T.H.H. Pian: On The Variational Theorem for Creep,
J. Aeron. Sc., Nov. 1957, S. 846 - 847

J.F'. Besseling: A Theory of Small Deformations of Solid Bodies,
Feb. 9, 1959, SUDAER No. 84, A FOSR-TN-59-605

L.M. Kachanov: siehe /3 7, S. 684

N.J. Hoff: Approximate Anglysis of Structures in the Presence of
Moderately Large Creep Deformations,
Quart. Appl. Math. 12, 1, 1954, S. 49 - 55

N.J. Hoff: Stress Distribution in the Presence of Creep, aus:
High Temperature Effects in Aircraft Structures, Hrsg.:
N.J. Hoff, AGARDograph No. 28, Pergamon Press, 1958, S. 248 - 266

E. Reissner: Stress Strain Relations in the Theory of Thin Elastic
Shells, V
J. Math. Phys. 31, 2, July 1952, S. 109 - 119

AEereissner: On the Form of Variationally Derived Shell Equations,

J. Appl. Mech., June 1964, S. 233 - 238

P.M. Naghdi: On a Variational Theorem in Elasticity and its
Application to Shell Theory,
J. Appl. Mech., Dec. 1964, S. 647 - 653

L.M. Habip: Theory of Elastic Shells in the Reference State,

Ingenieur-Archiv 34, 1965, S. 228 - 237

Yu.N. Rabotnov: Axisymmetrical Creep Problems of Circular Cylin-
drical Shells,
J. Appl. Math. Mech. 28, 1964, S. 1255 - 1263

Yu.N. Rabotnov: Creep of Shells,
Proc. 11. Int. Cong. Appl. Mech. 1964, S. 414 - 419

E.I. Grigoliuk, Yu.V. Lipovtsev: Use of the Variational Principle
in Stability Problems of Shells Under Creep Conditions,
Mechanics of Solids 1, 1966, S. 56 - 60

E.T. Grigoliuk, Yu.V. Lipovtsev: On the Creep Buckling of Shells,
Int. J. Solids Structures 5, 1969, S. 155 - 172



[ 287

- 101 -

L.H. Donnell: A New Theory for the Bueckling of Thin Cylinders
Under Axial Compression and Bending,
Trans. ASME 56, 1934, S. 795 - 806

J.L. Sanders: Nonlinear Theories for Thin Shells;

Quart. Appl. Math. 21, 1963, S. 21 - 36

A.E. Green, W. Zerna: Theoretical Elasticity,
Oxford, At the Clarendon Press, 1960

A.E. Green, J.E. Adkins: Large Elastic Deformations and Nonlinear
Continuum Mechanics, )
Oxford, At the Clarendon Press, 1960

A.C. Eringen: Nonlinear Theory of Continuous Media,:
MceGraw-Hill, New York, 1962

L.R. Herrmann: Elasticity Equations for Incompressible and Nearly
Incompressible Media by a Variational Theorem,
AIAA 3, 10, 1965, S. 1896 - 1900

C.E. Pearson: General Theory of Elastic Stability,
Quart. Appl. Math. 14, 2, 1956, S. 133 - 144

A. Pfliiger: Stabilitdtsprobleme der Elastostatik,

Springer-Verlag, 1964

M.  Fischer, H. Shimamune: Temperature Distribution and ‘Thermal
Stability in Asymmetrical Triangular Rod~-Clusters,
April 1969, KFK 724, EVR 4178 e

F. Hofmann: Temperaturfelder in Brennstoff, Hiilllrohr und Kihlmit-
tel in Brennelementen mit symmetrischer und asymmetrischer Bindel-
geometrie,

Reaktortagung 1971, Bonn

F. Erbacher, S. Malang, K. Rust: Arbeiten zur Weiterentwicklung
Dampfgekiihlter Schneller Brutreaktoren,
Atomwirtschaft, Juli 1970, S. 331 - 334

1 —

RIS T Y
OSverscriiun

kg
ta
9

: _ etzmann: Druckausgleic
fiir Brennelemente, insbesondere fiir gasgekihlte Brutreaktoren,
International Meeting,on Fast»Reactof‘Fuel and Fuel Eléments,
Kartsruhe, Sept. 28 - 30, 1970



/507

- 102 -

N.J: Hoff: A Survey of the Theories of Creep Buckling,
AFOSR-TN-60-682, 1958

Yu.N. Rabotnov, S.A. Shesterikov: Creep Stability of Columns
and Plates;,
J. Mech. Phys. Solids 6, 1957, S. 27 - 34

R.F. Shanley siehe / 40 /

R.L. Carlson: Time-Dependent Tangent Modulus Applied to Column
Creep Buckling,
J. Appl. Mech. 23, 3, Sept. 1956, S. 390

G. Gerard: Note on Creep Buckiing of Columns,
J. Aeron. Sc. 19, 10, Cct. 1952, S. 714

G. Gerard: A Creep Buckling Hypothesis,

~J. Aeron. Sc. 23, 9, Sept. 1956, S. 879

G. Gerard, A.C. Gilbert: A Critical Strain Approach to Creep
Buckling of Plates and Shells,
J. Aero/Space Sc. July 1958, S. 429:.- 434

G. Gerard: Theory of Creep Buckling of Perfect Plates and Shells,
J. Aerospace Sc., Sept. 1962, S. 1087 - 1090

J.M. Corum: An Investigation of the Instantaneous and Creep Buck-

~1ling Initially Out-Of-Round Tubes Subjectea to External Pressure,

ORNL-3299, 1963

D.A. Howl, B. Moore: Predictidn of Creep Collapse Pressures and

+ Times for Nuclear Fuel Cladding,

J. British Nucl. Soc. 8, 2, April 1969, S. 103 - 108

W.E. Jahsman, F.A. Field: Comparsion of Theoretical and Experi-
mental Creep-Buckling Times of Initially Straight Centrally
Loaded Columns,

J. Aerospace Sc., April 1962, S. 431 - 467

E. Sundstrom: Creep Buckling of Cylindrical Shells,
Trans. Roy. Inst. Techn., Stockholm, Sweden, Nr. 115, 1957, S.1-31

Théin Wah, R.K. Gfegory: Cfeép Collapse of Long Cylindrical
Shells Under High Temperature and External Pressure,
J. Aerospace Sc. 28, 3, March 1961, S. 177 - 188



/537

/617

- 103 -

E.Z. Stowell, Thein Wah: A Unified Theory for Creep Buckling
Under Normal Loads, ' ‘
J. Aerospace Sc., June 1962, S. 658 - 661

E.Z. Stowell, E.M. Briggs: Effect of Transient Creep on the -
Collapse Time of Cylinders and Cones Under External Pressure,
AIAA Journal 1, 11, Nov. 1963, S. 2663 - 2664

N.J. Hoff, W.E. Jahsman, W. Nachbar: A Study of Creep Collapse
of a Long Circular Cylindrical Shell Under Uniform External
Pressure, ‘ )

J. Aerospace Sc., Oct. 1959, S. 663 - 669

J.P. Ellington: Creep Collapse of Tubes Under External Pressure,
DEG Report 162 (R), 1960

J.C. Serpico: A Study of Creep Collapse of a Long Circular Cylin-
drical Shell Under Various Distributed Force Systems,
J. Aerospace Sc., Nov. 1962, S. 1316 - 1323

G. Schmidt: Hillrohr-Festigkeitsprobleme beim Dampfgekiihlten
Schnellen Briiter,

Kernforschungszentrum Karlsruhe, Externer Bericht Nr. 8/66 - 7,
Okt. 1966

E. Gluckler, E. Passig, J. Hochel: Kriechbeulen von Brennelement-
Hiillrohren,
Nucl. Eng. Design 7, 1968, 3. 236 - 248

C.R. Kennedy, W.O. Harms, D.A. Douglas: Multiaxial Creep Studies
on Inconel at 1500 F,

Trans. ASME, J. Basic Eng., Dec. 1959, S. 599 - 609

K.D. CloB, L. Sché&fer: Untersuchungen Uber das Zeitstandverhalten
von HlUllrohrproben mit und ohne Bestrahlung,

Int. Meeting on Fast Reactor Fuel and Fuel Elements, Karlsruhe,
Sept. 28 - 30, 1970

J.N. Goodier: Thermal Stress in Long Cylindrical Shells due to

Temperature Variation Round the Circumference and Through the Wall,

Canadian Jour. of Research 15, Sec. A., No 4, April 1937, S.49-58

E.G. Schlechtendahl: DYSYS - A Dynamic System Simulator for
Continuous and Discrete Changes of State,
Juli 1970, KFK 1209



- 104 -

4-64_7 H. Kaupa: Perstnliche Mitteilung, Institut fiir Material- und Fest-

korperforschung, Kernforschungszentrum Karlsruhe

{-65_7 H. Kaupa: Experimentelle Untersuchung des Kriechbeulverhaltens
diinnwandiger Rohre aus hochwarmfesten Werkstoffen,
Feb. 1971, KFK 1363

[_66_7 H. Hauk: Bestrahlungsverhalten von Nickellegierungen, aus:
Hiillwerkstoffe fiir Schnelle Brutreaktoren,
Juli 1969, KFK 985

[-67_7 M. Schirra: Persdnliche Mitteilung, Institut fiir Material- und

Festkorperforschung, Kernforschungszentrum Karlsruhe

1-68_7'F. Hofmann, R. Krieg: Mechanische Beanspruchung von Brennstabhiill-
rohren durch radiale und azimutale Temperaturgradienten in Brenn-
elementen mit exzentrischer Geometrie, zur Verdffentlichung einge-
reicht: First International Conference on Structural Mechanics in
Reactor Technology, Berlin, 20. - 24. September 1971



- 105 -

Tabelle 1
Parameter Symbol Wert Dimension
AuBendurchmesser Da ' 7.0 {-mm_7
Mittlerer Radius 1 3.3 /nm 7
Wandstidrke ho 0.4 [ mm 7
Form der Abweichung n = cos 2¢
-3 -3 _

Anfangsovalitit {a 3.0625-10 = 0 =6.125.10 (_-_7

al 1s0al<20 /em_/
BuBerer Uberdruck P 852 p 170 ['kp/cm2_7 ’
(zeitl. konstant)
Temperatur (isotherm) T 700 a OC_7
Werkstoff /64 73 |
Hastelloy X bei 700 °C
Elastizitdtsmodul E 15350 [kp/mmgj
Poissonsche Zahl v 0.3 /-7

- 2
Streckgrenze ‘ . Gha 26.0 /[ kp/mm" 7
Nortonsche Kriechparameter {.P 631 - 4_7—7 om
‘ K 2.0:10 / a(kp/mm=)" 7

-S .
Wirmeausdehnungskoeffizient 8 1.57.10 / erd 1 7
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Tabelle 2
Parameter Symbol Wert Dimension
Mittlerer Radius ! 3.68 a wa
Wandstidrke h 0.35 [/ mm_7
-2 -

Maximale Abweichung o 0.5435 - 10 Z_'_7

lo 20 / um_/
KugBerer Uberdruck p - 60 / kp/ cm2_7
(konstant)

. R . T -O ’
Temperaturbereich S 650 Tpey = 750 / C7
(zeitl. konstant)

Werkstoff /67 _/:
Inconel 625 bei 700 °C ’
Elastizitdtsmodul E 15350 / kp/ mm2_7
Poissonsche Zahl y 0.328 A
Streckgrenze , Go.2 57.5 / ‘kp/“mmg 7/
Nortonsche Kriechparameter {n siehe S. 84 Z_"’.7 o
4 K u. Abb. 9 /"h(kp/mm”)" 7

~ -5 - -

Wirmeausdehnungskoeffizient 3 1.5 « 10 / erd 1_7

Warmeleitfahigkeit A 0.197 /[ W/(em grd) 7
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 Referenzsystem im unverformten

Korper

Mitbewegtes Koordinatensystem
im verformten Korper

~

Abb. 1

M : Mittelflache

Abb. 2 Orts-

e -
- 3Cdp,) = TRy

Koordinatensysteme

Nach der Verformung

und Basisvektoren der Schale
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Abb. 3 Xoordinatensystem flir die Mittelflidche des Hilllrohrs

Abb. 4 Abmessungen des Doppelmembranmodells
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Abb. 5 Doppelmembranabstand hs als Funktion

des Nortonschen Kriechexponenten n

Mittelflache

" Abb. 6 Maschennetz im Hillrohr
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Liste des Programms C@Cg

Das Programm C@C@ umfaBt die Subroutine
DYNAMZ,

die von dem Programmsystem DYSYS (Dynamic Systém Simulator [=63_7) aufge-
rufen wird, und die weiteren DYNAMZ untergeordneten Subroutinen

SUBCES
SUBNZN
SETY

sowie die FUNCTIgN-Unterprogramme

TAVFUN
DELFUN.

Die Ein- und Ausgabe erfolgt nach den in (-63_7 angegebenen Regeln.
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EIN CCMPLTERPROGRAMM I, EERECHNUNG Do KRISCHKOLLAPSES Vo GLATTEN
FLELLRCHREN BE1 RCTATICNS- U, hICHTRCTATICN‘SVWMETRISCHFN TEMPE~

RATURFELCERN
ANNAFMEN

LeHLELLE ELASTISCH UND MICHTLINEAR VISKCS (INVARIANTENTHFCRIE VON

CCQVIST)e DIE KRIECHRATE KANN NACK BECARF CURCH ANDERE BEZISHUNGEN

ERSET2T WERCEN.

2.C1E TEMFERATLRVERTEILUNG IST LINEAR UEBER CIE WANDDICKE
3,C1E TEMPERATLRVERTEILUNG UND CIE ANFANGSCECMETRIE DER MITTELFLAE-

4. TEMPERATUR UNC ALSSENCRUCK WERDEN PLCETZLICH AUFGEBRACKT UND BLEI-

BEN CAMM KCASTANT. DURCH GERINGFUEGICGE AENDERUNGEN KCENNEN AUCH
ZEITLICH VERAENCERLICHE TEMPERATUREN UNL CRUECKE BEBANDELT WERDEN

S.SCHWELLEN WIRD NICHT BERUECKSICHTIGT

6oCIE DEFNUNG CER MITTELFLAECHE AENDERT SICH NICHT IN UMFAKNGSRICH—-

TUNG
TeMEXIMALWERTE IFRAX=T, JFMAK=25, KFMAX=10

STANC: 20.01.1571
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lElNCABECAIEN
1eMITTLERER RACILS (M)
24WANCCICKE (128
JLELASTIZITAETSMCOLL : : © AKPICMNM)
4,QUERKCNTRAKTICASZAHL ) )
SoLINEARER hAERMEALSSEFhUhGSKCEFFIZIENT (GRD**( 1))
C«ANFAENGLICRER AUSSENDRUCK : (KP/QMV)
TeANFANGSCVALITAETY (=)
E=12,FCRMKCEFFIZIENTEN DER MITTELFLAECHENABWE ICHUNG (<)
13,ANZAHL CER STUET2STELLEN DURCH DIE WAND
IF MLSS UNGERACE SEIN (~)
14.AK2ZAKL DER STUET2STELLEN IN TANG‘&T!ALER
RICETUNG. JF MUSS UNGERADE SEIN (-}
15.ANZAHL CER FOURIERKCEFFIZIENTEN
KF KANN GERACE CCER UNGERADE SEIN (-}
16.KENNZAKL FUER CIE BREANSTAEBIEGUNG
KEINE BIEGUNG VCRHANDEN LAMBCA= O
BIECUNG VOREANCEMN LAMBCA= 1 (=)
1T7.KENNZAHL FUER DEMN RADIALEN TEMPERATUR
CRACIENTEN
GRACIENT KCASTANT AM UMFANG KDELT= 0
. NICHT = « KDELT= 1 -}
18.KENNZAKL FUER CIE FITTLERE WANDTEMPERATLR
P!TTLERE WANCTENMFo KCASTANT - KTAV= O~
®  MICHT " KTAY= 1 ()
l9.KEhNZAhL FUER CIE SYMMETRIE DES
TEMPERATLRFELLES
EINE SYMMETRIEACEHSE ISyp=1

IWEl SYMMETRIEACHSEN 1Syw=2 v CANN
IST AUCK LAMBLA= O L
20~L4 ,RACIALER TEMPERATURGRACIENY AN DEN

45~6SMITTLERE WANCTEMPERATUR AN DEN STUET2-

T0=S4KRIECHPARAMETER K IN WANDMITTE AN CEN
© STUETZSTELLEN IN TANGENTIALER RICHTUNG

(=)

STELLEN IN TABGENTIALER RICHTUNG - (GRD**(~-1))

»
]
S
]
$
s
]
$
$
L ]
$
$ CHE HABEN MINDESTENS EINE GEMEINSAME SYMMETRIEACHSE (PHI=()
$
]
]
$
$
$
§
$
$
8

LAMBOA

KOSLT

KTAY

Isym

STUETZSTELLEN IN TANGENTIALER RICHTUNG (GRD**(~1)) DELT(25)

TAV(25)

CUSTH{KP/CPM)FSVCN)#2(-1}) VCK(25)
8 §5=119.NCRTCNSCHER KRIECHREXFCNENT IN WANCMITTE

$ AN DEN STUETZSTELLEN IN TANGENTIALER RICHTUNG {=) VCN{25)
!lZC.Ih1ERPCLA1!ChSPARAPETER FUER DEN FALL KCC=% AAK
$lcle " " " * 88K
tlze, " . " ® " * AAN
$lzz2. " " " " " . BBN
$124STELERPARAMETER FUER LIE BESTIMMUNG CER :

$ KRIECHKCNSTANTEN KCC

KCC=1 DIE KRIECHPARAF., SIND DURCH VCK{Z8) U. VCN(25)
AN DEN STLETZSTODLLEN 4 IN UMFANGSRICHTUNG GEGE-
BEN; IHRF INTERFCLATICN DURCH CTE WAND ERFCLGT
MIT RILFE DES LARSEN-MILLER-PARAMETERS

KCC=2 OCIE KRIFCHPARAM, SIND TEMP,~UNABHAENGIG. IN
JECEM FUNKY -DER WAND SIND SIE GLEICH DEN WERTEN
vCK(1) Us VCNL1)e

KCC=3 CIE KRIECHPARAM, SIND TEMP.—-UNABHAENGIG IN RADIALER
RICHIUNGy IN TANGe RICHTo WERDSN SIE DURCH CIE EINGABE~
CATEN VCK Us VCN BESTIKMT,.

KCC=4 ES WIRC VCRAUSGESETZT, CASS LCC(CREK) Us EXN LINEARE

) FUNKTICNEM VON L/T{KELVIN) SINC. FUER DIE INTERPCLATICN
WERCEN CIE GRCESSEN AAKBBK,BAAN,BEN BENUTZT. CIE EIN-
CABECATEN VCK Le VCN WERDEN NICHT GEBRAUCKT.
125, STELERPARAMETER FUER L. EINGABE C, TEMPERATURFELCES (-} KTY

KIT=1 CAS TIMFCRATURFELD WIRL ALLEIN CURCH DIE EINGABE~
CATEN TAV(J) UND DELT(J) BESTIMMT

K11=2 .CIE .VERTEILUNG DER TENMPERATUR IN WANDMITTE TAV UND

) CIE CER TEMPERATURDIFFERENZ DELT MUSS DURCH DIE
FUACTICNS ®TAVFUN® U, “DELFUN® BESCHRIEBEN WERCEN.
CIE EINGAEECATEN 25 BIS 69 WERDEN NICHT GEBRAUCHT.
126+ STELERPARAMETER FUER VERFCRFUNGSMCODLS () KKK

FALLS ETA{1)=CeC s DANN WIRD NLR DER VFRFCRMUNGSMCDUS WUKKK),

CER FTACKKK) ENTSPRICHT, IN DER RECHNUNG 2UGELASSEN. DIESE

EINSCHRAENKUNG KANN BEl BECARF AUFGEHCBEN WERDEN.

B bk o ook akoboh o ok o 3 b b o 3ok b ok okl 3ok koo sk i ol Ak ok 3ok ok BoK o o ok ok ek ROK Rkl ol Rk ok

BLSCABECATIEN (VERSICN 1)

1,211 (sT) LEIT
2eGLEICHFCERMIGE NCFMALVERSCHIEBUNG () Wi
3-11.FOLRIERKCEFF, DER NCFMALVERSCHIEBUNG K=2 BIS 10 (=) W2
12.2hETTER FOURITERKCEFFIZIEANT DER AXTALEN
MEMERANKRAFT (KP/VI) NK2
13-27 NCRMALVERSCHIEBUNG AN DISKRETEN PUNKTEN DES
UMFANGSs GLEICHFFCERMIGE VERSCHIEBUNG NICHT
ENTHALTEN. J=1 BIS 2f ) Wil
26-€2o TANGENTIALVERSCHIEBUNG ) vial
€3-€S. TANGENITALE KRIECECEHNUNG I=1 BIS 7 U. J=1 ) co1
TC~TEeKRIECHVERGLEICHSDERNUNG INNEN 3, AUSSEN AN DEN
STELLEN y=14JM,JF (-} CDEL
T6~E20 SPANNUNG - AXTAL FUER 1I=1 BIS 7 Ue J=1 (KP/QMM) X101
€3=ESs SPANNLNG TANCEANTIAL FUER 1I=1 BIS 7 Us J=1 (KP/QFMM) T151
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$
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$
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SLERCUTINE DYNAMC
CCMMCN 7/ INTVAR/ ZEITonDon(1C) oAKEL1G) ¢SX{T 925),57(7,25),CDEQ(S),

1 CO(Te23)shiT(25),vIN(25)
CCMMCN 2 CFRIV / Onl,Dn(1C),ONKC1IC)LSX(T,25),D8T(7,2%),DCOECLE)
1 10CD(793)

CCMMCN 7 CATA 7 Lt sEaVoAUSD oPANF JBLFEAL,ETA(S) yIF 3 JF s KFoLAMBLA,
KDELT»KTAV I SYMSDELT(25) oTAV(25),VCK(25)4VCN(25)

1
Z vABK oERK JAANJEENy KCC o KTT KKK

CIMENSICN PCUIGCH,PSICOIS) yPHI(25) o VCCSI25,410)9VSINU25,10)TETA(T),
CREK(T¢25) sCREEX(T925),RAX(25) ,CMEGA(25),
VARCT 9250 9CKI (T 925) oERY(T 925 ) 2EKXTL25),EKTI(25),
FRXIMC(EED)SERTIMO(25) yRESVWI10) JRESVN(LD) +EXNIT 25D,
TEMF(7,2%) :

At N

REAL NK,L

EFSCFRETBUNG DER INTEGRATICNSVARIABLEN
BAHRRRENN AN DA RAD AR AN AT AR AR AAD BRI AL A A DS S B0 kR RRTRA R Rk

VAR IABLE TM CCMMCNBLCCK INTVAR

SYMBCL . DIMENSICN  BECFLTUNG

81T k 2311

»l - CIMENSICNSL., GLEICHFCERM, NCRMALVERSCHIEBUNG

wiK) - FCURIZRKCEFFIZIENTEN CFR UNGLEICHFCERMIGEN
NCRNMALVERSCHIEBUNG =1 RIS KF

NK{K) KP FCURIERKGEFFIZIENTEN DER AXTALEN MEMBRANKRAFY
K=1 BIS KF

SX{14d) KF/GMM  AXTALE SPANNULANG AN CISKRETSA PUNKTEN

: I=1 BIS IF, J=1 BIS JUF
ST(lyd) KF/GMM  UNMEANGSSPANMUNG AN DISKRETEN PURKTEN

1=1 BIS IF, J=1 BIS JF

EQUIVALENTE KRIECHDEHNUNG (VERGLe. So 86)

M=1 BIS & AN CFN STELLEN J=1 ,1=1 U.IF
J=JFsI=1 UL IF
J=JF,1=1 ULIF

KRIECHEDEHNUNG 'IN UMFANGSRICHTUNG

1=1 BIS IF Uo ¥=1 BIS 3 DoHe J=1yJM Ue JF

CCEQIMI 17k

CLUTav) 1/h

wil1(J) - CIMENSICNSL, NCEMALVERSCHIEBUNG AN DEN STELLEN
. J=1 815 JF
v1I(y) - CIMENSICASL. TANCENYIALVERSCHIEBUMNG AN CEN

STELLEN J=1 BIS JF

CIE VARIABLIN IN CCMMCNBLCCK DERIV SIND CIE ZREITLICHEN ABLEITUNGEN
CER VARTIABLZA IV BLCCK INTVAR (MIT AULSNARME DER UNABHAENGIGEN VER~
AENCERLICFEN®ZEIT™ LMD CER VARIAELEM wWIT(J) Us VII(J))

IF (ZF17) 1410265

EERECFNUNG VCN KCASTANTEN '

AR AR A R oo WAk ok 0 ko R ko Rk Aok b b ok ook kRl ok el Rk Rk R ok
KM IN=1

FALLS LAMBLA=1: FRTIT BIEGUNG MCEGLICH

FALLS IS¥YM=23: 2 SYMMETRITACHSEN VCRHANCEN

TF(LAMEBCALEQe] JOR, ISYM,EQW2) KNIN=2

BEI] 28ITL. KCNSTANTENM CRUCK IST: -

(2 X¥aXa¥al

[2X2¥2%a¥al

s XaNa¥al

{4
11¢

13¢

135

P = PANF

PP = C,C

CALL SET0

BETA= /L

FS = ISYM

R1F = IF

RIF3= (1F=])*2

RJF = JF

Jv = (UFeld/2
1FMl= }F=1

1FM2= 1f~2

P = 2,141%627
TRM = p3#3/(12.(%L%42)
EV = E/{1.0=V3%2)
EVEk = EV*H

ETRM= EVATRM/L

EVEL= Evk*k/L

EMCM= EVH/L

EMUN= ENCMAHAZ,C*FS/L
FAK = 2.0/1.7220508

KRITISCHE DRUECKE PLIK) UND CVALITAETSSTEUERPARAMETER PSIC(K)
CC 1€C K=2,KF

RK = K#te-1

PCIK) = ETRM¥RK

PSIC(K)= 0.0

CO 110 K=2,¢

PSIL(K)= ETA(X=1)

- Ketr -

STLUETZWERTE DER TRIGCNCNETRISCHEN FUMKTICNEN
AARARBAGRBANAIRDARAA AR AR R R TSR D AAD LB D A R DR AXO8 DR R Ao S e
[C 1328 J=1,JF

RJ = J

PEI(J)= (RU~1.C)I¥PI/(FSH(RIF-1.0))

L0 13 K=1,KF

RK = K

ARC = REK*PFILJ)

VCCS{JsK )= CCSUARG)

VSIN(JsK)= SINCARG)

BERECFNUNG CER KGCRDINATEN DER STUEIZSTELLEN IN TETA-RICFTYUNG VCN
INNEN NACH AUSSEN

ABRAARDAXFAIRAR DRI AT TAB R EAF R RR TR A L0 D BRRA A DA KRk
[C 135 I=1,IF

RI1 2 1

TETA(1)==G,S4¢({RI=1.L)/(RIF=1,.C)

ERMITTLUNG DES TEMPERATURFELDES LND CTR KRIECHPARAMETER

BRh 3 b 0h kb ok ok R BN kb oD ok b ok b ok R 0 R o 20 MoK R ok sk ok kK X K
CO 12¢ J=1,2%

£C 12¢ 1=1,7

TEMP(1,J) = Cal
EXN{1,d) = GCof
(REK(I54d) = Cof
COCNTINLE
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134

e

1¢

20

El

2 CREEALT,J)

BERECENUNG DES TEMPERATURFELCES

FALLS KTT=1 : CAS TENMPERATURFELD WIRC ALLEIN DURCH TAV(J) UND
DELT(J) (EINGABECATEN) BESTIMMT,

FALLS KTT=2 : DIF VERTEILUNGEN DER WANCMITTENTEMPERATUR TAV UND
DER TEMPERATLRECIFFERENZ CELT WIRD CURCH DIE
FUNCTICNS TAVFUN UND DELFUN GEGEBEN, DIE EINGABE~
CATEN TAVIJ) UND DELT(J) WEREDEN NICHT BENUTZT,

€C TC (1€21,1602) K1Y

CC 122 J=14JF

CO 123 I=1,1F

TEMPLIyd)= TAVIJI=DELT(JISTIETA(L)

CCYO 14¢

£0 134 J=1,JF

PHIFLN = PHI{J)

TAV(J) = TAVFUN(PHIFLN)

COLTCJ )= DELFUN(PHIFLA)

CC 124 1=14IF

TEMP(I4d)= TAV(J) = CELT{JI*=TETA(T)

FALLS KCC=1 2 KRIECHPARAMETER TEMPERATURABHAENGIG; EXTRAFCLA-
] TION MIT HILFE DES LARSEN<MILLER=-PARAMETERS.
FALLS KCC=2 : KRICCHPARANMETER TCHPERATURUNABHAENGIG,
FALLS KCC=2 ¢ KRISChHFARANMETSER AEARDERN SICH NICHT IN RADIALER
RICHTLNG,.
FALLS KCC=4 3 E¢ wIRC VCRALSGESETIZY, CASS LCG(CREK) UND EXN
. LINEARE FUMKTICASA VOAN 1/TIKELVIN) SINC, FUER CIE
IMTERPCLATICN WERDEN CIE KONSTANTEN AAK,BBKsAAN,
CBEN BEMTZY. DIE TINGABELATEN VCN,VCK WERDEN NICHT
GEBRALCHT,

GC TOU1C,20,3C440)4KCC

LC 137 J=1,JF
£C 137 1=1,1F

1ABS =(272,15¢T18V(4) 1 /(272 15+ TEMF(T,4))
EXN(Iod) = VCN(JI*TABS

CREK(Tod) =VCK(J)S#TABSHIC, 244 (2C,C4(1,0~TABS))
CREEX(T40)=(VCNGJI*TABS=1,0)72.C

€CTC 145

CC 142 J=14JF

CC 142z 1=1,I1F

EXN(Iod) = VON(D)

CREK(T,4) = VCK{1)
CREEN(Tpdd= (VCN(1)=1eCD /200
CCTO 14%

-

CC 1432 Js1,J4F
[C 143 1=1,IF
EXNCETIo0) = VON(Y)
CREKLTI9d) = VCKLY)
= (VCMJI=1.0)7240
GCYO 148

C

(X2 Xa¥al

(2 a2 Xalalal

[a¥al
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4C CC 144 J=1,4F
00 144 1l=1,1F
TKEHR= 1,0/{ 272,154 TEMF(T,4))
x = AAK=BBK*TKEHR
CREK(I,J) = EXP(X#%2,320256)
EXN(IsJd) = AANSBBN#IKEHR

144 CREEX(150)= (EXN(I,d)=1.0)/2.0

14% WRITE(E,200C) IF,JF

2060 FCRMAT(41H KRIECHKCNSTANTEN CREK(19J) 9CREK(29J)geee/5k IF= ,13,5H

1JF= ,132/7)

WRITE(£,22C0) ((CREK(T )d)ol=147)4=1425)
210C FCRMAT(25(1E15.5/)77)

WRITE(€4220C) 1F,JF

220C FCRMAT(3TH KRIECHEXPONENT FXN(19J) 9EXN(29J) reee/5H TF= 413,5H JF=

1,127}
WRITE(E,Z21CC) ((EXNIT d)el=14709d=1425)
WRITE(£,22C0) 1F,JF

2300 FORMAT(ISH TEMPERATLRFELD TENMP(14J) o TENF(290) yeee/5H 1F= ,13,5H JF

1= ,12/7)
WRITE(€921CC) ((TEMF(Iod)pl=1o7),J=1,2%)

EERECHFNUNG DER. UNGLEICHFCERMIGEN ANFANGSVERFORMUNG W(K)

eakod ook bbb kD N ko kb ok o 9 b o 2D b b o0 3b b 3 3k o ok Aok ook ook fek stk a0k dle ol sk e s kok

h(l)= C.0
IF(KDELTNELC) CCTO 14¢
L0 147 K=2,KF
147 W(K)= (ALPHA*PSIDUIK)I4PANF/PC(K) ) 7{10=FANF/PCLK))
GCTO 14C
14€ CONST==EVHLAALSC*(1.L+4v) /12,0
CALL SUBCOS(VCCS,DELT)CONSToISYM 2,JF okF,RESVH)
€O 15C K=2,KF
15C wi(K)= (ALPRA#PSID(K)SFANF/PC(K)I+RESVR(K)#2,0/7(L*PCIKI))/
1 (1,0-PANF/PC(K))

EERECHENUNG CER CGLEICKFCERMIGEN RADIALEN AUFWEITUANG

A ok ko ok b ok ook ok ok R 3Rk 0 5h 3 b 0 o ok oK ook o o ok ok o o s b ok oo o o o ok ok ookl ok ok skl koK ok ok ok ok

16C TF(KTAV.EQeC) GLTC 1¢C
VARTABLF MITTLERE WANDTEMPERATUR
CALL SUBNCNUTAVs1aQoJF,KF,RES)

18C Wl==PANF¥L¥{1C~V/24C)/{E*H) +AUSCHRES
c0T0 192

KONSTANTE MITILERE WANDTEMPERATLR TAV

160 RES= TAW(1)
CCIC 16&C

BERECHNUNG DER AXTALEN MEMBRANKRAFT AM ANFANG

P R R R LR LR RERRE LRSS LA EREE A ELEREL EELER SRS S LS 2 e R

162 IF(KTAV.NEL0) CGCTC 163
KONSTANTE MITTLERE WANCYEMPERATUR
L0 165 K=1,4KF
165 AK(K)= Con
LC 157 J=14JF
157 RNX(J)=~PANF*¥L/2.C
CCT0 247

- Ge1 -
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VARTABLE MITTLERE WAMNDTEMPERATUR

CCNST= E*HAALSCA2,.C

CALL SUBCOS(VCCSoTAVLCONST, I‘YF:KFIN'JF'KFnRESVN)
€O 2CC K=1,KF

NK{K )==RESVN{K]}

€0 220 J=1,JF

CC 210 K=1,KF

CUMMY= DUMNMY+RF SYUN(K)IAVCCS(J K}
RAX(J)I=~FANFAL /2 N=DLIF MY

BERECHNUNG CER ANFANGSSFANNUNGEN
AKBADRDRRBRRARFDRA DR DR BRR R DR SRS DBO R $ 5D ARBAS SRR KRR RREK R KRR
KRUEFFUNG -

L0 28C J=1,JF

CMEGA(J)= (.0

€C 25C K= Z,KF

RKe = K¥%e=-]

CMECA(J )= CMEGA(J)+RK2*VCOS(JoKIAR{K)

AXTALE UND TANGENTIALE SFARNULNGEN SX(I,J) UND ST(I,4)
CO 2&C J=1,JF

CUMMY] = RMXLJ) /H

CUMMYZ = EMOMACMEGALJ)

CUMMY2 ==ChALSCADELT(IDN /(1,0 V)
CLMMYS ==PANFARL/H

CUMMYE = VADLMMYZ-DUIMY3

CLMMYE = DUMMY2-DUMMY3

CC 2&C I=1,1F

SX{I,J)= DUFMYJ4DUNMVYSHTETA(])
ST(I,d)= DUMMYLIDUMMYSHTETA(T)

ALSGAEE CER ANFANGSSFANNULNGEN

WRITE(E,2400) 1F,JUF

FORMAT(S0OH TANGENTIALE ANFANGSSPANNUNGEN ST(1,J)¢ST(290)9ece/5H 1IF
1= 4, 13,8F JF= ,13/7)

WRITE(E,21CC) ( (ST 9d)91=1,47)9d=1,25)

WRITE(E,2%5CC) IF JF

FORMAT(4SH AXTALE ANFANGSSPANNUNGEN SX(an)QSX(th,t.o-/SN IF= 4,13
1e5F JF= o137)

WRITEC(L,210C) ((SXUTddsl=21,7)0sd=1425)

WRITE(E,26CG) PC(2)

FCRMATLZ9F ELASTISCRER BEULCRUCK P(2)= ,E15.5/)

BERECFNUNG DER AXIALEN UND TANGENTIALEN KRIECHDEHNUNGSRATEN
e L P T s R e 2
CIESER ABSCHANITY IST BEI CINEM ARNDEREN KRIECHGESETZ ENT-

SPRECFENC ZU AEANDERA,

CC 27C 1=1,1F

LC 27C J=1,JF

VAR(T J)= CREK(T9JI#USEXIToJ) #424STUL9J)#42=5XUT ) #ST(1,4J) )%=
1 CREEX(I,4)

AXTALF KRIECHRATE
FRKX{Tad)= VAR(IJIIH{EX(T 4d)=CaS5¥STILd))

TANCENTTALE KRIECHRATR
EKT(1oJ )= VAR(I,0)2(ST(I,J)~C, 5*‘X(!1J))

OaOOOO

CYOYOVONED

la¥aXa¥aXal

BERECHNUNG DER EQUIVALENTEN KRIECHRATE NACH OER INVARTANTEN-
THEORIE
ttt‘#tlt#ttiltt1“11:‘iﬂi#*#tti!itii‘!tttt***l**t#tt##tt#####*#*#*

CCLEQ(1)= FAK®SCRT(EKX(1,1)%%2 + EKT{1,1)%%2 ¢ SKX{1,1)%EKT{1ls1l)
)

1
CCCEQ(2)= FAK#SQRTUEKX{IF,1)#%2 ¢ EKT(IF,1)%%2 ¢ TKX(IF,1)%EKT(IF,

1))

1
CCCEQ(2)= FAK*SCR1(EKX(1:JP)**Z + EKT(LoJdM)*22 4+ EKX{1yJIMI*EKT(],

Jr2D

1
CCLEQ(4)= FAK*SCRT(EKX(IF,JN)*’Z* EKTIIF JNIB%2+ CKX(IF,UMPKREKT(IF

M)}

1
CCCEQUE )= FAKPSCRT(SKX{L )JF)I*32 + EKTI1,JF)*92 & SKX{1,JF)*EKT(],

JF) )

1
CCLEQUE )= FAK#SCRY(EKX(IF)JF)I#%2¢ EKTUIF JF)#%24 EKX{IF,JFI*EKT (IF
1

1dF))

CIFFERENTIALGLEICHUNGEN FUER DIE TANGENTIALEN KRIECHRATEA AN DIS~
KRETEN STELLEN

BAAAARAD RN DN RN 0 D 0000002020 03000 030 0k ok ok kR sk K sk o ol R ook
DC 28C I=1,IF

LCC(Ta1)= EKT(I,41)

CCC{1,2)= EXT(I0M)

CCL(Is2)= EKTLI JF)

INTECGRATION DER LCKALEN KRIECHRATIEN LNO IHRER MCMENTE OURCH DIE
WAND VON INNEN NACH AUSSEN {SIMPSCNVERFAERREN)

SHEARR AR IRR AR SAEFA VAR BRIV A RX A DR ER A9 D0 PR RR R E KRR
CC 22C J=1,JF
CiMx = 0.C
CUMT = 0.C
CLMXMC= 0,0
CUMTMC= (.0

- gat -

IFCIF oNEo 2) GCTO 2¢8
CCMx = EKX{Z2,4)

CEMT = EKT(Z0J)

CCMXMC= EKX{2,J)9TETA(2)
CCMTMC= EKT(Z,J)5TETA(Z)
GCT10 22¢

IF GORESSFR ALS 3, UMNGERADE

CC 3CC 1=2,1FMZ,2

CuMX = DUMX <4EKX(I,44)

CLMT = DUMT 4EKT(I,J)

CUMXMC= DUMXMCHEKX(T 4J)9TETA(I)

CUMTMC= DUMTMO+EKT(I,J)#TETA(I)
CCFX = 0.0

CEMT = GG

CCMXMC= C.0

LGMTMC= €0

£C 210 1s2,1FM1,2

CGMX = DGMX +EKX(I,J)

CGMT = DGMT 4EKT(1,J)

CGMXMC= DGMXMO4EKX( T, )9 TETA(Y)

21C CCMTMC= DGMTMCHEKT(I ,J)*TETALL)
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22C EKXI(J) = (EKN(LoJ)4EKX{IF¢J)¢2.0%DUMX44,C*DGHX)/RIFI
EKTI(J) = (EKTU(19JI4EKT{IF,J0042,000UMT44,05DGMT)I/RIF3
EKXIMO(U)= (EKN{L o J)R(=CoB)¢EKXITFJ)*0 o842, 0%CUMXNMC#4,0%DGMXMC )/
1 RIF2

230 EKVIMO(J)= (EKTL19Jd)di=CoS)eERTLIF J)¥0,542,08LUMTMC#4,0%0GMNTMO )/
1 RIF3

BILCUNG CER SUMME EXTIMC(J)+VHEKRIMC(J) UND ABSFPEICHERUNG
IN EKTINOCJ)
BERAB A DRI RADAFRAAAARAISAND DA AN A AN N AHD DR DA ISR DXk Dbk ERR TR
L0 340 J=1,JF
34C FKTIMC(J)= ERVINC(IIeVAERXINC(J)

ZETTLICHE AFNDERUNG CFR UNGLEICHFCERMIGEN RADIALVERSCHIEBUNG
(AL EREER TS EESEELERERERLLS LSRR SALELAL T LS SRR Rttt oid bRt )]
thil)= 040
CALL SUBCOS{VCCSoEKTIMC JEVHL 9TSYF 2 9JF oKF4RESVR)
1F (ET1A(1)4FQefNeB) GC TC 345
€C TC :£1 :
45 CO 28C K=2,4KF
EC CwlK)=C0
Ch{KKK )= (PP*(ALPHA*PSIC(KKK) +n{KKK)) /PCUKKK)+RESVH IKKKI*2,0/
1 (L*PCIKKK)} )/ (1o 0=P/PCIKKK))
cC 10 223
381 [0 2352 K=2,KF
352 Ca(K)= (PP*(ALPFA*PSICIKI+WIK) D /PCUKI+RESVYRIK)#2,0/(LHPL(KI))
1 , /{1a0=P/PC(K))

"W W

ZEITLICHE AENCERUNG CER GLEICHFCERMIGEN RADIALVERSCHIEBUNG

t*#t***‘**O#‘iﬂi*t*#ﬂ*#"1****#11##1.‘!“*ﬂ#**t#*****#****t*******
352 CALL SUENCN(TKT1,1.C,JF JkF (RES)

Chl==pPRLR(140mV/ 240 )/ (ERH)RES

ZEITLICFE AFNDERUNG CER AXIALEN MEMBRANKRAFTKCMECNENTEN AK(K)
Aol ook ok ok ok o o ok b a8 b ok ok ob ook o b ok b 2 o b B kol 3k op b k30 0 0h Ak B ok kR ok B R Rk kR ke kol ok ok
CALL SUBCOS(VCGS,FKXTy1aCoTSYN ;KPIN gJF o RF9RESVN)

CCNSTE= ZoCHEMH.

IF (ETAC1)4FQe040) GC TC 384

6 10 2%6

LC 265 K=1,KF

EAK(K)=C o0

ENK{KKK )==RF SYN (KKK) 4CCASTD

¢ 10 3%

CO 257 K=1,KF

CAK(K)=—RESYN(K}*CCNSTD
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ZEITLICHE AENCERUNGSN DER AXTALEN UND TANGENTIALEN SPANKUNGEN
AAARERARAIENRAAAREA AR LARTA AR DA DA AR D4 4SRN S0 d ko ok ook KoKk
IE1TL, AENDFR, CFR AX, MEMBRANKRAFY AN CEN STUETISTELLEN Jy AB=
SPEICHTRUNG IN RNK(J) ‘

25E LC 2€G J=1,JF

CORNX{J)==PPAL/ZLC
CC 266 K=1,4KF
RAXLI)= RNXCJII4CAK(K)IRVCCSTJ oK)
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PESTIMMUNG DER ABLEITUNG VCN CMEGA{J) U. ABSPEICHERUNG IN CMEGA(J)
£€C 276 J=1,JF
CMEGALJ)= 0.0
LC 37C K=2,KF
RK = K¥%2-1
270 CMECALJ)= CMEGA(JI)+Dh(K)FRK#VCCS(J oK)

AXIALE UND TANGENTIALE SPANNUNGSRATER CEX{I,J) U, DST(1,J)
CC 380 J=1,J4F

CUMMYL = (RAX{JICEVHAMEKIT(JIoVREKTI(I} DI /H

CUMMY2 = EMCM*CMEGA(J)

CUMMY2 = («PPaL+EVHI(EKTI(J)+ VeEKXI(I))DI/H

CC 2EC I=1,1F
CEX(T1pd)= DUMMY L4+ VADLNMY2RTETA(T)=EVA(ERX (T4 J) #VEEKT (14J))
280 CST(1pd)= DUMMYZE DUMMY2RTETA(II-EVH(EKT(T o J) ¢VHEKXT{T9J) )

BERECHNUNG DER RADIAL- UND TANGENTIALVERSCHIEBUNGEN AN CEN STUETZ-

STELLEN J=1 BIS JF CKNE GLEICHF. RACIALVERSCH.

BAHADIRAANADRRRF R A DDA RRR R DR R 000 A PN B kRdok b fokdob kKt ok kokkok ok ok

CC 28C J=1,JF

WiltJd)= CoC

VII(JS)= Ol.C

[0 26C K=2,KF

RK =K

Wil{dd= wIT(J)eb{KI*VCCS(J,4K)
290 VITGJ)= VIT(J)=e(KIPVSIN(IoK)/RK

P AA

KCNTRCLLSTCP DES PRCGRANMMS
Beh B AR AR ohk ook AN oot b 80 0b o3 ok b o 3k sk kR b ok Rk b ook ok ok KR KK
wWARS= ABS{WII(1))
TF(WABS=Co2) ECC,55C445¢C
49C (ALL TERM
£CC RETURN
ENC

SLBROUTINE SUBCCSUVCCSoFUNSCONSTISYMyKVIN,JF o KF4RESY)
CIMERSICN VCCS(Z5,10),FLN{25),RESVILC)

JFM1= JF~1
JENZ= JF=2
RIFIz (JF=1132

1F (KMIN oECe ) RESVI1)= (o0

CC 12f KaKMIN,KF
If (1SYM EQ. 1) GOTC 1(C
TFCAESUFLOAT(K}/2,C=FLCAT(K/2)) oLE%s 1e0E=07) GOTO 100
RESVIK )= G0
CIC 13¢C

10C CuM= (.
€C 11C J=3,JFM2,2

110 CUM= CUMAVCCSIJKI*FULN(YY
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CeM= C,.C
€0 1:i0 J=2,JFN1,2
Cerv= DCEM4VCOSUJ 4KIFFUNLYD

RESVIK )= CCNSTH(VCOS{1oK)¥FUNILIVCCSEJF sK)#FUN(IF)42,0%0UM
1 +4,0%DGM) /RIFI
CCATINLE

RETURN
ENC

SLERCLTINE SUBNCN(FUMCCASTJF oKF4RES)
CIMENSICN FUN(ZE)

JEN1= JF~1
JFM2s JF=2
RJF2s (JF=1)%2

[LM= C,C )
CO 1CC Jy=3,0FM2,2
CuM= CUM + FLAN(J)

Céw= G0
CC 110 J=244FM142
LE¥= CCM + FUNLJ)

RES= CONSTYH(FUN{1I)4FLN(JF)42,0%D L Me4 ,04DCM)/RIFS

RETLRN
ENC

SLUEROLTINE SETC

COVMEN Z7INTVARZ Xy ¥(33C)
CCMMCN #CFRIV/ CY(SCC)
CO 1CC 1=1,%7C

V1) = (o0

CY({l)= (.

RETURN

END

FUNCTICN TAVFUN(PHIFLN)

TAVFUN= T C.C + 20, 0%CCSI{PHIFUN)
RETURN

ENC

FUNCTICN OTLFUN(PHIFULN)
CELFULN= 2047

RETLRN .

£NC
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