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ZUSAMMENFASSUNG

P e D D D

Die transversale Teilchenbewegung in einem idealen Synchro-
tron, das durch einen einzelnen Sextupol gestoert ist, wird
unter dem Aspeki der Transformation einer Phasenebene mit
dem Tejilchenumlauf behandelt, Der Sextupol wird als duenne
Linse aufgefasst; infolge dessen ist die Transformation
durch zwei algebraische Ausdruecke in den Phasenraumkoordi-
naten gegeben. Die fuer das Stabilitaetsverhalten der Teil-
chenbewegunyg wichtigen Fixpunkte der Transformation ergeben
sich als Loesungen eines algebraischen Gleichungssystems,
Indem man von den Gruppeneigenschaften der Transformation
und eventueller Symmetrie Gebrauch macht, kann man das Auf-
suchen der Fixpunkte wesentlich vereinfachens. Es wird ge-
zeigty dass in dem betrachteten System sich Fixpunkte bis
zur Ordnung sechs analytisch berechnen lassen; sie werden
explizit angegeben.

Die Ergebnisse koennen beim Entwurf von Systemen zur langsa-
men Extraktion des Teilchenstrahles Verwendung finden.

ABSTRACT

e s e
ZREESEs=s=

The transversal motion of particles in an ideal synchrotron
which is perturbed by a single sextupocle is treated by
transforming the phase plane over a number of revolutionse.
The perturbing sextupole is taken as a thin lens, giving the
transformation in the form of two algebraic expressions of
the phase space coordinates,

The fixed points of the transformation which are important
for the stability behaviour of the particles emerge from a
system of algebraic equations.

By using the group properties of the transformation and its
symmetry the procedure of determining the fixed points is
greatly simplified. It is shown that in the system wunder
consideration the fixed points may be calculated
analytically up to sixth order, they are given explicitely.
The results can be used in designing slow extraction systems
for particle beams from large synchrotrons.






I1

[ 1]

I1.Az

II.B:

II1 =
ITl1.A:
IiI.B:2
III.C:
I1I.D:
IT1.E:

I1I.F:

IV, Az
IVs.B:
Iv.C:

IV.D:

Vi

[ 1}

INHALTSVERZEICHNIS

EINLEITUNG

DAS SYNCHROTRON MIT SEXTUPOLSTOERUNG
DIE IDEALE MASCHINE

DIE GESTOERTE MASCHINE

SPEZIELLE NICHTLINEARE TRANSFORMATIONEN

LOESUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

DIE DIMENSIONSLOSEN PHASENEBENEN

DIE TRANSFORMATION UEBER EINEN UMLAUF

DIE TRANSFORMATION UEBER N UMLAEUFE

DIE BEDEUTUNG DER FIXPUNKTE DER TRANSFORMATIONEN

DIE SYMMETRISIERTEN TRANSFORMATIONEN

ALLGEMEINE UEBERLEGUNGEN
AUSNUTZEN DER SYMMETRIEEIGENSCHAFTEN
DIE FIXPUNKTE DER ORDNUNGEN EINS BIS VIER

DIE FIXPUNKTE DER ORDNUNGEN FUENF UND SECHS

DISKUSSION DER METHODE

DISKUSSION DER ERGEBNISSE

ANHANG

D S e S e T D B W

Al

(1)

A2

e

A3

1]

BEWEIS FUER DIE SPIEGELSYMMETRIE EINES SATZES
FIXPUNKTE

DAS CHECKPROGRAMM FUER DIE FIXPUNKTE
BEWEIS DER IRREDUZIBILITAET GEWISSER
FIXPUNKTPOLYNOME

LITERATURVERZEICHNIS

12
12
13
15

17

28
30
38

48

54

57

58

67

71

74






Kapo I

I: EINLEITUNG

e o S ek e e et s o

Das Stabilitaetsverhalten der transversalen Teilchenbewegung
in einem Kreisbeschleuniger oder Speicherring zeigt charak-
teristische Unterschiede je nach dem, ob die Magnetfelder,
von denen die Teilchen im Ring beeinflusst werden, lineare
Funktionen des Abstands von der Scllbahn sind oder nicht.

In einer rein %linearen? Maschine ist jede Teilchenbahn sta-
bil, falls nur die °Struktur® des Magnetsystems so gewaehlt
wurde, dass sich ihr ein {(reeller) Q=Wert {1] =zuordnen
laesst, dohe. die Spur der Transfermatrix fuer einen Umlauf
dem Betrage nach kleiner als die Zahl zwel ist; baut man das
iGitter?! der Magnete so auf, dass die genannte Bedingung
verletzt wird, so ist jede Teilchenbahn {instabil: wie auch
immer man die Startbedingunpen fuer ein Teilchen waehlt, d.
he in welchem Abstsnd X und mit welcher Neigung X* zur Soll-
bahn man das Teilechen in die Vakuumkammer einschiesst, nach
endiicher Zeit wird die Abweichung des Teilchens wvon der
Scllbahn die Abmessungen der Vakuumkammer erreficht haben.
Wenn die Magnetfelder nicht voellig linear verlaufen, so ist
die Stabjlitaet einer Tellchenbahn = im Gegensatz zum linea=-
ren Fall = nicht nur durch die Parameter der Maschine be-
stimmt, sondern auch durch die Startkoordinaten des beiref—
fenden Teilchense.

Diesen Sachverhalt kann man, da X und X! *Phasenraumkoordfi-
naten® sind, folgendermassen ausdruecken: der iransversale

&

Phasenraum, auch *?Betatron-Phasenraum genannt, weist im

allgemeinen stabile und instabile Gebiete auf, deren Lage
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und Groesse wiederum von den Maschinenparametern abhaengen.
Beim Entwurf eines Beschleunigers kommt es darauf an, die
freien Parameter so zZu waehlen, dass trotz unverméidbarer
Feldfehler und Nichtlinearitaeten in den Magneten die Bahn-
koordinaten der Teilchen stets in Stabilitaetsbereichen lie~-
gens v

Die Untersuchungen ueber den Einfluss von nichtlinearen
Magnetfeldern auf die Teilchenbewegung, die vor etwa 20 Jah-
ren imr Zusammenhang mit dem damals anstehenden Bau der er-
sten grossen AG-=Synchrotirone {in Genf und Brookhaven) durch-
gefuehrt wurden, hatten dementsprechend das Ziel,; Regeln zu
finden, deren Anwendung beim Bau der Maschinen Strahlstabi-
litaef garantiertes Von den meisten Autoren wurde eine Me-
thode verwendet; die gekennzeichnet i{st durch Fourieranalyse
des Potentials uﬁd Loesung der Beuegungsgieichungen fuer die
Teilchen mittels Variation der Konstanten. {Bel A. Schoch
{2] findet man eine ausfuehrliche Darstellung dieses Verfah-
rens und zahlreiche Literaturhinueise)}: Ihr wichtigstes Er-
gebnis ist das <folgende: zwischen dem Q-Wert Q und der Num-
mer P eines nicht verschwindenden Fourierkoeffizienten darf
keine Beziehung der Form: Q N = P‘ bes{eheng wobei N eine
positive ganzé Zahl < 5 isf; andefs ausgedrueckt: Resonanzen
und Subresonanzen bis zur Ordnung 4 muessen vermieden wer-
den; wenn der Strahl stabil bleiben soll.

Als sich durch den erfolgreichen Betrieb der grossen Maschi-
nen gezeigt hatte, dass die Nichtlinearitaeten beherrschbar
waren, ging man dazu ueber, sie fuer die langsame Extraktion

des Strahles [3] am Ende der Beschleunigung auszunutzen. Man
g g
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erregt 2u diesem Zweck spezielle Stoermagnete, meist Sextu-
pole; die ein nichtlineares Feld erzeugen,; verschiebt den
Arbeitspunkt der Maschine in eine Resonanz und laesst den
Teilchenstrahl nach und nach instabil werden. Die Zahl die-
ser Zusatzmagnete ist relativ klein; neuere Entwuerfe fuer
Extraktionssysteme [4 ] sehen einen oder zwei Sextupole vor.
Die theoretische Behandlung einer derartigen Anordnung wvon
nichtl inearen Magneten in einem demgegenueber in erster Nae-
herung ais linearv anzusehenden Synchrotron ist sehr wohl
nach dem in [2] beschriebenen Verfahren durchfuehrbar [5];
dies ist jedoch ‘nur dann bequem und durchsichtig, wenn die
Zahl der signifikanieh Terme in der Fourierentwicklung des
Stoerpotentials gering ist. Der Fall, dass nur wenige, zudem
scharf lokalisierte Stoerfelder wirken, liegt sozusagen am
anderen Ende des Anwendungsspektrums der genannten Methode;
denn es gibt hier stets unendlich viele; i a. gleich grosse
Fourierkomponenten, die man - bis auf eine - alle weglaesst
oder wegtransformiert: ersteres ist wunbefriedigend, letzte-
res unbeguem,

Sehr viel durchsichtiger und direkter ist die Methode, auf
der die Computerprogramme basieren, die bei der Berechnung
von Magnetanordnungen zur langsamen Extraktion verwendet
werden: die Maschine wird als linear angesehen und dement-
sprechend durch Transfermatrizen beschrieben, die Stoermag-
nete behandelt man als duenne Liﬁsen; man verfolgt rechne-
risch eine Reihe von Teilchen mit gewissen anfaenglichen
Bahnkoordinaten ueber mehrere Umlaeufe. Moderne Grossrechner

gestatten es, je nach Kompliziertheit der Anordnung pro Se-



Kap. I

kunde Rechenzeit etwa 5000 bis 5000 Umlaeufe um den Ring zu
simul ierens. Die Programmierung ist nicht sehr aufwendig, und
mittels graphischer Ausgabe der Koordinaten kann man sich
leicht einen Ueberblick ueber die Teilchenbewegung verschaf-
fen [ 11 ]

Gleichwohl 1ist eine analytische Behandlung wuenschenswert,
besonders im Hinblick auf 0Optimierungsfragen. Hierbei waere
e3 bereits ein Gewinny; wenn die Abhaengigkeit der Koordina-
ten geschlcssener Teilchenbahnen von den relevanten Parame-
tern explizit gemacht werden koennte: den Umlaeufen der
Teilchen enisprechen gewisse Transformationen des Beta-=
tron-Phasenraumes, geschlossenen Bahnen entsprechen Fixpunk-
te dieser Transformationen; es zeigt sichy dass Lage und
Groesse der Stabilitaetsgebiete im Phasenraaﬁ durch die Po~-
sition solcher Fixpunkte weitgehend bestimmt werden.
Einfache Systeme, bestehend aus einem Sextupol und einem
Quadrupol, sind bereits mehrfach behandelt worden (6] —- {9 ].
Es fehlt jedoch eine systematische Darstellung des Sachver=
halts: des weiteren ist bisher — soweit bekannt = noch nicht
der Versuch unternommen worden, bei der analytischen Behand=-
lung so weit zu gehen, wie es von der Natur des Problems her
moegl ich ist. Der Grund liegt in dem enormen Aufwand an al-
gebralischen Manipulationen, der dazu getrieben werden muss.
In der vorliegenden Arbeit soll die einfachste Anordnung der
genannten Art, ein einziger Stoersextupol in einer im uebri-
gen rein 1inearen Maschine, ausfuehrlich untersucht werden,
Dabei wird der Transformationsaspekt des Problems deutlich

in den Vordergrund gestellt, Die Beschraenkung auf den ein-
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fachsten Fall hat den Sinny, den Rechenaufwand vergleichswei-
se niedrig 2u halten und das Qésea der Methode deutlicher
hervortreten zu lassen. Mit Hilfe des FORMAC-Programmsystems
[10] werden die Grenzen der angesprochenen analytischen Me-
thode erkundet = auch im Hinblick auf kompliziertefe Anord—
nungen. Gleichzeitig wird ein Verfahren geschildert, dass
auch bej Systemen, die sich ob ilhrer Kompliziertheit alge-
braischer Behandlung entziehen, numerischen Rechnungen als

Grundlage dienen kanne



Kap‘ it

I1I: DAS SYNCHROTRON MIT SEXTUPOLSTOERUNG.

o e o — - A | it e P Y — — > = —— vt

II.A: DIE IDEALE MASCHINE

Die transversalen Schwingungen eines Telilchens in einem Syn-

chroiron genuegen den Differentialgleichungen

x?? + klis) X = Fa(S’X,X',Z,Z',AP/P)
= (1la)

2'% + ky{s) z Fa(ssxgx?pzez¥)

- (1b)

Hierbeil bezelchnen x und 2z die horizontalen bzw. vertikalen
Koordinaten des Teilchens bezuegl ich der Sollbahn, x? und z°?
die Ableitungen dieser Koordinaten nach der Bogenlaenge s
der Sollbahn, AP/P die relative Abweichung des Teilchenim-
pulses vom Sollimpuls. Die Funktionen k;; k, haengen nur von
der Bogenlaenge ab und sind i. as. periodisch mit einer Peri-
ode; die der Quotient aus Umfang L des Beschleunigers und
Anzahl der Superperioden ist.

In einem *idealen®? Synchrotron verschwindet die Funktion F,
ganz, die Funkition F; bis auf einen Term, der der Impulsab-
weichung proportional ist. Betrachtet man nur Teilchen eines
ganz bestimmten Impulses, so kann man durch eine Variablen-
transformation auch diesen Term zum Verschwinden bringen und

hat zwei entkoppelte Schwingungsgleichungen der Form

y** + k(s) y = 0 ’

-~
N
st

deren Federkonstanten periodische Funktionen der unabhaengi-
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gen Varjablen sind.
Reale Maschinen werden gemeinhin so gebaut, dass die Funkti-
onen F,;, F, als kleine Stoerungen des rein linearen Falles
angesehen werden koennens
Gleichung {2) ist vom Hillschen Typ. Ihre Loesung laesst

sich nach Floquet in der Form : N

y = wexp{ i2)

(3)

darstellen, wobei die Amplitude w{s) der Differentialglei-

chung

W't o+ K w= 1/(w3) = 0
- - S (4a)

genuegt und mit der Phase ¢ in der Beziehung

9" = 1/(w?)

e m e ‘ (4b)
steht, Beide =sind Funktionen der Bogenlaenge, wobel w der
Periodizitaet des Gitters folgt, waehrend ¢ monoton von s
abhaengte.

Wegen der Linearitaet der Gleichung (2) 1laesst sich ihre
Loesung, dargestellt durch das Variablenpaar {y{s),y?'{s)) an
einer beliebigen Stelle s, linear aus den Anfangswerten

{y{sg)sy'(sg)) der betreffenden Teilchenbahn berechnen:

o . — — -

I vy (s) 1 I vy {sg) I
i =T I i (5)
I yi{s) 1 I y'(sg) I

Hierbel bezeichnet T eine zweireihige quadratische Matrix,
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die sog. 'Transfermatrix'. Die moeglichen Wertepaare {y,y?)
kann man als Punkte einer Ebene interpretieren, der 'Phasen-
ebene? der Schwingung. Jedem Umfangspunkt s laesst sich eine
solche Ebene zuordnen.

Die Elemente der Transfermatrix T sind Funktionen der Vari-
ablen w und w* an den Stellen s und s; sowie des Phasenvor-

schubs

Ho= e(s) ~ 9(so)

zwischen diesen. l1hre genaue Form ist in {1] und [8 ] angege-
bens In [{8] wird auch gezeigt, dass man - aufgrund des ein-
eindeut jgen Zusammenhangs zwischen s und ¢ - durch eine
Eichtransformation uebergehten kann zu einem System von Pha-
senebenen [Y{(2),Y*{(2)]y wobei der Apostroph nunmehr Diffe-
rentiation nach ¢ bedeutet und diese "normierten Phasenebe-
nen? die fuer mathematische Behandlung angenehme Eigenschaft
habeng, dass der Uebergang wvon einer Ebene zur anderen durch

die Matrix einer Drehung um den Ursprung vermittelt wird:

o e - -——r - — - e

I Y (o) I I € s I I Y (g9g) I
I I = I I I I(6)
I Y'(e) I I -8 € I I Y%gg) I

Hierin sind die Abkuerzungen

C = cos(u) (7a)
S = sin{p) (7b)
I 2 - 23 = 9(s) - 9(sg)

verwendet worden, die auch im folgenden beibehalten werden

sollene.

Von besonderem Interesse ist die Transfermatrix fuer einen
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Umlauf; sie vermittelt eine lineare Abbildung der Phasenebe-
ne bei sy auf sich selbst. Den zugehoerigen Phasenvorschub,

geteilt durch 2 ry; bezeichnet man als Q-Wert:

B = 9(sg +L)~-2(sg)=27rQQ .

(8)

Q gibt die Anzahl der Beiaironschuinguﬁgen pro Umlauf an und
ist fuer die Dynamik der Teilchen 1im Ring von eminenter
Wichtigkeit. N |

im Rahmen der hier darzustelienden Ueberlegungen ist eine
ideale Maschine vollstaendig durch die Angabe {hrer beiden
Q-Werte -~ jeweils einer fuer die horizontale wie die verti-

kale Schwingungsrichtung - beschrieben.

I1.B: DIE GESTOERTE MASCHINE

Im folgenden4scll das einfachste Modell einer Stoerung der
idealen Maschine untersucht werden: ein an einem einzigen
Punkt des Umfangs wirksames Feld, das die Richtung der Bahn
des Teilchens beeinflussen kann, wenn dieses den O0Ort des
Stoerfeldes erreicht. Das Modell beschreibt genaehert die
Wirkung eines einzelnen Stoermagneten auf den Teilchen-
strahl. Diese Naeherung — man nennt sie die ?*Duenne-Lin-
sen-Naeherung?! der Strahloptik - {st dann brauchbar, wenn
die Laenge des betrachteten Magneten klein 1ist gegenueber
der Wellenlaenge einer Betatronschwingung, also der Strecke
sy laengs derer die Phase ¢ um 2 » anwaechst.

Mathematisch laesst sich die scharfe Lokalisierung der Stoe-
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rung durch Faktoren vom Typ der Diracschen Delta—=Funktion
{als Funktion wvon s bzw. 2) in den Inhomogenitaeten F;, F,
auf der rechten Seite von {1) beschreibens Demenisprechend
hat die Y'-Koordinate der Loesung von {1), wenn g; die Posi-
tion der Stoerung bezeichnet, Sprungstellen bei ¢; modulo p,

wobei p = 2 v Q{ 8. (8) )» Die Differenz

AY*(9,) = Yi*(9y) - Y'(9;)

(2)

zwischen rechts- und linksseitigem Grenzwert an diesen Punk-
ten soll - um das Modell etwas zu spezialisieren - nur von
der Variablen Y{92,;) abhaengen:

AY*(21) = D(Y(21)) o (9a)
a

Es soll also keine Kopplung von horizontaler und vertikaler

Schwingung induziert werdene

Ueber den Verlauf von D als Funktion von Y wird folgende

Voraussetzung gemachti:

D(Y) = K (Y - Y0)2 .
- (10)

Dies entspricht der Situation, dass der Stiocermagnet ein Sex-—
tupol ist, der in geeigneter Weise gegenueber der betrachte~-
ten Schwingungsrichtung justiert wurde. Der Parameter K be-
schreibt die Staerke des Sextupols, der Parameter YO die La-
ge seines Zentrums.

Im allgemeinen verkoppelt ein Sextupol die horizontale it
der wvertikalen Schwingung, und - 2war gilt in Duenner-Lin-

sen—=Naeherung:
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Ax?

K{ {(x - x0)2~- 22 )

{10a)

Az?®

-2k {x - x0) 2 »
: (10b)

hierbel sind die urspruenglichen Bezeichnungen {s. {1)) ver-
wendet sowie die Annahme gemacht worden, dass das Zentrum
des Magneten bei x = x0y 2z = 0 liegt. Tellchen, die mit den
Koordinaten 2z=0, 2'=0 am Sextupoleingang starten, werden
demnach nur hinsichtlich ihrer x- und x'—-Koordinaten durch
den Sextupocl beeinflusst, desgleichen laesst der ungestoerte
Teil der Maschine diese speziellen Werte von =z und 2' unge-
aendert, so dass die Phasenebene {2=0,27=0) stets in sich
uebergeht. Der Ansatz {10) stellt also eine Spezialisierung
der Betrachtungen auf die genannte Phasenebene dar.

Aus zwei Gruenden wird hier die Sextupolstoerung untersucht:
Zum einen entspricht sie dem ersten — und damit einfachsten
- nichtlinearen Term in der Multipolentwicklung des magneti-
schen Feldes. (Rein lineare Stoerungen zu betrachten erueb-
rigt sich; denn jede solche Stoerung kann man durch eine
Transfermatrix beschreiben und somit - wenn die Gesamtmatrix
fuer ‘einen Umlauf eine Spur < 2 hat = zur ungestoerten Ma-
schine rechnen.) Zum anderen finden Sextupole bei der lang-
samen Extréktioh des Teilchenstrahles aus Protonensynchro=-
tronen Verﬂendung; dahér ist es nicht nur von akademischem,
sondérn auch vbﬁ praktischem Intéressé, den Einfluss einzel-
ner ’Sexiupoie auf den Strahl zu studieren. Bei den in Be-
tracht kommenden Maschinen ist die Vorausse
Anwendbarkeit des Modélls { Betatronwellenlaenge gross gegen

die Laenge des Magneten) erfuellt.
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II1: SPEZIELLE NICHTLINEARE TRANSFORMATIONEN

IIT.A: LOESUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

Die Loesung der Differentialgleichungen (1II,1) laesst sich -
unter dén im letzten Kapitel beschriebenen Voraussetzungen -
auf folgende Welse konstruieren: ausgehend von den Anfangs-
koordinaten (Y, Y¥) an der Stelle g5 errechnet man mittels
der Transfermatrix der ungestoerten Maschine wvon Qg nach ¢,
die Bahnkoordinaten des Teilchens am Ort der Stoerung (bei ¢

= 93)e Die Y'-Koordinate inkrementiert man sodann gemaess

Y'(2) —===> Y'e,) + DY¥Y(21)) > (1)

die Y«Koordinaterbleibt ungeaendert. Will man die Koordina-
ten des Tellchens an der Stelle ¢, wisseny so hat man auf
den Punkt (Y(9,),Y'(2,)) die Transfermétrix fuer den Teil
der ungestoerten Maschine von 2; nach 2, anzuwenden.

Interessiert man sich jedoch fuer die Teilchenkoordinaten
nach einer Reihe von Umliaeufen, so iaesst man auf
{Y(9:1)sY'(92;:)) 2unaechst die Transfermatrix fuer einen Um-
lauf wirken; dadurch gewinnt man die Teil chenkoordinaten un-
mittelbar vor dem naechsten Durchlaufen des Stéerfeldes. Nun
incrementiert man Y' abermals gemaess (1), jedoch unter Be-
ruecksichtigung der neuen Werte von Y(2; )y und so fort., Auf
diese Weise kann man die Teilchenkoordinaten nach endlich

vielen Umlaeufen aus den Anfangswerten berechnen.
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Mit der soeben angegeben Vorschrift zur Berechnung der Pha-~
senraumkoordinaten bei 2 = 2, aus den Kocrdénaten bei 2 = ¢4
ist eine unendliche Folge von Transformationen der Phasen-—
ebene bei gy auf die Phasenebene bei 2, definiert; die ein-
zelnen Transformationen unterscheiden sich vonelinander durch
die Anzahl der Durchgaenge durch das Stoerfeld { Anzahl von
Umlaeufen) bei ihrer Konstruktion. Setzt man 22 = 25 {modulo
2#Q)s so kann man die gestoerte Maschine auffassen als ein
Systemy; das bestimmte nichtlineére Transformationen einer
Phasenebene auf eine eine andere vermittelt. Durch das Stu-
dium der Eigenschaften dieser Abbildungen lassen sich Aussa-
gen uber das Stébilitaetsverhalten der Teilchenbahnen im
Synchrotron gewinnen. Die Wahl der Bezugsebene ist fuer die
Stabilitaetsfrage unerheblich und wird nur durch prakfische

Gesichtspunkte bestimmt.,

11I.B: DIE DIMENSIONSLOSEN PHASENEBENEN

Bevor die fuer dés Weitere relevanten Phasenraumtransforma-
tionen explizit abgeleitet werden, sollen die das zugrunde
liegende System bescﬁreibenden Formeln noch etwas modifi-
ziert weraena Der in (II,lO)vauftretende Parameter K {(Sextu-
polstaerke) laesst éich eliminieren durch Uebergang in ein
System von Phasenebenen {X,X' )y, die aus (Y,Y*) durch Multi-
piikation mit K hervorgehen:

X = K Y, X" = K Y', XO =. K YG )
- (2)
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Aus {I1,10) wird dann { fuer die Phasenebene am Azimut des

Sextupols)

AX* = (X - X(0)2 H

- (3)
bezuegl ich der linearen Transformation {II46) - im unge-

stoerten Teil der Maschine - aendert sich formal nichts, Die
Koordinaten X und X' sind dimensionslos (%); denn Y und Y?
haben die Dimension einer Laenge, K dagegen hat die einer
reziproken Laenge [8 ]. Ergebnisse wvon Recﬁnungen in den %di-
mensionslosen® Phasenebenen - soweit es sich um Koordinaten
handelt = lassen sich nach {2) in die *normierten Phasenebe-
nen? {Y,Y') fuer jeden von Null verschiedenen Herf der Sex-
tupolstaerke durch eine affine Transformation uebertragen
{scaling laa); |

Der Bequemlichkeit halber wird im fol genden statf der Be-

zelichnung X? stets Y geschrieben,

Aok ok ok Aok ko %k

{%) Die Existenz der dimensionslosen Phasenebenen ist uebri-
gens nicht auf den Fall der Sextupolstoerung beschraenkt.
Betrachtete man in Duenner—Linsen—Naeherung einen hoeheren
Multipoly, bei dem der Exponent 2 in (11) durch eine groesse-
re ganze Zahl N zu ersetzen waere, so haeite man Y und Y°*
mit der (N=-1)-ten Wurzel aus K zu multiplizieren, um zu di-
mensionslosen Groessen zu kommen. Auch in dem Fall, dass ne-
ben dem nichtlinearen Stoermagneten eine Reihe wvon linearen
Zusatzmagneten zur Wirkung kommt, lassen sich dimensionslose
Phasenebenen finden [9 ].



Kaps III
- 15 =

I1I.C: DIE TRANSFORMATION UEBER EINEN UMLAUF

Nach dem im vorletzten Abschnitt skizzierten Verfahren soil
nunmehr die Transformation ueber einen Umlauf berechnet und
explizit angegeben uwerden. Als Bezugsebene {(?Start und
Zielf) wird die Phasenebene 'unmittelbar stromauf! vom Sex-
tupol gewaehlt, weil sich dann - der Phaseﬁvorschub Zzwischen
der Bezugsebene und der Ebene des Sextupols verschwindet -
die Transformation besonders einfach schreibt,

Ein Teilchen mit Koordinaten ({X,Y) in der Bezugsebene er-
faehrt durch den Sextupol nur eine Aenderung seiner Y—-Koor-
dinate (s. {3)). Bezeichnet man mit (XH,YH) die Kocordinaten

*unmittelbar hinter® dem Sextupol, so gilt

XH = X (4a)

2
Y + (X - X0) . (4b)

<
oy
]

Auf das Zahlenpaar {XH,YH) ist sodann die Transfermatrix
fuer einen Umlauf (vgle. {(II46) wund (2)) anzuwenden., Der
Zielpunkt in der Bezugsebene wird mit (XB,YB) bezeichnet.

Fuer ihn erhaelt man:

XB

C XH + S YH {3a)

¥YB

li

~S XH + C YH . (5b)

Einsetzen von XH und YH nach {(4) in {5) liefert die gesuchte

Transformation:
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2 2

XB=SY+ { C=-235X0 )X+ SX +5 X0 {6a)
2 2

YB=CY={( S+ 2CX0 )X+ CX +C X0 . (6b)

dres

Fuer die‘spaeteren Betrachtungen wird sich die 2u {6) inver-
se Transformation als sehr nuetzlich erweisen; deshalb soll
sie hier sogleich angefuehrt werden. Man gewinnt sie, indem
man entgeder {6) nach X und Y aufloest oder besser, indenm
man’die Inversen von {4) und {5) in umgekehrier Reihenfdlge
verknuepft, also die Operation der *Zeitumkehr? auf dén

Teilchenumlauf anwendet. Aus {5) ergibt sich:

XH = € XB - S ¥YB (7a)
YH = S XB + C YB s (7b)
aus {4):
X = XH (8a)
2
YH - {(XH - X0) . {8b)

| o<
4

Durch Einsetzen von {7) in {(8) erhaelt man, nachdem man noch
die Ersetzungen (X,Y¥) ~=> (XBI,YBI) wund {XBy¥YB) ==> (X,Y)

vorgenommen hat, die inverse Transformation:

XBI = =S Y + C X (9a)

YBI =2 SCXY +( C=-2S5X0 )Y+ ( S+2CX0 )X~

2 2 2 2 2
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Die Transformation (6) hat Funktionaldeterminante Eins; denn
sie setzt sich aus 2 Transformationen mit eben dieser Eigen—
schaft zusammen. Dasselbe gilt auch fuer alle anderen Trans-
formationens von denen hier hier und in der Folge die Rede

ists

III.D: DIE TRANSFORMATION UEBER N UMLAEUFE

Die Formel {6a) und {6b) definieren einen nichtlinearen Ope-
rator T {nicht zu verwechseln mit der Transfermatrix aus Ka-
pitel II), der den Punkt (X,Y) in seinen Bildpunkt (XB,YB)

ueberfuehrts Symbolisch:

(10)

(XB,YB) = T (X,Y)

Entsprechend laesst sich die Transformation ueber N Umlaeufe
schreiben als N-mal ige Anwendung des Operators T auf einen
Punkt der Bezugsebene:

N {N=1)

T (X,¥) =TT (X,¥) (11)

o -

Hierbei ist

1 ‘ | , |
T (X,¥) = T (X,¥) (12)

Analog definieren {9a) und (9b) einen zu T inversen Operator

-1
(XBI,¥YBI) = T (X,Y) (13)
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Es muss gelten:

-1 -1
T  (XByYB) = T T {(XsY) = (X,¥Y) 3 (14)

das ist durch Einsetzen von {6) in {(9) auch verifizierbar,

N -N
Zu jedem Operator T existiert ein inverser {iperator T mit
der Eigenschaft:
-N N 0
T T (X43Y) =T (X3Y) = {X,Y) 3 {15)

0
T bezeichnet den Einheitsoperator.

Damit ist fuer jeden ganzzahligen Wert des Zeligers N eine
Transformation TN definiert. Die Menge dieser Transformatio-
nen bildet eine Gruppe, die Substitutionsgruppe von T. Jedes
Gruppenelement laesst sich durch eine Folge von Substitutio-
nen aus T oder T—% erzeugens. Die’Gruppe ist abelsch, denn
man hat fuer 2 beliebige Elemente mit Zeigern N bwz. M:

N M (N+M) M N
T T (Xe¥) =T (X,¥) = T T (X,Y) (16)

Die vorstehenden Ueberlegungen gelten nicht nur fuer die
spezielle Transformation (6) und ihre Inverse, sondern fuer
jede eineindeutige Abbildung eines Raumes auf sich selbst.
Insbesondere lassen sie sich auch auf die den Transformatio-
nen {6) und (9) aequivalenten symmetrisierten Transformaiio—
nen anwenden, die im uébernaechsten Abschnitt eingefuehrt

werden scllen.
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I11.E: DIE BEDEUTUNG DER FIXPUNKTE DER TRANSFORMATIONEN

Wendet man der Reihe nach die nichtlinearen Transformationen
aus der Substitutionsgruppe von T auf einen Punkt der Pha-
senebene an und betrachtet die Reihe der Bildpunkte, 3o kann
man die Faelle unterscheiden,; dass alle Bildpunkte in einem
endlichen Gebiet der Phasenebene liegen oder dass fuer hin-
reichend grosse N die Bildyunkte aus jedem endlichen - wenn
auch noch so gross gewaehlten - Gebiet herausfallens Im er-—
sten Fall gehoert die Folge der Bildpunkte zu einer stabilen
Teilchenbahn, im zweiten zu einer instabilen. In diesem Zu-
sammenhang draengt sich die Frage auf, ob es Fixpunkte der
Transformétion gibt, also Punkte (X,Y), die unter der Anwen-
dung eines Elementes aus de} Substitutionsgruppe von T -~
ausser dem Einselement - in sich wuebergehen. Ein Fixpunk
ist von der Ordnung N, wenn er sich unter N-maliger Anwen-
dung von T reproduziert:

N
T (X,Y) = {(X,¥) . (17)

Fixpunkte entsprechen geschlossenen Tellchenbahnen, die eine
Sonderstellung unter den moeglichen Bahnen {im Synchrotron
einnehmen insofern, als auf sie die Unterscheidung ®stabil?
oder "fnstabil? nicht direkt anwendbar ist, da sie per defi-
nitionem "fix?, also stabil sind. Trotzdem spricht man von
*stabilen? bzw. 'instabilen? Fixpunkten, bezieht sich dabei
aber auf das Verhalten der Phasenraumpunkte in der Umgebung

eines Fixpunktes. Durch Linearisierung der Transformation um
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einen Fixpunkt kann man festellen, ob ein den Fixpunkt ent-
haltendes Gebiet {ausser ihm) sicher instabil oder moegli-
cherweise stabil ist.

Daraus resultiert die Bedeutung der Fixpnqkte fuer die Un-
tersuchung des Stabilitaetsverhaltens der Teilchenbahnens In
der Folge socllen daher die Fixpunkte der Transformation (6)
{oder einer aequivalenten Transformation) explizit berechnet

werden = zumindest fuer niedrige Urdnungen.

ITI.F: DIE SYMMETRISIERTEN TRANSFORMATIONEN

Ein Operator T, der den Punkt {X,Y) in seinen Bildpunkt
{XY,YB) uveberfuehrt, wird dargestellt durch 2zwei Funktionen

F und G der Variablen X und Y=z

T (X;Y) = (XB,¥YB) = (F{Xs¥)yG(X,Y)) (18)

Entsprechend wird der zu T inverse Operator durch zwei Funk-

tionen FI, GI vermittelt:

T-1 (X,Y) = (XBI,YBI) = (FI(X,Y),GI(X,Y)) . (19)

= e

Im naechsten Kapitel wird gezeigt, dass es fuer die Berech-
nung von Fixpunkten der durch T induzierten Abbildung von
Vorteil ist, wenn zwischen den eben eingefuehrten Funktionen

die folgenden Symmetriebeziehungen bestehen:

FI(X,Y) = F(X,=Y) - (20a)
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GI(X,Y) = =G(Xy=Y) (20b)

Daher sollen die Transformationen T - definiert durch (6a)
und {6b) — und deren Inverse - definiert durch {9a) und {9b)
= auf eine Form gebracht werden, in der sie den Relationen
{20) genuegen. Diese kann man uebrigens interpretieren als
Symmetrie des Operators gegen *Zeitumkehr; denn der Ueber-
gang von Y zu -Y entspricht der Umkehrung der Bewegungsrich-
tung der umlaufenden Teilchen.

Anstatt nun nach Ausdruecken 2Zu suchen, die, in {6) und (9)
substituiert, T 2u einem symmetrischen Operator machen, kann
man sich folgender Ueberlegung bedienen: Die Wahl der Be-
zugsebene fuer die Transformation ueber einen Umlauf hat auf
die Eigenschaften einer Teilchenbahn (etwa stabil oder in-

P
2

tabil zu sein) keinerlel Einfluss; man kann ja leicht durch

e

eine.entsprgchende Transfermation von einer Phasenebene zu
einer>anderen uebergehen.»Die Transformationen, aus denen
{6) und (9 ) aufgebaut sind, naemlich (5) und (7 ) einerseits,
{4) und {(8) andererseits, besitzen bereits die geuuénschte
Eigenschaft; sie uebertraegt sigh jedoch nicht auf T, weil
die Reihenfolge der_Verknuepfung jener Transformationen beim
Uebergang zur Inversen vertauscht wird. Man hat also nach
Phasenebenen zu suchen, bei denen die inverse Transformation
die gleiche Reihenfolge der Anwendung von symmetrischen Ope~
ratoren Impliziert wie die urspruengliches Insbesondere
muessen solche Ebenen bezueglich des Phasenvorschubs in bei-
den Richtungen - modulo 27 - gleich weit vom Sextupol ent-

fernt sein.



Kaps III
- 22 =
Es gibt ihrer zwei: die erste liegt "in der Mitte des Sextu-
pols?, die zweite diesem ?genau gegenuebe?’;
Die Mitte des Sextupols ist dadurch definiert, dass ein
Teilchen, das in der Ebene unmittelbar vor ihm die Koordina-

ten (X,Y) und in der Ebene unmittelbar hinter ihm die Koor-

dinaten .
XH = X © (21a)
2 .
YH = Y + (X - X0) (21b)

hat (vgle (4)), in der Mitte die Y-Koordinate

, ; , 2
¥M = Y + 1/2 (YH = Y) = Y + 1/2 (X = X0) (22)

besitzts Der Sextupol, der éls duénneiLinse nur auf die
Y=Koordinate wirkty, wird bezueglich dieser Wirkung in zwei
Haelften aufgeteilt, von denén die eine am Anfang, die ande-
re am Ende eines Umlaufs beiuecksichtigt’wird.'

Bezeichne nun (X,Y) einen Punkt in der so definierten Mit-
telebene, die im folgenden Bezugsebené 1 heissen moege., Ein
Teiichén, das dort stértet, hat - aufgrund der‘ﬁirkuﬁg dés
halben Sextupols - am Sextupolausgang die Koordinaten

XH = X | _ | (23a)

2y €T 20> > AT 4T

2
YH = Y + 1/2 (X=X0) . : _ (23b)

Durch Anwendung der Transfermatrix fuer einen Umlauf (vergl.
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(5)) erhaelt man die Koordinaten {XB,YB) am Sextupoleingang.
Die Transformation ueber einen Umlauf wird abgeschlossen
durch Beruecksichtigung der Wirkung der anderen Haelfte des
Sextupols auf die Koordinaten {(XB,YB). Bezeichnet (XT,YT)
den Zielpunkt in der Bezugsebene 1, so gilt:

XT = XB (24a)

2
YT = ¥YB + 1/2 {XB - X0) » { 24b)

Fuehrt man die soeben beschriebenen Operationen im einzelnen

ausy so erhaelt man fuer XT und YT die folgenden Ausdruecke

in X und Y:
2 2
XT ={ C~- S X0 )X + SY + 1/2 S X + 1/2 S X0 (25a)
2
YT ={ -S XO0O+SC)YX+( -8=2CX0+ 1/25C¢C
2 2 | 2 3 2
X0 + S X0 - 1/2 8 Xo )X+ ( C—- 53 X0+ 1/2 8
2 2 2
X0 Y+ 1728 Y X 4+ (1/2C-35CX0 - 1/2 S X0
2 2 -2 2 2
+ 3/4 5 XoO + 172 C )y X +( - 1/2 S X0 %+ 172
3 2 4 2 z 2
SC YX + 1/8 S X + 1/2 8 Y + 172 C X0 - 172
.3 2 4 2
S X0 + 1/8 8 X0 + 172 X0 » (25b)

Entsprechend gewinnt man die zu {25) inverse Transformation,
indem man ein Teilchen das System in umgekehrter Richtung

durchlaufen laesst und die entsprechenden Operatoren - die
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Inversen von (24), {5) und {23) - hintereinander anwendet.
Bezeichnet man diederum den Startpunkt mit (X,Y) den Ziei-
punkt mit {XTI, ¥YTI), so hat man
2 | 2

XTI = ( C - S X0 )X =S Y +1/2 8 X + 1/2 S X0 (26a)

2

YTI =( =S X0 +SC )YX+{S+2CX0-1/25SC

2 2 2 3 2
X0 -SX0O +1/2S X0 )X+ ( C=-SX0+ 1/28

2 2 2
X0 )Y+ 1/28 Y X +( =-1/2C+ SCX0+ 172 S

2 2 2 2 2
XD - 3/4S X3  -1/2C )X. +( 1/2S X0 - 1/2 S
3 2 4 2 2 2
C)X =-1/8S X =1/28 Y =172 CX0 + 1/2
3 2 4 2

SX0O =-1/8 S X0 - 1/2 X0 (26b)

o= o e m— oots

Damit ist ein Operator T definiert, der eine eineindeutige
Abbildung der Bezugsebene 1 éuf sich seibst vermittelt., Ver-
gleich von {25) und {26) lehrt, dass T in der Tat die ge-
wuenschte Symmetriecigenschaft (20) besitzt,

(Die Formeln (25) und (26) koennte man auch erhalten, Indem
man in (6) Qnd {(9) Substitutionen vornimmt, die der Bezie-
hung (22) entsprechen),

Die zueite Phasenebene, in der die Transformation uebgr
einen Umlauf symmetrisch ist,vliegt um den Phasenschub »Q
vom Sextupcl entfernt. Bedeute nunmehr C und S Cosinus und
Sinus des halben Phasenverschubs ueber einen Umlauf:

C

i

cos(7Q) = cos(u/2) o (27a)

S = sin(7Q) = sin{p/2) ; V ” (27b)
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mit {X1,Y1) sei ein Punkt in Bezugsebene 1, mit {X2,Y2) ein

Punkt in Bezugsebene 2 gemeint. Fuer den Uebergang von der

zweiten zur ersten Ebene gilt dann:

X1 C X2 + S Y2 (28a)

2
-5 X2 + C Y2 %+ 172 {X1 - X0) . {28b)

[
[
it

Hierbei ist das Telilchen mit Startkoordinaten (X2,Y2)

*stromab? verfolgt worden. Folgt man ihm ‘stromauf', so hat

mansi
X1 = C X2 = S ¥2 (29a)
2
Y1 = S X2 + C Y2 - 1/2 (X1 - X0) . (29a)

Betrachtet man umgekehrt ein Teilchen, das in Bezugsebene 1

startet und stromab nach Bezugsebene 2 laeuft, so erhaelt

man:
X2 = CX1 + S (Y1 + 1/2 (X1 - X0) ) (30a)
2
¥2 = -5 X1 + C {¥1 + 1/2 (X1 - XO0) ) {30b)
stromauf ergibt sich:
2
X2 = € X1 =35 (Y1~ 1/2 (X1 - X0) ) {31la)
2
Y2 = Xa) ) . (31b)

S X1 + C (Yl = 1/2 (X1 -
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Durch Kombination von (28) und {30) laesst sich die Trans-
formation ueber einen Umlauf in Bezugsebene 2 gewinnen., Sie
schreibt sich explizit, wenn statt {(X1l,Y1l) nunmehr {(X,Y) ge-

setzt und der Bildpunkt (XZ,YZ) genannt wird:

2 2 2
XZ =25 CYX+( -2SCXI+C -85 )X+ -
2 / 2 - 2 -2 3 2
2S XD +2SC)Y+SXB +SC X +58 Y
- _ ———- (32a)
2 o 2
YZ=2SC YX+{ =2C X0-2SC)X+({ =28
2 2 2 3 2 2 2
CXO+C =S )Y+CX3 +C X +5 C¥Y

- (32b)

Analog gewinnt man aus (29) und {31) die inverse Transforma-

tion fuer Bezugsebene 2:

2 2 2
XZI = =28 CYX+{( =2SCXO+C =5 )X+
-2 B 2 2.2 3 2
(2SS X0 -2SC)Y+SX0 +SC X +5S Y
- —————={33a)

2 2
YZi =2 s ¢C Y X+ 2¢C X0 +25¢C )X +{( -2585¢C

2 2 - 2 .2
X0 + C - 8 yY - CXQ - C X - S5 cyY

(33b)

Der durch {32) definierte 0pefator4'T hét, wie Vergleiﬁh mit
seiner Inversen [33) zeigt, -ebenfalls die Symmetrieeigen-—
schaft {20).

Je nach der Zahl der BetatfonSchwinguhgen pro Umlauf, also
dem Zahlenwert von Q, gibt és noch’4weitere’Syﬁmef}ieeﬁenen;

das sind diejenigen Ebenen; die um eine. Phase 2#QM; M ganz,-
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von der Bezugsebene 2 entfernt liegeny, ohne dass, um sie zu
erreichen, der Sextﬁpoi durchl aufen werden muss. Sie untei—
scheiden sich bezueglich T in nichts wvon der Bezugsebene 2
?genau gegenueber? dem Sextupol.
Es sei noch darauf hingewiesen, dass auch die Formeln (28)
und {29) sowie {30) und (31) ineinander uebergehen, wenn man

in {28) und {30) Y durch =Y ersetzt,

Fodkok d koo ¥ ok %

In den  Formeln {28) bis {32) haben die Symbole C und S die
in {27 ) angegebene Bedeutung von Cosinus bzw. Sinus des Pha~
senvorschubs pro halben Umlauf. Im uebrigen Teil der Arbeit,
insbesondere in Kapitel IV, bedeuten C und 5 - entsprechend
{(I147) und {I1,8) - Cosinus bzw. Sinus des Phasenvorschubs
ueber einen ganzen Umlauf,
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Iv: BERECHNUNG VON

T p—

_—=

FIXPUNKTEN

IV.A: ALLGEMEINE UEBERLEGUNGEN

Ein Fixpunkt {X,Y) N-ter Ordnung einer Transformation T ist

definiert (vgls {III,17)) durch die Beziehung

N
T (X,Y) = (X,Y) ® (1)

Wird T mittels der beiden algebraischen Ausdruecke F(X,Y)
und G(X?Y)‘dargesteilt ‘{etwa realisiert durch (III,25a) und
{111, 255)); so hat man zur Bestimmuﬁg der Koordinaten des
Fixpunktes ein System von 2 Gleichungen in X und Y zu loe~-
sen. Da der Grad der Polynome F und G in X und Y sich mit
jedem Umlauf N verdoppelt, nimmt die Zahl der Loesungen von
Umiauf zu Umlauf in geometrischer Proportion zu; die Aufloe-
sung 4des Gleichungssystems wird mit wachsendem N immer
schuieriger.

Die Gruppeneigenschaften der Transformation T (vgle. Kapo
II1, Abschnitt D) gestatten es, die Schwierigkeiten beim Be-
rechnen der Fixpunkte zu mildern: Multiplikation von (1) mit
der M=—ten Potenz von T liefert:

M N |
T T {X¥Y) = T {(X3Y) ’ {2)

oder wegen der Kommutativitaet der Gruppe:
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N M M
T T (X,¥) = T (X,¥) . (3)

Diese Beziehung gilt fuer jeden ganzzahligen Zeiger M. Sie

hat eine Reihe von Konsequenzen.

M
Die erste besagt, dass mit (X,Y) auch T (X,Y) ein Fixpunkt

N-ter Ordnung wvon T 1ist, Die weiteren ergeben sich durch
Spezialisierung von M.

Setzt man M = -N, so folgt aus (3), dass ein Fixpunkt von T
zu irgendeiner Ordnung auch Fixpunkt der inversen Transfor-
mation von derselben Ordnung ist. Waehlt man M zwischen 0
und N {N > M > 0), so erkennt man, dass mit {X,Y) weitere
N=1 Punkte Fixpunkte von T sind, naemlich diejenigen, in die

(XsY) nach 1, 24 35 s+sy N=1 Transformationen uebergeht, ehe

£

je N-te Anwendung von T auf den urspruenglichen Punkt 2zu-
rueckfuehrt. Das entspricht der anschaul ichen Tatsache, dass
eine Teilchenbahn, die sich nach N Umlaeufen schliesst, am
Azimut einer jeden Bezugsebene N-mal vorbeilaeuft und N Pha-
senraumpunkte liefert, die der Reihe nach - wvon Umlauf zu
Umlauf - angenommen werden,

Sei N eine gerade Zahl; dann folgt mit M = =N/2 aus (3):

N/2 -N/2
T (XeY¥) = T - (X,¥Y) & (4)

Zur Berechnung eines Fixpunktes gerader UOrdnungen N benoe-
tigt man demnach nur die Transformation ueber N/2 Umlaeufe,
sowie deren Inverse,

Fuer ungerade N setzt man M1 = =(N-1)/2 und hat gemaess (3):
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(N+1)/2 -(N-1)/2
T (X,¥) = T (X,Y) (5)

die Fixpunkternngerader Ordnung N erfordern also nur Trans-—
formationen ueber {Nt+1)}/2 Umlaeufe. |
Damit i{st der Grad der zu loesenden Gleichungen fuer N > 1
auf einen Bruchteil dessen reduziert, der sich bei direkter
Benutzung von {1) ergaebe,

Schliesslich kann man noch ausnutzen, dass das allgemeinste
Gleichungssystem fuer die Fixpunkfe N=-ter Ordnung auch alle
Punkte als Loesungen enthalten muss, die Fixpunkte von T zu
einer niedrigeren Ordnung M sind, wenn M ein Teiler von N
iste Indem man von niedrigen zu hoeheren Ordnungen fort-
schreitet; kann man die bereits bekannten Loesungen gegebe-
nenfalls aus den neuen Gleichungen eliminieren und so deren

Grad verringern.

IV.B: AUSNUTZEN DER SYMMETRIEEIGENSCHAFTEN

-y - 2

Waehrend die im letzten Abschnitt dargestellten Ueberlegun-
gen fuer jede Transformation gelten, unabhaengig davon, in
welcher Form sie sich darstellt; sollen jetzt die speziellen
Eigenschaften der betrachteten Abbildungen ausgenutzt wer-
dens Fuer die Transformation (11I,25) in Bezugsebene 1 und
{I11,32) in Bezugsebene 2 gelien ja die Symmetriebeziehungen

(vgle (II1,20)):
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F(Xy-Y)

il

FI(X,Y) (6a)

GI(X,Y) (6b)

-t

-G X,=Y)

Ist (X,Y) Fixpunkt von von Ty so auch von T-1; also hat man:

FI{X,Y) = X | (7a)

GI{X,¥Y) = Y . | (75)

Damit folgt aus (6):

F(X,=Y) = X (8a)

H
b
g

™

(8b)

G(X5=Y)

dehs der Punkt (X;-Y) ist Fixpunkt von T.
Betrachtet man den Operator T2; so hat man wegen (6) (Y mit

=Y vertauscht):

F(F(XyY)yG(X,Y))

i

F(FI(Xy=Y),~GI(X,=Y)) (9a)

G(F(XsY),G(X,Y)) G(FI{Xy =Y )s=GI(X,-Y)) (9b)

und abermals wegen (6):

il

FUF(X,Y),G(X,Y))

e

FI(FI(Xy=Y),GI(Xs=Y)) (10a)

[

GUF{ XY )sG{X,Y)) =GI{ FI{X =Y )y GI{X,~Y)) . {10b)

Die Symmetrieeigenschaft (6) ist transitiv; denn sie ueber-~

traegt sich nach dem vorstehenden von T auf T2,
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Analog kann man zeigen, dass mit T auch alle Potenzen dieser
Transformation die Eigenschaft (6) besitzen. Die Argumenta-
ticn, die von {(6) zu (8) g¢efuebrt hat, kann man alsoc fuer
jede beliebige Potenz wvon T wiederholén; damit hat man das
fslgeﬂde Ergebnis: ist {X,Y) Fixpunkt von T zu irgendeiner
Ordnung N, so ist (X,-Y) Fixpunkt derselben Urdnung. Diese
Aussage laesst sich noch verschaerfen. Zu jedem Fixpunkt der
Drdnung N gehoeren ja noch N=1 andere, sie bilden ei{n 'En-
semble von Fixpunkten? oder einen 7Satz Fixpunkte', 2u ein
und derselben Teilchkenbahn gehoerig. Aus (6)y (7) und (8)
folgt hun, dass jeder Satz Fixpunkte einen spiegelbildl ichen
Satz bgsitzt - gespiegelt an der X-Achse.

Eine weitere Folge der Eigenschaft (6) eines Operators T er-
gibt sich sus der Betrachtung eines Punktes {X30) auf der X-
Achse: ein jedes Eiement T*M(X,G) in der Folge seiner Bild-
punkte liegt dem eptsprechenden Elemént T-ﬁ(X,O) bezueglich
der X-Achse splegelbildlich gegenueber. Faellt einer der
Bildpunkte seinerseits auf digse, so ist er mit seinem
*Spiegelpunkt? identisch. In diesem Fall fuehrt weitere An-
wendung des Operators T auf den urspruenglichen Startpunkt
zurueck, wobel die Punkte ausserhalb der Achse, die vorher
Spiegelpunkte waren; nun in umgekehrter Reihenfolge durch-
laufen werdens

Hiernach ist evident: liegen in der Folge TM (XY ), M =
041525340205 irgendzwei Punkte auf def X-Achse, so ist die
folge endlich und gehoert zu einer geschlossenen Tellchen~

bahn. Sie tildet einen 'Satz Fixpunkte' gerader Ordnung. Die

Punkte liegen symmetrisch zur X-Achse. Faellt in irgendeiner
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= im Prinzip nach beiden Richtungen unendlichen - Folge nur
ein Punkt auf die X—~Achsey, so ist die TFolge gleichfalls zu
dieser symmetrisch. Handelt es sich um eine zyklische Folge,
alsoc um eine Folge von Fixpunkten, so ist die Ordnung dieses
Ensembles ungerade. Folgen, die mehr als 2 Punkte auf der
K=Achse haten, gibt es nichts.
Ein Ensemble wvecn Fixpunkteny von denen mindestens einer auf
die X~Achse faellt; geht also beil Splegeiung an dieser in
gsich ueber. Es erhebt sich die Frage; ob ein "Satz Fixpunk-
te? in jedem Fall symmetrisch zZur X-Achse liegt, also sein
eigenes Spiegeibild ists Im Anhang Al wird gezeigt, dass
dies in der Tat zutrifft. |
Fuer die Fixpunkte ungerader Ordnungen hat das die wichtige
Konsequenz, dass in jedem Ensemble genau einer auf der
X-=Achse liegt. Zweckmaessig berechnet man z2uerst diesen,; die
wejteren N-1 Punkte des Ensembles ergeben sich aus ihm durch
{N=1)-malige Anwendung des Operators T; man kommt wegen der
Spiegelsymmetrie sagar mit (N-1)/2 Transformationen aus.
Es soll sogleich untersucht werden, welche Folgerungen sich
aus der - fuer Fixpunkte ungerader Ordnungen gueltigen - Be-
ziehung (5) ergeben; wenn man sie fuer einen Achsenpunkt
spezialisierte Dazu wird die N-te Potenz des Operators T
fermal in X—- und Y-Komponente aufgespalten:

N (N) - (N)
T (X,¥) = (F (X,¥)6 (X,¥)) (11a)

entsprechend wird mit der Inversen verfahren:
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=N {(N) {(N)
T {X,¥) = {?1 {X,Y)gGI (X,Y))

-

(=N) (=N)
(F (X%¥)56  (X,¥)) (11b)

it

Damit schreibt sich {(5), wenn M = {N-1)/2 gesetzt wird:

{M) (M) (M)
F(F  (XsY)sG (X, ¥)) = FI (X,Y) (12a)

LT - T <D <L WD BT TS Y D D D D S A - L

(M) (M) (M)
G{F  (X,¥3sG (Xs¥)) = GI {X,¥) {(12b)

D 5> D s exo

o e

wegen der Symmetrieeigenschaft {£6) und deren Transitivitaet

folgts
(%) (") : (") _
FF (Xg¥)s6  (X3¥)) = F (X,-¥) (13a)
(M) (") (M)
G(F  (Xs¥)sG  (X3¥)) = =6 (X,=¥) (13b)

und fuer Y = ¢ schliesslich:

(M) (M) (")

F(F (X30),G  (Xs0)) = F (X,0) (14a)
(M) (M) (M)

G(F ~ (X40)5G (X40)) = =6 (X,0) = (14b)

Die Funktionen auf der rechten Seite kommen also als Argu~
ment der gleichen Funktionen auf der linken Seite vor.,

Setzt man zur Abkuerzung

(M)
F O (X,0) = U (15a)

=
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M
s{ ){x,s) = V {(15b)

so stellt sich {14) dar als

F{U,V) = U - (16a)

- £ 3

G{U,V) = =V » {16b)
Man hat also zwei Gleichungen fﬁer dié’Unbekannte Xy, die die
Lage des Fixpunktes auf der Achse‘angibt; denn U und V sind
ja nur Aﬁkuerzﬁngen fuer relativ komplizierte Ausdruecke in
Xs Es muss geklaert werdeny; inwieweit die beiden Gleichungen
miteinander vertraeélich sind. Betrachtet man hierzu die

Transformation in Bezugsebene i, so hat man mit F und G nach

(111,252
2 2
0 ={({ C=-SX0~1)U+sSV+1/254U + 172 3 X0
{17a)
2
0 =( -8 X+ SC )YvVvu+{ -5=2CX0+ 172 5
2 2 2 3 2
C X0 + S X0 - 1/2 8 X0 U+ ( C-8 X0+ 1/2 S
2 2 2
X0 + 1 j)Vv+1/2 58 VU +{1/2 C -5 CX0 - 172 S
2 2 2 2 2
X0 + 3/4 S X0 - 172 § + 172 Y U +{( =172 S
3 2 4 2 2
X0 + 12 8§ C )Y U + 1/8 § U + 1/2 5 v + 172 C
2 3 2 4 2
X0 = 1/2 S X0 + 1/8 S X0 + 172 X0

- (17b)
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Aufloesen von (17a) nach V und Einsetzen des gewonnenen Aus-~
drucks fuer V in ({17b) laesst diese Gleichung identisch er-
fuellt sein. Betrachtet man die Transformation in Bezugsebe-
ne 2 und stellt {14) mittels (III,32) dar, so erkennt man
ebenfallsy, dass die Loesungen von {14a) gleichzeitig (1l4b)
befriedigen.

Zur Bestimmung der Fixpunkte ungerader Ordnungen auf der
X-=Achse ist hiernach Gleichung (14a) ausreichend.

Formal fehlt in den Gleichungen {16) und {17 ) der Bezug zum
Punkte (X,0) auf der X-Achse und zu jedweden Fixpunkten. Der
Zusammehhang von {16a) mit {16b) laesst sich daher auch fol-
gendermassen interpretieren: blieibt bei der Transformation
irgendeines Punktes ueber einen Umlauf die X-Koordinate un-
veraendert, so wechselt die Y-Koordinate lediglich 1{ihr Vor-
zefchens

Fuer die Fixpunkte gerader Ordnungen liegen die Verhaeltnis-
se nicht ganz so einfach; denn bei ihnen braucht es nicht in
jedem Ensemble Achsenpunkte zu geben. Nun wird jedoch in An-—
hang Al gezeigt; dass ein Satz Fixpunkte gerader Urdnung
entweder in Bezugsebene 1 oder in Bezugsebene 2 genau zZwel
Achsenpunkte hat. Man spezialisiert also die Beziehungen (4)
in beiden Bezugsebenen fuer Punkte auf der X-Achse und hat
in beiden Faellen

{N/2) (N/2) A
F (X,0) = FI (X,40) ‘ (18a)

(N/2) (n/2
GI (X50) (18b)

3}
L'
bo»
-
(=)
(-
[}
S’
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und wegen {6) bzw. {10)3
(N/2) (N/2)

F (Xs0) = F (X,0) (19a)
{(N/2) (N/2)

G (X,0) = =G (X,0) (19b)

Beziehung (19a) ist eine Identitaet und liefert keine Infor-
mation. Aus (19b) jedoch folgt die Gieichung:
{N/2)

G (X,0) = 0 (20)

die anschauiicheqForderung, daés bei einem Satz Fixpunkte
gerader Ordnung N das Bild eines Achsenpunktes nach N/2 Um-
iseufen auf die X—Achse fallen muss, ist also zur Bestimmung
der Fixpunkits auf der Achse ausreichends

Nach der Berechnung der Achsenpunkte in Bezugsebene 1 und 2
iassen sich die wuebrigen Mitglieder eines jeden Ensembles
gerader Ordnung durch N/2 -1 Transformationen der Punkte auf
der Achse gewinnen., - Kennt man einen Fixpunkt in einer der
beiden Bezugsebeneny, so ist die Lage des entsprechenden
Punktes in der anderen Ebene durch Anwendung eines der For-
mel paare {111,28) bis (Iii,Bi) ieicht zu ermittelin.

Durch Ausnutzen der Symmetrieeigenschaften der in Rede ste-
henden Transformationen laesst ’sich also die Bestimmung
eines jeden Satzes Fixpunkte auf die Berechnung der Null-
stellen eines Polynoms und anschliessende Transformation der
so gewocnnenen Achsenpunkte zurueckfuehren. Aus den Transfor-

mationsformeln {IXII,25) und {(III,32) zusammeﬁ mit den Bezie—
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hungen {16a) und {20) liest man folgendes ab: der Grad des
Polynoms ist stets eine Potenz von 2; und zwar ist der Expo-
nent dieser Zahl im Falle ungerader Ordnungen gleich (N+1)/2
= in beiden Bezugsebenen; fuer gerade Ordnungen ist er in
Bezugsebene 1 gleich {N+2}/2, in Bezugsebene 2 gleich N/2.

Auf diese VWeise kann die Aufloesung eines nichtlinearen
Gleichungssystems = fuer das sich als Hesolvente ein Polynonm

wesentlich hoeheren Grades ergaebe - vermieden werden.

IV.C: DIE FIXPUNKTE DER ORDNUNGEN EINS BIS VIER

Die Berechnung der Fixpunkte der niedrigsten Ordnungen
laesst sich anaiytisch durchfuehren. Dies soll im folgenden

geschehens

ORDNUNG 1

D > e o s 0 D

Fuer die erste Urdnung hat man nach (16a) in der Bezugsebene
eins mit U = X und V = 0 unter Verwendung von {(III,25a):

2 2
0 =({ C=-SX0=-1)X+1/28X +1/2 S X0 . (21)

Die Loesung dieser quadratischen Gleichung lautet:

X = X0+ ( =-C+ WRZEL +1 )/ S o (22a)

WURZEL steht dabei fuer eine Quadratwurzel incl. der beiden

moeglichen Vorzeichen. Der Radikand der Wurzel ist:
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2
RAD = 2 ( =-C+1)X0S8S+{ =-C+1) . (22b)

Es gibt genau zwei Fixpunkte erster Ordnung entsprechend den
zwel Vorzeichen von WURZEL; denn nach dem im letzten Ab-
schnitt Gesagten liegen alle Fixpunkte 1. Ordnung auf der

X=Achses

ORDNUNG 3

Die Gleichung fuer die Achsenpunkte dritter Ordnung in Be-
zugsebene 1 lautet entsprechend {14a) = wobei N=3, M=1 zu

setzen ist - und {III,25):

2 2 2 2
6 ={ - C- 43 CX0 + S X0 + S C X0 + 2 8 X0

[#¥]

3 2 2 2
- S X0 =28 +1)X+(1/28-2S CX0 -8

3 2 3 2 3 2
X0+ SC+3/2S X0 =8 )X +( -8 X0 + 8
3 3 4 2 2 2 3
C)X +1/45 X +SCX0 +1/2SX0 =35 X0
3 4
+1/6 S X0 . (23)

Sie laesst sich ohne Rest durch {21) dividieren,‘da die Loe-
sungen von {21) als Fixpunkte 1. Ordnung auch Fixpunkte 3.
Ordnung sind und somit (23) erfuellen muessen. Die quadrati-
sche Gleichung, die sich aus der Division ergibt, hat als

Losasung:?

X X0 + { =-C + WURZEL =1 )/ S (24a)

W
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Hierbei bedeutet WURZEL abermals eine Quadratwurzel; der Ra—

dikand lautet:

2
RAD = 2{ =-C+1)X0S+( =-C+1) =2 . (24b)

Es gibt genau 2 Fixpunkie 3. Ordnung auf der X-Achse ent-
sprechend den beiden moeglichen Vorzelchen der Wurzel. Durch
Transformation ueber einen Umlauf erhaelt man die restlichen
Mitglieder der beiden Ensembles. Bezeichnet man mit PX{(I)
die X-Koordinate, mit PY(I) die Y-Koordinate des [-ten Punk-
tes, so stellen sich die Fixpunkte 3. Ordnung insgesamt fol-

gendermassen dar:

PX{(1) = X0 + ( WURZEL - C -1 ) / S (25a)
PY{1) = 0 {25b)
PX{(2) = X0 # { = WURZEL - C ) / S {25¢c)
2
PY{(2) = { = WURZEL + 1/2 )} / S {25d)
PX{(3) = XO # { - WURZEL - C } / S5 = PX(2) {25e)
2
PY(3) = { WURZEL - 1/2 ) / S8 = =PY(2) « (25f)

Hier bietet sich uebtrigens ein exzellenter Test fuer die
Richtigkeit der gewonnenen Ergebnisse: N-malige Transforma-

tion eines Fixpunktes N-ter Ordnung muss dessen Koordinaten
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wiederum als Resultat liefern, Diese Probe wurde fuer alle
Fixpunklie, sowei{ sich ihre Lage explizit angeben laesst,
mittels eines FORMAC-Programms durchgefuehrt., Es ist im An-

hang A2 aufgelistet,

ORIDNUNG 2

Fuer die Fixpunkte gerader Ordnungen muss man entweder Glei-
chung (20) in beiden Bezugsebeneﬁ anwenden oder direkt von
dem Gleichungssystem {4) ausgehen und dieses loesen. Hier
soiﬁ im Falle der Ordnungen 2 und 4 die zweite Methode ver-
wendet werden; weil sie noch relativ wenig Aufwand erfor-
dert. Man setzt also unter Benutzung wvon (III,25) und
{I11,26) XT = XTI sowie YT = YTI und erhaelt die in Bezugs-

ebene 1 gueltigen Gleichungen fuer die Fixpunkte 2. Ordnung:

0 =28Y¢Y | (26a)
2 2 2 3
0 =( =-2S~-4CX0+SCX0 +28SX0 -5 X0
2 2 2 2
)X+ ( C-28SCX0-SX0+3/2S X0 +C )X
2 3 2 4 2 2
+( -8 XD+SC)X +1/4S X +5 Y +¢C
2 3 2 4 2
X0 =S X0 + 1/4 S X0 + XD . (26b)

Aus {26a) folgt, dass alle Fixpunkte 2., Ordnung in Bezugs-
ebene 1 auf der X~Achse iiegen; Mit Y = 0 wird aus (26b)
eine Gleichung 4. Grades fuer die X-Koordinaten. Abspaltung
der Loesungen fuer die Fixpunkte 1, Ordnungy, d.h. Division

durch (21); fuehrt auf eine quadratische Gleichung mit der
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Loesung

X = X0 +( ~C+ GURZEL -1 )/ S (27a)

WURZEL bedeutet wiederum eine Quadratwurzel, diesmal mit dem

Fadikanden

| ‘ 2
RAD =2( =C+1)X0S+{ =C+1) =4 o (27b)

Die beiden den verschiedenen Vorzeichen der Wurzel entspre-

chenden Fixpunkte 2 Ordnung

PX{(1) = XO + ( ®URZEL - C -1 )/ S (28a)
PY(1) = 0 (28b)
PX(2) = X0 + { = WURZEL - C ~ 1)/ 8 (28c)
PY(2) = O (28d)

T D D T D e s s

gehen unter T und T-! ineinander uebery, wie man durch Ein-
setzen in (II11,25) wund (111I,26) verifizieren kanne In Be-
zugsebene 2 liegen ihre Bilder - gemaess Anhang Al — ausser-

halb der X-Achse spiegelbildlich zueinander,

ORDNUNG 4

Waehrend der Rechenaufwand beim Aufstellen und Loesen der
Fixpunktgleichungen fuer die Ordnungen 1 bis 3 2zwar erheb-

1ich 1ist, aber notfalls noch von Hand bewaeltigt werden

auf e

[

t er ab der 4. Ordnung ne Hoehe; die von

s

kann, steig

manueller Durchfuehrung abschreckt.s Das 1liegt daran, dass

der Grad der vorkommenden Polynome in X und Y sich von einem
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Umlauf zum naechsten verdoppelts Um 2u demonstrieren, wie

umfangreich die Ausgangsgleichungen werden, sei es gestat-

tet, sie auch fuer den Fall der Ordnung 4 explizit hier an=-

zugeben. Man erhaelt analog =zu {(26) aus der Transformaticn

ueber zwel Umlaeufe und ihrer Inversen das Systems:.

3 2 2
0=( -45 XO+4S C)YX+( =48 X0 +4&S
3 2 3 2
C+28 X3 )Y+2S ¥X (29a)
2 2 2
0 = { -8C XD +4S X0O-4SC+128CX0 -2
3 2 2 2 3 2 3 2
S CX0 +4SC X0 +2S¢C Xa =-25 Xo
2 3 2 2 3 2 3 4
-12S CX0 =108 € X0 =45 X0 +28
3 3 4 3 2 4 3 4
X0 +14S CX3 +5/2S C X0 +68S X0 -1
5 4 4 5 4 5 5 6
/J2S X0 =638 CX0 =-6S X0 +172S C XD
5 6 6 7 4
+3S5 X0 -1/25 X0 )X+( -24S CXO+6
5 2 5 2 6 3 3 2
S CX0 +12S X0 -6S X0 +108 C =258
5 2 3 2
)Y X +( -4SCX0+8 CX0O~-6SC X0 -8
3 2 2 4 2 2 2 2
SC X0+9S CXJO =-25 CX0 +24S € X0
2 3 2 2 2 4 2 3
+48 C X0 +2S X0 ~4S X0 =248 C
3 3 2 3 3 3 5 3
X0, =-16S € X0 =58 X0 +2S X0. + 39/2
4 4 4 2 4 4 4 5 5
S CXo +3/2S C X3 +9S5 X0 =35 C X0
5 5 6 6 2 2 2 3
- 15/2 S X0 +7/4S X0 =28 C +C +2C
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4 2 4 2 5 5
+C =S +8 )X +{( =128 CX0=-635 X0

4 6 2 4 2 2 2
+ 6 5 C + 9 8 X0 + 86 S C )Y X +{ - 48

2 4 2 2 2 3
€C X0 + 4 S C X0 - 10 S C X0 - 12 s C X0 + 2

4 3 3 2 3 2 .2
3 X0 - 2 8§ C+ 14 S C X0 + 27 S c X0 + 2

3 3 2 3 2 5 2 4 3
S c X0 + 2 8 Xg -3 8 X0 - 28 S C X0

4 2 3 4 3 5 4 5
-6 3 c X0 -6 5 X0 + 15/2 S c X0 + 10 S

#2858 € =-1/28 )X +( =38 CX0=~-1/258

4 6 2 4 2 6
X0 + 1/2 8 C+7/4S X0 +3/28 € )X +(

6 5 7 6 8
-1/2S XD+ 128 €)X +1/16S8 X +{ =8

3 3 2 4 2 4 2
S C X0 - 2 s X0 # 2 8 C +6 5 c X0 + 6 8§ Xa

5 3 6 4 2 2 2 6 4
-6 5 X0 + 372 S X0 + 4 8 Cc ) Y + S Y
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2 2 2 2 2 3 3
+2CX0 +C X0 -8 X0 =4S CX0 -2 5 X0
2 4 2 2 4 2 4 3
+5/28 CXoO +S € X0 +3S5 X =238 C
5 3 5 4 6 4 6
X0 =-5/2S X8 +1/28 CXO0 +3/28 X0 -1/
5 7 6 8 2

25 X0 + 1716 5 X0 + XO .

{239b)

In der Tat ist Gleichung {29b) sehr laenglich, gleichwohl
gegenueber dem Ausdruck fuer die Y-Koordinate der Transfor-
mation, der bei ihrer Ableitung 2unaechst berechnet werden
muss, wesentlich verkuerzt; denn alle Termey, die in dem ent—
sprechenden Ausdruck fuer die inverse Transformation eben-—
falls auftreten, sind bereits herausgefallen. (Das ersieht
man aus (19b) unter Beruecksichtigung der Symmetriebeziehung
{10b) wund wverifiziert, dass keine ungeraden Y-Potenzen in
{29b) wvorkcmmen j}..

Die mathematischen Operationen, die dem Niederschreiben der
Gleichungen {29) wvorausgehen, wurden verstaendlicherweise
nicht von Hand, sondern mittels eines speziell dafuer ge-
schriebenen PL/1 - FORMAC - Programms auf den zentralen Da-
tenverarbeitungsanlagen des Kernforschungszentrums Karlsruhe
ausgefuehrts Auch die weitere Behandlung des Glelchungssy-
stems ist ohne den Einsatz eines Grossrechners praktisch un-
moegl ich.

Gleichung (29a) liefert fuer Fixpunkte auf der X-Achse keine
Aussage {vgle. {19a)); es folgt jedoch aus ihr, dass die

X-Koordinate der Punkte ausserhalb der Achse einer quadrati-
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schen Gleichung genuegen, welche die Loesung

X = X0 + WURZEL 4y S -=C /7 S {30a)

mit dem Radikanden

2
RAD = 2 { =C+1)SX0+( =-C+1) =1 (30b)

besitzt, Setzt man (30a) in (29b) ein, so ergibt sich eine
biquadratische Gleichung, die fuer die Unbekannte Y die fol-

genden Werte liefert:

2
Y, = W&URZEL/ S (30¢)

R e e et ]

2
Y, = RADIX / S . | (30d)

RADIX stellt genau wie WURZEL eine Quadratwurzel (incl. der
beiden Vorzeichen) dar; der Radikand von WURZEL ist durch
(30b) gegeben,‘der Radikand von RADIX lautet:

2

R = 2 WURZEL + WURZLL = 2 WURZEL + RAD . (30e)

Damit sind die Fixpunkte der Ordnung 4 ausserhalb der X—=Ach-
se gefunden., Die anderen, auf der X-Achse selbst gelegenen,
kann man erhalten, indem man in {29b) Y gleich Null setzt,
die resultierende Gleichung 8. Grades in X  durch das aus

. . A
i

o anda ~Y e = 2. s o4 o T
{26b) sich ergebende Polynom fuer die X-Koordinate der Fix

b3

punkte 2. und 1, Ordnung dividiert und die 4 Nullstellen des

Quotientenpolynoms aufsuchts Diese Prozedur ist jedoch
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ueberfluessig, wenn man zuvor die Loesungen {(30) ueber 4 Um-
l1aeufe transformiert; denn es zeigt sich, dass Bilder der
bereits ermittelten Fixpunkte auf die Achse fallen. Unter-
wirft man der viermaligen Transformation =zZunaechst den
Punkt, welcher der Loesung (30d) entspricht;, so erhaelt man

den folgenden Satz Fixpunkte 4. Ordnung:

PX{(1) = X0 + { WURZEL - C ) / 8
2
PY(1) = RADIX / S
PX(2) = X0 + { RADIX = C ) / S
PY(2) = O
PX(3) = X0 + { WURZEL = C ) / S = PX(1)
2
PY(3) = = RADIX / S = =PY( 1)
PX(4) = X0 + { =~ RADIX ~-C )/ S
PY(4) = O
——— (31)

Unter Beruecksichtigung der beiden Vorzeichen der Quadrat-
wurzeln beschreiben die Formeln (31) zwei Ensembles, die je-
weils zwei Mitglieder auf der X-Achse haben. Da es nach dem
obigen genau 4 Achsenpuﬁkte 4o Ordnung geben muss, darf kein
Mitglied des Ensembles, das man aus (30a) und (30c) gewinnt,

in gleicher Weise auf der X-Achse liegen. In der Tat ergibt
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sich die Folge:
PX{1) = X0 + { WURZEL - C } / S8~
2
PY{1) = WURZEL / S
PX{(2) = X0 +# { WURZEL - C ) / S8 = PX{1)
2
PY(2) = = WURZEL S = =PY(1)
PX{3) = XO + { = WURZEL - C ) / 5
2
PY{3) = -~ WURZEL / S = =PY{1)
PA{4) = X0 ¢+ { = WURZEL - C ) / S = PX{3}
2
PY{4) = WURZEL / S = PY(1)
(32)
Dies Ensemble geht in sich ueber, wenn man das Vorzeichen

der Hurzel aendert; mithin gibt es

genau einen Satz Fixpunk-

te 4. Ordnung, der in Bezugsebene 1 keinen Achsenpunkt hat.

iVe.D: DIE FIXPUNKTE DER ORDNUNGEN FUENF UND SECHS

Bei Betrachtung der Ergebnisse des vorigen Abschnitts faellt

aufy dass sich die Fixpunktformeln fuer die verschiedenen

Ordnungen sehr aehneln: die = mit RAD bezeichneten - Radi-
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kanden (22b), {27b)y (24b) und {30b) der in den Formeln fuer
die Ordnungen 1 bis 4 auftretenden Quadratwurzeln - WURZEL
genannt - unterscheiden sich voneinander lediglich durch
einen Summanden L, der ab der 2. Ordnung eine negative Zahl
ist und sich beim Uéﬁergang von einer Ordnung zur naechst-

hoeheren halbiert.

TABELLE T4

N L c Q

1 0 1. 0.

2 -4 -1, 1/2

3 -2 -0.4142  0.318
4 -1 0. 1/4

5 -1/2 0.2929  0.203
6 ~1/4 0.5 1/6

7 -1/8 0.6464  0.138
8 -1/16 0,75  0.115

In Tabelle T4 sind eingetragen - zunaechst einmal fuer die
Ordnungen N von 1 bis 4 - die Summanden L, ausserdem die
Werte von C und Q@ {C = cos(2#Q))y fuer die unter der Voraus-
setzung X0 = 0 der Radikand verschwindet, also die Grenze
des Realitaetsgebietes der Fixpunkte erreicht wird. Des wei-
teren sind -~ versuchsweise = die entsprechenden Werte fuer
die Ordnungen 5 bis 8 eingetragen unter der Annahme, dass
l.) auch fuer diese Ordnungen Fixpunkte existieren, die sich

als Wurzel ganz analog aufgebauter quadratischer Gleichungen
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darstellen und 2. ) die Tendenz des Summanden L, sich fort—.
schreitend zu halbieren; anhaelt.
Auffaellig ist; dass im Falle der geradzahligen Urdnungen <
6 die Fixpunkte genau bei einem Wert von Q zu existieren be-
ginnen (bei wachsendem Q-Wert), der gleich 1/N {modulo 1)
ists {Fuer N = 2 verschwinden sie sofort wieder, wenn Q >
1/2 wird)s Auch fuer Ordnung 3 liegt der Wert von Q@ etwa bei
1/N. Aus der Theorie der nichtlinearen Schwingungen (2]
weiss man, dass Resonanzen - und damit einhergehend Fixpunk~
te = bei rationalen Q—-Werten auftreten koennen, In diesem
Lichte scheinen die erhaitenen Werte von Q fuer die (lrdnung
5 und 6 die obige Annahme zu stuetzen; sie soll daher genau-~

er geprueft werden.

ORDNUNG 5

D T AR T ST e > 2

Indem man in {1l4a) M = 2 setzt und die Transformationsfor-
meln ({III,25) verwendety; erhaelt man ein Polynom 8. Grades
zur Bestimmung der Fixpunkte 5. Ordnung auf der X—Achse in
Bezugsebene eins, Es laesst sich, da die Zahl 5 prim ist,
nur durch Gleichung (21), die die Fixpunkte 1. 0Ordnung als
Loesungen hat, ohne Rest dividieren. Damit spitzt sich die
oben angeschnittene Fragestellung darauf zu,; ob das resul-
tierende Polynom 6. .Grades in solcher Weise faktorisierbar
isty dass eines der Faktorpolynome vom Grade 2 ist und Koef-
fizienten besitzt, die - wie bei allen bisher behandelten
Fixpunktgleichungen - 1ihrerseits Polynome in X0, C und §

R~

In Anhang A3 wird beschrieben, auf welche Weise die Antwort
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gefunden wurde, Sie lautet: das Fixpunktpolynom 6. Grades
fuer die Ordnung 5 ist nicht reduzibel, mithin koennen seine
Nullstellen nicht 7in geschlossener Weise - durch Radikale -
dargestellt werden. Zu ihrer Auffindung ist man also wvoellig

auf numerische Verfahren angewiesens
ORDNUNG 6

Fuer die Ordnung N = 6 erhaelt man aus {20 ) unter Benutzung
{I11;25) ein Polynom vom Grade 16, das sich nach Division
durch die Gleichungen fuer die Achsenfixpunkte l., 2., und
3. Ordnung auf ein Polynom 10. Grades reduziert. Auch von
diesem wird im Anhang gezeigt, dass es nicht weiter reduzi-
bel ist und seine Nullstellen nur durch numerische Verfahren
aufgesucht werden koennen, Diese Nullstellen geben die Lage
der Achsenpunkte in Bezugsebene 1 an; mit ihnen sind natuer-—
1ich auch alle anderen Mitglieder der betreffenden 5 Ensem—
bles wvon Fixpunkiten 6. Ordnung nicht geschlossen darstelil-
bars

Guenstiger fuer eine analytische Behandlung liegen die Ver-
haeltnisse in Bezugsebene zwei, Dort ergibt sich Tfuer die
Achsenpunkte 6. Ordnung aus (20) unter Benutzung wvon
{I11,32) ein Polynom 38, Grades, Es laesst sich durch die
entsprechenden Gleichungen fuer die Ordnungen 1 und 3 (in
Bezugsebene 2 liegen keine Fixpunkte 2. Ordnung auf der
X=Achse) auf ein Polynom 4. Grades reduzieren. Dies kann
man,; wie sich herausstellt, durch eine geeignete Variablen-
transformation auf biquadratische Form bringen, sodass seine

Nullstellen durch Quadratwurzeln ausgedrueckt werden koen-
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nens {Die Rechnungen wurden = unter Benutzung von FUORMAC -
auf der bisher 1leistungsfaehigsten zur Verfuegung stehenden
Rechenanlage, der IBM 360/91 des IPP in Muenchen~Garching,
ausgefuehrt. Benocetigte Rechenzeit: 33 Minuten). Aus den
Achsenfixpunkten folgt das ganze dazugehoerige Ensemble
durch Anwendung der Transformation (I1I,32). Sein Pendant in
Bezugsebene 1 gewinnt man mittels der Formeln {III,28) oder

{111,29); es stellt sich folgendermassen dar:

PX{1) = XO + { = RADIX - C +1/2 )/ S
. : : 2
PY{1) = 1/2 { RADIX + { = C + 1 ) WURZEL - 172 ) / 8
PX(2) = X0 + ( WURZEL - C - C WURZEL ) / S
2
PY{2) = RADIX / S
PX(3) = XO +# { RADIX = C +1/2 )Y/ S
2

PY(3) = 1/2 { RADIX = { = C + 1 ) WURZEL + 172 ) / S

PX(4) = pxgsj

PY(4) = -PY(3)

PX{(5) = PX(2)

PY(5) = =PY(2)

PX(6) = PX(1)

w T g

-PY(1) (33)

g~

<

PN

(o}

| -
H

Auch hier bedeuten WURZEL und RADIX Quadratwurzeln incl. der
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beiden Vorzeichen. Der Radikand won WURZEL ist:

RAD =2 ({ C+1)X0/ S+1 , (34a)

der von RADIX lautet:

R = 2( =-C+1)SX0+{ =~C+ 1 )WURZEL + { = C

2
+ 1) = 3/4 . (34b)

Die Formeln (33) und {(34) stellen 2 Ensembles dar; denn er-
setzt man RADIX durch —-RADIX, so gehen die Punkte folgender-
massen ineinander ueber: 1 ==> 4, 2 ==>» 5, 3 ==> 6. Auch aus
der Tatsache, dass in Bezugsebene 2 vier Fixpunkte 6. Ord-
nung auf der Achse liegen, die jeweils paarweise zu Ensem—
bles gehoereny; deren Bild die durch {33) und (34) darge~-
stellten Saetze in Bezugsebene 1 sind, kann man folgern,
dass es sich um genau 2 Ensembles handeln muss,

Setzt man X0 = 0 und waehlt das positive Vorzeichen von WUR-
ZEL,; so verschwindet RADIX bei C % 1/2. Das stimmt genau mit
dem YWert fuer die Ordnunyg 6 ueberein, der in Tabelle T4 an-
gegeben ist. Die oben angesprochene Frage war also durchaus

einer Pruefung wert.
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V: DISKUSSION DER METHODE

Bei den Untersuchungen im vorangehenden Kapitel ist deutlich
geworden, dass der vorgestellten Methode zur Berechnung von
Fixpunkten Grenzen gesetzt sind, was die Moeglichkeit an-
geht, analy%ische Ausdruecke fuer die interessierenden
Groessen zu findens Offenbar sind ?ixpﬁnktpolynbme, die nur
die =2zu einer einzigen Ordnung gehoerenden Punkte auf der
XwAchse als Loesungen haben {bei denen also eventuelle zu
niedrigeren Grdnuﬁgen gehoerige Teilerpclynome bereits her-
ausdividiert sind), im allgeﬁeinen nicht weiter reduzierbar;
ihre Nullsteilen’ kann man also nur dann in geschlossener
Form finden, wenn der Grad‘des Polynohs kleiner als fuenf
ists F

Im Fall der betrachteten Transformatioh, die zﬁ einer Stoe—
rung des idealen Synchrotrons d;rch einen einzigen Sextupol
gehoert, lassen sich die in der Praxis wichtigen Ordnungen 1
bis 4 nach der beschriebenen Methode vollstaendig behandeln.
Es soll nun abgeschaetzt werden, wlie weit das Verfahben

traegt; wenn das Zu untersuchende System komplizierter ist.

Zunaechst {3t festzusiellen, dass auch eine Anordnung von
Magneteny; in der neben dem Stoersextupol eine Reihe von *'li-
nearen?® Zusatzmagneten (Quadrupole, Dipole) auftreten, nach
der beschriebenen Methode behandelt werden kann. Dass dies
so isty, laesst sich folgendermassen einsehen:

Zuysaetzl iche Magnete mit linearem Feldverlauf aendern nichts
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an der Linearitaet der Maschine, Laesst man den Stoersextu-
pol zunaechst einmal weyg, so kann man das aus ungestocerter
Maschine und 1linearen Zusatzmagneten bestehende System als
eine neue Maschine auffassen, die ggfs. nur eine sinzige Su-
perperiode hat, Der Q-Wert und die Lage des <closed orbit
werden sich gegenueber dem ungestoerten Fall verschieben,
diese Aenderung kann man {im Prinzip analytisch berechnen,
Wenn man alle Koordinaten auf den neuen <closed orbit be-
zieht, ist das System - in der normierten Phasenebene -
letztlich nur durch seinen Q-Wert beschrieben. Nimmt man
jetzt den Sextupol wieder hinzu; so hat sich X0, die Entfer-
nung des Sextupolzentrums von der Bezugsbahn, gegenueber dem
fall ohne lineare Zusatzmagnete veraendert - nur dies und
den neuen (-Wert hat man zu beruecksichtigen, und die im
vorstehenden abgeleiteten Formein fuer die Fixpunkte Koennen
direkt uebernommen werden.

Betrachtet man statt des Sextupols einen Oktupol, bei dem
die Wirkung auf die Teilchenbewegung in X-Richtung nicht mit
XZ, sondern mit X3 geht, so enthaelt die Funktion F (vgl.
(II1,18)) in der symmetrisierten Ausgangstransformation 3.
Potenzen von X, die Funktion G dagegen 9. Potenzen., Die Fix-
punkte 1., Ordnung sind sicher analytisch darstellbar, fuer
die Ordnung 2 jedoch ist bereits eine Gleichung 9. Grades zu
loesen; sie reduziert sich zwar auf eine Gleichung 6. Gra-
des, diese duerfte jedoch nicht weiter reduzibel sein.

Der fuer die langsame Extraktion noch interessante Fall
zweier Sextupole verschiedener Polaritaet, die einander

ueber den halben Ring hinweg gegenueberstehen {(der eine
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steht in Bezugssbene 1, der andere in Bezugsebene 2), bietet
gleichfalls Schwierigkeiten: in der symmetrisierten Trans-
formation ueber einen Umliauf ist die Funktion F (vgl.
({I11,18)) vom 4. ©Grade in X, die Funktion G vom 8, Grade,
Bereits zur Bestimmung der Fixpunkte 1, Urdnung hat man eine
Gleichung 4» Grades zu loesen. Der Grad der die Transforma-
tion beschreibenden algebraischen Ausdruecke waechst von Um=~
iauf =zu Umlauf um den Faktor vier, Nach den Methoden vgon
Kape. IV sind die Fixpunkte 2. Ordnung sicher noch analytisch
zu berechnen, was jedoch die fuer die ' Extraktion wichtigere
Ordnung 3 angeht, so muessen weitere Untersuchungen abgewar-

tet werden.

Solange die betrachteten Systeme -~ Anordnungen von duennen

- oliner 21 o A, ne = sine AP - T
nsen iﬁ einer jdealen Maschine = eine Symmet rieebene

pond
o

Stoer
haben, ist das beschriebene Verfahren mit Vorteil anwendbar,
auch wenn man die Fixpunkte der zugehoerigen Transformatio-
nen lediglich auf numerischen Wege berechnen kann; denn es
liefert die gesuchten Punkte als Nullstellen eines Poliynoms.
Die Theorie der Polynome 1ist jedoch wohlbekannt [13]; daher
gibt es eine Reihe von wirkungsvollen numerischen Verfahren
zur Nullstellenbestimmung, die zum Teil bereits programmiert
sind [15]), sodass man im Einzelfall relativ bequem zum Er-

gebnis kommen kanns
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VIi: DISKUSSION DER ERGEBNISSE

In Kapitel IV wurde gezeigt, dass sich alle Fixpunkte der
betrachteten nichtlinearen Phasenraumiransformationen bis
zur 4. Ordnung analytisch finden und als ‘Wurzeln quadrati-
scher oder biquadratischer Gleichungen darstellen lassen. Im
einzelnen ergab sich folgendes: Zur Ordnung eins existieren
zwel Ensembles von Fixpunkten,; zZur Ordnung zwei genau eines,
Zzur Ordnung drei wiederum 2zwei und zur Ordnung vier
schliesslich drei MEnsémbies. Die Fixpunkte 5. Ordnung, zu
der @s 6 Ensembles gibt, lassen sich nicht in geschlossenen
Form schreiben; das gieiché gilt fuer 5 Ensembles der Ord-
nung sechs. Zu dieser gibt es aber 2 weitere Fixpunktsaetze,

die sich wiederum durch Radikale darstellen lassen.

Bei dieser Uebersicht ist die Tatsache hintangestellt wor-
den, dass dis erhalteneﬁ Formeln im allgemeinen komplexe
Zahlen als Fixpunktkoordinaten liefern, reelle Fixpunkte
einer bestimmiten Ordnung also nicht fuer jede Kombination
der beiden Parameter ( Q-Wert una Sextupolexzentrizitaet )
zu existieren brauchen. Die Untersuchung der Realitaet der
Fixpunkte in Abhaengigkeit von den genannten Groessen sowie
die genauere Auswertung der erhal tenen Ergebnisse sollen je-
doch nicht im Hahmen dieser Arbeit vorgencmmen werden, Das
geschieht ausfuehrlich an anderer Stelle [14] in groesserem

Zusammenhangs
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I —

BEWEIS FUER DIE SPIEGELSYMMETRIE EINES SATZES FIXPUNKTE

—— = v

Die Transformation ueber einen Umlaufy; die ?'stromab® von der
Bezugsebene 1 dorthin zurueckfuehrt, setzt sich zusammen aus
einer Vergroesserung der Y-Koordinate, einer anschliessenden
Drehung um den Ursprung und einer abermal igen Vergroesserung
des (neuen) Y-Wertes. Die Drehung erfoigf um einen Winkel o
= 27Q im Uhrzeigersinns Ist @« > », so kann man setzen: a = w
+ B und sich die Drehung als im Gegenzéigersinn um den Win=-
kel B ausgefuehrt denken. Ohne Beschraenkung der Allgemein-
heit darf man also ‘den Drehwinkel ¢ # voraussetzen. (Der
fally, dass der Q-Wert ganz- oder halbzahlig ist, bedérf oh=
nehin einer Sonderbehandlung);

Nach dem in Kapitel IV, Abschnitt B, 1im Anschluss an die
Gleichungen {10) Gesagten, gehoert z& jedem Satz Fixpunkte
ein spiegelbildlicher Satz. Der Beweis, dass jeder Satz mit
seinem Spiegelbild identisch iét, soll ‘indirekt gefuehrt
werdens. Es wird also ﬁorausgesetzt, es elinen Satz Fixpunkte
irgendeiner Ordnung N gibt, ﬂer von seinem Spiegelsatz in
allen Punkfen verschieden 1ist., Das impliziert, dass kein
Punkt des betrachteten Satzes auf der X-Achse liegt; denn
dann Qaere der Sfatz spiegelsymmetrisch.

Jeder Satz enthaelt mindestens einen Punkt mit dem groessten
und einen mit dem kleinsten X—Hert. Die Punkte mit dem
groessten X-Wert liegen im 1. und 4. Quadranten, die mif dem

kleinsten im 2o und 3; denn laegen alle Punkte rechts
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{links ) der Y—Achse, so fuehrte die mit einer Transformation
verbundene Drehung bel einem der beiden am weitesten links
{ rechts) - und spiegelbildlich zueinander - gelegenen Punkte
{Eckfixpunkte genannt) ueber einen Winkel, der groesser ist
als 7, was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist.
Zunaechst kann man zZeigen, dass die Fixpunkte eines Satzes
nicht alle auf derselben Seite der X-Achse liegen koennen.
Zum Beweise betrachte man einen im ersten Quadranten der Be-
zugsebene 1 gelegenen Eckfixpunkt A und sein Schicksal unter
der Transformation, die mit einer Drehung im Uhrzeigersinn
verbunden ist {s. Fig. Al;1)s Durch die ¥irkung des halben
Sextupcls geht A ueber in B unter Vergroesserung der Y-Koor-
dinate: Y{(B) > Y(A). Mit B sind 2 Punkte in der unteren
Halbebene definiert: der Punkt B?, den man durch Spiegelung
von B an der X—-Achse erhaelty und der Punkt B?'%; der durch
Spiegelung von B am Ursprung entsteht.
Der Transformation durch den ungestoerten Teil der Maschine,
die durch die Transfermatrix (I1,6) beschrieben wird, ent-
spricht eine Drehung um den Ursprung. Hierbei geht B in
einen Punkt C ueber, der auf dem Kreisbogen zwischen B' und
B** jiegt; denn erstens muss der Punkt C eine kleinere X=Ko-
ordinaie haben als A {sonst waere A kein Eckfixpunkt}),; und
zweitens darf der Drehwinkel nicht groesser als n sein; es
giits =~Y{C) > ¥Y{(B). Durch die Wirkung der 2. Haelfte des
Sextupols am Ende des Umlaufs geht C ueber in einen Punkt D
mit Y{D) = Y{(C) + AY{(C). Der Punkt D ist der Bildpunkt wvon
A, nachdem der erste Umlauf abgeschlossen ist.,

Wenn Y{D) < 0, so liegt der Bildpunkt wvon A in der wunteren
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Halbebene. Es waere jedoch denkbar, dass er cberhalb der
X-Achse liegt, also Y(D) > 0 wund damit AY{C) > -Y{C)s In
diesem Fall muss man einen weiteren Umlauf betrachten: Der
halbe Sextupol erhoeht die Y-Koordinate von D um denselben
Betrag AY{C). Damit ist Y(E) > Y{B); denn es gilt: Y(E) =
Y{C) + 2 AY{C) > =Y{C) > =-¥{(B') = Y{B). Die anschliessende
zweite Drehung verlaeuft auf einem Kpeis mit groesserem Ra-
dius als beim ersten Mal., Dies Spiel kann man wiederholen,
und man sieht, dass die Annahme, keiner der Bildpunkte von A
liege unterhalb der X-Achse, zu einem Widerspruch fuehrt;
denn die Bildpunkte wvon B (E 1ist der erste dieser Punkte)
muessten dann stets eine kleinere X-Koordinate und groessere
Y-Koordinaten haben als By, und die Folge der Transformatio-
nen koennte niemals auf B zurueckfuehren, was aber, da A
Fixpunkt sein soli, geschehen muss.

Mithin liegt in jedem achsenfremden Fixpunktsatz auf jeder
Sejte der X-Achse mindestens ein Punkt. Durch eine ent-
sprechende Ueberlegung kann man sich ueberzeugen, dass diese

Aussage auch fuer Bezugsebene 2 gilt.

Sei nun Al ein Fixpunkt in einer der beiden Bezugsebenen,
dessen Bildpunkt AZ2 auf der anderen Seite der X—Achse liegt,
Der Bildpunkt von A2 heisse A3, der von A3 heisse A4 und so
fort. {In Fig. Al;2 ist schematisch ein Beispiel fuer einen
asymmetrischen  Fixpunktsatz zur Ordnung sechs skizziert ).
Nach Voraussetzung ist A2 Kein Spiegelpunkt zu Al. Man Kann
nun Al mit A2 durch eine  stetige Kurve K{X) verbinden, die

genau einen Schnittpunkt S mit.der X-Achse hat. Die Wahl der
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Kurve und des Punktes S sind {m uebrigen beliebig. {In Fige
A1,2 ist der Einfachheit bhalber eine Gerade gewaehlt wor-
den ). Wendet man die Transformation ueber einen Umlauf an,
so gehen A1l in A2, A2 in A3 ueber und die Verbindungskurve K
zwischen Al und A2 1in eine Kurve, die A2 mit A3 verbindet,
{In Fige Al,2 1ist die Bildkurve von K durch eine Gerade
dargestellt, obwohl eine nichtl ineare Transformation eine
Gerade Im allgemeinen nicht in eine Gerade ueberfuehrt. Es
kommt hier jedoch nur auf die Topologle des betrachteten Ge-
bildes an, und diesbezueglich ist eine Gerade jeder anderen
stetigen doppelpunktfreien Kurve aequivalent ).
diederholt man die Transformation, so geht die Bildkurve von
K in eine weitere Kurve ueber, die sich stetig von A3 nach
A4 hinzjeht. Nach N-1 Transformationen hat man auf diese
Weise N Kurvenzuege erhalten, dic die ixpunkte des Ensem—
tles der Reihe nach verbinden und insgesamt eine geschlosse-
nen Kurve ergeben {s.Fige Aly2)s Diese Kurve darf sich
selbst nicht schneiden; denn sonst waere der Schnittpunkt
ein Fixpunkt der Transformation. Da die Startkurve K jedoch
in weiten Grenzen bellebig vorgegeben werden kann, bedeutete
das die Existenz von unendlich vielen Fixpunkten einer end-
lichen Urdnung, was aufgrund der Struktur der Transformation
ausgeschlossen iste.
Nun soll der Spiegelsatz betrachtet werden: der Splegelpunkt
von Al heisse Bl etc. Man kann Bl mit B2 durch eine stetige
Kurve K¥(X) verbinden, die das Spiegelbild von K fst: K?(X)
= =K{X)e

Unterwirft man auch K' der oben genannten Folge von N-1
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Transformationen, so erhaelt man einen zweiten geschlossenen
Kurvenzug, der die Fixpunkte des Spiegelsatzes der Reihe
nach verbindet. Aus dem Schnittpunkt S von K und K¢ entsteht
dabel eine Folge von Kreuzungspurkten der beiden genannten
Kurvenzuege. Diese muessen sich auf den Teilstuecken zwi-
schen jeweils 2 Fixpunkten genau einmal kreuzen, weil K und
K* genau einen Schnittpunkt haben und die Transformation
eineindeutig ist,

Hieraus laesst sich fuer den Fall ungerader Ordnungen N sc=—
gleich eine Absurditaet konstruieren: Ein Punkt eines Sat-
zesy etwa Al, liegt entweder innerhalb oder ausserhalb des
den Spiegelsatz vertindenden Kurvenzuges. Geht man laengs
der zu Al gehoerenden geschlossenen Kurve einmal herum und
zurueck nach Al; so muss man die andere geschlossenen Kurve
eine ungerade Zahl von Malen kreuzen, man befindet sich also
zum Schluss, wenn man wieder bei Al angekcmmen ist, auf der
anderen Seite der Kurve. Damit liegt Al sowohl innerhalb als
auch ausserhalb ein und dersel ben Kurve, was absurd ist.
Allgemein kann man folgendermassen schliessen: Transformiert
man K*{(X) mittels der inversen Transformation, so entsteht
ebenfalls ein geschlossener Kurvenzug, der dfe Punkte Bl
B2jess miteinander verbindet und wegen der Symmetrieeigen-
schaft {II1,20) der Transfcrmation symmetrisch zu der aus
K{X) hervcrgegangenen geschlossenen Kurve ist. Die befden
Kurven haben neben der Nullstelle S von K und K? noch minde=-
stens einen welteren Schnittpunkty; der auf der X-=Achse
liegt. Durch Betrachtung des Verhaltens dieses Punktes unter

Transformaticon und Inverser Transformation findet man, dass
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die gesplegelte Kurve die Originalkurve auf allen Teil-
stuecken genau einmal schneiden muss. Das ist jedoch nur
dann moeglich, wenn beide Kurven symmetrisch zur X-Achse
verlaufen, was im Widerspruch steht zur Voraussetzung; denn
die Fixpunkte eines Satzes, die ja nach Konstruktion auf die

Kurve fallen, sollten asymmetrisch zur X—Achse liegen.

Die Vorausseizung, ein Satz Fixpunkie habe keinen Punkt mit
dem spiegelbildlichen Satz gemeinsam, fuehrt zu Widersprue-
chen und ist deshalb falsch. Aus der soeben bewiesenen Tat~-
sachey, dass ein Fixpunkt mit seinem Spiegelsatz mindestens
einen Punkt teilt, folgt sofort, dass beide Saetze identisch
sindy, denn jedes Paar von Teilchenkoordinaten kann nur zu

einer einzigen Teilchenbahn gehoerens

EINIGE FOLGERUNGEN

degen der Symmetrie eines Fixpunktsatzes bzgl. der X~Achse
liegt in einem Ensemble ungerader Ordnung genau ein Punkt
auf der X-Achse. Transformiert man ihn mittels T und T, so
durchlaeuft man die Folge der Fixpunkte, die einander spie—
gelbildlich gegenueber liegen. Man erkennt, dass sich der
Kreis nur schliessen kann, indem 2 Punkte, die einander zum
Spiegelpunkt haben, einander auch zum Bildpunkt haben (unter
T bzwe. T—1 ).

In gleicher Weise ueberzeugt man sich , dass auch bei ach-

senfremden Saetzen das 2yklische Durchiaufen einer Fixpunkt-
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foige nur dadurch moeglich wird, dass zwei Paare von Spie-
gelpunkten den jeweiligen Partner zum Bild haben. In diesen
Faellen fuehrt die Teilchenbahn beim Uebergang von Partner
zu Partner in der anderen Bezugsebene auf einen Achsenpunkt,
des h. die Bahn ist extremal. Davon kann man sich durch ein-
faches Nachrechnen mittels der Formeln {I11,28) und (I1II,30)
ueberzeugen. (Es wird die Gelegenheit benutzt, daran zu er-
innern, dass in den Formeln am Schluss von Kapitel III die
Symbole C und S die durch (II1,27) definierte Bedeutung ha-
ben, also Cosinus und Sinus des halben Phasenvorschubs pro
Umlauf darstellen, dagegen im restlichen Teil der Arbeit,
entsprechend (II,7) und (I1I,8), die analogen Groessen fuer
einen vecllen Umlauf bedeuten).

Dass umgekehrt die Bilder eines in Bezugsebene 1 auf der
Achse gelegenen Punktes nach Vorwaerts— bzve Rueck—
waerts-Transformation in Bezugsebene 2 spiegelbildlich zu-
einander liegen muessen {und umgekehrt), ersieht man bereits
aus der am Ende von Kapitel 1III erwaehnten Symmetrie der
Formeln,

Schliessiich folgt hieraus noch, dass Ensembles von Fixpunk-
ten gerader Ordnung in einer der beiden Bezugsebenen achsen-

fremd sind, in der anderen jedoch nicht,
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DAS CHECKPROGRAMM FUER DIE FIXPUNKTE

Das umseitige FORMAC-PL/1-Programm macht die Probe auf die
Loesungen der Fixpunktgleichungen wvon Kapitel IV, und zwar
fuer die Ordnungen N von eins bis sechs, soweit explizite
Loesungen erhalten werden konnten,

Hierzu werden die Koordinatenpaare der Transformation ueber
einen Umlauf in Bezugsebene 1 unterworfen. Das geschieht in
Prozedur REVOLU)» Nach jedem Umlauf werden die erhaltenen
Formeln vereinfacht, wobei die Beziehungen zwischen den tri;
gonometrischen Funktionen in ihrer einfachsten Form ausge-
nutzt werden {Prozedur TRIGGNA).

Stimmen die erhaltenen Koordinaten mit den Startkoordinaten
ueberein, werden Startpunkt und N-1 Folgepunkte ausgegeben,
evils etwas modifiziert; falls nicht, wird abermals trans-
formiebt, tis eine vorgegebeneiAnzahl von Umlaeufen erreicht

ists

Aok gk ek

Die Vereinbarungen ueber die Zeilenlaenge am Anfang des Pro-
gramms ermoeglichen die direkte Verwendung der ausgegebenen
Resul tate in dem Strom der Zeichen, die den vorliegenden
Text bildens, '

Um eine korrekte Wiedergabe des Programms 2zu ermoeglichen,
wurde das Ausdrucken mittels einer Kette vorgenommen, die
alle PL/l-Zeichen enthaelt.
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PROG_N13 PROCEDURE OPTIONS{I{MAIN};

FORMAC _OPTIONSS

ON CONDITION {DENERRR)} S5TOP;

OPEN FILE(SYSPRINT) LINESIZE{563;O0PTSET{LINELENGTH=556);
DCL {NUMMA, ORDER MsKsLs IsNsMARK{ 10}, MAR,J) FIXED BIN3
LET {SUMMA{1) = O0;SUMMA{2) = 43SUMMA(3) = 2;SUMMAL4) = 1)3
NUMMA = 63

LOOP: DO ORDER = 1 TO 63LET { ORD = ®QRDER" );

IF ORDER = 5 THEN GO TO M20s

/%

DEFINITION DER STARTPUNKTE

x/

LET { FY{1le1) = 0 }3

LET { RAD = {1 - Cl%%2 ¢ 2%X0*5%({1 —~ C)} - SUMMA{ORD) }3;
IF ORDER = 1 THEN

DOSLET § T1 = X0 + {1 - C}/S + WURZEL/S );

END;

IF ORDER = 2 | ORDER = 3 THEN

nos

LET { T1 = X0 - {1 ¢ C)/S + WURZEL/S };
END3

IF ORDER = 4 THEN

DO3

LET ( T1 = XO + WURZIEL/S - C/S;

FY{ls13 = RADIX/(S%S533

FY{2:1} = WURZEL/{5%S);

RAAD = WURZEL*¥*2 + 2%WURZEL };

END;

If ORDER = & THEN

Do; ;

LET £ T1 = X0 + { WURZEL®*{1-C)-C}¥/5;3
FY{is1) = -RADIX/{5%S);

RAAD = 2%X0%S#{1-C)+{ 1-C)**2+WURZEL*(1-C)~3/4;
RAD = 2%XD*x{1+({}/S+1 )3

END3
PUT EDIT{*VERSUCH ¢, 0ORDER,®* ——- MAXIMAL °*,NUMMA,' UMLAEUFE"}
{PAGE A, F{2)9AsFI1)sA}PUT SKIP{2);PUT LIST(®ANSATZ:");PUT
SKIP3

PRINT_OUT(FX{1ly1) = EXPANDITL1)} )3

PUT SKIP{2);PRINT_DUTIFY{1,1));

PUT SKIP{S5)};

IF ORDER = & THEN

DOSPRINT_OQUTIFX{2,1) = FX{ls1) )3

PUT SKIP{2)sPRINT_QUTIFY(2:1})35PUT SKIP(5);

END;

PUT LIST{*DIE RADIKANDEN DER QUACRATWURZELN SINDz2');
PUT SKIP{2)3PRINT_DUT{(RAAD;RAD);

M= 13
iIF ORDER = 4 THEN M = 23
/%

DIE STARTPUNKTE WERDEN UEBER MAXIMAL SECHS UMLAEUFE
TRANSFORMIERT, NACH JEDEM UMLAUF WIRD NACHGESEHEN, 0B DAS
ERGEBNIS MIT DEM STARTPUNKT UEBEREINSTIMMY. WENN JA, WERDEN
DIE KOORDINATEN DER PUNKTE NACH JEDEM UMLAUF AUSGEGEBEN.

*/

K = D3
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Ml: K = K + 13IF K > ORDER THEN GO TC MB;

L=K#+ls LET (K=wgwgi=win);

M2: DO I =1 7O M3 LET {] = uin};

MA1: CALL REVOLUITFXII K)' o7 FY{ I sK)® 9 Z(1)%,%2(2)%);3

M3: DO N =1 TO 23 LET (N = nnNw);

LET IG1 = EXPANDI{ZIN})};

LET { G2 = REPLACE{G1,RADIX*%2 ,RAAD,
RADIX* %4, RAAD®#2 ,RADI X**3, RAAD*RADIX )3 Gl = EXPAND{G2);

G2 = REPLACEIGL WURZEL®*%4,RAD¥%*2, WURZEL ¥%%3,RADXWURZEL ,
WURZEL*%2,RAD)}; Gl = EXPAND{G2) );

IF N = 1 THEN LET { Gl = EXPAND{GLl2S} };

ELSE LET { BY = EXPANDiIG1*S*%2) };

CALL TRIGONA{*G1l?,9G27);

IF N = 1 THEN LET { ZIN) = EXPANDIG2 /5));

ELSE LET { Z{IN} = EXPAND{G2 /I{S*%*2))});

END M3

PALs LET {FX{TI,LY = Z{1); FYLI L) = 2{2}));

MA4: END M23;

Mé: DO N = 1 TO M3 LET{N="N");MARK{N)=0;

IF IDENTIFX{NgLI3FXINs1))} THEN GO TO M5; ELSE GO TO Mé6;

MS: IF IDENT {(FY{N,L);FY{Ns1l)) THEN MARK(N)}=13 ELSE GOTO Mé&;
M&62 END Mé;

MAR = 03

M7: DO N = 1 T0O M3

IF MARK{N)=1 THEN DO 3 PUT SKIP{S); PUT EDIT{'LOESUNG *, N ,
? NACH 'y, Ko?' UMLAEUFEN WIEDER ERREICHT?®) (AsF(2),AF{2),A);
PUT SKIP(2}; MAR = 13

END M73
IF MAR = 1 THEN GO 7O M10;ELSE GO 70 M1;
M8 3 PUT EDIT{®NACH P2K=19*® UMLAEUFEN ANSATZ NICHT

BESTAETIGT®}

{SKIP{5}, A, F(2),A)3 GO TO M20;

M102 PUT EDIT{*FIXPUNKTE DER ORDNUNG °*,K} (PAGEs A,F(1));
PUT SKIP{5):

BO J = 1 TO K3 LET { J=wJg®}3;

Mii: DO N =1 TO M; LET { N = BN® };

IF MARK{N} -=1 THEN GO 70 M12;

LEY { GH = FX{NsJ)3GH=GH~X0; GH=EXPAND{GH*S)} ;GH=GH/S;
FX{Np,J} = X0 ¢ GH )3

PRINT_OUTIFXIN, J});

PRINT_QUT{PX{J) = FXIN,JI)};

LET { GH = FY{NyJ)sGH=EXPAND{GH%S*S) };

IF ORDER = 6 THEN

D03

IF U =11 J =4 THEN GO TO MMMM;

IF J = 2 THEN

003

LET{GHH = —1/2*{RADIX+WURZEL*{1-C)~1/2); GHHZ2 = GHHI};
END3

IF J = 3 THEN LET { GHH = - GHH2 )3

IF J = 5 THEN

bG3

LET {GHH = 1/2%{RADIX-WURZEL*{1-C)+1/2)3 GHHS = GHH]};
END3

IF J = 6 THEN LET { GHH = - GHHS )3

IF ~ IDENT{GH;EXPAND{GHH]) THEN
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DO3PUYT DATA;STOP;

ENDSLET { GH = GHH 13

END;

MMMM 2

LEYT { GH=GH/I{S%S);FY{NsJ}=GH };

PRINT_QUTHIPY{J) = FY{NyJ));

PRINT_ODUTI{FY{NysJ)}s PUT SKIP{3);

M12: END M11:

ENDs

IF ORDER = 4 | ORDER = 6 THEN

DGs

PUT SKIP{5)

PUT LIST{(*RAAD IST DER RADIKAND DER QUADRATWURIEL RADIX.?');
PUY SKIP{2):

PRINT_CUTIRAAD) ;PUT SKIP{2};

END3;

PUT SKIP{3)sPUT LISTU*DER RADIKAND DER WURZEL (WURZEL)
IST2%}3

PUT SKIP{2}3;PRINT_QUTIRAD);

M20: END LOOP;

PUT LISTU®*END OF JOB?} PAGE;

TRIGONA:PROC{EX135,EX235);

/%# THIS PROCEDURE REPLACES WITHIN THE FORMAC-VARIABLE EX135
WHICH IS PASSED BY THE CALLING PROGRAM, C¥x¥2 {CORRESPONDING
TO COS%%2) BY 1-S*%2 {CORRESPONDING 70 1-SIN®%2}) AND
PROCEEDS IN SIMILAR WAY FOR HIGHER PCHERS OF (. */

DCL { EX135,EX235) CHAR{8) VAR,
{MysN,N2) FIXED BIN:

LET { E35 = EXPAND{™EX135%); MC35=HIGHPOW{E354C} )3
M=INTEGERIMC35) ;

IF M > 1 THEN

DO

DO N=M T0 2 BY -1

N2=N/2; IF 2%N2=N THEN

LET [A35= REPLACE{E3S CERUNT, {1-SkkZjM*x WN2®)j;

ELSE LEYT {A35= REPLACE {(E35 CxkfNm, (]1-S&k2 jk&ON2%%());

LET { E35 = EXPAND{A35) );

END3

END;

LET § "EX235™ = £35 }); ATOMIZE{E353A35:;ML35) 3 RETURNS

END TRIGONASZ

REVOLU: PRDCEDURE{X1,V1sX2:Y2)3

/7% DIESE PROCEDUR TRANSFORMIERT DEN PUNKT {X1,Y1) UEBER
EINEN UMLAUF IN DEN PUNKT {X2:Y2). */

DCL {X1eX2,Y1ls;Y2 3} CHARACTER{B8) VARYING:

LET (XA=u)Y1¥;YA=uy]H8);

TRANSF : LET {XM = XA3YM = YA+1/2%{XA-X0O)*%x2;

X8 EXPAND{CxXM+SkYM) ;YN = —SEXM+CxYM;

Y8 EXPANDIYN + 1/72%{XB-XD}*%2});

LET {9x2% = XB: #Y2¥ = YB):

ATOMIZEIXB: YR XA YA XM YM; YN

RETURN3:

END REVOLU;

END PROG_NL3

B on
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BEWEIS DER IRREDUZIBILITAET GEWISSER FIXPUNKTPOLYNOME

Die Behauptung ist folgende: das Polynom 6. Grades, dessen
Nullstellen die Fixpunkte auf der X—Achse in Bezugsebene 1
liefern und dessen Koeffizienten algebraische Funkticnen der
Parameter X0, € und S sind, laesst sich nicht in solcher
Weise in Faktoren zerlegen, dass die Koeffizienten der Fak-
ta?§clynome gleichfalls algebraische Ausdruecke in XO, C und
S darstellen; das gleiche gilt fuer das Polynom 10, Grades,

das die Achsenfixpunkte 6., Ordnung in Bezugsebene 1 liefert.

Der Beweis laesst sich durch ein numerisches Bejispiel fueh-
ren: kann man einen Safz yon Paramefern finden, fuer den die
Zerlegung unmoegl ich 1ist, éo hat man die Behauptung bewie-
sen, Wichtig ist dabeli, dasé die Kbeffizienten wirklich ex-
akt und nicht nur naeherungsweise berechnet werden.

Da Sinus und Cosinus in den hier interessierenden Faellen
keine ganzen Zahlen‘ sind, muss‘man rationale Werte dieser
Ffunktionen waehlen. Das FOEMAC-System [10] gestattet ratio-
nale Arithretik; daher 1lag es nahe, die Frage mittels eines
entsprechenden Programms zu klaeren.

Mit dem Parametersatz XO0=1, C=3/5, S=4/5 {pythagoraeische
Zahlen in- C und S) wurden die in Kapitel IV beschriebenen
Transformationen ab ovo aﬁfgestellt und die Fixpunktglei-
chungen aus {ihnen géwonnen. Sodann wurden die ueblichen Re-

duktionen vorgenommene.
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Die auf diese Weise erhaltenen Polynome 6., und 10, Grades
wurden einem speziell dafuer entwickelten Programm eingege-
beny, das untersucht, ob ein vorgelegtes Polynom mit rationa-
len Koeffizienten Teiler der gleichen Eigenschaft besitzt
[12])s Die vom Programm verwendete Methode ist das Verfahren
ven Kronecker [ 13 ]s

Es stellté sich heraus, dass beide Polynome nicht reduzibel

sind; ge 2o de

Es waere denkbar, dasé das Fixpunkipolynom fuer die Ordnung
S5y da es vem 6. Grade ist, als ein Polynom 2. Grades in
einem Polynom 3. Grades geschrieben werden kann oder umge-
kehrts, Auch dieser frage wurde nachgegangen und dazu unter-
sucht, welchen Bedingungen die Koeffizienten eines Polynoms
venr Grade 5 genuegéh muessen, damit‘es sich auf die eine
oder die andere Weise schreiben ]laesst,

Bezeichnet man den Koeffizienten der I-ten Potenz mit GA(I)
und setzt GA(6)=1, was keine Einschraenkung bedeutet, so er-
geben sich die folgenden Bedingungens: |

fuer den Fall, dass das aeuyssere Polynom vom Grade 2 ist:

2
0 = = GA(2) + 1/2 GA(3) GA(S) - 3/8 GA(4) GA(S)
4 2
+ 5/64 GA(5) + 1/4 GA(4)
2
0 = = GA(l) - 1/4 GA{4) GA(5) + 172 GA(4) GA(3)
2 3 5

- 1/8 GA(3) GA(S5) + 1/8 GA(4) GA(5) ~— 1/64 GA(S5)
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fuer den Fall, dass das innere Polynom vom Grade 2 {(st:

3
- GA(3) + 2/3 GA(4) GA(S) - 5/27 GA(5)

O
i

3
- GA(1l) + 1/3 GA(2) GA(S5) - 1/27 GA(4) GA(S5)

D
i

5
+ 1/B1 GA(S5)

Die Koeffizienten des untersuchten Polynoms genuegen keiner

dieser Bedingungen.,

- ‘*\_
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