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Zusammenfassung

Beil prismatischen Korpern, deren Werkstoffverhalten elastisch ist und
ebenso wie die Belastung in Richtung der Prismaachse nicht variiert, ge-
horcht die Spannungsverteilung einem partiellen Differentialgleichungs-

system, dessen Losungen als unendliche Reihe dargestellt werden kdnnen.

Die homogenen Teile dieser Losungen sind aus der Literatur bekannt. Die
partikulé&ren Losungsteile, welche im allgemeinen dann bendtigt werden,
wenn von auBen aufgeprigte Zusatzverzerrungsfelder, z. B. Wirmedehnungs-
felder zu beriicksichtigen sind, werden in dieser Arbeit in geeigneter

Form angegeben.

Die zu den homogenen Ldsungen gehdrenden Integrationskonstanten ergeben
sich aus den Randbedingungen und gegebenenfalls aus den Michell-RBedingun-
gen. Ihre numerische Bestimmung macht dann erhebliche Schwierigkeiten,
wenn die Korperquerschnittsfliche stidrker von einer Kreis(ring)fldche ab-
weicht, gewlisse Genauigkeitsforderungen aber eingehalten werden sollen.
Die befriedigende Behandlung dieses Problems ist wesentlicher Bestand-

teil der vorliegenden Arbeit. Dies bestdtigen auch Vergleiche mit span-

Aufbauend auf dem elastischen Spannungszustand wird ein schrittweises
Rechenverfahren zur Spammungs- und Verzerrungsanalyse bei nichtelasti-
schem Werkstoffverhalten (Kriechen) hergeleitet. Die nichtelastischen

Verzerrungen sind hierbei identisch mit den Zusatzverzerrungen, welche

bei den schrittweisen elastischen LOsungen auftreten.

Unter Verwendung der oben genannten Theorien und Verfahren wurden die
Computercodes EVAl {elast. Werkstoffverhalten) und EVA2 (Werkstoffkrie-
chen) entwickelt. Sie sind besonders auf die Spannungs- und Verzerrungs-
analyse liangsberippter Brennstabhiillrohre zugeschnitten. Mehrere Rechen-
beispiele, bei denen der EinfluB des Rohrinnendrucks, der Wirmedehnung,
des Werkstoffschwellens und des strahlungsinduzierten Kriechens unter-

sucht wird, sind angefihrt.
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Summary

The stress distribution of elastic prismatic bodies with uniform loads along
their axis is described by a partial differential equation. One way of solu-
tion is the representation by an infinite power series, the homogeneous parts
of which is known from literature. The particular solution, however, has to
be formulated in a suitable way, since a problem with given initial strains
has to be solved. For instance, thermal strains represent such initial

strains.

In the homogeneous parts of solution certain constants appear, which are de-
termined by the boundary conditions and possibly by the Michell conditions.

For a given accuracy the calculation of these constants reveals severe nume-
rical difficulties in cases, where the cross section contours significantly

differs from a circle. The successful treatment of this problem is an essen-
tial part of this work. The analytical results are compared with photo~

elastic experiments.

On the basis of this linear elastic treatment the solution is extended to

corresponding increments of creep strains can be calculated. The initial
strains for an elastic stress solution at a certain time are represented

by the creep strains accumulated up to this time.

Applying the described theory two computer programs were developed: EVAl
(1inear elastic material) and EVA2 (nonlinear material). Both programs are |
particulary suited for the stress analysis of nuclear reactor fuel pins
with integrated axial ribs. Various case studies are included showing the
effects of internal pressure, thermal strains, swelling as well as irradia-

tion induced creep. 5
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1. EINFUHRUNG

1.1 Formulierung des Problems

Gegeben sei ein unendlich langer, prismatischer (zylindrischer) Korper mit

den folgenden Eigenschaften:
- Beliebige, zweifach berandete Kﬁrpefquerschnittsfléche.

- Beliebiges, von der Zeit abhingiges, jedoch in Richtung der Prisma-

achse nicht variierendes Temperaturfeld.

- Beliebige, von der Zeit abhidngige, Jjedoch in Richtung der Prismaachse
nicht variierende Randbelastung. Randspannungen, wirkend in Richtung
der Prismaachse, mdgen nicht vorhanden sein. AuBerdem mdge das Prisma

nicht tordiert werden.

- Beliebiges, Jjedoch in Richtung der Prismaachse nicht variierendes,
eingeprdgtes Verzerrungsfeld. Ein spezielles eingepridgtes Verzerrungs-

ist das Warmedehnungsfeld, welches eine beliebige Punktion der

H
®
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=
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- Linear-elastisches Werkstoffverhalten
oder
linear-elastisches Werkstoffverhalten bei gleichzeitigem Werkstoff-
kriechen. Es mSge ein Kriechgesetz mit temperaturabhingigen Kriech-
parametern gelten. Zeitverfestigung (Primidrkriechen) soll zugelassen

sein.

Es sei bemerkt, daB zeitunabhingige Plastizitdt formal fast genauso
behandelt werden kann wie das Werkstoffkriechen, wenn nur ein geeigne-
tes Kriechgesetz eingefilhrt wurde. Bei ideal-elastisch-plastischem
Werkstoff (Werkstoff mit FlieBgrenze ohne Dehnungsverfestigung) wird

dies im einzelnen gezeigt.

(Die hier aufgezdhlten Bedingungen sind hinreichend flir die Existenz des sog.

ebenen Verzerrungszustandes).

Das Spannungs=- und Verzerrungsfeld, welches sich in dem prismatischen Korper

einstellt, soll - gegebenenfalls als Funktion der Zeit - bestimmt werden.

Zum Druck eingereicht am 5.9.72



Hierbei diirfen die Verschiebungen und die Ableitungen der Verschiebungen als
"klein" gegeniiber den sonstigen Abmessungen, bzw. gegenilber 1 angesehen wer-

den.

Anmerkung: Der Begriff "beliebig" sei insoweit eingeschridnkt, als alle Funk-
tionen beliebig oft nach den Ortskoordinaten und der Zeit ableitbar sein mo-
gen. Im Zusamménhang mit der numerischen Durchfiihrung der Rechnungen wird

sich zeigen, daB noch weitere Restriktionen erforderliich sind, z. B.'mﬁssen
die Betrige gewisser Differentialquotienten (Steigung, Kriimmung) beschrinkt

sein.

1.2 Anwendung auf Brennstabhiillrohre

Das Problem wurde so formuliert, daB insbesondere langsberippte Brennstab-
hiilllrohre, wie sie fiir den Coreaufbau Schneller Reaktoren in Frage kommen,

siehe z. B. / 1_/, in guter Niherung behandelt werden konnen.

Solche Brennstabhiillrohre tragen meist 3 oder 6 schwach gewendelte, trapez-
formige AuBenrippen. Die Rippen dienen als gegenseitige Abstandshalter der
zu einem Biindel (Brennelement) zusammengefaBten Bremnstidbe. Gegeniiber den
bisher hEufig verwendeten wabenformigen Abstandshaltern ergeben sich im all-

gemeinen folgende Vortelle:

- Der Druckverlust des Kilhlmittels, welches das Bindel in axialer Rich-
tung durchstromt, ist geringer.

- Die Kilhlmittel-Quervermischung im Biindel ist intensiver. Die Tempera-

turverteilung im Kihlmittel ist deswegen gleichmaBiger.

Diese Vorteile fallen insbesondere bei Schnellen Brutreaktoren ins Gewicht,
da diese aus Grinden der Neutronenphysik einen relativ kleinen Kilhlmittelan-
teil und eine hohe Leistungsdichte aufweisen / 2_/. Einzelheiten iiber wendel-

WAL iae il

formige Abstandshalter (Hiillrohr-AuBenrippen) entnehme man den Arbeiten ZTB,

4, 5 /.




Rrennstabhiillrohre unterliegen folgenden mechanischen Beanspruchungen:

- Volumendilatation, hérvorgerufen durch Warmedehnung und durch Werkstoff-
schwellen im schnellen Neutronenfluf. Wihrend die Warmedehnung eine li-
neare Funktion der Temperatur ist, hingt das Werkstoffschwellen nichte-
linear von der Temperatur ab und nimmt mit der Zeit (Abbrand) monoton
zZu 476, Ts 8“7. Da infolge der hohen Warmemengen, die durch die Hﬁll-
rohrwand zu ilbertragen sind (Stableistung), in der Hiillrohrwand ein
starker Temperaturgradient existiert, ist die Volumendilatation un-
gleichmdBig iiber die Hiillrohrquerschnittsfliche verteilt. Eigenspannun-

gen bzw. Verzerrungen sind die Folge.

- Rohrinnendruck, hervorgerufen durch Spaltgasdruck und Brennstoffschwell-
druck ZT§_7. Der erstgenannte Druckanteil nimmt mit der Zeit monoton zu.

Der zweite Druckanteil bleibt bis zu einer gewissen Zeit etwa konstant.

- Stitzkrdfte an denjenigen Stellen des Rippenkopfes, an denen sich die
n

Brennstidbe gegen Nachbarstibe abstiitzen. Die Stiitzkrafte werden hervor-

gerufen durch verhinderte Verbiegung und radiale Ausdehnung der Stdbe.
Beide Effekte sind Folgen der temperaturabhingigen Volumendilatation.

Als Werkstoff fir die Brennstabhiillrohre steht gegenwirtig der austenitische
Stahl X8CrNiMoVNb 1613 zur Diskussion. Andere in Betracht kommende Hilllwerk-
stoffe sind: XB8CrNiNb 1613, X8CrNiMoNb 1616, X5CrNiMo 1812, Incoloy 800,

Inconel 625, Hastelloy X, Inconel 718. Nzheres hierzu entnehme man beispiels-

weise den Arbeiten von Laue [f1047 und Bdhm ZT8;7.

Alle diese Stdhle weisen bei den iiblichen Hiillrohrtemperaturen, bereits ohne
Beriicksichtigung der Bestrahlungseinfliisse im Reaktor, nicht zu vernachlissi-
gendes Kriechen auf. Um dieses Kriechen von anderen Kriecheffekten unterschei-
den zu kdnnen, wird es im folgenden thermisches Kriechen genannt werden. Die
Verzerrungsgeschwindigkeit nimmt beim thermischen Kriechen sowohl mit steigen-
der Temperatur, als auch mit steigender Spannung stark progressiv zu. Das Vo=~

lumen bleibt jedoch in etwa konstant / 11_/.

Bei Bestrahlung im schneilen NeutronenfluB tritt auBlerdem das sogenannte
strahlungsinduzierte Kriechen auf. Es nimmt bereits bel niedrigen Temperatu-

ren (etwa 300 © C) nicht zu vernachlidssigende Werte an, die aber mit zuneh-



mender Temperatur kleiner werden. Nach den heute noch sehr liickenhaften und
zum Teil widerspriichlichen Kenntnissen ist das strahlungsinduzierte Kriechen
eine lineare Funktion der angelegten Spannung. Das Volumen dndert sich beim
strahlungsinduzierten Kriechen erheblich / 6, 7, 12_/.

Eine weitere Folge der Bestrahlung im schnellen Neutronenflufl ist die soge-
nannte Hochtemperaturversprodung. Die Bruchdehnung wird hierbei Jje nach Re-
strahlungsdosis, Energiespektrum und TEmﬁeratur auf Werte der Grasenordnung
1 O/b herabgesetzt Zfio, 13, 8_7.

Um zu gewdhrleisten, da3 die im Betrieb auftretenden Dehnungen stets unter-
halb dieser felativ niedrigen Bruchdehnung iiegen, sind Spannungs-, vor al-
lem aber mdglichst genaue Verzerrungsanalysen unumginglich. Zu beachten ist
hierbei, daB durch mehrmaliges An- und Abfahreh des Reaktors wighrend der
Einsatzzeit des Brennelementes (Thermisches Zyklieren) die - als Thermal

atcheting bekannten - Effekte zu erheblichen Dehnungszunahmen fihren konnen.
Die Voraussetzungen fir Thermal Ratcheting, niZmlich eine auf'geprigte Span-
nung (Hillrohrinnendruck) und aufgeprigte zyklierende Dehnungen mit einer
Schwankungsbreite derart, daB bei Jjedem Zyklus nichtelastische Verformungen
auftreten (Widrmedehnung beim thermischen Zyklieren), sind evtl. vorhanden. Auf
diese Effekte weist Miller / 14 / hin.

T abhiillrohre mit i ra, ipp i eniiber kr Srmi-
Brennstabhiillrohre t integralen AuBenrippen bringen gegeniiber kreisfdrmi

gen Brennstabhiillrohren noch zusdtzliche Verschidrfungen des Problems

- Die Rippen stellen eine stiickweise Versteifung der Rohrwand dar. Die
aufgepragten Wirmedehnungen und Dehnungen infolge strahlungsinduzier-
tem Schwellen werden deswegen fast ausschlieBlich durch entsprechende
elastische Verzerrungen und Kriechverzerrungen in den Bereichen zwi-
schen den Rippen kompensiert. Je kleiner aber diese Bereiche sind,
desto hoher sind die dort auftretenden Verzerrungen bei gleichen aufge-
pragten Dehnungen. Dies bedeutet, in lidngsberippten Hiillrohren wird
die Beanspruchung infolge Wiarmedehnung und Schwelldehnung hoher sein,

als in kreisfdrmigen Hiilirohren.

- In l2ngsberippten Brennstabhiillrohren tritt auBerdem am RippenfuBl eine
zusatzliche Spannungserhdhung infolge Kerbwirkung auf. Diese Spannungs-




erhthung ist um so kleiner, je grdSer der Ausrundungradius des Rippen-
fuBes, Jje kleiner die Steigung der Rippenflanke und je kleiner die

Rippenbreite ist. Der letzte Effekt wird in / 15 / als Entlastung be-
zeichnet und hat seine Ursache in der gegenseitigen Beeinflussung be-

nachbarter Kerben.

Hinzu kommt, daB die Durchfilhrung der Spannungs- und Verzerrungsana-
lyse bei lingsberippten Hiillrohren wesentlich komplizierter ist, als.

bei kreisformigen Hiillrohren.

In Abschnitt 1.1 wurde eine grobe Formulierung Jjener Klasse von Problemen ge-

geben, filr die im folgenden Losungen gesucht werden sollen. Die Gegebenheiten

Pei langsberippten Brennstabhiillrohren fallen - wie man durch Vergleich be-

statigt - dann unter diese Problemklasse,

wenn Stiitzkrdafte am Rippenkopf auBeracht gelassen werden, oder wenn

diese Krdfte als in axialer Richtung konstant angenommen werden,
wenn die geringe Wendelung der Rippen unberiicksichtigt bleibt,

wenn angenommen wird, daB in jener axialen Zone, die untersucht werden
soll, das Temperaturfeld und damit auch die Stoffeigenschaften in
axialer Richtung nicht variieren. (Dies kann man hdufig mit sehr guter
Nzherung tun, da in der Regel die axialen Temperaturgradienten um '
GroBenordnungen kleiner sind als die entsprechendeh radialen und azi-

mutalen Gradienten),

wenn die sogenannten Endeinfliisse, welche dadurch verursacht werden,
daf8 das Hilllrohr nur eine endliche Linge hat, auBeracht gelassen wer-
den. (Da die Zonen hoher Hiillrohrbeanspruchung relativ weit von den
Hillrohrenden entfernt sind, ist der hierdurch verursachte Fehler sehr
klein. Vergl. z. B. die Arbeit von Valentin / 16_/).



1.3 Anwendung auf andere Probleme

Neben den léngsbherippten Brennstabhiillrohren gibt es zu der in Abschnitt 1.1
definierten Problemklasse noch eine Reihe weiterer, technisch wichtiger An-
wendungen. Einige dieser Anwendungen wurden von Stearns 1721_7 genannt.

Zundchst zwel weitere Beispiele aus der Reaktortechnik:

Brennelementkédsten. Sie haben meist Sechseckstruktur und umgeben ein

Brennstabbiindel. Im Normalbetrieb werden sie durch Axialspannungen, her-
vorgerufen durch unterschiedliche Wdrme- und Schwelldehnung und durch In-
nendruck, belastet. Beim Versagen eines Hiilllrohres kdnnen diese Innen-
drucke kurzzeitig sehr hoch werden. Wegen ihrer relativ geringen Wand-
stdrke lassen sich Brennelementkésten jedoch auch in sehr guter Nzherung

als Schalen behandeln.

Moderator-Stdbe. Sie kommen bei gasgekilhlten thermischen Reaktoren vor.

Spannungsanalysen (bei lin.elast. Mat.-Verh.) werden in / 33,34 / durchgef.

Beispiele aus der iibrigen Technik:

Rohrkriimmer. Bel der Berechnung von Wiarmespsnnungen in Rohrleitungs-

systemen sind die Rohrkriimmer wegen ihrer relativ groflen Flexibilitdt im

Vergleich zum geraden Rohr von ausschlaggebender Bedeutung Zf]7m7. AuBer-
dem treten haufig in den Rohrkrimmern die hdchsten Beanspruchungen auf.
Bisher sind jedoch fast nur Spannungs- und Verformungsanalysen filir ela-
stische Rohrkriimmer durchgefiihrt worden. Ausnahmen sind die Arbeiten von
Spence 1717, 18_7. FaBt man den Rohrkriimmer als Teil eines unendlich
langen prismatischen Korpers mit gekriimmter Achse (Torus) auf, so 1dBt
sich zeigen, daB das zugehorige Gleichungssystem mit dem Gleichungs-
system eines entsprechenden gerad-achsigen Prismas identisch ist, bis auf
gewisse zus#tzliche Terme. Diese lassen sich als Volumenkréfte im gerad-
achsigen Prisma deuten und kdnnen, wenn das Verh#ltnis Wandstérke zZu
Rohrdurchmesser nicht zu groB ist, mit guter Na@herung durch Randlasten
ersetzt werden. Damit f&#llt auch der kriechende Rohrkriimmer - sogar der
kriechende Rohrkriimmer mit exzentrischer Bohnrung und Innendruck - unter

das im Abschnitt 1.1 formulierte Problem.




Zahnrad, Freilaufnabe, Welle mit Keilnuten u. H. Je nach der axialen

Lange unterliiegen diese Maschinenelemente nicht mehr dem ebenen Ver-
zerrungszqstand (Abschnitt 1.1), sondern dem ebenen Spannungszustand.
Bei lin. elast. Werkstoffverhalten existieren zwischen beiden BReanspru-

chungzusténden Jedoch einfache Transformationsformeln (s. z. B. Zf19;7).

Es soll noch erwdhnt werden, dafB man bei der mathematischen Behandlung zwei-
fach zusammenhidngender Platten zu ganz dhnlichen Gleichungssystemen gelangt,
wie bei der mathematischen Behandlung des in Abschnitt 1.1 definierten Pro-

blems. Eine ausfilhrliche Untersuchung wurde hierzu von Mindlin Zféo;7 durch-
gefihrt. Die Losung des Plattenproblems kann demnach analog zu der in dieser

Arbeit angegebenen Losung gewonnen werden.

1.4 Ldsungsweg - Vergleich mit anderen Verfahren

In vielen PFdllen gewinnt man Verfahren zur Spannungs- und Verformungsanalyse

bel Korpern mit plastischem Werkstoffverhalten durch wiederholte Durchfithrung
entsprechender elastischer Analysen. Der Hauptvorteil solcher Verfahren liegt
darin, daB ein weites Spektrum moglicher Stoffgesetze zugelassen werden kann.
Das in Abschnitt 1.1 definierte Problem soll deshalb zuerst unter der Annahme
linear-elastischen Werkstoffverhaltens geldst werden. Dieses Vorgehen scheint
um so mehr geboten, als bel kriechenden Werkstoffen das Spannungs- und Ver-

zerrungsfeld unmittelbar nach Lastaufbringung ohnehin rein elastisch ist.

Zur elastischen Losung:

Es 1st selbstverstidndlich, daB bereits die numerische Auswertung elastischer
Losungen nur mit Hilfe von Computern durchgefiihrt werden kann, wenn eine ge-
wisse Genauigkeit erzielt werden soll und die Randkurven, Randlasten und
Temperaturfelder die verlangten Willkiirlichkeiten aufweisen. Es liegt deshalb
nahe, auch das Differentialgleichungssystem, welches das Problem beschreibt,
rein numerisch - z. B. mit Hilfe des Differenzenverfahrens - zu ldsen. Oder,
man benutzt die "Methode der finiten Elemente", ein Verfahren, das ebenfalls

stark auf den Computereinsatz zugeschnitten ist.



Wie in der Arbeit von Stearns 1721;7 - auch unter Zuhilfenahme von Experimen-
ten - gezeigt wurde, ist Jjedoch bel zweifach zusammenhingenden Korperquer-
schnittsflichen eine brauchbare Losung mit Hilfe des Differenzenverfahrens

bel mdBigem Rechenaufwand nicht zu erzielen.

Die Methode der finiten Elemente hat sich dagegen bereits in grdBerem Umfang
als verhdltnismdBig universell einsetzbares Verfahren erwiesen. Sehr umfang-
reiche Arbeiten wurden hierzu unter anderem von Argyris und Mitarbeitern
/22 7 durchgefihrt. Die Methode der finiten Elemente hat jedoch, ebenso wie
andere, rein numerische Verfahren den Nachteil, daB die das Problem beschrei-
benden mathematischen Beziehungen, insbesondere die Feldgleichungen, nur
ngherungsweise erfiillt werden. Der hierdurch verursachte Fehler kann in der

Regel nur durch Vergleiche mit Experimenten abgeschidtzt werden.

In dieser Arbeit soll dagegen zur Behandlung des elastischen Problems ein Ver-
fahren in Anwendung kommen, bel dem die exakten Ldsungen der Feldgleichungen
pbenutzt werden. Allgemeinere Arbeiten hierzu, die auch zweifach berandete
KErper*uerséhnittsfléchen miteinbeziehen, wurden unter anderem véraffentlicht
von Biot /23 7, Gatewood /24 7, Holms éféi;7, sehr ausfifhrlich aber von
Boley und Weiner / 19 / und Babu¥ka et al. / 54 /. Die wichtigsten Schritte

zur Erzielung der hier verwendeten exakten LOsung seien kurz angedeutet:

- Das Grundgleichungssystem, welches das vorgegeb . elast. Problem vollstidndig
beschreibt, besteht aus einem System von Feldgleichungen, den Randbedin-
gungen, sowie dem eingeprigten Verzerrungsfeld (Wdrmedehnungsfeld, An-
fangsverzerrungsfeld). Die Grundgleichungen werden unter Zugrundelegung

eines Polarkoordinatensystems angegeben.

- In dem Feldgleichungssystem, welches seinerseits aus den Gleichgewichts-
bedingungen, dem Hookeschen Gesetz und den Verzerrungs-Verschiebungs-Be-
ziehungen besteht, werden die Verschiebungen eliminiert. Dies ist sinn-
voll, da Verschiebungen auch in den restlichen Bedingungen (Randbedin-
gungen, eingepridgtes Verzerrungsfeld) nicht vorkommen. Als Folge dieser
Elimination treten anstelle der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen

-

die Kompatibilitdtsbedingungen und die Michell-Bedingungen.

Die letztgenannten Bedingungen sind deswegen erforderlich, weil die Kor-

perquerschnittsflidche den Polarkoordinatenursprung als singuldren Punkt




in ihrem Inneren enthdlt und deswegen a priori als zweifach zusammen-
hiangend angesehen werden muB. Die Michell-Bedingungen wurden erstmals
in Zfé6_7, freilich mehr auf intuitivem Wege hergeleitet. Wenig spater
wurden sie auch von Cesaro Zfé7_7'angegeben. Da viele Lehrblicher auf
die Existenz der Michell-Bedingungen nicht eingehen, ist es nicht ver-
wunderlich, daB gelegentlich Arbeiten lber mehrfach zusammenhzZngende
Korper verﬁffentlicht werden, in denen diese Bedingungen unberiicksich-
tigt bleiben. Vollkommen falsche Ergebnisse sind in der Regel die Folge
(z. B. /28, 29 /).

In der vorliegenden Arbeit wurde deshalb der Herleitung der Michell-RBe-
dingungen viel Aufmerksamkeit gewidmet. Die hierbei verwendete Methode
weicht von dem Vorgehen, welches beispielsweise von Boley und Weiner

[f19_7 bevorzugt wurde, ab.

Das System der Feldgleichungen geht nach Einfiihrung der Airyschen Span-
nungsfunktion in eine einzige partielle Differentialgleichung, namlich

in die Bipotentialgleichung iiber, deren homogene Lisung b
t
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siehe z. B. / 30, 31, 32_/). Im allgemeinen besitzt die Bipotentialglei-

a—d

o~

chung eine Storfunktion, die ausschlieBlich von dem eingeprédgten Verzer-
rungsfeld abhingt. Da die eingeprédgten Verzerrungen nur in endlich vielen
(diskreten) Punkten vorgegeben sind, die Ldsung aber analytisch sein soll,
muB die Storfunktion in eine geeignete, mdglichst allgemeine, analytische
Form gebracht werden. Die zugehOrige partikulire LOsung wird in dieser

Arbeit hergeleitet.

In vielen technisch wichtigen Anwendungen verschwindet die Storfunktion
(z. B. stationdres, quellfreies Temperaturfeld bei linearer Wirmedehnung,
kein Anfangsverzerrungsfeld). Deshalb bendtigen die meisten Autoren keine
partikulidre Losung der Bipotentialgleichung. Bel zweifach zusammenhingen-
der Korperquerschnittsfladche gehdren die Arbeiten von Takeuti Zf?j, 34,
35_72 ferner die Veroffentlichung 1736;7 zu den wenigen Ausnahmen. Aller-
dings sind bei Takeuti als eingepridgte Verzerrungsfelder nur solche Warme-
dehnungsfelder zugelassen, die aus Temperaturfeldern mit speziellen Warme-

quellenverteilungen hervorgehen.

Da die hier zu entwickelnde elastische Losung zur Erzielung entsprechender
Losungen bei plastischem Materialverhalten verwendet werden soll, missen
bei der elastischen Losung weitgehend beliebige, eingeprégte Verzerrungs-

felder zugelassen werden.



1)

Es bleiben noch die Randbedingungen. Ihnen wird dadurch geniigt, daf den un-
endlich vielen Integrationskonstanten, die in der homogenen LOsung auftre-
ten, geeignete Werte zugewlesen werden. Da es natlirlich nicht mdglich ist
unbeschrinkt vielen Integrationskonstanten individuelle Werte zuzuweisen
(ab einer gewissen Ordnung werden die Integrationskonstanten gleich Null
gesetzt), kdnnen die vorgegebenen Randbedingungen im allgemeinen nur nihe-

rungsweise erfiillt werden, d. h.

die erzielte Losung gilt exakt fiir ein Problem

1)

mit etwas abgednderten Randbelastungen .

In vielen Fidllen sind die Abdnderungen in den Randbedingungen derart, dalB
ihr verfalschender EinfluBl auf die Losung zumindest an den kritischen Stel-

len sehr gut ilbersehen werden kann.

Hierbel ist zu beachten, daf in der Technik die Vorgabe einer scharf defi-
nierten Randbelastung stets eine Idealisierung darstellt. Tatsdchlich gehort
zu einer Randbelastung immer ein Toleranzfeld (Unschidrfefeld), einerlei ob
dies explizit angegeben wurde oder nicht. Alle Randbelastungen innerhalb

des Toleranzfeldes sind mogliche Randbelastungen.

Genau genommen lautet das Problem nun wie folgt:‘Gesucht sind die Losungen
fir jene Randbelastungen, die an den kritischen Stellen maximale Beanspru-
chungen liefern. Diese Aufgabenstellung geht iilber das Problem, das in die-
ser Arbeit untersucht werden soll, erheblich hinaus. Die mathematische Be-

handlung ist im allgemeinen wesentlich komplizierter.

Abgesehen von gewissen Sonderfillen ist es in der Praxis jedoch ausreichend,
wenn die Losung fiir eine einzige modgliche Randbelastung bekannt ist. Dies
geht implizit daraus hervor, daB das zur Randbelastung gehorende Toleranz-

feld nicht angegeben wird.

Sofern die Storfunktion nicht verschwindet oder konstant ist, hat die exakte
Losung auch eine etwas abgednderte Storfunktion zur Grundlage, denn die
{lberfiihrung der vorgegebenen Stdrfunktion in eine analytische Form ist im
allgemeinen nicht ohne gewisse Abweichungen mdglich. Die Storfunktion 1H3t
sich als Warmequellenverteilung interpretieren. Sdmtliche Bemerkungen, die
im folgenden zu den Abweichungen zwischen den vorgegebenen und den sich bei
der LOsung einstellenden Randspannungen gemacht werden, gelten auch fir die
Abweichungen zwischen der vorgegebenen und der sich bei der Losung einstel-
lenden Storfunktion (Wiarmequellenverteilung).




Liegen nun die Abweilchungen zwischen den vorgegebenen Randbelastungen und
den Randbelastungen, fiir welche die hier erzielte Losung exakt gilt, inner-
halb des Toleranzfeldes der Randbelastungen, so hat man gerade eine solche,
als ausreichend erachtete Losung gefunden. Diese LOsung ist beziiglich des
Informationsgehaltes Jener LGsung vollkommen gleichwertig, die sich fiir die
vorgegebene Randbelastung (ohne Beriicksichtigung des Toleranzfeldes) ein-
stellt. Aus diesem Grunde wird die in Rede stehende exakte Ldsung, erzielt
bei etwas abgeidnderten Randbelastungen, in dieser Arbeit auch als "quasi-

exakte Lésung“ bezeichnet.

Bei rein numerischen Verfahren - z. B. bel der Methode der finiten Elemente -
lassen sich solche quasi-exakten LOsungen nicht angeben, da bei diesen Ver-
fahren mindestens einem Teil der Feldgleichungen nicht exakt geniigt wird.
Fehler bel der Erfillung der Feldgleichungen lassen aber im Gegensatz zu den
erwdhnten Abweichungen in den Randbedingungen keine sinnvollen physikalischen
Deutungen zu. Mit anderen Worten: Bel rein numerischen Verfahren weicht das

Berechnungsmodell in diesem Zusammenhang von den tatsdchlichen Gegebenheiten

ab. Bei dem hier zur Anwendung kommenden Verfahren stimmt es dagegen in
diesem Zusammenhang mit der Wirklichkeit iberein, sofern es nur gelingt den
Pehler bei der Erfiillung der Randbedingungen so klein zu machen, daf er

innerhalb des zugehorigen Toleranzfeldes liegt.

AuBerdem sei darauf hingewiesen, dafli mit Hiife des in dieser Arbeit benutzten
halbanalytischen Verfahrens, numerische Rechenverfahren auf ihre Genauigkeit
hin iberpriift werden konnen. Man hat hierzu bei den numerischen Verfahren
gerade die Randbelastung vorzugeben, bei der die halbanalytische Losung
exakt gilt. Es handelt sich also nicht um den Vergleich zweier Nzherungslo-
sungen, gewonnen auf verschiedenen Wegen, sondern um den Vergleich einer

Niherungslosung mit exakten Ergebnissen.



Alle die Vorteile jener Losungsmethoden, bei denen die Feldgleichungen exakt
erfiillt werden,; erlangen nur dann Bedeutung,; wenn es tatsdchlich gelingt, den
Randbedingungen ausreichend genau zu geniigen. Dies hat sich als das entschel-

dende Problem herausgestellt.

In vielen Veroffentlichungen werden die Randbedingungen, d. h. die Bedingungen,
daB Normal- und Schubspannung am Rand gewisse vorgegebene Werfg\annehmen, durch
Integration in entsprechende Bedingungen fir die Airysche Spannungsfunktion
tiberfithrt. Auch Holms / 25 / und Takeuti / 33, 34, 35_/ gehen diesen Weg. Diese
so transformierten Randbedingungen werden nun gerade in so vielen diskreten
Randpunkten (exakt) erfiillt, daB die Anzahl der entstehenden linearen Gleichun-
gen. zur Bestimmung der unbekannten Integrationskonstanten ausreicht. Diese Me-
thode, bekannt unter dem Begriff "Randkollokationsmeth.", wurde hiufig beschrie-
ben und angewendet, z. B. von Barta / 37_/, Conway / 38_/, Shuleshko / 39_/
und Takeuti [TB}, 34, 35;7. Bei komplizierten Korperquerschnittsflachen (Rip-
penrohrquerschnittsfldche) werden jedoch in den restlichen Randpunkten die
vorgegebenen Randspannungen meistens ganz erheblich verletzt. Auch durch eine
groBere Anzahl von zu bestimmenden Integrationskonstanten wird der Fehler
tiberraschenderweise nicht wesentlich kleiner. Die Ursache hierfiir wird in Ab-

schnitt 2.5 angedeutet.

Nach zahlreichen Testrechnungen im Zusammenhang mit dieser Arbeit konnte fest-
gestellt werden, daf folgende Kombination zweler Methoden bei vorgegebenem Auf-

wand die beste Erfiillung der Randbedingungen gewdhrleistet:

- Auf die Transformation der Randbedingungen in entsprechende Bedingungen
fiir die Airysche Spannungsfunktion (und auf die dadurch entstehende Ver-

einfachung) wird verzichtet.

- Sowohl die vorgegebenen Randspannungen, als auch die tatsdchlichen Rand-
spannungen werden lings des Randes nach Fourier entwickelt. Aus der Be-~
dingung, daB die Fourierkceffizienten bis zu einer gewissen Ordnung

tibereinstimmen sollen, ergibt sich ein Teil der Integrationskonstanten.

~ Der restliche Teil der Integrationskonstanten ergibt sich aus der Be-
dingung, daB das Integral iliber das Quadrat aller Randspannungsfehler ein

Minimum ist.




Jede der beiden Methoden fiir sich angewendet fiihrt nicht zum Erfolg, im ersten
Fall wird der Fehler, dhnlich wie bei dem gewthnlichen Kollakationsverfahren,
zu groB. Im zweiten Fall erhdlt man ein lineares Gleichungssystem mit fast ver-
schwindender Koeffizienten-Determinante, dessen Ldsung auch bei doppeltgenauer
Computerrechnung fiir die in dieser Arbeit gestelliten Anforderungen viel zu un-
genau wird., Neuerdings wurde auf die Methode der Minimierung des Fehlergquadra-
tes bei der Erfiillung der Randbedingungen in einer sehr ausfilhrlichen Arbeit
von Niedenfuhr und Leissa th047, ferner in den Arbeiten von Hoffman und Ariman

/ 41 7 und X. S. Rao, M. N. Bapu Rao und Ariman / 42_/ aufmerksam gemacht.

Wegen den Schwierigkeiten bei einer hinreichend genauen Erfiillung der Randbe-
dingungen haben Takeuti und Noda in neueren Arbeiten / 43, 44 / das Problem
mit Hilfe der Funktionentheorie geldst. Auch bel diesem Verfahren, welches aus-
filhrlich von Gatewood £f2547 beschrieben wurde, werden die Feldgleichungen
exakt erfiilllt. Das Verfahren kann jedoch nur dann angewendet werden, wenn eine
analytische Funktion zur Verfigung stent, mit deren Hilfe sich die innere und
auBere Randkurve als konforme Abbildungen zweler konzentrischer Kreise ergeben.
In 1 50 abgebildeten Randkurve
diese Randkurven mit den vorgegebenen Randkurven im allgemeinen nicht ganz
ibereinstimmen werden, wird in Wirklichkeit die exakte Losung fiir ein Problem
mit etwas abgezdnderten Randkurven Jjedoch unter den richtigen Randlasten er-
zielt. Dies ist gerade umgekehrt, wie in dem hier zur Anwendung kommenden Ver-
fahren, wo die exakte LOsung fiir die richtigen Randkurven, bel etwas abgednder-

ten Randlasten gewonnen wird.

Bei komplizierten Randkurven (Rippenrohrkontur) sind Ldsungen mit Hilfe der

Funktionentheorie kaum verwendbar, da es grofle Schwierigkeiten macht, geeigne-
te Abbildungsfunktionen anzugeben. So kdnnen auch Takeuti und Noda Zfﬁ}, 44_7
nur Ldsungen fiir eine gewisse Klasse von Randkurven (polygonartige Randkurven)

herleiten.



Zur Losung bei kriechendem Werkstoff:

(1in. Elast. u. Kriechen). Man denke sich hierzu die gesamte Zeit, wihrend
der Kriechen auftritt, in geeignete Zeitintervalle unterteilt. Zu Beginn des
ersten Zeitintervalles liegt ein linear-elastischer Spannungszustand vor. Er
kann mit Hilfe des oben diskutierten Verfahrens bestimmt werden. Bis zum Ende
des ersten Zeitintervalles bildet sich ein Kriechverzerrungsfeld aus, das

sich nzherungsweise aus dem Spannungszustand zum Beginn dieses Zeitintervalles
berechnet. Die Anderung des Spannungszustandes (Relaxation) im ersten Zeit-
intervall ist identisch mit dem elastischen Spannungszustand, hervorgerufen

durch

- dieses Kriechverzerrungsfeld

- die eventuelle Anderung des eingepragtes Verzerrungsfeld
Warmedehnungsfeldes

- die eventuelle Anderung der Randbedingungen (Randspannungen).

Die Anderung des Spannungszustandes kann deshalb ebenfalls mit dem oben disku-
tierten Verfahren bestimmt werden. Damit ist der Spannungszustand zu Beginn des
zweiten Zeitintervalles bekannt. Auf ganz entsprechende Art und Weise gewinnt

man den Spannungszustand zu Beginn des dritten, vierten, ..... Zeitintervalles.

Die schrittweise Rechnung 188t sich noch durch je eine Iteration pro Rechen-
schritt verbessern. Zur Berechnung des Kriechverzerrungsfeldes, entstanden
wdhrend des n-ten Zeitintervalles, wird dann nicht mehr das Spannungsfeld zu
Beginn des n-ten Zeitintervalles zugrundegelegt, sondern das in diesem Zeit-
intervall zeitlich gemittelte Spannungsfeld. Von dieser Moglichkeit wird in
dieser Arbeit Gebrauch gemacht.

Obwohl die hier angegebene schrittweise Berechnungsmethode sehr naheliegend

ist und auch bei eindimensionalen Problemen hdufig benutzt wird, sind Anwen-
dungen auf prismatische Korper mit zweifach berandeter Korperquerschnitisfli-
che selten. Eine Arbeit hierzu wurde von Platus Zfﬂ5_7 verdffentlicht. Im Gegen-
satz zu der hier vorliegenden Arbeit 1ost Platus das linear-elastische Problem
mit Hilfe der Funktionentheorie. Die aus dieser Methode resultierenden Ein-
schriankungen bei der Vorgabe der Randkurven - weiter oben wurde darauf einge-

gangen - nimmt er in Kauf. Bei der Spannungsanalyse filir einen Kreiszylinder




mit nicht rotationssymmetrischer Belastung setzt Platus sein Verfahren mit
Erfolg ein. Im Falle eines quadratischen Prismas versagt dagegen das Rechen-
verfahren. Als Ursache vermutet er Rechenungenauigkeiten. Hierzu sei bemerkt,
dafl Platus in seinen Computerprogrammen nur einfach genaue Gleitkommazahlen

(maximal 9 wesentliche Dezimalstellen) verwenden konnte.

Die Schwierigkeiten bei der Beriicksichtigung plastischen Werkstoffverhaltens
und der Mangel an entsprechenden Verdffentlichungen haben demnach ihre Ursachen
im wesentlichen in den Ungenauigkeiten entsprechénder elastischer Rechnungen.
Diese Tatsache rechtfertigt den grofen Aufwand, der in dieser Arbeit zur Ent-
wicklung eines modglichst genau arbeitenden Losungsverfahren bel linear-elasti-

schem Werkstoffverhalten getrieben wurde.

Die sicheren Aussagen ilber die Genauigkeit der Ergebnisse, welche bei der
elastischen Losung des Problems mdglich waren, sind im Prinzip auch auf die
plastische Ldsung ausdehnbar, wenn man eine gewisse Toleranzbreite beim Kriech-
gesetz zuldflt. Die in der Regel stark streuenden MefSergebnisse bel Kriechver-
suchen scheinen die Einfilhrung einer solchen - nicht zu kleinen - Toleranz-
breite zu rechtfertigen. Bei der numerischen Durchfilhrung der Rechnungen wird
man jedoch h3ufig zur Sicherung der Konvergenz gewisse Glattungen der Spannungs-
felder vornehmen miissen. Genauigkeitsaussagen von der Qualitidt wie bei der

elastischen Ldsung sind dann nicht mehr moglich ist.

Speziell zur Spannungs- und Verformungsanalyse von Brennstabhiillrohren sind
fast nur solche Verdffentlichungen zu finden, die sich auf kreisfdrmige Rohre
beziehen. Beispielsweise behandelt Guyette [fﬁ6;7 kreisformige Hiillrohre bei
Plastizitdt (Dehnungsverfestigung) und Kriechen. Die meisten anderen Veroffent-
lichungen hierzu berlicksichtigen noch weitere, im Zusammenhang mit der Ausle-
gung von Brennstabhiillrohren auftretende Aspekte. Beispiele hierzu sind die
Arbeiten von Schmidt / 47_/ und Matthews / 48_/. Hoffmann und Rust / 5_/ be-
fassen sich zwar mit der Spannungsverteilung in langsberippten Brennstabhiill-
rohren. Sie geben aber nur eine sehr grobe Abschatzung und setzen linear-elasti-
schen Werkstoff voraus. Auch die vom Verfasser bisher zur Spannungs- und Ver-
formungsanalyse kreisfdrmiger und langsberippter Brennstabhiillrohre erfolgten

Veroffentlichungen [f36, 49;7 gehen von linear-elastischem Werkstoff aus.



2. BEHANDLUNG DES PROBLEMS BEI LINEAR-ELASTISCHEM WERKSTOFFVERHALTEN

2.1 Einfithrung der Grundgleichungen

Die mathematische Behandlung des Problems wird in Zylinderkoordinaten r,¥,Z
durchgefiihrt. Die Z-Achse f&llt hierbei mit der Prismaachse zusammen und wird
von beiden Randkurven eingeschlossen. Alternativ wird gelegentlich auch ein

Kartesisches Koordinatensystem X,,6 X,, X3 Dbenutzt.

Abb. 1

Die Grundgleichungen stellen ein System von Beziehungen dar (Feldgleichungen,
Randbedingungen, eingeprédgtes Verzerrungsfeld z. B. Wiarmedehnungsfeld), wel-
ches zur eindeutigen Bestimmung

N

V4 / \
re Opp Opz
(24 6?? 6?;
rz dfz dzz

O C

{
des sich einstellenden Spannungstensors (




2
v

/yarr 5;9 6}2
Erf 6\“' E\'z
\ 5rz éf& 5§z

des sich einstellenden Verzerrungstensors

und des sich einstellenden Verschiebungsvektors (tlr Up Uz )

in jedem Korperpunkt ausreicht. Der Beweis flir die Eindeutigkeit wird von
Boley und Weiner 1719;7 unter der Voraussetzung linear-elastischen Werkstoff-
verhaltens und kleiner Verzerrungen gefiihrt. Gerade diese Voraussetzungen tref-

fen auch hier zu.

Die Symbole, welche zur Bezeichnung der Tensorelemente eingefilhrt wurden, ent-

sprechen den iiblichen Konventionen.

Man kann zeigen, dafB das Grundgleichungssystem in zwei Teilsysteme zerfdllt,
die bel dem vorliegenden Problem unabhingig voneinander ldsbar sind. Das eine
Teilsystem beschreibt das sogenannte Torsionsproblem. Aufgrund der Spezifika-

tion in Abschnitt 1.1 hat dieses Tellsystem die Losungen
drz = dfz: rz=£~fz = U

Im folgenden wird das verbleibende Teilsystem als Grundgleichungssystem be-
zelchnet. Es lautet:

Der Spannungstensor (Spannungsfeld), der Verzerrungstensor (Verzerrungsfeld)

und der Verschiebungsvektor (Verschiebungsfeld) mbgen in allen KOrperpunkten

existieren, eindeutige Werte annehmen und gemdB8 Abschnitt 1.1 (Anmerkung) be-
liebig oft ableitbar sein,l)

und es mogen folgende Beziehungen gelten:

Nach /19 / ist es b
Feldes abhingige end
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Gleichgewichtsbedingungen (Volumenkréfte und Ableitungen éé} verschwinden)

26,
% (rSr) = Cept 5o g
6.
%r(r'érf)" 6r'."+ f()?ff o

(2.1.1)

Hinzu kommt die Bedingung, daB der Spannungstensor symme-
trisch sein muB. Dies wurde bereits bei der vorangegange-

nen Definition des Spannungstensors beriicksichtigt.

Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen (die Verschiebungen sind klein gegen

die sonstigen Abmessungen und die Verschiebungsableitungen sind klein
gegen 1)

o
I
Q.

R

Epp = }r &‘%f » Uy
. (2.1.2)
522 = au%z
= 4. /19u dug, - U
be = Z(FT50 T T PF/)

Bei der Herleitung von (2.1.2) zeigt sich, daB auch der Verzerrungsten-
sor symmetrisch ist. Dies wurde ebenfalls bei der vorangegangenen Defi-
nition des Verzerrungstensors beriicksichtigt.

Stoffgesetz (der Werkstoff verh#lt sich linear-elastisch und ist isotrop)

- 2
érr N 7/5 [ drr = V(di’f * dzz ).] * Err
= 1 - z
Cer = E [61’! 7 (Grr * dzz)] * Epe (
2.1.3)
= 1 z
Ezz . /E [ dgz -y drr * 6‘??)_] * Ezz
2
Erp = 7/5(7*)’)6,.9 * &
E ist der Elastizitdtsmodul Beide Grofen sind fiir
YV ist die Querkontraktions- den gesamten Korper
zahl constant '

i s

z z z 2
Erry Epo, Ezz, €.s sind Elemente des eingeprigten Ver-

zerrungstensors. Dieser wird im folgenden auch Tensor der

Zusatzverzerrungen genannt.




Aus der Symmetrie des Spannungs- und Verzerrungstensors folgt wegen

(2.1.3) die Symmetrie des Tensors der Zusatzverzerrungen.

Stellt das eingepridgte Verzerrungsfeld nur eine Volumendilatation dar,
so gilt:
z _ z2 _ 2
err - Eff sz B

Crfz U

Wird die Volumendilatation allein durch {lineare) Wirmedehnung verursacht,

so ergibt sich der Wert ﬁ wie folgt:
B =T

&L 1ist der lineare Warmedehnungskoeffizient

T ist das Feld Jjener Temperaturianderungen, das auf die
Ausbildung des Spannungs- und Verzerrungszustandes EinfluB
haben soll.

r~ . - Y. o 7 i s - 3 :
GemdB Boley und Weiner / 19 _/ beschreibt das hier angegebene Grundglei-
chungssystem mit B=0T das sogenannte "entkoppelte, quasistatische,

ebene Wirmespannungsproblem".

Die Gleichgewichtsbedingungen, die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen und
das Stoffgesetz gelten in jedem Korperpunkt. Die Gleichungen heiBlen deswegen
Feldgleichungen. Sie werden - sieht man von den Zusatzverzerrungen ab - in der
einschligigen Literatur angegeben. Die Formulierung in Zylinderkoordinaten
findet man z. B. in / 50_/. Wirmedehnungsglieder sind in / 19/ und / 30_/ be-
riicksichtigt.

Randbedingungen. Beim vorliegenden Problem sind die Komponenten des Randspan-

nungsvektors an der inneren Randkurve Cﬂ und Z} und die Komponenten des
Randspannungsvektors an der &#uferen Randkurve CL und I; als Funktionen
der Winkelkoordinate ¥ (0P % 2W) vorgegeben. Um die Komponenten der
Randspannungsvektoren den Randpunkten eindeutig zuordnen zu konnen, miissen
die Steigungen der Randkurven a%iound 5'3/3f tiberall endlich sein. Dies ist
eine zusdtzliche Einschrinkung. Ferner sollen die in Z~Richtung wirkenden

Komponenten des Randspannungsvektors definitionsgemd verschwinden.

*»
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Ist I}(f) der Radius und 5&(?) die Neigung an der inneren Randkurve,
ferner (;(f? der Radius und Jh(f) die Neigung an der zduBeren Randkurve,
so existieren folgende Beziehungen zwischen den Komponenten der Rand-

spannungsvektoren und den Elementen des Spannungstensors.

2/ 1) /o 1.8 o) 1)
() = &, (r(F),f)-cos (Pl + SR (0),F)-sin g (F)) +

+ &o(rl$),F) -sin(2 ;z(f))

“~
et
]

T) = 25 [~6lrilfhf) + &oolrl®), F)] sin(2-33(7)) +
+ 8,p(ri(0),P) cos(24:lP))
(2.1.4)
84(f) = &, (ralP),F) cos (p(f’)/ ,,(r;,(f’) £)-sin( ()a(f’))*
v Syo(ralf) €)-sin(2galf)) -
Tul?) = 25 [~ S, {1alf),2)+ Coplralf),P)]-sin(2-4a(P1) +

* Opp (rA(‘F), P)COS (2[.4(70))

Man beachte, dafl die Randspannungsvektoren bezﬁglich eines rechtwinkligen
Koordinatensystems X,y angegeben sind, das je nach Randneigung J&ff) bzw,
ya(P) wie aus Abb. 2 ersichtlich gedreht ist.




Es wird sich bei der spdteren Rechnung zeigen, daB neben den Beziehungen
(2.1.4¥)noch drei Bedingungen erforderlich sind, die integrale Aussagen

tber die Axialspannung d,_z liefern. Sie lauten:

=
)

)] 62z dXydx,
(F)

fr ; ;.
jjézz-x,-ax,’axz
(F)
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Mz = (J_[ézz"\’z'dxfdxz

F ist die K8rperquerschnittsfldche
K ist die im Prisma wirkende Axialkraft
M, und M, sind die Komponenten des im Prisma wirkenden

Biegemomentes, wenn das Prisma als Ealken angesehen wird.

K ,Mq und M2 sind vorzugeben.

Tensor des Zusatzverzerrungsfeldes

(eingepridgtes Verzerrungsfeld)

Neben den Feldgleichungen und den Randbedingungen ist noch der Tensor des
Zusatzverzerrungsfeldes vorzugeben. Ist das Zusatzverzerrungsfeld eine
Funktion der Temperatur (Wirmedehnung), so geniigt es, diese Funktion
(Wdrmedehnungskoeffizient o0 ) und das Temperaturfeld anzugeben.



2.2 Umformung des Grundgleichungssystemsdurch Elimination der Verzerrungs-

Verschiebungs-Bezichungen und Einfihrung der Kompatibilitdtsbedingungen

Um Losungen fiir das im vorigen Abschnitt angegebene Grundgleichungssystem zu
erzielen, ist es erforderlich, die Zahl der in dem Gleichungssystem vorkom-
menden Unbekénnten zu reduzieren. Zur Elimination bieten sich die Verschie-
bungen an, da sie die einzigen Unbekannten sind, die nur in einer Gruppe von
Gleichungen, nidmlich den Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen (2.1.2), auf-

treten.

In einfacheren Abhandlungen werden zu diesem Zweck die Verzerrungs-Verschie-
bungs~Beziehungen in geeigneter Weise zweimal differenziert. Man erh&lt dann
Gleichungen, in denen sich die Ableitungen der Verschiebungen unter nochmali-
ger Benutzung der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen gerade substituieren
lassen. Mit Hilfe dieser so erzielten Gleichungen - in der Literatur heifien
sie héufig Kompatibilitétsbedingungen - werden die Verzerrungs-VErschiebungs—
Beziehungen ersetzt. In dem Grundgleichungssystem treten dann die Verschie-

bungen nicht mehr auf.

Man bestidtigt sofort, daB aus dem so modifizierten Grundgleichungssystem
nicht wieder das Grundgleichungssystem nach Abschnitt 2.1 eindeutig hergelei-
tet werden kann. Daraus folgt, daB die gesuchten Spannungs-Verzerrungs- und
Verschiebungsfelder moglicherweise nicht eindeutig durch das modifizierte

Grundgleichungssystem bestimmt sind.

Bei den Anwendungen zeigt sich, daf mehrdeutige LOsungen bei mehrfach zusam-
menh#ngenden Korpern auftreten. Um diesem Mangel abzuhelfen, haben zuerst
Michell /26_J, spiter auch Cesiro / 27_/, Biot / 25_/ und andere,geeignete
zusdtzliche Bedingungen eingefiihrt. Sie werden meistens als Mlchell-Bedingun
gen oder Cesaro-Integrale bezeichnet und wurden hdufig mehr oder weniger unter
Zuhilfenahme der Anschauung gewonnen. Erst die Michell-Bedingungen zusammen
mit den oben erwdhnten Kompatibilitidtsbedingungen - sie sollen hier gewdhnliche
Kompatibilitdtsbedingungen heiBlen - stellen die vollstandigen Kompatibilitdts-
bedingungen dar, welche die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen ohne Verlust

an Eindeutigkeit ersetzen.




Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die vollsté@ndigen KompatibilitZtsbe-
dingungen herzuleiten. Hier soll auf die von Boley und Weiner Z_19;7;ge-
gebene Herleitung zurlickgegriffen werden, deren einzelne Schritte sich

wie folgt charakterisieren lassen:

- Es werden drei Linienintegrale angegeben mit Integranden, welche die
Komponenten des Verzerrungstensors enthalten. Die Integration erfolgt
auf beliebigen, endlichen Integrationswegen, die im Inneren oder auf

dem Rand des zu untersuchenden Kdrpers verlaufen.

- Es werden Bedingungen angegeben, die notwendig und hinreichend dafiir
sind, daB der Wert dieser ILinienintegrale nur von dem Endpunkt des
Integrationsweges eindeutig abhingt, dagegen unasbhingig ist von dem
sonstigen Verlauf des Integrationsweges. Der Anfangspunkt des Inte-
grationsweges wird hierbei als fest angesehen. Bel einfach zusammen-
hingenden KOrpern bestehen diese Bedingungen aus sechs Feldgleichun-
gen. Bei mehrfach zusammenhidngenden Korpern miissen zusdtzlich noch

gewisse Umlaufintegrale verschwinden (Michell-Bedingungen).

- Es wird durch Substitution der Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen
(2.1.2) gezeigt, daB die drei Linienintegrale identisch sind mit den
dreil Komponenten des Verschiebungsvektors, ausgenommen eine Starr-
korperbewegung. Der Korperpunkt, fiir den der Verschiebungsvektor be-
rechnet wird, ist der Endpunkt des Integrationsweges.

Die Komponenten des Verschiebungsvektors sind von minderem Interesse, da

in dieser Arbeit nur die Spannungen und Verzerrungen interessieren.

Dagegen sind die Bedingungen, die noiwendig und hinreichend daflir sind,
daBl die oben angegebenen Integrale nur von dem Integrationsendpunkt ab-
hidngen, von Bedeutung. Sie stellen die vollstdndigen Kompatibilitdtsbe-
dingungen dar.

Bei ebenen Problemen mit einfach zusammenhingender Korperquerschnitts-

fldche bestehen die Kompatibilitdtsbedingungen aus den folgenden Bezie-
hungen:



9P

I s¢ c)é" O&rr
Z&r&F/r"rf/) arvz =) - + 0

Eaz = Kot Koxy *RyXy t KypXy X, (2.2.1)

(ko, k., , /\‘2 und /\'42 sind Konstanten).

Bei ebenen Problemen mit mehrfach zusammenhingender Korperquerschnittsfldche
sind zur Sicherung der Eindeutigkeit der Verschiebungsfelder neben den Be-
dingungen ('2.2.1) noch die Michell-Bedingungen erforderlich. Bei zweifach
zusammenhéngender Korperquerschnittsfliche lauten die Michell-Bedingungen:

v=0, v=0 v, = 0

!

mit

2T
v = 6[[6”-61’?- r ()r ]df (2.2.2)

X
]

2T 9
= r [[£psinf +2¢,cosf + f('é,.,:éﬂ;r 52 ar” r’osf7d;°
0 - 0

2T P :
Vo = I [[€prcos P+ 2¢,psinf Jleweerr Yeer)ap*sinf] df
0

X3

Der Integrationsweg ist ein Krels
mit dem Radius r.

ry ist so zu widhlen, daB der Inte-
grationsweg innerhalb oder auf dem
Rand des Definitionsbereiches des
Integranden, d. h. inrerhalb oder
auf dem Rand der Iﬁirperquerschnitts—
flache verlauft.

P£¥ist eine Integrationsvariable
in Umfangsrichtung.

Integrationsweg

X1

Abb. 4

1) Damit ist eine gewisse zusitzliche Einschriankung beziiglich der Konturen
der Randkurve gegeben, denn es gibt Randkurven, bei denen dies nicht moglich
ist.




Wihrend die gewohnlichen Kompatibilitdtsbedingungen ebenso wie die Verzerrungs-
Verschiebungs-Beziehungen Feldgleichungen darstelien, lassen sich die Michell-
Bedingungen als drei Gleichungen interpretieren, deren Erfiilllung nur in einem

Korperpunkt verlangt wird. Sie gehoren damit zur Klasse der Randbedingungen.

Ersetzt man in dem Grundgleichungssystem nach Abschnitt 2.1 die Verzerrungs-Ver-
schiebungs-Beziehungen (2.1.2) durch die gewdhnlichen Kompatibilitdtsbedingungen
(2.2.1) und die Michell-Bedingungen (2.2.2), so erhdlt man ein modifiziertes
Grundgleichungssystem, das als Losung dieselben Spannungs- und Verzerrungsfelder
liefert, wie das Grundgleichungssystem nach Abschnitt -2.1.

Zum Beweis hat man nur folgendes zu zeigen: Die erhaltenen Spannungs- und Ver-
zerrungsfelder genligen den Grundgleichungen nach Abschnitt 2.1, und es existiert
ein Verschiebungsfeld, das ebenfalls diesen Grundgleichungen genligt. Dies ist
aber der Fall.

2.3 Einfilhrung der Airvschen Spannungsfunktion und Zuriickfihrung des modifizier-

ten Grundgleichungssystems auf die Bipotentialgleichung

In dem modifizierten Gruhdgleichungssystem treten als Unbekannte nur noch die
Spannungs« und Verzerrungsfelder auf. Eine weitere Vereinfachung des Gleichungs-
systems 148t sich ohne Schwierigkeiten durch Elimination der Verzerrungen er-
reichen. Man hat hierzu nur in den Kompatibilit&dtsbedingungen (2.2.1) und {2.2.2)

die Verzerrungen mit Hilfe des Stoffgesetzes {2.1.3) zu substituieren.

Weiter 13Bt sich auch das Spannungsfeld (S;Z eliminieren. Hierzu wird die Glei-
chung, welche aus der zweitenBeziehung von (2.2.1) genommen wurde, nach dzz
aufgelost

Ger = V{(8,+ Gop) * Erllesr i+ hidy» ki) = Ev€y (2.3.1)

und in jene Differentialgleichung eingesetzt, die aus der ersten Beziehung von
(2.2. 1) stammt. Einzige Unbekannte sind jetzt noch die Spannungsfelder 6” , &ﬂ,,é’f,



Verlangt man, daB eine in allen Korperpunkten eindeutige und beliebig oft
eindeutig ableitbare Funktion ¢(rf) existieren mdgen mit

drr

h

1400 . 1. .0°
T or TR

dﬁ = az%rz (2.3.2)
= - 1.0° 1..0%
6r~l’ - /r%f’*%‘ /37’

so werden die Gleichgewichtsbedingungen (2.1.1) identisch erfiillt. ¢(hfjist
die Airysche Spannungsfunktion.

Bei einfach zusammenhingender Korperquerschnittsflache kann man zeigen, daB
eine solche Spannungsfunktion stets existiert. Bei mehrfach zusammenhidngender
Korperquerschnittsfldche gibt es dagegen Spannungszustinde, die sich nur aus
einer - in bestimmter Weise - mehrdeutigen Spannungsfunktion berechnen lassen.
tische Untersuchungen zu diesem Problemkreis werden von Babugka, Rektorys

und Vy&ichlo / 54 durchgefihrt.

Die Existenz einer eindeutigen Spannungsfunktion auch bei mehrfach zusammen-
hingender Kdrperquerschnittsilédche iét dann gesicheﬁt, wenn

die Randbelastung an Jeder geschlossenen

Randkurve fiir sich im Gleichgewicht ist.

Dies soll bei der weiteren Behandlung des Problems vorausgesetzt werden.

Die einzige noch verbleibende Feldgleichung, nidmlich die aus den {gewShnlichen)
Kompatibilitatsbedingungen hervorgegangene Differentialgleichung, nimmt mit
(2.3.2) folgende Form an:

AP = Qo)

mit
2 963, oleLeveh) IR tvEn)
Q(ﬁf’) = »7'..E_V‘i 'r_(),..();_ grz ’2“ ’;f)z +
172 0 o Neavels) , Nensven)\]
TrUr e T4 T o T o ,
(2.3.3)

2 2
A = %G + T % + 5 S

Z]ist der Laplace-QOperator
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Die Michell-Bedingungen lauten, wenn man mittels (2.3.2) die Airysche Spannungs-
funktion einfiihrt und einige Umformungen vornimmt:

v=Vv,=Vy=0

(2.3.4)

2 27 2 2 z A
% S Bap + fles-ei-r 25T e op

<
i

v = (5% 0-2% -+ Bp)sing « (81 PG -r' Gs)apcost ape
*r ] {“[6;* Véﬁz]'smf + [25; + f?@ff '6:," r ‘d'(é%’r“g;‘l)d{’t]'co Sf}‘df’

2 ar

e L e ? a2 .
V, = 'ﬁy f[—(3'7¢¢‘2‘0%,‘r%%z)wyf’+of(()¢r-r0%:-rz%)df%mf_/‘df*'

A z 7 oz L (2 2ve?)s o
+r j {[6,’,.* Véz[cosP + | 26t fkf,-é:,-r- Q‘g‘;’y;ié‘i/df *Jsinf f’df

Es gelten dieselben Bemerkungen wie bei der Formulierung (2.3.2).

Die Randbedingungen (2.1.4) lauten unter Beachtung von (2.3.2) schlieBlich:

S, (1)

(2% +%z'()%172)'6052(5’1(f)) + Oy sin'(jplf) +
+- 2850 + 5% ) sin(25t7)
YW - pBpanap) . o
(% Dop + T B eos2tt)

(1)

(0= 2m)
Die entsprechenden Beziehungen an der #duBeren Randkurve erh#lt man,
wenn statt des Indexes I der Index A eingesetzt wird. Die Airysche

Spannungsfunktion ¢ ist Jjeweils fir die Argumente ( fz(‘“ ’ ‘f) bzw.

(f}q(f’),'lo) zu nehmen.



Die partielle Differentialgleichung (2.3.3) ist die bekannte Bipoteni:ialglei-
chung. Die Storfunktion Q('r, f) hi@ngt nur von dem vorzugebenden Zusatzverzer-
rungsfeld &5, Epp, €3z, Eop ab. Die Bedingungen (2.3.4) und (2.3.5) stellen
die zur Bipotentialgleichung gehorenden Randbedingungen dar.

Damit ist die Losung des Problems auf die Losung der Bipotentislgleichung
(2.3.3) mit den Randbedingungen (2.3.4) und (2.3.5) zurlickgefithrt. Hat man
eine solche Losung ¢ gefunden, so ergeben sich mit Hilfe der Definitionen
(2.3.2) sofort die Spannungsfelder d.rr; (5.,,;, 6,..,0.

Zur Bestimmung des Spannungsfeldes 522 steht die Beziehung (2.3.1) zur Ver-
fiilgung. Die in dieser Beziehung vorkommenden Konstanten Ko, K,, K;, K,z
lassen sich mit Hilfe der Bedingungen (2.1.5) bestimmen. Man erh#lt:
k-E = H-K*
0 E = F
/( E = (Mq-M:)‘IZ — (/;72'/‘7:2‘];3_
VN 2 g2 7 3
hf = MMl - (My=M;') T
2 I1 - Lz

km'E = 0
mit ‘ (2.3.6)

J[J/[ V{6, dﬁ"/} ~Ee;, _,7dX,'dX2

=
*
]

(F)
*
M1 = ;//[y'(drrf 6?\’)- E'é:z]'X.,'C[X,'dXz
(F)
* —
M2 - /[[V'(drr* 6??)-55:2]')(2'6{&.&/’\/2
(r)
F ist die Korperquerschnittsfliche F = f[dx,'dx,
' (F)
I,und I, sind die Flichentrigheitsmomente 1, = L fX,z'dA_;'dXz

(F)
J[ x2-dx,dx,
(F]

I.,,ist das Zentrifugalmoment .Z,z = ffX,’Xz'dX,'d}\’z
(F)

N
]




Die Verzerrungsfelder erhilt man mit Hilfe des Hookeschen Gesetzes (2.1.3)

unter Beachtung der zweiten Bedingung in (2.2.1).

&y = 7/5[(7')’:)'6,," V(”*V)'dn]*
"'érzr * V'éfz - y'{ko"' KXy "'kz'xz)

Eoe = JE[(1-v)8pp- v(14v) 6, ]*
+ €5+ VEL = Vi (kot Kixy* K3Xy)
(2.3.7)
€22 ° ko + k.,‘X‘, * kzxz

- v z
Epp~ E 6#"? M £r~P

Die Verschiebungsfelder schlieBlich erhdlt man durch Integration der Verzer-
rungs-Verschiebungs-Beziehungen (2.1.2). Hierbei ist zu beachten, daf die Ver-
schiebungen iberbestimmt sind. Da den vollstdndigen Kompatibilitdtsbedingungen
geniigt wurde, hat dies keine Mehrdeutigkeit bei den Verschiebungsfeldern zur
Folge.

Anmerkung: Stellt das Zusatzverzerrungsfeld allein die lineare Warmedehnung
dar (siehe Abschnitt 2.1, Stoffgesetz), so erhdlt die Storfunktion der Bipo-
tentialgleichung die bekannte Form [_23_7:

atrf) = - %AT

Bei konstanter Wirmeleitfdhigkeit 188t sich diese Beziehung mit Hilfe der

Fourierschen Wiarmeleitgleichung umformen:

aet) = 55 (%% %)

q ist die W'a'rmeerzeugung pro Volumen
%ft ist der zeitliche Temperatur-Gradient
A ist die Warmeleitfdhigkeit

§ 1ist die Dichte

Cp ist die spez. Wiarme



Ist das Temperaturfeld stationdr und wdrmequellenfrei, so verschwindet die
Storfunktion Q(r, f /‘ . Sind auBerdem keine Randspannungen 61- ' Tz s 64 ' T;
vorhanden und verschwinden die in den Beziehungen (2.3.4) angegebenen Inte-
grale iiber die Zusatzverzerrungen, so verschwinden auch die Airysche Spannungs-
funktion und die Spannungen (Wirmespannungen) 6,,, , 6.", 6,,,, . Die Integrale
iiber die Zﬁsatzverzerrungen in (2.3.4) hében dann den Wert Null, wenn die ge-
samte Wiarmemenge, die vom Inneren zum AuBeren der Kérperquerschnittsfliche
geleitet wird, verschwindet und das Problem entweder bezliglich der -f—Koordi-
nate (0 ¥ < 2Fr) mindestens 2-fach periodisch ist, oder aber ein gewisses

in /49 _/ definiertes Wirmequellenmoment verschwindet.

2.4 Losung der Bipotentialgleichung
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Homogene Losungen d
spielswelise angegeben von Timoshenko und Goodier L 30 / und Biezeno / Grammel
[ 32_/. Weitere Lisungen glaubte W. Z. Sadeh / 51_/ gefunden zu haben. C. W.
Bert [-31_7 machte jedoch darauf aufmerksam, daf8 auch diese Losungen bereits

in / 32_/ mitangegeben wurden.

Un die Menge der moglichen Losungen der Bipotentialgleichung einzuschranken,
so0ll hier zuerst gezeigt werden, daB ¢(i’,'? } nach Fourier entwickelt werden

kann.

Voraussetzung hierfiir ist, daB man den Definitionsbereich fiir alle vorkommen-
den Feldgrof8en durch Hinzunahme eines fiktiven Bereiches auf eine Kreisring-
fléche mit den Radien f; und ¥, (0 < r,<r,) erweitert (Abb. 5).

Der fiktive Definitionsbereich
(st schraffiert.

X4

Abb. §




Fir die Zusatzverzerrungsfelder im fiktiven Definitionsbereich sind beliebig -
auszuwidhlende Funktionen vorzugeben. Man hat bei der Auswahl dieser Funktio=-
nen nur sicherzustellen, daB den Bedingungen iiber die Differenzierbarkeit

(Abschnitt 1.1, Anmerkung) auf der gesamten Ringfliche geniigt wird.

Nach dieser Voraussetzung ist folgender Fourieransatz fiir das Spannungsfeld

df-f ohne Einschrinkung der Allgemeinheit zuldssig:

= = n .
Gop = 7/2’/4,”#} + ) Altrcosnp + 2 B.(r)-sinnf

n=1 n=1

Aulr), A lr), Aalr),... , Bylr), B,(r), ... sind geeignete Funktionen von I und
es moge bedeuten :

®
n

'Q%r ()/df’

Gem#B der zweiten Gleichung von (2.3.2) folgt nach zweimaliger Integration:
e €0
¢ = %5 Aln +nZ"/-in(r)'cos nf "’Z;B,,(ri'sm nf + r 4 + gl#)
= net

A(#) und g(‘f’) sind beliebige Funktionen.

Anhand der ersten und der dritten Gleichung von (2.3.2) erhdlt man dann

o9 [cd

6, = BL Adlr) + % 2 An(ricosnf + / )_Butr)sinnf + f"f(f) i

n=1 n=1

) Anrrniawsnf - J2) Bu)nisinnf + Jfin) + %agle)
n=1 n=1

1 (;‘3; ) PP ®ra1
Grp = '/rz,é;/in(r}n sinnf + /‘,{;Dn(’)” cosnf + ’,‘{(f’) +1/fz.?(ﬁ

L) Anlr)n-sinnp - r; By(r)n-cosnf - ”4'{.@’)

n=1



6", und 6" sind aber aufgrund ihrer physikalischen Bedeutung beziiglich ¥
periodisch. Daraus folgt bei Beachtung der letzten Gleichung, da8 é{?} peri-
odisch sein muB. Bericksichtigt man in der vorletzten Gleichung, daf mit 9«(7")
auch ?(f) periodisch ist, so ergibt sich fir f(‘f’) folgende Differentialgleichung

Le) + L) = s(f)
wobei S(f) eine vorgegebene periodische Funktion ist. Die Losung dieser Dif-
ferentialgleichung ist ebenfalls periodisch.

Damit ist gezeigt, daf der folgende Fourieransatz fiir die Airysche Spannungs-
funktion ® die Allgemeinheit der Losung nicht einschrinkt

@(rt) = "/Z-A,(r) + Z; Anlr)-cosnpf + Z; B,(r)-sinnpf (2.4.1)
n= fi=

P ist die Periodizitdt des zu behandelnden Problems {p=72,...)

Mit diesem Ansatz geht die Bipotentialgleichung (2.3.3) iiber in das folgende

System Eulerscher Differentialgleichungen:
ny j/ " 7
Ay 2% A - (2 1) Tea Ay + (20°941) Ja A, + (n'g*- 4 1°D) T4 A, =

r
=% f Q(r,P)cos npf-df
n=0712.3,..

Bn””"‘Z'}r'B,;” -[2n’p’+7)'7/,='15,:’+ (anpz.;.']).ks.B’: + (n4p¢.4-napz).7¢4-ﬁn =
"
= %of Qlr,?) sin npf-df
n=123,..

Bel der numerischen Durchfilhrung ist die Storfunktion Q(I’,f) ebenso wie der
Tensor des Zusatzverzerrungsfeldes, aus welchem sich Q(r,f) berechnet, nur in
diskreten Punkten des Feldes (Rasterpunkten) angegeben. Bei der exakten
(analytischen) Losung des Differentialgleichungssystems muB jedoch die Stor-
funktion als analytische Funktion gegeben sein. Qff)wird deswegen durch fol-
gende analytische Funktion ersetzt:




PR Y o A I i
Q) ~ %y 2 Rr'+ L[J Rir'Jeosmop + 2 [) PyrJisin npf
i=0 n=1 (= nst1 " (=

Die rechten Seiten der Bulerschen Differentialgleichungen sind dann gerade

mit den oben vorkommenden Polynomen vom Grade [ ( i,,,’ﬂ) identischs

2r : i '
%'fa(nf)-cosnpfdf o i):P,,,-r'

(2.4.2)
2 ) .
. . — ]
% f Qlr.#)-sin npf-df =~ Z_: P.r
o i=
Die Losungen der Eulerschen Differentialgleichungen lauten damit:
A = radnr+ aot arilny + A‘
o) = Qop* Qoplnr + Aoyt ™+ G r*Inr olt)
Bei p=1
A = + e I+ r-lnr + A
WAr) = Qut Qur Qg a,rinr 4(r)
-1 73 S ot F " »
64 ’t’}\ = b1q+ b12’r + b13.' 4 b‘ﬂf’ 11N B q\/'ll (2 8 3)

Bei p=1 fir n=23,...; bet p=23,.. fur n=1,23,...
Anlr) r™
Batr)

- 2 2- D
AT+ Qg Qg+ Ay PP+ Aplr)

- 2 2~ Pal
bn1.r"P+ e np ., bn3r np bnlr.r np . Bn(r)

Die Koeffizienten Cpg,Qp2, Qn3, Qny (n= 0,1,2, ) und b,,q, b,-,z y ba3 y Bng

(n: 4,2,,.,) sind Integrationskonstanten, und die Glieder der Losung, in denen
die Integrationskonstanten vorkommen, stellen die vollstidndige homogene Ldsung
dar. Da in den Arbeiten [ 30, 32, 51_7 die Periodizitdt der Airyschen Spannungs-

funktion nicht vorausgesetzt wurde, treten dort noch zusdtzliche homogene

Qu

Losungen auf. Sie sind hier ohne Bedeutung.



N A
Die Funktionen Apfr) (n=10,12.)uwd B, (n=12..) sind die
partikuldren Losungen der Bipotentialgleichung. Diese partikuldren Ldsungen,

sowle ihre ersten und zweiten Ableitungen nach F lauten:

i .
A i+4
Anlr) = Z‘L i{i+4) +(4-2n" ’){t*‘r)z-'- 4np*(i*3) +n*p* Pt
(t*np-z i*np-4)

P,, n-2 np +2 P np
’ 8np(np*1) (inr- Wr nr (2.4.4)
(= (*4

An(f') = gt(l*’f)s +([r__2npz) (l*4)2+4n3p2([+3)+ nlf 3 P r
(i+np-2; i+np-4)

an-z np+7 ) - i
* Bnp-(np*7) F*" [1+(np+2)-Inr] - W,, P enplnr]

A " (i+4)-(i*3)
Anlr) = i (i+%)3 + (4~ 2.,:2) [i+4)*+ 4n2p2(i»3)+ n*p? Pai

(z*np-z (#np-%)

+ s ™ [2np*3+(np#1)np+2)inr] -

_B%ﬁﬁ ’"”'ZL 2np-T1+(np-1)np- lnr_/

A

Die partikularen LOsungen B,,(r) stimmen mit den partikuldren Ldsungen
A -
A, (r) iberein, wenn in letzteren P,; durch P,; ersetzt wird.

Die Angabe [ * np-2 und ( # Np-4 unter dem Summationszeichen be-
deutet, daB8 bei der Summation die Glieder mit dem Index ( = np-2

und [ = np-4 auszulassen sind.
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Die mit (2 4.1), (2.4.2), (2.4 3) und'(2 k., 4) erzielte Losung 9P

...... o

"5

der. inhomo-

t. Von groflerem

Interesse sind dagegen die Spannungen 6,.,, 6.”, drp, die sich mittels der

Gleichungen (2.3.2) aus der LOsung ¢ ergeben. Sie werden deswegen explizit

angegeben:
2
Cpe = ?r'a%r* 0%02
= Z”[Qazr-z"'zaas * 094(7*2'1nr)]+

+[-2a,r+2a,,r + ay r']-cos P+

* [Z‘bezr-3+2b13r + b14.i'-1]’5l'n P+

=) [nplnp-1)anr™* nplnp*1)a,,r ™
,,,: *(n*p*-np-2) Clns r P+ (n%p*+np-2)ans r'"”]cos npP+
=) [p(np=1)ber™ % nplnp#1)by ™%

o

"2+ (n'p*np=2) bugt "+ (N np-2)byy ]‘5m npf*_

Bei p>1sollen
diese Glieder
verschwincen

Bei p=1 beginnt
die Summation
mit n=2

Bei p>7 beginnt
die Summation

mit n=1
+% % At *i["/,/ Ar) o~ n'p*A ()] cos npp+
&
+i[7/r B~ ~Lanp’ B nlr)]sin npf
" (2.4.5)
Gpe = az/(ﬂfz
= U [t * 2055+ Qp, (3+21n7)] +

- -17 .
+[ 20,0+ 6b gt *+ byt | sinp+

Z[np[np 1)0,,1/’ +np(”P+7)an2r

—

n=12
+{np3np*2)ansr " (n'p*3np*2 )a,,,,r "] cos npf +
[
n ~np-2
2 rolow )bt ™ ol 1)bar ™
w=1,
+(n%p*3np*2) bust ™ (00*-3np* 2) bt "™ | sin npf +
PAX = PAX
+% Ao+ ) Aty cos npfs
n=

*Z B o(r)Sin npP

n=1

Bei p>1 sollen
diese Glieder
verschwinden

Bei p=1 beginnt
die Summation
mit n=2

_Bei p>1beginnt

die Summation

_}mit n=1



6,,.= /2:/ ? | noch (2.4.5)
= [-Za,z r +Za,,r *+ Ayt sin P+ " Bei p>1 sollen
9 > diese Glieder
[-2beyt "+ 2bagt * by r ] ‘cosf - _| verschwinden
Z [rp(np=1)au ™= nplnp*anr ™+ 7] Bei p=1 beginnt

die Summation
+np(np*7)ansf P~np(np- 7)an4r "lsinnpP- | mit ne2

S oot o™
n=1, 5
+np(np+1)Bpst" np(np 7)b,,,,r ®l.cosnpf+ _| mit n=1
Z np[ % A,,(r) / 2’ ,,(r)] Sin npf -
A

3 np[%-B )= % B i cos npp

n=1

Bemerkenswert sind die folgenden Eigenschaften der Spannungsfelder Ci? und Q,p ¢
Das Spamnungsfeld <5;f besitzt keinen von ¥ unabhingigen Term.
Die Spannungsfelder 6,,. und O,p besitzen (bei P=7 ) dieselben
Terme mit dem Faktor ¢oSf und Sin?f.

Diese Eigenschaften folgen aus der Bedingung, daf die Randbelastungen an der

inneren und der &suBeren Randkurve jeweils fiir sich im Gleichgewicht sein miissen.

2.5 Bestimmung der Integrationskonstanten durch Erfiillung der Michell-Bedingungen

und der Randbedingungen

Substituiert man in den Michell-Bedingungen (2.3.4) die Airysche Spannungsfunktion
durch ihre Losung, d. h. setzt man die Beziehungen (2.4.1) und (2.4.3) ein, formt
man auBerdem in geeigneter Weilse um, so erh#lt man in den Gleichungen (2.3.4) fiir
das erste Integral bzw. Doppelintegral

in der Formel zur Berechnung von V

lf 2
“4‘7 aolf - WZO 1t2 01 r
t-‘?




in der Formel zur Berechnung von V4 bei p=7

1+3

1-y? 1
“4TE Du * T3

in der Formel zur Berechnung von V, bel p=7

]
2 2 f 9 1+3
4_’”'1EV aﬂ* — "EV 7r - i.,.3 P41r
L=

Daraus folgt eine bemerkenswerte Feststellung. Bei p=7 stellt jede der drei
Michell-Bedingungen (2.3.4) genau eine Bestimmungsgleichung fir Jjeweils eine
der drei Integrationskonstanten o4, Qy,, b,,,, dar. Bei P >7 stellt die erste
Michell-Bedingung aus (2.3.4) eine Bestimmungsgleichung fiir Q,, dar.

Diese Bestimmungsgleichungen lauten:

!‘ L A/ z (Y 3 \
1 .t+2 E 4 _Lﬂ?——i
Qo = '7/4'2? wzfur * BaoE /(5" s ) af

€20 /]

Bei p=7 kommt hinzu:

(2.5.1)
= 1. i €43
An = 7% 73 Pt t
1-‘.
+1

[{ [5# 4 ‘Szz cosf - [25” [(5” 5." —L“))df f)df

b14 = 7/4' z;’ 5‘1{”{'3.*
1 ﬁ/{[éff VazJSInf+[2£rf j(arr &N M))df 5f}df

Bei P>7wird der Bedingung V;=V;=0 von selbst geniigt. (Dies 1#Bt sich

auch leicht durch die Anschauung best#dtigen).

Es gelten dieselben Bemerkungen wie bei den Beziehungen (2.2.2), nimlich:
Der Integrationsweg ist ein Kreis mit dem Radius ;. Er ist so zu widhlen,
daB8 der Integrationsweg innerhalb oder auf dem Rand des Definitionsbereiches

des Integranden verliduft. ‘,P*ist eire Integrationsvariable in Umfangsrichtung.



Wird das Zusatzverzerrungsfeld allein von der Wiarmedehnung verursacht, ist

ferner AT =0 s S0 1ld4Bt sich die Formel zur Berechnung von CQy, stark ver-

einfachen. Man erhidlt:

- 1 .E__ o~
au = Sy 307 A9
& ist der lineare Wiarmedehnungskoeffizient

A ist die Wirmeleitfdhigkeit
g ist die gesamte auf die Prismalédnge bezogene Warmemenge, die

vom Inneren zum AuBeren der Korperquerschnittsfliche geleitet wird.

Aus den Formeln (2.4.5) geht hervor, daB bei 'p=7 die ‘Integrationskonstanten
Qoy1, Qe b.,., ; beip>7 die Integrationskonstante Qpy auf das Spannungsfeld und
damit auf die L8sung des Problems keinen Einflul haben. Diese Integrationskonstan-

ten werden deswegen bei allen zukiinftigen Uberlegungen auBer acht gelassen.

Es bleiben noch die folgenden Integrationskonstanten zu bestimmen:
Gopa Gos
) / \ 7/ \ 7 A
(a,) aa Qi3 (An/ (b6n)  Dn by (by)
(e?Y Qa Qa3 Ay b1 b b 24

...............................

(Die in Klammern gesetzten Integrationskonstanten sind nur bei p>7 zu

bestimmen).

Hierzu werden die Randbedingungen (2.3.5) herangezogen:

Setzt man in die Randbedingungen (2.3.5) die Beziehungen (2.4.5) ein und bringt
nach léngeren Umformungen die bekannten Glieder auf die rechte Seite und die
Glieder, in denen eine der noch unbekannten Integrationskonstanten vorkommt, auf

die linke Seite, so erhdlt man die folgenden vier Bedingungen:

Sl ilf) = S(Finle) f:(0)S:(P)
T{f, rl?) j(2)) T(#,relP), 42 (), To(7)
Se(f,ralf) galf) S(P,ral®), a(£),Sa(£)
INEARIRAL))) T(F,14(8), ga(£), Tul?))

(2.5.2)




Die rechten Seiten bedeuten:

S(ﬁr;(rld) = d—ao,"[(7+[nr)‘7/2'w52f]'

) a«,‘},,'(cas fesinfsin 2f ) B Diese bf:iden Glieder treten
- by %(sin f- cos f-.sz'n2/)— nur bei p=1 auf

- "/rz Af\ n'np'( “npas npf- co.sza' = stn npf-sin 2f):
*44 A (cos npf-cos 2y + np-sin npf- sin 2y)

cos npf- sin / +
}f E,l, np (-np-sin npf-cosy + cas npf~5in2\[)+
+% - B p'(sinnpf-as’y - np-cos npf-sin 2y )*

+ B, sin npf-sin’y

(2.5.3)

- 1
au 7fSint - cos T ] Diese beiden Glieder treten
+ by 4/,, cosf- cos 2&*"' _J nur bet p=1 auf

i’ L A np(-sin npp -cos 2y + "By cos npf sin 2y)*
" +}, /Z\\ ' ( np-sin npf - cos 2{ ~ %5-cos npy- .sm2/)+
Al ‘cos npf - sin 2y +

o 1p(cos npf-cos 2y + "B sin npf- sin 2+
( np-cos npr-cos 2y = ?2 sin npf-sin 2[)+
?2 sinnpf - sin 2y




Die linken Seiten bedeuten:

SX(,'E";X) =

Bei p=1beginnt
die Summation
mit n=2

Bei p>1beginnt
die Summation
mit n=1

\+>__T I')..4 r"pz hp- fnﬂ 7) <ln/n»n-P+?v) -
\n'1,2 b

T(frny) =

Bet p=1 beginnt
die Summation
mit n=2

Bei p>1 beginnt
die Summation

1 Toay 1

n=12

mit n=1

\*Z by ¥

Qg 705 25 +

*Qp3 T -

-y r72:w0s(f-2 ) - Diese becden Glieder treten
~Qqy t 2[cos(f’+2(y) 2cosf] + nur bei p=1 auf

“a,, r™? nphp-1) cos(npf+2y) - | '!

~0nz ¥ np:(np+1)-cos(npf-2 ) -

~Gp3 +™ [1p(np*1) cos(npf+2ﬂ - 2(np*1)cos npf.] - J

~ans ™ [np-(np-1)-cos(npf-2y) + 2(np-1)-cos npf]

Diese beiden Glieder treten
nur bei p=1 auf

-by, 1 325m(f—2 ) -
by 1 2[5m(f+2ﬂ 2-sin f]

F*2np( np+7) sm(npf 2;) -
|~ bns r"® [f?ﬁ (np+1)-sinlnpp+2y) - 2(np*7)-sin np*P}’-
|= bug r™™ [np:(np-1)-sin(npf- 2{) +2(np-1) .smnpf]

SRS (2.5.4)
~Clgy I Z55in 2y + .
q.aos 0’ -
~Qyy 3 2:5in(P-25) + _‘ Diese betden Gligder treten
*Ay F 25m(f’+26r)+ _| nur bet p=1 auf

2 np(np-1)sin(npf+Zy) |

~Qpa P2 np(np+1) 5m(npf—2/) +
*aps 1™ np(np+1)-sin(npf+2y) -
=0y ™™ np(np-1)sin(npf-2y) |+

+byg 1 -2c05(F-2y) -
~bas I -2:cos(Pr2y) *

Diese bewden Glieder treten
nur bei p=1 auf

np-(np-1)-cos(npf+2y)+
w2 I D (np*7): COS(”Pf'ZJ)

"bn3 7P np (i"]’}"’ ] Cuo(i‘“pf"zf)*

+bog ™" np-(np-1)cos(npf-2y) J
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Von den vier Bedingungen (2.5.2) verlangt

die erste, daB die Normalspannung am Innenrand 6,_- \/ f } ist,
die zweite, daB die Schubspannung am Innenrand TI( f ) ist,
die dritte, daB die Normalspannung am AuBenrand 6,. (¢) ist,
die vierte, daB die Schubspannung am AuBenrand L4 (f) ist.

Jede der vier Bedingungen soll fiir alle Werte von f im Intervall 03 f<2T
erfiillt sein, d. h. jede der vier Bedingungen (2.5.2) stellt unter Beachtung
von (2.5.4) ein System von unendlich vielen linearen Gleichungen fiir unendlich

viele Unbekannte, ndmlich die noch zu bestimmenden Integrationskonstanten, dar.

Da es im allgemeinen nicht moglich ist, lineare Gleichungssysteme mit unendlich
vielen Unbekannten zu ldsen, wird allen Integrationskonstanten, deren erster
Index N > Ny 271 ist, der Wert Null zugewiesen. Das hat zur Folge, daB in
allen Summen mit N als Summationsindex, die Summation nicht bis n-= oo

sondern bis N = N, durchzufihren ist, d. h.

e f
Z geht tber in 2

n=.. n=,..

Wie man leicht abzdhlen kann,bleiben

bei P57 noch Mgy 8‘1‘7,,,"2 unbekannte Integrationskonstanten,

bei P>7 noch My

8'Ny*2 unbekannte Integrationskonstanten

zu bestimmen.

Ist das Problem spiegelsymmetrisch, so verschwinden alle Integrationskonstanten

b und es bleiben

bei P*7 noch My, = 4'17,,. unbekannte Integrationskonstanten,
bei P>7 noch My = 4Ny*2 unbekannte Integrationskonstanten

zu bestimmen.

Es ist selbstverstdndlich, daB den Randbedingungen (2.5.2) jetzt nicht mehr fiir
alle Werte von £ (0 7 =< 2T) exakt geniigt werden kann. Die Aufgabe besteht
Jetzt vielmehr darin, die noch verbleibenden Integrationskonstanten so zu be-

stimmen, da8 die Randbedingungen mdglichst gut erfiillt werden.

Hierzu lassen sich verschiedene Verfahren benutzen.



Um diese Verfahren moglichst kurz und lbersichtlich beschreiben zu konnen,

werden die folgenden Umbenennungen durchgefiihrt:

~ Die noch zu bestimmenden Integrationskonstanten (vergl. Seite 58)
Tz, Qg3 (Ga), Qpp , Gy ,(a,,,), Q21 Ua2 4 Up3, Gy, g,y ... » Anpé s

(bﬂ)u b121b13 .(bﬁ):bn ’ b22 tb23 1b24 1b31: serrey bn,,,4-
werden der Relhe nach durchnummeriert und mogen heifen
X" ] X2 ’ X3 y e

(Die in Klammer gesetzten Integrationskonstanten treten nur bei p>1auf).

- Die in der ersten Formel von (2.5.4) auftretenden Koeffizienten der
Integrationskonstanten werden ebenfalls der Reihe nach durchnummeriert

und mdgen heiBen:
SFry), Sbrg), e, Sulfitif), ooy S (Piry)

Entsprechendes moge mit den in der zweiten Formel von (2.5.4) auftreten-

den Integrationskonstanten geschehen. Diese mbdgen heiBen:

T(fry), Tlery), ... ltry), oo, Ta, (Pry)
Damit ist beispielsweise:
Se = Fhasly T, = -r*J%-sin 2y
52 =1 T2 = [
bei p=1 S5 = -r2cos(f-2y) T; = -r'32-2-.sm(7°-23r)
bei p>1 Sy = ~r"plp-Yas(of2y) T, = 1 plp-1)-sinfof+ly)
us w.

Mit den neuen Bezeichnungen schreiben sich die Formeln (2.5.4) wie folgt:

Sulfry) =2 XuSultiry)
L(fry) = :Z—:Xm'Tm(ﬁr,y)

(2.5.5)

Nun sollen die Verfahren zur Bestimmung der Integrationskonstanten )ﬂﬁ.kurz

erlidutert werden:




A) Gewohnliche Kollokationsmethode

Dieses Verfahren ist das weitaus bekannteste. Die Randbedingungen (2.5.2) werden

in insgesamt (mqe Punkten am Innenrand
mit den Winkeln fy, 2, ....., fri, oo s Primey s
in insgesamt Qe Punkten am AuBenrand

mit den Winkeln i, fa,..... S 7V , Taape,

exakt erfiillt, d. h. aus den ersten beiden Bedingungen von (2.5.2) folgen 2-2',,,“
Gleichungen und aus den letzten beiden Bedingungen von (2.5.2) folgen 2'Gmax

6,1 (ﬂa)

a-ter Punkt auf cler
duBeren Randkurve

Gleichungen. X

('FAa)

Mit (2.5.5) lauten diese Gleichungen:

fxm ) ‘Sm(fﬁ:rz(ﬁi): Xl(ﬁi)) = \S(ﬁ«',fz(fu),xz(ﬁ’;), 61-('&‘))

gxm. Tm(ﬂil rz(ﬂi), b’I(fu))
D X Sulfu il i) = SCPuilf B S8

8 s N
2 X Tolbia altia), faltaa) = T(fae, talfac), falfaa) Taltas)

m=29

]

T(Be, 1) gulfc) T )

(2.5.6)

i= 1,2,.--,im¢x_; a-= 7}2} "'laMGX
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(2.5.6) stellt ein lineares Gleichungssystem mit 2 -(i,..a,,v*a,,,,,,,) Gleichungen
fir m,, unbekannte Integrationskonstanten X, dar. Diese Unbekannten Xp

lassen sich dann eindeutig bestimmen, wenn
2 ('imax * amcx) = Mgy

ist und wenn alle Gleichungen in (2.5.6) voneinander linear unabhéngig sind.
Letzteres ist im allgemeinen dann der Fall, wenn alle Randpunkte, in denen die
Randbedingungen exakt erfiillt werden sollen, voneinander verschieden sind und

wenn

fri 2T
bei nicht spiegelsymmetr. Problem 0= ( ‘) < <L

Ao p
"y
bei spiegelsymmetr. Problem 0= (i:) < %

ist.

Beil der Behandlung dhnlicher Probleme wurde die (gewahnliche) Kollokations=-
methode unter anderem bereits 1937 von Barta / 37_/, spiter von Conway / 38_/
und Takeuti ZTB}, 34, 35;7 beschrieben und angewendet. Vergleichende Studien
bei etwas vonelnander abweichenden Verfahren stellt Shuleshko ZT39_7 anhand
des Torsionsproblems an. Allen Arbeiten ist Jeddch gemeinsam, daB die Korper-
querschnittsflidche relativ einfache Randkonturen besitzt.

L
e

Wie im Zusammenhang mit dieser Arbeit beil durchgefiihrten Rechenbeispielen fest-
gestellt wurde, liefert diese Methode nur sehr ungenaue Ergebnisse, wenn die
Konturen der Korperquerschnittsflidche etwas komplizierter sind, wie:das bei-
spielsweise beim langsberippten Brennstabhiillrohr der Fall ist. Aus diesem .~
Grunde benutzen Takeuti und Noda, deren Probleme dem hier zu behandelnden Pro-
blem am nichsten kommt, in neueren Verdffentlichungen / 43, 44 / ein vollkommen

anderes Losungsverfahren.

Die Ursache fiir die grofen Ungenauigkeiten, d. h. die Ursache flir die erhebliche
Verletzung der Randbedingungen (2.52) bei Jjenen Winkeln 1? s die nicht mit 1%¢

bzw. f}; ibereinstimmen, 188t sich wie folgt plausibel machen:




Gegeben seien 2'n,*f Punkte auf der x—Achse im Intervall 0 x £ 2.
Gegeben sei ferner eine nach Fourier entwickelte Funktion

of(X) = Aoy * 2__@(/4 "c0s nX * B,sin nx) die in den 2:Ny,* 7
Punkten verschw1nden moge . Am Beispiel n,,,-2 (Abb. 7) bestdtigt man

leicht, daB bei gleichem Abstand der Punkte untereinander alle Fourier-
koeffizienten A,.,B,, verschwinden mit Ausnahme des Koeffizienten B,,,,.,m
der unbestimmt ist, d. h. beliebig hohe Werte annehmen kann.

Auch wenn die Funktion j;.\') I% + (A.. cos nX"'B ;Sin nx) in den 2'nNy,*7
Punkten voneinander verschiedene We::;;e y(x) annehmen soll, tritt diese Un-
bestimmtheit auf, denn mit ) nimmt auch Jex)+ fix) die verlangten
Werte y(x) an. Erst wenn die 2‘!1,,,*1 Punkte vonei@der verschiedenen
Abstand haben, 1#8t sich auch B,., eindeutig bestimmen. Wie aus Abb.
hervorgeht (Verschiebung des mittleren Punktes um 4 ) kxarn aber auch in
diesem Fall B,., vrelativ hohe Werte, verglichen mit 4 und y('IT-A)

annehmen.

Ehnliche Verh#ltnisse liegen - wie man leicht bestdtigt - auch bel der Erfiillung
der Randbedingungen mit Hilfe der gewthnlichen Kollokationsmethode vor. Insbe-~
sondere aber zelgt sich, daB die Wahl der Lage der Punkte, in denen die Randbe=~
dingungen (2.5.2) exakt erfiillt werden, von erheblichem EinfluB sein kann.

B) Verbesserte Kollokationsmethode

Es liegt nahe, die Kollokationsmethode dadurch verbessern zu wollen, daf man
eine gridfere Anzahl von Randpunkten zur Bestimmung der gesuchten Integrations-
konstanten heranzieht. Eine solche Methode, in der sogar alle Randpunkte gleich-
m#Big beriicksichtigt werden, gewinnt man, wenn rechts und links von (2.5.2)
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nach Fourier entwickelt wird. 1)

Unter Beachtung von (2.5.5) lauten damit die Randbedingungen (2.5.2):

(2.5.7)

cos(tpf) fe cos(tpf) (=0,1,2,..,n
; X ]5,,,(1"&(1’) 5:(7) sinllo® = l S(8.1(6) 32(7)S:()) sinipf) 4T 1« 12 nl:,
m pf) e (Pf) l= (1)12r"1nl.2
MZ: X, j Tmlf1:l#) Xz(f’)) sm(lpf’)df {T(ﬁr;(f},ﬁ(?),'[z(f’))sm(lpf)df’ = (1)2,..,n,
m . P COS(Ipf) 13 Cos([pf) [= 01,2,..,n;
gx,,;[ém(ﬁ ralf) jalf)) s,-n(l.p,f)df’ = !J(ﬁa(?).%(ﬁ,éa(f’)) sintof)® 1= 12..n,
[ cosflpf) cos(l-pf) l= (1)2,..,0ny

] :
; Xef Tl P iyt = TR AT QT

Der in Klammern gesetzte Index 7[‘(‘7) tritt nur auf, wenn P>7 ist. Dies
folgt aus dem Umstand, daB die Randlasten bereits aufgrund des Ansatzes

(2.3.2) an Jjeder geschlossenen Randkurve im Gleichgewicht sein miissen,

JS(fr,m B840 o f,df und i S(R ralel g0, 6(9) o f,

willkiirlich vorgegeben, so darf iber

o P
J (Teowt) ov,mt(f)) ,,af wa [T ral8) l®). Tat) Z:,.p df

sin

nicht mehr frei verfligt werden. Aus dem gleichen Grund diirfen auch fiir die

Randintegrale

fo fo
T80} yu0),Tt0)) df wa TR ralf), gate), Tul#)) af
0 0

keine Bedingungen eingefithrt werden.

1) Streng wiirde diese Behauptung nur dann gelten, wenn es moglich widre, gewisse
Integrationen léngs der Randkurve exakt durchzufiihren. Tatsdchlich wird man
sich mit N#gherungsverfahren begniigen miissen.




Bel nicht spiegelsymmetr. Problem

ist = ‘% .
(2.5.7) stellt bei P=1  Im=2{Ny*Ny*Ny*Ny)-2 1in. Gleichungen,
bei P>T1  In=2{my*ny* Nyy* Ny )*2 1in. Gleichungen

zur Bestimmung der /M, Integrationskonstanten Xm dar.

Bei spiegelsymrhetr. Problem

ist o= %
Es wird in der ersten Beziehung nur mit COS(l‘ﬂ‘f’)
in de; zweiten Beziehung nur mit sin(l-p'f’)
in der dritten Beziehung nur mit cos(l'p'F)
in der vierten Beziehung nur mit Sin (l"p'f) multipliziert.
(2.5.7) stellt bei p=1 [m= Myg* Nip* Ny * Ny lin. Gleichungen,
bei P>1 [m=(n,,+n,z+n13+nu,)+2 lin. Gleichungen

zur Bestimmung der m,, Integrationskonstanten Xm dar.

Stimmt die Anzahl der linearen Gleichungen mit der Anzahl der zu bestimmenden
Integrationskonstanten Xm iberein, so lassen sich die Integrationskonstanten

Xm im allgemeinen eindeutig bestimmen.

Zwar werden bei dieser verbesserten Kollokationsmethode die Randbedingungen
(2.5.2), gemittelt in gewissen - Jje nach Wahl von My, My, ee..- recht kleinen -
Intervallen von 'f , exakt erflillt. Anhand von durchgefilhrten Rechenbeispielen
wurde Jjedoch festgestellt, daB der Fehler beli der Erfillung der Randbedingungen,
aufgetragen iliber der Winkelkoordinate 'f’ » Sehr starke, periodische Schwankungen
aufweist. Diese Methode konnte deshalb bei der Losung des vorgegebenen Problems

nicht eingesetzt werden.
Die Ursache fiir diese stark schwankenden Fehler 1a8t sich leicht angeben:

In den Integranden Sm und Tm , welche in den Beziehungen (2.5.7) vor-
kommen, treten als Faktoren

teilweise hohe Potenzen von [I¢(f) und Iq(f) 1)

und Winkelfunktionen cos(n-pf) wnd sin{npf)

auf (vergl. (2.5.4)). Da die groBten Ordnungen I in etwa mit den groSten

68

In Rechenbeispielen kamen Potenzen [ ? w0

und f'-1 vor.

1)



Ordnungen [ (vergl. (2.5.7)) tibereinstimmen und nicht beide Funktionen
fz ('F) und 14 (191‘ konstant, oder fast konstant sind, lassen sich die
Funktionen  Sp (7, re(®), ye (), T (P, re(£),02()), Sm(P,1alP), ya(?))
und T (P, 7a(f), fa(f))  mit Hilfe der Fourierentwicklung in (2.5.7)
in einigen Fidllen nur sehr ungenau darstellen. Tatsidchlich miiten die
maximalen Fourierordnungen l=l‘)" bzw. Iy usw. ein Mehrfaches der maxi-
malen Fourierordnung nN=I, betragen, wenn die N&herung geniigend genau
sein soll. Das ist aber nicht mdglich, da andernfalls das System

(2.5.7) mehr lineare Gleichungen als Unbekannte Xpenthalten wiirde.

C) Methode des kleinsten Fehlerquadrates

Auch bei diesem Verfahren finden alle Randpunkte Berﬁcksichtigung. 1)

Die
Integrationskonstanten X,,, werden so bestimmt, daB das Integral 1}{ erstreckt
{iber die Quadrate aller vier Fehler, welche bei der Erfiillung von (2.5.2)

entstehen, ein Minimum wird. Mit (2.5.5) lautet dieses Integral:

a
¥ o= /{[\S(ﬂfz(ﬁ,ﬁ{ﬁ,dz(ﬁ) -g XS 500),18)] Gil)+
0 +[T(t.p), R0 TP) - ﬁ X T (P, I’I(P),ﬁ(f))]z-GI(f) .
“[S(E 100 - 5 oSttt ] Gt
7060, GO, T0) = 5 X Tul Bt )] Gul#)

Die Funktionen G(f)und Gu(f) sind Gewichte. An den Stellen, an denen (y(P)
oder G.q(‘P)relativ hohe Werte annimmt, wird der Randbedingung am Innen- bzw.
AuBenrand (auf Kosten der Genauigkeit an anderen Stellen) besonders gut ge-
niigt.

Fiir fo gilt wieder

; ~ 249
beil nicht spiegelsymmetr. Problem Yo =9
bei spiegelsymmetr. Problem ﬂ = %

1) vergl. FuBnote Seite 49



Notwendig dafiir, daB ¥ bei variablen Xpm ein Minimum wird, ist:
v = _
4 =0 l=1,2,...., My
{

Nach Ausfihrung der Differentiation und geeigneter Umstellung erhilt man:
m’"r o
D Xon [{[Smlf1ele) 10 S, (P10 s (0) +
m=1 0
+ Tl #,12(0), 3 0 - To(£,r209), 4o (£))]- G () +
+[Sm (P, rale), galt)) - Su(P,rale) galf)) +

* Tl fyralf), at®): TulForatt) a9 ] Galt) ftf = |
(2.5.8)

= f{[ S(,18), g2 e), Se(P)) - S, (£, 1:10), g (P)) +
A Tlrate), g, T0) TPl )] Gel)
* [ SRR, falP),Gale)) * Sy, ralf), yalP)
+ TR ral), a2, Talh) - ToE, ral0), galP))]-Galf) fif

l=1,2,..., m,

(2.5.8) stellt ein lineares Gleichungssystem dar, bestehend aus m,, Gleichungen
fir m,; unbekannte Integrationskonstanten Xm. Da im allgemeinen die Gleichungen
voneinander linear unabhingig sind, darf davon ausgegangen werden, dafl eine
eindeutige LOsung fiir die Unbekannten )Qnexistiert. Am Computer durchgefiihrte
Rechnungen fiir spiegelsymmetrische Probleme zeigten Jjedoch, dafB die Koeffizi-
entendeterminante des linearen Gleichungssystems (2.5.8) bereits fiir Ny, > 9
quasi-singulir wird, obwohl doppeltgenaue Zahlendarstellung (16 < 17 signifi-
kante Dezimalstellen) benutzt wurde. Da die Spannungsfelder, welche bei n.,,§ K]
filr auBenberippte Brennstabhiillrohre erzielt wurden, die Randbedingungen (2.5.2)
nicht mit der verlangten Genauigkeit erfiillten, konnte auch dieses Verfahren

zur Behandlung des vorliegenden P

In einer ausfihrlichen Arbeit zur Kollokationsmethode bei Randwertproblemen -

éfho;7 fihren Niedenfuhr und Leissa ebenfalls die Methode des kleinsten Fehler-



quadrates an. Die von ihnen benutzte Formulierung weicht allerdings von der
hier gegebenen Formulierung erheblich ab. Insbesondere machen sie nicht das.
Integral iber die Fehlerquadrate, sondern eine Summe liber die Fehlerquadrate
zum Minimum, wobei die PFehlerquadrate an vorzugebenden Randpunkten zu bilden
sind. Dadurch hingt das Verfahren, 8hnlich wie bel der gewthnlichen Kclloka-
tionsmethode, von den Zufdlligkeiten bei der Auswahl dieser Randpunkte ab.
Hoffman und Ariman / 41_/, sowie K. S. Rao, M. N. Bapu Rao und Ariman / 42_/
wenden diese Methode mif Erfolg auf ebene Probleme mit zweifach zusammen-
hiangender Korperquerschnittsflidche an. Allerdings begnligen sich diese Autoren
mit Nm <9 , so daB die oben erwdhnte Quasi-Singularitdt der Determinante

des linearen Gleichungssystems nicht auftritt.

D) Kombinierte Methode

Nach zahlreichen Testrechnungen stellte sich heraus, daB die gleichzeitige
Anwendung der Methoden B und C zur Bestimmung der Integrationskonstanten den
gestellten Genauigkeitsforderungen am besten geniigt. Die Testrechnungen wurden
durchgefiihrt sowohl fiir Korperquerschnittsflédchen, wie sie beim langsberippten
Brennstabhiillrohr vorkommen, als auch fir Querschnitisflédchen wie sie von

Takeuti und Noda Zfﬁ};7 in ihren Untersuchungen zugrunde gelegt wurden,

Die Kombination der Methoden B und C erreicht man wie folgt:

- Es werden zunichst lineare Gleichungen des Typs (2.5.7) zur Bestimmung
der Integrationskonstanten Xm, angegeben. Dabei werden aber rn,,ryz,rus
und 1My, so gewdhlt, daB die Anzahl bn der linearen Gleichungen zur Be-
stimmung der m,, Integrationskonstanten )G“ nicht ausreicht, d. h.

lm < mp

- Die restlichen Gleichungen, welche zur eindeutigen Bestimmung der Inte-
grationskonstanten Xp benstigt werden, sind vom Typ (2.5.8). Man erhdlt

sie, wenn man setzt:




Die kombinierte Methode vereint in sich die Vorteile der Methode B, namlich

- die exakte Erfilllung der Randbedingungen (2.5.2), gemittelt in gewissen -
Jje nach Wahl von Ny, M, ..... recht kleinen - Intervallen von f

und die Vorteile der Methode C, namlich

- moglichst kleine Abweichungen zwischen den vorgegebenen und den sich
bei der Rechnung einstellenden Randspannungen, wobel hohe Fehler {iber=-
proportional gewichtet werden.

Die Nachteile der Methoden B und C werden vermieden. Insbesondere darf
Nm > 9
sein, was beli komplizierteren Randkonturen und iiblichen Genauigkeitsanforde-

rungen unumgidnglich ist.

Es hat sich herausgestellt, daB den Randbedingungen (2.5.2) dann am besten ge-
nligt wird, wenn man iﬁ; gerade so klein vorgibt, d. h. gerade soviele lineare
Gleichungen des Typs (2.5.8) einfilrt, daB sich das lineare Gleichungssystem
an der Grenze der Quasi-Singularitat befindet. Bei spiegelsymmetrischer
Korperquerschnittsfliche und doppeltgenauer Computerrechnung (16 < 17 signi-

fikante Dezimalstellen) ist das der Fall, wenn

My = Ny = M= Ny =0 = ny=3

ist.



2.6 Numerische Durchfilhrung der elastischen Rechnung bei spiegelsymmetrischer

und mindestens zweifach periodischer KSrpergquerschnitisfldche

Wie aus den theoretischen Untersuchungen hervorgeht, unterscheiden sich die
mathematischen Formulierungen erheblich, Jje nachdem, ob die Probleme spiegel-
symmetrisch oder nicht spiegelsymmetrisch sind und je nachdem, ob sie im Inter-
vall 03 f <2 einfach oder mehrfach periodisch sind (p=7 oder 2, 3, ....).
Es ist deshalb angebracht, die numerische Behandlung fiir die einzelnen Fdlle

getrennt durchzufihren.

Im Zusammenhang mit dieser Arbeit wurde der Computercode EVAl entwickelt. Er
ist einsetzbar fiir die Behandlung spiegelsymmetrischer, mindestens zweifach
periodischer,linear-elastischer Probleme und wurde sc konzipiert, daB er vor
allem zur Spannungsanalyse langsberippter Brennstabhiillrohre ZTB, 4, 5;7 be-

nutzt werden kann.
Die wichtigsten Merkmale des Codes EVAl sollen kurz erldutert werden:

Der Korperquerschnittsfliche wird ein Polarkoordinatennetz zugeordnet mit maxi-
mal 60-2'p squidistanten radialen und meximel 35 dquidistanten azimutalen Netz-

linien. In radialer Richtung werden

Dargestellt ist %, der Korperquerschnittsfléiche M
eines Brennstabhdillrohras mit
6 integralen AuBenrippen

(037<%; p=6)

=1
N \\\ Netzlinian<Nimmeorn

TR E NI INPIT IVRIINIIIAI I

des Polarkoordinaten-
netzes

DR

Qkk« ~, /———-"

\ Y
Rf\\/ Abb. 8



die Netzlinien nummeriert mit 3=7,2,..,6 M (jM£35) in Unfangsrichtung
werden die Netzlinien nummeriert mit K=7,2,..., KM+1 (KM26D).  Soweit
Funktionen (Felder) nicht in analytischer Form angegeben sind, werden sie
durch die Funktionswerte in den Schnittpunkten des Polarkoordinatennetzes dar-
gestellt, d. h. fiir die Argumente der Felder gilt:

r— f f— K

Auch die Randbedingungen lassen sich im allgemeinen nur in endlich vielen
Randpunkten vorgeben. Es wurde festgelegt, daf diese Randpunkte identisch sein
sollen mit den Schnittpunkten zwischen der inneren bzw. duBeren Randkurve und
den radialen Netzlinien, sowie den radialen halbierenden Netzlinien (siehe
Abb. 8). Dies bedeutet, daB

an der inneren Randkurve der Radius RI(K)
der Randneigungswinkel GAMMAI(K)

die Normalspannung SIGMAL(K)
die Schubspannung TAUI{K)

an der ZuBeren Randkurve der Radius RA(K]
der Randneigungswinkel GAMMAA(K)
die Normalspannung SIGMAA(K)
die Schubspannung TAUA(K)

an je 2'KM+71 Punkten anzugeben ist. Diese relativ hohe Punktezahl wurde ge-
wahlt, um nicht bereits bel der Vorgabe der Randbedingungen merkliche Fehler
in die Rechnung einzuschleppen. Gleichzeitig mit den Randbedingungen werden
auch die Gewichte GEWI(K)und GEWA(K) angegeben, welche bei der Auswertung der
Beziehung (2.5.8) erforderlich sind.

Die Temperaturverteilung T( K -f ) s> gegebenenfalls auch Q( l’,*!’ ) s werden als
diskrete Felder TEMP(],K) und Q(},K) zur Verfiigung gestellt.

Eine Vorstellung iiber den Rechnungsgang vermittelt das auf Seite 135 dargestellte
FluBdiagramm. SUBOl, SUB02, ....... SUB12, ferner SUB21, SUB22, DGAUSA und HUELI
sind die Namen der vorkommenden Subroutinen. SUB21, SUB22 und HZELI dienen der

Datenausgabe (Ausdrucken und Plotten).



Als Zusatzverzerrungsfeld wurde nur die Volumendilatation J'JCHV/],K) zuge-
lassen. SCHW(],K) berechnet sich wie folgt aus dem Temperaturfeld:

SCHW(J#1,K) = ALPHAD + ALPHA1-(TEMP(},K)-TEMO) +
+ ALPHA2 - (TEMP(3.K)-TEMO)%  (2.6.1)
+ ALPHA3 - (TEMP(3,K) - TEMO)’

ALPHAD, ALPHAT, ALPHA2 , ALPHA3 sowie TEMO sind vorzugebende Konstanten.

Die Subroutinen, insbesondere die Routinen SUB09 und SUBLO sind so konzipiert,
daB sie auch bel beliebigen Zusatzverzerrungsfeldern C:, ' 6:,, €z, 6:,

eingesetzt werden konnen. (Dies ist deswegen erforderlich, weil bei den spater
folgenden plastischen Rechnungen, bei denen allgemeine Zusatzverzerrungsfelder

auftreten, weitgehend dieselben Subroutinen verwendet werden sollen).

Die Storfunktion Q(],K) der Bipotentialgleichung wird, wenn sie nicht vorge-
geben ist, gemd8 Gleichung (2.3.3) aus den Zusatzverzerrungsfeldern bzw. dem
Feld der Volumendilatation gewonnen (SUB0O9). Die hierbei auftretenden Differen-
tialquotienten werden durch entsprechende Differenzenquotienten ersetzt. Um
diese Differenzenquotienten auch am Rand der Korperquerschnittsflidche bilden
zu kdnnen, miissen die Zusatzverzerrungsfelder bzw. das Feld der Volumendilata-
tion am Innen- und AuBenrand um ca. eine radiale Maschenbreite extrapoliert
werden (kubische Extrapolation). Das wiirde bedeuten, daB z. B. bei SCHW(FK)
der erste Index die Nummern J=0,7,2,...,JM*7 annehmen kann. Da jedoch die
kleinste zuldssige Nummer, die ein Index annehmen darf, jé"l ist, wird wie

folgt umbenannt:

SCHW(7,K) F=012,..,6 M1

SCHW(}1K)  F= 123, ..., M2

Entsprechendes geschieht mit den Verzerrungsfeldern. (EVA2)

Eine weitere Folge der zweimaligen Differentiation 1s‘c, dafB3 kleine Fehler bei
der Vorgabe des Temperaturfeldes, groBe Fehler beim Feld a(] K) verursachen
konnen. Um solche Fehler sowelt es geht auszuschalten, werden je nachdem, ob

a3 J,.., bekannt bzw. nicht bekannt ist, ob 41/7') verschwindet bzw. nicht




verschwindet, oder ob zwischen TEMP(}K) und JCHV(].K) ein linearer oder
nicht linearer Zusammenhang besteht, insgesamt 6 FHlle unterschieden
(VEING2 = 0,1,2,3,4,5). Je nach dem vorliegenden Fall, mu8 Q(}K) vorge-
geben oder nicht vorgegeben werden. Bei NEING2 =0  (kein Wirmespannungs-
problem) wird sogar auf die Vorgabe von TEMP(}K) verzichtet.

Um a(],K) durch die in Abschnitt 2.4 angegebene analytische Funktion darstel-
len zu kdnnen, muB der Definitionsbereich von Q(7K) auf die in Abb. 5 ange-
gebene Ringfldche (Radien r,, F, ) erweitert werden (SUBLO). Theoretisch ist
der Verlauf von Q@(}K) im fiktiven Teil des Definitionsbereiches ohne Ein-
flu auf das Ergebnis. Bei der nummerischen Rechnung dagegen ist sehr wohl

ein EinfluB vorhanden. 1)

Im Bereich X\ mit der
Breite QERW wird Q(}4)
linear extrapoliert

Abb. 39

1) Der Einflu8 rilhrt daher, da8 Q(FK) - wie in Abschnitt 2.4 dargelegt - in
eine analytische Form gebracht werden muBi. Der hierbei an irgendeinem Punkt
( },K) entstehende Fehler hingt aber ab von dem Verlauf von Q(],K) auf der
gesamten Ringfldche. Vergl. hierzu auch die folgenden Ausfifhrungen.



Anhand zahlreicher Testrechnungen ergab sich, daB es zweckmidBig ist, die Er-
weiterung des Definitionsbereiches von Q(3K), wie in Abb. 9 dargestellt,
vorzunehmen. @ERW soll die GrdSenordnung von JR haben.

Die Koeffizienten P,; 1in der analytischen Ersatzfunktion fiir Q(],K)
-~ siehe Abschnitt 2.4 - werden im Code EVAl wie folgt benannt:

P,; —® P(i+1,n+1) —> P(I+1,N+1)

Dadurch ist gewdhrleistet, daB alle Indizes stets grtfer Null sind. Es ist
hdufig zweckmiBig, zu verlangen

P(I+1,N+1) = 0  Ffir N>n,

Die Koeffizienten 2{I+1,N+1) werden so bestimmt (SUBL1), daB
‘ (2.6.2)
(&r i s I-1 f"r 1 ﬁz ¢
]4 A P(I1,81) R =% JQ(R ) cos(Vpf) df | - GEWP(}) Nz01,...,Nm
= E-3 0 :
zum Minimum wird.
R ist der Radius der J—ten azimutalen Netzlinie, R = R}+DR-(7-7) . Die

Erfilllung der Bedingung (2.6.2) gewdhrleistet, daB8 die Ndherung (2.4.2) rela-
tiv gut ist. Durch Vorgabe verschiedener Gewichte GEWP(7) kann man erreichen,
daB die Nizherung in gewissen Bereichen fiir R besonders gut wird auf Kosten
der Genauigkeit in anderen Bereichen. Das Feld der Fehler, welches bei der Ein-
fihrung der analytischen Ersatzfunktion fiir Q(jK) entsteht, wird zur Kontrolle
ausgedruckt.

Testrechnungen bestdtigen die bekannte Tatsache, daf
© <
Im = 8

sein muB. Andernfalls wird das aufzuldsende lineare Gleichungssystem, selbst
bei doppeltgenauer Computerrechnung, quasi-singulir.



Zur Bestimmung der Integrationskonstanten (p; - im Code wird sie AD%  ge-
nannt - ist nach Formel (2.5.1) eine Integration l#ngs eines Kreises erforder-
lich. Der Radius R dieses Kreises ist beliebig, d. h. A0% darf von R nicht
abhingen. Der Kreis muB8 jedoch innerhalb der Kbrperquerschnittsfliéche verlau-
fen. Bei der nummerischen Bestimmung von A04 (SUB1O) ergibt sich dagegen, im
Gegensatz zur Theorie, eine gewisse Abhidngigkeit von R . Dieser Fehler ist
auf den Umstand zuriickzufiihren, daB die Koeffizienten P(I+1,7) , welche
ebenfalls in die Formel zur Bestimmung von A0% eingehen, das Feld Q((}K) nur
ngherungsweise beschreiben. Um diesen Fehler weitgehend zu eliminieren, wird
A0% bei mehreren Radien R bestimmt (alle azimutalen Netzlinien, die inner-
halb der Kérperquerschnittsfliche verlaufen und den Randkurven nicht zu nahe
kommen, sind Integrationskurven). Aus all diesen Werten fiir AD4 wird der Mit-

telwert genommen.

Zur Erzielung der partikuldren LOsungen werden in SUB1O die Koeffizienten
vidiert.,  MEDP(I+1, M+1) 1ist

DIr.a als4a) 1
I & VA

P{I+1, N+ Mgpp(I+1,N+1) 4

/ durch Tigyr (4°
identisch mit den Divisoren von P,y 1in der ersten Formel von (2.4.4).

A
Die partikuldre Ldsung A,,(r) und ihre erste und zweite Ableitung nach dem

Polarradius heifBlen im Code EVAl:

A —st)  Al—ant  Altn—e a2

Sie werden mit Hilfe der Subroutine SUBO3 als Funktion des Polarradius R und
der Fourierordnung N berechnet.

Die maximale Fourierordnung M, der Airyschen Spannungsfunktion ist:

Nm £ 28

Nach Abschnitt 2.5 ist demnach die Zahl My, der zu bestimmenden Integrations-

konstanten Xpy ©



Die errechneten Spannungsverteilungen 6,,.( r, ¥ ) P d."( g ‘f) ' 6;: ( h ‘f), G,p ( K ? )

und 6‘, (r,f) werden in den Schnittpunkten des Polarkoordinatennetzes ausge-

Fv g

druckt. G,(r,f) 1ist die Vergleichsspannung, berechnet nach v. Mises. Im
Code EVAl werden bezelchnet:

. —= SRR(}.K)
Cpp — SFF(F.K)
= SZZ(}.K)
Sre —> SRF(}K)
S, —= SVE(}K)

Das Vergleichsspannungsfeld kann mit Hilfe einer Plotausgabe (HPELI) als
Hohenlinienfeld dargestellt werden.

A TAU Die Subroutine SUBO6 liefert
X2 //_jéIGMA die Normalspannung SIGMA und
% X4 die Schubspannung TAU in jedem

Punkt {R,F) der Korperquer-
\/ A schnittsfldche und fiir jeden
G Neigungswinkel G (Abb. 10)

R

B
X4

Abb. 10

Mit Hilfe von SUBO6 und SUB22 werden die Randspannungen SIGMA-NORMAL ,

SIGMA-TANG, , SIGMA-AXIAL , TAU-TANG. und die Vergleichsspannung
(nach v. Mises) augedruckt. Auf

SIGMA- NGRMAL

TAULTANG. Wunsch konnen diese Spannungen
/N auch als Funktion des Umfangs-
/> .

/ winkels geplottet werden.
Randelement der 7>>>
Korperquerschnittsfl. \/;\~¥£M A-TANG.

7/
/
“/

")

Abb. 1 &

Lo

Die Randspannungen JIGMA-NARMAL wna TAU

gegebenen Werten SIGMAI und TAUI  am Innenrand, bzw. SIGMAA und TAUA
am AuBenrand ab. Flir diese abweichenden Spannungen, sowie fiir ein Q —Feld,

TAU-TANG. weichen von den vor-




das von dem vorgegebenen Feld (3} K) im allgemeinen ebenfalls etwas ab-
weicht, gelten die erzielten Ergebnisse exakt. Beide Abweichungen gehen aus
den Ausdrucken, die der Code EVAl liefert, eindeutig hervor. Man vergleiche
hierzu die Bedingung (2.6.2) mit den nachfolgenden Bemerkungen, sowie den
entsprechenden Ausfiihrungen in Abschnitt 1.4.

Der Code EVAl bendtigt ein Kernspeichervolumen von etwa 300 K. Die Rechen-
zeiten auf der IBM 360/85 liegen selbst bei komplizierten Problemen (N, =28)

meist unter einer Minute.



2. BEHANDLUNG DES PROBLEMS BEI PLASTISCHEM WERKSTOFFVERHALTEN

3.1 Das Stoffgesetz bei kriechendem Werkstoff

Das Stoffgesetz fir Werkstoffe, bei denen neben linear-elastischem Verhalten

auch Kriechen auftritt, kann wie folgt formuliert werden:

d&,-r = }E[d6rr - V'(déff'* 6::)]+ dérz'r
dégp = jé '[—c[éff- V'(dé,, + déu)] + dE:f
dé,, = }E .[dézz -v{dé,,+ déﬂ)] * dez,

dér.‘? = ‘12)’ ddr.f + dc;

mit (3.1.1)
dB + de, + de.,
dess = dB + dey, + deg,
ag + dﬁiz * defz

Q
O
I,

]

1]

Q
™

n | 1]
n

2 I
af}fe *dE,,

Q
o
3w

n

3 ist die durch das Temperaturfeld aufgepridgte Volumendilatation.

x
Err | éf,, , &z , Erp sind die Verzerrungsfelder infolge thermi-
schen Kriechens.
.4 4 b3 ¥4
5” ' 5." , 5" ’ é,f sind die Verzerrungsfelder infolge strah-

lungsinduzierten Kriechens.

Das Symbol "d" bedeutet "differentielle Anderung".

A) Thermisches Kriechen

Setzt man mit Odqvist / Hult / 11_/ voraus,

- daB widhrend des thermischen Kriechens keine Volumenidnderung auftritt,
- daB die Anderungen der Kriechverzerrungen von einem iiberlagerten hydro-

statischen Druck nicht beeinfluBt werden,



- daB der Werkstoff isotrop ist,

- dafl von den drei Invarianten des Spannungstensors nur die zweite Invariante
des Spannungsdeviators auf die Anderungen der Kriechverzerrungen Einflu8
haben soll, 1)

- daB die Elemente des Spannungstensors im ibrigen nur linear auftreten,

- daB schlieBlich die Geschichte der Beanspruchung allein in Form der sog.

Dehnungs- bzw. Zeitverfestigung Einflufl haben soll,

so gelten die folgenden Beziehungen:

der, = £8,,80,8,T) [Gr=%(8pp* 8:x) ] dit

d€ee = £(60,€,,8,T) [Cop=%(6,0+ S22) Jdt (51.9)
dess= £(6,,e0,t.T) [612= (S, Spp)]

dere = £08,6.,t,T) 56,5 dt

<$v ist die Vergleichsspannung nach v. Mises. Sie ist eine Funktion der
zwelten Invarianten des Spannungsdeviators

€, ist die Vergleichsdehnung nach v. Mises

t ist die Zeit

T ist die Temperatur

Die an vierter Stelle genannte Voraussetzung, welche auf die Mehrachsigkeit der
Beanspruchung Bezug nimmt, stimmt nicht immer mit den experimentellen Ergebnissen
iiberein, was zur Folge hat, daB es mitunter richtiger ist, die Vergleichsspannung
&y nach Mohr zu bestimmen. Closs und Schéfer / 52 7/ wiesen jedoch anhand ent-
sprechender Versuche nach, daB bei Brennstabhiillrohren, unter den iiblichen Ver-

hdltnissen, die vierte Bedingung mit ausreichender Genauigkeit erfiillt ist.

Die Argumente £, und t beschreiben die Verfestigung des Werkstoffes (welche beim
Primdrkriechen auftritt). Verschwinden diese Argumente, so spricht man von
Sekundarkriechen. In den Anwendungen wird der Einfachheit halber und mangels ge-
eigneter Stoffdaten haufig angenommen, daf ausschlieBlich Sekunddrkriechen vor-

liegen moge.

1) Wegen der ersten Bedingung darf die erste Invariante keinen Einflu8 haben.



Bei sog. mechanisch stabilen Werkstoffen ist - wie theoretische ﬁberlegungen
zeigen - die Verfestigung allein eine Funktion der Verformung, d. h. Primdr-
kriechen ist im allgemeinen mit Hilfe der Dehnungsverfestigungstheorie zu
beschreiben / 11_/. In der Funktion /f in (3.1.2) tritt dann die Zeit { nicht
mehr explizit auf.

Bei sog. mechanisch instabilen Werkstoffen - das sind Werkstoffe, bei denen
widhrend des Kriechens Ausscheidungen, Rekristallisation, Phaseninderung und
dgl. stattfinden - tritt dagegen im allgemeinen (auch) Zeitverfestigung auf.
Gerade Brennstabhiillrohre, fiir die das zu entwickelnde Rechenprogramm vorwie-
gend eingesetzt werden soll, bestehen hiufig aus Werkstoffen, die bel den vor-
liegenden Bedingungen (Temperaturfeld, NeutronenfluB) mechanisch instabil sind.
Geeignete Daten zur Beschreibung der Zeitverfestigung liegen jedoch bei diesen
Werkstoffen nur in sehr beschrinktem AusmafB vor [f52_7. Noch weniger liegen

solche Daten zur Beschreibung der Dehnungsverfestigung vor.

Aus diesem Grunde wird im folgenden die Dehnungsverfestigung ausgeschlossen,
zumal die numerische Behandlung dadurch etwas weniger umfangreich wird, d. h.

. . . . 1)
in der Funkt1on‘£, Gl. {3.1.2) kommt das Argument £, nicht mehr vor. '

Man hat Jjedoch zu beachten, da8 bei der Zeitverfestigung das kommutative Ge-
setz im allgemeinen nicht gilt 4?11;7. Dariiber hinaus legen gewisse Versuchs-
ergebnisse und theoretische iberlegungen die Vermutung nahe, da8 auch bei
Temperaturschwankungen das kommutative Gesetz nicht gilt. Trotzdem wird in
der hier vorliegenden Arbeit durchweg das kommutative Gesetz zugrunde gelegt.
Abweichungen von diesem (Gesetz kUnnen gegebenenfalls durch Modifikation der

Kriechparameter simuliert werden.

B) Strahlungsinduziertes Kriechen

In allen zu diesem Thema verdffentlichten Arbeiten / 6, 7, 12_/ weisen die
Autoren darauf hin, da8 die derzeit vorliegenden Daten ilber das strahlungs-
induzierte Kriechen noch sehr lickenhaft und fehlerbehaftet sind.

1) Im Prinzip wlirde die Rerlicksichtigung der Dehnungsverfestigung keine
Schwierigkeiten machen. Sogar die Benutzung allgemeinerer Kriechgesetze, als
(3.1.2), ist bei dem hier in Anwendung kommenden Rechenverfahren ohne weiteres
moglich.



In der Arbeit von Gilbert und Straalsund / 12_/ wird ein Kriechgesetz des
folgenden Typs vorgeschlagen:

dey; = [0(@8,7) 6 + B9,8.T)- G T (S, G Sys)]alt

4', } = 1, 2,.3 » die Spannungen und Verzerrungen sind in kartesischen
Koordinaten angegeben. Cﬂi ist das Kronecker Symbol.
@ 1ist der Neutronenflus.

Da es mangels geeigneter Daten derzeit nicht mbglich ist, jede der beiden
Funktionen ¢,t,T) und /3(¢,t ,T) fitr sich anzugeben, nehmen Gilbert und
Straslsund an, da8 das Verhdltnis B®t.T)% (¢t T)  konstant ist. Unter

dieser Voraussetzung erhalten sie nach Auswertung von Versuchsergebnissen

@(d’[t,T) - g
o, t,7)

Boltax, et al. 177_7 geben filr dieses Verhdltnls denselben Wert an.

Dies bedeutet, daB sich bei einem Zugstab die Dehnung in Zugrichtung zur
Dehnung in Querrichtung verhdlt wie 4 : 3. Im Gegensatz zur bekannten Quer-
kontraktion bei elastischem Stoffverhalten, haben beide Dehnungen dasselbe
Vorzeichen, d. h. der Durchmesser des Zugstabes vergrdoBert sich bel anliegen-
der Spannung. Das strahlungsinduzierte Kriechen stellt also eine Volumeninde-~
rung dar, die - fast unabhéngig‘von der Richtung der angelegten Spannungen -

nahezu gleichmgBig nach alien Seiten erfolgt.

Bei Druckstdben wiirde das bedeuten, daB der Durchmesser der StZ@be sich ver=-
kleinert bei angelegter Druckspannung. Dies steht aber im Widerspruch zu den
allgemeinen Erkenntnissen ilber das Stoffverhalten. Im Gegensatz zu Claudson
176;7 und Boltax et al. Zf7_7 weisen Gilbert und Straalsund in ihrer Arbeit
auch darauf hin, daB das von ihnen angegebene Kriechgesetz nicht ohne weiteres
im Druckspannungsbereich (Gt &y * 633) <0 Giiltigkeit haben wird. Ver-

suchsergebnisse fiir diesen Bereich seien aber derzeit noch nicht verfiigbar.

Omondery
L

Bel der PFormulierung eines ese ches das strahlungsinduzierte Kriechen
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auch im Druckspannungsbereich richtig beschreibt, wird man eine Annahme, die

gegenwdrtig von fast allen Autoren zugrunde gelegt wird, nicht streng aufrecht



erhalten ktnnen. Diese Annahme besagt, daB die Beziehungen zwischen den
Kriechverzerrungsraten und den Spannungen linear sind, das bedeutet, dafB &

1
und B keine Funktionen der Invarianten des Spannungstensors sind. )

Da bei den hier durchzufiihrenden Rechnungen das (mehrachsige) strahlungsindu-
zierte Kriechen auch im Bereich der Druckspannungen beschrieben werden mufl,
wird, solange keine besseren Kenntnisse zur Verfiigung stehen, die Funktion f3
durch die Funktion B% ersetzt, mit:

. o Mt T) fir %68t 6) 20
B - /3(¢,Z,T,%(6« 633)) < fl.lf %(6“" " 33) 0

73-(6.,.,'? Oaa* 633) ist die erste Invariante des Spannungstensors.

Damit 1dBt sich das Stoffgesetz fiir das strahlungsinduzierie Kriechen wie folgt

dey, = g8,t,7) {C, [6, %8s Zg)hc, 3(6,;655 Su)}d

df’z‘:'?‘ = 9'(‘” 1) {C [6'# 2 Gpr* zz:ﬂ rr*dff*ézz)} dt
dé}zz’z = gr(é,t,T)‘ {Cz'[dzz'. 2(6#?* rr], 63' 3'(6rr+6ff+6zz)}.dt

I
:(}'
i

9(¢,I,T)' 3/2——'C3'6rf'dt :
(3.1.3)

I* Cs fur ‘% ( +623*633) ; 0
Cs = .
0 fir é( 11* 22*633) <0

Cz und C3 sind Konstante. Wie man leicht bestatigt, entspricht dem Ver-
hgltnis 84 =9 das Verhiltnis C%z = 15 .~

An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, daB das Stoffgesetz fiir das
strahlungsinduzierte Kriechen beil ( 6,, + 623 + 633 ) <0 zwar mit bekannten

1) Unmittelbare Funktionen der Elemente des Spannungstensors diirfen die Koeffi-
zienten oL und B nicht sein, da sich sonst der Werkstoff nicht mehr isotrop
verhalten wiirde. Auf der anderen Seite werden aber 0C und B im allgemeinen
noch vom jeweiligen Verformungszustand abhingen (Dehnungsverfestigung).



Gesetzen nicht im Widerspruch steht, dafl seine Formulierung in diesem Bereich
aber suf spekulativen - allenfalls plausiblen - Uberlegungen aufbaut. Die
Rechenergebnisse, welche unter Verwendung von (3.1.3) erzielt werden, sind
deswegen auBergewdhnlich unsicher. Rechnungen mit einer filir technische Zwecke
tragbaren Unsicherheit kénnen erst durchgefilhrt werden, wenn das Werkstoff-
verhalten (bei strahlungsinduziertem Kriechen) genauer bekannt ist. Wie im
Abschnitt 3.3 dargelegt wird, wurden die Rechenprogramme so aufgebaut, daB
AZnderungen auch in der Struktur der Beziehungen (3.1.3) sehr leicht vorgenom-

men werden konnen.

C) Aufgepragte Volumendilatation

8 mdge sich wie folgt berechnen:

B = T+ A(T)os(e,t) (3.1.4)

Das erste Glied in (3.1.4) stellt die bekannte Warmedehnung dar mit dem
Warmeausdehnungskoeffizienten 0.

Das zweite Glied stellt das Werkstoffschwellen dar, welches durch Bestrahlung
im schnellen Neutronenflufl hervorgerufen wird. Hierbei wurde angenommen, daf
die in (3.1.4) vorgenommene Aufspaltung in das Produkt zweier Funktionen zu-
ldssig ist. Durch Vergleich mit den beispielsweise von Claudson / 6./ und
Boltax et al. / 7_/ angegebenen Schwellformeln bestitigt man, daB dies bei

20 O/o kaltverformtem Stahl AISI 316 tatsidchlich zuldssig ist. In anderen
Fdllen sind gewisse Vernachlidssigungen erforderlich um die Aufspaltbarkeit

zu erzielen.

Auch die Daten fiir das Werkstoffschwellen sind nach / 6, 7_/ zur Zeit noch mit
groBer Unsicherheiten behaftet. Boltax et al. Zﬁj;7 geben die Grofenordnung
des Fehlers mit etwa © 50 0/o an.

Besonders fragwlirdig ist, ob so starke Schwellgradienten, wie sie sich rein
rechnerisch infolge der Temperaturgradienten in Brennstabhiillrohren ergeben,

tatsidchlich auftreten konnen.



3.2 Schrittwelse Losung des Problems bei kriechendem Werkstoff

Um das in Abschnitt 1.1 definierte Problem bei linear-elastischem Werkstoff-
verhalten und gleichzeitigem Werkstoffkriechen beschreiben zu kdnnen, hat man
in dem Grundgleichungssystem (Abschnitt 2.1) lediglich das Stoffgesetz (2.1.3)
durch das Stoffgesetz (3.1.1) mit (3.1.2), (3.1.3) und (3.1.4) zu ersetzen.
Die weitere mathematische Behandlung kann dann genau s0 vorgenommen werden wie
im linear-elastischen Fall. Anstelle der Spannungen und Verzerrungen treten
nur die zugehdrigen differentiellen Anderungen. Bei den Randbedingungen be-

deutet dies, da3

d,——D-%ydt-dt T, —= G at

ibergeht. Entsprechendes gilt fiir die aufgeprigte Volumendilatation.

Bei der Durchfilhrung der Analyse zeigt sich aber, daB die Integrationskonstante
Q,, - &egebenenfalls auch Qg und b, s Gl. (2.5.1), sowie die auf den
rechten Seiten der Randbedingungen (2.5.2) auftretenden Funktionen S und T
nicht explizit angegeben werden konnen, da die Storfunktion a(r, -f) der Bipo-
tentialgleichung nicht bekannt ist. In den Gleichungen (2.5.1) zur Bestimmung
von g, s Qg und b,,, und in den Gleichungen (2.5.3) zur Bestimmung der
Funktionen S und T treten namlich die Koeffizienten BPoq , B; und Py

bzw. die Funktionen A\ﬁ(r) und En(r) samt ihren ersten und zweiten Ablei-
tungen auf. Wie die folgende Ubersicht zeigt, berechnen sich diese Koeffizienten
und Funktionen aus der Spannungsverteilung 6

,;\\n ) —» P .
r m ——»Q(nf) — e’ —»d

B, () —> B,; (3.1.1)
(2.4.4) (24.2) (232) it (3.1.2)
mit (3.1.3)

n=0)12,...; +=20,12, N

Die Pfeile bedeuten soviel wie "ergeben sich aus". Die dazu erforderliche
Beziehung ist unter den Pfeilen angegeben. 6_2 ist das Symbol fiir die Zu-
satzverzerrungsfelder 6:., 6:, ,6:,,5:, und G ist das Symbol fiir die

Spannungsfelder d,, , 6." . 6,, / 6,., .



Da jedoch die differentiellen ZAnderungen dg der Spannungsverteilung unbekannt
sind - gerade sie sollen ja bestimmt werden - ist auch die Spannungsverteilung
selbst unbekannt. Das lineare Gleichungssystem, welches bei linear-elastischem
Werkstoffverhalten zu ldsen war, ist demnach in ein nichtlineares, gekoppeltes
Differentialgleichungssystem erster Ordnung mit Ableitungen nach der Zeit iber-

gangen.

Samtliche Differentialgleichungen dieses Systems sind vom folgenden Typ, oder

konnen auf diesen Typ gebracht werden:
dé = Flae(den)-dt

Da - wie man sieht - Differentiale nur linear vorkommen, l&8t sich eine Ndhe-

rungslosung leicht durch schrittweise Rechnung erzielen.

Beriicksichtigt man, daB gemd8 Abschnitt 1.1 alle Funktionen eindeutig und
stetig nach der Zeit ableitbar sind,; so ist

d%t = Flag(st))

Ferner gilt aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung
S(teat) = (1) + 4t-9S5 (te P at)
S(t)+ At Flae*(S(t+a*at))

oder mit AtT(d&z(é(tM}’Ai))) = 46(462(6#*4}"42‘)))

S(trdt) = S(t)+ 46(AE3(S(t+a+-4t)

AE(A¥8(t+4t))) steht - wie man lelcht bestitigt - fiir die

Losung des Problems bei den Randbedingungen
§r—= &, (t+4t) - 6, (1) T, T, (t+at) - Ty
Ba—= Calt+4t) - G4(t) Ti—=Tu(t+4t) - T,
und der Volumendilatation

3 —=[(t+4t) - B(t)



Die Storfunktion Q(rf) und damit die Koeffizienten P, und P, sowie die
Funktionen /a:,(r) und gﬁ(r) ergeben sich mit Hilfe von (3.1.1), (3.1.2)
und (3.1.3) aus der Spannungsverteilung zum Zeitpunkt ?+1%4t . Man hat
hierbei da; Differential-Symbol d durch das Differenzensymbol 4 zu er-
setzen. (Der Parameter +* wird im allgemeinen in jedem Punkt der Korper-

querschnittsfliche einen anderen Wert annehmen, mit der Einschrénkung 0<¢/<1)

Daraus ergibt sich folgende Nizherungsformel
Sltrat) = Stt) + 46(4e¥(4(t) (3.2.1)

mit der Eigenschaft, daB der relative Fehler durch Vorgabe ausreichend kleiner
Zeitschritte At >0 jede gewlinschte, von Null verschiedene Fehlerschranke
unterschreitet.

X
N
A
>
Vg
o

T Wom oo At
Da in der Regel F 05 ionen &7{G{{/; im Intervall 4¢

¥ =

%3

ot 1In Ao 2
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nahezu linear sind,; liefert die folgende Iteration eine wesentlich bessere

Négherung:

Sltrat) = GS(t)+ 48(4e4s(t)

&

(3.2.2)
Crarat(1*4t) = S(t) + A8(% Le¥S(1) + G A (S 1+41)))

G{t+4t) 1ist hierbei eine vorliufige Spannungsverteilung zum Zeitpunkt ©+4¢.
éztemt( t+ 4t ) ist eine iterativ verbesserte Spannungsverteilung. Es ist
Jedoch nicht sinnvoll weitere Iterationen durchzufiihren, da hierbei keine

Konvergenz zur richtigen Spannungsverteilung erfolgt.

Mit (3.2.1) bzw. (3.2.2) lassen sich Ndherungen fiir die sich einstellenden
Spannungs- und Verzerrungsfelder durch schrittweise Rechnung erzielen, denn zur
Bestimmung von AG(4EX(S(t))) . und damit zur Bestimmung von & (t+dt) ist
nur das Spannungsfeld d(ﬁ bzw. das Verzerrungsfeld A&z(t) erforderlich.
Weiter sind zur Bestimmung von drtg.rat (t+4t) nur die Spannungsfelder O(t)
und G(ttdt) bzw. die Verzerrungsfelder AE*(t) wna deE*(t+4t) erfor-
derlich.



In Abschnitt 1.4 wurde bereits ausfithrlich auf die Arbeit von Platus / 45_/
eingegangen, wo im Prinzip das gleiche schrittweise Rechenverfahren benutzt
wird. Eine (einmalige) iterative Verbesserung der L8sung nach jedem Zeitschritt,
wie sie oben empfohlen wird, nimmt Platus allerdings nicht vor. Er ZduBert viel-
mehr mit Lin ZT53_7 die Ansicht, daB die schrittweise Ndherungsmethode der

iterativen Ndherung lberlegen ist.

3.3% Numerische Durchfilhrung der Kriechrechnung bel splegelsymmetrischer und

mindestens zweifach periodischer Korperquerschnittsfliache

Die numerische Durchfilhrung der Kriechrechnung erfolgt in enger Anlehnung an
die numerische Durchfiihrung der Rechnung fiir linear-elastische Probleme {(Ab-
schnitt 2.6). Ebenso wie beim linear-elastischen Werkstoffverhalten wurde auch

fir den Fall des Kriechens ein Computercode entwickelt, der nur fiir die Be-~

Inman AT sannme e d man T e Pt e -0 ) < e ~
AanGiuiig SPLegeasSymmeirisSCnsy, minaes a

setzt werden kann. Den besonderen Belangen bei der Spannungsanalyse von langs-
berippten Bremnstabhiillrohren wurde auch hier Rechnung getragen. Der Code hat

den Namen EVAZ.

In diesem Abschnitt wird eine Beschreibung des Codes EVA2 nur insoweit gegeben,
als sie iiber die Beschreibung des Codes EVAl in Abschnitt 2.6 hinausgeht. Ein
FluBdiagramm dés Codes EVA2 ist auf Seite 136 und 137 dargestellt.

Bei der linear-elastischen Rechnung (EVAl) wird der Spannungszustand zu einem
einzigen Zeitpunkt bestimmt. Andern sich mit der Zeit irgendwelche Parameter,
die auf den Spannungszustand EinfluB haben, so muB die elastische Rechnung fir

mehrere Zeitpunkte nacheinander durchgefilhrt werden.

Bei der Kriechrechnung mit Hilfe des Codes EVA2 wird dagegen das Verhalten
eines Korpers in einem geWissen Zeitbereich untersucht. Aus diesem Bereich
mdgen NSM Zeitpunkte herausgegriffen werden, wobei zum Zeitpunkt mit der
Nummer NS die Zeit t=ZEIT(NS) gehdren soll (Abb. 12). Der fiir das Kriechen

interessante Zeitbereich mdge mit ZEIT(1) beginnen (Normalfall: ZEIT(1)=0)
und mit ZEIT(NSM) enden

4w

Die Zeitpunkte NS = 71,23 ... NSMsind identisch mit

jenen Zeitpunkten, die bei der schrittweisen Ldsung des Kriechproblems {Ab-

schnitt 3.2) der Reihe nach durchlaufen werden. Die Zeitintervalle 44f(~5)



,L 2eitbereich in welchem Werkstoffkriechen auftritt - —
ZEITH)  ZEIT(2) ZEIT(3)  ZEIT(NS) ZEIT(NS*1) ZEIT(NSM-1)  ZEIT(NSM)
1 2 Klg*-f NSM-1 NSM

3 NS
LAt('i) J——At(Z)—ol L—At(MS) LAt(NSM-1)>J

Abb. 12

brauchen nicht gleich zu sein. Man wird vielmehr in jenen Bereichen, in denen
stidrkere Zustands'ainderungen zu erwarten sind, die Zeitintervalle kleiner
wdhlen, als in den iibrigen Zeitbereichen. Es kdnnen maximal NSM =150 Zeit-
punkte vorgegeben werden.

Wie in Abschnitt 3.2 angegeben, kann pro Zeitschritt eine Iteration erfolgen.
Dadurch wird bei der Bestimmung der Anderungen der Verzerrungsfelder wdhrend
eines Zeitschrittes nicht der Spannungszustand zu Beginn dieses Zeitschrittes,

sondern ein gewisser mittlerer Spannungszustand zugrunde gelegt. Es bedeutet:
ITERAT={: Xxeine Iteration; ITERAT=1: einmalige Iteration

Um gewisse, widhrend der Kriechzeit erfolgende Pararmeteréinderungenrzu erfassen,
werden die folgenden Funktionen eingefiihrt: RSPIS(NS), RSPAS(NS), TEMPS(NS),
QUELS(NS), ALPHAS(NS), CR1S(NS), CR23S(NS).

Sie werden zusammen mit der Funktion ZEIT(NS) fir NS=1,2,... ,NSM éinge- ;

lesen. Mit Hilfe dieser Funktionen ergeben sich zum Zeitpunkt NS

die vorgegeb. Normalsp. am Imnenrand  SIGMAI(K): RSPIS(NS),
die vorgegeb. Schubsp. am Innenrand TAUI(K)- RSPIS(NS),
die vorgegeb. Normalsp. am AuBenrand SIGMAA(K) - RSPAS(NS),
die vorgegeb. Schubsp. am AuSenrand TAUA(K)- RSPAS(NS),

ferner

das Temperaturfeld TEM(}K) = TEMP(},K)- TEMPS(NS) + TEMPO ,



gegebenenfalls
das Warmequellenfeld  Q(7,K)- QUELS(NS)

und das Feld der Volumendilatation J8 2 3-SCHW(3FK)

SCHW(3+1,K) = ALPHA -TEM(}.K) +
+[ALPHAD +
sALPHA1 *(TEM(3,K) - TEMO) +
+ ALPHA2 - (TEM(7.K)- TEMO)
+ ALPHA3- (TEM(3,K) - TEMO)® ] ALPHAS(NS)

(3.3.1)

Die letzte Beziehung ist mit der Gleichung (3.1.4) identisch, wenn man
beachtet, daB der NeutronenfluB @ eine Funktion der Zeit ist.

Die von EVAl her bekannten Randspannungen JIGMAI(K) usw., sowie die Felder
TEMP(],K) und 0(],K) haben hier den Charakter von Verteilungsfunktionen,

die sich mit der Zeit nicht andern.

Wie aus dem Abschnitt 3.2 hervorgeht, werden bei den einzelnen Rechenschritten
nur die, gegeniiber dem jeweils vorangegangenen Schritt erfolgten Anderungen der
vorgegebenen Randspannungen, gegebenenfalls die Anderung des Wdrmequellenfeldes,
sowie die Anderung des Feldes JCHW(},K) bendtigt. Diese Anderungen heiBen der
Reihe nach: SIGIS(K), TAUIS(K), SIGAS(K), TAUAS(K), QS(}.K), SCHWS(3.K).

Die fiir die einzelnen Rechenschritte erzielten Ergebnisse sind die Anderungen
der Spannungsfelder. In Anlehnung an die Namen der Spannungsfelder werden den
Anderungen der Spannungsfel&er die folgenden Namen zugewiesen: .SRRS(],K),
SFFS(}K), SZZ5(},K), SRF(3 K).

Im Gegensatz zum Code EVAl treten beim Code EVA2 plastische Verzerrungsfelder
auf. Diese haben die Namen: EZRR(}K), EZFF(}K), EZZZ(],K),EZRF(],K).
Es gilt:

£h — EZRR(3.K) + SCHW(F.K)

Eep — EZFF(}.K) + SCHW(F.K)

E2, —= EZZZ(}K)+SCHW(FK)

Erp — EZRF(}K)



EZVE(}K) ist das Feld der plastischen Vergleichsdehnung, berechnet nach

v. Mises. Die von Rechenschritt zu Rechenschritt erfolgenden Anderungen der
plastischen Verzerrungsfelder heiSen EZRRS(}H), EZFFS(3K),EZ225(F.K) EZRF(},K).
Sie werden mit Hilfe der Subroutinen SUB13 und CREEP fir die Jjeweiligen Span-

nungsverteilungen bestimmt.

Wie bei der Beschreibung zum Code EVAl erwdhnt, geht der Definitionsbereich
der Verzerrungsfelder i{iber den Definitionsbereich der Spannungsfelder hinaus.
Um die plastischen Verzerrungen auch in jenen Punkten, in denen keine Span-
nungen definiert sind, bestimmen zu kdnnen, sind gewisse Extrapolationen er-

forderlich. Sie werden innerhalb der Subroutine SUB13 durchgefihrt.

In der Subroutine CREEP werden schlieB8lich die Xnderungen der plastischen
Verzerrungen gemidB Gl. (3.1.2) und (3.1.3) bestimmt.

Thermisches Kriechen, Gl. (3.1.2)

£ A b

. [ o PREDUNG, P, 1 2 3 i 3 s ry . .
Die Funktion 4?(’6,,(, ,T/'aL wird unter Benutzung des fiir Prim#rkriechen

erweiterten Nortonschen (Gesetzes bestimmt. ([11__7, Seite 32 und 214)

CRI1T
f(S,,,T)-atiNs) = CRIS(NS)-CR1- € T 77 - (3.3.2)
EXPA1+ EXPIT T -1
[, (5160 +5I6T+T) ]
EXPGT+EXPOITT > 1
T ist die Temperatur, 6,, ist die Vergleichsspannung nach v. Mises zum
Zeitpunkt NS . Die Einfihrung des Gliedes JIGO+SIGT*T stellt eben-

falls eine Erweiterung des bekannten Nortonschen Kriechgesetzes dar.}) Es

mu jedoch verlangt werden, daB der Wert in der eckigen Klammer stets
gleich oder grdSer Null ist, d. h. bei SIGO+SIGT'T >&, muB gesetzt

werden:

S, ~(SIGO+SI6T-T) = O

Die Konstanten CR7, CR1T, EXP@1, EXPOIT, SIGO, SIGT werden vor-
gegeben.

EXPGT+EXPAIT T > 1

1) Diese Erweiterung wurde insbesondere deswegen vorgenommen, um den
Code EVA2 auch bei zeitunabhingiger Plastizitit einsetzen zu konnen.
(vergl. Abschn. 3.4)



Strahlungsinduziertes Kriechen, Gl. (3.1.3)

Die Funktionen Cp ¢($1,7)° 4l  una Cy g(®t,T) At werden wie folgt

bestimmt:

CR2T-(T+2%3)
CR23(NS) - CR2 - &

CR3T-(T+2%3)
CR23(Ns) - CR3 - &

C, gt T) At(NS)
: ?( (3.3.3)

Cy g(4,t,T) 4t (NS)

T ist die Temperatur. Die Konstanten CR2, CR2T, CR3, CR3T  werden vor-
gegeben. Es ist zu beachten, daB8 der NeutronenfluB8 @ eine Funktion der
Zeit ist. Fiir den Sonderfall CR2T=CR3T und CR3=15'CR2 entspre-
ehen die Gesetze (3.3.3) den Beziehungen, die von Claudson éf?i;7 und
Boltax et al. Zf7;7 angegeben werden.

Bei der Einfilhrung der Subroutine CREEP wurde darauf geachtet, daB kleinere
Anderungen in der Struktur der Kriechgesetze mdglichst nur Anderungen in der

relativ einfach aufgebauten Subroutine CREEP zur Folge haben.

Um Instabilitdtseffekte, die als Aufrauhungen (Welligwerden) der Spannungs-
und Verzerrungsfelder in Erscheinung treten, auszuschalten, wird nach Jjedem
Rechenschritt eine gewisse Glattung der Spannungsfelder {(Ausfilterung hoher
fangsrichtung nach Fourier bis zur Ordnung MP entwickelt und anschlieBend die

Funktionswerte aus der PFourier~Reihe wieder berechnet.

Trotzdem lassen sich bel starkem Materialschwellen in gewissen Teilen der
Korperquerschnittsfliche Aufrauhungen der Spannungsfelder SRR(F k) SFF(}.K)
und SRF(}K) mitunter nicht vermeiden. Charakteristisch ist, da8 die Auf-
rauhungen nur dort auftreten, wo die betreffenden Spannungen relativ niedrige

T S ~
S Urspriinglicher Wert einer Spannung

T Reduzierter

SRR Wert dieser —.
SFF Spannung
SRF

¥
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Werte annehmen, so daf diese Spannungen gegenilber den anderen Spannungen
unter Umstanden vernachlissigbar sind. Bei lingsberippten Brennstabhiillrohren
liegt dieser Fall in den Rippenkdpfen vor. Es wurde deshalb eine weitere Sub-
routine SUBL8 zur. Verfligung gestellt, mit deren Hilfe die Spannungsfeidinde-
rungen SRRS(F.K), SFFS(FK) und  SRFS(}K) fir F<FIX¥ uwnd F>JAX

reduziert werden kdnnen (Abb. 13).

Beim ersten Rechenschritt, d. h. bel der rein elastischen Losung erfolgt noch
keine Reduzierung. Die Parameter FIX und JAX sind vorzugeben. In wélchem
Umfange Spannungsreduzierungen mit Riicksicht auf die Genauigkeit noch zulidssig

sind, muB3 von Fall zu Fall entschieden werden.

Ein weiterer Instabilitdtseffekt ist das Oszillieren der FeldgridBen iber der
Zeit. Beil den meisten aus der Literatur bekannten Problemen tritt dieser
Effekt jedoch nicht auf. So lassen sich beispielsweise wdhrend des Abbaues

von Eigenspannungen unter konstanten Parametern solche Schwankungen in der

gel nicht beobachten. Anders ist dies, wenn der Eigenspannungszustand durch
Materialschwellen hervorgerufen wird. Das Schwellen stellt eine relativ starke,
monotone Parameteridnderung iliber der Zeit dar; 4. h. der Tendenz, die Spannungen
durch Kriechen abzubauen, steht die Tendenz der Eigehspannungserhahung durch
Schwellen gegeniiber. Wlrde kein Spannungsabbau durch Kriechen erfolgen, so
wilrden die Schwellspannungen Werte annehmen, die ein Mehrfaches der maximal
zulidssigen Spannung betragen 4-}6;7, Das Entstehen-oszillatorischer- Instabili=
tadt kann man plausibel maéhen, wenn man beachtet, daf das Schwellen eine
stédndige Energiezufuhr liber der Zeit darstellt. Gerade eine solche Energie-

zufuhr ist aber Voraussetzung fir diese Art der InstabilitHt.

Eine Bestimmung der Stabilitdtsgrenzen aufgrund theoretischer Untersuchungen
erscheint angesichts der Kompliziertheit des Problems (starke Nichtlinearitit,
hoher Koppelungsgrad) hoffnungslos. Die bisher durchgefilhrten Rechnungen zei-
gen, daB durch Vorgabe geniigend kleiner Zeitschritte die oszillatorische
Instabilitdt ilber der Zeit beseitigt werden kann.

Der Datenausgabe stehen die Subroutinen SUB21, SUB23, SUB24, SUB25 und HPELT

zur Verfiigung.




Die Spannungs- und Verzerrungsfelder, sowie das (5 —Feld und das zugehorige
Pehlerfeld werden im allgemeinen nicht filr jeden Zeitpunkt NS".',?.,.-. sondern

nur fir die Zeitpunkte

NS = 1, 1NSW, 1+2NSW, ... , NSM

mittels SUB21 ausgedruckt. NSW # 7  ist vorzugeben.

Ahnliche wie in EVAl kdnnen unter Benutzung von HZELI Hohenlinienfelder fiir
die Vergleichsspannung nach dem ersten und letzten Zeitschritt, sowie ein
Hohenlinienfeld fiir die Vergleichsdehnung nach dem letzten Zeitschritt ge-
plottet werden.

Die Randspannungen und Randverzerrungen werden dagegen nach Jjedem Zeitschritt

(SUB23 und SUBO6G) ausgedruckt und wenn notwendig abgespeichert.

Auf Wunsch ktnnen mit Hilfe von SUB24 sdmtliche Randspannungen und Randver-
zerrungen als Funktion des Umfangwinkels ¥ (05 f 5 % ) mit

L]

7, 1+NSPS, 1+2-NSPS, ... (vel Spannungen)

1, T+NSPE, 1+2-NSPE, ... (bei Verzerrungen)

NS
NS

als Parameter geplottet werden. NSRS und NSPE sind vorzugeben.

Die Subroutine SUB25 erlaubt schlieflich das Plotten gewisser Randspannungen

und Randverzerrungen als Funktion der Zeit

Der Code EVA2 bendtigt ein Kernspeichervolumen von etwa 450 K. Die Rechenzeit
auf der IBM 360/85 betrigt bei komplizierteren Problemen (die maximal zuldssigen
FeldgrdBen werden ausgenutzt, Nm>28) etwa 0,6 Minuten pro Rechenschritt. Hin-

zu- kommen noch gewisse Rechenzeiten vor Eintritt in die schrittweilse Rechnung.



3.4 Einige Uberlegungen zur Losung des Problems beim Auftreten zeitunabhingi-

ger Plastizitidt

Die folgenden Ausfiilhrungen sollen beschrinkt sein auf ideal-elastisch-plasti-
sches Werkstoffverhalten. Wie gleich gezeigt wird, 1d8t sich bei diesem
Werkstoffverhalten der Code EVAZ2 unmittelbar zur Lasung entsprechender Pro-
bleme einsetzen. (Die Beriicksichtigung von Plastizitdt mit Dehnungsverfesti-
gung wiirde dagegen gewisse Anderungen des Codes EVA2 erforderlich machen).

Macht man bei der zeitunabhangigen Plastizitidt analoge Voraussetzungen wie
beim thermischen Kriechen (Abschn. 3.1), so 1dB8t sich das Stoffgesetz bei
zeitunabhingiger Plastizit#t so formulieren, daB weitgehende Ubereinstimmung
mit den Beziehungen (3.1.1) und (3.1.2) besteht. Bei ideal-elastisch-plasti-
schem Werkstoffverhalten hat man lediglich in (3.1.2) fiir /f(évléy,t,T)'dt

zu setzen:

-~

0 fir 8,< 6,(T)
0 fir &, =&,(T) (5-4-1)

$(b.,e,t,T)dt = 46, T)at

iy

C5;(T) ist eine StoffgrdBe und wird als FlieBspannung bezeichnet. T ist die
Temperatur.

Dem (zeitunabhingigen) plastischen Problem wird das Kriechproblem mit

fr0 o fur 6,<6M

Aot T)at - C6,-6,(T]"dt fur 28,1 2D

C>0; n>0

zugeordnet. Abgesehen von moglicherweise auftretenden numerischen Schwierig-
keiten, 1HBt sich dieses Kriechproblem mit Hilfe des Codes EVA2 fiir beliebi-
ge Werte von t (t§0) losen.

Gilt fir jeden Punkt der Korperquerschnittsflédche
lim [6,-8,(T})] 2 0 ,
t>oo

besitzen ferner alle sonstigen Variablen, die das Problem beschreiben, beim
Grenziibergang t =00 eindeutige Grenzwerte, so ist die Ldsung des Kriechpro-
blems fir =™ oco eine Losung des ideal-elastisch-plastischen Problems. Die

Randbedingungen sowie das eingeprdgte Verzerrungsfeld des Kriechproblems fiir



t =+ o2 sind identisch mit den Randbedingungen und dem eingeprigten Ver-

zerrungsfeld beim ideal-elastisch-plastischen Problem.

Bewelis: Die Losung des Kriechproblems geniigt sdmtlichen Gleichungen, die das

ideal-elastisch~-plastische Problem beschreiben, insbesondere der Beziehung

(3.4.1).

Im Gegensatz zum elastischen Problem und zum Kriechproblem konnen beim
(zeitunabhingigen) plastischen Problem - wie man leicht zeigen kann - mehre-
re Losungen oder gar keine Losung existieren. (Im letzten Fall gelingt es
nicht, die Bedingung (3.4.3) zu erfiillen). Um jene Losung zu finden, die das
vorgegebene physikalische Problem beschreibt, sind weitere Kriterien erfor-
derlich. In vielen Fidllen reicht die Beachtung der zeitlichen Aufeinander-
folge bei der Aufbringung der Last hin. Das bedeutet, daB zur Erzielung der
plastischen Losung alle widhrend der Lastaufbringung entstandenen Zwischen-

ldsungen der Reihe nach zu durchlaufen sind.

Flir die Durchfiihrung entsprechender numerischer Rechnungen hat dies folgen-

de Konsequenzen:

- Die unendlich vielen ZwischenlOsungen, die der Reihe nach zu durchlau-
fen sind, werden durch endlich viele Zwischenldsungen mit den Nummern
NS1,NS2,..., NSM  ersetzt. (NST<NS2<.<NSM) Die Lisung mit der

Nummer NSM approximiert die gesuchte ideal-elastisch-plastische Losung.

- Die unendlich vielen Losungsschritte, die zur Erzielung Jjeder Zwischen-
18sung notwendig sind (Zwischerilosung bedeutet Kriechldsung fiir t"’°°)
werden ebenfalls durch endlich viele LOsungsschritte ersetzt. Die erste
Zwischenlosung wird nach NS1 Schritten, die zweite ZwischenlGsung nach
NS2-NS1 Schritten, die dritte nach M33-M52 schritten, ..., erzielt.
In (3.4.2) wird dl durch die endlichen Zeitintervalle At(NS) ersetzt
(Abb. 14). Die Randbedingungen sowie das eingepragte Verzerrungsfeld
miissen fiir MS=N3IT, NS*=NS2 , ... die fiir die zugehSrige Zwischen-

10sung vorgesehenen Werte annehmen.

Gesuchte

elast.Losung 1. Zwischenlosung  2.2wischenldsung  Néherungslosung

NS=1 Ns=2  NS=3 NS=NST NS=NST+1 NS=NS2  NS=NSM-1 NS=NSM

- at01) =tz stihst)- thTs’F
~— At -~

et Atr—————b-dl—
Abb. 1%




Die NzZherungslosung geht in die gesuchte ideal-elastisch-plastische Ldsung
ilber, wenn die Zeitintervalle At{7), At(2), ..., gegen Null und die Zeitinter-
valle At_t ) 4 tJT. s <.+ gegen ©9 konvergieren und wenn der Bedingung
(3.4.3) gentigt wird. Ob in einem kongreten Fall dieser Bedingung geniigt wird
und wie weit die Ndherungslosung von der exakten Losung abweicht, kann im
allgemeinen nur aufgrund der erzielten Rechenergebnisse vermutet werden.

Auch iiber die einzusetzenden Kriechparameter, die auf die Glite der Nzherung

groBen EinfluB haben, lassen sich allgemeine Aussagen kaum machen.

Bei gleichmdBiger, monotoner Lastzunahme kommt man hdufig ohne eine Zwischen-
1osung aus. In diesem Falle hat man zu priifen, ob die Bereiche der Korper-
querschnittsflidche, in denen ({,, > 6,(7') ist,von Rechenschritt zu Rechen-
schritt monoton zunehmen. Trifft dies nicht zu (auch nicht ungefidhr), so
sind in der Regel erhebliche Abweichungen zwischen der erzielten Nidherungs-

16sung und der exakten Ldsung zu vermuten.



4. RECHENBEISPIELE

4.1 Rechenbeispiel nach Takeuti

In friheren Vérﬁffentlichungen benutzte Takeuti zur Spannungsanalyse
linear-elastischer, mehrfach zusammenhéngender prismatischef Kﬁrper ein
Verfahren, welches dem in dieser Arbeit eingeschlagenen Losungsweg stark
ghnelt / 33, 34, 35_/. Bei der Erfiillung der Randbedingungen beschrinkt |
sich Takeuti allerdings auf die gewdhnliche Randkollokations-Methode. Dies
hat zur Folge, daB das Losungsverfahren nur bei Korperquerschnittsflichen,
die nahezu konzentrische Kreisringe darstellen, mit Erfolg eingesetzt wer-
den kann. In anderen Fidllen werden die Randbedingungen so unzureichend er-
fillt, daB die Ergebnisse unbrauchbar sind. So ld8t sich beispielsweise
ein Hohlzylinder mit einer Korperquerschnittsfldche gemdB Abb. 15 mittels
der gewohnlichen Randkollokation nicht befriedigend behandeln. Aus diesem

Grunde l¥sen Takeu Arbeit /43 7 dieses Pro-

blem mit Hilfe der Funktionentheorie.

Einzelheiten zu diesem Problem: Die Kdrperquerschnitisfl#che des Hohlzylin-
ders ist in Abb. 15 dargestellt (ausgezogene Kontur). Ursache der Spannun-

gen ist eine iiber das gesamte Zylindervolumen gleichmdBig verteilte Warme-

erzeugung <7 . Der Hohlzylinder ist am AuBenrand isoliert. Die erzeugte

Abb. 15



Wérme wird ausschlieB8lich iiber den Innenrand abgeleitet.l) Es wird keine
Randbelastung aufgebracht. Die weiteren fiir die Spannungsanalyse erforder-
lichen Daten sind die Wirmeleitfdhigkeit A , der Wirmedehnungskoeffizient
OL , der Elastizitdtsmodul E , die Querkontraktionszahl ¥ und der Para-
meter fiir die Geometrie Ry.

Bei der Behandlung des Problems mit Hilfe der Funktionentheorie bendtigen
Takeuti und Noda eine Abbildungsfunktion Z -'f( J) ., welche einen Kreisring
in der komplexen Z-Ebene konform abbildet in die Hohlzylinder-Querschnitts-
flache (komplexe J-Ebene). Das vorliegende Beispiel ist so gewdhlt, daB

y (}) eine einfache Form hat

z = Q) = Re(y+01377),

und die verlangten Abbildungseigenschaften an der inneren Randkurve exakt
erfiillt sind. Als HuBere Randkurve erhdlt man Jedoch nicht den verlangten
Kreis (ausgezogene Kurve, Abb. 15) sondern eine etwas abweichende Kurve

(gestrichelte Kurve).

Fiir einen Hohlzylinder mit dieser fehlerhaften HuBeren Randkurve fihren

Takeuti und Noda die Spannungsanalyse durch.

Genau dasselbe Problem wurde auch mit Hilfe der in dieser Arbeit entwickel-

ten Theorie geldst (Code EVAl). Das Feld der dimensionslos gemachten Radial-
spannung ' R3q1;Vé ist auf Seite 102, die entsprechenden Felder der
Tangentialspannung 6.p.p und der Schubspannung 6,, sind auf Seite 103 und
Seite 104 als Hohenlinienbild dargestellt. Die HGhenlinien sind Jeweils
fiir ein Achtel der Korperquerschnittsfldche (schraffierter Bereich in

Abb. 15)  angegeben. Der Einfachheit halber wurde dieses Achtel der Korper-
querschnittsfldche derart verzerrt abgebildet, daBl Kreise, mit dem Polar-

koordinatenursprung als Mittelpunkt, ibergehen in Gerade.

Die angegebenen Spannungsfelder gelten exakt fiir den Fall, daB an den
Randkurven periodisch schwankende Normal- und Schubspannungen mit kleiner
Amplitude A (/4<0,0035 'r%'k:_g’,;,}%' aufgebracht werden. Gemittelt iiber eben-
falls relativ kleine Umfangswinkel Af (4f 28°) verschwinden diese Normal-

und Schubspannungen.

1) Die Wiarmeilbergangsbedingungen konnen lings der inneren Randkurve belie-
big variieren. Es muB3 nur den von den Randkurven vorgegebenen Symmetrie-
eigenschaften geniigt werden.



Die in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse diirften erheblich genauer sein,
als die in [f#} 7 mit Hilfe der Funkticnentheorie erzielten Ergebnisse. Im
letzten Fall lassen nidmlich die Inkorrektheiten an der HuBeren Randkurve
Fehler in der GrofSenordnung von 10 O/o erwarten. Ein guantitativer Vergleich
der Ergebnisse war leider kaum mbglich, da die entsprechenden graphischen

Darstellungen in é?ﬁj_? sehr klein ausgefilhrt sind.

Auf die periodischen Schwankungen der errechneten Spannungen nahe der inne-
ren Randkurve (Seite 102, 103 und 104) sei besonders hingewiesen. Sie wer-
den verursacht durch die fehlerhafte Erfiillung der Randbedingungen, d. h.
durch die periodisch schwankende Normal- und Schubspannung am Rand. Sehr
interessant ist, daB der EinfluB dieser Fehler bereits bei geringen Tiefen
(5 o/o der Wandstdrke) offensichtlich ganz erheblich zuriickgeht. Ahnliche
Beobachtungen lassen sich bei allen folgenden Rechenbeispielen machen.

(Prinzip von Saint-Vénant).

SR 1

Mit diesem Rechenbeispiel ist demonstriert worden, daf die in dieser Ar-

=]
beit entwickelte Methode bei der Randkollokation es gestattet, auch solche

wohnlichen Randkollokation, viel zu ungenau war.

4.2 Spannungsanalyse zum langsberippten Brennstabhiillrohr bei linear-

elastischem Werkstoffverhalten. Vergleiche mit spannungsoptischen

Untersuchungen

Das Brennstabhiillrohr, welches in diesem und dem ndchsten Abschnitt unter-
sucht werden soll, hat die in Abb. 16 dargestellte Korperquerschnittsfliche

(ausgezogene Kontur). Ursache des sich einstellenden Spannungsfeldes ist

ein Rohrinnendruck von 70 at
und ein Temperaturfeld gemiB Abb. 17 (Warmedehn.).

Das Temperaturfeld ist dargestellt als Hohenlinienbild fiir den schraffier-
ten Bereich der Korperquerschnittsfliche (Abb. 16). Dieser Bereich der Kor-
perquerschnittsfldche wurde zu diesem Zweck derart verzerrt wiedergegeben,
daB Kreise, deren Mittelpunkte mit dem Polarkoordinatenursprung zusammen-
fallen, in Gerade ibergehen. (Auch die spdter folgenden Hohenlinienbilder
der Spannungs- und Verzerrungsfelder beziehen sich auf den in gleicher

Weise verzerrten Bereich der Kdrperquerschnittsfliche). Bei der Berechnung
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Abb. 16  Rippenrohrquerschnittsflache

Temperaturangaben in °C

Abb. 17 Temperaturfeld



des Temperaturfeldes wurde eine Stableistung von 126,7 cal/cm:.sec zu-
grunde gelegt. Da das hierzu verwendete Rechenprogramm die Temperaturen
fiir ein Koordinatennetz lieferte, welches von dem hier verwendeten Koordi-
natennetz etwas abweicht, waren einige Umrechnungen notwendig. Diese wur-
den von Hand vorgenommen und filhrten im Rippenkopf zu gewissen Ungenauig-

keiten, die in dem Hohenlinienbild (Abb. 17) zu erkennen sind.
Die Werkstoffdaten waren gegeben durch

den Elastizitdtsmodul von 17000 kp/mmg,
die Querkontraktionszahl von 0,3

und den Wirmedehnungskoeffizienten 17,6 - 10"6 1/grd.

Bei der Behandlung des Problems mit Hilfe des Computercodes EVAl waren noch
die folgenden Festlegungen zu treffen:

Radiale Maschenweite des Polarkoordinatennetzes DR = 0,025 mm .
(Damit ist die Anzahl der azimutalen Netzlinien JM = 27 bei 0,35 mm
Rippenhthe und JM = 33 bei 0,5 mm Rippenhthe)

Die azimutale Maschenweite des Polarkoordinatemnetzes wird bestimmt
durch die Anzahl der radialen Netzlinien 12-KM ; KM= 60.

Maximale Fourierordnung der Airyschen Spannungsfunktion n,= 28.
Maximale Fourierordnung Jjener Randspannungsabweichung, die verschwin-

den soll n; = 19.

Es sel nochmals bemerkt, daBl die Maschenweite des Polarkcordinatennetzes in
den hier behandelten Fdllen nur EinfluB auf die Dateneingabe und -ausgabe hat.

Die Rechengenauigkeit h#ngt nicht von der Maschenweite ab.

AuBer fiir den Referenzfall (Rechenbeispiel 0101) wurden Spannungsanalysen
auch fiir andere Fille durchgefilhrt. Bei diesen Fillen (Rechenbeispiele 0001,
0201, 0301, 0013, 0162, 0262, 0362) wurden gegeniiber dem Referenzfall gewisse
Variationen der Abmessungen (strichpunktierte Konturen) und Belastungen vor-

genommen. Einzelheiten sind der folgenden Tafel zu entnehmen:
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Rechenbetsp-1 Rohrinnen-| - =1 \Rippenfulaus-|Rippenanzahl
Nr. P grﬂck Rippenfohe ruﬁZungsrad. at11)1 Umfang
0001 0 035mm | 04mm 6
0101 | 0at |035nm | 04mm| 6 |[{rewranca
0201 0at | 0,50mm | 04 mm 6
0301 ?0at | 035mm | 0,2 mm 6
0013 P0at | 035mm | 0% mm 3
0162 | 70at | 035mm | O4mm | 6 ;Q;"i;’;:;;"j;;;;;gﬁ;f
u. der Axialspannung
0262 70at | 030mm| 04mm 6 *Die Vergleichsspann.
wird ausnahmsweise
0362 20 at 035 mm 0. 2 mm 6 nach Mohr bestimmt

| (max. Schubspann.)

Die drei letzten Rechenbeispiele wurden vorwiegend deswegen durchgefihrt,

weil in diesen Fidllen die Spannungsfelder leicht auf experimentellem Wege

mit Hilfe der Spannungsoptik ermittelt werden konnten. Aus diesem Grunde

wurde in diesen drei Fdllen auch ausnahmsweise die Vergleichsspannung nach
Mohr bestimmt (doppelter Betrag der maximalen Schubspannung). Die zuge-

horigen Hohenlinienbilder k®nnen dann unmittelbar mit fotografischen Auf-

nahmen aus der Spannungsoptik verglichen werden.

In allen anderen Fdllen wird die Vergleichsspannung nach v. Mises bestimmt.



Diskussion der Ergebnisse:

Die Ergebnisse fir die vorseitig angefilhrten Rechenbeispiele sind auf Seite
105 bis 116 angegeben. Bei allen Beispielen sind die Tangentialspannung
(parallel zur Randkurve) und die Axial- oder Vergleichsspannung sowohl an

der imneren als auch an der duBeren Randkurve als Funktion des Umfangswin-
kels graphisch dargestellt. Gleichzeitig werden die Normal- und Schubspan-~
nungen (Randbedingungen) angegeben, bei denen die erzielten Ergebnisse exakt
gelten (von Zeichenungenauigkeiten und dhnlichem ist in diesem Falle natlirlich

abzusehen). Man beachte in diesem Zusammenhang die verschiedenen Spannungsmag-

stibe.
Zu den Rechenbeispielen 0001 und 0101 (Seite 105, 106, 107):

Man erkennt deutlich die Spannungserhdhung am Rippenfufl, bekannt unter dem
Begriff "Kerbwirkung". Das Spannungsmaximum liegt 1) nahe am Ubergang des
kreisformigen Randes zur RippenfuBausrundung. Will man die Kerbwirkung niedrig
halten, so geniigt es, in der Zone des Spannungsmaximums den Ausrundungsradius
grof3 zu machen. Interessant ist auch die Spannungéerniedrigung am Innenrand

unter der Rippe, verursacht durch den wandverstiarkenden EinfluB der Rippe.

Man beachte, wie klein der Fehler in den Randbedingungen (Normal- und Schub-
spannung am Rand) ist, verglichen mit der groBten auftretenden Spannung. Am

o
Rippenkopf liegt der Fehler unter 2,5 O/o, im {ibrigen Bereich unter 0,5 /o.

Ein Teil der im nichsten Abschnitt behandelten Kriechprobleme besitzt unmit-
telbar nach Lastaufbringung dieselben Spannungsverteilungen wie in einem
dieser beiden Beispiele. Zu Vergleichsazwecken werden deswegen auf Seite 107
die Vergleichsspannungsfelder (Vergleichssp. nach v. Mises) der Rechenbeispie-
le 0001l und 0101 als Hohenlinienbilder dargestellt. Zwel Eigenschaften der
Spannungsfelder fallen besonders auf. In der Ndhe der RippenfuBausrundung tritt
ein besonders starker Spannungsgradient auf. Die Vergleichsspannung besitzt
unter der RippenfuBausrundung einen Sattelpunkt, d. h. die Uber der Rohrwand

auftretende Biegespannungsverteilung ist an dieser Stelle am stirksten gestort.

Zum Rechenbeispiel 0201 (Seite 105):

Es wird der EinfluBl untersucht, den eine Rippenerhdhung auf die Spannungsver-
teilung ausiibt. Ein solcher EinfluB ist - wie ein Vergleich mit Beispiel 0101
zeigt - praktisch nicht feststellbar. Bemerkenswert ist, dall der Fehler bei

1) Wenn im folgenden ohne weitergehende Spezifikation von "Spannungen" die
Rede ist, dann 1st die Tangentialspannung gemeint.



der Erfiillung der Randbedingungen wesentlich groBer ist als in den vorange-
gangenen Beispielen. Trotzdem wird die Spannungserhdhung am Rippenfufl recht
genau wiedergegeben, weil es durch geeignete Vorgabe der Gewichtsfunktion
Gfﬁﬁ4(ﬁ) gelungen ist, gerade in dem interessierenden Bereich den Fehler

noch relativ klein zu halten.

Zum Rechenbeispiel 0301 (Seite 109):

Es wird der EinfluB untersucht, den eine Verkleinerung des RippenfuBausrun-
dungsradius auf die Spannungsverteilung ausiibt. Zwei Effekte lassen sich

feststellen: Die Spannungserhcdhung am RippenfuB bezogen auf die AuBenrand-
spannung zwischen den Rippen ist 1,77 mal so groB wie im Beispiel 0101. Die
Spannungen zwischen den Rippen sind sowohl am Innen- als auch am AuBenrand

etwa 5 O/o niedriger als die entsprechenden Spannungen im Beispiel 0101.

Der letztgenannte Effekt ist darauf zurlickzufiihren, da8 mit kleiner werdendem
RippenfuBausrundungsradius der Bereich zwischen den Rippen, der im wesentli-
chen die Flexibilitdt des Rohres darstellt, zunimmt. Mit groBer werdender
Flexibilit&@t nehmen aber Spannungen, hervorgerufen durch aufgeprédgte Verfor-
mung (Warmedehnung) ab. Der Wert des Spannungsmaximums (RippenfuBradius) und
damit die Zahlenangabe zum erstgenannten Effekt diirfte wegen der fehlerhaften
Erfiilllung der Randbedingungen recht ungenau sein. Eine gezielte Herabsetzung
des Fehlers im RippenfuBbereich durch geeignete Vorgabe von QE}%A@K)W§9E§§5W
terte. - S

Damit ist eine Grenze des Anwendungsbereiches der Codes EVAl und EVA2 sicht-

bar geworden.

Zum Rechenbeispiel 0013 (Seite 110):

Es wird der EinfluB untersucht, den eine Verkleinerung der Rippenanzahl (3 Rippen
statt 6 Rippen) auf die Spannungsverteilung ausibt. Die Spannungserhdhung am
Rippenfufl bezogen auf die AuBenrandspannung zwischen den Rippen ist erwar-
tungsgemd8 genau so groB wie im Beispiel 0101. Die Spannungen im Bereich
zwischen den Rippen nehmen dagegen am Innenrand um 18,2 o/b, am AuBenrand um
10,6 O/o ab, verglichen mit den entsprechenden Spannungen im Beispiel 01Cl1.

Die Ursache ist - #hnlich wie oben - in einer Erhchung der Flexibilitdt zu
suchen. Auch bei diesem Rechenbeispiel war eine gezielte lokale Genauigkeits-

erhohung am Rippenfufl nicht mehr mdglich.



Zu den Rechenbeispielen 0162, 0262, 0362 (Seite 111, .... 116):

Diese drei Beispiele unterscheiden sich von den Rechenbeispielen 0101, 0201
und 0301 nur dadurch, daB allein der Innendruck Ursache der sich einstellen-

den Spannungsverteilung ist.

fhnlich wie bei den Beispielen 0101, 0201 und 0301 nimmt die Spannungserhdhung
(Kerbwirkung) am Rippenfufl mit kleiner werdendem Ausrundungsradius zu, widhrend
eine Rippenerhohung praktisch keinen Einfluff auf die Spannungsverteilung aus-
iibt. Im Gegensatz zu den Beispielen 0101, ... tritt eine Verminderung der
Spannungen im Bereich zwischen den Rippen bel Verkleinerung des RippenfuBaus-
rundungsradius nicht ein. Dies war nicht anders zu erwarten, da Flexibilitdts-
gnderungen nur dann die Spannungsverteilung stdrker beeinflussen, wenn Verfor-

mungen (Warmedehnungen) aufgepridgt sind.

Sehr interessant ist, daB die Kerbwirkung, d. h. die Spannungserhdhung am
Rippenfufl bezogen auf die AuBenrandspannung zwischen den Rippen im Rechenbei-
spiel 0162 (reine Innendruckbeanspruchung) nur 11 O/o, im Rechenbeispiel 0001
(reine Biegebeanspruchung) dagegen 17 O/o Eetrégt. Die RippenfuBausrun-
dungsradien sind in beiden Fdllen gleich. Im Falle reiner Biegebeanspruchung
(Wirmedehnung) ist also die Kerbwirkung stdrker ausgepridgt als im Falle reiner

Innendruckbeanspruchung.

Im Gegensatz zu den bisherigen Rechenbeispielen liegt das absolute Spannungs-
maximum bei den Beispielen 0162, 0262

und 0362 (reine Innendruckbeanspru-

Achse des Zugstabes chung) am Innenrand unter der Rippe.
Das Entstehen dieses Maximums kann

man sich leicht erklaren, wenn man

I den Rippenbereich des Hiillrohres - wie

. in Abb. 18 angedeutet - als auBermitti
Zugkraft infolge Innendruck 8 8
Abb 78 belasteten Zugstab interpretiert. Mit

demselben Modell 1aB8t sich auch das
Auftreten einer negativen Tangentialspannung am Rippenkopf erkliren (Rechen-

ot et oA
beispiel 0162).

Wie bereits erwdhnt, konnten zu den Rechenbeispielen 0162, 0262 und 0362 auch
spannungsoptische Spannungsanalysen durchgefilhrt werden. Auf Seite 114 bis 116
sind die mit Hilfe der Spannungsoptik erzielten Vergleichsspannungsfelder den

berechneten Vergleichsspannungsfeldern gegenilbergestellt. (Vergleichsspannungen



ausnahmsweise nach Mohr). Die Ubereinstimmung der Felder (Ahnlichkeit) ist -
wie man sieht - sehr gut. Wie aufgrund der fehlerhaften Erfiilllung der Rand-
bedingungen zu erwarten, treten in den berechneten Spannungsfeldern der Bei-
spiele 0262 und 0362 am AuBenrand gewisse, die Ergebnisse verfdlschende
Oszillationen auf. An Jjenen Stellen des AuBenrandes, die besonders interes-
sieren (RippenfuB, Bereich zwischen den Rippen), storen diese Oszillationen
kaum. Fiir den AuBenrand im Bereich des Rippenkopfes erhdlt man dagegen keine
brauchbaren Rechenergebnisse. Trotzdem stimmen im Inneren des Rippenkopfes
die Spannungsfelder recht gut iiberein. Anders ist dies beim Beispiel 0162,
wo das berechnete mit dem experimentell bestimmten Spannungsfeld in Jjedem
Detail iibereinstimmt. Interessant ist, daB sogar das sehr schwach ausgeprig-
te, relative Spannungsmaximum an der Rippenflanke (Wendepunkt der AuBenrand-

kurve) durch das Experiment bestdtigt wird.

4.3 Spannungs- und Verzerrungsanalyse zum léngsberippten Brennstabhiillrohr

bei nichtelastischem Werkstoffverhalten

Bei diesen Untersuchungen wurden ausnahmslos die Hiillrohrabmessungen des Re-
ferenzfalles {Abb. 16, ausgezogene Kontur) zugrunde gelegt. Die einzelnen
Rechenbeispiele unterscheiden sich nur dadurch, daB entweder thermisches
Kriechen oder zeitunabhingige Plastizitdt (Ubersehreiten der Streckgrenze)
angenommen wurde und dafB in gewissen Fdllen auch das strahlungsinduzierte
Kriechen und bzw. oder das Werkstoffschwellen beriicksichtigt wurde. Variiert
wurden auBerdem das Temperaturniveau, der Innendruck und die von dem gesam-

ten Rohrquerschnitt aufzunehmende Axialkraft.

Filir den Elastizitdtsmodul, die Querkontraktionszahl und den Warmedehnungs-
koeffizienten wurden dieselben Werte eingesetzt wie in Abschn. 4.2 beim

linear-elastischen Problem.

SchlieBlich wurde auch dasselbe Polarkoordinatennetz, dieselben max. Fourier-
ordnungen, usw. benutzt. Zusidtzlich waren vorzugeben:
Grad des Niherungspolynoms fiir die Storfunktion 1im= 8.
~ Max. Fourierordnung der Storfunktion np= 17.

Eine Ubersicht tiber die durchgefiihrten Rechenbeispiele gibt die folgende
Tafel:



. paeitunadh | :
Rechenbeisp.- RPlastizitay Therm. |Strahl - \Werkstoff| Innen- | Axial- | Temp-

Nr. (3&% Kriechen|Kriechen|Schwellen| druck | kraft |Miveau RJ"‘X

1001 x 0 | 0 |650°|2425mm

1101 x x 0 |650°C |2425mm

1201 x x 0 | 0 |650°C|2425mm

1302 x x | x |13kp |650°C|2375mm

1401 X x X x 1 13Kp |650°C |2,3%5mm

£
xR
*x

6401 X 13kp |450°C [2425mm

9001 x 1W00at | 13kp 2425mm

Ein Kreuz in dieser Tafel bedeutet, daB der Jjeweilige Effekt gemidB den nach-

folgend angefiihrten Spezifikationen berilicksichtigt wurde.

Temperaturniveau 450 © C bedeutet, daBl das Temperaturfeld nach Abb. 17 zu-
grunde gelegt wurde. Temperaturniveau 650 © C bedeutet, daB dasselbe Tempe-
raturfeld, Jjedoch um 200 © C erhdht, zugrunde gelegt wurde.

‘23AX' gibt an, bis zu welchem Radius Spannungsumlagerungen, hervorgerufen
durch Kriechen, voll beriicksichtigt wurden. Bei grofieren Radien konnten mit
Riucksicht auf die Stabilitdt der Losung die Umlagerungen der Radial-, Tan-
gential- und Schubspannungen nur teilweise in Rechnung gestellt werden. Die
AxiaISpannungsumlagerungen wurden dagegen voll berilicksichtigt. Dies erschien
tragbar, da in den zur Debatte stehenden Bereichen die Axialspannung wesent-

lich groBer ist als die ibrigen Spannungskomponenten. Das Kriechverhalten



h#ngt aber gerade fast ausschlieBlich von der maximalen Spannungskomponente
ab. Im Code EVA2 wird R jAx durch die Vorgabe von JAX festgelegt. Niheres

hierzu entnehme man dem Abschn. 3.3.

Zeitunabhidngige Plastizitdt:

Das Rechenbeispiel fiir zeitunabhingiges plastisches Werkstoffverhalten
wurde nur durchgefilhrt, um die Brauchbarkeit des Codes EVA2 auch in die=-
sem Falle zu demonstrieren. Tatsdchlich werden die Spannungen in Jjenen
Beispielen,denen praktische Bedeutung zukommt, durch Kriechen so stark

abgebaut, daB die Streckgrenze nirgends erreicht wird.

Um groBere Zonen der Korperquerschnittsfldche plastisch zu verformen,

wurde die
Streckgrenze (FlieBgrenze) mit 10 kp/mm2

sehr niedrig angesetzt. Eine Abhingigkelt der Streckgrenze von der Tempe-
ratur wurde nicht angenommen. (Die Beriicksichtigung einer solchen Abhin-

gigkeit ist aber Jederzeit mdglich).

Das Verfahren wurde gemidB Abschnitt 3.4 durchgefiihrt, d. h. unter anderem,
daB ideal-elastisch-platisches Werkstoffverhalten angenommen wurde. Fiir
das Kriechproblem, welches dem (zeitunabhingigen) plastischen Problem zu-

geordnet ist, wurden die folgenden Parameter eingesetzt:

= . -5
CRT = 051070 ] C-ath9) = CRI-CRIS(HS)
CRIS(1) =05 vergl. Formel (3.4.2)
CR15(2), ... ,CR1S(NSM) =10
Kriechexponent EXP01=2
Anzahl der Rechenschritte NSM =27

Die Belastungsparameter wurden widhrend des schrittweisen Rechenverfahrens
nicht gedndert. Dies bedeutet, dafB keine plastische Zwischenldsung einge-

schaltet wurde.

Bei s#@mtlichen Rechenbeispielen mit Kriechen wurde eine Einsatzzeit von 208

Tagen zugrunde gelegt. Die Einteilung in Zeitschritte ist aus Abb. 19 zu er-

ZEITNS)inTagen: 0 05 1 45 2 3 4 6 8 EIT(NSM)=208 Tage
N:1 2 3 45 6 7 8 g NsM=109

Abb. 19



sehen. Da zu Beginn der Einsatzzeit stdrkere Spannungsumlagerungen zu erwar-
ten sind, wurde fiir die ersten 4 Tage eine feinere Zeitschrittunterteilung

gewdhlt.

Thermisches Kriechen:

Es wurde angenommen, daf nur Sekunddrkriechen vorliegen mdge. (Die Beriick-
sichtigung von Zeitverfestigung ist jedoch Jjederzeit mdglich). Fiir die

Kriechparameter wurden folgende Werte vorgegeben:

CR1 = 0%%4-10%°

CR15(1), ... ,CR15(4) = 05
CR15(5) u. CR15(6) = 10
CR15(7), ..., CR1S(NSM) = 2,0

CRIT = - 81510
EXPO1 = 22,6

EXPOIT = - 0027

Im einachsigen Falle lautet damit das Kriechgesetz:

81510

Ly =SB as-0029T 4
E = que’ e T - §

“Tag

& ist die einachsige Spannung in kp/mm°, £ die in derselben Richtung
auftretende Dehnungsgeschwindigkeit und T die Temperatur in ° C. Nach

diesem Gesetz ergeben sich die folgenden Kriechexponenten:

Temperatur I 500 ° ¢ ] 500 © ¢ ’ 600 ° ¢ l 700 © ¢

Kriechexponent I 11,8 I 9,1 ! 6,4 } 3,7

b TP T T

Das Krieéhgesetz ist in Abb. 20 graphisch dargestellt (doppelt logarith-
misches Koordinatensystem). Es beschreibt in etwa das Kriechverhalten von

Hulllrohrwerkstoffen.
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Strahlungsinduziertes Kriechen:

Abb. 20

”Eér&ﬁfde angenommen;”daﬁ nur Sekundirkriechen vorliegen moge. (Die Bertick-

sichtigung von Zeitverfestigung ist Jjedoch auch hier jederzeit mdglich).

Filr die Kriechparameter wurden folgende Werte vorgegeben:

CR2 = 0,745 107
CR3 = 011181073
CR235(1), ... ,CR235(4) = 0.5
CR235(5) u. CR235(6) = 1.0
CR235(%), ..., CR235(NsM) = 2,0

CR2T =l
CR3T =)

1)

- 00027

Die Kriechdehnung 1d8t sich aufspalten in einen (konservativen) Anteil

ohne Volumeninderun

o
(=]

und in einen Anteil

ot

35 L ACAA AN

der nur Volumeninderung darstellt.



Fiir den konservativen Kriechdehnungsanteil erh#@lt man im einachsigen

Falle mit obigen Daten folgende BReziehung:

. ~0,002%-(1+273)

= PP d ] 7
E = [own5 105 € Tag
<S ist die einachsige Spannung in kp/mm2, é, die in derselben Richtung
auftretende Dehnungsgeschwindigkeit und T die Temperatur in © c.

Fir Jjenen Kriechdehnungsanteil, der nur Volumeninderungen bewirkt, er-

hdlt man (im mehrachsigen Falle) mit den obigen Daten:

 [[rsonswse ¥ ™).
% Volumendilatation = £,=¢,,= &, %5 (G1y* Gag* 633,
wenn  (6u*623*G35) >0
= 0 7 Wgnn (64.;.*(522*635) éD

Man sieht, daB in der zweiten Beziehung der Faktor in der eckigen Klammer
15 mal»so grofB3 ist wie der entsprechende Faktor in der ersten Beziehung.
Dies stimmt iiberein mit den Annahmen von Gilbert und Straalsund ZT12_7,
sowie Boltax et. al [f7_7. (Die Daten geben die Verh#ltnisse, die im

Schnellen Briiter erwartet werden, nur sehr grob wieder).

Werkstoffschwellen:

Es wurde angenommen, daB in dem vorliegenden Temperaturbereich das Werk-
stoffschwellen eine lineare Funktion der Temperatur ist. (Diese lineare
Beziehung kann jedoch Jjederzeit durch ein Polynom zweiten oder dritten

Grades ersetzt werden). AuBerdem wurde angenommen, dafl gilt:
1,5
Werkstoffschwellen -~ ZEIT
Es wurden die folgenden Daten eingesetzt:

ALPHAT = 40-107°

ot § I

, )
ALPHASINS) = [ZEIT{N5+1)/70]45- [ ZEIT(Ns)/yof

ZEIT(NS) ist hierbei in Tagen anzugeben.



Damit ergibt sich bis zum Ende der Einsatzzeit (208 Tage) eine Volumen-

zunahme durch Schwellen von
0949 -107% - T

T ist die Temperatur in ° C.

Die Volumenzunahme durch Warmedehnung, welche sofort zu Beginn der Ein-
satzzeit vorliegt, betrdgt dagegen nur (Abschn. 4.2)

01%6-10°% -T

Innendruck:

Es wurde angenommen, daB der Rohrinnendruck wdhrend der Einsatzzeit linear
von 70 at auf 142,8 at ansteigt. Es wurde deshalb gesetzt:

RSPIS(NS) = 07 + 0,0035 ZEIT(NS)

ZEIT(MS) ist hierbei in Tagen anzugeben.

‘Die Axialkraft wurde unabhingig von dem Innendruck vorgegeben. _ .

Diskussion der Ergebnisse:

Die Ergebnisse fiir die angefilhrten Rechenbeispiele sind auf Seite 117 bis 131
graphisch dargestellt. Fir jedes einzelne Beispiel - mit Ausnahme des letzten -
wurden als Funktion der Zeit angegeben, die Vergleichsspannung, die plasti-

sche Vergleichsdehnung, gegebenenfalls auch die plastische Volumendilatation

an den Innenrandpunkten A und B und den AuBenrandpunkten C, D und E. Die Lage
der Randpunkte A, B, C, D, E entnehme man den beigefiigten Skizzen.

AuBerdem wurde fir jedes Rechenbeispiel - einschlieBlich des letzten Beispiels -
das Vergleichsspannungsfeld, das Feld der plastischen Vergleichsdehnung (nach

v. Mises) und gegebenenfalls das Feld der plastischen Volumendilatation als
Hohenlinienbild dargestellt. Bei den Beispielen mit Kriechen geben die Felder

den Zustand nach 208 Tagen Einsatzzeit wieder.




Im Gegensatz zu den elastischen Rechnungen kann man hier iiber die Genauig-

keit der Ergebnisse allenfalls Vermutungen anstellen.

Zum Rechenbeispiel 1001 (Seite 117, 118):

Es wird der Abbau der Warmespannungen durch Kriechen untersucht. Die Darstel-
lungen auf Seite 117 zeigen deutlich, daB der Abbau am Hilllrohrinnenrand
wesentlich intensiver ist als am AuBenrand. Ursache ist die hthere Tempera-
tur und die damit verbundene geringere Kriechfestigkeit am Hiillrohrinnen-
rand. Das hat zur Folge, daB die sich am Innenrand einstellenden Spannungenl)
niedriger und die sich einstellenden plastischen Dehnungen htdher sind als am
AuBenrand. Das hat weiterhin zur Folge, daB sich die Faser, in der die Span-

nung ein Minimum ist, von der Rohrwandmitte nach aufen verschiebt.

Im Ubrigen zeigt das sich einstellende Spannungsfeld - mit Ausnahme einer
gewissen Zone in der Rippe - die typische, beim Kriechen auftretende Biege-

Spannungsverteilung.

Zum Rechenbeispiel 1101 (Seite 119, 120):

Dieses Beispiel unterscheidet sich von dem vorhergehenden Beispiel nur dadurch,
daB zusdtzlich ein Immendruck anliegt. Die zu beiden Rechenbeispielen gehoren-
den elastischen Spannungsverteilungen zeigen nur geringe Unterschiede

(Seite 107, Beispiel 0001 und Beispiel 0101). Die sich nach der Einsatzzeit
(208 Tage) einstellenden Kriechspannungsverteilungen sind dagegen vollkommen

verschieden. Fiir das Beispiel 1101 (Seite 120) erhdlt man nicht die typische

Biegespannungsverteilung, sondern eine Spannungsverteilung, wie sie bei Zug-
beanspruchung in der Rohrwand zu erwarten ist. Hierbeil ist zu beachten, daB
infolge der Temperaturunterschiede die Kriechfestigkeit am Rohrinnenrand ge-
ringer ist als am RohrauBenrand. Ein Spannungsmaximum am Rohrinnenrand unter
der Rippe, welches im elastischen Falle fiir reine Innendruckbeanspruchung
typisch ist, erh#lt man zwar nicht (vergl. hierzu Beispiel 162, 262, 362).
An dieser Stelle ist ndmlich die Hilllrohrtemperatur am hdchsten und die
Kriechfestigkeit am niedrigsten. Dafiir tritt an dieser Stelle aber das Maxi-

mum der plastischen Dehnung auf.

1) Wenn nichts weiter gesagt wird, sei unter "Spannung" im folgenden immer
die Vergleichsspannung und unter "plastischer Dehnung® die plastische Ver-
gleichsdehnung verstanden.



Anhand der Vergleichsspannungen, aufgetragen iber der Zeit (Seite 119 ),
148t sich die Umlagerung des Biegespannungszustandes in eine Spannungsver-
teilung, bestimmt durch den Innendruck, verfolgen. Die Umlagerung ist nach

40 - 60 Tagen (Spannungsminima) weitgehend abgeschlossen.

Zum Rechenbeispiel 1201 (Seite 121, 122):

Diese Beispiel unterscheidet sich von dem ersten Rechenbeispiel 1001 dadurch,
daB neben der Warmedehnung noch die Schwelldehnung auftritt. Aus der Ver-
gleichsspannung, aufgetragen iber der Zeit (Seite 121 ), geht hervor, da8

in den ersten 10 - 20 Tagen der Spannungsabbau ganz analog wie im Beispiel
1001 erfolgt. Dieser Abbau wird aber nicht monoton fortgesetzi, sondern die
Spannungen steigen mit zunehmender Zeit wieder geringfiigig an. Das Spannungs-
niveau stellt sich gerade so ein, daB die Schwellgeschwindigkeit in etwa von
der Kriechgeschwindigkeit kompensiert wird. Da die Schwellgeschwindigkeit
tber der Zeit monoton widchst; nimmt auch das Spannungsniveau (hach Beendi-

gung der Anlaufvorginge) monoton zu.

Im Gegensatz zu den beiden bisherigen Beispielen steigt die Dehnung mit der
Zeit teilweise stark an. Nach der Einsatzzeit (208 Tage) wird am Innenrand
etwa 1°/0,am kriechfesteren AuBenrand etwa 0,7 o/o erreicht. Spannungs- und
Dehnungsfeld (Seite 122) stimmen qualitativ mit den entsprechenden Feldern
im Beispiel 1001 iiberein. Man beachte die lokale Dehnungserhthung am Rippen-
fuB. Sie ist groBenordnungsmiBig vergleichbar mit der kéfb%irkuﬁé im elasti-
schen Fall.

Zum Rechenbeispiel 1302 (Seite 123, 124):

In diesem Beispiel werden neben der Wiarmedehnung sowohl Innendruck als auch
Schwelldehnung berticksichtigt. Bei der numerischen Durchfihrung der Rechnun-
gen zeigte sich, da das Spannungsfeld am Innenrand unter der Rippe zeitliche
Schwingungen ausfihrte. Um diese Instabilit#ten zu vermeiden, wurden simtli-
che Zeitschritte halbiert. Die Rechenzeit am Computer (IBM 360/85) verdoppel-
te sich damit auf etwa 140 Minuten. Zwar konnten dadurch die Instabilitéten
nicht vollstidndig vermieden werden. Die Amplituden der zeitlichen Schwingun-
gen wurden Jjedoch kleiner. AuBerdem nehmen sie ~ wie die Kurven auf Seite
zeigen - von einem gewissen Zeitpunkt an ab. Eine weitere Verringerung der

Zeitschrittlidngen verbot sich mit Riicksicht auf die Rechenzeit.
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Obwohl das Schwellen ebenso wie die Warmedehnung in dem Sinne wirkt, daB
sich eine Biegespannungsverteilung ausbildet, stellte sich nach 208 Tagen
doch ein Spannungsfeld eiﬁ, wie es fiir Innendruckbeanspruchung typisch ist
(Seite 124 ). Das Feld der plastischen Dehnung ist dagegen eher einer Bie-~
gebeanspruchung zuzuordnen. So liegt auch das Maximum der plastischen Deh-
nung nicht wie im Rechenbeispiel 1101 am Innenrand unter der Rippe, sondern
am RippenfuB. Es betrigt fast 1,5 O/o. Bemerkenswert ist schlieBlich das

Spannungsminimum im Zentrum der Rippe.

Zum Rechenbeispiel 1401 (Seite 125, 126, 127):

Dieser Fall unterscheidet sich dadurch von dem vorhergehendem Beispiel,

daf zusdtzlich strahlungsinduziertes Kriechen beriicksichtigt wird. Das sich
einstellende Spannungsfeld (Seite 127) gleicht in etwa dem Spannungsfeld

im vorangegangenen Beispiel, liegt aber um 1,5 - 2 kp/mm2 niedriger. Das
sich einstellende Feld der plastischen Dehnung stimmt dagegen nur im Rippen-
bereich mit dem Dehnungsfeld im vorangegangenen Belspiel iiberein. Im Be-
reich zwischen den Rippen sind die Dehnungen wesentlich geringer. Dafiir
treten in diesem Bereich recht hohe plastische Volumendilatationen auf. Das
strahlungsinduzierte Kriechen hat demnach beim Temperaturniveau 650 °c
einen Zhnlich starken EinfluB auf die Spannungsrelaxation wie das thermische

Kriechen.

Zum Rechenbeispiel 6401 (Seite 128, 129, 130):
Es liegen dieselben Verhdltnisse vor wie im vorangegangenen Beispiel. Nur
das Temperaturniveau wurde um 200 ° C gesenkt. Damit spielt das thermische

Kriechen beil den Relaxationsvorgéingen kaum eine Rolle. Dominierend ist der

Spannungsabbau durch strahlungsinduziertes Kriechen.

Beim thermischen Kriechen werden Spannungsspitzen, sofern der Kriechexpo-
nent grofer als 1 ist, liberproportional abgebaut. Das hat zur Folge, daB
in den Spannungsfeldern ausgepridgte Spannungsmaxima selten vorkommen. Beim
strahlungsinduzierten Kriechen héngen die Verzerrungsgeschwindigkeiten im
wesentlichen linear von den Spannungen ab, so. dall ausgeprigte Spannungs-
spitzen eher zu erwarten sind. Das Spannungsfeld auf Seite 130 zeigt, daB
solche ausgepridgten Spannungsspitzen tatsHchlich vorkommen. Bei den tver-
legungen zu diesen Spannungsspitzen hat man ferner zu beachten, daB strah-

lungsinduziertes Kriechen eher eine Relaxation des hydrostatischen Span-
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nungsanteils, als eine Relaxation der Vergleichsspannung bewirkt. Dies hingt
damit zusammen, daB strahlungsinduziertes Kriechen im wesentlichen eine Vo-
lumendilatation und weniger eine deviatorische Verzerrungsidnderung (Ver-
gleichsdehnung nach v. Mises) darstellt. Die Felder auf Seite 130 bestdtigen
diese Tatsache. An dieser Stelle sei nochmals auf die derzeit sehr liicken-

haften und unsicheren Daten beim strahiungsinduzierten Kriechen hingewiesen.

Zum Rechenbeispiel 9001 (Seite 131):

Wie bereits erwdhnt, wurde dieses Beispiel nur durchgefilhrt, um die Anwend-
barkeit des Codes EVA2 auf gewlsse Probleme mit zeitunabhéngiger Platizitdt

(ideal-elastisch-plastisches Werkstoffverhalten) zu demonstrieren.

Aufgrund des vorliegenden Spannungsfeldes auf Seite 131 bestdtigt man, daB
der Bedingung (3.4.3) nidherungsweise geniigt wird. Da ferner plastische Ver-
Zerrungen nur dort auftreten,; wo die Spannung etwa gleich der FlieBspannung
iét, darf vermutet werden, daB sich die erzielte LOsung bei gleichmiBiger,
monotoner Lastaufbringung (Erwdrmung) einstellt. Die Ldsung wurde nach 21

Rechenschritten erzielt.
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Durch spannungsopiische Experimente bestimmie Ver -
* gleichsspannung nach Mohr. Die Héhenlinien bezeichnen
nicht dieselben Spannungsniveaus wie im Rechenbeispiel.
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Durch spannungsoptische Experimente bestimmte Ver-
gleichsspannug nach Mohr. Die Hohenlinien bezeichnen
nicht dieselben Spannungsniveaus wie im Rechenbeispiel.
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Durch spannungsoptische Experimente bestimmte Ver-
gleichsspannung nach Mohr. Die Héhenlinien bezeiwchnen
nicht dieselben Spannungsniveaus wie im Rechenbeispiel.
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5. SCHLUSSBEMERKUNGEN

Ziel dieser Arbeit war es, Rechencodes zur Spannungs- und Verzerrungsanalyse
zweifach zusammenhédngender, prismatischer Korper (ebener Verzerrungszustand)
zu liefern. Die Rechencodes sollten so beschaffen sein, daB mit ihrer Hilfe
Untersuchungen zum festigkeitsmiBigen Verhalten lingsberippter Brennstabhiill-

rohre ermdglicht werden.

Zur Losung dieser Aufgabe wurde ein sogenanntes halbanalytisches Verfahren

benutzt, das durch folgende Stichworte charakterisiert werden kann:
Iosung bei linear-elastischem Werkstoffverhalten:

- Exakte Erfiillung der Feldgleichungen (Airysche Spannungsfunktion,
Analytische Ldsung der Bipotentialgleichung)

- Ngherungsweise Erfiillung der Randbedingungen (Bestimmung der

Integrationskonstanten)
Lésung bei plastischem (kriechendem) Werkstoffverhalten:

- Schrittweise linear-elastische Ldsung (das plastische Verzerrungs-
feld ist im wesentlichen identisch mit dem eingepridgten Zusatz-

verzerrungsfeld).

Die linear-elastische Losung unterscheidet sich von den aus der Literatur be-

kannten Losungen dadurch; daf—zu dem Verzerrungsfeld, bestimmt mit Hilfe des

Hookeschen Gesetzes, noch ein gewisses, als vorgegeben anzusehendes Zusatzver-
zerrungsfeld addiert wurde. Die Bipotentialgleichung, die das Problem be-
schreibt, wird dadurch inhomogen. Das Zusatzverzerrungsfeld war erforderlich,
weil eine beliebig verteilte Volumendilatation (Werkstoffschwellen) zugelassen
und weil die linear-elastische LOsung zur Behandlung des Kriechproblems ein-

gesetzt werden sollte.

Bel der nzherungsweisen Erfiillung der Randbedingungen zeigte sich, daB8 die
hierfiir bekannten Methoden den Genauigkeitsanforderungen bei weitem nicht ge-
niigten. Es muBte deswegen eine andere Methode entwickelt werden, die insbeson-
dere den Gegebenheiten des Computers Rechnung tridgt. Die auch beil dileser
Methode noch verbleibenden Abweichungen (Fehler) in den Randbedingungen sind
teilweise sehr gering und fallen in das ohnehin vorhandene Toleranzfeld. Da

ferner die erzielten Ergebnisse unter Zugrundelegung der etwas abweichenden
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Randbedingungen exakt gelten, wird die LUsung auch als quasi-exakte LSsung
bezeichnet. Die h#ufig recht hohe Genauigkeit wird durch einige spannungs-

optische Experimente bestidtigt.

Die relativ hohen Aufwendungen zur Erzielung mdglichst genauer linear-ela-
stischer LOsungen waren Voraussetzung fiir die Erzielung hinreichend genauer
Losungen fiir das Kriechproblem. Hierbei hat man die folgenden Verschirfungen

zu beachten, die sich gegeniiber konventionellen Aufgabenstellungen ergeben:

- Sehr starke Anderung der Kriechparamter iiber der Wandstdrke des Hiill-

rohres, verursacht durch die relativ hohen Temperaturgradienten.

~ Monotone Erhdhung der Belastung wdhrend der Einsatzzeit, verursacht
durch Werkstoffschwellen und Zunahme des Rohrinnendrucks. Diese Er-
hohung wirkt der Tendenz zur Spannungserniedrigung durch Kriechen ent-
gegen (Gefahr der numerischen Instabilitit).

- Sehr starke Spannungsumlagerungen, die das Spannungsfeld qualitativ

gndern. Die plastischen Dehnungen betragen ein Vielfaches der elasti-

schen Dehnungen.

Aufgrund der erzielten Rechenergebnisse 148t sich das Verhalten langsberippter

Brennstabhiillrohre ganz grob wie folgt charakterisieren:

- Bei l#ngeren Einsatzzeiten (GroBenordnung 50 Tage) ist fiir die Hiill-
rohrbeanspruchung im wesentlichen der Hiillrohrinnendruck maBgebend.
Demgegeniiber ist der EinfluB des Werkstoffschwellens von geringer Be-

deutung.

- Die Erhthung der Beanspruchung am RippenfuBl infolge Kerbwirkung ist
nicht sehr erheblich. Notigenfalls kann sie durch eine geeignete (korb-

bogenartige) Ausrundung herabgesetzt werden.

- Mehr Beachtung verdient die Erhthung der Beanspruchung am Innenrand

unter der Rippe.

- Der Spannungsabbau infolge strahlungsinduzierten Kriechens kann beil
mehrachsigem Spannungszustand - anders als beim thermischen Kriechen -
zu sehr ungleichmiBigen Spannungsfeldern filhren (hohe Spannungsmaxima).
Ursache ist die fehlende Progression und der geringe deviatorische

(gestaltsdndernde) Dehnungsanteil beim strahlungsinduzierten Kriechen.
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Die mit den hier entwickelten Codes zur Verfiligung gestellten Moglichkeiten
bei der Festigkeitsanalyse langsberippter Brennstabhiillrohre konnen derzeit
noch nicht voll ausgeschopft werden, da es an verldBlichen Stoffdaten man-
gelt. In diesem Zusammehhang iét besonders das strahlungsinduzierte Kriechen
zu nennen. Auch ist unklar, ob sich so hohe Schwellgradienten iber der Hiill-
rohrwand, wie sie sich aufgrund der verdffentlichten Schwellformeln ergeben,
tatsdchlich einstéllen werden. Die in den Rechenbeispielen erzielten Ergeb-
nisse und die darauf aufbauenden allgemeinen Erkenntnisse sind deswegen mit

Vorbehalt zu betrachten.
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Dateneingabe

b
Iwiederausdrucken der Eingabedaten

g

Best. des giinstigsten LangenmaBstabes MASST
(bivision aller Langen durch MASST)

% o~

b
Best. von JI(x), JA(K), JI1(K), JAA(K)
Das Q-Feld ist definiert fiir }=JI(K), J1(K)+1,..
Verzerrungsfelder (SCHW) sind def. fiir ]']II(K) }II(K) 1,..., JAA(K)
Der Definitionsbereich des Temp.-Feldes wird erweitert
von }=JI(K), JI(K)*1,..., JAUK] auf F=JIL(K), HI(K},..., FAA(K) -2

, JA(K)

(O

~>
Best. der Koeff. C des
lin. Gleichungssyst.

.

SUB02
c(LM)

SUB01

“®ISF(F.RG),TF(FR 6

Bestimmun

~p
von SCHW(3.K) und P(I+1,N*1)

NEING2=0 | NEIN62=1

NEII‘f2=2 INEIN162=3 INEIIVJI‘:‘2=‘r ! NEI,V}52=5

I——

F

— SUB12

Y .Y Yid

MODP (I+1, W+T)

SUB03
Q(3.x)

i a P " ! n YW
|Ausdrucken des errechneten Q-Feldey

SUB1

P(I+1,N+1)

-
Erweil.des Definitionsber. far Q(3K); 3-1,..., M

‘sagmﬁnﬁthGmEFanaéyI—F&nktmﬂﬁ’ur QGr)

Hierbei entstehend. fehler wird abgespe

eicherl

AD4,  P(IINe1) =PI Ne1)MODP(E1,Ne7)  in Q(3.)
~-
[Ausdr. des Fehlers fir das Q-Feld | |
o
L - __ SuB01
Bestimmung der SUBODS SF(FR.G)TFIFRG) |
Integrationskonstanten leged Rechte Seite X(M)
DGAUSA |1 X(1),..,.X(MM) des Lin. Gl-Syst. SUB0%
dsung lin. GL-Syst. S(FR,GG),T(F.R,GT)
Best.u. Atlrucken SuB0? us ; |
Susa21 der Spannungsfelder SRR(H),SFFC.JSRA. AAO(RN), AR )AA2(.)
Felder ausdrucken | SRR(3,K), SFF(3, K) ) SRF(7.H0 SUB08
S22(3.4), SVE(3) 522(3.k), SVE(3K)
Best. u. Ausdrucken | o SUB22 - Sus J
der Randspannungen Ausdruch. Plotten | PSIGMA(R FB)TAU(R F.6)
e = -
Hohenlinienplot fir clie HOELI
Vorgl-Sp. SVE(3K) [ |Plotten v Hohenlin.

STOP |
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FluBdiagramm fur den Computercode EVA2

Dateneingabe

Iwiederausdrucken der Eingabedaten

o r—=R
Best. des giinstigsten LangenmaBstabes MASST f—=F
(Division aller Langen durch MASST) ) Gt G

-
Best. von JI(K), JA(K), JIL(K), JAA(K)
Das Q-Feld ist definiert fir F=J1(K), FI(K)+1,..., JA(K)

Verzerrungsfelder sind definiert far = J11(k), JIIK)+1,..., JAA(K)
Der Definitionsbereich des Temp.-Feldes wird erweitert

von = JI(K), JIK)*1,..., JA(K) _auf _3=FII(K), FI(K)+1,..., JAA()-2

SuB02 - Suso1
Best. der Koeff C des c(L,M) SF(ERG) TF(F.R,G)
Lin. Gleichungssyst.
Sus12

Best.v. MODP(...J u.O(3K)
MODP(I+1,N¢#1)

Spannungs-u. Verzerrungsfelder sowie einige| NS=1

andere Parameter vor Lastaufbringung  |ITERAT=1
, r

Schrittweise Randsp-And., schrittweise gednd.
Temp.-Feld u. schrittw. gedind. Ausdehn.~ Koeff.
q
Best.v. SCHWS(3.K) w. QS(7.K). SCHWS ist clie Zunahme der temp.-abhéng. Dehn.
SCHW ist die bis zum Zeitschritt NS entstand. Schwelldehn. ohne Warmedehn)
NEING2=0|NEING2 =1 | NEING2=2 | NEING2=3 | NEING2 =4| NEING2 =5
L | ] i | ]
SUB0S
Qs(3,4) —
SUBH
|Ausdrucken des errechneten Q5-Feldes| P(I¢1,N+1)
= =
Erweit.des Definitionsber. fir 05(;,K)b7=z,...,)]ﬁ
Einfihr. einer analyt. Funktion fir QS(3.K
: a—1SUB10 Hierbet entstehend. Fehler wird abg@sp]e?chert‘
AC4,  PIINeT)=P(I+1 Ne1)MODP(1 Ne1) N QS(7H)
_
[ Ausdr. des Fehlers far das Q5-Feld | |
I SUso1
DEALSA Bestimmung der SUBOS [ |SF(FRG)TF(F,RG)
Lisuna Lin Gl-Sust P Integrationskonstantent=g={Rechte Seite X(M)
osung ln.Gl-ysk X()..... X(Mm) des Lin. GL.-Syst. SUB04
— S(FRG4),TIFRG,T) |
SUB79 e = 5 A
Ausfilt. hoher Frequ. S BesttMn}ung cler SUBD7 SUBD3
ST, et an [ i )
1 Spann.- Redusz. - * - ) L0400 l
Fortsetzung néchstes Blatt
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FluBdiagramm fur den Computercode EVA2 (Fortsetzung)

ja
ITERA1=1 ITERAT=0 ]*'5 .(SU)BUB( )
e i Best. der gednd. : ZZ2(FK), SVE(IK
Susos | Spannungsfelder Bezgxgzluflzgeﬁer |
522(3.), V) [ 1SRROUVSFFGNLSAEGH | oo crotder SUB19
S22(7.1), SVE(1K) Bp ¥ gsrelder 1y, ot hoher Frequ.
: estimmung der
i ldSUBZd‘i ) }.[A ik p vorldufigen y 3
elder ausdrucke usdrucken der Verzerrungsfeldand.
gedinderten zum néichst. Zeitschritﬂ ; lfl;z ggg'g'gzﬁﬂ
SUB03 Dehnungs-u.Spannungs- = 2 :
AAO(R,N), AAT(RN) felder Best. der iterativ [ C ﬁ!ép '
AAZ2(RN) ] = = verbesserten RR EZFF,EZ22 EZRF
~ 7 Verzerrungsfelddind. -
b [t oot (|
SIGMAREG)TAUREBE 17 m e PS5 Tbeiden zuletzt best.
Geggbenmfalls Vorléiufiaen
[ SuB23 Abspeich.der Rendsp)  \erserrungstelddind

Ausdruck Abspeich,

“Tst NSM>NS

ja

Bestimmung der "SuB19
Verzerrungsfelddnd Ausfilt. hoher Frequ;
zum nachst. Zeitschritt .
ITERAT =0: endgiiltig SUB13~ CREEP
ITERAT=1: vorlGufi EZRRS(IK),EZFFS(RA)| \EZRREZFFEZ2Z EZRF
NS=N5*1 EZZZS(FK)EZRFS(]X)
-
»
Erstellung der SUB2%
verschiedenen Plotte andsp-Plot iber Umf
Héhenlinienplot

nur fur UB2s
Vergleichsspannung "'lRandsp.'Plot {ber Zei
bei N5=1u. N5=NsM ‘
Vergleichsverzerr. | ] HOELT

bei NS=NsM [ |Plotten v Hohenlin.
= =
STOP
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