KERNFORSCHUNGSZENTRUM

KARLSRUHE

Oktober 1973 KFK 1854

Institut fur Reaktorentwicklung

Ein Verfahren zur direkten numerischen Simulation turbulenter
Stromungen in Platten- und Ringspaltkandlen und iber seine
Anmwendung zur Untersuchung von Turbulenzmodellen

L. Schumann




Als Manuskript vervielfaltigt

Fir diesen Bericht behalten wir uns alle Rechte vor

GESELLSCHAFT FUR KERNFORSCHUNG M.B.H.
KARLSRUHE



EIN VERFAHREN ZUR DIREKTEN NUMERISCHEN SIMUIATION TURBULENTER
STROMUNGEN IN PIATTEN- UND RINGSPALTKANALEN UND UBER SEINE AN-

WENDUNG ZUR UNTERSUCHUNG VON TURBULENZMODELLEN

Zur Erlangung des akademischen Grades eines

DOKTOR ~ INGENIEURS

von der Fakultat fiir Maschinenbau der

Universitit Karlsruhe (TH)

genehmigte

DISSERTATION

von

Dipl.-Ing. Ulrich Schumann

aus Halle / Saale

Tag der mindlichen Prifung: 10, Juli 1973
Hauptreferent: Prof. Dr. rer. nat. Dieter Smidt
Korreferent: Privatdozent Dr.-Ing. Ulrich Miiller

Diese Dissertation wird als Bericht der Gesellschaft fir

Kernforschung mbH. (KFK 1854) versffentlicht.

UB/TiB Hannover 89
105 486 604

Uil

ABEDA







Zusammenfassung

Es wird ein numerisches Differenzenverfahren vorgestellt, mit dem der
dreidimensionale, instationire, inkompressible turbulente Impulstransport
bei groBen Reynolds-Zahlen in Platten- und konzentrischen Ringspaltkanilen

simuliert werden kam.

Aufbauend auf der Arbeit von Deardorff werden die liber Differenzenmaschen
gemittelten Navier-Stokes-Gleichungen integriert. Fur die Peinstruktur der
Turbulenz innerhalb der Maschen werden neuartige Modelle entwickelt, mit
denen insbesondere stark inhomogene Turbulenz, sowie ungleichseitige
Differenzennetzmaschen beriicksichtigt werden. Die Voraussetzungen der

Modelle werden dargestellt und diskutiert.

Mir das verwendete und flir dhnliche Differenzenverfahren werden Stabilitits-
kriterien aufgestellt. Zur Berechnung des Druckes wird die bestimmende
Poisson-Gleichung mit Hilfe der Schnellen Fourier-Transformation bis auf

Rundungsfehler exakt gelodst.

Mit dem entwickelten Programm TURBIT-1 werden turbulente Stromungen in
Platten~ und einem Ringspaltkanal mit Radienverhiltnis 5:1 berechnet. Hierbei
werden verschiedene Fille mit maximal 65536 Ortsmaschen realisiert. Die nume-
rischen Ergebnisse stimmen jedoch schon fiir kleinere Maschenzahlen gut mit
Meflwerten iiberein. Insbesondere das Geschwindigkeitsprofil und die mittleren
Geschwindigkeltsschwankungen werden merklich genauer als in frilheren ent -

sprechenden Arbeiten berechnet.

Am Belspiel des Energie-Lingen-Modells sowie der Korrelationen zwischen
Druck- und Geschwindigkeitsgradienten wird die Brauchbarkeit des Verfahrens

zur quantitativen Bestimmung von Turbulenzmodellen gezeigt.

Weiterhin enthilt die Arbeit einen Uberblick iiber friihere Ergebnisse sowie

Vorschlige flr weiterflihrende Arbeiten.



II

A PROCEDURE FOR THE DIRECT NUMERICAL SIMUIATION OF TURBULENT
FLOWS IN PIANE CHANNELS AND ANNULI AND ITS APPLICATION IN THE

DEVELOPMENT OF TURBULENCE MODELS .

Summary

A numerical difference scheme 1s descrlbed to simulate three-dimensional,
time-dependent, turbulent flows of incompressible fluids at high Reynolds

numbers in a plane channel and in concentric annuli.

Starting from the results of Deardorff, the Navier-Stokes equations, averaged
over grid volumes, are integrated. For description of the subgrid scale motion
a novel model has been developed which takes Iinto account strongly inhomogeneous
turbulence and grid volumes of unequal side lengths. The premises used in the
model are described and discussed.

Stability criteria are established for this method and for similar difference
schemes. For computation of the pressure field the appropriate Poisson's equation

is solved accurately, except for rounding errors,by Fast Fourier Transform.

The procedure implemented in the TURBIT-1 program is used to simulate turbulent
flows in a plane channel and an annulus of 5:1 ratio of radii. For both types
of flow different cases are realized with a maximum number of grid volumes of
6553%6. Already for rather small grid volume numbers the numerical results are
in good agreement with experimental values. Especially the velocity profile and
the mean velocity fluctuations are computed with significantly better accuracy

than in earlier, direct simulations.

The energy - length-scale model and the pressure-strain correlation are
used as examples to show that the method may be used successfully to evaluate the

parameters of turbulence models.

Earlier results are reviewed and proposals for future research are made.
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1. Einleitung

1.1 _Turbulenz

Turbulente Strémungsfelder [53,89,115,120 ] sind durch ihre unregelmzfige
Struktur ausgezeichnet. Die Geschwindigkelit an einem Ort schwankt stark und
unregelmafBig. Turbulenz ist ein Stromungszustand der sich in der Regel ein-
stellt, wenn das Verhaltnis der Trigheits- zu den Zihilgkeitskridften immerhalb
des Fluids, charakterisiert durch die Reynolds-Zahl, einen kritischen Wert
Uberschreitet. Unterhalb dieser kritilschen Reynolds-Zahl ergibt sich ein la-
minares Stromungsfeld. Bel groBen Reynolds-Zahlen ist die Stromung instabil,
d.h., zwei Stromungszustinde, die sich um einen beliebig kleinen Betrag unter-
scheiden, divergieren im Verlauf der Zeit so weit, daB sie nach einiger Zelt
so wenig gemeinsam haben, wie zwel random gewihlte Stromungszustinde. Diese
Instabilitat ist die Ursache flr die Existenz turbulenter Stromungen.

Wegen der grofen Geschwindigkeitsschwankungen wird der Austausch von Impuls
und skalaren GrdBen, wie Enthalpie und Mischungskomponenten gegeniiber dem,

bei laminarer Stromung allein wirksamen, molekularen Austausch stark vergroSert.
Die quantitative Beschreibung turbulenter Stromungen ist daher flir viele Be-
reiche von grofiem Interesse. Praktisch ist man hierzu jedoch weltgehend auf
HExperimente angewiesen. Dies gilt insbesondere bei komplizlerten Geometrien,
wie z.B. die Umstrdmung von lokalen Blockaden in Reaktor-Brennelementen

[ 75 1, aber auch fiir Kanalstromungen [ z.B. 88 1.

Die Ergebnisse derartiger Experimente hat man zunichst durch einfache Formeln
approximiert, die die Interpolation innerhalb des MefBbereiches erlauben. Ein
typisches Beispiel ist das Blasius-Gesetz [ 120 ] zur Darstellung der Abhingig-
keit des Rohr-Reibbeiwertes von der Reynolds-Zahl. Durch stirkere Berlicksichtigung
der Grundgleichungen versucht man nun Jedoch Turbulenzmodelle zu erstellen, mit

denen die Extrapolation auf Bereiche, flir die bisher keine Messungen vorliegen,

moglich ist. Uber derartige Turbulenzmodelle wird in Kap.2 berichtet. Dabei
wird deutlich, daB auch diese Modelle eine intensive experimentelle Unterstiitzung

benotigen.



Ein alter Traum der Strémungsforscher ist daher die theoretische ILdsung der
Navier-Stokes-~Gleichung, deren Gliltigkeit zur Beschreibung turbulenter Strimungen
allgemein angenommen wird (vergl.Kap.l.3). In voller Allgemeinheit ist dies bis
heute unmdglich, vor allem wegen des groflen Aufwandes,der zur Darstellung der
instationiiren Stromungsfelder notwendig ist, die auch bei "eindimensionalen"
Geometrien (z.B.Rohr) stets dreidimensionale Orts-Funktionen sind. Mit zu -
nehmender Leistungsfihigkelt der elektronischen Rechenanlagen kann Jjedoch auch
dieses Problem einer Ldsung niher gebracht werden. So wurde zuerst von Deardorff
[ 29 ] die turbulente Stromung zwischen zwei Platten simuliert. Die vorliegende
Arbeit stellt eine Weiterentwicklung dieser Arbeit dar. Diese Weiterentwicklung

betrifft folgende Bereiche:

- Verbesserung der theoretischen Grundlagen
- Simulation der Stromung aufler im Platten~ auch im Ringspaltkanal

- Anwendung der Verfahren zur Bestimmung von Turbulenzmodellkonstanten.

Neben der Stromung in geschlossenen Kanilen (wie z.B. im Reaktorbrennelement)
interessiert die numerische Beschreibung turbulenter Strdmungen insbesondere

in der Meteorologie [ 64 ]. Viele Grundlagen wurden in diesem Zusammenhang er-
arbeitet. Die Anwendung numerischer Methoden zur Simulation turbulenter Stromungen
dlirfte im Rahmen der Kerntechnik insbesondere beziiglich der lokalen meteorologi-
schen Vorginge in der Umgebung von Kernkraftwerken zunehmend an Bedeutung ge-

winnen [ 129 1],



1.2 Geometrie, Randbedingung, Stoffwerte, BezugsgrdBen

In dieser Arbeit werden - in Anlehnung an die in der Reaktortechnik

Ublichen Fragestellungen - Kanalstromungen betrachtet. Wegen Ihrer Einfach-
heit, zur Reduzierung des numerischen Aufwandes und wegen der flir Vergleiche
vorliegenden experimentellen Ergebnisse werden der Ringspalt- und der Platten-
kanal betrachtet. GemiB Abb.l ist der betrachtete Ringspalt axial "unendlich"
ausgedehnt und durch den Abstand der Wiande ﬁ sowie das Verhialtnis ﬁb/ﬁi der
Radien der HuBeren und inneren Winde bestimmt. Der "unendlich" in zwei Rich-
tungen ausgedehnte Plattenkanal ergibt sich hieraus durch den Grenziibergang

A

A A Y L
R2/R1 —>1 , R2-Ra= D= const
Diese Geometrien lassen sich problemlos in den relativ einfachen kartesischen

A - A A ; _ ; A
X = {x"’xz' sjkaff, = { 171 Skart.
bzw. 2ylindrischen Koordinaten

2 = {gl(;(; l;:’! }zy[- = [EI?';}EYL

- - -
mit gz.’,‘..cossoj ;v:—?.schtf

It

beschreiben. Beziliglich komplizierterer Geometrien siehe Kap. 11.2 .Die
*
betrachtete Stromung soll im allgemeinen eine im statistischen Sinne )
stationire(turbulente) Stromung in der x-Richtung sein, die hervorgerufen
wird durch erzwungene Konvektion infolge eines vorgegebenen Druckgradienten
Po= = s3LP)
x ELP (1-1)
bzw. einer entsprechenden axialen Feldkraft je Volumeneinheit.

Die mittlere Geschwindigkeit ist keine unabhingige GroBe, sondern ab-

Pa)
hiangig von Px' Als Bezugsgrofle ﬁo fir die Geschwindigkeit wird daher nicht
die mittlere oder maximale Geschwindigkeit gewzhlt,sondern die aus den Druck-

gradienten ableitbare Geschwindigkei£

A R D
'UDE —i—f—— (1-2)

Aus einer Krdftebilanz ergibt sich die im Mittel an den Winden wirkende Schub-

spannung { Tw) zu

A %D
(T = ——— (1-3)
2
und es gilt also auch
A (ii~>
U, = |5~ (1-4)

%) d.h.in zeitlich oder iiber Ensemble gebildeten Mittelwerten < >
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Man nennt diese Geschwindigkeit daher die "Schubspannungsgeschwindigkeit"
120, 3.542].

Weltere dimensionsbehaftete BezugsgroBen sind:

Formelzeichen Bedeutung Dimension(z.B.)
8 Abstand der Winde m
A = A N . .
1, = D// » charakteristischeZeit s
A 2 A kg
= P D Druck ——
7% X m 52
e, spezifische Dichte kg
b)
m
3 charakteristische kinema- 2
(3

tische molekulare Zzhigkeit s

Das Fluid soll inkompressibel sein und die Dichte?:mkaaunabhéngig von Ort
und Zeit. Die mittlere Zahigkeit seiV,; die Zihigkeit? kann eine Funktion

von Ort und Zeit sein. Als Randbedingung soll die Wandhaftbedingung
QlWandzo (1-5)
gelten. Zudem soll das Stromungsfeld in axialer Richtung im statistischen

Sinne konstant sein.

1.3 Grundgleichungen

Die Grundgleichungen sind die Erhaltungsgleichungen flir Masse und Impuls. Unter
Verwendung der in Kap.l.2 definierten BezugsgroBen lauten diese, auf Navier
[ 86 ] und Stokes [ 117 ] zurlickgehenden Gleichungen wie folgt [ 53 ]:

Voraussetzungen:

- inkompressibles Fluid

- konstante Dichte

- Newtonsches Fluid(d.h.lineares, isotropes Stoffgesetz)fiir
die Schubspannung als Funktion der Deformationsgeschwindigkeiten,
keine Momentenspannungen

- Fluid als Kontinuum beschreibbar

- keine Feldkrdfte auBer dem mittleren Druckgradienten gx

- Eulersche Betrachtungsweise

Kartesische Koordinaten:

Massenerhaltung (Kontinuitidtsgleichung): =0 (1-6)

*) Es gilt die Summationskonvention, wonach iiber paarweise rechts unten ge-
schriebene Indices [die nicht in Klammem stehen] von 1 bis 3 summiert wird.



- Impulserhaltung
oU 9 Ve 9P , 9 /[,/0u  du
ot * axJ- (ul u-‘) - BXL + x: (v(ax a*d)) + J,f(: ‘P/‘ . (;:--4’1’3
L I I 4 L Y O P) L ’)
ot m iy g

Zylindrische Koordinaten:

- Massenerhaltung (Kontinuitdtsgleichung)

OV o Uy 4 0 —
ax * wap * w e (TVr)=0

- Impulser‘haltung

g:x *ax % (o) a(f (v*’q‘)*'f af('”’fq‘)'" E—*P

[SQ{U au,‘} 4’3?[ /au,.+%1_;,)}+ ____{ (am aw)}]j

gz ('Vx ’{)* —;—(‘v’(z)* —;;;(”W”v)»“ v'v"’ = 1%,:0'

) g, Sl s )

a_.ur . a [Oxﬂ,, +__;$_0(vpv-r)f (‘T‘U-r) -%t’z___-_\.i

[{“' ) {(:(—”/ Slap-2- 4 5]

Hierbei sind definiert

) A
g = {u"/ul-u.i jkq,f, = ['v,,' Ve, v"}zyt. = Y /’00
Pl A

- T e < (0 Ser = 573
o = (F/8)/ (Falfs)

A A
t = ¢t /%,

A A a 2)

. 1, )= 2

P, = (7, 3)/(8%

v 4
VLB = Re
Die Terme haben folgende Bedeutung:
I . lokale Beschleunigung
II : "Konvektionssterme", Differenz zwischen dem in ein differentielles

Volumenelement ein- und ausstromenden Impuls.

(1-7)

(1-8)

(1-9)
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III : Gradient der Druckschwankungen

IV : "Diffusionsterme", der durch molekularen Transport pro Volumenein-

heit zugefiihrte Impuls (negativ, daher Impuls-Senke)

\% : Px = 2, mittlerer Druckgradient in x-Richtung bzw. Feldkraft Je
Volumeneinheit (orts- und in der Regel zeitunabhingig)(Impuls-Quelle)

2
Die Terme Eégfund- :%1 in den Konvektionstermen derly-bzw.ﬁg—Komponente

werden als Coriolis- bzw.Zentrifugalbeschleunigung bezeichnet.

Fir die Konvektions- und Diffusionsterme findet man gelegentlich andere
Schreibweisen, die zuweilen vorteilhafter sein konnen; sie seien lediglich

fir kartesische Koordinaten angegeben:

('ou}~ Jg—ui (wegen 1-6) (1-10)

Man nennt die linke Form die konservative, da 1hr Integral iber das gesamte

Volumen verschwindet (vergl. Kap.Ab L)

. ou du; oy
ax/ (axJ J)-’- + 'J%“’ 7% * IR (1-11)
9 u; 31!) v 9u \
Vox; (5“ = *5)?}3_+W (1-12)

(Bei der zweiten Glelchung treten im ersten Term lediglich gemischte Ablei-

tungen auf; dies kann zu einfacher geschriebenen Randbedingungen fiihren.)

A
Zu beachten ist, daB ¥ einer Reynolds-Zahl Re entspricht
Re= 4D/9 (1-13)

die Jedoch keine unabhingige Variable ist (vergl.Kap.l.2). Die mit der mitt-

n

\" P
leren Geschwindigkeit <ib‘bzw. der maximalen Geschwindigkeit(u%mx geblldeten

Reynolds-Zahlen Re bzw.Remax ergeben sich hieraus zu

m
vV, 4 A
Re,, = LD Re Y
Us Ve (1-14)
Re, =rarg, >
max = " %

Wenn im folgenden von Reynolds-Zahl gesprochen wird, so ist Rem gemeint.

1.4 Abgeleitete Grundgleichungen

Aus den Erhaltungsgleichungen fiir Impuls und Masse und der Wandhaftbe-
dingung lassen sich durch rein mathematische Operationen weitere Gleichungen
ableiten. In dieser Arbeit werden derartige Gleichungen filir die Kinetische

Energie je Masseneinheit Es{qfund den Druck je Masseneinheit p bendtigt.
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1.4.1 Erhaltungsgleichung der kinetischen Energie

Durch Bildung des Skalarproduktes eines Geschwindigkeltsvektors mit seiner
partiellen zeitlichen Ableitung, wobei letztere durch die Impulserhaltungs-
gleichung gegeben ist, ergibt sich eine Erhaltungsgleichung fiir die kine-
tische Energie des Fluids:

kartesisch: E= % QQI
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die Dissipation ist, d.h.die Jje Zeilt- und Volumeneinheit durch dile Arbeit
der Zahigkeitskrifte in Wirme umgesetzte Energie. Wihrend die Gleichung
selbst keine neue physikalische Information enthilt, folgt dile Identifikation
der Dissipation aus dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik { 7, 53, 120 !

Die entsprechende Gleichung lautet in zylindrischen Koordinaten mit EE%(U;:“?M)«
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Die Dissipatlon & ist hierbei gegeben durch:

{(ao,,) z(%ff“f _‘;I) (DO'J (1-18)
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Als Wandbedingung gilt wegen [1-%)
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1.4,2 Bestimmungsgleichung fiir den Druck(Poisson-Gleichung)

Bildet man von dem durch die Impulserhaltungsgleichung (1-7,9 ) gegebenem

Beschleunigungsvektor die Divergenz, so gilt wegen der Kontinuititsgleichung

é%‘ %Tu‘ =0 und also
kartesisch: ‘
P _
i = Tkart (1-19)
- _ ot . 3 2% (1-20)
Trat, = (e + oo
Kart. ax;3x 8)53 a X, ox:

bzw.in zylindrischen Koordinaten

2 2 43 ;9 ) -

wobei g 2yl der 9kart, entsprechende Ausdruck ist, dessen Details hier

nicht bendtigt werden.
Als Wandbedingung folgt aus (1-5 ) und (1-7 )

}?ﬁ =2 (v dus 3%‘))
X3 - WJ ax.) sz Wanol
Dies ist eine elliptische, partielle Differentialgleichung vom Typ einer

(1-22)

Poisson-Gleichung mit Neumannscher (inhomogener) Randbedingung, die zu Jjedem
Zeitpunkt erfiillt sein muB. Diese Gleichung kennzeichnet die Bedeutung der
Inkompressibilitdtsbedingung und des Drucks, da sie bewlrkt, dal eine Storung
im Geschwindigkeitsfeld sich im Stromungsraum mit "unendlicher Schallgeschwin-

digkelt" ausbreitet.

1.5 Prinzipien der numerischen Simulation turbulenter Stromungen

1.5.1 Direkte bzw. Modellsimulation

Zur numerischen Simulation turbulenter Stromungen gibt es zwel prinzipiell ver-

schiedene Arbeitsrichtungen.

Die eine Richtung (so auch diese Arbeit) befaBt sich mit der direkten Inte-
gration der Grundgleichungen gemifl Kap.l.3. Lediglich filir gewisse Miangel, die
aus der endlich groBen Auflosung der hierbei anwendbaren Verfahren folgen,
werden Modelle verwendet, die man als Feinstrukturmodelle oder Korrekturmodelle
bezeichnen kann. Die begrenzte Auflosung ist stets durch die begrenzte Rechner-
kapazitidt bedingt, wie im folgenden Kapitel erlautert wird. Die direkten Simu-

lationsverfahren sind dadurch gekennzeichnet, daB die Bedeutung der in ihnen



enthaltenen Feinstrukturmodelle und die sonstigen Fehler gegen Null gehen,

wenn bei Vorhandensein sehr leistungsfihiger Rechner die Aufldsung gesteigert
werden kann. Hierbei werden stets dreldimensionale, instationire Stromungsfelder
simuliert. Bei der zwelten Arbeltsrichtung werden zunidchst die exakten Grund-
gleichungen durch Modellgleichungen approximiert, deren Modellcharakter auch
dann nicht verschwindet, wenn die Auflosung beliebig gesteigert werden kann.
Zumeist handelt es sich um Modellgleichungen zur Beschreibung zeitlich oder
iiber Ensemble gemittelter[ 12 ] Stromungsfelder. Auf die Prinzipien und die
Problematik derartiger Modelle wird in Kap.2 eingegangen.

Im folgenden wird ein Uberblick iiber numerische Verfahren zur direkten Simula-
tion gegeben. Da bisher lediglich von Deardorff [29,30,31,33 ] echte turbulente
Stromungsfelder berechnet wurden, schlie8t dieser Uberblick auch Verfahren

zur Simulation laminarer Stromungen mit ein.

1.5.2 Methoden der numerischen Simulation

Die naheliegende Vorgehensweise, die in Kap.l.3 angegebenen Grundgleichungen
direkt zu verwenden und durch Diskretisierung in ein flir die rechnerische Simu-
lation geeignetes Differenzenverfahren umzusetzen, ist weder die elnzige noch
die als erste benutzte. Neben dieser Simulation der sogenannten'primitiven

Variablen", den Geschwindigkeitskomponenten u, und dem Druck p, hat man zunichst

mit einer Rotation-Potential-Form gearbeitet.iIn neuerer Zeit werden zudem die
in Eigenfunktionen entwickelten Grundgleichungen nach der Galerkin-Methode ver-
wendet. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Methoden findet sich in [ 58,

4z, 4y ). Das Problem bei der Simulation der primitiven Variablen ist die
Berilicksichtigung der Inkompressibilitiats-Bedingung und damit des Druckes.
Erstmals haben Harlow-Welch [ 54 ] diese Methode realisiert (allerdings nur

fiir laminare Strémung und in zwei Dimensionen). Ausgehend von Anfangsbedingungen,
die die Kontinuitdtsgleichung erfiillen, wird der Druck zu jedem Zeitpunkt gemis
einer Differenzenform der Gleichung (1-19, 21) so bestimmt, daB die zeitliche
Ableitung der Geschwindigkeitskomponenten die Kontinuitidtsgleichung erfiillt.
Die gleiche Methode wurde auch von Williams [ 141 ] und Deardorff [ 29 ] in

drei Dimensionen verwendet, wobeli hier jedoch jeweils noch eine Korrektur gem.
Hirt-Harlow [ 56 ] eingefihrt wird, die dazu filhrt, daB kleine Abweichungen der
Anfangswerte von der Inkompressibilitits-Bedingung sich nicht allmihlich ver-
groBern. Eine Vereinfachung dieses Vorgehens wurde von Chorin [ 21 ] vorge-

schlagen und z.B.von Amsden-Harlow [ 3 ] realisiert, indem nicht der Druck
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selbst, sondern ein idquivalentes Hilfspotentialﬂy berechnet wird, dessen
GroBe so bestimmt wird, daB die Inkompressibilitidtsbedingung beil beliebigen
Anfangswerten eingehalten wird; diese Methode wird auch in dieser Arbeit
verwendet und in Kapb.2.2 genauer erliutert. Andere Arbeiten, in denen die

primitiven Variablen integriert werden, sind z.B. [27,42,62,63,94].

Die Problematik des Druckes entfdllt bei der Rotation-Potential-Form der

Grundgleichungen. Hierzu wird von den Grundgleichungen die Rotation w. ge-

bildet Qu; .
we = Eopk xS ALl (1-23)
mit 655K = 0 falls zwei Indices gleich sind

= 1 falls die Indices in zyklischer Reihenfolge erscheinen

= -1 falls die Indices in antizyklischer Reihenfolge erscheinen

Der Druck entfzllt hierbei wegen
2

é.t.")"‘( '5;;%_){) =0
Die Geschwindigkeiten werden aus einem Vektor-Potential Vﬁ berechnet gemif3
0%

(1-24)

U = Lok Jm 5 o133, (1-25)
so daB3 gilt ow /fox; =0,
Aus (1-23) und (1-25) ergibt sich die Bestimmungsgleichung des Vektor-Potentials
zZu w. = _b‘l&“ v (=423
A FA (1-26)

Anstelle der einen Poisson-Gleichung fiir den Druck sind in drei Dimensionen
hier also drei Poisson-Gleichungen zu Jjedem Zeitschritt zu ldsen. Zudem sind
die Losungen Y, und @; nicht so einfach zu interpretieren wie Ussps was sich
insbesondere bei Aufstellung geeigneter Randbedingungen bemerkbar macht.
Diese von Aziz-Hellums [ 2 ] und Schonauer [ 121 ] fiir laminare Stromungen
verwendete Methode wird daher in neuerer Zeit nicht empfohlen [ 44 ]. Anders
ist dies fir zweidimensionale Stromungen. Hier ist nur eine Komponente der
Rotation von Null verschieden und also nur eine Poisson-Gleichung zu losen.
Hier hat sich die Methode vielfach bewdhrt [4o,41,44,49,78,83 ], jedoch ist
fir die Simulation turbulenter Stromungen eine dreidimensionale Darstellung

notwendig (siehe z.B. KapAl.2.2 sowie [81, 83 ]).

In den letzten Jahren wurde die Galerkin-Methode, insbesondere von Orszag
94,95,96,97 ] stark weiterentwickelt. Hierbei wird das Geschwindigkeits-
feldu(x,t) beziiglich des Ortes x in Eigenfunktionen entwickelt, z.B.:

vix el = v (4,¢) exp (F7 4-x) (1-27)



- 11 -

wobei nur eine endliche Zazhl diskreter Wellenzahl-Vektor-Elemente X

numerisch beriicksichtigt wird. Die Vorteile der Methode sind { 96]:

a) Ableitungen des Geschwindkeitsfeldes kinnen ohne Abbruchfehler

bestimmt werden.

b) Bei gleichem Speicheraufwand konnen in drei Dimensionen 8 (je Richtung 2)
mal so viele Wellenzahlen-Komponenten simuliert werden, wie bel einem
Differenzenverfahren, da in einem rdumlich diskretisierten Maschennetz
mit KM Maschen in einer Richtung maximal nur X WJellenzahlen darstellbar

2
sind.

c¢) Das Aliasing-Problem (vergl. Kap.A5.3 ) kann vermieden werden.

(Der Vorteil a) ist von minderer Bedeutung . 33 ], vergl. Xap.A5.2.1)

Nachteile der Methode sind:

a) Nichtlineare Terme, wie z.B. die Konvektionsterme oder nichtlineare
Zahigkeiten konnen nur im realen Raum berechnet werden. Hierzu ist das
Feld v(k,t) in das reale Feld u(x,t) zu transformieren, die nichtlinearen
Terme zu berechnen und sodann wieder zurlickzutransformieren. Diese Trans-
formationen kosten sehr viel Rechenzeit, die erst durch die Schnelle
Fourier-Transformation, FFT . 19, 20 ] in ertriglichen Grenzen gehalten

werden konnte.

b) Die Eigenfunktions-Entwicklungz ist nur innerhalb einfacher Geometrien
(Platte, Kugel, Zylinder) moglich [ 94,97 ]. Allerdings kdnnen eventuell
kompliziertere Geometrien durch geeignete konforme Abbildungen in die

handhabbaren einfacheren Geometrien abgebildet werden.
¢) Die Methode und zugehdrigen Programme sind komplexer.

Diese Methode wird daher trotz ihrer prinzipiellen Eleganz bis Jjetzt noch nicht
allgemein empfohlen [ 44, 95].

SchlieBlich wire noch die Finite-Elemente-Methode (F.E.M.) zu erwshnen, deren
Anwendung auf Stromungsprobleme z.B.von Crastan-Devos (24 ] gezeigt wurde.
Crastan hat gezeigt, daB auch ohne Existenz eines Variations-Prinzips, das

fir die allgemeine Navier-Stokes-Gleichung bisher nicht gefunden wurde, die An-
wendung der F.E.M. moglich ist. Der Vorteil der F.E.M. ldge in der einfachen
Beschreibung komplizierter Geometrien und Randbedingungen. Diese Methode fihrt
Jedoch zu grofen Gleichungssystemen, die bei turbulenter Stromung stark nicht-
linear wdren. Die PFinite-Elemente-Methode hat sich daher bisher lediglich bei

linearen Stromungsproblemen bewzhrt.
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In dieser Arbeit wird daher die zuerst genannte Methode der Simulation

der "primitiven Variablen" verwendet.

1.5.3 Deardorffs Verfahren

o T e o - —

Deardorff [28, 29 ] simuliert die instationire, dreidimensionale turbulente
Stromung zwischen zwei parallelen Platten. Er betrachtet einen Ausschnitt

der Plattenstromung mit der Linge XA= 3 in Strémungsrichtung,,xaf 0.7 in
azimutaler Richtung (senkrecht zur Stromungsrichtung, parallel zu den Platten)
sowle den vollen Plattenquerschnitt in radialer Richtung (senkrecht zu den
Platten) mit D = 1. Das Stromungsvolumen wird aufgeteilt in aquidistante

Maschen mit den Kantenlingen
Ax=3/2%= 0.425  Ay= ?/14= 0.05, Az= 4/20 = 0.08 (1-28)

also in 24+14°20 = 6720 Maschen.

Die Feinstruktur der Turbulenz (vergl. Kap. 5.1 ) wird durch Modelle beriick-
sichtigt, wie sie von Lilly [ 8o, 81,32 ] entwickelt wurden. Die Ubereinstimmung
der gemittelten Ergebnisse mit den Messungen von Laufer (76,77 ] ist mittel-
mifBig. Beispielswelise weicht das mittlere Geschwindigkeitsprofil um bis zu

50% von den MefBwerten ab. Die Ubereinstimmung mit den Messungen von Comte-
Bellot [ 18 ] bei hdheren Reynolds-Zahlen ist geringfiigig besser. Diese Fehler
kdnnen zum Teil auf die wohl zu geringe Maschen-Anzahl, zum Tell aber auch

auf Fehler im Feinstrukturmodell und den Randbedingungen zuriickgefiihrt werden,
wie in dileser Arbeit gezelgt wird. Deardorffs-Feinstrukturmodell 1st genau-
genommen nur, entgegen (1-28), fiir gleichseitige Maschen geeignet; die Uber-
tragung des Feinstrukturmodells auf zylindrische Koordinaten ist nicht mdglich.

Die Auswertung der Ergebnisse ergab insbesondere Aussagen iber die Struktur
der Stromung. So konnte z.B. festgestellt werden, daB die "Turbulenzballen"

Je nach Geschwindigkeitskomponente in axialer Richtung unterschiedlich aus-
gedehnt sind. In folgenden Arbeiten [ 27,30,33] wurde zusitzlich das Temperatur-
feld als passive Grofle mitintegriert und damit - unter geeigneten Randbedingun-
gen - die Stabilitat der atmosphirischen Str¥mung untersucht. Das Maschen-
netz bestand hierbel maximal aus 40*40%20 Maschen. Auswertungen mit dem Ziel
der Uberpriifung oder Verbesserung von Turbulenzmodellen, wle in dieser Arbeit,
wurden nicht vorgenommen.

Das wichtigste Ergebnis der Deardorff'schen Arbeiten ist der Bewels, daB die
direkte numerische Simulation turbulenter Stromungen bei hohen Reynolds'schen
Zahlen moglich ist und hierbei ein Feinstrukturmodell, das unabhidngig von

spezifischer experimenteller Unterstiitzung 1st, anwendbar 1st.
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1.6 Aufldsungsvermdgen und Notwendigkeit von Feinstrukturmodellen

1.6.1 Physikalisch geforderte Aufldsung zur direkten Simulation turbulenter

Bis vor wenigen Jahren wurde prinzipiell bezweifelt, daB eine direkte nume-
rische Simulation turbulenter Strdmungen mdglich ist [ 23,35,121 ]. Die An-
forderungen,die an eine vollstindige numerische Simulation zu stellen sind,
ergeben sich aus folgenden Uberlegungen:

Emmons { 35 ] schitzt, daB zur Beschreibung der Feinstruktur einer turbulenten
Rohrstromung bei einer Reynolds-Zahl von ca.5000 etwa 1010 Maschen betrachtet
werden missen und die Rechenzeit hierzu auf modernen Rechenanlagen 100 Jahre
betragen wiirden. Hierbei wird die GrdfSenordnung der noch aufzuldsenden Lingen
abgeleitet aus der Hohe der Wandrauhigkeit, die eine Anderung des Druckver-
lustes um 10% gegeniiber dem bei glatten Winden bewirkt. Der angegebene Auf-
wand widchst zudem mit steigender Reynolds-Zahl.

Eine #dhnliche Abschitzung ist die folgende: Von einer vollstiandigen direkten
Simulation muB man fordern, daB sie zumindest die laminare Unterschicht er-
faBt. Ein MaB der hierzu erforderlichen Maschenkantenlingen az ist also die

Dicke der laminaren Unterschicht. Hierfiir wird allgemein angegeben | 120,S.553]

J
az = 5% (1_29>

Aufgrund der Definition von ialxnd der des Widerstandskoeffizienten A
~(0p/ox)) B

3 2(4(:: f) (1-30)

§ <Ku)

folgt a2
U = (F2 ¢»?) (1-31)

und also 5. )/}f
AZ2 = (1-32)
VA Rep,
Setzt man fiir A das flir Rohre bei nicht zu groBen Reynolds-Zahlen giiltige
Blasiussche Widerstandsgesetz [ 120, S.553]

A = 0.3164 Rem-l/4 (1-33)

ein, so folgt —F/8
AZ %25 Re, (1-34)

und also z.B. flir Re = lo5 gema Abb.2

AzZ= 1070
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Folglich wirenin radialer Richtung KM::lO3 Maschen bzw. 109 Maschen in

drei Dimensionen notwendig.

Wenn man nun Jedoch fiir die Wandschicht ein spezielles "Wandgesetz'-Modell
verwendet, so wdre interessant, mit welcher Aufldsung Az man in der tur-
bulenten Kernstromung rechnen miiBte. Ein MaB fiir die erforderliche Linge
ist hier die Kolmogorov-Linge M wie sle in Kapfl.2 ©begriindet wird und
die fir lokalisotrope Turbulenz diejenigen Turbulenzballen-Durchmesser kenn-
zeichnet, bel denen die Tragheits- und Zzhigkeitskrzfte im gleichen MaBe zum
Zerfall des Ballens beitragen:

s (/) (1-35)
Mittelt man die Energieerhaltungsgleichung (1-15) iiber das gesamte Strdmungs-~

volumen, so ergibt sich

vV, A " - - .
V<g> - <wd (_< a’/ax)) x <8 (1-36)
Wegen < 313/35:’):' 23 1;,2/5 folgt dann mit
- 7 y Y
az = %:(Me”,') (1-37)
und mit (1-33) aayad
Az = 1.9 Re,, (1-38)
Fir Re = 105 wire ebenfalls gem. Abb.2
Az ~ 1070

Man erhilt hiernach also interessanterweise etwa das glelche Ergebnis.

Man wird erwarten, da3 derartige viele Maschen mit einem modernen Rechner

nicht bearbeitbar sind. Dies soll der folgende Abschnitt deutlich machen.

1.6.2 Erreichbare Aufldsung und SchluBfolgerung

Wenn KM die Anzahl der Maschen in einer Richtung ist, so widchst der erforder-

3. Bedenkt man, da8 pro

liche Speicheraufwand bei isotroper Auflosung mit KM
Masche bei dem hier verwendeten Verfahren etwa 9 Variablenwerte (3 Geschwindig-
keitskomponenten und je ein Energie- und Divergenzwert zu drei verschiedenen
Zeitpunkten, also 15, durch geeignete Programmierung zu einer Zeit Jedoch nur 9)
zu speichern sind, so ergibt sich der benotigte Speicherplatz bei 4 Bytes Je
Wert entsprechend Abb.3. Der auf der IBM 370/165 in Karlsruhe fir den Benutzer

verfligbare Kernspeicher betrigt gegenwirtig maximal 2000 K Byte (1K=1024),
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so daB im Kernspeicher maximal Probleme mit KM=40 berechnet werden konnen;
wird durch eine geeignete dynamische Datenverwaltung dafiir gesorgt, dal
zu einer Zeit nur ein Wert Jje Maschenpunkt im Kernspeicher und der Rest
auf Hintergrundspeichern zu liegen kommt, so sind Probleme mit bis zu
KM380 bearbeitbar.

Noch einschrinkender ist jedoch der Rechenzeitaufwand. Zur Simulation
einer dimensionslosen Zeiteinheit ist eine Rechenzeit erforderlich, die
proportional KMur steigt, da der zulassige Zeitschritt proportional zu KM"1
variiert (vergl.Kap.6.3.2). Flr ein Maschennetz von 16x16x16 Maschen wird
fir einem Zeitschritt At= 5'10-3 auf der IBM 370/165 etwa eine Rechenzeit
von 3 Sekunden bendtigt, pro dimensionsloser Zeiteinheit also etwa 10 Min.
Damit ergibt sich die Rechenzeit als Funktion von KM gemif Abb.4. Rir die
Erreichung einer statistisch stationdren ILdsung sind 2:3 dimensionslose
Zeiteinheiten notwendig. Dieser Erfahrungswert 32 ] wird bestdtigt, wenn
man als "Einlaufzeit" Te diejenige Zeit betrachtet, in der in einem Rohr

die Einlauflinge durchstromt wird, also

_ _Le (1-39)
.7; - Zu)y
GemdB Latzko [48,5.23% ] gilt fiir Rohre
L, = 0.695 (Re ) /¥ (1-40)
v { als Grélenordnung [18]
mit <wu) x~ 30
also T = 0.023 Reml/4 (1-41°

Fur Hem:: 108 ergibt sich Tez 2.3

Nimmt man Rechenzeiten von ca.lCh als tragbar an, so folgt damit eine maximal
verwendbare Maschenzahl von KM% 40. Dies diirfte die heute erreichbare GroBen-

ordnung der oberen Grenze sein.

Mehr als Fufinote sel bemerkt, daB die gem.Kap.l.5.1 erforderlichen Maschen-
zahlen von KM% 1000 in einer Richtung vielleicht in 20 bis 30 Jahren mit
vertretbarem Aufwand realisiert werden kionnen, wenn die in den letzten

20 Jahren feststellbare Entwicklung der Rechnerleistungen extrapoliert werden
darf, wonach sich die Rechnergeschwindigkeit etwa alle & und die Kernspeicher-
kapazitdt etwa alle 5 Jahre verzehnfacht [ 71 ]. Selbstverstindlich ist die

exponentielle Extrapolation mit Vorbehalt zu betracnten.
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Als Ergebnis halten wir also fest: Zur volisténdigen direkten Simulation
turbulenter Stromungen ist schon bei miBigen Reynolds'schen Zahlen(Rem:=105}
ein Maschennetz mit ca‘(IOOO)} Maschen erforderlich. Aufgrund der heutigen
Rechenkapazitit sind jedoch lediglich Maschennetze der GrdBenordnung (40)3
realisierbar, d.h. die errelchbare Aufldsung ist nicht ausreichend, um die
Struktur der Turbulenz mit charakteristischen Lingen klelner als E%u aufzu-

16sen. Flir diese "Feinstruktur" sind daher besondere Modelle notwendig.

1.7 Zieldefinition dieser Arbeit

Pauschal gesehen ist es das Ziel dieser Arbeit, Verfahren zur direkten
numerischen Simulation turbulenter Stromungen bel hohen Reynolds-Zahlen
weiter bzw. neu zu entwickeln. Die Ergebnisse der numerischen Simulation

sollen dazu verwendet werden:

a) das Verstiandnis der Vorginge in turbulenten Stromungen zu verbessern,
b) Turbulenzcharakteristika zu ermitteln, die nicht gemessen werden kdnnen,

c) die Giiltigkeit von Turbulenzmodellen flir zeitlich oder Uber Ensemble
gemittelte Stromungsfelder zu iberpriifen, empirisch bestimmte GrdSen zu

ermitteln und gegebenenfalls Verbesserungen zu begriinden.

Es wird also nicht daran gedacht, direkte Simulationsverfahren flr praktische
Auslegungsprobleme der Technik zu entwickeln, sondern dle hier einzig prakti-

kabel anwendbaren Turbulenzmodelle zu unterstiitzen.
Besondere Beachtung bedarf hierbei das Feinstrukturmodell. Dies soll unabhiangig

von einer nur der betrachteten Geometrie gemifBen experimentellen Unterstiitzung

sein und auch bei variablen Maschengrdfen gliltig sein.

2. Uvber statistische Turbulenzmodelle

In diesem Kapitel wird im einzelnen erliutert, was Turbulenzmodelle sind, wo
ihre Problematik liegt und wie hier die direkte numerische Simulation turbu-
lenter Stromungsfelder hilfreich sein kann. Besonders wird die Frage der "uni-
versellen" GlUltigkeit von Turbulenzmodellen diskutiert. Die dargestellten Tur-
bulenzmodelle selbst sind dabei nicht neu. Jedoch diirfte die Darstellung fiir
das Verstidndnis turbulenter Stromungen hilfreich sein. Zudem werden hier die

in der Auswertung bestimmten Turbulenzmodell-GroS8en definiert.
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2.1 Notwendigkeit von Turbulenzmodellen und Ziel der Modelltheorien

o . 1 - > A T " WD " = Ty = = = o M - S S S = A W = S e S M e W A e = e = = e

Turbulenz ist ein Zufalls -ProzeB [89 }. Man will und kann nicht alle Details
dieses Prozesses beschreiben. In der Regel interessiert man sich lediglich
fiir gewisse statistische Mittelwerte, wie z.B. die von Geschwindigkeitswerten,
Drucken oder Produkten von solchen. Es liegt daher nahe, nicht den Umweg iiber
die LOsung der instationdren Differentialgleichungen zu wihlen, um sodann die
Losung zu mitteln, sondern sogleich die Differentialgleichungen zu mitteln.
Bildet man jedoch von den Impulserhaltungsgleichungen (1-7) den zeitlichen
Mittelwert (gekennzeichnet durch{ ”), so ergeben sich Gleichungen, die mehr
Unbekannte enthalten als die Anzahl der Gleichungen betrigt:

< > «"“)«”ﬁ)" 3“(’?) 3“'(\' a<q‘>+ au«,)) & 11’}) (2-1)

Zuszatzliche Unbekannte sind hierbei die nach Reynolds [ 107 ] benannten Korre-
lationen
(urw'y = (@ -<wd) (v < ), (2-2)

die von der Dimension einer Spannung Jje Masseneinheit sind und daher Reynolds-

Spannungen genannt werden. Man kann nun zwar flir diese Unbekannten in bekann-

ter Weise [ 12,115 ] ebenfalls Differentialgleichungen aufstellen, diese ent-

halten dann aber als neue Unbekannte eine groBe Zahl von Tripel korrelationen

der Art <“‘¢‘"{,‘/"k') bzw. (u‘-’»f'} usw.. Auf diesem Wege gelangt man also bei end-

lich vielen Gleichungen nicht zu ebensovielen Gleichungen wie Unbekannten. Man

muf3 irgendwo abbrechen und die bis dahin unbestimmten Unbekannten liber geeignete
Niherungen aus den bekannten GroBen berechnen. Man spricht hier von dem "SchlieBungs-
problem". Der durch die Niherungen entstehende Satz von Gleichung wird als Turbu-
lenz-Modell bezeichnet.

Im folgenden werden einige Turbulenz-Modelle beisplelhaft fiir die groBe Zahl
existierender Vorschlige, Jie es zu diesem Gebiet gibt, dargestellt; Uber -
sichten finden sich z.B. in [53,59,91,115,127 ]. Bei der formelmiBigen Dar -
stellung beschridnken wir uns wegen der kurzen Schreibweise auf eindimensionale,
kartesische Probleme mit x als der Achse in Stromungsrichtung und z der dazu
senkrechten, gemessen von einer begrenzenden Wand, wo gilt <uU 2> = Lu,)(z),

Das allgemeine Ziel der Turbulenztheoretiker ist es, ein "universelles" Turbulenz-
modell zu finden, da8

- einerseits in moglichst vielen Fillen (d.h.bei den verschiedensten Geometrien,

Randbedingungen, Arten der Turbulenzerzeugung usW. )ohne Verianderung des
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Modells oder irgendwelcher Modellkonstanten gililtig ist und also eine

Extrapolation auf Neuland ohne neue Experimente erlaubt,

- andererseits aber noch so einfach ist, daB es mit vertretbarem Aufwand

praktisch angewendet werden kann.

Die Existenz eines derartigen "universellen" Turbulenzmodells wird im Zu-
sammenhang mit einigen speziellen Modellen im folgenden diskutiert.

2.2 Das Prandtl'sche Mischungswegmodell

In eindimensionalen Strdmungen gemiz obiger Festlegung ist nur eine Komponente
der Reynolds-Spannungen von Null verschieden; es sei dies

Cu/uf) = L ww) (2-3)
w' ist die Schwankungskomponente senkrecht zur Wand (Abb.l) . Das einfachste
Modell hierfiir ist das Prandtl 'sche Mischungswegmodell [ 98 ]. Unter Verwendung
eines Boussinesq -Ansatzes [ 5 ], bei dem in Analogie zum Newtonschen

Spannungsgesetz flir die molekularen Spannungen gesetzt wird

Crrwd = — Veus 352 ot

bestimmt Prandtl die scheinbare turbulente Zzhigkeit v aufgrund der Vor-

turb
stellung von der Bewegung einzelner Turbulenzballen(in Analogie zur kinetischen

Gastheorie) iiber eine freie Weglinge L hinweg (dem "Mischungsweg") zu

Viweo = L* /%42_14}/ (2-5)

Die Bestimmung des Mischungsweg I ist problematisch. In Wandnihe findet man {120 ]
L = k.z (2-6)

mit der Kirman-Konstanten k0.4 und in gridBerer Entfernung von der Wand

L =0.1 - D, (2-7)
wobei D eine charakteristische geometrische Linge ist. Eine Formel fir L, die
die Berechnung von <+« auch bis in die laminare Unterschicht erlaubt, wurde
von van Driest [ 25 ] angegeben und von Pantankar-Spalding auf variable Schub-

spannungTilo4 ] verallgemeinert:
¥
L = kaz [,/- exp[——z-ReT I/Aw}] (2-8)

Die Xonstante Aw beriicksichtigt die Wandrauhigkeit, T ist die dimensionslose
Schubspannung am Ort 2z, die sich in Plattenstromungen aus einer Kridftebilanz
ermitteln 1i8t.
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Das Prandtl'sche Mischungswegmodell hat sich in vielen Fillen, insbesondere
bei Grenzschichtstromungen gut bewdhrt. Siehe hierzu z.B. [ 104]. Zu
falschen Ergebnissen gelangt man nach diesem Modell jedoch in folgenden
Fallen:

a) In der Mitte einer Kanalstromung filihrt (2-4) zu Widerspriichen, wenn
infolge asymmetrischer Geometrie (z.B.Ringspalt) oder unterschiedlicher
Wandrauhigkeiten der Ort verschwindender Schubspannung {wWw)=®ungleich
dem Ort maximaler Geschwindigkeit (%TM.:D ) ist | 90].

b) Gl.(2-5) kann zu groBen Fehlern fiilhren, wenn(wie hiufig lblich [49, 1o4])
die turbulenten Austauschkoeffizienten flir skalare GroBen, wie Tempe-

ratur oder Konzentration, proportional zu ‘%urb gesetzt werden.

¢) Bei instationiren oder durch langsam variierende Kanalquerschnitte
substantiell beschleunigten Stromungen gilt die Proportionalitit zwischen
ud

Vturb und }§irfnur mit zeitlicher Verzdgerung.

d) Bei komplizierten Kanalquerschnitten ist die geeignete Bestimmung der
Iinge L problematisch; zudem haben die realen Austauschkoefflzienten

dort einen anisotropen Charakter; vergleiche hierzu [ 8 ].

e) Bei rezirkulierenden Strémungen [ 49 ], wie hinter Rippen oder Blockaden
[ 75] versagt der Ansatz vollstidndig.

f) Bei Sekundirstromungen und anderen konvektiven Mischeffekten versagt
das Modell ebenfalls weitgehend.

Hieraus ziehen die einen den SchlufB3, daB es ein universell gliltiges Turbulenz-
modell iiberhaupt nicht geben kann. Die Mehrzahl der auf dlesem Geblet Tatigen
versucht jedoch unter Beriicksichtigung weiterer GroSen und Approximation der
hierfiir giiltigen, aus den Grundgleichungen ableitbaren, exakten Gleichungen,
den Giltigkeitsbereich der Turbulenzmodelle zu erweitern.

Tatszichlich wird es wohl ein universell giltiges Modell nicht geben - es sei
denn, man verwendet die Navier-Stokes-Gleichungen selber. Jedoch, so wie

das Prandtl'sche Modell wenigstens in einfacher Kanalstromung oft als hin-
reichend allgemeingliltig angesehen werden kann, so kann man hoffen, daf ein
Modell, das etwas mehr Information aus den exakten Gleichungen iibernimmt,

wesentlich "universellere" Gliltigkeit besitzt.



2.5 _Energie-Modell nach Prandtl
Ein erstes, derartiges verbessertes Turbulenzmodell wurde ebenfalls von

Prandtl vorgeschlagen [ 99 ]. Hierbel wird gesetzt:

(uw) = — aq, \/<TL ASalg (2-9)

Flir die hierbei bendtigte zeitlich gemlttelte kinetische Energie (E')E ’-_%((tq-(tq))’z)
der Schwankungsgeschwindigkeiten gilt exakt die durch zeitliche Mittel lung
aus (1-15) ableitbare Gleichung (mit¥ = const)

7 \2
0= v 35 -goe)- <“f’>l Cuwwy J /(2 (2-10)
\ Diffusion PI‘Oduktion ssipa

Durch Dimensionsanalyse oder mittels einfacher Modellvorstellungen, dhnlich

der des Mischungswegmodells, kann man flir die unterstrichenen unbekannten
Korrelationen Nzherungen einfiihren und somit folgende Modellgleichung er-

halten {115 ]:

/2
L&D 3< £') Ly 0w LE') 2-11
o‘\a_z"_""‘zv L —5— \@‘w)az - oy = (2-11)

Diffusion Produktion Dissipation
Das aus den Gleichungen (2-6), (2-9) und (2-11) bestehende Modell enthzlt

neben der Karman-Konstanten k drei experimentell zu bestimmende Konstanten
21, 2y 25 (vergl .Kap. 2.6 ).

Dieses Modell ist insbesondere dort von Vorteil, wo das Prandtl'sche Mischungs-
wegnodell aufgrund der in Kap.2.2 unter b) und ¢) genannten Fille versagt.
Nach wie vor ist die Berechnung des LingenmafBstabes L, der in erster Nzherung
wie in Kap.2.2 bestimmt wird, problematisch. Dafi dies insbesondere bei rezir-
kulierenden Stromungen ein entscheidender Mangel ist, zeigt deutlich die Arbeit
ven Runchal-Spalding [ 116]. Diese Autoren haben obiges Modell verwendet, um

das Stromungsfeld (und daraus das Temperaturfeld) nach einer pldtzlichen Rohr-
erweiterung zu berechnen. Die berechneten Stromlinien machen einen iiberzeugen-
den Eindruck. Wenn man jedoch liest, daB das Feld der Langenwerte L durch kompli-
zierte algebraische Gleichungen mit vier empirischen Konstanten so ermittelt
wurde, dafl das Geschwindigkeitsfeld gerade mit entsprechenden Messungen iber-
einstimmt, so ist dies enttiuschend. Die durchgefiihrten Rechnungen sind insofern
nur bezliglich der Berechnung des Temperaturfeldes von Wert. Daraus folgt, da

man auch fir die Linge L nach Modellen suchen mufB, die sich aus geeigneten

Aporoximationen exakter Gleichungen ergeben.
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2.4 Ilingen-Modelle nach Rotta

e N

Wie oben flr ein Beispiel erlautert, ist fiir Turbulenz-Modelle die Kenntnis

der fiur die turbulenten Austauschvorginge charakteristischen Linge L not-
wendig. Diese Aussage ist filir Turbulenz iberhaupt typisch. Inkompressible
Stromungen sind dadurch gekennzeichnet, daf Storungen an einem Ort durch die
Wirkung des Druckfeldes (vergl.Kap.l.4.2) auf das gesamte Stromungsfeld iiber-
tragen werden. Dies wird deutlich, wenn man die allgemeine Ldsung der flr den
Druck giiltigen Poisson-Gleichung (1-19) betrachtet [ 134 ](fiir V¥ =const):

dV(x) (2-12)

| x'- x|

Turbulenz-GroBen, die die raumliche Struktur der Stromung bericksichtigen

2
Plx)= .Sé&iéi%sa(lﬁqﬂﬂﬁ

lassen, sind neben Liangenmaflstidben auch Aussagen Uber Korrelationen zwischen
Variablen an verschiedenen Punkten im Ort-Zeit-Raum [ 53,115 ] sowie Korrelations-
spektren an einem Ort als Funktion der zeitlichen Frequenz f oder des dreidimen-
sionalen Wellenzahlenvektors k (132,53,116 ]J(vergl.Kap.4.2.2) sowie daraus abge-
leitete GrdBen, wie z.B. eine mittlere Frequenz [68,127 1.

Um fir eine Linge L elne Modell-Gleichung erstellen zu konnen, muBR zuvor diese
Linge L geelgnet mathematisch definlert werden. Die Vorstellung eines Mischungs-
weges ist allein nicht ausreichend, um dafiir aus den exakten Gleichungen eine
Aussage abzuleiten. Rir eindimensionale Stromungen hat Rotta [108,115] folgende
Definition vorgeschlagen: s
L(2) ' 0r)
L= 3 3 (-2412@,;(.‘»4) o (2-12)

GemaB folgender Skizze ist diese Lange slso das Integral des Korrelations -

koeffizienten:
. L/ ’, Y,
{u; @) u" f’l» 2 ?
{(u/a L4 4 %
7 7
/
7
o /
7 T ———
ﬁo_L__’ 3 g

(Der negative Verlauf fiir r>> z ist eine Konsequenz der Kontinuititsgleichung).
Das so definierte L kann als der mittlere Durchmesser von Turbulenzballen inter-
pretiert werden. Bildet man von obigem Integral die zeitliche Ableitung und
setzt flr %%f die Impulserhaltungsgleichungen eln, so erhilt man eine Be -
stimmngsgleichung fiir L 109,114,115], Die folgende Gleichungsdarstellung ent-
h#lt oben die exakte Gleichung und unten die von Rotta [114,115] vorge-

schlagene Niherung.
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D
d(u(? ,
0= _4L‘.> f(w(z)u’(r))al-r+ (ucz)w(*’> df}
- o oLud ! —awo)
0= - <:¢4ta/> ('04 l.'—gig—- + 03. L 523
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Diffusion

Zu den Nzherungsgleichungen gelangt man teils durch Dimensionsanalysen
(insbesondere beim Senken-Term und den Druck-Geschwindigkeits- Korrelationen),
teils analytisch; so wird die Niaherung des Produktionsterms begriindet als

eine Taylor-Reihen-Entwicklung der Integrale; hier sind also auch noch weitere
n J"{uy

azn ’
erste Term bericksichtigt (a

Terme mit L n=5,7,..denkbar. Bisher wurde hierbei jedoch stets nur der

55'0}, wie noch berichtet wird. Zusammen mit den
Gleichungen (2-9),(2-11) ist dies also ein Modell, das die Berechnung von

LUS, {E), und L aufgrund von sogenannten Transportgleichungen und Lu'w!)
aufgrund einer algebraischen Beziehung hieraus zu berechnen erlaubt. Numerische
Verfahren zur Losung dieser und dhnlicher Gleichungen werden in [ 49,104 ] an-
gegeben. Dieses Modell enthilt 8 Konstanten ai. Bel Verwendung elner zusitz-
lichen Transportgleichung fiir <{2'w’) gemiB Rotta [ 114 ] bendtigt man 13 Kon-
stanten. Die geeignete Bestlmmung dieser Konstanten ist das Hauptproblem der
Turbulenz-Modell-Theorie.

2.5 Methoden zur Bestimmung der Modell-Konstanten

Zur Bestimmung der Konstanten, z.B.a1 bis a8, beschreitet man prinzipiell

drei Wege:

a) Betrachtung von Grenzfillen, in denen viele Terme vernachlidssigt werden

Kdnnen, wie die unmittelbare Wandnihe (wo das Prandtl'sche Mischungsweg-
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modell gilt) oder homogene Turbulenz (wo z.B.alle Terme der Transport-

gleichung fiir L verschwinden).

b) Integration der Differentialgleichung mit gewihlten Konstantenwerten
und Variation der Konstanten, so dafl die integralen Ergebnisse mit
moglichst vielen entsprechenden experimentellen Ergebnissen ("Ziel-

werten") im Sinne eines least square fit iibereinstimmen.

¢) Direkte Bestimmung der Konstanten durch Messung der in ihren Definitions-
gleichungen auftretenden Terme; z.B.
ov’ )2
{EYR/L

Der Weg a) erlaubt die Bestimmung nur einiger weniger Konstanten. Den Weg b)

haben beispielsweise Ng-Spalding [ 91 ] verfolgt und dabei fiir Plattenstro-
mung, Rohrstromung, Platten-Grenzschichtstromung und Freistrahlstromung als
Zielwerte integrale MeBwerte benutzt,wie z.B.

(< pigy - X
fiir Platten- und Rohrstrdmung.
Der Weg c¢) wire der exakteste. Hierbei kdnnte auch iliberpriift werden, ob die
"Konstanten" tatsichlich unabhingig von Ort und Stromungsgeometrie sind, ob
das Modell also universell giiltig ist. Hier versagt jedoch die MeBtechnik in
fast allen Fillen. Die Messung der komplizlierten Korrelationen von Geschwindig-
keitsableitungen, Driicken oder deren Integrale iber den Raum ist nahezu un-
moglich. Eine Ausnahme bildet vielleicht dle Energiedissipation, wie sie in
(2-15) bendtigt wird. Die Messung der riumlichen Ableitungen wird hier zu-
meist durch Messung zeitlicher Ableitungen und Umrechnung gemif3 der Taylorschen

Hypothese [134) X % (ud-t (2-16)

( zu deren Problematik vergleiche [115,5.148]) und Annahme von Lokalisotropile
(siehe Kap.4) ersetzt.

Es ist daher eines der Ziele dieser Arbeit, nach numerischer Simulation orts- und
zeltabhiangiger Stromungsfelder die in den Definitionsgleichungen auftretenden

Terme numerisch zu ermitteln, um so die Konstanten zu bestimmen.
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2.6 Angaben filir die Konstantenwerte, den EinfluB der Unsicherhelten der

In Tabelle 1 sind die von verschiedenen Autoren angegebenen Konstantenwerte
wiedergegeben. Der Vergleich wird etwas durch die unterschiedlichen Definie
tionen der lLinge L erschwert, was sich gem.{2-9) insbesondere in dem Wert

der Konstanten al ausdrickt. Erkennbar ist:

a) man ist sich liber die Werte uneinig,
b) fir den zweiten Entwicklungskoeffizienten as des Liangen-Produktionsterms
werden keine Angaben gemacht (ass 0).

¢) Es wurde die Erfahrung gemacht, daB8 die Konstanten keineswegs universell
giiltig sind; Rodi-Spalding [113 ] muBten flir den aus einer runden bzw.
einer rechteckigen Diise austretenden turbulenten Freistrahl Konstanten
verwenden, die sich fast um den Faktor Zwei unterscheiden; Ng-Spalding

[ 91 ] verwenden fur ag eine Ortsfunktion.

Von grofer Bedeutung ist die Frage, welche Variationen der Modell-Gleichungs-
Losungen sich ergeben, wenn die Konstanten variiert werden, d.h.welche Aus-
wirkungen die Unsicherheiten in den Werten der einzelnen Konstanten haben.
Ng-Spalding [ 91 ]haben zur Untersuchung dieser Frage ihre Konstanten jeweils
um 5% veridndert und berechnet, um wieviel dann die als Zielwerte benutzten
integralen GroBen variieren. Im Mittel ergaben sich die in Tabelle 2 angegebenen
Variationen. Hierbei sind die Konstanten nach der GridBe der aus ihrer Variation

sich ergebenden Zielwert-Verznderung sortiert. Erkennbar ist:

a) Die exakte Bestimmung der Konstanten, die in den Quell- und Senken-Termen

auftreten, ist wichtiger als die der in den Diffusionstermen.

b) Von groBter Bedeutung ist die richtige Modellierung des Lingen-Produktions-

terms. Hier ist also die Beriicksichtigung weiterer Terme wiinschenswert.

Insbesondere Punkt b) ist ein wichtiges Argument fiir den Versuch, die Kon-
stanten aus numerisch simulierten Stromungsfeldern zu berechnen. Denn ein
numerisches Verfahren, das seinerseits Modelle flr dle Feinstruktur bendtigt,
kann keine sonderlich glaubhaften Ergebnisse liefern filir Terme, die durch diese
Feinstruktur entscheidend beeinfluft werden, wie dies die Energie-Dissipation
und die Diffusionsterme sind. Andererseits kann man erwarten, daf die Terme
realistisch berechenbar sind, die vornehmlich durch die aufgeldste Grobstruktur
bestimmt werden, und hierzu gehdren gerade der Lingen-Produktionsterm sowie die
zeitlich gemittelte Reynolds-Spannung {w'w!) . In dieser Arbeit wird daher

insbesondere versucht, die Konstanten a,, &y und ag zu bestimmen.
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3, {ber Maschenvolumina gemittelte Grundgleichungen

Zur Vorbereitung des Differenzenverfahrens und des Feinstrukturmodells fiir

die direkte Simulation werden in diesem Kapitel die Erhaltungsgleichungen

fiir Masse und Impuls iliber Maschenvolumina gemittelt. Zudem wird eine Erhal-
tungsgleichung flir die innerhalb der Masche enthaltene kinetische Energie
der Schwankungsgeschwindigkeiten abgeleitet. Das Kapitel enthilt rein formale
Ableitungen also keine physikalisch zu begriindenden Niherungen. Die beschrie-
bene Vorgehensweise ist neu und erlaubt gegeniiber frilheren Arbeiten die Er-
stellung genauerer Differenzenapproximationen und Feinstrukturmodelle. Den Ab-
schluB dieses Kapitels bildet eine Ubersicht iiber die Grundgedanken der nach-
folgenden Kapitel.

TR ke D e o o 8 et e T T e - A - - o - -

Zur Erstellung eines Differenzenverfahrens teilt man den betrachteten Stro-
mungsraum in moglichst viele regelmdfBlig angeordnete Maschen auf und speichert
pro Masche Jje einen der zu integrierenden Feldwerte. Neben der riumlichen
Aufteilung wird auch die Zeitachse in endlich groBe Zeitintervalle At aufge-
teilt und flir jedes Zeitintervall an allen rdumlichen Orten je einer der
Feldwerte gespeichert. Sodann sind bekanntlich Differentiale der Feldwerte zu
approximieren durch Differenzen von Feldwerten in verschiedenen benachbarten
Maschen. Zu derartigen Differenzenapproximationen gelangt man iibllcherweise
entweder durch Taylorreihenentwicklungen und Abbruch der Reihe nach wenigen
Gliedern oder durch formale Integration der Differentialgleichungen iiber eine

Raum-Zeit-Masche und Approximation der nicht analytisch integrabelen Terme.

Voraussetzung flir die Zulassigkeit des Abbrechens der Taylor-Reihenentwicklung

nach wenigen, z.B. nach n Gliedern [13)

-
fx) = ‘5:_‘; -;‘47 {(”)(o) x" (3-1)
ist, daB das Restglied
x"*" (néa) <0< .
R"(x)zm.{ (6-x) , 0 (3-2)

vernachlassigbar klein ist. Bei den stark unregelmzfBigen turbulenten Strd-
mungsfeldern darf man Jedoch nicht ohne weiteres annehmen, da das Produkt
xn+1 fn+v auch fir kleine x geniigend klein ist, da die Ableitungen fn+v mit
wachsendem n wohlmdglich stark wachsen. Fir turbulente Stromungen muB daher
der zweite Weg beschritten werden. Hier werden zwar auch Nidherungen notwendig
sein, die Jjedoch lediglich voraussetzen, daf die hdheren Ablelitungen der

iilber Maschenvolumina gemittelten (also geglitteten) Feldwerte hinreichend
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klein sind. Die Wirkung der unregelmifigen Feinstruktur innerhalb der Maschen
wird jedoch auch in den gemittelten Glelchungen wiedergegeben, wie durch
sogenannte Reynolds-Spannungen sichtbar werden wird; diese Terme erhdlt man
bei Taylor-Reihenentwicklungen nicht.

Damit wird zundchst dem Vorgehen von z.B. Lilly [ 80,81 ] und Deardorff [ 29 ]
gefolgt. Diese Autoren haben Jedoch bei der Mittelung, also bei der Inte-
gration iiber Maschenvolumina und anschlieBender Division durch das Jjewellige
Maschenvolumen, nicht beriicksichtigt, daB die Integration teilweise analytisch
ausgefiihrt werden kann. Sie miissen daher annehmen, dafl gilt

)u%?
OU oy x 2 D f Tacelx (3-3)

N 2
AX x4 ax ox ax »*

was natiirlich nicht richtig ist. Richtig wire
e
+ f‘l ou dx = u(x-f‘oé)—zf(x-‘%): d;u(x) (3-4)
AX -4 ox ax -
Dies hat zur Folge, daB die im Differenzenverfahren betrachteten Feldwerte

fdlschlich als Volumenmittelwerte identifiziert werden, wihrend sie richtiger
als Fliachenmittelwerte zu identifizieren sind. Formal gelangt man hierdurch
zwar { bel Hquidistanten Maschennetzen) zu gleichen Differenzenformeln fir
die gemittelten Feldwerte, jedoch zu einer anderen Definition und Approxima-
tion der die Feinstruktur beschreibenden Reynolds-Spannungen, sowie zu an-
deren Randbedingungen der Differenzenformeln. Dies wird in den folgenden Ab-

schnitten deutlich werden.

Zundchst sollen das verwendete Maschennetz und die darin definierten Mittelungen
erliutert werden. Das Maschennetz ist bestimmt durch ein (nicht notwendig Zqui-
distantes)Feld von Flichen xi=const . und t=const. Eine Masche mit den Indices
1, m, n, p ist das folgende Raum-Zeit-Element:

/

xd(-{ < x % XA/(.L{

X, < XL(M#{ (3-5)

TN

X
= (",Xl,"z,t),' 2lpg-4
*3[n-g & X3 £ X3 lust

tlp.ge t €€ (pt

VZ!"’I"If’

wobei die Koordinaten xl/l-ﬁ% x2/m+% , xj/n+ %, t/p+ % mit ihren Indices

monoton wachsen und zudem gilt (z.B.)
A 5S> AXq, = X - X o
€ ”/{’+{ 4/(’--}7

1 > at, = tipes - tfp.g Z0
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Die Mittelung einer GroBe y in einem Volumen V'(daB sowohl gleich dem Maschen-
volumen als auch einem versetzt zu den Maschenvolumen angeordneten Raum-Zeit-
Bereich sein kann) ist definiert als
Ve o £ oAV
Yy = v {;('5 4% -
Wenn das Volumen V' gleich v; ist, gilt:
sM,N, D

(3-6)

kartesisch:

é/p;i X l'”i "i(m{ x'/(f{
V‘g! = A [ (X’X’Xl‘t')dl"dklﬂ*/d{'
B,mln,f» A&/“Aﬁlm.dx‘lnuﬂp y 47873 u 372 0%

Ut Mg Muy g (3-7)

zylindrisch:
é/F""{ Tned

et et

v~ _ 4 ?‘i f (o, ¥t ) olx - elip A oft
= 17 Tdy

y/l,&,h,f A%'AVM A% ‘7;\ A#p 'é/‘,(.{ 'é.{ ‘ﬁu-'{ K/,_{ y ' (3-8)

T3 % (Theet * Tlu-g)

3.2 Kontinuititsgleichung (Massenerhaltung)

Wir betrachten zuniachst kartesische Kcordinaten. Die exakte Differential -

gleichung o u. —0 (1-6)
o x
soll 'LiBer V gemlttelt werden. Wir ernalten:
o, A . / _
a_x‘f— =0 = @— f{S S g";: dxl’p(xl’d{,'d‘f (3-9)

X, AGAG At ¢ X Xy &,
Beachten wir, daB8 hier jeder der drei Summanden des Integranden bezliglich

einer (Jjeweils der .Xi-) Koordinate formal integriert werden kann, so erhalten
wir Jeweils Differenzen von 'I‘ermen,in denen nur noch iber zwei rdumliche Vari-
ablen und die Zeit zu integrieren ist, also liber ein Maschenflachenstlick und
ein Zeitintervall, Dieser im Ort-Zeit-Raum definlerte Bereich wird im folgenden
stets als "Fldche" bezeichnet. Definieren wir zur Abkiirzung der Schreibweise

diese Flachenmittelwerte als 'y, wobel z.B.
Horg npt Mimrd

) A

4 =
d Z“i’lmlﬂ’r A)Q/m axy] atlp tlp-4 *3 In-4 X2 mr-4
sei, sowie die auftretenden Differenzen als Jx‘-;, wobel z.B.

Y (Kepg, %)t el

A
J"% 5‘12,»«,!4,;0 = 7"'7/{’( Jefflm,u,f» ye—{,n.,u,;o)
sei, so ergibt die Mittelung/

v

U, = d.. ‘7,',‘/
. C
o% &, p Cime,mpp - (3-10)
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Diese Gleichung ist exakt und entspricht formal dem GauB'schen Integral-

satz [ 12 ]: :
j clev u oV = g ’de
v F
In analoger Weise ergibt sich flir zylindrische Koordinaten (ausgehend von
(1-8))

X~ A — 4 15y (3-11)

el =z ¥ U. =0
d; Vy + T, J},‘Dr t T, d; ( 7') ,[N"I”IP
wobel z.B.
Turl Page 2 tPHE !

A bt [S !
/ = .( S 5 \)X(x(e*{,{f/fllt')d‘(‘f'df oft
bt pmp 80N O, Atp Tt -t Tp-d (3-12)
und die Differenzenquotienten d;,(ff, dy entsprechend den kartesischen d;i

definiert sind.

Xoma
vX

Wir halten als Ergebnis fest: Zumindest die Kontinuitidtsgleichung kann in
exakter Welse durch Differenzenformeln ersetzt werden, wenn die dabei auf-
tretenden Geschwindigkeitsmittelwerte als Mittelwerte der Geschwindigkeiten
iber (ein Zeitintervall ot und) ein Maschenflichenstlick definiert sind, dessen

Normale mit dem Geschwindigkeitskomponentenvektor parallel ist.

Da diese Fldchenmittelwerte je nach Geschwindlgkeitskomponente iUber ein
anderes Flichenstlick der Masche gebildet werden, verwendet man ein sogenanntes
"staggered grid" [29,30,33,42,54,62,96,141 ], 4.h. ein "iiberlapptes Maschen-
netz", bei dem die zu speichernden Geschwindigkeitswerte Jje nach Richtung
unterschiedlichen Orten zugeordnet werden. Abb.5 zeigt das verwendete Netz.
Die Verwendung dieses Maschennetzes wurde in der Literatur bisher nicht mit
der Bildung von Flachenmittelwerten sondern lediglich mit der Einfachheit

und Genauigkelt bezliglich Abbruchfehlern der sich hilerbel ergebenden Differen-
zenformeln begriindet [ 33,96 ],

3.3 Gemittelte Impulserhaltungsgleichungen

T n T et e . S - o - -

Analog zur gemittelten Kontinuitidtsgleichung sollen nun die gemittelten Impuls-
erhaltungsgleichungen abgeleitet werden. Wegen der Komplizierthelt dieser Glei-
chungen wird man hier kein so einfaches und elegantes Ergebnis erwarten konnen.
Jedoch soll gezeigt werden, wie welt die Differentialgleichungen auf rein for-

malem Weg einer Differenzenschreibweise nzher gebracht werden kdnnen und wo

Approximationen zu Hilfe genommen werden miissen.



Entsprechend dem iiberlappendem Maschennetz wird je nach Gleichungskomponente
ein Volumen gemittelt, das raumlich die Bezugsfliache des Flachenmittelwertes
der betrachteten Geschwindigkeitskomponente etwa in der Mitte enthilt. Folgende
Skizze zeigt dies Vl fiir die Komponente 1 der Impulsgleichungen in kartesischen

Koordinaten:
| Il«-i'l-,n
xi’ani
X2

L \ xljm-i

X, ( | "!IM 3

*le.4 Mg ey
Xilg = & (Malpg * My y) (3-12)

Die Begrenzung des Volumens V. in xl-Richtung durch die Mittelflachen zwischen

1
Koordinatenflichen x1/1+ 1l = const wird gewdhlt, da dann der Fehler spiter not-
wendiger DifferenzenapproXimationen am kleinsten wird. Werden die Impuls-Er-
haltungs-Gleichungen iber derartige Volumina V, gemittelt und dabei Integrationen,

wo moglich, formal ausgefiihrt, so ergibt sich ):

kartesisch:

V; az‘ 9‘{)‘} . P -14

-gt—z—c%(’u'“)*‘; J[ e Dx{)#-(;/ca\'(}l)
zylindrisch:
Vi x— -— — —

g—?t)‘)L +d, v+ %,,67(”?1&)7‘ F ov(To) = - bp + T

x____ P

) 41

6y 2 3%} + L dg v (e S )}*"""3{”(80’ 521,

Yoo x 14 Y P-
-}gt b G (0y0p+ L g (01) + 20, (7 0eve) # & (o 0p)=- 2,55 (3-15)

+J.{v( 320} 26, [av (0% %))+ 2 fr v (i () 22 )]

¥ [T(TQT(—B)’LWU:)}

BO‘ +J (va*)+_“av(u ‘U')+__$(y-v_r — 1)1@ - - T'r;
+v&{v(§—;’i+a, V2o (r 22+ 3] +£-, favr 22

-2 g T} .

*) Anstelle die differentiellen Erhaltungssitze iiber Volumina zu integrieren,kdnnte man
von den integralen Erhaltungssiatzen ausgehen. Die hier verwendete Vorgehenswelse
erscheint beziiglich der Beriicksichtigung krummliniger Koordinaten einfacher.
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Hierbei ist
= -
T/”"QE 7 (¢n+4+’r")= T(’Th‘i"‘zﬁ‘*i*f"*%) (3-16)

der Mittelwert des Radius im Volumen Vr.
Bei den Xonvektionstermen treten Flichenmittelwerte (und bei Coriolis- und

Zentrifugalbeschleunigung Volumenmittelwerte) von Geschwindigkeitsprodukten

auf. Hier kann formal in Mittelwerte und SchwankungsgroBen aufgespalten werden:

J.—*— Qp— " comm. 5 — * m—

Uewy) = P - (w2l ) (wp -T) (3-18)
Definiert man als SchwankungsgroBe ui die lokale Abweichung der Geschwindigkeit
von ihrem (Flichen-) Mittelwert,¥

. —
R VR 72 (2-19)
so erhalt man . ) .
N E— Jo T _
(u‘. ’LlJ- ) = 74‘- 1.(.,' -+ U‘ L{, (5 2¢c)

Damit findet man, daB auch hier, wie bei der 2eitlichen Mittelung gemiB
Kap.2.1l, Terme auftreten, dle man ebenfalls als Reynolds-Spannungen [ 107 ]
bezeichnen kann. Im Unterschied zu den bel zeitlicher Mittelung entstehenden
Reynolds-Spannungen, verschwinden diese hier, wenn der Durchmesser des Volumens

gegen Null geht, da dann auch ui gegen Null geht.

Wir halten als Ergebnis fest: Viele Terme der Impulserhaltungsgleichungen
lassen sich bei Volumenmittelung formal integrieren und in Differenzenform
iiberfilhren. Hierbei entstehen Korrelationen zwischen auf Flichen- (oder sel-
tener Volumen-) Mittelwerte bezogenenSchwankungsgeschwindigkeiten von Art der
Reynolds-Spannungen, die jedoch bei verschwindendem Volumenelement-Durchmesser
zu Null werden. Neben diesen Reynolds-Spannungen treten zahlreiche Geschwindig-
keitsmittelwerte auf, die nicht mit den im Maschennetz gespeicherten uberein-
stimmen, sowie Terme mit (allerdings nur ersten!) Ableitungen. Man hat hier
also mehr Unbekannte als Gleichungen und muB diese Unbekannten iiber Naherungen

aus den bekannten Geschwindigkeitsmittelwerten berechnen.

Diese Nzherungen werden in Kap. 5 und 6 eingefiihrt. FUr die Erstellung
der Nzherungen flir die Reynolds~Spannungen ist zuvor noch die iiber das Volumen

gemittelte Erhaltungsgleichung der kinetischen Energie aufzustellen.

*) eindeutig wire eine Notation ui'g ui—Jﬁl; da sich jedoch keine Zweifelsfdlle

ergeben, wird auf diese kompliziertere Schreibwelse verzichtet.



- 31 -

3.4 Gemittelte Erhaltungsgleichungen der kinetischen Energie

e - e - A e e U o T T e o A - At D M B Bt T e S > T e o - - = -

Im folgenden soll eine Erhaltungsgleichung flir die kinetische Energie der
Schwankungsgeschwindigkeiten innerhalb eines Maschenvolumens abgeleltet

werden, also fir

V— v Ve 12 4 (V= V=12
E' = £ (w-%) =71 (%2 ‘(%‘))
Zu dieser Erhaltungsgleichung gelangen wir nach Bildung der zeitlichen
Ableitung Yy — v &
L' _ 4 dur _ 14 u,
v = 3¢ ¢ 3T

indem wir von den Gleichungen (1-7) bzw. (1-9) den Volumenmittelwert bilden

und sodann das Skalarprodukt des CGeschwindigkeitsvektors %Z mit g%'gemaﬁ
(3-14) bzw.(3-15) subtrahieren.

Wir erhalten, ahnlich wie in den Kap.3.2 und 3. 3,fur kartesisohe Koordinaten:

Q_‘/_ - ng = = 8 g E) - dx; (o p)nf,(v(gf » 2))) g p

Fiihrt man gemdB (3-19) als Schwankungsgrofen ein (3-21)
weu g opE e, vV (3-22)
wobel der Strich im Zusammenhang mit der Mittelungsoperation zu verstehen ist
sowlie j
S= o4 (b2 IS _ R -2
= IG?"A) ; £ s 4 (""i""‘c) (3-23)
so folgt:
Ve
E - = /J 12 J T 7
‘gt—-- KJ‘(E U + MJE L i 23 '4',) Jx‘(uz"“) (3-21)

- {— Ve V—
- JXL‘ (L“L'P) - d‘xt' ( f’""’il) + ’uA pk - €&

3 (5 (2E _: .3 Car))
(

>
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V_._
Andererseits ergibt das Skalarprodukt V‘u_: . %%‘ :
v— Y5 e L -25)
T, ¥ c)'x‘(‘u‘U-wu' )-—'u d‘x‘»f-’"' 2, Px (3-25)

+%7:‘J~J‘['V( + 2% )* V(Tu‘ ]

Fuihrt man hier folgende arithmetische Mittelungsoperation ein:

—A A AX, AX, (3-26)
11 = T ( ‘J(xﬂ411'lex3)+;(K,—.il,xll)r_.'))l -
beachtet die Identitdten: i —
dr; (b)) = 0dy. b+ b dya, (3-27)
T oclat)= a (3-28)
und nimmt als Nzherung an ), .
V— —¢
U, = “u; , (3-29)
so kann man schreiben:
Vo
Vv~ : — —
u¢%=_¢J(‘u+uM )+“ut(,d}, ‘b\
. V— J— — e
- d;é. ()V (T + l‘. ‘g—i') v (d.)(J' u«.‘ (JxJJtIt t d“t"‘) )) <3-30)

[V
- u- . 6

fa J"J ( ( 5“"
Subtrahiert man nun dieses Ergebnis von Gl.{3-24),so folgt die gesuchte
Gleichung i

9ET_ g, (g F)- &T' Jx.%r

ot \*J_IJ—_’

I Iz . .
-0 E' )u — ouy S Yoo

) Nq .
3 y—
. i [OE (uu) 1 du, Bw-)' (3-31)
*\Jn{ v (35 % V(ar}*;s:’;
Ve
—£+v{d’,. (J"u-:-d",’u)j
¥a
Die Terme haben folgende Bedeutung
I zeitliche Anderung der gemittelten Schwankungsenergile

1T Konvektion an Schwankungsenergie

IIT Produktionsterm; Arbeit der Reynolds-Spannungen

v Diffusionsterme; der Term IVb kann in der Regel vernachlissigt werden,
da dile Zahigkeltsschwankungen vermutlich nicht mit den iibrigen Termen
korreliert sind.

\'4 Dissipation an Schwankungsenergie

*) Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt:
Ve - G t) , Wobei }’ ein Punkt im Volumen V ist.
[3 —-— -
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Va: Gesamt-Dissipation

Vb: Dissipation infolge der gemittelten Geschwindigkeiten

3.5 Ubersicht iiber die Grundgedanken zur Erstellung eines geschlossenen

L S VA Rty — SIS sy —REPIID AR uphapRiguiy — guipsuipinpuupn iyt
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In diesem Abschnitt wird zum besseren Verstzndnis der folgenden Kapitel
ein Abrif der Modelle dargestellt, die schliefSlich die Aufstellung eines
geschlossenen Systems von Differenzengleichungen erlauben. Hierbei werden

nur kartesische Koordinaten betrachtet.

Die Gleichung (3-14) mit der Aufspaltung der konvektiven Terme gemiB (3-20)
enthdlt zwel Arten von unbekannten GroB8en, die iber Ndherungen aus den im
Maschennetz gespeicherten GrofSen berechnet werden miissen: einerseits GrdS8en

wie z.B.JEE, die iliber lineare Beziehungen (algebraische Mittelwerte) aus

benachbarten Maschenwerten (im Beispiel aus benachbarten Werten von iui )

naherungsweise berechnet werden missen und andererseits die Feinstruktur-

Reynolds-Spannungen J

Geschwindigkeltsfeld iui
halb einer Masche vﬁrzu berechnen sind. Auf die linearen Nzherungen, die von

uiub, die iber nichtlineare Nizherungen aus dem gemittelten
u, und der kinetischen Energle der Feinstruktur inner-

einfacher Natur sind, wird in Kap.6 eingegangen. Das Hauptproblem und den
gro8ten Teil dieser Arbeit macht die Modellierung der nichtlinearen Fein-
struktur-Reynolds-Spannungen aus. Die Prinzipien des hierfiir verwendeten
Modells, die im einzelnen in Kap.4 und 5, sowie den Anhingen 1 bis 3 dar-

gestellt werden, seien im folgenden kurz erliutert.

Flir die Pelnstruktur-Reynolds-Spannungen wird ein Ansatz verwendet, der die

Form eines Boussinesq-Ansatzes hat:

i 4z iV 2 & O (3-32)
W = - (A ) 5 Ity

Hierbei ist iu eine noch zu bestimmende turbulente Zihigkeit. Der Index soll
an die Tatsache erinnern, da8 die Zzhigkelt Je nach GroBe und Form der be-
trachteten Fliche, ilber die gemittelt wird, unterschiedlich sein wird.

Der Boussinesq-Ansatz setzt die Koinzidenz verschwindender Schubspannung
mit verschwindender Geschwindigkeitsdeformation voraus. Wie in Kap. 2.2
diskutiert, ist diese Bedingung fiir das zeitllch gemittelte Stromungsfeld
nicht immer gegeben. Der Grund 1st dabei der deterministisch wirkende Ein-
fluB der Winde oder der Geometrie.



Die Analogie des Boussinesq-Ansatzes zum molekularen Newtonschen Schubspannungs-
ansatz setzt also voraus, daf der turbulente Austauschvorgang, wie der mole-
kulare Impulstransport von rein statistischer Natur ist. Diese Voraussetzung
ist Jedoch flir die Feinstruktur wohl eher gegeben als fiir die Grobstruktur
und also scheint der Ansatz insofern zuldssig zu sein. Der Boussinesq-Ansatz
stellt demnach bereits prinzipiell eine Négherung dar, als genaugenommen die
Reynolds-Spanmingen selbst durch Integration einer entsprechenden Erhaltungs-
gleichung (in Form einer partiellen Differentialgleichung) bestimmt werden
miBten. Der wesentliche Fehler dieser Niherung diirfte darin bestehen, daB

die Reynolds-Spannungen in der Naherung stiarker mit der im Maschennetz wieder-
gegebenen aktuellen Grobstruktur des Geschwindigkeltsfeldes verkoppelt sind,
als es die exakten Gleichungen vorschreiben. Um diesen Effekt wenigstens teil-
weise zu beriicksichtigen, wird die Zdhigkeit i/t hier nicht - wie etwa beim
Prandtl 'schen Mischungsweg-Modell, Gl.(2-5) und wie auch bei Deardorff (siehe
Kap.5.1)- durch eine algebraische Beziehung aus dem iiber Maschenflichen ge-
mittelten Geschwindigkeitsfeld berechnet, sondern mittels

/J&: o (EF)" (3-33)

aus der kinetischen Energie der Feinstruktur berechnet, fiir die eine (3-31)
entsprechende Transport-Gleichung mitintegriert wird. JET ist die kinetische
Energie innerhalb der betrachteten Maschenfliche, deren Betrag glelch JF‘ ist.
Dieser Ansatz laB8t sich physikalisch noch etwas detaillierter begriinden. Hier
wollen wir uns damit begniigen, daB er dimenslionsmidBig richtig ist und plausibel

erscheint.

Das Problem besteht nun in der Bestimmung der Konstanten c¢. Wir suchen hiler
nach einer Bestimmungsmethode, die moglichst weitgehend von Experimenten unab-
hanglig ist; da dies nicht ganz erreicht werden kann, fordern wir, daB die ex-
perimentelle Unterstiitzung unabhiangig von der gerade betrachteten Geometrle ist,
so dafl die daraus abgelelteten Modelle auch auf andere Problembereiche iiber-

tragen werden konnen.

Zu einer Bestimmungsgleichung flir die Konstante ¢ kommen wir, indem wir den
Ansatz (3-32, 33) in die Erhaltungsgleichung fiir die kinetische Energle (3-31)
einsetzen, in der die Feinstruktur-Reynolds-Spannungen im Produktionsterm auf-
treten. Wir nehmen nun an, daB die betrachtete turbulente Stromung im statis-
tischen Sinne stationdr sei; dann verschwindet die zeitliche Anderung der
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Energle VE', wenn wir zeitlich mitteln. Bei einer zusidtzlichen Mittelung

Uber das gesamte Strdmungsvolumen verschwinden auch die konvektiven und diffu-
siven Terme, da liber die Wande keine kinetische Energie iibertragen werden kann.
Ubrig bleibt lediglich die Bilanz zwischen der Produktion und der Dissipation.
Diese Bilanz ergibt uns die prinzipielle Bestimmungsgleichung fiir die Konstante ¢
( im folgenden fiir Y<<Adargestellt):

¢ = S (3-34)
SR (65475 o' )

[§

Naherungsweise kann man diese Gleichung umformen in:

c = - ’4 <£> - (}"35)
S (— P j—
7 B (75 < o5 dg'n )

(3-36)

Die im Nenner dieser Gleichung auftretenden Terme konnen nun mit Hilfe der
Theorie isotroper Turbulenz und nach experimenteller Bestimmung einer einzigen
"Konstanten" {der Kolmogorov-Konstanten o ) quantitativ mit der mittleren
Dissipation (€% so in Beziehung gesetzt werden, daB diese schlieBlich heraus-
gekiirzt werden kann. Bel den zu berechnenden Termen handelt es sich um den
zeitllchen Mittelwert der kinetischen Energie der Schwankungsbewegung in einer
Maschenfliche, sowie um den zeitlichen Mittelwert einer Differenzenform des

Deformationsgeschwindingkeitsquadrates Di?’ das als Differentialquotient durch

2
2 du, . 2w )y du , 0%
D‘;j = 2 (W‘f‘ 3;:2 'é‘xr = (g;d—*é—{ (3-37)

definiert ist. Diese Terme, auch Korrelationen genannt, werden in Kap.4 bzw.

Anhang 2 berechnet. Hierbei werden die Korrelationen auf rein mathematischem

Wege zurlickgefilhrt auf relativ komplizierte Integrale, in denen auBer geometrisch
bestimmten Faktoren nur noch die Korrelationen zwischen Geschwindigkeitskomponenten
an zwei Punkten auftreten. Diese sogenannten Zwel-Punkte-Korrelationen konnen nun
ihrerseits fir isotrope, inkampressibele Turbulenz aufgrund kinematischer Beziehungen
berechnet werden, wenn das Energiespektrum der Geschwindigkeitsschwankungen bekannt
ist. Fir das Energiespektrum gibt es nun aber physikalische Modellvorstellungen,

die zu der Aussage fiihren, dafB dieses Spektrum unter gewissen Voraussetzungen eine
universelle Form besitzt( bekannt als Kolmogorov-Spektrum), in der nur eine experi-

mentell zu bestimmende Konstante auftritt. Messungen dieser Konstanten unter den
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verschiedensten Bedingungen lassen den Schlufl zu, daB es sich hier um eine
universelle Konstante handelt. Auf diese Weise sind also die in (3-35) auf-
tretenden Korrelationen und damit die Konstante ¢ quantitativ bestimmbar. In
der vorliegenden Arbeit wurde insbesondere der mathematische Teil dieses Rechen-
ganges gegeniiber den frilheren Methoden so weiterentwickelt, daB auch nicht
gleichseitige Maschen sowie die tatsachlich verwendeten Differenzenformeln

beriicksichtigt werden.

Nun wird man wohl einwenden, daf die Theorie isotroper Turbulenz hier nicht
anwendbar ist, da die betrachtete turbulente Kanalstromung stark anisotrop

und inhomogen ist. Hier hilft uns das Konzept der Lokalisotrople weiter, wie

in Kap.4.l erliutert wird. Dennoch steht der Ansatz (3-32) insofern prinzipiell
im Widerspruch zur Annahme isotroper Turbulenz, als in echt isotroper Turbulenz
alle Komponenten des Reynolds-Spannungs-Tensors JuiuJ fir 1 ¢# J im zeitlichen
Mittel verschwinden miiBten. Wegen des von Null verschiedenen zeitlichen Mittel-
wertes des Geschwindigkeitsgradienten <:d;;%a>liefert der Ansatz (3-32) fiir
i,d = 1,3 Jedoch von Null verschiedene Werte. Aus diesem Grunde wird in Kap.5.2
ein Konzept entwickelt, wonach die Feinstruktur-Reynolds-Spannungen in ihren
zeltlichen Mittelwert (bzw.Periodenmittelwert, siehe unten) und die Jeweiligen

Abweichungen hiervon aufgeteilt werden:

4

J.'1,4.’1/‘5’ = (zﬂu} * ( 111/ —< >) (3-28)

Lediglich fiir den Summand II (den "lokalisotropen Anteil") wird die Theorie
isotroper Turbulenz verwendet. Flr den ersten SummandI ("inhomogener Anteil")
wird dagegen ein gesondertes Modell verwendet. Dieses Modell ist insbesondere
dadurch gekennzeichnet, daB es fiir den Grenzfall sehr groBerMaschen in das
Prandtl 'sche Mischungsweg-Modell iibergeht, widhrend es selbstverstindlich fiir
den entgegengesetzten Grenzfall sehr klelner Maschen verschwindende Werte der

Reynolds~Spannungen ergibt.

Um durch die Verwendung zeitlicher Mlttelwerte nicht auf im statistischen Sinne
stationdre turbulente Stromungen alleine festgelegt zu sein, werden tatszchlich
bei der Aufteilung gemi (3-38) nicht wirklich zeitliche Mittelwerte sondern
sogenannte Periodenmittelwerte verwendet. Der Periodenmittelwert ist der Mittel-
wert Uber solche Ebenen des Stromungskanals, in denen die statistischen Eigen-
schaften des Stromungsfeldes konstant sind. Dies sind also gemdB Abb.l bei der

Platte dile x1~-x2 ~ Ebenen und beim Ringspalt die x -y?— Ebenen. Die Bezelchnung
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Periodenmittelwert wurde gewzhlt, weil an den Grenzen dieser Ebenen in dem

numerischen Modell periodische Randbedingungen vorgeschrieben werden (Kap.7.1l).

Auch das Modell fiir den inhomogenen Anteil kann quantitativ bestimmt werden,
wenngleich nicht ganz so elegant wie das Modell fiir den lokalisotropen Anteil.
Da der inhomogene Anteil nur in Wandnzhe, wo das mittlere Geschwindigkeitsprofil
groBe Gradienten besitzt, von entscheidener Bedeutung ist, kommt man hier mit
einfachen Annahmen aus. Auf Jjeden Fall bewirkt diese Auftellung einen wesent-
lichen Fortschritt gegeniiber den friiheren Ansitzen, bei denen auch in der un-
mittelbaren Wandnihe noch lokale Isotropie vorausgesetzt werden muBte; dies
zeigt sich insbesondere dadurch, da8 die numerischen Ergebnisse (Kap.1l0) auch
fiir relativ groBe Maschen in Wandndhe mit MeBwerten besser als die numerischen
Ergebnisse von Deardorff /29/ iibereinstimmen.

Die Details dieser Modelle werden in den folgenden Kapiteln dargestellt.



4. Lokalisotrope Turbulenz und Korrelationen rdumlich gemittelter Feldwerte

Fir die quantitative Bestimmung des Feinstrukturmodells werden hier die aus

der Theorie 1sotroper Turbulenz folgenden Grundlagen bereitgestellt. Fiir die
Anwendung dieser Theorie ist deren Giiltigkeit in lediglich lokalisotroper
Turbulenz wichtig. Lokalisotropie wird im folgenden definiert und deren Existenz-
bereich durch Auswertung entsprechender experimenteller Ergebnisse bestimmt.
Sodann werden zwei Methoden zur Berechnung von Korrelationen (d.h. zeitlichen
Mittelwerten von Produkten) zweier riumlich gemittelter FeldgroBen dargestellt.
Die Einzelheiten aus der Theorie isotroper Turbulenz sind in Anhang 1 und die

zur Berechnung von Korrelationen in Anhang 2 zusammengestellt.

4.1 Lokalisotropie

- — e o -

Ein turbulentes Stromungsfeld wird als "isotrop" bezeichnet, wenn statistische
Mittelwerte beliebiger,aus dem Geschwindigkeits- und Druckfeld ableitbarer
GroBen (z.B.A(aqu>) invariant sind beziiglich Rotation und Translation des
Koordinatensystems. Es wird als "homogen" bezeichnet, wenn diese Mittelwerte

lediglieh invariant gegeniiber Translation sind [ 6, 53, 115, 134 ].

Kanalstromungen sind weder isotrop noch homogen. Viele Ergebnisse der umfang-
reichen Theorie isotroper Turbulenz sind jedoch schon anwendbar, wenn lediglich
lokal Isotropie bzw. Homogenitit vorliegt. Der Begriff der "Lokalisotropie"
wurde von Kolmogorov [ 67 ] eingefiihrt. Von "Lokalhomogenitit" spricht z.B.
Deissler [ 26 ]. In dieser Arbeit werden folgende Definitionen fiir diese Be-

griffe verwendet:
Ein turbulentes Stromungsfeld u(x,t) ist lokalisotrop in einer Umgebung mit

Durchmesser L eines Ortes x_, wenn
iso -0

(uix,t)- <usm) = (U (x,4)- <u) (%) (4-1)
flir {x - X }4 L L
~ Sol= 2 iso
bis auf vernachlassigbare Abweichungen isotrop ist.

Analog ist die Forderung, daB die Fourier-Transformierte

=

VIiAt)= S§[ uxt)exp{ V= (x-%) A} aAV(x)  (3-2)



-39 -

fir | k|2 1/L, ., invariant beziiglich Rotation oder Translation des Wellen-
zahl-Koordinatensystems sei. Diese Definition eignet sich gut zur experimen-

tellen Bestimmng von Liso'

TLokalhomogenitdt ist entsprechend durch die Forderung nach Invarianz be-

ziglich Translation alleine definiert. Die Existenz lokaler Isotropie auch in
Kanalstromuingen 1liBt sich folgendermafBen begrinden: Kanalstromungen sind be-
kanntlich wegen der anisotropen Randbedingungen und Impulsquellen(mittlerer
Druckgradient wirkt nur in einer Richtung) in ihrer makroskopischen Struktur
anisotrop. Die infolge der makroskopischen instabilen Stromung entstehenden
"Murbulenzballen" haben einen relativ groBSen Durchmesser, der nur wenig
kleiner als die charakteristische Linge der Kanalgeometrie ist. Da bei grofen
Reynolds-Zahlen die Dissipation der turbulenten Energie erst bei sehr kleinen
"Turbulenzballen"- Durchmessern wirksam ist, miissen die groBen Turbulenzballen
unter dem EinfluB von Trigheltskriften in klelnere zerfallen. Hierbei bewirken
die Druck-Geschwindigkeits-Korrelationen,wie Rotta [ 108] gezeigt hat, einen
Energleaustausch zwischen den Geschwindigkeltsschwankungen verschiedener
Richtungen, so daB die Bewegung der Turbulenzballen mit sinkendem Durchmesser
zunehmend isotrop wird. Dies ist der physikalische Grund fiir die Existenz

lokaler Isotropie.

4.1.2 Ergebnisse der Theorie isotroper Turbulenz

o i 2 o S 4 TR 4 e . e o A -

Aus der Theorie isotroper Turbulenz sind flir die quantitative Bestimmng
des Feinstrukturmodells vor allem die zwel folgenden Ergebnisse wesentlich.
Eine ausfiihrliche Darstellung enthilt Anhang 1.

a) Die Zwei-Punkte-Korrelationen Ryy= L (- 7). Uy (x+ % i'))/
die bei isotroper Turbulenz allein von r abhingen ( RL-J x)= R«'_)' (I))}
lassen sich aufgrund von Beziehungen, die rein kinematischer Natur sind
(d.h. aus der Isotropiebedingung und Kontimuitidtsgleichung ableitbar sind),
berechnen, wenn das dreidimensionale, skalare Spektrum E(k)} (definiert in
Anhang 1) bekannt ist; k ist eine skalare Wellenzahl (Dimension:1/Linge).

b) Fir den durch Trigheitskrifte bestimmten Wellenzahlenbereich (inertial

b )
Smrenes .g- <« R < -ff (4-3)
(o]

kann ein allgemeines Gesetz fiir das Energiespektrum angegeben werden, das

als Kolmogorov-Spektrum bekannt ist:
E(R)= &> A (4-4)




- 40 -

& Kolmogorov-Konstante (afx1.5,vergl.Tab.3)
R skalare Wellenzahl (Dimension: 1/Linge)
&Y mittlere Energiedissipation

L, makroskopischer Lingenmaf@stab

7= (", /<e3)™ Kolmogorov-Linge

Unter Verwendung der unter a) angesprochenen Beziehungen, kann aus dem

Kolmogorov-Spektrum abgeleitet werden (vergl.Anhang 1):

2
Uy /7 T, (4-5)
- O)=_ A8 4 _ £il )
R[“][‘-‘I (T) R[.;][(] {_) S5 T’(,}d(é') T (,/ 41',_—
Yy TNy .
=~1 ety
RCJ‘ (£ = _‘;—T;r(%)"‘<e> 77 R (4-6)
/2,
it r= (%) " =1xl
flir m<T<L L, .
Auch fiir andere Spektren, wie z.B. daB auch fiir k;% giiltige Pao-Spektrum
(siehe Anhang 1) ,lassen sich diese Korrelationen errechnen; das Kolmogorov-

Spektrum ist hier jedoch vortellhaft, da es zu analytischen Ausdricken fiir Rij
fihrt.

Damit dlese Ergebnisse zur quantitativen Bestimmung des Feinstrukturmodells,
d.h.fir die lokale Struktur innerhalb der Differenzenmaschen mit mittlerer
Kantenliange h, anwendbar sind, missen folgende Vorbedingungen erfillt sein:

a) die Linge L und LO missen zumindest so groB wie h sein; die Kolmogorov-

iso
Linge '7 muf3 wesentlich kleiner als h sein,

b) «¢muBl eine bekannte universelle Konstante sein.

Flr die Glltigkeit dieser Vorbedingungen werden im Anhang 1 experimentelle
Beweise angefiihrt. Aus diesen folgt:

Fir 3:0 tht —5—;—und Reynolds-Zahlen Rem?. 10° sind obige Ergebnisse anwend-
bar. Der Wert der Konstanten « kann aufgrund mehrerer Messungen (u.a.auch in
einer Kanalstromung) und theoretischer Abschitzungm mit einem Fehler von
ca.+ 5% zu

o = 1.5

angenommen werden,
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4 .2 Methoden zur Berechnung raumllicher Korrelationen

- e v e B o " - > o = o ot En T % W W e =

4,2,1 Definition und Voraussetzungen

- 8t it i o o - =

In den folgenden Abschnitten werden zwel Methoden zur Berechnung von Korre-

lationen der Art

— -
R (%, o2, Vo, Ve, )= g x)- W (x+E))

dargestellt. Hierbeil sind ¥, und ¥ zwel turbulente Pelder(Geschwindigkeiten,

(3-7)

Driicke oder Ableitungen hiervon).vl, V2 bezelchnen raumliche Mittelungsvolu-
mina, dle ein-, zwei~- oder dreldimensional sein konnen und deren Mittelpunkt
durch X bzw. x + f gegeben sind. Die Mittelungsoperationen sind linear und durch

Integrale der Form
%“; (X1= Z- I-~-ff‘{;(_);+!) olV(_V} (4-8)
A \4' v,

definiert. Belspielswelse ist der zeitliche Mittelwert der kinetischen Energile

innerhalb eines Maschenvolumens V:

V— i 3

E= 72 R (w, %, v, 2
Es wird vorausgesetzt, daf 'VQ und 4, lokalisotrop sind innerhalb eines Bereichs,
dessen Durchmesser gegeben ist durch den maximalen Abstand der Punkte in dem
Mittelungsvolumen V, von denen in V,. Zudem seien die Felder¥, und ¥ derart
homogen, daf R('ya“—y,z' 1('/ Vz’f Jnicht vom Ortsvektor X abhidngt.

4.2.,2 Methode der direkten Integration

= o - - o 4D \on ke St o T . e

GemaB der Definitionen (4-7,8) gilt:

R('Y,','Yz, ‘4,%, §/=<(T‘é é"!:, (Y) dV[})).(J\Z éﬁ(g«»f)dl/[%))) (4-9)

Hier wurden bel den zwel Integralen unterschiedliche Integrationsvariablen

benutzt; dies erlaubt folgende Umformung:

R(%/%:%/Vlrf)z <'\'/j,_\é él{ fvj(?}%(ft{)dv(’?)d\/(g)) (4-10)

Da sowohl die zeitliche Mittelung < > , als auch die ridumlichen Mittelungen

lineare Operationen sind, diirfen sie vertauscht werden:

A
R('Y,,;Y’,_/V,,, V‘) ?): V.V
- 1 2

NN

é Ry (4-2-§)aV(g)dviz) (1)
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mit
+) - x). x+2) ). (h-12)
Ry, (212 Lo, (20, (2 ))
Beisplelsweise ist fiir ¥,= ¥, ¥, 2 u, ) 4* 1 ()= R, (L)
mit T ?ll gemaB (4-5). Nach dieser Methode wurden von Lilly fiir V -V2-V; h 8-

Kovrelationen-i<z/‘) berechnet [ 8o ]. Der Nachteil dieser Methode ist

die Tatsache, daB bei dreidimensionalen Volumina sechsfache Integrale (numerisch)
auszuwerten sind, was sehr aufwendig ist. Im folgenden Abschnitt wird in An-
lehnung an Uberoi-Kovasznay [ 136 ] gezeigt, daB die Anzahl der unabhingigen
Integrationsvariablen halbiert werden kann. Hierdurch konnen die Rechenzeiten

zur numerischen Auswertung der Integrale von Stunden auf Sekunden reduziert

werden.

4.2.3 Volumenkorrelations-Methode

Man kann die riumlichen Mittelwerte gemiB [136 ] verallgemeinert definieren als

Vy~—

o= 38 K (209 (2)dV (2, (4-13)
mit

Ik, (2 AV (2) =4 | (4-14)

Kl(i) ist hierbei eine (normierte) Gewichtsfunktion, von der allgemein lediglich
zu fordern ist, daB sie flir )s|¥ooderart gegen Null geht, daB obiges Integral
existiert. Damit der so definierte Mittelwert mit (4-8) iibereinstimmt, mu8

offenbar gelten

o 14y
K, (2) = { (4-15)
“ A4/Y A€,
wobei der Bereich V1 definiert ist als
1s:) ¢ 4 H ;=443 (4-16)

Neben diesen einfachen Gewichtsfunktionen konnen nach dlesem Konzept jedoch auch
Mittelwerte mit rdumlich stetig variierenden Gewichten definiert und ent-
sprechende Korrelationen berechnet werden. Dies ist im Zusammenhang mit der
Auswertung von Messungen mittels der laser-Doppler-Methode [ 15 ] von Bedeutung,
WO K(g)der Lichtintensitdtsverteilung entspricht.

Wenn KE(E) analog zu Kl(i) definiert ist, folgt:

(4-17)
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Nach Vertauschung der (linearen) Mittelungsoperationen also:
R4y 4y, Ve Ve, §)= S5 U5 K, (3) Ko (2) Ry y, (y-2-F )av(yldV(2) (4-28)
mit RY;,’Y‘L gemdB (4-12).

Mit der SubstitutionT=z-y , oV(Z)=aV(2) folgt:

, _ 3 4-1
R, G Vs, §)= 5 S K (9) Ka(Z+Y) Ry (Z-F)aV(g)av(z)  (4-19)
Hier ist nun aber RV@*& unabhinglg von y und folgllich kann ein Teilintegral,

die sogenannte Volumenkorrelation 951(3) extrahiert werden:

5042(1)5 .SoSef K,f_fl)Kz (3+§) dV(_tf)
und es gllt:

R(¥, ¥, Vo VoK)= ST 4, (Z) Ry oy (ZT-§) oV (Z) (4-21)

952.02) ist eine allein von der Geometrie und relativen Orientierung der
Volumina Vl und Vé abhiangige Funktion, die oftmals analytisch berechnet werden
kanne Damit ist also nur noch ein Integral (numerisch) auszuwerten, bei dem
iber halb soviele unabhingige Integrationsvariablen integriert werden muf, wie
bei (4-11). Im Anhang 2 werden die fiir rechteckige Volumina geltenden Volumen-

korrelationen berechnet.

4.3 Ergebnisse

Im folgenden werden flir einige spezielle Korrelationen die aus den vorhergehenden
Abschnitten folgenden Ergebnisse angegeben.

Es wird vorausgesetzt, daB ui(z,t) ein turbulentes Geschwindigkeitsfeld sei,
welches in Bereichen mit Durchmesser Liso lokalisotrop sel, wobei Liséx 3 ‘vﬁnax
ist (ax may’' Maximum der Maschenkantenlingen 4%, Ax,, AXg ).

Das Fnergiespektrum E(k) sei gleich dem Kolmogorov-Spektrum (4-4), so daB

die dafiir gliltigen Korrelationen Rij(r) gemdB (4-5,6) fir [p < Liso gliltig

seien. Das Maschennetz sel kartesisch und Zquidistant jedoch die Maschenkanten
AX: nicht alle gleich. Das Zeitinkrement ot sei vernachlissigbar klein.

Unter Verwendung der Methoden des Kap.4.2 werden folgende GroBen berechnet:
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A /L AxXp /1

_ 2
RS DALC :_L, L f['“;(xa,&,xz,*)-"ﬂﬂ0”;"'#*.) (4-22)
= = I

o 0= (E T (i ed ) (4-23)
D= (it ( J,J»%T-+J,L-’i§-)’-) (4-24)
e R r VN
T KEEE ) e

o) Feps (( J‘E‘)‘F)ﬂ‘( ( J,;‘§.+4J.‘Q.)J'(gq‘i,}, (4-27)

W=
Zu a) < > ist die Verallgemeinerung des Volumenmittelwertes der kinetischen
Energie der Schwankungsbewegung auf n-dimensionale Volumina. Spezialfdlle sind

CEYEY . CEYs (UED

Zu b) Die angegebenen GroBen kD‘?, k=1,2,3,4 sind verschiedene Formen des

mittleren Deformationsgeschwindigkeitsquadrates in Differenzenform. Die ver-

wendete Notation wurde 1n Kap.3 erliutert. Der von Lilly [ 8o ] fir ax ( AKX, 20 = =h
du, IV

berechnete Term < ( ,3;.:)) ist mit4D identisch. Die von

Lilly benutzte N'alher’ung < 5\‘,7&):, 5 xz> (53 x,§ Bu,&owie die aufwendige

Berechnungsmethode werden hler vermieden.

Zu ¢) Der Term FED entspricht der mittleren Energiedissipation, zu deren Anni-
herung FED benutzt werden wird.‘jF ist hier der Betrag einer Maschenoberfliche,
deren Normale zur Koordinate XJ parallel ist; z.B. lF‘ = Axy AXy .,

Die Einzelheiten der Berechnungen sind in Anhang 1 angegeben. Die Ergebnisse
sind nicht analytisch darstellbat, da die auftretenden Integrale numerisch aus-
gewertet werden miissen. Unter Bezug auf die in Anhang 2 wiedergegebenen FORTRAN-
Unterprogramme E2, E3, D11, D12, D13, D14, FED1 ergibt sich:



gy -1,
CEY -4,
Gy -1
DY A
D = f
30" =1
S
FED  =f,
f, =

f. =

T

b7
-<e>3

{e& >1/3

<ey”

£ e)m

489“
»

&Y

(e >.’?./3

&>

= I°(3) 9/20
< 7 (%)18/55

L/
[ (< r[f.f)f -?29/454.25] ‘o 7685
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ax? . ows

nE E2 (% A)

hy= (axpan)™

L2 E3 (& %’ 2%y )

Y D (wxdh) ox by ax h)

W Daz (axn/h, axlh, axg/h)

W b3 (ax, /b axg /b, ax /b))

B pay (ax , ax[h, 8% /h)
FEDA (Ax,/h, 2%/, 8% /b)

7/3
h = (ax, &%-4%)
= 4. 8083

= A.3154

(ext=4.5, T(3)=26789¢)

(4-28)
(4-29)
(4-30)
(4-31)
(%-32)
(4-33)

(4-34)
(4-25)

(4-36)
(4-37)

(4-28)

(4-29)
(4-40)

Die numerische Auswertung der Integrale ergibt filir spezielle Werte der
Kantenléngen AX, ax, , Axg:

OX4ZAX : AXy

Ax,: AX,: AX

= 1:1:1 = 0.125:0.05:0.05
E3 0.746 0.825
D 11 6.1% 6.85

D 12 6.73 7.35

D 13 3.88 3.90

D 14 0.984 1.32
FED1 5.30 5.9

(4-41)



sowie
E2(1,1) = 0.6293 (h-42)
A/2 (4_43)
E2(O.125/h2,0.05/h ) = 0.6821 h2=(0.125-0.05)
Zum Vergleich:Lilly [ Bo] gab folgende Ergebnisse an:
E3 (1,1,1) = 0.761 (Lh-44)
D11(1,1,1) = 7.66 (4-45)

Wahrend die kleine Abweichung zwischen (4-44) und dem Wert 0.746 aus (4-41)
mit numerischen Ungenauigkeiten zu erkliren 1st, die bei der numerischen Be-
stimmung von sechsfachen Integralen verstindlich 1st, ist die Abweichung von

(4-45) gegenliber dem Wer‘tv6.13 gemsiB (4-41) auch auf Lilly's fehlerhafte Annahme
Vv "' e
< Duy Bx, - ou,/dx >= < By, [ox, 0% 70";) zuriickzufiihren.

Als allgemeines Ergebnis konnen wir feststellen: Unter Voraussetzung lokaler
Isotropie und bei bekannten Korrelationen Rij(E)S {y (> i’r)ll"(f‘ft»k'dnnen
auf rein formalem Wege zeitlich gemittelte Produkte von beliebig raumlich
gemittelten Geschwindigkeiten berechnet werden.

In dem vorstehenden Kapitel wurden einige spezlelle derartige Korrelationen
berechnet. Hierbei wurden die aus dem Kolmogorov-Spektrum (4-4) folgenden Korre-
lationen (4-5,6 ) benutzt.

Ohne Veranderung der Methoden konnen die interessierenden GroBen auch flir be -
liebige andere Spektren berechnet werden. Die Annahme des Kolmogorov-Spektrums

erlaubt jedoch die analytische Berechnung von R, ,, so daB eine zusdtzliche

iJ
numerische Integration entfallt.
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5. PFeinstrukturmodell

In diesem Kapitel soll die Ndherung fiir die bei der Mittelung der Impulser-
haltungsgleichung auftretenden, als Reynolds'sche Spannungen bezeichneten
Flachenwerte von Produkten der auf Fldchenmittelwerte bezogenen Schwankungs-
geschwindligkeiten begriindet werden.In kartesischen Koordinaten sind folgende

Terme zu approximieren:

(2 'u_i’ i 6J=423,
in zylindrischen Koordinaten sind es:
1_);1 Vo Vy v, vy
O’ ot o' vp
o v, V0, vt ,

sowie die infolge Volumen-Mittelung der Coriolis-und Zentrifugal-Beschleunigung

entstehenden scheinbaren Spanaungen:
Zunichst werden die in kartesischen Koordinaten auftretenden Korrelationen be-
stimmt. Die fir zylindrische Koordinaten giiltigen Terme werden sodann lber
einfache Analogien bestimmt. Zuvor jedoch sollen die von Deardorff [29,33] ver-
wendeten Ansidtze dargestellt und diskutiert werden. Hierbeil werden einige grund-

sdtzliche Mangel aufgezeigt, die in dem neuen Modell vermieden werden.

5.1 Boussinesq -Ansatz fir Volumen-Reynolds-Spannungen nach Smagorinsky,

T o e - 495 R e i e . T o M o B e T = e > . - . Y
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5.1,1 {Ubersicht und Definition des Ansatzes

Wenngleich, wie in Kap.2 diskutiert, der Boussinesqg -~Ansatz fiir die bel zeit-
licher Mittelung entstehenden Reynolds-Spannungen nur filir stationidre Grenz-
schichtstromungen geeignet 1st, kann man annehmen, daf die bei der Mittelung
Uber kleine Volumen bzw.Fliachen entstehenden, instationdren Reynolds-Spannungen,
die von kleinerer GridB8enordnung sind, mit grdBerer Berechtiguné?durch einen
Boussinesq -Ansatz modelliert werden diirfen. Uber einige Erfahrungen in #Hlteren
Arbeiten hierzu berichtet Lilly [ 81 ]. Hierbel handelt es sich um zweidimen-

sionale Simulationen, die gerade deswegen Jedoch nicht die erwarteten quasi

#) Diese Aussage wurde bereits in Kap.3.5 diskutiert.



randomen,turbulenten Strdmungsfelder ergaben. Recht gute Ergebnisse

brachte Deardorffs [ 27 ] zweidimensionale Simulation des turbulenten Impuls-
und Wiarmetransports.Dies mag daran liegen, daB das Temperaturfeld hier einen
zusidtzlichen Freiheitsgrad bildet, der die Entstehung randomer Felder erlaubt.
Ein speziell flir zweidimensionale Turbulenz geeignetes Modell hat Leith

{ 82 ] vorgeschlagen. Ein Boussinesq -Ansatz fiir die Reynolds-Spannungen
infolge der turbulenten Feinstruktur wurde erstmals von Smagorinsky [ 118 ]
fir die Simulation der groBriaumigen atmosphiarischen Zirkulation verwendet.

Iilly [80,81] schlug in Anlehnung an Smagorinsky folgenden Ansatz vor:

V— V< 4 v
) — .. . ta, (5-1)
v =M Dy e Ry
mit der Deformationsgeschwindigkelt
D . dw vy (5-2)

o T X * Tow
und der turbulenten Zihigkelit

— a1
M= (k) [4(D;)] (5-3)

wobel s wie in Anhang 3 erliutert, bestimmt wird.

Es ist hierbei zu beachten, daB, abwelchend von den in Kap.3? gezeigten Ab-
leitungen, Smagorinsky, Lilly und Deardorff iiber Maschenvolumina V ( Kantenlsxz)

gemittelte Reynolds-Spannungen
V—— Ve V— V— (5-4)
1 {— . [, o .
u(. 'uJ = ul uJ u‘ uJ
betrachten. Eine Mittelung uber das Zeitintervall at ist hier nicht mit ein-
geschlossen. Lilly [ 80,81 ] begriindet obigen Ansatz zudem nur fiir gleich-

geitige Maschen
h

- )

Deardorff [ 29 ] hat diese Ableitungen auf seine ungleichseitigen Maschen
(1-28) iibertragen und dabei angenommen, daB die charakteristische Maschen-
lange h gegeben ist durch

A/
h = (AxA-AXz-AXS)g (5-6)

Die von Smagorinsky [ 118 ] und Lilly [ 80,81 ] verwendeten Methoden zur Be-
stimmung von cy s ihre Ergebnisse sowie Deardorffs Erfahrungswerte [ 29,33 ]
hierzu sind in Anhang 3 dargestellt. Zudem wird dort iiber die Berechnung von

c1 nach den hier verwendeten Methoden berichtet.



5.1.2 Vereinfachungen, Schwichen und Widerspriiche der bisher vorliegenden
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Das Feinstrukturmodell, wie es von Lilly entwickelt und von Deardorff ange-

wendet wurde, basiert auf folgenden Voraussetzungen:

a) lokalisotrope (homogene) Turbulenz
b) Gliltigkeit des Kolmogorov-Spektrums
¢) Verwendung eines Boussinesq -Ansatzes anstelle der Integration von Er-

v
haltungsgleichungen fir $‘5¢ﬁ'

v
4) ’uﬂcg‘ wird in deterministischer Weise aus dem gemittelten Geschwindig-
keitsfeld berechnet, obwohl hier nur eine statistische Beziehung besteht [ 43 ]

Ver
e) Verwendung einer Erhaltungsgleichung fiir £' , die mit einer anderen Mittelungs-
operation abgeleitet wird ,als bei der Mittelung der Impulsgleichungen
verwendet (siehe Kap.A3.2.1)

f) <(V5¢Jz )3&> x < Vﬁ}jzyh, G1.(A3-15)

g) <&>x=ded, Gl.(A3-16)
h) Re>> 1 (molekulare Zihigkeit wird von Deardorff in den Impulserhaltungs-
gleichungen vernachlissigt.)

i) Eine Theorie existiert nur fiir gleichseitige Maschenvolumina

V=
J) Lilly's Annahme filir die Differenzenformeln zur Berechnung von DQ;(A3—29)
entspricht nioht den von Deardorff verwendeten Differenzenformeln.

k) Es wird fialschlicherweise angenommen, daB fiir die beiden Faktoren
in (A3-14) die gleichen Differenzenformeln giltig sind; richtig ist die
Berlicksichtigung unterschiedlicher Formeln gemsf (A3-44),

Das von Deardorff [ 29 ] verwendete Modell besitzt folgende Schwichen und

Widerspriiche:

V—

a) 21[13' ist zeitlich vollstdndig mit dem Geschwindigkeitsfeld korreliert,
obwohl der Aufbau dieser Reynolds-Spannungen ein dynamischer Vorgang ist
(genaugenommen durch eine instationire Erhaltungsgleichung beschrieben

v
(115 Dund dadurch der Betrag von w/w;/ nur mit einer zeitlichen Ver-
zogerung wachst, wenn das Quadrat der Deformationsgeschwindigkeit wichst.
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b) Die Annahme (5-6) fiir h kann nicht gelten, da danach fiir z.B. A4X,>0

.. . v A
auch h->0 folgt, wihrend Lona w'y = e’ # 0 ist.
AX> 0 <y

c) u‘l’u_’-' ist isotrop,obwohl ein anisotropes Maschennetz verwendet wird.

= 42
4) Bei Verwendung der Differenzenformeln (A3-33) zur Berechnung von ( D,:J')
ist die turbulente Z‘a‘.higkeit/u gemdB (5-3) auch dann positiv, wenn die

Stromung laminar ist, wo also/umO gelten sollte.

v r
e) Die Tatsache, da13<u4’u,>#0 ist, ist ein Widerspruch zur Voraussetzung
v_
lokalisotroper Turbulenz, wo alle(u“'uj'>=0 sein miissen fiir 1#]J.

f) Flir 8%%%° und axg»w (z.B.) wéchst/u-?”. D.h.das Modell steht fir diese
Grenzfalle im Widerspruch zur Erfahrung. Es ist daher fraglich, ob das

Modell fiir endliche AX; ausreichend genau ist.

g) Das Kolmogorov-Spektrum muB bei der vorliegenden Theorie auch flir sehr
kleine Wellenzahlen k«% gelten, da <’5‘:> sich gemiB (A3-20) aus einem
Integral iber kg.E(k) iber alle Wellenzahlen kleiner{-'- ergibt. Wenngleich
der Fehler wegen des Faktors k2 klein sein dirfte, liegt hier dennoch

eine Schwidche der Theorie vor.

%
h) Das Konzept der Modellierung von Volumen-Korrelationen "'z"u.i' ist prinzipiell

falsch; gemiB Kap.3 sind Flichenmittelwerte zu approximieren.

In den folgenden Kapiteln soll ein verbessertes Felnstrukturmodell abgeleitet
werden, dafl alle diese Schwichen und die meisten Voraussetzungen vermeidet.
Lediglich die Voraussetzungen a) bis d) sind fiir die Aufstellung des verbesserten
Modells notwendig, kdnnen Jjedoch spiater in ihren Auswirkungen teilweise abge-

schwacht werden.

5.2 Verbessertes Feinstrukturmodell in kartesischen Koordinaten

5.2.1 Forderungen an das Feinstrukturmodell und Auftrennung in lokalisotrope

Die betrachteten Kanalstromungen sind ausgeprdgt inhomogene und anisotrope tur-

bulente Stromungen. Die Annahme der Lokalisotropie kann man zwar gemzB Anhang 1
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fiir ausreichend groBe Maschenzahlen (KM>30) als gliltig betrachten; dennoch
ist es wilinschenswert, ein Modell zu haben, das auch bel inhomogenen Stromungen
noch glltig ist, wenn diese Grenze der Maschenzahlen nicht hinreichend iber-
schritten werden kann. Ein derartiges Modell muB folgende Grenzbedingungen

erfiillen:

a) Der Anteil der Reynolds-Spannungen ( U u >der aufgrund der Annahme
lokalisotroper Turbulenz berechnet wird, muB konsequentermaBen die flr
diese Voraussetzung charakteristische Bedingung

iy = . Ll
{luiu =0 GgF 2R iy (5-7)

erfiillen.

b) In Anbetracht der Inhomogenitit ((u,()@)) # const) muB andererseits
natirlich fir das gesamte Modell gelten:

' w YO =43 (5-8)

c) Das verwendete Turbulenzmodell sollte im Grenzfall sehr groSer Maschen
insofern mit der Erfahrung libereinstimmen, als es dann in einfachere,
bekannte Modelle iibergehen soll, beispielsweilse soll es in das Prandtl'sche
Mischungswegmodell Ubergehen:

o g ) = -~ L2 ]%‘;;”f 9“’3 (5-9)

AX, v
Ax; 209

mit L gemsB (2-8).

d) Fir den entgegengesetzten Grenzfall 4X &'90 (bﬂ 3) s0ll selbstverstindlich
gelten(‘u U)-)O (5-10)

e) Firvy>oe , d.h.flir laminare Stromung, sollJ’u‘fis’ verschwinden.

Zur Erstellung des Feinstrukturmodells gemdfl dieser Forderungen wird das turbulente
Stromungsfeld aufgeteilt in
?
U4
PP (5-11)

wobel (v) der "Periodenmittelwert" von (7 ist :
X, X,

1)}

U = 'u+(u)

[

P
X&fw 59 X 5 j 7( Xy Xy, 8 ol olx, = (y)("g,f] (5-12)

Xyve

Qy&?
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Analog werden die Reynolds—Spannungen aufgeteilt

—_ 5-13)
= (’u’tﬁ /+ )) (

J .

ZQ us
 —— ¥

Lediglich bei der Erstellung des Modells fﬁr(ﬁl' ? werden die Voraussetzungen,

die mit der Lokalisotropie zusammenhingen, angenommen. (Ju ‘u ) werden daher

die "lokalisotropen" Reynolds-Spannungen genannt. Die Restterme <ﬁ4 1( )
werden die "inhomogenen" Reynolds-Spannungen genannt. Im folgenden wird zunichst
ein Modell zur Berechnung des lokalisotropen Anteils und sodann eines fir den
inhomogenen Anteil abgeleitet.

5.2.2 Modell flir den lokalisotropen Anteil der Reynolds-Spannungen

Fir die Ableitung des lokalisotropen Feinstrukturmodells werden folgende
Voraussetzungen getroffen. Einige werden in ihrer vollen Strenge in Kap.5.2.2.5
elingeschrinkt.

a) Die Turbulenz sei lokalisotrop beziiglich eines Bereichs mit einem Durch-

messer von ca. 3 Maschenkantenlingen h (vergl.Def.in Kap.4.1).

b) Die Turbulenz besitzt ein Energiespektrum E(k), das flir Wellenzahlen k > %—E
durch das Kolmogorov-Spektrum (4-4) gegeben ist,

c) Die Reynolds-Spannungen lassen sich durch einen geeigneten Ansatz Zhnlich
dem Boussinesq -Ansatz flir die bel zeitlicher Mittelung auftretenden
Reynolds-Spannungen beschreiben. Dieser Ansatz wird in Kap.5.2.2.3 begriindet,

d) Die Reynolds-Spannungen sind in deterministischer Weise aus dem gemittelten
Geschwindigkeitsfeld und der kinetischen Fnergle der Schwankungsbewegung

bestimmbar. (Vergl.Kap.5.2.2.5.3)
e) Da mit der vorliegenden Theorie Tripelkorrelationen nicht berechenbar sind *),

werden folgende Niherungen als giltig betrachtet:

(OB (G g ) iyl )= o (PS5l @ )4 0) (510
Ve ey v (312 (5-15)
{(E ) = 7, E')

*) wenn nicht zusitzliche Experimente beriicksichtigt werden sollen.
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mit *)
(5-16)

(vergl.Kap.5.2.2.5.3)

f) Das Maschennetz sei dgudistant und kartesisch jedoch seien die Maschen-
kantenlidngen AX nicht notwendig alle gleich.

g) Die Mittelung iiber A t sel vernmachlissigbar (vergl.Kap.5.2.2.5.1).

5.2.2.2 Grundgleichungen fiir lokalisotrope Turbulenz

o 2 G Y A o G " o T o o o -

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl das lokale Schwankungsfeld bei
lokalisotroper Turbulenz im wesentlichen den gleichen Grundgleichungen gehorcht
wie das gesamte Stromungsfeld, ohne daB zusztzliche Terme, die die Wechselwirkung
zwischen dem Schwankungs- und dem gesamten Stromungsfeld beschreiben, berick-
sichtigt werden miissen.

Wir spalten die Felder uy und p in ihren periodischen Mittelwert <ﬁ1 3 (f’>

und die Abweichungen u. ", p" gemiB (5-11) auf. Sodann bilden wir von den Massen-

i
und Impuls-Erhaltungsgleichungen den periodischen Mittelwert und erhalten:
@ Fus—o
axt. <u¢_>— 9
o F 2 /B, P Py g » )
aT('“;) + W(<“c'>'(4{$\)+—;7[ {2y >) (5-17)
P
=~a%<»f>+ (v[;—<u>+;;-< >D + T (5-18)
Subtrahieren wir diese gemittelten Gleichungen von den Ausgangsgleichungen,
so folgt: ? "
s s W =° (5-19)
Y *ax (%)=~ a,v Pt Fre [ (3—‘" M ; il )J (5-20)
LP M, on u (9(1(} ? 914”
Fox (M) - G -t o,

Nun sind innerhalb eines Bereiches mit Durchmesser Liso
setzten lokalen Isotropie die folgenden GroBen in derartigen Bereichen vernach-
lissigbar [103 ]:

wegen der vorausge-

*) Beziiglich der Zuldssigkeit dieser Niherungen siehe Kap.lo.4.6.
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P P )

Wenn zudem der Beobachter sich mit der mittleren GeschwindigkeitibﬁQ'bewegt,
so ist auch der letzte Term in (5-20) vernachlissigbar. Diese Annahme ist
zulidssig, da sie sich nur auf die Randbedingungen auswirkt (vergl.Kap.7.2),
die innerhalb des Bereiches lokaler Isotropie unwesentlich sind. Damit redu-
zieren sich die Erhaltungsgleichungen filir Impuls und Masse des Schwankungs-
feldes ui", p" auf die Grundgleichungen (mit T;:O) selber. Folglich sind
alle daraus abgeleiteten Beziehungen,insbesondere die Erhaltungsgleichung
flir ??.(3-}1),gﬁltig, wenn nur iberall u,,p durch ui", p" ersetzt und T;:O

gesetzt wird.

In den folgenden Unterkapiteln dieses Abschnittes 5.2.2 wird der Kirze wegen

ug,p anstelle von ui", p" geschrieben.

5.2.2.3 Begrindung des verbesserten Boussinesq -Ansatz

D o e e e T it e e et S s e T e v T T o A e W G T e > e -

D e e e T - > > - AS s Be o - - -

In Kap.3.3 wurde gezeigt, daBl durch die Mittelung der Impulserhaltungs-
Gleichungen nicht Volumen-sondern Flichenmittelwerte von Geschwindigkeits-
ng“g; auftreten. In dlesem Abschnitt wird ein Modell

erliutert, aufgrund dessen hierfiir ein Boussinesq -Ansatz geeignet definiert

schwankungs-Produkten

4
werden kann. Hierzu betrachten wir speziell 4£:u' mit den Bezeichnungen der

2
folgenden Skizze X4
X2 (2-Richtung)
5 (1-Richtung)
o7
2

= (AXy-A%3) (1-Fliche)

A
Die Terme 24/%&’ entstanden infolge Mittelung von u Das Produkt u,-u

. .
beschreibt einerseits den konvektiven Transport des impﬁlses (je Masseneinhiit)
in l-Richtung infolge der Konvektion in 2-Richtung und gleichzeitig den des
Impulses in 2-Richtung infolge Konvektion in 1-Richtung. Die erste Betrachtungs-
weise gilt flir die l1-Komponente der Impulserhaltungsgleichungen und die zweite
; 1'u2 iber die 1-Fliche, also
@;a; tritt gemdB (3-14) nur bei der zweiten Gleichungs-Komponente auf. Das

iber die 1l-Fliche gemittelte Produkt der Schwankungsgeschwindigkeiten

fir die 2-Komponente. Der Flachenmittelwert von u
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Ne——— A A g (5-22)
/ — — R
U/ U, = U, u, u, " u,

ist daher der konvektive Transport der zweiten Impulskomponente in 1-Richtung
A
infolge der Schwankungsbewegung. 11“&' ist also interpretierbar als die

an der 1-Fliche angreifende Reynolds-Spannung (je Masseneinheit) in der
2-Richtung. Nur der durch die Schwankungsbewegung hervorgerufene Impulstrans-
port braucht hier betrachtet zu werden, da liarta explizit durch die gemittelten
Gleichungen beschrieben wird.

Diesen Anteil des konvektiven Impulstransportes kann man sich vorstellen als

den Impulstransport mittels kleiner Turbulenzballen. Diese Turbulenzballen
missen so klein sein, dafB ihre Bewegung keinen Beitrag zu den gemittelten Ge-
schwindigkeiten liefert, da ihre Bewegung sonst bereits durch die gemittelten
Geschwindigkeitsfelder beschrieben und in den gemittelten Gleichungen erfaft
ware, Die Querschnittsfldche der Turbulenzballen muB also so klein sein, daB
zumindest zwei etwa gleich groBe Turbulenzballen entgegengesetzter Schwankungs-
richtung in der 1-Fliche Platz haben; ihr Durchmesser 1€ erfiillt also die

Bedingung 2 -
(”f) £ 2,’ S (5-23)

Andererseits gilt nicht legléle, da der Antell der kinetischen Energie der
Turbulenzballen mit sinkendem Durchmesser gemidfl Voraussetzung b) (Kolmogorov-
Spektrum) stark abnimmt. Der von diesen Turbulenzballen transportierte Impuls-
betrag kann proportional zu (1€)n gesetzt werden, wobei n ein noch zu bestimmen-

der Exponent 1st.

Gema3 obiger Interpretation der Bedeutung vonlazfﬁ:’ miissen wir uns fragen,
welche Beitrdge die Bewegung der Turbulenzballen in l-und 2-gichtung zur Kon-
vektlon der zweiten Impulskomponente liefern. Eine Bewegung der Ballen in 1-Rich-
tung liefert einen Impulstransport in 2-Richtung, der in erster Niherung propor-
tional zu dem Gradienten der Geschwindigkeit u
deutlicht folgende Skizze:

5 in 1-Richtung ist. Dies ver-

U, (%)




Eine Bewegung des Ballens mit positivem ul' liefert einen negativen Im-

pulstransport bel positivem Gradienten von 5%&%35 und umgekehrt, also

A’u"ul' ~ - /’M,,'/ dv, /ox, ) (5-2%)

mit positivem Proportionalitdtsfaktor. Eine Bewegung der kleinen Turbulenz-

ballen in 2-Richtung mit u,' liefert einen Impulstransport in 2-Richtung,

2

der wieder in erster Niherung zu dem Gradienten der Geschwindigkeit Uy

in 2-Richtung proportional ist, wobei die gleichen Vorzeilcheniiberlegungen

gelten wie oben:

¥

n
{
u' ~ -~ 27 )] v, /ox, (5-25)
GemdB Voraussetzung a) (lokale Isotropie) kann gesetzt werden:

it~ g~ (F) ™= -5 9]" (5-26)

FapBt man nun dle Beltrige beilder Schwankungskomponenten zusammen, ersetzt
die unbekannten Gradienten durch entsprechende Differenzenquotienten und
beachtet, daB gelten muB

1 S
Qﬂltﬁl = 12112'; (5-27)
so folgt:
1 12 -
’UA’,uz' = - Gy ( F)ﬂz (E ) ( 2 * J)Q 4), (5-28)

Hierbei wurde der bisher noch unbestimmte Exponent n zu Eins festgelegt, da
dann der Proportlonalitidtsfaktor s
ist. Auf andere Indices verallgemeinert ergibt sich:

elne dimensionslose, poslitive Konstante

J— 72

wy = -cy (P ) (i 1 dg i) 4 Y (5-29)
Der letzte Summand wurde gemdf [53,S.21] hinzugefiigt, um einen positiven Betrag
fir cf u'o trotz

g (G o D)= 24, 5 =0 (5-30)

Zu erzwingen.
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Die Analogie zum Newton'schen Stoffgesetz wird deutlich, wenn man als
"turbulente kinematische Zzhigkeit"

.

/‘u = ¢ ( -‘ch:)”z (5-31)

definiert.

5.2.2.3.2 Berechnung der Konstanten c2

= . - = s o A% m e - - —

Eine Bestimmungsgleichung der Konstanten s erhialt man durch Einsetzen des
Ansatzes (5-29) in die Erhaltungsgleichung der kinetischen Energie der Schwan-

kungsgeschwindigkeiten in einem Volumenelement (3-31):

[ J :
aa_f' = - 'u.’u.' d;:i{ - % —koner:'f/ (5-32)

mit I v[é & (d, u+o&¢r4)_] (5-33)

und Konv.bzw.Diff.als Abkiirzung flir die hier nicht im Detall interessierenden
Terme II und IV der Gl.(3-31). FﬁrJ1QQy wird Gl.(5-29) eingesetzt. Hierbei
verschwindet der Zusatzterm g ¢34g2;f wegen (5-30). Wird nun zeitlich gemittelt,

so folgt fiir stationidre Turbulenz:

<9£’ <C2 (JFE)4/2 (Cf "14 -rcf,,‘u) > < (5-34)
- <K0uv>+<D1{(>.

Die beiden letzten Summanden verschwinden bel der vorausgesetzten homogenen

Turbulenz. Sie verschwinden aber auch bel einer Kanalstromung, wenn zusidtzlich
zu der zeltlichen Mittelung noch iliber den gesamten Kanal gemittelt wird, da
die kinetische Energie und ihr Gradient an der Wand verschwinden. Damit haben
wir folgende Bestimmungsgleichung fiir c,t

L'E)
<(a’f.-fg,y/z (J&,Qg,fa,ﬁi;)’ U'X“>
Die Auswertung des Nenners kann nur erfolgen, wenn gesetzt wird.
CORE™ (& 5+ d;5) o i) )
(5-3
<“F1:> A (dy. ﬁ”d,,c,,) s‘,‘) ’

Wobei gemd#fB Voraussetzung e) zunéchstq&:d gesetzt wird. Diese Annahme ist

(5-35)

I

notwendig, weil mit der vorliegenden Theorie die auftretenden Korrelationen

von Geschwindigkeitstripeln nicht berechenbar sind. Im Gegensatz zu der bei



Deardorff notwendigen Annahme (A3-15) kann hier zwar mit geringerem Fehler

angenommen werden, dafB ( ﬂET YQ nur schwach mit dem Deformationsgeschwindig-

keitsquadrat korreliert ist, jedoch diirfte wegen

< (B > EM (5-37)
7, >
sein.
Damit ergibt sich c2 aus
<)~ vl(dH 14 5 ) dli) (5-38)

C, =

’/4 <J‘F’.E.~' ﬂl< (Jx ‘jﬁ_)‘ f‘rx)"i:,_')j JxJJLTL>

Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse des Kap.4.3(4-32) und (4-3%6) folgt:

Cl = A= Cy (5"39)
¥, - fy FEDA(84/h ax/h, ax/h)
1/
mit h = (AX,,-M;.‘A'H)}
und
3 )
v
= S 2%/l A fl, B (5-40)
c, (},"<£>) £, Dt (&alk, 4%/l a/hn)

ZahlenmiB8ig ergibt sich fir o« = 1,5, &, = 1.

OX, : Axy DXy =A: A A AX,: A% A= 0.428:0.08: 005 (g ) )

|
c,= (4-#.78 (s )?) 0-1%34 | (1-870 (2s)?) 0.1409

Fir sehr hohe Reynolds-Zahlen kann das Korrekturglied ¢, vernachlidssigt
werden. Bei endlichen Reynolds-Zahlen ist ¢, so wie h und ¢&% vom Ort abhingig.
Wegen der geringen Grofenordnung kanndé#)ohne wesentlichen Fehler durch folgende
Niherung ersetzt werden (vergl.l1-3%6)):

v
(g ¥~ l/<s> = 2 <> (5-42)
und also
- v? 3
o7 (4"'2 2»..)) fo Dt (b, St S/t (5-43)



V=~
5.2.2.4 Berechnung der kinetischen Energie £

e s itk e U A s U B e 8 o B8 e A R B W T A s B S W A P W e W e A oo W W e s A

Ausgehend von der exakten Cleichung (3-31) (in der gem.Kap.5.2.2.2 u

" zu lesen ist), wird folgende Niherungsgleichung angenommen:

= I, (i o E )+ ’P+J [(vfc,(‘re)"w” ] S (5-44)
I I ‘T piog
Die romischen Zifferm I bis V kennzeichnen hier die Terme wie in Kap.}.4.

wie u,

Flir P und S, die Produktions- bzw.Senkenterme, wird gesetzt:

P- oo b D (EN (5-45)
S= (B - vg (5-46)
D2 ist eine Differenzenapproximation fiir das Deformationsgeschwindigkeits-
quadrat D;, . 2
05 = % %E;-J . 9% ) (5-47)

deren genaue Form noch diskutiert wird.

Durch Vergleich der Niherung mit der exakten Gleichung ergeben sich folgende

Bestimmingsgleichungen fir die Konstanten cj, 04, JOS, 08:

o o Se>h (5-48)
PoE
cy = <"U'-‘ J"JJ"‘ > (5-49)
A < (_El)‘”!. Dl >
ep = F) /LED (5-50)
c = L (o U dhe'i ) (5-51)
§ - < o)

Fir die Konstante‘%k kamn eine derartige Bestimmungsgleichung nicht ange-
geben werden. Sie wiare auch weitgehend wertlos, da die darin auftretenden
Korrelationen nicht berechenbar sind, zumal sie im zeitlichen Mittel ver-
schwinden. Da hier die Energile stets als Flachenmittelwert auftritt, wird
zundchst gesetzt

4

ch = C,;' C¥ (5_52)

Die Konstante ©7 kann nicht aus der Theorie heraus bestimmt werden. Ihr

Wert durfte wie fiir die zeitlich gemittelten kinetischen Energien (Konstante a

3
in Tab.l) im Bereich

0L Cy £ A

liegen.



Gemifl Kap.2.6 spielen die Konstanten in den Energie-Diffusions-Termen keine
entscheidende Rolle. Der Wert

oy = 0.3 (5-53)

hat sich in den praktischen Rechnungen (vergl.Kap.l0) bewihrt. Flir die Be-
rechnung von Jugq; in (5-49) wird der Ansatz (5-29) eingesetzt:

o CCFE Y™ (dnitid + %) I ) (5-54)
h (&)™ p*)

und c4 treten nun noch Tripelkorrelationen

c, =

Bei den Bestimmungsgleichungen fir c

3
auf, die mit der vorliegenden Theorie nicht berechenbar sind. Es wird daher

gemdB Voraussetzung e) vereinfacht zu:

- <e> L (5-55)
C3 - D’l <VE-'~>3/1 .
- VS A7, 5= R ‘j_
le - <.IF £> l< (Jr::\d) +JxJ U‘-) J):) 14‘,>Cz (5—56)

h (E) ) L o™

Bei cy diirfte eine Korrektur (e -Faktor) liberfliissig sein, da im Zihler und
Nenner etwa der gleiche Fehler auftritt.

Flr D2 werden zwel verschiedene Differenzenformen vorgeschlagen:*)

‘ =) .
D'= D= F (4Gl l-dpag) + 2 (%) e (5-57)

a)

Diese Formel entspricht der von Deardorff verwendeten (Gl1.A3-36). Sie hat den
Nachteil, dal zur quantitativen Bestimmung vm1<ﬁﬁ?éhnlich wie in Kap. A3.2.2

ein Integral der Form )

[ RE(k) ol

zu bilden ist, also auch iiber kleine Wellenzahlen zu integrieren ist, wo E(k)

nicht mit dem vorausgesetzten Kolmogorov-Spektrum ibereinstimmt.

Subtrahiert man Jjedoch vonJD 2einen dem Derformationsgeschwindigkeitsquadrat
entsprechenden Term, der aus Differenzen iiber doppelt so groBe Maschenweiten

hinweg gebildet wird und der also durch ein Integral der Form
1
EN

§ AYE(R) otk

o
bestimmt ist, so kann man die Integratlion iiber Wellenzahlen k<i§ﬂWyvermeiden

und kommt mit der in Xap.5.2.2.1 genannten Voraussetzung b) aus. Eine derartige

Formel ist:

*) siehe Anhang 7
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b)

7
Y ) -

(5-58)

. : ===
7)1=+‘D27’(JXJ.‘1;(.(»J; z( d;J"L;: toh e )

(N

Ein welterer Vorteil dieser Formel (die iibrigens auch in (5-3) von Vorteil
wire)ist, daB die kinetische Schwankungsenergie - entsprechend der Physik -
starka von den Vorgingen bel kleinen Wellenzahlen entkoppelt wird. Nachteilig
bel dieser Formel 1st jedoch der grdSere numerische Aufwand. Das Verhdltnis
<‘Dl>/<3Dl ) kann abgeschatzt werden 2zu

/%
LY T stk otk
0
7
wofiir mit E(k) = o <e>‘”£{J folgt:
¢
<D/ = A- ()7 = o602 (5-60)

Die genauere Berechnung gemiB Anhang 2 liefert fiir AX :ax, :8X,= 144
X L) = . -
LD /D= 0237 (5-61)
Dies zeigt, daB dile in Kap. A3.2.2 verwendete Niherung zu grofien Fehlern

fiihren kann.

Unter Verwendung der Ergebnisse des Kap.4.3 lassen sich die Konstanten

quantitativ bestimmen:

A
c, =
5-62)
3 91'[10 4 E3(&x/n a0 /8% /4 g (
c, = G FED4 [M/hlaxz/g,/px,/h) -
“ #
[ & oo/, mn/m a0 /u) T DIR (S5/n, 2%/, 8% /1)
A =3 fir 3D"
-y fir O
. - k“ )
e = fz (8% A% ) gt nt -
’=3 (qu/b"')/ﬁx_g)
JC‘ = J‘Cf $ Cy ; C? % 0.3 (5-65)
. DA (g fh anifn, 8% [k
CJ ) Cunluenll (5-66)

Dt b (/b i fi oy /)

A=3 fur 3DL
i’lf fiir *pl
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Fiir o= 4.5 ,8,2%°4 ergeben sich folgende Zahlenwerte

C A A)S:AXL:A) =AA A A)\:';Axl:Axsz ,41{‘:0.05:&0‘
cy 1.022 0.884
ey |3 1.6301 - ¢, 1.57 - Cq
ey 4 6.87 ¢ 4,80 -y
1c5 0.8283 0.6135
(5-67)
ch 0.8083 0.9147
3c5 0.8283 0.9147
cg 3 1.573 1.747

Vo
Bei bekannten E' werden die Werte der in (5-29) benttigten Flichenmittel-

jr
werte E' berechnet aus:

. . V-; .
JE| - JCK . E (5-68)

Flir den zeitlichen Mittelwert der turbulenten Zihigkeit ﬁ" ergibt sich:
. . f— 4,
= g < (FIE)™)
- _1h V— "
S E

~ /1”3 (£>”3 (wegen 4-29) (5-69)

XC,_

D.h., die aus diesem Modell folgende turbulente Zihigkeit geht bei gegebener
Dissipation (entsprechend der zugefiihrten Druckleistung) schneller als die
Maschenkanten h gegen Null.

AufSlerdem sieht man, daB flir die von Deardorff [ 29 ] verwendeten Maschen die

turbulenten Zghigkeiten sich wie

;“f:/?":("cs"F}flz'A (%54,:-)4"; (3(}3F')m= A: 493 493 (5-To)

verhalten, also eine ausgeprigte Anisotrople besteht, die in den bisherigen
Arbeiten nicht beriicksichtigt wurde.
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2:2.2:2_Korrekturfaktoren
Fir die Einschridnkung der Auswirkungen der Voraussetzung e), g) des Kap.5.2.2.1
werden Korrekturen eingefiihrt; fir die Voraussetzungen b), d) werden Korrektur-

faktoren im Prinzip vorgeschlagen.

5.2.2.5.1 Beriicksichtigung der zeitlichen Mittelung iiber A t (Voraussetzung g)

e o v o o o e o e e o e e e M Sl G e M - s o T T - - Y T - - Mo e o - e S e

In Kap. 3.1 wurden die Mittelungsoperationen definiert als Mittelung lber
Maschenfliachen~bzw.Maschenvolumina und iUber ein Zeitintervall At. Dies ist
notwendig, da fiir die zeitliche Integration gesetzt wird

g%f > d;'u‘
wozu man formal durch eine Mittelung iiber At gelangt. In diesem Kapitel 5
wurde bisher nicht beriicksichtigt, da8 die Reynolds-Spannungen 5;E:? auBer
der Mittelung iiber die j-Flache auch die Mittelung iiber 4t enthalten. Dies

soll nun durch folgenden Korrekturfaktor Jc berlicksichtigt werden:

[(“‘", >/ E ““)] “ (5-71)

Hiermit lautet der vollstindige Ansatz:

. - . /z _ 4 V4 re
"'ui'uj = -3 CQ(JFE} (J )‘J‘z,.)ﬁ‘- jf %/%’ (5-72)

Zur Bestimmung von ch wird entsprechend der Taylor'schen Hypothese (132,115 ]

angenommen, daB die Zeitachse gemiB x., = t'~(u1)in eine rdumliche Koordinate

1
transformiert werden kann. Damit ist& ™) fiir ein dreidimensionales Volumen mit
den Kantenlingen .4i4¢q>,Ak~,Aﬂ.(ﬁln¢j) zu bestimmen. Aus den Ergebnissen des
Kap.4 folgt hierfiir

472
i ) |
4 £2( AXyw, 8% )

Fir das von Deardorff [ 29 ] berechnete Problem mit

AX, =0. 28 4X,20.0€ axy=0.08 , At= 0.003, {1, >=28

ergibt sich:
A

3
cg = A48 2= 4.09 , 9 =7.0% (5-74)

Der Effekt der zeitlichen Mittelung ist also von nicht vernachliassigbarer

GroBe und um sc wesentlicher, je grdoBer das Verhiltnis .AtdfFfl ist.



Der Korrekturfaktor bewirkt eine kleine Verringerung der Anisotropie von J,a
/
gemdiB (5-70).

5.2.2.5.2 Zur Beritcksichtigung der Abweichungen des tatsdchlichen Energie-

Gemaf3 (A3-20) und (A3-37) bewirken Abweichungen des tatsichlichen Spektrums
bei Wellenzahlen k("T/h Fehler in den berechneten mittleren Quadraten der De-
formationsgeschwindigkeiten und bei k> % Fehler in den berechneten mittleren

kinetischen Energien. Im ersten Falle widren also Korrekturfaktoren der Form
T

o o i RERIK (5.75)
o A Ly (R)d k
und im zweiten Fall
P (k) ob
(5-76)

C =
e [+ -]

7/75 Ly (k)olk
anzubringen, wobei Ek(k) das Kplmogorov-Spektrum gemiB (4-4) sei. Denkbare
verallgemeinerte Formen von E(k), die fir A&WL in die Asymptote klIL gemas
(A1-37) und filr k¥, in das Pao-Spektrum Ep (A1-34) ibergehen, sind z.B.:

_ (L&)‘”J/I _
eck) = (A4 e ) Ep (&) (5-77)
oder Y4572

E(k]) = QLY Eplh). (5-78)

I+ (LR)VB

L ist eine experimentell zu bestimmende Linge. Da hierfiir kKeine Angaben bekannt

sind, werden die Korrekturen fir k< Ty nicht weiter untersucht*),
Im folgenden wird abgeschitzt, ab welcher Reynolds-Zahlen die Beriicksichtigung
des Pao~Spektrums notwendig wire. Es folgt aus (5-76,A1-34):

1, 7 )Y
Ca= exp[-2a v Le¥? (F)"] (5-79)
° . v,
Setzt man gemiB (1-36) (&> =.z‘éu,> sowie gemiB [ 18 ] <t,d% 26 h=0.05 (ent.
sprechend dem minimalen ax, bei Deardorff [ 29 ];so folgt

- v . -2
Ce ¥ exr[— v/6éen] 2 A - 26613 for Y& a0, (5-80)

*) Abb.22 zeigt, daB das Kolmogorov-Spektrum schon fiir die Grobstruktur zutrifft.
Die Vernachlassigung dieser Korrekturfaktor‘e.n erscheint daher gerechtfertigt.
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Damit also dieser Korrekturfaktor e einen Einflufl von weniger als 1%

auf die Berechnung der kinetischen Energien hat, muB3 gelten
-5 (5-81)
vy < F .10
Und wegen (1-14) muB also die Reynoldszahl Rem groBer sein als 3-105.
Mit anderen Worten: das verwendete Turbulenzmodell, das dle Existenz des

5

Kolmogorov-Spektrums voraussetzt, ist gliltig fir Rem é 10”. Flr Reynolds-

5

zahlen kleiner 1o~ ist das Pao-Spektrum zu berlicksichtigen. Diese Aussage

stimmt mit dem Ergebnis des Kap.4.1.2 iiberein.

5.2.2.5.3 Beriicksichtigung der Randomitdt (Voraussetzung 4 )

o T T e ot o e e e v e e e B T e . A = Mt n A8 T - - aa

Wie auch von Fox-Lilly [ 43 ] erwihnt, ist das bisher dargestellte Modell

gemiB Voraussetzung d) (Kap.5.2.2.1) ein deterministisches Modell. Das ver-
wendete Feinstrukturmodell kann nur im statistischen Mittel mit der Realitdt
Ubereinstimmen, da echte Turbulenz random ist. Effekte wie dle Zeitspanne

Uber die eine Vorhersage der turbulenten Bewegung bel nur an diskreten Punkten
gegebenen Anfangswerten innerhalb eines vorgebbaren statistischen Fehlers
moglich ist [ 85 ], konnen daher nicht untersucht werden. Um kiinstlich eine
Randomitdt in das Modell einzufiihren, konnte man daran denken, einen per
Zufallszahlengenerator mit Mittelwert Eins bestimmten Faktor in (5-29) zu-
satzlich einzufijhren. Das Problem besteht hier in der Bestimmung der Schwankungs-
breite und eventueller Korrelationen zu den Zéhigkeiten}@ in benachbarten
Maschen. Das Problem ist bis heute noch nicht untersucht worden und konnte auch
im Rahmen dieser Arbeit nicht geldst werden. Durch die zusitzliche Integration
der Inerglegleichung enthdlt das hier verwendete Modell Jjedoch gegeniiber den
frilheren Arbeiten einen weiteren Frelheltsgrad, weswegen man annehmen kann,

daB der "Grad der Deterministik" etwas vermindert ist. In diesem Zusammenhang
ist wohl auch die Frage zu sehen, welchen Effekt die Mittelung der kinetischen
Energien Qi' iiber vier Maschen bewirkt,um den relevanten Wert an dem Eckpunkt
zwischen den vier Maschen zu erhalten, der letztlich zur Berechnung der Zdghig-
keit)p an diesem Ort bendtigt wird. Auch hierauf gibt es keine Antwort.

GemsdB Voraussetzung e) (Kap.5.2.2.1) wurden die Konstanten q;di bisher zu 1

angenommen. Man kann nun diese Voraussetzung nachtriglich einschrianken, indem



man die Werte der durch (5-14, 15) definierten Konstanten aus der numerischen
i L
Losung ermittelt. Nach Approximation von ’£° durch £' und der in den Defi-

nitionen auftretenden Deformationsgeschwindigkeitsquadrate durch (5-57)

wurden 0; und €, berechnet. AuBerdem wurde entsprechend der im Deardorff'schen
Modell einzufiihrenden Korrekturfaktor (vergl.A3.5)
V- 2y 1 %, 2\ (5-82)
0= < (4 B> K 1557

bestimmt. Uber die Ergebnisse wird in Kap. 10.4.6 berichtet.

5.2.3 Modell flir den inhomogenen Anteil der Feinstruktur und Zusammenfassung

e~ puipuinpi SRR R G 1

¥*
5.2.3.1 Modell fiir den inhomogenen Anteil )

e e e e e e e e s Vo e G -

P‘
In diesem Abschnitt ist der Ansatz fir <3ﬁ!u?) zu erldutern. Fur die be-

trachtete Kanalstromung gilt

% ’.'u(/uJ'} =0 fir ¢,y#43 bzw. 34 (5-83)

Zudem ist
Pog— -84
d‘xd < 'u/""s'>= o) (5 )

P -—
Folglich wird lediglich flir <311"443'> ein Modell benstigt. Hierfiir wird ein

Boussinesq -Ansatz entsprechend Kap.5.2.2.3.1. verwendet:
3 P v -85)
Coragy = - b Iy <ad (5
Die turbulente Zéhigkeitlju wird entsprechend dem Prandtl'schen Mischungsweg
modell aus

P 2 £ (5-86)
fuo= 1 [ Iy <>/
berechnet, mit
P a _ . 2 '2) (5-8
L5 = U Cc4o. F, L (5-87)
und L in Verallgemeinerung der Formel von van Driest (2-8):
. ]
L=R.z' [4-exp{-2'Re 2 Z s (5-88)
Die Verallgemeinerung besteht hier in der Verwendung von
' 4
RE = (/é(M (*‘7’ Rek{{t}o) (5‘89)
wobel Rey i+ die kritische Reynolds-Zahl Re ist, unterhalb derer die Strémung
lamlinar ist:
v
= Re <‘U
Pekn'(' ™, kit / “ (5-90)

Rew,ku‘t ~ 2100

*) gemiB Definition in Kap.5.2.1
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P 3=
Damit erfiillt <%, '14'> die Forderungen b, c, d, e gemi8 Kap.5.2.1, demn

3

b) (% D+ Cigagry =Shagd) #0

°) Cim, ( (%Ff;)) = - Lt /Jx,<1445/o/;3<4~>
&, O

1 200
& wegen L gemi (5-88)
. P3— 2——7y)
d) Liwo (s +(j))') = 0
f:;:: wegen (5-88)
\ F lgg! les! ”) = fir 4 ¢ R
e) Cay/wd +<(ulrg)'? = © P <Re, ¢ wegen (5-88,89)

1o° Diese Konstante ist gemis (5-87)
2

-3F =L gilt

Die einzige zu bestimmende Konstante ist ¢

offenbar dadurch bestimmt, daB fir c10

’( 'L&/u,t> = P<3144’143'> bzw. (J'H_/w,')”=0 .

D.h. falls die Maschenflidche 3F gleich L2/c10 ist, findet der gesamte konvektive
Impulstransport innerhalb der Feinstruktur statt. Die Maschenfliche F mufB dann
so groB sein, dafB zwischen den Geschwindigkeiten an extrem gelegenen Punkten
der Fliche keine Korrelation besteht. Aus den Messungen von Comte-Bellot [ 18]
muB demnach die Fliche 3F in Kanalmitte in Stromungsrichtung ca. die Linge

1,6 und in azimutaler Richtung die Linge 0,8 (dimensionslos) aufweisen. Setzt
man dabei fir L gemdB (2-7) etwa den Wert 0.1 an, so folgt

L2 91
040 = "}F—z O.DA (59 )

Selbstverstindlich ist diese Abschitzung sehr ungenau. Eine genauere Bestimmungs-
methode ist Jedoch nicht vorhanden und so wird daher mit diesem Wert gerechnet.

Die Konstante kann als Eingabegrcfie zu dem verwendeten Programm leicht varilert

werden, hat sich jedoch mit obigem Wert bewzhrt (siehe Kap.10).

Zu der gemif (5-44) berechneten kinetischen FEnergie ist, um die gesamte in der
Feinstruktur enthaltene kinetische Energie zu erhalten, flir Auswertungszwecke

ein Anteil zu addieren, der diesem inhomogenen Schubspannungsanteil entspricht.



Hierfir wird gemi8 (2-9) gesetzt.

ey - 2 P (4,
al

3'2%>)i (5-92)

Mit a1=1 gemd [ 91, 1B) (siehe Tab.l). Auch diese Approximation erscheint
wohl etwas gewagt, ihr Fehler ist Jedoch flir die numerische Integration
vollig bedeutungslos und bei der Auswertung wegen

(2 <ooad £ w7

ebenfalls tolerierbar.

. T e e e e e e A i o S e e M o o o . A ke e 0 S -

FaBt man nun den lokalisotropen mit dem inhomogenen Teil zusammen, so haben

wir folgendes Ergebnis:
Y ) C~ P . ) e e
J,Hilu".‘ =-}u [Jx.)' (u‘,_ 4‘%)) + o&.{ (J,u) _(J%_>))
P _—
=y CuS d oy ¢ <> o

f ——
M TR

(5-93)

. | 7 A— b—r—
mit? gemiB (5-31) und ju gemiB (5-86); die Werte}a’ von , <y’ > und Yy
sind fir die Integration ohne Bedeutung. Wegen < U¢>3‘~'<‘4:5’° kann auch ge-

schrieben werden

v = -4 Ry S A Y . -
D R L P ROPPRCE )

Wi = - (D jgedgn) s (b gy (cj=13) (595

Damit Turbulenzmodelle nicht zu Widerspriichen mit den Grundgleichungen filihren,

missen folgende Invarianz-Forderungen erfiillt sein [ 34 1.

1) die modellierten Terme miissen dile gleichen tensoriellen und Symmetrie-

Eigenschaften wie die Original-Terme besitzen;
2) sie miissen dimensionsmiBig korrekt sein;

3) sie miissen invariant sein bezliglich Galilei-Transformation(Verschiebung des

Koordinatensystems).



Gleichung (5-93) erfiillt die Forderung 1), denn auf beiden Seiten steht ein
Tensor 2.0rdnung,der symmetrisch ist beziiglich der unteren Indices. Die

zweite Forderung wird offensichtlich ebenfalls erfiillt. Da auf der rechten
Seite nur Geschwindigkeitsdifferenzen auftreten, gilt auch die dritte Forderung.
Diese Invarianzelgenschaften erlauben die Ubertragung auf zylindrische Koor-
dinaten, wenn die entsprechenden Komponenten der Deformationsgeschwindigkeiten

auf der rechten Seite eingesetzt werden.

Auf den ersten Blick erscheint es vielleicht fraglich, ob die Ungleichheit

¢ J -

Uy F vy
zulassig ist.Das dies Jedoch tatsidchlich so sein muB, zeigt folgende {ber-
legung:

Wir bilden von ui-u'j den zeitlichen Mittelwert.<1¢tg> und mitteln sodann

iber eine i- bzw.eine j-Flidche: )
L‘l.;)>7“ < "’(6">

"-—-——.— "—

‘<?x‘-u_’-) = < u‘-u_;> = )
=~ T
T D+ <uyd

Tu; ¥y = < ju.-uj > =
In homogener Turbulenz gilt:

‘<‘1Q Hj> = ’< U WD

<
< JQ&.

Wenn Jetzt der Durchmesser der i-Fliache gegen Null, der Durchmesser der
J-Fldche aber gegen Unendlich strebt, so gilt

<Gy = ) = L)

und o s
<J'“£ %7 > =0
{ J—
folglich 1st <2 iud =0 # << ‘w/y>=<{2 u;)
Andererseits gilt fiir den Grenzilbergang zu infinitesimalen Maschen in Uberein-

stimmung mit dem Boltzmann-Axiom [119 ]
<L1<: ‘uJ'> = <°4411)J> (AX‘(-?OIkLﬁz/’),

weil dann beide Terme gegen Null streben.

Das hier verwendete Modell erfiillt also alle geforderten Invarianzeigenschaften.
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5.2.5 Ubertragung auf zylindrische Koordinaten und nicht dqudistante Maschen

5.2.5.1 Reynolds-Spannungen

Fir die lber Fldchen gemittelten Reynolds-Spannungen sind in zylindrischen

Koordinaten die gleichen Formeln wie flir kartesische anwendbar, wenn der

Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten Z_),;J- = Jx;{l:' 'JxJ' il-t durch die
entsprechenden flir Zylinderkoordinaten gliltigen Formeln ersetzt wird [53]):
2dx79, % ergx + &%, & Uy + ety
Dy= | %O+ 24,0 2(5deop+ ) v () 44,9 | (5-96)
A U + Iy S 2,0+ T (%) 24,0,

— Ve

Fiir die belden Terme ‘U_,"Dp', ‘U,\,”“ wird gesetzt:

V s f — (5‘97)
Uy Ve =*/‘2[*&(%*)‘4Jr°4 I,
— — o 5-98)
vl}: - _/‘C 2(4470"?*%‘) , (
= (5-99)

i

v £ h
mit /M C_}_ & e

Die fir den inhomog%nen Anteil maBgebende Deformationsgeschwindigkeit ist
S B>

Die Konstante s wird wie flr eine kartesische Masche mit den Kantenldngen

ax, *Ay’/ 4T berechnet.

5.2.5.2 Energie-Berechnung

V—v
Filir die Berechnung der kinetischen Fnergie &' wird folgende Gleichung benutzt:
E xs ox VT s VT _ t— +. VT
3 _Jx(vxc;£/~g.:fr(os,”c$£) Ly (+5 7 )
— x V=, Y
+P+ & [ (veq (TFEI") OB ]
— Ve Ve
48 [0 (P24, F ]
1. VT Ve - -100)
+ L4 [+ (vie (FE* dr e | S (5
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*
P, S werden wie in kartesischen Koordinaten unter Verwendung der (5-96) )

entsprechenden Formeln fiir D2 berechnet. Die Konstanten und Flichen, die

mit den Indices X, ¢, T gekennzelchnet sind, werden wie fiir eine entsprechende
kartesische Masche mit den Kanten @4, ¥4y ,4% und Indices 1,2,3 anstelle

x, ¢ ,¥T berechnet.

5.2.5.3 Ubertragung auf nichtiquidistante Maschen

o v o o o i T 4 m e T A L ot W A e A W S e R G A e -

Bei nichtidqudistanten Maschen werden leicht verinderte Differenzenformeln
verwendet, wie dies im folgenden Kapitel beschrieben wird. Die Berechnung

der Konstanten erfolgt nach den flir kartesische, dquidistante Maschen ab-
gelelteten Methoden, wobei als charakteristische Maschenkanten die bezlig-

lich des Mittelpunktes der betrachteten Masche gliltigen mittleren Kantenlingen
verwendet werden. Dies diirfte zulidssig sein, wenn die Maschenkanten nur

schwach variieren.

*) Siehe Anhang 7
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6. Differenzenverfahren

Nachdem in dem vorhergehenden Kapitel die nichtlinearen Terme, die beil der
Integration der Grundgleichungen iiber Maschenvolumina gemi Kap.3 unbestimmt
blieben, durch ein Feinstrukturmodell approximiert wurden, sind nun noch die
unbestimmten linearen GroBen zu approximleren. Das Ergebnis ist sodann ein
abgeschlossenes System von Differenzenformeln, das bei geeigneten Rand- und

Anfangsbedingungen numerisch integriert werden kann.

6.1 Lineare Differenzenapproximationen

Es sind zwei Arten von linearen GrdSen zu approximieren:

a) Flichen- und Volumenmittelwerte von Geschwindigkeiten und Driicken,

die nicht mit den im Maschennetz gespeicherten GrdBen libereinstimmen;

b) partielle Ableitungen von Geschwindigkeiten (nur erste Ableitungen!) und

hierbei wieder zwei Typen:
4

b 1l) *%%é%— (Ableitung senkrecht zur Mittelungsfliche)
o
b 2) QXL (Ableitung parallel zur Mittelungsfliche)

Die GroSen gemifl a) werden durch arithmetische Mittelung aus benachbarten ,
im Maschennetz bekannten, entsprechenden Grofen approximiert. Hierbel werden
nichtiqudistante Maschen,sowle die Variation der MaschengrdBen mit dem Radius
bei zylindrischen Koordinaten durch geeignete Gewichte beriicksichtigt. Die
hierbei verwendete Notation ist definiert durch

G [ony 3 s oy dsxd] e

Die GrdBen bl) Kkonnen problemlos mit einem Abbruchfehler der GrdBenordnung zsxz

approximiert wirden durch
s A
ox, d;‘ )
da die Ableitung gemdB (3-13) auf halber Strecke zwischen zwei Maschenflichen

zu approximieren ist.
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Bezliglich b2) ist gemiB folgender Skizze die Ableitung einer Funktion y(x)
an einem Ort&,i zu bestimmmen, wobel von y lediglich die Mittelwerte in den
benachbarten Intervallen bekannt sind:

A
7 -

\ — —
L B 34
AX—4 A:X° AX4 >
-’LQ o X’z X

Nimmt man nun im Sinne einer Taylor-Reihen-Entwicklung und entsprechend der

stationiren laminaren Idsung an, daB y(x) in erster Nzherung durch eine

Parabel der Form
2
y= ax +bx+ec

(Koordinatenursprung x im Mittelpunkt der mittleren Masche) beschreibbar ist,
so lassen sich die Koeffizienten a, b, ¢ bei gegebenen y_,/ 'Eol 9,, und sodann
die Ableitung '9(7 /9)((*\'4,, ) berechnen. Die asymmetrische Berlickslichtigung von

Y_1 und nicht von Y5 wird gewzhlt, well die Ableitung stets paarweise fir xl/2
und X,4,z berechnet werden missen. Wir erhalten so folgende Differenzenapproxi-

mation: —
_g_’?_ (x4,1)= Jx (7("’/2)5 o, jj A yo t Qq Yoa (6-2)
mit 2
G (6 ax, ax+2 axtstant)/d
Ay = (-6 ax, ax, - X e2ax} -2ax2)/df

ay = (2 axt - 24x2)/of

o = (AX_A fAX,,/(AXo ,‘-A/\;A) (dxm' ,LMo,._Akb')

. . . - - = _ A - A =
Flir dquidistante MaschenAx_A—AX, A/f' AXfolgt 2= Zx0% "2/ % 0/

d.h.diese Uberlegungen sind nur fiir nichtiquidistante Maschen von Bedeutung;
hier Jedoch sind sie wesentlich. Ahnliche Uberlegungen sind dem Autor aus der
Literatur nicht bekannt.
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6.2 Differenzenformeln

In Anbetracht der verwendeten "eindimensionalen" Geometrien sind nicht-iqui-
distante Maschen allein in radialer Richtung sinnvoll. Dies wird in den fol-
genden Formeln berlicksichtigt. Die Differenzenformeln werden allein flr
zylindrische Koordinaten angegeben. Die entsprechenden Formeln fir kartesische
Koordinaten ergeben sich, indem fiir Radien r in Termen, bei denen diese paar-
welse im ZZhler und Nenner auftreten, der Wert 1 eingesetzt wird und Terme,
bel denen der Radius r hiufiger im Nenner als ZzZhler auftritt, gleich Null

gesetzt werden (entspricht dem Grenziibergang T-»es ),

Alle auftretenden Geschwindigkeiten sind Fliachenmittelwerte; der Mittelungs-
strich wird daher im folgenden fortgelassen. Das Symbol p bezeichnet die schein-

baren turbulenten Druckschwankungen: N - A ey
g P= P+E WY o123 (6-3)

6.2.1 Differenzenformeln fir den Impuls

- -~ A"~ = = " " - - . -

Die Differenzenformeln fiir den Impuls lauten:

[G5F g (w26, (50 46, (T 5] = [sm] 42

[d'xf/(hfxvx} TJF{/‘(?({PV,\"’JUV)} ¥ {/‘(0‘1 verden)}
)

[ Gop + o (S5)+ 46, (3557)+ 4 6 (9, 2 e %% a7 |

= [’é‘ff’f’]nz [‘5 { (Se0p 3} + *‘{P{Q/"(’JV P*“i)}
+—~J‘{+/u(¢o'( )f—c{,,,m} (J_e+ 34, "")__] (6-4)

—Y

[Gof s o (B 302, (3 000 26,(BT)- 32 |7
Lol L6 (ot )}+-%Jv{%*(«—a(f;)+z-a,».,)]
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Die hochgestellten Indices no, nl, n2 bezeichnen die Zeitschritte. Fir den
ersten Zeitschritt n=1 ist no=1, nl=2, n2=2, fiir die folgenden N Zeitschritte
n=2,3%,.., N ist no =n-1, nl = n,n2 = n+l. Nach N Zeitschritten werden die
Losungen zum Zeitpunkt N+1 mit einer Losung gemittelt, die sich aus no=nl=N,
n2 = N+l ergibt. Danach wird wie fiir n = 1 neu begonnen. Dieses sogenannte
leapfrog-, midpoint - oder Bocksprung-Verfahren besitzt mit Ausnahme des ersten
und letzten Schritts bezliglich der konvektiven Terme eine Genauigkeit der
Ordnung A't2 und hat sich vielfach bewshrt [29, 33. 42, 79, 141 1, da es
im Gegensatz beispielsweise zu der Bulerschen-Einschritt-Methode [ 73,79 ]
eine numerische Dampfung vermeidet. Die fehlende numerische Dampfung kann
Jjedoch infolge der Nichtlinearitidten zu 24 t-Oszillationen flihren, die durch
die Mittelung nach N Schritten gedimpft werden. Die konvektiven Terme und die
fﬁp/4= const sich ergebenden diffusiven Terme entsprechen bei #dquidistanten
Maschen den von Williams [ 141] verwendeten Differenzenformeln. Entsprechende
Formeln fﬁg/d#const und nichtiquidistante Maschen wurden sonst bisher nicht

angegeben.

Die Verwendung von Differenzenformeln hdherer Genaulgkeitsordnung in der Zeit

ist wegen der schwierigen Druckberechnung und des damit verbundenen vergroBerten
Speicherplatzbedarfs nicht moglich. Die Verwendung genauerer Differenzenformeln
im Raum, wie z.B. von Fromm vorgeschlagen [ 41 ], erscheint bei turbulenter
Stromung nicht sinnvoll, da die groBten Fehler vermutlich durch das Feinstruktur-
modell entstehen; zudem wlirden damit die Randbedingungen weit komplizierter.

- 0 4t G4 - - i o Y 0 o . o e e . - "~

Der in (6-4) benttigte Druck ist prinzipiell gemiB Kap.l.4.2 aus einer Poisson-
Gleichung mit inhomogenen Randbedingungen zu berechnen. Da diese inhomogenen
Randbedingungen storen, da zudem die Berechnung des Quellterms q gemiB8 (1-20)
aufwendig ist und vorausgesetzt werden muB, daB das Geschwindigkeitsfeld flir
die Zeitschritte no und nl exakt die Kontinuitidtsgleichung erfiillt [ 5% })
bzw.Fehler in der Einhaltung der Kontinuititsgleichung sich von Zeltschritt

zu Zeitschritt vergrofern konnen, wird zundchst nicht der Druck p selbst,
sondern ein Hilfspotential qV berechnet, mit dem alle dlese Mingel beseitigt
werden. Das hier verwendete Verfahren wurde von Chorin [ 21 ] vorgeschlagen,
von Amsden-Harlow [ 3 ] verwendet und stellt gegeniiber den von Deardorff,

Williams u.a.p9,141, 54 ] benutzten einen Fortschritt bezliglich Genauigkeit
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und Einfachheit dar. Gegeniiber den in [ 3, 37 ] vorgeschlagenen Methoden
erlaubt es zudem auch die direkte Berechnung des Druckes ohne die Ldsung einer

zusatzlichen Poisson-Gleichung.

n
Hierzu wird zunichst ein Geschwindigkeitsfeld EZ 2 flir den neuen Zeitpunkt n2
nach den Formeln ( 6-4))jedoch ohne Beriicksichtigung des Druckes berechnet.
Die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zur Wand wird flir den neuen Zeit-

schritt entsprechend der exakten Wandbedingung (1-5) gleich Null gesetzt:

vt 3™ =0 (6-5)

L]
~
Dieses Geschwindigkeitsfeld M ist nun natlirlich nicht das richtige, da der
Druck nicht beriicksichtigt wurde. Von der richtigen Lb'sung;_gn2 kann es sich
Jedoch nur entsprechend den weggelassenen Drucktermen um den Gradienten eines

Potentials unterscheiden; es wird also angesetzt:

u" e "M grady (6-6)

— hand

Hierbel istyein Hilfspotential und grad die Differenzenform des Gradienten-

operators:
grad = {Jx, %Jy,d’l} (6-7)
Das richtige Geschwindigkeitsfeld‘gn2 mif3 die Kontinuititsgleichung (1-8)
erfillen:
u2 n2 w4 ",y

div w"ts & e L v+ G ) =0 (6-8)

Das Potentialvyist also die Losung folgender Poissongleichung
. ~ K2
olcv g-rao/ 4+ = oV U (6-9)

mit wegen (6-5)lden homogenen Neumann 'schen Randbedingungen

dry = OIWano( . (6-10)
Dieses Gleichungssystem kann nach der in Anhang 4 dargestellten Methode durch
Reihenentwicklung unter Verwendung der Schnellen Fourier-Transformation (FFT)
in sehr effektiver Weise direkt geldst werden, so daB das Geschwindigkeitsfeld
bis auf numerische Rundungsfehler nach Jjedem Zeitschritt die KontinuitHdtsgleichung
exakt erfiillt. Dies gilt auch, wenn die Anfangsbedingung die Kontinultdtsgleichung
nicht erfiillt. Korrekturen, wie die von Hirt-Harlow [ 56 ] vorgeschlagenen
und in [29, 141) verwendete, sind hier daher iiberflissig.
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Im folgenden wird gezeigt, daB der Druck p ohne zusdtzliche Ldsung einer
gesonderten Poilssonglelchung in einfacher Welse berechnet werden kann aus:

v
P = Tni-no)at fiir alle Maschen im Innern des (6-11)
Stromungsraumes
s o .
- + AF A +——-—-—/ an den Winden -
f‘\" - 2 L] )Wm'd (na-no)at |Wand n (6-12)

(+fiir r=R1;-flir r=R2)

Hierbei ist %/Qf)Wand die radiale Beschleunigung an der Wand, die sich

ergibt, wenn der Druck nicht beriicksichtigt wird; ¥/Wand ist der Wert des
Hilfspotentials in der der Wand unmittelbar benachbarten Masche. Zum Be-
weis betrachten wir die Bestimmungsgleichung des Druckes, die gemis (1-19)

in Differenzenform lautet:

odiv g!a«/’){/ = oliv %—% (6-13)
mit der Randbedingung
- 2% / (6-14)
drp 2¢ |Waud
Wegen div w"%o0ist
oliv (?——% = NG eliv (“EM ) (6-15)
ot (n21-no)at

in allen Maschen, die nicht an die Wand grenzen. In den Wandmaschen dagegen
enthilt div.."':"_”a nicht den aus 9"‘{"/31‘ folgenden Beltrag zur Divergenz, da

"{'r:‘l gemzB (6-5) gleich dem aus der Wandbedingung folgenden Wert gesetzt wurde.
Hier gilt daher

i ~ N2
oA 3-11‘) (n2 /;o)At olv 1 +o(¢u{0 3701%.,4} (6-16)

wobel bei dem zweiten Divergenzoperator die im Stromungsinneren gelegenen Feld-

werte alle gleich Null sind. Bildet man nun entsprechend die Divergenz von
(6-14) und subtrahiert sie von (6-13%,16) so folgt:

. = s (6-17)
cdev ?-rao/ (f") (na_no) 2€ oliv U
= 6-18
Ie £, =0l (6-18)
Mit Py =D innerhalb aller Maschen und (6-19)
—p . B 9V -
P, =P 3 3 T3 NMa.n den Wanden.

Aus der Annlichkelt der Gleichungen (6-17,18) und (6-9,10) und der Linearitit
des Operators div grad folgt das zu beweisende Ergebnis (6-11,12). Beziglich
der Berechnung von ai):,/&l:/wvergleiche Kep.7.7.
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6.2.3_Differenzenform der Energiegleichung
Bei der numerischen Integration der Energiegleichung (5-44,100) ist sicher-
v .
zustellen, daB die Energie &' stets grdBer (bzw., bei laminarer Strdmung gleich)
Null ist. Aus diesem Grunde wird zeitlich mit einem Einschrittverfahren integriert
und dabei werden die konvektiven Terme mit sogenarnten "upwind"-,"down-stream-"
oder "dorner-cell'-Differenzenformeln [ 49, 57,72,73, 123 ] berechnet:
4 A
J; w (x-Fax) 5 (y(x)-y(k—AX) ; uxi>o
U Oy Y { (6-20)

« (xr{m«)z’—'; (;(xux}— 3(*)) , ux)fp

Diese Formeln erzwingen, dafl der neue Wert von y zum nidchsten Zeitschritt

bei alleiniger Beachtung der Konvektion stets nicht negativ ist, wenn das
Ausgangsfeld iiberall nicht negativ ist [ 123 ]. Wie durch lineare Stabilitidts-
analyse gezeigt werden kann (vergl.Anhang 6) ist hierbei die Verwendung des
Bocksprung-Verfahrens bezliglich der zeitlichen Integration unzuldssig, da es

stets instabil wire. Es wird hier daher das Euler-Verfahren verwendet.

Negative Werte des Energiefeldes Konnten unter UmstzZnden entstehen, wenn die

Energiedissipation gemdB
V2 Yy v—\Y%
()™ =(ED +Af-(~~- ~a (&%) (6-21)
berechnet wlirde, wobei die Punkte fiir alle anderen Terme auBer dem Senken-Term

stehen. Da die analytische Ldsung von

;a_g - - a JJ/z (6-22)

gegeben ist durch

g %)
(1+ £0¢4) [ g™

wird hier wie folgt integriert:

2 (
( K (/f+ (nz-m)[(E)mle)2 e ( ..... ) o

‘7({) = (6-23)

V.Q
Sollte sich trotz dieser VorsichtsmafBnahmen ein negativer Wert von £' ergeben,
so liegt das an Instabilitidten wegen zu grofer Zeitschritte der Integration der
Energie-Diffusionsterme. In solchen Fdllen wird der Zeitschritt A t verkleinert.
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6.3 Genauigkeit und Stabilitit der Differenzenformeln

- T o A A P v - - o e e T e A e e 0 A - .

- = o At n >

Einlge Aspekte der Genauigkeit der Differenzenformeln werden in Anhang 5 im
einzelnen diskutiert.

Hierzu gehodren:

a) Statistisahe Fehler der linearen Differenzenapproximationen

b) Abbruchfehler

¢) Aliasing-Fehler

d) Konsistenz der Differenzenformeln mit den aus den Differentialgleichungen
folgenden integralen physikalischen Erhaltungssitzen

e) Numerische Fehler

Die wichtigsten Ergebnisse sind:

a) Die deterministischen linearen Differenzenapproximationen sind nur im
statistischen Mittelwert und bei hinreichend glatten gemittelten Feldern
richtig. Die momentanen Abweichungen vom statistischen Mittelwert haben
elne Standardabweichung,die proportional zu <£;% Aafq ist, also mit
kleiner werdender Dissipation<g>und Maschenkantenlinge ax nur langsam
kleiner wird. Ein Ersatz der deterministischen Approximationen durch ein
auch quantitativ bestimmbares statistisches Verfahren erscheint moglich,
wurde aber bisher nicht ausgefilhrt. Die Flichenmittelung bewirkt gegeniiber
der Betrachtung von Punktgeschwindigkelten eine Reduzierung des Fehlers nur
um etwa den Faktor Drei.

b) Die Abbruchfehler der Differenzenformeln sind bel zquidistanten Maschen
von der Ordnung axtim Ort und flir die in erster Linie wichtigen konvektiven
Terme von der Ordnung at? in der Zeit. Phasenfehler kinnen aufgrund des
kleinen Energleanteils der kurzwelligen Fourier-Komponenten der Ldsung
vernachlissigt werden. Der Effekt der "Falschen Diffusion” wird erliutert,

erscheint aber ebenfalls nicht als wesentlich.

¢) Der Effekt des Aliasing wird erliutert. Dieser Fehler kann zu InstabilitAten
fiihren, die jedoch durch die im folgenden diskutierten Erhaltungs-Elgenschaften

kontrolliert werden.
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d) Von den Differenzenformeln ist zu fordern, da3 flir sie ebenso wie fiir
die Differentialgleichung gilt, daf3 bei Abwesenheit von Quell- und Senken-
termen die zeitliche Anderungen des Impulses und der kinetischen Energle im
Integral Uber den gesamten Stromungsraum verschwinden. Diese Bedingung

wird von den hier verwendeten Differenzenformeln erfiillt.

e) Die Ursachen der Entstehung numerischer Fehler werden aufgezeigt. Es
werden Regeln angegeben, deren Beachtung diese Fehler insbesondere bei der

Bildung umfangreicher Summen vermeiden hilft.

6.3.2__Stabilitit_

Wie im einzelnen in Anhang 6 dargestellt, werden Stabilitdtskriterien unter-
sucht. In erster Linle werden flir die linearisierten Differenzenformeln in
ihrer dreidimensionalen Form flir zylindrische Koordinaten unter Verwendung
des Neumann-Kriteriums [111] die zulissigen Zeltschritte bestimmt. Hierbei
werden drel Typen von Differenzenformeln untersucht. Der erste entspricht
denen zur Impuls-, der zweite der zur Energie ?? -Berechnung. Als dritter
Typ werden - wie verschiedentlich empfohlen - Differenzenformeln untersucht,
die dem ersten Typ entsprechen,bis auf die Approximation der Diffusionsterme,
die gemiB DuFort-Frankel berechnet werden. Hierbel gelangt man zu folgenden

Ergebnissen (siehe Anhang 6):

a) In algebraischer expliziter Form kann der zulissige Zeitschritt at

(auBer beim zweiten Typ) nur fir die Grenzfille reiner Konvektion und

reiner Diffusion angegeben werden. Im ersten Fall gilt At"f%ﬁ im zweiten
2
Ate &S peim dritten Typ 1st At bel reiner Diffusion beziiglich Stabilitdt

/«)
beliebig grof.

b) Flr den allgemeinen Fall gemischter Konvektion und Diffusion wird der
zuldssige Zeitschritt At numerisch bestimmt; vergleichbare Ergebnisse

existieren in der Literatur bisher nicht.

¢) Der zulissige Zeiltschritt at kann wesentlich kleiner sein als das Minimum
der sich bei den Grenzfillen ergebenden Zeitschritte. Es wird eine Formel
angegeben, wonach ein konservativer Zeitschritt leicht algebraisch bestimmt

werden kann.
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d) Die Verwendung der Du Fort-Frankel-Form bei kleinen Zihigkeiten fiihrt
in mehrdimensionalen Problemen zu kleineren zulissigen Zeltschritten als

die hier verwendeten.

Aus dem Ergebnis a) und der gemiB (5-69) variierenden turbulenten Zihigkeit
folgt, daB bei hohen Reynolds-Zahlen der zulidssige Zeltschritt stets proportional
tst zu den Maschenkanten 4x.

Weiterhin wird in Anhang 6 die Methode von Hirt [ 57 ] zur Untersuchung des
Einflusses von Nichtlinearitdten auf die StabilitzZt diskutiert und dabel ge-
zeigt, daB diese Methode hier unpraktikabel ist.

SchlieBlich sei noch begrindet, warum - zur Vermeidung der Instabilitdten -
nicht ein implizites Verfahren [ 44, 111] verwendet wird. Die Griinde hierfiir

sind:

a) der numerische Aufwand zur Ldsung der hierbei entstehenden, groSen,

nichtlinearen Glelchungssysteme wire sehr hoch;

b) der vergréSerte numerische Aufwand lieBe sich nicht durch einen groBeren
Zeitschritt At kompensieren, da die Ungenauigkeiten, insbesondere beziig-
lich der nichtlinearen Konvektionsterme, hierdurch unzulaBig groB wiirden;
vergleiche hierzu belspielsweise die Auswirkung des Zeitschrittes auf das
Feinstrukturmodell gemi Kap.5.2.2.5.1.

¢) der zulidssige Zeitschritt ist wegen at~ 4X ausreichend groB.
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7. Randbedingungen

In diesem Kapitel werden die Randbedingungen zur Integration der Differenzen-
gleichungen angegeben. In axlaler und azimutaler Richtung werden periodische
Randbedingungen angenommen. Die Periodenlingen werden aufgrund experimenteller
Ergebnisse gewdhlt. In radialer Richtung gelten Wandbedingungen. Hierzu werden
die Grundgleichungen iber die Wandmaschen integriert und dabei die stark
variierenden Profile sowie Wandrauhigkeiten durch logarithmische Wandgesetze

beriicksichtigt.

7.1 Periodizitatsbedingung

Die Grundgleichungen sind bezliglich des Ortes elliptischer Natur und erfordern
daher Randbedingungen an allen Oberflichen des betrachteten Strdmungsraumes.
In axialer und beil Plattenkanélen(bzw. Ringspaltkandlen mit Radlenverhiltnis
R2/R1 nahe Eins)in azimutaler Richtung missen - da der numerisch simulierte
Stromungsraum bei vorgegebenen Maschenweiten nicht beliebig groB3 gewzhlt
werden kann - derartige Randbedingungen kiinstlich eingefiihrt werden. Ublicher-
weise [ 29, 83, 94 ] verwendet man hier periodische Randbedingungen:

kartesisch: y (x,+ 4:}(4 ;X *JA->(2 ' X3 )_— 7""41 X, X )

<53 0,14 42, ... (7-1)
zylindrisch: 9 (x+<'X, L/+J'¢’ ‘r) = ; x, Y’,")

Diese Randbedingungen wiren exakt richtig, wenn ﬁ = 2T ist und der Kanal

ein Torus ist mit Umfanglinge X. In allen anderen Fidllen ist diese Randbe-

dingung ohne physikalische Realitdt. In erster Nzherung kann man die perio-

dische Randbedingung, z.B. in axialer Richtung, wie folgt rechtfertigen.

Wenn die Stromungsfelder y in axialer Richtung nur iiber eine Linge X/2

korreliert sind, d.h.(;;(xd,"ﬂ")-;f’ﬁ‘f,*)) ist gleich Null fiir Z2XR , so

kann man fir z>X/2? Jjede beliebige Randbedingung vorschreiben ohne y(*,ﬁ*)

zu beeinflussen und z.B. also auch Periodizitdt fordern. Aus den Messungen

von Comte-Bellot [ 18 ] in Plattenstromung ist ersichtlich, daf die oben definierte

Korrelationslinge axial etwa 1.6 und senkrecht zur Stromungsrichtung etwa 0.8
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mal dem Plattenabstand entspricht. Als Periodenlangen werden daher gewdhlt:

=4 X 2
X4 ;72 { 7 R4/R2 £ 0.2 (7-2)

x=1, @ 2/R1 Re /R > 02
Die von Deardorff [ 29 ] benutzten Werte,>;=3, )<50.7 erscheinen aufgrund

1\

der oben zitierten MeBergebnisse als zu klein.

7.2 Exakte Wand-Bedingung und Galilei-Transformation

An den Winden gilt die exakte Wandbedingung (1-5). Da nur die Bezugsfliche
der radialen Geschwindigkeitskomponente in die Wandfliche fzllt, kann die
exakte Wandbedingung nur hier problemlos simuliert werden:

3= I~ = -
ug)Waug( = "’vf}w”.q =0 (7-3)

Flir die beiden anderen Komponenten sind zusdtzliche Nzherungen zur Approxima-
tion von (1-5) notwendig. Siehe hierzu die folgenden Abschnitte. Zur Ver-
besserung der Stabilitidtselgenschaften und zur Reduzierung numerischer Unge-
nauigkeiten bei Differenzenbildungen wird eine Galilei-Transformation vorge-
nommen. Hierzu wird angenommen, daf das Koordinatensystem nicht ruht, sondern
sich selbst mit einer Geschwindigkeit VG, die etwa der mittleren axialen Ge-
schwindigkeit entspricht, mit der Stromung in axialer Richtung bewegt. Hier-
durch #dndern sich die Grundgleichungen nicht. Lediglich die Wandbedingung fir

die axiale Geschwindigkeitskomponente lautet nun [29]

ul] Wand = “Vx |[Wand = - VG (7-4)

7.3 Wandbedingung flir die axiale Geschwindigkeitskomponente1fx

. - = o . B e = A m s o - S = e e A W . o e e G e M0 M o e S e W o M A e e o e

Es ist von der exakten iiber Maschenvolumina gemittelten Impulserhaltungsgleichung
(3-15) auszugehen. Betrachtet man hier speziell eine Wandmasche, so ist die
Approximation der konvektiven Glieder wegen‘ﬁ}hbsoproblemlos. Dies gilt Jedoch
nicht fiir die diffusiven Terme; hier ist der Term

.
F & {r v (%%*%?)}
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gesondert zu betrachten. Fir eine Wandmasche an der inneren Wand bel r=r, gilt:

1

F64{~ S (2%, )} *M{ [\; aon_??."i)]!/—kwcw} (7-5)

mit der Wandschubspanngng

’Z:-v/ = vo3T .

Wahrend die Terme bei r=ra& wie im Stromungsinneren approximiert werden
1”‘/ )
da das Geschwindigkeitsprofil
V- gk p
in Wandnidhe zu stark variiert.Statt dessen wird angesetzt:
k'—’ {’zw‘>
T, = Vx, Fi—— (7-7)
w ‘A <0‘A>

A

kdnnen, darf nicht gesetzt werden T“h =

Nimmt man nun ndherungsweise - wie allgemein Ublich [29, 120 ] - fiir die
gemittelte Geschwindigkeit in Wandnzhe ein logarithmisches Profil an

< TW ™ )E. ]
{o(T) = —Kl_ bn [ (F-R1E, )
wobel k die Karman-Konstante ist und E1 die Wandrauhigkelt an der inneren

Wand charakterisiert, so folgt
72
— T -
<X‘Ux>4 = < ‘w,> [ Lo [a, 'Ed]'//i (7-8)

und also

Xx— A 7
= . < wa>
TW4 > <e‘1&3“454l -4 )

Berlicksichtigt man die Galilei-Transformation (7-4), so ist vollstindig zu

schreiben

g Ed] "")
Fir Plattenstromung mit gleichen Wandrauhigkelten an beiden Winden kann <.73v>>

( e, TVG)@‘[M& { T, >‘//z (7-9)

aus einer einfachen Krdftebilanz errechnet werden zu
(T, S =LTu,> = xR (7-10)
A 2 2
In allen anderen Fdllen miissen die mittleren Wandschubspannungen wihrend der

Integration bestimmt werden; vergl.hierzu Kap.7.5.
Fir die Konstanten k, El, E2 wurden von Deardorff [ 29 ] unter Bezug auf die
Messungen von lLaufer [ 76 ] die Werte

4
= 0.4; E, =E, = 8.8-10 (7-11)

*) xﬁ%‘ ist der Wert von 1& in der Wandmasche bel n = 1 gemiB Abb.5
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benutzt. Berechnet man das mittlere Geschwindigkeitsprofil mit dem Prandtl'schen
Mischungswegmodell (2-5) und dem Mischungsweg L gemaB (2-8), so erhdlt man
fiir groBe Abstdnde von der Wand das gleiche Profil, wenn die in (2-8)benutzte

Konstante Aw = 4 gesetzt wird; Aw und E sind also Konstanten, die beide die

1,2
Wandrauhigkeiten beriicksichtigen und nicht unabhinglg gewshlt werden dlirfen.

Der Wert Aw=4 wird daher auch in (5-88) benutzt.

- . - = - 56 - " S o By 4t o B M > . T S W o o o e ey a

Fir die Komponente'ﬁ;/Wand gilt im Prinzip das glelche wie flir die axiale
Komponente. Da hier jedoch die mittlere Geschwindigkeit stets Null ist, wird

hier gesetzt:
2

‘f__
TR < (v (R o

Es wird hier also eine lineare Variation von Cgf angenommen und die dabei
entstehenden Fehler etwas durch die zusidtzliche Bericksichtigung der aus dem
Feinstrukturmodell resultierenden turbulenten Zzhigkelt ;“ korrigiert.

7.5 Berechnung der mittleren Wandschubspannungen

Wie bereits in Kap.7.3 erlautert, konnen die mittleren Wandschubspannungen
a(Tga)/< le) nur bei Plattenstromung mit gleichen Wandrauhigkeiten an beiden
Wdnden aus einer Kraftebilanz unter Berlicksichtigung der Symmetrie berechnet
werden. In allen anderen Fdllen sind <ZL§?,<CqQaus der numerischen Ldsung
selbst zu berechnen. Der Rechengang wird im folgenden fir die innere Wand dar-
gestellt. Flir stationdre Turbulenz folgt Im zeitlichen Mittel aus einer Kridfte-
bilanz am Ring der Wandmaschen gemdB folgender Skizze

\\ (> =<T0)

1 ) 1 g
(LW)J I(T(v> 4P, -ra a (7o15)

RA

q,
1%



D.h. die Wandschubspannung kann aus einer Kraftebllanz berechnet werden,
wenn der mittlere Schubspannungsverlauf(fﬁ?im Inneren bekannt ist. Dieser

wird aus

(rey=- LR >+/“ <1>x>+</' v»)) (7-24)

berechnet. Zu Beginn der Integration wird die Wandschubspannung per Eingabe
vorgegeben und sodann Jewells bei Erreichen der stationdren Losung nach obigen
Formeln neu berechnet. Dieser Vorgang wird dann nach einiger Integrationszeit
wiederholt, bis sich die Wandschubspannungen nicht mehr verindern. Anstelle

der zeitlichen Mittelwerte werden als Niherung periodische Mitte%werte verwendet,
*

was bei ausreichend grofien Priodenlingen keinen Fehler bewirkt.

7.6 Wandbedingung flir die kinetische Energie &'

An der Wand verschwinden alle Geschwindigkeitsschwankungen und also ist

auch die Energie der Schwankungsbewegung Null. Diese Wandbedingung 138t sich
bezliglich der konvektiven Terme exakt berlicksichtigen. Fiir die diffusiven
Terme ist Jjedoch auch die Kenntnis des Gradientenf?fgz‘dnotwendig Es ist

nun nicht sinnvoll diesen Gradienten aus—E' /Wand = E /(AT /z) zu Dbe-
rechnen, da E , wie Experimente [ 18, 76 ] zeigen, in unmittelbarere Wand-

nghe sein Maximum annimmt. Es wird daher gesetzt

PR /ey = 7 -
2 E o e, B,/ (a5,12) (7-15)
mit 0K ¢ £ 1. Fir die Rechnungen wird in dieser Arbeit ¢yq = 0.2 verwendet.

Beil der Berechnung des Quelltermes der Energiegleichung sind Geschwindigkeits-
deformationsquadrate zu berechnen, wobei an den Winden der radiale Gradient
der Abweichung der Geschwindigkeiten von ihrem periodischen Mittelwert bekannt

sein muB3. Hier werden lineare Gradienten-Approximationen verwendet.

7.7 Wandbedingung fir den Druck

e e o e e e Ah Am e P o T = - — -

fy
GemiB (6-12) ist zur Berechnung des Wanddruckes die Kenntnis von 0JUsft/Wand
erforderlich, wobel dies der Fliachenmittelwert der radialen Beschleunigung an

der Wand ist, der sich ergeben wiirde, wenn der Druck nicht berticksichtigt wird.

*) siehe jedoch Kap.lo.4.7
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Betrachtet man die Impulsgleichung dieser Komponente fiir ein derartiges'

auf der Wand aufliegendes Maschenflichenelement, so erkennt man, daf hier
wegen der Wandhaftbedingung alle Terme verschwinden bis auf den radialen
Diffusionsterm:

b g = +
0V« 4 9 +,) 20T -16
ot |waua ¥ o7 ( (v"/u) 2¥ )IWaw( (7-16)

Aus der Kontinuitdtsgleichung (1-8) folgt:

V. v 4 IV _ 0, -
2*.%__‘_;_,;__;?; 2 (7-17)

Hiervon verschwinden zwar alle Terme an der Wand, nicht aber ihre radiale
Ableitung. Zu deren Berechnung werden die in der Wandmasche vorliegenden
Mittelwerte verwendet und also ergibt sich:

Y ’ >, %,
EAC; I CLY. ) R (7-18)
9t Iwoud, 24, RA "y + o Y2 ‘034 ‘

Flir die andere Wand ergibt sich eine analoge Beziehung.



8. Anfangswerte

Anfangswerte sind fiir die Geschwindigkeitsfelder u und das Feld der kineti-
— =

schen Energie E' der Feinstruktur vorzugeben. Aus Effektivititsgriinden sind

diese so vorzugeben, daBl sie bereits moglichst weltgehend der im statistischen

Sinne stationiren Ldsung entsprechen.

8.1 Anfangswerte des Geschwindigkeitsfeldes

Der direkten Simulation turbulenter Stromungen liegt die Hypothese zugrunde,
dafl die Anfangswerte prinzipiell auf die statistischen Eigenschaften der
Losung ohne EinfluB sind, wenn diese einen statistisch stationiren Zustand
erreicht hat [ 29]*>. Um die Rechenzeit bis zur Errelchung dleses station’iren
Zustandes klein zu halten, wird man Jedoch Anfangswerte wihlen, die berelts
moglichst weitgehend dem stationiren Zustand entsprechen. Hierzu werden von

den Anfangswerten folgende Eigenschaften gefordert:

- Einhaltung der Randbedingungen;

- Ubereinstimming der mittleren Geschwindigkeiten mit entsprechenden experi-
mentellen Angaben;

- Ubereinstimmung der mittleren kinetischen Fnergien mit entsprechenden
MeBwerten;

- Sinnvolles Energlespektrum, das bei hohen Wellenzahlen mit dem Kolmogorov-
Spektrum (4-4) Ubereinstimmt;

- Einhaltung der Inkompressibilititsbedingung.

Zur Erfiillung der beiden ersten Forderungen wird das mittlere Geschwindigkeits-

profil entsprechend den Messungen von Laufer [ 76 ] vorgegeben.

Die Geschwindigkeitsschwankungen um diese Mittelwerte werden zur Einhaltung
der Inkompressibilitdtsbedingung aus einem Vektor—Potential{F%g’PM;} [ 2,121 ]
berechnet:

T, = &, Po,
W, =z Pet, (8-1)

0y = - L Sp(r Pt L dy (Poty) + <)

*) Die Gliltigkeit dieser Hypothese wird durch die Tatsache gestiitzt, daB gemids
Kap.10 fir verschiedene Maschennetze gleiche Ergebnisse erzielt wurden .



Man erkennt leicht, daB das so bestimmte Geschwindigkeitsfeld die Kontinuitdts-
gleichung in allen Maschen flr beliebigePotentiale{?otl, PotESerfullt.

Zur Erzeugung eines Geschwindigkeitsfeldes mit sinnvoller Energieverteilung
werden die Potentiale{?otl, Potélunter Verwendung eines Zufallszahlengenerators
mit entsprechend vorgegebener Schwankungsbreite so erwiirfelt, dal die kinetische
Energie im Mittel flir die drei Geschwindigkeitskomponenten den Messungen

von Comte-Bellot [ 18 ] entspricht. Zur Erzeugung eines Kolmogorov-Spektrums
wird ein Algorithmus verwendet, der, ausgehend von je einem random vorgegebenem
Wert an den Wanden und in der Mitte, die Potentialwerte Jjeweils zundchst auf
halber Strecke zwischen Maschen mit bereits festgelegten Potentialwerten so
erwirfelt, daB die daraus resultierenden Geschwindigkeiten proportional zu

P2 3 mit den Nachbarwerten korreliert sind, wobei r der Abstand zwischen den

beiden Bezugsmaschen ist. Gemdf (4-5) entspricht diese Korrelation dem k—s/5
Verlauf des Kolmogorov-Spektrums. Abb.16 zelgt ein derart erwiirfeltes Geschwin-

digkeitsfeld und das zugehdrige Energiespektrum bezliglich der axialen Wellen-
zahlen. Die Ubereinstimmung mit dem Kolmogorov-Spektrum ist zufriedenstellend,
wenngleich das erzeugte Geschwindigkeitsfeld etwas zu random erscheint; dies
beruht auf der Berechnung der Geschwindigkeiten mittels Differentation der Po-
tentiale gemiB (8-1).

Das hier verwendete Verfahren ist lediglich heuristisch begriindet. Fox -Deardorff
[ 44 ] berichten andeutungsweise iiber ein Verfahren,bei dem das Energiespektrum
in mathematisch begriindbarer Weise offenbar durch Vorgabe der Fourier-Transfor-
mierten des Geschwindigkeitsfeldes den Anfangswerten aufgepragt wird. Dies Ver-
fahren ist jedoch in 2zylindrischen Koordinaten nicht anwendbar.

8.2 Anfangswerte der kinetischen Energie &'

> o o > - e e e e A A e S r e S A i o . Ay A

Die kinetische Energle der Schwankungsgeschwindigkeiten innerhalb der Maschen
wird aus dem Geschwindigkeitsfeld so bestimmt, daB sie bei Vernachlassigung
der konvektiven und diffusiven Terme der stationiren Losung von (5-44) ent-
spricht?

J E _ N Vo //l__ G V=133 _’. P (8-2)
= ¢ hoor (F)%- 2 (8" =

N V= C 2 2 _
' = —c-gi-—[., D (8-3)
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9. Uber das Programm TURBIT-1

Die numerische Simulation turbulenter Stromungen erfordert wegen der umfang-
reichen Datenmengen und groBen Rechenzeiten eine mdglichst optimale Programm-
technik. Die hier verwendeten Programme sind weltgehend in FORTRAN programmiert.
Assembler-Programme werden zur dynamischen Kernspeicherausnutzung und zur Be-
stimmung der zuldssigen Rechenzeit benutzt, damit vor einer eventuellen Zeit-
iberschreitung alle bis dahin errechneten Losungen auf Hintergrundspeicher ge-
rettet werden konnen. Eine wesentliche Grundlage der Programme bildet eine
dynamische Datenverwaltung. Hierzu werden die erforderlichen Datenfelder bis
auf das Hilfspotentialfeldyxin Blocke unterteilt. Ein Block umfaBt alle Werte
einer Variablen in einer Ebene parallel zu den Wianden. Ein Unterprogrammpraket

[ 126 ] verwaltet diese Bldcke, wobei aktuell nicht benctigte Blocke, wenn
der Kernspeicherplatz nicht ausreicht, automatisch auf einen Direktzugriffs-
speicher ausgelagert werden. Durch entsprechende Programmierung wird erreicht,
daB pro Zeitschritt Jeder Block maximal nur ein Mal ausgelagert bzw. gelesen
werden muf3. Mit Hilfe von Assembler-Unterprogrammen wird daflir gesorgt, daf3
hierbei der verfligbar Kernspeicher optimal ausgenutzt wird. Unabhingig von

der Anzahl der Maschen in radialer Richtung mlissen zur gleichen Zeit maximal

34 Blocke in den Kernspeicher passen. Das Unterprogrammpaket erweist sich als
derart effektiv, daB die Kosten der Rechnung gerade dann ihr Minimum annehmen,
wenn der Kernspeicher so klein gewidhlt wird, daB nur diese minimale Anzahl

an Bldcken in den Kernspeicher paBt. Das Programm benotigt daher fiir Probleme
mit 64*32 Maschen fiir eine Ebene parallel zu den Winden sowie 32 Maschen in
radialer Richtung (ohne Overlay fiir den Programm-Modul) 820 K Byte Kernspeicher;
hiervon entfallen ca.260 K auf den Platz fiir das Hilfspotentialwp,ca. 200 K

auf die Programminstruktionen sowie ca.30 K auf Ein-/Ausgabe-Buffer. Bei dem

an der IBM 370/165 in Karlsruhe verfiigbaren Kernspeicherplatz von ca.1500 K Byte
sind also Probleme mit 64x64%32 Maschen rechenbar. Eine weitere erhebliche
Reduzierung des Kernspeicherbedarfs wire bel der Aufteilung des Hilfspotential
in Datenbldcke und Ldsung der Poisson-Gleichung mit Hilfe des in [ 125,128 ]

beschriebenen Transponlerungsverfahrens moglich.

Zur Vermeidung unnotiger Rechenoperationen werden alle wihrend der Rechnung
unverandert bleibenden Ausdriicke zu Beginn der Rechnung einmal berechnet.
Diese Art der Optimierung kann man nicht einem optimierenden Ubersetzer iiber-

lassen, da dieser nicht iiber mehrere Unterprogramme hinweg optimieren kann.
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Weiterhin werden mehrfache Indizierungen vermieden und die stattdessen be-
notigten komplizierten linearen Indices ohne Multiplikationen berechnet.
Zur Minimlerung der Anzahl der Wurzel-Operationen wird nicht die kinetische
Energie 'ET sondern ( VE\’)IQ gespeichert.

Zur Xontrolle der Rechnungen und fiir die Darstellung der Ergebnisse werden
Unterprogramme [ 84, 124] zur grafischen Ausgabe der skalaren und vektoriellen
Felder als Hohenlinien- bzw. Vektor-Felder verwendet, die insbesondere fiir
zylindrische und andere krummlinige Koordlnaten geeignet sind. Die Darstellungen
von gemlittelten GrdBen als Funktion des Radius bzw. Wandabstands wurden mit

dem Programm GRAPHIC [39] erzeugt.

Ein grofies Problem stellt der Nachweis flir die Fehlerfreiheit der Programme dar.
Es fehlt fir die betrachteten Geometrien an Testproblemen mit analytischen

bzw. anerkannten numerischen Ldsungen, bei denen alle Terme der zu integrierenden
Gleichungen in nichttrivialer Weilse beansprucht werden. Die verwendeten Test-
probleme stellen laminare Stromungen dar; vergleiche hierzu Anhang 8. Die I5-
sungen fir turbulente Stromungen kdnnen nur anhand experimenteller Ergebnisse
getestet werden. Siehe hierzu das folgende Kapitel.

Das erstellte Programm trdgt den Namen TURBIT-1; TURBIT ist die Abkiirzung flr
TURBulenter Impuls Transport.
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10. Numerische Ergebnisse

10.1 Spezifikation der berechneten Fdlle

Es werden zwei physikalisch verschiedene Probleme behandelt: ein Plattenkanal

und ein Ringspaltkanal mit Radienverhiltnis R2/R1=5. Die beiden Probleme werden
mit K (kartesisch) bzw.Z (zylindrisch) gekennzeichnet. Fiir jeden Problemfall
werden vier verschiedene Fille K1, K2, K3, K4 bzw. Z1, Z2, 23, Z4 betrachtet,

die sich bezliglich GroBe und Form der Differenzennetz-Maschen sowie der Perioden-
lingen unterscheiden. K1, Z1 sind die Fille mit der kleinsten ; K4, Z4 sind

die Fille mit der grdBten Maschenzahl. Die genauen Angaben zur Spezifikation

der insgesamt 8 Fille enthalten die Tabellen 12 und 13. Rir die Fille K4, Z4

werden in radialer Richtung nichtiquidistante Maschen verwendet:

n 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 lo 11 12 13 14 15 16
32 31 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17

oXy, | 1B A | 1 T |
at |0.018 0.02 0.022 0.027 0.033 0.038 o.olo o.ol2

In den anderen Fillen werden Hqudistante Maschen verwendet. Man beachte, daf3
die Anzahl der Maschen mit 655%6 in den Fillen K4, Z4 wesentlich grdBer ist
als die von Deardorff in [29] verwendeten 6720 bzw. in [33] 32000 Maschen.
Diese Zahlen bilden programmtechnisch nicht die obere Grenze, die allein durch
die verflighare bzw.vertretbare Rechenzeit gegeben ist. Wie in Tabelle 12 ange-
geben, sind die Rechenzeiten erwartungsgemif (Abb.4) bereits so groB, daf

eine weitere VergrdBerung der Anzahl der Maschen nicht vertretbar erscheint.

Bei den Fdllen K1-K3, Z1-Z3 wurde von randomen Anfangswerten gemiB Kap.8 ausge-
gangen; flr die Fille K4,Z4 wurden die Anfangswerte durch Interpolation aus den
in K3, Z3 ermittelten Ldsungen gewonnen. In diesem Sinne bestehen die fiir

K4, Z4 angegebenen integrierten Zeitschritte sowie Maschinenrechenzeiten aus

der Summe der fiir K3, 73 sowie danach fiir K4, Z4 alleine aufgewendeten Werte.

Tabelle 14 zeigt die pro Zeltschritt bendtigte Rechenzeit. Die Integration der
VE" _Peinstrukturenergle benStigt durchschnittlich 33%, die der Geschwindigkeiten
ohne Druckkorrektur 57% und die Berechnung des Hilfspotentialsqy bzw. des Druckes p

lediglich knapp 10% der Rechenzeit pro Zeitschritt.
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10.2.1 Raumliche Stromungsbilder

Einen Eindruck von dem Aufwand, sowie den Ergebnissen der direkten numerischen
Simulation einer turbulenten Stromung vermitteln die Abbildungen 17 bis 20.

In diesen Abbildungen sind rdumliche "Momentaufnahmen" der Stromungsfelder

in Form von Vektor- und Hdhenlinienzeichnungen dargestellt. Hierbeil handelt

es sich Jewells um eine willkiirlich herausgegriffene Ebene des Stromungsraumes.
Von den Geschwindigkeiten wird stets nur das Schwankungsfeld 1:—_4"5 g-—p<€0 dar-
gestellt, wobei die Geschwindigkeitskomponenten innerhalb der Zeilchenebene durch
Vektoren gekennzeichnet sind, die vom betrachteten Ort ausgehen und in Linge

und Richtung dem Geschwindigkeitsvektor entsprechen; die senkrecht zur Zeichen-
ebene vorherrschende Schwankungsgeschwindigkeit ist durch Hohenlinien mit
konstantem Niveauunterschied wiedergegeben. Man erhdlt hierdurch ein plastisches
Bild der Strdmungsvorginge. Daneben enthalten die Abbildungen 18, 19, 20 Hohen-
linien-Darstellungen der Feinstrukturenergieiﬁ sowle des durch (6-3) definierten
Druckes p. Hierbeil sind Hohenlinien 2zu negativen Funktionswerten gestrichelt
und die zu positiven durchgezogen gezeichnet; letztere tragen zudem Markle-
rungen die zur Identifizierung der Hohe anhand nebenstehender Legende dienen.
Die Darstellungen tragen an den Riandern Markierungen, die den Abstand der
Maschen charakterisieren. Bel den Vollringdarstellungen liegen diese Markie-
rungen teilweise innerhalb des Stromungsraumes (z.B.Abb.17). Man erkennt hier
ibrigens deutlich die nichtiquidistanten radialen Maschenweiten sowie die Ein-

haltung der periodischen Randbedingungen.

Das wichtigste Ergebnils, das diese Bilder verdeutlichen, ist die Tatsache, dafB
die dargestellten Stromungsfelder tatsdchlich so unregelm:#8ig erscheinen, wie
man sich eine turbulente Stromung vorstellt. Diese Tatsache ist ein gewichtiges
Argument fur die formale Fehlerfreiheit des verwendeten Programms, denn viele
Programmfehler fihren erfahrungsgemdf zu irgendwelchen, physikalisch nicht

erkldrbaren RegelmdBigkeiten.

Die erkennbaren systematischen Erschelnungen sind dagegen gerade so, wie man
es physikalisch erwartet. So stellt man liberall fest, daB in Wandnzhe die
grofiten Schwankungsbewegungen auftreten; also gerade dort, wo die Produktion
an kinetischer Energle wegen der groBen Geschwindigkeltsgradienten erwartungs-

gemiB grofB ist. Wegen der groBen Geschwindilgkeitsschwankungen sind hier auch
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die %fT -Werte maximal und die Drlicke extremal. Besonders interessant sind

die in Abb.19 deutlich erkennbaren, schriag in Stromungsrichtung von der Wand
zur Mitte sich hinziehenden Feinstrukturspitzen. Es konnte sich hier um

einen der vielfach beobachteten Intermittenz-Vorginge handeln [ 89, 115, 120 ],
bel denen in grofien Bereichen relative Ruhe herrscht und die dabei aufgestaute
Inergie gelegentlich stoBartig von der Wand zur Mitte transportiert wird.

Die Bllder flir die Probleme mit vielen Maschen sind zu verwirrend, als daB

man die Bewegungen im einzelnen verfolgen kdnnte. Hlerzu ist Abb.20 fiir den

Fall Z1 schon eher geeignet.

lo.2.2_ Zzeitfunktionen und Spektren_

Abb.21 demonstriert das Stromungsverhalten als Funktion der Zeit an einem

Ort bei r=0.844, wo gemdB Abb.44 die mittlere Schubspannung'itq!-vx'>
positiv ist. Dargestellt sind die Geschwindigkeitskomponenten sowie die daraus
berechnete makroskopische Energie, das momentane Produkt V.V, sowie die
Feinstrukturenergie éT von t=0 an, wo randome Anfangsbedingungen vorliegen
bis t ™ 5. In realen Dimensionen entspricht diese dimensionslose Zeit bei

B = 18 cm, Re = 240 000 und ﬁo = 0.80 m/s gemiB [18] etwa einer Sekunde in
realer Zeit. Vielleicht sollte man hier eine noch stirker schwankende Bewegung
erwarten; man muf3 jedoch bedenken, daf infolge der rdumlichen Mittelung uber
einzelne Maschen auch die zeitlichen Funktionen geglittet werden.

Man sieht aus dieser Abbildung, dafl die Stromung offensichtlich Keiner echt
stationdren Ldsung zustrebt (wie bei laminarer Stromung). Zudem sieht man, daB
nach einiger Zeit die "Reynolds-Spannung" V, Vs tatsichlich iiberwiegend positiv

ist.

Von den dargestellten Zeitfunktionen wurden Energiespektren berechnet und in
Abb.21 unten rechts aufgetragen. Aufgrund der nicht vorhandenen Periodizitit
entsteht bei groSen Frequenzen (hier umgerechnet in dimensionslose Wellenzahlen)
ein offensichtlich grofer Beitrag des Aliasing-Fehlers [50,9]. Die daneben dar-
gestellten Spektren der rdumlichen Funktionen Wy (x) Vy(x) Uy(X) haben der-
artige Fehler nicht, weil diese Funktionen modellimanent periodisch sind. Dennoch
zeigen beide Spektrenarten Ahnlichkeiten der Art, daB es in der Mitte einen
Bereich entsprechend k—5/3
abfdllt. Dies zeigt sich deutlich auch bei den Spektren fiir die Fialle KU, Z3

gibt, der bei hohen Wellenzahlen proportional K7

(Abb.22), wo in axialer Richtung mehr Maschen und folglich mehr Wellenzahlen
darstellbar sind.
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lo0.2.3 Problem der Mittelwertbildung

Unabhingig von den rdumlichen Momentaufnahmen bzw.den instationzZren Variationen
an einem Ort sollte die Stromung in ihren statistischen Eigenschaften einem
stationdiren Zustand zustreben. In Kap.lo.4.1 wird diskutiert, ob dieser Zustand
erreicht wird. Im stationdiren Zustand sollte bel grofier Anzahl von Maschen

in dmax-‘f—bzw. xl—xe—Ebenen die zeitliche Mittelung durch periodische Mitte-~
lung iiber diese Ebenen ersetzbar sein. Die Gliltigkeit dieser Annahme wurde bei
der Auswertung der Ergebnisse stets angenommen., Da sie aber unter den gegebenen
Bedingungen (nicht ganz stationir, nur wenige Punkte) nicht tatsichlich zu-
treffend ist, zeigen die in den Abbildungen 26 bis 64 dargestellten Perioden-
mittelwerte grofe Schwankungen. Der Ersatz der Periodenmittelung durch zeitliche
Mittelung alleine ist nicht praktikabel. So zeigt z.B. Abb.65 die Geschwindig-
keiten an einem Ort als Funktion der Zeit fir den Fall K3. Zur Erzeugung dieser
Kurve ist eine Rechenzeit von 2 Stunden auf einer IBM 370/165 erforderlich und
offensichtlich ist diese Rechenzeit nicht geniigend, um Mittelwerte mit aus-
reichend kleinen Schwankungsbreiten zu errechnen. Die Kombination beider Mitte-
lungen wire winschenswert., Hierbei miiBten dann jedoch alle Auswertungen gleich-
zeltig mit der Integrafion erfolgen, denn eine Zwischenspeicherung der Daten
fiir spitere Auswertungen ist bei den Fillen mit 65 000 Maschen nahezu unmoglich;
man halte sich vor Augen, daB die Werte der drei Geschwindigkeitskomponenten
plus der Feinstrukturenergie hierbeli pro Zeltschritt lO6 Byte Speicherplatz

benotigen; ein Magnetband faft vergleichsweise ca.lo7 Byte.

10.2.3 Anteil der makroskopischen Struktur an den turbulenten Vorgingen

In den Abb.43 und 44 sind fiir je einen Platten- und Ringspaltkanal die Schub-
spannungen als Funktion des Radius (bzw. Wandabstandes) dargestellt. Hierbei

ist lediglich der schraffierte Bereich auf das Feinstrukturmodell geméR Kap.5.2.3.1
zurickzufiihren. Damit sehen wir also das erfreuliche Ergebnis, daB der iber-
wiegende Anteil des Impulstransportes durch die makrcskopische Struktur realisiert
wird. Das hier verwendete Verfahren simuliert den turbulenten Impulstransport

also tatsHchliceh vorwiegend durch die direkte Integration der Navier-Stokes-

Gleichungen.

In den Abb.34 und 35 ist die kinetische FEnergie der Lisungen aufgeschliisselt
nach ihren Berechnungsverfahren. Der Anteil zwischen der Nullinie und der
ersten Kurve entspricht der Feinstrukturenergie Q?. gemil Kap.5.2.2. Der
folgende Bereich wurde gemifB (5-92) berechnet; er ist nur in Wandnihe, und

auch da nur gering von Null verschieden. Der dariiberliegende Bereich ist
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schlieflich die von der makroskopischen Struktur wiedergegebene Energieanteil.
Dieser Energieanteil ist offensichtlich nicht wesentlich groBer als der Anteil
der Feinstruktur; die hierfilir verwendeten Modelle sind also flir die lokalen

Vorginge von nicht vernachléassigbarer Bedeutung.

In den folgenden Kapiteln werden noch an mehreren Stellen Einzelergebnisse
diskutiert, die die physikalische Glaubwlirdigkeit des Verfahrens unterstiitzen.
Insbesondere wird wohl deutlich, daf3 schon die relativ groben Aufldsungen in
den Fidllen K2, Z2 verniinftige Ergebnisse erbringen; der groRe Aufwand fiir die
feinere Aufldsung in den Fillen K4, ZU also fiir zukiinftige Fragestellungen
nicht unbedingt notwendig sein wird.

10.3.,1 Maximale Geschwindigkelt

Im folgenden wird das errechnete Maximum des mittleren Geschwindigkeltsprofils
Q:Qﬁbmax mit entsprechenden Angaben aus der Literatur verglichen; siehe
hierzu Tabelle 15.

Die Ubereinstimmung der errechneten mit den gemessenen Werten bei entsprechen-

der Reynolds-Zahl llegt nahezu innerhalb der experimentellen MeBfehler.

Flir den Ringspalt wird von Barthels [11] und Maubach [88] eine Verkleinerung
der maximalen Geschwindigkeit um 1-2% im Vergleich zur Plattenstromung vorher-
gesagt. Die hier berechneten Werte liegen um 0-10% unter denen fiir Platten-

stromung. Die Tendenz wird also richtig wiedergegeben.

10.3.2 Geschwindigkeitsprofil

Abb.26 zeigt fiir Plattenstromung die berechneten Geschwindigkeitsprofile. Die
von Comte-Bellot [18] und Laufer [76] berichteten MefSwerte sind gestrichelt
eingezeichnet.Die Unterschiede zwischen MeBwerten und numerischen Ergebnissen
sind dabei kaum erkennbar. Die Profile fiir Ringspaltstromung gemzaB Abb.27 zeigen
die erwarteten Verschiebungen der Maxima zum inneren Rand. Besser als die
graphische Darstellung des Profils ist die Differenz zwischen maximaler und
mittlerer Geschwindigkeit ein MaB8 fiir die Ubereinstimmung der errechnesten mit

den gemessenen Profilen. Die entsprechenden Zahlen enthilt Tabelle 16.
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Man erkennt, daB die berechneten Werte gut mit den MeBwerten uUbereinstimmen.
Ganz deutlich ist hler eine Verbesserung der Ergebnisse im Vergleich zu denen
von Deardorff festzustellen. Dies diirfte vorwiegend auf die Aufiteilung des
Feinstrukturmodells in einen lokallsotropen und einen inhomogenen Anteil

zuriickzufilhren sein (Kap.5.2.1).

10.3.3 Schwankungsgeschwindigkeiten

P 2 4/1
In den Abb.28-30 sind die mittleren Geschwindigkeitsschwankungen <134513)
[3

flir die verschiedenen Komponenten fiir Plattenstromung aufgetragen. Entsprechende
Ergebnisse zeigen dle Abb.31-33 flir den Ringspalt. Fir Plattenstrdmung wurden
zum Vergleich die MeBwerte von Comte-Bellot (gestrichelt) mit eingezeichnet.
Die Ubereinstimmung der mittleren Betrige kann als gut bezelichnet werden.

Die numerischen Werte zeigen keine ganz so groBe Variation mit dem Wandab-
stand wie die experimentellen. Dles liegt zum Tell daran, daB die Feinstruktur-
energie entsprechend der Lokalisotropie-Annahme Jewells gleichmidBig den ver-
schiedenen Komponenten zugeordnet wurde. Auf Jeden Fall sind diese Ergebnisse
wesentlich besser als die von Deardorff [29] berichteten. Dort liegen die
Betrige der Schwankungsgeschwindigkelten durchweg wesentlich hdher als die
MeBwerte. In Wandnihe wurden beispielsweise flir die axialen Geschwindigkelts-
schwankungen Maxima von 5 angegeben; dies ist etwa doppelt so grofi wie der
entsprechende MeBwert von Comte-Bellot [18]. Auch hier wird die verbesserte
Ubereinstimmung als Folge der Auftrennung in ein lokalisotropes und ein in-

homogenes Feinstrukturmodell angesehen.

In den Abb.31-33 ist erkennbar, daf (mit Ausnahme von Z4) die Geschwindigkeits -
schwankunger: bei Ringspaltstromung am inneren Rand kleiner als am HufBeren

Rand sind. Dies entspricht den physikalischen Realititen insofern, als fur
R1/R2—>0, d.h. flir ein Kreilsrohr, die Schwankungsintensitit ihnlich wle bei
der Platte, in der Mitte ein Minimum annimmt. Die Abweichung bei Z4 wird

auf nicht ausreichende Stationiritit zuriickgefiihrt (vergl.Kap.lo.4.1).

lo.3.4 Axiale Korrelationen

Die Zwei-Punkt-Korrelationen der axialen Geschwindigkeitskomponenten Iln axlaler
Richtung wurden errechnet und im Vergleich zu den Medwerten von Comte-Bellot

[18] in den Abb.36 fiir x,=0.5(Mitte) und 37 flir x,=0.031 (Wandnihe) dargestellt.

3 3
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Die Ubereinstimmung der numerischen Werte ist flir die Fdalle K2-K4, bei denen
die Periodenlinge 4 betridgt, im Rahmen der statistischen Streuungen zufrieden-
stellend. Entsprechende Korrelationen fiir die anderen Geschwindigkeitskompo-
nenten sind flir x3=0.5 in Abb.38 dargestellt. Vergleichsmessungen sind hier
nicht bekannt. Die Korrelationskurven bestdtigen deutlich das von Deardorff
festgestellte Ergebnis [29], wonach die axiale Komponente iiber groBere axiale
Strecken hinweg korreliert ist, als die anderen beiden Komponenten. Dieses
Ergebnis wurde jedoch vor Deardorff schon von Comte-Bellot (18] durch Be-
stimmung der Korrelationslingen aus Spektrenmessungen gefunden. Diese Korre-
lationslingen sind in den Abb.30 bis 41 flir die Plattenkanzile aufgetragen.

Die gestrichelte Kurve entspricht den Messungen von Comte-Bellot. Auch hier
kann die Ubereinstimmung als zufriedenstellend angesehen werden. Entsprechende
Ergebnisse - allerdings ohne experimentellen Vergleich - zeigt Abb.42 fir

einen Ringspalt.

10.4 EinfluB der Modellparameter

- 4 - = = B M . . o oo

Es 1st nicht ganz problemlos zu entscheiden, ob die Losungen, iliber die hier
berichtet wird, im statistischen Sinne als stationir zu betrachten sind. Die
Periodenmittelwerte schwanken noch nach relativ langer Integrationszeit

stark. Dies gzeigen besonders deutlich die Abb.45 und 46, in denen die Perioden-
mittelwerte der Beschleunigungen dargestellt sind. Beachtet man, daB der Druck-
gradient lediglich eine Beschleunigung vom Betrage 2 bewirken kann, so sind

die Schwankungen der mittleren Beschleunigungen erstaunlich grof. Dies gilt
auch fiir die Fdlle Zl1 und Z2,wo die gemifi (1-41) notwendige "Einlaufzeit"

weit Uberschritten wurde. lLediglich aus der Systematik der Variationen der
Beschleunigungen flir die Fille K4, Z4 kann man daher schliefilen, daB zumindest
hier der stationdre Zustand noch nicht erreicht wurde. Ein besseres MaB flir

die Annzherung an den stationidren Zustand ist der zeitliche Verlauf der iber
das ges%pte Stromungsvolumen zu einem Zeitpunkt gemittelten makroskopischen
Energle <EY sowie der Feinstrukturenergie KYEr> (t). Fiir die Fidlle

K1l und 23 sind diese GrdBen als Funktion der Zeit in Abb.47 aufgetragen.
Wihrend die Schwingungen bel K1 deutlich kleiner werden, ist entsprechendes

fiir Z3 nur weniger ausgepriagt festzustellen. Aus diesen und Zhnlichen Kurven
folgt: Als hinreichend stationar kann man die Losungen K1, X2, Z1, Z2 ansehen;



bei den Fiallen K3, Z3 diirften die Abweichungen unwesentlich sein; die
Fille K4, Z4 sind jedoch noch nicht stationir im statistischen Sinne.
Andererseits ist eine wesentliche Verlingerung der Problemzeit in den

Fillen K4, ZU4 wegen der grofien Rechenzeiten kaum vertretbar.

10.4.2 Periodenlingen

Ein MaB flir die ausreichende GroSe der Periodenlingen Xl’ X2 bzw.X,#
bilden die Abweichungen der Zweil-Punkt-Korrelationen fiir Abstinde X1/2,
X2/2 bzw. X/2, #/2 von Null. Axiale Korrelationskoeffizienten wurden bereits
in Kap.lo.3.4 diskutiert. Eine anschauliche Vorstellung der Korrelationen
vermitteln zudem die Abb.24 und 25. In Abb.24 sind mittels Hohenlinien fiir
Kl, K2, K3 dargestellt:
p('ud ( x4', xz', Xg)"uz' (XJ""X")XAI;XJ) )

1>< v (X, x,”, x)3)
Entsprechend zeigt Abb.25 flir die Fdlle Z1, 22, 23:
72’“5 (X', @ 4) - U (X, ¢+, +) >

o x40 2D

RC( (X?UXA):

Rf.‘c' (4’[?) =

Die offensichtlichen Symmetrien sind eine Konsequenz der Periodizitzt und der
Periodenmittelung. Man erkennt aus Abb.24 und 25) daf3 die Korrelationen mit
wachsendem Abstand der korrelierten Punkte zunidchst rasch abfallen und dafB
dieser Effekt in allen Fidllen etwa gleich gut wiliedergegeben wird. Auf halber
Strecke der Periodenlingen kann man Jedoch nur bei den Fillen mit X1=4 bzw.

@ = 2 von hinreichend kleinen Korrelationen sprechen (um + 10%). Bei den
Fdllen K1 und Z1 sind dort jedoch noch erhebliche Korrelationen (Kl:f 20%;
Z1: -60%) feststellbar. Die Periodenlingen X =2 bzw.$ =mWsind demach nicht
ausreichend. Aus Zhnlichen Bildern flir Plattenstrdming folgt auch, daB X2=1
zu klein 1ist; dies zeigt einen markanten Mangel der Deardorffschen Rechnungen
mit X2=O.7. Dagegen erscheinen die bel K2-K4, Z2-Z4 gewzhlten Periodenlingen

als ausreichend.

10.4.3 MaschengrdBe

Fir den numerischen Aufwand sind neben den Periodenliangen die erforderlichen
MaschengroBen von entscheidender Bedeutung. Die Forderung XM > 30 als Voraus-
setzung fiir die Existenz lokaler Isotropie ist lediglich bei den Fdllen Ki,
Z4 gegeben. Immerhin konnte gezeigt werden, daB es praktisch mdglich ist,
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diese Voraussetzungen zu realisieren. Wie aus den bereits diskutierten
Ergebnissen, sowie aus den Abbildungen 26 bis 64 hervorgeht, sind die ge-
mittelten Ergebnisse flir die Fdille mit unterschiedlichen Maschengroden
nicht signifikant voneinander verschieden. Zudem wurden alle Fzlle der
gleichen Geometrie mit stets gleichen Programmen und Modellkonstanten

gemdB Tabelle 13 realisiert. Diese Ergebnisse zelgen, daB bereits mit einem
Aufwand, wie er fiir die Fdille K2, Z2 bendtigt wurde, physikalisch sinnvolle

Ergebnisse berechenbar sind.

10.4.4, Zeitschritt a t

Flir den Fall K2 wurde, ausgehend von der Ldsung bei t=3.8 iiber eine zusitzliche
Zeitspanne von 0.096 integriert. Hierbel werden 3 Fdlle betrachtet:

beide mit ch
gemiB (5-73)

309 gemdaB (5-73) berechnet

wie fiir at=0.0015

Fall b) at = 0.003
Fall c) ot = 0.003

Fall a) at = 0.0015 }

Die Fdlle b) und ¢) ergaben Ergebnisse, die sich beziiglich der Geschwindig-
keiten um ca.l% (bezogen auf die gesamte Anderung innerhalb dieser Zeitspanne
von 0.096) von den Losungen des Falles a) unterscheiden. Hierbel liegen die
Ergebnisse des Falles b) bezliglich der berechneten Feinstrukturenergie niher
an der Bezugsldsung des Falles a) als die gemif Fall c); dies spricht also fir
die Richtigkeit des Korrekturfaktors jc9;
bezliglich der gemittelten Geschwindigkeiten gerade umgekehrt. Aufgrund dieser
J

Erfahrungen ist flir zukiinftige Rechnungen ein Korrekturfaktor “e¢. zu empfehlen,

9

dagegen liegen die Verhdltnisse

der etwas schwicher mit Aot variiert, als es G1.(5-73) angibt.

Die Variation der momentanen Ergebnisse mit kleiner werdendem Zeitschritt kann
nicht als vernachldssigbar klein bezeichnet werden. Dlese Erfahrung wird auch
in [44] berichtet. Im statistischen Sinne scheinen die Auswirkungen Jjedoch

klein zu sein. Eine exaktere Untersuchung steht hierzu Jjedoch noch aus.

10.4.5 Effekt der Integration der Feinstrukturenergiegleichung

Fir den Fall K1 wurde, ausgehend von der Ldsung bei t=5.6, iiber eine zusidtzliche
v—.u

Problemzeit von 1.8 integriert; hierbei wurde einmal E' durch Integration der

dafiir abgeleiteten Transporigleichung,zum anderen - entsprechend der von Dear-

dorff verwendeten Methode -aus (8-3) bestimmt, also ohne hierflir eine zusitz-
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liche Transportgleichung zu integrieren. Im zweiten Fail ergaben sich zunichst
groflere Energien in den Wandmaschen, was durch den fehlenden konvektiven und
diffusiven Transport erklirt ist; diese hoheren Feinstrukturenergien fiihren
sodann zu einer entsprechend groBeren Dampfung der Grobstruktur-Schwankungen.
Dennoch unterscheiden sich die statistischen Mittelwerte schlieBlich nur ge-
ringfiigig. Dies ist ein erstaunliches Ergebnis; hitte man doch erwartet, dal
die Integration dieser zusdtzlichen Transportgleichung, die insbesondere die
unter a) in Kap.5.1.2 genannte Schwiche des Deardorffschen Modells vermeiden
hilft, von wesentlicher Bedeutung flir die Genauigkeit der Ergebnisse ist.
Tatsachlich kann man jedoch zeigen, daB auch bel Berechnung der Feinstruktur-
energien aus einer Transportgleichung diese insbesondere bei kleinen Maschen=-
kanten h nahezu vollstindig mit dem Quellterm P gemdf8 (5-44) korreliert ist.
Um dies deutlich zu zeigen, wurde mit DYSYS [122] folgendes Anfangswertproblem
integriert, das als Modell <cer Gleichung (5-44) angesehen werden kann.

dE _ h.-D*ER - S A
g - c, h-D* E n E
E(t=0) = £, (o)

_ C 2 2
E, (t) = ‘c-; W D
c:g = A , C, = 4.6

Fiir die Deformationsgeschwindigkeit wird eine harmonische Funktion angenormmen,

deren Mittelwert mit den tatsichlichen Werten etwa Ubereinstimmt:

D= 5 W2 [+ sintt)

Der Faktor h-u/3 folgt aus (4-34). Abb.66 zeigt die errechneten Ergebnisse fiir
h = 0.0l, 0.1 und (um den Effekt ganz deutlich zu machen) h = 1. Man erkennt
hieraus, daB die Korrelation zwischen E(t) und der dem einfacheren Modell ent-
sprechenden Energie Eo(t) um so grdfer ist, Je kleiner h ist. Deutliche Unter-
schiede ergeben sich lediglich filir die unnatlirlich groBen Maschenweiten h = 1.
Damit haben wir das flir zukiinftige praktische Rechnungen sehr erfreuliche Er-
gebnis gezeigt, daB der Aufwand fir die zusitzliche Integration der Energie-
gleichung nicht notwendig ist; allerdings ist der dabei einzusparende Aufwand
nicht sonderlich bedeutsam, da der groBte Anteil der Rechenzeit zur Berechnung
des Quelltermes benctigt wird.
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lo.4.6 Die Korrekturkonstanten dl’ g, ¢
Ein weiteres Maf fiir die Korrelation zwischen der Feinstrukturenergie und
der makroskopischen Deformationsgeschwindigkeit ist der durch (5-82) defi-
nierte Faktor 8’3. Dieser, sowle die Faktoren 0'1, 52 gemiB (5-1%, 15),
wurden numerisch ermittelt und in den Abbildungen 48 und 49 fiir die Fdlle
Z2 und K4 aufgetragen. Man erkennt zwar, daB die Faktoren Ui, 0; deutlich
niher an dem vorausgesetzten Wert 1 liegen als der in friheren Theorien zu
1 angenommene Wert ﬂ%. Jedoch sind die Abweichungen von 20% nicht gravierend.
Wie die Abbildungen zeligen, sind diese Faktoren weitgehend unabhinglg vom Ort,
der Maschengrof3e sowie der Kanalgeometrie und konnen daher in zuklinftigen
Rechnungen wie "universelle" Konstanten beriicksichtigt werden:

T, = 405 , A4  TpE 42
Der hier angegebene Wert fir 31 steht im Widerspruch zu der Angabe in Tab. 13

wie im folgenden erlzutert.

10.4.7 Probleme des Modells

Bei den ersten Testrechnungen mit den in Kap.3 bis 8 beschriebenem Verfahren
traten zunichst unerklzrlich groBSe axlale Korrelationen auf; ein Teil dieses
Effektes konnte gemiaB Anhang 7 erkldrt und korrigiert werden. Zusatzlich

zeigte sich, daB dle berechneten Zzhigkeiten des lokalisotropen Feinstruktur-
modells zu groB sind. Mit Hilfe entsprechend kiinstlich veranderter Werte der
Konstanten 61 gemaB Tabelle 13 konnte dlese Tatsache umgangen werden. Der Grund
fiir diese Schwiche des Feinstrukturmodells wird in der fehlenden Berticksichti-
gung der in Xap.5.2, 2.5.2 prinzipiell vorgeschlagenen Korrektur 3 gesehen.
Diese Korrektur soll der Abweichung des tatsichlichen Spektrums vom Kolmogorov-
Spektrum bel kleinen Wellenzahlen Rechnung tragen. Es fehlt hierzu Jjedoch an
quantitativen Aussagen fiir die Lingen L gemiB (5-77,78).

Weiterhin muBte festgestellt werden, dafB die Berechnung der Wandschubspannungen
gemidf Kap.7.5 nicht realisiert werden kann, da bei den verwendeten Perioden-
mittelungen hierflir zu groBe Schwankungen auftreten. Das verwendete Verhiltnis
der Wandschubspannungen entspricht den Angaben von Barthels [11].
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10.5 Bestimmung von Turbulenzmodell-Konstanten

10.5.1 2Zum Energie-Linge-Modell

- T o o o - —

Um die Brauchbarkeit der direkten numerischen Simulation zur Unterstiitzung
von Turbulenzmodellen zu bewelisen, werden gemidf Kap.2 zunichst die durch
(2-13) definierte Linge L sowie der in (2-14) definierte Léngen-Produktions-

term L-PROD berechnet. Flir den Ringspalt werden Integrale J’Hkk ersetzt durch
R2

n! 3@)¢df

_FL x oL+

Ly
Die Ergebnisse sind in den Abblldungen 52 bis 55 dargestellt. Die Linge L
nimmt mit dem Wandabstand Z zunichst stirker als k.z (k=Kirmin-Konstantezu

und erreicht in der Mitte Maxima von ca.0.17. Der prinzipielle Verlauf ent-
spricht den physikalischen Erwartungen. Der Lingenproduktionsterm ist in
der Mitte etwa Null und steigt zu den Wianden hin an; das Verschwinden des
Produktionsterms in der Mitte ist sinnvoll, da er fir homogene Turbulenz
identisch Null ist.

10.5.1.2 Berechnung der Konstanten a
P
Da neben der Linge L auch die Schubspannungen <ﬁxu{>'die kinetische Energie
P
<E>sowie das mittlere Geschwindigkeitsprofil bekannt sind, kann die "Konstante"
a, entsprechend (2-9) fiir jeden Ort z aus
- % wwd
Br 1\ any
eV 5
berechnet werden. Die Ergebnisse sind in den Abb.56,57 dargestellt. Zunichst
wird hieraus deutlich, daB die "Konstante" keine echte "Konstante” ist. Die

q‘( 2)=

Rechnungen ergeben eine schwache Zunahme der "Konstanten" mit dem Wandabstand.
Die groBlen Schwankungen in der Mitte sind eine Konsequenz der mathematlschen
Unbestimmtheit der Definition (0/0); die negativen Werte zelgen, dafB8 die Vor-
zeichen von {ww)y und <w>/2 unterschiedlich sein konnen, wie auch von
Maubach-Rehme [90] diskutiert. Aufgrund der groSen Schwankungen wird der Mittel-
wert a, aus a,(z) gewichtet mit &uw)berechnet. Die dabel berechneten Er-

gebnisse lauten :

Fall| K1 K2 K> K4 Z1 Ze Z3 Z4

0.0848 0.0835 0.0685 0.0672 0.0906 0.091 0.0592 C.0463

a

1



- 104 -

Der mittlere Wert liegt etwa bei 0.075. Die Tatsache, daB dieser Wert kleiner
ist als iliblich angenommen ist, folgt aus den relativ groBen Werten der Linge
in Wandnshe.

10.5.1.3 Bestimmung der Konstanten ay und a

et e . e > G 2 o - . -

Zundchst wird a5 als identisch Null angenommen und lediglich ay betrachtet.

Die aus der Definition

L- PROD

berechneten Werte flr ay als Funktion des Ortes sind in den Abb.58,59 dar-
gestellt, Ahnlich a, fiihrt die Unbestimmtheit der Definitionsgleichung in
der Mitte zu groBen Schwankungen. Unabhingig davon ist Jedoch eine deutliche
Zunahme der "Konstanten" ay mit dem Wandabstand sichtbar. Die mit L-PROD(x)

Q"(Z)a

gewichteten Mittelwerte von a4 sind:

Fall \ K1 K2 K3 Kl 71 72 73 7k

2y 1.049 0.775 1.17 0.513 0.655 0.748 1.12 0.50

Der generelle Mittelwert liegt bei a, = 0.8.

Aufgrund der offensichtlichen Variation mit dem Wandebstand ist die Berlick-
sichtigung welterer Terme zur Approximation der Lingen-Produktion wiinschens-
wert, Verwendet man hierzu den von Rotta vorgeschlagenen zus&dtzlichen Term
mit der Konstanten a5, so ergeben sich die Werte a2y, a5 fir die einzelnen

Falle aus dem Minimum folgenden Ausdruckes f(au, a5):
f(a,, a )=

R2
2
[ wrmonir= [0, 05 1 32 (o1 32 10, 2391
RA

2y

. L-PROD(+) -T o+ L Min
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Die hierbeil gefundenen Ergebnisse zeigt folgende Aufstellung:

Fall Kl K2 K3 K4 Z1 zZ2 Z3 ZU

ay 1.08 0.78 1.6 0.9 0.47 0.44 0.95 0.65

a5 -0.13 -1.5 -1.1 -1.2 0.0 0.92 0.40 -0.13

Man erkennt hieraus:

a) Die Betrige der Konstanten lassen sich hier nur mit groBSen Unsicherheilten
berechnen.

b) Die Betrige der Konstanten a_. liegen in der gleichen GriBSenordnung wie

5

die von a4; die Vernachlissigung des mit a5 gewlchteten Zusatzterms er-

scheint also als nicht gerechtfertigt.

Fur die Platte und den betrachteten Ringspalt sind die optimalen Werte
von a,, a5 unterschiedlich; bei der Platte gilt im Mittel

bei dem Ringspalt mit R2/Rl = 5:

a“ = 0.6, a_ = 0.4

Der Grund fiir diese Unterschiede konnte darin llegen, daB das Minimum

des Produktionsterms beim Ringspalt nzher an der lnneren Wand als das
Maximum des mittleren Geschwindigkeitsprofils liegt, wihrend der Ndherungs-
satz voraussetzt, daB diese Orte zusammenfallen. Aus diesen Ergebnissen
wird deutlich, daB sowohl zur Approximation der Schubspannungen als auch
des Langenproduktionstermes neue Ansitze entwickelt werden sollten, beil
denen die Koinzidenz des Nullpunktes dieser GroBen mit dem Maximum des
mittleren Geschwindigkeitsprofils nicht bereits vom Ansatz vorausgesetzt
wird.
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10.5.2.1 Berechnung der zu approximierenden Terme

Turbulenzmodelle, die fiir <1nyf)'Transportgleichungen enthalten, bendtigen
Modelle fir die Korrelationen
— ’ a‘"c 9'-(’)
Pu, = P (‘;‘g* FEx >

¢y

Diese Terme bewirken den Energleaustausch von Schwankungskomponenten grofer
Intensitdt auf solche kleinererIntensitit [108, 115, S.123, 53, S.253].

Obige Korrelationen wurden allein aus der Grobstrukiur der numerischen
TSsungen berechnet. Abb.6o und 61 zeigen PUll, PU22, PU33, PU13 fir Je

einen Platten- bzw.Ringspaltkanal. In Abb.62 sind die verschiedenen Ergebnisse
fiir PU11 alleine dargestellt. Abb.6o und 61 machen deutlich, daB die berech-
neten Korrelationen dem erwarteten Verlauf entsprechen. PUll ist negativ
wahrend PU22, PU33 positiv sind; es wird also durch den Druck Energie von
der axialen auf die anderen Komponenten iibertragen; PUl3 zelgt die gemiB
Rotta [108] erwartete negative Proportionalitit zu der Schubspannung <, 'u;')
Abb.62 zeigt zwar Unterschiede in den Betrigen der Korrelationen fiir die
verschiedenen Fdlle; die Tatsache, daB die Betridge nicht mit der Anzahl der
Maschen anwachsen, bewelst anscheinend, daB die betrachteten Korrelationen
tatsichlich durch die Grobstruktur dargestellt werden; im Gegenteil ist

PUl1l flir den Fall K4 betragsmifig am kleinsten; dies kann vielleicht auf
mangelhafte Stationdritidt zurickgefihrt werden.

10.5.2.2 Bestimmung der Konstanten kp

Verwendet man den Modellansatz von Rotta (A1-48), wobei <g) berechnet wird

34
aus E'
{g> = Q,- <_L__

mit L gemiB Kap.lo.5.1.1 und als Arbeitswert

a, = 1,

50 kann die "Konstante" kp berechnet werden. Wie erwartet (Al-48 gilt nur fir
homogene Turbulenz [1081) ergeben sich unterschiedliche Werte KPij(Z) fiir
verschiedene Indices i, J von PUij und verschiedene Orte z, wie in Abb.63,64
aufgetragen. In der Regel sind jedoch die Werte, wie vorhergesagt, iiberall

positiv. Der mittlere Wert liegt bei 0.5. Verwendet man anstelle von a2=l
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den von Rotta [116] empfohlenen Wert a2=0.18, so liegen die Betrige der
Konstanten im Mittel beil 2.8 und stimmen damit gut mit der aus Experimenten
folgenden Angabe 2.5 [115, S.126] iiberein. Eine weitergehende Auswertung der
numerischen Ergebnisse zur Berlcksichtigung der Inhomogenitat der Turbulenz
im Modell sollte sich dieser Arbeit anschlieBlen. Weiterhin kann hierbei die
oft diskutierte Beziehung [4] zwischen den Druckschwankungen (Abb.50,51)
und den Geschwindigkeitsschwankungen untersucht werden. Die Brauchbarkeit
des numerischen Verfahrens zu diesem Zweck ist durch oblge Auswertungen wohl

bewiesen.
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11, Schluffolgerungen

11.1 Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse

Es wird ein numerisches Differenzenverfahren vorgestellt, mit dem der drei-
dimensionale, instationire, inkompressible turbulente Impulstransport bei
Reynoldszahlen Rem)'lo5 in Platten- und erstmals auch in konzentrischen Ring-
spaltkandlen durch direkte Integration der Navier-Stokes-Gleilchungen simuliert

werden kann.

Das Verfahren ist in dem Programm TURBIT-1 realisiert. Hierbel wird die maximal
verwendbare Anzahl der Differenzenmaschen wegen einer dynamischen Datenverwaltung
in erster Linie nicht durch den verfigbaren Speicherplatz, sondern allein durch
die vertretbaren Rechenzeiten begrenzt. Es werden 8 verschiedene Fille praktisch
similiert, wobei in zwel Fdllen der betrachtete Stromungsraum in 64%%2%32=655%6
Maschen aufgeteilt ist. Dies liegt wesentlich iiber den frilher realisierten
Maschenzahlen.

Aufgrund dieser noch immer nicht ausreichenden Maschenzahlen ist ein Feinstruktur-
modell erforderlich, mit dem die Reynoldsspannungen, die bei der Mittelung der
Navier-Stokes-Glelchungen liber jeweils eine Differenzennetz-Masche als unbe-
stimmte GrofBen erscheinen, ndherungsweise berechnet werden konnen. Es wird ge-
zeigt, daB diese Reynoldsspannungen nicht Volumen-, sondern Flichenmittelwerte
der Schwankungsgeschwindigkeitskorrelationen darstellen. In dieser Arbeit wird
dabei ein Modell entwickelt, daB sich insbesondere durch folgende Eigenschaften

von frilheren Vorschligen [29, 81], deren Mingel diskutiert werden, unterscheidet:

- Es wird unterschieden zwischen einem lokalisotropen und einem inhomogenen
Anteil. Der lokalisotrope Anteil verschwindet definitionsgemdB im zeltlichen
Mittel. Der inhomogene Anteil erlaubt die Anwendung des Verfahrens auch bei

relativ groBen Maschen.

- Das Modell bericksichtigt die unterschiedliche Ausdehnung der Differenzen-
maschen in den einzelnen Richtungen, sowle die verwendeten Differenzenquo-
tienten. Dies ist die wesentliche Voraussetzung flir die Anwendbarkeit des
Verfahrens bei krummlinigen Koordinaten, wo die Maschenform zwangsliufig

mit dem Ort variiert.

- Die turbulente Zihigkeit wird aus einem Ansatz vom Boussinesg-Typ aus der
makroskopischen Geschwindigkeitsdeformation und der kinetischen Energie der
Schwankungsbewegung innerhalb einer Masche berechnet, fir die eine gesonderte
Transportgleichung mitintegriert wird.
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- Das Modell flr den lokalisotropen Anteil der Feinstruktur wird in weit-
gehend exakter Weise aus der Voraussetzung lokalisotroper Turbulenz
mit Kolmogorov-Spektrum quantitatliv berechnet. Die Ldsungen der hierbel
auftretenden komplizierten Integrale werden durch handliche Naherungen
approximiert.

Durch entsprechende Auswertung bekannter, experimenteller Ergebnisse wird
gezeigt, daB die Voraussetzungen des lokalisotropen Feinstrukturmodells bei
Reynolds-Zahlen Re > 105 giltig sind, wenn die Maschenkantenlingen weniger
als etwa 1/30 des Abstandes der Winde betragen.

Das Differenzenverfahren gestattet radial nichtzquidistante Maschen. Flir die
linearisierten Differenzengleichungen werden entsprechend dem Neumann-Kriterium
Stabilititskriterien aufgestellt, wie sie fiir derart komplexe Formeln bisher
nicht existierten. Dabeil wird u.a.gezeigt, daB das DuFort-Frankel-Schema zur
Approximation der Diffusionsterme bei mehrdimensionalen Stromurnigen mit kleinen
Zahigkeiten und gleichzeitiger Konvektion nachteilig ist. Auf die Genauigkeit
des Differenzenverfahrens wird eingegangen. Der Druck wird in sehr effektiver
Weise durch Losung der bestimmenden Poisson-Gleichung mit Hilfe der Schnellen

Fourier-Transformation bis auf Rundungsfehler exakt geldst.

Fiur Platten- und einen Ringspaltkanal (R2/R1=5) werden numerische Ergebnisse
berichtet. Flir beide Probleme werden Jje vier Fille dargestellt, die sich in
der Anzahl der Differenzenmaschen und Periodenlingen unterscheiden. Die nume-
rischen Ergebnisse stimmen gut mit experimentellen Werten lUberein. Dies gilt
insbesondere fiir das Geschwindigkeitsprofil und die mittleren Geschwindigkeits-
schwankungen, wo eine merkliche Verbesserung gegenliber den ZErgebnissen von
Deardorff [29] festzustellen ist. Die Ergebnisse sind weitgehend unabhingig

von den verwendeten Maschenzahlen. Physikalisch sinnvolle Ergebnisse erhilt

man bereits flir 32.16.16=8192 Maschen. Es wurde zudem gezeigt, daj3 der zusitz-
liche Aufwand zur Integration der Feinstrukturenergie-Gleichung nicht notwendig
ist. Probleme treten bei der gquantitativen Festlegung des Feinstrukturmodells

und der Berechnung von Wandschubspannungen auf.

Am Beispiel des Fnergie-Liangen-Modells sowle der Druck-Geschwindigkeitsdefor-
mations-Korrelation wird gezeigt, daB das Verfahren ein brauchbares Werkzeug
zur quantitativen Bestimmung von Turbulenzmodellen darstellt. Simulierbar

sind insbesondere die Terme, die vorwiegend durch die Grobstruktur der Turbulenz

bestimmt sind. Aus den numerischen Ldsungen kornnen dabei auch solche GroBen

berechnet werden, die nicht oder nur schwer meBbar sind.
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11.2_ __Vorschlige zur Anwendung und Weiterentwicklung der dargestellten Methoden
In ndchster Zeit sollten zunichst die entwickelten Verfahren angewendet werden,
um Turbulenzmodelle zu priifen, zu vervollstindigen oder zu verbessern. Hierbeil
kann zum Teil einfach auf die bereits vorliegenden riZumlichen Gescawindig-

keitsfelder ohne weitere Integration zuriickgegriffen werden.

Sodann sollte man versuchen, die Mangel des Verfahrens zu beseitigen, auf
die hingewiesen wurde; hierzu gehoren:

Beriicksichtigung des Spektrums bei kleinen Wellenzahlen (Kap.5.2.2.5.2),
Berlicksichtigung der Randomitdt (Kap.5.2.2.5.1

sowie A5.1) und die Umgehung der Voraussetzung der lokalen Isotropie bei
groBen Maschen.

Ohne wesentliche zusidtzliche theoretische Arbeit kdnnte das Programm erweitert
werden fir Ringspaltstromungen mit gleichzeitiger Rotation der Winde oder auf-
gepragtem Drall, sowie Strdomungen in viereckigen Kandlen, wo dann auch Sekundidr-
stromungen untersucht werden kdnnten. Aufwendiger,aber auch mdglich erscheint
die Simulation rezirkulierender Stromungen, wie z.B. um Blockaden (75], um
Gebsude (Hiuser, Kuhltlirme usw.)[63) und Rippen. Voraussetzung ist hierfiir
Jjedoch stets, daB ein begrenzter Stromungsraum mit allseitig definierten
Randbedingungen vorliegt (wie z.B. periodische Randbedingungen). Nach wile

vor schwierig diirfte die Simulation von Rohrstrdmungen oder zhnlicher Probleme

sein, bei denen die natiirlichen Koordinaten singulire Stellen besitzen.

Weiterhin kann man gleichzeitig mit dem Impuls den turbulenten Transport ska-
larer GroBen wie z.B. Enthalpie simulieren. Der zusidtzliche Aufwand ist nicht
iibermsifig groB, da bereits vier GroBen (3 Geschwindigkeitskomponenten, eine
Energie) in dem Verfahren enthalten sind; eine zusdtzliche GroBe bewirkt also
nur etwa 25% mehr Aufwand. Hierbei fehlt es bisher an zhnlich genauen Fein-
strukturmodellen wie fir den Impuls- insbesondere wenn man z.B. kleine Prandtl-
Zahlen betrachten will. Es erscheint Jjedoch denkbar, daB auch hier aus der
Theorie isotoper Turbulenz und der Messung entsprechender Spektren [17, 106]
ein quantitatives Modell abgeleitet werden kann. Mit groBem Aufwand kann man
wohl auch mittels der hier verwendeten prinzipiellen Verfahren Probleme des
Umweltschutzes und der lokalen Meteorologie untersuchen. Beisplelsweise konnte
man die Stabilitit der Atmosphire (wie flir shnliche Probleme bereits von
Deardorff [33] durchgefiihrt) bei Anwesenheit groSer, srtlich konzentrierter

Wdrmequellen, wie z.B. Kraftwerksbldcke, untersuchen.
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Anhang 1

Aus der Theorie isotroper Turbulenz und iber ihre experimentelle Abstiitzung

In diesem Anhang werden die theoretischen Grundlagen im einzelnen zusammen-
gestellt, die aus der Theorie isotroper Turbulenz benctigt werden, um das
Feinstrukturmodell quantitativ bestimmen zu kdnnen. Von besonderer Bedeutung
ist hierbeli die Existenz der Lokalisotropie und des Kolmogorov-Spektrums.

{ber deren experimentellen Nachwels wird berichtet.

Al.1 Kinematik isotroper Turbulenz

In diesem Kapitel werden eine Reihe von Grofen zur Beschreibung isotroper
Turbulenz definiert,sowie Beziehungen abgeleitet (entsprechend [ 53 1), die
allein aus der Invarlanzbedingung der Isotropie,sowie der Kontinuititsglei-

chung (1-6) folgen. Diese Beziehungen sind also kinematischer Natur.

Al.1.1 Korrelation Rij(g)

Wir werden fir die Bestimmung des Feinstrukturmodells Angaben iber Korre-
lationen von Geschwindigkeiten an zwei Orten bendtigen.
Man definiert [ 53,66] als Zwei-Punkte-Korrelation

Ry (x,7)= (o (x-52) (20 £7)). (a1-1)
Fiir isotrope Turbulenz gilt wegen der Invarianz beziiglich Translation

Rij (x2) = Rep () (A1-2)
Aus der Invarianz beziiglich Rotation folgt [ 66 ]:

RL‘S (£)= .F.(_J)‘.':IMf‘:‘TJ'-t G(—t)dL.J. (A1-3)

Hierbei sind F und G skalare Funktionen des Betrages vonr

r= Y2

, (A1-4)
die als Liangs- und Querkorrelation interpretiert werden konnen:
F(e)= <y (x-4re)ulx+fe)) (A1-5)
G (*) = { u, (x - 4{+§4)-u1 (x r'{f__e_‘)> (A1-6)

= Iﬂ—f‘—i’u" ﬂI—»_e_

F () G (+)
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Wegen der Kontinuitdtsgleichung gilt :

%c Ry (£7=0 (A1-7)
woraus folgt [ 66 ]:
_ 4 0 ) (A1-8)
G(+) = 77 57 (—rlF('f)

Al.1.2 Energiespektrum

Man kann sich eine turbulente Stromung vorstellen als die Uberlagerung von
trigonometrischen Geschwindigkeitsfunktionen mit dem Ort x als Variable und
verschiedenen Wellenzahlen k [132]:

u,; (5,1‘:)/\/19‘-(&'{) exp{]/:l' _@2:} o & (A1-9)
k = {kl’ k2, k3§ ist der Wellenzahlenvektor mit der Dimension [1/Linge].

Es ist nun mdglich, den Antell der Energie des Geschwindigkeitsfeldes in einem
gewissen Wellenzahlenintervall zu bestimmen. Die Verteilung der Energie auf
verschiedene Wellenzahlbereiche wird Energiespektrum genannt. Es wird unter-
schieden zwischen einem "eindimensionalen Energiespektrum El(k)", einem
"Yreidimensionalen tensoriellen Energiespektrum Eij(gf'und einem "dreidimen-

sionalen, mittleren (skalaren) Energiespektrum E(k)".

Das tensorielle Energiespektrum Eij(E) ist definiert als die Fourier-Trans-

formierte der Korrelation Rij(r) [53].
A sgg V  R-T } ol (Al-10)
- - Y- . ~ -
E“J /'4)"_3_3 ) R‘-J- ('1') e)rﬁ{ M .

Das eindimensionale Spektrum El(kl) ist definiert als die (eindimensionale)

Fouriertransfommierte  der Liangskorrelation F(rl) gemiB (Al-5)
A
E4(.&,)= —f_z F (1) exp [-)"7 AA--r;jo(ﬂ-, (A1-11)

Das dreidimensionale skalare Spektrum E(k) ist schlieBlich definiert als
das Integral von Eii(g) iiber alle Wellenzahlen k, deren Betrag gleich k ist:

E(k)= SS E.c (4)dAR (A1-12)
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Wahrend Eij(g) praktisch lediglich mathematisch beschreibbar ist, kann
El(kl) durch Messung der Korrelation F(r) gemessen werden. Uns wird aber
hauptsichlich E(k) interessieren, weswegen die folgenden Umrechnungen niitzlich

sind [ 53]

E, (R = _[ E(U(A )JA (A1-13)

E (k) = 2,7 h* E;; (é} , Ki=k (A1-14)
Analog zu (Al1-3,8) kann gezeigt werden:

Eyy (hee)=E, (hed=1 (£, he,)-4 v_‘fﬂié‘l) (A1-15)

A. 1.1.3 Beziehung zwischen den Korrelationen und dem skalaren Energiespektrum E(k)

e e e T e e o T > o o A ) ik e by S A Y T o " A G A A A S W - - . -

GemsB Hinze [ 53 ] gilt als Folge von (Al-3,5, lo,12):
oo .
F(r)=2 § E(k) (ﬂ%ﬂfﬁ-%@) ok . (A1-16)
5 R'r &
Wegen (A1-3) und (A1-8) ist damit Rij(g) bestimmbar, wenn E(k) bekannt ist.
Mittels (Al-11) kann zudem Rij(g) aus eindimensionalen Messungen bestimmt

werden.

Im folgenden werden einige Formeln abgeleitet, die zur direkten Berechnung
von R (r) geeignet sind, wenn E(k bekannt ist und die auch dann anwendbar

sind, wenn E(k) schwidcher als k bel k=0 singulir ist.

Wir betrachten zundchst Rll(g); R22 und R33 ergeben sich analog.

Aus (A1-3) und (A1-8) folgt:
R, (£)= TJ}—" a%;[(—rl»rj) F(f):} (A1-17)

Wird flir F(r) Gleichung (A1-16) eingesetzt und zur Vermeidung der Singularitit
bei k gleich Null R (O) subtrahiert, so ergibt sich:

(—r}- R, (0)=2 f E(A)[ A(Tk)- B(+: &)} o/é/ (A1-18)

mit
= 3n(th) _ aau(rk) | cos (sK)
A(+k) 'y A + (A

B 2
ED
(A1-19)

~ 2w [Th) 20n (TR) Cos (+R)
B k)= S -3 Gar G0 .
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Eine Reihenentwlcklung, die im Bereich 0 £ rk % xr bis auf einen Fehler

2
von ca. 10-7 giltig ist und fiir die numerische Auswertung?&er Integrale flr

kleine k-r bei beliebigem E(k) hilfreich ist, ergibt?*)

= -2 1.7 ¥ ¢
A4) % quz + 73 (-'A)V 554?0( W sog— (TRE 41.20)
8 C*ﬁ)=—;? (+&)* + 240 (h)"- 5523 (4&)+m—o—(4k7-...

Man erkennt, daB der Integrand also auch dann noch nichtsinguldr ist,
wenn gilt:E(k)~k © mit n< 2.

Die lbrigen Korrelationen RiJ(E) fir 1 # J ergeben sich sodann gemis
(A1-3) und A1-8) zu

;1 9 Fls)

R"' (.'f) = -
J 1 o (A1-21)
_ Tty 3 Res(-8.) .
T T, ) <

aus obigen Formeln.

- o Dt ot i o - s A2 M o= -

Die Dissipation £ ist gemdB (1-16) definiert als

dw, Qu- e
¢ =V (35 3x;

Wegen der flir isotrope Turbulenz aus der Definition (Al-1) ableitbaren Be-

ziehungen 1
gilt: <g:k 3::2> i aik §;2(8) x=0 (h1-22)
{ (3% 13, )= (o0 1o =< (duy ) = - PR 2% »
{ (o, foxe Py = (9% fox, ) = (07 /0w, ) D= (a1-23)

{ (3w, [a7) (e ) = { (Bu, loxg) (ralox,)) = ..

*) Fir das Kolmogorov-Spektrum ist eine analytische Integration mdglich,
siehe Kap.4.3.6

<*) Bel der Ermittlung derartiger Reihenentwicklungen erweist sich FORMAC[ 135]
als zduBerst hilfreich.
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(Ben- 4 (Gen--#(3 3

und also . DzF#})
E>= A5 Y < (8144/9/\2) )=— ASY ('—5;1.—‘ T=0 (A1-2%)
Aus (4-16, 24) folgt zudem:
o 2
&> = 2v § E(k) Adhk (A1-25)
[
und damit fiir das mittlere Deformationsgeschwindigkeitsquadrat ({D‘-‘J}E@ /) (n1-26
<D‘-J-z>= 4 ;Ya EChk) R cd R (A1-27)
Aus (Al1-24) folgt
a* Fls/ a2 F 2 (A1-28)
3, -2 [emwa
und verallgemeinert gilt [ 115, S.99]:
I F6) 261" P 2n
9T 280 () k Ak (A1-29)
CE o T=0 (2ns4/01¢3) o‘(

- e R e e L L e e e e R i o it s ot v o om o m e m om om m e  m  m Gb e A e A e e o

Wir haben im vorhergehenden Kapitel gesehen, daB viele GroBen zur Beschreibung
isotroper Turbulenz rein kinematisch bestimmt sind, wenn das skalare Energie-
spektrum E(k) bekannt ist. Den prinzipiellen Verlauf eines Energiespektrums
in isotroper Turbulenz zeigt Abb.6

E(k) ist Null fiir k=0, da in isotroper Turbulenz die mittlere Geschwindigkeit
Null ist. E(k) wdchst sodann an, um bei Wellenzahlauﬁn“;'ziz(sein Ma.x1imum
anzunehmen, wobei Ihax als der Durchmesser derjenigen Turbulenzballen ange-

sehen werden kann, die den groSten Antell der kinetischen Energie der Schwankungs-
bewegung tragen. Bel groBen Wellenzahlen (gemifi GL(A1-25))bewirken die moleku-
laren Zdhigkeitskriafte eine Umsetzung der kinetischen Energie in Widrme und

E(k) geht daher gegen Null fiir groBSe k. Bel sehr groSen Wellenzahlen ist ein
welteres Maximum denkbar, das die Brownsche Molekularbewegung repriasentiert;
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damit die Stromung als Kontinuum betrachtet werden darf (gemi8 der
Voraussetzungen des Kap.l.3) muf dieses Maximum bei Wellenzahlen liegen,
die sehr viel groBer sind als dle Wellenzahlen, bei denen das Spektrum
infolge der molekularen Zzhigkeit zu Null wird.

Es wird nun vorausgesetzt, daB8 mit Hilfe des Differenzenverfahrens der
Wellenzahlenbereich im Maschennetz explizit zwischen k=0 und k=kNetz auf-
gelost werden kann, wobel zumindest gilt:

kNetz > kmax

Der nicht im Maschennetz aufldsbare Bereich, also die Feinstruktur, ent-
spricht Wellenzahlen k;kNe tz° Da wir fir diese Feinstruktur Modelle bendtigen,
soll ein Turbulenzmodell dargestellt werden, daB fﬁr}‘;kﬂetz das Energle-
spektrum E(k) quantitativ beschreibbar macht.

Im folgenden Abschnitt werden die von Kolmogorov[ 67 ], Weizsidcker [139 ]

und anderen [92, 93, 52 ] entwickelten Vorstellungen des Energletransportes
erliutert, die schlieBlich aufgrund von Dimensionsanalyse einen Ansatz flir

E(k) ergeben. Ein Teil der Modellvorstellung liBt sich von den exakten Gleichun-
gen her begriinden [103 ].

A1.2.2 Modell des Energietransportes im Wellenzahlenraum ('Kaskadenprozess')
Fir hinreichend groBe Reynolds'sche Zahlen kann eine turbulente Stromung

als Ergebnis einer Uberlagerung von Wirbeln ("Turbulenzballen"oder "Spektral-
elementen") verschiedenster GroBe angesehen werden. Nur die groBten dieser
Wirbel entstehen unmittelbar wegen der Instabilitdt der mittleren Stromung.
Die Bewegung der groften Wirbel ist lhrerseits instabil und erzeugt Wirbel
mit kleinerer charakteristischer Linge bzw. grofBerer charakteristischer
Wellenzahl.

Eine Begriindung fiir dlese Instabilitsat haben Taylor-Green [ 131 ] ge-
gegeben; hiernach wird ein Turbulenzballen mit Durchmesser dound
Rotation w, infolge turbulenter Diffusion und ( wie ich ergidnzen mdchte)
infolge der Zentrifugalbeschleunigung "aufgeblzht". Da aber gilt

o

w = wo"a:
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wichst dessen Rotation proportional seinem Durchmesserd. Der Ballen
kann aber nur solange "aufblihen", bis die Dissipation §~vVuw'bewirkt,
daB er in kleinere Wirbel zerfillt.

Eine Ausdehnung des Turbulenzballens 1n radialer Richtung kann bel
inkompressiblem Fluid nur erfolgen, wenn parallel zur Rotationsachse
Fluid zum Ballen hinstromen kann. Dies ist ein schones Beisplel dafiir,
dafB gewisse Stromungsvorginge turbulenter Stromungen nur in drei Di-

mensionen auftreten kodnnen.

Nach sehr vielen derartigen "Kaskadenprozessen" sind die charakteristischen
Lingen so klein, daB die Zihigkeitskrifte die Tragheitskrifte iberwiegen

( die mit der Linge gebildete Reynoldszahl wird klein) und die kinetische

Energie in Warme umgesetzt wird.Wesentlich hierbel ist, daB die Zahigkeits-
krdfte erst bel kleinen Ballen bzw. grofien Wellenzahlen wirksam sind. GemiSB
Kolmogorov u.a. wird daher postuliert, daB es im Wellenzahlenraum einen

Bereich k°<'k<(k1 gibt, in dem allein die Trigheitskrifte wirken. Dieser
Bereich wird daher als "Inertial subrange" bzw. "Durch Trigheitskriafte bestimmter
Bereich" genannt. In diesem Bereich ist also weder die Zihigkeit V noch die
makroskopische Geometrie, d.h. die Art der Erzeugung der groBSen Turbulenzballen

von Bedeutung.

Al.2.3 Kolmogorov-Pao-Spektrum, Kolmogorov-Linge

s i T e ] o e o e e s T W > A Ak S o = o e e -

GemdB obiger Modellvorstellung kann das Energiespektrum im inertial subrange
allein von der GroBSe der Ballen bzw.ihrer Wellenzahl k und dem Energietransport
von kleinen zu grofien Wellenzahlen bestimmt sein, der letztlich von der ge-
samten Dissipation<s) bestimmt ist. Allein aus einer Dimenslonsanalyse gelangt

man dann zu dem SchluB
23 573
E(R)= <& & (A1-30)

Hierbei ist o die Kolmogorov-Konstante (vergl. Kap.Al.2.4 beziiglich ihres Wertes).

Die untere Grenze ko des intertial subrange ist gegeben etwa durch

b~ 1/L, (A1-31)
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wobei L0 ein integraler LingenmafBstab wie z.B. der Prandtl'sche Mischungs-
weg ist, der in der GrdBenordnung von 1072 bis 107} liegt.
Die obere Grenze

R, ~ 1/ (A1-32)

o~
ist durch die "Kolmogorov-Linge" m (vergl.Kap.l1.6.1) charakterisiert, die
diejenigen Ballendurchmesser kennzeichnet, bel denen die Zihigkeitskrifte
und die Triagheitskrifte, die den Energietransport (proportional (&> )von
kleinen zu groBen Wellenzahlen hin bewirken, von gleicher GrdBenordnung sind.

Aus einer Dimensionsanalyse ergibt sich hier

7 ~ (=) (A1-33)
Aufgrund der genaueren Modellvorstellung von Pao [ 1lo3] ergibt sich fiir das
Spektrum
E(m=x<es K e -2 @B ¥ (23

Man nimmt daher den fehlenden Proportionalitdtsfaktor in (4-33)zu Eins an.

Das Kolmogorov-Spektrum (4-30) gilt also in einem Bereich

4 ¢ 4 (A1-35)
Zo k < T

wobel man vorsichtigerweise wohl das Zeichen < durch K ersetzen sollte.
Vergleiche Kap.l.6.1 und Abb.2 beziliglich einer Abschitzung der GroBenordnungvon 7.

Al.2.4 Uber den Betrag der Kolmogorov-Konstanten

Tabelle 3 gibt Auskunft Uber Messungen, theoretische Abschitzungen und Empfeh-
lungen fir den Betrag der Kolmogorov-Konstantenof . Man sieht, daB die MeBwerte
in vielen unterschiedlichen Stromungen (auch in einer Kanalstromung) zwischen
1.41 und 1.7 streuen. Ein Wert von

x = A5 (R1-36)
erscheint demnach glaubhaft und wird in dieser Arbeit verwendet.

e o TRt e S Bt D A T TS T e o A e e G e e o S T 45 e e M o e P ot 7 S - —

Flir sehr kleine Wellenzahlen findet man theoretische Vorhersagen [ 53,1151, die

ergeben, dafl entweder

E(R)~ R” D4 R« 7_4',, (A1-37)



- 119 -

E(k)~ &* ¢k« £ (A1-38)
gilt.

Flir den Bereich k> ko (= I"; ) hat Helsenberg folgendes Spektrum angegeben
[ 52 1: ' ~4/3

yy 53 27 3.,% 4"
E(h)= <S8 h T [+ Botby R (#1-39)

Flir k << —',-'l- ergibt sich auch hieraus das Kolmogorov-Spektrum. Fir k >» %
ergibt sich eine Proportionalitit zu i

4 (1 ¢ et -7 Ei
= =) =% > -
E(k)= 5 (%) v R . Ry (A1-40)
Dies kann Jedoch nicht bis zu beliebig grofien Wellenzahlen gliltlig sein,
[~ -]
da sonst Integrale der Art 5 E(R) kih 0{&
o

fiir M 2% nicht mehr existieren, im Gegensatz zu den hdheren Ableitungen
der Liangskorrelation F(r) gemiB (Al-24). Aus diesem Grund erscheint das Pao-
Spektrum(Al-34) allgemeingiiltiger.

Al.2.6 Berechnung der Korrelation fiir Turbulenz mit Kolmogorov-Spektrum

> o s - - . . - A ot M = e s o En e At e - o

Wird E(k) gemdB (A1-30) in (A1-18) eingesetzt, so ergibt partielle Integration
gemaB folgender Hilfsformeln [ 13 ]

s:'hik) dx = A $cn(x) A Cos(x)
- - -+ -
j x" n-1 P ot M= ofx (A1-41)
Cos X/ yx = ol coy (%) “ Sy )
—_— =~ - Al-4p
.f xh Mg x"A PR X" ofx ( )

unter Beachtung von Reihenentwilcklungen fiir X=0 sowile

% QL‘H(K) A A A].-)-}
’f L ax = 7 T'(g) ( 3)
T(4)= 2.67893¢ (A1-44)
schlieBlich 2
¥3 3 v,
R, (x)- R (2)= % T($) < <&> " 1 (4- ;gy) (A1-45)
(analog R,,,R,,), sowie mit(A1-21)
22 f53
Y < Uy _ T A g A1-46
& (’_{')——E;,:T"(_‘,t}d <8y —m“— , A#y ( )
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Diese Ergebnisse finden sich beispielsweise auch in [ 80, 53]; die hier ver-
wendete Ableitung erlaubt jedoch auch die Berechnung der Korrelationen fiir

andere Spektren (auf numerischem) Wege, z.B. fiir das Pao-Spektrum.

So wie das Kolmogorov-Spektrum nur in einem begrenzten Wellemzahlen-Bereich

(A1-35) gilt, gelten diese Korrelationen nur in einem begrenzten Bereich
M << Ly (A1-47)
Dies wird deutlich, wenn man bedenkt, daB im Widerspruch zu (A1-24) aus (A1-45)
folgen wiirde
I3 SF

] = - 00 (A1-48)
3%% I1=0

und im Widerspruch zur Erfahrung Rll(r) fiilr r+eselbst gegen -00 steht. Eine fir
0 <r« Lo geltende Korrelation, die zudem exakt mit (Al1-24) iibereinstimmend
ist, erhilt man bel Verwendung des Pao-Spektrums (Al-34). Die untere Grenze

ist jedoch gemiaB Abb.2 bel Reynolds-Zahlen Re ;.106 unkritisch.

Al.3 Experimentelle Absicherung der Gililtigkeit von Lokalisotropie und Kolmo-

o - 10 ot e o Y A S o o o Sk ke o o = = e = —

Fir die Existenz lokaler Isotropie in makroskopisch anisotropen turbulenten
Stromungen sprechen zahlreiche experimentelle Beweise. Pao[ 103] z3zhlt hierzu
alleine 18 Referenzen auf. Der Grund fiir die Existenz lokaler Isotropie liegt

in der Wirkung des Druckes infolge der Inkompressibilitdt. Wie Rotta [108,115,S3.123)
gezeigt hat, bewirken die Druck- Geschwindigkeits-Korrelationen einen Energie-
austausch zwischen den Geschwindigkeitsschwankungen der verschiedenen Richtungen,

so dafBl von Komponenten mit starker Schwankungsintensitit Energie auf solche mit
schwiicherer Intensitdat ibertragen wird, bis sich eine 1sotrope Energieverteilung
einstellt. Quantitativ hat Rotta hierfiir folgenden Ansatz vorgeschlagen:

du, , dv/ - L u) - F<we vy dg
( P lax * "a'if)) =- 2 i“;\: <ui <& (A1-48)
In Anlehnung an Messungen von Uberci [138 ] wird
Rp = 2.8 (A1-49)
geschatzt.

Im folgenden seien drei Arbeiten zum Nachwels lokaler Isotrople zitiert.
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Townsend [ 133 ] hat experimentell in der Nachlaufstromung hinter einem
umstromten Zylinder gezeigt, daB das auf zeitliche Mittelwerte bezogene
Geschwindigkelts-Schwankungsfeld im Rahmen der MeBgenauigkeit den fiir
Isotropie geltenden Beziehungen (Al-23) geniigt.

Laufer [ 76, 77 ] zeigt, daB in einer quasi Plattenstrdmung mit Re = 6-/00, X=0.4
*
fir Wellenzahlen
k a 12.5

gilt Elj(kl)
Ell (kl)

d.h. der lokale Anteil der Reynoldsspannungen < %/4y) verschwindet fiir

diese Wellenzahlen, wie bei isotroper Turbulenz fiir alle Wellenzahlen.

Da in einem Maschennetz zur Darstellung von Schwingungen mit einer dimensions-
losen Wellenzahl k

KM=2xKk
Maschen bendtigt werden,wiirden hierzu, wie Abb. 7 demonstriert, ca.25 Maschen
benotigt, um innerhalb der Masche Lokalisotropie annehmen zu diirfen.

Ahnliche Aussagen erhilt man aufgrund der Messungen von Comte-Bellot [ 18 ]

bei Reynoldszahlen 1ll4oco £ Re £ 460000 in einer Plattenstrdmung. Die Abb.8
bis lo zeigen Spektren E22(k1) und E33(k1) sowle die aus Ell(kl) gemif der

fiir isotrope Turbulenz geltenden Beziehung (A1-15) berechneten Spektren bei

X3 = 0.5, 0.23, 0.02 fiir Rem = 240000. In der Mitte (X3=O,5) und etwa auf halbem
Abstand zwischen Mitte und Wand (X3=O.23) ist schon bei relativ kleinen Wellen-
zahlen, entsprechend KMR 30 Maschen, eine ausreichend gute Ubereinstimmung der
Spektren und folglich Lokalisotropie festzustellen. In unmittelbarer Wandndhe
(X3=O.02) gllt dies Jjedoch erst beli KM~ 300. Fir andere Reynoldszahlen ergeben

sich nur geringfiigig andere Aussagen.

*) Laufer hat Geschwindigkeiten als Funktion der Zeit an einem Ort gemessen
und daraus Spektren als Funktion der Frequenz fi ermittelt. Die Umrechnung
von PFrequenzen in dimensionslose Wellenzahlen erfolgt iiblicherweise auf-
grund der Taylor'schen Hypothese einer "eingefrorenen Turbulenz" [ 130 ]
nach der Formel

"
D
)

ﬁ_;‘,
= 7%,

mit D = 0.127m, <&,)= 15m/s
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Aufgrund dieser Ergebnisse kann also fir Rem; 10° , auBer in der Wandmasche,

Iokalisotropie innerhalb einer Masche angenommen werden, wenn KM }_ 30 ist.

Al.3.2 Xolmogorov-Spektrum

e 000 e o R

Laufer [ 76,77 ] konnte bei seinen Messungen in einer quasi Plattenstrdmung
bei Remaxz 60000 ein Kolmogorov-Spektrum nicht feststellen. Das gemessene

7-Ver'la.uf gemaB Heisenberg (Al-40); laufer weist

Spektrum entsprach mehr dem k~
Jedoch auf einige Unsicherheiten in seinen Messungen hin. Dennoch scheint es
denkbar, dafl bei derartig kleinen Reynolds'schen Zahlen die Grenzen ko und k

(A4-31,32) zusammenfallen.

1

Dagegen wurde von Comte-Bellot [ 18 ] bei shnlicher Geometrie und 114000 £
Rem £ 460000 ein dem Kolmogorov-Spektrum entsprechendeS Spektrum gut nachge-~
wiesen, wie z.B.Abb.1ll1l fir X3

zahlen fiur Remﬁ 240000 so, daf bei Maschenzahlen

= 0.22 zeigt. Hiernach llegen die Grenzwellen-

15 £ W £ 325

fir die Feinstruktur die Existenz des Kolmogorov-Spektrums angenommen werden
darf. Die Grenzen nehmen schwach mit der Reynolds-Zahl zu. Die obere Grenze
entspricht der Abschitzung gemiB Abb.2 Auch in Wandnihe (X, = 0.06) existiert

3
bei Wellenzahlen entsprechend KM2 20 noch eine k S/B-Abh'a‘.ngigkeit des Spektrums.

Man kann daher annehmen, da8 fur Remg 105 und Maschenzahlen KMZ 20 (in einer
Richtung)ein Spektrum entsprechend Kolmogorov (Al-30) fiir die Feinstruktur

angenommen werden darf.
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Anhang 2 : Berechnung von Korrelationen zwischen rdumlichen Mittelwerten

In diesem Anhang werden die Grundlagen zur quantitativen Bestimmung des
Feinstrukturmodells bereitgestellt. Hierbel werden unter Voraussetzung isotroper
Turbulenz mit Kolmogorov-Spektrum zelitliche Mittelwerte von Produkten aus Je

zwei lber Volumina gemittelten Geschwindigkeiten oder Geschwindigkeltsableitungen
quantitativ bestimmt.

A2.1 Berechnung der auftretenden Volumenkorrelationen

Im folgenden werden flir die in dieser Arbelt bei kartesischen Koordinaten ver-
wendeten Mittelungsvolumina die gemiB (4-20) definierten Volumenkorrelationen
Pra (E) verechnet. Uberoi-Kavasznay [ 136 ] haben entsprechende Ergebnisse fiir
Liniena'Kreisfléchen- und Kugelvolumina mit V1=Vé graphlsch angegeben. Hier
werden rechteckige Volumina betrachtet und dafir die Volumenkorrelationen algeb-

raisch bestimmt.

A2.1.1 n-dimensionale rechteckige Volumina V1=V2=V

e - e . e e e e e A e o T = o o = o -

Das betrachtete Mittelungsvolumen V sel definiert durch

1161 £ H,_'/ZJ' = 42,...,m (A2-1)
Die Gewichtsfunktionen K(s) sind also gegeben durch
n
K(3) = le[; k:(4;) (A2-2)
mit -’f/H‘ fip /d‘lé H‘/z
kila;) = { (A2-3)
o sonst
Hieraus 1li8t sich ,,(T) berechnen:
) = T Y E ) ot V(z
tp,{)_ (i') = So\g;f L-Z__T; K[L’I (T:_+z() Kfi] (i‘ ) ol (_/
~
= T 5 kg (orz)kpp () o (n2-4)

Die elnzelnen Integrale entsprechen Faltungsintegralen iliber Rechtecksvertei-

lungen; diese ergeben Dreiecksverteilungen [ 9 1, gemiS3:

- )
o (Z)= T H", Aox (0, He-17:1) (h2-5)
%

¢
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A2.1.2 V,, V, rechteckige Flichen-"Volumina" mit unterschiedlichen Orientierungen

- o 48 R S A - A e 4 ARy AN S Me SR M e RN MR kM e S A S SR A M o e . S . = o - - " e s o M M AS R M Gk BA - A8 AN M AF . A . A -

Neben deckungsgleichen Volumina V1 und V2 werden in dieser Arbeit auch die
Volumenkorrelationen zwischen zwel Rechteckflachen mit verschiedenen orthogo-
nalen Richtungen der Flichennormalen bendtigt. Folgende Skizze zeigt eine
grundsatzliche Moglichkeit; alle anderen Fialle ergeben sich durch Rotation

des Koordinatensystems.

sz 1; sz s

¥ |
— i, —
Die Flachenmittelpunkte fallen zusammen. Die Volumina sind definiert durch
V, - 9=0 ; [421£ Hy/2, 143]& H3/2
Die entsprechenden Gewichtsfunktionen K j(s),j=1,2 sind:
3 2
Ky(2) = I ko G2 g=ad (h2-7)

it
" 4By eir  [4315 Haf2

Kuy ()= kyy (ag)= {77 150
B A/H, tir 1944 Hel2
A4 [6‘) - { o sonst

Kig (93)= ’2}[0,'-"1)
kl/' ('S_(): 19'(0,‘44)

4/Hy tir /4214 Hy /2
K =
22 (3") {o sonst
4 sei die Dirac-Funktion:
f&(x,g)a/;:/r ;  vg)=0 x#

Beide Gewichtsfunktionen erfiillen die Normierungsbedingung (4-14). Die Volumen-
korrelation ist hierfiir definitionsgemis

3
P,{z (I) = .(o{_( ‘.Z’; ,{4‘. [Z" 'I'J‘-) /(2‘. (7‘4)d9‘.
3
= L‘Z‘C oSo- Ir"“ (2‘.*;‘.) kl(.' [;l)d;l
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Hierbel sind also beziiglich v und y2 Faltungsintegrale zwischen Rechteck-
funktionen und Diracfunktionen zu ermitteln; beide ergeben wiederum Recht-
eckfunktionen. Bezliglich y ergibt sich wle 1n 5.2.3.1 eine Dreileckfunktion:

(T).. [TW ‘/{4{”(0 H:—lL;/) fiir 0’[ /4”/1)&(“-'2.'(”2/2) (A2 8)

sonst

A2.2 Berechnung der gemittelten Energien

s b B At U e B B B0 D S o N S . S - - -

Die gemi8 #-24) zu berechnenden Korrelationen ergeben sich zu

(7 3
<'E) = Z § R(w-<ud, s,y U, 2) (A2-9)
wobel V definiert ist durch
. -10
DI e (h2-10)
Aus (4-21, A2-5) folgt:
ax,,
%“ 1T,/ A —_ =
> ox '~£>r JZ’; A)SAX ‘I[Ra‘ (Z)-Ry /"D)] og; - elTy (a2-11)
~ax, v
Wegen (4-5) und (4-38) gilt:
2 R (T) - Rec (o) = A, <5121 (h2-12)
Normiert man alle Lingen mit h= /v—- , SO folgt
SEY = £, <o £ (arlh xt axy /) (h2-17)

1t 1 - 73
" En U'nl'l/“‘;"h)z‘zh 6[!(’7; (L.J_LJ')) (Y3 oz, 00, oT,  (R2-14)

Dies Integral 1iB8t sich fiir n=1 analytisch bestimmen:

Eq(hy) = EAU)= 35 =045 (h2-15)
Flr gleichseitige Volumina Aﬁah ergibt sich numerisch:
E2(1,1) = 0.6293 (A2-16)
E3(1,1,1)=0,7461 (A2-17)

»” R
Da stets ‘.'g: %'5'-:-4 gelten mu3, nihert sich der Volumenbereich Vn fiir 4%, > 00

einem Linienbereich und es gilt daher

A%w En (8%, 8x, .. &% )= 045" ax, (h2-18)
A

Die numerische Losung der Integrale flir verschiedene Kantenlingen 4A¥ und flir

n = 0,1,2,3 lassen sich mit einem maximalen Fehler von 1% approximieren durch

_ 74 \B23 A2-19)
E, (b b, b)= o4s (Z ) (ha-19)
mit dem durch least square fit gefundenen Wert
,B.—: 0.6968F

wobel diese Approximationsfunktion exakt die Crenzwertbedingung (A2-18) erfillt.
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A2.J__Isotropieeigenschaften der Deformationsgeschwindigkeitsquadrate

Die gemiB (4-23) bis (4-26) zu berechnenden zeitlich gemittelten Quadrate von
unterschiedlichen raumlichen Mittelwerten der Deformationsgeschwindigkeiten
bestehen aus Summen von 9 durch 1,J gekennzeichneten Summanden:

D? (A2-20)

2 _ 3 3
D= Z = ".IJ'

R (=A g A
Es genligt, das Verfahren zur Bestimmung von‘Pil(g), kDegz(M) abzuleiten, wobel
M das Maschennetz kennzelchnet:

A2.21)
M= [ ax, AXL,AX’} (
Die iibrigen Summanden lassen sich dann nach den selben Methoden berechnen, wenn
anstelle von M ein geeignet gedrehtes Maschennetz verwendet wird, wle es folgende

Formeln vorschreiben

2 (M)= 2 .

ATLe (A2-22)
ﬁDiéw‘(ﬂ): Aozz (ég‘f!) #)
QZ;’ éii beschreiben die erforderliche Rotation:
J ‘ JL'L J«'a Cfr.‘—v C{( J (%}
D T o P N e
des Z £ U-y~die)  (4-d;302) (A4-dig=df5)

Diese Beziehungen folgen aus geometrischen Betrachtungen. Im folgenden werden

.. 2 2
daher zunidchst nur noch lel s kD12 betrachtet.

A2.4 Reduzierung der Deformationsgeschwindigkeitsquadrate auf Differenzen von

- oy o — - - ] o T > -~ " - " B A i At A A8 o oy o SO o o -

- A o o o - = A

Die folgenden Uberlegungen werden fir lDil’ 1D§2 im Detall dargestellt. Die Er-

gebnisse ergeben sich fiir die restlichen Grdfen analog.



- 127 -

D2 lautet definitionsgemi (4-23):
D= 2 < (4, )
Hierfiir folgt bel Beachtung der Definition des Differenzenoperators 3;4
D,,} = —%—,_ <["IZ (x,+3% lexs)—'lb? (,\:',_4;_1 xl,x3)_]z)
,_w[<[”“ 0 8%, 30, 3 )]+ L O 52,2021
2T (e 2 ) G O 2%, 3, 30)

A

l

Da die einzelnen Terme nicht von den ektuellen Werten xl, x2, x3 sondern

lediglich vom Differenzvektor abhingen, gilt:

A /_.. A 4~
D= sz[ <, 7, (o))~ < Ax4,o,o)>} (A2-24)
2
A2.4.2 1D12

Ausgehend von den Definitionen ergibt sich fir 1D12 :

D= (g W (9 W 44,5 ))
<"_’F (27«‘ (X, X+ &%, x4 )=, (%, x,- -‘{4,/\'3))2)
+<A)3Ax[a“ 05, %+ Fm ) - %, O, "'z’ézﬁ","' )

(’”T X g )y (5= 2 Xz;xz)])

Nach Auswertung des Quadrates bzw. des Produktes konnen hier wieder einige
Terme zusammengefaft werden, da die zeitlichen Mittelwerte nicht von X ab-
hingen. Beachtet man 2udem die aus (4-6) folgenden Symmetriebedingungen

R (0,8 0)% (80,00 =Y, (045 0) (- %2, 90))
{ %, [o/ézi.‘_t,o)uz (.4*5__4,olo})=—~(i«:(o,~—14,0/1'7;(9-:—‘,0,0}>)
so folgt:
D = - Y7 by oA (A2-25)
Du2 = 7 1, Y (0))- (R, (0,70%,0)

4 - A
ax, A%, % Y, 624/4_&/0))



- 128 -

- T - 25 T s o Aat o o T

D2 = COACTDREAA (3ax,00))) (h2-26)
Xz {( %4 (o, ,0)>'<,"‘Z$'Z/0,%A/\Q,o))} (A2-27)

s <0 (2, 0m,00)

4

4

30124 = 40//2 (A2-28)
304: = sz {<4’A—' (0/> < Y ,, (0, 4%, 0))}
-+ I 0/0)>} (A2—29)
£ &

-~ 1=
o, (B4 (22,40,0)

" ol e
4044 = 8 ax? {4"'('7'!,”4, (.Q))‘//-7<4'l4,,4l(d 4,40/>

(A2-30)
+2 (i"u: (28%,,00)) + <4E7L¢:(3Ax4/qo))}
2 4 A= A A— A~
yDn 3A,Sa{?‘< u,u, (0))- 80,1, /OAXzo))
2T % (0,200,009 1, (05, 2 0 )57, (ax, 0,0} |
i <G (0)~ o<t (A2-31)
§ ax: Y% (0))~ 8<% T (Ax,,00))
4

#Ci ¥ (o, 40)) +(R 7 (205, a0, 0) - (55 (0,05, )]
e ﬁa,;a;(A_;«,,eg,o»-@;z;ax,,é:s,o))

__<2’I41Z(—-f’53 o)< _3_“0/)}

2
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A2.4.4 Definitionen

- o = - . - -

Wir erkennen: die zeitlich gemittelten Deformatlonsgeschwindigkeitsquadrate
gemiB (4-23) bis (4-26) lassen sich berechnen, falls die "riumlichen Korre-

lationen"
{— m—
'u‘. uJ. (F,n E,D) bekannt sind; speziell

bendtigt werden:

o (ax, 05,05, £ )= (0 (f, 8 0)
o, (ax, an,8%,8 B)= G 4 (£, 8,9)
dy (ax, 00,00, 8, £ ) =0 % (E,F,0) (h2-32)
dy (ax, ax,0n, €, 8 ) =55 (E, £,,0))

dys (Ax'/AX"/AX3/F4/ Fz )= <i’:2€ (En ?z / D))

Die weiterhin bendtigte Korrelation < 414-; 27.?1 ( ? ) 148t sich aus d1 ent-
sprechend den Betrachtungen in Kap.A2.3 berechnen gemdfB:

<2"'-"_z 1{&- [f,, £,0}>= d4(AX1/AXf/AX3/£, ﬁ) (h2-33)
Ebenso kann <’a4;1§ {g4/£lo)> gemis
d‘:@(ﬁ,ﬁ,o)): (&1 (¥, ?“o)) = oy (ox,,8%,5%, g) (h2-34)

berechnet werden, da die vertauschten Mittelungsoperationen zu gleichen
Volumenkorrelationen gemi (4-20) fiihren.

Die oben definierten Korrelationen dk’ k=1,2,...,5 werden im folgenden Ab-
schnitt berechnet.

A2.5 Berechnung der in A2.4.4 definierten Korrelationen

0 Ty 2 s s o S . S W A A S e s A A e e = o S R TR W

Die Berechnung der Korrelationen dk(f“ft) P k=1,2,...,5 gemiB Kap.A2.4.4
erfolgt unter Verwendung der in Kap.4.2 und A2.1.2 bereitgestellten Methoden
mit Rll(_x:) und R12(£) gemiB (4-5) und (4-6) und £, gemaB (4-39).



- 130-

o - - Y S - -

Als Abkiirzungen werden definiert

3

h = “/4x4.4x2 LAX

hes  ax /h ;4143 (A2-35)
ic- = ?L' /" - =442

/ (o]

Damit lassen sich die Ergebnisse in Integralform angeben

3,2
dy (ax, 8%, 8% E £ )= R, (0)-f,<& A 0(:(4,,":,"3,%,?—2),- (A2-36)

k=123
¥ ha-1731) (hyT) 7/
dfz.!,,f 1;,131,1 == (Y ’(”" )d‘ It (h2-37)
e -2414- (T, +2 ) '[3"~ .
7
h, b
A hf of' e 1.* (0= ST ) ol e, (12-38)
The (T8 ) (L12) T
:k 4? 53 b 1/ = 2
d3*=2f J' ,( ( ;,,1 -T3) (+9) 3(,. (-z,+:,)) oT, o, o, (A2-39)
-h, _h ] 3
T 3t = (T42) % (T e2) 4 T
_ X,V H* ;
oy (ax, ax 00 F b )= f,K°K o (b, b by 2,2), (B240)
A= 4 8.
" b ) ernl) (T +2,) 2
A KA T2 2
de = -7 j j (Aa ; 1‘ —A 2 ofz, o, (A2-41)
_"4 o l}4 1’1 [(7_;“24)2*%1_, 'Z}z 3
on ks
* 4 hy-T (T, +2,)(Ty¢2,)
o =-—-—f 273 <) (s o o7 ol
4 A2-42
‘i .:{ = [ et T
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Tabelle 4 zeigt FORTRAN-Unterprogramme mit denen diese Integrale numerisch
berechnet werden kdnnen. Zur Integration wird das Unterprogramm QSF [65 ]
verwendet, das dquidistant tabulierte Funktionen nach der Simpson-Regel integriert.
Die im COMMON-Bereich NNNNNN anzugebende Zahl NN der Stlitzwerte einer Integra-
tionsvariablen muB8 zur Errelchung einer Genauigkeit von 10-} etwa 50 betragen.

Der COMMON-Bereich CWORK enthdZlt den zur Integration bendtigten Arbeitsbereich;

er ist fiir NN < 100 ausgelegt.,

A2.5.2 Grenzwerte der Integrale und Nzherungen

- - > - e 1 o it 2 > O o . > " A W - - -

Die numerische Auswertung der oben angegebenen Integrale benctigt viel Rechen-
zeit. Es ist daher wiinschenswert, Ndherungen parat zu haben, die diese exakten
Losungen moglichst gut approximieren. Von den Nizherungen sel insbesondere ge-
fordert, daf sie die gleichen Ergebnisse fir ausgezeichnete Werte der Parameter

haben. Hierzu sollen die folgenden Grenzwerte zzhlen:

. »* _ 9 2/3
Lim o (0, b, by 0,0)= 75 h,

hoaoo A
f;jw 014"(114,1,,2'1,,3/010)=_2_% h_:B

< o b, b 2,207 (z‘z“”"f)ﬂz(/’“muz,n)
2, 909

%;‘; o (b, by by 00) = Z 4"

fg‘; A, (b by by 00) = 55 4

2&:—;;00 of,* h, b, by 2, Zz) [2921)(/,_‘/_(;%;)_)
> i N -
el (b, by by, 0,0) = 55 ()

»‘fﬁ&” dg"‘(‘rﬂhz,l,g/p) 0) = }6_ (%,)f/z )'22/_?

U2

o (b, by by 0,0) = 25 by

S
¥
R
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' ¥ Je I )

ol “(h, by by, 0,2, )= o/‘rx(h,,l,,,hj,i,o) =0
b o¥*(h, o by 2,7, ) =0

hs’Oo

0/5 (hl IL'I:L'Z/ D'El): 0/5*("4;4111'31 24,0) =0

&wo/S (Lv LZ,Lrgli' E)—-D

hy> o

Weiterhin wird gefordert, daB die Niherungen flr dk’ k=1,2,3 bel (hl, hg, h3,

Zys z2) = (1,1,1,0,0) exakt mit den numerisch erhaltenen Integralldsungen iiber-
einstimmen sollen. Diese Bezugswerte lauten:

»*
k d.k (1,1,1,0,0)
1 0.6293
2 0.5506
3 0.6104

¥ *
De d4 am hsufigsten fiir z4=9—:4,zz=-4:{-* und d5 allein fiir £, =4% & = ax
bendtigt werden, wird flir die Niherung hier die Ubereinstimmung mit folgenden
numnerisch gewonnenen Ergebnissen gefordert:

a4 (1,1,1,1/2,1/2)= -0.1376 a5 (1,1,1,1/2,1)=0.0846

Nzherungen, die.diesen Forderungen entsprechen, sind als FORTRAN-Unterprogramme
in Tabelle 5 wiedergegeben. Tabelle 6 enthilt eine Gegeniiberstellung der Er-
gebnisse aus direkter Integration und der aus diesen Nzherungsfunktionen. Die
Fehler der Nzherungen sind nicht sonderlich klein, Jedoch wohl tolerierbar, da die
mit diesen Nzherungen berechneten Konstanten des Feinstrukturmodells maximal um

ca.20% von den mit den exakten Idsungen berechneten abweichen.
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A2.6 Ergebnisse fiir kne und FED

L N

Unter Verwendung der in Kap.A2.3 bis A2.5 abgelelteten Beziehungen konnen die
GroBen kD2 und FED berechnet werden. Zur Darstellung der Ergebnisse eignet sich
am besten die Programmform. Unter Bezug auf die in Tabelle 7 angegebenen Unter-
programme D11, D12, D13, D14 und FED1 lauten die Ergebnisse nach Extraktion

der dimensionsbehafteten GroSen

2 3 =48 DY AN AX
AD 702 K&EST h D'I&(j,“'/ '[,‘f "g;)/ Ah=42,34 (A2-43)

1

FeD

U

£, <&y FED4 %,A——f% ) (A2-bl)

]

Mit fg; f} gemiB (4-39,40). Bezliglich zahlenmiBiger Ergebnisse vergleiche
Kap.4.3.
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A o . - - - 4 o - - - - -

Hier wird iber die von Smagorinsky und Lilly berechneten Werte der in dem

Ansatz
V— 149 V-
] - 2 A V—~ 2 A y—— -
Ui’ u,j = ( <, h) [1' ( D('J' ) ] ’ DLJ *+ 3 J‘}J l(e"ll[’ (A3-1)
auftretenden Konstanten c¢. berichtet und die dabei verwendeten Voraussetzungen

1
und Nzherungen aufgezeigt. Zudem werden die Erfahrungen von Deardorff hierzu

zusammengefaft und seine Methode zur Berechnung der kinetischen Energie disku-
tiert. Den AbschluBl dieses Anhangs bildet elne Berechnung der Konstanten ¢
nach den in dieser Arbeit bereitgestellten Methoden.

1

A3.1 Berechnung von c, nach Smagorinsky

e B - ok 4A En T A T - - A e o

Smagorinsky [118 ] verwendet einen(ﬂSwyentsprechenden Ansatz zur zweidimen-

sionalen globalen meteorologischen Simulation mit

¢, = Kk, (a3-2)

1
wobel k die Karman-Konstante [ 12¢] ist:
k = 0.4 (A3-3)

Ve
Zu diesem Ergebnis gelangt man [ 32 ], wenn//lund Qi gleich ihren zeitlich

gemittelten Werten in einer Grenzschicht konstanter Schubspannungen gesetzt werden.
Hierfiir gilt das logarithmische Wandgesetz [ 120 ]:

Cud= F b (7 E0) (A3-4)

(z'=Wandabstand, Ew eine die Wandrauhigkeit berticksichtigende Konstante.)Hier
ist also

= pluy=A= (bR (kz)* (A3-5)

Falls die Hﬁhe,zu der//l bestimmt werden soll,gleich h ist, folgt (A3-2). Dieses
Ergebnis kann jedoch voraussetzungsgemif bestenfalls nur flir die unmittelbare
Wandnihe gelten.
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A3.2 Berechnung von ¢, nach Lilly [8o, 81 ]

o " o i M Ui o} ot 1 o o oy o - e o o

o n A SR L S A T AR S8 S G G G A S T A S S

Zur Ableitung der iliber Maschenvolumina gemittelten Grundgleichungen werden
von Lilly [8o, 81 ] und Deardorff [29,33,44% ] abwechselnd folgende Mittelungs-

operationen verwendet. A &
Y
a) Vj’(x,lxz,x,’f/.-‘: W 3? é _; Y P2, %8 Xpe 2y /o2, d7, 2, (A3-6)
+? ff *&
b) ‘Q‘zx, Xy, %805 55 } ? } §(2,2,4,1) 2 o2 e, (A3-7)
S IS
Flir die erste gilt:
7
9y 2 V= (A3-8)

. = aw J’
Flir die zweite gilt Jedoch:

Vo o

Mo+ g “y (3-9)
Eine konsistente Festlegung auf eine der beiden Mittelungsoperationen wurde
nicht vorgenommen. Die Grundgleichungen zur Bestimmung der Konstanten c1
werden von Lilly [ 81 ] mit der ersten, die Differenzenformeln von Deardorff
[ 29 ] mit der zweiten abgeleitet, wobel zudem Gl.(A3-8) als Niherung voraus-
gesetzt wird. Die von Lilly unter Verwendung von (A3-6) abgeleitete Erhaltungs-
gleichung fur E lautet in i1hren wesentlichen Termen:

g_tE—' = - konv + Dff - ‘é(‘-'oo-’ _gg_ - ‘g‘- (A3-10)

Hierbel interessieren die Konvektions- und Diffusionsterme Konv und Diff nicht
im einzelnen. VE ist definiert als

Ve o [ (bu‘ _ 2::) ] (A3-11)

und ist also ein der Dissipation entsprechender Term. Es wird nun vorausge-
setzt, daB das Geschwindigkeltsfeld lokalisotrop ist und ein dem Kolmogorov-
Spektrum entsprechendes Energiespektrum E(k) besitzt. In (A3-10) wird der

Ansatz (A3-1) eingesetzt. Der Zusatzterm -;—J:“ t_:@'- verschwindet wegen der

Kontinuitatsgleichung:
V—— V— y— V—
T % dy Dy = Yy % %lt =0 (A3-12)
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Fir stationdre und lokalisotrope Turbulenz gilt im zeitlichen Mittel

C3E) = ko) = offh=o0 w3-13)

und also erhilt man als Bestimmngsgleichung flir ¢

1 :
<V7 /2
e, =[ - - 53,1 - (A3-14)
RLE B T™ 4B |
Hier wird als Naherung gesetzt
4 ¥= a3\ /o v y2\32 )
<(E (D"j)) )‘ <§(D¢-J-)/ s (A3-15)
sowie CE'S = LeD, (A3-16)
wobel & durch (1-16) definiert ist. Damit folgt:
A1
8>
c, = — A3-17)
“ {A‘(‘Z ('b‘.J)*Y’*) (
A3.2.2 Abschitzung von{ {55)2>[81 )
Gema8 Gl. (A1l-27) gilt oo .
= 2 A3-1
< D2Y= 4,5(t(A/.4 ok (A3-18)

Approximiert man nun die quaderformige Masche mit den Kantenliangen h durch
eine Kugel mit Durchmesser h und beachtet, daB zu<(VD:)‘> nur diejenigen Teile
des Energiespektrums beitragen, deren Wellenzahlen k £ ko noch durch die makros-
koplsche Struktur des gemittelten Geschwindigkeitsfeldes dargestellt werden
konnen und nimmt gemiaf Lilly [81 ] an

T
ko o= 7 (A3-19)
so folgt _ /b
(D)) = 4 [ ReEth)ak . (83-20)
[
Setzt man fir E(k) voraussetzungsgem#Zf (4-4) ein, so folgt
Loy = 3 (F) < (h3-21)
und also fir c, mit (A3-14):

Yy
c, = % (-32«—) . (A3-22)

Fir « = 1.5 folgt daraus

e, = 0.173. (A3-23)
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Ve 2
A3.2.3 Numerische Berechnung von (Dt ) > fur ein Quadervolumen

o e " - - o > o am m om ao e e

Nimmt man als Nzherung an [80]:

fo— — Ve
'8m. qmp -3 ( (52)), _—
so folgt wegen (Al-23):
2 (5.,07=3<( vty 103z 12 + 6 (024, 10w, ). (A3-25)

(A3-24) gilt, wie Lilly [ 8o ] selber feststellt,nur dann exakt, wenn das
Mittelungsvolumen V den gesamten Stromungsraum erfagt. Lilly [ 8o ] hat die
in (A3-25) auftretenden Korrelationen entsprechend Anhang 2 flir ein gleich-
seltiges Quadervolumen V bei Verwendung der Mittelungsoperation (A3-7)

numerisch berechnet. Die Ergebnisse lauten fliree= 1.5:
V— 2/2 , -2
A N A3-26
{4 ( D('J-) Y= .05 <& h (A3-26)

c,= 0477 (A3-27)

Lilly [ 8o ] untersuchte zudem den EinfluB von Differenzenformeln auf die

Konstante ¢, . Hierzu nahm er an, dafl anstelle von

L e [ 5%

A -~ a _ . oY . _

¢ oy - 5% (%) W
i (A317) V=2 v v v (A3-29)

7 D, ¢ = 4l (Ai Yot Ac tﬁ')

einzusetzen sei. Hierbei wird als Differenzenoperator 4, definiert:
a; yx)s [yex+ye)-ys-2el]/h (A3-30)
Zur numerischen Auswertung des so (A3-28) definierten Ausdrucks wertet Lilly

gemiB der in Kap.4.2.2 dargestellten Methode numerisch sechsfache Integrale
aus und erhdlt als Ergebnis fiiret = 1.5:

{48, ;D= 7.8 < W (a3-31)

und
(A3-32)

- - o e v ¢ e - - > e - - -

GemiB Kap.1.5.3 hat Deardorff (29, 30,31, 32,33] numerische Rechnungen flr
Plattenstromingen durchgefiihrt. Das Deformationsgeschwindigkeitsquadrat in
(5-3) wird nach folgenden Differenzenformeln (mit der Notation gemdB Kap.3)
berechnet:
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b, =% (b +d, & )2 (g1 )* 200 % P gy 53

Die Rechnungen fiir die Plattenstromung infolge eines aufgepridgten konstanten
axialen Druckgradienten zeigte [28,29,30 ], daB die von Lilly berechneten
Werte flir c; bei Verwendung von (A3-33) zu grof sind. Um Turbulenzstatistiken
zu erhalten, dle mit der Erfahrung libereinstimmen, muBte ¢y im Bereich

0.08< ¢, £ 0.12 (A3-34)

liegen. Fir die Untersuchung der Stabilitat der als Plattenstromung simulierten
Atmosphire unter EinfluB von Auftriebskrdften infolge Temperaturgradient und
Coriolis-Beschleunigung [33 ] ergab sich, daB im isothermen Fall ebenfalls
gilt clzv 0.13(auBer in der Wandmasche, wo stets mit ¢,= 0.10 gerechnet wird )
Jedoch

1
c:l x 0.21 (A3-35)
bei vorhandenem Temperaturgradienten. Dieser Wechsel wird damit begriindet,

daB im isothermen Fall infolge der Corioli s-Kraft ein groBer Beitrag der
mittleren Deformationsgeschwindigkeit zu (A3-33) entsteht, der zu groSe tur-
bulente Zshigkeiten gemif (5-3) bewirken wiirde, wenn nicht ¢ verkleinert

wird. Es wurde gefunden [ 33 ], daB der Werte 1®0.21 immer anwendbar ist,

wenn die mittlere Geschwindigkeit bei der Berechnung von ( ) gemaB (A3-33)

zuvor subtrahiert wird, also:

%(5:3-)1 (e (T~<upd)+ o (T ‘“O))'1 (/’ Sracgy)  (83-26)
+2 (e (% - <ud) ) dpn

A3.4 Berechnung der kinetischen Energie V§1

Die kinetische Energie tritt als Zusatzterm in (A3-1) auf, kann Jedoch zu-
sammen mit dem Druck Je Masseneinheit behandelt werden; ihre explizite Kennt-
nis ist daher nicht zur Integration der Impuls-Gleichungen, wohl aber zur Aus-

wertung erforderlich.

- 2
Eine grobe Abschatzung,entsprechend der fﬁr‘(i%5)>in Kap.A3.2.2, ergibt

CED 77/3:’ ECR) ol (83-37)

und mit (4-4):
— 2/3 L2 -
D= 2 x> (#) (h3-38)

L}
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2
Mit ¢ &7 A gemdB (A3-21) folgt:

e = { ('b‘q,)l). L/ (2mt) = o0.0s0-h* < (B ) (A3-29)
V—
Deardorff[ 29, 33 ] berechnet E' unter Bezug auf Lilly [ 81 ] aus
V-N-
E'= 2u*/Cce-h)? mit  cg =0.09% (A3-40)
Mit /-t gemz8 (5-3) und °; gemaB (A3-32) folgt dann:
CET> = EC‘”“: w2l (Bl =0.27 -h*{ (By)?) (A3-41,42)
e

Die von Deardorff berechneten kinetischen Energien der Schwankungsgeschwindig-
keiten werden danach als zu grof berechnet.

A3.5 Berechnung der Konstanten ¢y nach den Methoden des Kap.5.2.2.3.2 und des

T T e o o o e S A e mm | e o A AR S G e G - A SR A A o At S e e o . -

Setzt man den Ansatz (A3-1) in die Erhaltungsgleichung (3-31) fiir VE'T ein,
mittelt gemiB Kap.5.2.2.3.2 zeltlich und sodann iiber den gesamten Stromungs-
raum und vernachldssigt die molekulare Dissipation infolge der makroskopischen
Geschwlndigkelten, so folgt mit

=~ 3/ V— 32
3'3 = < ({ DL’_\'J) z)/ < 3—’ D(S (Aj“uj)
fiir die Konstante cl:
<= (A3-4k)
A
( hz (302)4,12D1‘9’3 ]

wobed 3D2 und 2D2 gemid (4-25,26) definiert sind.

Verwendet man hier die Ergebnisse des Anhangs 2 so folgt

7 3
c = [{1’ 0411(4’9/A,Ax2/1-,ax3 (4 ). 043(4*4/4,4*:/4,/1)3/4)] 7 (343

D12p13 sind die in Tabelle 7 angegebenen FORTRAN-Unterprogramme. Fiir o = l.‘jja}:m
folgt numerisch:
aX, AXAXg = A A A | AX,: AX;: AXy = 0.428 :0-08 : D08 (A3-46)

C, = 0.-2145 | 0.22%5

Diese Werte stimmen gut mit dem Wert cl=0.21 iiberein, der sich in [ 33 ]

bewshrt hat. Gl.(A3-46) zeigt zudem, daB der Fehler der Annahme (5-6) bei den

von Deardorff [ 29 ] verwendeten Maschenweiten beziiglich des Betrages der Konstan-
ten ¢, klein ist;dies heifit allerdings noch nicht, daB die damit berechneten Zihig-

1
keiten bei ungleichseitigen Maschen richtig sind, wie in Kap.5 diskutiert.



- l40 -

Anhang 4 : Iosung der Poissongleichung unter Verwendung der

Schnellen Fourier-Transformation

A4.1 Problem

1 1 -

In Kap. 6.2.2 wurde fiir die Berechnung des Hilfspotential Y bzw. des tat-
sdchlichen Druckes p als bestimmende Gleichung eine Polssongleichung mit
Neumann-Randbedingungen aufgestellt; sie lautet in ausgeschriebener Differenzen-
darstellung fiir zylindrische Koordinaten (vergl.Abb.5):

*hﬁqh-ﬁb~ . _-(4!B1&.¢ Yo + 4}-ﬁg Y
Ta | Apem OV Ave Digow, 8, | ok 8 o G kA

A
(f adp)? ('%-wu k=~ 2Y, 4 kT Y, &) ('Y: ok~ /)L/.; Kt ¥ 4,_,,A) (A=)

:qt}d,hj L= A2, IM - geg2,.. TM; R=ga, .. kM

S )

Randbedingungen:
a) Periodizitdt in ¢,z-Richtung:
Yoo h=Yeerm, jedomk ; J=0,8422.. ;32027122 (Ak-2)

b) dyy = 0 an der Wand :

’V/A,.),O" '1‘(/'.,‘),4 N /y'(,d‘KH ’{/(-1\),/(’74-4 4""4121"':/H}'Jé'f'z/'“ljh. (Ak-3)
Durch diese Randbedingungen 1ist 4/ nur bis auf elne additive Konstante bestimmt.
Als Voraussetzung fir die Existenz einer Idsung ist die Konsistenzbedingung zu
beachten [87 ]:

kRt JM kM (Al-L)
2 Z Z Ty kAT Ay AT Ty =

) J =1 L’A

AL.2 Losungsprinzip

Im folgenden wird die Losungsmethode beschrieben, deren Prinzip erstmals von
Hockney [ 55 ] angegeben wurde. Es wird ein direktes Verfahren angewendet, dss
iterativen Verfahren [ 16 ] gegeniiber wesentlich schneller zum Ergebnis fiihrt
und frei von Stabilititsproblemen ist [ 61 ] . Das Verfahren ist dem von
Williams [ 141] verwendeten sehr zhnlich. Die periodischen Randbedingungen er-
lauben Jedoch die Verwendung schneller Fourier-Transformations-Routinen.
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Zudem erlaubt die hier verwendete Methode variable Maschenweiten in radialer
Richtung. Zusammen mit dem in [38,125 ] beschriebenen Transponierungsalgorithmus
ist das hier verwendete Verfahren auch noch dann effektiv anwendbar, wenn die
Felder‘"yrbzw. 7 nicht vollstandig gleichzeltig im Kernspeicher Platz finden
[128].

Die Ldsungsmethode beruht auf einer Relhenentwicklung des Quellterms?und der
Losung y*in azimutaler und axialer Richtung in trigonometrischen Eigenfunktionen,

die die periodischen Randbedingungen (AL-2 ) identisch erfiillen:
V2w (4-4) - ﬁl?‘(&‘w)
Ve Sk : v /;4 (A%-5)

DMt (M-4

— V27 (1) 2w (i-4) \
-1 Mg 2 5H E—JIM (A4-6)
Teigik =v§,.l /"Ea C&guu’wj'&)e

Es wird darauf verzichtet, auch in radialer Richtung eine Relhenentwicklung

in Eigenfunktionen zu verwenden, da hier Besselfunktionen verwendet werden
missen, die numerisch weitaus komplizierter zu behandeln wdren. Die Verwendung
komplexer Eigenfunktionen ist gegenliber einer Entwlcklung in den reellen
Eigenfunktionen (sin und cos) (wie in [ 141 ]) vorteilhafter, weil sonst anstelle
von einem Produkt zweier Eigenfunktionen vier Produkte zu behandeln wiren und
zudem fur \?7'=0 Sonderfille auftreten, die bei der komplexen Schreibwelse ver-

mieden werden [ 50 ].

Die komplexen Koeffizienten CQ in (Al4-6) lassen sich aufgrund der Orthogonali-

tatseigenschaften der Eigenfunktionen berechnen gemif

4 N m AT (Ga) e 27 (i) (A4-7)
COfur )= B gy 7 I T A

EOAL, M =oAL, PR ka2 KM

Wahrend die Ausgangsdaten qi ik fir keconst aus IM.JM reellen Zahlen bestehen,
ru

bilden die Fourierkoeffizienten CQ IM¢JM Komplexe Zahlen, also doppelt soviele

Einzelwerte. Von dieser Datenmenge muf8 Jedoch nur die Hialfte gespeichert werden,

da gilt:

€6 Gyt )= CO" (it ens, Ivrc, 4) s
V= 04,2, Cor-4)/2
=04, (rH1-4)72
v, M F 0,0

cQ( 4,4, k)= CQ* (4,4 R) (reell)

(Der Stern kennzeichnet konjugiert komplexe Werte)
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A4.3 Auswertung mit der Schnellen Fourier-Transformation (FFT)

o - - G~ " Ve = W A Ay = - V" W -

Die Gl.(A4-7) sowie,bel bekannten CP-Werten,GL.(A4-5) werden nach dem von
Cooley und Tukey [ 19 ] entwickelten Verfahren der Schnellen Fourier-Trans-
formation (FFT) ausgewertet. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Transforma-
tionen findet sich in [ 20 ]. Bei der FFT werden die Periodizititseigenschaften
der harmonischen Funktionen ausgenutzt, um eine Vielzahl von Multiplikationen
auf eine zurlickzufiihren. Wihrend bei einer direkten Auswertung der Summen in
(A4-5,7)die Anzahl der Multiplikationen proportional zu (IM.JM) wichst, sind
bei der FFT nur proportional (IM«JM)In(IM.JM)Operationen notwendig. Die FFT
ist nur dann besonders effektiv (#hnlich beim Transponieren[125]), wenn die
Faktoren IM und JM in mdglichst viele, kleine Primzahlen zerlegbar sind. Die
Algorithmen werden zudem besonders einfach, wenn diese Primfaktoren alle gleich
zwei sind. Ein entsprechendes Programm "FOUR2" zur FFT hat Brenner [1% ] er-

stellt; es wird hier verwendet.

A4.L Aufstellung der Differenzengleichung fiir CP

e i w4 o S o

n

(Abkiirzung C};‘,’y[ & cpeP (/«f-/, vid, R)

CR (uta, ItA, A) )

CQ/“I"' k

Die Koeffizienten CP, ,, werden aus der Differenzengleichung (A4-1) bestimmt,
in die der Ansatz (Al4-5,6) eingesetzt wird. Es folgt

A oy L2 /9 % A
—_— CP —- Rerr R-7/2, 1% C
AMK A“r kel /”)V A“)f Z’ A% (Af* " * Af*,m)*—cdv.,*)z +A/H }'I”l‘
(A4-9)
A o1 = C
R ST = SO
R=4,2, .. Kk
?}« ')) Ay, =2 (A co.r(v ) (A4-10)

V=0, 4,2, (:m-.v,f) /- 042, (11-1).
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Aus der Randbedingung (A4-3) folgt zudem
A4-11
CP/V'VIA = CP v, 0 ( )

CP/“,,,' Kh = CP/,.:/ kh+A
Die Gleichungen (A4-9,10,11) bilden IM+JM unabhingige lineare Gleichungs-
systeme flir die komplexen Koeffizienten CP 9& ; k=0,1,2..., KM,KM+1. Diese
+a4.)=#0 , da andernfalls
die Losung nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, d.h. nur fir V/r #00
112

Gleichungen haben eindeutige Ldsungen nur fur

Der Fally, /4 0,0 muB3 gesondert betrachtet werden. Nach Division durch{ }
%% A%
folgt aus (A4-9) in abgekiirzter Schreibweise
~CP /y l) &/_/, + B(A) C/4 V’k - C(‘k) Ce"f"//‘"’ :DA (Ah-lg)
" Crh) = “hen Thm
A’rh-fa Thera P . Ay )
- A+ 21a ST Vi ( .2 ) (Ak-13
B(k) Clh)+ ﬂw; CapmT A
__Ta ,
D [A) - }_ﬁ._:{h_ A'rk Afh'.f/L /’)V,k

Al4.5 Losung der Differentialgleichung fiir CP

o it o > . . 8 A - .

Pl eyt 7 AR A D

Das Gleichungssystem (A4-12) kann fiirvyléo,o mit dem Gauss 'schen Eliminations-
algorithmus geldst werden, der fir derartige tridiagonal aufgebaute Systeme
einfach und schnell ist. Fuir die vorliegenden Gleichungen existiert Jedoch
eine dem Gauss'schen Algorithmus entsprechende einfache rekursive Ldsungsvor-
schrift [111,141], die zudem numerisch sehr stabil ist [111,S5.198],

Es wird folgender Ansatz verwendet:

CP ol h = CPuyy his -ECR)+ETR) k= ket 1=, A (A%-14)

Hieraus folgt:
CP v, hoa = Cluy, hag E (k) E(R-1)+ FR ) E(h-1)t F( k1),

Werden beide Beziehungen in (A%-12) eingesetzt,so folgen fir beliebiges CP die
Bedingungen

E(k)
F(k)

1/(B(k)-C(k).E(K-1))

(A4-15)
(c(k)F(k-1)+D(k))-E(k)

[}
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Die Randbedingung (A4%-11) ist bei k=1 erfiillt, wemn gilt

E(0)
F(0)

o .

]

Ausgehend von diesen Werten kdnnen alle E(k), F(k) fir k=1,2,...,KM aus
(A4-15) berechnet werden.(E(k) ist wie B(k) von s,V abhingig und kann daher
leider nicht, wie in [#1 ] behauptet, ein fiir alle mal berechnet werden). Aus
der Randbedingung (A4-11) bei k=KM und (A4-14) folgt:

C};u,o,‘ch = F(km)/ (A - E(KM)) (A4-16)

Mit diesem Anfangswert konnen dann gemiB (A4-14) alle CP W & fir k=KM-1,KM-2,...,1
t

M

errechnet werden.

< A L R e L

Fir V =/4A =0 kann willkiirlich z.B.
C Po, 0,4 =0

gesetzt werden. Aus der Randbedingung (A4-11) und aus (A4-12) folgt dann
CPDIO'Z = ~ D(/f)

die restlichen va,o,k konnen fiir k=3,4,...,KM gemi (Al-12) aus

Cparor k = 8 (k’,f) C polol k"f - C(.A—J) CPO,olﬁ-( - D(&_"{) (A4_17)
berechnet werden.

Damit hierdurch auch die Randbedingung bei k=KM (A4-11) erfiillt werden kann,
muB D (k) eine Bedingung erfiillen, die der Konsistenzbedingung (A4-4) entspricht
und im folgenden abgeleitet wird:
Mit der Abkiirzung flir den Gradienten von CP

Phetn = Thrrn (CPookes ~Cho o p)/ Alhun

folgt aus (A4-9)

1
¥y, ATy (35%":7&'%): Co0k
und aus (A4-11) E.gq =0

Durch vollstandige Induktion ist leicht zu zeigen, daB hieraus folgt:

A

Jbewr = 2 a4 oo p
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Damit die Randbedingung (A4-11)

g xmery =0
erfiillt sein kann, muB also gelten:
kit
=Z C . Ay ATy = O
b= 00,0,A R R

Diese Bedingung ist der Forderung (Al4-4) direkt zHquivalent, da flirvs#=0aus
(A4-7) folgt:

IH M
ce 1

= = = ..
otolk JH- DM J‘" Jea 7"\)1

Da qi’j’k gleich i?r Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes {22,3;‘25:} ist,
deren Komponente U, an der Wand gemiB (6-5) stets gleich Null ist, ist obige
Konsistenzbedingung theoretisch entsprechend (A5-11)) stets exakt erfiillt.
Infolge Rundungsfehler kann jedoch die Summe (A4-4) von Null geringfligig ver-
schieden sein. Dies wiederum kann - wie eigene numerische Experimente zeigten -
die Ursache filir die Nichtkonvergenz iterativer Losungsverfahren sein. Das

hier beschriebene Verfahren ist dagegen beziiglich derartiger Rundungsfehler
unempfindlich.

Die Vorteile des beschriebenen Verfahrens sind also:

- exakte Losung (bei Vernachlissigung der Rundungsfehler)

nach endlicher Rechenzeit
- sehr kleine Rechenzeit (vergl.Kap.l0).
Die Nachteile sind die Festlegung der Werte IM, JM auf Potenzen von zwei,

sowlie die mangelnde Ubertragbarkeit auf Probleme mit komplizierteren geometri-

schen Berandungen.
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Anhang 5: Genauigkeit und Konsistenz der Differenzenformeln

A5.1 Statistische Fehler der linearen Differenzenapproximationen

o iy ] " - - - n oy - - -

Eine typische lineare Differenzenapproximation ist die Niherung
2— 4= A A= Ak 1= 1 X )
UA (XI/XZ;XJI{): 'H/ ) ( u.a()flf '{1"’1"\'3 ’{-){-1.11()(4— T/XZ'X?I-{") (A5-1)

Diese Ndherung setzt voraus, dag 12'(Ag,)g,)3,f Jein hinreichend glattes Feld
ist, so dafl lineare Interpolationen zulidssig sind. Bei lokalhomogener Turbulenz
ist die NdZherung im statistischen Sinne sicherlich richtig. Dennoch kann zu
Jjedem bestimmten Zeitpunkt obige Approximation einen Fehler haben, der durch
folgende Standardabweichung f charakterisiert ist:

2
— - < ~AX
= ([ oum)-4 06,000 ) % )17 52
Unter Voraussetzung lokalisotroper Turbulenz ergibt sich hierflir gemd Anhang 2:

£ = G enr i< e 3 %, %, (ax, 50/)

J (A5-3)
~2{ %G (4% 0,0)
Und mit (A2-40,41,42) fiir gleichseitige Maschen
v, 3 * 4 *
f’ = f,-<O 2 ax, [2 oly (A4, 5,0)-6/2 (”/"/’,0,0)] (A5-4)
- x -
1 a¥ (444000 df (14470)]
§2 /
= 0.06¥1 A, <E> T ax?
4 < B/
£ = 0.253 £7<e5° ax” (45-5)

Dieser statistische Fehler sinkt also mit kleiner werdender Maschenkante ¢3xg/
jedoch gemiB der Potenz 1/3 nur langsam. Dies Ergebnis ist natiirlich nur im
Bereich der Gililtigkeit des Kolmogorov-Spektrums gemif (4-6) anwendbar. Sowohl
fir sehr groBe Maschen, wo %E;?Z bei homogener Turbulenz gegen konstante
Werte streben, als auch bei sehr kleinen lMaschenweiten, wo sich die Gldattung
infolge der molekularen Zihigkelit bemerkbar macht, dliirfte der Fehler kleiner

sein. Obiges Ergebnis ist also eine pessimistische Aussage.

Wirde man nicht Fléchenmittelwerte,sondern Punkt-Geschwindigkeiten durch arlth-
metische Mittelung entsprechend
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approximieren, so erhilt man aus (4-6):
R S I S TP B 22BN (as-6)
F= 2 (4) ..7] £, <O 7= 0.765f &> o, (A5-6)

D.h.,die Mittelungsoperation verkleinert den Fehler zwar um etwa den

Faktor 3, verandert ihn jedoch nicht prinzipiell.

Annlich wie im Feinstrukturmodell (Kap.5.2.2.5.3)wire anstelle obiger (A5-1)
deterministischer Approximation eine statistische Approximation denkbar,
deren Mittelwert (A5-1) entsprechen miite. Im Gegensatz zum Feinstruktur-
modell liegt hier sogar mit (A5-5) ein Ansatz zur Festlegung der Standard-

abweilchung vor.

A5.2 Abbruchfehler

Wie Orszag [ 96 ] ausfiihrlich diskutiert hat, fiihren Differenzenapproximationen
zu Fehlern, die sich sowohl in fehlerhaften Amplituden als auch Phasen der
Losungen auswirken, wobei diese Fehler insbesondere fiir Fourierkomponenten

mit groBen Wellenzahlen grof sind. Die Phasenfehler wiirden bei der Verwendung
der Galerkin-Methode (vergl.Kap.l.5.2) entfallen. Deardorff [ 33 ] weist

Jjedoch darauf hin, daB das Energiespektrum der im Maschennetz aufgelosten
kinetischen Energie bei den maximal aufldsbaren Wellenzahlen sehr steil abfillt
(etwa mit k-u), so dafl diese Fehler nur mit relativ kleinem Gewlcht eingehen.
(Vergl. Abb.23)

Mit Differenzenapproximationen bei Maschennetzen der Kantenlinge ax ist es
prinzipiell unmdglich, Fourier-Komponenten mit kleineren Wellenlidngen als 2-A4 X
darzustellen [ o4 ].

A5.2.2 Abbruchfehler der konvektiven Terme

Setzt man voraus, daBl die gemittelten Geschwindigkeitsfelder %ﬂ durch Taylor-
Reihen-Entwicklungen darstellbar sind, so kann man den Abbruchfehler der Diffe-
renzenformeln bestimmmen. Besonders wichtig sind hier die Abbruchfehler der
konvektiven Terme. Betrachtet man kartesische Koordinaten, so erhilt man

beispielsweise

Jx,, ( a: @A)"' 3%" (U, ) +f

31'44 sz &
a)<43 U, 3A 7 D(AX,, )

fE? S, du Gt 4

oxr o2x, 2
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Glinstiger erscheint hier die von Amsden-Harlow [ 3 ] verwendete Niherung
-— a
2ud,, u = 2, (0, 1,) +f
B"U,« Ml L7
da hier insbesondere der Abbruchfehler keine zweite Ableitung enthdlt;

(A5-8)

dies hat einen glinstigen EinfluB auf das Stabllititsverhalten. Der Nach-
teil dieser Approximation besteht jedoch darin, daf die Differenzenformeln
dann nicht den Erhaltungssitzen der kinetischen Energie entsprechen, was
zu Tnstabilitdten infolge Aliasing fiihren kann (vergl.Kap.A5.3 und A5.4);
diese Art der Approximation wird daher hier wie z.B. auch in [ 54,79,94 ]

nicht verwendet.

A5.2.3 Falsche Diffusion

Falsche Diffusion ("false diffusion”) wird z.B. in [ 49 ] erliutert. Sie
entsteht durch das begrenzte Aufldsungsvermogen im Differenzennetz fir groBe

Gradienten. Beispielsweise besitze die Funktion y(x) bei Xq eine Rampe

J
A

— Ax— > x
Im Differenzennetz kann Jedoch maximal nur der Gradient (yg—yl)/,A x dargestellt
werden. Das Feld y wird also klinstlich gegliattet, was wie eine falsche Diffu-
sion erscheint. Dieser Fehler ist insbesondere dann grofB, wenn der maximale
Gradient nicht in Richtung der Koordinatenlinien sondern in der Diagonale der
Masche verliauft. Die Maschenkanten sollten daher moglichst parallél bzw. senk-
recht zu den Stromlinien verlaufen. Flir die mittlere Stromung ist diese Vor-

aussetzung erfiillt.

A5.3 Aliasing-Fehler

Der Aliasing-Fehler entsteht aufgrund nichtlinearer Terme; er wurde zuerst
von Phillips [100 ] fiir die konvektiven Terme nachgewiesen; Miyakoda [87 ]
zeigte, dafB er auch infolge nichtlinearer Zzhigkeit entstehen kann. Dieser
Fehler wird auBerdem in [1,10,79, 96,100 ] diskutiert. Der Fehler beruht auf
der endlichen Wellenzahlenaufldsung. Werden zwei ortsabhidngige Funktionen,
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die beide Fourierkomponenten mit den Wellenzahlen k = 0,1,2...,N enthalten,
miteinander multipliziert, so entsteht ein Produkt, das Fourilerkomponenten
mit k = 0,1,2,..,2N enthalt; im Differenzennetz kdnnen Jedoch nur die Kompo-
nenten mit k€ N wiedergegeben werden; die Komponenten mit hoheren Wellen-
zahlen werden dadurch den Komponenten mit kleineren Wellenzahlen zugeschlagen.
Hierdurch wird der physikalische Energietransport von kleinen zu grofen
Wellenzahlen teilweise rlickgingig gemacht. Dieser Effekt kann zu Instabili-
titen filhren. Als Heilmittel hat es sich hier bewdhrt die Differenzenformeln
so zu gestalten, dag sie gemiB Kap.A5.4 energieerhaltend sind.

AS5.4 Konsistenz mit physikalischen Erhaltungssitzen

T o A8 e e A M T A >

Aufgrund der Wgndhaftbedingung und der periodischen Randbedingungen gilt bel
Abwesenheit von Feldkraften und fiir verschwindende Zzhigkeiten:

Impulserhaltung:

5\.55 —2—:— V= 0 (=423 (A5-9)
Energieerhaltung:

5{/{ a(;f/z) V=0, (A5-10)

wenn V das gesamte Stromungsvolumen umfagt und das Geschwindigkeitsfeld die
Kontinuititsgleichung exakt erfiillt. Von den Differenzenformeln ist nun als
Voraussetzungder Konsistenz mit diesen physikalischen Gesetzen entsprechend
zu fordern, daB die Summen lber die entsprechenden Differenzenapproximationen

Uber alle Differenzenmaschen ebenfalls verschwinden.

Flir den Impuls gelten diese Erhaltungssitze flir die Differenzenformeln offen-
sichtlich, da die konvektiven Terme in ihrer konservativen Form verwendet

werden und also z.B.

KM _ o .
g J S )= [ 3/&.,(,,,{ 3/ ]/["m'{ ~xg | (h5-11)

ist und die rechte Seite wegen u} =0 verschwindet. Wir die Energle 178t sich
entsprechendes gemd [ 78 ] beweisen. Hierbei muB Jedoch vorausgesetzt werden,
daB auch in Differenzenform die Kontinultdtsgleichung exakt erfiillt wird.
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Piacsek-Williams [ lo5] haben Differenzenformeln abgeleitet ,bel denen dlese
Voraussetzung flir die Energieerhaltung nicht notwendig ist; hier ist dann
aber die Impulserhaltung nur bei Einhaltung der Kontinuitidtsgleichung ge-
gegeben., Dennoch sind die Vorschlige von Piacsek-Williams bei numerisch un-
genauer Einhaltung der Kontinultitsgleichung (z.B.wegen iterativer Ldsung

der Poisson-Gl.(6-9)) attraktiv, da die Energieerhaltung wegen ihrer quadrati-
schen Art filir die Stabilitidt wichtiger als die Impulserhaltung sein dlirfte.

Da in dieser Arbeit die Kontinuitdtsgleichung durch die sehr genaue Druck-
berechnung stets mit sehr kleinen Fehlern erfiillt ist, erscheint die Ver-

wendung der Formeln von Piacsek-Williams jedoch nicht notwendig.

A5.5 Numerische Fehler

Numerische Fehler entstehen bekanntlich infolge der begrenzten Anzahl dezi-
maler oder dualer Stellen, die in einem Rechner fiir die Darstellung von
Gleitkommazahlen zur Verfiigung stehen. Diese begrenzte Stellenzahl wirkt sich
besonders deutlich bei der Berechnung der Differenz zweler etwa gleich grofer

Zahlen aus; z.B. ist bei 3 Dezimalstellen
0.164E2 - 0.163E2 = 0.12?E0

Die Differenz 1st im Beisplel nur noch auf eine Stelle genau. Wihrend dieser
Effekt bei der Differenzbildung allgemein bekannt ist, wird der bel der Sum-
mation sehr vieler Zahlen gleicher GroBenordnung in einen Summenakkummulator
entstehende Fehler allgemein nicht beachtet.Werden belspielsweise bei einer
Anlage mit 3 Dezimalstellen zur Darstellung von Gleitkommazahlen nach folgen-
der Vorschrift (FORTRAN) 10000 Zahlen A(I)der GridBenordnung 1.addiert

S = 0.
DO 1 I =1,10000
18 = S+A(1),

so unterscheidet sich noch 1000 Summationen das Zwischenergebnis in S um 3

Zehnerpotenzen von den A(I) und die Summe S verindert sich wegen

0.100E4 + 0.1E1 = O0.100E4

nicht mehr.

Derartige numerische Fehler ktnnen klein gehalten werden, wenn folgende

Regein beachtet werden:
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Differenzbildung:

Regel 1:

Transformiere die Zahlen so, daf ihr Mittelwert gleich Null 1st.

Summenbildung:

Regel 2:
Bei der Summation von Summanden unterschiedlicher GrdSenordnung
in einen Akkumulator 1st zundchst Uber die Summanden der kleinsten

GroBenordnung zu summieren.

Regel 3:
Bel der Summation vieler Zahlen der gleichen GridSenordnung sind
moglichst viele Teilsummen zu bilden, liber die sodann summiert wird.

Obige Summmation ist also besser wie folgt zu programmieren:

SO = o.
DO1 I=1,100
s1 = 0
D02 J=1, 100
2 81 = Sl+A(J+(I-1)%100)
80 = 80431

Regel 1 wird in dieser Arbeit durch eine Galilei-Transformation (vergl.Kap.7.2),
die anderen Regeln werden durch entsprechendes Programmieren berlicksichtigt.
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Anhang 6: Stabilitdt der Differenzenformeln

In diesem Kapitel werden fiir die linearisierten Differenzenformeln Stabilitits-
kriterien erstellt.

AuBler den verwendeten Formeln

Typ a) gemdB (6-4), Bocksprung-Verfahren in der Zeit, zentrale
Differenzenquotienten flir die konvektiven Terme, zeitlich

verzogerte Diffusionsterme

Typ b) gemdB (5-100, 6-20,24), Euler-Verfahren in der Zeit "upwind!

Differenzen fiir die konvektiven Terme

wird, da verschiedentlich empfohlen[42, 44,112], eine weitere mdgliche

Differenzenformel

Typ ¢) Bocksprung-Verfahren in der Zelt, zentrale Differenzenformeln
fiir die konvektiven Terme und DuFort-Frankel-Methode [111 ]
flir die Diffusionsterme

untersucht. Hierbei zeigt sich, daB dieses Verfahren bei kleinen ZdZhligkeiten

in mehr als elner Dimension den anderen unterlegen ist.

Weiterhin ist die Mdglichkeit untersucht worden, auch bei Typ a) “"upwind"-
Differenzen fir die konvektiven Terme zu verwenden; hierbel wurde festgestellt,
dafB3 das Verfahren dann stets instabil wire; es wird hierauf daher nicht im

einzelnen eingegangen.
Die Linearisierung betrifft:

- Annahme konstanter Konvektionsgeschwindigkeiten { V&.\Aﬂ Vq}
- Annahme konstanter Zihigkeiten

-  Vernachlissigung von Druckgradienten und Feldkraften

- Annahme periodischer Randbedingungen in allen Richtungen

Welterhin werden die Impulsgleichungen so vereinfacht, daB sile entkoppelt
werden; diese Entkopplung gilt exakt fiir kartesische Koordinaten. Zudem
werden &dquidistante Maschen und isotrope Zihigkeiten angenommen. Damit er-
geben sich folgende linearisierte Gleichungen (y steht flir eine der Ge -
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schwindigkeitskomponenten v, ,Vy, Yy bzw.die kinetische Energle VE' )z
n+4 n-A .
Typ a) y"‘l-“lﬁ - 7‘.1.1'4‘ i K" _ D"-A (A6_1/
2 At a - ‘o
) n "
Typ b) des k- ook o ": = Dq (A6-2)
At
ns n-A4 "
Typ ¢) 3"-";4{.3‘ . + KD“ - DC (A6-3)
mit ] } y
- iy ho gk i i 3‘/.)’4‘- LJ.AM 7, k-t x
Ko = Y 2ax * Ve "“A.( 1Y T =T, f {?"r (A6-4)
) "
o et el Jiskfiak o Sl fani kS
b 2 Ax 2 AXx
gl " » ]
Vot Vel Joh-gojak , VeIVl Jogeh-40 54 (A6-5)
2 . TAY 2 T Ap
+ V".f(V‘, _y_ﬂj,ﬁi‘:)',‘-l 4 M;—/Vrr, hj}‘fd'};.ﬂk th
2 as 2 at Ed S
Dy 7.{ Jcta, i,k Aitﬁ”"“}“is
"
* . .
3515)1‘4)& -ZJL,_),A yl/)"‘"l - yt::" (J n J 04) (A6—6)
" T apt . 4 gop © °J
+ Gl — 245 - tY gk + y:'./)',‘-f.l— f;.,J,‘o-lf
att 4.7

-/u[ y“‘»‘:.)/‘ (g‘uh‘- y‘IJ,‘} 7¢-4,J,

9egen k- L7, k*#l,',k)* Y o,
P () izt\vz J 3:.)"" _ y‘o (d",'fd'; ) (A6-T)

n nia h-Aq
+ y‘Al Af" - (y"ld;k ’ y“h”l‘)* "‘““I"" + y a9y Bt — g' ldik“"
ATt + AT

o , 4*Yr o, y#vs
J = = ')
9"’7‘ { {‘-]04[ (a6-8
4

/ y..-:‘U(
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Die Schreibweise der "upwind"-Differenzen gem:B (A6-5) entsoricht dem
Vorschlag von Kirsch [72].

A6.1.,2 Allgemeines Stabilitatskriterium [111,140]

Die linearen, homogenen Differenzengleichungen lassen sich in Matrixform
darstellen als

Nn+A

M n-41
Iyi,s’;ﬁ = A1 )/c, k7 Az YL':.)':’: (A6-9)
mit

T
Y"l\)"ﬁ = [ﬁ»‘.;,&; Je5h 5 Jita, 0 ks -1 hy Loyeak) 7"/.)) R-1, J¢ 5, "M}
Die aus Jje 7 Elementen bestehenden Vektoren Al, A2 sind fiir die verschiedenen

Formel-Typen in Tabelle 8 angegeben. Diese Differenzengleichungen besitzen
die allgemeine Losung

n
'jnt’,j’,h’ = V(—/-L"J"‘ e,vf{é [&4 (i'-c)ax+ &, (J"—J)Ayh&?(&'—d)u]} (A6-10)
L= V-1
ks, Ky

sind irgendwelche Wellenzahlen. Fir den Vektor YL- A folgt
hieraus wegen exp{di X} = cog(x)+ L Sin(x):

ld
Yegn = Uogn £ (A6-11)
T
E = {/’J"A‘; 5/1*(-:, ).’L:S/’+C4 R Jz rc‘l ;k\s'zf-czj._ﬁ .s3 +c‘:3).'£ -53;‘6‘3}

(A6-12)
Sy 2 sin(kax),; S, = sinlkyaw); S;= sin(by av)
C, = cog (K,ax); C, = cos (kyay); C; = cos (hy Av)
Sc¥rcit = L aq29 (A6-13"

Aus (A6-9) folgt damit eine Gleichung fiir die Variation der AmplitudeUmit
dem Zeitschritt n:

hta h n-a
GJr R iﬁig v + A2

= '-'(J;A (A6—l4 )
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GemiB Richtmyer [ 111 ] 148t sich die Variation der Amplituden von einem zum
nachsten Zeitschritt n beschreiben durch

n+1

Uhc,j,'r = G fJ K (A6-15)
U, . =
Y ‘- ¥
N )

mit der Verstirkungsmatrix
A1-E

1]

G

A
2 (A/(,f +;£'.-« BAA) A—/.Z L 8"7.

]

(A6-16)
4 0

B sind flir die verschiedenen Formel-

A12’ 12

Die reellen Koefflzienten All’ Bll’

Typen in Tabelle 9 zusammengestellt.
Die Eigenwerte dieser Verstdrkungsmatrix G sind

. 2 y
= ia : )
1411 - A// A Bf'x h V(AAA L 8"/) * A4z ",": 841

Das Stabilitdtskriterium ergibt sich nun gemzB von Neumann {11c,111] aus der

(A6-17)

Forderung, daB die Amplituden der Starungen(]" der Losung mit wachsendem Zeit-
schritt n nicht groBer werden diirfen. Hieraus folgt als notwendige Bedingung

[ 2,1 £ 4 (=42 (16-18)

Diese Bedingung ist zudem hinreichend, wenn G gleich seiner hermitisch konju-
glerten ist [110 ], was in der Regel angenommen wird [llo, 111, 73, 1llo].

Analog zur Forderung (A6- 18) ist selbstverstindlich
] A gl 44 (A6-19)

mit

Hieraus kann der maximal zulidssige Zeltsehritt At bestimmt werden, wie in den

folgenden Abschnitten flir die einzelnen Differenzenformeltypen erlautert wird.
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A6.1.3 Ergebnisse fiir den zulidssigen Zeitschritt At

A6.1.3.1 Differenzenformel Typ a (Bocksprung, verzdgerte Diffusion):

In explizierter algebraischer Weise kann der zulissige Zeitschritt nur fir die
extremen Fdlle vernachlissigbarer Diffusion bzw. vernachldssigbarer Konvektion

angegeben werden:

Fall a) reine Konvektion (U= 0, Y#0p)

Die Eigenwerte }H_ haben hier die Werte

. - Vx 2
A=~ L Af( S, + "“? 2t ]/// st —S‘*”P ) s)
Aus /:f\,,,,_/é/l folgt:
2 [ ¥Yx_ V. 2
at ( S, M?sl A_:gg) 44

Das minimale Atkergibt sich heraus fir
S, = Sl'Jh(Vx} , Sy = sigm (Vt(), ng.sc'gh(V-r)

zu -
( ax ~ay AT (A6-21)
Fall b) reine Diffusion ( V !"_ =0, r3Ar)

M= s 'V//+2/<A~£-[AX1(C‘ 4)* (Cz )"‘m‘[Cr”) ( g7 ;04) S""‘

Die Betrage dieser Eigenwerte nehmen ihr Maximum fir Cl=C2=C3=~l,SB=O an und
als zulassiger Zeitschritt ergibt sich:

4 4 “ “ d, -1
me £ oy [ + + - d:'?—o“" 1°r (A6-22)

Ax 2 pp? At 22
Fall ¢) beliebige Parameterwerte

Flir den allgemeinen Fall muB3 der zuldBige Zeitschritt At numerisch ermittelt
werden. Hierbel werden mittels elnes Optimierungsprogrammes, das nach der Evo-

c I

lutionsstrategie arbeitet [ 60 ], die unabhingigen Variablen Cl’ Ce, 30 I1s

I2, IB’ I4m1t — AL CL-EA,S‘.:JE//_,(“. , 0= 42,3
I,€{-4,44) , (= 723%
(I, ist das Vorzeichen vor der Wurzel in (A6-17)) so variiert, daB eine Ziel-
L

funktion ZF minimiert wird. ZF liefert durch Intervall-Schachtelung mit einer
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relativen Genauigkeit von 10-4 dasjenige At Jo fiir das bei den oben gegebenen
Variablen gilt
[2acat))éa, |3 (atrO>1.

Das numerlisch ermittelte zulidsslge At 1ist eine Funktion von lo Parametern:

At= At (/4, VX'V.,I %’IAX,TAY/AT"TI({’W '09"!’) (A6-23)

Abb.12 zelgt ein numerisches Ergebnis flir
40 ol
Atz 4ot [/#,V,\—, v,//a, V;;//O/ 0.425,0.05, 0-05/40 ) 0/0) (h6-24)

dargestellt als Funktion der Z‘alhigkeit/‘l fir drel Werte der Konvektionsge-

schwindigkeit Vx= 10,30,50. Zum Vergleich sind eingezeichnets

. /‘)
at = {Af (0, Vi, Vi 110, Y, 16, 0.42, 0.0S,0.05, 70 190/, (n6-25)

P
at (/': 0,0 , 0 ,0.425008, 00545 0, t)f

sowie: IV’(’ + ,V?/ 4 ’V4/
oty = At [ yyg 2 14y ar 0,0,0,0.425,0.05, 0.05,40”0 0 | (A6-26)
A “ Jea? s ’ g
9[—1«. 4.—/ - -M‘) )
ot (Fapp avt 2+t

A‘{, ist das Minimum der fiir relne Konvektion (AtK) bzw. reine Diffusion (A'éD)
sich ergebenden zulidssigen Zeitschritte; a t2 ist die flr reine Diffusion

sich ergebende Asymptote mit einer so vergrdBerten Zicilfxigkei’c,daBAt2 f‘iir/d:O
den gleichen Wert annimmt wie AtK. Diese Verglelchswerte sind gemiB (A6-21,22)

algebraisch berechenbar.

Man erkennt aus Abb.l2:
a) Der zulissige Zeitschritt sinkt mit wachsender Ziihigkeit/v und wachsender
Konvektionsgeschwindigkeit Vx'

b) Der zulissige Zeitschritt At ist kleiner als die Werte at,, AtD fir die

oben betrachteten Grenzfidlle a und b.

¢) Eine konservative Annahme fiir den zulissigen Zeltschritt At ist die Funktion

At2'

Die praktischen Rechnungen werden daher mit einem durchgz\t2 bestimmten Zeit-
schritt durchgefiihrt; als zusdtzlicher Sicherheitsfaktor wird er Jeweils um
einen per Eingabe gesteuerten Faktor verkleinert, der typischerweise den Wert
0.5 hat.



- 158 -

A6.1.3.2 Differenzenformel Typ b (Buler-Verfahren, "upwind" Differenzen )

Flir dieses Einschrittverfahren reduziert sich die Verstdrkungsmatrix G auf

einen skalaren Wert; der Eigenwert lautet:

A= ot [(Gray (Lo 220, (o) (T 24 )

“"AY T apt

+ (Cy- 1) (/Vd A*I) _ :_-r ‘5‘?- s (J 1{79,)

PN B -
S Lo “Set 4‘4‘(’-‘53"'(41' 4-41-)]

Der Betrag des Eigenwertes nimmt fir ¥ 24T sein Maximum fir Cl=C2=CB=—l;

S =S —S —O an. Der zulidssige Zeitschritt folgt hieraus zu:

,Vxl Vel Wyl 4 Ja td, d;)]
t‘[ Fay ' Tar P T+ ‘[7%*9‘(4,1*,.&”.* e ‘YP = A6 27)

Dieses Ergebnis wurde auf anderem Wege auch von Krause [ 73,74 ] abgeleitet.
Abb.13 zeigt A t als Funktion von/i filr die gleichen Parameterwerte wie in

(A6-24). Die zum Vergleich mit eingezelchneten Funktionen at,, at,
(A6-25,26) machen deutlich, daB fiir diese Differenzenformeln im Vergleich zu
Typ a bei reiner Konvektion der zulidssige Zeltschritt #t den gleichen und fiir

gemaf

reine Diffusion einen doppelt s0 groflen Wert annehmen kann. Ein Zeitschritt
gema (A6-26) ist also auch hier, d.h. fiir die Integration der Energlegleichung
(5-100), konservativ.

A6.1.3.3 Differenzenverfahren Typ ¢ (Bocksprung-Verfahren, mit Du-Fort-Frankel

Hier ist ebenso wie bei Typ a der zulidssige Zeitschritt At fiir den allgemeinen
Fall nicht explizit algebraisch angebbar. Flr reine Konvektion ergibt sich der
gleiche zuldssige Zeitschritt At wie bei Typ a gemiB (A6-21). Riir reine
Diffusion (\/ V =V4=0 e ) neh.men die Betrige der Eigenwerte ihr Maximum an
filr C;=Cy=Cy e{d-m} 5 5)=5,=5,=0 zu :

/)‘4 [=4 4 4 A

PNE A- 2ﬂ4*(ﬁ4*‘W'4 Af‘) <A fir at>0. (A6-28)

A+ 2/44{( u -o¢:‘v‘4 A;', )

D.h.bel reiner Diffusion sind die Differenzenformeln nach Du Fort Frankel

stets stabil (dies Ergebnis entspricht in Verallgemeinerung auf drei Dimen-
sionen den Angaben in [111 ]).
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Flir den allgemeinen Fall gleichzeitiger Konvektion und Diffusion muf3i der
zuldiBige Zeitschritt ,wie in Kap.6.1.3.1 beschrieben,numerisch bestimmt werden.
Abb.14 zeigt das berechnete Ergebnis fiir die (A6-24) entsprechenden Parameter-
10 8t (A6-25,206)

mit eingezeichnet. Man erkennt hieraus das erstaunliche Ergebnis, daf3 bei
positiven Zshigkeiten u (die nicht zu groB sind) der zulidssige Zeiltschritt at
hier wesentlich (etwa um den Faktor 1/2 bis 1/3) kleiner ist als bei den
Differenzenformeln Typ a. Flir kleine Z'aihigkeiten/v wird sogar die sonst kon-
servative Funktion At

werte; zum Vergleich wurden auch hier die Funktionen at

> unterschritten. Man wiirde eigentlich erwarten, daB 4t
fir reine Konvektion sein Minimum annimmt, wie z.B. in [112) angenommen wird.
Wie Abb.15 zeigt, wird dieser Grenzwert erst beil Z'alhigkeiten/u uberschritten,
die groB sind gegeniiber /a, :
| V/ /Vw/ Vel A 4 4 Y1
/«": Ax 1"my" Af)(d)(‘*'ftd\ﬂ"idf"

In dieser Arbeit ist Jedoch die Z’a’.higkeit/: klein und also das Du Fort-Frankel-

(A6-29)

Verfahren ungeeignet.
Im folgenden wird gezeigt, daB diese Aussage direkt mit der Dreidimensionalitit

verbunden ist, denn es kann bewiesen werden, dafl im eindimensionalen Fall

4 . ,
v ;—%{’ =oe , +=o00) tatsdchlich At sein Minimum fiir 4=0 annimmt.

Im eindimensionalen Fall lauten die Eigenwerte der Matrix G:

AC,- i BS, 2 J(AC, - £ BS,) - A2

l =
7t A+A
it 2.4t at-[Val
m AE 74—)0 ) BE’ —_— 20

x
Da gezeigt werden soll, daSB At:ﬁl_ zuldssig ist, wird B=1 gesetzt. Der

Ausdruck unter dem Wurzeloperator kann umgeformt werden:
(AC,-i$, ) v a-At= A (CHA)+a-5] - L 25,C,
Wegen (A6-13) folgt:
. 3
(AG -L§ Nra-AL= CC,-4 AS)

Die Wurzel kann hiervon also formal gezogen werden und die Eigenwerte haben
fiir B = 1 folgende Werte:

Ad (;—'QS‘,,

— A~ A :
o= A (Cres)
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2 1= Jc,test =
(A6-30)
- 1-A 2,¢c2 _ 1-A
N Nl A

Hier ist also B = 1 zulidssig, d.h. a4 t= Ax/IV,,/ ist ein zulidsslger Zeiltschritt
bei beliebiger Zéhigkeit/u >0,

Im zweidimensionalen Fall lauten die Elgenwerte:
A L= AfCo #A:Co -4 (845,485 ) VELQ*A;Q& (8,5,+8,5)]%1- At

4+ A
mit _ 2at - 24t
R
4l Vi
BAE%—I 815—%'/ 8= B,+8,

&), 14T
Soll auch hier der fiir reine Konvektion zulissige Zeltschritt 4= [A): AT
zulissig sein, so mu3 B=l sein. Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall kann

der Ausdruck unter dem Wurzeloperator nicht in eine quadratische Form Uber-
fiihrt werden und also nicht bewiesen werden, daf /),,1/{4 1st. Nun ist dies

noch kein Bewels dafiir, daB /),IL/M ist und folglich obiger Zeitschritt zu

groB. Dies findet man Jedoch numerisch. Wird z.B.Al=1/2, A2=2, B1=0.7, B2=0.3
angenommen, so ergibt sich der maximale Betrag des Eigenwertes fir C1’~"’ 0.4,

C2z 0.9 zu ]A[ = 1.0875. Durch dieses Beispiel ist bewiesen, daB die Bedingung
Mea flir at = [IVal/Bx f’W/Af]‘l im zweldimensionalen Fall nicht stets eingehalten
wird; folglich ist dieser Zeitschritt nicht das Minimum des fir beliebige Zahig-
keiten/d zulassigen Zelitschrittes.

Fir die Simulation dreidimensionaler turbuvlenter Stromungen kann wegen der
dabei vorliegenden kleinen Zzhigkeiten also die Du Fort~Frankel-Methode nicht

empfohlen werden.

A6.2. Uber die heuristische nichtlineare Stabilitatsanalyse nach Hirt.

Hirt { 57 ] hat in heuristischer Weise gezelgt, daB nichtlineare Instabilitdten
auf Abbruchfehlern der nichtlinearen Terme beruhen, die aus Produkten der Form

W
a(x 31—1

bestehen. Der Faktor a(x) ist eine Funktion der Geschwindlgkeiten und des
Maschemmetzes; vergleiche als Beispiel (A5-7). D.h.die Abbruchfehler erscheinen
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wie zusitzliche Diffusionsterme mit variablen Zzhigkeiten a(x). Werm a(x)
eine hinrelchend glatte Funktion ist, kann sie linearisiert werden und hier-
fiir Stabilitdtskriterien wie in A6.1. abgeleitet werden. Hierbei gelangt
man zu Ergebnissen der Art

/a > « ul/a+t ; /14»/5 Ax® dU/Dx (A6-31)

wobei civl Zahlenwerte sind. Von Hirt [ 57 ] wurden derartige Kriterien
lediglich flir zweidimensionale Einschritt-Verfahren abgeleitet. Im Rahmen
dieser Arbeit wurde nun versucht, Stabilitatskriterien dieser Art flr die
nichtlinearen Terme auch fiir die verwendeten dreidimensionalen Zweischritt-

Differenzenformeln abzuleiten. Hierbei traten folgende Probleme auf:

a) Die Abbruchfehler sind unterschiedlich je nachdem,ob als Bezugspunkt
der Taylor-Reihen-Entwicklung der zentrale Ortspunkt beim Zeitschritt neo
oder beim Zeitschritt nt (gemiB Kap.6.2.1) gewshlt wird. Welches der
"richtige" Bezugspunkt ist, konnte wegen der fehlenden exakten Theorie

nicht entschieden werden.

b) Die sich ergebenden Faktoren a(x) sind dermaBen komplex, daB hieraus

keine praktisch anwendbaren Stabilitditskriterien abgeleitet werden konnten.

Aus diesen Griinden wurde diese Stabilititsanalyse nicht weiter verfolgt,sondern
lediglich die aus der linearisierten Theorie sich ergebenden Kriterien mit
zusdtzlichen Sicherheitsfaktoren gemif Kap.A6,1.3.1 benutzt.
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Anhang 7

Beriicksichtigung ungleichseitiger Maschen im Quellterm der Feinstruktur-
Energiegleichung

Nach AbschluB der in den Kapiteln 1-8 dargestellten Theorie ergaben die

ersten Testrechnungen mit stark ungleichseitigen Maschen

AX, B> AX¥> AX (A7-1)

Geschwindigkeitsfelder, die nicht die erwartete randome Struktur aufwiesen,
sondern ausgeprigt regelmifig waren. Dies zZuBerte sich darin, daf die Ge-

schwindigkeitsfelder lediglich als Funktion von x, mit langwelligen Schwin-

1

gungen groBer Amplituden variierten, wihrend sie bezliglich x2 und xB nahezu

konstante Werte annahmen, also:

K ( au/ax)D>» LPQuory 2  (du/al) (A7-2)

Es wurde festgestellt, daB dieser Effekt mit der Ungleichheit der Maschen-
kanten und deren Auswirkungen auf die Energiegleichung erkldrt und daher

entsprechend beseitigt werden kann:

Der Quellterm P in (5-44) ist proportional zu einer Differenzenform des De-

formationsgeschwindigkeitsquadrates D das aus 9 Summanden ( DL’:]L’JI)Z

2
ijy’ 2
bestent (wobei jedoch (Dpiypy3)i= ( Opy3rc3 J8ilt). Infolge der Un-
gleichheit der Maschenkanten sind die Summanden im zeitlichen Mittel unter-
schiedlich grofB. Bel lokalisotroper Turbulenz mit Kolmogorov-Spektrum variiert

<L ‘Dfnpnﬂ) gemiB (A3-21) etwa proportional zu Ax(-_m bzw. Mj'?a.
Bei dem Verhdltnis (A7-~1) der Maschenkanten ist also z.B. <D1§3 > wesentlich
kleiner als <D3§> . D.h. eine Variation des Geschwindigkeitsfeldes in der
xl-Richtung liefert einen geringeren Beitrag zum Quellterm P als eine Variation
in x,-Richtung. Folglich ist Uberall dort, wo zufidllig ein groBer Gradient
Ial-‘ /ngl auftritt, die Energie VE'T und damit die Z'a‘higkeit/« grof3. Dort wird
das Geschwindigkeitsfeld schnell wieder geglittet. Dies ist dagegen nicht

fiir Orte der Fall, wo Pﬂﬁ%]gros ist,und also stellt sich das Ergebnis (A7-2) ein.

Zur Beseitigung dieses Effektes werden die einzelnen Summanden ( DEC'J c;3 )2

mit den Gewichten
2
{ Dy )

(A7-3)
2
< D[cu‘s! )
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multipliziert, die fiir lokalisotrope Turbulenz mit Kolmogorov-Spektrum

mit Hilfe der in Anhang 2 angegebenen Programme berechnet werden konnen.
Nach Multiplikation mit diesen Gewlchten sind bei Einhaltung dieser Voraus-
setzungen also alle Summanden im zeitlichen Mittel gleich grosi.

Mit dieser Korrektur (A7-3) nehmen die errechneten Geschwindigkeitsfelder
die erwartete randome Struktur an, worliber in Kapitel 10 berichtet wird.
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Anhang 8:

Programmtests fir laminare Stromungen

A8.1 Anlaufstrdmng

Es wird die Anlaufstromung berechnet, die sich flir konstante Zihigkeit y
(laminar) einstellt, wenn von der Zeit t=0 an, wo u(t=0)=0 ist, ein Druck-
gradient Px=2 das Fluid in axialer Richtung beschleunigt. Die Ldsungen des
Differenzenverfahrens werden verglichen mit den mittels des Programms ANIAUF
{36] aus Relhenentwicklungen berechneten "exakten" Losungen. Die Rechnungen
werden flir einen Ringspalt mit

R1=0.25, R2=1.25, V=1

durchgefiihrt. Dabei werden drei Fille betrachtet:

0.001, Ar =1/8 (=const)

0.001,

{o.1, 0,1, 0.13, 0.17, 0.17, 0.13,0.1, 0.1 }
0.00025, Ar = 1/16 (=const)

Fall a) At
Fall b) At

Ar
Fall ¢) At

it

]

Tabelle 10 zeigt flir verschiedene Zeiten t dle Abweichungen £ zwischen der

exakten und der Differenzenverfahren-Losung. &£, sind die Abweichungen in der

1
Masche an der inneren Wand (dort treten die grdBten Abweichungen auf) und 8a
sind die Abweichungen bei r = ( R1+R2)/2. Die Angaben erfolgen fiir 0<t £ o0.40.
Zur Zeit t = 0.40 betrigt die maximale Beschleunigung statt anfangs 2 nur noch
0.062 und damit ist die Ldsung zu dieser Zeit der stationiren schon recht nahe
gekommen .

Man erkennt aus Tabelle 10, da3 die Verwendung nichtiquidistanter Maschen
lediglich bei sehr kleinen Zeiten in der Wandmasche eine geringfligige Ver-
kleinerung des Fehlers liefert. Dies 1Z8t immerhin die Moglichkeit zu, da8

eine feinere Aufldsung zur Darstellung der insbesondere in Wandnihe stark

schwankenden turbulenten Felder vorteilhaft sein kann.

A8.2 Strdmung zwischen rotierenden Zylindern

Als zweltes laminares Testproblem wurde die stationire Stromung zwischen zwei
konzentrischen rotierenden Zylindern, die mit den verschiedenen Drehzahlen w,
(innen) und w, (auBen) umlaufen, betrachtet. Hierfiir lautet die exakte Ldsung
[ 120 ):

= _ 2 11 R2
%‘*’*W["(“’l“‘w«’“‘)‘ «r (wz-w*’]
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Da diese Losung unabhingig von der axialen Stromung ist, wurde sie glelich-
zeitig mit dem Problem gemiB A8.1 untersucht. Fir W=t ist ’O?(H eine
lineare Funktion des Radius r, die sich auch numerisch exakt ergibt. Neben
den azinmutalen Diffusionstermen wird mit diesem Beispiel zugleich die Druck-
berechnung getestet. Infolge der Zentrifugalbeschleunigung stellt sich die

Druckverteilung _+

p(4)= R:g vr‘/f o+ P,
ein; flr W= =Ww gilt
1 —

P = —% L—f"-'ﬂ-'fl] * Puy

Diese Ldsung wurde mit relativen Fehlern <{ 1%o bei KM=8 Maschen in radialer

Richtung vom Differenzenverfahren wiedergegeben.

A8.% Zweidimensionaler Taylor-Green-Wirbel

Fiir die Anfangswerte

o

14 . . « -
= — cos (). Sit(Xe ; Y = S (X,) c*n:\r()(z)J Uy =0
4

exlstlert bei Abwesenheit aller Feldkrdfte und periocdischen Randbedingungen
die exakte Ldsung [94, 131, 102 ]:

U, = 1’ exp (-2v¢)

U, = %,° . exp (-avt

Uy = 0

P =-% [Co.f (2%, )+ Cos (2x,) ] - exp (-2vt)

Dieses Testproblem wurde auch von Orszag {94] und Chorin [21] benutzt.

Tabelle 11 zeigt die Fehler der Geschwindigkeitskomponenten fiir

Ax =Ax, = T/ ; v=0.05 . at=0.0648

Spalte I enthidlt die Fehler der numerischen Ldsung, dle mit dem hier beschrie-
benen Differenzenverfahren berechnet wurde. Spalte Ilsind die von Orszag flir
das gleiche Problem berichteten Fehler. Die Fehler der von Chorin verwendeten
Methode lagen um mehrere Zehnerpotenzen Uber denen von Orszag. Spalte III gibt
an, um welchen Faktor die Fehler durch Vervierfachung der Maschenweiten an-

wachsen. Die Tabelle 11 zeigt, dafl das hier verwendete Verfahren bei kleinen
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Zeiten wesentlich genauer ist als das von Orszag verwendete. Der Grund
hierfir liegt in der impliziten Berechnung des Druckes p zum Zeitpunkt n2
gemiB (6-4). Bei einer Genauigkeit der Ordnung Ax* sollte bei Vervierfachung
von Ax der Fehler theoretisch um den Faktor 16 anwachsen; dies wird durch
Spalte III der Tabelle 11 flir das vorliegende Differenzenverfahren etwa be-

statigt.



- 167 -

Verzeichnis hiufig verwendeter Symbole

1) Allgemeine Kennzeichnung einer beliebigen GroBe y

o o - e a " - -

zeitlicher oder iiber Ensemble gebildeter Mittelwert
Mittelwert iiber ein begrenztes rdumliches Volumen
Abweichung vom Jeweiligen Mittelwert

Mittelwert Uber das gesamte Stromungsvolumen

Mittelwert iber die Ebenen mit periodischen Randbedingungen
(xl-xg;x—?); "Periodenmittelwert"

Abweichung vom Periodenmittelwert
Mittelwert iiber ein Maschenvolumen

Mittelwert lber elne Maschenfldche deren Normale zur xi—
Koordinate parallel ist ("i-Flidche")

Mittelwert lber die x-, (- bzw.r-Fliche einer Masche

arithmetischer Mittelwert iiber in x,-Richtung benachbarte
Werte im Maschennetz (gleiche Gewic%te)

wie 3° fir x-, ¢-, r-Richtung

wie 9‘ ‘i gt mit ungleichen Gewichten zur Berlcksichtigung
nichtiquidistanter Maschen gemdB (6-1)

partielle Ableitung von y nach x

X(X'f er),_ ; (X'¥.)
AX

zentraler Differenzenquotient von y:
Differenzenquotient gemiB (6-2)

Differenzenquotient gemiB (6-20)
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e (in der Regel) Komponente in x, -Richtung (1=1,2,3)
Ixidpr J+ Komponenten in x-, ¥-, r-Richtung

Z Vektor

_.‘_7, Matrix

Im Mittelwert

J max Maximalwert

Y men Minimalwert

3 W Wandwert

(bei Geschwindigkeiten:) Geschwindigkeitswert zum neuen
Zeitschritt bei Vernachldssigung des Druckes

R

dimensionsbehaftete GroBe

aed

Jo BezugsgroBe

2) Summationskonvention

ber paarweise unten rechts stehende, unbestimmte Indices wird von 1 bis 3

summiert:

Yoo = 5‘1 Yoo - ot,‘.zz = 42

e C=a J
Hierbei nehmen die an anderer Stelle (oben links oder oben rechts) stehenden
gleichnamigen Indices Jeweils entsprechende Werte an.
Uber unten rechts stehende Indices wird nicht summiert, wenn diese in eckigen

Klammern stehen:

3
Yriaca T Z Y.

4 24
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3)___Symbole

04, Q,--., A Turbulenz-Modell-Konstanten (Kap.2)
Aw Konstanten in (2-8)

c, ¢ Feinstruktur-Modell-Konstanten (Kap.5)

Oy oly,., ds (A2 - 32)
D Wandabstand
v, vy
DLJ = % + -ab—;- Deformationsgeschwindigkeit
} L
2
AD zeitliche Mittelwerte von Differenzenformen des Deforma-

tionsgeschwindigkeitsquadrates gemsB(4-23 bis 26)
D* unbestimmte Form von kD2
D4,D2.. DS Fortran-Programme gemif Anhang 2
DHV,DUV,..A ,DS/V Fortran-Programme gemi8 Anhang 2
D4A,m 1044 Fortran-Programme gemidf Anhang 2

Einheitsvektor in xi—Richtung

E kinetische Energie

E’ kinetische Energie der Schwankungsbewegung innerhalb einer
Masche

E ('Q) dreidimensionales,mittleres, skalares Energiespektrum
(Anhang 1)

E P ( R, ) eindimensionales Energiespektrum (Anhang 1)
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Ec‘J (A) tensorielles Energlespektrum (Anhang 1)

£l k) = Ejy(kte)

Egp (k) = Eyy(k,ve)

Egg (R.) = Ejj(kl'sl)

EZIEZI En Funktion gemiB Kap.A2.2

E4, Ez Konstanten zur Beriicksichtigung der Wandrauhigkeiten

in (7-8) ,El fiir die Wand bei R1,E2 fiir r=R2

1, . £, 2, £ 3 Faktoren gemiB (4-38-40)

F Flache

JF Jj~Fldache; Maschenfliche, deren Normale zur x J-Koordinate

parallel ist

F(+) Langskorrelation (Al-5)

FED (4 - 27)

FEDA Fortran-Programm gemiB Anhang 2

G (+) Querkorrelation (Al-6)
Q Verstirkungsmatrix (A6-15)

h mittlere Maschenkantenlinge (5-6)
"'4,"11‘ h3 relative Maschenkantenlidngen hi= Axi/h
r,, Hy H Maschenkantenlingen

L Index (oft bezliglich x,-Richtung)

1



K (1)
KM
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imaginire Einheit
Anzahl der Maschen in xl-Richtung

Index (oft beziiglich x_-Richtung)

2

Anzahl der Maschen in x2~R1chtung

Index (oft bezliglich x_-Richtung)

3

skalare Wellenzahl

skalare Wellenzahl bezliglich x,-Richtung

1

Wellenzahlenvektor
Karman-Konstante (0.4)
Rotta-Konstante (A1-48)
Gewichtsfunktion (4-13)

Anzahl der Maschen in xj-Richtung

Index beziiglich x,~-Richtung

1

Turbulenzballendurchmesser
Korrelationslinge (2-5, 6,7)
Durchmesser des Bereiches mit Lokalisotropie (Kap.4.1)

Index beziiglich x.-Richtung

2

Index beziiglich xj-Richtung oder zur Kennzeichnung des
Zeitschrittes



no,n4, n2

Re
Re
R4

R

<y

Rﬁ%/”ﬁ

e

u, u

4 4

Vx

! 1)YI Vs

- 172 -

verschiedene Zeitschritte des Differenzenverfahrens;
siehe Xap.6.2.1

Anzahl der Zeitschritte nach denen gem.XKap.6.2.1 eine
Mittelung vorgenommen wird

Druck

axialer mittlerer Druckgradient

Radiuskoordinate
Reynoldszahl (1-13)
Reynoldszahl (1-14)

Radius des inneren Zylinders
Radius des dufBleren Zylinders
Restglied

Zwei-Punkt-Korrelation (Al-1) zwischen Geschwindigkeits-
schwankungen

Zwei-Punkt-Korrelation zwischen beliebigen GrdBen
Koordinate

Zeit

axiale Geschwindigkeitskomponente (Abb.1)
Geschwindigkeltsvektor

vergl. Abb.l

vergl. Abb.1l

azimuitale Geschwindigkeitskomponente (Abb.l)

ein Volumen
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radiale Geschwindigkeitskomponente (Abb.1)
Ortsvektor

Ortsvektor (Abb.l)

axiale Koordinate (Abb.1)

Periodenlzngen in xl—bzw.xe-ﬂichtung bel Platte
Periodenlange In x-Richtung beil Ringspalt
azimutale Koordinate (Abb.1l)

eine unbestimmte GrsBe

radiale Xoordinate (Abb.1l)
Kolmogorov-Konstante (4-4)

Kronecker-Delta

Intervall

Gamma-~-Funktion

Dissipation (1-16)

Kolmogorov-Linge (Al-33)

Dirac-Function

Eigenwert

turbulente Zzhigkeit der Feinstruktur
lokalisotroper Anteil der Feinstruktur-Zihigkeit
inhomogener Antell der Feinstruktur-Zzhigkeit
=/a+-v

kinematische molekulare Zahigkeit

Verschiebungsvektor



N
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Dichte

Korrekturfaktoren (5-14,15, 5-82)

Integrationsvariable

Volumenkorrelation (4-20)

Periodenlinge in azimutaler Richtung beim Ringspalt
Hilfspotential (Kap.6.2.2)

unbestimmte turbulente Felder (Kap.4.2)

Rotationsgeschwindligkeit, Rotation
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[115,113,91,116]

(Zum Vergleich enthilt dle Tabelle die in den verschiedenen Arbeiten benutzsen

Symbole)
Term, a, Rotta Rodi-Spalding Ng-Spalding Runchal -
(1972) (1970) (1972) Spalding(1972)
*) *ax )
Vot —
{u'w') a, k 0.56 Cu 1. 1. C, 0.20
' S 0.055,
{EY, Dissipation 2, c 0,18 S 0.09 Cp 0.1 cE 0.31
: L [
), Diffusion  aq 0,38 | Cufr, | 1. % 0.5 ;e.LK 0.133
a
4 g 1.2 1. c 0.84 -
L-Produktion % P
9**) 0 o
ag gz ? - . - .
¥
L-Senke ag oL 0.667 Co/Ky 0.634 C/Cp *) .
0.8 0.723
o | ke |7 et 0| g | o ]
L-Diffusion ke
**) .
ag ? 1 3.33 | 7, /¢ | 1.67 =
L (1+ckl_)
*) Die Werte werden aus Angaben von Wieghardt abgeleitet [ 99 ]
*x) Eine der Konstanten ag, a;, ag folgt aus

-a4-2k2a5+a6~k2a7a8/a2 = 0; k=o.%

#H% ) erste Zahl flr Freistrahl aus rechteckiger Diise; zweite fiir kreisformige

Dise.

” ?
* %% ) X.—.-—C;[CM-’-CWCL/!) ]I Cnso.a.fsl Cw"zz'

7:#.
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Tabelle 2

Nach Ng-Spalding (1972): Variation der berechneten Zielwerte bel Variation

je einer Konstanten um 5% [ 91 ]

Varliierte Konstante mittlere Variation der Ziel-

werte in Prozent

L - Produktion ay 4.9
(E') - Dissipation a, 3.9
I, - Senke a.2 ° ag 3.1
Var. der L-Senke q 1.2
mit dem Ort z Cw 0.7
L-Diffusion a7 . 68 0.5
" a .4

7 0
(E') - Diffusion as 0.4




Tabelle 3

Kolmogorov - Konstante o

a) Experimentelle Befunde

- —

-, -
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Autoren Ref. | Jahr Stromungsart Standardabw. Mittelwert
Grant et al 46 1962 Tiden~Strimng 1,22 - 1,81 1,44
Gibson 47 1963 Freistrahl 1,57 - 1,62 1,60
Pond et al. lol 1963 Wind Uber Wellen 10% 1,41
Comte-Bellot 18 1965 Plattenstromung 1,55
Paquin,Pond 106 1971 Wind + 0,28 1,58
Wyngaard, Pao 142 1971 Wind iiber dem + 0,06 1,7
Boden ;Hohe
5,66 - 22,6
Boston, Burling 17 1972 " 4 m + 0.06 1,56
b)__Theoretische Vorhersagen
Kraichnan 69 1965 - - 1,77
Kraichnan To 1966 - - 1,5
¢)__Bmpfehlungen
Pao lo3 | 1965 - - 1,5
Lilly 8o | 1966 - - 1,41
Rotta 115 | 1972 - - 1,44

diese Arbeit

1,5
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FORTRAN-Unterprogramme zur direkten numerischen

Tabelle 4
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Fortsetzung Ta b el l e &4
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dherungsweisen Berechnung

*

FORTRAN-Unterprogramme zur n
dk' k=1

)

Tabelle

5

LI Y

» 2,

der Integrale
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6: Vergleich zwischen exakter und naherungswelser Losung

EXAKTE WERTE FUER NNw
ox1 bx2

1.000 1.000
NAEHERUNGSMERT €=

14250 + 8000
NAEMERUNGSWERT £=

= 8000 1.2%0
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50

*
der Integrale dk,k=1, 2, +es5 5

Dx3

1. 000

1. 000

1. 000

«6250

286250

1. 000

1. 000

1. 000

1, 000

1. 000

1. 000

1. 000

1. 000

+3000

+ 5000

+» 5000

+5000

1. 000

«1309E+ 08

«5672

2. 238

64006

«5316

+5815

1. 435

30825

38107

9e 450

+3804

24 706

xS1
=0

.0

.0

.0

1. 000

2.000

.0

3. 000

0

+ 5000

2.000

40000

4, 000

2,000

1.000

« 5000

« 7539

+54026-01

« B165€-01

28722

o 8829

» 9325E-01

4391

» 9645

=1929

.+ 6303

29127

e 4112

xs2
.0

.0

2D

.0

20

0

1,000

.0

2000

0

3,005

1. 032

1,089

20

0

4. N30

4,000

- 5000

«567)

»5847€-01

+5208

+3971E~OL

« 7943

«7213

¢2948

« 9942

12957€-01

+ 8847

«2352

«8112

D1

+62927)
«62929)

587434
588321

+581658
«5B2637

»502878
« 486332

2779179
2761372

+8843)6
30275)

1.74151
1.06213

1,2325)
1226363

1.63253
1452336

1.59738
1462417

2.)8859
2428342

1.27322
1224353

1.41118
1.35433

199534
1.881)4

2,37186
2.1332)

2.58)22
2.52298

2449312
2.832%1

822632
+821765

1163.37
1153.12

660351
552873

9756932
2970568

1453633
1.52612

1.04027
1.30453

«849337
«I1177)

«B873158
+374854

la14338
1s118657

1.29135
t.210711

2016542
2.13327

2325362
»336152

1.21811
1.22267

o2

+550611
4550591

« 583699
565463

+524992
+514422

+617508
+512840

« 429827
« 487552

« 819854
2826927

1.06414
1404672

1.21832
1,20377

le 61436
1ls 59448

1457613
156198

2.0959)
2207891

1.08750
1.04511

14239668
1.31730

1.85482
1.97877

1. 89253
1.88758

2462638
2a46739

2453617
2431128

+B810274
o 796553

1160,08
11604 458

« 484572
«568969

2962490
1.03223

1458313
1.43933

100474
«961849

«869887
+887366

« 750833
« 751760

1.12704
1.07605

1.07453
2983607

2416995
2.13849

+T61321
«814433

1.18160
1.14885

D3

+610374
«610363

«601811
584646

+ 5635318
619722

+599134
« 502591

+«690003
« 8567991

«857132
«B74311

105290
1.05389

1.23629
1a 264006

1.60853
le 80383

1.38706
1.58817

2.09238
2,08412

1.07857
1.05133

1240314
1432711

1.87729
1.88864

1.99081
1.99329

2660454
2.48395

2431448
2,52312

+811418
« 804990

1160.12
1160.30

« 620180
»621080

2966936
2953560

1455947
135811

101253
«9TTTIOT

«BASTAS
«891281

«819140
» 791416

1.125%0%
1.08718

1415512
1,18651

2416782
2.15344

860252
+857378

1e19412
1.16759

ee e s s se ese s
20 230 20 00O O©a 23 OO0 SO

..

o
1y

0
W

D
Ny

~+156930
-+ BT6968S - 01

-2 217366
- 214670

0
Ll

0
0

~s 387562
-» 389743

~e167111
-+ 170391

-.137926
-+ 91 7400E~-03

~« 88TOD3E-03
=+ 209634501

-+ 909008E - 01
~» 8OTIT2E-O2

-+ 836044E~01
~e 651390£-02

-+ 101013E-01
=2 20949002

-s 1946115
-~ 2006565

-» 127162
~a27T261E~0OL

-2 106793
-y %442 S4E~01

-+ 215942
~» 232628

~+368292€-01
-+ 6211 TLE-03

~e 6T6BDGE -NY
-2 355640601

~2163858
~a168742

~s B6226AE ~DY
~s 4462656€-01

D5

»0
s 0

.0
0

o0
.0

N
.0

0
.0

o0
o0

0
.0

o0
a0

0
o0
0
0

o0
o0

-« BASSTIE-N
~s BOSSTIE-TL

~s 165805
-+155887

o0
y

0
' 0

-¢ 226153
-2 226165

=+ 150400
-+ 150400

-+ 662200€-01
-+ 687201€-2}1

-+ 778719E-03
-2 683782E-3)

-s105170€-02
~s 21 4452€-02

~e122853E-01
~a134583€-01

~» 2259350€-02
~s 2781 92E-D2

~« 117807
- 116538

~e140515E-31
~s176738E-31

-~ 48396 7€-01
~s 453T33E-0L

-+ 129191
-v129708

~e 2651 50€-02
~¢ 159498E-~32

- 636D02E~-01
~s 44730201

~w 455344E-0)
-2 852323€~31

~e 62B895E-01
~1599843¢-01



- 15}3 -

FORTRAN-Unterprogramme D11, D12, D13, D14 und FED1

gemdB Kap.A2.6

7

Tabelle

ani
N¥NL Y
HLEHATH ZHI 212108 ( (EH TH)IZO¥INISEHS TH) 1HOSH )
(EH*ZHA TH)I ZT2TAe L {CH 2H)IZOWINTIwEHSZH) L YDS Ys "=Z1033
(EH*ZH* THIZT1034  NOLLONNI
aNd
NuNL 3y
(EHAZHATHITT2100 8 (EH EH) ZOEINI S EHAZH) 1¥0S=T1034
(EM*ZH* THITT1033  NOILONN3
aN3
NYNEIY
(210334 11034%€X42x4IXIF10S = 1034
21034° 11034 TYN¥3LX3
(ex*2x¥1X)1034 NOTIONMI
QN3
NunNL3d
(ZHe THs*®)/ 8
(12HeS T  THRG " T EH  ZHO TH)I YO (ZHes * 1/ THaG "*EH ZH TH ) %0~
(2ZHEG* IMHBS T EH ZHA THI 90— ZHa 5 THRS** EH ZH  TH) #0%°S )+
(THeTHS "B )/ L 0 ZH EH * TH 2ZH) 10~
(THO 2  ZH'EH* THO ZH) TA+{ TH3 2 *V*EH  TH' ZH) 10+
(TH 0 EH TN '2H)TA®*8=( "0 U EH TH*2H) 10n " L) -
(ZHSZHR*B )/ ((*Q TH EH ZH  TH) 1O~
(ZHR®ZYTHOEH ZHA TH) TOo( ZHA*2°" U EN"ZH* TH) 10+
(ZHO PO EHA ZHA TH) TOR *B=( U "0 EH*ZH TH) TO» *L) -=21%10
(EHSZH THI2T+10 NOILONNT
aN3
N¥NL3Y
(2
THTHS 8 )/ L0  THR E  EH ZHA TM) 1A+ ("0  THAZ EH*ZH THI 1OR "2+ 1
(CUSTHUEN* ZHOTH) TOR "L 1-( "G "L EH Y ZH  TH) 10 % 0 1) ==T1910
(EH*ZH*TH) T1910 NOI1INNI
ON3
NYN13Y
(ZHRTH)/(ZHRS " * THeG * CEH 2H A TH) YO *He
(THeTH) 7 (*0“ZHOCHA THA ZH) TA={ "0 "0 *EH* TH*2ZH) 10}~
(ZHIZHI/ZLIZH PO ‘EH ZHATHITO~("0* "0 'EN* ZH TH) 1) -=21E10
{EM*ZHOTHIZTETA NOLLINNS
ON3
NENLIY
(EN*ZHIRITITTQ=T1E1Q
(EM*ZH*TH) LI1E€1Q NOILINNI
and
NunL 3y
(ZHATH) /7 (ZH TH8 S  *EH 2H TH) GC8* 2+ i
(ZHRZH) /LLZHAS 1  * 0 EH  ZH! TH)EO~(ZHeS "0  *U EH*ZH* TH)EO) -=21210
{EH*ZH*TH) 2121 NOILINNA
anN3
NanL 3N
(THETHIZ L (0 THAS T EH ZH TH)ILO=(*Q* THSS P EH*ZH*TH) 10) 2> 4~= 11210
CEHYZHOTHILTZTA NOL11INNS
aN3

~ N gy O~

-

Nyl 3y
{ZHAITH) 7 (ZHAG  *THO S " “EH ' ZH  TH) ¥ "4¢ 1
{ZHOZH) /{IZH "0  EH ZH  TH)Z0~{ *0* *0'EH*ZH* TH)ZA )92 ~=21110
(EH 2H TH) ZTT1Q NOILONNS

aN3

NY¥Ai3Y

(THS THIZC "0  THO EH ' ZHA TH) TO=( *0* *0* EH*ZH THITQ) 2 *y== 11T 1Q
JEH*ZHTH) 11110 NOI LINNY

ON3

LELTER]

(LETHIZIH(TIK)ITTG =r1Q

(FF-I~-9 ) HH={E ) H

{PT)HH={Z)N

(IIHHs{T)H

T4(€* 1)A0ON=IT

NENi3Y

(LE M H{Z I (T)HIZTQ =T]Q

(F-I-9)HN=(E)M

(CIHK=(2)1H

(1IHH=(T)H

©02 0409 (r*d3a 1)4t¢

EHs (g )HH

ZH= (Z)HH

TH= (1)HH

(EIH"(EIHH NOISN3NWIQ

(ZRO' LT T T YEH ZHE THIT IO NOTLONNS

ans3

NdnL 3y

(ZUA TN 212X 2 TX) P I Qe 9 213 T T4 T4 1 EX* 2X*IXITI0e*E =1IQS
Nunidy

S=r1as

MAE]

(213 LA AP EX 22X IXIPIQndoSnS

€41=r 1 00

MLE!

€'l =1 1 0¢

*CsS

2 0409 (9~3°1°L71° (EMH-"T)SEVHIZH-"1)SAV+(TH-"1)58Y)d}
C/ZU3/747T047eX 20 IXICIQS  NDILONNS

aN3

NuNL3y

(2191011910 ‘EX 22X 1XIF1QS=o1Q

Ziv10*T 1410 TYNM31X3

{eX®Zxt1xist NOEL 4

aN3

N¥nLdy

(ZIE10°TTE10‘eEX*2X*1X)IF1GS=E1Q

ZIETCTTIETD  TYNWILX3I

tex®ext 1 3

N3

N¥nL 3y
(ZI1Z1Q*11210%eX X IX)r1ass210
21210°11210  TyNu3iXx3d
TEXTZx*IX1210  NOT 1oNN3

an3

N¥NL3Y

(ZITIQ*TITIGEX 22X IX)IrLaS=110
2111011110 TYN¥3LX3

(EXTZXPIX111G0  NOTIONN3

o~



Tabelle 8:

- 194 -

Koeffizienten der Vektoren Al,

A2 gemiB (A6-9)

Al Typ a)(Bocksprung) Typ b) (Buler) Typ ¢) !DuFort-Frankel .
- oAt -;‘."Jy‘,? (Ai -rAY Ax ) Aty - Jor;-
A1(1) _25&/‘(3‘-4‘*2_‘1?14? d-z_z/“ﬂé[_r l‘r‘bfl
dyw + 9.
by r60) i
A1(2) At Vi st At p 24t Vi Wad )
Axx 24X (\6#/‘“)* Axt Ay 2ax * Aaxt
AL(3) 4t W Bt [ vul)e BLA 24t (_ W A )
Ax ax A+ 2 Ax Ax*
A1(8) ot Ve Sy + IVl LA zaf( Ve )
Tae 2+way T At A+y 278y rhaet
AL(5) + at_ g Vol)s BEA 24t [ _Vr A
-~ __V”_fr‘"( = AY(VV\‘/ \')1‘ Loyt /__1‘3’ 2*4‘{1‘ o
t Vv At a4 4\ 22t Ve A N )
A1(6) AA-f‘r (1/4 Vel )+ —A-‘} = 7) iy (144_ et
AL(T) at Y% at [ stp (4 a)| 2ot [ Ve M A >
- ATT —144-(%4“41)“ = (m ¢ -r) /—*'b" 245 e s
A2 Typ a) (Bocksprung) Typ b) (Baler) Typ ¢ (DuFort-Frankel)
A-x
1 — l/zn‘:/q[ ~ A+ ¥
Ax? P
A2(1) ) 0 K“:‘ 2/‘-4Af[_mz ‘%M[.‘-A%
11‘5‘(1 47\-‘ arl(Ja"" ;"P] ﬂ*(&g‘]
A2(2) 2atu 0 o
Axl
A2(3 2atp 0 o
Axt
A2(4) 28t 4
riapd 0 0
h215) 2atp
‘r‘Ay‘ o )
6 1 A
e 2ot (- ) 0 o
tuf 2 . )
A2(7) 2A/.4 pees v 0 0
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Tabelle 9: Koeffizienten der Verstirkungsmatrix G gemiB (A6-16)
Typ a) (Bocksprung)
- V; VA
A4 = A‘f (A: 54 + 'TJ.N( S i 3 )
- A
8, " 2/‘4*[ Tar §
Typ b) (Buler)
_ Y X /v, _,_u_)
A,u - At[(c‘ 4)[ -Zx&‘) (G ﬁ(nw #‘Ay) +(c3=1)
Ve _ 4
- ¢ Wx - Vf 2
BAA =-3, ax S-’L 'fAc,o 53 ar 7 S3 Tat
Apn=8,=0
Typ ¢) (DuFort- Frankel)
st [ ap ., 24 o W
Aq (A+X) Axt 4 ,,zdS,L 2 AT 3 ~ (’Py
at W o Ve M Vi ) <
A4 (,”x) Ax ™ Ay "2\ TarT AT 3
A- “ dya, + 9,
A =25 - [ 4 4 gy * Oyvp
12 A4y ) 'z/q‘ﬁ ax * f’d‘(‘* Att 24+
8,6, =0
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Fehler des Differenzenverfahrens bei laminarer Anlaufstromung.

Tabelle 10
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Tabelle 11
Testproblem Taylor-Green-Wirbel
I IT ITT
Zeitschritt Fehler des hier Fehler des von Faktor der Fehler-
verwendeten Ver- Orszag verwendegen vergroferung bei
fahrens +« 10 Verfahrens -« 10 Vervierfachung der
Maschengrsge
1 0.107 2.1 26
3 4.06 6.1 19
5 8.29 10 16
7 12.3 14 14
9 16.1 17 13
20 37 37 12
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Spezifikation der Fille K1 - K4, Z1 - Z4

12:
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Tabelle 15: Konstante Fallparameter
Symbol Def.-Gl. Wert
Re (1 -~ 13) 10000
Re,, (1 - 14) 300000
Re (5 - 90) 2100
Merit
o (4 - &) 1.5
e (5 - 65) 0.3
clO (5 -~ 87) 0.01
cll (7 - 15) 0.2
E1,2 (7 - 8) 88000
Aw 1,2 (5-88) y
~ - Platte 1
Py /T (T -9) Ringspalt 0.87
7 Platte 3
4 (5 - 38) Ringspalt 6-r
% (5 - 55) 1.1
2
b (5 - 46) 5P
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14:  Rechenzeiten pro Zeitschritt auf IBM 370/165

X1 K2 K3 K4
Antelle yAl 72 73 74
sec % sec % sec % sec 4
Energle 1.9 31 8.5 3Y 17.6 33.6
EZ 3.7 60 14.1 56.5 | 29.8 57
Ny 0.54 9 2.33 9.5 4.9 9.4
Gesamt 1.4 100 6.1 100 24 .9 100 52.3 100
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Tabelle 15:

Vergleich der maximalen Geschwindigkeiten

<'\"4>m&u‘< R2/R1 165‘ Rem Referenz

31.8 1 1 Clark [22]
31.5 1 4.6 Comte-Bellot [18]
27.7 1 2.4 "

27 1 1 Laufer [76]
30.1 1 09 Deardorff [29]
28.89 1 3 K1

31.3 1 3 K2

27.4 1 3 K3

27.6 1 3 Kb

28.0 5 3 71

28.3 5 3 72

27.6 5 3 Z3

27.9 5 > Z4
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Tabelle 16:

Vergleich der Differenz zwischen maximaler und mittlerer Geschwindigkeit

iy e < R2/R1 Re_+10° Referenz

2.32 1 1 Clark [22]
2.70 1 3 Barthels [11)
2.68 5 3 "

5 1 oo Deardorff [29]
3.19 1 2 K1

2.17 1 3 K2

2.60 1 3 K3

2.87 1 3 KU

2.75 5 3 z1

2.52 5 > z2

2.74 5 3 Z3

3.15 5 3 Z4
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Plattenstromung
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Abb.l: Die betrachteten Kanalgeometrien
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Abb.4: Benotigte Rechenzeit als Funktion der
Anzahl der Maschen einer Richtung
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7/&/\ COMPARISON OF W' AND W v SPECTRA
. : Laufer (1950)
Remax = 61600
K ,n
. | KM=2 U D
n*Fin) \ ~ froi D= 0,127m
(sec™) \< U = 15 m/S
' n? F':?(n] o j
n2. EE" (f1)
10 \
n2-E13 (n) N
5 » S
L
X \i\'\i‘ n [sec{l
%, 500 1000 ° ° z;Zo . 4;500 3000 2500 452547 4520 5000
20 30 40 50 KM

Abb.7: Zur Abschiatzung der erforderlichen Maschenzahl KM fir
die Zulissigkeit der Lokalisotropie-Annahme aus den Mess-
werten von Laufer [77]



- 210 -

KM
o 3 30 100 300 —=
e O
T E92 ( ky ) ~
'\ ! ] ) V\
ISz, 1 SN
| LA+ N
t Y
10° - | AN
| ' '\
— EE33 ( k1 ) AN\
\‘\
‘ \
107 ‘ \Y.
AY
M
\
10’ A
K N
\ \
A\
109 Kanal - Mitte
1
A\
1
)\
‘l
| \
10°! Rem = 240 000
o Messwerte von E33 (k1) : 5‘;
@ Messwerte von E22 (ki) g
x3=0,5
{Berechnel aus
En (k1)
102
1072 107 10° 10"k, (em) 10

Abb.8: Zur Abschitzung der erforderlichen Maschenzahl KM fiir die
Zuldssigkeit der Lokalisotropie-Annahme aus den Messwerten
von Comte-Bellot [18] fiir Kanal-Mitte (x3=0.5)
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Abb.9: Zur Abschiatzung der erforderlichen Maschenzahl KM fiir die
Zulassigkeit der Lokalisotropie-Annahme aus den Messwerten
von Comte-Bellot [18] flr xj——-l/l}
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Abb.10: Zur Abschitzung der erforderlichen Maschenzahl KM fir die
Zuldssigkeit der Lokalisotrople-Annahme aus den Messwerten
von Comte-Bellot [18] fiir Wand-Nihe (x.j=0,02)
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Abb.12: Zuldssiger Zeitschritt at als Funktion der Z%igkeit/u
mit der Konvektionsgeschwindigkelt Vx als Parameter fur
Differenzenformeln Typ a)
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4 TE-03 At
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Abb.15: Zulassiger Zeltschritt At als Funktion der Z‘a:higkeit/l
fir Differenzenformeln Typ c) (DuFort-Frankel) und grofSe
Zdhigkeiten (sonstige Parameter wle in Abb.12)
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o

P
Anfangswerte des Geschwindigkeitsfeldes (U - (y&) in
xj—xl-Ebene sowle zugehdrige Energlespektren.

Abb.16
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Abb.17: Turbulentes Geschwindigkeitsfeld in einem Ringspalt: { % -< ub)
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