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Zusammenfassung:

Die Arbeit befal3t sich mit der Bestimmung kostengiinstiger Versuchspline
zur Prifung der Zuverlassigkeit von Elementen, Untersucht werden die
Versuchspldne vom Typ (n,=,r), (n,1,r), (n,~,T) und (n,1,T). Zur statis-
tischen Auswertuna des Experiments werden Alternativtests, Parameterbe-
reich- und Parameterpunktschatzungen betrachtet.

Das Ziel der Arbeit ist es, einen Versuchsplan so zu bestimmen, daf fiir
ein optimales statistisches Verfahren bei vorgegebener Giite der statis-
tischen Aussage die zu erwartenden Experimentkosten moglichst gering sind.
Die Untersuchung wird fiir ein Kostenmodell gemacht, das die wesentlichen
Kosten erfaBt, die bei der Durchfiihrung eines Experiments auftreten, nam-
Tich: Versuchsanlage-, Element-, Betriebskosten und ein Bonus- bzw. Malus
Pgnale fiir Unter- bzw. Oberschreitung der vereinbarten Experimentdauer.

Contribution to determine cost optimal life tests for components with
exponentially distributed life times.

Abstract:

This work reports the determination of cost optimal plans for life tests.
Plans of the type (n,~,r), (n,1,r), (n,»,T) and (n,1,T) are considered. For
drawing statistical inference on the basis of the gathered data, the method
of testing hypotheses, interval estimates and the determination of estimators
is used,

The aim of this work is to determine a plan in such a way that for an optimal
statistical decision procedure the expected experimental cost is as low as
possible for a given degree of efficiency for the statistical inference. The
investigation is done with a cost model, which considers the investment and
operating costs of the test facility, the cost for the component to be tested
and the cost (penalty or bonus) for meeting the specified contract length.
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Einleitung

Die vorliegende Arbeit befal3t sich mit der Bestimmung kostengiinstiger Ver-
suchspldne zur Priifung der Zuverldssigkeit von Elementen. Prinzipiell muf
man, um Aussagen iber die Zuverlassigkeit zu erhalten, ein oder mehrere
gleichartige Elemente einem Experiment unterziehen und das Beobachtungs-
material dann mit einem passenden statistischen Verfahren auswerten ent-
sprechend der Fragestellung, die zu kldren ist. Dazu hat man sich zundchst
zu Uberlegen, wie das Experiment am giinstigsten durchzufihren ist.

In der Arbeit werden die vier wichtigsten Typen von Versuchspldanen unter-
sucht, die man Ublicherweise fiir die Priifung der Zuverldssigkeit von Ele-
menten benutzt, namlich: Es werden im Experiment n Elemente gepriift,
wahrend des Experiments ausgefallene Elemente werden erneuert bzw. nicht
erneuert (symbolisch mit « bzw. 1 bezeichnet), das Experiment wird nach
einer vorgegebenen Anzahl r von Ausfdllen oder nach einer vorgegebenen
Experimentdauer T abgebrochen. Die Versuchspldne lassen sich dann jeweils
charakterisieren durch ein Tripel der Form (n,e,r),(n,l,r),(n,=,T),(n,1,T);
z.B. bedeutet (n,~,r): n Elemente werden in einem Experiment, in dem aus-
gefallene Elemente erneuert werden, gepriift, und das Experiment wird

nach r Ausfdllien abgebrochen. Zur statistischen Auswertung des Experi-
ments werden Alternativtests, Parameterbereich- und Parameterpunkt-
schatzungen betracnhtet. Die Aufgabe lautet dann, einen Versuchsplan

so zu bestimmen, daB fiir ein optimales statistisches Verfahren bei vor-
gegebener Glite der statistischen Aussage die zu erwartenden Experiment-
kosten moglicnst gering sind. Es wird stets angenommen, daf sich ein
Element nur im Zustand "“funktioniert" und "ausgefallen" befinden kann,
und die Lebensdauer (d.h. die Ubergangszeit vom Zustand "funktioniert"

in den Zustand "ausgefallen") exponentiell verteilt ist.

Im Abschnitt 1 der Arbeit wird flir jeden betrachteten Typ von Versuchs-
planen ein Wahrscheinlichkeitsmodell aufgestellt und die Wahrscheinlich-
keitsverteilung auf dem jeweils interessierenden Ergebnisraum des Experi-
ments (dem Stichprobenraum) bestimmt. Im AnschluB daran (Abschnitt 2)



werden zundchst zur Bereitstellung der Notation die statistischen Verfahren
fir die Auswertung der Experimente in Anlehnung an Witting /19 7 und
Beljajew Lf?;7 kurz besprochen und fiir die betrachteten Typen von statisti-
schen Verfahren jeweils ein Maf3 fir die Giite der statistischen Aussage
eingefihrt. Dadurch soll erreicht werden, daf3 fur die Aussagekraft der
statistischen Aussagen bei den verschiedenen statistischen Verfahren ein
einfaches MaB zur Verfligung steht. Es wird daher fir jedes der betrachte-
ten Verfahren eine Mafzahl gewdhlt, die sich jeweils aus der Giitefunktion
des Verfahrens ablejtet.

Es zeigt sich, daB diese MaBzahl fir die GlUte der statistischen Aussage fiir
Versuchspldne vom Typ (n,,r) und (n,l,r) unabhangig vom gewdahlten Typ

des statistischen Verfahrens ist und nur von der Anzahl r der beobachteten
Ausfdlle bis zum Abbruch des Experiments abhdngt. Dagegen hdngt fiir Ver-
suchspldne vom Typ (n,=,T) die Glite der statistischen Aussage fiur Alter-
nativtests von nT ab und fiir Parameterbereich~ bzw. Parameterpunkt-
schatzungen von AnT, wobei X der unbekannte Parameterwert ist (vergl.
Bemerkung (2.8)).

Das Problem der Bestimmung der Zuverldssigkeit von Elementen mit exponentiell
verteilter Lebensdauer wurde u.a. bereits von Epstein, Sobel in /4 /7, /57,

Epstein in /67, /77, /87, /97, /107, Lloyd, Lipow in /14 7 und
Beljajew in / 2 7 untersucht. Fir die hier betrachteten Versuchspldne und
statistischen Verfahren geben beispielsweise Epstein in LflO_]} Lloyd,

Lipow in /714 7 und Beljajew in /2 / Verfahren zur Bestimmung der Zuver-
lassigkeit an. In Erganzung zu diesen Arbeiten wird hier auch auf das zu-

grundeliegende Wahrscheinlichkeitsmodell naher eingegangen.

Der Abschnitt 3 der Arbeit befaBt sich schlieBlich mit der Ermittlung
kostengiinstiger Versuchspldane. Es wird ein Kostenmodell eingefiihrt, das
die wesentlichen Kosten erfaBt, die bei der Durchfiihrung eines Experiments
auftreten, namlich: Versuchsanlage- und Elementkosten (in Abhdangigkeit von
der Anzahl der gepriiften Elemente und der Experimentdauer), Betriebskosten
(in Abhdngigkeit von der Betriebszeit der Elemente) sowie ein Bonus- bzw.
Malus-Ponale fiir Unter- bzw. Oberschreitung der vereinbarten Experiment-



dauer. Eine Abschreibung in exponentieller Form (abhdngig von der Experi-
mentdauer) flr die Versuchsanlage und die gepriiften Elemente ist in dem
Modell enthalten. Die Versuchsplane werden nach den zu erwartenden Kosten
beurteilt. Ein Versuchsplan heiBt optimal, wenn er die zu erwartenden
Kosten gleichmdBig beziiglich A minimiert und eine vorgegebene Giite der
statistischen Aussage einstellt. Dabei wird angenommen, daf der Typ des

zu verwendenden statistischen Verfahrens durch die Problemstellung impli-
ziert wird. Zur Konkurrenz werden dann nur solche Versuchsplane zugelassen,
die eine optimale statistische Auswertung des Beobachtungsmaterials ge-
statten, d.h. es ist moglich, bei gegebener Schadensfunktion und vorgege-
benem Optimalitdtskriterium ein optimales statistischen Verfahren auszu-
wahlen. Dies hat zur Folge, daB die Versuchsplane vom Typ (n,1,T) nicht
zuldssig sind (vergl. Bemerkung (2.2)), und somit die konkurrierenden Ver-
suchsplane vom Typ (n,e,r),(n,1,r) und (n,=,T) sind.

Man kann flr Versuchspldne vom Typ (n,~,r) und (n,l,r) zeigen, daB3 fiir
monoton in der Experimentdauer steigende Kostenfunktionen die Versuchs-
pldne vom Typ (n,=,r) kostengiinstiger sind, wahrend sich dagegen die Ver-
suchspldne vom Typ (n,l,r) fiir monoton in der Experimentdauer fallende
Kostenfunktionen als kostenglinstiger erweisen (vergl. Satz(3.2)).

Dies trifft nicht mehr zu fiir den folgenden Spezialfall des Kostenmodells,
der im Hinblick auf Anwendungen von besonderem Interesse ist: Die be-
trachteten Kosten sind bis auf die von der Experimentdauer abhangigen
Kosten linear. Die von der Experimentdauer abhangigen Kosten sind von
exponentieller Gestalt. Hier 1dBt sich nicht mehr zeigen, daB einer der
beiden Typen von Versuchspldnen (n,~,r) bzw. (n,1l,r) besser ist. Falls
man zusatzlich eine obere Schranke fiir die Zahl der im Experiment ein-
gesetzten Elemente hat, wie es bei Anwendungen im alligemeinen der Fall
ist, so kann man zeigen, daB Versuchspldne vom Typ (n,=,r) bzw. (n,1l,r)
zwar nicht gleichmdBig bezliglich A, aber fiir gewisse Parameterbereiche
geringere Experimentkosten verursachen (vergl. Satz (3.8) und Bemerkung
Seite 42). In Fortsetzung dieser Untersuchungen wird im letzten Teil die-
ses Abschnitts der Fall behandelt, da nur Versuchsplane eines Typs je-
weils zur Auswahl zugelassen sind. In einigen Fallen kann dann fiir gege-



benen Parameterwert A ein Plan explizit bestimmt werden, der die zu erwar-
tenden Experimentkosten minimiert (vergl. Satz (3.12) und Folgerung (3.13)).
Verfligt man nun lUber ein Vorwissen derart, daB man eine untere Schranke fiir
den Parameter X hat, so lassen sich fir Versuchsplane vom Typ (n,~,r) und
(n,1,r) leicht mittels der in Satz (3.12) und Folgerung (3.13) gewonnenen
Aussagen Minimax-Versuchsplane angeben, d.h. Plane, die die maximal zu er-
wartenden Kosten minimieren (vergl. Folgerung (3.14)). Fir Versuchspldne

vom Typ (n,»,T) 1dBt sich aus den Aussagen von Satz (3.12) und Folgerung
(3.13) sofort ein Versuchsplan angeben, der die zu erwartenden Kosten
gleichméBig bezliglich X minimiert (vergl. Folgerung (3.14)). Dabei kann

flir Parameterbereich- und Parameterpunktschatzungen ein gleichmdlig

bester Versuchsplan nur dann angegeben werden, wenn man ein Vorwissen

in Form einer unteren Schranke flr den Parameter X hat (vergl.Bemerkung (2.9)).

Das Problem der Bestimmung kostengiinstiger Versuchspldne wurde flir Spezial-
fdlle der hier betrachteten Modelle bereits von Lloyd, Lipow Lf14_7, Taub
/18 7 sowie Ndgele und dem Autor /16 7 untersucht. So betrachteten Lloyd,
Lipow in / 14 7 Versuchsplane vom Typ (n,~,r) und (n,1,r) und bestimmten
unter der Nebenbedingung r = const. den Typ von Versuchsplanen, der die ge-
ringeren zu erwartenden Kosten gleichmdBig beziiglich X verursacht. Diese
Untersuchung basiert auf einem von Epstein in Lf10_7'angegebenem linearen
Kostenmodell, das die Betriebskosten (in Abhdngigkeit von der Experiment-
dauer) und die Elementkosten (in Abhdngigkeit von der Anzahl der gepriiften
Elemente) fir die Durchfihrung eines Experiments erfaBt. Das bis auf einen
Fixkostenterm gleiche Kostenmodell benutzt Taub in 1718;7 zur Bestimmung
eines Versuchsplans, der flir Versuchspldne vom Typ (n,.,T) die zu erwarten-

- den Kosten gleichmaBig beziiglich A minimiert. Die Nebenbedingung dafiir ist

nT = const., die im Zusammenhang mit der statistischen Auswertung des Experi-
ments durch Parameterbereichschatzungen gewdhlt wurde. Ndgele und der Autor
behandeln in /16 7 Versuchspldne vom Typ (n,=,r),(n,1,r),(n,=,T),(n,1,T)

und Parameterbereichschdatzungen zur statistischen Auswertung des Beobachtungs-
materials.Es wird fiir jeden Typ von Pldnen der Versuchsplan bestimmt, der die



zu erwartenden Kosten fiur einen gegebenen Parameterwert X minimiert und
eine vorgegebene wie hier definierte Glite der statistischen Aussage ein-
stellt. Das benutzte Kostenmodell erfaBt die hier betrachteten Kosten flir
die Durchfiihrung eines Experiments, jedoch ist der Kostenansatz im Unter-
schied zu dem Modell hier durchweg linear, und es wird keine Abschreibung
in Abhdngigkeit von der Experimentdauer beriicksichtigt.




1. Lebensdauerexperimente

Einfaches Lebensdauerexperiment

Ein Element sei ein Teil eines technischen Systems, das sich nur in
zwei Zustdanden befinden kann, namlich im Zustand "funktioniert" und

im Zustand "ausgefallen". Der Ubergang von einem Zustand in den anderen
soll zufdllig erfolgen. Wird ein Element einem Experiment unterworfen,
so meint man, daB es entsprechend seiner Funktion im System betrieben
wird. Dabei soll das Element zu Beginn eines Experiments immer im Zu-
stand "funktioniert” sein, gelangt es einmal in den Zustand "ausge-
fallen", dann bleibt es in diesem Zustand. Man nennt die Ubergangs-
zeit, d.h. die Zeit, die vergeht, bis das Element vom Zustand "funktio-
niert" in den Zustand “ausgefallen" lbergeht, die Lebensdauer des Ele-
ments. Die so definierte Lebensdauer muB nicht unbedingt mit dem ibli-
chen Begriff Lebensdauer identisch sein, da die Zustdande "funktioniert"
und "ausgefallen" unter Umstanden systembezogen definiert sind. Den
Zeitpunkt des Ubergangs in den Zustand "ausgefallen" bezeichnet man als
Ausfallzeitpunkt oder Ausfall.

Wahrscheinlichkeitsmodell

Definition (1.1)

Es sei » > 0, (g, R ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum (WR) und
t:a->R" eine G(l,A)l) verteilte Zufallsvariable (ZV) auf die-
sem WR. Dann heift (R+,£1(R+)2), P.) ein einfaches Lebensdauerex-
periment.

X
1) Eine ZV mit der Verteilungsfunktion (VF) G(x|v,a) = J 1L v vt gmot gy
(v,a > 0) heiBt G(v,a) verteilt. 0

2)¢Bp ist die o-Algebra der Borelschen Mengen auf Rp,

B,R%,) := (BoR" | BeB) .



Bemerkung:

Man kann t als die Lebensdauer eines Elements auffassen. Die Annahme
der exponentiell verteilten Lebensdauer ist eine sehr strenge Forderung.
Denn diese Vorschrift bedeutet, daB die Wahrscheinlichkeit eines Aus-
falls in einem bestimmten Zeitintervall unabhangig davon ist, wie lange
das Element schon vor diesem Zeitintervall funktioniert hat. Aus der
Praxis weill man jedoch, daB beispielsweise elektronische Elemente fast
immer diese Forderung erfiillen und dies auch fiir eine ganze Reihe me-
chanischer Elemente zutrifft (vgl. Deutsche Lufthansa AG. / 12 7).

Definition (1.2):

Es sei (R+, BI(R+), P.) ein einfaches Lebensdauerexperiment, » > 0.
Dann heiBt die Abbildung R : R" + /70, 17 mit R(t) = P_(t, =) = e
Zuverlassigkeitsfunktion.

Fiir die Ermittlung der Zuverldssigkeit eines Elements geniigt es also, den
Parameter A zu ermitteln.

Lebensdauerexperimente nach Planen

Das zentrale Problem ist die Bestimmung (ndherungsweise) der Lebensdauer
bzw. der Zuverldssigkeit von Elementen. Eine solche Bestimmung wird im
allgemeinen so durchgefiihrt, daB einfache Lebensdauerexperimente in ge-
eigneter Weise kombiniert werden und ein kombiniertes Experiment durchge-
fiihrt wird.

Um ein Experiment dieser Art in konkreten Fdallen durchfiihren zu konnen,
hat man daher Vorschriften anzugeben, die den Ablauf des Experiments fest-
legen. Die Vorschriften werden zusammengefaBt als Plan bezeichnet. Im fol-
genden werden Plane der Form (n, N, a) betrachtet, wobei

nelN : die Anzahl der in einem Experiment gleichzeitig zu priifenden
Elemente angibt;

Ne{=,1} : gibt an, ob in dem Experiment Erneuerungen («) durchgefiihrt
werden oder nicht (1);



ae{r,J} : gibt die Abbruchregel des Experiments an mit
relN : Abbruch des Experiments nach r Ausfdllen
T > 0: Abbruch des Experiments nach der Zeit T.

Durch Kombination erhalt man die vier wichtigsten Typen von Planen,
namlich die Pldne (n, =, r), (n, 1, r), (n, =, T), (n, 1, T), die
im folgenden besprochen werden.

Bei einem Experiment mit Erneuerung soll nach jedem Ausfall eines Ele-
ments dieses augenblicklich durch ein neues (bzw. repariertes altes)
Element ersetzt und damit das Experiment fortgefiihrt werden. Man er-
hdlt also fir jedes zu priifende Element eine Folge zeitlich hinterein-
anderfolgender einfacher Lebensdauerexperimente, die als stochastisch
unabhdngig angenommen werden. Hat man n zu priifende Elemente, so hat
man n solcher Folgen, die ebenfalls voneinander stochastisch unabhdn-
gig angenommen werden.

Bei einem Experiment ohne Erneuerung soll kein Element nach dem Aus-
fall erneuert werden. Hat man n Elemente zu priifen, so hat man gleich-
zeitig n einfache Lebensdauerexperimente durchzufiihren, die wieder von-
einander stochastisch unabhdngig angenommen werden.

Diese Annahmen fiihren zu folgenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Mo-
dellen.

Wahrscheinlichkeitsmodell

Zur Beschreibung eines Experiments ohne Beriicksichtigung von Abbruchs-
bedingungen kann man den mit einfachen Lebensdauerexperimenten gebil-
deten Produktraum betrachten.

Definition (1.3)

Es sei nelN,Ne{l,»}, A,t>0.

(1) (QE,RQ,P:) heiBt ein Lebensdauerexperiment, wenn gilt



N
N . _ N .
Q = iilni mit @ =R, Vi
N N ' n )
R, = 1c?1&21 mit J?i =6n(lR+) Vi
N A . . At g s
PP = TP mit P = TP, Vi, P.(0,t) = l-e flir je{l,...,n}.
n . .n n . J J
1=1 J=1
(2) (9:, aﬁ, P:) heiBt ein Lebensdauerexperiment mit n Elementen und

Erneuerung (ohne Abbruch).

(3) (Qé, aé, Pé) heift ein Lebensdauerexperiment mit n Elementen
ohne Erneuerung (ohne Abbruch).

Definition (1.4)

Es sei t > 0, i =1flirN =1 bzw. ieN fiir N = », je{l,..., n}.
: i, N + .. _ .

(1) Die ZV Ty R™ mit Tj(w) = 0y fir

: : . . N

(A)=(w119 s o0y (ﬂnlg U.)lzg R U)nzg R w”-, Y U)j_i’ R u)n_i,...)éﬂn

heift l.ebensdauer des i-ten Elements in der j-ten Folge von einfachen
Lebensdauerexperimenten.

| L
(2) Diezv T} : al R mit T} = ] o

T heiBt i-ter Ausfallzeitpunkt
k=1

in der j-ten Folge von einfachen Lebensdauerexperimenten.

. . SN .
(3) Die ZV Dj(t) P ey +-WO mit
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{o : 0<t<THw)
Dj(t)(w) = J : N =w bzw.
K : T?(m)<t<T§+l(m)(de)
{O : 0<t<Ti(w)
Dj(t)(w) = J N =1
1: Té(m)<t

fiir wcﬂﬁ heiBt Anzahl der Ausfdlle in / 0,t ) in der j-ten Folge
von einfachen Lebensdauerexperimenten.

Folgerung (1.5)

Es sei A,t>0, i=1flir N =1 bzw. ielN fir N = =, je{l,...,n}.
(1) Die ZV r} ist G(1,r) verteilt.

(2) Die ZV T} ist G(i,\) verteilt.

(3) Die 2V Dy(t) ist P(at)}) bzw. B(1,1-e7*t)2

12) verteilt fiir N== bzw. N=1.

Beweis:
Es sei aA,t>0.

Zu (1): Ist nach Definition (1.3) und (1.4) trivial.

Zu (2): G(k,r) ist die k-fache Faltung der G(1,r) Verteilung (vergl.
W. Feller, Bd. II /711 /). Damit folgt nach Definition (1.4) und
wegen der stochastischen Unabhangigkeit der r} d.B.

Zu (3): Nach Definition (1.4) und (2) gilt

PN (Luea | Di(t)(w) = 03) = Pl ({ueq | T3 (0) > £3) = 1-6(t]1,0) = e

k
P:({mlnj(t)<w)=k})=P:({w|T§(w)<t,T§+1(w)>t})=e(t|k,x)-e(t|k+1,A)=ilil-e‘*t
k!

fiir keN;

X
1) Eine ZV mit der W #(x|a) = Zr e™®(a>0, xelNy) heiBt #(a) verteilt .

2) Eine ZV mit der WV B(x|n,p) = (Q)pxu-p)“'x (pe(0,1),%€{0,...,n}) heift
B(n,p) verteilt.
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Ph ({u]D5(t)(w) = 13) = PL (a|T}(w)<t}) = 6(t]1,0) = 1-et |
Also gilt
k

L%%l— e Mt (kelN,) : N

(x

n
8

P (Lwea [D,(t)(w) = k) =

n
—
-

)(1-e"AE)K TAE(1=k) (ke{0,1}) : N

damit f.d.B,

Definition (1.6)

Es sei t>0, ke{l,...,n} flr N = 1 bzw. keN fir N = =,

n
(1) Die 2V D(t) : ol » N, mit D(t) = § 0;(t) heiBt die Anzahl der
J=1
Ausfdlle in einem Lebensdauerexperiment in /0,t).

(2) Diezv T, : o) »R" nit

T, (0) = sup {T;(m)|D(T;(m))(w)<k, Te(1,...,k}, je{l,...,n})

fur weﬂﬁ heifft k-ter Ausfallzeitpunkt in einem Lebensdauerexperiment.

Satz (1.7)
Es sei a,t»0, ke{l,...,n} fir N = 1 bzw. kelN flir N = o,
(1) D(t) ist #(nat) bzw. &B(n, l-e-At) verteilt fir N == bzw., N = 1.

(2) Ty ist G(k,nx) verteilt fir N = « und besitzt fiir N = 1 die VF
n

Fi(t) = .zk () (1-e72%)? e (M1} it der Wahrscheinlichkeits-
j=

dichte (WD)
() = (R (1-e T e (PN e,

Beweis:

Zu (1): Es sei a>0, pe(0,1), nelN. #(na) bzw. &(n,p) ist die n-fache
Faltung der #(a) bzw. B(1,p) Verteilung (vergl. W. Feller, Bd. I,
/7117). Ferner ist Dj(t) nach Folgerung (1.5) #(at) bzw. B(1, 1-e')‘t)
verteilt fir N = = bzw. N = 1, Damit folgt nach Definition (1.6) und
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wegen der stochastischen Unabhangigkeit der Dj(t) d.B.

Zu (2): Es sei ),t>0, ke{l,...,n} flir N = 1 bzw. kelN fir N = o,
weQ . Nach Definition (1.6) folgt D(t)(w)<k Tk(m)>t, also gilt

((w]T(w)<t)) = PY ((a]D(t)(w)>k}). Es folgt mit (1)

k-1 i
1- z nat)’ "Mt G(t|k,nr) ‘N = o
{wIT w)<t}) = n1=0 . .
by (M (1-e8)T e ) L E (1) v = 1
Es gilt
dF (t) n IV n s e
— - iZk(?)‘(l- MEyiolpemAt gm(nTiat 1§k(?)(1-e Ay i n-iype”(M1AE
n-1 . )
= me M r_ik(? D(1-ety1oh (o)t 1§k ("7 (1-e7AE)T em(n-i-iaty
St -1y atyisl . _emAtyd=1-(n=j)at
= me ™ (1 GI0- " j= E+1 D )i ten(n-I

Nach W. Feller Bd. II /11 7 gilt ferner

Folgerung (1.8)
Es sei ke{l,...,n} fir N = 1 bzw. keélN fiir N = =, Yk : Qﬁ -+ R+ mit

Yy = Tk : k=1. Dann ist die ZV Y, G(1,nr) bzw. G(1,(n-k+1)r) ver-
Tk Tk 1 sonst

teilt fir N = = bzw. N = 1 und die Yk sind stochastisch unabhédngig.

Definition (1.9)

Es sei r,nelN, Ne{l,=}, T>0.

(1) Ein 7-Tupel LX,QZPX;X; (n,N,r)) heiBt ein Lebensdauerexperiment
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nach einem Plan (n,N,r), wenn gilt
X = R:, dabei rgn flir N = 1
r
B=8,(R)
N .
Xt gl +3 mit X(w) = (T (w)senrs Tp(0))s wenl

P (8) = Pa(X "1(8)) vBeB.

(2) Ein 7-Tum§l(¥,B,PX;X; (n,N,T)) heiBt ein Lebensdauerexperiment
nach einem Plan (n,N,T),.wenn gilt

nN K K K
X=1a" mitad=(0}, " = X 2, ¥k, a5 = (0,T) Vi
k=0 i=1
nN K K K
B ist die von \U® erzeugte o-Algebra mit #° =% (0), 8" = .®1
k=0 i=

R; =B,((0,T)) Wi

X : Qu > ¥ mit
0 : D(T)(w) = 0, wea
n
X(w) = k N
(Tl(m),...,Tk(m))eﬂ : D(T)(w) = k, ka1, weQ

N,y -1
Py(B) = P (X "}(B)) VBe.

Bemerkung zu (2):

Man interessiert sich fiir den Ausgangsraum eines Lebensdauerexperiments,
das bis zur Zeit T lauft. Beobachtet werden die Ausfallzeitpunkte der
gepriiften Elemente. Wurden k Ausfdlle in der Zeit T beobachtet, so hat
man den Ausgang des Experiments in der Form eines Elements x aus nk ge-
geben. Der Ausgangsraum eines solchen Experiments besteht somit aus der

Vereinigung der moglichen Qk.

Folgerung (1.10)

Es sei x>0.
(1) Es sei (x,%,PX;X;(n,N,r)) ein Lebensdauerexperiment nach einem
Plan (n,N,r), (tl,...,tr)eX. Dann ist Px gegeben durch die WD

%‘i Vk’
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(na)le M tr i Ne=, O<t st ¢...<t

e

;5 r

= n(n-l)...(n-r+1)x ( pti+(n- r)t ) ¢ N=1, 0<t1<t2<...<tr
0 sonst.

(2) Es sei (X,8,Py;X;(n,N,T)) ein Lebensdauerexperiment nach einem
Plan (n,N,T), ke{l,...,n} flir N = 1 bzw. kelN fir N =
(tl,...,tk)enKCXZ Dann ist PX auf ok gegeben durch die WD

F koo -

K -anT
(nx)"e N=eo, 0<t1<t2<...<tk<T

= {n(n-1)...(n-ks1)aKe" (zéit1+(" )0 Nel, O<t et e.. et <T
0 sonst
und Py(a°%) = e,

Beweis:
Zu (1): Es sei relN, Yi(icr) ZV auf (Qu,nﬁ,Pﬁ) definiert wie in Folge-

rung (1.8), Y = (Y ,...,Y.). Nach Definition (1.9) ist X = (T,,...,T
Nach Folgerung (1.8) folgt damit Y' = AX' mit A = (a

)
54,5 = 1,00

1 j=i
aij = ¢-1 : j=1i-1, und es ist detA = 1.
0 sonst

Nach Folgerung (1.8) lautet wegen der stochastischen Unabhdngigkeit
der Yi die WD von Y

fY(yl,...,yr) =

(na)Te MY ety ) t New, ¥,50(i€{1,...,r})

_ n(n_l)“‘(n_”l)kre-x(nyﬁ(n-l)y2+...+(n-r+1)yr) ¢ N=1, ‘y]1'>0(i€{1""’r})
0 sonst
(Y seves¥y)

Man erhdalt fx(x)

1]

fY((Ax‘)f)d mit J =

la(tl,.. T )l fir

(¥ se-es¥y). Es ist J = |detA| = 1, also

X = (tlgont’tr), y
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fx(tl,...,tr) = fY(t1’tz't1""’tr'tr-l)' Setzt man in fY(.) ein, so
erhalt man
fx(tl""’tr) =
(nx)re—"xtr : N=w, 0<t1<t2<...<tr
- n(n-l)...(n-r+1)Are-A(t1+t2+"‘+tr-1+(n'r+1)tr) : N=1, O<t1<t2<...<tr
0 sonst.

Zu (2): Es sei ke{l,...,n} fir N=1 bzw. kelN fiir N=w, 0<t1<t2<...<tk<T,
A = (%00 )ea¥|X <t yuuuax <t ). Nach Definition (1.6) folgt
D(T)(w)<k = Ty (w)>T, also D(T)(w)3k = Tk(w)<T. Daraus folgt D(T)(w) =
= K+ T (w)<T<T,, (u). Damit gilt nach Definition (1.9) Py(A) =

N . K
= Pn({wlTl(w)<t1,...,Tk(w)<tk,Tk+1(w)>T}). S(—."l X = (T

""Tk+1)’ dann
k . A
hat X™ nach (1) mit r = k+1 die WD

l!

ka(x1"°"xk+1) =

(nx)k+1e-nxxk+1

+1 1 N=oo, 0<X,€X €...€X
L L ’ 1779 k+1
={n(n-1)...(n-k)n e “%1"1‘*(" k=1)Xypy)

= < LR I ]
N=1, O x1<x2< <xk+1

0 sonst.
bt t .
: . ky _
Damit kann man schreiben PX(A ) = J J cos J l ka(xl,...,xk+1)dx1...dx
Q Xl Xk_1 ®
Man hat also zu zeigen, daB fx,nk(xl""’xk)‘ = J ka(xl"“’xk+1)dxk+1'
Man erhdlt T
J Pk (XpseeaXy ddxyy =
T -
(na)ke T & tNew, 0| X, <. . <X,
= n(n-l)...(n-k+1)xke'k(1=1xi+(n'k)T) boN=1, O<x <X <...9X
0 sonst.

Nach Definition (1.9) gilt PX(QO) = Pﬁ({w|D(T)(m) = 0}). Damit folgt
nach Satz (1.7) d.B.

Definition (1.11)

Es sei CV,B,PX;X;(n,N,r)) ein Lebensdauerexperiment nach einem Plan

(nyN,r), x = (xl,...,xr)ex.
(1) Die zZV ™ 2% » RY mit TN(x) = X, heift Experimentdauer.

k+1
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(2) Die zv sV : x »R' mit

\ b N = e
S(x) =¢ r
.z xi+(n-r)xr i N=1

heiBt summarische Betriebszeit fiir einen Plan (n,N,r).
Flir eine Realisation xeX gibt SN(x) die summarische Betriebszeit der n
Elemente an, die in einem Lebensdauerexperiment nach einem Plan (n,N,r)

gepriift wurden.

Definition (1,12)

Es sei (X,3,Py;X;(n,N,T)) ein Lebensdauerexperiment nach einem Plan
(NN,T), Ke0,..o,n} fir N = 1 bzw. keN fiir N = =, o' definiert
wie in Definition (1.9), X = (X,,...,x )ea® fir ksl.

(1) Die zv OV ¢ x », mit DV(x) = k fur xea® heiBt Anzahl der Aus-
falle im Lebensdauerexperiment.
(2) Die zv SV : ¥ » RY mit
nT : N=1, x@0; N = »
Nix) -

K
T KT 5 N = 1, xea®(kel)

i=1
heiBt summarische Betriebszeit fiir einen Plan (n,N,T).

Satz (1.13

Es sei A,t>0.
N

(1) ist G(r,nx) verteilt fir N = = und besitzt fiir N = 1 die VF
n
z -At)1 At(n-1i) mit
r r
- ¢ N=w : N=ew
e(ry ={ A"  Var(Th) ={ (M4)2
1 1 1 . N=
7 Z =1 = 3 — : N=1,

A2 = 1+
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(2) s" ist 6(r,2) verteilt mit £(s") = L, var(s") - Ly fiir N == baw.
N = 1.
(3) DV ist 2(nAT) bzw. B(n,1-e"*") verteilt fir N=w bzw. N = 1 mit
E(DN) ={nAT ! Nzeo Var(DN) _ { naT ! N=o
n(1-e*T) : N=1 n(1-e M ye T & -1,
Beweis:

u (1); Nach Definition (1.9) und (1.11) folgt ToX = T,. Also gilt
(x| TVx)<td) = PNcwea|T (w)<t}), damit ergibt sich nach Satz (1.7)
d1e WV von 1N. Eine G(v,a) verteilt ZV hat den Erwartungswert % und
die Varianz— (vergl. W. Feller Bd. II, /711 7).Damit erhdlt man
E(T) = ax , Var(T") = Tﬁ§77 , damit folgt d.B. fir N = «. Nach Fol-
gerung (1.8) folgt T, = Yi+o.#Y o Also gilt E(T!) = E(Y )+...+ E(Y,.)
und wegen der stochast1schen Unabhang1gke1t der Yk Var(T1) =
Var(Y1)+ . +Var(Yr). Damit gilt nach Folgerung (1 8) E(T1) =

1

1y -

—A—ﬁ'f' ...+m,var(1—)—w+...+m.

Zu (2): Nach Definition (1.9) und (1.11) gilt P, ((x|S"(x)<s}) =
= Pn({w|SNoX(w)<S}) Flir N = « gilt somit nach Definition
PX({XISm(x)<s}) {mlnT w)<s}) und nach Satz (1.7) gilt

® k -
Pn({“lTr(“)<t}) iﬂ%$l— Mt Damit gilt P ({x|S”(x)<s})

r-1 K ©
1- ] Q81 (s slr,A und E(S¥) = L, Var(s®) = -, d.f.d.B.

[}

k=0 AZ
fir N = "
Fir N = 1 gilt nach Definition (1.11) SloX = J T iHn-r)T
Dies kann man umschreiben:$ = T+ ( IT,-T 1;+1 +(n-r+l) (Tr' r—l)
und nach Folgerung (1.8) gilt § = nY +(n-1)Y 2+ +(n-r+1)Y . Nach
Folgerung (1.8) gilt ferner P1 {le w)<t}) = t|1,(n-k+1)A) =

= 1-e MK pamit folgt (n k+1)Y, ist G(1,1) verteilt fur

ke{0,...,n}. Wegen der stochastischen Unabhdngigkeit der Yk ist die
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Verteilung von S die r-fache Faltung der G(1,x) Verteilung, also ist
S! G(r,r) verteilt und E(S!) = ; , Var(s!) = f% .

Zu (3): Nach Definition (1.9) und (1.11) folgt Do = D(T). Also gilt
Py (£xx|DY(x) = k3) = PN((ueal[D(T)(w) = K1) Damit ist oV nach

Satz (1.7) #(nAT) bzw. B(n,1-e ) verteilt fiir N = » bzw. N = 1.
Eine #(a) bzw. B(n,p) verteilte ZV hat den Erwartungswert a bzw. np
und die Varianz a bzw. np(1l-p) (vergl. W. Feller Bd. I /711 7). Da-
mit erhdlt man o

o N naT : N
- » Var (D7) = T, -
n(l-e AT) tN=1 n(l-e AT)e AT N

[+ ]

i

naT : N
oy =

10

1]

Nach Definition (1.11) bzw. (1.12) und Folgerung (1.10) folgt mit
dem Neyman-Kriterium und dem Satz uber die Vollstdndigkeit der
Exponentialfamilie (vergl. H. Witting Lf19_7} Satz 3.22 und Satz
3.25):

Folgerung (1.14)

(1) Fir (6,BPy3%;(n,N,r)) ist S"

Statistik fir \e(0,=).

(2) Fur (X,@,PX;X;(n,w,T)) ist D” eine vollstdndige suffiziente
Statistik fur reé(0,=). .

(3) Fiir Cx,@,PX;X;(n,l,T)) ist (D ,S ) suffiziente Statistik fiir x\é(0,x).

eine vollstdandige suffiziente
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2. Statistische Auswertung

Die Auswertung des Beobachtungsmaterials aus einem Lebensdauerexperiment
kann nach verschiedenen statistischen Verfahren erfolgen, wobei die Wahl
eines Verfahrens im wesentlichen von der jeweiligen Problemstellung ab-
hangt. Im folgenden soll nicht das Problem der Auswahl einer geeigneten
Auswertungsmethode behandelt, sondern die iiblicherweise benutzten stati-
stischen Verfahren zur Auswertung des Beobachtungsmaterials dargestellt
werden. Zur Bestimmung der Zuverlassigkeit kommen fir praktische Problem-
stellungen im allgemeinen nur Alternativtests, Parameterbereichsschatzun-
gen und Parameterpunktschdtzungen zur Anwendung.

Im konkreten Fall hat man zur Bestimmung der Zuverlassigkeit einen Plan

zur Durchfiihrung eines Lebensdauerexperiments und ein statistisches Ver-
fahren zur Auswertung desselben anzugeben. Hat man sich flir ein statisti-
sches Verfahren vom geeigneten Typ entschieden, so ist es zweckmdfBig, fiir
die Auswahl eines giinstigen Plans nur solche Pldne zur Konkurrenz zuzu-
lassen, die eine optimale statistische Auswertung des Beobachtungsmaterials
gestatten, d.h. es soll moglich sein, bei vorgegebener Schadensfunktion

und vorgegebenem Optimalitatskriterium ein optimales statistisches Ver-
fahren auszuwdhlen,

Bei praktischen Problemstellungen hat man fiir die Auswahl eines geeigneten
Plans zur Durchfiihrung eines Lebensdauerexperiments haufig noch weitere
Forderungen zu beriicksichtigen. Eine davon ist die Forderung einer be-
stimmten Giite der statistischen Aussage, die aus okonomischen oder aus
Sicherheitsgriinden von Interesse ist. Dabei soll die Giite der statisti-
schen Aussage nicht zur Bewertung von statistischen Verfahren dienen, son-
dern zur Beurteilung von Planen fiir die Durchfiihrung eines Lebensdauerex-
periments herangezogen werden in dem Sinne, daB durch die Giite der stati-
stischen Aussage ein praxisrelevantes Maf fiir die Aussagekraft der, bei ei-
nem gegebenen Plan und dem dazugehorigen optimalen statistischen Verfahren,
zu erwartenden statistischen Aussage gegeben ist. Im Fall von Kernkraftwer-
ken ist man beispielsweise daran interessiert, daB die Zuverlassigkeit
innerhalb eines vorgegebenen Intervalls liegt oder eine bestimmte Mindest-
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zuverldssigkeit erreicht wird. Darf man nun davon ausgehen (was hier unter-
stellt werden soll), daB sich die Zuverldassigkeit des Systems aus der Zu-
verlassigkeit der einzelnen Elemente des Systems ermitteln 13dRt, so kann
man aus einer Forderung fiir die Zuverldssigkeit des Systems die entsprechen-
den Zuverlassigkeitsforderungen fiir die einzelnen Elemente bestimmen. Man
wird dann die Elemente in einem Lebensdauerexperiment testen und an Hand
der erhaltenen statistischen Aussage priifen, ob die gestellten Forderungen
erfillt sind. Hat man sich z.B. im Hinblick auf die Auswertung fiir Kon-
fidenzintervallschdtzungen zu einem vorgegebenen Niveau entschieden, so
kann man die Zuverlidssigkeitsforderung in Form eines zuldssigen Konfidenz-
intervalls angeben. In diesem Fall ist es zweckmdBig, die zu erwartende
Lange des Konfidenzintervalls als MaB fiir die Giite der statistischen Aus-
sage zu betrachten. Fir den Nachweis der Zuverlassigkeitsforderung durch
ein Lebensdauerexperiment wird man nur solche Pldne zur Konkurrenz zu-
lassen, fiir die die zu erwartende Liange des Konfidenzintervalls bei ge-
gebenem Konfidenzniveau kleiner (oder gleich) ist als die des zuldssigen
Konfidenzintervalls.

Im folgenden werden Alternativtests, Parameterbereichsschatzungen und
Parameterpunktschatzungen besprochen und fiir jedes Verfahren ein praxis-
relevantes MaB fiir die Gilite der statistischen Aussage eingefiihrt.

Hat man ein Lebensdauerexperiment nach einem Plan (%}2£PX;X;(n,.,.))
durchgefiihrt, so ist das Beobachtungsmaterial in der Form eines Elements
x aus X und das Vorwissen liber Py in der Form W := (P, A11€(0,=)} gege-
ben.

Alternativtest:

Im folgenden werden nur Hypothesen der Form

H PX’Aewo {PX,A|A<A0}

X a8 = Py o)

0 :

H, + P

1

mit A0>0 betrachtet. Als Entscheidungsbereich hat man A :={dH ,dH }, wobei
Q¢ 1

dHO Annahme von H0 und dHl
wahlt man:

Annahme von H1 bedeutet. Als Schadensfunktion
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L :d(x) = dy , Py €W ;5 d(x)

d
H > X,

P eW
HO’ Xoa 1

0 :d(x)=d, ,P Wy d(x) =d, , P
0 1

' W,

H* Tx,as X,

Die Risikofunktion lautet dann flir einen Test d mit kritischem Bereich Kd

Py, a(Kg) Py, €0

R(Py .,d) = E (S(Py ,,d)) = {
X,A )\ X’>\ .
1-Py (Kg) = Py el

Satz (2.1

Es sei ceR,, deo, d ein Test fiir H, gegen H, mit

(1) dH : SN(x)<c
d(x) = 1 N » fir Pldne vom Typ (n,N,r);
dy + S(x)xc
0
(2) d D”(x)>k
d(x) = . , flir Pldne vom Typ (n,=,T).

Hy
dHU i D (x)<k

[
P, (S'<c) ¢ (n.l,r)
Dann ist d ein Test zum MNiveau 0 , der die
PAO(D >k) ¢ (n,=,T)

Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art gleichmdBig minimiert,

Beweis:

Es sei Ae(0,=), f,(x) die WD von X flr ein Lebensdauerexperiment
(X,ﬁ,PX;X;(n,.,.)). Nach H.Witting /19 7, Satz (2.29) und Corollar
o fy (x)
A
(2.30), geniigt es zu zeigen, daB der Like]ihoodquotient-?—l(—y fur

X
A

0<A,<A, monoton ist. Nach Definition (1.6) und Definition (1.9) hat
eine Realisation xeX die Gestalt

. Damit gilt

- { (XpseveaXn)s 0<% SX &0 0ukX,, t (n,N,r)

0 bzw. (X seveaXp)s O0<x €Xp&0. 08X, <T, kelN @ (n,=,T)

nach Folgerung (1.10), Definition (1.11) und Definition (1.12)
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r -AST(x)

(nx) e N=ow
=351 (n,N,r)
fx(x) = n(n-l)...(n-r+1)Are ASH(x) ¢t N=1
(ma)D (X)g=AnT : (n,=,T). Also gilt
f ()= (x.on SN(x) : (n,N
TA x) © - A
0 eD (x)]n(x—)-(xl-xo)nT : (n,~,T). Damit folgt d.B., da
f, (x) ° |
TILTKY monoton fallend in S (x) bzw. monoton steigend in D"(x) ist.

Bemerkung (2.2):

Im Unterschied zu Lebensdauerexperimenten nach Pldnen vom Typ (n,N,r)

und (n,»,T) gibt es fiir Lebensdauerexperimente nach Planen vom Typ (n,1,T)
keinen Test, der die Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art gleichmaBig
minimiert (vergl. J.K. Beljajew e.a. LfQ;T, Kapitel 6). Analoge Aussagen
gibt es auch bezliglich der anderen hier betrachteten statistischen Ver-
fahren.

Da jedoch im folgenden Pléne verschiedenen Typs miteinander verglichen werden
sollen, die statistischen Verfahren fiir Plane vom Typ (n,1,T) aber nicht

die gleichen Optimalitdtskriterien erflillen wie die der Plane der anderen
Typen und somit ein grofBeres Risiko ergeben, sollen die Plane vom Typ

(n,1,T) nicht weiter untersucht werden.

Folgerung (2.3)

Es sei ae€(0,1), 0<ay<x <=, d ein Test fir H  gegen H zum Niveau o
definiert wie im Satz (2.1) mit kel :

PAO(Dm>k) = a'<a<PA0(D”>k—1) flir Pldne vom Typ (n,=,T), Gy Giite-
funktion von d, Gd(xl) = 1-a. Dann gilt
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I N
F_o (1l-a)
_2r -1 ¢ (n,N,r) b
Al- A0= < Fzr(a)
: n
0 F (1-a) R
2(k+1) -1 : (n,»,T) mit 2A0nTsF2(k+l)(a).
L Fo(ken)(e)
Beweis:
Nach Satz (2.1) gilt
PA(SN<C) L (noN,r) o 1 (nN,r)
Gy(r) = - mit Gd(xo)
PA(D >k) 1 (n,w,T) sa : (n,=,T),

Nach Satz (1.13) gilt ferner S" ist G(r,\) verteilt bzw. D ist
F(AnT) verteilt.

Also gilt

[t e rl ey mac

J 1)1 e dt = 1 -120 Lr?-—e = FZY‘(Z)‘C) 2 (n,N,r)
Gy(r) = ﬁ 0 ‘ :

j
anT -anT
1 '.ZO'LJ%TL— e MM o Fz(k+1)(2AnT) P (n,=,T).
1=

\

Daraus folgt wegen

=0 . (n,N,l")
Gd(xo) { <a : (n,=,T)

1 2 , 2 . . .
c = 7 F2r(a) fiir (n,N,r), 2A0nT<F2(k+1)(a) fur (n,»,T). Damit folgt

wegen AL -
Farlzs Farle)) & (nlr)
l-a = Gd(kl) = , d.B.
Fz(k+1)(2A1nT) P (n,=,T)
— LI t
1) Eine 2V mit der VF F(x) = | 2o o™ 7 dt (md,xe(0,%)) heiBt
0" r(3)?22
Fm bzw. x? verteilt mit m Freiheitsgraden. Fm(.) ist die Umkehrfunktion
F (a) m
m t-i = 1 - t
von Fm(.), also J 2 dt = «
0 m %

r(z)2
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Bemerkung:

Durch die Steigung der Giitefunktion eines Tests im Bereich der "Naht-
stelle" zwischen den beiden Hypothesen wird beschrieben, wie gut der
Test die Hypothesen trennt. Im Idealfall ist die Giitefunktion eine
Sprungfunktion: Gd(A) - {0 AéAg
1: A>Xg
nen bzw. ihrer Steigungen zu vermeiden und auf einfache Art Tests ver-
gleichen zu konnen, benutzt man in vergrobernder Weise die Lange des
Intervalls /7a,, A1;7 (s. Fig. 1) als MaBzahl fiir die Steigung der Giite-

Ay -
funktion. Im folgenden wird daher die normierte Ldnge =% als MaB fiir

. Um die Betrachtung von Gutefunktio-

A
die Giite der statistischen Aussage eines Tests benutzt. 0
Gy
Idealfall
T S i _
|
|
Fig. 1
Il-a
AO Al
Parameterbereichschatzung:
Der zu dem Vorwissen W gehdrige Parameterbereich ist A := {x|re(0,=)}.

Als Entscheidungsbereich wird & :=%® (A) betrachtet.

Nach J.K. Beljajew e.a. / 2/, Kapitel 5, (vergl. auch H. Witting /19 7,
Satz 2.32, bzw. Beispiel 2.17) gilt:

Satz (2.4

Es sei «€(0,1), C(x) = /TA(X),A(x)_/ eine Parameterbereichschdtzung,
bzw. ein Konfidenzintervall fir A mit

[ F, (% F,.(1- &
______FZY‘;-Z) . (n,N,I") 2r‘(N 2) : (n’N.’r)
2 $V(x) _ 2 SV(x)
Ax) =R F o (@ YCIER . (1- 2
F® Sk R

Dann ist C(x) ein Konfidenzintervall fiir A zum Niveau l-a.
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Folgerung (2.5)

Es sei r>1, / A(x),A(x) / ein Konfidenzintervall fiir A zum Niveau

l-a definiert wie in Satz (2.4). Dann gilt

[ #5055 ($)
. 20=T)
EA(M) = <

Beweis:

Nach Satz (1.13) gilt: s\

verteilt. Damit gilt nach Satz (2.4)

£ (A)=A(x)
A A .
s R R ~
Farl- 2)-For(3) 1% IAS 4 Far(l- 2)-For(3)
Zx s (r-1)7 ¢ I )
= 0
1 v f . anT)! -anT
ZiT L (a1 $)-F 53 (A
Bemerkung:

ist G(r,A) verteilt bzw. D” ist #(anT)

Es ist naheliegend, fiir Parameterbereichschdtzfunktionen die zu erwarten-
de Lange des Konfidenzintervalls bei vorgegebenem Konfidenzniveau als MaB
fir die Gite der statistischen Aussage der Schatzung zu wahlen. Im folgen-
den wird daher die auf den wahren Parameterwert A normierte Lange der

Konfidenzintervallschatzung, a]so‘EA(liﬁlléﬁil), als MaB fiir die Glite der

A
statistischen Aussage einer Parameterbereichschdatzung benutzt.

Parameterpunktschatzung:

Der zu dem Vorwissen W gehdrige Parameterbereich ist A := {A|re(0,=)}.
Als Entscheidungsbereich wird A := A betrachtet. Als Schadensfunktion
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wird gewahlt s(PX x’d) = (A-6)2. Die Risikofunktion fiir eine Parameter-

punktschatzfunktion A fir A lautet dann R(PX ,i) = E(A—;‘(x))2 =

A

~

(E(A)-A)2+Var(i).

Satz (2.6

Es sei r>1. Die Schatzfunktion X mit

r-1

N o (n,N,r)
;(x) = Sm(x)
Qﬁéél P (nye,T)

ist eine erwartungstreue Parameterpunktschatzung fiir x mit gleich-
maBig kleinster Varianz.

Beweis:

Nach Satz (1.13) gilt: sN ist G(r,A) verteilt, D” ist P(xnT) ver-

teilt. Daraus folgt, daB der Schiatzer A erwartungstreu ist, denn

es gilt:
Oy yrer-l
—gl-%Féryr e Mds =2 (nsN,r)
E(X) = 0 . Wegen der
(o] . 'i )
) %T'LA%}l‘ ey (n,=,T)

Vollstindigkeit von S und D® nach Folgerung (1.14) folgt nach dem

Satz von Lehmann-Scheffe (vergl. H. Witting / 19 /, Satz 3.24) d.B.

Folgerung (2.7)

Es sei r>1, a¢(0,1), A die in Satz (2.6) definierte Schatzfunktion,
Lfi(x),'f(x);7 ein Toleranzintervall fir A zum Niveau l-a mit

A(x) = suplye(0,=)[P, (A<y)<§) und X(2) = infye(0,=) [P (A>y)ed).

Dann gilt
- ) 2(r-1)(— 10. -~ 1 o ) 1 (nuN,r)
A(A)=A(A) For(z) For(1- 7)
= . it
4 K(x)-k(}) "
—wr ()

K(1)=sup kel o[ 2anT5F , (1- %)},k‘(x)=1‘nf{kﬂNol2*"T<Ez<k+1)(%)}'
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Beweis:
Es sei ye(0,»), kelNo. Nach Satz (2.6) gilt:

r-1
R N :(n,N,r)
) = S7(x) Es gilt ferner nach Satz (1.13): sV st

T e

G(r,x) verteilt und D” ist P(AnT) verteilt. Also gilt

SN> r-1 r-1

2r(2x-—7—) :(n,N,r)

~ 1 -
P (A<y) = P e Mat =1 -F

Al

1
-~
Og—ﬁ'<||/'\
—
]

~

k-1 i
k ® anT -anT
P, (e &) = P, (D7<k) =1zo Qi) o721 - Fy (22nT)

D (n,=,T).
(A< _T) 2 Liﬂ$l— L F2<k+1)(2an)

Flir Pldne vom Typ (n,N,r) erhdlt man somit E(A),X(A) als Ldsung von

PL(AA(R)) = P (5A(A)) = $ baw. 1 - Fp (2x;al)-) - Pty - 2.

A(2)
Damit folgt wegen A(A) = gﬁilllél (1) 2 a(r-l) 4.
For(1-3) Zr(7)
Wahlt man fir Pldane vom Typ (n,=,T) kl,kzelN0 derart, daB gilt

k -~ k o

P (A< ﬁ';')‘ g P> D)< 3 baw, F kl(1- —)<2>\nTsF (k2+1)(7)’ so ist

k A
/f—% , ﬁ%;7 ein Toleranzintervall fiir » zum Niveau l-a. Damit folgt
wegen A =J-)-, A(X) = E%%l mit k(A) = sup{kIIZAnT>F2k1(1- %)}, k(r) =

inf{k,|2xnT< Fz(kzﬂ)(%)} d.B.
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Bemerkung:

Bei praktischen Problemstellungen ist man fiir eine gegebene Parameter-
punktschatzfunktion an einer Aussage uber deren Streuung als einem MaB
fir die Glte der statistischen Aussage der Schatzung interessiert und
verwendet diese auch als GlitemaB. Daneben ist es jedoch hdufig zweck-
mapig, die Ldnge des Toleranzintervalls der Schatzung als GiitemaB zu
betrachten (was hier unterstellt werden soll). Im folgenden wird die
auf den zu erwafﬁenden Parameterwert A normierte Lange des Toleranzin-

tervalls, also Ajlliéill » als MaB fir die Giite der statistischen Aussa-
ge einer Parameterpunktschdtzung benutzt.

Bemerkung (2.8):

Es sei ae¢(0,1) fest gegeben. X =)\
(1) Nach Folgerung (2.3) ist IA O |, das MaB fiir die Giite der statisti-
0
schen Aussage eines Alternativtests, von r bzw. nT abhangig, je nach-
dem, ob das Lebensdauerexperiment nach einem Plan vom Typ (n,N,r) bzw.

(n,=,T) durchgefiihrt wird.

(2) Nach Folgerung (2.5) und Folgerung (2.7) sind EA(Aiﬁliéiﬁl) und
Aiiliéill » MaBe fiir die Glite der statistischen Aussage einer Para-
meterbereichschatzung und einer Parameterpunktschatzung, von r bzw.
anT abhdngig, je nachdem, ob das Lebensdauerexperiment nach einem

Plan vom Typ (n,N,r) bzw. (n,=,T) durchgefiihrt wird.

D.h., die Giite der statistischen Aussage einer Parameterbereich- und einer
Parameterpunktschatzung hangt bei Lebensdauerexperimenten nach Pldanen vom
Typ (n,=,T) vom unbekannten Parameterwert A ab. Da man sich fur Plane
interessiert, die es gestatten, eine vorgegebene Gute fiir die statistische
Aussage einzustellen, hat man sich nun zu liberlegen, ob dies fiir alle
Parameterwerte A€¢(0,) mogiich ist.

Bemerkung (2.9):

Hat man ein Vorwissen der Form, daB man eine untere Schranke A fiir den
Parameter x angeben kann (d.h. man kennt die maximal zu erwartende Lebens-
dauer des zu prifenden Elements), was bei Anwendungen im allgemeinen der
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Fall ist, so ist es flir Plane vom Typ (n,~,T) durch geeignete Wahl von

nT moglich, eine geforderte Giite der statistischen Aussage fiir Parameter-
bereich- und Parameterpunktschdtzungen fiir alle Asifg,w) einzustellen.
Die Mindestglite erhdalt man fiur A=), da man zeigen kann, daB die Giite

der statistischen Aussage flir Schatzungen monoton steigend in aAnT ist;

d.h. £, (MELAXD) yng AALZAA) 55t monoton fallend in AnT (vergl.
Folgerung (2.5) und Folgerung (2.7)).

Im folgenden wird fur Parameterbereich- und Parameterpunktschatzungen
die Abhdngigkeit der Giite der statistischen Aussage von Parameterande-
rungen untersucht. Nach Folgerung (2.5) und Folgerung (2.7) gilt:

Folgerung (2.10)

Es sei areR, atare(0,2), G(A) 1= E (LMD definiert wie in Folge-

rung (2.5), G(A) := AM)=AA) Gefiniert wie in Folgerung (2.7),

A
55 = [G(A)-GO+oN)]> Ag = |g(1)-g(A+ar)|. Dann gilt
(1)
0 (n,N,r)
Ag = - oy o .
{ E F2(1’+1)(1; 7)°F,i(7) (A?¥)] %AnTll-(1+ %%)1'1e'AAnTI L (nye,T)
i=0 '
(2)
R 0 : (n,N,r) .
Ag = { (1+ B2 (K(0)-k(2)=(k(a+ar) -k (x+ar)) mit
| (AFBAINT [+ (n=T)
k(v) = suplkeN |2ynTsF , (1- $)3, K(v) = inf{keINO|2ynT<I;2(k+l)(%)}('ye(o,oo)).
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3. Kostengiinstige Plane

Man ist an einem optimalen Plan fur die Durchfihrung eines Lebensdauer-
experiments interessiert, und zwar fiir jeden betrachteten Typ des statisti-
schen Verfahrens zur Auswertung des Experiments. D.h., es sind in Abhdngig-
keit vom gewdhlten statistischen Verfahren Pldne gesucht, die die zu er-
wartenden Experimentkosten gleichmaBig beziiglich X minimieren und eine vor-
gegebene Giite der statistischen Aussage einstelilen. Zur Konkurrenz sind
dabei nur solche Pldne zugelassen, die eine optimale statistische Auswer-
tung des Beobachtungsmaterials (beziiglich der gegebenen Schadensfunktion)
gestatten. Dies hat zur Folge, daB die Pldne vom Typ (n,1,T) nicht zu-
Tdssig sind (vergl. Bemerkung (2.2)) und somit die konkurrierenden Plane
vom Typ (n,N,r) und (n,,T) sind. Beriicksichtigt man weiter, daB eine vor-
gegebene Glute der statistischen Aussage eingestellt werden soll, so hat

man fur die Durchfihrung eines Experiments nur die Plane vom Typ (n,N,r)
mit vorgegebenem relN und die Pldne vom Typ (n,=,T) mit vorgegebenem nTeR"
(vergl. Bemerkung (2.8)) zur Auswahl. Da flir Pldne vom Typ (n,=,T) bei
Parameterbereich- bzw. Parameterpunktschatzungen eine vorgegebene Giite der
statistischen Aussage nicht fiir den ganzen Parameterbereich eingéste]]t wer-
den kann, unterstellt man dabei, daB man ein Vorwissen in Form einer unte-
ren Schranke fiir den Parameter A hat (vergl. Bemerkung (2.9)).

Die LOosung dieser Aufgabe ist in vollem Umfang nicht moglich, daher werden
die Untersuchungen auf die folgenden Probleme eingeschrankt:

- Angabe von Bedingungen an Kostenfunktionen, flir die bestimmte Typen von
Planen gleichmdBig besser beziiglich A sind;

- Bestimmung von Typen von Pldnen, die fiir spezielle Kostenfunktionen zu-
mindest auf einem Teil des Parameterbereichs fur A gleichmdBig besser
sind;

- Bestimmung von Planen, die die zu erwartenden Kosten fir gegebenen
Parameterwert A minimieren, und zwar flr jeden zuldssigen Typ von Planen.
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Aus den Aussagen dieser Untersuchungen kann man dann fur Plane vom Typ
(n,=,T) bzw. (n,N,r) Pldne angeben, die die zu erwartenden Kosten gleich-
mdRig beziiglich A minimieren bzw. die maximal zu erwartenden Kosten mini-
mieren (Minimax-Plan) (vergl. Folgerung (3.14)). Da fur Pldne vom Typ
(n,N,r) die zu erwartenden Kosten fir A+0 gegen unendlich streben (vergl.
Folgerung 3.7)), wird fir die Anwendbarkeit des Minimax-Kriteriums unter-
stellt, dal man ein Vorwissen in Form einer unteren Schranke fiir den Para-
meter A hat (d.h. man kennt eine obere Schranke fiir die zu erwartende
Lebensdauer des zu prifenden Eements), was im allgemeinen bei praktischen
Anwendungen eine zuldssige Annahme sein diirfte.

Im folgenden soilen zundchst fiir Plane vom Typ (n,N,r) verschiedene Kiassen
von Kostenfunktionen untersucht werden. Man nimmt an, daB die Kosten zur
Durchfiihrung eines Experiments von der Experimentdauer TN und der summari-
schen Betriebszeit SN abhangen.

Notation (3.1)

CN:X+EI : Kosten fur ein Lebensdauerexper1ment x,3, PX,X (n,N,r)) mit
CN wNo T + q 0 SN, wN RY + R (1€{1,2}).

Satz (3.2

Es sei ie{1,2}, Ne{l s}, w positiv, stetig und beschrinkt.
Dann gilt fir reR?
< 0: y] monoton steigend, yS(t)evl(t) VteR', vie(1,2)
0: ¥§(t) = vi(t) = const. V¥ie{1,2}
0: y3 monoton fallend, y5(t)>yi(t) ¥teR", Vie(1,2).

E(C™)-E(C)

v

Beweis:
. N N N N . , .
Es sei £ WD von T, g WD von S”, Nach Notation (3. 1) gilt dann fiir Ne{1l,»}
N N N N <N
%éc ) = §$w1°T )+§5w205 ) = j ¥, ( dt+jw t)g t)dt. Setzt man
0 0
f(.) = £(.)-f1(.) und ¢1(°) = ( )= Vs 1(.) (i€{1,2}), so erhdlt man
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o0 -]

(C7)-E(CY) = [ VDRIt o, (817 (e)dee [ (45(6)07(0) v (t)g} ()t
0 0 0

Nach Satz (1.13) gilt g"(.) = g!(.), damit gilt

E(CY)-E(CY) = | v]

o—8

(t)f(t)dt+Jw1(t)fl(t)dt+Jw2(t)gm(t)dt. Wegen
0 0 |

f1(.)20 und g (.)20 folgt

[+ ]

0 i yT(t)ey(t) VteR', ¥ie(1,2)

[ e, (me7ena
0 20 1 yT(t)aui(t) VteR', ¥ie(1,2).

Nach Satz (1.13) gilt

r-1

(nn)" ﬁ_ e ANt i N=o
M(t)

nx(g:i)(l-e-xt)r'le'(n-r+l)xt : N=1.

- - - | -
Also gilt f(t) = TFQ%TT e M (ant) "1 HD ()™ Es gilt

weiter f(t)+0 fir t»0 bzw. tswund f(t) = O fir t = t, wenn t Losung

1
der Gleichung At = (WT'( )) 1 (e At -1) ist. Da die Steigung von

Aty

At stets kleiner ist als die von (e gilt

< 0 t <t ¢ = = < o
f(t) . . Ferner ist Jf(t)dt = J(f (t)-fl(t))dt =
>0 : 0<t<t 0 0

damit kann man schreiben

o E £ 0o o
[wf(t)f(t)dt = wa( t)dt-y] (t) ff Jw t)dt- wT(t)Jf(t)dt
0 0 0 £ t
und es folgt -

<0 : wl(.) monoton steigend

Jw?(t)f(t)dt 0 : yJ(.) = const.

0 >0 : yJ(.) monoton fallend, damit folgt d.B.
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Fiir die weiteren Untersuchungen werden nun die Kostenfunktionen in spezieller
Gestalt angesetzt, und zwar wird folgendes Kostenmodell betrachtet:

Notation (3.3)

(Kosten fiir ein Lebensdauerexperiment nach einem Plan (n,N,.))

a(t) = n(ao-ale'azt)

Kosten der Versuchsanlage pro Experiment, dabei

a0>0, O<a1<a s a2>0.

0

b(t) = bOS(t) Betriebskosten pro Experiment, dabei b 0.
c(t) = n(co-cle'c3t)+nkc2e'c3t+cu(D(t)-nk)
Kosten der gepriiften Elemente pro Experiment, dabei
cy>0, O<c,¢c,<C» c3>0, c“>0.
d(t) = dl(t-do)e'dzt Bonus-Malus-Pdnale fiir Unter- bzw. Uberschreitung
der vereinbarten Experimentdauer d,, dabei
d,»0, d,>0, d, €R; (bzw. Betriebskosten pro Ex-
periment, wenn b, = d, = d, = 0).
Dabei gibt
D(t)eINO : Anzahl der ausgefallenen Elemente in der Experimentdauer t,
S(t)elR+ : Summarische Betriebszeit der in t gepriiften Elemente,
nkeIN0 : Anzahl der gepriiften Elemente, die sich zum Zeitpunkt t im
1 : (n,=,r)
Zustand "ausgefallen" befinden, dabei e ={r: (n,l,r)
0 : (n,=,T)

fiir ein Lebensdauerexperiment an.

Bemerkung:

Fiir die Kosten der Versuchsanlage (a(t)) und der gepriiften Elemente (c(t))
wird eine exponentielle Abschreibung angenommen. Dabei kann eine erhihte
Abschreibung (c,>0) fiir ausgefallene Elemente festgelegt werden. Die
Kosten fiir eine Erneuerung, bzw. Reparatur eines ausgefallenen Elements
(Cu) werden als konstant angenommen.
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Fir die Kosten der Versuchsanlage wird weiter angenommen, daB nur ein
Element zur gleichen Zeit in einer Versuchsanlage gepriift werden kann.
Diese Forderung ist speziell auf die Priifung von Reaktorbauelementen ab-
gestellt und kann deshalb flir andere Elemente eine starke Einschrankung
darstellen.

Die Betriebskosten filir ein Lebensdauerexperiment (b(t)) werden proportio-
nal zur summarischen Betriebszeit der gepriiften Elemente angenommen. Die-
se Forderung ist wieder speziell auf die Priifung von Reaktorbauelementen
abgestellt. Im allgemeinen werden die Betriebskosten proportional zur Ex-
perimentdauer angenommen (vergl. B, Epstein LflO_T). Verzichtet man jedoch
in dem betrachteten Modell auf die Berlicksichtigung eventueller Straf-

- kosten und setzt bO = d0 = d2 = 0, so hat man ein Kostenmodell, in dem

die Betriebskosten (d(t)) proportional zur Experimentdauer sind.

Fiir die Beriicksichtigung von Strafkosten (d(t)) wird angenommen, dafB

diese in Form eines Bonus- bzw. Malus-Pdonales bei Unter- bzw. Oberschreitung
tung einer vereinbarten Experimentdauer d0 zur Anwendung kommen. Dabei

sind bei gleich groBer Unter- bzw. Uberschreitung fir d2>0 bzw. d2<0

die Bonus- bzw. Maluskosten groBer.

Die Kosten fiir ein Lebensdauerexperiment nach einem Plan erhdlt man als
Summe der verschiedenen Kostenterme. Es gilt:

Folgerung (3.4)

Es seien CN(n,‘) die Kosten fiir ein Lebensdauerexperiment nach einem
Plan (n,N,.). Dann gilt

(1) (n,N,r) Plane:

N
P

C (n,Y‘) = © o ®© ©
n(ao-ale'azT )+bOS°°+n(c0-c1e-c3T )+c2e'c3T +ch(r-1)+d1(T°°-do)e—d2T :N=c

-a.T! -c.T! -c.T! -d.T1
n(a,-ae 3,1 )+b,Sl4n(c -c e C3T )+rc,e C3T +d, (T1-d;)e dpT :N=1.

(2) (n,=,T) Pldne:

w -2
CT(n,T) = n{a -a,e 2

T)+b0nT+n(c0-cle'c3T)+c“D°°+d1(T-dO)e-dZT.
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Das Modell von B. Epstein /10 /, das von D.K. Lloyd, M. Lipow in /14 7
untersucht wurde, ergibt sich als Spezialfall
(a, =a,=by=c¢c, =¢c, =c¢y=4d;=d, =0, ¢, =¢,)
des hier betrachteten Modells. Ferner ergibt der Spezialfall
(a, = a, = Cy = d2 =0, ¢c,=0c,50C,=0¢,)
das von G. Nagele und dem Autor in Lf16;7 untersuchte Kostenmodell.

Zur Bestimmung des Erwartungswertes der Kosten werden im folgenden zu-
nachst zwei Lemmata bewiesen,

Lemma (3.5)
Es sei Ne(l,»}, ronelN, ren fiir N = 1, veR, re(0,»),
A fur v<0, v = v/x. Dann gilt
v . -
1 n.r
(1) " ;:5) N = o
E(e™™ ) =
A r=1l i
— N=1.
1-0”"14‘\)
1, n\,r r
| s ——— N:m
(2 N =T l(n+0) n+v
E(T e ) _ _
X 15 i S
X : N=1.

i=0 N-1+V j=o n-j+d

Beweis:

Zu (1): Nach Definition (1.9) und (1.11) gilt T, = T oX. Aus Folgerung
(1.8) folgt T, = Y +...+Y . Also gilt ;5e‘“7 ) = §£e-v(Y1+...+Yr))‘

N

Wegen der stochastischen Unabhdngigkeit der Yk(k = 1,2,...) nach Fol-
N -

gerung (1.8) gilt somit §£e'”T ) = Efe “Yl)...§£e “Y"). AuBerdem gilt

nach Folgerung (1.8) : Yk ist G(1,nr) bzw., G(1,(n-k+1)r) verteilt fiur

N =wbzw, N =1, Also gilt fir k = 1,2,...
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=(nav)t . o na
dt = o

_ ~((n=k+1)A+0)t . (n-k+1)r .. s .
(n-k+1)xe dt = S AT flir v>=(n-k+1)x : N

fr V> =NA t N = o

»?{e-“vk) -

i
—
-

d.f.d.B.
Zu (2): Nach Satz (1.13) gilt:T" ist G(r,nr) verteilt. Also gilt

e ror-1 r I )
;£Tme vT ) = J te-Vt L%%%T§T“ e Mty _ (nA3 ((na+v)t) e (nx+v)tdt _
! : (na+v)"(r-1)1

(nH\,)r 57;3 fir v>-nx, damit folgt d.g. fir N =
N_-vT

Nach Teil (1) des Beweises gilt: g&T e )==§£(Y1+...+Y

“v(Y 4oL a4Y )

e 1

).
Nach Folgerung (1.8) sind die Y (k = 1,2,...) stochastisch unabhdngig und

r)

G(1,(n-k+1)x) verteilt fiir N = 1. Also gilt

-vT1
E(Tle™) =

--J(y1+~.-+yr)e_v(y1+"'+y")n(n-1)...(n-r+1)xr
0

"n(n-1)...(n-r+l [

= (nA+v)?(2£?)Alv).S?(;:-a+1)x+v) J"'I("A+“)'°'(("'r+1)*+“)
0
(

(Y ooty )e-((nx+v)y1+...+( n-r+1)x+v)yr)dy o
r

1 1 .
= Tnawv ?(:(Q)sz) (n(gz—3+1jx+v) (J(nx+v)y1e (n +v)¥1dy1+
0

+[((n-1)a+v)y e ((n-l)A+v)y2dy2+‘..+

g
)

+((n=rel) M)y e ((n'r+1)x+“)y”dyr) -
- A'n(n-1). .. (n-r+1) -
(na+v)((n-1)x+v ) S((n=r+l)aav) 20 (n=1+1)A+y

fur v>-(n-r+1)x. Damit folgt d.B.
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Lemma (3.6)
Es sei ry,nelN, 1l<r<n, xeR, U(X) = (ﬁg;)r (x>-n),
1
rlol-g 1S X
V(x) = T 3 (x>=(n-r+1)), W(x) = = _Z = (e-(n-rel)).
1=11'm 1=0
Dann gilt 5 0 : xoen 1 1 0
: =(n-r+
| > 1 : -n<xg0 v 2 (n-r+l)<xs
(1) VXS iya0, (x) {=1 :x=0
<l :ix»0 <1 x3z 0,

(2) Es sei veR, Ae(O;w), A> ﬁ%%$T fiur v<0, 9
VOIS = E(e™VT).

v/A. Dann gilt

(3) Es sei veR, Ae(0,=), x> e fiir v<0, § = v/A. Dann gilt
a A -yT1

U(SIV(S)H(S) XTH§3T = g(Tle™T),
(4) rV(x)21 fiur Osxsl.
(5) 21+ ﬁ%l-ﬁ%I : =(n-r+1)<x<0

W(x)

-1)2
<l+ LET;l- x =10
Beweis:
(1) ist trivial.
Zu (2): Es sei x>-(n-r+l). Dann gilt
r-1 1- 1
_,nar n n{n-1)...{(n={r-1))

VOV (x) = () ;E: 1- 1 (nex)(nex-T). . (nex=-(r-T)) ~ 'H‘ n 1+x ’

n+x
damit folgt nach Satz (3.5) d.B.

Zu (3): Es sei x>-(n-r+l). Dann gilt

r-1 1- .i r-1

r n 1 _Ntx

U(X)V(X)N(X) = (nr.:.x') 011 1T ZO n=1+X
1=  —— =

n+Xx
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Tlop-i 1 3! r=1 . r-
- -1 n+x _ _ n+x n-1i 1 .

j2p M-THX T iZO n=1+x ~ r ;E; n-1+x iZO % @ damit folgt nach
Satz (3.5) d.B.
Zu (4): Es gilt
rv(x) = r cﬁ}._l:;%_ = p(X)r-l (n-1)(n-2)...(n=(r-1))

j=1 1- 1o n (n+x-T)(n + 2)...(n+x-(r—1))
n+X

~1)(n=2)... (n=(r-1
rx) s r (n£2-13é2+x22).f?(gix-%z-l)j wegen x>0

b r SR o) - i L) egen 5

> 1 wegen nxr.

Zu (5): Es gilt

1% onex U1 N+x  _ o4, r=1 1 r-1 1

Hx) = v oLy neiex pr(l(rlr) = U were e E oA
wegen -(n-r+1)<x<0.
1o 1 r-1)n, _ (r-1)2 (r-1)2

W) = 120 s Pt ey 7 Fnore1) S 1F S Wegen nar.

Nach Lemma (3.5), Lemma (1.6) und Satz (1.13) erhdlt man fiir die Erwartungs-
werte der in Folgerung (3.4) definierten Kosten:

Folgerung (3.7)

Es sei r,nelN, TeR", xe(0,%), ¥ = v/ fiir ve{a,,c,,d}, U(.),V(.).N(.)
definiert wie in Lemma (3.6).

d
(1) Es sei A> el fir d,<0. Dann gilt
E,(Ch(n,r)) =
=n(a0-a1U($2))+b L 4n(c,-c,U(C,))+c,U(C 3)+c“(r-1)+d1(;zﬁfg;7 -d;)u(d,

ld, |
2) Es sei A> 2 fiir d <0, r¢n. Dann gilt
n-r+l 2
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E,(Chn,r)) =
=n(a0-a1U(32)V(52))+b0 g.+n(c0-c1U(E3)V(53))+rc2U(E3)V(E3)+
+d1(z;:§27; W(d,)-d,)U(d,)V(d,).
(3) E,\(C7(n,T)) =
=n(a0—a1e-a2T)+b0nT+n(c0-cle_C3T)+c“AnT+d1(T-do)e-dZT.
Bemerkung:

Fir Pldne vom Typ (n,N,r) ist es im Fall d,<0 nicht moglich Plane anzugeben,
die die zu erwartenden Kosten gleichmdfig bezlglich A minimieren (vergl.
Folgerung (3.7) und Lemma (3.5)).

Es wird nun flir die Pldne vom Typ (n,=,r) und (n,1,r) untersucht, ob man
flir das voriiegende Kostenmodell zumindest Wertebereiche flir den Parameter i
angeben kann, fiir die einer der beiden Typen gleichmdfBig besser ist.

Satz (3.8

Es sei r,nelN, l<rgn, Ae(0,~). Dann gilt

{ . B Idzl r .

<0 :cyc,, c, = 0, dz.sO, el <A S dn >
| d, | o 4 )

3 d,<0, F—Wfd‘smm(a?f’cunZ)’ A>Cq3

r dl );

. - = = = _r
L> 0: a, =C, =Cy = d2 = 0, = <A,

Beweis:
Nach Folgerung (3.7) gilt
(%) E,(C(n,r))=E (CHn,r)) = na U(d,)(V(3,)-1)+nc,U(S;)(V(Cy)-1)+

+¢,U(€,) (1-rV(C,))+(r-1)cy

+ dIU(az)(;Tﬁgﬁzy -do-(;(#&g—y W(az)-do)V(az) :



0
Nach Lemma (3.6) ist U(c,) = V(€3) =1 fir c, = 0. Daher folgt nach (*):

€, (Co(nar))-E, (Ch(n,r))
= na,U(3,)(V(3,)-1)+(c,~c,) (r-1)+d,U(d, )

~d g (—— W(d,)~d
A( iy 0 (A(n+d ) (d,)-d)V(d,))

(d )-d )V(d )) wegen U(a )>0, V(a )<1 nach

< d U a rA -d, -
Ut 2)(A(n+d2) o™ (n+d )

Lemma (3.6) fur a >0 und c,2c,;

<0 wegen U(d,)>1, V(d,) 31 W(d,)sl+ =L L nach Lenma (3.6) fiir d,<0

im Fall d0=0 und im Fall d0>0, da in diesem Fall mit As:aﬁﬁ- gilt
0
don

(—— - dy) > (

0 — - d,)20
A(n+d,) n+d,

(2) Es sei d,s0, o—=r <remin(g— , -
cn
y

0
Nach Lemma (3.6) ist U(52)>0, V(a 2)sl fiir a,>0

),Aacy
U(C,)>0, V(c,)sl fir c,0
rV(Es)zl fir ¢ 20, a>c,.
Daher folgt nach (*):
E, (Cp(nsr))-E, (CL(n,r))
s (r-1)c,+ d,U(d,) (—S— -d - (—L— W(d,)-d;)V(d,))

¢ (r-1)c,+ d U(d, )(—To— -d ~(—F— s 2L _1__ 4
o+ 40 y 0 (A(n+d2) i M(n+d,) o))

r ~
wegen (——————— -d_ )»0 fiir A< wenn d,>0 und U d 21, V(d )1,
e Tn (d,)>1, V(d,)
W(d,)>1+ T2 L nach Lemma (3.6) fiir d_<0;
n-1 r 2'53
2 d
< (r-l)cu-(r-l)cu-———-Jl——r-— wegen X :
(n-1)(n+d,) c,n?

< 0 wegen dst.
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|d, | d
(3) Es sei c, = 0, d,¢0, ——2r <A< min(-dfﬁ , —— ).

2
c“n

Nach Lemma (3.6) ist U

(3,)>0, V(Sz)sl fir a,>0
U(

a
¢,)>0, V(¢ )<l fiir c20.
Daher folgt nach (*) und c, = 0:

® - 1
EA(Cr(n’r)) EA(Cr(n’r))

- 4. U(d ) (—F— ~d ~(—"—— W(d.)-d_ )V(d
€ DU, e s )4 V)

, d_s0.

< 0 nach Teil (2) des Beweises fur i< )

2
an
dl

(4) Es sei a, =c, =c, =d, =0, —:

S

<A,

Nach Lemma (3.6) ist U(3,) = U(¢,) = U(d,) = V(3 ) = V(E,) = V(d,) = 1 fir

[}

a, =c, =d, = 0. Daher folgt nach (*) und mit c, =0 :

2 3

EA(C:(n.r))-EA(C;(n,r))

= (r-1)c,+d, (1-H(0)) 5+

-1)2 -1)2
> (r-l)cq-dliri%)—- wegen W(0)<l+ $£7%l- nach Lemma (3.6)
d
-1)c - {r=1)? 1r
> (r-l)c, —— ¢, Wegen 1> o
> 0.
Bemerkung:

Hat man fiir die Anzahl n der in einem Experiment eingesetzten Elemente
eine obere Schranke n,<IN gegeben, was bei Anwendungen - insbesondere

bei den zum Teil sehr teuren Reaktorbauelementen - meist der Fall ist,
so erhd1t man aus den Aussagen von Satz (3.8):
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Flir die Parameterbereiche

2 : - .
|d2| < X g a;ﬁ; mit C2 2 Cq, C3 =0, d2 < 0y
. 2 dl .
|d,| <A < min ( T~ ) A 3¢y mit d, s 0;
00 c,n?
|d,| <A< min ( 2 4 ) mit ¢, =0, d, <0
2 ~ dono 1) 2 C2 - Y 2 ~
Cyng

sind die Pldne vom Typ (n,=,r) gleichmdRig besser, wdhrend fiir den
Parameterbereich

d
c,

A2 mit a, =€, =¢C3=d, =0

4

die Pldane vom Typ (n,1,r) gleichmdBig besser sind.

Bemerkung:

(i) C2>0, c >Cqs 32?0, C3>0:

2

Die Forderung c2>0 bedeutet, daB Elemente gepriift werden sollen,
die durch die Prifung einen Wertverlust erlieiden, der davon
abhdangt, ob ein Element nach der Priifung noch funktionsfdahig oder
ausgefallen ist.

Die Forderung ,2C, bedeutet, daB fur ein Element, das sich nach
der Priifung im Zustand "ausgefallen" befindet, der dadurch bedingte
zusdtzliche Wertverlust (cz) grofBer oder gleich ist als die Kosten
flir eine Erneuerung bzw. Reparatur des Elements (c,).

Im allgemeinen Werden Reaktorbauelemente die Forderung c,2C, erfiillen,
da es sich dabei meist um sehr teure Elemente handelt, deren Ausfall
durch kleinere, reparierbare Defekte eintritt. Dagegen erfiillen
elektronische Bauelemente diese Forderung im allgemeinen nicht, da
solche Elemente, gleichgiiltig ob sie noch funktionsfdahig oder ausge-
fallen sind, nach der Priifung meist nicht mehr verwendet werden (c, = 0)
und auBerdem sich eine Reparatur meist nicht Tohnt bzw. unmoglich ist

(cl+ : Neuwert eines Elements).
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Die Bedingungen a2>0 und c3>0 bedeuten, daf3 durch die Priifung be-
dingte Wertverluste fir die Versuchsanlage und die Elemente mit der
Priifzeit wachsen.

Beschrankter Parameterbereich flir a:

Haufig ist es moglich, fiir die zu priifenden Elemente eine untere
Schranke ) fir A anzugeben (d.h. man hat eine Abschatzung fir die
maximal zu erwartende Lebensdauer vorliegen). Ferner unterzieht man
im allgemeinen Elemente erst dann einer aufwendigen Priifung, wenn
die Entwicklung des Elements bereits so weit fortgeschritten ist,
daB eine obere Schranke X fir A (d.h. minimal zu erwartende Lebens-
dauer) garantiert werden kann. Daher ist bei Anwendungen haufig nur
ein eingeschrinkter Parameterbereich von Interesse, etwa A €/ A,1 /.
Fir die Anwendbarkeit von Satz (3.8) hat man somit im konkreten Fall
zu priifen, ob der tatsdchlich interessierende Parameterbereich
nggilf eine Teilmenge des Bereichs fiir A ist, der durch die Kosten-
parameter bestimmt wird.

Betrachtet man das Intervall Lfggiij'als gegeben, so erhdlt man fir
die Anwendbarkeit von Satz (3.8) Forderungen, die wie folgt zu inter-
pretieren sind:

c,sds |d,|<r

C, gibt den Grad des durch die Priifung bedingten Wertverlustes pro
Zeiteinheit an, d2 den Zuwachs des Bonus- bzw. Malusponales pro
Zeiteinheit bei Unter- bzw. Oberschreiten der vereinbarten Experi-
mentdauer (siehe Notation (3.3)). Damit die Bedingungen C,$) bzw.
|d2|<;= erfillt sein konnen, miissen djgse Werte klein sein, da A

im allgemeinen klein ist, z.B. A35.10 fiir Na-Pumpen in Reakto-
ren.

aj]—ozx;

d, gibt die vereinbarte Experimentdauer an, die als Bezugspunkt fiir
das Bonus- bzw. Malusponale dient (siehe Notation (3.3)). Damit die

Forderung Eg%r->7=erfU11t ist, muB d0 kleiner oder gleich der mini-
00

2

=ho

mal zu erwartenden Experimentdauer sein, d.h. d0< s-f% = E(T).
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Dies ist eine sehr einschrdankende Forderung; sie wird z.B, erfillt
sein, wenn zur Unterbietung der Konkurrenz ein Angebot unterbreitet
wird, das ohne Bezahlung von Strafkosten nicht eingehalten werden
kann.

d1 _ d
2 A bzw.<E—

2
ano Y

1

s_l_,b():do:dz:():

C, gibt die Kosten pro Erneuerung bzw. Reparatur eines ausgefallenen

Elements an, d, die Betriebskosten pro Zeiteinheit (siehe Notation
d

(3.3)). Damit die Forderung > erflillt ist, darf die Anzahl n

0
c, n?

der zu priifenden Elemente nicﬁtozu groB sein und d1 muB groB sein

gegeniiber C,» da X im allgemeinen kleiner 1 ist. Dagegen

il

Cy

mufB d1 klein gegeniiber c, sein, damit die Forderung < A erflillt

ist, da A im allgemeinen klein ist.
- d

Die Forderung >x wird im allgemeinen von Reaktorbauelementen

erfiillt, da fUrcagg Betrieb dieser Elemente meist sehr kostspielige
Versuchsanlagen und damit hohe Betriebskosten erforderlich sind, die
Kosten fiir die Reparatur der meist kleineren, fiir den Ausfall verant-
wortlichen Defekte dagegen gering sind und die Anzahl der zu priifen-
den Elemente aus Kostengriinden klein sein muB. 51ektronische Elemen-

te werden dagegen im allgemeinen die Forderung Els:; erfiillen, da

fir diese Elemente eine Reparatur meist nicht ]oﬁnt bzw. unmoglich
ist und somit die Erneuerungskosten (Neuwert des Elements) groB
gegeniiber den meist sehr geringen Betriebskosten sind.

Es wird daher nach den Aussagen von Satz (3.8) im allgemeinen kosten-
glinstiger sein, Reaktorbauelemente nach einem Plan vom Typ (n,e,r)

zu priifen, wdhrend elektronische Bauelemente kostenkiinstiger nach
einem Plan vom Typ (n,l,r) zu priifen sind.

dy

2
cuno

2% by#0, d 40, d,40 :

In diesem Fall gibt d1 das Bonus- bzw. Maluspdnale pro Zeiteinheit
bei Unter- bzw. Uberschreiten der vereinbarten Experimentdauer an
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d

(siehe Notation (3.3)). Ob die Forderung >X erfillt ist, hingt

c,n3
nicht allein vom Typ des zu priifenden E]emen%s ab, sondern auch von

der jeweils zu treffenden Vereinbarung iiber dl.

Hat man beispielsweise nach Satz (3.8) einen gleichmdRig besten (bzgl.
eines entsprechend eingeschrankten Parameterbereichs) Typ von Planen er-
halten, so interessiert man sich nun fiir den gleichmdf3ig besten Plan die-
ses Typs. Fiir die Pldne vom Typ (n,~,r) und (n,1,r) kann man jedoch im
Unterschied zu den Planen vom Typ (n,=,T) im allgemeinen - auch fiir einen
eingeschrankten Parameterbereich flir A - keinen gleichmdfig besten Plan
angeben (vergl. Satz (3.12) und Folgerung (3.14)). Es liegt deshalb nahe,
flir die Pldne vom Typ (n,»,r) und (n,1l,r) als besten Plan den zu bezeich-
nen, der die maximal zu erwartenden Kosten minimiert (Minimax-Plan).

Zur Bestimmung des besten Plans eines Typs ist es nun - unabhangig vom
gewahlten Entscheidungskriterium - zweckmaBig, fiir jeden Typ von Planen
zunachst den Plan zu ermittein, der filir einen gegebenen Parameterwert i

die zu erwartenden Experimentkosten minimiert. Fir die analytische Be-
handlung ist es dabei von Vorteil, in den Kostenfunktionen die Exponential-
funktion in Reihendarstellung zu wahien. Nach Folgerung (3.4) erhdlt man:

Folgerung (3.9)

Es gilt w
N N NN
(1) Cp(n,r) = A0+121A1(T )’ mit

"
8

L { n(a -a +co=c, )b Sc,be, (r-1)-d d, = N

0 - - lype - . -
n(a0 a,+c, c1)+bOS +rc,-d d, : N=1,

-1 141 i i-1 .
L_—%T__ (n(a,a +c1c3) c,cC +d 14, T(i+dpd,)) P N = e,

-1 i+l i .i_l .
i__%r__ (n(a,a,+c c3) re,c +d1d2 (i+dyd,)) N

p -
I

i
—
w
-

It

1,2,...

1,2,... .
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A = n(ao-a1+c0-c1)+bOnT+qu -d,d,

x|
"

RERE2! . . .
;= — (n(a,al+c clyra )M (ivd d,)) i i = 1,2,

Zur Bestimmung der Erwartungswerte der Kosten wird zundchst ein Lemma be-
wiesen.,

Lemma (3.10)

Es sei Ne{l,~}, r,n,kelN, r<n fir N = 1,x¢(0,»). Dann gilt

(r+k-1)1 N =
k =
(r=1)! (nx)
N
E(T) =1 K 11 1 i
_E. . . 1 1'2"' iY‘ N=1
AT A1 ,,000,1,20 071 (n-1) (n-r+l)
LPRAPE SRR A
Beweis:
Nach Satz (1.13) gilt: T" ist G(r,nA) verteilt. Also gilt
[ r-1 oo
£ (T )k) } j tk(nx)r ﬁ_ oMty . k—ﬁ J (nAt)r+k-le-nAtdt _
: -1)!
0 (nx)" “(r-1)! 9
-1)!
= (kD! andererseits folgt aus Definition (1.9) und (1.11)
(r-1)! (nx)

TNoX = T, und nach Folgerung (1.8) folgt T, = Y1+Y2+...+Yr. Damit gilt

insbesondere fir N = 1

k . .
ki i, i i
)=E( )l T Y LY
11,12,...,1r=0 1" 2" r’

11+12+...+1r=k

k k

Eﬁ(Tl) ) = E((Y 4,40 004Y )

Wegen der stochastischen Unabhdngigkeit der Yi(ie{l,...,r}) nach Folge-
rung (1.8) gilt somit
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k , . ,
k k! i i i
E(T? = S—— — E(Y 1)E(Y'2),..E(Y,'). Nach

i+ tip=k
Folgerung (1.8) gilt auBerdem: Y. ist G(1,(n-i+1)x) verteilt fir N = 1.

Also gilt E(Y) = j tneietppe (MG KU e, L)),
0 (n=i+1)"x
Somit gilt
K
ky k1 1 1
EA((TI) ) = z e I g 0§ eSesSeceg—

i)sipaveesi, =0 ot (n-1)T2 (n-r+1)'r

i i o-o"'. =
11+12+ T k

Es werden nun die Erwartungswerte der Kosten in der Darstellung von Fol-
gerung (3.9) bestimmt.

Folgerung (3.11)

Es sei r,nelN, TeR", Ae(0,»), A = nT, A%(i=1,2....) definiert wie
in Folgerung (3.9), € = sup{a,,c,,|d,|}.

€

> tN=ow
n
(1) Es sei a € sre¢n fir N = 1, Dann gilt
> AT =
© p.
(q0+q1n+.z —% tN=c
i=l n
N
Ex(cr("’r)) = n(ao-a1+c0-c1)+b0§-+rc2—dod1+ Nel
w i+1 i T
LT e a0 Lt 1
i1 A i siy0eeesi=0 01 (n-1)"2  (n-r+1)'"

peeoti =i

i+
r
q, = (a,a,+c c+b )= +c,+c, (r-1)-d d

= a -a 4+C -
ao al C0 Cl’

1

1’

L
—
{

r+i

i+1 i+1 .
ERVGES)) (a,a,” +c,c, 7)) (1 =1,2,...).




(2) E,(CT(n,T)) = Qg — + oi Ei(T)i mit

q, = ((a1a2+c1c3+b0)+ Ac,)a-d d ,
q, = (ag-a;+cy-c ) A,
- -1 i+1 i-1,, A i+1 i+1 ,
by = LM (a4, e d,)- o (a0 e ety (1= 12,000,
Beweis:
<An N=eo Ny v iy i
u (1): Es sei yeR, lyl{<A n-r+1) :N=1° 0T )=1_ZO(-1) {T(TN) fir v=0,1,....

N
Offensichtlich konvergiert fv(yT } dem MaB nach gegen e'YT . AuBerdem

. Ny T 1

ist [f (vT')|<e'Y" ! (v20) und e!Y" ! ist eine integrierbare ZV (vergl.
Satz (3.5)). Deshalb gilt nach dem Satz von Lebesgue (Satz von der
majorisierten Konvergenz):

E(Tim £ (yTV)) = Tim E(f.(yTV)). Nach Folgerung (3.9), Lemma (3.10)
oV vreo VY
und Satz (1.13) folgt daraus durch Einsetzen d.B.

Zu (2): Folgt nach Folgerung (3.9) und Satz (1.13) unmittelbar durch
Einsetzen,

Zur Bestimmung des Plans, der die zu erwartenden Experimentkosten fir
einen gegebenen Parameterwert X minimiert, wird zundchst der folgende
Satz bewiesen.

Satz (3.12

Es sei relN, x,A e [R+, i‘(o °°)9 €, q-|9 q.‘s P ’ P (1€{031}: j = 1:2’--')
definiert wie in Folgerung (3.11), A} (i 1,2,...) definiert wie in Fol-

" - & T
gerung (3.9), K'(x) = q +q x + X -,(pq >2), I«x)=q0+;%+-z p1x1(x>0),
X A i=1

KI(x) = x(a,-a;+cy-c))+ b, L+ re,-d,d,+
A
ot §—1)1+1 1 . 1 1
+ ) S A ) —— — ... =) ([X]>S+r-1).
i=1 A! ipsdyseeesd =0 X7 (x=1)72  (x-r41) " A

'|1+12+. ..+1r=1

(1) Es sei a,=c,=d,=0 bzw. a ,c, ,C,¢d,,d s1,d, <0 ,0<a,,C 8¢ |d, | < —=

I)[x] gropte ganze Zahl <x

r+3
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. = 1Py
X, LOsung der Gleichung q, = 121 T
K*(x) genau ein Minimum an der Stelle n_, mit

_ 14y .
s X = - +1. Dann besitzt
A

Xy » Pa, =C, = d2 =0
o= (X, P x>X ). > 1
w "o 0" " } : al,cl,czsdl,dosl,d2<0,0<a2,c3<x<|d2|< 3
X 1 Xps
Es gilt
[ d
1 r
= T S : a =c¢.=d =20
~ Vao a,+Cc=C, 3 2 3 2
"o d,(1+d,d,)-c 1(a aZ+c,c?) a,sC, ¢ <d; ,d.<l,d, <0
N 2C 3~ 23 1”3’ r 1271727712707 ’12 >
l a,-a,+c,-c, N O<a2,c3sxs|d2|<.FI§,x0>x.

(2) Es sei a, = c, =d, = 0. Dann besitzt K1(x) genau ein Minimum

d,

fir x= n wenn n Losung der Gleichung a 0 3%Cy"C, =

i~

e (x 1+1)

ist.
Coo 1
(3) Es sei a,=c,=d, =0 bzw. a,,C,5C,<d, ,d <1,d,<0,0<a,,c,<|d, | <?Z(V1+4A-l).

Dann besitzt K(x) genau ein Minimum flir x = T, wenn T Ldsung der Gleichung

q, = 1 ipx'"t ist. Es gilt
i=1
( N —=
a.-a,+Cc . -C
0 "1 70 "1 . - - =
=V_a,___l A ta,=c,=d, =0
T ,
a,=a,+c =C, 3,5C15C,< <d »d sl d <0,
< A 1
A
d, (1+dgd, )= -(a,a34c,c3) O<a,,c, <ld | <77 g -1)
\

Beweis:

~

Zu (1): Nach Folgerung (3.11) gilt fir x =2

qo = (a,a,+c Ctb ) +c,+c, (r-1)-d d, ,

132%€1C3 R
Q) = 3p7a,%Cy=Cy »
i +1). . (r+i-1 i=1,. i
Pi = (-t rirel). . ) (did; ~(i+dody)-cycy-

At

- (ala;+1+clc;+1)) (i =1,2,...) .
A(i+l)
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Es soll zundchst gezeigt werden, daB gilt:
P>0s Py =0(i=2,3,...) ¢ a,=¢c,=d, =0

p;>0 (1= 1,2,...) : a,,c,c¢d;»d<1,d <0,0<a,,c «Xs|d, | < =5

Fiir den Fall a, ¢, =d, = 0 folgt d.B. durch Einsetzen. Fir den Fall

al,cl,czsdl,dosl,d2<0,0<a2,c3sis|d2|<-F%§ ist p;>0 fir i=2k(ke€IN) wegen
d,<0, (i-dg ld |)>0. Damit genligt es zu zeigen, daB gilt

d ld, | (i-d S, ) che A (ala;+1 1+1) fiir i=2k-1(keN). Es gilt
A(i+l)

' +i i+1 +1
c.cly I (a a e c1 )

23 ;\('H'l) 172 173

i r+1i i+l i+l
<d (¢ + ——— (a, '+c, )) wegen a,, c., C <d
1'73 R(i+1) 2 3 1* 712 V28T

sdli1 (1+2 ﬁi%) wegen a,, <A
sdli1 (r+2) wegen i>1
sd1|d2|1'li(r+2) wegen A<|d, |
i-1 re2 >~ 1
<d,|d,| 3 wegen A < o
i-1 1
<, 14,177 (1= g, ) wegen |d, | < vy
<d,|d, | (i-dgd, 1) wegen i»1, dy<l.
Es gilt
xe(0,2) @ a, = =d, = 0 und

xe[X,o) : al,cl,c2<d1,dosl d,<0,0<a,,c <r<|d, | < oy, da flr x2X mit

1dy | TN
+1 gilt:[x]> = = —— wegen a,, cy<|d,]|.
A A )Y

Wegen q, = a, - a; + ¢5 - ¢, > 0 nach Voraussetzung (3.3) gilt:

K*(x)>e flr x+= und fiir x>0 im Fall a, = ¢, =d, = 0. AuBerdem qi]t

[+ oo p . ) o0
355§§l = q, 121 i ;—%— . Ist Xy Losung der Gleichung q,= Z 1+1,

so gilt:
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. monoton fallend in x : X<X
K (x)
e =0 DX o= X
monoton steigend in x: XX, .

0

Somit hat K”(x) genau ein Minimum an der Stelle n, mit

~ Xq Pa, = ¢y = d2 =0
n ={x X >X ~ 1
0 .
. 0" } : al,cl,02<d1,dosl,d2<0,0<a2,c3<A<|d2| el
X OXgEX

JP
Fir den Fall a,=C, =d,=0 gilt wegen P =0(i=2,3,..) n al-,auBerdem erhdlt man

r . o 1
p, = d,7 . Flr den Fall a ,c ,c,<d ,d <1,d,<0,0<a,,c<ks|d, | < T3 X0>X

A
gilt ﬁH>Vgl wegen p1>0 fir i = 2,3,..., damit folgt d.B.
1

1

. w I _
Zu (2): Nach Folgerung (3.9) erhdit man A1 =d
fir a, = c, =d, = 0. Damit erhdlt man

d r
1 - - - r - 2 1 -
KE(x) = x(a,-a +c, C1)+boi +rc,-d d + : izl = (x>r-1),

Wegen (ao-a1+c0-c1)>0, d1>0 nach Voraussetzung (3.3) gilt:
K1(x) + o fiir x + r-1 bzw, X » =,
AuBerdem gilt

1 .
L’ Ai =0 (i =2,3,...)

RLSIES a -a +c -c d E 1
X RS SR R (x-i+41)2
2d. r
2¢1 2¢1
97K (X) - _1 ¥ 1 . Wegen K(x) 0 fiir alle xeR' hat Ki(x)
ax2 Aoi=1 (x=141)3 ax2

genau ein Minimum fiir x = n, wenn n Losung der Gleichung

-~

u (3): Nach Folgerung (3.11) gilt fir x = 1,

q0 = ((a,a,+c,Cc by )+ Ac ,)8=dgd)

q, = (ag-a,+c,=c )b,
i+l . . .
— - -1, 1+1 1+1 A :
P ='L_l%T—_ (dld; (idydy)-(aja, +eicy ) 1) (1= Lh2seen)s
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Es soll zundchst gezeigt werden, daB gilt:

p,>0, p; = 0 (i
30 (i

Fir den Fall a, = ¢, = d2 = 0 folgt d.B. durch Einsetzen. Fir den Fall

1 . N
al,cl,c2<d1,dosl,d2<0,0<a2,c3s|dzl<-§K(Vl+4A—1) ist p;>0 fir i=2k(ke IN) wegen

2,3,...) 1 a4, = =d, =0

1,2,...) : a ,cl,c sd ,d <1,d <0,0<a ,c <|d, |< (f1+44-1),

d,<0, (i-d,|d,|)>0. Damit geniigt es zu zeigen, daB gilt:

d 1d, | i-dgld,])> =2 (a8t lecieitt) fir f=2k-1(ke ). Es gilt
i+l
A i+1 i+l
—7— (8,3, +c,cy )
d A . ,
1 i1, i+l
< —f;:f—-( » *C, ) wegen a , clsdl;
2d1A i1
$ T |d2| wegen a,, c, < |d, |3
i+l
< dlldzl1 A wegen i»1;
<d |d, | (1-1d d_|< s (+42-1);
177 1-pa ) wegen |d, | < - ({T¥5-1);
i-1 . .
<d|d,] (i-d,ld,]) wegen i>1, d <l.

Somit gilt wegen 6&>0 : K(x) + = fiir x > 0 bzw. X +» «_
AuBerdem gilt

aK(x 92 in 32K 2q °
3 Z i k) . 1y )

= - — 4

i(i-1)p,x 2.

i=1 ox2 x3 =2

bed
-

2
Wegen ia-'%l‘lw fir alle xelR+ hat K(x) genau ein Minimum fir x = T,
X —

wenn T Losung der G]e1chung L= X 1E}x1'1 ist. Fir den Fall

X2
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> auBer-

a, = c, =d, = 0gilt wegen E} =0 (i =2,3,0..) T =

dem erhdlt manE1 = d,. Fur den Fall al,cl,czsdl,dosl,d2<0,

O<a,,cy<|d, |<2A (\l+4a-1) gilt Téqézj wegen p.>0 fir i = 2,3,..., damit
folgt d.B. Py
Bemerkung:
Es sei a, = ¢, =d, = 0, KI(x) definiert wie in Satz (3.12). Fir die
numerische Bestimmung der Minimalstelle nj von K!(x) erhdlt man gute

r-1 1 X+ %
Ergebnisse, wenn man fir 2 ———-zln ———T——— (x > r-1) setzt. Man
i= Xt 5 =r

d 1
e = o rel rio 1 r
erhalt nl’r‘d—z— + V(?) + ao_a e -C X .

Beschrankt man sich nun auf Plane, flir die der Erwartungswert der Kosten
endlich ist und auferdem r = const. fir Plane vom Typ (n,N,r) bzw., nT = const.
fir Pldne vom Typ (n,=,T) - r = const. bzw. nT = const. ist erforderlich, um
eine geforderte Glite der statistischen Aussage einzustellen (vergl. Bemerkung
(2.8) und Bemerkung (2.9)) - so kann man nach Satz (3.12) Pldne angeben, die
die zu erwartenden Experimentkosten fiir bestimmte Parameterwerte X minimie-
ren., Man erhdalt:

Folgerung (3.13)

Es sei xe(0,»), Ne{l w}, r,n nN,ﬁeIN,xo,ﬁN TeRY definiert wie in
Satz (3.12), a,T,T€R", 7 =

—|i|1>

n 14,

(n,r))|r=const.,n> fuir N =

. N, ~ .
(1) Es sei EX(Cr(nN,r»=m1n{EX(

d, |
n>

A

_ |d A
+ r-1 fir § = 1}, x = [—=—|+1. Dann gilt
X

E{[HN] ’[ﬁl\l]+1}: a2 = C3 = dz = O 1 . N_Oo
A 31,1 5Cp¢d ,dg<1,dp<0,0<ay C3¢hs | dy | < rpax0>X)
N a, = cg =dy =0 : =1
=X 1 5C1 sCpsdy ydgsl ,dp<0,0<a, ,c35is]|dy | < ?%j,xosi': N=eo,

(2) Es sei E5(CT(R,T)) = min{E5(CT(n,T))|nT = a}. Dann gilt

(A, Tyet([n], 2, ([A)+1, =2
Uew T ma

al,Cl,CZSdl,dosl d2<0 O<62,C3<|d2| < (V 1+4A 1)

)} fir a, = ¢c3 =d, = 0 bzw.
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Nach Satz (3.12) und Folgerung (3.13) kann man nun fiir Pldne vom Typ (n,N,r)
einen Minimax-Plan bzw. einen gleichmdBig besten Plan beziiglich x fiir Pidne
vom Typ (n,=,T) angeben.

Folgerung (3.14)

Es sei ﬁN,ﬁ,f definiert wie in Folgerung (3.13), A eine untere Schranke
fur den Parameter X, r=const. fir (n,N,r) Pldne, nT=const. flir (n,=,T) Plédne.
(1) Es sei a, = ¢4 =d, =0, Ae;[ii,w). Dann ist (ﬁN,N,r) ein Minimax-

Plan fiir Pidne vom Typ (n,N,r), wenn n, fir A = A bestimmt wird.

(2) Es sei a, = c, =d, = 0 bzw.
1
al,cl,czsdl,dosl,d2<0,0<a2,c3<|d2|<-ZK (v 1+45-1),

A € (0,) flir Alternativtests bzw. Ae_[ii,w) flir Parameterbereich-
bzw. Parameterpunktschatzungen. Dann ist (ﬁ,w,f) ein gleichmafig
bester Plan beziiglich A fiir Plane vom Typ (n,«=,T).

Beweis:

. . N
Zu (1): Fir a, = c, =d, = 0 ist EA(Cr(n,r)) nach Folgerung (3.11)
monoton fallend in x. Damit folgt nach Satz (3.12) und Folgerung
(3.13) d.B.

Zu (2): Da n und T in Folgerung (3.13) nach Satz (3.12) vom Parameter-
wert fiir A unabhdngig ist, folgert man d.B.

Bemerkung:

Die Einschrédnkung des Wertbereichs fiir den Parameter A ist fiir Plane vom
Typ (n,N,r) notwendig, um das Minimax-Kriterium anwenden zu konnen, denn
nach Folgerung (3.11) streben die zu erwartenden Kosten fiir A»0 gegen un-
endlich. Fiir Pldne vom Typ (n,=,T) ist bei Schatzungen die Einschrankung
des Wertbereichs flir A dagegen notwendig, da man fiir alle A aus (0,«)

die geforderte Glite der statistischen Aussage fiir Parameterbereich- und
Parameterpunktschatzungen nicht einstellen kann (vergl. Bemerkung (2.9)).
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