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Kurzfassung:

Bei der Untersuchung des Betriebsverhaltens eines schnellen natrium-
gekiihlten Brutreaktors ist es erforderlich, die Verformung der Kern-
struktur zu berechnen und deren Auswirkung auf den Kernentwurf abzu-
schidtzen. In der vorliegenden Arbeit wurde ein Verfahren zur Berech-
nung der dreidimensionalen Elementverbiegung unter Berilicksichtigung
der thermischen Ausdehnung entwickelt. Dabei sind folgende zwei

Problemkreise von besonderer Wichtigkeit:

1. Die dreidimensionale Verbiegung der Elemente in vorgegebenen

spielbehafteten und nachgiebigen Lagern (Verbiegungsproblem)

2. Die Untersuchung der Gleichgewichtskonfiguration der Elemente

in den Verspannungsebenen (Verspannungsebenenproblem)

Flir die Berechnung der Elementverbiegung wird die elementare Theorie

der Balkenbiegung angewendet.

Besondere Probleme treten durch die rdumlich spielbehaftet
und nachgiebig ausgebildete Lagerkonfiguration auf. Diese Aufgabe

wird im wesentlichen in zwei Schritten geldst:

a) Eindeutigkeitsanalyse der Balken-Auflager-Anordnung

b) Berechnung der Auflagerkrdfte und der Biegelinie filir die eindeu-
tige Balken-Auflager-Anordnung.

Das Ziel einer Eindeutigkeitsanalyse ist die Feststellung, ob in

der Balken-Auflager-Anordnung eine Starrkdrperbewegung des Balkens
méglich ist. Aus dieser Analyse kann der Bereich der mdglichen Lager-
stelle des Balkens im spielbehafteten Lager ermittelt werden. Das
wichtigste Problem bei der Berechnung der Auflagerkridfte fiir die ein-
deutige Balken-Auflager-Anordnung ist die Ermittlung der Lagerstellen
des Balkens in den spielbehafteten Lagern. Diese erfolgt iterativ.

Das Verspannungsebenenproblem kann wegen grundsitzlicher Schwierig-
keiten noch nicht zufriedenstellend geldst werden. Daher wird fir
die spielfreie Lagerung ein einfaches Verspannungsmodell verwendet

und ftir die spielbehaftete Lagerung eine parametrische Untersuchung
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durchgefiihrt. Die entwickelte Rechenmethode wird auf den MARK I-
Kern des SNR 300 angewandt. Dabei wird die Berechnung der Core-
verformung mit verschiedenen Lagerungsbedingungen der Elemente in
der Tragplatte und in der oberen Verspannungsebene durchgefiihrt. Aus
dieser Untersuchung ergibt sich, daBl die Tangentialkomponenten der
Kridfte und der Verbiegungen nicht immer kleiner sind als die ent-
sprechenden Radialkomponenten: Das Verhdltnis dieser beiden Gréfien
hdngt stark von den gewdhlten Lagerungsbedingungen ab. Vergleicht
man die Auflagerkrdfte von Speichenelementen mit denen von Ele-
menten auf gleichem Radius und gleicher Umfahgsreihe, dann zeigen
sich in der Regel deutliche Unterschiede. Es ist offensichtlich,
dal die Ergebnisse aus zwei~- und dreidimensionalen Untersuchungen
Abweichungen zeigen, die im wesentlichen auf die Einbeziehung der
azimutalen Verbiegung zuriickzufiithren sind. Die in dieser Arbeit
vorgestellte Rechenmethode erlaubt die Berlicksichtigung dieser
dreidimensionalen Effekte.
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Investigation of the Three-dimensional Thermoelastic Deformation
of the Core Assembly of a Fast Breeder Reactor under Steady-State

Operating Conditions

Abstract

Considering the normal operational behavior of a sodium cooled fast
breeder reactor, the deformation of the core structure has to be
calculated, and its consequences must be taken into account in the
core design. In this study a method is described which has been
developed in order to calculate three-dimensional deformation of the
reactor core, taking into account thermal expansion. Two problem

areas are of particular importance:

1. The spatial deflection of subassemblies in specified flexible
supports and with specified clearances.

2. The investigation of the equilibrium configurations of the sub-

assemblies in the planes of clamping (problem of clamping plane).

The elementary theory of beam deflection has been used to calculate
the deformation of subassemblies.

However, particular problems have been encountered as a result of
flexibly designed support configurations having some spatial
clearances. The problem has essentially been solved in two steps:

a) Uniqueness analysis of the beam-support configuration

b) Calculation of the support loads and bending line for the

unique beam-support configuration.

The aim of a uniqueness analysis consists of the determination
whether or not a rigid-body movement of the beam is possible in

the beam-support configuration. The analysis allows the calculation
of a range of possible beam positions in a support provided with
spatial clearance. The most important problem in the calculation of



support loads for a unique beam-support configuration is the
evaluation of the proper beam position in the supports. This is

done by an iterative procedure.

Basic difficulties currently prevent the problem of clamping plane
being solved in a satisfactory manner. Therefore, a simplified
clamping model was used for supports without spatial clearance and
a parametric study was performed for supports having spatial
clearance.

The computation method developed is applied to the MARK I core of
SNR 300. Core deformations are calculated under different support
conditions for the subassemblies in the grid plate and in the upper
clamping plane. The results show that the tangential components

.0f the force and deformations are not always smaller than the res-
pective radial components: the ratio of these two variables strongly
depends on the support conditions selected. If the support loads

of a radial row of subassemblies are compared with those of sub-
assemblies lying on the same radius and peripheral row, clear diffe-
rence can usually be seen. Obviously, the results from two and three-
dimensional studies show deviations which are mainly attributable

to the influence of azimuthal deformation. The method of calculation
presented in this study permits allowance to be made for these

three-dimensional effects in an approximate manner.
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1. Einleitung

Im Zusammenhang mit der Untersuchung schneller Reaktoren ist es
notwendig, die Folgen der thermischen Ausdehnung, des Struktur-
materialschwellens und des strahlungsinduzierten Kriechens inner-
halb der Kernstruktur zu untersuchen / 1_/. Hierbei sind die Krifte
im Kernverband, die Spannungen in Elementkidsten sowie die Verbie-
gung der Elemente und die méglicherweise daraus resultierenden Reak-
tivitdtsdnderungen von besonderem Interesse. Diese Untersuchungen
kénnen prinzipiell in zwei Gruppen aufgeteilt werden: Einmal werden
die Auswirkungen von Kurzzeiteffekten betrachtet, die bei schnellen
Anderungen des Betriebszustandes des Reaktors auftreten, wie z.B.
Anfahy vorginge, Lastidnderungen, Abschalten usw. Zum anderen miissen
Auswirkungen von Langzeiteffekten in relativ groflen Betriebszeit-
rdumen erfaBt werden, wie z.B. die Kernstrukturinderung aufgrund des
Strukturmaterialschwellens und des strahlungsindizierten Kriechens.
Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der Behandlung der
Kurzzeiteffekte, wobei Einfllisse des Strukturmaterialschwellens

qualitativ beriticksichtigt werden konnen.

Den Aufbau des Schnellen natriumgekiihlten Briiters SNR 300 zeigt die
Abb. 1.1, im Lings- und im Querschnitt [ 6], Im unteren Teil
des Reaktortanks ist der zZylindrische Reaktorkern angeordnet, der
durch die Gitterpiatte (Tragplatte) getragen wird. Der Reaktorkern
besteht aus Brenn- und Brutelementen, Absorberelementen sowie den
radialen Reflektorelementen. Ein Brennelement ist ein durch einen
hexagonalen Elementkasten umhiilltes Bilindel von Brennstdben, das vom
Kiihlmittel durchstrémt wird (Abb. 1.2.). Die Brennstdbe in Element-
kdsten werden durch Abstandshalter fixiert. Die Elemente sind in
mehreren Reihen hexagonal gleichmiBig angeordnet (Abb. 1.3.) und
durch die zylindrische Gitterplatteneinsidtze positioniert (Abb. 1.4.).
Sie stiitzen sich in Verspannungsebenen iiber Pflaster gegenseitig

ab (Abb. 1.4). Die seitliche Bewegung und eine unbegrenzte Aufféche-
rung der Elemente wird dadurch verhindert, daB die Elemente sich je-
weils in'der Héhe der Verspannungsebenen an den Kernmantel anlehnen
kénnen (Abb. 1.4.). Bei dieser Anordnung ist jedes Element sowohl am

FuB als auch in den Verspannungsebenen spielbehaftet aufgelagert.
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Eine ungehinderte Verformung des Elementkastens infolge ungleich-
formiger Temperaturverteilung bzw. Strukturmaterialschwellens ist
wegen der Lagerung der Elemente in der Tragplatte und der kine-
matischen Restriktionen in den Verspannungsebenen nicht méglich.
Die sich unter diesen Bedingungen einstellende Gleichgewichtskon-
figuration des Coreverbandes wird wesentlich durch die Nachgiebig-
keit der Lager, die mdglichen Spiele in den Verspannungsebenen und

in den Gitterplatteneinsdtzen sowie durch Reibungskrifte in den

Verspannungsebenen und die mdégliche Querschnittsidnderung der Element-

kdsten durch die Belastung an den Pflastern bestimmt / 6, 9_/.

Eine exakte theoretische L&sung dieser komplexen Aufgabenstellung

ist noch nicht mdéglich [—9_7. Man ist daher gezwungen, mit Hilfe von

vereinfachenden Annahmen Ersatzmodelle aufzustellen.

Drei Problemkreise sind dabei von besonderer Wichtigkeit:

Hierbei werden nur thermoelastische Deformationen betrachtet und
die elementare Theorie . der elastischen Balkenbiegung wird als
Ausgangspunkt gewdhlt. Es sind keine grundsdtzlichen Schwierig-
keiten bei der Berechnung einer solcher Anordnung zu erwarten.

2) Berlicksichtigung der Spiele und der Nachgiebigkeiten in den

Die definierten Spiele zwischen dem zylindrischen Teil des Element~

fuBes und dem Gitterplatteneinsatz gestatten bei einer dreidimen-

sionalen Betrachtung sowohl eine Schiefstellung als auch eine

Querverschiebung der Elemente an dieser Stelle. AuBlerdem kann der

Gitterplatteneinsatz durch die vom Elementfufl Ubertragene Last

elastisch verformt werden, so daB darliber hinaus die Auflager der

ElementfiiBe als nachgiebig angesehen werden miissen. Die Tragplatte

kann darliber hinaus durch Querlasten nachbiegen, so daf die unver-

bogenen Elemente nicht mehr vertikal und parallel sind. Die Durch-

senkung der Tragplatte ist sehr gering, jedoch kann der Neigungs-

winkel der Gitterplatteneinsétze fiir die Biegerechnung bedeutsam

werden.




Die Verspannung ist konstruktiv dadurch charakterisiert, daf
die Elementkdsten in den Verspannungsebenen mit Pflastern ver-
sehen sind, so dafl dort Krédfte ilibertragen werden k&Snnen, die

in den dulleren Kernmantel geleitet werden. Das Problem der
Wechselwirkung zwischen den Elementen in den Verspannungsebenen
ist eine schwierige und noch ungelb6ste Aufgabe. Selbst eine
einigermalBen realistische Berechnung der Querschnittsverformung
des Kastens in den Verspannungsebenen infolge der tiiber die
Pflaster libertragenen Querlasten ist schwer zu verwirklichen.
In dieser Arbeit werden daher die Positionen der Elementachsen
in den Verspannungsebenen sowie das dort mdglicherweise vor-
handene Lagerspiel als bekannt angenommen. Eine Wechselwirkung
der Elementkédsten, insbesondere in den spielbehafteten Ver-
spannungsebenen wird dabei nicht berlicksichtigt. Durch diese
einschneidende Vereinfachung reduziert sich das Problem auf

die Untersuchung einer Vielzahl einzelner Elementk#dsten, die
allerdings spielbehaftet aufgelagert sein k&nnen.

Zur Beschreibung der Kernverformung sind bisher insbesondere rein

wendet worden.

Beim Ringmodell wird der Reaktorkern um seine Vertikalachse in

mehrere konzentrische Ringzonen aufgeteilt / 5_/. Zur Ermittlung

des mechanischen Verhaltens wird flir jede Zone ein repridsentatives
Element herangezogen, das in der Tragplatte und in den Verspannungs-
ebenen als spielfrei aufgelagert gedacht wird. Die Wechselwirkung

der Elemente und die Querschnittsverformung des Elementkastens wer-
den dabei nicht beriicksichtigt. Die Stoffdaten werden als konstant
angenommen, Weiterhin wird angenommen, daf der Temperaturverlauf

tiber den Kastenquerschnitt linear ist. Es sei schlieBlich darauf
hingewiesen, daB aufgrund der im Reaktorquerschnitt fldchengleichen
Aufteilung der Ringzonen die Breiten der Ringzonen mit der Schliissel-

weite des Elementkastens nicht tibereinstimmen k&nnen.



Beim Speichenmodell'werden nur die auf einer ausgew#dhlten Speiche
(Abb. 1.2.) befindlichen Elemente betrachtet / 9_/, die nur radial
in Wechselwirkung miteinander stehen kénnen. Zur Ermittlung der

radialen Verbiegung eines Elementes aullerhalb der Speiche wird die
Annahme gemacht, daB eine radiale Interpolation der errechneten
Verbiegung der Speichenelemente zuldssig ist. Brown und Yant haben
in einer solchen Rechnung die Lagerspiele beriicksichtigt / 12_/.
Dabei wurde die mit Lagerspielen verbundene Parallelverschiebung

der Elemente behandelt. AuBerdem wurde beim Speichenmodell die
radiale Querschnittsverformung des Kastens ndherungsweise beriick-
sichtigt /9, 11_/. Dadurch ist beim Speichenmodell eine gegenliber
dem Ringmodell genauere Beschreibung der Kernverformung méglich.

Im Gegensatz dazu wird in dieser Arbeit das Hexagonalmodell, ein
dreidimensionales Modell verwendet. Hierbei wird die dreidimensionale
Anordnung der Elemente berilicksichtigt und einzelne Elemente im
Kernverband werden individuell untersucht. Die Spiele und Nachgie-
bigkeiten der Auflager k6nnen beriicksichtigt werden. Die dreidimensio-
nale Elementverbiegung wird hierbei durch die Uberlagerung zweier
ebener Elementverbiegungen ermittelt, die unabhiingig voneinander
betrachtet werden k&nnen. Der prinzipielle L&sungsweg bei der An-
wendung des Hexagonalmodells wird im folgenden Abschnitt beschrieben.



2. Qualitative Beschreibung des Losungsweges beim Hexagonalmodell

Un die Elementverformung innerhalb der Kernstruktur méglichst genau
zu erfaSsen, ist es notwendig, das Problem zumindest teilweise drei-
dimensional zu behandeln. Dabei miissen die dreidimensionale Anord-
nung der Elemente, die Lagerspiele, die elastische Nachgiebigkeit
der Auflager und die temperaturabhidngigen Stoffdaten berilicksichtigt
werden. Ausgehend von Kernaufbau und dem Aufbau der Elemente bieten
sich die folgenden Vereinfachungen an, die bei der Entwicklung des
Hexagonalmodells filir die Elementbiegung berlicksichtigt worden sind:
Der Querschnitt des Elementkastens des schnellen Reaktors hat die
Form eines diinnwandig hexagonalen Hohlquerschnittes (Abb. 1.3). Da
die Querschnittsabmessungen gegenliber der Kastenldnge und den Ab-
stdnden der Auflager klein sind, kann der Elementkasten n&dherungs-
weise als einfacher Balken angesehen werden. Daher ist die elementare
Theorie der Balkenbiegung / 13_7/ anwendbar. Fiir die in den Brenn-
elementkdsten befindlichen Brennstabbilindel soll vorausgesetzt wer-
den, dafl die Brennstidbe reibungsfrei. in den Gitterabstandshaltern
(Abb. 1.3.) gleiten konnen. Diese Voraussetzungen fiithren zu folgen-
den grundsdtzlichen Konsequenzen:

- Der Querschnitt des Elementkastens bleibt bei der Deformatioh
eben und steht.senkrecht zur deformierten Balkenachse. Die Quer-
schhittsform bleibt bei der Biegung erhalten (Bernoullische
Hypothese), d.h. der EinfluB einer Querschnittsabplattung an
Laststellen auf die Biegung wird nicht beriicksichtigt.

- Die Dehnungen bzw. Stauchungen und Rotationen sind infinitesimal,
so dall die kinematischen Beziehungen zwischen Verzerrungen und
Verschiebungen linear sind und die Gleichgewichtsbedingungen in
der undeformierten Balkenkonfiguration aufgestellt werden k&nnen.

- Da die Brennstdbe in den Gitterabstandshaltern reibungsfrei glei-
ten konnen und ihre gesamte Biegesteifigkeit klein ist gegenliber

der des Brennelementkastens, spielen die Brennstdbe filir die folgen-

de Betrachtung anndhernd keine Rolle,



Dartiber hinaus sollen noch die folgenden Annahmen gemacht werden:

- Die gleichmédfige Sechseckform des Kastenquerschnittes soll bei
der Ausdehnung und der Querschnittsverformung beibehalten werden.

- Die Reibung und die Torsion der Elementkdsten sollen vernach-
ldssigt werden. ‘

Unter diesen grundsédtzlichen Annahmen bzw. vereinfachenden Voraus-
setzungen 1dBt sich die Elementbiegung auf dem im folgenden quali-
tativ beschriebenen Weg bestimmen.

Die durch die dreidimensionale Temperatur- und NeutronenfluBvertei-
lung auftretenden ortsabhidngigen Dehnungen filhren einmal zu einer
Querschnittsaufweitung des Elementkastens (globale Dehnung) und zum
anderen zu einer Verbiegung des Elementkastens infolge der umfangs-
variablen Dehnung im Kastenquerschnitt (differentielle Dehnung).

Denkt man sich das Element nur am Fufl in der Tragplatte eingespannt
und sonst nicht gelagert, dann wird sich infolge der differentiellen
Dehnung das Element verbiegen. Die sich dabei einstellende Verbie-
gung wird im folgenden als freie Verbiegung bezeichnet. Wegen der
tatsdchlich vorhandenen Wechselwirkung der Elemente in den Verspan-
nungsebenen ist eine solche freie Verbiegung aber nicht méglich. Da
in dieser Arbeit die Positionen der Elemente in den Verspannungs-
ebenen und deren Spiele als vorzugebende freie Parametef angesehen
werden, reduziert sich das Problem, die Biegelinie zu ermitteln,
darauf, ein Verfahren zu entwickeln, die rdumlich elastische Biegung
eines mehrfach aufgelagerten Balkens zu berechnen, dessen Lager spiel-
behaftet und nachgiebig sein kdnnen. Es miissen daher Einzelkridfte
eingefiihrt werden, die in den Verspannungsebenen wirken und die ge-
rade so bestimmt werden, daB das Element unter Wirkung dieser Einzel-
krdfte den kinematischen Bedingungen in den Verspannungsebenen und
der Tragplatte geniigt. Dementsprechend setzt sich die Biegung eines
Elementes aus der freien Verbiegung und aus der mechanischen Riickbie-

gung unter Wirkung der Einzelkrdfte zusammen.

Die zur L6sung dieses Problems notwendigen Reclienschritte k&énnen wie
folgt charakterisiert werden:



)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Ermittlung der freien Verbiegung &er Elemente infolge der
differentiellen Dehnung und der mittleren Kastenaufweitung
in den Verspannungsebenen infolge der globalen Dehnung (Kap.3).

Bestimmung der Elementpositionen in den Verspannungsebenen;
(Kap. 6): filir spielfreie Verspannung in Abhingigkeit von der
globalen Dehnung der Kastenquerschnitte und fiir spielbehaftete
Verspanhung in Abhdngigkeit von den vorgegebenen Elementpositi-

onen und den zugeordneten Lagerspielen.

Flir die Auflagersituation werden die Auflagerkrédfte fiir jedes
Element unter Berilicksichtigung der kinematischen Bedingungen
in den Verspannungsebenen (Kap. 4 und 5) berechnet.

Berechnung der neuen Elementpositionen unter Beriicksichtigung
der bekannten Auflagerkrédfte bei spielfreien Verspannungsebenen
(Kap. 6). Hierbei wird vereinfachend davon ausgegangen, dafl die
Querschnittsdeformation gleichmidBig hexagonal bleibt.

Iteration der Schritte (3) und (4)
Als Konvergenzkriterium wird die Minimalisierung der relativen
Anderung von Elementpositionen zweier aufeinander folgender

Iterationsschritte gewdhlt.

Aus den bekannten Auflagerpositionen und Auflagerkrdften wird

die Biegelinie der Elemente ermittelt. (Kap. 4 und 5)

Bei bekannten Biegelinien der Elemente wird uberpriift, ob sich
Uberschneidungen von Biegelinien ergeben. Bei Auftreten unzu-
14Biger Uberschneidungen werden fiktive zusdtzliche Auflager
eingefiihrt und so die korrigierte Biegelinie bestimmt.

Aus den dreidimensional bestimmten Belastungen werden die
Maximalspannungen ermittelt. Die Biegelinien koénnen zur Er-
mittlung von Materialverschiebungen herangezogen werden, die
tiber Danger-Koeffizienten zu Reaktivitdtsdnderungen des ver-

formten Kernverbandes fiihren.



3. Gleichung der elastischen Linie bei r&dumlicher Biegung

Die Grundgleichungen. fiir die Biegung eines geraden Balkens nach
der elementaren Theorie der Balkenbiegung sind bekannt / 13, 14_/.
Die wesentlichen Beziehungen sollen hier kurz dargestellt werden.
Unter Voraussetzung der Bernoullischen Hypothese ist die axiale
Verschiebung u darstellbar durch

w(Xx,Y,z) = £(2) + v fx@) + X fy(z) (3.01)

Hierbei ist f(Z) die translatorische Komponente der Verschiebung
in Langsrichtung Z des Balkens und fx(Z) bzw. fy(Z) ist die
Rotation um die X- bzw. Y-Achse des Balkenquerschnittes. Damit
ist die axiale Dehnung € = ¢ (X,Y,Z) zu

e = = fays y-Fx(@ +x-Fy@) (3.02)

Die axiale Spannung o = o(X,Y,Z) ergibt sich aus dem thermoelas-

tischen Stoffgesetz flr den einachsigen Spannungszustand zu

6 = E(r)-[e-&m-T]

Wenn der Elastizitdtsmodul E im betrachteten Temperaturbereich
Uber den Balkenquerschnitt nur schwach von der Temperatur

T = T(X,Y,Z) abhidngt, kann ein konstanter, liber den Balkenquer-
schnitt gemittélter E-Modul der Rechnung zugrunde gelegt werden.

6(x,y,2) =~ E@) [Ecx,y2) ~0C Tixy 2] (3.03)

o= a (T) ist der lineare Temperaturausdehnungskoeffizient des
Balkenquerschnittes.

Die Spannungsresultierenaen in der (X,Y)-Querschnittsebene sind

Lingskraf = (6d
dngskraft P é, t (3.04a)

Biegemomente beziiglich der X- und Y-Achse
Mc = £ 6y dF

e

(3.04b)



Mit (3.02) und (3.03) folgt dann aus (3.04a) und (3.04b)
fiay {dF + fue) S YAF + fyay (xdF = (uTdF +0fE ]
(® (F) ¥ (F)

]cé)'(i))’dFﬂ“fxl(z)i/y‘dF +Fy'(e)'q{)xde=(£)0<T>’deHx/g . (3.05)

fla) '(,g,XdH @) b{)xyo(F ¢ fy(%)-(i})( dF =(£}o(rxdF+My/E

Voraussetzungsgemidfl soll die Z-Achse durch den Flidchenschwerpunkt
des Balkenquerschnittes gehen und die X- und Y-Achse sollen Haupt-
trdgheitsachsen des Balkenquerschnittes sein. Dann gilt

(Ff)xdF =(Ff)YdF =0 ([)X)/ﬂ/zf = 0 (3.06)
Fithrt man die Definition
‘7’( ) (F[)y ﬂlf Mrx = E(LO(T}’&IIF
= [XdF My = E [aTKdF (3.07)

Pr = E({}O(TJ//:

ein, so erhdlt man fur f'(Z), fx'(Z) und fy'(Z) aus (5.05) unter
Berticksichtigung (3.07)

10(;) + P )/EF W

f(2)

I

0

(Mx + My )/Ex . (3.08)

fy@) = (My + MTy)/EJy

Die axiale Verschiebung einer (x,¥) -Faser des Balkens ergibt sich
aus (3.01) und (3.08)

2
__'i_ P FT+ Mx Mrx Mry 3.09
-4 et e ] 4 (5.09)

Die {iber den Balkenquerschnitt gemittelte axiale Verschiebung er-
hdlt man aus

Um(2) = %({)(/df



oder
d Um(2) P+ Py . V ) 7
= (_E?__)Q) - (3.10)

Die beiden Rotationen fX(Z) und fy(Z) sind mit den Verschie-
bungen V(Z) und W(Z) der Balkenachse in X- und Y-Richtung ver-
knlipft durch

dVZ(ZI) - ~fue) und %@ = ~Ffua

Damit erhdlt man aus (3.08) die Differentialgleichung fiir die
Biegelinien in beiden Richtungen .

%é@ T ( M,(E.'-JxMTX)(E)

(3.11)
dzw(z)=_(ﬂﬁ_£4_ry_)
AZL ,EJy (2)
und die axiale Spannung
P+ Pr
6(x,y,2)=—O(-E(z)'T(x,y,z)+( 3 )(,3)
Mxt Mry) Myt My
(PG Y * | 5 ey X (3.12)

Die Gréfen PT’ MTX und MTY

des Balkenquerschnittes infolge der aufgrund der thermischen

sind die Anteile der Schnittlasten

Belastung hervorgerufenen sog. freien Verformung des Element-
kastens (Gl. 3.07). Im Falle der Berilicksichtigung des Struktur-
materialschwellens werden die dem Strukturmaterialschwellen zu-
geordneten Dehnungswerte zusdtzlich zu den Werten der thermischen
Dehnung (aT) in Gl. 3.07 beriicksichtigt. Dieses Vorgehen wird

am Ende dieses Kapitels nidher behandelt. Dagegen sind die Grofen
P, My und My die Anteile der Schnittlasten des Balkenquerschnittes
durch die Verformung aufgrund der HuBeren Belastung, die an den
Lagerstellen bei der Verhinderung der freien Ausficherung der

Elemente auftreten kdnnen.

Man sieht, daf bei der L&sung der Gln. (3.10), (3.11) und (3.12)
die Verformungen und Spannung aufgrund der thermischen Lasten und



aufgrund der #duBeren Lasten separierbar sind. Dartiber hinaus kann
die rdumliche Biegung durch zwei voneinander unabhidngige ebene
Biegungen dargestellt werden, wenn in der Anordnung nur spielfreie
Lager vorhanden sind.

Daher werden im Kapitel 3 die freien Verformungen der Elementkédsten
zuerst aufgrund der thermischen Belastung berechnet und anschliefend
wird der Fall behandelt, bei dem das Strukturmaterialschwellen be-
rlicksichtigt wird. Im Kapitel 4 wird die LOsungsmethode fiir ebene
Balken-Auflager-Anordnung als Teilproblem der rdumlichen Balkenbie-
gung untersucht. Danach wird im Kapitel 5 die Berechnung der Auf-
lagerkrdfte und der Biegelinie der rdumlichen Balken-Auflager-Anord-
nung, ausgehend von der freien Verbiegung des Elementkastens und der

Lagerbedingung, durchgefiihrt.

In den folgenden Ausfithrungen werden flir die freie Verformung nur die
Anteile beriicksichtigt, die sich aufgrund der thermischen Belastung
ergeben. Zur L8sung der Gln. (3.10), (3.11) und (3.12) werden fol-
gende GroBen (Querschnittsdaten) definiert.

-

R = (é}deF - P/E
S = §OT-ydF = Mu/E
® ? (3.13)
Sy = (é)o(.T-de = Myl/E
J = % = J@ J
Damit ergeben sich aus (3.10), (3.11) und (3.12)
e _ R ]
d2 F
&2V S
42 J ? (3.14)
L
IFR 7
. R 4
6 = EL-«T + £ +7(5ey+S,X)]

Hierbei sind die GrdBen E, F und J sowie R, Sy und Sy charakteristi-

sche Querschnittsdaten in Abhingigkeit der axialen Position von Z = 7%,



Flir den Bereich der Elementfliisse sind hierbei Rohrquerschnitte
zu betrachten, im Uberwiegenden Bereich des Elementes Hexagon-
Querschnitt.

Da die Kastenquerschnitte der Elemente diinnwandige geschlossene
Rahmen mit guter Wdrmeleitfdhigkeit darstellen, wird angenommen,
daf der Dehnungsverlauf entlang des Rahmens in einem Querschnitt
zwischen zwei benachbarten Rahmenpunkten linear ist. Die Bezugs-
punkte sind bei einem Hexagon die Ecken- und die Seitenmittel-
punkte, wdhrend bei einem Rohrquerschnitt n Punkte angenommen
werden, die am Umfang des Querschnittes gleichmidfig verteilt
sind. Filir die beiden Typen von Querschnitten werden die Gréfen
F, J, R, Sx und Sy in Anhang 1 berechnet. Damit ergeben sich
flir den Hexagon-Querschnitt bei Verwendung der Eckpunkte als
Stlitzstellen (Gln. A1.06a und A1.06c) '

F = 6ah ]

RS
2

S
5&77

!
!

h 456;4 (Q/T)k

S % 20t b (oT-sinw ) f (- 15)
Sy % 25-42//‘154(0(?5’034/));{
b= ¢+ (h-1)F .
und schlieflich aus der Gl. (3.14)
Ll 1 £ (T4
%;—‘{—z 34 é(o(TsmWé 7 (3.16)
L, LS (T eosp)a |




Hierbei sind

a = Radius des mittleren Umkreises des Hexagons

h = Wanddicke
¢ = Winkel, der die erste Ecke mit der X-Achse einschlieft.

n

Fiir den Rohrquerschnitt ergeben sich fiir n 6 Stiitzwerte

(G1. A1.07)
F =2man
J ~ math
R - Lnan g w7, |
} (3.17)

é
S 2 8% 50T ) Sing,

S, % 2% E, (U T)m- COSP,

Bo= @+ (m-1)-/3

und schlieflich aus der Gl. (3.14)

G- F AW
3

v ¢
dzz ~ 7/”'& mz=

dolzg{ 1 med (T ) C05 G

({T),. Sine,, ' (3.18)

®
|
Mo~

L]

o

Hierbei sind

der mittlere Radius

a =
h = die Wanddicke
¢y = der Winkel, der den ersten Punkt mit der X-Achse ein-

schliel3t.



Fiir die Berechnung der freien Verformung wird das Element axial
in L Abschnitte mit den Lingen bx1 (1 =1,2,...L) aufgeteilt.
Die Linge der Abschnitte wird so gew#dhlt,; dafl der Verlauf der
Querschnittsdaten in jedem Abschnitt linear angenommen werden
kann. Die axiale Teilung wird flir alle Elemente gleich gewdhlt.
Charakteristische Zonengrenzen des Reaktorkerns, wie z.B. der Uber-
gang vom Kernbereich zu den axialen Brutmidnteln sind Abschnitts-
grenzen, in gleicher Weise alle Verspannungsebenen. Die Querschnitts-
daten der Randpunkte Z = Z? (L =1,2,...,L + 1) sind bekannt. Die
Berechnung der freien Verbiegung kann in X- und Y-Richtung vonein-
ander unabhidngig erfolgen. Im folgenden wird daher nur die Berech-
nung der freien Verbiegung in X-Richtung beschrieben.

d4v
Die GroBRen (m)l =cy (L =1,2, ..., L + 1) nach G1, (3.14) bzw.
(3.16) oder (3.18) bekannt. Unter der Annahme, daB der Verlauf von
cq innerhalb eines Abschnittes 1 linear ist, erh#dlt man die Glei-
chqng der freien Verbiegung 71 = ‘chbl) (0 s b1 s bT) im Abschnitt
1 durch

“ A1 (by) Coed = C 3,19
’7,(;,,) 7y -_-_\Z} l'bx 4] ( )
7, 7
(L =42 ... L)
Daraus ergeben sich die Beziehungen
P Y Rl B SR ~
1 (be) 26 2 ¢ O¢ £
Tise) = LS 4, *%'/’tz Pl + % (3.20)
6 be
(4 =42 ..,L)
Hierbei sind die Gréfen Py und ¢, (1 =1, 2, ..., L) die ins-

gesamt 2 - L Integrationskonstanten, die mit Hilfe der folgenden
Randbedingungen bestimmt werden.

Randbedingung fir die Einspannstelle

N, (0) = 0
(3.21a)

%) = 0




Randbedingungen zwischen den Abschnitten

Tyt (0) = g (b) W

Tea (o) = T (bD) ) (3.21b)

(g =4,2,...,C )

Die GréBe oT in den Gln. (3.03), (3.05), (3.07) und (3.13) bis
(3.18) ist die lineare thermische Dehnung des Elementkastens. Fiir
eine qualitative Berlicksichtigung des Strukturmaterialschwellens
bei der freien Verformung der Elementkdsten kann an Stelle der
Temperaturdehnung oT oder A(aT) ein linearer Dehnungswert c einge-

fiihrt werden.

C(o(,T, 0 t) = A(ol,T) + B(T, &, t) (3.22)

Hierbei ist die GroBe B derjenige Anteil der linearen Dehnung, der

vom Strukturmaterialschwellen herriihrt.

Dieser Beitrag wird aus der ortsabhingigen volmetrischen Dehnung
AV/V des Strukturmaterials bestimmt.

B =V1+av/V - 1 (3.23)

Die volumetrische Dehnung AV/V infolge des Strukturmaterialschwellens

wird durch eine experimentell ermittelte Beziehung [ % 33,3%,35]

av/v = £(1,0.1) (3.24)

gegeben. Das Strukturmaterialschwellen ist von der Temperatur T,
dem schnellen NeutronenfluB ¢ und der Bestrahlungszeit t abhdngig.
Es sind mehrere Formeln zur Approximation der vorliegenden experi-

mentellen Ergebnisse zu Strukturmaterialschwellen [%36,3?,38],
wie zum Beispiel:



BY g5 0t (LL) e[ Te2]

(sog. Interatom-IMF-Formel)

und

AV 30 gy ;1166 ___6800
< =507 (0t) [exel (Tms)-R)

-1.87-10" cxp(-n—fi‘i—i’f’r)}

(FFTF-Formel)

wobei R die Baskonstante ist.

(3.25)

(3.26)

Diese Formeln sind in Abh#ngigkeit vom Material nur filir bestimmte Be-
reiche der Temperatur bzw. schnellen Dosiswerte (¢-t) gliltig.

Fir den Reaktorzustand beim An- bzw. Abfahren wird die freie Ver-
biegung der Elemente demzufolge nur durch die Dehnung B infolge des

Strukturmaterialschwellens bestimmt.




4, Losungsmethoden bei ebener Balken-Auflager-Anordnung

Fiir die Beschreibung der dreidimensionalen Kernverformung auf der
Grundlage des Hexagonmodells werden im wesentlichen die Methoden

zur Untersuchung ebener Balken-Auflager-Anordnung (abgeklirzt: BAA)
zugrunde gelegt. Dieses Vorgehen ist dadurch begriindet, daf die
rdumliche Verbiegung durch die Uberlagerung von zwei ebenen Verbie-
gungen bestimmt wird, die unabhidngig voneinander zu behandeln sind.
Daher werden in diesem Kapitel die Methoden diskutiert, die ausgehend
von dem freiverbogenen Balken und einer bekannten Lageranordnung
(abgeklirzt: LA) fiir den ebenen Fall verwendet werden, um die Auf-
lagerkridfte und die Biegelinie in der resultierenden Balken-Auflager-

Anordnung zu berechnen.



4.1, Allgemeines

Bei einer ebenen BAA sind Kombinationen von Auflagern méglich,

die in den Dreh- und Auslenkungsrichtungen nachgiebig oder nicht
nachgiebig, ferner spielfrei oder spielbehaftet sein k&nnen. Die
Kombinationen der in Abb. 4.1, dargestellten fiinf Arten von Auf-
lagern reichen aus, um die Verbiegung der Elemente im Reaktorkern
zu beschreiben, die im Rahmen dieser Arbeit betrachtet werden. Die
Losungsmethoden zur Beschreibung der statisthen Balkenbiegung in
spielfreien Lagern sind bekannt /13,15 7. Wenn in der BAA spielbe-
haftete Lager vorhanden sind, ist das Problem komplex, da die Kon-
figuration der Anordnung statisch ein- oder mehrdeutig sein kann.
Selbst bei einer eindeutigen Konfiguration reichen fiir die Berech-
nung der Auflagerkrifte die bisher bekannten Methoden nicht aus, da
dabei die Auslenkungsstellen des Balkens in den spielbehafteten La-
gern als zusdtzliche Unbekannten auftreten.

Bezeichnung mechanisches Sinnbild Bemerkung

1 eingespanntes ﬁﬁlq M: Einspannmoment
Lager A?a

2 Gelenklager ohne A: Auflagerkraft
Spiel

3 Gelenklager mit S: Spiel

Spiel

4 nachgiebiges
Lager ohne Spiel

5 nachgiebiges
Lager mit Spiel

Abb. 4.1. Schematische Darstellung der Auflager




Fiir die Beschreibung der Balkenbiegung in Lagern mit und ohne
Spiel ist deshalb eine Untersuchung von zwei verschiedenen Arten
von ebenen BAA erforderlich:

- BAA mit nur spielfreien Lagern

- BAA mit spielfreien und spielbehafteten Lagern.

Die BAA mit nur spielfreien Lagern kann in statisch bestimmte und
statisch unbestimmte Fidlle unterteilt werden. Ein BAA ist statisch
bestimmt, wenn sich die Auflagerkrdfte durch die statischen Gleich-
gewichtsbedingungen berechnen lassen. Dazu geh6ren die BAA mit zweil
Belenklagern oder mit einen eingespannten Lager. Der statisch unbe-
stimmte Fall tritt auf, wenn in der Anordnung so viel Auflager vor-
handen sind, daB fur die Berechnung der Auflagerkrédfte die stati-
schen Gleichgewichtsbedingungen nicht ausreichen. Die fehlenden Be-
ziehungen konnen mit Hiife des Satzes von Castigliano gewonnen wer-
den /15 /. Eine komplexe BAA wird in dieser Arbeit so behandelt,
daB sie durch die Erweiterung um zus#tzliche Auflager aus einfachen
BAA entwickelt wird. Eine derartige Entwicklung kann stufenweise
erfolgen. Ausgangspunkt dieser Entwicklung sind die im Anhang 2
aufgeflihrten drei einfachen Anordnungen:

- der einfach eingespannte Balken
- der zweifach gelenkig aufgelagerte Balken

- der zweifach eingespannte Balken.

Die ersten beiden sind die BAA im statisch bestimmten Fall. Die
dritte Anordnung wird aus folgenden Griinden eingefiihrt: Eine BAA
kann in Teil-Anordnungen zerlegt werden, die voneinander unabhéngig
zu behandeln sind, wenn in der Anordnung viele eingespannte Lager
vorhanden sind. In dieser Arbeit werden aber nur BAA behandelt,
die''nicht zerlegbar' sind. Demzufolge kommt eine Erweiterung um ein

eingespanntes Lager nicht in Betracht.

Die einfache BAA ist in diesem Sinne die '"nicht zerlegbare' BAA,
die tiber zusitzliche Gelenklager in jede komplexe BAA erweitert
werden kann (Abschnitt 4.2.). Dabei werden die EinflufBdaten, die
Auflagerkridfte und die Biegelinie fir die komplexe BAA berechnet,
wenn die EinfluBdaten, die Auflagerkr#fte und die Biegelinie fir
die einfache BAA bekannt sind.



Die Einflufldaten fiir die einfache BAA sind im einzelnen:

a) Die Einflufzahlen a__,

mn Bml’ Ykn und ¢

ki

Die EinflufBzahl Orn bzw. Bml ist die Auslenkung des dem zu-
sdtzlichen Lager zugeordneten Balkenpunktes bei z=z  infolge
der Einheitskraft an der zusdtzlichen Lagerstelle bei Z=Zn.hzm
an der Laststelle bei Z=Z1 (Abb. 4.2.,). Entsprechend ist die
Bedeutung von Yin und 611 in der Tabelle 4,1. dargestellt.

Fiir diese Einflufzahlen gelten die Beziehungen On = %am?

Bk = Yim Und Syp = Sy

b) Die Einheitsauflagerkraft a m bzw. brk an einer Lagerstelle in-

T
folge der Einheitskraft an eilner zusdtzlichen Lagerstelle bzw.

an der Laststelle einer dulleren Kraft.

c) Die Einheitsbiegelinie 7m(z) bzw. Vk(z) des Balkens infolge der

Einheitskraft an einer zusédtzlichen Lagerstelle bzw. an der Last-
stelle einer &duBeren Kraft.

Die EinfluBdaten fiir die komplexe BAA werden mit gleichen Buchstaben
bezeichnet, jedoch an der rechten oberen Ecke mit einem Stern (x)
versehen, wie z.B. amnx'

Der Schwerpunkt dieser Arbeit ist die Untersuchung der BAA mit
spielfreien und spielbehafteten Lagern. Die Konfiguration einer
solchen BAA ist aufgrund des Vorhandenseins von spielbehafteten
Lagern nicht immer eindeutig. Sind in der Anordnung mindestens zweil
spielfreie Gelenklager oder ein eingespanntes Lager vorhanden, der
sog. '"'normale Fall'", so ist die Konfiguration von vornherein ein-
deutig. Dagegen ist die Konfiguration der BAA zundchst unbestimmt,
wenn in der Anordnung hbchstens ein spielfreies Gelenklager und

kein eingespanntes Lager vorhanden ist. In diesem Fall muB unter-
sucht werden, ob der Balken in den vorgegebenen LA ein- oder mehr-
deutig auflagert. Eine derartige Untersuchung wird mit Eindeutig-
keitsanalyse bezeichnet und im Abschnitt 4.3. behandelt. Aus einer
solchen Eindeutigkeitsanalyse erh#dlt man eine von drei mdglichen
Konfigurationen der BAA. Diese sind mehrdeutigé, eindeutig krdfte-
freie und allgemeine Anordnungen. Bei einem allgemeinen Fall handelt

es sich um eine eindeutige BAA mit Auflagerkrdfte. Bei einer ein-
deutig kridftefreien Anordnung handelt es sich um eine Konfiguration,
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die zwischen den allgemeinen und den mehrdeutigen Fall liegt.
Die Lage des Balkens ist dabei durch zwei Auflagerpunkte gegeben,
die bei der Eindeutigkeitsanalyse ermittelt werden.

Nach der bisher durchgefiithrten Diskussion kann die ebene BAA mit
spielfreien und spielbehafteten Lagern in vier mdgliche Fédlle
aufgeteilt werden.

1. normaler Fall

2. allgemeiner Fall

3. eindeutig kridftefreier Fall
4, mehrdeutiger Fall

Die Fidlle 1, 2 und 4 werden im Abschnitt 4.4. ndher untersucht.




4.2. Ermittlung der EinfluBdaten, der Auflagerkrédfte und der
Biegelinie einer erweiterten Balken-Auflager-Anordnung .

mit spielfreien Lagern

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, kann die Ermittlung der
Auflagerkrédfte, der Biegelinie und der Einflufdaten fiir komplexe
BAA aus einer einfachen bekannten Anordnung ermittelt werden. Im
folgenden wird gezeigt, wie die Auflagerkridfte, die Biegelinie
und die EinfluBldaten ermittelt werden, wenn eine BAA mit R (R
festen Lagern durch M (M > 0) zus#tzliche elastisch nachgiebige
Gelenklager erweitert und K (K ® 0) Einzelkri#fte belastet wird.
Die Position von R festen Lagern ist durch die Koordinate Z = Ef
(r =1, 2, ..., R) gegeben. Die Positionen von M zus#tzlichen La-
gern bzw. K Einzelkridfte sind durch die Koordinate Z = Zm (m = 1,
2, ve.y M) bzw. Z = Zk (k =1, 2, ..., K} bestimmt.. Dabei k&nnen

Iiv

2)

Koordinaten-Werte aus der Menge Zm (m=1, 2, ..., M) mit den
Koordinaten-Werte aus der Menge Zk k=1, 2, ..., K) jeweils
identisch sein. Fir den in R festen Lagern aufgelagerten Balken
seien die Biegelinie H(Z), die Auflagerkrdfte A, (r = 1,2, ..., R),
die Versetzung Sm (m=1, 2, ..., M) und die elastischen Nachgiebig-
keitenw =~ (m, n =1, 2, ...., M) der zus#tzlichen M Lager sowie

die Einflufdaten fﬁr die Balkenpunkte Z = Zm m=1, 2, ..., M)

und Z = Zy (k =1, 2, ..., K) bekannt.

_— Zu 2y Balken

A A
de ﬁga Lagerbettung

Abb.4.3 Schematische Darstellung eines

elastisch nachgiebigen Lagers

Ein elastisch nachgiebiges Lager tritt auf, wenn der Balken auf ei-
ner elastischen Bettung gelagert ist (Abb. 4.3.). Da die Lager

einer solchen elastischen Bettung aneinander gekoppelt sein konnen,
sind zur Beschreibung der elastischen Nachgiebigkeiten die Werte
QMM"wMN usw. erforderlich. Die EinfluBdaten sind dabei die Einfluﬁ—

zahlen (Tabelle 4.1.) oo Bml’ Yrn und 6k1 my,n=1, 2, ..., M
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k, 1=1, 2, ..., K}, die Einheitsauflagerkrifte a,n und by
(r=1,2, ..., R:m=1,2, ..., M:k=1,2, ..., K

sowie die Einheitsbiegelinien 7m(Z) und Ji(z) m=1, 2, oo, M :
k=1,2, ..., K.

Berechnet werden bei der erweiterten Anordnung an den M zus#tzlichen

Lagern und an den R festen Lagern die Auflagerkrﬁfte_Di (n =1,

2, vv., M) und A? (r =1, 2, ..., R) sowie die Biegelinie H*(Z)

und die Einflufdaten. Die EinfluBdaten sind dabei die Einflufizahlen

6k; (k; 1 =1, 2, ..., K), die Binheitsauflagerkrifte bi (r = 1,

2, «o., R 2 k=1, 2, ..., K) an R festen Lagern und dik (m =1, 2,
s M : k=1, 2, ..., K) an.den M zusdtzlichen Lagern sowie die

Einheitsbiegelinien #X(2) (k = 1, 2, ..., K.

D
Y7770977 V727227777
< s =
<> 4= :
—t Hez)
> 7 =
Hea) <<:> qi Vi <i:>
\<‘ <
§>t§ — : - i
< >
3 > s, Hew
-%]§ ‘<:t> J Nullinie <:
- — <:, S . />.
> <
77 T
Ausgangslage Lage im @émhgewmht

Abb.4 .4  Schematische Darstellung der Lagerung
des Balkens in einem zusdtzlichen
spielfreien Lager an der Stelle Z =Zm

(z=1,2,... M)




Ist der Balken in R + M Lagern aufgelagert, so geiten fiir die Aus-
lenkungen Vm und Wm (m=1, 2, ..., M) der Lager und der Balkenpunk-
te an zusdtzlichen Lagern bei Z = Zm m=1, 2, ..., M) folgende Be-
ziehungen (Abb. 4.04):

- Fir die Lager

V] =~ [wm]{Dn} (4.01a)
- Flir die Balkenpunkte ‘ |
{Wind = [otmnJ{On ]+ " Buusd{ P} (4.01b)

Da aus Abb. 4.04

Vo= W+ H(Z) - S

n (m=1,2, ..., M

m

folgt, ergibt sich aus (4.01a) und (4.01b) die Beziehung

[t na ] {00} = fSu] = [tz ) -"[pms] (%] .02

Aus der Beziehung (4.02) lassen sich die Auflagerkridfte Dﬁ
(n=1, 2, ..., M) berechnen. Die Auflagerkrifte AL (r = 1, 2,
..., R) und die Biegelinie HX(Z)des Balkens in der erweiterten
BAA unter der Belastung von K Einzelkrifte ergeben sich aus

iA:} = {'Av} +*[am]fbﬂ+*[bm]§&§ (4.03)
Hiz) = Ha) + ,.254”1.”(2)']); + ﬁ"a}uz)'}’k (4.04)

Setzt man in das Gleichungssystem (4.02) die Beziehungen

cees M)

wn
!
o
jus
oy
3
=
N’
I
o
N
=
il
——
[NV

P, =1, P. = 0 (1=1, 2, ...y, k=1, k+1, ..., K

ein, so erhdlt man anstatt Di die Einheitsauflagerkridfte dik
n=1,2, ..., M: k=1, 2, ..., K) wie folgt:

[n* @nn ] [t ] = =L Bua]

oder

Tdm] = = [Cpn+ ] T Bui ] (4.05)



Anschlieflend k&énnen die EinfluBzahlen 6?1, die Einheitsauflager-
krifte b:k und die Einheitsbiegelinie 0;(2) fiir die erweiterte BAA

berechnet werden:

[ ] = [l + T4l [dni]
Tod ="Toal * T and T dea] > (4.06)

* i %
4&(?) = /lﬂé(é) * ,,2_4”2",(2)--0(.”&

(h = 1,2,..., K ) )




4.3. Eindeutigkeitsanalyse

4.3.1. Fallunterscheidung und Begriffsdefinitionen

Die im vorigen Abschnitt diskutierte Berechnungsmethode der
Auflagerkrdfte und der Biegelinie des Balkens einer ebenen

BAA mit spielfreien Lagern reicht flir die Behandlung einer BAA
mit spielfreien und spielbehafteten Lagern nicht aus. Die
Konfiguration derartiger BAA ist nicht in jedem Fall eindeutig.
Deshalb muB zunichst festgestellt werden, ob der Balken in

einer vorgegebenen BAA mit spielbehafteten Lagern eindeutig auf-
lagert. Ein Balken ist in einer LA dann eindeutig aufgelagert,
wenn eine StarrkOrperbewegung des Balkens in der BAA nicht mdg-
lich ist. Bei der Analyse der Eindeutigkeit ist die Berechnung
der Auflagerkrifte und der Biegelinie zun#dchst nicht erforderlich,
denn fir die Eindeutigkeit ist allein die Art der Lagerungsmdg—
lichkeit des Balkens in der BAA maRgebend. Im einzelnen sind
folgende Lagerungsarten méglich:

1) Eindeutige BAA

Bei dieser Anordnung ist es méglich, die Lage des Balkens in der
BAA eindeutig zu bestimmen. Dazu kann es notwendig sein, den Balken
durch Verbiegung in die Lager hineinzuzwingen. Bei dieser Anord-
nung werden in Bezug auf das L8sungsverfahren drei F#lle unterschie-

den:

1a) Normaler Fall

Dieser Fall ist dadurch charakterisiert, dafl zur Feststellung
der eindeutigen Lagerung des Balkens kein groBef Aufwand erfor-
derlich ist. Der normale Fall ist dann gegeben, wenn in der

BAA mindestens zwei Gelenklager oder ein eingespanntes Lager
vorhanden sind. Sieht man von der Méglichkeit ab, daB die
restlichen Lager spielbehaftet sein konnen, dann ist die BAA
statisch bestimmt oder statisch unbestimmt [Z&/&gﬁ, also ein-

deutig.



1b) Allgemeiner Fall

Das besondere Kennzeichen dieses Falles ist die Notwendig-
keit,vor Bestimmung der Auflagerkrédfte eine aufwéndige
Eindeutigkeitsanalyse durchfiihren zu miissen. Eine derarti-
ge BAA hat mindestens drei Lager, jedoch hdochstens ein fes-
tes Lager und kein eingespanntes Lager.

1c) Eindeutig krédftefreier Fall

In diesem Lagerungsfall ist es nicht notwendig, den Balken
in die Lager hineinzuzwidngen, d.h. alle ‘Auflagerungskrifte
sind Null. Die Lage des Balkens in der LA 1iBt sich direkt
aus der Eindeutigkeitsanalyse ermitteln.

2) Mehrdeutige BAA

Eine BAA ist mehrdeutig, wenn eine'Starrkbrperbewegung des Balkens
in der LA méglich ist. Dieser Fall tritt z.B. auf, wenn in der
Anordnung nur ein einfaches Lager vorhanden ist oder zwei einfache
Lager vorhanden sind, von denen h6chstens eins spielfrei ist. In
diesen beiden Fdllen ist die Mehrdeutigkeit sofort einsehbar. Bei
komplexen BAA ist jedoch eine Eindeutigkeitsanalyse notwendig.

Die Eindeutigkeitsanalyse wird unter der Voraussetzung durchge-
fuhrt, daB die den Lagern zugeordneten Balkenpunkte in einer Gera-
den liegen. Daher wird bei dieser Untersuchung die vorgegebene BAA
vom infolge der differentiellen Dehnung verbogenen Balken durch
Transformation in eine BAA {iberfiihrt, bei der die den Lagern zuge-
ordneten Balkenpunkte auf einer Geraden liegen. Bei der Eindeutig-
keitsanalyse wird eine mégliche Starrkdrperbewegung des Balkens
nur in den Lagerstellen untersucht. Aus diesem Grunde werden bei der
nachfolgenden Eindeutigkeitsanalyse nur solche BAA behandelt, die je-
weils aus einem geraden Balken und aus einer LA mit N spielbehaf-
teten Lagern bestehen. Die Spiele der spielbehafteten Lager fi

(i

.+« N) gegeben, wobei der Index j die untere (j = 1) und die obere

1, 2, «.., N) sind dabei durch die Grenzwerte jSi (1i=1, 2,

(j = 2) Grenze des Spieles angibt. Da die bei der Eindeutigkeits-
analyse untersuchte StarrkOrperbewegung in zwei spielbehafteten
Lagern am einfachsten festzustellen ist, wird die Analyse mit
Hilfe der sog. projezierten Strecke durchgefithrt. Eine projezierte




Strecke kwmn wird dabei als eine Spur definiert, die der Balken
bei der Starrkdrperbewegung in zwei Lagern fm und fn in der
k-ten Lagerebene beschreibt (Abb. 4.05). Der untere bzw. obere
Endpunkt der projezierten Strecke k#hn wird durch %tmn bzw.

2ton bezeichnet, Thre Ermittlung wird im Abschnitt 4.3.2, be-
handelt, in dem die Analyse der BAA mit drei Lagern durchgefiihrt
wird. Die Eindeutigkeitsanalyse fiir die BAA mit beliebig vielen

N (N > 3) Lagern folgt im Abschnitt 4.3.3.
4,3.2., Eindeutigkeitsanalyse bei drei Lagern

Bei vorgegebenen drei spielbehafteten Lagern lassen sich in belie-
biger Kombination zwei Lager f1 und fz herausgreifen, bei denen
eine Starrkdrperbewegung des Balkens méglich ist, so dafl der Balken
in der dritten Lagerebene eine projezierte Strecke 3w12 beschreibt
(Abb., 4.5.).

Z b4
aztu 1 2Ss
— —_ " A
7, B 7
M s
Y ' o
l —— .S zztw
. - 2
T — 45— fl L“zftu ,‘FH
Jd IS
—— 154 15
I : Yy — ——
— 15 ﬁ 15 ﬁ
Lagevspiel Legerspiel
o b

Abb. 4.5 Zwei Moglichkeiten fir die Bestimmung

der projezierten Strecken
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Diese projezierte Strecke 3w12 und das dritte Lager fq haben

entweder

- eine gemeinsame Strecke (Fall 1) oder
- einen gemeinsamen Punkt (Fall 2) oder
- keinen gemeinsamen Punkt (Fall 3)

Beim Fall 1 ist eine Starrkdrperbewegung des Balkens in drei vor-
gegebenen Lagern mdglich, so dafl die Konfiguration der BAA mehr-
deutig ist. Im Falle 2 wird der Balken in drei vorgegebenen Lagern
eindeutig krdftefrei aufgelagert. Beim Fall 3 handelt es sich um
einen allgemeinen Fall, da der Balken bei der Lagern in die Lager
hineingezwidngt werden mul, Ein besonderes Merkmal eines eindeuti-
gen Falles ist, daB der Balken in drei Lagern der Reihe nach ab-
wechselnd an die untere und obere Grenze der Lagerspiele aufge-
lagert wird (Abb. 4.6.), da sonst die Anordnung die Momenten-
gleichgewichtsbedingung nicht erfiillen kann. Es sind zwei derartige
abwechselnde Lagerungen mdglich:

151 = 25 = 153
251 = 482 7 253
183
: l——— 3. Lager
===
193
£
_{_ 2. Lager
<
_.l_ 1. Lafer

" Lagerspiel
Abb. 4.6 Ein in drei Lagern

aufgelagerter Balken




Die wesentlichen Probleme sind nun folgende Punkte:

- die Bestimmung der projezierten Strecke
- die Analyse der relativen Lage von projezierten Strecken
und Lagerspielen

Es gibt drei Moglichkeiten, um zwei beliebige Lager aus drei
- herauszugreifen:

a) Lager 1 und 2 (benachbart)
b) Lager 1 und 3 (nicht benachbart)
c) Lager 2 und 3 (benachbart)

Bei allen drei Mdglichkeiten ergeben sich die Grenzen der pro-
jezierten Strecken 3w12, 2W13 und 1¢23 (Abb. 4.5.) durch

3 _ b a+b
1t12 = -3 251 152
(4.07a)
3 _ b a+b
2t = 7 18 T 25
2 b a
113 =3+ * 151 Y 3#p * 153
(4.07b)
2 _ b a
2t13 = 7+ p - 251 * 3 ¢ 253
und
1 _ a a+b
1t23 = -5+ 255 * 5+ 152
(4.07¢)
1 a+b

155 Y 5+ 252

[N
ct
[ae]
(3]
1
]
ol
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Betrachtet man in einer der drei Lagerebenen, z.B. in der dritten
Lagerebene, so bestehen zwischen dem Lagerspiel und der projezier-

ten Strecke folgende Beziehung:

- Fall 1 (eine gemeinsame Strecke)

3
1t12 < 253 und
(4.08a)
3
2812 > 153
- Fall 2 (ein gemeinsamer Punkt)
3t = .S, oder
1712 253
(4.08b)
3 -
2%12 = 153
- Fall 3 (kein gemeinsamer Punkt)
3t > ,S, oder
1712 273
(4.08c)
3
2t12 < 153

Fihrt man die Beziehung in der Gl. (4.07a) in die Ungl. (4.08a),
so erhdlt man durch die Umformung die Beziehung

b S 4
a+b * 2°1 7 a+b * 2°3
4009
b ( a)
a+5

- a
c1S1 tam o 15s
bzw.

a a+b
71T < -5 483+ 5 - 25
(4.09b)
a+b

1> mp 2% s 1%



Setzt man die Beziehung (4.07b) bzw. (4.07c) in die Ungl. (4.09a)
bzw. (4.09b) ein, so erhdlt man die Beziehung

(4.10a)

bzw.

1723 271

(4.10b)

23 171

Die Beziehungeh (4.10a) und (4.10b) sind nichts anderes als die
Ungleichungen, die aus der Ungl. (4.08a) durch die zyklische Um-
tauschung géwonnen werden. Daraus ergibt sich, daB im Falle der
Giiltigkeit der Beziehung bei einem spielbehafteten Lager die glei-
che Beziehung (Fall 1) bei beiden anderen Lagern gililtig ist. Ent-
sprechend kann mit den Beziehungen (4.08b) und (4.08c) die gleiche
Aussage flur die Félle 2 und 3 nachgewiesen werden.

Aus dieser Feststellung 148t sich ableiten, daB die Untersuchung
bei einem Lager fiir die Analyse ausreicht, ob die BAA dem Fall 1

(mehrdeutiger Fall) oder dem Fall 2 (eindeutig krdftefreier Fall)
oder dem Fall 3 (allgemeiner Fall) entspricht.

AbschlieBend wird hier die Vorgehensweise der Eindeutigkeitsanalyse
kurz skizziert: zundchst werden bei einem der drei Lager die Gren-
zen der projezierten Strecke ?tmn und gtmn nach den Gln. (4.07a)
oder (4.07b) oder (4.07c) ermittelt. Danach wird die Eindeutigkeits-
analyse durch die Einbeziehung der GréBen 1Sk und 2Sk nach dem in

Abb. 4.7, dargestellten Schema durchgefiihrt.



1%k ~ 2%m
allgemeiner mehrdeutiger eindeutig
Fall Fall krdftefreier
Fall

Abb. 4.7. Schematische Darstellung der Vorgehens-
weise bei der Eindeutigkeitsanalyse der
BAA mit drei spielbehafteten Lagern

4.3.3, Eindeutigkeitsanalyse bei N Lagern

Ausgehend von einer BAA mit N Lagern k6nnen LA mit (N-1) Lagern ge-
bildet werden. Es sind insgesamt N derartige Anordnungen m&glich.
Jeder dieser LA von (N-1) Lagern ist wieder darstellbar als LA von
(N-2) Lagern mit (N-1) M&glichkeiten. Die Eindeutigkeitsanalyse

flir die BAA mit drei Lagern wurde im Abschn. 4.3.2. behandelt. Davon
ausgehend 148t sich die Eindeutigkeitsanalyse fiir die komplexere

BAA durchfiihren.

Im allgemeinen sind aus einer BAA mit N Lagern insgesamt (g) Kombi-
nationen von BAA mit n (n < N) Lagern méglich. Wenn bei einer vorge-
gebenen BAA mit N (N > 3) Lagern die Konfiguration einer beliebigen
Kombination von n (n < N):- Lagern éindeutig ist, ist die Konfiguration
der vorgegebenen BAA stets eindeutig.



Kombinationen gemeinsamer
Nr.| von drei Lagern Bereich durch
1 £,, £, und £, M, Ve und Wi
2 f1, f2 und f4 f4 und 4#@
3 f1, f; und £, £, und %%3
4 £,, £; und £, £, und Y,

a) gemeinsame Bereiche bei Kombinationen von drei Lagern

f;
Y2
'F[,, 1
“1}:‘3 ]
“Ye
fl
f4

b) Positionen der Lagerspiele und projezierte Strecken

Abb., 4.8 Verhdltnisse in der vierten Lagerebene bei einer
mehrdeutigen Lageranordnung mit vier spielbehafte-
ten Lagern



Wenn dagegen die Konfiguration keiner der Kombinationen der BAA
mit n (3 < n < N) eindeutig ist, ist auch die komplexe vorgegebene
BAA mehrdeutig. Diese Behauptung soll zuerst fir den Fall N=4

und anschlieBend fir den Fall N > 4 gezeigt werden.

Bei N=4 1d4Rt sich diese Behauptung folgendermafen formulieren:

Sind die Lagerungen des Balkens bei allen vier Kombinationen von

drei Lagern (Abb. 4.8a) jeweils mehrdeutig, so ist eine Starrkoér-
perbewegung des Balkens in allen vier Lagern fm (m=1,2,3,4) mdglich.

Zundchst wird dies in einer beliebigen Lagerebene, z.B. in der vierten
Lagerebene E,, untersucht. Die mehrdeutige Anordnung mit drei Lagern
fi (i =1,2,3) wird danach charakterisiert, daf der Balken aufgrund
der méglichen StarrkSrperbewegung im vierten Lagerebene E4; eine Spur
beschriebt. Diese Spur 1st der gemelnsame Bereich der drei prOJe-
zierten Strecken ‘w12, 1&13 und 1#23, die durch die Lager f;, f,
und 53 in der vierten Lagerebene bestimmt werden (Abb 8.4a und b).
Die Lagerung des Balkens ist voraussetzungsgemidfl jeweils mehrdeutig
bei allen drei anderen Kombinationen von drei Lagern, bei denen das
vierte Lager stets beteiligt ist.

Betrachtet man eine dieser Kombinationen von drei Lagern, beispiels-
weise die Kombination von drei Lagern f1, f2 und f4, so haben das
Lager f4 und die projezierte Strecke 4ﬂ'12 in der vierten Lagerebene
E4 auf grund der Mehrdeutigkeit einen gemeinsamen Bereich (Abb. 8.4.a
und b). Aus gleichen Griinden hat das Lager f4 mit der projezierten
Strecke 4#'13 bzw. 41y23 jeweils einen gemeinsamen Bereich (Abb. 8.4a
und b). Da damit alle Zweier-Kombinationen aus dem Lager f4 und den
projezierten Strecken 41?12, 4'w13 und 4#'23 in der vierten Lagerebene
E4 jeweils einen gemeinsamen Bereich haben (Abb. 8.4a), haben das
Lager f4 und diese drei projezierten Strecken einen gemeinsamen Be-
reich (Anlage 2). Dieser gemeinsame Bereich ist der Bereich der mdég-
lichen Starrkdrperbewegung des Balkens in der vierten Lagerebene Ey-
Gleichfalls gibt es auch in den ersten drei Lagerebenen E.s E, und

E, jeweils ein Bereich der méglichen Starrkd6rperbewegung des Balkens.
Damit ist die Behauptung flir N=4 bewiesen.

Bei N > 4 beschreibt der Balken, wie im Falle N=4, bei der mehrdeuti-
gen Lagerung in den ersten N-1 Lagern fi (i = 1,2,¢.., N=1) in der
N-ten Lagerebene EN eine Spur, die den gemeinsamen Bereich aller pro-
jezierten Strecken *ymn (m=1,2,..,N-;:f\=rn+4,...,N-1) darstellt.
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Andererseits hat das Lager fN mit jeder dieser projezierten Strecken
jeweils einen gemeinsamen Bereich, wenn der Balken in allen Lager-
Kombinationen von N-1 Lagern jeweils mehrdeutig auflagert, bei

denen das Lagerspiel fN beteiligt ist (Vergleiche mit dem Fall N=4),
Dies fiihrt schlieflich zur Behauptung: Wenn bei einer vorgegebenen
BAA mit N (N > 4) spielbehafteten Lagern der Balken in allen Lager-
kombinationen von N-1 Lagern jeweils mehrdeutig auflagert, ist die vor-
gegebene BAA auch mehrdeutig. Da eine derartige Untersuchung, wie

. oben gézeigt, ausgehend von BAA mit drei Lagern, in BAA mit N (N > 3)
Lagern erweitert werden kann, 148t sich aus dieser Untersuchung fol-
gendes ableiten: Die BAA mit N (N > 3) Lagern ist mehrdeutig, wenn
die Lagerung des Balkens in allen (§) Kombinationen von drei Lagern

jeweils mehrdeutig ist.

Auflerdem gilt folgende Behauptung: Ist die Lagerung des Balkens in
einer BAA mit N (N > 3) Lagern teils mehrdeutig und teils eindeutig
krdftefrei, so sind die Lagen des Balkens in den eindeutig kridfte-

freien Fdllen identisch.

Abb. 4.9. Darstellung zur Erl&duterung filir die

Identitdt zweier eindeutig krédftefreier

Lagen G1 und G2



Diese Behauptung 148t sich prinzipiell einfach beweisen. Die Beweis-
fihrung ist jedoch aufgrund der vielfdltigen Mdglichkeiten derartiger
Balkenlagen umstdndlich. Deshalb wird im folgenden nur das Prinzip
der Beweisfilthrung beschrieben: Eine eindeutig krdftefreie Balkenlage
ist durch eine Gerade hinreichend gegeben, die abwechselnd an die

untere und obere Grenze von nur drei Lagern anliegt. Sind jedoch zwei

derartige Geraden G1 und G2 nicht identisch, so iiberschneiden sich
(Abb. 4.9) oder sie sind parallel. Hierbei ist bei den mit den Geraden
G1 und G, in Zusammenhang stehenden Lagern stets eine Dreierkombination
mit dem allgemeinen Fall zu finden, wie beispielsweise die Lager fi,

f1 und fn (Abb. 4.09). Da aber in der Anordnung keiner Dreier-Lager-
kombinationen mit dem allgemeinen Fall vorhanden sein soll, miissen
beide eindeutig krdftefreien Lagen identisch sein. In der gleichen
Weise kann bei mehreren eindeutig spielfreien Lagen fortlaufend bewie-
sen werden, daf alle derartigen Lagen identisch sind. Daraus 148t sich
ableiten: Die BAA mit N (N > 3) Lagern ist eindeutig krédftefrei, wenn

die Lagerung des Balkens in (§) Kombinationen von drei Lagern teils

mehrdeutig und teils eindeutig kridftefrei ist, oder alle eindeutig

krdftefrei sind.

Schlieflich kann behauptet werden: Die BAA mit N (N > 3) Lagern
ist eindeutig (allgemeiner Fall), wenn die Lagerung des Balkens
mindestens in einer der (§) Kombinationen von drei Lagern dem all-
gemeinen Fall entspricht.

Aus den eben behandelten 'drei Behauptungen ergibt sich die Vorgehens-
weise der Eindeutigkeitsanalyse der BAA mit N(N > 3) Lagern wie
folgt: Man fihrt die Eindeutigkeitsanalysen der (g) méglichen BAA
mit jeweils drei Lagern durch. Wenn dabei eine der Anordnungen dem
allgemeinen Fall entspricht, so wird die Analyse unterbrochen, da

es sich bei der vorgegebenen Anordnung um einen allgemeinen Fall
handelt. Wenn alle méglichen BAA mit drei Lagern mehrdeutig sind,

so ist die vorgegebene BAA mehrdeutig. Bei sonstigen Fidllen ist

die vorgegebene BAA eindeutig kridftefrei.



4.4, Ermittlung der Auflagerkrifte und der Biegélinie einer
Balken-Auflager-Anordnung mit spielbehafteten Lagern

Bei der Ermittlung der Auflagerkrdfte und der Biegelinie fiir
eine BAA mit spielbehafteten Lagern mufl zunichst die Art

der Anordnung untersucht werden, da dementsprechend verschiedene
Lésungsmethoden angewandt werden mlissen. Es sind folgende drei
Arten von BAA zu betrachten:

normaler Fall

allgemeiner Fall

mehrdeutiger Fall

4.4,1. Normaler Fall

Dieser Fall tritt auf, wenn in der BAA zwei oder mehrere feste
Lager vorhanden sind und eine beliebige Anzahl von spielbehaf-
teten und nachgiebigen Lagern. Fiir den Fall, daB in der Anordnung
nur feste Lager vorhanden sind, wurde die Ermittlung der Einfluf-
daten, der Auflagerkrdfte und der Biegelinie im Abschnitt 4.2,
ausfilhrlich behandelt. Die Berechnung der Auflagerkrifte und der
Biegelinie bei einer normalen BAA wird unter der Voraussetzung
durchgefiihrt, daf die Einflufdaten fiir die BAA bekannt sind, die
sich aus der vorgegebenen BAA ohne spielbehaftete Lager ergibt.

Es wird gezeigt, wie die Auflagerkridfte und die Biegelinie berech-
net werden, wenn bei einer BAA mit R (R > 2) festen Lagern die
Zahl der Lager um M (M > 0) zus#tzliche spielbehaftet-nachgiebige
Lager erweitert wird und der Balken durch K (K » 0) Einzelkridfte

belastet wird.

Fiir den in R festen Lagern aufgelagerten Balken seien die Biege-

linie H(Z) End die Auflagerkridfte Ar (r =1, 2, ..., R) an den
Stellen Z = Zr (r =1, 2, .¢., R) bekgnnt. Die Lagen der M zusidtz-
lichen Lager bzw. der K Einzelkridfte sind durch die Koordinaten
z=12, (m=1,2, ..., M) bzw. Z = Zk (k =1, 2, ..., K)gekenn-

zeichnet. Die EinfluBdaten der BAA in R festen Lagern seien eben-

falls bekannt und zwar wie bei a, b, und ¢ in Abschnitt 4.1.



Die unteren und oberen Grenzen der spielbehafteten Lager
sind durch ;S und ,8 (m =1, 2, ..., M), ihre elastischen
Nachgiebigkeiten durchwmn (my n=1, 2, ..., M) gegeben.
Nach der Erweiterung der BAA um diese spielbehafteten Lager
1, 2, ..., M) an den
1, 2, ..., R) an den
festen Lagern und die Biegelinie HX(Z) berechnet werden. Der

sollen nun die Auflagerkrifte Di (n

spielbehafteten Lagern sowie A¥ (r

Gleichgewichtszustand des Balkens in allen R + M Lagern unter
Belastung von K Einzelkridften filhrt nicht notwendigerweise

dazu, daB der Balken in allen M spielbehafteten Lagern auflagert.
Die Anzahl M™ der spielbehafteten Lager, an denen der Balken
auflagert, liegt zwischen O und M (0 < M* < M). Bei der Formu-
lierung des bestimmenden Gleichungssystems wird trotzdem zu-
nidchst davon ausgegangen, dafl der Balken im Gleichgewichtszu-
stand in allen spielbehafteten Lagern auflagert.

Man erhidlt fir die Auslenkungen der Lager und der Balkenpunkte,
Vm und Wm (m=1, 2, ..., M), an den spielbehafteten und nach-

I

giebigen Lagern bei Z = Z_ (m 1, 2, +.., M) folgende Beziehungen

m
(Abb. 4.10):

- fir die Lager

{ V] = [wan] { D0} (4.11a)

- fur die Balkenpunkte
¥ *

{Wm} = [om]{Da} *+ [ Bot]{Pa} (4.11b)
Kommt der Balken bei Zz = 2 (m =1, 2, ..., M) mit einer der
Kanten des jeweiligen Lagers in Kontakt, so besteht zwischen
den GréBen, V_, W, jSmAund H(Z ) (m =1, 2, ..., M) die Be-
ziehung:

in} = {,‘Sm} - {H(Zm)} * {Vm} (4.11c)

Hierbei ist j der Index fiir die unter (j = 1) oder obere (j = 2)
Lagergrenze, die bei jedem Lager bei Z = 2 (m =1, 2, ..., M)

verschieden sein kann.
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Abb.4 .10 Schematische Darstellung der
Lagerung des Balkens in einem

spielbehafteten Lager an der Stelle

Z=Zm {m=1,2,...,M)

bei einem normalen Fall

Aus den Gln. (4.11a), (4.11b) und (4.11c) erh#dlt man das Gleichungs-
system

[t * nn){O0 ] = Lisw] = {Haw] - TBmal{B%] 1,12y

Betrachtet man eine Kontaktstelle des Balkens mit einer der Kanten
des spielbehafteten Lagers, so ist die Richtung der Auflagerkraft
und die Auslenkung des Balkenpunktes entgegengesetzt. Der Balken

kann sich jedoch in einem spielbehafteten Lager in drei verschie-
denen Positionen befinden:
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1. An der unteren Grenze des Spiels mit positiver Auflagerkraft.
2. An der oberen Grenze des Spiels mit negativer Auflagerkraft.
3. Zwischen den Grenzen des Spiels ohne Auflagerkraft.

Vorzeichen der Auslenkung des Balkens
im spielbehafteten Lager m
Auflag:rkraft beim elastisch beim nicht
Dm nachgiebigen Lager nachgiebigen Lager

x —

Dy > 0 gm< 15m gm = 15m

x —

Dy <0 gn1> 25m ém = 25

x _ S <

Dp =0 15m = gm = 2%n

Tabelle 4.2, Die Beziehung zwischen dem Vorzeichen der
errechneten Auflagerkraft und der Auslen-
kung des Balkens in einem spielbehafteten
Lager bei Z = Zm

Diese Beziehungen werden in der Tabelle 4.2 dargestellt, wobei
§m (m=1, 2, ..., M) die Auslenkungswerte der den spielbehafte-
ten Lagern zugeordneten Balkenpunkte sind (Abb. 4.10).

ém = H(Zm) t w'n

oder

{£.1 = [Hem} + TPmal{P) + [otmnl{Dl} RS

Die Auflagerkridfte Di (n=1, 2, ..., M) in den spielbehafteten
Lagern konnen aus der Gl. (4.12) unter Einbeziehung der Bedingun-
gen in der Tabelle 4.2, mit der Beziehung (4.13) berechnet werden.
Dies setzt voraus, daB der Balken bei allen M spielbehafteten

Lagern auflagert. Da in der BAA M spielbehaftete Lager vorhanden
sind, gibt es grundsdtzlich insgesamt SM Lagerungsm&glichkeiten.

Nur eine davon erfiillt die Gleichgewichtsbedingung des Systems.
Deshalb ist es erforderlich, maximal alle 3M Fdlle durchzurechnen,
bis die Lagerkombination gefunden wird, bei der die Lagerungsbedin-
gungen erfiillt sind. Die Verwendung des Gleichungssystems (4.12) ist
jedoch nicht méglich, wenn der Balken nicht in allen M spielbehafteten
Lagern aufgelagert werden soll. In solchen Fillen miissen in der
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Gl. (4.12) alle Glieder eliminiert werden, die mit solchen Lagern
in Zusammenhang stehen, an denen der Balken nicht auflagert. Die
Berechnung wird dann mit restlichen MX Lagern fortgesetzt. Dabei
spielt die Biegelinie fir ME = O, d.h. die Biegelinie nur in festen
Lagern, eine besondere Rolle. Verlduft die Biegelinie HA(Z) = H(Z) +

K :
pX &k(Z)° Py bei allen spielbehafteten Lagern zwischen ihren Grenzen,
k=1

so ist H(Z) gleichzeitig die endgiiltige Biegelinie HX(Z), so daf}

die Berechnung der Auflagerkridfte mit der Gl. (4.12) iiberfliissig ist.
Dabei sind alle spielbehafteten Lager kridftefrei. Verlduf jedoch

die Biegelinie H(Z) an spielbehafteten Lagern auBerhalb der Spiel-
grenzen, so muB zunichst die Auflagerkraft DX (n = 1, 2, ..., M)
berechnet werden. Es werden nun insgesamt SM—1 mégliche Lagen unter-
sucht. Bei der gesuchten Gleichgewichtslage mufl die Balkenlage einer-
seits an den M® in der Berechnung beriicksichtigten spielbehafteten
Lagern die Bedingungen in der Tabelle 4.2. erfillen und zum anderen
der Balken in den restlichen M-M® Lagern zwischen den Lagergrenzen

hindurchgehen, so daB die zugehdérigen Auflagerkrdfte verschwinden.

Mit Hilfe so berechneter Auflagerkrédfte Di m=1, 2, ..., M)
konnen die Auflagerkrédfte A? (r =1, 2, ..., R) in R festen

Lagern durch

iacl = Aad o+ [amd{oad « Dbl Pl (4.14)

und die Biegelinie HX(Z) durch

Fi i
He = He * .2, T(2) Do * Z, k) Py (4.15)

bestimmt werden.

4,4.2. Allgemeiner Fall

In einer als allgemeiner Fall eingeordneten BAA sind drei oder
mehr Lager vorhanden, von denen hdchstens eines fest ist. In
diesem Abschnitt wird hierfiir der Rechengang zur Bestimmung der
Auflagerkrdfte und der Biegelinie fir eine BAA mit M (M > 3)
spielbehafteten und nachgiebigen Lagern untersucht, wenn der
Balken zusdtzlich durch K (K > 0) Einzelkrdfte belastet wird.
Fiir die LOsung dieser Aufgabe wird hier die filir den normalen
Fall diskutierten L&sungsmethoden angewendet. Um dies zu ermdg-
lichen, wird zunichst eine Ersatz-BAA definiert. Folgendes Vor-

gehen wird dabei gewdhlt:
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Der Balken wird in der vorgegebenen BAA um einen beliebigen
endlichen Betrag verlidngert und am Ende dieser Verlingerung ein
fiktives Einspannlager angebracht. Damit entsteht eine Ersatz-
BAA. Die urspriingliche und die Ersatz-BAA sind hinsichtlich ihrer
Biegeeigenschaft vdllig gleich, wenn die Auflagerreaktionen am
fiktiven Einspannlager in der Ersatz-BAA in der Gleichgewichtsbe~
dingung verschwinden. Damit ist die BAA vom allgemeinen Fall for-
mal in einen normalen Fall {iberfiithrt, mit nur einem Einspannlager
als festes Auflager. Der Rechenvorgang folgt dem Vorgehen fir

den normalen Fall (Abschn. 4.4.1), wobei aber darliberhinaus sicher-
gestellt werden mufl, daB im Gleichgewichtszustand der Ersatz-BAA
die Auflagerkraft und der Moment des fiktiven Einspannlagers ver-
schwinden.

Betrachtet man M Lager und die ihnen zugeordneten Balkenpunkte
hinsichtlich ihrer Auslenkungen V_ und W (m =1, 2, ..., M)
bei der Ersatz-BAA (Ahb. 4.11), so erhdlt man die Beziehungen:

- flr die Lager

{Vw} = - [wwn] [ OS] | (4.16a)
- fir die Balkenpunkte
{ W} = [l ][O} +*[6mh”})&i (4.16b)

Kommt der Balken bei Z = Zm mit einer der Kanten des zugehdrigen
spielbehafteten Lagers in Kontakt (Abb. 4.10), so besteht die Be-

ziehung

U+ 24% "'\'\/m = JSM - H(zw) + Vm

oder im allgemeinen

W fa] D) = Lo - THaw) + (W] 160

Hierbei ist u die Verschiebung der Einspannstelle und # die Rota-
tion des verlidngerten Balkenteiles. Die GroBen u und ¥ werden des-
halb in die Rechnung eingefiihrt, damit das verlidngerte Teilstiick
des Balkens unverbogen bleibt und der Ubergang der Balkenverlédnge-
rung zum Ausgangsbalken knickfrei verliduft. Die Gerade, auf der
die Balkenachse des verlingerten Teilstiicks liegt, ist die fiktive
Nullage eines ''gewShnlich" eingespannten Balkens. AuBerdem gilt
definitionsgeméﬁ die Gleichgewichtsbedingung:
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des Balkens in einem Lager an der Stelle
Z=Zm (m=1,2,...,M) bei einem

allgemeinen Fall
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(4.16¢)

(4.16d) zusammen, so erhdlt



Die Auflagerkrifte Di mn=1,2, ..., M, die Verschiebung u und
die Rotation % lassen sich durch das Gleichungssystem (4.17) be-
rechnen. In der Gleichgewichtslage sind zwischen dem Vorzeichen
der Auflagerkraft und der Auslenkung des zugehtrigen Balkenpunktes
die in der Tabelle 4.2. angegebenen Bedingungen gililtig, wie im
Abschn. 4.4.1. Dabei sind die Auslenkungswerte érn (m =1, 2,

eess M) durch

{£,} = u+e{z.] + {Hem} * [otm]{D2] **[BMHM (4.18)

anzugeben.

Die Beziehung (4.17) und (4.18) sind giiltig, wenn der Balken in
allen M Lagern auflagert, was nicht_immer der Fall sein kann.
Beim normalen Fall sind insgesamt SM Kombinationen von Lagen
fiir die vorgegebenen M spielbehafteten Lager mdglich (Abschn.
4.4.1.). Die Zahl 3™ setzt sich aus den Mengen von (%) . M-m
Kombinationen mit m (m = 0, 1, 2, ..., M) Lagern zusammen, bei
denen der Balken innerhalb der Lagergrenzen kridftefrei verléduft.

M

m

(g) . g M-m (4.19a)

a1 =2

0

Da im allgemeinen Fall ohne zus#itzliche Einzelkraft (K = 0)
der Balken mindestens in drei Lagern aufgelagert werden muf,
wird nun aus 3M die Zahl L fir die Kombinationen aus weniger

als drei Lagern abgezogen.

oder

L = 2-M% + 1 (4.19b)



Damit ist im allgemeinen Fall die Untersuchung von maximal
M 2.l

forderlich, um die endgiiltige Lage des Balkens in vorgegebenen

+1) Kombinationen mit jeweils M* (3 < M < M) er-

M spielbehafteten Lagern zu ermitteln. Diese Untersuchung 148t
sich aber mit den Gln. (4.17) und (4.18) durchfithren, indem dort
jeweils M® statt M eingesetzt wird. Dabei werden alle Glieder
eliminiert, die mit den restlichen M-M* Lagern in Zusammenhang
stehen. Bei der gesuchten Lage mufl der Balken an diesen M-M*
Lagern zwischen den Lagergrenzen lastfrei hindurchgehen, wie im
normalen Fall.

Mit Hilfe so berechneter Auflagekrifte Di m=1, 2, ..., M)
sowie den GroBen w und % kann die Biegelinie HX(Z) berechnet werden.

H¥(Z) = H(Z) + u + % 2

K
(@)D h&a&(i)' P (4.20)

+
H R

Die hier vorgefilihrte L&sungsmethode fiir den allgemeinen Fall kann
bei allen ebenen BAA ohne eingespanntes Lager angewendet werden,
einschlieBlich spielfreie BAA und normaler Fall.

4.4.3, Mehrdeutiger Fall

Bei einem mehrdeutigen Fall wirkt in der BAA keine Kraft. Diese
Situation tritt bei der BAA mit nur zwei Lagern auf, von denen
h6chstens eines spielfrei ist oder in Sonderfdllen bei der BAA mit
drei oder mehr Lagern (Abschn. 4.3.). Das eigentliche Problem hierbei

ist die Ermittlung einer quasi stabilen Lage des Balkens innerhalb

der Kernanordnung. Dies. kann nur nach Festlegung bestimmter Konven-
tionen erfolgen. Hierbei sind folgende M&glichkeiten denkbar:

Der Balken soll durch Eigengewicht an die Grenzen der spielbehafte-
ten Lager anlehnen, wobei der unterste Balkenpunkt auf einer Hori-

zontallinie bis zum stabilen Zustand gleiten kann. Die Mdglichkeit

einer derartigen Anlehnung wird in Abb. 4.12 bei zwei spielbehafte-
ten Lagern gezeigt, wobei die strich-punktierte Linie die vorge-

gebene, die gestrichelte Linie die nicht stabile und die durchgezogene
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Linie die stabile Lage des Balkens sein soll.'Es ist jedoch
nicht immer méglich, die Balkenlage nach dieser Vorschrift
eindeutig zu bestimmen (Abb. 4.12). Man kann als '"endgliltige
Lage' des Balkens z.B. die mit gréfRter Schrigstellung fest-
legen.

%
\ nicht stabile [ayen
L R
Lage L Lage R
# 4
24 S
(a) | (b)

Abb. 412 Schematische Darstellung fur das quasi
_stabile Anliegen des Balkens in zwei spielbe-

hafteten Lagern beim mehrdeutigen Fall

Bei der BAA mit mehr als zwei Lagern werden zunichst die
Kombinationen von zwei Lagern gebildet, so dall jeweils die
"endgliltigen Lagen'" ermittelt werden, bei denen der Balken

in allen Lagern innerhalb der Lagerspiele verliduft. Sind

in der Anordnung mehrere solche '"endgliltige Lagen' mit
gleicher Schridgstellung vorhanden, so werden flir die Fest-
legung der ''gesuchten Lage'" zusdtzliche (willkiirliche) Vor-
schriften eingefiihrt. Eine derartige Vorschrift widre die Nei-
gungsrichtung des obersten Balkenpunktes, beispielsweise die
Lage R. Dabei ist der oberste Balkenpunkt nach rechts ausge-
lenkt, wihrend der unterste Balkenpunkt nach links ausgelenkt
sein soll (Abb. 4.12.).



5. Berechnung der Auflagerkrdfte und der Biegelinie bei
rdumlicher Balken-Auflager-Anordnung

5.1. Einfithrung

In diesem Kapitel sollen, wie bei der ebenen BAA, ausgehend von
der freien Verhiegung des Balkens und der LA in einer rdumlichen
BAA bei zusitzlichen Einzelkridften die Auflagerreaktionen und die
Biegelinie berechnet werden. Dabei sei die rdumliche freie Ver-
biegung des Balkens durch zwei ebene freie Verbiegungen in X- und

Y-Richtung vorgegeben.

Die Untersuchung eines Biegebalkens in ausschliefllich festen
Lagern ist relativ einfach, da das Problem sich in zwei beliebig
vorgegebenen Biegeebenen unabhingig voneinander behandeln 14Bt [23].
Ist jedoch der Balken in spielbehafteten Lagern aufgelagert, so
ist das Problem komplizierter. Die Schwierigkeiten treten dabei
bei den spielbehafteten Lagern auf, da dort im Gegensatz zu fes-
ten Lagern die Lagerstellen des Balkens zun#chst unbestimmt sind.
Es muB daher auf die Beziehung des Balkenquerschnittes zum zuge-

horigen spielbehafteten Lager eingegangen werden.

Das vorliegende L&sungsverfahren liegt im Anwendungsbereich der
elementaren Theorie der reinen Biegung. Es behandelt den auf die
Balkenachse reduzierten Balken. Flir jedes spielbehaftete Lager
wird dabei eine sog. reduzierte Lagerkontur (abgekilirzt: rLKt),
d.h. ein auf die Balkenachse bezogenes Lager, eingefiihrt (Abschn.
5.2.). Die rLKt ist allgemein eine geschlossene konvexe Linie:
hier interessieren insbesondere gleichmidRige Mehrecke mit geraden
Seitenzahlen oder Kreise. Bevor auf das LOsungsverfahren einge-
gangen wird, mufl zuerst, dhnlich wie beim ebenen Fall, untersucht
werden, ob die BAA eindeutig oder mehrdeutig ist. Wenn in der An-
ordnung mindestens zwei spielfreie Lager vorhanden sind, ist die
BAA eindeutig (normaler Fall). Bei einer BAA mit hdchstens einem
spielfreien Lager mufl dagegen zuerst die Eindeutigkeit der BAA
festgestellt werden. Hier wird eine ridumliche Eindeutigkeitsanalyse
notwendig (Abschn. 5.4.), bei der die mégliche Starrkdrperbewegung
des Balkens in der LA untersucht wird. .



Fir eindeutige Fdlle liefert die Eindeutigkeitsanalyse jedoch
nicht immer die Lagerstellen des Balkens in den rLKt. Déshalb
werden zundchst bei einer angenommenen Lage des Balkens in

den rLKt mit Hilfe der LOsungsmethode der ebenen BAA (Abschn.
5.5. ) unter Verwendung von sog. rechteckigen Ersatzkonturen
(abgeklirzt: rEKt) Auflagerkrifte berechnet. Eine rEKt ist eine
sich innerhalb der vorgegebenen rLKt befindliche rechteckige
Kontur, deren Seiten zur X- und Y-Richtung parallel sind.

AnschlieBend werden die aufgrund der angenommenen Auslenkung
erwarteten und errechneten Richtungen der resultierenden Auf-
lagerkrdfte bei jedem spielbehafteten Lager verglichen. Der-
artige Rechenvorgidnge werden so lange wiederholt, bis die
Differenz der Richtungen von der erwarteten und errechneten
Richtung der resultierenden Auflagerkridfte bei allen spielbe-
hafteten Lagern eine vorgegebene Grdfle unterschreitet. Wenn

die Auslenkungsstellen des Balkens in den rLKt ermittelt

worden sind, kann die Biegelinie berechnet werden. Anschlieflend

werden mehrdeutige Fidlle untersucht (Abschn. 5.5.5,).



5.2. Die reduzierte Lagerkontur

/’

Batkenguerschnitt

\ reduzierte Lagerkontur ( rLKt )

Lagerkontur

Abb.5.1 Schematische Darstellung zur Bestimmung
der reduzierten Lagerkontur (rLKt ) aus
dem Balkenquerschnitt und der zugehorigen

spielbehafteten Lagerkontur

In Abb. 5.1. ist ein zur Balkenachse senkrechter Schnitt durch
den Balken und das zugehdrige spielbehaftete Lager schematisch
dargestellt. Entsprechend der torsionsfreien Auslenkung des
Balkens innerhalb der Lagerkontur wird die Grenzlinie des még-
lichen Bereiches des Fléchenéchwerpunktes M des Balkenquer-
schnittes als "reduzierte Lagerkontur" (rLKt) bezeichnet. Eine
rLKt soll allgemein eine geschlossene Linie darstellen, die ein
konvexes Gebiet umschlieft und singulédre Punkte haben kann.

Die rLKt in der Lagerebene wird durch f(x,¥y)= 0 4in kartesischen
Koordinaten bzw. f?@/y) = 0 in Polarkoordinaten beschrieben.
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Die Funktion f(x,y) = O ist in einem Bereich zwischen den Werten
Xmin und Xmax bzw. Ymin und Ymax fir X- bzw. Y-Richtung definiert
(Abb. 5.2.). Eine derartige Bereichgrenze stellt entweder ein
Punkt oder eine gerade Strecke dar. Handelt es sich bei einer
Grenze um einen Punkt, so wird sie als ein "Randpunkt' und sonst
als eine '"Randstrecke'" der rLKt bezeichnet (Abb. 5.2.). Ein
Konturpunkt, der weder in der Randstrecke liegt noch ein Rand-
punkt ist, wird als ein '"Normalpunkt' bezeichnet.Da es sich um
eine reibungsfreie Lagerung des Balkens handelt, kann filir das
weitere vorausgesetzt werden, daB die Auflagerkraft AT immer
normal zur rLKt wirkt (Abb. 5.3.). Die Auflagerkraft muB an der
Lagerstelle stets in das Innere der rLKt gerichtet sein. Diese
'Richtung wird dann als positive Richtung der Auflagerkraft de-
finiert. Bei einer eventuell mdglichen Knickstelle (singulérer
Punkt) in der rLKt kann die Auflagerkraft A* in zwei Komponen-
ten Ax1 und sz zerlegt werden, die jeweils normal zu beiden
Tangenten der rLKt wirken, so dafl die Resultierende Ax sich
innerhalb des zugeht6rigen Wikkelbereiches befinden muB (Abb.
5.3.).

Fiir einen reguldren Punkt A' der rLKt besteht zwischen dem Neigungs-
winkel y der Auflagerkraft A* und denm Neigungswinkel v der Tangente
an die Kontur die Beziehung (Abb. 5.3.a):

uo=v - 9/2 (5.01)
Da v die Neigungswinkel der Tangente an die rLKt ist, gilt

Aoy = y (5.02a)

in kartesischen Koordinaten bzw.

@\)= r - sing + r + cosgp (5.02b)
r + cos¢ - r * sing

in Polarkoordinaten. Hierbei bedeuten
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Y = dY (X) / dX
, (5.02c¢)
Y =dr (¢) / d¢
Daraus folgen flir kartesische Koordinaten
sinu=1/%9 1+ %2
(5.03a)
cosu=Y/Y 1+ Y2
bzw. flir Polarkoordinaten
. . W
sin u = r-co§? - r - sing
r* o+ 1?
! (5.03b)
cos y = r-siéj> + Z-cos?

T + T J

Auflerdem gelten filir die Komponenten XA* und "A* der Auflager-
kraft A® in X- und Y-Richtung die Beziehungen zu

B

XA)€ = A" cosu

TA¥ - A% sinu

Ayu - YpX / XpX > (5.04)
und AX - Vksz . YaX2 J

Fir einen singulidren Punkt bestehen zwischen den Neigungswinkeln
My und ) der Grenzlinien des Bereiches und den Neigungswinkeln
v und Vv, der zugehdrigen Tangenten die Beziehung (Abb. 5.3b):

\ . - 5.05
My o= vy /2 ( a)

(j = 1 und 2).

Entsprechend der Beziehungen (5.02a) bis (5.03b) erh#dlt man flir
einen singulidren Punkt in kartesischen Koordinaten

vy =Y



. o2
o= 1 1+ Y.,
sin uJ / j
. T
=Y, 1+ Y, (5.05b)
cos uy = Yy / j }
mit
Y, = dY. (X.) / dX.
J J ( J) / J
(5=1,2 J
bzw. in Polarkoordinaten
. h
49v. _ r; sin ?j + r; cos ¢j
] fj cos ¢ *+ vy sin ¢,
T, cos $, - r. sin ¢
sinv = J J J J
J i‘d' + 1k
‘ (5.05c)
r, sin ¢ T. COS @
cosv, = - —d - J
J P
J J
it 1, = dr, (Y. do.
mit 1y = drg(fy) /49
(G =1, 2 J

Die auf beiden Tangenten senkrechten Komponenten Af und A? der
Auflagerkraft A® (Abb. 5.03b) ko6nnen zunidchst in XpX YA1, XpX

1° 2
und A2 bezugllch der X- und Y-Richtung zerlegt und anschlieBend
zu *A* und YA zusammengefalt werden. Dann gilt

Xp% - p% . COSY . ' ]
J J J
Y, % * .
AT = AT
LS
A% =1FA3_62 Y, %2
j it [ (5.05d)
Y, % Xp %
= AL A
by v i /A
(G =1, 2)
J




und
Xp% XA§ + XA§
(5.05e)
YAX - YAT + YA§

Bei einer rLKt ohne singuldren Punkt ist nach der Gl. (5.03b)
jedem y-Wert ein u-Wert eindeutig zugeordnet. Wie spéter noch
zu sehen ist, ist es notwendig, fiir einen vorgegebenen u—Wert
den zugehorigen ¢-Wert zu ermitteln. Eine derartige Ermittlung
ist leicht durchzufiihren, wenn die rLKt durch eine einfache
Funktion von £(X, Y) = O bzw. fx( ¢, r) = 0 darzustellen ist,
z.B. bei einer Kreisférmigen rLKt mit dem Radius a

r =23 (5.06a)

Da r = 0 ist, erhdlt man aus der Gl. (5.036)

sinu - sing

(5.06b)

cosu - cos¢

Ist jedoch die rLKt nicht durch eine einfache Funktion darzu-
stellen, so miissen neben den Funktionswerten aus £(X, Y) = O
bzw. fx( ¢, r) = 0 die Werte der Neigungswinkeln Vg und u(?)
in Abhidngigkeit von § tabellarisch bekannt sein. Die Werte v,

u undy sind zu einander eindeutig. Beim Auftreten eines geraden
Bereiches der rLKt ist der u-Wert fiir einen bestimmten Bereich
von ¢ konstant.

Bei einer geschlossenen konvexen Kontur ist einem regulidren Punkt
eine Tangente zugeordnet. Dagegen gibt es fiir einen singuléren
Punkt eine Schar von Tangenten, wihrend fiir die Punkte einer gera-
den Konturstrecke nur eine gemeinsame Tangente vorhanden ist.

Danach ist einer Tangente eine sog. Tangentenbasis zugeordnet,
die die BerlUhrungsstelle der Tangente mit der Kontur ist. Eine
Tangentenbasis ist demnach entweder ein Punkt oder eine gerade
Strecke.

Als Sonderform der konvexen Kontur sind gerade Strecken und Punkte

denkbar.



5.3. Bestimmung der projezierten Kontur

Die Eindeutigkeitsanalyse ist die Untersuchung zur Feststellung
der méglichen Starrkérperbewegung des Balkens in einer LA. Dabei
wird die sog. projezierte Kontur (abgekiirzt: PrKt) verwendet.

Bei vorgegebenen drei Lagern ist die PrKt in einer Lagerebene

die Grenzlinie der Spur, die durch die mégliche Starrkdrperbewe-
gung des geraden Balkens in zwei anderen Lagern beschrieben wird.
Im folgenden wird die Methode zur Bestimmung der PrKt erldutert:
Gegeben seien drei parallelen Lagerebenen E1, E, und E3 in einem
kartesischen Koordinatensystem (X, Y, Z) mit dem Koordinatenur-
sprung in der Ebene ES’ wobei die Z-Richtung zu den Ebenen senk-
recht steht (Abb. 5.04). In der Ebene E, bzw. E, ist eine X und Y
parallele ebene Koordinate (X, Y)bzw. (i, ?) definiert, deren
Koordinatenursprung mit (o, o, a) bzw. (o. o. b) gegeben ist. In
den Ebenen E, und E, ist jeweils_dig rLKt f1 bzw. fz durch die
Funktion f1 (X, Y) = o bzw. f2 (X, Y) = .
dungsgerade zweier beliebiger Punkte (Xo: Yol und (XO, Yo) mit
o? Yo) < o und f2 (XO,
Schnittpunkt (XO, YO) mit der Ebene Ez. Alle derartigen Schnitt-
punkte lassen sich durch eine konvexe Linie ¥ mit der Beziehung
Y(X, Y) = o umschlieBen /77,30/. ¥ ist dabei die PrKt in der
Ebane E3 (Abb. 5.04).

o definiert. Eine Verbin-

den Beziehungen f, (X YO) < o hat einen

Da die rLKt f1 und fz die Formen von Punkt, Strecke oder konvexe
geschlossene Linie haben k&nnen, sind bezliglich der Erzeugung der
PrKt in Eq sechs Kombinationen méglich:

1) Punkt - Punkt

2) Punkt - Strecke

3) Punkt - geschlossene Linie
4) Strecke - Strecke

5) Strecke - geschlossene Linie

6) geschlossene Linie - geschlossene Linie
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Im folgenden wird die Bestimmung der PrKt fir diese Fille
behandelt.

Sind die rLKt f, und £, die Punkte A (io, Y Jund B (io’ §o)’
so ist die PrKt auch ein Punkt C (XO, YO), ndmlich der
Schnittpunkt der Ebene E; mit der Geraden AB (Abb. 5.04). Die
Koordinate (XO, Yo) ergibt sich dabei aus

aX - bX, ' A
XO =
a - b
. > (5.07)
v - aYo - bY
° a - b

Flir den Fall 2 oder 3, daR f1 ein Punkt mit der Koordinate
(io’ - =
mit der Funktion f2 (X, Y) = o ist, ist jedem Konturpunkt (X,Y) voN
£
Gln. (5.07) zugeordnet. Die Spur derartiger Punkte ist die PrKt
mit der Gl. Y(X, Y) = o, die der Gl. £, (X, ¥) = o #hnlich

ist. '

YO)‘und f, eine Strecke oder eine geschlossene Linie

, mit dem Punkt (io3 Yo)ein Punkt in der Ebene E; nach den

ILV()(,\/) = _Fz((a‘f'b);‘b)(o’ (“”b)é"b)’o) - O (5.08)

Fir den Fall 4, bei dem f1 und f2 gerade Strecken AA, und
FTﬁg sein sollen (Abb. 5.05a), sind die vier Endpunkte A,, A,,
B1 uné Bz_durch die Koordinaten (X1, Y1), (Xz, YZ)’ (Xq, Y1)

und (Xz, Yz) vorgegeben. In diesem Fall ist die PrKt ein
Parallelogramm, dessen Endpunkte C1, CS’ C2 und C4 die Schnitt-
punkte der Ebene E; mit den Geraden A B,, A B, A,B, und KTFE

sind (Abb. 5.05a). Die Koordinaten von Ci (i=1, 2, 3, 4) kbnnen
nach der Gl. (5.07) berechnet werden. Sind die Strecken KTKE

und E?FE miteinander parallel, so liegen die Punkte C; (i = 1, 2,
3, 4) auf einer K?KE und §T§; parallelen Geraden G in der Ebene

Ez, so daf die PrKt ebenfalls eine Strecke CTCE ist (Abb. 5.05b),
Dabei ist die Gerade G die Schnittlinie der Ebene E, mit der durch

zwei Parallelen A1K2 und B1B2 bestimmten Ebene F (Abb. 5.05b).




Die Bestimmung der PrKt fiir den Fall 5 148t sich aus der all-
gemeinen Bestimmungsmethode der PrKt ableiten. Es wird daher
hier darauf nicht ndher eingegangen.

Die allgemeine Bestimmungsmethode der PrKt basiert auf den Metho-
den der Bestimmung von PrKt filir die bisher behandelten einfachen
Fdlle. Danach ist die resultierende PrKt (Abb. 506)

Moglichkeit a

Abb.5.06 Zwei Moglichkeiten zur Darstellung
der Prkt
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a) die Einhiillende [7%3Q7 aller PrKt ¢k (k =1, 2, ...), die durch
die Kontur fz und jeweils einem Punkt Pk (k =1, 2,...) der
Kontur f1 mit den Koordinaten (Xk, Yk) (k = 1, 2, ...) bestimmt

werden.

b) die Hullkurve Z;Z3Q7 aller Schnittlinien Tk1 und Tk2 (k =1, 2,..),
die von den Tangentialebenen Fk1 und sz (k =1, 2, ...) in der
Ebene E; erzeugt werden. Die Tangentialebenen Fk1 und sz sind
durch die jeweils parallelen Tangenten an die Konturen £1 und
fz bestimmt.

Im folgenden wird die Anwendung beider Méglichkeiten zur Bestim~-
mung der PrKt diskutiert. Entsprechend der Gl. (5.08) 148t sich
durch die rLKt f, und einem Punkt (ﬁk, Yk) der rLKt £, eine PrKt
¢k bestimmen. Alle derartigen PrKt sind durch die Gln.

ﬂ(x,y,ﬁ,?«)aﬂ((a—b)é"bx“'m'b)z—by‘@)“ 0 und

ﬁ(fé,%) =

gegeben. Die Einhiillende Y aller Qk (k =1, 2, ...) ergibt sich nach
/™17 _] aus der Beziehung

R b)X bCs (a- w bCz)= o (5.09)

W(x/ y/ CA,C:

I
(@}

durch das Einsetzen der Funktionen C1
c, (X,Y).

(X,Y) und C2 =

2

C1 und C2 lassen sich aus

104(54,62) = 0
(5.10)

0V (X, Y. Cu, Cz). 0V (LY. e, G)
30, de, - 5o de,= 0

berechnen.



Bei einem einfachen Beispiel, bei dem f1 und f2 Kreise sind, ge-
geben durch

(X - mx)2 + (Y - my)2 - r12 = 0
(5.11a)
= 2 = 2 2 _
(X - nx) + (Y - ny) - T, = 0,
ist die PrKt ¥ ebenfalls ein Kreis
\ 2 _ 2 _ .2 _
(x—hx) + (y hy) T = 0 (5.11b)
Hierbei sind
3
an_ - bm
ho = X X
X a - b
any - bm
hy = _—E_:_E_X ? (5.11¢)
ar, - b-rT
T T J

Zur Bestimmung der PrKt nach der Definition b wird wie folgt
vorgegangen:

Bei einer geschlossenen konvexen Kontur sind in jeder Richtung

k zwei Tangenten mdglich, wobei die Kontur selbst als Hiillkurve
aller dieser Tangenten angesehen wird. Bei.zwei rLKt f1 und fz
sind demnach in dieser Richtung k insgesamt vier parallele Tan-
genten vorhanden (Abb. 5.07). Durch jeweils eine solcher paralle-
len Tangenten an die rLKt f1 und f2 ist eine Tangentialebene Fki
definiert, die eine Schnittlinie Tki mit der Ebene E3 hat. Eine
derartige chPittlinie_ist moglicherweise eine Tangente der ge-
suchten resulierenden PrKt in der k-Richtung. Es sind jedoch ins-
gesamt vier Tangentialebenen Fki (i =1, 2, 3, 4) m6glich, die zu
vier parallelen Schnittlinien Tki (i =1, 2, 3, 4) fihren (Abb.
5.07) . Die beiden auflen liegenden Schnittlinien Ty 1 und‘Tkz sind
~dann Tangenten der resultierenden PrKt in k-Richtung. Welche der
vier Schnittlinien "auflen liegen'", ist von der Anordnung der drei
Lagerebenen E1, E2 und E; abhdngig (Abb. 5.07 a, b). Die Ebene
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E3 kann entweder zwischen E1 und E2 oder aullerhalb dieses Bereiches

liegen. Folgende Behauptung ist dabei méglich. Die fiir die jeweils

3

aullen liegenden Schnittlinien 3Tk1 und Tkz maflgebenden Tangential-

ebenen Fk1 und sz miissen folgenden Bedingungen geniigen:

- Wenn E3 zwischen E1 und E2 liegt, liberschneiden sich die Tan-

gentialebenen Fk1 und sz zwischen E1 und E2 nicht.

- Wenn E3 aullerhalb E1 und E, liegt, iberschneiden sich die
Tangentialebenen Fk1 und sz zwischen E1 und E2 bei G.

Die Richtigkeit dieser Behauptung ist aus Abb. 5.07 zu erkennen.

Betrachtet man in der Ebene Pk1 (Abb. 5.07) die Konturstrecken

1 2 3 . 3
Tk1’ Tk1 und Tk1’ so erkennt man, daBl die Strecke Pk1 nur

durch die Strecken 1Pk1 und 2Pk1 bestimmt werden kann. Daraus

Pk1 mit den parallelen zugehdrigen Tangenteﬁ

folgt, daB die PrKt stilickweise aus zwei rLKt bestimmt werden

kann. Komplizierte rLKt werden dafiir in mehrere einfach darstell-
bare aufgeteilt. Die Bestimmung der PrKt fiir komplizierte rLKt
wird anhand eines Beispiels ndher beschrieben, bei dem die PrKt

Y in der Lagerebene E3 fiir eine kreisfdrmige rLKt f1 in der Lager-
ebene E, und eine sechseckige rLKt fz‘in der Lagerebene E, be-
stimmt werden soll. Hierbei liegt die Lagerebene E, zwischen den
Lagerebenen E, und E,.

Der Kreismittelpunkt der rLKt f1
ist durch die Eckpunkte Bj (i = 2, 4, 6, 8, 10, 12) gegeben, wo-
bei ihr Mittelpunkt mit BO und die Seiten mit Bi (i=1, 3, 5, 7,
9, 11) bezeichnet werden (Abb. 5.08).

ist Ao' Die sechseckige rLKt fz

Zuerst werden in der rLKt f1 die Punkte Ai i=1,3,5,7, 9, 11)
ermittelt, deren Tangenten entsprechend den Seiten Bi (1 =1, 3,
5, 7, 9, 11) parallel sind. Der Punkt Ai ist dabei der Schnitt-
punkt des Kreises f1 mit der auf die Strecke B senkrechten Ebene
durch den Kreismittelpunkt Ao‘ Es sind zwei solche Schnittpunkte
moéglich. Welche der beiden der gesuchte Punkt Ai ist, héngt von
der Lage der drei Ebenen'E1, E2 und E3 ab. Die Kreisbogen zwischen
den benachbarten Punkten von Ai (i=1,3,5,7,9, 11) werden mit
a. (j = 2, 4, 6, 8, 10, 12) bezeichnet. Durch die Paare von Ai

und 8; (i =1, 3, 5, 7, 9, 11) werden die Ausschnitte 7, (i = 1, 3

5, 7, 9, 11) der PrKt ¥ in der Ebene E; bestimmt (Abb. 5.08).
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Einem beliebigen singuldren Punkt Bi ist im Bereich zwischen zwei
benachbarten Seitenlinien eine Schar von Tangenten zugeordnet. Zu
jeder dieser Tangenten am Punkt Bj ist am Kreisbogen dj stets ein
Punkt mit den entsprechenden parallelen Tangenten zugeordnet. Daher
ergibt sich aus den Paaren von B. und dj (j = 2, 4, 6, 8, 10, 12)
die Ausschnitte 7} (j =2, 4, 6, 8, 10, 12) der PrkKt ¥ . Damit ist
die PrKt ¥ durch die Ausschnitte Tﬁ (m=1, 2, «.., 12) bestimmt
(Abb. 5.08). Der kritische Punkt bei einer derartigen Vorgehens-
weise zur Bestimmung der PrKt ist die Aufteilung der komplizierten
rLKt. Diese 148t sich allgemein wie folgt beschreiben: Die beiden
rLKt werden in gleich viele,m6glichst wenige Ausschnitte zerlegt,
so dafl der zugehdrige Ausschnitt der PrKt schrittweise einfach
bestimmt werden kann. Bei einer beliebig vorgegebenen LA wird zu-
ndchst jede rLKt, unabhidngig von den anderen, in einfach darstell-
bare Ausschnitte aufgeteilt. Derartige TLKt miissen méglicherweise
" weiter zerlegt werden, um eine einfache Bestimmung der PrKt zu er-
méglichen. Hierbei muBl sichergestellt sein, daf die Anzahl der
Ausschnitte der zu kombinierenden Lager gleich ist.

Bei-dem oben behandelten Beispiel wurden beide rLKt jeweils in
12 Ausschnitte aufgeteilt (Abb. 5.08).

Die PrKt wird zweckméfligerweise in zwei Arten von Gruppen unter-
teilt:

- einfache bzw. nicht tiberlappte PrKt
- Uberlappte PrKt

Das Unterscheidungsmerkmal beider Arten liegt in der Méglichkeit,
dafl bei der Starrkdrperbewegung des Balkens Teilbereiche der PrKt
mehrfach erreicht werden k&nnen. Im Beispiel ergeben sich aus

den sechs méglichen Kombinationen bei den ersten drei Fédllen ein-
fache PrKt und bei den letzten zwei Fdllen lberlappte PrkKt.




5.4, Die ridumliche Eindeutigkeitsanalyse

Die Berechnungsmethode der Auflagerkrifte und der Biegelinie
bei einer rdumlichen BAA ist, wie bei der ebenen BAA, von der
Art der Konfiguration der BAA abhingig. Bei einer BAA mit nur
spielfreien Lagern 14B8t sich das Problem in zwei frei wédhlbaren
Biegerichtungen getrennt behandeln. Das gleiche gilt auch fir
eine BAA mit mindestens zwei spielfreien und spielbehafteten
Lagern (normaler Fall), da die Eindeutigkeit der BAA trotz
spielbehafteter Lager gegeben ist. Deshalb sind derartige BAA
nicht Gegenstand der Eindeutigkeitsanalyse. Dagegen ist beil
einer BAA mit hdchstens einem spielfreien Lager zundchst eine
Eindeutigkeitsanalyse erforderlich. '

Die Grundlage einer derartigen Eindeutigkeitsanalyse ist die
Priifung, ob eine Starrkdrperbewegung des geraden Balkens in der
LA mdglich ist. Deshalb werden die rLKt zuerst in den jeweili-
gen Lagerebenen so transformiert, dall alle den Lagern zugehOri-
gen Balkenpunkte in einer Geraden liegen.

Die Eindeutigkeitsanalyse einer rdumlichen BAA ist im allgemeinen
sehr komplex, so daB eine geschlossene analytische LOsung nicht
méglich ist. Das ist darauf zurlickzufithren, daB die rLKt und die
daraus resultierenden Konturen nicht geschlossen darzustellen
sind. Die Analyse wird umso schwieriger, je grofer die Zahl der
Lager ist.

Ist bei einer BAA mit N (N > 3) Lagern eine StarrkOrperbewegung

des Balkens in N-1 Lagern mdglich, so beschreibt der Balken in

der N-ten Lagerebene aufgrund dieser StarrkOrperbewegung eine

Spur, die sich durch eine geschlossene konvexe Kontur umschlieflen
14B8t. Wenn diese Kontur und die rLKt in der N-ten Lagerebene ein
gemeinsames Gebiet einschlieBen, ist eine Starrkdrperbewegung des
Balkens in den N Lagern méglich. Andernfalls ist die BAA eindeutig.



Die analytische Vorgehensweise bei der Eindeutigkeitsanalyse

wird ausfiihrlich in Anhang 4 beschrieben. Dabei wird die Analyse
zuerst fir die BAA mit drei Lagern durchgefiithrt. Danach wird

sie bei der BAA mit vier Lagern fortgesetzt. Anschlielend wird

die Eindeutigkeitsanalyse der BAA mit beliebig vielen N (N > 3)
Lagern durchgefihrt. Dabei werden die méglichen Konfigurationen von
BAA in fiinf F4lle aufgeteilt:

- mehrdeutiger Fall

- mehrdeutig in X-Richtung und eindeutig kridftefrei in
Y-Richtung

- mehrdeutig in X-Richtung und eindeutig (allgemeiner
Fall) in Y-Richtung

- eindeutig krdftefreier Fall

- eindeutiger Fall (allgemeiner Fall)

Hierbei sind die X- und Y-Richtungen die sich ergebenden Biege-
richtungen, die bei der Eindeutigkeitsanalyse im (X, Y)-Koordi-
natensystem ermittelt werden.

Bei der im Anhang 4 detailliert beschriebenen Eindeutigkeits-
analyse wurde die folgende Vorgehensweise gewédhlt,

Eine PrXt schlieft die Spur ein, die der Balken aufgrund der
Starrkdrperbewegung in zwei spielbehafteten Lagern in der dritten
Lagerebene beschreibt. Daher kann die Eindeutigkeit der BAA mit
drei spielbehafteten Lagern durch die Untersuchung der Positionen
der PrKt und der rLKt festgestellt werden. Flir die Lage der PrKt

und der rLKt miissen vier Fdlle unterschieden werden:

1) Sie umschlieflen einen gemeinsamen Flidchenbereich. Die BAA ist
mehrdeutig.

2) Sie bertihren sich ohne EinschlieBung eines gemeinsamen Fl#ichen-
bereiches entlang einer Konturstrecke, die parallel zur X-Rich-
tung verlduft. Die BAA ist damit in X-Richtung mehrdeutig, in
Y-Richtung eindeutig krdftefrei.

3) Sie beriihren sich ohne EinschlieBung eines gemeinsamen Flichen-

bereiches nur in einem Punkt. Die BAA ist eindeutig kriftefrei.

4) Die Konturen liegen nebeneinander.
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Fiir den Fall, daB die PrKt und die rLKt in einer Lagerebene
nebeneinander liegen, wird als Ma der Entfernung beider Kon-
turen der Abstand zweier Abstandsbasen definiert, in denen die
zugeordneten Tangenten parallel sind (Abb. 5.09). Abstandsbasen
sind Punkte oder gerade Strecken der Konturen. Sind sie Strecken,'
so ist die Konfiguration der BAA mehrdeutig in X-Richtung und
eindeutig in Y-Richtung, wobei die ¥-Richtung die zu den Ab-
standsbasen parallele Richtung ist. Dagegen ist die Konfiguration
der BAA eindeutig, wenn Abstandsbasen Punkte sind. Die Abstands-
basis in der rLXKt bestimmt dabei den Teil der rLKt, an dem die
Auflagerkraft auf den Balken wirkt. Damit ist gleichzeitig die
mégliche Auslenkungsstelle des Balkens in dem betreffenden spiel-
behafteten Lager bestimmt.

Es wird in Anhang 4 gezeigt, daB die Ein- bzw. die Mehrdeutig-
keit der BAA durch derartige Untersuchungen in einer oder in
zwei Lagerebenen hinreichend bestimmt werden kann. AufBerdem
wird die Vorgehensweise der Eindeutigkeitsanalyse der BAA mit
Kombinationen verschiedener Formen der rLKt (Punkte, Strecken
und geschlossene Konturen) detailliert beschrieben.

Zur Durchfiithrung der Eindeutigkeitsanalyse filir die BAA mit

vier Lagern werden die Konfigurationen aller mdglichen Lager-
kombinationen von jeweils drei Lagern verwendet. Ist die Konfi-
guration einer dieser Kombinationen eindeutig, so ist die Gesamt-
anordnung auch eindeutig. Fiir die Mehrdeutigkeit der Gesamtan-
ordnung ist die mehrdeutige Lagerung des Balkens in jeweils drei
Lagern notwendig, aber nicht hinreichend. Fiir den Fall, dafl der

Balken in drei Lagern mehrdeutig oder eindeutig krédftefrei auf-
gelagert wird, beschreibt der Balken durch die Starrkdrperbewe-
gung in der vierten Lagerebene eine Spur. Eine derartige Spur wird
entweder durch eine konvexe Kontur umschlossen oder ist eine
Strecke oder ein Punkt. Die Eindeutigkeitsanalyse erfolgt durch
die Untersuchung der Positionen dieser Kontur und der rLKt in

der vierten Ebene, dhnlich wie bei der BAA mit drei Lagern.

Bei den restlichen Fdllen gibt es keine durch Starrkdrperbewe-
gung erzeugte Spur in der vierten Lagerebene. Der Balken hat
jedoch aufgrund der Lagerung in drei Lagern in der vierten Lager-
ebene eine Spur, die eine Strecke oder ein Punkt ist. Wenn diese
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Spur'durch die rLKt in der vierten Lagerebene gani oder teilweise
eingeschlossen wird, verdndert das vierte Lager prinzipiell das
Ergebnis der Eindeutigkeitsanalyse nicht. Liegen diese Spur und
die rLKt in der vierten Lagerebene nebeneinander, so 1l4Bt sich die
Eindeutigkeitsanalyse durch die Untersuchung der relativen Positi-
onen beider Konturen zueinander in der vierten Lagerebene durch-
fihren.

Die Eindeutigkeitsanalyse der BAA mit beliebig vielen N (N > 4)
Lagern kann, ausgehend von Kombinationen mit drei Lagern, stufen-
weise durch die Analyse von Lagerkombinationen mit der néchst-
gréBeren Anzahl von Lagern durchgefiihrt werden. Deshalb werden

im folgenden nur die besonderen Punkte diskutiert, die fir die

allgemeine Formulierung der Eindeutigkeitsanalyse bei rdumlichen
BAA mit sehr vielen Lagern von Bedeutung sind.

Bei einer ebenen BAA konnte gezeigt werden, daf die BAA mit

N (N > 3) Lagern mehrdeutig ist, wenn sich die Konfigurationen
aller Kombinationen mit drei Lagern als mehrdeutig erweisen
(Abschn. 4.4.3.). Bei einer rdumlichen BAA ist eine solche Be-
hauptung nicht mehr méglich. Hier 14B8t sich dagegen die Mehr-
deutigkeit der BAA erst dann feststellen, wenn alle Kombinationen

hauptung wird bei einer BAA¢¥LKt aus nur geschlossenen konvexen
Konturen dadurch bewiesen, dafl gezeigt wird, dafl beliebig viele

L (L > 3) konvexe Konturen in einer Ebene einen gemeinsamen Be-
reich umschlielen, wenn alle Kombinationen mit drei Konturen

jeweils einen gemeinsamen Bereich umschlieBen (Anhang 5). Bei

einer derartigen Vorgehensweise konnen die Konfigurationen von

BAA mit beliebig vielen N (N > 5) Lagern bestimmt werden (Anhang 4).



5.5  Berechnung der Auflagerkréfte und der Biegelinie

5.5.1. Allgemeines

In diesem Abschnitt wird die Berechnungsmethode der Biegelinie
des Balkens und der auftretenden Auflagerkrifte bei einer rdum-
lichen BAA untersucht. Dabei kdnnen im Hinblick auf die Berech-
nung der Auflagerkridfte die Methoden verwendet werden, die schon
im ebenen Fall diskutiert wurden (Abschn. 4.4 ) '

Bei einer rdumlichen BAA sind unter Berlicksichtigung der Ein-
deutigkeitsanalyse entsprechend der Biegerichtungen X und Y
mehrere Kombinationsfdlle der ebenen Lagerung denkbar (Tabelle
5.1.). Bei dieser Zusammenstellung werden die Fdlle, die sich

nur durch die Koordinatenvertauschung unterscheiden, nur einmal
aufgefiihrt. Auflerdem werden in der letzten Spalte der Tabelle
5.1, die fir die Aufteilung dieser Kombinationsfille entsprechen-

den Konfigurationen der BAA aufgetragen.

Lagerung in
Fidlle
X-Richtung Y-Richtung
1 mehrdeutig mehrdeutig > 0
eindeutig
2 mehrdeutig krdftefrei o=+ 0
3 mehrdeutig allgemeiner Fall <+ 0
eindeutig eindeutig
4 krédftefrei krdftefrei = -0
eindeutig
5 krdftefrei allgemeiner Fall < -0
6 allgemeiner Fall allgemeiner Fall < -0
7 normaler Fall normaler Fall

Tabelle 5.1. Die Kombinationsméglichkeiten der Lagerung
bei rdumlicher BAA.
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Flir die weitere Untersuchung konnen die vor der Durchfiihrung
der Eindeutigkeitsanalyse vorgegebenen Koordinaten X und Y
der spielbehafteten Lager durch die Koordinaten X und ¥
ersetzt werden. Daher wird im folgenden vorausgesetzt, daB
alle GroéBen auf die Koordinaten X und Y transformiert wer-
den /1% _/. Fir die Fidlle 1, 4 und 6 ist eine derartige
Transformation nicht notwendig. Bei dem Fall 4 ist die Lage
des Balkens bereits durch die Eindeutigkeitsanalyse festge-
legt worden. Das gleiche gilt fir die Lage des Balkens in
Y-Richtung bei dem Fall 2. Dagegen 148t sich in diesem Fall
die Lage des Balkens in X-Richtung unter der Vorgabe der im
Abschnitt 4.5 gemachten zusdtzlichen Angaben berechnen, d.h.
die Berechnung der Biegelinie erfolgtvin beiden Richtungen
nach verschiedenen Methoden. Das gleiche gilt auch fir die
Fdlle 3 und 5. Bei der Untersuchung dieser vier Fidlle (von

2 bis 5) wird auf die LOsungsmethode zuriickgegriffen, die
fir die ebene BAA entwickelt wurde. Damit bleiben filir eine
eingehende Untersuchung nur die Fidlle 1, 6 und 7 Ubrig.

Bei einer rdumlichen BAA sind im Gegensatz zur ebenen BAA fir
die eindeutige Anordnung (Die Fidlle 6 und 7) die Lagerungs-
méglichkeiten des Balkens in den spielbehafteten Lagern unend-
lich groB. Jeweils eine davon ist aber nur die Gesuchte. Bei

dieser Lage miissen

1) die Auflagerkréfté und ihre Komponenten in X- und Y-Richtung
die statischen Gleichgewichtsbedingungen und

2) die Auflagerkrifte und ihre X- und Y-Komponenten in spielbe-
hafteten Lagern die Beziehungen (5.01) bis (5.06) erfiillen
(Abschn. 5.1).

Eine analytische Ermittlung der Auflagerkrédfte ist nur in wenigen
einfachen Fdllen mdglich, wobei das Problem umso schwieriger wird,
je komplizierter die rLKt darzustellen ist. Die Berechnung der
Auflagerkrédfte bei einer rdumlichen BAA mit spielbehafteten Lagern
148t sich nur dann in zwei voneinander unabhingigen Probleme in

X- und Y-Richtung aufteilen, wenn alle spielbehafteten Lager recht-
eckige rLKt sind, deren Seiten den X- und Y-Richtung parallel sind.
Damit 148t sich die folgende LOsungsmethode zur Berechnung der



- 76 -

Auflagerkrifte ableiten: Zuerst wird die Auslenkung des
Balkens innerhalb der spielbehafteten Lager angenommen.

Wenn der Balken an einem Lager die rLKt nicht berithren soll,
wird dieses Lager zunichst nicht beriicksichtigt. Das Problem
wird dann mit den verbleibenden Lagern untersucht, wobei

jede rLKt durch eine fiktive Rechteckkontur mit X und Y
parallelen Seiten, der sog. rechteckigen Ersatzkontur
(abgeklirzt: rEKt), ersetzt wird. Eine rEKt muBR innerhalb

der zugehOrigen rLKt liegen und der angenommene Auslenkungs-
punkt des Balkens ist gleichzeitig Teil der rLKt und rEKt.

Die Aufgabe teilt sich damit in zwei unabhidngige ebene Prob-
leme in X- und Y-Richtung. Fiir diese werden die Auflagerkrifte
und die Biegelinie mit Hilfe der Losungsmethoden fir den nor-
malen und allgemeinen Fall der ebenen BAA berechnet (Abschn. 4).
Die daraus resultierenden Auflagerkridfte und die Biegelinien
sind Komponenten der L&sung filir rdumliche BAA.

Anschlieflend wird gepriuft:

1) ob die Differenzen zwischen den Richtungen der berechneten
Auflagerkridfte und der aufgrund der angenommenen Auslenkung
erwarteten Richtung der Auflagerkridfte in allen spielbehaf-
teten Lagern gleichzeitig vorgegebene Grenzwerte unterschrei-
ten.

2) ob die berechnete Biegelinie innerhalb der rLKt der Lager
liegt, die zunichst nicht berlicksichtigt wurden. .

Falls diese Bedingungen nicht erfiillt sind, wird die Rechnung unter
verdnderten Annahmen lber die Balkenauslenkung wiederholt. Fiir den

Erfolg eines derartigen iterativen Vorgehens ist eine gute Vorgabe

der ersten Werte flir die Auslenkung des Balkens in den spielbehaf-

teten Lagern von grofler Bedeutung.

Die Vorgehensweise zur Berechnung der Auflagerkrdfte und der
Biegelinie bei der r#umlich eindeutigen BAA wird in den Abschnit-
ten 5.5.3. (allgemeiner Fall) und 5.5.4. (normaler Fall) unter-
sucht. Zuvor wird die Konstruktion dér rEKt im Abschnitt 5.5.2.
behandelt. AnschlieBend wird im Abschnitt 5.5.5. eine M6glichkeit
zur Behandlung der BAA beim mehrdeutigen Fall beschrieben.
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5.5.2. Konstruktion von rechteckigen Ersatzkonturen

Eine rechteckige Ersatzkontur (abgekiirzt: rEKt) ist eine
innerhalb der rLKt liegende rechteckige Kontur mit paralle-
len Seiten in X- und Y-Richtung, auf denen der angenommene
Auslenkungspunkt B' des Balkens liegen mufl. Die rEKt soll mit
der rLKt mdglichst viele gemeinsame Punkte und Strecken haben
und einen mdglichst grofen Bereich umschliefen.

Im folgenden wird beschrieben, wie man im Normalfall fir den
Punkt B' (X, Y) eine rEXKt konstruiert, deren Eckpunkte mit

A (X', YY), A" (X", Y'") und A" (X', Y") bezeichnet werden.
Hierbei werden Strecken- und punktfdérmige Konturen als Sonder-
form der rEKt betrachtet.

Eine rLKt hat eine der drei Formen: geschlossene konvexe Kontur,
gerade Strecke und Punkt. Fiir die allgemeine Beschreibung wird
jedoch zuerst die geschlossene konvexe Kontur behandelt. Hier
ist der Punkt B' der rLKt entweder

a) ein Normalpunkt der Kontur (Abb. 5.10) oder

b) ein Punkt in einer Randstrecke (Abb. 5.11) oder

c) ein Schnittpunkt zweier Randstrecken (Abb. 5.12) oder
d) ein Randpunkt in einer Richtung (Abb. 5.13) oder

e) ein Randpunkt in X und Y-Richtung (Abb. 5.14).

Ist der Punkt B' ein Normalpunkt (Fall a), so soll er gleichzei-
tig der Eckpunkt A' sein, d.h.

X' = X
(5.12)

g 2

Y =

Die Parallelen zu X- und Y-Richtung durch B' schneiden die rLKt

bei B”'(i', ?5und B””(i, ?') (Abb. 5.10). Mit weiteren zwei Paralle-
len zur Y-Richtung durch B'"' und zur X-Richtung durch B"'" erhilt
man einen Schnittpunkt B"(i', ?').
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Wenn der Punkt B"' ein Normalpunkt ist, schneidet die Gerade
B"B'"' die rLKt bei *B'! (Abb. 5.10a), so daB die Strecke
®BUTRBMT im Konturbereich f liegt. das gleiche gilt auch fiir
die Strecke *B"B"", Nun wird zuerst der Fall behandelt, bei
dem die Punkte B'"' und B"" Normalpunkte sind. Falls hier B"
innerhalb der rLKt f liegt, sollen die Punkte B'", B"' und B""
die Eckpunkte der rEKt A", A"' und A"" sein. Wenn sich aber
B" auBlerhalb der rLKt befindet, wird eine der beliebigen bei-
der Schnittpunkte ¥grt.ynd ®B" als Eckpunkt A' festgelegt.
Dadurch ergibt sich eine rEKt (Abb. 5.10a).

Falls nur einer der Punkte B"' und B'"" ein Normalpunkt (z.B. B'"'")
und der andere ein Randpunkt ist (Abb. 5.10b), gibt es keinen
Schnittpunkt ¥Rt . Hier sind die Punkte B"' und ¥B"" die Eck-
punkte A"' und A", woraus sich eine rEKt ergibt. Sind B"' und-
B"" Randpunkte, so kann eine der Strecken B'B™' und B'B"" als

rEKt genommen werden (Abb. 5.10c).

Wenn einer der Punkte B'"' und B'"" in einer Randstrecke (z.B. B"')
liegt und der andere (z.B. B"'") ein Normal- oder Randpunkt ist,
ist der Punkt B"' der Eckpunkt A"' (Abb. 5.10d). Liegen dabei

B" und B"' in gleicher Randstrecke, so sollen die Punkte B"

und B"" die Eckpunkte A" und A'"' darstellen. Anderenfalls soll
der Endpunkt Xgn' der Randstrecke zwischen B" und B'" der Eck-
punkt A" sein (Abb. 5.10d). Es bleibt nun der Fall ibrig, bei

dem B"' und B'"'" jeweils in einer Randstrecke liegen (Abb. 5.10e).
Uberschneiden sich diese beiden Randstrecken im Punkt B'", so sind
die Punkte B'", B"' und B'"'" die Eckpunkte A", A"' und A"'". Ist dies
nicht der Fall, so wird der Punkt XB1t oder ®B"' als Eckpunkt A"
festgelegt (Abb. 5.10e). Daraus ergibt sich die gesuchte rEKt.

Liegt der Punkt B' in einer Randstrecke (Fall b), z.B. in X-Richtung
(Abb. 5.11), dann soll diese Randstrecke die Seite ATA™ der

TEKt sein. Wenn dabei mindestens einer der Punkte A' und A"" ein
Randpunkt in Y-Richtung ist, kann die Strecke ATA™ al1s rEKt in
Sonderform festgelegt werden. Es bleiben nun die Fdlle, bei denen
die Punkte A' und A"" jeweils ein Punkt in einer Randstrecke oder
ein Normalpunkt fiir Y-Richtung sein kdénnen. Ist z.B. der Punkt A’
ein Normalpunkt (Abb. 5.11), so schneidet eine Parallele zur X-
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Richtung durch A' die rLKt im Punkt B"'. Ist dagegen z.B. der

Punkt A"" ein Endpunkt einer Randstrecke in Y-Richtung (Abb. 5.11),
so ist der andere Endpunkt B'" gleicher Randstrecke vorhanden.

Die kiirzere von beiden Strecken ATB™' und A™'B" ist dabei die
zweite Seite der rEKt, wihrend bei ATB"™' = A""B" die beiden

Strecken die Seiten der rEKt darstellen. Daraus ergibt sich die

gesuchte rEKt. Ist der Punkt B' der Schnittpunkt zweier Rand-
strecken B'B"' und B"B"" (Fall c), so ist der Punkt B' der Eck-
punkt A' der rEKt. Wenn.dabei die beiden Punkte B"' und B'"'" Rand-
punkt in X- und in Y-Richtung sind, wird als Eckpunkt A" ein be-
liebiger Punkt innerhalb der rLKt gewdhlt, so daB sich daraus
eine TEXKt mit den Punkten A', B"' und B"'" nach der im Falle a
beschriebenen Methoden bestimmt werden (Abb. 5.12).
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Wenn der Punkt B' ein Randpunkt in eine Richtung (Fall d), bei-
spielsweise in X-Richtung ist, ist er nach der bisher beschrie-
benen Methode gleichzeitig A' und A"'"., Die rEKt ist in diesem
Fall die zur X-Richtung parallele Strecke B'B"' durch den Punkt
B' innerhalb der rLKt (Abb. 5.13). Im Falle e, bei dem der
Punkt B' in beiden Richtungen Randpunkt ist, ist die rEKt als
Sonderform der Punkt B' selbst (Abb. 5.14).

Damit ist die Beschreibung zur Konstruktion der rEKt bei einer
konvexen geschlossenen rLKt abgeschlossen. Bei einer strecken-
férmigen rLKt ist sie selbst die rEKt, wenn die Strecke zu X-
oder Y-Richtung parallel ist. Anderenfalls ist die rEKt der
Punkt B' in Sonderform.
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5.5.3. Allgemeiner Fall

In diesem Abschnitt wird die Durchfiihrung der Berechnung der Auf-
lagerkridfte und der Biegelinie bei einer rdumlichen BAA behandelt,
deren Konfiguration durch die Eindeutigkeitsanalyse als "eindeutig"

festgestellt worden ist.

Die BAA ist in einem (X, Y, Z)-Koordinatensystem (die Balkenlédngs-
richtung: Z) gegeben und besteht aus einem vorgebogenen Balken
und einer LA von M (M > 3) spielbehafteten Lagern in den zur Z-
Richtung senkrechten Lagerebenen E_ m=1,2, «.., M), wobei
jedem Lager ein bestimmter Balkenpunkt zugeordnet ist.

Diese Aufgabe wird mit einer iterativen Methode geldst, bei
der das rdumliche Problem in zwei ebene Probleme aufgeteilt
und unter Benutzung der Lésungsmethode fﬁr den allgemeinen Fall der

. ebenen BAA (Abschn. 4. 4.2) geldst w1rd Dafur ‘wird eine fingierte
Einspannstelle bei einem w111kur11ch gewdhlten Koordlnatenursprung

fiir z=o festgelegt, die sich auBerhalb der vorgegebenen LA befindet.
Schlieflich wird unter Vorgabe der X- und Y-Richtung die Lage

der BAA in (X, Y, Z)-Koordinatensystem festgelegt. Die Vor-
biegung des Balkens wird in X- und Y-Richtung durch XH(z) und
yH(z) gegeben, wdhrend die Balkenquerschnitte so beschaffen

sind, dafl die Biegesteifigkeit bei bestimmter Z flir alle Biege-~
richtungen gleich, d,h. nur eine Funktion von Z ist. Die Lagen
von M Lagerebenen Em seien durch Z = Zm ='Z1, ZZ’ oy ZM gege-
ben und die Einfluflzahlen . und die Einheitsbiegelinien

ﬁn(z) (m, n=1, 2, ..., M) bezogen auf die fingierte Einspann-
stelle (Abschn. 4.2.2.) seien bekannt. Die spielbehafteten Lager
sind durch die rLKt £ = f (Xm, Ym) = 0 in der Lagerebene E.

~ m
(m=1, 2, ..., M) zu

Y=Y +Y - (5.13)



und die flir alle Biegerichtungen konstanten elastischen Nach-

giebigkeiten w (my, n=1, 2, ..., M) vorgegeben. Hier wird das

mn

Koordinatensystem (X Ym) als ein nur in der Lagerebene E. bei

m’
Z = Zm giltiges System verstanden, wobeil X und X bzw, Yo und Y
parallel sind und der Koordinatenursprung von (Xm,'Ym) die Koordi-

naten (Xom’ Zm) im Gesamtsystem hat,

Yom?
Im folgenden miissen die Komponenten der Auflagerkridfte XD: und
YD; (n=1, 2, ..., M) sowie der Balkenbiegelinie XHX(Z) und
yH*(z) berechnet werden.

Sowohl bei der Eindeutigkeitsanalyse als auch bei der Behandlung
der ebenen BAA (Abschn. 4.4.2) war es notwendig, die Positionen
der spielbehafteten Lager so zu transformieren, daBl die den Lagern
zugeordneten Balkenpunkte in einer Geraden liegen. Bei einer der-
artigen Transformation auf die Z-Achse werden die Lagen der rLKt
durch

X

= X
X o= X+ X H(Z,)

- _y
Yo=Y o+ Y H(Z,) f (5.14)
Z =z

m
J

definiert, widhrend die GroéBen, wie die Einfluﬁdaten~(umn, ﬁn(Z)),
die Biegesteifigkeit und die elastische Nachgiebigkeit, keine
Anderung erfahren.

Die wesentlichen Probleme bei dem gewdhlten iterativen Vorgehen
liegen in folgenden Punkten:

- die Annahme der Auslenkungsstelle des Balkens in den rLKt fir
den ersten Rechenschritt

- der Rechenvorgang in einem eingeschwungenen Rechenschritt

- die Prlfung der Richtigkeit der angenommenen Auslenkungs-
stellen ' ‘

- die Festlegung der neuen Auslenkungsstellen fir den weiferen
Rechenschritt



Fiir den ersten Rechenschritt kdnnen als Auslenkungsstellen

Bt (m= 1,2, ..., M) des Balkens in den rLKt die sog. mdgli-
chen Auslenkungspunkte angenommen werden, die durch die Ein-
deutigkeitsanalyse ermittelt wurden. Eine Auslenkungsstelle
kann jedoch auch ein beliebiger Punkt im Konturbereich der zu-
gehd6rigen rLKt sein.

Im folgenden wird der Rechenvorgang fiir den i-ten Rechenschritt

(i =2, 3, ...) unter der Annahme beschrieben, daBl die Auslenkungs-
stellen Bp: (m = 1, 2, ..., M) bekannt sind. Liegt bei einem
Lager die Auslenkungsstelle nicht auf der rLKt, so wird dieses
Lager fiur die Untersuchung nicht berlicksichtigt. Bei den tibrigen
spielbehafteten Lagern wird fir jede Auslenkung B'm,i in jeder

rLKt £ ein rEKt mit den Eckpunkten A (X' YD), AR (XD, Y1),

Al (Xﬁ, Yﬁ) und AL" (X&, Yﬁ) bestimmt. Daraus ergeben sich fiir

die X- und Y-Richtung die Lagerspiele

-
Xar _ aps " _ X
1Sm = Min (Xﬁ, Xm) * Xom H(Zm)
X _ ' _ X
5S, = Max (X!, X) + X_ H(Z,)
: ’ 5.15
Ys = Min (Y', Y™ + Y - VH(Z.) } ( :
1%m m’ ‘m om m
’S_ = Max (Y', Y + Y - YH(Z.)
2°m m?’ "m om m J
Hierbei sind ?Sm bzw. gsm die untere (j=1) und die obere (j=2)

Grenze des Lagerspiels in X- bzw. Y-Richtung fir das m-te Lager.

Damit k&énnen unter Anwendung von (Gl. 4.22) die Komponenten der

Auflagerkrifte XDi und yDi sowie die GroBen xUm, yUm, X%m und %xm
(Gl. 4.22) in X- und Y-Richtung flr jedes Lager berechnet werden.
Aus den errechneten Komponenten der Kridfte XDi und yDﬁ (m 1, 2,
1, 2, ..., M) der

il

1

«+., M) lassen sich nun die Richtung /u; ; (m
resultierenden Auflagerkridfte ermitteln.’



Zu jeder Auslenkungsstelle Bﬁ i‘in der rLKt ist stets ein Winkel-
yi-
bereich mit den Grenzen ﬂm1,i und »ﬂmz,i zugeordnet (/“m1,i 2 ﬁhz;i)
zwischen denen, die aufgrund der Annahme von B& ; erwarteten Rich-
. ] .
tung der Auflagerkraft liegen muB. Dabei ist ﬂm1,i =/ﬂm2,i fiur
einen regulidren Punkt Bﬁ,i’ wdhrend ﬂnﬂ,i < ;ﬂmzzi flir einen singu-
l4dren Punkt Bﬁ i gilt. Wenn Bﬁ i (m=1, 2, ..., M) die Auslen-
H »
kungspunkte des Balkens in den spielbehafteten Lagern flir den
Gleichgewichtszustand der BAA sein sollen, miissen bei allen beriick-

sichtigten spielbehafteten Lagern die Beziehung

Mmi,i =< Mai < fnz,i b (5.16)

bestehen, wobei € eine kleine, positive GroBe ist.

Dagegen muf bei den im Rechenschritt nicht berilicksichtigten spiel-
behafteten Lagern der Balken innerhalb der rLKt verlaufen. Andern-
falls wird der weitere (i+1)-ten Rechenschritt mit einer erneuten
Annahme von Auslenkungsstellen B& m=1, 2, ..., M) durchge-

fihrt.

,i+1

Dabei wird fiir die Auslenkungsstelle Bﬁ,i+1 ein dem Winkel
/(i,i entsprechender Konturpunkt fiir das spielbehaftete Lager
gewdhlt, bei dem sich im i-ten Rechenschritt die von Null
verschiedene Auflagerkraft ergab. War die Auflagerkraft im
i-ten Rechenschritt dagegen Null, so wird dieses Lager im

(i+1)-ten Rechenschritt nicht beriicksichtigt.

Ebenfalls wird das spielbehaftete Lager nicht berilicksichtigt,
das im i-ten Rechenschritt nicht beriicksichtigt war und bei
dem der Balken innerhalb des Konturbereiches der rLKt verlief.
Schlieflich wird im (i+1)-ten Rechenschritt das spielbehaftete
Lager beriticksichtigt, das im i-ten Rechenschritt beriicksich-
tigt war und bei dem der -Balken auBerhalb der rLKt verlief.

Da bei einem solchen Fall in der Lagerebene die rLKt und der
Auslenkungspunkt des Balkens aus dem i-ten Rechenschritt
"nebeneinander'" liegen, gibt es zwischen ihnen ein Abstand



und somit Abstandsbasen. Als Auslenkungsstelle B& 1+ wird
dabei die Abstandsbasis in der rLKt angenommen. Nachdem alle
Auslenkungsstellen Bﬁ,i+1 (m=1, 2, ..., M) bekannt sind, kann

die Rechnung filir den (i+1)-ten Rechenschritt durchgefiihrt werden.

Ein derartiger Rechenvorgang wird so lange wiederholt, bis bei
allen spielbehafteten Lagern gleichzeitig die nach jedem Rechen-
schritt gepriiften Bedingungen erflillt sind. Mit den errechneten

‘ Auflagerkriften xDi und YDf (n=1, 2, ..., M) kénnen nach der
Gl. (4.24) die X- und Y-Komponenten *H¥(Z) und YH®(Z) der Balken-
biegelinie berechnet werden.

5.5.4. Normaler Fall

In diesem Abschnitt wird der Rechengang zur Bestimmung der Auf-
lagerkrdfte und der Biegelinie der rdumlichen BAA mit mindestens
zwei festen (spielfrei - nicht nachgiebigen) Lagern beschrieben,
wobei die Eindeutigkeit der BAA durch feste Lager bereits gegeben
ist.

Die BAA ist in einem (X, Y, Z)-Koordinatensystem gegeben und be-
steht aus einer LA von R (R 2 2) festen Lagern und von M (M > 0)
spielbehafteten Lagern in Z-Richtung senkrechten Lagerebenen E.
(r =1, 2, ..., R) und Em (m=1, 2, ..., M) und aus einem in

R festen Lagern aufgelagerten vorgebogenen Balken, wobei jedem
Lager ein bestimmter Balkenpunkt zugeordnet ist.

Die eingepridgte Verbiegung des Balkens in R festen Lagern sowie
die dabei auftretenden Auflagerkridfte werden in X- und Y-Richtun-
gen durch *H(Z) und YH(Z) sowie *A_ und yAr (r =1, 2, +.., R)
gegeben, wihrend die Balkenquerschnitte so beschaffen sind, daB
die Biegesteifigkeit in jedem Punkt Z fiir alle Biegerichtungen

gleich ist, d.h. nur eine Funktion von Z. Die Lagen von R bzw.

M Lagerebenen seien durch Z = Z;= Zy, Z,, «.., Ig bzw. Z = Z =
Zqs Zos «vns ZM gegeben und die Einflufzahlen Orn und die Ein-
heitsbiegelinie % _(Z) (m, n =1, 2, ..., M) sowie die Einheits-

auflagerkrifte a . (r = 1, 2, ..., R) seien bekannt (Abschn. 4.2.2).
Die Funktion fm = fmU%uw{)=O der rLKt und die fiir alle Biege-
richtungen konstanten elastischen Nachgiebigkeiten(»mn jedes
spielbehafteten Lagers seien vorgegeben, wie im Abschnitt 5.5.3.

(Gl. 5.13) beschrieben.



T
1, 2, «.., R) in R festen Lagern, anx und yan (n =1, 2, «..,

M) in M spielbehafteten Lagern sowie die Balkenbiegelinie H ()
und yHX(Z) berechnet.

Es werden die Komponenten der Auflagerkrifte XA:* und YArx (r =

Wenn die eingeprigte Biegung des Balkens bei allen M spielbehafte-
ten Lagern innerhalb der rLKt verlduft, so bestehen die Beziehungen

XArK - XAr
! (5.17)
yArx - yAr
(r =1, 2, . °3R)
*H*(2) = *H(2)
YH¥(z) = YH(Z)

Falls die eingeprédgte Biegelinie nicht innerhalb aller rLKt liegt,
missen zundchst die Auflagerkrdfte in den Lagern berechnet werden.
Dies erfolgt in iterativer Art. Die LOsung des Problems 148t sich
dhnlich wie beim allgemeinen Fall (Abschn. 5.5.3) in vier Schritte
aufteilen.

Fir den ersten Rechenschritt konnen entsprechend der eingeprigten
Balkenbiegelinie die Auélenkungsstellen Bﬁ,T m=1, 2, ..., M)
gewdhlt werden. Wenn die eingeprédgte Balkenlinie mit der Lager-
ebene Em aulerhalb der rLKt fm im Punkt Cm tiberschneidet, wird als
Auslenkungsstelle B$’1 die dem Punkt Cm zugeordnete Abstandsbasis
in der rLKt fm gewdhlt.



Fir den i-ten Rechenschritt wird angénommen, daBl die Auslenkungs-
stellen B', (m =1, 2, ..., M) bekannt sind. Liegt Bﬁ,i bei einem
Lager nicht in der rLKt fm’ so wird dieses Lager filir die Berech-
nung nicht beriticksichtigt, Bei den anderen spielbehafteten Lagern
wird in jeder rLKt f fir B' i ein rEKt mit den Eckpunkten A'

(Xm, Yé), Aﬁ' (Xﬂ, Y'), A" (X”, Y") und A”” (X' Yﬁ) bestlmmt.
Daraus ergibt sich in der X- und Y- R1chtung fur die Lagerspiele:

Xa - " A
1Sm = Min (Xm, Xm) + xom
XS = Max (X', X") + X
2°m m’ “m om
(5.18)
y = 1
1Sm Min (Ym, Yﬂ) + YOm

7S = Max (Y}, Y/) + Y

Nach der Gl1. (4.17) koénnen die Komponenten der Auflagerkréfte

xDi und yDi (n=1, 2, ..., M) berechnet und die Richtung /{m i
(m =1, 2, ..., M) der resultierenden Auflagerkrifte ermlttelt
werden. Die Vorgehensweise filir die Priifung der Richtigkeit der

angenommenen Auslenkungsstellen B! (m=1, 2, ..., M) sowie

flir die Festlegung der neuen Auleniungsstellen Bﬁ’i+1(m =1,

2, .., M) wird aus den entsprechenden L8sungsmethoden entnommen,

die beim allgemeinen Fall angewendet wurden (Abschn. 5.5.3.).

XDi und yDﬁ (n=1, 2,
.., M) berechnet worden sind, kénnen die Auflagerkrifte XA?

und yA? (r =1, 2, ..., R) nach der G1. (4.19) und die Biege-

linie aus XHx(Z) und yHX(Z) nach der Gl. (4.20) berechnet werden.

Wenn die Komponenten der Auflagerkrédfte

Falls in der Anordnung K zus#tzliche Einzelkrifte aus XPk und

yPk (k =1, 2, ..., K) vorhanden sind, wird anstatt der einge-
pridgten Balkenbiegelinie aus XH(Z) und yH(Z) die Biegelinie mit
den Komponenten xH'(Z) und yH'(Z) verwendet, die wie folgt ermit-
telt werden (Abschn. 4.2).



K
XH'(Z) - XH(Z) + §14Qk(z) . ka

k
L (5.19a)

YH(Z) + z ,&
k=

THY (2)

k(Z) k

Dabei ergeben sich die Auflagerkrdfte in R festen Lagern XA% und

yA% anstatt xAr und yAf (r=1,2, «v., R)

X b K X

| — .
Ar Ar +k§1 brk Pk

[ (5.19b)

y y K y
Al = 7A_ + I b * /P

T T Tk k J

5.5.5. Mehrdeutiger Fall

Die Untersuchung filir eine mehrdeutige BAA ist ohne zusidtzliche
Konvention bereits abgeschlossen. Im folgenden werden Fédlle
behandelt, bei denen zusdtzliche Konventionen zur Ermittlung
einer quasistabilen Lage des Balkens flihren. Folgende Mdglich-
keiten sind dabei denkbar:

Das Zentralelement ist stets vertikal angeordnet, da es unver-
bogen ist. Alle anderen Elemente sollen durch Eigengewicht,jedoch
ohne Verbiegung, an die rLKt anlehnen, wobei der unterste Element-
punkt auf einer Horizontalebene bis zum Zustand gleitet, bei dem

das Element mit der Horizontalebene die kleinste Neigungswinkel
hat.

Bei einer mehrdeutigen BAA fNT ist in jeder Lagerebene Em

bei der Eindeutigkeitsanalyse die durch alle PrKt und die

rLKt f gemeinsam umschlossene konvexe Kontur mﬁN' bekannt
(Anlage 4y, Aus N derartlgen Konturen ¢N| m=1, 2, +v., N)
kénnen insgesamt ( ) Kombinationen mit je zwei Konturen gebil-

det werden. Bei einer Kombination mit QN, und ¢N' in den



Lagerebenen B und En wird die quasi stabile Lager Lmn des

Balkens wie folgt bestimmt(Abb. 5.15): Da die Lagerebenen

E, und E parallel sind, 1468t sich die Kontur n@N! in der
Lagerebene En in die Lagerebene Em normal projezieren, so dafy

die Kontur n¢N! und ihre Projektion anN! gleich sind. In der
Lagerebene Em 148t sich jeder Punkt in der Kontur mQN! mit

allen Punkten in der Kontur man' verbinden. Dabei k&nnen die

der groBten derartigen Verbindunésstrecke zugeordneten Kontur-
punkte Pm und Pmn bestimmt werden (Abb. 5.15). Die den Kontur-
punkten P und Pmn zugeordneten Tangenten T und Tn sind parallele

und stehen auf die Verbindungsstrecke PmP senkrecht. Die quasi-

mn

Y.

fm

%N.’ I 'h’”
Olpan '

Tinn

P an
"7

— / }

: /, \—rl'ﬂ Xm

/

Abb.5.15 Schematische Darstellung zur

Bestimmung einer,,quasi stabilen”

Lage Lmn des Balkens



stabile Lage Lmn des Balkens in den Konturen wird dadurch be-
stimmt, daB der Balken bei der Kontur m¢N, im Punkt P_ und bei

der Kontur "@N, im Punkt P anliegt, der dem Punkt P nn bei der
Kontur mn¢N' entspricht. Dabel kénnen neben der Biegelinie des
Balkens fiir die Lage L . auch die Winkel oy zwischen der Linie

Ly und der Ebene E und die Winkel Bwr zwischen der Strecke Pumn
und der X -Achse in der Lagerebene Em bestimmt werden (Abb. 5.15).
Derartlge Lagen L, (m, n=1, 2, «.., N :m< n) lassen sich

fir alle K = ( ) Komblnatlonen aus N Konturen ¢N' (m =1, 2, ...,
N) ermitteln. '

Wenn jede von soeben ermittelten Lagen Lmn (my, n=1, 2, ..., N:

m < n) eine méglich quasi stabile Lage in allen N Konturen ist,

so mufl die Linie Lmn bei allen Lagerebenen innerhalb der Kontur
verlaufen. Von allen derartigen Lagen von Lmn (m, n=1, 2, ...,

N :m < n) mit kleinster WinkelgrdBe oon ist voraussetzungsge-

midB eine quasi stabile Lage. Falls mehrere solche Lagen vorhanden,
sind, so kann die gesuchte Lage durch eine zusdtzliche Konvektion er-
mittelt werden. Eine zusdtzliche Konvention ist beispielsweise,

dafl die Winkel an ein Minimum darstellen sollen. Damit ist die

quasi stabile Lage des Balken in allen Lagern eindeutig bestimmt.



6. .Lagerung der Elemente

6.1. Arten der Lagerung, Begriffsdéfinitionen und Ausgangsdaten

In einem schnellen Reaktor sind prinzipiell zwei Arten der Element-

lagerung zu unterscheiden:

1) nicht bewegliche Lager, wie z.B. die Lager in der Tragplatte
2) bewegliche Lager, wie z.B. Lager in den Verspannungsebenen -
und Lager, die aufgrund der Beriihrung benachbarter Elemente

auBerhalb der Verspannungsebenen liegen.

Die Lagerung der Elemente in der Tragplatte sind weitgehend vom
Betriebszustand des Reaktors unabhingig, die Lager fir einzelne
Elemente sind von den Lagerbedingungen der anderen Elemente un-
abhdngig. Die wichtigsten Daten zur Charakterisierung dieser

Lager sind

- die Anzahl der Lagerstellen
- die Nachgiebigkeit der Lagerbettung und

- die Spiele der Lager

Sie lassen sich aus der Lagerkonstruktion entnehmen. Die Lagerung
der Elemente in den Verspannungsebenen dagegen ist vom Betriebs-
zustand des Reaktors bestimmt, wobei die Lagerbedingungen der
Elemente,von denen benachbarte Elemente abhingig sein kOnnen.

Die Lagen derartiger Lager werden durch sog. Elementpositionen
(abgekiirzt: EPOS) bestimmt, die durch Positionsbereiche von
Fldchenmittelpunkten des Kastenquerschnittes definiert sind.

Die EPOS fir den unverformten Zustand wird im Abschnitt 6.2 und
die fiir den Betriebszustand wird im Abschnitt 6.3 bestimmt. An-
schlieflend wird im Abschnitt 6.4 fiir den Fall untersucht, wenn be-
nachbarte Elemente bei der Verformung auflerhalb der Verspannungs-

ebene beriihren.

Zundchst werden jedoch die fiir diese Untersuchung erforderlichen

Definitionen und Ausgangsdaten behandelt.



Ein Elementkasten ist ein diinnwandiger Kasten mit einem
sechseckigen Querschnitt, dessen Schliisselweite SWA /79, 20/
und die Wanddicke s sind (Abb. 6.1.). Jeder Elementkasten
ist in einer Verspannungsebene mit zwei Pflastern an jeder
Seite versehen. Die sechs Tangenten an diesen Pflastern
bilden ein gleichmédfliges Sechseck, die sog. Kernzelle mit
einer Schliisselweite SWB. Die Schllisselweite, die den Mittel-
linien der Kastenwidnde entspricht, wird mit SW bezeichnet
(Abb. 6.1). SchlieBlich ist der Abstand der Mittelpunkt der
Kastenquerschnitte benachbarter Elemente im unverformten Zu-
stand SWN.

Pflaster

Abb. 6.1 Der Querschnitt des Elementkasten



Die unverformten Elemente sind in einer Horizontalebene

tiber den Kernquerschnitt hexagonal gleichmifig in einem
kartesischen (X, Y)-Koordinatensystem bzw. in einem po-

laven ( ¢, T)-Koordinatensystem angeordnet, dessen Koordi-
natenursprung der Fldchenmittelpunkt des zentralen Sechs~-
ecks ist (Abb. 6.2). Die X- bzw. Y-Achse ist dabei entweder
eine sog. Speichenlinie oder eine Ecklinie. Eine Speichen-
linie ist eine vom Koordinatenursprung ausgehende Linie

/76, 9, 11_7, die die Mittelpunkte benachbarter Sechsecke
verbindet, z.B. Y-Achse in Abb. 6.2. Die zu diesen Sechsecken
zugehérigen Elemente werden als Speichenelemente bezeichnet.
Die im Koordinatenursprung zur Speichenlinie senkrechte Linie
heiRt Ecklinie, z.B. X-Achse in Abb. 6.2.

9. Umfangsreihe

Abb. 6.2 Schematische Darstellung

eines Kernquerschnittes



In einer hexagonalen Anordnung 14Rt sich durch die Verbindung
der Mittelpunkte der in Umfangsrichtung benachbarten Sechs-
ecke ein gleichmidBiges Sechseck bilden, dessen Mittelpunkt

der Koordinatenursprung ist. Derartige benachbarte Sechsecke
bilden eine Umfangsreihe /" 9_/. Jedes Element gehdrt demnach
einer bestimmten Umfangsreihe an. Die Numerierung der Umfangs-
reihen erfolgt von innen nach aufen, wobei das Zentralelement
in der Elementreihe O liegt.

max

Die maximal mdgliche Anzahl Ny der Elemente in der Umfangs-

reihe k ergibt sich durch

MaxXn. = 6 + % (6.01)

Die Numerierung der Elemente in einer Umfangsreihe beginnt bei
dem Element, dessen Kastenmittelpunkt der X-Achse am niclisten
liegt.

Aus Symmetriegriinden ist es méglich, einen Ausschnitt des Kern-
querschnittes zu behandeln., In diesem Fall ist die maximal

max
N

mégliche Anzahl X der Elemente in der k-ten Umfangsreihe

von der Art der Aufteilung und der Berandung des Ausschnittes
abhingig. Als Teiler fir symmetrische Ausschnitte kommen L = 2,
3, 4, 6 und 12 in Betracht, wobei die Berandung jeweils durch
eine Speiche oder eine Ecklinie gegeben ist. Die Numerierung der
Elemente in einer Umfangsreihe erfolgt dann von einer dieser
Linien. Ist eine der Berandungen eine Speichenlinie, so ergeben
sich

maxy, = Nat (& . k) 4 1 (6.02a)

Sind beide Berandungen Ecklinien, so ergeben sich

_ ok
max, _ 6 T+ (-1 6.02b
Ny = Nat (g © k) + 5 ( )

(k = 0, 1, 2, ...)



Hierbei ist Nat‘(% + k) der natlrliche Anteil von‘(% * k). Die
tatsdchliche Anzahl Ny der Elemente in der Umfangsreihe k ist

hdéchstens maxNk
Nk S maxNk (6.03)
(k =1, 2, «u4)

Die Gesamtanzahl der Elemente I ist bei insgesamt K + 1 Umfangs-

reihen

(6.04)

™



6.2. Elementpositionen im unverformten Zustand

Die EPOS in unverformtem Reaktorzustand sind in Polarkoordinaten
durch ¢y oound 1y, (k =0, 1,2, ..., K3 n= 1,2, .oy, N)
der Fldchenmittelpunkt der gleichmifigen Sechsecke gegeben, die
in einer Horizontalebene hexagonal gleichmdfig angeordnet sind.
Der allgemeinen Berechnung der EPOS geht die Ermittlung der
Positionen ?k und ?k (k =1, 2, ..., K) der Speichenelemente
voran, wobei davon ausgegangen wird, daB der ( ¢ = O)-Fahrstrahl
des Koordinatensystems auf einer Speichenlinie liege. Dann folgt:

- » 7

¢ = O
?k = (k-1) * SWN o (6.05)
(k = O, 1’ 2, . .y K)

Die EPOS fiir ein Element (k, n) (k = 1, 2, ..., K3 n=1, 2, ...
Nk) ergibt sich durch

o = oichy [ 2-2-_(?‘-’:&4-1)] md
7 (6.06a)
Yan = %1/&1— h(n-mh-1)+(n-mk-1)
Hierbei sind
m = Naf(-ﬁ—)
YIS S CLYES R A



6.3. Elementposition im verformten Zustand

6.3.1. Allgemeines

Die Verspannung in einem Reaktor dient in erster Linie zur Ver-
hinderung der unbegrenzten Ausficherung der Elemente infolge
der freien Verbiegung / 20_/. Sie erfolgt nach einem bei der
Reaktorauslegung festgelegten Konzept, aus dem die EPOS in

den Verspannungsebenen bestimmt werden kénnen. Die im Betrieb
einstellende Wechselwirkung der Elemente in den Verspannungs-
ebenen (das Verspannungsproblem) stellt eines der schwierigsten
Probleme bei der Analyse der Coreverformung dar. Bisher sind zu
dieser Frage wenige, nur stark vereinfachte Modelle bekannt ge-
worden.

Class / 9_7 hat tiber die méglichen Ansitze bei der allgemeinen
Behandlung dieses Problems mit direkter Berlicksichtigung der
Reibung und Spalte zwischen den Elementen untersucht. Dabei wurde
festgestellt, dal ein rein theoretisches Modell fiir den Gesamt-
kern eines Reaktors kaum zu entwickeln ist / 9_/. Einige verein-
fachte Rechenmodelle werden jedoch behandelt. Es sind das Ring-
modell mit Verschmierung der Vorgidnge und das Speichenmodell.

W.E. Pennel [_22_7 hat flir eine hexagonale Anordnung ein Rechen-
modell entwickelt, in dem die Kastenwidnde eines Elementes ent-
koppelt sind, aber jeweils einzeln mit der Elementachse durch
Federn verbunden.

Die EPOS in den Verspannungsebenen werden dadurch bestimmt, daf

die infolge der globaren Dehnung aufgeweiteten Elementkdsten in
einem fiir alle Elementkdsten zur Verfiligung stehenden Bereich ange-
ordnet sind, wobei die Elementkidsten, hervorgerufen durch die
gegenseitige Abstiitzung, zusdtzlich Querschnittsverformungen erfah-

ren konnen.

In der vorliegenden Arbeit werden zwei Arten von Verspannungen
unterschieden:
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1) Spielbehaftete Verspannung

2)

Die Lagerung der Elemente wird durch die nach einer bestimm-
ten Vorschrift festgelegten Positionen und Gréfen der rLKt fir
einzelne Elemente im vorgegebenen Bereich der Verspannungs-
ebene definiert. Durch die Anderung derartiger Vorschriften
148t sich die Lagerung der Elemente bei einer spielbehafte-
ten Verspannung parametrisch untersuchen. Bei einer spielbe-
hafteten Verspannung wird die Kastenaufweitung und die Kasten-
querschnittsverformung nicht beriicksichtigt.

Spielfreie Verspannung

Fir die Beschreibung eines theoretischen Modells ist die Annahme
einer spielfreien Verspannung dort mdéglich, wo relativ kleine
Unterschiede der Querschnitte der Elementkisten iber ‘einen
Kernquerschnitt zu erwarten sind. In einer Verspannungsebene,
z.B. unterhalb der Corezone, werden alle Elementkédsten auf-
grund der globalen Dehnung sehr wenig aufgeweitet, so daf

die Annahme der gléichméﬁigen Aufweitung der Elementkédsten

tiber die Verspannungsebene mdglich ist. Da bei einer spiel-
freien Verspannung die Elemente vielfach gegenseitig abstilitzen,
ist fiir die EPOS die Querschnittsverformung infolge der Druck-
krdfte von Bedeutung. Deshalb wird zun#dchst im Abschn. 6.3.2.
ein vereinfachtes Rechenmodell zur Bestimmung der EPOS bei
spielfreier Verspannung unter der Annahme behandelt, daf die
Kastenquerschnittsverformung infolge der Druckkrédfte bekannt
ist. Danach werden im Abschnitt 6.3.3 die Bestimmung der Kasten-
querschnittsverformung infolge der Druckkr#dfte und die Berech-
nung der Druckkrifte selbst untersucht.

6.3.2, Ein vereinfachtes Rechenmodell zur Bestimmung der Element-

positionen bei spielfreier Verspannung

Fiir die Bestimmung der gednderten Schliisselweiten SWB durch die
Querschnittsdeformation werden folgende Annahmen gemacht:

1) Die Vernachldssigung der Reibung zwischen den Elementen

2)

Die Vernachldssigung der Torsion der Elemente

3) getrennte Behandlung fiir jede Verspannungsebene
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4) unverindert gleichmiBig sechseckige Form der Kastenquerschnitte
im verspannten Zustand A

5) Die Verbindungslinie der Mittelpunkte der Kastenquerschnitte
in einer Umfachsreihe bildet im verspannten Zustand ein gleich-
miRiges Sechseck.

6) Die Querschnittsverformung der Elementkdsten infolge der Druck-
krdfte ist kleiner als die Pflasterh6he, so daBl sich die Elemen-
te in einer Verspannungsebene mit den benachbarten Elementen
nach wie vor nur iiber die Pflaster gegenseitig abstilitzen.

Aus den Punkten 4 und 5 der Annahme resuliert, daB die verdnderten
Schliisselweiten aller Kastenquerschnitte in einer Umfangsreihe
gliech sein sollen. Daraus ergibt sich, daB die EPOS Q%Tn in
Umfangsrichtung im verspannten Zustand unveridndert bleibt.

*
(ﬁe,n = ﬁ,n (6.07)

k=0, 1, oo, K:mn=1,2, ..., )

Der mittlere deformierte Kastenquerschnitt der Elemente einer Um-
fangsreihe wird als représentatives Hexagon bezeichnet. Die defor-
mierte Schliisselweite SWBi n des n-ten Elementes der k-ten Umfangs-

reihe 14dRt sich‘befechnen éurch

X

SWBk,n = SWB

k,n (1~ dk,n - fk,n) (6.08a)

Hierbei bedeuten

dk n - die mittlere globare Dehnung
b4

£, , = die mittlere relative Querschnittsverformung
’
infolge der auf den Elementkasten wirkenden
Druckkridfte (siehe Abschn. 6.3.3.).

Die Schliisselweite SWBi des reprédsentativen Hexagons filir die
k-ten Umfangsreihe ist dann
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SWB&.* = :‘k""‘ SWBlzn (6.08b)
Bei §W_k = k a M= 1,2, ..., Ni) ergibt sich
Nk K Nk
SWB& = SWB&[1 + Nk‘""4d kn T Nk n=4-F*n] (6.O8C)

Zur Berechnung der EPOS ri,n im verspannten Zustand geht, wie

bei der Berechnung von rk,n im unverspannten Zustand, die Er-
mittlung der Position ?i flir das zugehdrige Speichenelement vor.
Die Ermittlung von fi (k =0, 1, ..., K) erfolgt der Reihe nach
vom Zentralelement ausgehend nach auflen hin. Die radiale Position

f; des Speichenelementes ist durch den gréBeren der beiden Radien

1f§ und zfi
iy = Max ('Fp , AT (6.09)
festgelegt, wobei 1f§ und Zf§ berechnet werden durch
o Ry p GWEL s SED
‘tX - k. SWE} r (6.09a)
k=1, 2, ..., B ]

=X =0 (6.10)

Die radiale Position ri;n eines beliebigen Elementes kann nach den
Gl. (6.06a) und (6.06b) ermittelt werden. Die tangentiale und radi-
ale Versetzung (_Ysk,n’ rsk,n) der EPOS in der Verspannungsebene
lassen sich mit Hilfe der Differenz (A ?k,n’ Ark,n) von EPOS fir
den unverformten und verformten Zustand berechnen.

14 = .
Sk,n =4 ?k,n Tx,n
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T =
Sk,n - Ark,n
oder
g, _ N
Sk,n = 0
T . S ‘
Sk,n rk,n rk,n i (6.11)
(k =1, 2, ,K:n=1,2,.,Nk)
J

6.3.3 Querschnittsverformung infolge der Druckkridfte

Flir die Berechnung der Querschnittsverformung infolge der Druck-
krdfte an den Pflastern werden die Beziehungen zweier verschie-
dener Rechenmodelle verwendet. Die Querschnittsverformung wird
dabei durch die Verschiebung des Pflasterpunktes angegeben, die
eine Anderung f der Schliisselweite SW zur Folge hat.

1) Nach [_9_7 kann die Anderung der Schliisselweite f durch die
Beziehung ' ‘

f.= ‘ P(SW"S)S

5.46 +E-SW-h- ' (1 +

R (6.12)

12.9-h-S

berechnet werden (Abb. 6.1.), wobei

P = wirksame Drucklast
E = Elastizitidtsmodul
h = Hexagonhohe

S = Kastenwanddicke

sind.

2) Bei einem mehrfach symmetrisch belasteten Hexagonrahmen
(Abb. 6.3.) ergibt sich die Durchbiegung f des Lastpunktes
durch
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] .

Abb. 6 .3 Ein mehrfach symetrisches

belastetes Hexagon

f = 4P (1-3_3“_/)3(1-32.1/?5&) | (6.13)

Hierbei sind

P = Druckkraft

a = Der Abstand des Lastpunktes von der Hexagonecke
E = Elastizitétsmodui

h = Hexagonhdhe

S = Wanddicke
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Bei der Annahme, dafl die Druckkrdfte in den Mitten der Hexagon-,

seiten wirken, ergibt sich die Durchbiegung f4n

N3
P (SW - S (613
24 3 + SW +«h S

Bei dem im Kapitel 8 vorgefiihrten Beispiel treten zwischen den
f-Werten beider Modelle keine groflen Unterschiede auf.

Die zundchst unbekannte Druckkraft P fiir die reprédsentativen
Hexagone wird ausgehend von den mittleren radialen Auflager-
krﬁftenKk in einer Verspannungsebene fiir die Elemente in der

k-ten Umfangsreihe ermittelt.

Ny
A, = 4 1 A (6.14)
A:.__ . .
k Nk n=1 k,n
k=1, 2, ..., K)

Hierbei ist Ak 0 die radiale Auflagerkraft des n-ten Elementes
, .

der k-ten Umfangsreihe.

Die mittleren radialen Auflagerkrifte A, (k = 0, 1, 2, ..., K)
sind den in einer Speichenlinie angeordneten reprédsentativen

Hexagonen zugeordnet, die sich im Gleichgewicht befinden (Abb. 6.4).
- Die zur Erreichung des Gleichgewichtszustandes fehlenden Kridfte

AK+1 und A werden durch die Beziehungen
Rgeq = - Max (0, Vi, V,, ..., Vi)
(6.15a)
Ao = - Min (0, Wy, Wy, ..., Wp)

berechnet werden, wenn
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K _
V = T A
L e

T i (6.15D)
W = 3 A .15
m 1=1 1
(m=1’2’ ee ey K)

sind. Dabei sind die radial nach auflen gerichteten Krédfte

positiv.

Die Ableitung dieser Beziehungen wurden in der Anlage 6 be-

schrieben.

Abb. 6.4 Krafte bei reprasentativen Hexagonen
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Bei der vorliegenden Darstellung werden die Hexégonen 1 bis K
jeweils an den inneren und duBeren Seiten durch die Krifte 1Dk
und aDk (k =1, 2, ..., K) belastet., Diese Krifte ergeben sich

aus
ip. = Max (0,"w ,*w “W.. )
k ax s O’ 1, 00y k—1
(6.16a)
a _ . K K
Dk = Mln (O, Vk_l_—], ¢ 00y WK_._")
wenn
) k-1 ‘
W 1Em B, (m=o0, 1, 2, , k-1)
. (6.16b)
K Tz % |
Vm = I Al (m = k+1, , K+1)
1=k+1 /
sind.

Zur Querschnittsverformung der Hexagone tragen sowohl die Druck-
krdfte in radialer Richtung als auch die in Umfangsrichtung bei.
Bei der Annahme, daB beide Komponenten gleich sind, ergibt sich
die Druckkraft'Pk an jedem Pflaster des k-ten Hexagons

1
(k = 1’ 2’ H I-<)
Fiir das Zentralelement dagegen gilt die Beziehung
_ 11
Po = > D1 (6.17b)
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7. FlieBschema des Rechenganges

Fur die Realisierung der in den Kapiteln 2 bis 6 beschriebenen
Losungsmethode wurde das Programm B@WY-3D / 24_/ erstellt,

dessen Strukturdiagramm mit den motwendigen Vorlidufer- und
Nachfolgeprogrammen in Abb. 7.1. dargestellt ist. Dabei wurden
grofere Teilsysteme des Programms, die unabhingig voneinander
verwendet werden kdnnen, in jeweils einem Kasten zusammengefafit.
Die Programme sind in Fortran IV fiir eine digitale Rechenmaschine
IBM 360-165 geschrieben. Im folgenden Abschnitt wird der Rechen-
gang an Hand des Strukturdiagramms (Abb. 7.1.) diskutiert. Das
Teilsystem OS8EE, in dem die eigentliche dreidimensionale Element-

verbiegung berechnet wird, wird im Abschnitt 7.2. n#her erléutert.

7.1. Beschreibung des Strukturdiagramms zur Berechnung der drei-

dimensionalen Elementverbiegung im Kern

Die Berechnung der Elementbiegung im Kern setzt eine dreisimensionale
Mehrgruppen-Diffusionsrechnung voraus, wie sie z.B. mit den Pro-
grammen KASY / 26 _/, D3D /25 _7 oder CITATION /31 _/ durchge-
fihrt werden kann. Mit diesen Programmen werden, ausgehend von
mehreren homogenen Mischungszonen,flir ein diskretes Maschengitter

die Spaltraten und NeutronenfluBverteilung sowie der Multikations-
faktor bestimmt. Mit der aufgrund der errechneten Spaltraten normier-
ten Wirmequellverteilung 148t sich mit dem Programm THESYS /21 _/
die Temperaturverteilung in den Elementkisten bestimmen, die mit

dem Programm O58TT so aufbereitet werden, dall sie flir die Berech-
nung der Elementverbiegung verwendet werden konnen. Um bei der
Elementverbiegung das Strukturmaterialschwellen qualitativ berilick-
sichtigen zu kdnnen, werden die normierten schnellen Neutronenflul3-
verldufe in den Elementkidsten aus der durch die Diffusionsrechnung
errechneten NeutronenfluBverteilung mit den Programmen O58AA und
O58BB berechnet.

Mit den so bestimmten Temperatur- und schnellen Neutronenflullver-

ldufen werden aufgrund der im Kapitel 3 beschriebenen LOsungsmethode
die rdumliche freie Verbiegung und axiale Dehnung der Elemente sowie
die globave Dehnung der Kastenquerschnitte der Elemente infolge der

thermischen Belastung und des Strukturmaterialschwellens in der
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D3 D

THESYS

Neutronenfluf ~ und
Spaltratenverteilung im
Maschennetz der

dreidimensionale
Temperaturverteilung

] N
| Diffusionsrechnung im Kern
!

EINGABE "B" EINGABE "A"
aligemeine Daten fiir die Ele - y 1. geometrische Daten fiir die Elemente
mente innerhalb des Kerns und flir ihre Anordnung im Kernquer-
Angaben Uber den Kernaufbau schnitt

2.Lagerbedingungen der Elemente in der
058 8 Tragplatte und in den Verspannungsebenen
AA/0588BB 058771 3.Materialkonstanten der Elernentkdsten
normierter 4. sonstige Daten z.B.

NeutronenfluBvertauf
in den Kastenwdnden
der Elemente

Temperaturverlauf
in den Kastenwdnden
der Elemente

Annahme der Belastung auferhalb der
Aufheizzone, Angabe fiir mehrdeutige
Lagerung der Elemente

058CC / 058DD

freie Verbiegung, axiale und
globare Dehnung der Quer-
=] schnitte von Elementen im Be -

reich der Aufheizzone infolge
der thermischen Belastung und
des Strukturmaterialschwellens

058EE

Berechnung der Auflagerkrifte,

BOWY - 3D Biegelinien und axialen Deh -
: nungen der Elernente
0S8FF detaillierte
o Dichtednderung in den Auswertung der
Stérungsrechnung Mischungszonen aufgrund dreidimensionalen
der Elementverbiegung Kernverbiegung
|
|
058GG D3D
g::?g:rnl::gfgzenten Storungsrechnung Multiplikationsfaktor
058HH I
ortsabhdngige
ortsabhdngige e Reaktivitdtswerte Reaktivitdtswert
Reaktivitdtswerte
Abb. 7.1 Strukturdiagramm von BOWY - 3D zur Berechnung der dreidimensionalen

Element - Verbiegung im Kern mit Vorldufer - und Nachfolgeprogrammen
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Aufheizzone des Kerns durch die Programme O58CC und 058DD er-
rechnet.

Anschlieflend werden nach der in den Kapiteln»4 bis 6 beschrie-
benen LOsungsmethode mit den Lagerbedingungen der Elemente in

der Tragplatte und in den Verspannungsebenen sowie mit den GréBen
flir die Bestimmung der Biegesteifigkeit der Elementkdsten durch
das Teilsystem OS58EE die Verbiegung der Elemente im Kernverband
und die daraus resultierenden Auflagerkrifte bestimmt. Die Vor-
gehensweise im Programm O58EE wird im Abschnitt 7.2. ndher be-
schrieben. Mit den Auflagerkridften und der Biegelinie 148t sich
eine Auswertung bezliglich mechanischer Gréfen durchfiihren, wie
z.B. die Ermittlung von Spannungsspitzen und maximaler Verbie-

gung.

AuBerdem kénnen mit den Biegelinien und den axialen Dehnungen
der Elemente die Anderung der Reaktivitit des Kerns zwischen
dem unverformten und verformten Zustand berechnet werden. Die
Berechnung dieser Werte ist mit zwei verschiedenen Methoden
moglich:

1) Untersuchung des Reaktivitdtsverhaltens nach der Methode von
Storrer /3 _/

Hierbei wird die zeitabhidngige Reaktivitidtsidnderung R(t)
bestimmt durch '

Rit) = /W(w,t)-gma’ D) dw (7.01)
Y
mit
iVﬁat) = die orts- und zeitabh#dngige Verschiebungsgeschwin-
digkeit des- Materialteilchens
D(2) = der ortsabhingige Dangerkoeffizient
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Die Dangerkoeffizienten / 1_/ werden als ortabhingige
Reaktivitidtswerte definiert, die sich bei einer Hinzu-

bzw. Herausnahme einer Einheitsmenge von Material an einer
bestimmten Stelle ergeben wlirden. Sie werden mit Hilfe der
Stérungsrechnung /2 27/ ermittelt. Bei einer konstanten Ver-
schiebungsgeschwindigkeit ergibt sich die Reaktivitidtsinde-
rung AKX zweier Zustidnde durch

aK - E, [0 grd Do) dw (7.02)

wobei der Verschiebungsvektor "4%0) und die Dangerkoeffizien-
ten "D40) in Abhingigkeit von Materialien vorgegeben sind.
Die rdumlichen orts- und materialabhidngigen Verschiebungsvek-
toren der Massenpunkte lassen sich aus den Biegelinien und
axialen Dehnungen der Elemente berechnen. Dieser Rechengang
kann durch die Auswerteprogramme O58GG und O58HH realisiert
werden.

Berechnung der Reaktivitidtsidnderung mit gednderten Material-
zusammensetzungen in den Zonen

Der Reaktivitdtswert von Zonen wird mit Hilfe der sich durch
die Verbiegung und die axiale Dehnung hervorgerufenen Ortli-
chen Anderung der Dichte bzw. der Mischungsverh#dltnisse [18] be-
stimmt. Durch die Verbiegung und die Dehnung der Elemente
werden Anteile des Strukturmaterials, Brenn- und Brutstoffs
sowie ein Teil des Kiithlmittels gegeniiber ihrer urspriinglichen
Position im unverformten Zustand verschoben. Dagegen werden
andere Anteile in die so frei gewordenen Stellen verdridngt.
Diese Materialbewegungen konnen in den Mischungszonen Ande-
rungén der Mischungsverhdltnisse bzw., der Teilchenzahlen

/~ 25, 26_] verursachen.

Sind die neuen Mischungsverhiltnisse bekannt, so kann

a) durch Stdrungsrechnung der Reaktivitdtswert
b) durch eine erneute Diffusionsrechnung der Kritikalitét

berechnet werden.



7.2. Rechengang zur Bestimmung der Auflagerkridfte, der Biege-
linie und der axialen Dehnung (Teilsystem OS58EE)

Die Verbiegung der Elemente wird ausgehend von freien Verbie-
gungen und globaler Dehnung der Kastenquerschnitte in der Auf-
heizzone aus dem Programm O58DD berechnet (Abb. 7.2.). Folgende
Angaben sind hierzu als zusdtzliche Eingabe notwendig:

(A) Lagerbedingung in der Tragplatte und in den Verspannungs-
ebenen (siehe Kap. 6)

(B) Positionierung einzelner Elemente im untersuchten Ausschnitt
des Reaktorquerschnittes (siehe Kap. 6)

(C) Angaben fir die Ldnge und die Querschnitte der Elemente

(D) Angaben fiir den Verlauf der freien Verbiegung auflerhalb
der Aufheizzone '

(E) Angaben fir die mehrdeutig gelagerten Elemente (siehe Abschn.
4,5, und 5.5.)

Aus (A) und (B) konnen die Lagerbedingungen und die Positionie-
rung der Elemente genau definiert werden (Rechenschritt 1). Mit
den Angaben (C) und (D) werden im Rechenschritt (2) die freie
Verbiegung und die globare Dehnung der Kastenquerschnitte von
Elementen ermittelt. Anschlielend werden die
Elemente bezliglich der Eindeutigkeit ihrer Lageranordnung im
Rechenschritt (3) untersucht (Falldefinition und Eindeutigkeits-
analyse). Durch diese Untersuchung erhidlt man flir jedes Element
eine der sechs Arten von Elementlagerungen, bei denen die Auf-
lagerkrdfte und die Biegelinie auf unterschiedliche Art und Weise

berechnet werden miissen.

Fall 1) Normaler Fall (Abschn. 5.5.4.)

Fall 2) Allgemeiner Fall (Abschn. 5.5.3.)

Fall 3) Eindeutiger krédftefreier Fall (Abschn. 5.4.)

Fall 4) Eindeutig in einer und mehrdeutig in der anderen
Biegerichtung (Abschn. 4.4.2, und 4.4.3.)

Fall 5) Eindeutig kréiftefrei in einer und mehrdeutig in der
anderen Biegerichtung (Abschn. 5.4, und 4.4.3.)

Fall 6) Mehrdeutiger Fall in beiden Biegerichtungen (Abschn. 5.5.5.)



Al A2 058DD A3 Ad A5
Lagerbedingungen Positionierung der freie Verbiegung und globare Geometriedaten Verlauf der freien Annahmen bei
der Elemente in der Elemente im unter- Dehnung des Kastenquerschnit- der Elementkdsten Verbiegung der mehrdeutiger
Tragplatte und den suchten Ausschnitt tes von Elementen infolge der Elemente aufler- Lagerung von
Verspannungs - des Reaktorquer- Temperatur und des Struktur- halb der Aufheiz~ Elementen
ebenen schnittes materialschwellens innerhalb zone

der Aufheizzone

{1) Ermittlung der resultierenden
Lageranordnung der Elemente|
aus den Eingabedaten

PR

(2) Ermittlung der resultierenden
Biegelinie aufgrund freier
Verformung

o

Falldefinition und

Eindeutigkeitsanalyse

1

{

]

i

{

{

{

Fall 1 Fall 2 Fall 3 Fall 4 Fall 5 Fall 6
eindeutig - krifte - eindeutig in der eindeutig-~ krifte - mehrdeutig in
Normalfait Allgemeiner Fall frei in beiden einen und frei in der einen beiden Richtungen
Richtungen mehrdeutig in der und mehrdeutig
anderen Richtung in der anderen
Richtung

Biegedaten fiir
die Anordnung
mit nur spielfreien
Lagern

Biegedaten fiir
die eingespannte
Ersatz - Anordnung

Erweiterung der
BAA um die
spielbehafteten
Lager

Erweiterung der
BAA um die
vorgegebenen
Lager

Biegedaten fiir
die eingespannte
Ersatz- Anordnung

Lager

Erweiterung der
BAA um die
vorgegebenen

{

Dehnung von Elementen

Auflagerkrdfte, Biegelinie und axiale

Krdfte Pj und
Elementpositicnen ej

Kontrolle fiir das Gleichgewicht in der
Verspannungsebene beztiglich der

nein APj < g

AEPOS <ch

Abb. 7.2 Schematische Darstellung des Rechenganges zur Bestimmung der
Auflagerkrdfte, Biegelinien und axialen Dehnungen ( Programmteil 058EE )
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Beim normalen Fall wird zuerst die Elementlagerung in nur

spielfreien Lagern fir beide Biegerichtungen unabhidngig unter-
sucht (Abschn. 4.2.) und danach um die spielbehafteten Lager

..............

erweitert (Abschn. 4.4.1 und 5.5.4). Beim allgemeinen Fall

miissen zuerst die Biegedaten filir die eingespannte Ersatzanord-

nung (siehe Abschn. 4.4.2.) bestimmt werden. Mit Hilfe dieser
Daten werden dann die Auflagerkridfte iterativ berechnet (Ab-
schn. 5.5.3.). Anschlielend werden die Biegelinien der Elemente
berechnet. Beim eindeutigen krédftefreien Fall ist die Element-

lage durch die Eindeutigkeitsanalyse bereits bestimmt (Abschn.

..................

lage mit Hilfe der dafiir vorgesehenen Konventionen (E) eine sog.
quasi stabile Lage definiert, die z.B. in den Abschnitten 4.4.3.
und 5.5.5. beschrieben wurde. Ist jedoch die Elementlagerung in
einer durch die Eindeutigkeitsanalyse (Abschn. 5.4.,) bestimmten
Biegerichtung mehrdeutig und in der darauf senkrechten Richtung
eindeutig (Fall 4 und 5), so ergeben sich zwei voneinander unab-
hidngige ebene Probleme, bei denen die Auflagerkrédfte und die Biegé-
linie durch die im Kapitel 4 beschriebene Rechenmethode bestimmt
werden koOnnen.

Die so bestimmten Biegelinien und Auflagerkridfte miissen im Kern-
verband bzw. in den Verspannungsebenen im Gleichgewicht stehen
(Kapitel 6). Sind diese Bedingungen nicht erfiillt, so wird der be-
schriebene Rechengang mit neu zu bestimmenden Lagerpositionen (1)
wiederholt. Ist die Gleichgewichtsbedingung erfiillt, kann der
Rechengang mit dem Programm O58EE abgeschlossen werden.



8. Anwendungsbeispiel fiir den Mark I-Kern des SNR 300

8.1. Aufbau des Reaktors

Mit dem vorgestellten Rechenverfahren wurde die dreidimensionale
Elementverbiegung filir einen natriumgekiihlten schnellen Brutreak-

tor untersucht.

Der Reaktor entspricht in seinen‘geometrischen Abmessungen (Abb. 8.1
und 8.2) und der Materialzusammensetzung (Tabelle 8.1. und 8.2.)

dem SNR 300 MARK I-Kern / 6_/. Im Reaktor sind neben den Brenn-

und Brutelementen 12 Positionen durch Trimmregelstidbe und je drei
Positionen fiir das Erst- und Zweitabschaltsystem vorgesehen (Abb.
8.1). Die Berechnung erfolgt filir ein Viertelausschnitt des Reaktors,
wobei die Linien A-A und B-B die Symmetrieachsen des Kernquerschnit-
tes bilden (Abb. 8.1). Damit liegt der Berechnung der in Abb. 8.3n
dargestellte Ausschnitt des Kernquerschnittes zugrunde. Es sind ins-
gesamt I = 86 Elemente zu untersuchen. Die Numerierung der Elemente
ist in Abb. 8.3b angegeben.

Die folgenden Bezeichnungen werden verwendet (Abb. 8.3b):

~ Das Element Nr. 1 im Kernzentrum ist das Zentralelement.

- Die Elemente, deren Querschnittsmittelpunkte auf den Symmetrie-
achsen AA und BB liegen, sind Symmetrieelemente.

- Die Regel—'bzw. Abschaltstidibe (z.B. das Element 10) werden als
Sonderelemente bezeichnet; die ihnen benachbarten Elemente (z.B.
die Elemente 5, 6, 9, 11, 16 und 17) sind dann gestdérte Elemente.

- Die Elemente, die sich an der Grenze zwischen dem Core und der

radialen Brutzone befinden, werden als Grenzelemente bezeichnet.

Der Lidngsschnitt des Reaktors ist in Abb. 8.2, schematisch darge-
stellt.

Eine der Verspannungsebenen ist oberhalb der oberen axialen Brutzone
vorgesehen, die zweite innerhalb der unteren axialen Brutzone

(Abb. 8.4.).
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Name des Reaktors SNR

Tabelle 8.1.

Reaktortyp natriumgekiithlter schneller
Reaktor-
Thermische Leistung 730 MW
Gesamtbrutrate 1,29
Kihlmittel Na
Eintrittstemperatur 377°C
mittlere Aufheizspanne 169°C
Elemente
Anzahl der Brennelemente 151
Anzahl der Brutelemente 148
Anzahl der Abschirmelemte 330
Anzahl der Regel- und 18
Abschaltelemente
Lidnge 3300 mm
Schlliisselweite 11,2 mm
Kastenwandstirke 2,8 mm
Struktur und Hillmaterial X8CrNiMoVNb1613
Brennstoff | PUOZ/UO2
Brutstoff UO2
Absorber ' B4C
mittlere Anreicherung 1/y
innere Spaltzone 0,223
dulere Spaltzone 0,322

Charakteristische Daten des SNR-300 Mark I-Kerns



e . Struktur Brennstoff
Kithlmittel + Hille bzw. Absorber
Brutstoff
innere
Spaltzone 0.47756 0.20197 0.32047
duflere
Spaltzone 0.47756 0.20197 0.32047
Abschalt-
stibe 0.4368 0.2500 0.3132
u. ax
Brutzone 0.47756 0.20197 0.32047
0. ax
Brutzone 0.46682 0.20534 0.32784
radiale
Brutzone 0.31220 0.23267 0.45512
Abschirm-— f, 64148 0.15852
zone

Tabelle 8.2,

Volumenanteile in den Zonen
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Die Elemente stehen im unverbogenen Zustand vertikal auf der
Tragplatte, wobei in den Verspannungsebenen die Spiele zwischen
den Elementen gleichmifig verteilt sind. Die Auslegung wurde
derart gestaltet, dall die Spiele in der unteren Verspannungs-
ebene bei Volleistung gerade verschwinden. Das maximal mogliche
Spiel in der oberen Verspannungsebene soll in radialer Richtung
insgesamt 10 mm betragen.,

Um den EinfluBl des Strukturmaterialschwellens ndherungsweise er-
fassen zu konnen, wurden fur das im Abschnitt 8.3.6 zu diskutieren-
de Beispiel die Elemente im eingeschwungenen Leistungsbetrieb nach
einer bestimmten Vorschrift umgesetzt, bei dem das folgende Umset-
zungsschema der Brenn- und Brutelemente zugrunde gelegt wurde:

- Jedes Brennelement, z.B. Elemente bis zu 7. Umfangsreihe werden
widhrend einer filir 360 Tage festgelegten Abbrandzeit insgesamt in
drei gleichen Zyklen von jeweils 120 Tagen um je 180° um die
eigene Ldngsachse verdreht. Das Element bleibt in der gleichen
EPOS. Dabei wird am Anfang des Zykluses jeweils ein Drittel

aller Brennelemente ausgewechselt. Die Brennelemente gleichen

Abbrands sind in Abb. 4.3c mit gleichartigen Zahlen gekennzeichnet.

- Die sich in den Spaltzonen befindlichen vier Sonderelemente
(Element-Nr. 10.21.23 und 26) werden nicht umgesetzt. Sie befinden
sich seit 360 Tagen im Reaktorkern.

- Flr die in den letzten drei Umfangsreihen 8, 9 und 10 angeordne-
ten Brutelementen wurden folgende Regeln angenommen (Abb. 8.3¢):
Ein Brutelement wird zuerst in einer EPOS C1 bzw. C2 bzw. C3 360
Tage belassen (Abb. 8.3¢). Danach wird das Element etwa 180° um
die eigene Lidngsachse verdreht und in eine EPOS B1 bzw. B2 bzw. B3
fiir wiederum 360 Tage eingesetzt. Anschlieflend wird das Element
mit einer gleichzeitigen Drehung um etwa 180° um die eigene Lings-
achse in eine EPOS A1 bzw. A2 bzw. A3 umgesetzt (Abb. 8.3¢). In
den Positionen A1, A2 und A3 wird das Element jedoch nach jeweils
120 Tagen um 180° um die eigene Lingsachse verdreht. Bei dieser
Umpositionierung wird ein Element stets in eine in Abb. 8.3¢ mit
gleicher Zahl, 1 oder 2 oder 3, versehene EPOS versetzt. Ein Ele-
ment wird z.B. zuerst in die EPOS 78 (C2), danach in die EPOS 64
(B2) und anschlieBend in die EPOS 52 (A2) gesetzt (Abb. 8.3¢c).
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Da die Brennelemente in einem 120 Tage-Zyklus und die Brutele-
mente in einem 360 Tage-Zyklus umgesetzt werden, stellt das in
Abb. 8.3c gezeigte Positionsschema eine der insgesamt neun még-
lichen Elementpositionierungen im Kernverband dar. Fiir diese
Positionierung wurde die spiter zu diskutierende Rechnung durch-

gefiihrt, die den EinfluB des Strukturschwellens auf die dreidimensio-
nale Kernverbiegung aufzeigen soll.

N N
N\ \
£ c2 ‘
B2 ; c3
$A2 ; B3 ; cf N / /
‘ A3\ BI\ . c2
T . Al ; B2\  / c3
2\ |, az\ | B3\ ci
L ) 3\ ., A\ B\ , / c2
| 1 ; AT\ B2\
BE: D 2 ; A\ B3
* 3 . 3\ | A3\ | c3
aE X . N /AT,
i * 2 - 2 . 2 ) 2 ;3 B1
D E A 3 ) a2\ c
X 9 N N/ B2\
ir : E ) WA ; c2
3 a 3 * ) 3 ; BI\ |
oE . K ' 5 ) i ; ANV
2 2 2 2 . B1 "
T3 S S\ 3 A2 ct
N s \ 1 , ) 52 !
‘ . u o y

Abb. 8.3c Angaben der Positionierung und Umsetzung
der Elemente
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8.2. Umfang der Analyse

I Die freie Verformung

Zunidchst wird die freie Verformung der Elemente aufgrund rein
thermischer Belastung berechnet. Die thermische Belastung wird
durch die Temperaturverteilung éntlang der Elementkidsten be-
stimmt., Sie muB ausgehend von der Wirmequelldichte berechnet
werden / 21_/, die durch Diffusionsrechnungen ermittelt wird
/ 25_]. Flur die Diffussionsrechnung wurde der Reaktorkern in
axialer Richtung in 15 Zonen aufgeteilt. In der horizontalen

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

Abb. 8.5. Maschenaufteilung des Viertelkernquerschnitts
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Ebene wurden 28 x 24 Stilitzstellen gew#dhlt (Abb. 8.5). Einem unver-
bogenen Element entspricht bei dieser Darstellung ein Viereck fir
das Zentralement, zwei Vierecke fiir ein Symmetrieelement und vier
Vierecke fiur die lbrigen Elemente, wobei der hexagonale Querschnitt
eines Elementes und die entsprechende Vierecke fldchengleich

sind. Nimmt man an, dafl axiale Stilicke jedes Elementes und des Ge-
bietes auBlerhalb der untersuchten Elemente jeweils als eine homo-
gene Mischungszone betrachtet werden, so ergeben sich insgesamt
1560 Mischzonen.

Die Diffusionsrechnung liefert u.a. die Fluf- und die Quellvertei-
lung an den Knotenpunkten des Maschennetzes. Damit kann die Tem-
peraturverteilung in den Elementk#isten berechnet werden / 24_7/.
Die Kihlmitteleintrittstemperatur ist 377°C. Die mittlere Aufheiz-
spanne des Kihlmittels im Corebereich betrégt‘1800C, im radialen
Brutmantel 40°C und in den Regel- und Abschaltstédben 10°C. Die
resultierende Temperaturverteilung bestimmt die thermische Quer-
schnittsaufweitung der Kisten, die axiale Ausdehnung und die freie
Verbiegung der Elemente

IT Lagerung der Elemente

ITa Lagerung in der Tragplatte

Die Elemente des SNR 300-MARK I Kerns sind wie folgt in der Trag-
platte gelagert: Jedes Element ist im Gitterplatteneinsatz tiber
zwei Lagerpunkten fixiert (Abb. 8.4). Die Gitterplatteneinsédtze
sind unaphingig voneinander in der Tragplatte befestigt. Betrach-
tet man den Gitterplatteneinsatz als separaten Biegebalken, so
konnen die beiden Lagerstellen des Elementes im Gitterplattenein-
satz als nachgiebige Lager formuliert werden. Um ein reibungs-
loses Ein- und Ausladen der Elemente zu gewdhrleisten, sind diese
beiden Lager als spielbehaftete Lager anzusehen. Die GréBe der Spiele
kann aus den vorhandenen Unterlagen nur ndherungsweise bestimmt
werden. Es wurde ein maximales Spiel von S = 0,1 mm angenommen. Die

elastischen Nachgiebigkeiten Woin der beiden Lager ergeben sich aus

/32 7:
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Wiy = 430407 [em/Kkp]
Wy = Wy = 6.24-10° [emlKkp]
Wy, =20.00407° [¢emiup]

Da sich die Lagereigenschaften wdhrend der Betriebszeit &dndern
werden, werden folgende MOglichkeiten n#her untersucht:

1) zwei feste, d.h. spielfreie und nicht nachgiebige Lager

2) zwei spielfreie Lager mit elastischen Nachgiebigkeiten

‘wmn (m, n=1, 2)

3) zwel nicht nachgiebige Lager mit Spielen von S = 0,1 mm

4) zwei Lager mit Spielen von S = 0,1 mm und elastischen Nachgie-

bigkeiten won w (m, n=1, 2)

mn

Die Elemente sind ‘in der unteren Verspannungsebene spielfrei ver-
spannt. Da die Elemente im unteren axialen Brutbereich praktisch
gleiche thermische Ausdehnung erfahren, kann angenommen werden,

dafl die thermische Querschnittsausdehnung aller Elemente in der
unteren Verspannungsebene gleich ist. Die sich aus der Querschnitts-
verformung ergebende Anderung der Schliisselweite des Elementkastens
wird als Mittelwert aus den Gln. (6.12) und (6.13) angenommen:

Hierbei ist P / kp_/ die mittlere Druckkraft pro Element.
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IIc Lagerung in der oberen Verspannungsebene

Die Elemente sollen in der oberen Verspannungsebene -entsprechend
der Auslegung - im heifen Zustand ein mittleres radiales Spiel von
So A 1o mm haben. Deshalb ist eine Auslenkung jedes Elementes

im verspannten Zustand um diesen Betrag theoretisch mdglich.

Die freie Auslenkung der Elemente ist aber sehr stark ortsab-
hidngig: Die Elemente in den kleinen radialen Elementspositionen
und in der &duBersten Umfangsreihe haben kleine freie Auslenkungen
(Abschn. 8.3.1). Dagegen ist die freie Auslenkung der Elemente

im Grenzbereich zwischen dem Core und der Brutzone relativ grof.
Daher kénnen sich die Elemente in dieser Verspannungsebene gegen-
seitig abstiitzen, méglicherweise auch gruppenweise. Die Ermittlung
der Auslenkung der Elemente im verspannten Zustand ist erst am
Ende einer Reihe von Berechnungen mdéglich. Im Rahmen dieser
Untersuchung soll zundchst der EinfluB der Lagerbedingungen in

der oberen Verspannungsebene auf die Coreverformung parametrisch
untersucht werden. Dieser Parameterstudie wird zugrunde gelegt,
daf die rLKt in der Verspannungsebene kreisfdrmig sei und ihre

Mittelpunkte tUber den Kernquerschnitt gleichmidfiig verteilt sind.

Folgende vier Fidlle fiir die Lagerbedingungen in der oberen Verspan-

nungsebene wurden untersucht:

A) Spielfreie Lagerung

B) Konstante Radien der rLKt von

S. = 1,25 /mm J (i=1,2, ..., I)

i

C) VergrdBerung der Radien der rLKt mit steigenden radialen Posi-

tionen der Lager von S1 = 0 mm und 866 = 2,5 mm nach

1" =
S,-=T;-.2.5 [mm] (1 =42,- . 1)
66

D) Verkleinerung der Radien der rLKt mit steigenden radialen Posi-

tionen der Lager von S1 = 2,5 mm und 866 = 0 nach
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f
Si = ( --@)'15 [mm] fir v

A

/%

¥

Si= 0 ar Vi > Y

Die GroRen riK (i=1, 2, «.., 86) sind dabei die radialen Posi-
tionen der Mittelpunkte der rLKt.

Die tangentialen und radialen Positionen, qix und Tix
(i=1,2, ..., I), der Mittelpunkte der rLKt im heifen Zustand
werden ausgehend von denen, ?s und T3 (i=1,2, ..., I) im un-
verformten Zustand wie folgt bestimmt:

¥

9”/' = ¢

*

Y,' = Ti;"[SWB'g'("*‘O(aaz'fég)"’So“s«(é]

Hierbei ist a2 die lineare Ausdehnungskoeffizient flir T = 462°C.

IIT Fallunterscheidung

ob. Verspannungsebene
in der
Tragplatte A B C D B
gleichm. | zunehm. abnehm.
spielfrei|Spiel Spiel Spiel Kompakt

1 fest X X
2 | nachgiebig X x X X X
3| spielbehaftet X X
4 | nachgiebig u.

und X

spielbehaftet

Tabelle 8.3. Die Tabelle fir die Simulation der Elementlagerung
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In der Tabelle 8.3. sind die Kombinationsmdglichkeiten der Lagerung‘
der Elemente durch die Simulation der Lagerbedingungen in der Trag-
platte und an der oberen Verspannungsebene dargestellt. AuBerdem wird
noch der Fall E einbezogen, bei dem die Elemente in der oberen Ver-
spannungsebene kompakt nach innen spielfrei verspannt sind. Danach
ergeben sich insgesamt 20 Kombinationen von Simulationsfdllen, von
denen allerdings nur 10 Simulationsfidlle untersucht wurden, die in
der Tabelle 8.3. durch Kreuze gekennzeichnet sind.

IV Darstellung der Ergebnisse

Die rdumliche Darstellung der dreidimensional berechneten Ergebnis-
se, wie die Biegelinie und die Auflagerkrifte bei verschiedenen
Kombinationen der Lagersimulation, ist aufgrund der auftretenden
geometrischen Verzerrungen nicht sinnvoll. Deshalb werden diese
Daten flir die Diskussion in einen Querschnitt libertragen und zu-
sammengefallt dargestellt. Die Auflagerkridfte z.B. werden liber der
radialen Position der zugehOrigen Elementachsen aufgetragen, wobei
alle Umfangspositionen in eine gemeinséme Schnittebene geklappt
werden (Abb. 8.6). In Abb. 8.7. sind entsprechend dieser Methode

y A

Abb. 8. 6. Skizze zur Darstellung der radialen
Positionen der Elementachsen
auf eine Koordinate
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die radialen Positionen der Elementachsen (kleine arabische Zahlen)
und die radialen Bereiche der Unfangsreihe (grofBe arabische Zahlen)
dargestellt. Hierbei muB folgendes beachtet werden:

- Mehrere Elemente konnen gleiche radiale Positionen haben.

- Die Elemente in einer Umfangsreihe koénnen verschiedene radiale
Positionen haben. Diese Positionen sind auf ein bestimmtes
Gebiet begrenzt.

- Die Gebiete verschiedener Umfangsreihen kénnen sich teilweise
tberlappen.

Um einen besseren Uberblick'ﬁber die Lastverhdltnisse fiir ein
Element zu bekommen, werden die Auflagerkridfte mit der Summe der
Auflagerkrdfte der beiden FulRlager normiert. Dariiber hinaus wer-

den die resultierenden Auflagerkrifte in den Verspannungsebenén

und die resultierende Auslenkung der Elemente in der HShe der obe-
ren Kante des Cores in einem Viertelausschnitt des Kastenquerschnit-
tes mit Pfeilen gekennzeichnet aufgetragen.

[ a)

c nach dem
B Bereich der
7 Kastenquer -
6 . schnitte

30 39. 40 51
28] | 34 31 [83] 427 49} [sS
27434 36 37} 6] 47; 571159
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Abb. 8.7 Die radialen Positionen der Elementachse und die radialen
Bereiche der Elementreihen (a und b)
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8.3. Ergebnisse bei der Parametervariation der Lagerbedingung

8.3.1. Temperaturverteilung und freie Verbiegung

In Abb. 8.8. sind fiir einige ausgewdhlte Elemente die axialen
Verlidufe der mittleren Kastenwandtemperatur liber den Querschnitt
aufgetragen. Die ErhShung der Temperatur in den axialen Brut-
zonen ist gering; Wegen der gréﬁefen Kﬁhimittelaufheizspanne
liegt das Temperaturniveau der Brennelemente jeweils wesentlich
tiber dem der Brutelemente (Abb. 8.8.).

Als repridsentativer Wert der mittleren Kastenwandtemperatur wur-
de der an der oberen Kante der oberen axialen Brutzone gewdhlt.
Er ist in Abb. 8.10, tiber der radialen Position der Elementachsen
aufgetragen. Im Grenzbereich des Cores und der radialen Brutzone
besteht ein grofler Temperaturunterschied zwischen den Brenn- und
Brutelementen, so dafl in groferem MaBe Widrmeleitungseffekte die
Temperaturverlidufe beeinflussen, Die Temperatur nimmt im Corebe-
reich und im radialen Brutmantel nach auflen hin geringfiigig ab.

In Abb. 8. 9. sind die axialen Verliufe der freien radialen Ver-
biegung fiir die Speichenelemente 1, 3, 7, 12, 19, 27, 37, 48,

61 und 75 dargestellt, deren freie Verbiegung aus Symmetriegriin-
den nur radiale Komponenten haben. Wegen des besonders starken
Temperaturabfalls nach auflen hin ist die freie Verbiegung des
Elementes 48 sehr groR. Wesentliche Beitrédge der freien Verbie-
gung werden in axialer Richtung erst oberhalb der mittleren
Corehthe erreicht (Abb. 8.9. ).

Als repridsentativer Wert der freien Verbiegung der Elemente wurde

die Auslenkung an der oberen Kante der oberen axialen Brutzone

einmal fiir den gesamten Viertelausschnitt des Reaktors in Abb. 8.12.
dargestellt und zum anderen Uber die radiale EPOS fiir alle Elemen-

te in Abb. 8.11. aufgetragen. In Abb. 8.12. werden die resultieren-

den Auslenkungen entsprechend ihrer Gr6Be und Richtung aufgetragen.
Erwartungsgemil weisen das Zentralelement und die Sonderelemente

(die Elemente 10, 21, 26 .und 33) geringe Auslenkungen auf (Abb.8.12.).
Die freie Auslenkung vergrodfert sich im allgemeinen mit zunehmender
radialer Position im Core (Abb. 8.11. und 8.12.).
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Sie erreicht im Ubergangsbereich zwischen den Core und der
radialen Brutzone einen Maximalwert von ~ 6,5 mm (Abb. 8.11).
In der Brutzone nehmen die Werte von ~ 3,5 mm nach auBen hin
wieder ab. Der Anstieg im Ubergangsbereich wird durch die hier
herrschenden groBen Temperaturgradienten verursacht, die durch
den starken Abfall der Wirmequellendichte im Kern und durch die
Berlicksichtigung der Widrmeleitung zwischen den Elementkdsten
benachbarter Zonen hervorgerufen werden. Aus gleichen Griinden
neigen die gesttrten Elemente dazu, mehr zu den zugehdrigen
Sonderelementen hin zu verbiegen (Abb. 8.42,.). Die in Abb. 8.11.
angegebenen zweidimensional ermittelten Auslenkungswerte fir
die Speichenelemente / 71 _/ weichen von den dreidimensional
ermittelten Auslenkungswerten erheblich ab. Der Grund dafir
liegt im wesentlichen in der gréferen mittleren Kastenwandtem=-
peratur (Abb. 8.10.) und der unvollstdndigen Berilicksichtigung
der Widrmeleitung zu benachbarten Elementen bei der zweidimensiona-
len Rechnung.

Wie in Abb. 8.11. zu entnehmen ist, ist im Normalfall die Tangen-
tialkomponente der freien Verbiegung deutlich kleiner als die
Radialkomponente. Fiir die Elemente im Ubergangsbereich zwischen
dem Core und der radialen Brutzone sind aber die Tangentialkompo-
nenten etwa gleich groBR wie die Radialkomponenten flir die ande-
ren Elemente. Damit ist nachgewiesen, dafl bei einer genauen Unter-
suchung der Elementbiegung die Tangentialkomponenten berilicksich-

tigt werden miissen.

8.3.2. Ergebnisse filir gleichmidBig spielbehaftete Lagerung in
der oberen Verspannungsebene und spielfrei nachgiebige
Lagerung in der Tragplatte (Fall B2)

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse filir die Auflagerkridfte der
Elemente (Abb. 8.13a und b), die Biegelinien‘der Speichenelemente
(Abb. 8.10. ) und die Auslenkung der Elemente an der oberen Kante
des Cores (Abb. 8.14.) sowie normierte Auflagerkrdfte an einzel-
nen Elementen (Tabelle 8.4.) flir den Fall B2 diskutiert (Tabelle
8.3.). Bei dem Fall B2 sind die Elemente in der unteren Verspan-
nungsebene spielfrei, in der oberen Verspannungsebene spielbehaf-

tet mit gleicher rLKt und in der Tragplatte jeweils an zwel Lagern

spielfrei aber nachgiebig aufgelagert.
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Fiir die Berechnung der Auflagerkridfte und der Biegelinie sind
neben der freien Verbiegung die relativen Positionen der Auf-
lager zu entsprechenden freien Auslenkﬁngspunkten des Elementes
maBBgebend. In den Lagerebenen der Tragplatte und der unteren
Verspannungsebene ist die relative Position der Auflager zur zu-
gehdrigen freien Auslenkung klein. Dagegen sind diese Grdfien in
der oberen Verspannungsebene relativ grofl. Flir die Diskussion
sind daher die freie Auslenkung und die Lager in der oberen Ver-

spannungsebene besonders wichtig.

Es zeigt sich, daf das Vorzeichen der Auflagerkraft in der unte-
ren Verspannungsebene gegenliber dem der Auflagerkraft in der obe-
ren Verspannungsebene bzw. dem der Summe der Auflagerkrifte in
der Tragplatte entgegengesetzt ist. Die nominellen Werte der
Auflagerkrdfte sind sowohl fir die radialen als auch flir die tan-
gentialen Komponenten filir die meisten der Elemente etwa gleich
groBl (Tabelle 8.4), Deshalb werden zunichst nur Auflagerkrifte in
der unteren Verspannungsebene diskutiert, die von allen Auflager-
krdften die groBten Werte annehmen.

Im Corebereich nimmt die Auflagerkraft in der unteren Verspannungs-
ebene zundchst mit steigender radialer Position allmdhlich ab
(Abb. 8, 13a und b). Sie erreicht bei der drittletzten und vor-
letzten Umfangsreihe im Core mit etwa -70 kp bei Normalelementen
| und mit etwa —100 kp bei Sonderelementen ihr Minimum. Dabei nimmt
die Auslenkung der Elemente auf der HOhe der Grenze des Cores
mit der oberen axialen Brutzone rasch zu (Abb. 8.14.), da in der
oberen Verspannungsebene die spielbehafteten Lager gegeniliber der
freien Auslenkung mit steigender radialer Position mehr nach auflen
verlagert angeordnet sind (Abb. 8.10.). Genau umgekehrt ist die
Situation in der letzten Umfangsreihe im Core, bei der die freie
Auslenkung iiber die Position der rLKt hinausragt (Abb.B. 9.).
Hier dndert die Auflagerkraft sogar ihr Vorzeichen (Abb. 8.11.a
und b). In der radialen Brutzone nimmt die Auflagerkraft wieder
ab (Abb. 8.13.a und b). Die Werte der Uber die radiale Position
aufgetragenen Auflagerkrifte fiir die Umfangsreihe verlaufen mono-
ton und lassen sich fir groBe radiale EPOS miteinander verbinden
(Abb. 8.13.b). Am Ende derartiger Verbindungslinien liegen die
Werte fiir die Speichenelemente. Bei kleineren radialen EPOS sind
die Auflagerkridfte wesentlich stirker verstreut, da sich hier der
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stérende Einfluf der Sonderelemente auf die Temperatufvertei-
lung und dadurch auf die freie Verbiegung der Elemente bemerk-
bar macht. |

Die Auflagerkrdfte bei den Sonderelementen sind grofer als die
bei den entsprechenden Normalelementen, da in der oberen Ver-
spannungsebene die relative Position der rLKt von dem frei aus-
gelenkten Balkenpunkt bei Sonderelementen groéfer ist als die bei
entsprechenden Normalelementen.

Die Auflagerkrdfte fir die Umfangsrichtung gestdrten Elemente
haben grofRere Tangentialkomponenten (Abb. 8.13.a). Derartige
Komponenten haben in der unteren und in der oberen Verspannungs-
ebene unterschiedliches Vorzeichen. Ebenso sind die Tangential-
komponenten der Auslenkung der gestdrten Elemente an der oberen
Kante der Corezone von den zugehdrigen Sonderelementen weg ge-
richtet (Abb. 8.14.), da in der oberen Verspannungsebene die
Tangentialkomponente der freien Auslenkung gréfer ist als das
reale Lagerspiel in Umfangsrichtung es zuldft. Diese Tatsache
wird an Hand eines Beispiels mit dem Element 32 in der oberen
Verspannungsebene gezeigt (Abb. 8.15).

Die frei verbogene Elementachse wird von der Auslenkungsstelle

01 (OWr = 1,14 mm, OWt = 0,61 mm) zu einem Punkt O' (Wr =
4,35 mnm, Wt = 0,28 mm, ¢-= 205,20) der rLKt mit dem Radius
r = 1,25 mm und dem Mittelpunkt O (XO = r, cos ?o’ Yo = YO
0 = 5,57 mm, ?O = 38,90) ausgelenkt. Dabei stehen

die Lagerspiele von SPr = 4,35 ..., 6,79 mm in radialer Richtung

sin ¢, r

und SP,=-0,28 ... * 0,28 mm in Umfangsrichtung der freien Aus-
lenkung von (OWr, OWt) gegenliber. Das reale Lagerspiel in Um-
fangsrichtung ist dabei wesentlich kleiner als der Radius der
rLKt r. Bekanntlich ist das reale Lagerspiel von der wirklichen
Auslenkungslage des Elementes abh#ngig. Dadurch wird das in
Unfangsrichtung zum Sonderelement &m W, = 0,61 mm frei ausgelenk-
te Element 32 bis auf Wt = 0,28 mm zurtick verbogen, so daBl das
Element im Bereich des Cores und der oberen Brutzone entsprechend
zurlickbiegt. Eine vergleichbare Situation, nur mit umgekehrten
Vorzeichen tritt bei der Biegung in radialer Richtung auf.
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Radialkomponente Tangentialkomponente
FuBBlager Versp. Ebene FuBlager Versp. Ebene
unteresfjoberes-lunteresjoberes Junterefoberes untereJoberes
Nr. 1 2 3 4 1 2 3 4
1
2 1,00 -1,71 0,71
31 0,13} 0,87} -1,73| 0,73] 0,11] 0,89 | -1,71} 0,71
qu), 4] 0,15] 0,85 -1,74] o0.74] 0,11] 0,89 | -1,771] 0,71
b 0,17 ] 0,83 -1,71] 0.,71] 0,111 0,89 | -1,71] 0,71
g 0,15 0,85} -1,71 0,71 0,11} 0,89 -1,71} 0,71
;5 7 1,00 -1,70| o,70| o,11] 0,89 | -1,71| 0,71
1,00 -1,64 0,64} -0,32| 1,32 -1,66] 0,66

91-0,27 1,27 | -1,65 0,65} -0,32}) 1,32 -1,66| 0,66

10 | -0,27 1,271 ~-1,66 0,66 -0,32| 1,32 -1,67} 0,67

Tabelle 8.4. Die normierten Auflagerkrdfte am Element fiir
die Umfangsreihe (Fall B2).
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Das Verh#dltnis der Absolutgrdflien der tangentialen und radialen
Auflagerkrdfte flir die Grenzelemente ist grdBer als dasjenige

fiir die Normalelemente. Das liegt daran, dal die Tangential-
komponenten der Auflagerkridfte sich in diesem Bereich gering-

fligig 4ndern. Dagegen sind die Absolutwerte der zugehdrigen
Radialkomponenten sehr klein (Abb. 8.13.b), so daB die Radial-
komponenten in vielen Fdllen kleiner als die zugehfrigen Tangen-
tialkomponenten sind. Solche Verhdltnisse sind durch die Richtung
der resultierenden Auflagerkrifte erkennbar (Abb. 8.13.a). Die
Anzahl derartiger Elemente betrdgt insgesamt 33 oder 40 % aller
Elemente. AuBlerdem weisen die Auflagerkridfte aller Nicht-Symmetrie-
elemente eine mehr oder weniger grofle Tangentialkomponente auf
(Abb. 8.13.a). Das gleiche gilt auch flir die Auslenkung (Abb. 8.14.).
Aus den bisherigen Ergebnissen 148t sich zusammenfassen, dal

die Krifte und die Verbiegung nicht nur radiale sondern auch
teilweise erheblich grofRe tangentiale Komponenten aufweisen.

Daher kann mit einer Speichenrechnung, bei der nur die Radial-
komponenten berilicksichtigt werden, keine zufriedenstellende
Aussage iliber die Biegung der Elemente - auch der Normalelemente -
gemacht werden.
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8.3.3. Variationen der Lagerbedingung in der oberen Ver-

spannungsebene

In diesem Abschnitt wird der Einflufl der Simulation der Lagerung

in der oberen Verspannungsebene bei elastisch nachgiebiger Lage-

rung der Elemente in der Tragplatte flr die Fdlle A2, B2, C2

und D2 untersucht (Tabelle 8.3.). Diesbezligliche Ergebnisse wer-
den in den Abbn. 8.16, 8.17 und 8.18 sowie in der Tabelle 8.5,
dargestellt.

Daraus folgt:

1)

2)

3)

Die Verldufe der vier auf das Element wirkenden Auflagerkridfte
und der Auslenkung der Elemente liber die EPOS sind bei allen
vier Fdllen #hnlich., Die Auflagerkridfte fiir den Fall A2 sind
deutlich gréBer als diejenigen flir die anderen Fidlle (Abbn.
8.16 und 8.18), da die Elemente im Gegensatz zu den anderen
Fdllen in der oberen Verspannungsebene spielfrei aufgelagert
sind.

Bis zur 3. Umfangsreihe sind die Auflagerkrifte (Abb. 8.17.)
und die Auslenkung (Abb. 8.18.) fir den Fall D2 deutlich I
kleiner als diejenigen der anderen drei Fdlle. Das liegt
daran, daf im Fall D2 die Elemente in diesem Bereich .infolge
der groBen Radien der rLKt in der oberen Verspannungsebene
frei oder fast frei verbiegen kénnen.

Die Absolutwerte der radialen Auflagerkridfte im Bereich der
radialen EPOS von r = 60 ... 90 cm sind fir die Fdlle B2 und
D2 etwa gleich, wobei das Verh#dltnis dieser Werte sich mit zu-
nehmender radialer EPOS verkleinert (Abb. 8.16.). Das liegt
daran, daR fiir diese beiden Fdlle die rLKt in der oberen Ver-
spannungsebene zwar #dhnlich grofl ist, aber die rLKt filir den
Fall D2 nach auBen hin verkleinert wird. Dagegen ist die GrdRe
der rLKt fir den Fall B2 von der radialen EPOS unabhidngig.



4)

5)
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Im Gegensatz dazu sind die Radialkomponenten der Auflager-
krdfte fliir den Fall C2 wesentlich kleiner. Dies kann folgen-
dermalen erklidrt werden: Bei der EPOS von r = 60 cm ist der
Radius der rLKt flir den Fall C2 etwa gleich der fiir die Fédlle
B2 und D2. Der Mittelpunkt der rLKt fir den Fall C2 ist je-
doch gegenliber den der anderen Fdlle nach innen versetzt ange-
ordnet,

Die Auflagerkrdfte in den letzten beiden Umfangsreihen fir
den Fall C2 sind wesentlich kleiner als diejenigen fir die
anderen Fdlle., Das liegt daran, dafl die Radien der rLKt fir
den Fall C2 gegenliber den anderen Fdllen wesentlich grdfer

angenommen wurden,

Die Auflagerkrifte der Grenzelemente zeigen fir alle vier
F4lle ein besonderes Verhalten. Die Griinde daflir wurden schon
im Zusammenhang mit den Ergebnissen des Falles B2 diskutiert.
Daher werden an dieser Stelle nur die Ergebnisse diskutiert,
die sich filir die Radialkomponente der Auflagerkraft beim Fall
C2 ergeben. Sie sind in der letzten Core-Reihe deutlich grofer
und in der letzten Banket-Reihe deutlich kleiner als bei allen
anderen Fidllen.

Die Radien der rLKt flir den Fall C2 sind im Bereich der Grenz-
elemente grofer als diejenigen fiir die anderen Fdlle. Deshalb
sind beziliglich der Auflagerkrédfte allgemein kleinere Werte zu
erwarten. Betrachtet man die Bestimmung der Mittelpunkte der
rLKt (Abschn. IIc), so ist der Radius SG6 flir den Fall C2
gegenitber den anderen Fillen wesentlich grofer. Daher sind

die rLKt beim Fall C2 deutlich nach innen verschoben angeord-
net. Somit missen die Grenzelemente, die radial stark nach

auBBen verbiegen, besonders stark zurlickgebogen werden.

Bei Fall C2 sind die Elemente in der ersten Blanket-Reihe
kaum belastet (Abbn. 8.16. und 8.17.). Das liegt daran, daB
in der oberen Verspannungsebene die rLKt '"zufdllig'" in der
Nihe der zugehtrigen freien Auslenkungsstellen liegen.
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Fall A2 Fall C2
FuBlager Versp. Ebene Fullager Versﬁ. Ebene
unteref{obere {untere{obere |unterel obere juntere| obere
Nr. 1 2 3 4 1 2 3 4
1 0,13{ 0,87 [-1,75 0,75
0,12y 0,88 [-1,73 0,73 1,00 -1,71 0,71
0,12{ 0,88 |-1,71 | 0,71 1,00 -1,70} 0,70
,% 4y 0,14| 0,86 |-1,68 | 0,68 1,00 -1,71 | 0,71
s | os| o,13] 0,87 |-1,72 | 0,72 1,00 -1,72 | 0,72
g 6| 0,14] 0,86 [-1,73 | 0,73 1,00 -1,75 | 0,75
E 7 0,05 0,95 {-1,71 0,71 1,00 -1,70 0,70
gl -0,25} 1,25 {-1,67 0,67 |-5,67 6,67 | -1 0
9| -0,28] 1,28 |-1,65 0,65 |-0,23 1,23 | -1,67 0,67
101 -0,29 | 1,29 |-1,67 0,67 }-0,23 1,23 1 -1,68 0,68
Fall B2 Fall D2
Fullager Versp. Ebene Fulllager Versp. Ebene
untere | obere|untere|obere |untere| obere | unterel obere
Nr. 1 2 3 4 1 2 3 4
1
2 1,00 -1,71 0,71
3{ 0,13 0,87]-1,73 0,73 © 1,00 | -1,71 ] 0,71
21 4| o,15| 0,85]-1,74 | 0,74] o 1,00 | -1,71 | 0,71
§ 0,171 0,83}-1,71 0,711 o 1,00 [-1,72] 0,72
g 0,15] 0,85}-1,71 0,71] o 1,00 |-1,72 | 0,72
E 7 1,00 -1,70 0,70] 0 1,00 {-1,71 | 0,71
8 1,00 -1,64 0,64 0 1,00 |-1,68 0,68
91| -0,27 1,27 |-1,65 0,65(-0,29 1,29 |-1,67 0,67
10 1 -0,27 | 1,27 |-1,66 0,66-0,28 | 1,28 |-1,65 | 0,65
Tabelle 8.5. Die normierten radialen Auflagerkrdfte am

Element flir die Umfangsreihe
(Fdlle A2, B2, C2 und D2).
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Die bei den Fidllen A2, B2, C2 und D2 durchgefiihrte Untersuchung
der Variation der Lagerbedingung in der oberen Verspannungsebene
hat die Ergebnisse erbracht, die jeweils flir einige dieser Fille
vergleichbar sind und fiir die anderen Fdlle Differenzen zeigen.
Daraus ergibt sich, dafl eine solche Simulation bezliglich der
oberen Verspannungsebene durch ein realistisches Verspannungs -
modell unterstiitzt werden sollte, um zuverlidssige Aussagen machen

zu kdnnen.

8.3.4. Variation der Lagerbedingung in der Tragplatte bei gleich-
midfRig spielbehafteter Lagerung in der oberen Verspannungs-
ebene

In diesem Abschnitt wird der EinfluB der Simulation der Lagerung

der Elemente in der Tragplatte bei gleichgroflen rLKt in der oberen

Verspannungsebene fiir die F#lle B1, B2, B3 und B4 untersucht

(Tabelle 8.3.).

Die Ergebnisse flir diese Fidlle werden in den Abbn. 8.19., 8.20.
und 8.21. sowie in der Tabelle 8.6. dargestellt.

Daraus folgt:

1) Der Einflufl der Simulation der Lagerung in der Tragplatte ist
fir die Auflagerkrdfte wesentlich grofer als der EinfiuBl unter-
schiedlicher Simulationen der Verh#dltnisse in der oberen Ver-
spannungsebene (vgl. Abschn. 8.3.3.).

2) Die Aufllagerkridfte in beiden Verspannungsebenen und die
Summe der Auflagerkrdfte in der Tragplatte sind fir die
Fille B2 und B3 bei allen Elementen #hnlich (Abb. 8.19.und
Tabelle 8.6) .Das gilt sowohl fiir die radialen als auch fiir

die tangentialen Komponenten.

Die Relation beider Auflagerkrédfte in der Tragplatte ist je-
doch sehr verschieden. Die Elemente werden im Falle B3 nur in
der oberen Lagerstelle belastet. Dagegen verteilt sich die Auf-
lagerkraft beim Fall B2 auf beide Lagerstellen. Dabei dndert
sich die Richtung der beiden Auflagerkrdfte in Abhidngigkeit
von der EPOS. Bei kleineren radialen EPOS sind beide Auflager-



3)

4)

5)
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krdfte gleichgerichtet und bei groferen radialen EPOS ent-
gegengesetzt (Tabelle 8.6).Dies ist offenbar darauf zuriick-
zuflihren, dafl bei kleiner Belastung der Elemente die beiden
sehr nah beieinander liegenden Lager der Tragplatte nur wie
ein einzelnes Lager belastet werden. Mit steigender Belastung
der Elemente wird der Balken auch im Bereich der Tragplatte
durch die Auflagerkraft im oberen FuBlager so stark verformt,
dafl das Element am unteren Fulllager die andere Seite des

spielfreien elastisch nachgiebigen Lagers trifft. Dieser Vorgang

tritt bei den Elementen in den Umfangsreihen 9 und 10 auf, bei
denen die Auflagerkridfte grofl sind (Abb. 8.19.).

Die Auflagerkridfte flir den Fall B4 sind gegeniiber denjenigen
flir die Fdlle B2 und B3 im gesamten Kern geringfligig kleiher.
Das bedeutet, daB bei einer Uberlagerung von spielbehafteten
und nachgiebigen Lagern sich die Auflagerkridfte zwar gering-
fligig vermindern, aber bei den hier gewdhlten GrdRen flir Spiel
und Nachgiebigkeit keine deutlichen Unterschiede auftreten.

Die Auflagerkrédfte fiir den Fall B1 mit spielfreien und nicht
nachgiebigen Lagern in der Tragplatte sind wesentlich grdéfier
als die bei allen anderen Fdllen (Abb. 8.19. und 8.20.). Das
Verhdltnis zwischen dem Fall B1 und B2 betrdgt etwa 1.4 : 1
in der unteren Verspannungsebene und etwa 5 : 1 am oberen
FuBlager (Abb. 8.19.).

Bemerkenswert ist beim Fall B1 im Gegensatz zu allen anderen
Fdllen, daB bei einem Element der Betrag der Auflagerkraft

in der unteren Verspannungsebene kleiner ist als die beiden
Auflagerkridfte in der Tragplatte, aber groBer als die Summe
dieser beiden (Tabelle 8.6) .Dies rithrt daher, daf die Aufla-
gerkrédfte in der Tragplatte unterschiedliche Vorzeichen haben.

Die Auslenkungen der Elemente in der H6he der oberen Kante

des Cores sind fiir die Fdlle B1 und B2 im Gegensatz zu den -
Auflagerkriften etwa gléich grofl, Die Verbiegung der Ele-
mente sind jedoch Versbhieden, da sich die Elementkasten wegen
der unterschiedlichen Druckkridfte in der unteren Verspannungs-
ebene ungleich verformen.
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Fall B1 Fall B3

FuBlager Versp. Ebene FuBBlager Vefsp. Ebene
untere| obere | untere| obere untere. obere funtere| obere
Nt 1 2 3 4 1 2 3 4
11-5,63 6,63 ] -1,00 0
2 1,00 -1,50 | 0,50 O 1,00{-1,70 | 0,70
3(-1,67 | 2,67 |-1,50| 0,50] o 1,00|-1,70 | 0,70
§ 4[-1,59 | 2,59 [-1,50| 0,50 O 1,00]-1,69 | 0,69
B[ s[-1,58 | 2,58 |-1,51] 0,51] o0 1,00|-1,70 | 0,70
é; 61-1,59 2,59 | -1,49 0,49 0 1,00({-1,70 { 0,70
El 7l-2,00] 3,00|-1,45] 0,45| o 1,00|-1,68 | 0,68
8l-1,76 | 2,76 | -1,47 | 0,47 O 1,00(-1,70 | 0,70
9]-1,89 2,89 | -1,44 0,44 0 1,00}-1,70 | 0,70
10]1-1,94 2,94 | -1,46 0,46 0 1,00 {-1,69 0,69
Fall B2 Fall B4
FuBlager Versp. Ebene Fulllager Versp. Ebene
untere|obere | untere| obere | untere] obere juntere | obere
Nr. 1 2 3 4 1 2 3 4
1
2 1,00 -1,71 0,71
° 3] 0,13 0,87 {-1,73 0,73 1,00 -1,80 | 0,80
oo 0,15 0,85 |-1,74 0,74 1,00 -1,74 0,74
i 51 0,17 0,83 | -1,71 0,71 1,00 -1,78 0,78
E 6l 0,15 0,85 | -1,71 0,71 1,00 -1,77 0,77
& 7 1,00 -1,70 | 0,70 0 1,0 |-1,80 | 0,80
8 1,00 -1,64 0,64 1,00 -1,78 0,78
9-0,27 | 1,27 |-1,65] 0,65 0 1,0 |-1,70 | 0,70
101-0,27 1,27 }-1,66.| 0,66 0 1,0 {-1,69 0,69

Tabelle 8.6. Die normierten radialen Auflagerkrdfte am Element
fiir die Umfangsreihe
(Fdlle B1, B2, B3 und B4).



P [kp]

- 152 -

Fall B3

60
R [em] —=

Fall B4

300
£y
?{L/f'
. ../
el Fall Bt
200 *
. N ;
N /' o i 150
H . . i
AT /
;0 . i
[ e 4 £
0 /o | 100
.
/i / o
s 7 !
A4 : -/
. ; W 50 =
.
A~ 4+
0 0
H
. . oA S ﬁ\
N
] '\ -%0 »
3
N o \ -
. .
5\-’*<
~100 ~ x -100
< x
x ey -150
20
-200
%0 50 80 100
R [em] —=
Fall B2
150 150
Y
g 100 E 100
& o:-""“"’*
50 e 7 50
R PR 4
PR -3 ¢

-50 X x \
\* s
Lo x \
- 100 - - - 100
-150 - 160
40 60 20 100 40

R [em] —

X == an der unteren
Verspannungsebene

e - am oberen FuBlager

Abb. 8.19 Radiale Auflagerkrifte
(thermisch)

0 80 100
R [em] —




AN NS U %@T'WQ\Q-\'\\Q N
%&%%%ﬂ Fat o1 lodofacyos L
T TP ATA PR K A

00050, <<
J0Sasadusea/\!

2NZ4

O, =
0209esasia’ &’
0ROS0S0S )<
0a0900086 N d

N
=

26086/

N OaaCEe0ate=)
AR IS
foegeecatte. <

D N WA W =\ ==

ESN

= =N
'0’8003%@26— Fall B2

1062006/

NOR0909Ge I\
0gesates=" s
Neoa209086 /N
138000620062
MO aeaeeagean /i
gRea=Re8ec 2 L

Fall B4

it

Abb. 8.20 Auflagerkrifte (thermisch)



- 154 -

(wiayl)
auoz}pds J1op SjUDY Uaiaqo 13p up m Bunyusisny  ‘|z'8 ‘qqV

Zg 11vd | . (g9 1104

TS5 A=A an Wan WA AR
S92 1S S A=A OO
o2 5-1ass0adanien
S4/8569a268a00)

e 808205000,

1 2agasalale!

220 20Dt
72092020 20t
=070 0y Dy

NE7E02a0ng0¢

1N 989089080;

S 8= £ DBt )
£0802 20 02agaqa
Rl N




- 155 =~

Die bei dieser Simulationsrechnung gewonnen Ergebnisse zeigen,

dall eine genaue.Kenntnis der Flexibilitdt (Spiel und elastische
Nachgiebigkeit) der Lager in der Tragplatte notwendig ist und
entsprechend bei der Analyse der Elementverbiegung beriicksichtigt
werden mufl. Im Bereich der hier vorliegenden thermischen Belastung
scheint es jedoch ausreichend zu sein, nur eine der beiden Bei-
trdge zur Flexibilitédt der Lagerung in der Tragplatte zu berlick-
sichtigen. Bei einer stdrkeren Belastung der Elemente sind aber
sowohl die Lagerspiele als auch die elastische Nachgiebigkeit

in die Analyse einzubeziehen.

8.3.5. Variation der Lagerungsbedingungen in der Tragplatte bei
. spielfreier Lagerung der Elemente in beiden Verspannungs-

ebenen

In diesem Abschnitt wird der EinfluB der Simulation der Lagerung
der Elemente in der Tragplatte bei spielfreier Lagerung in den
beiden Verspannungsebenen fiir die F4lle E1, E2 und E3 untersucht
(Tabelle 8.3.).

Diesbezligliche Ergebnisse werden in den Abbn. 8.22, 8.23 und
8.24 sowie in den Tabellen 8.7a und 8.7b dargestellt. Hierbei

werden nur die Ergebnisse fiir die Auflagerkridfte behandelt.

1) Allgemeine Bemerkung

Die Auflagerkridfte zeigen bis zu EPOS mit r » 60 cm infolge der
Stérwirkung durch die Sonderelemente ein unregelmdfiges Verhalten.
Dies gilt flr alle vier Lagerstellen bei den drei untersuchten
F4llen E1, E2 und E3. Die Gréfenverhidltnisse der Auflagerkridfte
sind jedoch fiir die verschiedenen Fille geringfiigig unterschied-
lich (Tabelle 8.6) .Die Abb. 8.22. zeigt die Variation der Auf-
lagerkrdfte in Abhingigkeit von der radialen EROS filir die radia-
len Auflagerkrifte der beiden Lager in der Tragplatte. Die Auf-
lagerkridfte sind iliberwiegend negativ flir die unteren und positiv
 fiir die oberen Lagerstellen in der Tragplatte (Abb. 8.22.). Das
GroBenverhdltnis der radialen und der tangentialen Komponenten
zueinander ist ebenfalls uneinheitlich (Abb. 8.22. und Tabellen
8.7a und .8.7b).
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Bei manchen Elementen sind die Tangentialkomponenten deutlich
groler als die zugehdrigen Radialkomponenten.

Es ist offensichtlich, daf die Elemente in Bezug auf die Auf-
lagerkraft infolge der Stdérwirkung der Sonderelemente in die-
sem Gebiet bei der Simulationsreihe E empfindlicher reagieren
als bei den anderen Simulationsreihen A, B, C und D.

Etwa bei der EPOS von r » 60 cm dndert sich dieses Verhalten.
Die Ergebnisse der Berechnung zeigen abschnittsweise ein regel-
midBiges Verhalten in Abhidngigkeit von der Umfangsposition

(Abb. 8.22.). Das liegt daran, daf in den Verspannungsebenen
die radialen freien Auslenkungen und die Summe der Kastenauf-
weitung bzw. -abplattung miteinander gegenlédufig sind.

Im Bereich der radialen EPOS von r > 60 cm lassen sich die Wer-
te der Auflagerkridfte fir eine Umfangsreihe miteinander verbin-
den.

In der Tabelle 8.7 sind fiir die drei F4lle E1, EZ und E3 die nor-
mierten Auflagerkrdfte zusammengestellt. Dabei erkennt man, daf fiir
jeden Fall das Verh#ltnis der Auflagerkrédfte in den beiden Ver-
spannungsebenen in einem bestimmten Bereich liegt. Eine Ausnahme bil-
det dabei im Bereich der EPOS von r > O cm fiir den Fall E1. Da-
gegen ist das Verhdltnis der Auflagerkrédfte in der Tragplatte

und in den Verspannungsebenen unterschiedlich. Daher werden in

den folgenden Teilabschnitten die Auflagerkrédfte in der Trag-
platte und in der unteren Verspannungsebene. fiir die radiale EPOS

r > 60 cm diskutiert. Dabei wird der Fall E1 gesondert untersucht
(Teilabschnitt II) und danach die Fidlle E1, E2 und E3 verglichen
(Teilabschnitt III).

IT Der Simulationsfall E1

1) Die radialen Auflagerkridfte fiir die Elemente im Grenzbereich
zwischen dem Core und Blanket sind sowohl in der Tragplatte
als auch in der unteren Verspannungsebene sehr grofl (Abbn.
8.22. und 8.24.). Das liegt daran, dafl in der oberen Ver-
spannungsebene die freien Auslenkungen dieser Elemente viel

gréBer sind als die Summe der Kastenquerschnittsverédnderungen
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bis zu diesen Elementen von der Reaktorachse aus.

Die radialen Auflagerkridfte in der unteren Verspannungsebene
bei grdlBeren radialen EPOS sind erwartungsgemifl deutlich
kleiner und &dndern ihr Vorzéichen (Abb. 8.24.). In der Trag-
platte sind jedoch die Auflagerkrifte an beiden Lagerstellen
relativ groRl (Abb. 8.22.), obwohl die Summe der beiden zuge-
hérigen Auflagerkréfte klein ist. Sie verzdgern sich in der
letzten Umfangsreihe noch erheblich. Dieser Verlauf der Auf-
lagerkraft ergibt sich durch das Verhdltnis der freien Aus-
lenkung zur Summe der Kastenquerschnittsverénderung fir das
Element. Aus diesem Ergebnis erkennt man die Notwendigkeit
der Berilicksichtigung beider Légerstellen in der Tragplatte
fiir die Berechnung. AuBlerdem ist ersichtlich (Abbn. 8.22.
und 8.24.), daf in einer Umfangsreihe die Auflagerkraft flr
das Speichenelement von der flir die anderen Elemente abweicht,
insbesondere im Grenzbereich.

2) Die Tangentialkomponenten treten in erster Linie bei den
Elementen auf, bei denen sich der Einflufl der Stdrung der
Sonderelemente bemerkbar macht. Daher sind die vom Stdérge-
biet weit entfernten Elemente in Umfangsrichtung kaum belas-
tet (Abbn. 8.22., 8.23. und 8.24.). Ebenso sind die Speichen-
und Eckelemente der Symmetrieachse in Umfangsrichtung unbe-
lastet. Bemerkenswert ist jedoch, daf dies auch filir die Speichen-
und Eckelemente auBerhalb der Symmetrieachse trotz der nicht
symmetrischen Lastverhidltnisse gliltig ist (Abb. 8.22., 8.23.
und 8.24.). Die Tangentialkomponente ist gegeniliber der zugehéri-
gen Radialkomponente sichtbar kleiner. Das grdfte Verhdltnis
betrdgt etwa 0,5 und tritt sowohl in der Tragplatte (Abbn. 8.22.
und 8.23.) als auch in der unteren Verspannungsebene (Abb. 8.24.)
bei den Elementen zwischen den Speichen- und Eckelementen im
Bereich der radialen EPOS von r ~ 75 ... 87 cm auf.

Die Auflagerkrdfte fiir die Fdlle E2 und E3 sind im Grenzbereich

- zwischen dem Core und der radialen Brutzone wesentlich kleiner

als diejenigen fiir den Fall E1 (Abbn. 8.23. und 8.24.). Das Ver-
hdltnis der Auflagerkomponenten des oberen Lagers in der Tragplatte

[

zwischen dem Fall E2 und dem Fall E1 betrédgt etwa 15 bis 25 %.
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Die Auflagerkrédfte im unteren Lager'werden noch stédrker

reduziert (Abb. 8.23.). Dagegen ist beim Fall E3 eines der

Lager in der Tragplatte krdftefrei (Tabellen 8.7a und b). Die Auf-
lagerkraft am anderen Lager in der Tragplatte betrigt etwa

55 % bis 65 % der Summe der beiden Auflagerkridfte in der Trag-

platte fir den Fall El1., Der Unterschied der Auflagerkrdfte flr

die beiden Fdlle E2 und E3 ist relativ klein (Abbn. 8.23. und 8.24.).
Die Auflagerkridfte in der unteren Verspannungsebene bei Beiden
Fd4llen E2 und E3 sind jeweils etwa um 30 % kleiner als diejeni-

gen beim Fall E1 (Abb. 8.24.). |

Bemerkenswert ist, dafl fiir die Elemente in den beiden letzten
Unfangsreihen die radialen Auflagerkrdfte fiir die Fdlle E2 und E3
groBer sind als die fiir den Fall E1 (Abb. 8.24.). Dies ist auf
die extrem groflen Auflagerkrdfte in der Tragplatte zurlickzufiihren
(Tabelle 8.7a).

IV) Schluf3ifolgerung

Durch die Reihe E der Lagersimulationen wurde gezeigt:

1) Der Verlauf der Auflagerkrifte ist stidrker als bei den Simu-
lationen A bis D durch die Stérwirkung der Sonderelemente be-
einfluflt.

2) Bei der Berechnung der Elementverbiegung miissen sowohl die
Lagerspiele und die elastischen Nachgiebigkeiten .als auch
die Anzahl der Lagerstellen in der Tragplatte beriicksichtigt
werden. |

3) Die Ergebnisse fiir die Speichenelemente sind nicht immer reprid-
sentativ flir die einer Umfangsreihe.
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Fall E1 Fall E3
FuBBlager Versp. Ebene FuBlager Versp. Ebene
untere‘obere untere| obere | untere| obere Juntere | obere
Nr. 1 2 3 4 1 2 3 4
; :
2 1,00 -1,60 0,60 1,00 0 -1,8141 0,81
3 1,00 -1,50 0,50 1,00 -1,70] 0,70
=1 1,00 -1,53 | 0,53 | 1,00| o |-1,82]0,82
g 5 1,00 -1,37 0,37
tg 6 1,00 -1,82 10,82
g 71-1,69 2,69 |-1,49 0,49 0 1,00 |-1,701 0,70
81-2,22 3,22 |-1,42 0,42 0 1,00 -1,70}10,70
9117,41 |-16,41|-3,76 2,76 1,00 0 -1,82 10,82
10}-9,27 |10,27 |-0,60 |-0,40 | 1,00 0 -1,82 10,82
Fall E2
Fullager }Versp. Ebene
untere |obere funtere|obere
Nr. 1 2 3 4
1
2 1,00 -1,75 0,75
3 1,00 -1,71 0,71
% 4 1,00 -1,73 0,73
a 5 1,00 -1,72 0,72
5 6 1,00 -1,72 0,72
E 710,10 0,90¢f~-1,71 0,71
8 1-0,38 1,381-1,65 0,65
91-0,11 1,111-1,68 0,68
10 1,00 -1,69 0,69
Tabelle 8.7a: Die normierten radialen Auflagerkrifte am

Element fir die Umfangsreihe

(Falle E1, E2 und E3).
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Fall EI1 Fall E3
FuBlager Versp. Ebene FuBlager Versp. Ebene
untere| obere|untere| obere | unteref obere luntere| obere
Nr. 1 2. 3 4 1 2 3 4
1
2
31-1,67 | 2,67 {-1,50{ 0,50 | 1,00 o [-1,82 | 0,82
% 41-1,67 2,67 | -1,50 1 0,50 1,00 0 -1,82 0,82
i 5{-1,67 | 2,67 {-1,50{ 0,50
E 61-1,67 2,67 t-1,501 0,50 1,00 0 -1,81 0,81
A5 7{-1,67 | 2,67 |-1,50 | 0,50 0 1,00 |-1,70 | 0,70
81-2,00 3,00 | -1,46 | 0,46 0 1,00 {~1,69 0,69
91-1,98 2,98 | -1,46 0,46 1,00 0 -1,82 0,82
10}-2,00 3,00 | -1,45 0,45 1,00 0 -1,82 0,82
Fall E2
FuBlager |Versp. Ebene
untere|obere {untere| obere
Nr. 1 2 3 4
1
2
3
< | 4| 0,11} 0,89 |-1,71 | 0,71
o 5 0,11 0,89 |-1,71 0,71
% 6 0,11{ 0,89 | -1,71 0,71
E 71 o0,11] 0,89 |-1,71 | 0,71
8f -0,31| 1,31 |-1,65 0,65
9| -0,32} 1,32 |-1,66 | 0,66
10y -0,33] 1,33 |-1,67 0,67
Tabelle 8.7b Die normierten tangentialen Auflagerkridfte

am Element fiir die Umfangsreihe

(Fd1lle E1, E2 und E3).
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8.3.6., Qualitative Untersuchung des Einflusses des Strukturmate-

rialschwellens

In diesem Abschnitt wird der Einflul des Strukturmaterialschwellens
auf die Elementverschiebung flir den Fall B2 (Tabelle 8.3) diskutiert.
Dabei wird die aufgrund des Strukturmaterialschwellens auftretende
Volumendehnung unter Verwendung der Interatom-Formel (Gl. 3.25) be-
stimmt. Fir die Rechnung wurde das im Abschnitt 8.1. skizzierte Um-
setzungsschema zugrunde gelegt. Die Elementpositionierung des unter-
suchten Reaktorzustandes entspricht dem Anfang des in Abb. 8.3a dar-
gestellten Zykluses. Dabei werden zum eindeutigen Vergleich drei
Fdlle untersucht.

a) Fall B2TH: Hierbei ist nur die thermische Dehnung berﬁckéichtigt.
Dieser Fall wurde in Abschnitt 8.3.2 (Fall B2) bereits

untersucht.

b) Fall B2SW: In diesem Fall wird nur die Dehnung infolge des Struk-
turmaterialschwellens nicht aber die thermische Dehnung
beriicksichtigt., Diese Situation entspricht dem Reaktor
im kalten Zustand.

c) Fall B2TS: Die thermische Dehnung und die Dehnung infolge des
Strukturmaterialschwellens bestimmen die dreidimensio-
nale Verbiegung des Reaktorkerns, d.h. der Reaktor ist
‘auf Vollast hochgefahren.

Die Ergebnisse der drei Fidlle werden in den Abb. 8.25, 8.26 und 8.27
sowie in den Tabellen 8.8., 8.9. und 8.10. miteinander verglichen.

Bei den Rechnungen fiir die Fdlle B2SW und B2TS sind wegen grofler
Konvergenzschwierigkeiten die angreifenden Auflagerkrdfte in der unte-
ren Verspannungsebene und die Querschnittsverformungen der Element-
kdsten nicht ausiteriert. Wie spidter noch zu sehen ist, liegt
dies daran, daB die Querschnittsverformung (durch die globare Dehnung
und die Druckkrédfte) und die entsprechenden Auflagerkrdfte in einer
Umfangsreihe (Tabelle 8.8a und 8.8b) sehr unterschiedlich sind. Da
dieser Vergleich zun#chst nur qualitativen Charakter haben soll, wurde
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wegen des groflen Aufwandes auf eine Weiterfﬁhrung'der Iteration bis
zur Erreichung eines vollstidndigen Gleichgewichts von Verformungen

und Krdften verzichtet,

I) Die Globare Dehnung und die freie Verbiegung

Da in der Spaltzone die Kihlmittelaufheizspanne fir die Elemente
dhnlich groff ist, sind fiir alle Elemente auch die mittlere ther-
-mische Dehnung liber den Kastenquerschnitt und die mittlere axiale

Verschiebung #hnlich groB (siehe r < 81 cm in Abb. 8.25). Das
gleiche gilt flir die Brutelemente (siehe r > 80 cm in Abb. 8.25).
Dabei ist die axiale Verschiebung der Sonderelemente aufgrund der
kleinen Kihlmittelaufheizspanne wesentlich kleiner als diejenige
der Brennelemente. Diese kleine Kihlmittelaufheizspanne beeinfluflt
entsprechend den Verlauf der axialen Verschiebung benachbarter
Elemente (Abb. 8.25).

Dagegen sind die Verldufe der mittleren Dehnung iber den Kastenquer-

schnitt und der mittleren axialen Verschiébung infolge des Struktur-

T 60 c B X
=/ e thermisch
E x schwellen
| St §
o
c
a
o 40 X
= X
@
-3
X
y X
20 %
X
X X X
p
X " X X x oy 1K
X
X Ex X ol ;g *
° e ) [} ® X X
ol < t . % % X ‘ggé v ke ¥ ks Hhyns
0 o 20 40 60 80 100

120

Radius der BE- Achse r [ecm]——

Abb. 8.25 Axiale Verschiebung der Elemente an der oberen
Kante flir die Fdlle B2TH und B2SW



- 166 -

materialschwellens iliber die radiale EPOS stark unterschiedlich

(Abb. 8.25). Dabei weisen die Elemente, die sich im ersten Zyk-
lus befinden, noch keine Dehnung auf. Die Dehnung und die Verschie-
bung vergrdfern sich mit steigender Bestrahlungszeit des Elements
(Abb. 8.25). Sie sind auBerdem vom ortsabhidngigen NeutronenfluBver-
lauf und von der Kostenwandtemperatur abhingig. Aus diesen Ergebnissen
148t sich ableiten, daB bei der Berticksichtigung des Strukturmaterial-
schwellens die globaren Querschnittsverformungen der Elementkidsten

in einer Umfangsreihe voneinander stark abweichen konnen. Der Verlauf
der freien thermischen Auslenkung an der oberen Kante der Elemente
ist, wie im Abschnitt 8.3.1 beschrieben, mit steigender radialer

EPOS in der Spaltzone ansteigend‘und danach in der Brutzone ab-
fallend (Abb. 8.26a). Eine derart einfache Beschreibung trifft beim
Verlauf der freien Auslenkung infolge des Strukturmaterialschwellens
nicht zu (Abb. 8.26b). Die Brennelemente des ersten Zykluses sind
aufgrund des Strukturmaterialschwellens noch unverbogen (Abb. 8.26b).
Die radiale Auslenkung der Brennelemente des zweiten Zykluses ist
negativ, diejenige der der Brennelemente des dritten Zykluses infolge
der 180° Drehung zwischen den ersten beiden Zyklen weisen keine Ver-

biegung auf.

Zur Erklédrung der freien Auslenkung der Brutelemente muBl man den ge-
nauen Ablauf der radialen und tangentialen Positionierung fir jedes
Element individuell verfolgen. Darauf soll hier verzichtet werden.

Die Tangentialkomponente der freien Auslenkung Uber der radialen EPOS
sind in Abb. 8.26b nur als Absolutwerte aufgetragen. Bemerkenswert
ist, daB bei einigen Elementen die freie Auslenkung besonders grof
ist, insbesondere kann die Tangentialkomponente deutlich grofRer als
die Radialkomponente werden. Dies kann nur fiir jedes Element indivi-
duell unter Berlicksichtigung des Neutronenfluf- und Temperaturfeldes,
der Bestrahlungszeit und der Positionierung der Elemente begriindet
werden. Bei einigen wenigen Elementen ist jedoch eine eindeutige Begriin-
dung nicht méglich. Das kann darauf zuriickgefihrt werden, daf der
NeutronenfluBverlauf des hexagonalen Elementquerschnitts aus einer
X-Y-Rechnung mit viereckigen Maschen bestimmt wird. Dadurch treten bei
der Ubertragung der Ergebnisse der NeutronenfluBrechnung Verzerrungen

auf, die sich insbesondere
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Abb. 8.26. Freie Auslenkung der oberen Kante der
Elemente flir die Fdlle B2TH und B2SW
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- bei gestdrten Elementen und

- bei Elementen mit grodBeren Differenzen zwischen den hexagonalen

und viereckigen EPOS

bemerkbar machen. Eine zusidtzliche Fehlerquelle ist die grobe
Aufteilung des (x,y)-Maschennetzes. Solche Fehler lassen sich nur
durch Verwendung eines hexagonalen Maschennetzes bei der Diffusions-
rechnung vermeiden.

II) Auflagerkrdfte und Auslenkung

Eine graphische Darstellung der Auflagerkrédfte, wie in den vorher-
gehenden Abschnitten, ist zum Vergleich der untersuchten drei Fidlle
B2TH, B2SW und BZTS nicht sinnvoll, da die entsprechenden Auflager-
krdfte dieser Fdlle teilweise in unterschiedlichen GrdBenbereichen
liegen., Daher wurden die Tabellen 8.8a und 8.8b sowie 8.9a und 8.9b
erstellt, in denen die radialen und tangentialen Komponenten der
Auflagerkrdfte sowie ihre normierten Werte dargestellt sind. Im
thermischen Fall B2TH 148t sich der Verlauf der Auflagerkrifte lber
die radiale EPOS und fiir die Umfangsreihe relativ einfach beschrei-
ben (Abschn. 8.3.2). Aus den Tabellen 8.8a und 8.8b kann entnommen
werden, daB bei den Fdllen B2Sw und B2TS die Auflagerkrdfte fiir die
Elemente mit ausgepridgten freien Auslenkungen entsprechend grofl sind.

- Die sich im 4. Zyklus befindlichen Sonderelemente weisen die grof-
ten Auflagerkrﬁfte ihrer Umfangsreihe auf (Tabelle 8.8a und 8.8b).

- Die resultierenden Auflagerkridfte flir die Brennelemente im zweiten
Zyklus sind allgemein grdfer als diejenigen anderer Brennelemente
in der gleichen Umfangsreihe.

" - Bei den Brutelementen mit gréReren freien Auslenkungen werden
groflere Auflagerkrédfte berechnet. In der letzten Umfangsreihe
sind die Auflagerkrifte ungefidhr gleich grof3.

Die gréBten Auflagerkrifte treten bei einigen Brutelementen in der
drittletzten Umfangsreihe auf, da diese Elemente am ldngsten umfangs-
variablem Neutronenflufl ausgesetzt sind. Ahnliches gilt auch flr

die Sonderelemente.
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-1601al7 664049
~11699 4e97
-121a48 50e41
0240 —0017
—0003 0.01
~2678 1lal5
=14.82 6015
=29021 12012
~262a22 108082
36666 =15.21
15099 —bebh
=176016 T3eld
4649 1,86
~1Te32 Tol9
-406601 168049
0el0 ~0a04
1793 =Tol2
<3464l 13,65
~12065 5002
9805 -38a12
6013 ~2e43
~517e33 261621
560011 =-222.28
13107 -52001
~3928,80 1559410
2111091 -838,20
—9Le49 36629
-7T714035 306170
8698651 -3452639
2004 -0a81
~10e25 - 4007
~15086 6029
~15607 5498
3468 b L1
~1T4:46 69623
196609 =77082
~234a80 93018
-1345038 533491
135278 =536087
~1388680 551013
=3034489 1204038
5123462 ~2033,32
Go75 =8o30
033 =0.13
12073 =505
5eT4 ~2428
laT2 -0a68
5034 2012
~0e92 0037
15097 —6034
-32179 127.70
004 -0602
151630 —60.04
=6(5048 240029

Tabelle 8.8b Tangentialkomponente der Auflagerkrifte
der Elemente fir die Fdlle B2TH, B2SW
und B2TS
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FALL 82TH FALL B2SW FALL 82TS
FUSSLAGER  VERSP4-EBENE FUSSLAGER  VERSPo~EBENE FUSSLAGER  VERSPo-EBENE
NRo ZYKLe UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE

. e 1 2 3 4 1 2 3 4 ‘1 2 3 .
o 1
2
3 Ce0 Gol Gal 0.0 Ge0 00 [ 0.0 0.0 0.0 Q.0 Qe
&
| S 0.6 £a8  0a  Zed  —5.T9T 60797 —1.000 000  B5.T97 6.797 -1.000 0.0
2 Col  Def  Fal T 4elB5 6,895 ~1aTC8 0.T0R 0,103 0.897 -1,708 0,708
3
[ 4
+ 2 1 04189 06811 1719 0a719 54337 0.663 -1e736 O0uT36 0e663 04337 ~1.716 04776
o 2 7el76 0cB24 -1.T17 OCuTif. 04109 0u891 -1,709 04709 0,109 04891 -14709 04709
o 3 20292 (o798 ~1o731 (o731 (ed22 o578 ~1o747 0o74T 4105 ~3a105 -24189 1a189
4
g 3 1 04135 0865 ~1.T712 GeT12 0e45T 0503 —1s756 00756 0:823 0u177 -1.T95 04795
o} 2 Gel32 04868 ~1s712 0aT1Z Ga053 0947 -10702 04702 04051 04949 ~1,702 0,702
o 3 0e131 0869 ~1a71Z 0aTLZ 0e443 04557 —1.T49 0a749 0.T13 04287 -1.762 0.782
b= . {127 VeB73 —1,711 0oTIl 76122 0.878 -14711 OoTIL 34123 04877 =leT11 0.711
o 4 1 2152 0,848 ~1,714 (o714 o269 0731 ~1oT28 DeT28 0ub46 04534 -14TA9  OeT49
2 Col52 CoB4B 1,714 Ce714 ©al3C CeBT0 =14712 0u71Z 0o124 0.866 -1a712 0.712
% 3 0ol48 0852 ~1,716 CoTlé 04275 0725 -1a729 0.729 0cADY Oo591 —1.T45 0,745
— 4 :
« 5 1 04846 =1,714 DeT14  Go3kl (eSB9 =14T33 0aT733 14467 0u533 =1e752 0,752
ot [ CoB4bh ~1oTh5  UeT15-144908 15,908 OuU% —-1009% ~0.509 1,509 <1.635 0.635
3 04833 ~14716 CoTl6 "e310  0e690 =14733 0e733 04589 0eAll =1767 0a767
o . 04859 ~1a713 0713 04081 04917 -1a706 00706 0s0T6 00924 -1.705 04705
< 6 1 FeBh% 1,715 24715 Te312 4688 04733 o621 06379 -14T70 0,770
~ 2 CaB52 ~14714 OuT14 ~26585 34585 0o386 ~1¢352 1352 =Lob54 0,654
3 CeB5¢ ~14714 14 24307 0,693 0.733 0,528 D472 ~LeT59 0,759
. 04866 ~1.712 12 Cl 138 0,862 04713 0,142 04858 -1,713 0,713
o T o 12125 ~1a681 0,681 0,249 04751 04726 —0s984 1a986 ~145T8 0,578
2 10726 ~14693 Ge693 Uelé2 04858 0o713 9,164 04836 -1.T16 0oT16
3 14067 —1,688 04688 De249 0.751 <1oT26 CoT26 =1e828 10828 -1e597 04597
H h
[ 14212 ~106T1 0a6T1 40493 ~30493 =20235 1235 ~1,487 20487 -1517 0,517
2 10203 —1672 0e672 04250 14250 ~14866 0c666 ~0e240 1s240 ~1s667 04867
3 14168 -1.676 T6 ~Fa45T 1e45T ~leb661 Cubh) ~DohdD  1o440 —1o643 Qabhd
.
LI 10276 ~10663 04663 ~1s021 14021 -1a693 Ceb93 0a04T 04933 -1.704 0,704
2 14276 ~14663 0eb63 ~Co27T- 14277 ~12663 0a663 ~0427L 14271 -1.663 04683
3 1e276 «14663 Gubb3 0699 14699 ~14612 04612 04672 10672 ~1o615 0615
s
K€ 1 —3a2Th 1,271 ~14663 0u663 ~CoU95 14095 ~1e685 04585 (o011 04989 ~14697 0e697
2 20e271 1s2T1 —14663 0663 00156 0aBhée 15 0,715 7,602 0s398 ~14768 0,768
3 -0eZ71 12271 —14663 0663 —0a097 1,097 ~labBh 00684 0.007 Ca993 —1.697 04697
-

FALL 82TH FALL B825W FALL B2TS
FUSSLAGER  VERSP-EBENE FUSSLAGER .+ VERSP o-EBENE FUSSLAGER  VERSPo~EBENE
NRa ZYKLe UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE UNTERE OBERE

« 1 2 3 4 1 2 3 . 1 2 3 4
°o 1
z
[ 3 Col Cad ol Gol el 3eB  0e0  Ge0  0aD Nl 0u® 00
&
2 .
o] 11 =5,797 6,797 ~1.000 00 040 0.0  0e0 o0 5.TIT 64797 ~1.000 0.0
o 2 Zob  fel 06 Ush  Te112 04888 =14709 04709 0,112 o888 -3.709 0,709
3
o s
O 2 1 0.888 -1o709 04709 Gs0 040, Ce0 040  0a0
o, 2 66797 =14000 0o0 00709 04110 04890 -1,709 0e7C9
3 @2 0e0  DeC 0c0 0.0  0s0  0a0 040
=] s
o 3 Golll 04889 =1,709 04709 0el 0o  0o0  0a0  0Oo111 04889 -1,709 0,707
4 2 0u119 Ce881 =1o710 0uT10 'Gall2 " (4888 —1s709 o709 00112 Ge888 -14709 00709
— 3 Golll D859 -1.709 0e70% Ced N X 0.0 04111 00889 -1.709 0.709
o & 166 feb Ua®  9ef  Na11Z 0a888 ~1.T09 0,709 0112 0880 -14709 0709
v L S1,709 0.709 Gof 040 0ol 0o0  Oalll 04889 ~1.T09 0oT09
. 2 —1,710 00710 Gell2 (o888 ~16T09 CoTO9 Nell2 00888 ~14709 0,709
t; 3 ~16709 0e709 Co0 a0  0u0 060  0s112 04888 <1709 0o709
s
() 5 1 Colll ©e889 -167°9 0479 0s0  0e31F 9889 -1aT09 0709
[0 2 Lelll 04889 -1.799 0.709 0.T09 Goll2 0.888 -1,709 .79
3 Gol1l  0aB89 ~1a709 00709 0s0 00111 34869 -1.709 “0.709
e 4 Ced 0ol  0u0  0aC 04709 04112 00888 -1.709 0,709
« 6 1 0al13 0887 -1,709 Co709 0:0 04113 04887 -14709 04709
= 2 9L ~1,709 CeTOO 0709 0e111 04889 -1.709 00709
3 88 -1.709 GeT09 o0 0112 0088 ~1.709 G709
4 Ce0 Ul 040 0u0 0709 0,112 04888 -1,709 0,709
0O 7 1 Oalll 0889 1,709 0709 CoO  0a0  0e0 020  0elI0 0s890 ~1o709 00709
2 Yolll  JuBB9 =1,709 o709 0ol12 0o888 1709 00709 0oll2 04888 —1eT09 04709
3 Telll 0eBB9 =147C9 06T 746 Ao 0uf  Ca0 - Colll 04889 ~14709 0oTCW
s
s 1 14658 04658 ~0s302 14302 ~14660 04660 ~0o2T9 14279 ~1s663 04662
2 ~10659 00659 -04315 12315 =14658 0,658 —0o315 10315 10658 04658
3 ~10658 04658 —0a3l6 Le3l6 ~1n658 00658 ~0,316 14316 ~14658 04658
&
9 1 —1a65T 04657 =U,316 1,316 -14658 04658 -0,317 14317 -146358 0o658
2 “14658 o658 -0o316 14316 -1o658 0658 ~0o316 1316 ~1e658 0,658
3 =1,658 00658 ~Da318 10316 -10658 00658 ~0a317 10317 ~1¢658 00658
s
10 1 ~16650 04658 460  €e0 0D 00  =0e317 10317 ~14658° 00658
2 10658 16658 ~0s316 14316 ~14658 04650 ~0e316 14316 ~14658 00658
3 =1.658 0e658 ~00317 14317 ~1:658 00688 -0,317 10317 -14658 00658
4

Tabelle 8.9 Normierte Auflagerkrédfte am Element in
den Zyklen und Umfangsreihen fiir die
Fille B2TH, B2SW und B2TS
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Bemerkenswert ist, dafl sich flir die normierten Auflagerkridfte
der Elemente verschiedener Zyklen auBler in wenigen Ausnahmen
bei allen Umfangsreihen und bei allen drei untersuchten Fidllen
sehr dhnliche Werte ergeben (Tabelle 8.9.a und 8.9b), in beson-
derem Mafle in der unteren Verspannungsebene.

Im thermischen Fall B2TH hat die Auslenkung der Elemente an der
oberen Kante der Spaltzone eine positive Komponente in radialer
Richtung (Abb., 8.27 und Tabelle 8.10). Die Absolutwerte ihrer
Tangentialkomponenten sind klein. Das gleiche gilt auch in den
Fdllen B2SW und B2TS fiir etwa 2/3 aller Elemente, insbesondere
fiir die Brennelemente im ersten und dritten Zyklus. Fiir das
Drittel aller Elemente, das sich im zweiten Zyklus befindet, ist
dies jedoch nicht der Fall. Dort sind die Radialkomponenten der
Elementauslenkung negativ. Sie sind teilweise wesentlich kleiner
als ihre zugehdrigen Tangentialkomponenten. Diese Tendenz ent-
spricht den Situationen, wie sie bei der freien Verbiegung der
Elemente infolge des Strukturmaterialschwellens auftreten. Da-
durch, daB sich in einer Umfangsreihe Elemente aus verschiedenen
Zyklen befinden, sind die Auslenkungen der Elemente stark unter-
schiedlich. Diese Tatsache kompliziert die Bestimmung der drei-
dimensionalen Verbiegung und der dazugeh6rigen Krdfte im Gleich-
gewicht in der unteren Verspannungsebene erheblich im Vergleich
zu Belastungsfdllen, bei denen nur die relativ gleichmidflige
thermische Auslenkung zugrunde gelegt wird. Insbesondere ergeben
sich bei stark unterschiedlichen Auslenkungen in einer Umfangs-
reihe Schwierigkeiten bei der Iteration der Kastenverformungen,

der EPOS und der Krdfte in der unteren Verspannungsebene.

Die tatsidchlich auftretenden Kridfte in der Elementlagerung werden
jedoch wesentlich kleiner als die hier berechneten sein, da die
aufgrund des Strukturmaterialschwellens auftretenden Spannungen
wegen des Kriechverhaltens des Kastenmaterials stetig abgebaut
werden. Dies ist insbesondere flir die Elemente mit relativ groflen
Kriften zu erwarten. Da die Kriecheigenschaften des Materials in
dem hier vorgestellten Modell nicht beriicksichtigt wurden, geben
die Ergebnisse bezliglich der grofen Auflagerkrdfte nur ein quali-

tatives Bild dessen wieder, was in Wirklichkeit zu erwarten ist.

Bezliglich der kleinen Verformungen ist die Rechnung als realistischer

anzusehen.
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L B2TH FALL B2SH FALL B2TS
TANGENTIAL RADIAL  TANGENTTAL RADIAL  TANGENTIAL
Gob Tl 00 0002
-0a060 0139 Cobé2 0,002
-00002 Co013 0.0 0e130
o0 00287 000 0a188
Ted64 Gok43 Vel %4395
-2.773 04287 0.0 Do228
00001 -80404 00002 80610
~0 0033 00460 04384 00350
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9,050 04830 040 84671
-00C02 1,045 Vot 0,705
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3a757 70351 -64028 Tol66
-tei21 1.398 0.0 1.190
—0.0C7 1.316 0.0 1.150
04001 04475 ~11915 0004
—-04001 10631 0.0 1314
~Ra380 16377 0408 14257
Ced 3,984 -1e133 3,990
—0eU17 24219 00 1.914
00127 1.978 0.0 1527
04006 14237 30329 00551
—Ceib9 1.841 €0 1.581
0o 4 o534 30a728 ~4 0534
~£o 002 3,429 -0.301° 3,380
Col 2,342 0.0 1,858
00035 20392 0.0 1.892
DedlT 1,937 1009 10489
~:eC54 2.813 3eb 24275
-30185 2,790 -1 0045 20457
0.0 44902 60318 40909
0130 20343 0e0 14992
04050 2620 00193 20347
—1elta 24556 Gol 1.947
~2a001 2.826 0a0 20164
~C o222 70789 -04065 50472
~ColC2 2,959 0.0 10840
0a068 3,139 060 - 1.858
ol '3 3,358 24899 00937
~10183 3,139 RP 10835
Celi28 2,958 Jel 1872
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7 ol9% 5,138 14973 20894
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—C 0004 164132 280677 -17.803
—eClS 250414 ~124448 234830
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—5af22 60993 -61 6405 60101 610481
00020 . 3899 04004 34646 © =Ce014
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jef12 40270 o038 44009 ueClB
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-34047 2,281 1,072 10994 10024
—tai34 4aT4b 1010 44510 ~1.039
Lel T4 44132 14255 34932 1.25¢
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Radiale und tangentiale Auslenkung
der Elemente an der oberen Kante

der Spaltzone fiir die Fille B2TH,
B2SW und B2TS
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9. Zusammenfassung

Zur Untersuchung der Folgen der thermischen Ausdehnung und des
Strukturmaterialschwellens innerhalb der Kernstruktur schneller
Reaktoren wurde das Hexagonmodell entwickelt, um die dreidimensio-
nale Elementverformung im Kernverband zu berechnen. Unter der
Annahme, daB es sich um Elemente mit diinnwandigen hexagonalen
Hohlquerschnitten mit kleinen Querschnittabmessungen gegenilber

den Kastenldngen bzw. Abstdnden der Auflager handelt, kann auf
dieses Problem die elementare Theorie der Balkenbiegung angewen-
det werden. Fiir die dreidimensionale Behandlung wird davon ausge-
gangen, daB die Verbiegung durch die Uberlagerung von zwei ebenen
Verformungen beschrieben wird, die unabhédngig voneinander behandelt

werden k6nnen.

Das Ziel derartiger Untersuchungen kann je nach der Art der Bean-
-spruchung. des Kernverbandes in zwei Gruppen aufgeteilt werden:
einmal miissen die Auswirkungen von Kurzzeiteffekten betrachtet
werden, wie sie bei schnellen Anderungen des Betriebszustandes des
Reaktors auftreten, zum anderen miissen die Auswirkungen von Lang-
zeiteffekten liber relativ grofle Betriebszeitrdume erfalt werden.
Der Schwerpunkt der in dieser Arbeit vorgelegten Untersuchungen
liegt auf der Behandlung von Kurzzeiteffekten aufgrund der thermi-
schen Belastung der Kernstruktur. Die Auswirkungen von Langzeit-
effekten aufgrund des Strukturmaterialschwellens wurden qualitativ
behandelt. Als Ergebnisse der Untersuchungen wurden die Auflager-
krdfte und die Verbiegung der Elemente im Kernverband ermittelt

in Abhidngigkeit von unterschiedlichen Annahmen iiber die Lagerbe-
dingungen in der Tragplatte und in den Verspannungsebenen.

Die Ldsungsmethoden fiir ebene Balken-Auflager-Anordnungen wurden
auf drei sog. Grundmodelle zuriickgefithrt. Bei komplizierten Anord-
nungen werden diese Grundmodelle mit Hilfe der fiir sie berechneten
EinfluBdaten so kombiniert, daB die komplexe Anordnung durch die
Erweiterung um zusdtzliche Auflager berechnet werden kann. Fir die
Auflager werden prinzipiell verschiedene Mdglichkeiten zugelassen:
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eingespanntes Lager, Gelenklager mit und ohne Spiel, nachgiebiges
Lager mit und ohne Spiel. Durch die Kombination dieser fi#inf Lager-
arten kénnen alle real verstellbaren Randbedingungen von Auflager-
situationen simuliert werden. Da sich insbesondere bei spielbehaf-
teten und nachgiebigen Lagern Schwierigkeiten bei der Bestimmung
der Lagercharakteristika in Abhidngigkeit vom Betriebszustand des
Reaktors ergeben, wurden filir die durchgefiihrten Rechnungén diese
Annahmen parametrisiert.

Im ebenen Fall, raber insbesondére fiir dreidimensionale Anordnungen,
ergeben sich bei der Untersuchung von komplizierten Lageranordnungen
Schwierigkeiten beztiglich der Eindeutigkeit der Balkenlage innerhalb
der Lageranordnung. Daher wurde als ein Schwerpunkt dieser Arbeit
eine Methode entwickelt, um sowohl fiir den ebenen als auch fir den
rdumlichen Fall eine Eindeutigkeitsanalyse der Balken-Auflager-An-
ordnung durchfiihren zu kénnen. Diese Eindeutigkeitsanalyse teilt

im rdumlichen Fall die Menge der m&glichen Balkenlagen in sechs
Gruppen auf; 1. Normaler Fall: eine Balken-Auflager-Anordnung mit

mindestens zwei spielfreien Lagern, 2. Allgemeiner Fall:eine ein-

deutig bestimmte Balkenlage mit Auflagerkrdften bei mindestens drei
Lagern, von denen héchstens eines spielfrei ist. 3. Eindeutiger

kriftefreier Fall: eine eindeutig bestimmte Balkenlage ohne Auf-

lagerkrdfte bei mindestens drei Lagern, von denen hodchstens eines
spielfrei ist. 4. eine eindeutig bestimmte Balkenlage mit Auflager-

krdften in einer Biegerichtung und eine mehrdeutige Balkenlage in

der senkrecht dazu stehenden Biegerichtung. 5. eine eindeutig be-

stimmte Balkenlage ohne Auflagerkrifte in einer Biegerichtung und eine
mehrdeutige Balkenlage in der senkrecht dazu stehenden Biegerichtung.

6. Mehrdeutiger Fall: der Balken kann in der Lageranordnung eine
Starrkdrperbewegung ausfithren, |

Fiir die Bestimmung der Balken-Auflager-Anordnung bei realer Kernstruk-
tur ist es notwendig, die Situation in den Verspannungsebenen zu
kennen. Hier liegen heute filir das z.B. beim SNR‘vorgesehene passive
Verspannungskonzept nur unzureichende Kenntnisse vor. Dariiberhinaus
sind Angaben iiber die Auflagersituation in der Tragplatte nicht ein-
deutig bestimmbar, insbesondere, wenn die Untersuchung auch fiir unter-
schiedliche Betriebszustidnde widhrend der Lebenszeit des Reaktors
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durchgefiihrt werden soll. Um diese Komplikationen bei den An-
wendungsrechnungen zu umgehen, wurden die Annahmen beziliglich

der Lagerbedingungen in der Tragplatte und in den Verspénnungs-
ebenen parametrisch behandelt. Es wurden Grenzfdlle bezliglich

zu erwartender maximaler Auflagerkrifte und Elementverbiegungen
untersucht. Wenn auch die durchgefiihrten Anwendungen bis auf einen
Extremfall keine zu groflen Schwankungen der Ergebnisse bei der
Annahme unterschiedlicher Lagerbedingungen zeigten, so muBl als
Ergebnis der hier vorliegenden Untersuchungen eine Verbesserung
der approximativen Erfassung der Verspannungsebene in Abhidngig-
keit vom Betriebszustand des Reaktors betrachtet werden. Erst,
wenn realistische Modelle zur Beschreibung der Verspannungsebenen
mit den Méglichkeiten der hier vorgestellten Methode zur Ermitt-
lung der dreidimensionalen Kernverformung gekoppelt sind, kann
der Schwankungsbereich fiir die quantitativen Ergebnisse beziiglich
Auflagerkrédfte und Biegelinie erheblich eingeschrénkt werden.

Aus den Ergebnissen der hier durchgefiihrten Parameteruntersuchung
wird offensichtlich, daB im Vergleich zu zweidimensionalen Unter-
suchungen der Kernverformung, wie sie mit Hilfe des Ring- und
Speichenmodells heute teilweise durchgefiihrt werden, grofle Diffe-
renzen in den Ergebnissen auftreten. Diese Differenzen sind im
wesentlichen auf die Nicht-Beriticksichtigung der azimuthalen Uber-
lagerung der Verbiegung im zweidimensionalen Fall zuriickzufiihren
wie sie in der Umgebung von Regelstab- und Absorberpositionen im
verstidrkten MaBen zu erwarten sind. Das in dieser Arbeit vorge-
stellte Hexagonalmodell erlaubt die Berlicksichtigung dieser drei-
dimensionalen Effekte und hat sich sowohl beziiglich der Erfassung
der thermischen Kurzzeiteffekte als auch der qualitativen Bertlick-
sichtigung von Langzeiteffekten durch Strukturmaterialschwellen

als erfolgreich erwiesen.
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Verzeichnis der hdufig verwendeten Symbole, Indizes und Ab-

kiirzungen
Symbole
A Auflager
Ai Konturpunkt
A Auflagerkraft des festen Lagers
A% Auflagerkraft, allgemein
a charakteristische Lidnge oder Radius des mittleren
Umkreises
aj , Linge des Abschnittes 1
am Einheitsauflager an einer Stelle z=2r durch eine Ein-
heitskraft an der Stelle z=2
Bj Konturpunkt
B! .B"™ . ] ‘ _
o } Eckpunkte einer rechteckigen Ersatzkontur
BH ') Bll'l
b charakteristische Lédnge
bi Linge bis zum Abschnitt 1
brk Einheitsauflagerkraft an einer Stelle z=%r durch eine
Einheitskraft an der Stelle z=£k
Di Auflagerkraft in zus#tzlichen Lagern n
1p
k Die radial nach innen (i) bzw. nach auBen (a) gerichtete
ap Kraft, die in der Brennelementreihe k wirkt.
k
E Elastizit&dtsmodul
e charakteristische L&dnge bzw. Konstante
F Flédche
f Funktionsbezeichnung bzw. Balkenauslenkung
fm Kennzeichnung eines spielbehafteten Lagers bzw. einer

reduzierten Lagerkontur
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Kennzeichnung einer Balken-Auflager-Anordnung mit N Lagern
Hohe

Biegelinie

Wanddicke bzw. Hexagonh&he
Fldchentrdgheitsmoment

Anzahl der Einzellasten, die am Balken wirken
links

Anzahl méglicher Auflagerfidlle

Moment

Anzahl von zusédtzlichen Lagern

Anzahl von Balkenabschnitten

Anzahl der Elemente in einer Umfangsreihe
natlirlicher Anteil einer Zahl

Anzahl der Bezugspunkte

Summe der Dehnungsdaten

Kraft

Streckenlast

rechts béw. Radius. bzw. Querschnittsdaten
Anzahl der festen Lager

Radius bzw. Gréfle in radialer Richtung
Querschnittsdaten

Schliisselweite des Hexagons

Wanddicke

die untere (j=1) bzw. obere j=2) Grenze eines spiel-

behafteten Lagers

Temperatur

Zeit

untere (j=1) bzw. obere (j=2) Grenze einer projizierten

Strecke aufgrund der Projektion durch die Lager f; und £,
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Verschiebung

Verschiebung bzw. Volumen
Volumendnderung

Verschiebung

Grofe in X-Richtung

Gr6Be in Y-Richtung

GroBe in Z-Richtung

linearer Ausdehnungskoeffizient
i-ter Konturausschnitt

EinfluBzahl an der Stelle m infolge einer Einheitskraft
an der Stelle n

j-ter Konturausschnitt

EinfluBzahl an der Stelle m infolge einer Einheitskraft
an der Stelle n

Bezeichnung einer Balken~Auflager-Anordnung, die sich aus
einer Anordnung f§, ohne reduzierte Lagerkontur fm ergibt

m-ter Konturausschnitt

EinfluBzahl an der Stelle k infolge einer Einheitskraft an
der Stelle 1

Beziehung einer Balken-Auflager-Anordnung mit m Lagern, die

sich aus einer Anordnung fﬁ, ergibt

Einflufzahl an einer Stelle k infolge einer Einheitskraft
an der Stelle 1

Dehnung bzw. definierterfkleiner.positiver Grenzwert

Balkenauslenkung

Einheitsbiegelinie infolge der Einheitskraft an der
Lagerstelle Z = Zm

Einheitsbiegelinie infolge der Einheitskraft an der
Laststelle Z = Z,

Verdrehungswinkel der Balken-Auflager-Anordnung

Winkel

Balkenauslenkung am m-ten Lager
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Spannung
Neutronenfluf}

m

der mégliche gemeinsame Bereich der PrKt wij und der

rLKt fm in der Lagerebene m

der mbgliche gemeinsame Bereich aller PrKt mwN| und der
rLKt fm in der Lagerebene m

Winkel

projezierte Strecke oder projezierte Kontur in der
Lagerebene m durch die Lager in den Lagerebenen i und j
der mO6gliche gemeinsame Bereich aller PrKt in der
Lagerebene m

elastische Nachgiebigkeit der Lager m infolge einer Ein-
heitskraft an der Lagerstelle n

Indizes (links oben)

max

min

nach auflen gerichtet
Lagerstelle B

nach innen gerichtet
Lagerebene Ey
Lagerebene Em
Maximum

Minimum

Laststelle des Momentes MB
Laststelle der Kraft P
x-Richtung

y-Richtung
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Indizes (links unten)

j unterer (j=1) oder oberer (j=2) Grenzwert

Indizes (rechts oben)

® Auflagerkraft
Grdfle in der erweiterten Anordnung
Bezeichnung der Balken-Auflager~Anordnung
konstante Grdéfle |

A D I A |

’y 2 } konstante oder definierte GroéBe
und 1t

Indizes (oben)

v "“} konstante oder definierte GréfBe
und = '

Index (rechts unten)

e Hexagonecke

i, 3, Abschnitts-Nr. oder
k, 1, Lagerebene odey
m und n | Unfangsreihe oder

Summationsindex
m Mittelwert
max Maximum
min Minimum
N Anzahl der Lager der Balken-Auflager-Anordnung
T feste Lager
S Seitenmitte des Hexagons
T Temperatur
X X-Richtung
Y Y-Richtung

Z Z-Richtung
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Abklrzungen

BAA Balken~Auflager-Anordnung (Kap. 4 und 5)
EPOS Elementposition (Kap. 6)

LA Lageranordnung (Kap. 4 und 5)

PrKt projezierte Kontur (Kap. 5)

rEKt rechteckige Ersatzkontur (Kap. 5)

rLKt reduzierte Lagerkontur (Kap. 5)
Matritzen

{ am} } Spaltenmatrix mit Elementen a, bzw. H(zm)
(m=1,2,...,M)

{jsm} Spaltenmatrix mit Elementen ;S
m=1,2,...,M; j = 1,2)

{j Hl} Spaltenmatric mit Elementen jSm
(m=1,2,...,M*2:j=1,2) mit jSM+1 = 0 und jSM+2 =0

*® ) )
[amn] Der Rechteckmatrix mit Elementen a

m=1,2,...,M:n=1,2,...,N) mit M Zeilen und N Spalten

[amn] Quadratische Matrix mit Elementen .
(m,n = 1,2,...,M) mit M Zeilen und M Spalten

[Ouy+ bny] Quadratische Matrix mit Elementen a . * b

(m,n = 1,2,...,M) mit M Zeilen und M Spalten

Hiervon abweichende Bedeutungen sowie weitere Symbole sind jeweils
im Text erldutert.
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Anhang 1 Querschnittsdaten eines diinnwandigen Kastenquerschnittes

Gegeben ist in einem (X,Y,Z)-Koordinatensystem ein diinnwandiger
Kdsten der Dicke h mit einem gleichmidBig mehreckigen Kastenquer-
schnitt (Abb. A1.,1). Der Radius des mittleren Umkreises des Kasten-
querschnittes ist a und der Winkel, der die erste Ecke des Mehr-
ecks mit der X-Achse einschlieft, ist ? (Abb. A1.1). Dieser Kas-
ten wird durch ein Temperaturfeld belastet, dessen Stlitzwerte in
den Knotenpunkten eines in Lings- und in Umfangsrichtung tiberzo-
genen Maschennetzes vorgegeben sind. In Liéngsrichtung ist die
Maschenteilung beliebig. Dagegen sind die Maschenpunkte in Umfangs-
richtung des Querschnittes an den Ecken und/oder in den Seiten-
mitten des Mehrecks definiert. Die Temperaturen an den so entstan-
denen Maschenpunkten sind die radialen Mittelwerte liber der Kas-
tendicke. Der Verlauf der Dehnung oT zwischen den benachbarten

Maschenpunkten in Umfangsrichtung wird linear angenommen.
Berechnet werden die in Kapitel 3 definierten Querschnittsdaten.

Der Flicheninhalt F und das Flichentrigheitsmoment J einer belie-
bigen Querschnittsachse, die durch den Fldchenschwerpunkt des un-
verformten Kastenquerschnittes verlduft, berechnen sich nach

F = znahsin

7 = §-a%-sm§(2,+cos/§)[1+£--(ac—ﬁ’g§—)z] ¢ (10D

wobei B = %ﬂ ist,
o/

Flir eine einfache’Darstellung werden wir folgt Summenwerte definiert,
die sich aus den DehnungsgréBlen fiir die Ecken- (Index e) und Seiten-
mittelpunkte (Index s) des Mehrecks ergeben:

O& m§4 (O(T)&,m

Pe = 2 LT SN Gn]
0k
(h =e,s) |

T (A1.02)

20T )m oS Y]




a) Gesamtansicht

Maschenpunkte

Maschennetz

v b ) Ausschnitt eines
[} Querschnitts

’ = Seife 2
/ : Ecxe 2
h Maschenpunkte

o Seite 1

Ecke 1

= X
MSeife n

2

Abb.A1.1. DUnnwandiger Kasten mit einem

gleichmafig mehreckigem Kastenquerschnitt



Hierbei sind ?e,m bzw. @S’m (bzw. 97k,m) die Winkel, die die
X-Achse mit dem m-ten Eckpunkt bzw. mit dem m-ten Seitenmittel-

punkt einschlieflen.

Nach der Beziehung (3.13) erhdlt man die Querschnittsdaten R,
Sy und Sy wie folgt:

- Beriicksichtigung von Dehnungswerten in den Eck- und Seiten-
mittelpunkten:
R = ah-sind (0e+05)

6 g

S = %a%e.R5+cwp)ﬂz+6cmz~%}mﬁz [ (A1.03a)

ORR T ERICRITORNII ST

- Berlicksichtigung von Dehnungswerten nur in den Eckpunkten:

R = 2ahsin® -0

B

s = %alh.e.(uwsﬁ)-{’e'sl‘mz (A1.03b)
Sy = %—azh.e.(u 608(3}615'8(1/)_-2@

- Berﬁcksichtigung von Dehnungswerten nur in den Seitenmittel-

punkten:’
R - 2ah-sin s )
S= fmathe (414 cosp)Ps-sing b (A1.03¢)
S = %azh-é'(M* COSﬁ)-QS-S{mﬁ )
mit
e = 4*%(%@?)2 (A1.03d)

Bei einem Rohrquerschnitt erhidlt man folgende Querschnittsdaten
F = 27mah
7 - meh(1+Zh)
= Za

R = Zﬂah'—,“—,-ﬁ:(ow)m (A1.04a)



_ n*ah
SX - -"-
n*oth

w
~
i

m
mit

- A4 -

&

e%(1- 008 20)- £, (4T sing,,

h“
€ (1-cos % ) 2, (0T )y €08 By,

2

e = 1+ 4—%(——) (A1.04b)

Hierbei sind

=

X
n

Im

Anzahl der Bezugspunkte fir die Dehnungswerte

die Winkel, die die X-Achse mit dem m-ten Bezugspunkt

einschlief3t.

Flir den SNR /4 _/ ist a » 10 cm und b = 0,3 cm. Damit folgt

(hfa) ~ 107 « 1 (A1.05)
Damit grgeben sich folgende Ndherungswerte:
1) fiir den Hexagonquerschnitt

F = 6ah

] N .zéai‘h (A1.06a)

- Berlicksichtigung von Dehnungswerten in den Eck- und Seiten-

mittelpunkten

R = %&mf,[(dT)e,m*(O(T)s,m]

2
Sx %1 MZZ;,, [(O(T)e,m $ih %,m + (O(T)S"” Sin %”’]

ah »
§ % 5 BTl co5g,p + @Thom00500] |

- -Berticksichtigung von Dehnungswerten nur in den Eckpunkten

R = ah Z(dT),

? (A1.06b)

S ¥ (A1.06¢)

_65_ a’h mzi (OZT)g,m - Sin ?e,m

5 n
Sy 7 a%,.,§4 (KT )e,m - CoS Co,om
- Berilicksichtigung von Dehnungswerten nur in den Seitenmittel-

punkten



R = ahZ 0Ty
Se ¥ %ﬁ-a’hé‘(wT)s,m-sm Gs.m , (A1.06d)
3V .,
Sy # Z¢sﬁ a'h 20T )sm COS Gy
x

2) fiir den Rohrquerschnitt mit n* = 6 Dehnungswerten

F = 2mah
J = madh
R = Lrahz o), o A1.07)

o

6 .
T &N Z (8T Sin P

P
®

6
.'S,x %wT%JLGXﬁh~ca$y%



Anhang 2:

Berechnung Von‘Biegelinien flir einfache ebene Balken-Auflager-
Anordnung

In diesem Anhang wird die Berechnung der Biegelinien der drei
einfachen ebenen BAA (Abschn. 4.1.) untersucht. Dazu gehd&ren:

- der einfach eingespannte Balken (Abb. A2.1)
- der zweifach gelenkig aufgelagerte Balken (Abb. A2.2)

- der zweifach eingespannte Balken (Abb. A2.3)

Der Balken bestehe aus N Abschnitten mit den Lidngen a; (i=1,
2,...., N). Die Numerierung der Abschnitte i und die in jedem
Abschnitt gliltige Lingskoordinate Zi verlaufe von links nach
rechts. FUir jeden dieser Abschnitte sei eine konstante Biege-
steifigkeit von EJi (i=1, 2, ..., N) vorgegeben.

Es soll die elastische Linie des Balkens berechnet werden, wenn
der Balken durch eine Einzellast am Ende des n-ten Abschnittes
oder durch eine konstante Streckenlast liber den n-ten Abschnitt
oder durch ein Einzelmoment am Ende des n-ten Abschnittes belastet
wird.

Fiir die Berechnung der Biegelinie eines zweifach gelenkig aufge-‘
lagerten bzw. eines zweifach eingespannten Balkens wird unter
Einbeziehung des Satzes von Castigliano /73, 75/ die sog. Baukasten-
Methode verwendet.

A2.1. einfach eingespannter Balken

Nach der elementaren Theorie der elastischen Balkenbiegung / 13_/
ist die elastische Linie fiir den Abschnitt i gegeben durch

i 5

3
W) =t (543); SH Mi(%;)déa]-dg + Chi 2 + Cyi (A2.01)

0




Abschnitte
/N P
™ 7
QN I i _.L_L N
Z; A A ' I '
A e 2,
Wi(z:) Tﬁ bi- -
g bi

Abb.2.1 Linksseitig eingespannte BAA

Hierbei sind

Wi(Zi) - Verbiegung in Abhingigkeit Z =fZi

Mi(éi)‘ Moment in Abhdngigkeit Z = £,

Die Iterationskonstanten Ci] und Ci2 konnen mit Hilfe der

Randbedingungen ermittelt werden.

Die Verbiegung und die Neigungswinkel ergeben sich im einzelnen

wie folgt:

A) linksseitig eingespannter Balken unter einer Einzelkraft P

- fiir die Abschnitte i = 1, 2, ..., n

Wi(zi)/P = e, EJm bm*")(bll bm * g) ]

’ Q
+ & L EJm (bn = bwm* 5)
z 2}
S S -
¥ ZEJf(b” bi-t) 6ED; (A2.02a)




J4 a O
Whan) /P = 2, EJM [(b-bw 5+ 7] (A2.02b)
t am
Wn(an) /P = ,,,54 2o (by - byt 5 ) (A2.02¢c)
- flir die Abschnitte i = n + 1, ,,., N
Wi2i) = Wal@n) *+ Walen) (big = by + 2;) (A2.024)
. - . &
Hierbei ist allgemein by = I Qn

m=q

B) rechtsseitig eingespannter Balken unter einer Einzellast P
- fiir die Abschnitte i = n + 1, «s N

2

Wizi)/ P = B [(bn = but $)bis ~bue F)+ 72

N Om "

“ 2k Eow (b= bn v 7))

2 2.3
+ —L—z 27 (bia ~bn) + 7E 7 : (A2.03a)

Y " 2 2 ‘
Whet(0)/P = 2 eaam [(bn~ bm +%ﬁ) + 7?;] (A2.03b)
Wn:w(D)/P = mP,H EJ (bn ~ bm ) (A2.03c)
- fiir die Abschnitte i = 1, 2, ey N

Witz;) = Wnet(0) = Wn;q(or(b,;,-b,,v‘z?;) (A2.03d)

C) linksseitig eingespannter Balken unter einer Streckenlast anQ
- flir die Abschnitte i =1, 2, ..., n-1

W:'(Z,')/&nﬂ = 45\7'" [(bn bm .3’7 a“)(b/- bm dm) ]

d,. Qi
2'..MAE,] (bn bm _‘)

-+

-+

Qn
267 (b b[q ) (A2‘04a)

éEJ;



- fiir den Abschnitt i = n

n—4
Witz /a3 = Z, g [(ba=bn- 5+ Z) By ) + L
Qu 2
! _b'"—- ) 4EJ» H
- 2:'3 2:"‘ :
. 6EIn * -24‘ Qn-EIn (A2.04b)
Wn(dn)/an-”r = m=4 E;]m [(b” bm_g_»'+0~)(b )+
+ U
24 ETn (A2.04c¢)
' h
Wnian) /1 = B, 22 by by - S m- (A2.04d)

- flir die Abschnitte i = n + 1, ..., N

Wizi) = Wn(aw) * Wn(an)- (bis - by * 2) (A2.04e)
D) rechtsseitig eingespannter Balken unter einer Streckenlast anq

- filr die Abschnitte i = n + 1, ..., N

. Ows
bm‘—*a bt ~bw+ >+72_]

WI(Z:)/aug = m i EJ

(A2.05a)

- fiir den Abschnitt i = n

M 2
Wiz /ad - 5 b 2o [ b -2+ 2 )by, + %)+ 22

as

* 74E7,
”

z‘ __n ﬂm 2;
[mnEJ (b - bm -3+ 5°) - 65\7"]+2¢an£7” (A2.05b)

Wﬂ(ﬂ)/an m-n EUm [(bn bm Ay gﬂ)'(bnwf bm * ,ZM)+

Qn
Y TIET (A2.05¢)
/ N4 Ay A
Wn(ﬂ)/hi = mz.__'/h i’”(bn'bm-zﬂ'*z)‘—é'gg—n (A2.05d)



- fiir die Abschnitte 1

H
—
-
[Ne)
-

-
jo]
i

o

Witzi) = Wn(o) = Wn(o) (bis - bn+2;) (A2.05€)

E) linksseitig eingespannter Balken unter einem Einzelmoment M

- fir die Abschnitte i = 1, 2, ..., n

2

i-4 Qa "4 4 Z,'
Wizi)/M - ,334 S (bio-bur3) * 2L Eon  TEg (A2.06a)
Wa(an)/M = E, EJ =~ (b - bw a‘“ (A2.06Db)
Wnl(a«)/M = é EaJ“; (A2.06¢)

- flir die Abschnitte i = n + 1, ..., N

Wiz) = Whiaw) + Walaw) * (bie-ba+2;) (A2.06d)

F) rechtsseitig eingespannter Balken unter einem Einzelmoment M

- ftir die Abschnitte i = n + 1, ..., N

N am U a‘“ 2:'2
W((i’i)/M = m-u EJm (bis - “bmt g ) * g m‘?z ETm ZEJ; (A2.072)
N
Wn”(o)/M = W~n+4 EJI“ (b” bm H) (AZ .O7b)
/ N An
W0/ M = E B  (A2.07¢)

- flir die Abschnitte i = 1, 2, ..., n

Wi(2) = Whato) = Wea(0) - (big - by + 2;) (A2.07d)

Bei einer ebenen BAA mit zwei Gelenklagern A und B kann eine
Einzellast entweder links oder rechts von den Lagerstellen oder
zwischen beiden Lagerstellen wirken. Fiir alle drei Fidlle lassen
sich beide Auflagerkrifte nur durch die statischen Gleichge-
wichtsbedingungen bestimmen, da die Anordnung statisch bestimmt
ist. Damit sind in der Anordnung drei bekannte Lasten, die in
Gleichgewicht stehen.
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Abb. A2.2 Zweifach gelenkig aufgelagerter Balken

Bringt man an eine beliebige Abschnittsgrenze zwischen beiden
Gelenklagern ein quasi-Einspannlager an, so entstehen zwei
unabhingige, jeweils einfach eingespannte BAA, fiir die jeweils
eine Biegelinie berechnet werden kann.
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Die Biegelinie der Gesamtanordnung 148t sich aus den berech-
neten Biegelinien beider Einzelanordnungen durch Koordinaten-
transformation bestimmen, bei der folgende Bedingungen erfillt
werden miissen:

1) Die Biegelinie der Gesamtanordnung muBl an der Teilungsstelle
(quasi-Einspannstelle) knickfrei verlaufen.

2) Die Biegelinie ist so zu transformieren, daf beide Lagerstellen
A und B in die urspriinglichen Stellen zuriickgebracht werden.

Die Bestimmungsmethode ist bei allen eingangs erwdhnten drei Last-
f4llen gleich. Daher wird hier nur ein-Fall behandelt, bei dem
eine Einzelkraft P zwischen beiden Lagern A und B wirkt.

Eine derartige BAA wird in Abb. A2.1. dargestellt. Dabei werden
die beiden Gelenklager A und B an den Enden der N, -ten und Ng-ten
Abschnitte angebracht.

Die Auflagerkridfte lassen sich durch

A bua"bn,P

bug - bua
s . bn - bup (A2.08)
bug -~ bm
bestimmen.

Wdhlt man die quasi-Einspannstelle am Ende des k-ten Abschnittes,

so lassen sich die Biegelinien LWix(Zi') (i=1,2, «.., k) und
RWix(Zi) (i =k + 1, ..., N) fiir die so entstandene linke und rechte
Teilanordnung nach den Gln. (A2.02a) bis (A2.5e) entsprechend

der Lager- und Lastbedingungen berechnen, wobei die Auslenkungen
und die Neigungswinkel an den Einspannstellen filir beide Biegelinien
verschwinden., Damit sind beide Biegelinien knickfrei angeordnet.

Um die ausgelenkten Punkte A' und B' der den Lagern A und B zuge-
ordneten Balkenpunkte auf die Lager A und B zurilickzutransformieren,
miissen beide Biegelinien zuerst um den Punkt A! mit dem Betrag von

R = "Wee(0u) ~ “Wha(Gua)
bue — bua (A2.09a)
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verdreht werden und danach um den Betrag von

T = LWﬁ(am)

verschoben werden.

(A2.09b)

Dadurch ergeben sich die Biegelinien fiir die Ausgangsanord-

nung
LWHﬁ) = —LWQa> * T’+ R (big —buat2)
k)

"Wiz) = - RW[*(S,') + T + R(biv -bu+2)
(1 =4tt, -~ N )

7~
i

ao } (A2.10)

....................

Diese BAA ist statisch zweifach unbestimmt, d.h. flir die Ermitt-
lung der Auflagerkrifte sind neben den beiden statischen Gleich-
gewichtsbedingungen zwei zusdtzliche Beziehungen notwendig. Diese
zusidtzlichen Bedingungen werden durch die Randbedingungen an den
Einspannstellen abgeleitet. Bei der Annahme, daf der vorgegebene
Balken (Abb. A2.3.) nur an der linken Seite A einfach eingespannt
ist, wird der Balken durch die vorgegebene Einzelkraft P sowie

die Kraft B und das Moment MB im Punkt B verbogen. Die entsprechen-
den Biegelinien PWi(Zi) sowie BWi(Zi) und MWi(Zi) lassen sich nach
den Beziehungen (A2.02a) und (A2.07d) berechnen.

Wilzi)

N .

Z; /} o—— 1 Z ?

Wi (2i

Abb.A2.3 Zweifach eingespannter Balken
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Wenn die Biegelinien des zweifach eingespannten Balkens und des nur
bei A einfach eingespannten Balkens gleich sein sollen, ergeben
sich die Beziehungen

P 8 M
Wh (@) - P+ Wy (aw) B + Wu(@aw) Mg = S
(A2.11)
Pt 8, ,/ M, ;! .
Wh(an) P+ Wuaw) B+ Wyl -Ms =t
Hierbei sind
B = die zu erwartende Einspannkraft im Lager B
M, = das zu erwartende Einspannmoment im Lager B
S = die Versetzung des Lagers B gegeniiber dem Lager A
in Biegerichtung
t = die Neigung der Einspannwinkel des Lagers B gegeniliber
derjenigen des Lagers A
Aus der Gl1. (A2.11) resultiert
M, ,/ “ p
a - S - a
B 4 Wa(ay) Ty Wi (an) (A2.123)
- 2 8 ! 8 P /
Ms ~ Wy (0y) Wy (ay) T -~ Wn(an)

B
Wy(aw) MMM(am)

H = . (A2.12b)
f M i
Wataw) "Wy (ag)

Die gesuchte Biegelinie ist somit
P B M .
Witziy= Wiz) P+ Wiz B~ Wiz) Ms  (A2.13)

Bei P = 0 erhdlt man die in Abb. A2.3 gestrichelt aufgetragene
Biegelinie des Balkens ohne Kraft P.
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Anhang 3:

Untersuchung der Uberlappung von Lagerspiel und projezierten
Strecken einer ebenen BAA

Bei einer Eindeutigkeitsanalyse einer ebenen BAA wird die Mog-~
lichkeit einer Starrkdrperbewegung des Balkens innerhalb der
BAA untersucht. Dabei mufl festgestellt werden, ob projezierte
Streckeniaufgrund der Starrkdrperbewegung und das Lagerspiel
eines spielbehafteten Lagers einen gemeinsamen Bereich ein-
schlieBen. Im folgenden wird daher gezeigt, unter welchen Be-
dingungen beliebig vorgegebene N Strecken di (i=1, 2, «e., N)

in einer Lagerebene einen gemeinsamen Bereich einschliefBen.

Die Strecken o (i =1, 2, ..., N) sind durch die Koordinaten
1Si und 2Sm (i =1, 2, ..., N) der Endpunkte vorgegeben. Bei ‘
N = 2 ist die Bedingung der Uberlappung beider Strecken durch

die Beziehungen

(A3.01)

gegeben. Bei N 3 schlieffen die Strecken gemeinsam einen Bereich
ein, wenn zwei- Strecken einen Bereich einschlieflen und dieser

mit der dritten Strecke wiederum einen gemeinsamen Bereich um-
faBt. Flir ein gemeinsames Einschlieflen eines Bereiches durch

drei Strecken reicht die Bedingung aus, dafl alle Zweier-Kombi-
nationen aus drei Strecken jeweils einen gemeinsamen Bereich ein-

schliefen (Abb. A3.1). Es gilt die Beziehung
151 < 25; (A3.02)

Betrachtet man zwei beliebig gew#dhlte Strecken oy und o5 aus einer

vorgegebenen Anzahl von N Strecken bezliglich einer Beziehung
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so kann festgestellt werden, daf 1Si < 2Sj die Beziehung (A3.01)
voll erfiillt. Umgekehrt reicht zur Erfiillung der Beziehung (A3.03)
die Bedingungen 1Si < Zsj (i, j =1, 2, ..., N)fir alle Zweier~
Kombinationen aus N Strecken aus. Ist bei vorgegebenen N Strecken
die Beziehung erfiillt, so kann behauptet werden, daf N Strecken
gemeinsam einen Bereich einschlieBen. Daraus ergibt sich die
SchlufRfolgerung: N vorgegebenen Strecken in einer Geraden haben
einen gemeinsamen Bereich, wenn alle Zweier-Kombinationen aus

N Strecken jeweils einen gemeinsamen Bereich einschliefen.

- (4 ————>1
454 4Sg S 153 25¢ 5
— ]
o -

Abb. A3.1 Drei Uberlappende Strecken
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Anhang 4:
Eindeutigkeitsanalyse von r#dumlichen Balken-Auflager-Anordnungen

A.4.1, Aufgabenstellung und Begriffsdefinitionen

Bei der Eindeutigkeitsanalyse wird untersucht, ob bei einer r&dum-
lichen BAA eine StarrkOrperbewegung des Balkens innerhalb der BAA
moéglich ist. Die vorgegebene BAA fﬁ, bestehe aus einem geraden

 Balken und einer LA mit N (N > 3) Légern, von denen maximal eines

spielfrei ist., Die N Lager sind durch die rLKt fm m=1, 2, ..., N)
in den zueinander parallelen Lagerebenen E, (m=1,2, ..., N)
charakterisiert.

Ist bei einer BAA mit N Lagern eine StarrkOrperbewegung des Balkens
in N-1 Lagern méglich, so beschreibt der Balken in der N-ten Lager-
ebene EN‘aufgrund dieser Starrkdrperbewegung eine Spur. Wenn diese
Spur und die rLKt fN in der Lagerebene EN ein gemeinsames Gebiet
einschlieBen, ist eine Starrkdrperbewegung des Balkens in den N
Lagern mBglich. In diesem Fall ist die BAA mehrdeutig. Andernfalls
ist die BAA eindeutig. Die in der Lagerebene EN beschriebene Spur
148t sich mit Hilfe der sog. projezierten Kontur (abgekilirzt PrKt)
bestimmen. Die PrKt m1fk1 ist dabei die konvexe Kontur, die einen
Bereich umschlieflit, den der Balken bei einer StarrkSrperbewegung
aufgrund der mehrdeutigen Lagerung in zwei Lagern fk und fl auf

der Lagerebene E, erreicht.

Die Eindeutigkeitsanalyse einer r#dumlichen BAA ist im allgemeinen
sehr komplex, so dal eine geschlossene analytische Durchfilihrung
nicht méglich ist. Das ist darauf zurlickzufithren, daff die rLKt und
die daraus resultierenden Konturen nicht geschlossen darzustellen
sind. Die Eindeutigkeitsanalyse wird umso schwieriger, je groBer
die Anzahl der Lager ist.

Daher wird im folgenden zuerst die Eindeutigkeitsanalyse bei einer
BAA mit drei Lagern durchgefiihrt (A4.2.). Danach wird die Analyse

bei der BAA mit vier Lagern fortgesetzt (A4.3). Anschlieflend wird

die BAA mit N Lagern betrachtet (A4.4.).
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Flir die analytische Beschreibung der Vorgehensweise der Eindeu-
tigkeitsanalyse miissen bezliglich der BAA, der mdglichen Konfigu-
ration und der gemeinsamen Gebiete der Konturen in einer Lager-
ebene Kurzbezeichnungen eingefiihrt werden, die im folgenden defi-

niert werden.

a) Bezeichnung flir die BAA

fﬁ, : BAA aus einem geraden Balken und N Lagern mit den
rLKt fm in den Lagerebenen Em m=1,2, ..., N)
méﬁ : Eine BAA mit m beliebigen Lagern aus der BAA fﬁ,
m6§!. Menge aller (ﬂ) BAA von m6§!
m8§ : Eine BAA mit N-1 Lagern aus der BAA fﬁ, ohne die
‘ rLKt fm
Bﬁ! : Menge aller N BAA von m8§ (mv=>1, 2, «o., N)

b) Beziechnung fiir die PrKt und fiir das méglicherweise gemeinsam
umschlossene Gebiet von Konturen in der Lagerebene Ep

mwij: Die PrKt in der Lagerebene E, aufgrund der Starr-
kdrperbewegung des geraden Balkens in den rLKt f;
und fj (Abb. 5.4)

m¢U : das mdgliche gemeinsame Gebiet der PrKt mwij mit
der rLKt fm

mwN,: das mégliche gemeinsame Gebiet aller (N;1) PrKt in
der Lagerebene E  bei der BAA fﬁ,

m¢N!: das m8gliche gemeinsame Gebiet aller Pth mwN! mit
der rLKt f

m

Bemerkung:
Bei der BAA f?, gelten die Beziehungen
m _m m _m



d)

- A19 -

[ o , B_/ : das durch zwei Konturen o und B méglicherweise

gemeinsam-umschlossene Gebiet in einer Ebene

Art der Kontur y (z.B. £ mwij)

Yy >0 eine geschlossene konvexe Kontur
vy = +0 : eine gerade Streckg

y = =0 : ein Punkt

Art der Kontur y (z.B. / a, B 7, m¢3,. m

Konturen méglicherweise umschlossene Gebiet

¢ij) fir das durch zwei

vy >0 v ist eine geschlossene konvexe Kontur (Abb. A4.1a).

Yy = 0 oder y = + O : Yy ist bei y = +0 eine gerade Strecke
(Abb. A4.1b) oder bei y = -0 ein Punkt
(Abb. Ad.1c).

Yy <« O oder vy < + O : Beide Konturen liegen ohne Berilihrung neben-

einander (Abb. A4.1d und e). Die genaue
Unterscheidung von y < +0 und y < -0
wird im Abschnitt A4.2. behandelt.

Art der Kontur y (z.B. mwN,, m¢N,) fiir das durch mehrere Konturen

moglicherweise gemeinsam umschlossene Gebiet

vy >0 vy ist eine geschlossene konvexe Kontur (Abb. A4.2a)

vy = 0 oder y = £ 0 : ¥ ist bei y = +0 eine gerade Strecke
(Abb. A4.2b) oder bei y = -0 ein Punkt
(Abb. A4.2c).

y < O oder vy < + 0 : Es liegt weder vy > O noch y = O vor

(Abb. A4.2d). Die genaue Unterscheidung
von y < +0 und y < -0 wird im Abschnitt
A4.,3. behandelt.
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r
4 .
ey T'> 0 : Konvexe Kontar b) ¥=+0 : gerade Strecke ¢) T =- 0 Punkt d) ¥ <+o0
Abb.A41 Art des durch zwei Konturen o und i
méglicherweise gemeinsam umschlossenen
e) F<-p Bereiches
@) I > 0 : konvexe Kontur by ¥=+0: C) T .=~ 0: ein Punkt
gerade Strecke
Abb.A42 Art des durch mehrere Konturen
mdoglicherweise gemeinsam umschiossenen Bereiches
d) ¥< o
a) "¢ > 0 b) "¢y =+ 0

¢) "¢ =-o0

Abb.A4.3 Der durch die Konturen fm und

™Y1 bestimmte Bereich ™@3
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£) Die Konfigutration der BAA oX (z.B. £X1s Oy Mg Bx)
ot > 0 : mehrdeutige Lagerung
o = 40 mehrdeutig in einer und eindeutig kridftefrei

in der anderen Biegerichtung

a” = -0 eindeutige krédftefreie Lagerung

o < 40 mehrdeutig in einer und eindeutig in der ande-
ren Biegerichtung

o< -0 eindeutige Lagerung (mit Auflagerkrédften)

A4.2. Bindeutigkeitsanalyse bei einer BAA mit drei Lagern

Be1 e1ner BAA m1t drei Lagern sind insgesamt drei PrKt w23 = wS!’
¢13 = ws, und w12 = W3| vorhanden. Eine PrKt wkl = WS! be-
schreibt dabei die Grenze der mdglichen Starrkdrperbewegung des
Balkens in der Lagerebene Em aufgrund der Lagerung in den beiden
Lagern fk und fl‘ Da der Balken bei der Lagerung innerhalb der
Kontur fm verlaufen muBl, ist fiir die Untersuchung die relative
Position der Konturen fm und mwSI’ also die Kontur fir ihr még-
liches gemeinsames Gebiet m¢3!, von Bedeutung.

Zwei Konturen"fm und mwsr kénnen

a) (m¢3, > 0) gemeinsam einen Flidcheninhalt einschliefen
(Abb. A4.3a)

b) (m¢3, = 0) sich ohne eine gemeinsame Elnschlleﬁung eines
Flicheninhaltes iliber eine gerade Strecke ( ¢z = +0)
oder in einem Punkt ( ¢3! = -0) berithren (Abb. A4.3b und
Ad.3.c).

c) (m¢3! < 0) nebeneinander liegen (Abb. A4.4.).
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Wenn fm und mwS! nebeneinander liegen (m¢3! < 0), sind zwel mit-
einander iliberschneidenden Geraden A1B1 und AZBZ vorhanden (Abb.
A4.4.), die fiur beide Konturen gemeinsame Tangenten darstellen.
Beide Konturen werden dabei durch die Punkte A1, AZ’ B1 und B,
jeweils in zwei Subkonturen aufgeteilt. Die Subkonturen # und B
werden als '"zugewandte Subkonturen' bezeichnet (Abb. A4.4.). Jeder
Punkt einer zugewandten Subkontur 148t sich mit allen Punkten der
zweiten zugewandten Subkontur verbinden, ohne daB dabei Schnitt-
punkte mit den Konturen auftreten. Die kiirzeste aller dieser Verbin-

dungsstrecken ist ein MaB der Entfernung beider Konturen. Sie wird

8.

]Cm m'%.’

A

Abstandsbasen By

Abstandsbasen

Abb. AL 4 Abstand (S) und Abstandsbasen
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daher mit "Abstand" beider Konturen bezeichnet. Zu dieser kiirzes-
ten Strecke ist auf jeder Kontur ein FuBpunkt zugeordnef. Ist zwi-
schen zwei Konturen eine Reihe von solchen kilrzesten Strecken vor-
handen, so gibt es in jeder Kontur einen geometrischen Ort von
Fquunkteﬁ, der stets eine gerade Strecke ist. Die Gesamtheit
dieser FuBpunkte in einer Kontur (Strecke oder Punkt) wird als
"Abstandsbasis' bezeichnet. Demnach ist der Abstand zweier Kon-
turen durch zwei Abstandsbasen bestimmt.

Der Abstand und die Abstandsbasen kénnen auch anders beschrieben
werden: Jedem Punkt einer zugewandten Subkontur ist ein Punkt der
zweiten zugewandten Subkontur zugeordnet, so dall beide zugehdri-
gen Tangenten parallel sind. Geraden wie A1B1 und A,B, sind Son-
derfdlle derartiger Paare von Tangenten mit dem Abstand Null. Da-
gegen sind die den Abstandsbasen zugehOrigen Tangenten ein Paar,
bei dem der Abstand am gréften ist. Da diese Tangenten zum Abstand
senkrecht stehen, lassen sich die Abstandsbasen auf eine der Tan-
genten senkrecht projezieren, wobei sich beide Projektionen in
einem Punkt oder lidngs einer Strecke liberlagern kdnnen. Ein sol-
cher Projektionsausschnitt aus einer Abstandsbasis wird als
"Normal-Projektion" bezeichnet. Bei einer Punktiiberlagerung wer-
den die Lagen beider Konturen fh und m¢3! durch m¢3! < =0 defi-
niert., Dagegen wird eine Streckentiberlagerung durch m¢3! < +0
gekennzeichnet, wobei eine Starrkdrperbewegung des Balkens in der
Lagerebene E, in die Tangentenrichtung mdglich ist.

Fir die BAA mit drei spielbehafteten‘Lagern'fm >0 (m=1, 2, 3)
gelten folgende zwei SHdtze:

Satz 1: Besteht in einer Lagerebene Em eine der Beziehungen
¢z < & O (nebeneinander liegen von fm und mWS!);

t O (Berlhung von fm und mws,) und

-
R
]

=
|90
v

O (gemeinsames Gebiet von £ und mwS!)’
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so ist die gleiche Beziehung jeweils in beiden anderen Lagerebenen
Ek und E1 gliltig.

Yo, <to

"$, < 10 — (A4.07a)
&m! < t0
ﬁﬁn =10

B, = 10 — (A4.01b)
ﬁ%! = 10
_ &(ﬁa/ > 0

", > 0 —= (84.01¢)
%Q! > 0

Satz 2: Besteht in einer Lagerebene Em eine der Beziehungen
¢z < +0 (streckenférmige Abstandsbasen) und

m¢3, = +0 (streckenférmige Bertihrung), so ist die gleiche Beziehung

mindestens in einer der beiden anderen Lagerebenen, beispielsweise

Ek’ giltig,
4
by <+ 0 — Gr: <+ 0 (A4.02a)
"0, =+ 0 —= O, =+0 (A4.02b)
Im folgenden wird nur der Fall fir m¢3, = + O beim Satz 1 und der
Fall m¢3, = +0 beim Satz 2 untersucht, da die Beweisfiihrung fiir

die anderen Fidlle prinzipielll #hnlich ist. Voraussetzungsgemif
beriihren sich bei m¢3! = + O die Konturen fm und mwgl mit den
punkt- oder streckenfdrmigen Ausschnitten Sm und S$ in einer ge-
meinsamen Tangente Lm (Abb. A4.5.), wobei der Ausschnitt Sz der
PrKt m¢3! durch die Ausschnitte Sk und S1 der rLKt fk und fl be-
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stimmt worden ist (Abschn. 5.3.). Deshalb sind die Sk und Sl zuge=-
hérigen Tangenten Lk und Ly sowie Lm in einer Ebene F zgeinander
parallel (Abb. A4.5.). In der Ebene F ist mindestens eine Gerade G
vorhanden, die die drei Ebenen Em’ Ek und E1 in den Punkten Pm’ ’
Pk und P1 durchstot, wobei die Punkte Pk und Py auf den entsprechen-
den Ausschnitten Sy und Sy und,Pm auf dem liberlappenden Aussthnitt

. x .
von Sm und Sm liegen.

Abb .A4.5 Anordnung der Konturen in einer

BAA f31 fur den Fall ™3 = 0
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Andererseits befindet sich in der Geraden Ly der durch,Sm und S
bestimmte Ausschnitt S? der PrKt 1wkm = 1w3! in der Lagerebene El'
Da die Punkte P und Pk in den Ausschnitten S und Sy dererKt

fm und fk liegen, liegt der Pgnkt P1 auch im Ausschnitt S7, so ‘
dafl sich die Konturen fl und Vr im Punkt P1 birﬁhren, ohne dabeil
einen gemeinsamen Bereich einzuschlieBen, also ¢3! = + 0. Analog
ergibt sich die Beziehung k¢3! = £ 0. Damit ist die Gililtigkeit der

Beziehung (A4.01b) gezeigt.

Fiir den Satz 2 werden bei m¢3! = + 0 die Ausschnitte Sm und Sﬁ

(m =1, 2, 3) von sechs Konturen fm und mw3! (m =1, 2, 3) in

der Ebene F untersucht. Bei m¢3! = +0 haben die Ausschnitte Sm
und Si eine gemeinsame Strecke, d.h. sie sind selbst gerade
Strecken (Sm = +0, Si = +0). Wenn Sﬁ = +0, so muB mindestens

ein zugehtriger Ausschnitt eine gerade Strecke sein, z.B. Sk = +0,
Daraus folgt: Si = +0 und S? = 0,

In diesem Fall ist die Gliltigkeit der Beziehung k¢3, = +0 damit
gleich zu setzen, dall sich die Ausschnitte S und S#x in einer
gemeinsamen Strecke liberlagern. Dies kann in der Ebene F mit

Hilfe der bei der ebenen Eindeutigkeitsanalyse verwendeten Methode
bewiesen werden.

Mit den durch die beiden S4tze gezeigten grundlegenden Feststellun-
gen kann die Konfiguration (Mehr- oder Eindeutigkeit) der BAA mit
drei Lagern bestimmt werden. Dabei wird die BAA entsprechend der
Art ihrer rLKt in mehrere Gruppen unterteilt, flir die die Ein-

deutigkeitsanalyse getrennt durchgefithrt werden.

Gruppe 1: Eine der rLKt ist ein Punkt.,

Gruppe 2: Mindestens zwei rLKt sind gerade Strecken, die nicht
parallel sind.

Gruppe 3: Alle drei rLKt sind parallele Strecken.
Gruppe 4: Zwei rLKt sind parallele Strecken.

Gruppe 5: Alle weiteren hbglichen Anordnungen: Dabei sind mindes-
tens zwei rLKt konvexe Konturen. Die dritte rLKt ist ent-

weder eine konvexe Kontur oder eine gerade Strecke.
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Flir die Eindeutigkeitsanalyse einer vorgegebenen BAA wird zuerst
festgestellt, welcher Gruppe diese BAA zuzuovdnen ist und zwar von
der Gruppe 1 an aufwédrts, so daB eine BAA nur einer bestimmten Gruppe

zugeordnet wird.
Gruppe 1

Ist eine der rLKt fk und fl’ z.B. fl, ein Punkt, so ist in der Lager-
~ebene E die der rLKt fk dhnliche PrKt mwkl = mwS! (G1. 5.08) nicht
tiberlappt (Abschn. 5.3.). Daher gelten fiir den méglichen gemeinsamen
Bereich m¢3! der Konturen fm und mw3! folgende Beziehungen

*
Gy > O —= fz > 0 (A4.03a)
" ¥
@ = +0 — fsz =+ 0 (A4.03b)
¥
B = -0 — i =-0 (A4.03c)
*
W < +0 — fi <40 (A4.03d)
™ £
@ < -0 — fi < -0 (A4.03e)
Hierbei bedeutet z.B. die Beziehung (A4.03c), daB die Konfiguration
der BAA eindeutig krdftefrei ist (f§| = =-0), wenn sich die Konturen
fm und mw3, in der Lagerebene E, in einem Punkt beriihren (m¢3, = =0).
Gruppe 2

Flir den Fall, daB die rLKt fk und f1 zwel nicht parallele gerade
Strecken sind, ist die PrKt mwkl = m¢3| in der Lagerebene E, ein
Parallelogramm (Abb. 5.05a). Es 14Rt sich dabei, wie bei der Gruppe 1,

folgende Beziehungen ableiten.

b > 0 —= il > 0 (A4.04a)
Yy =+0 — fii =+ 0 (A4.04b)
Pyo=-0 fi =-0  (A4.040)
Uy < +0  — fi <+ 0 (A4.044)

?@1 < -0 — af <~ (A4.04¢e)
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Gruppe 3

Sind alle drei rLKt fm (m =1, 2, 3) parallele Strecken, so sind
die PrKt mwS! (m =1, 2, 3) in den Lagerebenen E (m =m1, 2, 3)
parallele Uberlappte Strecken. Da die Konturen f und bz
gerade Strecken sind, kann die Beziehung m¢3, > 0 und somit die
Konfiguration f?, > 0 (mehrdeutiger Fall) nicht auftreten. Es

sind also nur die Beziehungen m¢3, = ¢ 0 und m¢3| < +0 m6glich.
Bei ™¢ , = +0 bzw.‘m(b3| < +0 ist die Konfiguration der BAA f;, = +0
bzw. fz, < +0. Bei m¢3, = -0 konnen sich die Konturen f_und

mwSI in der Lagerebene Em nur an ihren Endpunkten berlihren, da sie pa-
rallel zueinander sind. Es kann in der durch drei rLKt £y, £,

und f3 bestimmten Ebene durch die Anwendung der bei der ebenen
Eindeutigkeitsanalyse angewandten Methode gezeigt werden, daB der
Beziehung m¢3, = -0 (Punktberiihrung) die Konfiguration der BAA

f§, = -0 (eiﬁdeutig krdftefreier Fall) folgt. Gleiches gilt fir
dié Beziehung m¢3, < -0, bei der die Abstandsbasen beider Konturen
fm und mwS! jeweiis eine ihrer Endpunkte sind. Dabei kann in einer
den drei rLKt £ (m = 1, 2, 3) parallelen und die Lagerebenen E

(m =1, 2, 3) Uberschneidenden Ebene mit Hilfe der Normalprojek-
tionen von drei rLKt und drei PrKt, f und mw3! (m= 1, 2,‘3), ge-
zeigt werden, daBl der Beziehung m¢3! < -0 (punktfdérmige Abstands-
basen) die Konfiguration der BAA f§! < -0 (eindeutiger Fall) folgt.

Es gelten demnach die Beziehungen:

" =+ 0 —e= ﬂT = +0 . (A4.05a)

G- -0 e fi = -0 (A4.05b)

By < +0 — - <+ 0 (A4.05¢)

Py < -0 @ —— w <=0 (A4.054)
Gruppe 4

Ist die BAA £

rLKt fk und f1 parallele Strecken sind, ist die PrKt mw3,
in der Lagerebene Em eine liberlappte gerade Strecke (mws,

in die Gruppe 4 einzuordnen, bei der nur zwei

m
k1

+0) .,



- A29 -

Daher kann eine mehrdeutige Konfiguration der BAA4f§} >0
nicht auftreten, obwohl die rLKt fm eine konvexe Kontur

(fm > 0) ist. In diesem Fall ist, wie bei der Gruppe 3, auch
die Konfiguration der BAA f?! = +0 bzw. f§! < +0, wenn in der
Lagerebene Em die Beziehung m¢3! = +0 bzw. m¢3! < +0 gultig
ist.

Bei m¢3!
und mws!
der Berthrungspunkt keiner ihrer Endpunkte, so kann er durch mehrere

Punktpaare von den rLKt £ und f1 bestimmt werden, so daB eine Starr-

-0 ist der Berilhrungspunkt beider Konturen fm >0
+ 0 ein Punkt der streckenférmigen PrKt mWS. =-+0., Ist

kérperbewegung des Balkens um den Berthrungspunkt in der BAA mdg-
lich ist, d.h. f?, = +0., Ist der BerlUhrungspunkt ein Endpunkt der
streckenfdormigen ﬁth mwS!, so ist die Konfiguration der BAA durch
f?! = -0 bestimmt. Entsprechend sind die Verhidltnisse bei m¢3!4< -0,
bei den zwischen den Konturen fm und mws! punktfdrmige Abstands-
basen vorhanden sind. Ist die Abstandsbasis der PrKt m¢3! = +0

ein Endpunkt, so ist die Konfiguration der BAA f§!< -0, anderen-

falls ist die Konfiguration der BAA f?, < +0,
Gruppe 5

Im Falle der Gruppe 5, bei der zwei rLKt fk > 0 und fl > 0 sind,
wird die Konfiguration der BAA f?! mit Hilfe der zuvor behandelten
beiden Sitze (siehe Seite A23 und A24) unter folgenden zwei Prinzi-
pien bestimmt.

A) Eine mehrdeutige Lagerung der BAA in einer Biegerichtung wird

durch die Moglichkeit einer Starrkérperbewegung des Balkens
in der gleichen Biegerichtung in zwei Lagerebenen festgestellt

und umgekehrt.

B) Eine eindeutige Lagerung der BAA in einer Biegerichtung ist
dann gegeben, wenn bei keiner von drei Lagern eine Starrkdrper-
bewegung des Balkens in der gleichen Biegerichtung moglich

ist und umgekehrt.
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Aus der Beziehung (Gl. A4.01c) des Satzes 1 14Bt sich ableiten:
Die Konflguratlon der BAA ist mehrdeutig (f > 0), wenn das ge-
meinsame Gebiet ¢3, der Konturen f und WS' in einer Lagerebene

Em eine geschlossene konvexe Kontur ist ( ¢3, > 0).

m ¥ .
G > O — fa > 0 (A4 .06a)

Aus den Beziehungen (Gl. A4.01b) im Satz 1 und (G1l. A4.02b) im
Satz 2 ergibt sich, daf die Konfiguration der BAA fx = +0 ist,
wenn sich die Konturen f und wS' tiber eine gerade Strecke be-
rithren ( ¢z, = +0), denn es gilt dann mindestens in einer ande-
ren Lagerebene z.B. Ep die Beziehung ¢3, = +0., Entsprechend
ergibt sich aus den Beziehungen (Gl1. A4.01a) und (Gl. A4.02a),
daB fir die Feststellung der Konfiguration der BAA f?, < +0 nur
eine Beziehung m¢3! < +0 ausreicht. .

B =+0 @ —= fi = +0 (A4.06b)

B, < + 0 — < +0 (Ad.06¢)

Die Berithrung der rLKt und der PrKt iiber eine Strecke tritt stets

in zwei Lagerebenen gleichzeitig auf (Gl. A4.02b). Daher lassen
sich die Punkt-Berithrung der rLKt und der PrKt in allen drei Lager-

ebenen durch Nachweis der Punkt-Berithrung in zwei Lagerebenen

eindeutig feststellen. Es 148t sich unter der Beriticksichtigung
der Beziehung (Gl. A4.01b) folgendes ableiten: Die Konfiguration
der BAA ist eindeutig kriftefrei (f?, = -0), wenn sich in zwei
Lagerebenen die rLKt und die PrKt jeﬁeils in einem Punkt berith-

ren. Das entsprechende gilt auch fir den eindeutigen Fall.

%%: = ~0
— -~ (A4.064d)
Wy = -0 '
P < -0
*
—  fi < -0 (Ad.06e)
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Der Balken wird fir eine eindeutige BAA (f};| < + 0) bei allen
drei Lagern in die Abstandsbasen der rLKt aﬁsgelenkt. Dabei ist
die Ermittlung der Abstédnde und Abstandsbasen von besonderer
Bedeutung.

A4.3. Eindeutigkeitsanalyse bei einer BAA mit vier Lagern

Flir eine BAA f4, mit vier Lagern kénnen insgesamt vier BAA von B
mit jeweils drei Lagern gebildet werden. Zur Durchfihrung der
Eindeutigkeitsanalyse der Gesamtanordnung sollten zunidchst die
Konfigurationen von Bﬁ, bestimmt werden.

o
Der mehrdeutige BAA wird dadurch charakterisiert, daB sich der
Balken aufgrund der Starrkdrperbewegung in einer zu den Lagerebenen
parallelen beliebigen Ebene innerhalb eines geschlossenen konvexen
Bereiches bewegt. Bei einem eindeutigen krdftefreien Fall ist die-
ser Bereich nur ein Punkt. Daher wird die Konfiguration einer BAA
me > 0 in der Lagerebene E. durch die Beziehungen

LN L]

Bo > 0. -— Y > 0 (A4.073)

"o " '

(3¢ =+ e Ve =+ 0 (A4.07b)

M7 2]

§¢ = -0 = Vo =- 0 (A4.07¢)
wiedergegeben.

Im Falle msz < +0 wird der Balken bei mindestens zwei von drei

rLKt an parallelen geraden Ausschnitten aufgelagert, auf denen die
lastfreie Verschiebung des Balkens mdglich ist. Unter Beteiligung
dieser beiden Ausschnitten kénnen in der Lagerebene E drei parallele
Ausschnitte bei allen drei mdglichen PrKt bestimmt werden. Ihre
Normalprojektion liberdecken eine gerade Strecke. Eine derartige An-
ordnung aller PrKt in einer Lagerebene wird mit mw4! < +0 definiert.
Die Linge dieser iliberdeckten Strecke ist gleich der Linge der ge-
raden Spur Sm’ die der Balken aufgrund der Lagerung in der BAA
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msz in der Lagerebene Em beschrieben wiirde.

Die Anordnung von Sm und der rLKt fm kann einer der vier Beziehun-
/ < +0 und [-fm, S

gen von [_fm, S / < -0 entsprechen.

m-= m-

Bei [ f , Sm-7 < +0 148t sich der Balken in der Lagerebene E_

in die zur geraden Strecke Sm parallelen Richtung 1astfreiiver-
schieben., Eine solche Anordnung der rLKt fm und aller PrKt in
einer Lagerebene B, wird mit m¢4! < +0 bezeichnet. Ist der Balken
n Spo/ s -0),
so wird die entsprechende Anordnung mit m¢4! < -0 bezeichnet.

in der Lagerebene Em dagegen nicht verschiebbar ( [_f

Analog wird im Falle msz < -0 die Anordnung aller PrKt in der
Lagerebene Em mit mw4! < -0 definiert, wobei die Spur Sm einen
Punkt darstellt. Dementsprechend gilt fiir die Anordnung der rLKt
fm und aller PrKt in der Lagerebene Em stets m¢4! < =0. Daraus er-
geben sich die Beziehungen

M@: <+0 g m,%! <+ 0 (A4.074d)
" <-0 =—= Y <-0 (A4.076)

Die Beziehungen (A4.07a) bis (A4.07e) und die Definitionen

m¢4! < * 0 und m¢4! < + 0 lassen sich flir die Anordnung der Kon-
turen in einer Lagerebene Em bei der BAA mit beliebig vielen N
(N > 4) Lagern erweitern.

Die Eindeutigkeitsanalyse fiir die BAA le 1468t sich mit Hilfe der
bekannten Konfigurationen der BAA mezsowieckﬂrAnordnungenmw4!
und m¢4! der Konturen in der Lagerebene Em durchfiihren. Der Vor-
gang dieser Analyse wird in der Tabelle A4.1. schematisch darge-

stellt, die im folgenden kurz erldutert wird.

Wenn eine BAA mBz mehrdeutig istv(msf > 0), dann ist das gemeinsame
Gebiet mw4, aller PrKt in der Lagerebene Em nach der Gl. (A4.07a)
eine geschlossene konvexe Kontur (mw4, > 0). Zwei Konturen mw4,

und fm in einer Lagerebene Em konnen eine der finf méglichen Anord-
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mcb(«,l > 0 — -fa,' Y

m@{t!:‘fo — 'f:,=+0

‘mﬁ:> o = m%"> 0 m¢#!<+0 e f¢?< +0

Bi=+0 == "Wy = + 0

m@:—‘-‘o == "Y=-0

'"/3:<+o —-_— m?//w(‘fO

M0 = "Pu<l-0 —— "< -0 —= £,<-0

Tabelle A4.1 Schematische Darstellung fur die
Eindeutigkeitsandlyse zur Feststellung der
Konfiguration von f4 durch die Untersuchung
in einer Lagerebene Em bei verschiedenen

Konfigurationen von™n:



- A34 -

nungen von m¢4| > 0, m¢4' = + O und m¢4| < + O annehmen (Tabelle
A4.1). Entsprechend ist die Konfiguration der BAA le eine der
Méglichkeiten von ff! > 0, le = + 0 und le < + 0. Dagegen ist

bei einer eindeutigen BAA m8x4 < -0 die Konfiguration der Gesamt-
anordnung bereits eindeutig, d.h. fz, < -0 (Tabelle A4.1.). Aus der
Tabelle A4.1. erkennt man, daB fir die Bestimmung der Konfiguration
der BAA le die Untersuchung der Anordnung(m¢4!)der rLKt fm und aller
PrKt in der Lagerebene Em von besonderer Bedeutung ist.

Die Untersuchung bei den nicht stark umrahmten Fdllen fihrt zu einer
eindeutigen Feststellung der Konfiguration der BAA fﬁ,. Dagegen
reicht bei den stark umrahmten Fidllen fir die eindeutige Feststel-
lung der Konfiguration der BAA fi! die Untersuchung der Anordnung

die gleiche Untersuchung in einer beliebigen anderen Lagerebene E,
mit der BAA “Bf durchgefiihrt werden. Analog zur ersten Untersuchung
kann durch diese zweite Untersuchung wiederum bei den nicht stark
umrahmten Fdllen die Konfiguration der BAA f§1 eindeutig festge~-
stellt werden. Es bleiben fiir die Untersuchuné nur die Fdlle ibrig,
bei denen beides mal die Beziehung m¢4! g -0 bzw. n¢4! <€ -0 aufgetre-
ten sind. Von den durch die Kombinationen resultierenden vier Fidllen
fithrt nur der Fall mit den Beziehungen m¢4! = -0 und n¢4! = -0

zur Konfiguration der BAA le = -0 (eindeutig krdftefreie Lagerung).
Bei den anderen drei Fdllen ist die Konfiguration der BAA le < =0
(eindeutige Lagerung). '

%%/ = ~0

— s ) =-0 (A4.08a)
B =-0
B = -0 _ ,

— fu <-0 (A4.08b)
B < -0
Y < -0 ' \

— w <=0 (A4.08¢)

h% < -0
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Flir die Bestimmung der endgiiltigen Lage des Balkens in der BAA

fj! ist es erforderlich, die Anordnung m¢4! der Konturen in allen
Lagerebenen Em (m =1, 2, 3, 4) zu untersuchen. Bei den Konfigu-
rationen le > 0 und le = + 0 bilden die Konturen m¢4l (m =1, 2,
3, 4) in den zugehOrigen Lagerebenen Em (m=1, 2, 3, 4) die Gren-
zen der lastfreien Lagerung des Balkens. Bei den Konfigurationen
fz' < + 0 gibt es keine derartige Grenzen. Dafiir ist in diesem
Falle die Bestimmung der mdglichen Auslenkungsstellen des Balkens
in der spielbehafteten Lagern von grofler Bedeutung. Im folgenden
wird die Bestimmung der mdglichen Auslenkungsstellen n#her erlidu-
tert. Die Konfigurationen der BAA fil < + 0 sind bei allen fiinf
Anordnungen mw4! > 0, mw4! =+ 0 und'mw4! < + 0 der PrKt in der
Lagerebene Em méglich (Tabelle A4.1). Da flir die Konfigurationen
le < + O die Beziehungen m¢4! < + O notwendig sind, liegen bei

den Anordnungen mw4! > 0 und m¢4! = + 0 die Konturen fm‘und m1[)4!in der
Lagerebene E; nebeneinander. Die daraus resultierende Abstandsbjasis
in der rLKt fm ist dabei die mdgliche Auslenkungsstelle des Balkens
in diesem Lager. Bei der Anordnung m¢4! < +0 beschreibt der Balken
aufgrund der Lagerung in der BAA mB§ eine gerade Spur me = +0

in der Lagerebene E . Bei der Anordnung mw4! < -0 ist dagegen
die Spur Sm ein Punkt (Sm = -0). Wenn die rLKt fm und die Spur

S, = *0 nicht nebeneinander liegen ( [_fm, Sm_7 > 0 oder [_fm,

Sm_7 = + 0), hat die rLKt fm flir die Lagerung des Balkens in der
Gesamtanordnung fj! keinen EinflufBl, so daB die rLKt fm bei der
Ermittlung der Auflagerkridfte zunidchst unberiicksichtigt bleibt.
Liegen die rLKt fm und die Spur'Sm nebeneinander ( [_fm, Sm-7

< + 0), so ist die mdgliche Auslenkungsstelle des Balkens

die Abstandsbasis in der rLKt fm'

A4.4, Eindeutigkeitsanalyse bei einer BAA mit beliebig vielen
N (N > 4) Lagern

Die im vorigen Abschnitt durchgefiihrte Methode der Eindeutigkeits-

analyse der BAA fi, 1408t sich auf eine beliebige BAA f;, (N > 4)

erweitern, wenn die Konfigurationen der BAA von Bﬁ, bestimmt wor-
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den sind. Eine derartige Erweiterung muB stufenweise erfolgen.

Im folgenden werden deshalb nur besondere Punkte behandelt, die
flir die allgemeine Formulierung der Eindeutigkeitsanalyse der BAA
mit sehr vielen Lagern von Bedeutung sind.

Bei einer ebenen BAA ist die Konfiguration der BAA mit N (N > 3)
Lagern mehrdeutig, wenn sich die XKonfigurationen aller kombinier-
ten BAA mit je drei Lagern aus der gegebenen BAA mehrdeutig er-
weisen (Abschn. 4.3.3).

Wie im Abschnitt A4.3 gezeigt (Tabelle A4.1), ist bei einer rdum-
lichen BAA eine solche Behauptung nicht mehr zutreffend. Hier wird
dagegen gezeigt dal die mehrdeutige ‘Konfiguration der Gesamtan-
ordnung fN' erst dann feststellbar ist, wenn die Konfiguration aller

séﬁ,'mlt je funf statt drei Lagern mehrdeutig sind

komblnlerten BAA
( > 0). Dies 14Bt sich wie folgt umformulieren: Fiir die Behaup-
tung der mehrdeutigen Konflguratlon der BAA fN' > 0 ist die vorge—

gebene Bedingung, dafl alle BAA BN' mehrdeutig 51nd (BN, > 0),

a) bei N 4 und 5 notwendig aber nicht hinreichend und

b) bei N 6 hinreichend.

Fir den Beweis dieser Behauptung wird die im Anhang 5 gemachte Aus-
sage verwendet, dafl L (L > 3) Konturen in einer Ebene gemeinsam
einen Bereich umschlieBen, wenn die Konturen aller Dreier-Kombi-

nationen jeweils einen gemeinsamen Bereich umschlieflen.

Eine mehrdeutige Konfiguration der BAA :EN| > 0 ist gegeben, wenn

in einer Lagerebene E alle M = ( ) PrKt und die rLKt f einen
gemeinsamen Bereich umschliefen ( ¢N! > 0, siehe Tabelle A4.1.).
Dafiir mu nach der im Anhang 5 gemachten Aussage die Kon-
turen aller Dreier-Kombinationen aus der rLKt fm und aus sdmtlichen
M PrKt in der Lagerebene E. jeweils einen gemeinsamen Bereich

7> O umschlieRen. Aus der Beziehung BN > 0 der vorgegebenen Be-
dingung BN' >0 erglbt sich, daff in der Lagerebene E. samtllche

M PrKt gemeinsam einen Bereich und dadurch alle M, = (3) ihrer Dreier-
Kombinationen jeweils einen gemeinsamen Bereich umschlieBen. Wenn
jetzt die rLKt fm mit beiden Konturen aller M2.= (%) Zweier-Kombi-
nationen aus M PrKt jeweils einen gemeinsamen Bereich >0

umschliefft, haben die rLKt fm und die
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sdmtlichen M PrKt gemeinsam einen Bereich, Daher mufl folgen-
des gezeigt werden: Flir die Behauptung, daf in einer Lagerebene
E. die rLKt fm und die beiden Konturen aller M, Zweier-Kombinati-

onen sdmtlicher PrKt jeweils einen gemeinsamen Bereich umschliefen,

ist die vorgegebene Bedingung n8§ >0 (n=1, 2, ..., n=-1, n+l,
N)
a) bei N =4 und 5 nicht hinreichend und

b) bei N = 6 hinreichend.

Bei N = 4 schlieflen z.B. aufgrund der Beziehung 4B§ > 0 die

M = (N;1) =3 Pth,4w12 > 0, 4w13 > 0 und 4w23 > 0,in der Lager-
ebene E4 einen gemeinsamen Bereich 4w4! > 0 um (Abb. A4:46). Dre/
Bedingungen DBZE (n =1, 2, 3) liefern aber lediglich,daf inder Ebene
E, die rLKt f mit jeder einzelnen dieser PrKt jeweils einen Be-
reich 7 > 0 umschlieft, aber nicht mit den Konturen aller ihrer
M2 = (g) = 3 Zweier-Kombinationen (Abb. A4.6). Daraus folgt: Die
Bedingung le > 0 ist flir die Konfiguration fz! > 0 nicht hinrei-

chend.

Abb.A4 .6 Eine mogliche Anordnung
der Konturen in der Lagerebene E4

bei einer BAA mit vier Lagern
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Abb.A4.7 Schematische Darstellung der Beziehung
der Konturen in der Lagerebene EN

bei einer BAA mit N Lagern { N=5,6 )
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Bei N = 5 schliefft z.B. die rLKt f5 in der Lagerebene Ec aufgrund
der Bedingung 48§ > 0 mit drei PrKt 5¢12, 5¢13 und 5wzsvgemeinsam
einen Bereich und damit mit den Konturen aller Zweier-Kombinationen
aus diesen PrKt jeweils einen gemeinsamen Bereich um. Dies wird

in Abb. A4.7 mit drei gestrichelten Verbindungslinien schematisch
dargestellt. Das gleiche gilt auch fir die Bedingungen g, > 0

(n=1; 2, 3).

2, %3, 4, 5) nicht

Es kann jedoch mit den Bedingungen n8§ >0 (n =1
1 und Sw bzw
12 34 :

gezeigt werden, dafl die rLKt f5 mit beiden PrKt
5w13 und 5W24 bzw. 5w14 und Swzs auch jeweils einen gemeinsamen Be-

reich umschliefit (Abb. A4.7.).

s
5

Daraus folgt: Die Bedingung B?, > 0 allein ist fiir die Konfiguration

f > 0 nicht hinreichend.

*®
51

Im Falle N = 6 schliet z.B. die rLKt f6 in der Lagerebene Eg
aufgrund der Bedingung 582 > 0 mit K = (g) = 6 PrKt 6wkl

(k, 1 =1, 2, 3, 4, : k < 1) gemeinsam einen Bereich und damit

mit den Konturen aller L = (f) = 15 Zweier-Kombinationen aus
diesen K PrKt jeweils einen gemeinsamen Bereich um (Abb. A4.7).
Das gleiche gilt auch fir die Bedingungen nB6 (n=1, 2, 3, 4).
Dies wird in Abb. A4.7. mit Verbindungslinien schematisch darge-
stellt. Dabei wird gezeigt, dafl die rLKt f6 mit den Konturen aller
M, = (g) = 45 Kombinationen aus s#mtlichen M = (N;]j = 10 PrKt
6wk1 (k, 1 =1, 2, 3, 4, 5 : k < 1) in der Lagerebene E6 jeweils

einen gemeinsamen Bereich umschlief3t.

Eine solche Untersuchung 148t sich auf den Fall der BAA mit be-
liebig vielen N (N > 6) Lagern erweitern, so dall bei N > 5 die

Bedingung 56§, > 0 fiir die Konfiguration f§| > 0 hinreichend ist.

5o ¥
S > 0 — fa > 0 (A4.09a)
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Darliber hinaus gelten folgende Beziehungen:

5&; 2+0 — fo =+ 0 4 (A4.09b)
o ¥ *

S 210 —_— fo =-0 (A4.09¢c)
SeX > *

b 3 +0 — fi < +0 (A4.09d)

§ < -0 —— fl < -0 (A4.09¢)
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Anhang 5: Untersuchung der Anordnung konvexer Konturen in

einer Ebene

Eine wichtige Grundlage der Eindeutigkeitsanalyse der rdumlichen
BAA ist die Untersuchung dariiber, wann die vorgegebenen N (N>1)
konvexen Konturen dm >0 (m=1, 2, ..., N) in einer Lagerebene
einen gemeinsamen Bereich y > O umschliefen.

Bei N = 2 tritt dieser Fall auf, wenn eine Kontur die andere
vollstdndig umschliet oder beide Konturen mindestens zwei Schnitt-
punkte aufweisen. Bei N = 3 schlieBen die Konturen einen gemein-
samen Bereich y > O ein, wenn zwei Konturen einen gemeinsamen Be-
reich v > O einschlieBen und dieser mit der dritten Kontur schlieB-
lich den Bereich y > O gemeinsam umschliet. Flir eine gemeinsame
UmschlieBung eines Bereiches durch drei Konturen reicht die Vor-
aussetzung nicht aus, daB alle Zweier-Kombinationen aus drei Kon-
turen jeweils einen gemeinsamen Bereich umschlieflen (Abb. A5.1).

Konturen schlieflen in einer Ebene E einen gemeinsamen Bereich

Yy > 0 ein, wenn alle Dreier-Kombinationen von N Konturen jeweils

Satzes wurden die GréBen ™ ﬂN und 49N' eingefiithrt. Hier wird mit
mI&N der durch N-1 Konturen gemeinsam'umschlossenen Bereich be-
zeichnet, wobéi m der Index fiir die Kontur darstellt, die nicht
betrachtet wird. Die Gesamtheit aller Gro6Ben von m49N (m =1, 2,
«eo, N) wird dagegen durch ’&N' definiert.Der Satz wird zuerst
bei N = 4 untersucht. Geméf def Annahme gilt m34 > 0 (1 glm = 4) .
Falls [—m494, ap / > 0 ist der Satz fiir N = 4 bewiesen. Es muf

untersucht werden, ob bei J&, > 0 die Beziehungen [-m494, dm_/ =

{
o

méglich sind.

Bei [_m@94, um_7 S 0 148t sich die Ebene E durch eine Gerade G in
zwei Teile aufteilen, so dafl in einem Teil die Kontur m/&4 > 0

und im zweiten Teil die Kontur o liegen. Die Gerade G ist bei
‘Z_mﬁ-4, a _/ =0 die gemeinsame Tangente beider Konturen an ihrer
Berithrungsstelle (Abb. A5.2a). Dagegen kann sie bei [_m494, am_7 <0
die Tangente in der Abstandsbasis an die Kontur "5$4 > 0 sein

(Abb. A5.2b).
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Abb.A5.1 Eine mogliche Anordnung

von drei Konturen

b) [, olm] < 0O

¢) [ H,ow] >0

Abb.A5.2 Die Anordnung [, .. der

Konturen T4 > O und &¢m =0
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Betrachtet man im zweiten Teil der Ebgne nur drei Konturen
(auBer am), so kann gezeigt werden, dafl zwei von ihnen keinen
gemeinsamen Bereich umschlieBen. Diese zwel Konturen und die
Kontur a kénnen also keinen gemeinsamen Bereich umschlieflen.
Daraus geht hervor, daf der Annahme M&!‘> O die Beziehung

[_m194, um_7 >»b und damit y > O folgt.

Mit Hilfe derartiger Vorgehensweise und der Methode der mathemati-
“schen Induktion /" 29_/ kann auch flir beliebige N (N>4) bewiesen wer-
den, daB N (N>3) Konturen in einer Ebene dann einen gemeinsamen
Bereich y > O umschlieflen, wenn JN! > 0 ist.
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Anhang 6: Ableitung der Gleichung (6.15a)

Im Abschn. 6.3.3 wurden die Gleichungen (6.15a) angegeben, die sich
aus Gleichgewichtsbetrachtungen an einer Speiche in einer Verspannungs-
ebene ergeben. Im folgenden wird die zweite Gleichung

A = - Min (0,W,,W,...Wp) (A6.1)

o k
abgeleitet; entsprechend verlduft die Ableitung fir die erste Glei-
chung, auf die hier nicht eingegangen werden soll.

Nach (6.15b) ist

L (m=1,2,..,0 (A6.2)

1=
wenn Al die durch eine separate Biegerechnung ermittelte Kraft fir
das Hexagon 1 ist. Flir die Aufstellung der Gleichgewichtsbeziehung
der Kridfte R1, Rz,{n.,ﬁi ist es notwendig, die an beiden Enden der
Speiche méglicherweise wirkenden, zunidchst noch unbekannten Kridfte
Ao und Aiﬂzu beriicksichtigen. Dabei soll eine radial nach auflen ge-
richtete Kraft A;(1 = 0,1,2,...,K+1) positiv sein (s.S. 106). Die

Kraft Ao st jedoch nicht negativ, da sie nur eine Reaktionskraft

auf die Druckkraft sein kann, die vom benachbarten Hexagon auf das

zentrale Hexagon O wirkt:

Ao 20 (A6.3)

Die zwischen den Hexagonen wirkenden Druckkridfte Zl(l = 1,2,...
K+1) sind definitionsgem#f (Abschn. 6.3.3)

Z, ® 0 (1 =1,;2,...,K+1) (A6.4)

Wir betrachten zundchst m Hexagone (1 =2 m = K), die sich mit dem
zentralen Hexagon im Gleichgewicht befinden (Abb. A6.1). In diesem
Fall gilt ‘

Z.,q =0 (A6.5)
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Pl

SSSSSSS&#§SS&§§SS§§

Hexagon O 1 2 | m —1 m

Abb. AB.1 Krafte an Hexagonkdsten
in einer Speiche

und fiir die einzelnen Hexagone

AO = Z1

A1 + Z1 = Z2

Ap * Zq = Ly,

Am * Zm = Zm+1 =0

Daraus folgt

_ m
A+ ¥ A, =0
0 1=

oder mit (A6.2)
A = -W (A6.6)
Wegen (A6.3) ist Wm 4 0. Nun wird im folgenden untersucht, ob

W= Min (W, ,W,,...,Wg) (A6.7)

22"

ist.
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Wire dies nicht der Fall, so muffl es mindestens einen Wert Wj
(j = 1,2,...,m=-1, m+1,..,k) geben, der die Beziehung Wj< Wm

oder
m _ . ]
Wj—Wm = 1=§+1 Aj <0 (1 273§ <m)
bzw. > (A6.8)
W.-W_ = % A, <0 (m<j 4k
M 1=m+1 1 J
erfillt.,

Aus den Krdftegleichungen fiir die Hexagone

Rit * 250 = Zjug D2We Apg * Zog = T
Ny e
o
Ajsz ¥ Zjuz = Lyaz Ansz ¥ Imez T Epas
A, v 2, =12.,4°0 AJ + ZJ = 2541
(1 €5 <m (m<j <k
erhdlt man mit (A6.5)
m ——
Z. = - ¥ A (1 23 <m
j+1 1=j+1 1
bzw.
Zj+1 = A (m<j<£k

1=m+1

und schlieflich mit (A6.8) die Beziehung

Z <0 (j =1,2,...,m-1, m+1,..,k)

j+1
Diese Beziehung widerspricht der Voraussetzung (A6.4). Daraus ergibt
sich die SchluBfolgerung: Wenn die Hexagone O bis m im Gleichge-

wicht sind, miissen daher die Beziehungen (A6.7) gliltig sein.
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Der Nachweis der Beziehung (A6.1) ist nun auf folgende Weise
méglich! In einer bestimmten Anordnung von k Hexagonen lassen
sich insgesamt k verschiedene Gruppen von m Hexagonen (i £ m ¢ k)
bilden, deren erstes Element die Nummer 1 und deren letztes die
Nummer m sind (Abb. 6.1). Die nachfolgende Untersuchung bezieht

sich auf derartige Gruppen von Hexagonen.

Flir eine Anordnung von Hexagonen auf einer Speiche sind folgende
drei Fdlle mdglich: Es gibt
a) nur eine einzige Gruppe von m Hexagonen (1 ¢ m £ k),
b) mehrere Gruppen von jeweils m Hexagonen

(1£m, £k, s=1,2,...) und

c) keine einzige Gruppe von Hexagonen, die sich mit dem zentralen

Hexagon O im Gleichgewicht befindet.

Im Fall a) gelten bekanntlich die Beziehungen (A6.6) und (A6.7).
Somit 148t sich die Kraft A_ durch

AO = -Min (W;,W,,...,Wg) (A6.9a)

berechnen. Im Falle b) ergibt sich fiir jede Gruppe nach (A6.6)
und (A6.7) die Beziehungen

W
ms

Min (W,,W W (A6.10a)

g W)

AOS = —WmS (A6.10Db)

(s = 1,2,...)

Da fur die Zahlen W1, 2
Minimalwert méglich ist, ergibt sich aus (A6.10a)

..und Wp trivialerweise nur ein einziger

W

o= W= Min (Wi, W,,. .., Wp) (A6.17a)

(s = 1,2,...)
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So folgt mit (A6.10b) und (A6.11a)
A=A _ =-W__ = -W (A6.11Db)
und schliefllich

Ao = -Min (W;,W,, ..., Wg) (A6.9b)
Im Falle ¢ ist die Gleichgewichtskonfiguration der Hexagon-Anord-
nung ohne zusdtzliche Kraft Ao moglich. Daher ist

A =20 ' : (A6.9c)

Es ist offenbar, daB dieser Fall nur bei Wy > 0 fiir alle 1 = 1,2,
...,k auftritt.

Anstelle der drei Gleichungen (A6.9a), (A6.9b)und (A6.9c) 14t
sich zusammenfassend darstellen:

A_ = -Min (O,W,,W

o Wg

yre W)

Damit ist die Gleichung (A6.1) abgeleitet.



