
KfK 2737

Dezember 1978

Ein induktives Modell für die
Ausbreitung der Normalleitung

im supraleitenden Magneten

w. GoU
Institut für Technische Physik

Kernforschungszentrum Karlsruhe





Normalleitung im supraleitenden Magneten

KERNFORSCHUNGS ZENTRUM KARLSRUHE

Institut für Technische Physik

KfK 2737

Ein induktives Modell für die Ausbreitung der

+

w. Goll

+von der Fakultät für Physik der Universität (TH)

Karlsruhe genehmigte Dissertation

Kernforschungszentrum Karlsruhe GmbH, Karlsruhe



Als Manuskript vervielfältigt
Für diesen Bericht behalten wir uns alle Rechte vor

Kernforschungszentrum Karlsruhe GmbH

ISSN 0303-4003



Ein induktives Modell für die Ausbreitung der Normalleitung

im supraleitenden Magneten

Für die Ausbreitung der Normalleitung zwischen benachbarten

Windungen supraleitender Magnete wird ein Modell angegeben.

Flußänderungen, die von Änderungen der Stromdichtevertei-

lung während des Normalübergangs verursacht werden, treiben

die Ausbreitung voran. Das Ausbreitungsverhalten wird im

wesentlichen durch ein Modell aus zwei induktiv gekoppel-

ten Kreisen bestimmt. Die thermische und die induktive Aus-

breitung werden miteinander und mit der Messung verglichen;

hierbei deutet sich an, daß in gewissen Strom- und Feld-

bereichen die Ausbreitung mit dem induktiven Modell inter-

pretiert werden kann.

An Inductive Modelfor the Propagation of Normal Conduc-

tivity in Superconducting Magnets

A model is presented for the propagation of normal conduc-

tivity among adjacent turns of superconducting magnets.

The propagation is driven by flux changes in the magnet.

They are caused by changes of the current density distri-

bution during the normal transition of the magnet. The be-

haviour of propagation is mainly provided by two circuits

coupled inductively. The thermal and the inductive propa-

gation are compared with one another and with measurements.

It turns out that the propagation may be interpreted by the

inductive model within certain current and field regions.
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1. Einleitung

Beim Normalübergang eines supraleitenden Magneten treten lokal

thermische, elektrische und mechanische Belastungen auf, deren

Größe vom Ausbreitungsverhalten der normalleitenden Zone abhängt.

Es gibt eine Reihe von Arbeiten, die sich mit der Ausbreitung

sowohl im einzelnen Leiter als auch im Magneten befassen. Das

Hauptaugenmerk der Untersuchungen wird dabei auf die eindimensio­

nale Ausbreitung längs des Drahtes gerichtet. D~e ersten Theo­

rien von Cherry und Gittleman1), Whetstone und ROOS 2 ), Broom

und Rhoderick3 ) wurden für" nichtstabilisierte Leiter formuliert

und haben demzufolge bei stabilisierten Leitern nur begrenzte

Gültigkeit 7), 8), 15). Den stabilisierten Leitern eher angepaßt

ist die Theorie von Altov et al. 4 ), welche die Stromaufteilung

zwischen Stabilisierungsmaterial und Supraleiter beim Normal­

übergang berücksichtigt und von Dresner et al. 5 ) um temperatur­

abhängige Materialparameter erweitert wurde. Zur Beschreibung der

Vorgänge im Magneten werden dann entweder eindimensionale Vorgänge

überlagert 6), oder es wird numerisch die Wärmeleitungsgleichung

gelöst 7) ,9). Die Ausbreitung der Normalleitung im Magneten beruht

bei all diesen Modellen immer auf Wärmeströmen, die längs und quer

zum Leiter fließen.

In dieser Arbeit dagegen wird ein anderer Ausbreitungsmechanis­

mus erörtert. Er beruht nicht auf Wärmeströmen, sondern auf der

elektromagnetischen Induktion. Insbesondere wird die Ausbreitung

quer zum Supraleiter untersucht, bei der die induktive Kopplung

zwischen den Windungen des Magneten zum Tragen kommt.

Dazu wird zunächst in Abschnitt 2.1 ein elektrisches Modellsy­

stem entwickelt, welches die beim Normalübergang des Magneten

auftretenden Änderungen der Stromdichteverteilung nachbildet. Da

für diese grundlegenden Untersuchungen eine solenoidförmige Geo­

metrie gewählt wird, ergibt sich als Modellsystem ein System

koaxialer Ringe. Besondere Bedeutung hat das System aus zwei

Ringen, weil es auch für Systeme höherer Ringzahl anwendbar ist.

Im Abschnitt 2.2.1 wird daher das 2-Kreis-Modell ausführlich be-
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handelt. Seine Ergebnisse lassen sich in der Aussage zusammenfas­

sen, daß die induktive Ausbreitung nur wenig vom Durchmesser des

Ringsystems abhängt.

Mit dem 3-Kreis-Modell, das in Abschnitt 2.2.2 analytisch gelöst

wird, deutet sich an, daß der induktive Ausbreitungsvorgang in

Vorgänge zerlegt werden kann, die mit dem 2-Kreis-Modell be­

schreibbar sind. Diese Aussage wird bestätigt, wenn Modelle
20

höherer Kreiszahl numerisch mit dem Rechenprogramrn NETZ 3

untersucht werden (Abschnitt 2.3). Bei der solenoidförmigen Ringan­

ordnung bilden sich dazu Ringgruppen, die den Gesetzen des 2-Kreis­

Modells gehorchen. Am Ende des Abschnitts 2.3 wird die Vorhersa-

ge des 2-Kreis-Modells über das fast gleiche induktive Ausbrei­

tungsverhalten zweier Solenoide mit unterschiedlichem Durchmes­

ser, aber sonst gleichen Eigenschaften, bestätigt.

Um das induktive und das thermische Ausbreitungsverhalten quer

zum Leiter zu vergleichen, wird in Abschnitt 3 zunächst die Wär­

meleitungsgleichung in Zylinderkoordinaten gelöst. Zum Beispiel

ergibt sich bei einem Modellsolenoiden aus 25 Windungen eine

thermische Ausbreitungsgeschwindigkeit quer zum Leiter von ca.

2 m/s. Die induktive Ausbreitungsgeschwindigkeit ist bei diesem

Beispiel ca. 10 m/s. Da die Lagenisolation bei der induktiven

Ausbreitung im G8]ensatz zur thermischen Ausbreitung nur eine un­

tergeordnete Rolle spielt, erfolgt eine weitere Verschiebung zu­

gunsten der induktiven Ausbreitung, wenn der thermische Wider­

stand zwischen den Windungen wächst.

Weiterhin wird in Abschnitt 3 aus bestehenden thermischen Model­

len eine Beziehung abgeleitet, mit der der Existenzbereich der

th9rmischen und der induktiven Querausbreitung abgegrenzt werden

kann, falls die Ausbreitung längs des Drahtes keine Rolle spielt.

Beim Vergleich mit Messungen zeigt sich, daß in gewissen Strom­

und Feldbereichen, die Meßergebnisse mit Hilfe der Rechnungen des

induktiven Modells interpretierbar sind.
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2. Entwicklung der Modellvorstellung

2.1 Grundlegendes

In diesem Abschnitt soll ein Modell für die Ausbreitung einer

normalleitenden Zone in einem supraleitenden Magnetenangegeben

werden. Ist der Magnet supraleitend, so wird der Strom von den

supraleitenden Filamenten getragen; im normalleitenden Zustand

fließt der strom im wesentlichen durch die Cu-Matrix, da der

spezifische Widerstand von NbTi 12 dann um etwa einen Faktor

1000 größer als der von Cu ist. Beginnt Strom im Cu zu fließen,

so wird einerseits Wärme produziert, und andererseits ändert sich

der Fluß außerhalb des Leiters 13 • Dadurch kann sich die Normal­

leitung ausbreiten. Die Ausbreitung erfolgt im Magneten sowohl

längs des Leiters als auch quer zum Leiter. In dem hier zu be­

trachtenden Modell wird nur die Ausbreitung quer zum Leiter

in Nachbarleiter hinein unter der treibenden Kraft von Flußände­

rungen im Magneten untersucht.

Das Ersatzschaltbild für einen Magneten ist im allgemeinen ein

Netzwerk aUR qekoppelten Windungsinduktivitäten, -widerständen und

kapazitäten. Ob die Windungskapazitäten auf einen Vorgang im

Magneten bedeutenden Einfluß haben, hängt von der Frequenz des

betrachteten Vorgangs ab 14 . Liegt diese z.B. um Größenordnungen

unterhalb der Resonanzfrequenz des Windungssystems, so kann die

Windungskapazität vernachlässigt werden.

Zur Abschätzung der Resonanzfrequenz wird als Beispiel ein supra­

leitendes Solenoid 10 , wie es in Abb. 1 skizziert ist, gewählt.

Seine Bohrung ist 65 mm, sein Außendurchmesser 175 mm und seine

Länge 200 mm. Es ist aus einem handelsüblichen Supraleiter ge­

wickelt, dessen Querschnitt in Abb. 2 zu sehen ist. Die supralei­

tenden Filamente aus NbTi sind als dunkle Flecke zu erkennen. Der

helle Hintergrund stellt die Cu-Matrix dar, die die Filamente

thermisch und magnetisch stabilisiert11 . Um die Resonanzfrequenz

einer einzelnen Windung abzuschätzen, wird die Resonanzfrequenz f

eines freien gedämpften Schwingkreises mit der Windungsinduktivi­

tät L, der Windungskapazität C und dem Windungswiderstand R der

Cu-Matrix berechnet.
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Abb. 1: Supraleitendes Solenoid mit 65 rum Bohrung, 175 mm

Außendurchmesser und 200 mm Wickelpaketlänge. Das Wickel­
paket besteht aus 17500 Windungen eines handelsüblichen
Supraleiters, dessen Schliffbild in Abb. 2 zu sehen ist. Der
Spulenkörper ist aus glasfaserverstärktem Kunststoff (GfK)
gefertigt.

Abb. 2: Schliffbild eines handelsüblichen Supraleiters (Hersteller
VAC Hanau) mit 1xO.6 mm2 Querschnittsfläche. Die 130 NbTi­
Filamente (dunkle Flecke) sind in eine Cu-Matrix eingebettet,
deren Querschnittsfläche hier genau doppelt so groß ist wie
die aller Filamente zusammen. Der Stand der Fertigungstechnik
entspricht dem Anfang der 70er Jahre.
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Hierfür gilt:

(2 • 1 )

Bei obigem Solenoiden ist L ~ 0.4 ~H, C ~ 0.2 nF und R bei He­

liumtemperatur ~0.3 m~ und damit die Frequenz f ~ 20 MHz.

Dieses Ergebnis besagt, daß zur Beschreibung von Vorgängen mit
1Frequenzen um 20 MHz,bzw. charakteristischen Zeiten von f = 50 ns

die Windungskapazitäten berücksichtigt werden müssen.

Bei der numerischen Auswertung von GI. (2.1) zeigt sich, daß

1/LC sehr viel gröSer ist als R
2

/4L2 . Während der Resonanzterm

die charakteristische Zeit von 50 ns-ergibt, liefert der Dämp­

fungsterm eine Zeitkonstante von T = 2L/R ~ 0.3 ms. Die Aus­

breitung der Normalleitung wird wesentlich vom Widerstand ge­

steuert,so daß ~ie Zeitkonstante T eine charakteristische Zeit

für sie ist. Dies wird durch Messungen der Ausbreitungsgeschwin-

digkeit v quer zum Leiter gestützt. Sie ergeben Werte der Grö­

penordnun~ 0.1 m/s. 15 Ist der Leiterabstand zweier Windungen

d = 0.5.10- 3m, so ist eine charakteristische Zeit T = d/v = 0.5 ms.
q

Die charakteristischen Zeiten für die Ausbreitung der Normallei­

t~ng sind aber ca. 4 Zehnerpotenzen größer als die,

die sich bei Berücksichtigung der Windungskapazitäten

ergeben. Daher werden bei einem Modell für die Ausbreitungsge­

schwindigkeit v kapazitive Einflüsse in diesem Beispiel nichtq . -
einbezogen. Auch bei größeren Magneten gelten ähnliche Verhält-

nisse,so daß der Einfluß der Windungskapazität im allgemeinen

vernachlässigt werden kann. Somit werden zur elektrischen Be­

schreibung der Ausbreitung nur Widerstände und gekoppelte Induk­

tivitäten berücksichtigt.

Um den Mechanismus der Ausbreitung der Normalleitung darzustellen,

wird der Vorgang im SU9raleiter näher betrachtet:
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Wenn der Normalübergang an einer Stelle in einem Leiter auf­

tritt, so verlagert sich der Strom aus dem nunmehr resistiv

werdenden Filamentsystem in die Cu-Matrix. Für einen

Punkt (x, y, z) innerhalb des Leiters ändert sich daher die

Stromdichte j. Da die Stromdichte j und das elektrische Feld E
zueinander proportional sind, verursachen Stromdichteänderungen

Änderungen des elektrischen Feldes. Das elektrische Feld und

die Stromdichte sind über das Amperesche Gesetz in differen-
+

tieller Form mit dem Magnetfeld B am Ort (x, y, z) verbunden.

Es lautet

+

rot B(X,y,z) = ~o (j(x,y,z) + Co dE(~tY'Z) (2.2)

+
und besagt, daß ein Magnetfeld B (x, y, z) durch einen Strom

oder durch eine zeitliche Änderung des elektrischen Feldes

bei (x, y, z) erzeugt wird, wobei die Änderung des elektrischen

Feldes durch Stromdichteänderungen hervorgerufen wird. Strom­

dichteänderungen ändern somit den Fluß ~ = f B d~ im Magneten.

Aufgrund der Lenzschen Regel ändert sich dann seine Stromdichte­

verteilung. Erreicht diese in einem Leiter an einer Stelle

den kritischen Wert, der den supraleitenden Zustand zerstört,

so ändert sich in diesem Gebiet die Stromdichte; es treten

Flußänderungen im Magneten auf und in Nachbarleitern kann die

Stromdichte ihren kritischen Wert erreichen. Diese ineinander­

greifenden Vorgänge wiederholen sich fortwährend und bewirken so

eine Ausbreitung der Normalleitung im Magneten.

Die bisherige lokale Betrachtungsweise des Normalübergangs

bedarf noch einer Ergänzung, die aussagt, wie groß der normalleiten­

de Bereich in einem Leiter ist, der gerade die kritische Stromdichte
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überschritten hat. Dazu wird ein beliebig kleines,aber end­

liches Zeitintervall, nachdem der erste Punkt im Leiter die

kritische Stromdichte erreicht hat, angesehen. Da die Fluß­

änderungen bei lokalen Stromdichteänderungen in einern großen

Volumen wirksam sind, muß im Verlauf der Ausbreitung der Nor­

malleitung ein immer größerer Bereich die kritische Strom­

dichte im betrachteten Zeitintervall überschreiten.

Da hier die Prinzipien des induktiven Ausbreitungsmechanismus

erörtert werden sollen, wird vorausgesetzt, daß die Flußände­

rungen allein von Stromdichteänderungen herrühren und in der

ganzen Leiterschleife auftreten. Der Betriebsstrom I b des Mag­

neten braucht sich dabei nicht zu ändern, denn die Flußände­

rungen entstehen durch sich ändernde Induktivitäten.

Das integrale Verhalten eines Magneten, in dem sich die Induk­

tivitäten bei konstantem Betriebsstrom I
b

ändern, wird mit

einern Modellsystem nachgebildet bei dem sich die ströme ändern

und die Windungsinduktivitäten konstant sind.

Ein supraleitendes Solenoid wird in dieser Modellvorstellung als

ein System aus nur induktiv gekoppelten konzentrischen Ringen

betrachtet, in denen jeweils der Suprastrom I b fließt.

Werden im realen Solenoiden eine oder mehrere Leiterschleifen

normalleitend, weil sie die kritische Stromdichte erreicht

haben, so werden im Modell entsprechende Ringe ebenfalls normal­

Ieitend. Die Stromabnahme in den Ringen bewirkt wegen der Flußer­

haltung eine Stromzunahme in den noch supraleitenden übrigen

Ringen. Überschreitet in einern Ring der Strom einen kritischen

Wert,den sogenannten Grenzstrom I , dann wird dieser Ring normal-
g

leitend. Infolge der Flußerhaltung werden weitere bena~ Ringe

ebenfalls normalleitend, wenn dort der Abschirmstrom den Grenz­

strom erreicht. Auf diese Weise kann sich die Normalleitung

im Modellsystem ausbreiten.
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Wie diese induktive Ausbreitung der Normalleitung im einzelnen

geschieht und welche Prinzipien dabei gelten, folgt aus den

Lösungen für das Ersatzschaltbild der konzentrischen Ringe.

Zunächst werden zwei induktiv gekoppelte Ringe betrachtet.

Dieses 2-Kreis-System erweist sich als gutes Näherungsmodell

gerade auch für Mehr-Kreis-Systeme.

2.2 Elektrische Modelle mit exakten Lösungen

2.2.1 2-Kreis-Modell

Das 2-Kreis-Modell ist ein Modell für das einfachste im Magneten

induktiv wechselwirkende System: ein System aus 2 Leiterschlei­

fen. Die beiden Kreise seien j und j+1. Sie sind in Abb. 3

elektrisch und geometrisch dargestellt. Abb. 3a zeigt das

Schaltbild des 2-Kreis-Modells und Abb. 3b einen Schnitt durch

die dazugehörige geometrische Anordnung. Beigegebenem Kreis j soll

der Kreis j+1 derjenige Kreis sein, der die größte Wechselinduk­

tivität M mit dem Kreis j besitzt. Falls mehrere Induktivitäten

gleich sind, müssen sie zu einer Gruppe mit der entsprechenden

Gesamtinduktivität zusammengefasst werden. Dieser Fall wird in

Abschnitt 2.3.2 diskutiert. Die Kreise haben die Selbstindukti­

vität Lj und Lj + 1 . Damit sich der Strom I j im Kreis j ändern

kann, wird der konstante Widerstand R., dessen Zeitabhängigkeit
J

vernachlässigt wird, in den Kreis geschaltet. Im Kreis j+1

fließe der Suprastrom I j + 1 .

Die Dglen für das 2-Kreis-Modell sind solange der Koppelkreis

j+1 supraleitend ist16 , (. bedeutet zeitliche Ableitung)

. .
L. I. + I.R. + M I j + 1 = 0

J J J J

. .
Lj + 1I j + 1

+ r1 I. = 0
J

mit den Anfangsbedingungen: zur Zeit t. = 0 sei I. =
J 0 J

und I j + 1 = I j + 1
Die Lösungen von (2.3,4) sind bekannt. Der Lösungsweg
Aus (2.4) folgt skizziert.

(2. 3)

(2.4)

I
O

j (2.5)

wird

M= -
L j +1

"I.
J

(2.6)



R.
J

L.
J
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-M-

normalleitend

R. 9= 0
J

supraleitend

Rj +1 = 0

h

Abb. 3a: Elektrisches Schaltbild des 2-Kreis-Modells

Abb. 3b: Geometrische Anordnung des 2-Kreis-Modells
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(2.5) eingesetzt in (2.4) ergibt umgeformt (2.7)

(L L - M2 ) i, + I,R,L'+1 = 0
j j+1 J J J J

Die Lösung von (2.7) lautet:

(2 .7)

I. =
J

C e

t
T (2. 8)

mit ( 2 .9)

Aus den Anfangsbedingungen (2.5) folgt

C = IC?
J

Also ist t
T (2.10)

Hit (2.10) wird aus (2.4)

.
I j +1 = M IC? (_

L j +1 J

R j L j +1

2
L j L j +1-M

t

e T (2.11)

deren Lösung mit (2.5)

H IO,I
J
'+1 = (1 - e

L j + 1 J

t

T ) + I O .
j+1 (2.12)

ist.

Bei der Ausbreitung ist die interessierende Größe das Zeitin­

tervall 6t" in dem I'+1 den Grenzstrom I erreicht. Die Aus-
J J g

breitungsgeschwindigkeit v ist dann der Quotient aus dem Ab­
q

stand b zweier benachbarter Ringe und dieser Schaltzeit 6t,.
J
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J
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(2.12)

8t._ ---2

I = ~ .10 (1 - e T)
g L j +1 j

Daraus folgt:

I j + 1 = I g gesetzt:

(2.13)

~t,
J

L j +1 0
= - T In(1 + (I

J
'+1 - I )}

M.IC? g
J

(2.14)

Dies ist die Zeit ~t" die der Strom I
J
. +1 benötigt ,um von

o J
I j + 1 ausgehend den Grenzstrom I g zu erreichen, wenn sich I j
mit der Zeitkonstanten T ändert.

Bei dieser Betrachtung wird I~=I gesetzt, das bedeutet, daß
J g

zur Zeit t=o der Kreis j normalleitend geworden ist. Dann folgt:

L, 1
~t, = - T In (1 + ~.(Io - I g )

J M j+1
I g

und mit i 0 wird= I g /I j + 1g

Lj + 1 1-i
~t. = - T In ( 1 + (~ »

J M l.g

(2.15)

(2.16)

In der Formel (2.16) sind die bestimmenden Parameter des

induktiven Modells zu erkennen. Diese Parameter sind

- die Kopplungskonstante M/L j + 1
- die Zeitkonstante T = (L .• L.+1-M2}/L'+1·R.

J J 0 J J
- der normierte Grenzstrom ig = I g/I j +1

Der Kopplungskonstanten und der Zeitkonstanten ist gemeinsam,

wenig empfindlich gegen Änderungen des Kreisradius zu sein.
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Für die Kopplungskonstante folgt dies durch Einsetzen der

Formeln für die Selbstinduktivität L j +1 und für die Gegenindukti­

vität M als Funktion des Ringradius a für die in Abb. 3b

skizzierte Ringanordnung. Die Selbstinduktivität Leines

kreisförmigen Drahtrings vom Kreisrädius a und vom Draht-

radius rist 17
o

8a 7
L = ~o a (ln r- - 4)

o
(2.17)

falls r « a. Für die Gegeninduktivität M zweier koaxialer
o

Kreisringe, deren Radius r
1

und r
2

annähernd gleich a ist

und deren Abstand b «a ist, gilt 17

den Abstand der beiden Kreis-2wobei b = (h + (r
1

ringe bedeutet.

Ba
M = ~o a (ln ~ - 2)

2 1/2
- r

2
) )

(2.18)

Mit (2.17) und (2.18) wird die Kopplungskonstante

In 8a
2

M ~-

=
Lj +1 In Ba 7

r 4"
0

(2.19)

Der Kreisradius a steht nur noch im Argument der beiden Loga­

rithmen. BI~ibt der Drahtradius r und der Drahtabstand b er-
o

halten -im Magneten bleibt entsprechend die Geometrie des

Wickelquerschnitts und des Leiters unverändert -so beeinflussen

unterschiedliche Kreisradien die Kopplungskonstante wenig.

Die Zeitkonstante T ist ebenfalls wenig- empfindlich geg~n Änderungen

des Kreisradius a. Da während des Normalübergangs Strom in der

Matrix fließt, gilt für den Widerstand R. im j-ten Ring, wenn p
J

der mittlere spezifische elektrische Widerstand der Matrix, ader

Kreisradius, r der Drahtradius und v der mittlere Quotient auso
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2
stromdurchflossener Matrixfläche und Drahtquerschnitt 1Tro ist

21ra 2aR. = p-- = p--
J v1Tr 2 vr 2

o 0

( 2.20)

Damit und mit GI. (2.17) und (2.18) wird die Zeitkonstante, da

L j = L j +1 = List:

L = (2.21)

Sie ist nur schwach vom Kreisradius a abhängig.

Variiert a z.B. zwischen 0.1 mund 10 m und ist r = 0,5 rnm,
-10 0

p = 2·10 nm,v = 0.5 und b = 1.1 mm, so ändert sich die Zeit-

konstante für das Modellsystem nur zwischen 0.74 ms und 0.77 ms.

Bei der Analyse der Formel (2.21) für die Zeitkonstante List

als dominierender Faktor ~ vr 2/p zu erkennen. Da er hauptsäch-
o 0

lich von einer charakteristischen Länge r IV in der Matrix ab-
o

hänqt und die Dimension einer Zeit, hat, liegt es nahe, ihn mit

der Diffusionszeit LD der Stromdichte quer zum Leiter in Ver­

bindung zu bringen.

Mit Hilfe vereinfachender Annahmen, insbesondere temperaturunab­

häng i ger
2
Materialparameter, wird in Anhang A gezeigt, daß

L D ~ ~.~ ist, wobei d eine charakteristische Diffusionslänge

für die Stromdichte bedeutet. Da d und r IV im wesentlichen
o

der gleiche Parameter ist, kann ~ vr
2/p als eine mittlere

o 0
Diffusionszeit L D der Stromdichte in der Matrix des Supraleiters

angesehen werden.
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1 M 2 8a
Der in GI. (2.21) verbleibende Faktor 2 (1-(E) ). (ln r o
ist ein Geometrieterm der Leiteranordnung, der in der

Größenordnung von 1-5 bleibt. Die Stromänderungen im Modellsy­

stem werden also vorwiegend von den Stromdichteänderungen in

der Matrix bestimmt, während die Leiteranordnung nur geringen

Einfluß ausübt.

Der noch zu diskutierende Parameter des induktiven Modells ist der

normierte Grenzstrom i . Er ist in diesem Hodell der kritischen strom-g ..

dichte im Magneten äquivalent, und beschreibt damit den tempera­

tur-, magnetfeld- und stromdichteabhängigen zustand18 des Supra­

leiters.

Treten Flußänderungen im Magneten auf, so werden sie durch Änderungen

der Stromdichteverteilung im Filamentsystem des Leiters kompensiert.

Dies geschieht immer unter der Randbedingung, daß lokal die kriti­

sche Stromdichte herrscht. 19 Bei hinreichend großen Flußänderungen

kann das Filamentsystem im Leiter die Stromdichteänderung nicht

mehr selber auffangen, ohne lokal die kritische Stromdichte zu über­

schreiten. Es wird Strom in der Matrix fließen, und der Leiter kann

normalleitend werden, vorausgesetzt er ist nicht kryogen stabili­

siert 18 . Im realen Magneten ist also ein Normalübergang bei einem

bestimmten Betriebsstrom I b , der kleiner ist als der kritische strom

I c ' darauf zurückzuführen, daß lokal die kritische Stromdichte über­

schritten wird. Um beim Modellsystem die Normalleitung zu er­

reichen, muß entsDrechend über deti kr~tisbhen Strom I hinaus-- c
gegangen werden. In den Modellrechnungen wurde angenommen, daß der

Betriebsstrom I b 85% von Icbeträgt. Wird der Grenzstrom auf diesen

Betriebsstrom I b normiert, so ist i g = Ig/Ib = Ic/lb = 1.2

Im allgemeinen braucht I nicht gleich I zu sein. Da lokal die kri-c g
tische Stromdichte ohne Normalübergang überschritten werden kann,

falls die minimale Ausbreitungszone 24 nicht erreicht wird, ist

einerseits der Fall denkbar, daß I größer sein kann als der kri-g
tische Strom I des Magneten. Andererseits können bei schnellenc '
stromumverteilungen auch Verluste auftreten, die den Leiter vorzei-

tig normalleitend werden lassen, wodurch I g kleiner wird als I
c

.

In dieser Arbeit wird davon ausgegangen, daß I
g

= I
c

ist.
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Die wesentlichen Aussagen dieses 2-Kreis-Modells deuten auf

ein Scaling Gesetz für die induktiven Ausbreitungsgeschwin­

digkeiten vq1 und vq2 hin.

Für das Verhältnis der Ausbreitunsgeschwindigkeiten,gilt

für unterschiedliche Radien a
1

und a 2 mit GI. (2.16) und

L j ,1 ~ L j +1 ,1 = L1 , bzw. L j ,2 ~ L j +1 ,2 = L2

L2 1-i
T 2 In (1 + . g2)

~
L\t

2 M2 192= L\t
1

= (2.23)vq2 L
1 1-i

T 1 In (1 +
M1 i

g1 )

g1

Da T
1

bzw. T
2

vorwiegend das Diffusionsverhalten der Strom­

dichte im L.eiter wid erspiegeln, wird T 1 und T 2 nicht sehr

differieren, wenn der gleiche Leiter unter den gleichen Be­

dingungen verwendet wird. Außerdem ist die Kopplungskonstante M/L

wenig empfindlich auf Durchmesseränderungen. Damit hängt die

Ausbreitungsgeschwindigkeit im wesentlichen nur noch von den

Grenzströmen i g1 und i g2 ab, d.h. vom Zustand des Supraleiter.

Das Scaling-Gesetz lautet dann:

Die induktive Ausbreitungsgeschwindigkeit hängt nur

schwach von Ringradius ab. Voraussetzung dafür, ist der

gleichzeitige Normalübergang einer ganzen Leiterschleife.
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2.2.2 3-Kreis-Modell

Am 3-Kreis-Modell ist zu erkennen, wie sich die Stromverteilung

ändern wird, wenn viele Kreise induktiv gekoppelt sind und ein

Kreis eine Flußänderung bewirkt.

In Abb. 4a ist das elektrische Schaltbild für ein System aus 3

nur induktiv gekoppelten Kreisen zu sehen. In die Kreise 1 und 2

sind die Widerstände R1 und R2 geschaltet. Der Kreis 3 ist immer

supraleitend. Ist die Induktivität L in allen drei Kreisen gleich

und bezeichnet M12 die Wechselinduktivität zwischen Kreis 1 und 2,

M13 diejenige zwischen Kreis 1 und 3, und M23 diejenige zwischen

Kreis 2 und 3, so gilt für die Ströme 1
1

, 1 2 und 1 3 in den

Kreisen 1, 2 und 3 folgendes System gewöhnlicher Dglen:

· ·L 1 1
+ R

1 1
1

+ M12 1 2 + M13 1 3 = 0 (2.24)

· . ·L 1 2 + R2 1 2 + M
12 1 1

+ M
23 1 3 = 0 (2.25)

· . ·L 1
3

+ M2 3 1 2
+ M

13
1 1 = 0 (2.26)

(2.27)·e
1 10 (c-r2) -dI2 0

r 1 - r 2

mit den Anfangsbedingungen 1
1

= 1 10 , 1 2 = 1 20 und 1
3

= 1 30
zur Zeit t = t . Mit diesen Anfangsbedingungen lauten die Lösungens
des Dgl.-Systems (2.24, 25, 26).

r
1
(t-ts )

I10(c-r2)-dI20

r
1

- r
2

·e

(2.28)
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Abb. 4a: Elektrisches Schaltbild des 3-Kreis-Modells

h

h

Abb. 4b: Geometrische Anordnung des 3-Kreis-Modells
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dI20-(c-r1)I10

L(r1-r2 )

r 2 (t-t )c-r2 s
• (r'1 13+M23 -d-) . e (2.29)

mit den Abkürzungen

r 1 ,2

d = R2L a 2 / (a . a 3 )

c = -R
1

L a
1
/(a. a

3
)

ß 1 2 1/2
= c; + 2" ((c+ß) - 4da)

wobei

L2 2a 1 = M23

L2 2a 3 = - M13

a
2 = M23M13 - L M12

2a = (a
1

a
3
-a2 )/a

3

b = - R1 La 2/a3

a = b/a

ß = R2L/a

ist, vgl. hierzu Anhang B.
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Zur Diskussion der Lösung wird jetzt zu einem Beispiel über­

gegangen:

0.491 )
0.578

0.709

0.578

0.709

0.578(

0.709

0.578

0.491

=

Die geometrische Anordnung für Kreis 1, 2 und 3 ist dabei ein

System aus 3 koaxialen Ringen 1, 2 und 3, wie inAbb. 4b dar­

gestellt. Die Ringe haben jeweils den Kreisradius a = 10 cm

und den Drahtradius r = 0,5 mm. Der Abstand h in z-Richtungo
zwischen zwei Ringen ist immer h = 1,1 mm. Mit diesen Daten

lassen sich die Selbst- und Wechselinduktivitäten GI. (2.17, 18)

für das Ringsystem ausrechnen. Es ergibt sich für .die Induktivi­

tätsmatrix

(

L11 M12 M13 )
L(~H) = M12 L22 M23

M13 M23 M33

In diesem Beispiel geschieht der Normalübergang im 1. Ring; die

beiden anderen Ringe sind supraleitend. Zur Simulation des Nor­

malübergangs wird der Ring 1 mit dem Widerstand R1 entladen und

R2 «R
1

gemacht. In diesem Beispiel ist mit \)-1. p = 8,5.10-1onm,
2a -8vgl. GI. (2.20), R1 = P ---2 = 0,7 mn und R

2
= 1·10 n.

\)r
o

Als Anfangsbedingung wird I 10 = I 20 = I 30 = I b oder in normier­

ter Form i,o = i 20 = i 30 = 1 gewählt.

Die Lösungen für i 1 , i 2 , i 3 , GI. (2.23, 24, 25) sind im Zeitin­

tervall 10, t s1 I der Abb. 5 zu sehen. Der Strom i 1 im Ring 1

nimmt ab, und aufgrund der Flußerhaltung nimmt der Strom i 2 im

Ring 2 zu. Er nimmt so zu, daß Ring 3 von der Flußänderung des

Rings 1 fast vollständig abgeschirmt wird, denn i
3

ändert sich

nur um ca. 2 % während sich i
1

und i 2 um über 20 % ändern. Der

Strom i 2 im Ring 2 nimmt so lange zu, bis er bei t = t s1 den

Grenzstrom i erreicht.g



0.0 1 0.05 0.1 0.15 t [ms]
Abb. 5: Beispiel für die Ströme i 1 , i 2 , i 3 des 3-Kreis-Modells GI. (2.27, 28, 29) als Funktion der

Zeit t. Bei t = t s1 wird der Ring 2 normalleitend.



- 21 -

Dann wird Kreis 2 normalleitend, und der Widerstand R2 wird

auf den Wert R2 = R
1

sprungartig erhöht. Der Strom i 2 sinkt ab

und i
3

kompensiert die Flußänderung; währenddessen ändert sich

i
1

nur noch wenig im Vergleich zu den Änderungen von i 2 und i 3 .

Zur Zeit t s2 erreicht i 3 den Grenzstrom und somit ist das ge­

samte Ringsystem normalleitend.

An diesem Beispiel ist zu sehen, daß nur die beiden unmittelbar

im Bereich der Ausbreitungsfront liegenden Ringe größere Strom­

änderungen erfahren. Dieses Abschirmverhalten ist deutlich zu

sehen, obwohl sich die Kopplungen M
12

/L und M13/L nur um ca. 20%

unterscheiden. Wichtig für dieses Verhalten ist, daß sich die

Kreise elektrisch ähnlich verhalten, z.B. muß die zeitkonstante

jedes entladenen, isoliert gedachten Kreises ungefähr gleich

sein.

Die Ausbreitung der Normalleitung kann also beim 3-Kreis-Modell

auch mit dem 2-Kreis-Modell beschrieben werden, da für sie nur

die Stromänderung in Nachbarkreisen wichtig ist. Das 2-Kreis­

Modell vernachlässigt für Zeiten kleiner als t
s1

den Kreis 3

und für Zeiten zwischen t s1 und t s2 entsprechend Kreis 1.

2.3 Verallgemeinerung

Beim 3-Kreis-Modell hat sich ergeben, daß der Ausbreitungsvorgang

in Vorgänge zerlegt werden kann, die jeweils mit dem 2-Kreis-Modell

zu verstehen sind. Auch bei Systemen mit höherer Kreiszahl ist

das 2-Kreis-Modell entsprechend interpretiert so anwendbar.

Dies wird in zwei Abschnitten gezeigt.Z~nächstwird die lineare

Ringanordnung des 3-Kreis-Modells auf 6 und dann auf 24 Ringe er­

weitert, und im zweiten Abschnitt wird das Verhalten einer auch

radial ausgedehnten solenoidförmigen Anordnung aus 25 Ringen

betrachtet. In allen Fällen erfolgt die Lösung des DgI.-Systems

für die Ringströme mit "NETZ 3", einern im IPP Garching entwickel-
20ten Programm zur Netzwerkanalyse. Es berechnet das transiente

Verhalten von strömen und Spannungen in einern beliebig ver­

maschten, elektrischen Netzwerk.
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2.3.1 Lineare~Ringanordnung

Bei der linearen Ringanordnung mit unterschiedlicher Ringzahl

werden immer die gleichen Ringe und der gleiche Ringabstand ver­

wendet, wodurch sich mit der Ringzahl lediglich die Stapelhöhe

der konzentrischen Ringe ändert. Da das 3-Kreis-Modell erweitert

werden soll, werden die Ringabmessungen und

der Kreiswiderstand R = 0.7 mSt des dortigen Beispiels übernommen.

Die Ringanordnung des linearen 6-Kreis-Modells mit den Ringbezeich­

nungen ist in Abb. 6 zu sehen.

Die dazugehörige Induktivitätsmatrix lautet

0.709 0.578 0.491 0.440 0.404 0.375

0.578 0.709 0.578 0.491 0.440 0.404

L IlJHI 0.491 0.578 0.709 0.578 0.491 0.440=
0.440 0.491 0.578 0.709 0.578 0.491

0.404 0.440 0.491 0.578 0.709 0.578

0.375 0.404 0.440 0.491 0.578 0.709

Sind die Anfangsbedingungen für die Ströme i 10 = =
i

60
= 1, der Grenzstrom i

g
= 1.2 und· wird von einem Normalüber­

gang des 1. Ringes ausgegangen, so ergeben sich die in Abb. 7

dargestellten Lösungen.
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I
•

Abb. 6: Geometrische Anordnung des 6-Kreis-Hodells
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Abb. 7: Be~spiel für die Ströme i 1 , i 2 , ... :, i 6 des.6-K:eis-~1odells als Funkti?n der Zeit t.
Bel t = t s1 ' t s2 ' ... , t s5 werden Jewells dle Rlnge 2, 3 .... 6 normalleltend.
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Repräsentativ für das allgemeine Verhalten der Ströme ist z. B. das

Verhalten der Ströme im Zeitintervall Its2 ' ts31 . Bei t s2 erreicht

i 3 den Grenzstrom und Ring 3 wird normalleitend. Von diesem Zeit­

punkt ab ändert sich der bis dahin nahezu konstante- Strom i 4 • Die

Ströme i
1

, i
2

, i
5

, i 6 ändern sich nur wenig im betrachteten Zeit­

intervall. Somit wechselwirken dort nur diebeiden Ringe 3 und 4.

Diese Wechselwirkung genügt den Voraussetzungen des 2-Kreis-Modells.

Ebenso gilt dies für die Ringkombination 2-3 im Zeitintervall

It l' t 2 1 und 4-5 im Zeitintervall Jt 3' t 4 1 •s s s s

Die Ringkombination 1-2 und 5-6 weichen etwas davon ab, weil der

Ring 1 als der den Normalübergang initiierende Ring eine Einstell­

phase besitzt und der Ring 6 von Flußänderungen am anderen Ende

der Ringanordnung beeinflußt wird.

Die Auswertung der Lösungen ergibt die Schaltzeiten ~t2 = t s2-ts1 =
0.088 ms, ~t3 = t s3-ts2 = 0.077 ms und ~t4 = t s4-ts3 = 0.070 ms.

Sie sind mit der Schaltzeit von ~t. = 0.078 ms aus dem 2-Kreis-
J

Modell, GI. (2.16) verträglich.

Beigenauerem Hinsehen ist eine abnehmende Schaltzeit mit zunehmender

Anzahl von Normalübergängen zu beobachten. Die Ursache dafür ist

die nicht völlige Abschirmung des j+1-ten Ringes von allen vorausge­

gangenen Flußänderungen im Ringsystem, wie es sich beim 3-Kreis­

Modell schon ankündigte. Für das 2-Kreis-Modell bedeutet dieses

nichtideale Abschirmverhalten ein Anwachsen qes Anfangswer-

tes für den St . I .rom j+1 m~t zunehmender Zahl j von Normalübergängen.

Aus GI. (2.15) des 2-Kreis-Modells folgt daraus eine Abnahme der

Schaltzeit- ~t ...
J

Um das Verhalten der Schaltzeit mit zunehmender Zahl von Normalüber­

gängen weiter zu verfolgen, wird jetzt zu einer linearen Anordnung

aus 24 Ringen übergegangen. Werden die Anfangsbedingungen sowie die

elektrischen und geometrischen Parameter der Anordnung aus 6 Ringen

entsprechend übertragen, so ergeben sich die in Abb. 8 dargestellten

Lösungen. Der Normalübergang wird im äußersten ersten Ring

initiiert und pflanzt sich über Kreis 2, 3, .•... fort. Die Ströme i 1
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Abb. 8: Be~spi:l für die Ströme i 1 , i 2 , .. :., i 1, des 24-~rei~-Modells al~ Funktion der Zeit t.

Bel t - t s1 ' t s2 ' ... werden dle Rlnge 1, 3, .... Jewells normalleltend.
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bis i
5

stimmen bis t = 0.35 ms erwartungsgemäß mit den ent­

sprechenden Strömen der 6-Ring-Anordnung überein. Weiterhin wird

nochmals die Voraussetzung des 2-Kreis-Modells bestätigt, daß

zwischen zwei Schaltpunkten nur unmittelbar benachbarte Kreise

ihren Strom wesentlich ändern, will1rend in diesem zeitintervall alle anderen

Ströme im Vergleich dazu sich wenig ändern. Das Langzeitverhalten

der Schaltzeit wird durch das Driften des Anfangswertes für

I j +1 zu höheren Werten bestimmt, wie es sich hier ganz deutlich

zeigt. Nach 10 Schaltvorgängen ist aus den Lösungen(Abb. 8) für

den Anfangswert von i 11 i~1 = 1.05 abzulesen und mit

GI. (2.16) wird dann ~t10 = -T.ln (1 + g 1.0~ - i g ) = 0.057 ms
g

in übereinstimmung mit den exakten Lösungen. Die Änderung der

Schaltzeit kann also im Laufe der Zeit erheblich werden. Unab­

hängig davon ist die Gültigkeit des 2-Kreis-Modells, das immer

nur für das Zeitintervall zwischen zwei Schaltpunkten mit den dort

gültigen Anfangsbedingungen .gilt.

2.3.2 Solenoidförmige Ringanordnung

Die solenoidförmige Ringanordnung, vgl. Abb. 9,ist ein Modell für

einen Solenoiden mit 25 Windungen. Der innere Ringradius r. ist
1

10.00 cm, der äußere r = 10.44 cm, der Drahtradius rist 0.5 mma 0
und der Drahtmittenabstand b = 1.1 mm. Der Drahtwiderstand ergibt

sich wie bisher aus GI. (2.20) mit v- 1 .p=8,5.10- 10nm. Das Ver­

halten des Ringsystems beim Normalübergang wird mit zwei Bei­

spielen dargestellt; im einen Fall geschieht der Normalübergang

im Symmetriezentrum des Wickelpakets, im Ring 13, lU1d im anderen Fall

geschieht er am Rand des Solenoiden im Ring 11. In beiden Fällen

wird angenommen, daß zur Zeit t = 0 i 1 = i 2 = = i 25 = 1

und der normierte Grenzstrom i g = 1.2 ist.

Symmetrischer Fall

Zunächst wird der symmetrische Fall betrachtet. In Abb. 10 ist

dazu die Anzahl K der Kreise, die zur Zeit t normal lei tend sind,

aufgetragen. Zur Zeit t = 0 ist es ein Kreis, nämlich Kreis 13,

und zur Zeit t = 0.48 ms sind es alle 25 Kreise. Die Zahlen bei
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Abb. 9: Geometrien und Bezeichnungen der 25 Ringe der solenoidförmigen Ringanordnung.
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Abb. 10: Anzahl K der normalleitenden Ringe über der Zeit taufgetragen. Der Normalübergang beginnt in der

Mitte der Ringanordnung mit Ring 13, vgl. Abb. 9 zur Zeit t = 0 und umfaßt bei t ~ 0.48 ms alle
25 Ringe. Die Zahlen nennen den Ring, gemäß Abb. 9, der zu diesem Zeitpunkt normalleitend wird.
Der Normalübergang geschieht im wesentlichen an 4 Zeitpunkten, weshalb eine Unterteilung in
4 Ringgruppen I-IV möglich ist.
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Abb. 11: Beispiel für die Ströme i 13 , i 9 , i14' i 15 , i4' iS der solenoidförmigen Ringanordnung aus 25 Ringen,
vgl. Abb. 9. Der Normalübergang beginnt ln der Mitte der Ringanordnung mit Ring 13.
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den Punkten benennen, in Anlehnung an die Ringbezeichnung der

Abb. 9, den Ring, der zu diesem Zeitpunkt gerade normalleitend ge­

worden ist. Wegen des Normalübergangs im Symmetriezentrum des Wik­

kelpakets werden immer symmetrische Kreise nahezu gleichzeitig nor­

malleitend. Sie haben einen ähnlichen Strom-Zeit-Verlauf und kön­

nen daher zu Gruppen zusammengefaßt werden. Die Gruppen wurden

in Abb. 10 mit I-IV bezeichnet.

In Abb. 11 ist der Strom-Zeitverlauf für repräsentative Gruppen­

mitglieder und der Strom i 13 im Ring 13, von dem der Normalüber-

gang ausgeht, eingezeichnet. Für die Gruppe III wurden die Ströme

i 4 und i 1S gewählt. Sie ändern sich, wenn sich Strom i 9 aus der

Gruppe II ändert. Währenddessen ändert sich i S aus der Gruppe IV

wenig, ebenso i 14 aus der Gruppe I. Daraus ist zu erkennen, daß

sich jetzt alle Gruppenmitglieder so verhalten wie bei der linea­

ren Anordnung einzelner Ringe. Dies wird verständlich, wenn die

Wechselinduktivitäten der Gruppenmitglieder mit Ring 13 verglichen

werden. Innerhalb einer Gruppe ist die Änderung der Wechselindukti­

vität ~1 %, während sie zwischen 2 benachbarten Gruppen ~10 % beträgt.

Die Gruppenmitglieder sind daher vom Ring 13 aus gesehen elektrisch

gleichwertig. Beim 2-Kreis-Modell müssen dann die für einen einzel­

nen Ring geltenden Größen durch die die einzelne Gruppe beschreiben­

de Größe ersetzt werden (vgl. Abschnitt 2.2.1).

Jetzt kann der Fall auftreten, daß zwei wechselwirkende Gruppen

unterschiedlich viele Ringe haben können, was unterschiedliche

Induktivitäten zur Folge hat. Eine Vergrößerung der Induktivität

L
j
+ 1 der abschirmenden Gruppe gegenüber der Induktivität L

j
be­

wirkt eine Erhöhung der Schaltzeit, da in der dafür geltenden GI.

(2.16) im wesentlichen der Logarithmus mit wachsendem

L j + 1 größer wird. Dies erklärt den Unterschied der Schaltzeiten

zwischen Gruppe I und II, wo 4 Ringe 4 Ringe abschirmen, und zwi­

schen II und III, wo jetzt 12 Ringe 4 Ringe abschirmen.

Entsprechendes gilt für die Abnahme der Schaltzeit zwischen der

Gruppe II und III und zwischen III und IV dieser Abbildung.

Auch bei solenoidförmigen,radialausgedehnten Ringsystemen muß da­

von ausgegangen werden, daß die Abschirmung der Flußänderungen

nicht vollkommen ist. Wegen der Ergebnisse des Abschnitts 2.3.1
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sollte die Schaltzeit mit der Anzahl der normalleitenden Gruppen

abnehmen. Diesem Effekt wirkt in einem solenoidförmigen System mit

unendlich vielen Ringen die Zunahme der Gruppeninduktivität ent­

gegen. Die relative Änderung der Induktivität wird zwar mit wach­

sendem normalleitendem Gebiet kleiner, jedoch läßt sich auch in

Abb. S für die lineare Anordnung eine Abnahme der Änderung der

Schaltzeit erkennen. Da die Anzahl der Ringe zur Untersuchung die­

ser Effekte vervielfacht werden müßte, um Randeffekte zu vermei­

den, werden auch die numerischen Fehler entsprechend groß, so daß

eine gesicherte Aussage nicht möglich erscheint.

Asymmetrischer Fall

Bei der Initiierung des Normalübergangs in einem asymmetrisch lie­

genden Ring ist das Gruppenverhalten anfänglich nicht so deutlich

sichtbar. In Abb. 12 ist die Anzahl K der normalleitenden Kreise

über der Zeit aufgetragen, wenn der Normalübergang im Ring 11 am

Rand des Solenoiden beginnt. Dort ist zu erkennen, daß sich erst

mit der Zeit die Wechselwirkung der Gruppen im Sinne des 2-Kreis­

Modells herauskristallisiert. In Abb.~ sind die Ströme i 2 , i 3 ,

i 6 , i 7 , i S ' i 10 , i 11 , i 14 über der Zeit ergänzend zu Abb. 12 auf­

getragen. Sie ändern sich nur wesentlich, wenn die Ausbreitungs­

front über sie hinwegläuft. Dies bedeutet, daß, selbst wenn das

Gruppenverhalten noch nicht deutlich ausgeprägt ist, die Anzahl

wechselwirkender Ringe möglichst klein bleibt.

Zusammenfassend ergibt die Untersuchung eines solenoidförmigen

Systems, daß die Beschreibung der einzelnen Schaltvorgänge durch

das 2-Kreis-Modell gerechtfertigt ist, falls je nach Symmetrie

noch eine gewisse Einstellphase in Kauf genommen wird.

Scaling:

Wenn das 2-Kreis-Modell gilt, so muß auch das in Abschnitt 2.2.1 dar­

aus abgeleitete Scaling-Gesetz gelten, welches besagt, daß die Schalt­

zeiten wenig abhängig vom Solenoidradius sind. In Abb. 14 ist

dazu die Anzahl K der normalleitenden Kreise über der Zeit

für einen zehnfach größeren inneren Ringradius, als für das

Beispiel in Abb. 10 ,aufgetragen, unter Beibehaltung aller anderen

Geometrie-, Materialparameter und Anfangsbedingungen.
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Tatsächlich sind die Schaltzeiten zwischen den Gruppen nur

geringfügig verschieden. Die Vorstellungen des 2-Kreis-Modells

werden also bei solenoidförmigen Systemen gut bestätigt.

3. Vergleich zwischen induktivem und thermischem Ausbreitungs­

verhalten

Um die thermische Ausbreitung in Bezug zur induktiven Ausbrei­

tung zu setzen, wird zunächst die Wärmeleitungsgleichung in Zy­

linderkoordinaten21

K2 a (r aT) +
K1 a 2T

+
a 2T aT A(T)- ar 2 -2 K3 -2 at =r ar d.c(T)r a'f az

für einen Modellsolenoiden numerisch gelöst.

Hierbei bedeutet

(3.1)

K.
1

Ki = d.c(T) die thermische Diffusivität in
r- I 'r- oder z-Richtung

d =
c(T)

A(T)

K.
1

j

= mittlere thermische Leitfähigkeit in r-,'f- oder
z-Richtung

mittlere Dichte

= A1T
3 + ~T = spezifische Wärme

= pOJ. 2 '-{ 0:- DT-E

= mittlere Stromdichte

p(T) = spezifischer elektrischer Widerstand des

Leiters.

Als Randbedingung wird gefordert, daß der Wärmestrom Q in das

den Hohlzylinder umgebende Medium mit der Temperatur TB und dem

Wärmeübergangskoeffizienten h

Q = h ( T- TB ) ( 3 . 2 )

jeweils gleich dem Wärmestrom im ~iagneten an seinem Rand ist.
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Die ausführliche Formelzusammenstellung zur numerischen Lösung ist

in Anhang C zu finden. An dieser Stelle sollen nur die Ergebnisse

referiert werden.

( 3 .3)K.
1

Dazu wird die mehrlagige Ringanordnung Abb. 9 benützt. Um diese

Anordnung zu einern Solenoiden üblicher Bauweise zu machen, werden

die Zwischenräume zwischen den aus Cu bestehend gedachten Ringen

mit einern Isolationsmedium, dessen Wärrneleitfähigkeit
22

im Mittel

1 x 10-3 W/cm·K beträgt, aufgefüllt. Außerdem wird zu dem einfacher

berechenbaren rechteckigen Leiterquerschnitt mit der Seitenlänge

0.1 cm übergegangen, da die Querleitfähigkeit ohnehin nur abgeschätzt

werden kann. Die sich ergebende Anordnung ist in Abb. 15

skizziert. Die mittlere Wärmeleitfähigkeit senkrecht zum Leiter

berechnet sich dann nach der Formel 21

n sI
= xd/O: -)Kl1=1

für eine aus n Materialien der Wärmeleitfähigkeit K
l

und der Dicke sI
zusammengesetzte Anordnung der Dicke xd .

Bei der numerischen Rechnung werden außerdem folgende Parameter ver­
wandt 10 ,22 :

4 2
1 • 4 • 10 AIcm

0.02 W/cm K

0.02 W/cm K

9.945 cm

10.495 cm

0.55 cm

0.785.10- 6J/g K4

0.3744.10- 4J/g K2

4.0 K

4.5 K

0.77 w/cm3 K

E = 3.48 w/cm3

j =
K2=
K3=
R.=

1

R =a
z =o
A =1
A =2
T =

B
T =c
D =

mittlere Stromdichte

mittlere Wärmeleitfähigkeit in r-Richtung

mittlere Wärmeleitfähigkeit in z-Richtung

Innenradius

Außenradius

Länge

Koeffizienten der spezifischen Wärme c(T)

Badtemperatur

Kritische Temperatur des Supraleiters

Koeffizienten der Leistungsdichte A(T)

Wärmeübergangskoeffizient ins umgebende
Helium 23

mittlere Dichte der Wicklung
h = o. 1 WI cm2

d = 7 g/cm3

Anzahl der Gitterpunkte, vgl. Anhang C
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verschiedene Zeiten t. Die Härmeleitfähigkeit Ki senkrecht zum Leiter ist jeweils Ki = 0.02 W/cmK.
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Ein wichtiger Punkt bei der numerischen Lösung der Wärmeleitungs­

gleichung (3.1) ist, die richtige Anfangsbedingung zu wählen. Je

nach Anfangsbedingung kann sich die normalleitende Zone ausbreiten,

stehen bleiben oder schrumpfen 24. Da hier ein Vergleich zwischen

thermischer und induktiver Ausbreitung gemacht werden soll, wird

aus Analogiegründen die Normalleitung vom Einzelleiter ausgehend

gestartet. Dafür wird die in der Mitte des Wickelpakets liegende

Leiterschleife gewählt, vergleiche dazu die Skizze in Abb. 15,

um Randeffekte auszuschließen. Außerdem wird angenommen, daß zur

Zeit t = 0 in der Leiterschleife über ihren Querschnitt, der

halben sie umgebenden Isolationsschicht und längs ihres Umfangs

eine Temperaturerhöhung von 5.2 K über der Badtemperatur

TB = 4 K besteht. Der NbTi-Leiter ist also anfänglich normalleitend.

In der Abb. 15 ist die Entwicklung dieser Temperaturverteilung mit

der Zeit als Parameter aufgezeichnet. Es ist ein Schnitt in

radialer Richtung durch die mittleren Leiterschleifen wie in der

ergänzenden Skizze der Abbildung angedeutet ist. Aus Symmetrie­

gründen sehen andere Schnitte in der Wickelebene ähnlich aus.

Bei der relativ guten Wärmeleitfähigkeit von 0.02 W/cm K zerfließt

die Temperaturverteilunq. Nach etwa 0.4 ms erreichen Ausläufer

der Temperaturerhöhung den Rand des Wickelpakets. Die Ausbreitungs­

geschwindigkeit ist ungefähr 1.6 m/s bei T = 4.5 K. Im Vergleichc
dazu ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Normalleitung beim

induktiven Modell (Abb. 10) von ungefähr 10 m/s höher. Bedeutende

Unterschiede ergeben sich, wenn die Wärmeleitfähigkeit zwischen

den Leitern erheblich schlechter wird, zum Beispiel durch andere

Isolationsmaterialien oder größeren Drahtabstand. In Abb. 16 ist

die Entwicklung der gleichen Temperaturverteilung wie oben für

eine zwanzigmal kleinere Wärmeleitfähigkeit senkrecht zum

Leiter dargestellt. In Zeiträumen vergleichbar mit denen des

induktiven Modells von einigen 0.1 ms, erfolgt keine bedeutende

thermische Ausbreitung. Die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist nur

noch ungefähr 0.3 m/s bei T = 4.5 K.c



T[<] I •

K.=1.10-3 W
I cm·K

0.4 ms

Ra

DDDDD
DDDDD

00000
DDDDD

Zclllllllllill ! I

8.0

9.0

7.0
t=O

6.0

5.0

4.0

R.
I

I I

1mm

0.1 ms
0.4 ms

Ra

~

o

Abb. 16: Temperaturverteilung längs eines Schnittes durch das Wickelpaket des Modellsolenoiden mit dem
Innenradius Ri' dem AUßenradius Ra und der Höhe Zo' wie in der kleinen Skizze angedeutet, für
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Die numerische Lösung zeigt, daß die induktive Ausbreitung quer

zum Leiter schneller als die thermische geschehen kann. Die

longitudinale Ausbreitungsgeschwindigkeit wird von der trans­

versalen induktiven hier offenbar nicht überschritten.

Messungen an ähnlichen Leitern unter ähnlichen Bedingungen er­

geben hierfür Geschwindigkeiten von einigen 10 m/s. 13:

Um zu klären, wann die induktive Ausbreitung im Magneten zu

erwarten ist, wird auf bestehende thermische Modelle zurück-
. 1 234gegrlffen. ' " Die Modelle wurden alle zur Berechnung der

longitudinalen thermischen Ausbreitung im Leiter entwickelt.

Wird der Magnet durch ein homogenes Gebilde mit gemittelten

Materialeigenschaftenangenähert, so sind dieselben Differen­

tialgleichungen auch für Ausbreitungen quer zum Leiter richtig
6

.

Für die thermische Ausbreitung gibt es zwei Klassen von Theorien.

Bei der einen Klasse, hierzu gehören die Arbeiten von Cherry

und Gittleman1 , Whetstone und ROOS
2 , Broom und Rhoderick3 ,

wird angenommen, daß bei der Ausbreitung der Bereich des Leiters

unterhalb T supraleitend ist, während der Bereich oberhalb Tc . c
normalleitend ist. Bei der anderen Klasse, die auf die Arbeit

von Altov et al 4 zurückgeht, wird die stromaufteilung zwischen

der Matrix und dem Supraleiter in einem gewissen übergangstempe­

raturbereich berücksichtigt. Diese Betrachtungsweise erscheint

für Leiter mit hohem stabilisierendem Matrixanteil angebracht,5

während bei weniger gut stabilisierten Leitern die zuerst auf­

geführte Klasse, zumindest in bestimmten Stromdichteintervallen,

ausreicht7 ,8,13,15. Alle Modelle sind eindimensional. Die radiale

Kühlung des Leiters wird gegebenenfalls durch einen in der Tempe­

ratur linearen Korrekturterm zum Produktionsterm bei der Wärme­

leitungsgleichung berücksichtigt. Erfolgt der Normalübergang

gleichmäßig längs des Solenoidumfangs, so entfällt die radiale

Kühlung. Die stationäre Ausbreitungsgeschwindigkeit v
th

ist in

diesem Fall bei allen Modellen gleich, falls die StroID.dichte j

nicht nahe der kritischen Stromdichte j (T) ist.
co B
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Für die thermische Ausbreitungsgeschwindigkeit v th quer

zum Lei.ter gilt dann mit den Bezeichnungen dieses Kapitels

(3.4)

oder mit j/j =(T -T )/(TB-T )co c co co und • ( K J' ) 1/2
T -Tco B

j/jco
(3.5)

Für die beiden Beispiele der numerischen Rechnung,

Abb. 15 u. 16, ergibt sich ein v th aus (3.5) von 2.4 m/s

bzw. 0.5 m/s gegenüber den mit dem Rechenprogramm ermittelten

1.6 m/s bzw. 0.3 m/s. Dabei wurden die Materialparameter

über Temperaturintervalle, die sich an der numerischen Lösung

orientierten, gemittelt. Die einfache Formel (3.4) gibt also

den komplizierten instationären thermischen Ausbreitungsvor­

gang näherungsweise wieder. Die induktive Ausbreitungsge­

schwindigkeit v. kann daher mit der thermischen Ausbreitungs-
1

geschwindigkeit,wie sie diese Formel (3.4) beschreibt, ver-

glichen werden. Dazu wird die induktive Ausbreitungsgeschwin­

digkeit v. mit Hilfe der Gleichung (2.16) in folgender Form
1

geschrieben

1
.

-ln ( 11 -~ I+ 1 -j-)
'I Tl jco

(3.6)
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mit den Abkürzungen v. = biT, n = M/L'+ 1 und j = (I/I ).j ,
10 J g co

wobei b der Leiterabstand, T die Zeitkonstante nach GI. (2.9),

M die Wechselinduktivität zwischen dem j- und j+1-ten Kreis,

L die Induktivität des j+1-ten Kreises, I der Betriebsstrom

des j+1-ten Kreises, I der Grenzstrom und j die kritische
g co

Stromdichte bei der Badtemperatur ist.

In Abb. 17 ist v./v. aus Gleichung (3.6) für n = ~L = 0.8 bzw.
1 10

0.5 und vth/vtho nach Gleichung (3.5) über j/jco aufgetragen.

Es ist zu erkennen, daß induktive Ausbreitung prinzipiell nur

oberhalb eines minimalen stromes möglich ist. Dies ist ver­

ständlich, da die Kopplung zwischen den Kreisen nicht ideal

ist. Auch bei der thermischen Querausbreitung gibt es im Real­

fall einen Minimalstrom, so daß die Kurve vth/vtho die maximal

mögliche thermische Ausbreitungsgeschwindigkeit wiedergibt.

Aus der Abb. 17 ist weiterhin zu erkennen, daß die induktive

Ausbreitung schon für mittlere j/j dominant ist, fallsco

v. >
10-

v tho

Mund die Kopplung n = L besser als 0.5 ist.

Wir v. = ~T und GI. (3.4, 5) in die obige Gleichung eingesetzt,
10

so gilt

(3.7)
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Abb. 17: Die normierte induktive Ausbreitungsgeschwindigkeit v./v.
1 10

für ~ = 0.8 bzw. 0.5,und die normierte Ausbreitungsge­
schw1ndigkeit vth/vtho über der normierte Stromdichte j/jco.
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vgl. dazu GI. (2.9)

. 2 )J co vro
bdc2a

2

K
P (T -TB)co

(3.8)

Mit dieser Formel kann abgeschätzt werden, ob die transversale

Ausbreitung bei hinreichender Kopplung schon ab mittleren

j/j -Werten induktiv oder vorwiegend thermisch ist. Für obigenco
Modellsolenoiden hat erwartungsgemäß für den Fall kleinerer

thermischer Querleitfähigkeit der rechte Term die Größenordnung

1/10, während er bei besserer Querleitfähigkeit die Größen­

ordnung 1 hat. Aus der Formel (3.8) läßt sich ablesen, welche

Eigenschaften eines Magneten die induktive Ausbreitung für

mittlere j/j -Werte begünstigen: zum Beispiel ist dies eineco
kleine kritische Stromdichte j ,eine kleine thermische Quer-co
leitfähigkeit K und ein großer spezifischer Matrixwiderstand p.

Die Formel (3.8) verliert aber ihre Gültigkeit, wenn bei der

Ausbreitung der Normalleitung außer der transversalen auch die

longitudinale Ausbreitung berücksichtigt werden muß.

Hagedorn und Dullenkopf 15 haben die Ausbreitungsgeschwindig­

keit quer zum Leiter in einem kleinen Solenoiden, allerdings

in einem niederen j/j -Bereich, direkt gemessen. Da die Normal-co
leitung lokal ausgelöst wurde, ist die Ausbreitung im wesent-

lichen elliptisch. In einem solchen Fall hängt der gemittelte

Widerstand R., vgl. GI. (2.20) von schwer faßbaren Randbedin-
J

gungen ab und läßt sich daher nur grob abschätzen. Da die Ausbrei-

tungsgeschwindigkeit senkrecht zum Leiter ungefähr zehnmal

kleiner ist als die longitudinale Ausbreitungsgeschwindigkeit,
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ist der normalleitende Bereich der Ausbreitungsfront längs

des Drahtes ungefähr zwanzigmal größer als der Drahtabstand

von 0.6 mm. Der normalleitende Bereich I längs des Drahtes

ist also im zeitlichen Mittel I ~. ~.20.0.6 mm = 6 mm. Bei der

Abschätzung von R
j

kann der gesamte Querschnitt QM der Cu­

Matrix eingesetzt werden, da die Diffusionszeit des stromes in

der Cu-Matrix, vgl. dazu Anhang A, ungefähr eine Größenordnung

kleiner ist, als die gemessene Schaltzeit von einigen ms. Ist

P = 4·10- 100m, der spezifische Widerstand von Cu bei 6 T, so
I -5

ist R. = p.- ~ 2·10 ~L
J QM

Die Selbst- und Wechselinduktivitäten L und M nach GI. (2.17,18)

ergeben sich mit
-8L = 4·10 Hund

bLR'
v. (6 T) = -2J

210 L -M

a = 8 mm, r o
M = 2,6.10-8

m= 0.5 - .s

= 0.2 mm, b = 0.62 mm zu

H. Damit ist

15In Abb. 18 ist eine Meßkurve , sie ist durch offene Punkte

gekennzeichnet, für die Ausbreitungsgeschwindigkeit bei 6 T

senkrecht zum Leiter in axialer Richtung über dem strom auf­

getragen. Der kritische strom I ist hierbei 135 A. Die andere
co

Kurve zeigt die aus dem induktiven 2-Kreis-Modell mit Hilfe

obiger Abschätzung errechnete induktive Ausbreitungsgeschwin­

digkeit v. nach GI. (3.7). Wenig oberhalb des minimalen induk-
1

tiven Stroms I . überschreitet die induktive Ausbreitungsge­m1
schwindigkeit v. die Meßkurve. Dies beruht hauptsächlich auf

1
der unsicheren Abschätzung des Widerstandes R .. Trotz dieser

J
Abweichung deutet sich aber an, daß über gewisse Strombereiche

die induktive Ausbreitung jedenfalls wesentlichen Anteil hat

und dort die Ausbreitung mit dem induktiven Modell wiederge­

geben werden kann. Umfangreichere Vergleiche bei anderen

strömen und Feldern ·lassen sich nicht ziehen, da immer nur

bis 70 A gemessen wurde und der minimale induktive Strom I .m1
mit zunehmendem kritischen strom I wächst. Bei I (4T)=225 A

co co
ist I mi schon 79 A.
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Abb. 18: Messung der Querausbreitungsgeschwindigkeit (offene
Punkte) in einem Solenoiden in axialer Richtung bei
6 T über dem Strom I (lco = 135 A) aufgetragen, im
Vergleich zu einer Abschätzung vi mit dem induktiven
Modell.
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Bei der Ausdehnung der Rechnung auf Magnete, die aus verkabelten

Leitern gewickelt sind, muß folgendes berücksichtigt werden. Da

bei verseilten Strands die Wechselinduktivität zwischen zwei

Strands eines Kabels immer größer ist als die Wechselinduktivi­

tät zwischen Strands benachbarter Kabel, werden die von einem

Strand verursachten Flußänderungen zunächst durch Strands des

gleichen Kabels kompensiert. Dieser interne Abschirmmechanismus

verzögert die induktive Ausbreitung zwischen den Kabeln. Bei

einer makroskopischen elektrischen Betrachtung einer Magnetwin­

dung aus einem Kabel äußert sich die Verseilung der Strands in

einer höheren Selbstinduktivität und geringeren Wechselindukti­

vität der Windungen als bei unverseilten parallelen Strands.

Wie eigene Messungen an ähnlichen Systemen ergaben, können die

Änderungen der Selbstinduktivität durch Verseilen der Strands

im Bereich von 10 % sein, gegenüber dem gut berechenbaren Fall

unverseilter paralleler Strands.

Eine Geschwindigkeitsmessung von Dustmann30 an einem Pancake

aus 5 Windungen eines dem TESPE29-Kabel ähnlichen 8-Strandkabels

ergibt ca. 4 cm/s bei 3 T und j/j = 0,5. Die Messung liefertco
außerdem einen mittleren Widerstand R. von 1.10-50, und L bzw. M

J
sind für die innersten Windungen für unverseilte parallele

Strands aus der Rechnung 0.64 ~H bzw. 0.53 ~H. Die induktive

Ausbreitungsgeschwindigkeit ist dann noch ungefähr einen

Faktor 2 größer, falls eine 30 %-ige Selbstinduktivitätsüber­

höhung durch das Verseilen angenommen wird. Die Verringerung

der Wechsel induktivität verseilter Leiter hat ebenfalls eine

Reduzierung der induktiven Ausbreitungsgeschwindigkeit zur Folge.

Wie groß die Induktivitäten der Windungen genau sind, oder ob

hier die Kühlung eine Rolle spielt, kann aber nur durch direkte

Messung aller elektrischer Größen entschieden werden.
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4. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein Modell und seine Gesetzmäßigkeiten

für die transversale Ausbreitung einer normalleitenden Zone in

einem Solenoiden dargestellt. Die Ausbreitung beruht dabei nicht

auf Wärmeströmen, sondern auf Flußänderungen aufgrund von Strom­

dichteänderungen beim Normalübergang. Sie wird mit einem Modell­

system aus koaxialen Ringen, deren Geometrie den Solenoidwindungen

entspricht, beschrieben. Es zeigt sich, daß die Gesetzmäßig­

keiten für ein einlagiges System koaxialer Ringe weitgehend mit

einem 2-Kreis-System verstanden werden können. Bei einem mehr­

lagigen System koaxialer Ringe wechselwirken ganze Ringgruppen.

Dieses Verhalten kann in den meisten Fällen ebenso mit dem

2-Kreis-Modell gedeutet werden, wenn seine elektrischen Größen

den Gruppen angepaßt werden. Aus dem 2-Kreis-Modell folgt, daß

der Magnetradius das induktive Ausbreitungsverhalten wenig

beeinflußt.

Um zu klären, welche Rolle der induktive Ausbreitungsmechanismus

im Magneten spielt, wurde er an einem Modellsolenoiden mit dem

thermischen Ausbreitungsmechanismus verglichen. Dabei erweist

sich, daß die induktive Ausbreitungsgeschwindigkeit durchaus

mit der thermischen vergleichbar ist und bei entsprechender

Windungsisolation sogar erheblich schneller als die thermische

Ausbreitungsgeschwindigkeit wird. Weiterhin konnten mit Hilfe

bestehender Modelle die Gültigkeitsbereiche der thermischen

und induktiven Ausbreitung abgeschätzt werden, falls nur

transversale Ausbreitung auftritt. Dabei ergibt sich, daß durch

Verringern der kritischen Stromdichte oder der thermischen

Querleitfähigkeit oder durch Vergrößern des spezifischen

elektrischen Matrixwiderstandes die induktive Ausbreitung

begünstigt wird.
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Anhang A

Abschätzung der Diffusionszeit der Stromdichte

Zur Abschätzung der Diffusionszeit TD der Stromdichte in der

Matrix des Leiters wird die Diffusionsgleichung für ebene Geometrie

und konstanten spezifischen elektrischen Widerstand p betrachtet.

Sie lautet 25 für die Stromdichte jx

~o
= p

(1)

Macht j bei y=O zur Zeit t=o den Sprung jo' so ist die Lösung
x 21

der DiffusionsgI. (1)

jx(y,t) = jo ( 1 - erf( y ) )
2·~D

wobei a D = L
~o

z ' 2
und -z

2
I

erf(z) = --
J

e dz'
;:rr

0

( 2)

26
die Fehlerfunktion bedeutet.

Wird die Diffusionszeit des Punktes

(3)

als für die Diffusionszeit der Stromdichte typisch definiert,

so folgt aus (2)

1- = 1 - erfe
Ye

(---
2/a-:t'

D

( 4 )

Also

erf
Ye

(---
2/aD • t'

= 0.63 (5 )
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Die Reihenentwicklung der Fehlerfunktion
26

2 a (_1)n z 2n+1
erf{z) = - L

/TI u=o (2n+1)!
(6 )

zeigt, daß, falls erf{z) kleiner ist als 0.75,die Näherung

erf{z) '"
2

/TI
• z (7 )

sinnvoll ist. Wird sie bei (5) angewandt, dann ist

= 0.63 (8 )

und mit t = T D und Ye = d wird daraus

]10

'" p
(9 )

Die Diffusionszeit TD ist im Bereich von 0.1 - 1 ms, wenn

a D ~ 10-4 m2/s ist, wie bei Cu und d = 0.1 - 0.5 mm, was der

radialen Größenordnung üblicher Supraleiter entspricht. 10
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Anhang B

Berechnung der Lösungen des 3-Kreis-Modells

Um das DgI.-System erster Ordnung

(1)

(2 )

. .
LI 3 + M13 I 1 + M23 I 2 = 0 ( 3)

mit der Anfangsbedingung I 1 = I 10 , I 2 = I 20 und I 3 = I 30 zur

Zeit t = t zu lösen, muß es zunächst auf seine Normalform ge-
s 27 •

bracht werden. Dazu wird mit Hilfe von GI.(3) I 3 in GI. (1) und

(2) eliminiert. GI. (3) nach i 3 aufgelöst, ergibt

(4 )

Mit (4) wird aus (1)

(5 )

Ebenso wird mit (4) aus (2)

Wird mit GI. (6) in GI. (5) I 2 ersetzt, so wird aus (5)

(6 )

M23M13-LM12

L2_M 2

13

b
a

M23M13-M12L

L2_M 2
13

R2L
. -- . I

a 2 (7)

Hierbei ist 2

(M 2 3M13-LM 12)

L2_~~2

13

und
b =



( 8)
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Entsprechend läßt sich mit GI. (5) 1
1

in GI. (6) ersetzen. Es gilt

dann mit den gleichen Abkürzungen wie bei GI. (7)

!? I R2L
1 2 = a 1 - -a- . 1 2

. .
Da sowohl 11 als auch 1 2 nur noch eine Funktion von 1 1 und 1 2
sind, genügt es, GI. (7) und GI. (8) gemeinsam zu lösen. Aus (4)

läßt sich dann die Lösung für 1
3

mit diesen Lösungen errechnen.

Vorher ist es zweckmäßig noch einige Abkürzungen einzuführen.

L
2 2a 1 = - M

23

L
2 2a

3 = M13

a 2 = M23M13 - LM 12

Damit schreibt sich

(a 1a 3
2a = - a 2 )/a3

b = - R1La2/a3

c = R1La 1/(a a 3 )

d = R2La 2/(a a 3 )

Cl = b/a

ß = R2L/a

(9 )

( 10)

( 11)

( 12 )

( 1 3)

( 14 )

( 15)

( 16 )

( 17)

Unter Ausnutzung obiger Abkürzungen wird aus GI. (7) und (8)

( 18)

( 19 )

Um die allgemeine Lösung des Gleichungssystems (18), (19) zu finden,

muß die charakteristische Gleichung

c - r

Cl

gelöst werden.

- d

- ß - r
= 0 (20)
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Die Wurzeln r 1 und r 2 der charakteristischen Gleichung (20) sind

c-ß 1 2 1/2
r 1 ,2 = -2- + 2" ( (c+ ß) - 4 d a) (21)-

Damit lauten die partikulären Lösungen von ( 18) und ( 19)

P1
r 1t

P2
r 2t

I 1 = A1 e I 1 = A2 e (22)

bzw.
P1

r 1t r 2t
P2I 2 = A1 e I 2 = A2 e (23 )

Die Koeffizienten A
1

, A2 , A
1

, A2 der partikulären Lösungen bestimmen

sich aus dem Gleichungssystem

(c-r1) A1 - dA1 = 0

a A1 - (ß+r 1) A1 = 0

und dem Gleichungssystem

(24)

= 0
(25)

Aus (24) und (25) folgt

c-r
1A - • A1 - -d- 1

c-r
2

A2 = -d- • A2

(26)

(27 )

(28)

Also ist die allgemeine Lösung für das Dgl.-System (18) und (19)

r
1

t r
2

t
I 1 = A1 e + A2 3

(29)
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Die Lösungen (28) , (29) eingesetzt in GI. (4 ) ergibt

A1
c-r r

1
t A

2
c-r

r
2

t.
r 1 (M13H123

__1)
r2(M13+M23

__2) (30)1
3 = e e

L d L d

und integriert

A1
c-r

r
1

t
A2 c-r

r
2

t

1 3 = L(M13+M23
__1) e (M

13
+M23

__2) e + C ( 31)
d L d

Die Konstanten A
1

, A2 und C der Lösungen (28), (29) und (31) be­

stimmen sich aus den Anfangsbedingungen zur Zeit t = t s
1 1 = 1 10 , 1 2 = 1 20 und 1 3 = 1 30

Mit diesen Anfangsbedingungen lauten die Lösungen des Dgl.-Systems

( 1 , 2 , 3 ) mi t (2 1, 9- 17 )

110(c-r2)-d120
r

1
-r

2

c-r 1
-d-

110(c-r2)-d120
r

1
-r

2

c- r 2
+ -d- .

d120-(c-r1)110

r
1
-r2

r 2 (t-t
s

)

. e (33)

d120-(c-r1)110

L(r
1
-r2 )

(34)
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Numerische Lösung der Wärmeleitungsgleichung in Zylinderkoordinaten

Zur numerischen Lösung der WärmeleitungsgI. für eine solenoid­

förmige Geometrie

A (T) (1)

wobei g und A 1-abhängige Funktionen sind, wird ein explizites

Lösungsverfahren 28 gewählt.

~(r,r,z,t) bezeichne die Näherungslösung von T(r,y,z,t). Die par­

tiellen Ableitungen gehen dann in folgende Differenzquotienten

über

+ ~ (~(r+f..r,r,z,t)-~(r-f..r,f,z,t))+ ~2 (~(r+f..r,f,z,t)
or·r f..r

- 2~(r,'f,z,t) + ~(r-f..r,'f,z,t)) = 1 «f..r + 1)~(r+f..r,'f,z,t)
f..r2 r

f..r- 2~(r,:'f,z,t) + (1 - -)~(r-f..r,'f, z,t)) (2)
r

1
--2 (~(r,~,z+f..z,t) - 2~(r,f,z,t) + ~(r,r,z-f..z,t))
f..z

(4 )

dU
at + ­

T
(~(r,f,z,t+T) - ~(r,f,z,t)) (5)
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In den Solenoiden mit dem Innenradius R., dem Außenradius Rund
1 a

der LängeZo wird jetzt ein Punktegitter mit den Abständen 6r, 6f, 6z

in die 3 Raumrichtungen gelegt. Die Koordinaten r,~,z eines Gitter­

punktes sind:

R -R.
R

1
+ r· (j-1) R. + a 1 (j -1 ) mit j 1,2, ..•. , M.r = = =

1 M. JJ

'f 6'f i 2'1f (i-1) mit i 1 ,2, . . . . , M.= • = =M. 1
1

Z = 6z . (1 - 1) mit 1 = 1 ,2, • • • • , MI

Das Punktgitter gibt die Stelle (j,i,l) an, an der die Näherungs­

lösung ~(r,f,z,t) zeitabhängig berechnet wird.

Mit Hilfe der Indizes j,i,l läßt sich die Näherungslösung zur Zeit t

auch in der Form ~~ . 1 schreiben.·
J ,1,

Die Differenzenquotienten (2,3,4,5) lauten dann

(2 ) 1 «6r 1) t t ( 1- 6r) t
(6 )= -2 + ~j+1,i,1 2~ .. 1 + ~. 1 . 1)

6r r J,l, r J - ,1,

(3 ) 1 t t t
( 7)=

6'(' 2 (~. '+1 1 - 2~ .. 1 + ~. . 1 1J ,1 , J ,1, J,l- ,

( 4 ) 1 t t t
( 8)= -2 (~ .. 1+1 2~ .. 1 + ~. . 1 1)

6z J ,1, J ,1, J,l, -

( 5 ) 1 (~~+~ t
(9 )= - ~. . 1)T J,l,l J ,1,
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(6, 7, 8, 9) in GI. (1) eingesetzt und nach ~t+T aufgelöst,j,i,l
ergibt

~t+T
j,i,l

t T= cf> •• 1 +J,J., g

K1 t
{2 2 (~, '+11r !:J.'f J,J.,

t t
2~, , 1 + ~. . 1 1)J,J., J,J.- ,

K 2 ((!:J.r + t t !:J.r t )+ -2 1) ~ '+1 . 1 - 2~, . 1 + (1 - -) ~, 1 . 1!:J.r r J ,J., J,J., r J- ,J.,

K3 t t t
+ -2 (~, . 1+1 - 2~, . 1 + ~ .. 1 1) - A }!:J.z J,J., J,J., J,J., -

(10)

tDa ein explizites Verfahren benutzt wird, ist g = g(~. , 1) undJ,J.,
A = A(~~ . 1). Gleichung (10) erlaubt aus den Temperaturen

J , J. ,
t t t t t t t

~j,i,l' ~j-1,i,1' ~j+1,i,1' ~j,i-1,1' ~j,i+1,1' ~j,i,1-1' ~j,i,1+1

zur Zeit t die Temperatur an der Stelle j,i,l innerhalb des Sole­

noiden zur Zeit t = t + T zu berechnen. Um die Temperaturen zur

Zeit t = t + T am Solenoidrand zu bestimmen, müssen Randbedingungen

angenommen werden. Dazu wird davon ausgegangen, daß sich die

Temperatur am Solenoidrand so einstellt, daß der Wärmestrom in

die Umgebung des Solenoiden gleich dem Wärmestrom im Solenoiden

an seinem Rand ist.

Ist h der Wärmeübergangskoeffizient in die Umgebung und uB die

Umgebungstemperatur, so gilt für die Gitterpunkte am Solenoidrand

h (~t+T - U )
M. ,i,l B

J
\7' i,l ( 11)



</>t+T
1 , i, 1
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= h (</>t+T - U )
1,i,1 B Vi ,1 ( 12 )

'Vi,l ( 13)

K3 (~t ~t.+T.)
~z ~j,i,2 - ~J,1,1 = h (</>~+~ - u )

J,1,1 B
( 1 4 )

Nach den gesuchten Temperaturen zur Zeit t+T auf der Sole­

noidoberfläche aufgelöst

</>t+T
M. ,i,l

J

= (</>t
2

. 1 + h.~r UB)/(hK·~r + 1)
,1, K2 2

= (</>~ . M 1 + h·~z uB)/(hK·~z + 1)
J,l, 1- K3 3

r; i, 1

\I i, 1

( 1 5 )

( 16 )

( 17 )

t h·~z= (</> .. 2 + KJ,l, 3
\I j ,1 ( 18 )

Mit den Gleichungen (10, 15, 16, 17, 18) können jetzt ausgehend

vom Temperaturprofil zur Zeit t = 0 sukzessive für die Zeiten

t = T, 2T, ... , n·T die Näherungslösungen </>~ . 1 ~J,l, Y j,i,l
berechnet werden.
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