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Abstract

SCHALENDYNAMISCHES VERHALTEN DES KUGELFORMIGEN CONTAINMENTS
EINES SIEDEWASSERREAKTORS BEI DAMPFKONDENSATION IM
DRUCKABBAUSYSTEM

Beim Abblasen von Dampf in den Wasserpool der Kondensations-
kammer entstehen Druckpulsationen, die die zum Teil aus sehr
diinnen Schalen bestehenden Wdnde des Pools dynamisch be-
lasten. Die Nachrechnung des Strukturverhaltens bei solchen
Abblasevorgingen zeigte, daB Standard-Finite-Elemente nicht
geeignet sind, solche diinnen Schalen zu modellieren.

Daher wird zur Untersuchung des dynamischen Verhaltens der
#duBeren Wand des Pools,die von einem Teil der sehr diinnen
Containment-Kugelschale gebildet wird, ein auf der
Fliigge'schen Schalentheorie aufbauendes halbanalytisches
Modell entwickelt. Die Losung fiur vereinfachte Randbedingungen
wird dargestellt durch modale Superposition. Mit einer aus
Experimenten stammenden Belastung wird eine transiente Analyse
durchgefiihrt, deren Ergebnisse gut mit Messﬁngen iberein-
stimmen.

Das so verifizierte Schalenmodell zeigt ferner, daB die Eigen-
frequenzen der Containmentschale sehr dicht beieinander

liegen. Dies hat zur Folge, daBl bei einer lokalen dynamischen
Belastung zundchst auch nur lokale Schwingungen angeregt wer-
den, die sich erst nach vielen Schwingungszyklen auf fernere
Schalenbereiche ausdehnen. Zur Darstellung solcher lokalen
Verformungen und solcher im Verhdltnis zu den Eigenschwingungs-
zeiten sehr langsamen Ausbreitungsvorgange ist die Berilicksich-
tigung sehr vieler Eigenschwingungsformen erforderlich.

An die so beschriebene Struktur wird der Wasserpool gekoppelt,
um in einem vereinfachten halbanalytischen Modell den EinfluB
des mitbewegten Fluids zu untersuchen. In einer transienten
Analyse zur Simulation einer Blasenkondensation wird berech-
net, wie sich die zundchst lokalen Druckpulsationen allméhlich
auf den ganzen Wasserpool ausdehnen. Die Ergebnisse stimmen
gut mit Messungen an einem Kernkraftwerk-Containment iiberein.



Abstract

DYNAMIC BEHAVIOUR OF THE SPHERICAL CONTAINMENT SHELL OF A
BOILING WATER REACTOR DURING CONDENSATION OF STEAM IN THE
PRESSURE SUPPRESSION SYSTEM.

The condensation of steam blown into the waterpool of the
condensation chamber induces pressure oscillations which act
upon the thin shell walls of the pool. A first computation
of the dynamic behaviour of the pool walls revealed that
such very thin shells cannot be described appropriately
with standard finite elements.

Therefore a semi-analytical model is developed for the outer
wall of the pool, which is formed by a part of the thin
spherical containment shell. The model is based on Fliigge's
shell theory and solved for simplified boundary conditions
by modal superposition. Pressures measured during full scale
experiments are used as loading to perform a transient
analysis. Computed displacements agree quite well with
measured values.

The model verified in this way shows that the eigenfrequencies
of the spherical containment shell are very close to each other.
This property causes a local deformation behaviour: if a local
dynamic loading is applied first vibrations are excited with
similar local distribution. But after a larger number of
vibration cycles the oscillations begin to propagate over
further regions of the shell. The description of such a local
deformation behaviour with a very slow propagation velocity
requires many modes to be superimposed.

Furthermore a simplified analytical model is developed in
which the fluid dynamics‘of the waterpool is coupled with
the structural behaviour of the flexible shell. A transient
analysis is performed in order to investigate how an applied
local pressure fluctuation, simulating a bubble collapse,
propagates through the whole pool. The computed results are
in good agreement with measurements.
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1. Einleitung

1.1 Aufgabenstellung

Das Sicherheitskonzept fir Kernkraftwerke verlangt, daBl auch
bei einem groBeren Storfall keine fir die Umgebung bedenkliche
Menge an Radioaktivitat freigesetzt werden darf. Dies wird
unter anderem dadurch erreicht, daB der Reaktordruckbehalter
in einem gasdichten Sicherheitsbehalter, dem Containment,
untergebracht ist. Beli dem Bruch etwa einer der Primarkiihl-
mittelleitungen kann so der ausstromende radioaktive Dampf

vom Containment aufgefangen werden. Der sich dabei ergebende
Druckanstieg im Containment wird bei den heutigen Siedewasser-
reaktoren durch ein Druckabbausystem in zulassigen Grenzen
gehalten (Bild 1): der ausgestromte Dampf wird in das kalte
Wasser der Kondensationskammer eingeleitet, wo er dann rasch
kondensiert. Dabei entstehen'Druckpulsationen in der Wasser-
vorlage, die die Wande der Kondensationskammer und damit auch
das Containment dynamisch beanspruchen.

Um Auskunft iliber GroBe und Verteilung solcher Druckpulsationen
zu erhalten, wurden im Rahmen der von den Genehmigungsbehdrden
verlangten Abnahmeversuche im Druckabbausystem des Kernkraft-
werkes Brunsbiittel Abblasetests durchgefiihrt. Hierzu wurde

Uber ein Entlastungsrohr, das mit einer speziellen Ausstromdiise
versehen war, Dampf in das Wasser der Kondensationskammer
geblasen. Dabei traten im gesamten Wasserpool Druckpulsationen
auf, die das Containment zu Vibrationen anregten /™1 /.

Eine grindliche Diskussion iiber die bei der Dampfblasen-
kondensation beteiligten Vorgiange sowie sicherheitstechnische
Abschatzungen zur Integritidt des Containments bei solchen
Kondensationsvorgingen wurden von Class / 2,3 /7 durchgefiihrt.
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Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine grindliche theoretische
Untersuchung des dynamischen Verhaltens des Containments ein-
schlieBlich der Kondensationskammer bei transienten Druckbe-
lastungen, wie sie bei den Kondensationsprozessen entstehen.
Dazu war insbesondere die Entwicklung eines strukturdynamischen
Modelles fiir das aus einer diinnen Kugelschale aufgebaute
Containment erforderlich. Uber die dynamische Berechnung so
komplexer Strukturen liegen kaum Erfahrungen vor, so daB eine
experimentelle Uberpriifung des Rechenmodelles unerléBflich
erscheint. Hierzu boten die MeBergebnisse der Abblasetests in
Brunsbiittel Gelegenheit. Mit dem so verifizierten Struktur-
modell konnten dann die dynamischen Randbedingungen zur Be-
schreibung des Fluidpools formuliert werden. Damit war es
moglich, ein Nzherungsmodell fiir die Kondensationskammer be-
stehend aus einer nachgiebigen Kugelschale und den damit
gekoppelten Stromungsvorgingen im angrenzenden Wasserpool

zu entwickeln.

1.2 Durchfiihrung der Untersuchung

In einem ersten Ansatz wurde zur Modellierung des Containments
die Methode der finiten Elemente ( /4 /7, /7 5_7) benutzt.

Die Standard-Finite-Elemente-Programme (etwa STRUDL /6 _/ oder
SAP IV /77_/) besitzen ein spezielles Element zur Berechnung
dinner Schalen, und zwar ein ebenes Dreieck mit konstanter
Membrandehnung und kubischer Biegung. Wie in dieser Arbeit
gezeigt wird, ist gerade dieses Element zur Beschreibung des
dynamischen Verhaltens sehr diinner Schalen (R/h > 150) nur mit
groBen Einschrinkungen anwendbar, da bei solchen Schalen sehr
scharfe Gradienten in den Auslenkungen auftreten kdnnen. Die
zur Modellierung solcher Gradienten erforderliche Feinheit

der Diskretisierung kann mit diesen Elementen aber nicht
erreicht werden., Die Griinde hierfiir liegen auf der einen Seite
in der beschrinkten Rechnerkapazitdt, auf der anderen Seite in
dem ebenen Elementansatz. Aus diesem Grunde war das mit dem
Finite-Elemente-Programm STRUDL formulierte Strukturmodell
nicht brauchbar.
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Um unabhingig von eventuellen weiteren unbekannten EinfluR-
groBen die Eigenschaften sehr diinner Schalen grundsatzlich

zu untersuchen und um bessere Einsicht in die beteiligten
physikalischen Vorgédnge zu erhalten, wurde fiir den Teil der
Kugelschale, der die Auflenwand der Kondensationskammer dar-
stellt, das halbanalytische Modell SPHERE entwickelt. Es baut
auf der Fliigge'schen Theorie fiir Kugelschalen auf /8 7, die
um translatorische Trigheiten erweitert wurde und arbeitet
nach dem Prinzip der modalen Superposition.

Zundchst wurden mit diesem Modell die statischen Eigenschaften

der Kugelschale untersucht. Dabei ergab sich, daB sie ein stark
lokales Verhalten besitzt, d.h., daB nennenswerte Verformungen

nur in belasteten Schalenbereichen auftreten. Ferner wurden die
-erwarteten scharfen Gradienten in den Auslenkungen gut wieder-

gegeben.

Bei der Untersuchung des dynamischen Verhaltens ergab sich, daf3
bei lokaler Anregung die Kugelschale zunachst auch nur lokale
Schwingungen ausfiihrte, die sich erst allmghlich auf andere
Bereiche der Schale ausdehnten. Dabeli breitet sich jede einzelne
angeregte Eigenschwingungsform mit "unendlicher" Geschwindigkeit
auf die gesamte Struktur aus. Weitergehende Untersuchungen zeigten,
daB es in erster Linie von der relativen Lage der beteiligten
Eigenfrequenzen zueinander abhangt, wie rasch eine lokale Storung
fernere Schalenbereiche erreicht. Da bel der untersuchten
Kugelschale die Eigenfrequenzen sehr dicht beieinander liegen,
ergibt sich die beobachtete niedrige effektive Ausbreitungsge-
schwindigkeit. Solche sehr langsamen dynamischen Ausbreitungs-
vorgange werden vom Rechenmodell nur dann richtig beschrieben,
wenn genligend viele Modes aufgeldst und berlicksichtigt werden.

Dieses entwickelte Schalenmodell wurde in einer transienten
Analyse benutzt, um mit einer wdhrend der Abblasetests
gemessenen Druckverteilung Auslenkungen der duBeren Wand der
Kondensationskammer zu berechnen. Der Vergleich mit gemessenen
Auslenkungen zeigt eine recht befriedigende Ubereinstimmung.
Auf diese Weise konnte gezeigt werden, daB es zur Darstellung

der strukturmechanischen Eigenschaften des Containments bei den
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hier betrachteten Belastungen durch die Dampfkondensation
ausreicht, sich lediglich auf die elastische kugelschalige
AuBenwand der Kondensationskammer zu beschranken.

Mit diesem verifizierten Strukturmodell konnten nun die
dynamischen Randbedingungen zur Beschreibung des Fluid-

pools formuliert werden. Da die gerade vorgestellten

statischen und dynamischen Untersuchungen der Kugelschale
gezeigt hatten, daB eine "Fernwirkung'" kaum vorhanden ist,
konnte die Struktur in guter Nzherung dargestellt werden

durch ein rein lokales Schalengesetz, bei dem die radiale
Auslenkung eines Schalenpunktes nur proportional zur Druck-
belastung desselben Punktes ist. Die komplizierte Geometrie

des Pools wurde durch eine Zylinder-Geometrie angendhert.

Mit dem durch die linearisierten Eulergleichungen beschriebenen
Fluid konnte nun das gekoppelte Fluid-Struktur-System halb-
analytisch untersucht werden. Dabei ergab sich, dall die Eigen-
frequenzen des gekoppelten Systems wesentlich kleiner als die
der Schale allein waren, was die Bedeutung der Fluid-Struktur-
Kopplung im vorliegenden Fall unterstreicht. Die Berucksichtigung
der Fluidkompressibilitat fihrt zu einer weiteren, allerdings
nur geringfiligigen Absenkung der Eigenfrequenzen, so daB in der
transienten Rechnung die Fluidkompressibilitat ganz auler acht
gelassen werden konnte. Obwohl das Fluid damit eine unendliche
Schallgeschwindigkeit besitzt, ergibt sich doch eine relativ
kleine effektive Ausbreitungsgeschwindigkeit fur lokale Storungen
des gekoppelten Systems.

Diese berechneten Ergebnisse, die Eigenfrequenzen und das
globale Verhalten des Pools bei lokaler Anregung stimmen
recht gut mit experimentellen Beobachtungen Uberein. Auf
diese Weise konnte gezeigt werden, daB die wdhrend der
Kondensationsexperimente beobachteten Vorginge /™1 /7 Eigen-
schwingungen des praktisch inkompressiblen Wassers in der
elastischen Schale des Containments waren, die durch die
Kondensationsvorginge angeregt wurden.



1.% Ausblick

Nachdem in dieser Arbeit ein experimentell iiberpriiftes
schalendynamisches Modell fur die AuBenwand der Kondensa-
tionskammer und ein groberes Modell fiir die gekoppelten
fluid-strukturdynamischen Vorginge entwickelt wurde, kann
nun eine genauere Berechnung des dynamischen Verhaltens der
Kondensationskammer durchgefiihrt werden. Dabei soll das Fluid
in der richtigen Geometrie mit speziell entwickelten
Singularitatenverfahren von Krieg 4—9, 10_/ beschrieben
werden. Die elastischen Schaleneigenschaften werden durch
eine Steifigkeitsmatrix dargestellt, die aus dem hier be-
schriebenen Modell SPHERE abgeleitet wird. Diese Verfahren
sind zur Zeit in der Entwicklung; erste Ergebnisse 4_11_7
stimmen gut mit den Ergebnissen dieser Arbeit liberein.



2. Untersuchung des Containments mit finiten Elementen

2.1 Uberprifung der Elementeigenschaften

Die Methode der finiten Elemente hat sich weitgehend durch-
gesetzt, um komplexe strukturmechanische Probleme zu bear-
beiten, insbesondere dort, wo analytische Losungen nicht
leicht ermittelt werden konnen. Daher wurde auch hier die
ILosung zundchst mit dieser Methode versucht. IMir die dynamische
Analyse wurde das Programm STRUDL benutzt /6 /. Es enthilt
fir die Untersuchung diinner Schalen ein spezielles Element,
und zwar ein ebenes Dreieck mit konstanter Dehnung und
kubischer Biegung. Da das Element eben ist, sind Membran-

und Biegekrafte nicht gekoppelt, wie es bei einer korrekten
Schalenbeschreibung eigentlich sein miiBte. Die Kopplung
entsteht bei STRUDL erst durch den Anstellwinkel benachbarter
Elemente, wodurch Membrankrzfte im einen Element Biegemomente
im Nachbarelement erzeugen und umgekehrt. Trotz dieser Ab-
weichung von der Schalentheorie lassen sich nach

Zienkiewicz /4 / mit diesem Element durchaus brauchbare
Ergebnisse erzielen. Dies wurde durch Nachrechnung des

folgenden Experimentes bestatigt:

Sewall 4_12_7 hatte eine einseitig eingespannte Zylinderschale
aus Aluminium mit %04.8 mm Radius, 0.81% mm Wandstdrke und

595 mm Lange experimentell untersucht. Bei der Nachrechnung
mit STRUDL wurde aus Symmetriegriinden nur die Hilfte der
Zylinderschale diskretisiert, und zwar mit 30 Knoten am
halben Umfang und 12 Knoten in axialer Richtung. Mit diesem
Modell wurden Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen
berechnet. Jede dieser Eigenschwingungsformen 15Bt sich
beschreiben durch ihre Umfangsordnung, das ist die Anzahl

der sich am Umfang ausbildenden Cosinus-Wellen, und durch

lhre axiale Ordnung, das ist die Anzahl der Schwingungsknoten auf
einer axialen Mantellinie. Die zu den so geordneten Fodes
gehorenden Eigenfrequenzen aus den Experimenten und aus

den STRUDL-Rechnungen sind in Bild 2 dargestellt.



Die niedrigste Eigenfrequenz dieser Zylinderschale gehort

zu einer Eigenschwingungsform der Umfangsordnung sechs.
Einfachere Schwingungsformen haben hohere Eigenfrequenzen.
Dieses merkwiirdige Schalenverhalten ist zu erkl&ren durch

das Zusammenspiel von Membranverformungen, die bei niedrigen
Umfangsordnungen uUberwiegen, und von Biegeverformungen, die

bei hohen Umfangsordnungen iiberwiegen / 13 /. Die

niedrigeren Umfangsordnungen lassen sich nach Sewall auch

mit aufwendiger Versuchstechnik nur schwer oder zum Teil

auch gar nicht anregen; auch andere Experimentatoren haben

dies festgestellt / 14 /. Wie Bild 2 zeigt, ist die Uberein-
stimmung der experimentellen Daten mit den Rechenergebnissen
sehr gut. Insbesondere wird auch das filir sehr diinne Zylinder-
schalen typische Eigenfrequenz-Minimum bei hoher Umfangsordnung
des Modes gut wiedergegeben. Das in STRUDL implementierte
finite Element erscheint daher zur Untersuchung schalen-
dynamischer Probleme doch geeignet. Untersuchungen dieses
Beispiels mit verschiedenen Diskretisierungen zeigten ferner,
daBl Eigenfrequenzen ausreichend genau berechnet werden, solange
eine einzelne "Welle' der Eigenschwingungsform durch mindestens
vier Elemente beschrieben wird. Auf der anderen Seite darf

die Diskretisierung nicht so fein werden, daBl der Anstell-
winkel benachbarter Elemente kleiner als etwa 6° wird.

Diese beiden Bedingungen bedeuten, daB bei der Untersuchung

von Rotationsschalen nur Eigenschwingungsformen mit Umfangs-—
ordnungen von hochstens 12 bis 15 bestimmt werden kodnnen.



2.2 Anwendung auf das Containment

Mit dem so getesteten Element wurde das Containment ein-
schlieBlich der inneren Wande der Kondensationskammer
diskretisiert. Zuerst wurden die wichtigsten Baugruppen
voneinander isoliert untersucht /™15, 16 _/:

Fir die innere Zylinderschale ergab sich eine tiefste
Eigenfrequenz von 22 Hz bei der Umfangsordnung 10;

die obere Kegelschale hat eine tiefste Frequenz von 7 Hz
bei der Umfangsordnung 9. Fur den Teil der Kugelschale,
der die &uBere Wand der Kondensationskammer bildet, ergab
sich eine tiefste Eigenfrequenz von 57 Hz bei der Umfangs-
ordnung Null; zu hoheren Umfangsordnungen gehodrten hier
hohere Eigenfrequenzen.

Unter Beachtung dieser Ergebnisse und der beschrankten
Rechnerkapazitat erschien fiir das Gesamtsystem ein Netz

aus %89 Knoten (entsprechend etwa 2100 Freiheitsgraden)

als angemessen (Bild 3). Durch kinematische Kondensation
wurde die Zahl der Freiheitsgrade auf 520 reduziert, so daB
das Containment noch durch etwa 180 Knoten mit je 3 trans-
latorischen Freiheitsgraden beschrieben wurde. Daraus

wurden die ersten 60 Modes und Eigenfrequenzen berechnet.
Neben vielen '"lokalen Modes', in denen lediglich einzelne
Baugruppen (Zylinderschale, Kegelschale) schwingen, traten
globale Modes auf, die das gesamte Containment betrafen.
Bild 4 zeigt eine balkenghnliche Eigenschwingungsform des
Containments bei 12 Hz, Bild 5 zeigt einen Ovalisierungs-
mode bei 4% Hz. Noch héhere Modes hatten sehr scharfe Peaks
innerhalb weniger Elemente, was auf zu grobe Diskretisierung
fir diese Modes schlieflen 13BRt; sie wurden daher bei der
transienten Analyse nicht berilicksichtigt. Dieses Vorgehen
erschien berechtigt, da die Eigenfrequenzen der unberiick-
sichtigten Modes etwa um den Faktor 5 groBer waren als

die dominierende Belastungsfrequenz.
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In dem hier untersuchten Brunsbiittel-Experiment wurde

uber ein Entlastungsrohr, das mit einer speziellen Aus-
stromdiise bestlickt ist, kurzzeitig Dampf in das Wasser
geblasen. (Versuch 77, November 1974, Druck im Reaktor-
druckbehalter 0 bar, Wassertemperatur in der Kondensations-
kammer 3400.) Hierdurch entstanden im gesamten Wasserpool
Druckpulsationen, die das Containment belasteten. Aus den
an einzelnen Punkten der Schalen gemessenen Druck-Zeitver-
laufen wurde eine Schalenbelastung interpoliert, die in
einer groben Ndherung jeweils in Sektoren von 45° als
gleich groB angenommen wurde. Daraus wurden Knotenkrdfte
berechnet, mit denen in der transienten Analyse Contain-

mentauslenkungen ermittelt werden konnten.

Bild 6 zeigt die so berechneten Radialauslenkungen eines
Punktes der Kugelschale in der Nahe des abblasenden Rohres.
Mit eingezeichnet sind Verschiebungen desselben Punktes,
wie sie aus der zweifachen Integration der im Versuch eben-
falls gemessenen Beschleunigungen ermittelt wurden. Eine
gewisse Ubereinstimmung erscheint auf den ersten Blick
noch vorhanden zu sein. Weitere Vergleiche zeigten aber,
daBl in der STRUDL-Rechnung in erster Linie der Balkenmode
des Containments (Bild 4 ) angeregt wurde, was mit
experimentellen Beobachtungen gar nicht tbereinstimmt.

So ergaben die Rechnungen beispielsweise sehr grofe
Auslenkungen am Pol‘der Kugel, wahrend bei den Experimenten
dieser Punkt praktisch in Ruhe blieb.
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2.% Versagen des Elementes bei sehr diinnen Schalen

Weitere Vergleiche von STRUDL-Ergebnissen mit experi-
mentellen Beobachtungen legten die Vermutung nahe, daB
vor allem das elastische Verhalten des Teils der Kugel-
schale, der die 8uBere Wand der Kondensationskammer
bildet, durch die finiten Elemente nicht richtig be-
schrieben wird. Dieser Verdacht wird durch eine verein-
fachte Abschitzung des Verhaltens dunner Kugelschalen
bestatigt: Die inneren Schnittquerkrafte Qy, die von
einer aufgeprigten Querkraftbelastung QO hervorgerufen
werden, nehmen mit zunehmendem meridionalem Abstand s von
der Kraftangriffsstelle sehr rasch ab /17 _/. Flir eine
rotationssymmetrische statische Randbelastung durch
‘eine Querkraft wird dieses Verhalten beschrieben durch:

~s/s* s e
Qy(s) = —QO--sze -sin(E; - 7r)

S¥ bR'h

Hierin ist R der Schalenradius, h die Schalendicke und y
die Querkontraktionszahl. Fur Stahl mit w= 0.3 ergibt sich

mit

s¥ = 0.778.-Y®nh

Bei der Kugelschale des Brunsbiittel-Containments ergibt
sich eine Abklinglénge von s* = O.4m, entsprechend einem
Zentriwinkel von 1.7°. Dies bedeutet, dafl der EinfluB einer
Querkraft in einem Abstand von etwa 5° auf 5 % abgeklungen
ist. Im dynamischen Fall sind solche Querkridfte auch die
Tragheitskrdfte der radialen Verformungen. Eine Diskreti-
sierung der Containmentschale mit einer Maschenweite von
etwa 120, wie sie in den STRUDL-Rechnungen vorlag, kann
daher keine korrekten Ergebnisse liefern.
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Wahlt man eine der Abklinglédnge s* entsprechende Element-
groBe, dann kann die Forderung nach einem Anstellwinkel
zwischen benachbarten Elementen von mindestens 6° nur ein-
gehalten werden, wenn R/h = 150 ist (fiir die Brunsbiittel-
Containmentschale ist dieses Verhidltnis R/h = 675). Die Be-
schreibung sehr diinner Schalen mit den in STRUDL wie auch

in anderen Standard-Finite-Element-Programmen vorgesehenen
Elementen ist daher fragwlirdig. Zwar konnen Eigenschwingungs-
formen mit niedriger Ordnung und die zugehorigen Eigen-
frequenzen berechnet werden, aber die tiefsten Eigenfrequenzen
der Schale miissen nicht zwangsweise darunter sein. Ferner

ist die Durchfilhrung einer transienten Analyse mit lokalen
Belastungen oder gar die Berechnung von Spannungen an

Randern oder Verbindungsstellen mit anderen Bauteilen nicht
zuladssig.

2.4 Weitere Verfahren zur Berechnung diunner Schalen

Bei den Standard-Finite-Element-Programmen war der Fein-
heit der Diskretisierung eine elementbedingte Grenze ge-
zogen (Anstellwinkel). Mit zweifach gekrimmten dreieckigen
Schalenelementen etwa von Cowper / 18_/ wdre eine wesentlich
feinere Diskretisierung erreichbar. Allerdings sind solche
von schwach gekrimmten Schalen abgeleiteten Elemente genau
genommen auch nicht konform, wenn sie fiur stark gekrimmte
Schalen eingesetzt werden, da in der Bezugsebene - und damit
auch im Koordinatensystem - benachbarter Elemente ein Knick
vorhanden ist /719 _/. Die modernsten Schalenelemente, wie
etwa das von Laursen / 20 7/, enthalten diese Vereinfachungen
nicht; sie benutzen ferner gleichzeitig Ansdtze sowohl fir
die Verformungen wie fiir die Spannungen, wodurch filir beide
Variablengruppen gleiche Genauigkeit erreicht wird. Bei
Anwendung solcher Elemente filir in Umfangsrichtung geschlossene
sehr dinne Schalen wird aber rasch eine so hohe Anzahl von
Elementen erreicht, daB die Losung numerisch nicht mehr
moglich ist. Bei dynamischen Schalenuntersuchungen geniigt
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es namlich nicht, etwa nur einen kleinen interessierenden
Schalenbereich entsprechend fein zu diskretisieren. Die
feine Diskretisierung mufl sich vielmehr auf die ganze Schale
erstrecken, wie folgende Uberlegung zeigt:

Jeder Verformungszustand eines linearen Systems laBt sich
durch geeignetes Uberlagern der Eigenschwingungsformen dar-
stellen / 21 7. Zur Beschreibung so scharfer Gradienten, wie
sie bei der Kugelschale des Containments auftreten konnen,
sind dann Modes sehr hoher Ordnungen zu superponieren. Da es
bei einer vollstidndigen Kugelschale keine Vorzugsrichtung
gibt, ist auch in Umfangsrichtung ein so scharfes Abklingver-
halten zu erwarten, d.h., es sind auch Modes sehr hoher Um-
fangsordnung zu ilberlagern. Solche Modes hoher axialer Ord-
nung und hoher Umfangsordnung konnen sich im numerischen
Modell nur dann ausbilden, wenn die entsprechenden Freiheits-
grade vorhanden sind, wenn also auf der gesamten Schale die
Diskretisierung entsprechend fein ist. |

Bei Schalen mit rotationssymmetrischer Geometrie bietet sich

als Ausweg eine Fourierentwicklung fiir den Umfang an, wodurch

die Schalendifferentialgleichungen in Systeme mit nur noch

einer Unabhéngigen zerfallen, die fir jede Umfangsordnung einzeln
geldst werden konnen. Hierzu konnten gekrimmte Fourier-Schalenring-
Elemente eingesetzt werden, wie sie etwa von Gould /26 _/ oder
Schrader /27 7 entwickelt wurden. Bei diesem Vorgehen wurde
beobachtet, daR sich die Abklinglangen mit zunehmender Umfangs-
ordnung weiter wverkirzen. Gould 4_22_7 leitet aus statischen
Untersuchungen an Zylinderschalen eine weiter verkleinerte
Gitterweite von s¥/2FP ab, mit p =-éfﬁ?und m der Umfangs-
ordnung. Die gleiche Problematik filihrte bei Smith / 23 / bei

der Anwednung von finiten Differenzen auf eine Maschenweite

von der GroBenordnung der Schalendicke. Die Beriicksichtigung
dieses Verhaltens in der Diskretisierung fiuhrt bei sehr diinnen
Schalen auf immer noch recht grofle Gleichungssysteme. Optimaler
konnte hier der Einsatz der direkten numerischen Integration

der Schalendifferentialgleichungen sein, wobeil eine automatische
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Steuerung der Integrationsschrittweite moglich wdre. Bei sehr
dinnen Schalen versagt aber diese Methode der numerischen
Integration: nach Kalnins./ 24 7 und Sutcliffe / 25 / konnen
die Schalendifferentialgleichungen aus numerischen Grinden
kaum iiber mehr als das Drei- bis Fiinffache der Abklinglinge s¥*
integriert werden; daher fihren sie Segmente dieser GroBe ein,
innerhalb derer die Schalengleichungen numerisch integriert
werden, und die dann iber die Vertraglichkeitsbedingungen
miteinander gekoppelt werden. Damit ware aber der Vorteil
dieses Verfahrens - eine automatisch problemangepalte Dis-

kretisierung - verspielt.

Diese hier skizzierten numerischen Methoden wurden bisher
aber lediglich fiir "dickere" Schalen angewendet (R/h < %0

bei 4_20_7, /23 7, / 24 7); bel der Untersuchung von so
dinnen Schalen wie sie hier vorliegen wurde nur rotations-
symmetrisch oder mit sehr wenigen Umfangsordnungen gerechnet
(726 7, [727 7, /728 7). Bei auch in Umfangsrichtung lokalen
Belastungen sind aber auch hohere Umfangsordnungen in der
Last enthalten, die Schalenverformungen entsprechender
Ordnung hervorrufen. Unter Umstanden konnen solche hoheren
Ordnungen einen unverhaltnism&Big grofllen Anteil an der Ge-
samtverformung haben. Dies ist z.B. bei der oben untersuchten
Zylinderschale der Fall, bei der die niedrigste Eigenfrequenz
zu einem Mode hoherer Ordnung gehort (Bild 2):

Stellt man die Eigenfrequenzen durch den Rayleigh-Quotienten
dar, dann ergibt sich - da sich die schwingende Masse der
Schale mit zunehmender Schwingungsordnung nur unwesentlich
andert -, daB das Quadrat der Eigenfrequenz unmittelbar die
Steifigkeit der Schale gegen eine Verformung der entsprechen-
den Ordnung beschreibt. Bei der erwdhnten einseitig einge-
spannten Zylinderschale heiBlt dies z.B., daB eine Verformung
sechster Umfangsordnung etwa zehnmal so leicht wie eine
ovalisierende Verformung gleicher GroBe (Umfangsordnung 2)
aufgepragt werden kann.
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Diese Uberlegungen zeigen, daf auch die hoéheren Verformungs-
ordnungen bel diunnen Zylinderschalen einen groBen EinfluB
haben konnen. Ob die hohen Verformungsordnungen auch bei
dem dinnen, ringformigen Teil der Kugelschale, der die
AuBBenwand der Kondensationskammer bildet, einen ahnlich.
groBen EinfluB haben, ist nicht bekannt. Die hierzu durch-
gefihrten Rechnungen mit STRUDL konnen keinen Aufschluf
geben, da gerade die hoheren Eigenschwingungsordnungen
schlecht oder gar nicht mehr dargestellt werden; sonstige
Untersuchungen eines solchen Kugelschalenringes sind nicht
bekannt. Um unabh8ngig von numerischen Schwierigkeiten

das Verhalten dieses Bauteiles grindlich zu studieren

und um einen besseren Einblick in die beteiligten Vorgénge
zu erhalten, soll hier das Problem analytisch beschrieben

und so weit wie moglich aufbereitet werden.

Bei der Entwicklung von analytischen Modellen fir rotations-
symmetrische Schwingungen von Kugelschalen stellt

Kalnins /" 31_/ fest, daB die Beriicksichtigung der tangentialen
Trigheitskrafte bei stark gekrimmten Kugelschalen unbedingt
erforderlich ist. Ferner reicht die Membrantheorie lediglich
aus zur Darstellung der hcherfrequenten Membranmodes, wihrend
nur die niedrigsten Ordnungen der tieffrequenten Biegemodes
brauchbar dargestellt werden. Das zu entwickelnde analytische
Modell muB3 daher die‘Biegetheorie der Schalen enthalten

sowle die tangentialen Tragheitseinflisse beriicksichtigen.

Wilkinson /729 / leitet aus der Schalentheorie von Naghdi

/ 30 _/ ein entkoppeltes Gleichungssystem zehnter Ordnung

ab, das Querkraftverformungen und Rotationstrigheit berilick-
sichtigt. Da dynamische Druckbelastungen nicht enthalten
sind, kann das System hier nicht ilbernommen werden. Auf der
anderen Selte ist bei dem hier zu untersuchenden Problem

die Berilicksichtigung von Querkraftverformungen und Rotations-
tragheit nicht erforderlich, da die Wellenlidnge der noch zu
bericksichtigenden Modes wesentlich groBer als die Schalen-
dicke bleibt. Zur Beschreibung des Schalenverhaltens wird




daher, auch bei den hier noch zu untersuchenden hohen
Verformungsordnungen, eine Theorie fir diinne Schalen

ausreichen.

Die genannten Forderungen werden von der Fliigge'schen
Schalentheorie erfiillt, die lediglich um translatorische

Tragheitskrafte zu erweitern ist.
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3. Analytische Beschreibung der Kugelschale

3.1 Grundgleichungen der Kugelschale

Die Fliigge'sche Schalentheorie /8 / wird um die tangentialen
Tragheitskrafte erweitert. Mit dem in Bild 7 bezeichneten
GroBen lautet dann das Gleichgewicht am Element der Kugelschale:

aN . . (X) -
g; (Ny-31ny) + TT%L - Ne-cosy—Qy-51ny+pyR-s1n7’= 3huyR-31ny

9 . JN . . Lo
5;'(Nye'31nf) + —J% + Ner-cogr—Qe-31nr+pe-R-31nr = ghueR-S1ny

a ( g ) Qe (N N ). . Resi - h"R' . (1)
- 3; Q? siny) - —g - LIS sing+p Resiny = ¢hwR°sing

M
g% (My-sinf) + ag%‘ - Me-cosy-QrR-siny =0

IM
2 (Mye°Siny) + —;% + Mef-cogy-QeR-siny =0

Jy

Das Momentengleichgewicht um die Normale des Schalenelementes
wird bei Kugelschalen automatisch erfiillt, da

MYG = Mef und Nye = Ney

gelten.
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Zwischen den drei Verschiebungen Uy Ug und w der Schalen-
mittelfléche und den Spannungsresultierenden gibt Fliigge /8 /
folgendes elastisches Gesetz an:

D Iy Ju,
NY = E-(;Wr-+ W + Y-cscye 7—— +Yuy-coty+yw)
Ju Ju
N, = %-(cscy 772 u(f-coty+w+))7--i + VW)
D 1-
NYQ = Ney = —R- (;-_ - u 'Coty + CSCYW )
M = k*D-(- ~- Y scscy- -))uy coty 2
¥ &y J}' ) ?WT
+ v-cot(f-?% + )}-csc2y -—2)
Ju 2
Me = k'D°(-cscy-3—92 - ur-coty+ aw-coty+cs02ygﬁ%
. au,; agw)
VI Vo
Ju Jduy
MPQ = Mey = k'D'T-(u 'COtV - (9 - CSC”"BTE
Jw 0w
_2ﬁ.csc2y-cosy+2 cscym?)
Hierin ist
1 R L k = —EEQ cscy = ]
1-v 2 12R iy
E Elastizitatsmodul
V  Poissonzahl
h Schalendicke
R Schalenradius
g Schalendichte
Uy Tangentialauslenkung meridional
ug Tangentialauslenkung in Umfangsrichtung

w Radialauslenkung
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Dieses elastische Gesetz setzt voraus, daB Querkraftverformungen
und Dehnungen in Normalenrichtung nicht auftreten (Xé =fés=£z=o)‘
Ferner wurden beil der Integration zur Ermittung der Spannungs-
resultierenden Reihenglieder mit (h/R)5 und hohere Ordnungen ver-—
nachléassigt.

3.2 Fourier-Entwicklung fiir den Umfang

Die zu untersuchende Kugelschale ist in Umfangsrichtung geschlossen,
alle das Problem beschreibende Variablen miissen daher in der Um-
fangskoordinate © periodisch sein und sich daher als Fourier-Summe
darstellen lassen. Mit den folgenden Ansdtzen fiir die Belastungen

pe = z pam(y,t)'Slan
m
Py =) p, (¥,t)scosme
r =& Pl
p. =) P, (¢,t)-cosmé ,
m

die Verschiebungen
u =% ugm(f,t)-sinme

= ,t)*cosme
uy %uym(y )scosm
w =] w(y,t)-cosm® ,
m

und die Spannungsresultierenden

Ny = g Ng.(¢,t)cosm® My = E My Cpst)ecosme
Ny = % NPm(y,t)-cosme My = % Mym(v,t)°cosm6
Nyg = g Nyem(y,t)°sinm9 Mys = g Mrem(?,t)-sinme

Qyp = E Qym(V,t)'cosme

Q9 = Z Qam(y’,t)‘sinme
m
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188t sich das Differentialgleichungssystem (1) und (2) in
unendlich viele Systeme aufspalten, die jeweils fiir eine einzelne
Unfangsordnung m fiir sich zu erfiillen sind / 8 /. Daher geniigt
es, im folgenden die Umfangsordnungen einzeln zu betrachten. Die
Ableitungen nach 6 konnen ausgefihrt werden; die Ableitung

nach ¢ wird durch ' gekennzeichnet; der Index m wird forfge-
lassen.

Die Gleichgewichtsbedingungen (1) lauten nun:

(Ny-siny)'+mNYe-Ne-cosr-Qy-siny+pPR-sinV = ¢ hiiyR-siny

(Nye~siny)'-mN9+N -cosy—Q _sing+p _Resiny = ¢hii Resiny

yo
(Qy-siny)'+er+(Nr+Ne)-sinp -p Resiny =-¢hifR-siny (3)
(My-siny)'+mMre—Me-cosy-QyR-siny = 0

(Mre-siny)'-mMe+M cosy—-Q_Resiny = O

fe

Das elastische Gesetz (2) nimmt die Form an:

Ny = %-(u;+w+v-cscy-mue+yuy-coty+vw)
D [ ]
N, = ﬁ-(cscy-mue+uy coty+w+vu;+vw)
Nye= %-152-(ué—ue-coty—cscy-muy)
My =19D-(w"—u;—yocscy-mue-vur-coty (4)

2

+ Yecoty-w'-ym -cscgy-w)

M =ch-(—mg-csc%ﬂ-w+w'-coty—uy-coty—m-cscy-ue—vuﬁ+vw")

]

MYe=lbD-iizo(ue-coty-ué+cscy-muy+2mW°cscgy-cosy-2-cscy-mw')
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3.3 Elimination der Spannungsresultierenden

Aus den beiden letzten Gleichgewichtsbedingungen (%) kdnnen die
Querkrafte bestimmt werden und mit den Kradften aus dem elastischen
Gesetz (4) in die ersten drei Gleichgewichtsbedingungen (3) ein-
gesetzt werden. Auf diese Weise werden drei gekoppelte Differential-
gleichungen in den drei Auslenkungen Upy Ug und w erhalten:

—w"'k-siny-w"k-cosy+w'-siny-l—ﬂ +w+kv-k+k-csc2y-(1+m2)_7

-2wkm2-cs02y-cosy
2)

+u;-(1+k)-siny+u;-(1¥k)-cosy-ur(4+k)-cscy-(v-sin2y+cos%y+ liz-m (5.1)

+ulm 152 (1+k) - uem-cotij?Lu(1+k)
B2, o o Bonss
*Pypesing = g hily=-sing

w"km+w'km'coty+wm-(k—kv-ﬂ—v—km2-CSc%y)

-u,'.m(’l+k)1%Z - uym°coty-55)’-(1+k)

+u" j%l

e

(1+k)-siny+ué'iili-(1+k)-cosy’ (5.2)
—ué(1+k)-cscy-(m2 - igliwsin2y+ 153)—'0082}")
RS . . R°
+peT- siny = g-hue—D—-siny

wm'k-siny+w"'-2-k-cosy-w"k-cscy-(1+V-sin%l+2m2)
-w'k'cosy-(1—V+2m2-csc%V+csc2y)

+w-é-2(1+v)-siny—mek.cscy-(5-v+4-cot27)+m9kcscéﬂ_7
—u? k-siny-u§-2-k-cosy

+u * sinyoé_(’lﬂ))(’l+k)+m2-kcsc§i +k-cot2y_7

(5.3)

+uy-cosy-é_(1+y)+k(v-cscgy-1+m2-csc%ﬁ)_7
—ugkm+uékm-coty+uem~4_1+Y+ky—2k—k-cot2y+km2csc%7_7
2 2
-Pr%y-siny = —ghW%T-siny

Diese Differentialgleichungen entsprechen den Fliigge'schen bis auf
die hier zusitzlich mitgefiihrten Belastungen und Trégheitskrdfte.
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2.4 Entkoppelung der Differentialgleichungen

Zur analytischen Losung sind die drei Differentialgleichungen (5)
zu entkoppeln. Da die einzelnen Eliminationsschritte recht lidng-

liche Umformungen enthalten, sollen hier nur die Ergebnisse der
wichtigsten Schritte wiedergegeben werden.

Durch eine von Kalnins /24 / benutzte Substitution
Up = U'~Y¥-siny
u9 =—mU-cscy

gsowie durch die Einfiihrung des Laplace-Operators fiir die
Kugelflache

V2f = f"+coty'f'—m2-cscgy-f

lassen sich die Differentialgleichungen (5) in folgender Form
darstellen:

-k-siny-(ng)'+(1+V+kV—k)-siny-w'
~(1+Kk) +sing - (720) '+(1+k) (1-Y) - sinps U*

—ky“(1+k)-sin2y-W'-(1+k)-3-siny-oosy+%(1+k)-éEin%a°(1+P)+ 15£m2_7

ka2w-(1+V+ky—k)mw

~m(1+K)V2U-m(1+k) (1=Y) U

+wlm(1+k)1§Z-siny+2Vm(1+k)-cosy
RS . RZ

+PorSing = - F¢ hmlf

k-siny~V%Hk(ﬂ—y)-siny-V2w+2(1+v)-siny-w
~ke+siny Vh+(1+V+kv-k)-siny-V2U
+k-sin2y-(V2?0'+4k-siny-cosw-VEV—Z_(1+V)(4+k)+2k;7-sin2y-W'

-2(1+Y)(1+k)-sinp-cosy-¥

2 2
RS, . R i et
“Pppeing = - T fhesingew

(6)

(7)

(8.1)

(8.2)

(8.3)



- 22 -

Zur Abkirzung wird fir die zeitlichen Ableitungen die Laplace-
transformation benutzt (s-f = df/9t); da tangentiale Belastungen
nicht aufgebracht werden sollen, wird Py = 0 und Py = O gesetzt;
ferner wird der ZeitmaBstab T eingefiihrt:

-%.¢.n (9

Im ersten Eliminationsschritt wird aus (8.1) und (8.2) U und w
eliminiert durch die Operation:

% (8.2) - 81ny + (8.1). (m#0) (10)

ay
Mit Hilfe der dadurch erhaltenen Beziehung (11.1) werden
dann aus (8.2) und (8.3) alle zweiten und hcheren Ableitun-
gen von eliminiert. Damit lauten die Differential-

gleichungen:

2 2 mleColy -

V+2¥ -moo=vyy -t Y =0 (11.1)
KVPW - (1 +Y + kv = k) (11.2)

—(A+K)72U-/"(14K) (1-V) - T2 7-U
+y' - siny- (1+k) ===~ (L2 2Y-cosp - (1+k)

1t
O

KV e k(1-V)PPu+/2(14V) + 1952 7w (11.3)
-kV”U+(4+V+kv-k)V2

-V *sing-/"(1+V+kv+5k)~k- ——E 71— iy 7

2
‘2V'COSV'Z—(q+V+ky+5k)‘qk'T:E'7%§'T252_7 = g%ﬂpr

Aus den Gleichungen (11.2) und(11.3) 14Bt sich unter Beachtung
von Gleichung (11.1) U und ¥ eliminieren durch die Operation

(14+¥Y+kY-k) - T2(11.2)-k- 7 1 (11.2)
(12)

+ /(1K) (1=V)=T26° 7. (11.3) + (1+k)-V 2(11.3)
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so daR sich eine Differentialgleichung in w allein ergibt (14.1).

Durch die Operation
2 - k 2.2
ke V°(11.2)+/71+v- T IS 7-(11.2)+(1+k) - (11.3) (13)

ergibt sich schlieBlich Gleichung (14.3%), aus der U eindeutig
bestimmbar ist. Damit lautet das in den drei Auslenkungen
entkoppelte Gleichungssystem zur Beschreibung der Kugelschale:

kV6w+k(4—T252)V4w

+/ " (145k=3P-kV°)+ (1+kW) T _7 -7y

(14.1)
+/HA=Y2) (1+K) = (14394 VE-K) T2~ s 7y
RS - 22 R° 2
=5 L (1+k) (1=-Y)-T"s"_/p_ + 5 * (1+x)V P..
2 1.1 22
\7 l"+2‘fl —2°m'ﬁ-'T S SU =0 (14.2)
/(1K) (1=2) - (ay+k-kw)T2s%4 onts™ 7.0 =
K0t /B4y i 1987 _7K0 W
i ' (14.3)

+[_(1+V)(1+5k—v—k9)+(1+V+kV—k)'W%E 19524 (14K)1%5 % 7w

+ oo 4 KTPSZ o Ye cospe/ = (14k) (143)+k1°s°_7-152.¢1 . siny

2
R
- - (1+lop,,

Der Fall rotationésymmetrischer Belastungen und Verformungen

(m = 0) war im obigen EliminationsprozeBR ausgeschlossen und muB
daher gesondert betrachtet werden. Gleichung (8.2), die Gleich-
gewicht in ©6-Richtung verlangt, verschwindet. Setzt man in der
Substitution (6) ¥ = 0, so daB lediglich

4y = U (15)
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bleibt und fiihrt dies in Gl. (8.1) ein, dann ergibt sich nach
kiirzen von singp:

—k (72w) '+ (k=K )w!
+(14K) (V2U) ' +(14k) (A=) U (16)

Diese Gleichung kann leicht einmal iiber ¢ integriert werden
und entspricht dann (11.2) unter Beachtung von ¥ = O. Damit
kann der gleiche letzte Schritt des Eliminationsprozesses an-
gewendet werden, um die schon bekannte Differentialgleichung
sechster Ordnung in w zu erhalten. Bei der Integration von (16)
kann eine beliebige Integrationskonstante gewdhlt werden, da
sie durch Differentationen im EliminationsprozeB (12) sowie
wegen (15) wieder verschwindet. Das Gleichungssystem (14)

gilt daher auch fiir den Sonderfall m = O, falls Y= O gesetzt
wird.
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5.5 Allgemeines zu den Randbedingungen

Die Losung des Systems (14) enthdlt acht freie Konstanten
(6 in (14.1) fir w, 2 in (14.2) flir ), so daB acht vorge-
gebene Randbedingungen (jeweils 4 an den zwei R&ndern yp = const.)
notwendig sind. An jedem Rand konnen aber 5 Krdfte (Bild 7)
vorgegeben werden; hierzu muBte dann allerdings auch der
Spannungszustand uber der Schalendicke in den Randbedingungen
eindeutig festgelegt werden. Da reale Randbedingungen jedoch
kaum Aussagen zur Spannungsverteilung lber der Schalendicke
machen, und da nach dem Prinzip von Saint-Venant die Verteilung
der Randspannungen uber der Dicke auch keinen weitreichenden
EinfluB hat, werden iblicherweise statisch &dquivalente Ersatz-
krdfte /732, 33 7 eingefiihrt:

VV = Q‘/ + m-M?e/R

Tye = Nye - M?S/R
Damit lassen sich fiir einen Rand p= const. die folgenden vier
GroBen vorgeben:

Ny oder Uy
Tre oder ug
V? oder w

My  oder B,

mit dem Neigungswinkel PY :
fgy= (w' —U-y)/R

Im allgemeinen Fall sind 2R&nder mit nun acht Bedingungen zur
Ermittlung der acht Konstanten gegeben. Im Sonderfall m = O
reduziert sich die Zahl der Randbedingungen und Unbekannten
wegen u_ = O und ¥ = O auf sechs. Im Falle einer am Apex ge-
schlossenen Kugelschale liegen nur vier Randbedingungen vor;
die vier iberzdhligen Konstanten folgen dann aus Vertriglich-
keitsbedingungen am Apex.
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3.6 Losung der Schalendifferentialgleichungen

%.6.1 Losungsfunktionen

Zur Losung des linearen, inhomogenen Differentialgleichungs-
systems (14) sind zundchst die homogenen Ldsungsfunktionen
zu ermitteln. Fir diesen Zweck lassen sich die beiden
Differentialgleichungen (14.1) und (14.2) in der folgenden
Form darstellen:

W2-04 )+ V2-8) - (VZ-06) w = O (17.1)
WE-Op) Yy = 0 (17.2)
Darin sindixq, d2 und d3 die Wurzeln des Polynoms:

10O+ (4T 21/ ™ (145k-Y2— k3 )+ (1+k») 175> 7. )
18

252 pish 7

+/" 2(1-v Y(1+k) - (1+39+¥k-k)T =0.

o<Y folgt unmittelbar durch Koeffizientenvergleich zu:

7752

—2+2 IR (T (19)

D‘Y=
Die gesuchten homogenen Losungsfunktionen miissen daher Losungen

der Differentialgleichung des folgenden Typs sein:

ng—uw = 0 bzw w'+coty-w' m%xcgy'w—uw =0 (20)

Hierbei handelt es sich um die Legendre'sche Differential-
gleichung, deren Losungen die Legendrefunktionen erster und

zweiter Art sind /34, 35 /:
m
w, = By (cosy) Wy = Q% (cosy)
Darin ist Y ein Parameter, der die meridionale Ordnung
charakterisiert:
Y- F+1) = -
Magnus und Erdelyi geben in / 34 7 und / 35/ zahlreiche

Reihenentwicklungen fir die Legendrefunktionen an, von denen

jedoch nur wenige fur den ganzzahligen Parameter m anwendbar
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sind. Insbesondere die Formeln fir die zweite Legendre-
funktion Q@ flir ganzzahlige m sind auBerst uniibersichtlich
und lassen einen hohen Berechnungsaufwand erwarten. Andere
sehr einfache Beziehungen berechnen Q(x) aus P(x) und P(-x);
dieser Weg versagt aber, wenn der Parameter ¥ ganzzahlig
wird. Aus diesen Grinden wurden hier mit Beziehungen aus
4_54_7 die folgenden zwei orthogonalen Losungen aus der
hypergeometrischen Differentialgleichung abgeleitet, die
fiir alle Werte der Parameter m und Y angewendet werden

konnen:

. 14m+Y m=-Y 1 2
1P% (cosy)=(51ny)m-F( +§+? ,Ilz s 5y COSTYP)
m

24m+Y  1+m=Y
°F( >

1Qg (cosY)::cosy'(siny)m s > , %, cosgy)

Darin ist F(a, b, ¢, X) die hypergeometrische Reihe:

b

F(a,b,c,x) = ——
F

[(c) i F(a+1)-j“(b+1) . gi
(a)«[(b) o [M(c+l) 1

mit M der Gammafunktion. Die ersten Ableitungen der obigen

Losungsfunktionen sind:

%%7 (ng ) = m'COtY'ng —(’I+m+'f!)-(Irl—'ﬁ)-,](;)_qil;/|
1
J <4Q% ) = m-coty-ﬂQg - 1P§+

¥
Hohere Ableitungen lassen sich durch wiederholte Anwendung

dieser Beziehungen oder auch aus der Legendreschen Differen-
tialgleichung ermitteln.

Die beiden Losungsfunktionen 1P und 1Q besitzen an der Stelle
=0 einen Pol. Fir die Berechnung einer am Apex geschlossenen
Kugelschale sind sie so zu iberlagern, daB dort endliche Aus-
lehkungen auftreten. Diese Forderung fiihrt auf die folgende
Darstellung der Losungsfunktion:
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m s m, ., ~ N, I
2P§ (cosY) = (SLnY) F(14+m+yY, m-¥, 1+m, sin é)
Die erste Ableitung dieser Iunktion ist:

? m (1+m+¥) (m=y m-+1
5Fr (2P% ) = m-coty Py + 5 - (q+m)m ) . -P3

Nach Erfillung der Vertraglichkeitsbedingungen am Pol sind
noch vier verbliebene Randbedingungen durch geeignetes
Uberlagern der vier Losungsfunktionen 2P zu erfillen. Bei
der Untersuchung von Halbkugelschalen ist dies besonders
leicht moglich, da die Funktionswerte und alle ihre Ab-

leitungen fir Y:z %30 geschlossen angegeben werden konnen.

Bei der hier vorliegenden Kugelringschale konnen solche
FErleichterungen nicht ausgenutzt werden. Vielmehr missen
hier beide Losungsfunktionen qP und 1Q benutzt werden,
deren Reihen schlecht konvergieren und deren Berechnung

L

Ur hoéhere Ordnungen, d.h. fir groBere Werte von m und v ,

}_

numerisch sehr schwierig ist: die einzelnen Summanden
enthalten Gammafunktionen, die sehr groBle Werte annehmen
konnen und die fir negative Argumente sehr stark oszillieren.
In numerischen Rechnungen sind beilspielsweise Summenglieder
von der GroRenordnung 4010 aufgetreten, obwohl der Funktions-
wert selbst in der GroBenordnung von 1 lag.

%.6.2 Statische Losung

Flir den statischen Fall (s=0) lassen sich die drei Wurzeln

des Polynoms (18) leicht ermitteln:
x/l = =

2 2

Ry 5 = =1t j:ZE:E!_

5
Aus (19) Tolgt:
D(w: "2.}



so daR damit acht Legendrefunktionen zur Beschreibung der
statischen homogenen Losung vorliegen. Die Wurzeln ¥ = -2
beschreiben den Membranzustand der Kugelschale, da sie sich
auch unmittelbar aus (14) ergeben wirden, wenn dort der
EinfluB der Biegung mit k = O unterdrickt wirde. Die Wurzeln
0(2 .3 beschreiben den Biegezustand der Schale (k # O). Sein
ElnfluB kann fir die Ndhe des Aquators leicht abgeschatzt
werden: die Differentialgleichung geht mit ¢ = 90 iber in
W'~ 9(’.2?5-w =0 mit x2?5 —c ok2,3
Losungen sind die Exponentialfunktionen eitxy, die ein os-
zillierend abklingendes Verhalten beschreiben. Dabei legt
der Realteil von % die Abklingldnge s* fest ( s* = R/Re(@),
R = Schalenradius). Filir die hier vorliegende Containmentschale
(R = 1%3.5m, k = 2-10_7) ergeben sich folgende Abklinglingen
fiir verschiedene Umfangsordnungen m:

m : 0 20 40 60
s¥in m: 0.40 0.%7 0.29 0.22

Diese Ubersicht zeigt, daB der BiegeeinfluB mit zunehmender
Unfangsordnung noch schneller abklingt.

Eine partikulére Losung zu (14.1) kann leicht ermittelt werden,
wenn dieDruckbelastung PL durch Superposition von Legendre-
funktionen dargestellt ist:

p(¢) = 2 By - B." (cosy).

h20

Mit dem Ansatz fir die Radialauslenkungen

0
W<7) = z: Wn-anm (cosy)
h=0
lassen sich leicht die Amplituden Wn aus (14.1) ermitteln:

& =
n =

RS 5 (1+k) * (1-Y + 4, )

D "n ktxf + 4keotp (1+5k—v2—kv2)0%¢2(1—v2)(1+k)
O(n“n‘(n‘f").

Damit ist die statische Losung des Schalenproblems gefunden.



%.6.% Dynamische Losung

Die dynamische Losung von (14) kann durch geeignetes Uberlagern
von Eigenschwingungsformen 1 = 1,2,... dargestellt werden. Zur
Durchfibhrung dieses Konzepts der modalen Superposition sind
zun8chst Tigenschwingungsformen und Eigenfreguenzen zu ermitteln.
Eine Eigenschwingungsform liegt vor, wenn die ganze Struktur

bel verschwundener Anregung mit der Kreisfrequenz £2i schwingt:

wi(y,t) = Wi(y)-sinlait
le('{fb) = (fﬂji<?’)'sj—nﬂit
u; (Y, %) = B’i<f>-sin Q¢

~ .
Wi(Y) ist dann die Bigenschwingungsform der Radialauslenkungen,

Vi(y) und ﬁ%(Y) beschreiben die zugehdrigen Tangentialauslenkungen.

T'ir diese Ansitze gilt & = j€2, so daR das System(14) iiber geht in:

KPR, + k(4120 TN +/ (145271007 ) - (14100)1° Q. 2774

(21.1)
+/72(1-Y2) (141)+ (143 +9k-1)1°0. 14 Q.Y 7 W, = 0
209 1 g 2 2y
VW v @2y T )Y = 0 (21.2
- 22 k bl oo
/™ (1) (1=YP )+ (1 4Y4k-k0) T 4 10 7
Uy - K 12 2 7..020
= kV W o+ /[ 3+ Tk T IQi 7/ kY W, .
(21.3)

- 2K \me 2 o~
+ /T (14+Y) (1+3k=-V-k¥) +(1+kV+ W?E)T'I)i _7-Wi

- ~
- 25 A W cosy- /(1) (149) k22 Q2 70 IX Y ging
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Das Polynom (18) lautet nun:

ku3+(4+£§2T2)k“2+é—(1+5k‘”2—kvg)—(4+kw05212T2_7M

(22)
+ /72(19%) (141 +(1+3wvk-k) -2 “17- Q%% 7 - 0
Aus (19) wi%?i 202
Of; = —2- = (23)
i (M+k)(T-y)
Die Ermittlung von Modes und Eigenfrequenzen pereitet nun
formal keine Schwierigkeiten mehr: man wahle eine Frequenz Sj%
und berechne die drei Wurzeln dﬂi’ <X2i und (XBi des
charakteristischen Polynoms (22) sowie Ny aus (2%). Daraus
fo;gen dann die Parameter vqi, v2i’ v5i und vvi der acht
Legendrefunktionen. Diese acht Teillosungen sind mit den
zundchst noch unbekannten acht Konstanten d und e zu Uber-
lagern:
3
~ 3 .o M . o m
Wi(v) = Z dki l:'.i;ki(cogy)+eki (Vﬂ(-(cosy)
k:'" . A (24)
nv.( ) = d,.-P.™ (cos®)+e,.-0." (cosy)
TilY Yl Vi f oy Dy f

Aus (21.%) 1Bt sich dann eindeutig die HilfsgrdRBe ﬁi
bestimmen, aus der Substitutionsbeziehung (6) folgen die
beiden Tangentialauslenkungen,und aus dem elastischen

Gesetz (4) schlieRlich die inneren Kriafte. Damit ist der
Verformungs- und Spannungszustand der Schale bekannt,
abhingig von den "Amplituden" d und e der acht in (24)
Uberlagerten Teillosungen. Lassen sich diese acht Konstanten
so wihlen, daBl sich an den beiden Rindern y = V1 und Yy = 72
gserade die acht vorgegebenen Randbedingungen einstellen,
dann ist eine Losung fur den gesuchten Eigenschwingungszu-
stand gefunden, die anfangs gewahlte Frequenz j)i ist eine

Figenirequenz.

Dieser Losungsweg fuhrt auf ein homogenes Gleichungssystem
achter Ordnung, das nichttriviale Losungen fir die Konstanten

d und e in (24) nur dann besitzt, wenn die aus den Legendre-



funktionen gebildete Koeffizientendeterminante verschwindet.
o~ ~ .o - - ~
Die Wurzeln ‘ng und 'vai konnen auch komplex werden; in diesem
o d
Fall sind auch die zugehorigen Legendrefunktionen und damit

auch das zu losende Gleichungssystem komplex.

%.7 Anwendung auf die Containmentschale

Das gerade skizzierte Determinantensuchverfahren zur Ermittlung
der Eigenirequenzen der Schale bei beliebigen Randbedingungen
erfordert einen groBen numerischen Aufwand, da die Reihen-
entwicklungen der Legendrefunktionen fir groRere Betrige der
Parameter m und Y schlecht konvergieren. Daher sollen hier
spezielle Randbedingungen gewahlt werden, die eine méglichst
einfache Losung des Problems erlauben und den Bedingungen frei
aufliegend nahe kommen. Die tatsdchliche GroBe der Randkriafte
und -verschiebungen kann dann spiater auf ihre Zuldssigkeit

uberpruft werden.

Die Gleichung sechster Ordnung fir w (21.1) kann am leichtesten
gelost werden fiur die Randbedingungen

w(yq) = 0 W(yg) = 0 (25.1)

V3D =0 PRupy) = 0 (25.2)

Jede Losung der Teildifferentialgleichung
2% Voo
v W, - €>(iW__.L = 0, (26)

die eine der obigen Randbedingungen erfiillt, erfullt auto-
matisch auch die andere. Andererseits ist jede Ldsung von
(26) wegen (17.1) auch eine Losung von (14.1) bzw. (21.1).
Zur Losung des Problems sind daher die Werte (Xi zu suchen,
fiir die es unter Beachtung der Randbedingung (25.1) eine
Losung von (26) gibt.
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Aus der charakteristischen Gleichung ( 22) lassen sich dann
die zu “i gehorenden Eigenfrequenzen berechnen:

+ QT Q%1% { (14BvHv-k) - (14k Dot 1 §

i
(27)
- 2(1-Y2) (14k)+(14+5k-VZ-ky® Yot kS +ix3 | = O
Zu jedem Eigenwerttxi, d.h. zu jeder Eigenschwingungsform mit
einer bestimmten Verteilung der Radialauslenkungen, gibt es
zwel zugehorige Eigenfrequenzen '(lﬂi und 172i’ zu denen wegen
(21.2) zwei verschiedene Verteilungen der Tangentialauslenkungen
gehoren.
Mit bekannten Modes und Eigenfrequenzen kann nun die Losung
des Schalenproblems fiir beliebige zeitabhdngige Belastungen
durch geeignete Uberlagerung der Eigenformen dargestellt werden:
[ 4
W, y) = 2 oy (6T, (p) (28)
i=1
Hierin ist qi(t) die unbekannte modale Auslenkung.
Mit diesem Ansatz folgt aus der Systemdifferentialgleichung
(14.1) unter Beachtung von (26):
[29
Z{ ko 24k (4 -1262 )t 4 /7 (145k-YE-k0F ) + (140 T8 _7 ook
i=7
+/72(1=Y7) (14K) (14 3y+ kK )Tos 21 s 7 }.qi-Wi
2 2
- & (0 (1) 1257 7 p B (14K) - P
Die geschweifte Klammer 1a8t sich in 2 Faktoren aufspalten,
wobei Ilqi und f]zi die Wurzeln von (27) sind:
- 2.2 2 .2 212 22
{—(+s 774 Q5 17) - (457174 L5 7°) } ~q, W (29)
i=1

2 ‘ 2
= & /() (1-9)-1%57 7+p_+ B (14x0) 0%
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Mit Hilfe der Orthogonalitatsbedingung, die sich im vorliegen-
den Fall vereinfacht zu

Po N
(o5 - /)'/(f Wi ()W, (p)-siny-dp = O (30)
/l

lassen sich die Glieder der Summe fir sich ermitteln:

(29) wird mit Wj-siny multipliziert und Uber ¥ integriert
zwischen den beiden Grenzen 71 und Vg' Die Summe der linken
Seite reduziert sich so auf ein einziges Glied mit i = j.
Der Term mit Vgpr auf der rechten Seite 148t sich durch
zweifache partielle Integration umwandeln:

Yo 5~ . ¥o On o ~

// (Vv P)'%i'San'dV = p(V Wj)-siny-dy = aﬁ- p-wj-81ny-dy
71 ¥ &

(Dabei wurden an den Réndern verschwindende Driicke und

Auslenkungen angenommen. )

Mit der modalen Belastung 55

) ~
//’ P(Y,S)'Wj(y)-siny' dy

~ #
py(s) = Por 200y (31)
i (y)°81ny-qX

V1
ergibt siech schlieBlich die Bestimmungsgleichung der Modal-
auslenkungen: |

2

(s2+ Q,glj)(s2+ _ng)-qj = RTE;‘]E ["(1+k)()}—’l—o<j)+’.[‘232_7’f>’j ‘ (32)

In den Zeitbereich zurilicktransformiert lautet diese Gleichung:

2
2 2 .02 y.2 .02 .Q2 .. _R.1 - & 2%
q,+(Q9,+05:)-3.+Q5,-Q5:0,= 5 7/ ) V-1-%)F40, 7 (33)




Sie kann mit elementaren Methoden, z.B. leicht iber die

Partialbruchzerlegung gelost werden:

2 P
Q3 t957995 = 8qy ;‘%
D

le}

35 %5 t 923 (34)

.s 2 . N it
Go5 + Q5594 = 8oy 3

(’l+k)(>)—'1—o(j)-T2_Q/2|j
J T2-(D§j—_0,2,j)

a4

o () A 2 ~2
-(1+k)- (V-1 qj)+T JQEJ

23 ~ 2..02 .02
T (Qgymihy)

Damit ist das Schalenproblem fir jede statische und dynamische
Belastung gelost: Iur jede Fourier-Umfangsordnung m werden

aus dem Eigenwertproblem (26) mit der Randbedingung (25.1)

die Eigenschwingungsformen berechnet. Aus der charakteristischen
Gleichung (27) ergeben sich die zugehdrigen Eigenfrequenzen.

Fir jede einzelne Umfangsordnung der gegebenen Belastung werden
aus (%31) die modalen Lasten ermittelt. Mit ihnen folgen aus

(34) die modalen Auslenkungen, die gem#B (28) zur Schalenaus-
lenkung einer Umfangs—Fburierordnung aufsummiert werden.

Diese werden entsprechend den Fouriersummen in Kapitel 3.2

schlieBlich zur Gesamtverformung der Kugelschale aufsummiert.

Dieses soweit analytisch aufbereitete Schalenproblem ist
Grundlage des PL1-Computerprogrammes SPHERE.
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4. Numerische Berechnungen fir die Containmentschale

4.1 Abschiatzungen aus der Membrantheorie

In der Differentialgleichung fiir die Radialauslenkungen (14.1)
beschreibt k die Biegesteifigkeit im Vergleich zur Membran-
steifigkeit. Da hier k sehr klein ist (k = 2-1077), kann fiir
erste Abschatzungen bei hinreichend gleichmé&fBiger Belastungs-
verteilung die Biegesteifigkeit aufller acht gelassen werden.
PMir den statischen Fall ergibt sich dann die Differential-
gleichung der Membrantheorie fur die Kugelschale:

o)

V2w + 2u = B« /S(1-)ep_ + 7p_7 (35)

Die Containmentschale erstreckt sich auf Bereiche in der Ndhe
des Kugelaquators (Y = 900), so daB bel rotationssymmetrischen
Belastungen ¢V “w =w" gesetzt werden darf. Ist w und p,, sinoidal
verteilt, gemidB w~sinA¢ , dann ist die Membrangleichung (35)
eine gute AnnZherung, solange I—k-A6+4kXﬂ<<l—A2+2' gilt. Diese
Bedingung ist hier erfiillt fir A€25 (H+ikAY=49,| -A2+2] = 623),
d.h. bei Belastungshalbwellenlangen von mehr als 70. Bei den
hier vorliegenden Rindern mit einem Abstand von etwa 60°
voneinander ware die neunte Meridianordnung gerade noch durch
die Membrantheorie allein beschreibbar.

Andererseits uberwiegen bei diesen Ordnungen die zweiten
Ableitungen gegenuber der Funktion selbst, etwa solange A22>4.
Dies gilt fﬁr‘k>5, was einer halben Belastungswellenldnge von
60° entspricht. Ifir diesen Fall folgt aus (35):

R
W= gmoc Do (26)

Flr die Daten des Containments erhilt man:

w:(L]..L[_& - D

bar T
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Aus dieser so definierten Schalensteifigkeit lassen sich
Eigenfrequenzen abschatzen:

2 Eh/R°
Q = g.h

Tir die Containmentschale ergeben sich so Eigenfrequenzen

von rund 60 Hz. Diese Ergebnisse sind unabhéngig von Rand-
bedingungen und genauen Abmessungen der Schale, was fur die

Unempfindlichkeit der Schale gegen Randeinfliisse spricht.

Falls die Belastung dagegen sehr schwache meridionale
Gradienten hat (A2<Kﬂ), wie etwa beli einer Kugelschale unter
gleichmdfigem Innendruck, konnen die Ableitungen gegeniiber
der Funktion selbst vernachlissigt werden. Dann folgt aus (35):
_1{2_1-)),

We=FR "7 " Pp
ein Ergebnis, das auch leicht aus der Kesselformel abgeleitet
werden kann.

Der Vergleich dieses Ergebnisses mit (%36) zeigt, daB die

Schale gegen nur ortliche Belastungen, wie sie durch Super~
position der zu (36) gehdrenden hoheren Ordnungen dargestellt
werden konnen, etwa dreimal nachgiebiger ist als gegen globale,
gleichmaBig verteilte Lasten.

4.2 Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen der Schale

Die Berechnung von Eigenfrequenzen und Modes verlangt die
Losung des durch (25.1) und (26) gegebenen Eigenwertproblems.
Hierfir wird das in Abschnitt 3%.6.% fir den allgemeinen Fall
skizzierte Determinantensuchverfahren angewendet, das bei den
hier gewdhlten vereinfachten Randbedingungen auf ein Problem

zweiter Ordnung fuhrt. Allerdings bereitet die Berechnung der
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Legendrefunktionen groBe numerische Schwierigkeiten, da selbst
dreiflig dezimale ilechenstellen nicht ausreichen, die Funktions-
werte beili hoheren Ordnungen (etwa ab dreiBigste Ordnung)
hinreichend genau zu bestimmen. Aus diesem Grunde wurde die
hypergeometrische Reihe in Integer-Arithmetik programmiert,
wodurch sich Stellenverluste fast.ganz vermeiden lassen. Die
Determinante wird fir Bquidistante Werte des Parameters Y
berechnet; die Lage der Nulldurchginge wird durch Intervall-

schachtelung genauer ermittelt.

Bild 8 =zeigt die so berechneten Eigenfrequenzen, abhangig
von der zugehorigen Eigenschwingungsordnung. Man sieht, daB
die Eigenfrequenzen im Bereich von 60 Hz sehr dicht
beieinander liegen, d.h.,daB sehr unterschiedliche Eigen-
schwingungsformen "fast gleiche'" Eigenfrequenzen haben konnen.
Zwischen 60 und 70 Hz liegen hier etwa 300 Eigenschwingungs-
formen. Die Erwartungen aus Kap. 4.1 sind damit bestatigt. In
friher durchgefiihrten Rechnungen mit dem Finit-Element-Programm
STRUDL fiir das gleiche Schalenstiick ergaben sich niedrigste
Eigenfrequenzen bei ebenfalls 60 Hz. Die Vielfalt der in
diesem Frequenzbereich vorhandenen Eigenformen konnte aber
von STRUDL bei weitem nicht erzielt werden: zwischen 60 und
70 Hz konnte STRUDL nur etwa 20 Eigenformen entdecken.

Bild 9 zeigt einige Eigenschwingungsformen des Schalen-
meridians, und zwar die ersten drei meridionalen Eigenformen
bei rotationssymmetrischer Schwingung (m = O) sowie die erste
meridionale Ordnung fiir verschiedene Umfangsordnungen. Bei
hoheren Umfangsordnungen scheinen sich die Schwingungen am
Kquator zu konzentrieren. Mit zunehmender Entfernung vom
Lquator wird die Schale gegen Biegung in Umfangsrichtung
steifer, da der Umfang des Breitenkreises kleiner wird
(dieselbe Anzahl von "Biege-Wellen" muf auf kleinerer Lange
erzeugt werden); die Eigenform reagiert darauf mit kleiner
werdender Auslenkung.
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Aus den Eigenschwingungsformen lassen sich nach (31) fiir
jede Belastung die zugehorigen Modallasten berechnen.
Aus (34) folgt damit die modale Flexibilitat fj (statisch):

. q. ) 2 N a4 ;

3?]‘ ghﬂfj ghﬂgj
Da die Eigenfrequenzen sehr dicht beieinander liegen, er-
geben sich auch dicht beieinander liegende modale Flexibili-
taten, Bild 10. Da bei nur lokalen Belastungen der Schale
die Modallasten ﬁa nur sehr langsam mit hoher werdender
Ordnung abnehmen, miissen bei der Berechnung der Schalen-
antwort entsprechend viele Ordnungen beriicksichtigt werden.
Das ist aber nur moglich, wenn das Rechenmodell (wie
etwa das vorliegende SPHERE) diese Ordnungen auch enthilt,
d.h. eine entsprechend feine Auflosung hat.

4.% Testfdlle fir das statische Verhalten

Der Kugelschale wird eine statische Testlast aufgepragt,

und zwar eine lokale Druckverteilung in dem vom Wasser be-
netzten Schalenbereich. Die Integrationen zur Ermittlung der
Modallasten (31) werden in SPHERE mit der Trapezregel durch-
gefihrt; die Fourier-Umfangsentwicklung erfolgt analytisch.
Zur Kontrolle dieser Zerlegung werden die Modallasten wieder
superponiert. Die statischen Modalamplituden werden aus (34)
berechnet und dann gemdB (28) superponiert.

Die Ergebnisse sind in Bild 11 dargestellt, und zwar fiir eine
rechteckige Druckverteilung und fiir eine Verteilung gemidB einer
Sinus-Halbwelle. (Die "Rauhigkeiten" der gezeichneten recht-
eckigen Druckverteilung entstehen durch Abbruch der Super-
position bei der vierzigsten meridionalen bzw. bei der
funfzigsten Umfangsordnung). Nennenswerte Radialauslenkungen
treten nur im belasteten Schalenbereich auf. Die Radialaus-—
lenkungen haben eine Verteilung, die der Druckverteilung sehr



ghnlich ist. Besonders scharfe Gradienten der Schalenaus-
lenkungen treten bei der rechteckigen Belastung sowohl am
festgehaltenen Rand als auch an "freien" Schalenbereichen
auf. Zur Erzielung dieses Ergebnisses wurden 2000 Eigen-
formen iliberlagert. Dieses Ergebnis zeigt, daB die benutzte
Losungsmethode in der Lage ist, die in Kap. (2) erwarteten
scharfen Abklingeigenschaften richtig wiederzugeben.

4,4 Testfall fir das dynamische Verhalten

Die Sinus-Druckverteilung aus Bild 11 wird nun dynamisch
aufgebracht mit einem Zeitverlauf eines Dirac-Impulses.

Die Bewegungsgleichungen (%4) konnen fir diesen Fall leicht
analytisch gelost werden:

T. i
qJ = aqj-m' qu'slnﬂ/l'at+a2a '}h—é?' Q2J'San2:jt
J J

mit dem modalen Impuls
oo
/ S(t)dt = B 4%
o

Bild 12 zeigt fir verschiedene Zeitpunkte den Verformungs-
zustand der Schale. Zundchst treten nur lokale Schwingungen
am Ort des BelastungsstoBes auf, wo eine "Beule" mit etwa
©0 Hz schwingt. Erst nach einer ganzen Reihe von Zyklen
beginnen sich die Auslenkungen auf andere Schalenbereiche
auszudehnen.

Dieses sehr bemerkenswerte Ergebnis ist durch die dichte
Lage der Eigenfrequenzen zueinander zu erkliren:

Im Moment des StoBes werden alle Modes der Schale gleich-
zeitig gleichphasig angestoBen, und zwar so, daf Jjede
einzelne Eigenschwingungsform eine Anlangsgeschw1nd1gke1t
erhalt, die proportional zur Modallast pJ “ist.

(37)
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In den unbelasteten Bereichen der Schale iliberlagern sich
daher die modalen Anfangsgeschwindigkeiten genauso zu Null
wie die modalen Belastungen. Die Geschwindigkeitsverteilung
fiir die einzelnen Schalenpunkte unmittelbar nach dem StoB
gibt daher die Lastverteilung genau wieder. (Das folgt auch
fiir den allgemeinen Fall aus dem ersten Newton'schen Axiom
und den Eigenschaften des J—Impulses.) Wenn alle so ange-
stoBenen Modes die gleiche Eigenfrequenz hdtten, dann wiirden
sie alle im gleichen Takt weiterschwingen, das Uberlagerungs-
bild wiirde sich nicht &ndern, die Anfangsstorung wirde sich
nicht ausbreiten.

Bei der vorliegenden Kugelschale sind nun "sehr viele Eigen-
frequenzen fast gleich", so daBl sich auch nach einigen
modalen Schwingungen noch fast das gleiche Uberlagerungsbild
ergibt, d.h., daB sich die anfangliche Auslenkungsverteilung
kaum gedndert hat. Erst nach mehreren Schwingungszyklen sind
merkbare Phasenunterschiede in den modalen Schwingungen auf-
getreten, so daB sich andere Uberlagerungen ergeben und damit
auch entferntere Schalenbereiche zu schwingen beginnen.

Aus diesen Uberlegungen folgt, daB die Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Transversalwellen von der mehr oder weniger dichten
Lage der Eigenfrequenzen zueinander abhédngt. Je dichter die
Eigenfrequenzen beieinander liegen, destolangsamer breiten
sich Storungen aus; bei stédrkerer Abweichung der Frequenzen
voneinander ergeben sich raschere Ausbreitungen. Diesen Effekt
kann man auch in Bild 12 beobachten, wo die Ausbreitung in
Unfangsrichtung langsamer erfolgt als in Meridianrichtung.

Die fiir die Umfangsausbreitung maBgebenden Umfangsordnungen
liegen mit ihren Frequenzen wesentlich dichter beieinarder

als die verschiedenen Meridianordnungen (Bild 8).
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Solche Ausbreitungsvorgénge, die ja in jedem physikalischen
System vorhanden sind, konnen numerisch nur dann richtig er-
faBt werden, wenn geniigend viele Ordnungen bericksichtigt
werden. Die Aufldsung der numerischen Beschreibung des
Problems muB so fein sein, daB die vielen hohen Ordnungen
noch dargestellt werden konnen. Diese vielen Ordnungen
missen uUberlagert werden, um an vielen Stellen der Schale

Null zu erzeugen.

4.5 Transiente Analyse

Das Schalenmodell SPHERE s0ll nun an experimentellen Daten

iberpriift werden. In Untersuchungen am Containment des
Kernkraftwerkes Brunsbiittel wurde aus einem Entlastungsrohr
kurzzeitig Dampf in den Pool geblasen. An verschiedenen Punkten
der Kugelschale wurden die im Wasser hervorgerufenen Druck-
pulsationen sowie die Reaktion der Schale hierauf gemessen.

Die gemessenen Druckzeitverldufe wurden dem Schalenmodell
aufgeprégt, um in einer transienten Analyse die Schalenver-
formungen zu berechnen. Die berechneten Auslenkungen konnten

so mit gemessenen Werten verglichen werden, um das Schalen-
modell zu verifizieren.

Fir die Druckmessung standen nur Daten an acht &dquidistanten
Punkten am Umfang der Schale zur Verfiligung. Fir die eine
Halfte des Umfangs sind die Druckverldufe in Bild 13 darge-
stellt. Da die Dricke im Radialschnitt etwa gleiche GroRe
haben [_1_7, wurde fiur die Kugelschale in Meridianrichtung
eine koﬁstante Druckverteilung angenommen. In Umfangsrichtung
wurden die Driicke zwischen den MeRpunkten linear interpoliert.
Fir jeden Zeitpunkt (alle 2 ms) wurden die modalen Belastun-
gen 35 ermittelt; die dabei bendtigten Integrationen wurden
fur die Umfangsrichtung analytisch, filir die Meridianrichtung
mit der Trapezregel numerisch durchgefiihrt. Fiir jeden so er-
mittelten Zeitverlauf der modalen Belastungen wurde die
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Bewegungsgleichung (34) numerisch integriert mit -dem
"unconditional stable" Integrationsverfahren nach Wilson / 38 /.
Die Modalamplituden wurden zur Systemauslenkung summiert.

Bild 14 zeigt zum Vergleich die so berechneten und die aus
den Experimenten gewonnenen Auslenkungen eines Punktes der
Kugelschale direkt beim anregenden Rohr. Die recht gute
Ubereinstimmung, auch der rascheren Oszillationen, spricht
fir die Richtigkeit des benutzten Schalenmodelles.

Im Zuge der Auswértungen von Kondensationsversuchen, die
ebenfalls im Kernkraftwerk Brunsbiittel durchgefiihrt wurden,
hat Kadlec 4_1_7 ferner festgestellt, dal nennenswerte
Schalenauslenkungen oberhalb des Wasserbereiches der
Kondensationskammer --d.h. im unbelasteten Schalenbereich -
nicht auftreten. Auch diese Beobachtung wird von dem ent-
wickelten Schalenmodell gut wiedergegeben.

Diese gute Ubereinstimmung der Rechnung mit Experimenten

spricht fir die Zulassigkeit des benutzten Modelles; ins-
besondere ist es gerechtfertigt, das dynamische Verhalten
des Containments bel den hier zu untersuchenden Vorgingen
durch die duBere Wand der Kondensationskammer allein dar-
zustellen und die Flexibilitaten der anderen Containment-
bauteile aufler acht zu lassen.
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5. Verhalten des gekoppelten Fluid-Schale-Systems

Mit dem verifizierten Schalenmodell konnten nun Containmentbe-
anspruchungen aus beliebigen Abblasevorgangen im Druckabbau-
system nachgerechnet werden, wenn nur die Druckverteilung an
der Schale bekannt widre. Eine richtige Druckverteilung kann
jedoch nur aus aufwendigen Experimenten gewonnen werden, wobei
auch die Schalennachgiebigkeit richtig zu modellieren ist. Aber
dann konnte auch gleich die Schale experimentell mituntersucht
werden und Berechnungen wiren uberflissig. Ziel dieser Arbeit
ist es aber, das Verhalten des Containments zu beschreiben,
bevor es gebaut ist, d.h., bevor full-scale Experimente mog-
lich sind. Von experimentell ermittelten Belastungen wird man
nur dann unabhingig, wenn der EinfluBl des an die Schale ge-
koppelten Wassers berucksichtigt wird, d. h., wenn das Zusammen-
wirken des Wasserpools mit der Schalendynamik mit in die
theoretische Untersuchung aufgenommen wird.

Da im gekoppelten Bereich bei Strukturbewegungen das Fluid mit-
bewegt werden muB, sind dessen Trdgheitskrdfte zusatzlich zur
Strukturtridgheit zu bericksichtigen. Bei Vernachlassigung der
Wasserkompressibilitat kann dies durch "added masses" geschehen,
die der Strukturmasse zugeschlagen werden und die etwa mit der
Methode der finiten Elemente /4 _/ berechnet werden kdnnen. Fir
zweidimensionale Probleme wird dieser Weg mit Erfolg / 39, 40, 41 7
beschritten. Bei dreidimensionalen Aufgaben fiihrt die Anwendung
finiter Elemente oder auch finiter Differenzen zu einem sehr
groBen Diskretisierungs- und Rechenaufwand. Einen Ausweg bieten
hier neuentwickelte Singularitétenverfahren, die Uber Integral-
gleichungen das raumliche Fluid auf seine zweidimensionale
Randflache abbilden 4—9, 10_7. Ein weiterer Weg bietet sich bei
rotationssymmetrischer Geometrie an, wo fur die Umfangsrichtung
Fourierentwicklungen durchgefiihrt werden konnen. Dadurch ent-
koppeln sich die fluiddynamischen Gleichungen, so dall die ver-
bleibenden "unendlich" vielen zweidimensionalen Probleme mit
"schnellen Poisson-Solvern" bei tragbarem Aufwand geldst werden
kénnen /742 7.
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In dieser Arbeit wird dagegen als erste Ndherung ein
analytischer Ansatz benutzt, der gerade die wesentlichsten
physikalischen Vorgénge enthdlt, um mit geringem Aufwand
das dynamische Verhalten des Wasserpools zu beschreiben und
den Einflul3 der beteiligten physikalischen Vorgange abzu-
schatzen.

5.1 Modell des Pools

Flir eine analytische Beschreibung hat der Pool eine recht
schwierige Geometrie. Er wird daher zu einem abgewickelten
Ringkanal mit rechteckigem Querschnitt vereinfacht (Bild 15),
dessen starrer Boden etwas iber dem Anfang der weichen
Kugelschale liegt und dessen auBere, jetzt zylindrische Wand
die elastischen Figenschaften erhalt, wie sie fur die Kugel-
schale ermittelt wurden. Der groben Ndherung flur die Geometiie
entsprechend soll hierfir das sehr einfache elastische Gesetz
aus der Membran-Abschidtzung ( 36) benutzt werden. Die statischen
und dynamischen Testrechnungen zeigten ja, dal eine Ausbreitung
von lokalen Storungen auf andere Schalenbereiche in recht guter
Nsherung auBer acht gelassen werden kann. (Gegebenenfalls
konnten auch fiir verschiedene Auslenkungsformen verschiedene
modale Steifigkeiten - statt des hier benutzten einen einzigen

Wertes - zur Schalenbeschreibung benutzt werden.)

5.2 Fluidbeschreibung

Fir kleine Stromungsgeschwindigkeiten folgt aus den Euler-

Gleichungen:
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Die Kontinuitdtsgleichung lautet fiir nur geringe ortliche
Dichtednderungen naéherungsweise:

gvx 9v sz 1 J W
+ y + O d — e = O (59)
X 'y Jz gw t
Die Dichtednderungen sind den Druckinderungen proportional:
/l
ng = ;2 . Qp (40)

In diesen Beziehungen ist:

p Druck

t Zeit

Qu Fluiddichte

v Geschwindigkeit

a Schallgeschwindigkeit im Fluid
Aus (38), (39) und (40) 1#Bt sich eine Differentialgleichung
fliir den Druck gewinnen:

% . 2°p  9%p _ 4 .9

ERl Wl R )
Diese Gleichung ist fir die folgenden Randbedingungen (Bild 15)
zu 1l0sen. An der starren Innenwand ist wegen Ve = O:

%/—o =0 (42)

Am starren Boden ist wegen vy = O

0
=0 (43)
)
An der freien Oberflache ist:
p(yo7t) =0 (44)

An der nachgieobigen Auflenwand soll das vereinfachte Schalengesetz
(36) gelten, wobel die Schalentriigheit aufer acht gelassen wird:
Py = ¢w mit ¢ = E%
R
Hierin ist Pq die Schalenbelastung, w deren Radialaus-
lenkung und c¢ die Schalensteifigkeit. Die Koppelung von
Schale und Fluid verlangt die Ubereinstimmung von Fluid-

druck und Schalenbelastung

Py = p}x=x )
0
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sowie die Gleichheit von Fluidbeschleunigung und Schalen-

beschleunigung:
9vx/ 9%
J T X=X atz

Mit (38.1) und dem vereinfachten Schalengesetz folgt daraus
schlieflich:

? 2

X=X
0

Statt eine konstante Schalensteifigkeit ¢ fir alle Ver-
formungszustande zu benutzen, konnte hier auch leicht eine
modale Steifigkeit eingefithrt werden, um die groBere "Harte
der Schale bei hoheren Verformungsordnungen zu bertcksichti-
gen. Bei der hier vorliegenden Schale ist das aber nicht
erforderlich.

5.3 Eigenfrequenzen und Modes

Mit dem folgenden Ansatz fur die Eigenschwingung lassen sich
alle Bedingungen (41-45) erfiillen:

p(x,y,2,t) = po-chux-cospy-cos m ﬁt-sinSZt | (46)

Hierin ist Rw der mittlere Poolradius;ot,ﬂ'und m beschreiben
das riumliche Druckfeld der Eigenschwingungsform, {2 ist die

zugehorige Eigenfrequenz. Aus der Differentialgleichung (41)
und den Randbedingungen (44 und 45) folgt mit diesem Ansatz:

2 2
2 2 O
SN R L
W a
By, = (2n-1) - % , n =1, 2, 3, ... | (47)

ﬂ ® th«xo = Qg

w
Die Randbedingungen (42) und (43) an den starren Winden sind
von selbst erfillt. Nach Vorgabe einer Umfangsordnung m und
einer axialen Ordnung n des Druckfeldes lassen sich die zuge-

horige Eigenfrequenz.fl und die Parameter ¢ und ﬂ berechnen.
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Bild 16 zeigt die Eigenfrequenzen des Pools abhidngig von

der Schwingungsordnung. Es ergeben sich tiefste Werte von
etwa 10 Hz 1im Vergleich zu den tiefsten Eigenfrequenzen

der Kugelschale ohne Wasserbeaufschlagung von rund 60 Hz.
Diese starke Absenkung der Eigenfrequenzen unterstreicht

die Bedeutung der Fluid-Struktur-Wechselwirkung beim vor-
liegenden Containment.

Umn den EinfluB der Kompressibilitédt des Wassers abzu-
schatzen, wurden auch mit der sehr niedrigen Schallge-
schwindigkeit von 400 m/s Eigenfrequenzen berechnet. Eine
so niedrige Schallgeschwindigkeit kann sich nach /43 /
in Wasser ergeben, wenn nur 1 Vol-% Luft in Form von
feinsten Blaschen enthalten ist. Die Ergebnisse in

’Bild 16 zeigen, daBl die Eigenfrequenzen mit kompressiblem
Fluid kleiner werden. Der EinfluB der Kompressibilitat
ist aber sehr gering. Insbesondere bei luftfreiem Wasser
mit einer Schallgeschwindigkeit von 1500 m/s kann die
Kompressibilitdt in sehr guter Nzherung ganz auBer acht
gelassen werden.

Aus (46) folgt, daB in der Ecke zwischen starrem Boden und
elastischer Wand (X:XO, y=0) der gréBte Druck herrscht. Das
einfache elastische Schalengesetz verlangt, daB auch dort
dann die groBte Auslenkung auftritt, was mit den tatsich-
lichen Randbedingungen nicht ganz Ubereinstimmt. Auf der
anderen Seite zeigt aber Bild 11, daB an der Schale sehr
scharfe Gradienten in den Auslenkungen moglich sind. Zusatz-
lich wurde der untere Boden des Modelles etwas oberhalb des
festen Auflagers der Kugelschale angenommen, so daB die
reale Schale noch ca 0,5 m Ubergangsbereich bis zum festen
Auflager hat. Aus diesen Griinden dirfte sich dieser Mangel
des Modells auf die Eigenfrequenzen kaum auswirken.
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In den Brunsbittel-Experimenten wurden in Versuchen mit
luftfreier Kondensation in den Drucksignalen folgende
dominierende Frequenzen beobachtet /™1 _/:

1.5, 14, 16, 22 und 27 Hz.
Durch Kreuzkorrelationen von MefBsignalen von verschiedenen
Punkten des Kondensationskammerumfangs wurde gezeigt, daR
zur 14 Hz-Frequenz eine zweite Umfangsordnung gehdrt. Der
22 Hz~-Schwingung konnte-bei deutlich schlechterer Umfangs-
kohdrenz - eine vierte Umfangsordnung zugeordnet werden.

Mit den hier berechneten Eigenfrequenzen lassen sich diese
MeBergebnisse wie folgt interpretieren: Die beobachteten
Frequenzen stellen Eigenfrequenzen der Kondensationskammer
dar, und zwar Schwingungen des praktisch inkompressiblen
Wassers in der elastischen #uBeren Schale. Die Frequenzen
von 11.5, 14 und 16 Hz gehoren zur Umfangsordnung O, 2 und 4
der ersten meridionalen Ordnung. Die Frequenz 22 Hz gehort zur
zweiten meridionalen Ordnung, der die 4. Umfangsordnung

- aber auch andere Umfangsordnungen - zugeordnet werden
kdénnen. Die Frequenz 27 Hz schlieBlich gehdrt zur dritten
meridionalen Ordnung.

Die recht gute Ubereinstimmung der hier berechneten Ergebnisse
mit in den Brunsbuttel-Experimenten gemessenen Daten bestdtigt
die Zulassigkeit dieses Modells: Fir die Untersuchung des
dynamischen Verhaltens des Containments bei Kondensations-
vorgangen reicht die Beschrinkung auf den Pool der Kondensa-
tionskammer mit inkompressiblem Wasser und einer elastischen
Auflenwand aus. Die beim Abblasen auftretenden Kondensations-
vorgange konnen die Kondensationskammer zu Eigenschwingungen
anregen, und zwar zu Schwingungen des praktisch inkompressiblen
Wassers mit der elastischen duBeren Wand als Rickstellfeder.
Die in den Brunsbiittel-Experimenten beobachteten Frequenzen
gehoren zu solchen Eigenschwingungen.
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5.4 Schwappen und Oberflichenwellen

Schwingungsvorgange des Pools mit der Erdanziehung als Rick-
stellkraft sind in dem gerade untersuchten Modell nicht ent-
halten. Da die Gravitationsrickstellkridfte ng hier um den
Faktor 104 kleiner sind als die Schalensteifigkeit c¢, ist
eine nennenswerte gegenseitige Beeinflussung von Schwappen
und Fluid-Struktur-Schwingungen nicht zu erwarten, so daB nun
eine starre Schale angenommen werden kann. Da die erwarteten
Frequenzen um GroBenordnungen unter det gekoppelten Fluid-
Strukturschwingungen liegen, ist der EinfluBl der Kompressibi-
litat hier ohne jede praktische Bedeutung.

Das Fluidverhalten wird deshalb durch die Differentialgleichung
(41) mit a = 00 Dbeschrieben. Die Randbedingung an der freien
Oberfldche ist nun:
2
?
33
7=Yo y=y(‘)

An der starren Aulenwand ist

=0

o /
=0
Ix X=X
)
Mit dem Ansatz
Z .
P = po-cosux-qhﬂy'cos mﬁw-81nflt

folgt aus der Differentialgleichung (41) und den obigen Rand-
bedingungen:

—12? + g-ﬁ-thﬁyo =0

O(XO = 1’!, l= 0’1,2,.-.

Daraus folgt eine niedrigste Frequenz - abgesehen von der
Starrkorperbewegung - flir 1 = 0, m = 1 von f = 0.1 Hz. Dabei
schwingt der Pool an diametral gegeniiberliegenden Punkten

gegenphasig. Beim rotationssymmetrischen Schwappen quer
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zum Kanal (m=0, 1=1) ergibt sich eine Frequenz von

f=0.%4 Hz. Zu Frequenzen von etwa 10 Hz - den tiefsten
Eigenfrequenzen des gekoppelten Fluid-Struktur-Systems -
gehoren sehr kurze Oberflichenwellen (z.B. m=0, 1=800)
mit einer Wellenlidnge von 2.5 mm. Solche Vorginge klingen
aber schon in sehr geringer Entfernung von der Oberfliche
ab.

Diese Ergebnisse sprechen dafir, daB Schwappen und die ge-
koppelten Fluid-Strukturschwingungen in sehr guter Ndherung
als vollig unabhangig voneinander betrachtet werden konnen:
Beim tieffrequenten, globalen Schwappen erfiéhrt die Schale
zusdtzlich im wesentlichen die quasi-statische Belastung

des hydrostatischen Druckes des "ausgelenkten" Fluids. Durch
die Fluid-Strukturschwingungen konnen zwar Oberflichenwellen
im Pool angeregt werden. Wegen der sehr kurzen Wellenlidngen
ist aber nur eine sehr dunne Fluidschicht betroffen, so daB
zusatzliche nennenswerte Schalenbelastungen hierdurch nicht
auftreten konnen.

5.5 Simulation eines Blasenkollapges

Durch das Einblasen von Dampf bilden sich an den Miindungen

der Einblaserohre Dampfblasen, die nach kurzer Zeit kollabieren.
Das durch diesen Vorgang bewirkte Verdriangen und Zuriickstromen
des umgebenden Wassers regt den Wasserpool des Containments

zu Schwingungen an. Zur Untersuchung dieses Anregemechanismus
ist diese transiente Fliissigkeitsverdringung nachzubilden.
Hierzu ware am besten eine transiente Kugelquelle am Rohrende
geeignet, was in dem hier benutzten Modell aber nicht be-
schrieben werden kann. Zur Untersuchung der wichtigsten Effekte
darf die Blase jedoch etwas verschoben und verformt werden,
ohne daB damit das globale Verhalten des Pools nennenswert
verandert wird. Die durch die Dampfblasen verursachten
Fliussigkeitsverdridngungen sollen hier daher durch eine
aufgeprédgte lokale Verformung der an sich starren Innenwand
simuliert werden. Wegen ihres geringen Einflusses sollen
Fluidkompressibilitat und Gravitation unberiicksichtigt bleiben.
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Das Poolverhalten wird wieder durch (41 bis 45) mit a =00
beschrieben; lediglich fiur die Innenwand mit der nun auf-

zupragenden Auslenkung Wy, ist die Randbedingung (42) zu
ersetzen durch:

- /| 0) / l
o= = — . \48)
I
Das Verhalten des Pools soll durch modale Superposition
beschrieben werden. Mit den folgenden Ans#dtzen fiir das

Druckfeld p und die Verformung Wy der anregenden Innen-

wand lassen sich alle Bedingungen (41, 43, 44, 45 und 48)
erfillen:

p(x,y,2,t) =‘Z{[pql(t)°ch«1X+p21(t)°sha1XJ
Z

(49)
z
«COS ﬁly-cos mlﬁw}
I A Z

wb(y,z,t) =gj[wl-cos ply*cos mlﬁ]'wt(t) (50)
Jedes Glied der Summe erfiillt fir sich die genannten Be-
dingungen, so daR im folgenden die Summation und der
Summationsindex fortgelassen werden konnen. Dann folgt

aus der Fluiddifferentialgleichung (41) und den Randbe-
dingungen (44, 45, 48):

2
2 2
£ -P° - =0 (51)
Ry
Pyo = (2D—1)€§ v =71, 2,3, ... (52)
- .d.—c.. L] .d_C. - —

p,l ch ot x +p, » shotx +B, sh o< x _+ » ch &x_+p, = O (53)
- X .

W= - @rnpg (mit w = ﬁl'wt(t)) (54)

W

Bei vorgegebener modaler'Blasengeschichte w sind dann die
folgenden Differentialgleichungen zu l10sen:

by = - i—ww

P/]+_w-tho(xo-p/l=&-—'th(xxo' + cW
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Aus (55) und (49) ergibt sich die modale Druckamplitude P,
fiir die duBere Wand des Pools (X=Xo):

ol LC- - = ..—c_—o"
pw + . tho(xo pw chtxxo w

mit p =[pﬂl(t).6h'“lxo + pzl(t)oshcxlxo]

Hier ist die Eigenfrequenz des Pools wieder (aus 56):

Sf::g£-°thuw
Qw
Zur Simulation eines Freiblaseversuches soll der Pool kurz-
zeltig lokal angeregt werden bei z=0 bzw. 8=Z/RW=O mit:

wb(y,z,t) =W 'SJﬁL§TCO *? (1- cos‘kt)

Az Az,
O =y <ay; - > £ z £ 4 5 Ot €T, sonst wb=O.

Unter Beachtung aer Orthogonaiitatsbeziehungen der Winkel-
funktionen lassen sich die modalen Blasenamplituden Ql in
(50) analytisch ermitteln:

24 1 1
O, = &J.cos / (2n- 1) 7/ + 7
1n y 4y, L 14(2n-1) -4 ~(on-1)-4Y -
o) +(_1'l ) gz-yzo 1 ( n /]) g%
W, = SE-cos mdZ. /~ i L 7 =1 = 1
Im ~ ¢ 2R £ xR TR /7% T2 °mgo =Y
E - A_ +m

Wy o= fp - Wy

Die Differentialgleichungen (55) und (56) konnen mit der
gewshlten Anregungsfunktion leicht geschlossen gelost
werden. Filir den Druck an der duBeren Schale ergibt sich:
A 2
civ Q 27T
. *(cos wt-coslt), N £AWw=
" <2ChO(XO _QQ_(‘? ( ) T

W 27
m—' Q‘b +sinQ)t , Q= w-= T
p,(t) = p¥(t) , O£t T
_ (e — w*(+_
p,(t) = pL(t) - pp(t-T) , t 2T

(56)

(57)

(58)

(59)
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Diese analytischen Beziehungen sind Grundlage eines Computer-
programmes, mit dem fiur verschiedene Punkte des Schalenum-
fanges die Druckbelastungen des gekoppelten Fluid-Struktur-
Systems berechnet werden kdnnen.

Bild 17 =zeigt fur aquidistante Punkte des Schalenumfanges
die Druckpulsationen auf eine Anregung von T=100 ms Dauer bei
einem groBven Blasenvolumen von rund 150 1. Die Druckpulsa-
tionen liegen dann bei etwa + 300 mbar, was Schalenaus-

lenkungen von rund + 1.5 mm verursacht.

Die langsame Ausbreitung der lokalen Anfangsstorung auf den
ganzen Pool stimmt gut mit MeBergebnissen (Bild 13 ) iberein.
Das zunidchst stidrkere Abklingen der Amplituden der untersten
Kurve in Bild 417 ist durch die Ausbreitung der zun&gchst
lokal konzentrierten Energie auf den ganzen Pool zu erklaren;
es handelt sich nicht um Dampfungsvorginge! Jeder Mode behidlt
(rach dem Ende der Anregung) die einmal erhaltene Gesamtenergie
bei. Sie pendelt mit der Frequenz des Modes zwischen potentieller
und kinetischer Energie hin und her. Ob sich in irgendeinem
Zeitpunkt an irgendeiném Punkt des Systems die gesamte
potentielle Energie konzentrieren kann, hiangt von dem Zu-
sammenspiel der Eigenfrequenzen ab. Bei etwa 800 ms nehmen
die Amplituden wieder zu und erreichen fast wieder ihre
Anfangsmaxima. Hier tritt eine solche Konzentration der
potentiellen Energie auf. Anschaulich kann dieser Anstieg
auch durch Uberlagerungseffekte von Druckwellen erklirt
werden, die von der Anregungsstelle in beiden Richtungen
durch den Pool laufen und nun ihre Ausgangsstelle wieder
erreichen. DaBl dieser erneute Anstieg in den Experimenten
nicht beobachtet wurde, liegt vermutlich an der im System
doch vorhandenen schwachen Dampfung. Bild 18 zeigt eine
Rechnung, bei der in (56) eine schwache modale Dimpfung

von 2% (Lehrsches Dampfungsmal) eingebaut war. Die
gemessenen Signale - gestrichelt eingezeichnet - werden

recht gut getroffen.
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Bild 7/: Spannungsresultierende am Schalenelement.
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Bild 9: Eigenschwingungsformen eines Meridians der
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Bild 10: Modale Flexibilitdten der AuBenwand der
Kondensationskammer. ( n = meridionale Ordnung )
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Bild 11: Belastung der Schale durch den statischen bruck p
und hervorgerufene Radialauslenkungen w.
a) Druckverteilung sinoidal
b) Druckverteilung konstant
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Bild 12: Verhalten der Kugelschale nach Belastung mit
einem lokalen Dirac-Impuls.
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Punkten des Bchalenumfanges bei einer
simulierten Blasenkondensation in dem ver-—

einfachten Poolmodell ohne Dampfung.
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Punkten des Schalenumfanges bei einer simu-
lierten Blasenkondensation in dem vereinfachten

).

Bei einem Freiblaseversuch gemessene Druckver-—

liufe (— — —).

Poolmodell mit 2 % modaler Dimpfung





