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A b s t r a c t

SCHELLt GERMAN:
SUPRALEITUNG IN DEN METALL-HEXABORIDEN

Die Hexaboride MeBG sind harte t hochschmelzende Materialien mit kubi­

scher Symmetrie. Die geometrische Anordnung der Atome ist einer Cäsium­

chloridstruktur äquivalent mit Me auf den Cs-Plätzen und Boroktaedern

auf den Cl-Plätzen. Zur Bestimmung von Supraleitungs-Eigenschaften für

LaBG und YBG werden das Elektronen- und das Phononensystem berechnet

sowie daraus die Eliashberg-Funktion bestimmt.

Phononenfrequenzen und -eigenvektoren werden durch Anpassen eines Fe­

dermodells mit 4 Wechselwirkungen an experimentelle Daten gewonnen. Die

Phononen lassen sich in 2 Gruppen einteilen: 12 Moden bei hohen Frequen­

zen, welche Deformationen der Boroktaeder umfassen, sowie 9 Moden bei

tiefen Frequenzen, in denen undeformierte Boroktaeder schwingen .

.Die Greensche Funktion der Elektronen wird mikroskopisch mit einer

selbstkonsistenten Vielfachstreumethode in Clusternäherung berechnet und

erlaubt die Klassifizierung nach Semicorezuständen, intra- und inter­

Oktaeder-bindenden Zuständen sowie antibindenden Zuständen über der Fer­

mienergie. Die selbstkonsistente Rechnung ist notwendig, da ein Ladungs­

transfer auftritt von den Metallatomen zu den Boroktaedern. Die Ergeb­

nisse sind in Übereinstimmung mit anderen Bandstrukturrechnungen und

Experimenten.

Die Elia~hberg-Funktion wird in rigid-muffin-tin-Näherung bestimmt,

wobei die simultane Streuung der beiden Elektronen eines Cooperpaars an

verschiedenen Atomen zugelassen wird. Diese nichtlokale Rechnung redu­

ziert die Eliashbergfunktion erheblich gegenüber der lokalen Näherung

im Bereich der niederfrequenten Phononen undeformierter Boroktaeder.

Dienichtlokalen Korrekturen stammen beinahe ausschließlich von der

Streuung an Boratomen desselben Oktaeders. Der McMi11an-Parameter wird

in beiden Fällen zum größten Teil von den Moden der undeformierten Ok­

taeder bestimmt. Die höhere kritische Temperatur von YBG gegenüber LaBG
erklärt sich sowohl aus der Elektronenstruktur (höhere Streukräfte in

YBG) als auch aus dem Phononensystem (weicheres Spektrum in YBG).

Die Ergebnisse für die Hexaboride können als Modellrechnung dienen

für kompliziertere Substanzen (z.B. die Chevre1phasen), die ebenfalls

aus starren Atomgruppen aufgebaut sind.



as a model for more complicated compounds
being bui1t UPt tOOt from rigid subunits

SUPERCONDUCTIVITY IN METAL-HEXABORIDES

The hexaborides MeBS are hard, refractory compounds with cubic sym­
metry. The arrangement of the atoms, equa1s a Cesium-chloride structure
with Me occupying Cs-places and boron-octahedra occupying C1-places. In
order to evaluate the superconducting properties of LaBS and YBSt we ca1­
culated e1ectronic and phononic data and from these the E1iashberg func­
tion.

Phonon-frequencies and -eigenvectors have been obtained by fitting a
Born-von-Karman model with 4 interactions to experiments. The phonons
can be divided into 2 groups: 12 high-frequency-modes comprising de­
formed octahedra and 9 10w-frequency-modes comprising rigid1y moving
octahedra.

The Green's function of 'the e1ectrons is calculated self-consistent1y
on a microscopic level using a mu1tiple-scattering-approach in cluster­
approximation; it a110ws to distinguish semicore-states t intra- and
inter-octahedron-bonding states and antibonding states above the Fermi
energy. Se1f-consistency is necessary in order to account for the charge
transferred from the meta1-atoms to the boron-octahedra. The results are
in accord with other bandstructure-work and experiments.

The Eliashberg-function is ca1cu1ated in rigid-muffin-tin-approxima­
tion allowing for simultaneous scattering of the two e1ectrons of a
Cooper-pair by different atoms. This non-10ca1-ca1cu1ation reduces the
E1iashberg-function considerably in the frequency-range of the rigidly
moving octahedra as compared to the local approximation. The nonlocal
corrections arise near1y entire1y from scattering by boron-atoms of the
same octahedron. In both caseSt the McMi11an parameter is main1y deter­
mined by the modes of the rigid1y moving octahedra. The higher critica1
temperature in YBS as compared to LaBG is due to the electrons (higher
scatteringpowers in YBG) as we1l as to the phonons (lower frequencies
in YBG).

These results may serve
(e.g. t the Chevrel-phases)t
consisting of several atoms.
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1 EINLEITUNG

1.1 PROBLEMSTELLUNG

'In letzter Zeit haben in erhöhtem Maße die sogenannten Clustersub­
stanzen das Interesse der Fachwelt auf sich gezogen. Es sind dies chemi­
sche Verbindungen t die aus dicht gepackten Atomgruppen aufgebaut sind.
Bekannte Vertreter dieser Stoffklasse sind die Chevrel-Phasen t die z.B.
aus Mo6Sea-Einheiten bestehen t evt. mit dazwischen eingelagerten Metall­
atomen. Viele Chevrel-Phasen sind supraleitend mit relativ hohen kriti­
schen Temperaturen Tc (bis 15 K) und den höchsten gegenwärtig bekannten
kritischen Magnetfeldern (bis 70 T).

Erst in den letzten Jahren sind brauchbare Bandstrukturrechnungen
für einige Chevrel-Phasen sowie Messungen ihrer phononischen Daten
durchgeführt worden. Strittig ist dagegen nach wie vor die Frage nach
dem Beitrag einzelner Phononenmoden zur Eliashbergfunktion ~2F(~) und
damit auch zur Supraleitung. Sehr wahrscheinlich führt aber die Beant­
wortung dieser Frage für die gesamte Stoffklasse der supraleitenden
Clustersubstanzen zu ähnlichen Ergebnissen. Es ist daher gerechtfertigt t

wenn zunächst Phononen t Elektronenstruktur sowie Elektron-Phonon­
Wechselwirkung für eine verhältnismäßig einfache Modellsubstanz be­
rechnet werden t und dann die Relevanz dieser Ergebnisse für die anderen
Clustersubstanzen diskutiert wird.

Dies wird in der vorliegenden Arbeit geschehen. Als Modellsubstanz
wurden die Hexaboride gewählt t da sie die für Clustersubstanzen geringe
Anzahl von 7 Atomen in der Einheitszelle haben sowie eine hohe Symmetrie
besitzen (kubisch). Kristallaufbau sowie Eigenschaften der Hexaboride
werden im 2. Teil dieses 1. Kapitels beschrieben t im 3. Teil folgt eine
Diskussion ihrer supraleitenden Eigenschaften.
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1.2 DIE HEXABORIDE

Die Hexaboride /1,2/ sind binäre Borverbindungen mit der Summen­
formel MeB6. Dabei ist Me ein Metall, und zwar entweder ein Alkali- oder,
Erdalkalimetall, ein Lanthanid, ein Actinid oder Yttrium. Die 6 Boratome
sind in Form eines Oktaeders angeordnet, an dessen Eckpunkten sie sitzen.
Die dichte Packung dieser Boratome macht die Hexaboride zu einer Clu­
stersubstanz.

Der Kristallaufbau ist aus Bild 1 und Tabelle 1 zu entneh~en. Er ist
einer Cäsiumchloridstruktur äquivalent mit Me auf den Cs-Plätzen und
Boroktaedern auf den Cl-Plätzen. Die Symmetrie ist Pm3m bzw. O~
(kubisch). Es gibt zwei Orte mit kubischer Symmetrie in der Einheits­
zelle: der Me-Platz und die Mitte der Boroktaeder.

Bild 1 Kristallstruktur der Hexaboride MeB6 (nach /1/)
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Tabelle 1 Daten zur Kristallstruktur einiger Hexaboride (nach /1/)

Hexaborid Gitterkonstante (R) Me-B (R) B-B (R) B-Bintra (R)inter

CaB6 4,146 3,04 1,667 1,752
LaB6 4,154 3,05 1,659 1,764
YBG 4,113

Sehr viele physikalische Eigenschaften zeigen nur geringe Varia­
tionen in der Klasse der Hexaboride. So ändert sich z.B. der Gitter~

parameter nur um 4% vom HoB6 (4.096R) zum BaB6 (4,269R), und sämtliche
Schmelzpunkte liegen (soweit bekannt) über 2100 °C. Dies deutet darauf
hin, daß im wesentlichen das Boruntergitter am Zustandekommen der ein­
heitlichen Eigenschaften beteiligt ist, während die Metallatome zur
Stabilisierung der Bor-Struktur erforderlich sind ("Hexaborid" ohne
Metallatom ist nicht herstellbar).

Schließlich soll noch erwähnt werden, daß bereits ein Hexaborid in
der Technik Anwendung findet~ LaB6 wird als Kathodenmaterial verwendet,
das sich durch niedere Austrittsarbeit (2,66 eV), hohe Emissionsstrom­
dichten und lange Lebensdauer auszeichnet /4/.

1.3 SUPRALEITUNG IN DEN HEXABORIDEN

Supraleitend werden zwei Hexaboride /3/: LaB6 (Tc =0,45 K) und YB6
(7,1 K). Daß die anderen Hexaboride nicht supraleitend werden liegt
daran, daß sie entweder Halbleiter sind (Me =Erdalkalimetall) oder daß
ihr Metallatom ein endliches magnetisches Moment besitzt, welches die
Supraleitung unterdrückt (Me = Lanthaniden). Erstaunlich ist der große
Unterschied der beiden kritischen Temperaturen von LaB6 und YB6, da
einerseits aufgrund der hohen Anzahl von Boratomen pro Einheitszelle die
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Streuung der Elektronen an den Boratomen dominiert, andererseits aber
das Boruntergitter fOr die einheitlichen Eigenschaften der Hexaboride
verantwortlich ist.

In /31/ wird mit der Mc-Millan-Formel die kritische Temperatur von
LaB6 abgeschätzt zu Tc =27... 61 K. Diese Oberschätzung wird zum Teil
dadurch verursacht, daß die Berechnung von Tc auf einer Formel beruht,
in welche die Phononen nur über die Debyetemperatur eingehen. Besonders
bei komplizierten Substanzen reicht aber die Debyetemperatur nicht aus,
um die Phononenmoden zu charakterisieren. Außerdem ist eine pauschale
Tc-Formel nicht in der Lage, die unterschiedlich starke Ankopplung der
Elektronen an die verschiedenen Schwingungsmoden zu berOcksichtigen (z.B.
Rotationen und Translationen der Boroktaeder sowie Schwingungen defor­
mierter Boroktaeder). Ferner haben Lanthan und Bor unterschiedliche
Streukräfte.

Zur Bestimmung von Tc ist folglich eine detaillierte Berücksichtigung
vonPhononenspektrum und Elektronenstruktur erforderlich. Deshalb wird
im 2. Kapitel mikroskopisch im Rahmen der Vielfachstreutheorie die
selbstkonsistente Elektronenstruktur der Hexaboride berechnet und mit
anderen Rechnungen sowie Messungen verglichen.

Im 3. Kapitel wird ein phänomenologisches Born - von Karman - Feder­
modell für die Hexaboride entwickelt, welches realistische Phononenen­
energien und -eigenvektoren liefert.

Im 4. Kapitel schließlich werden die Ergebnisse des 2. und 3. Kapi­
tels verwendet, um mit Hilfe der rigid-muffin-tin-Näherung die Eliash­
bergfunktion und daraus Tc zu berechnen.

Im 5. Kapitel werden die Ergebnisse zusammengefasst und diskutiert,
auch in Hinblick auf ihre Obertragbarkeit auf andere Clustersubstanzen.
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2 ELEKTRONENSTRUKTUR DERHEXABORIDE

Die elek~ronischenZustände und Energiebänder der Hexaboride werden
zunächst in Kapitel 2.1 anhand einer seit längerem bekannten tight-bin­
ding-Rechnung illustriert. Es folgt eine kurze Zusammenfassung der Clu­
stermethode in 2.2, mit deren Hilfe dann in 2.3 bis 2.5 di~ Elektronen­
struktur von LaB6, YB6 und CaB6 bestimmt wird.

2.1 KLASSIFIZIERUNG DER ELEKTRONENZUSTÄNDE MIT EINER TIGHT-BINDING-.
RECHNUNG

Die atomaren Elektronenkonfigurationen von Bor, Yttrium und Lanthan
sind ·in Tabelle 2 zusammen mit den einzelnen Energiebeiträgen angegeben.
Diese. wurden mit Hilfe des Rechenprogramms /19/ bestimmt, welches
selbstkonsistent die Dirac-Gleichung löst. Man sieht, daß Bor 3 Valenz­
elektronen besitzt. Ihre Energien liegen zwischen den Energiebereichen
von Valenz- und Coreelektronen der Metallatome Ca, Y und La.

Aufgrund dieser Tatsache wird die erste Näherung in der tight-bin­
ding-Rechnung von /18/ plausibel: die elektronischen Zustände der
Valenzelektronen in den Hexaboriden haben nur Borcharakter, aber keinen
Metallcharakter. Als Basiszustände werden also atomare 2s- und 2p-Bor­
wellenfunktionen verwendet. Daraus lassen sich symmetrieadaptierte Orbi­
tale wie in Kapitel 3.1 herausprojezieren; die Ergebnisse für den ,-­
Punkt sind in Bild 2 zu sehen. Die A1g-, T1u- und T2g-0rbitale stellen
bindende Zustände dar, die den einzelnen Bor-Oktaeder zusammenhalten
(intra-Bindungen). Die Arg-, E~- und ein Teil der T1u-Orbitale sind
bindende Zustände, welche die Oktaeder untereinander zusammenhalten
(inter-Bindungen). Die restlichen Orbitale sind antibindend.

Die Energien der verschiedenen Zustände im Festkörper werden über
die bekannte tight-binding-Säkulargleichung berechnet. Die Autoren von
/18/ benutzen dabei Näherungen sowohl für die Matrixelemente des Hamil-
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Atomare Elektronenkonfigurationen und relativistische,
selbstkonsistente Elektronenenergien (in Rydberg) von
Bor, Calcium, Yttrium und Lanthan. Sind für einen Zustand
zwei Energien angegeben, so bezieht sich die erste auf
Elektronenspin down und die zweite auf Spin up bezüglich
des Bahndrehimpulses. Nicht berücksichtigt wurde die
Spin-Bahn-Kopplung.

Bor

152 -13,502
252 -0,80580
2p1 -0,40907

Calcium

152 -289,88
252 -30,477
2p2 -24,889
2p4 -24,617

352 -3,4769
3p2 -2,1075
3p4 -2,0786

452 -0,34421

Yttrium

152 -1238,1
2s2 -169,78
2p2 -155,15
2p4 -149,50

352 -27,106
3p2 -21,711
3p4 -20,827

3d4 -11,289
3d6 -11,130
452 -3,5649
4p2 -2,1629
4p4 -2,0535

4d1 -0,23079
552 -0,35896

Lanthan

152 -2844,1
252 -452,85
2p2 -427,32
2p4 -396,96

352 -96,889
3p2 -86,097
3p4 -80,179

3d4 -61,202
3d6 -59,933
452 -19,566
4p2 -15,592
4p4 -14,323

4d4 -7,7958
4d6 -7,5755
552 -2,8917
5p2 -1,8038
5p4 -1,6144

5d1 -0,26400
6s2 -0,32166
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~ ~ ~ ~
A1g A'lg Eg E'9

~ T1u ~T' ~Ti~1u

+~.ßS6>+ ~ ~~+- ~ - + Gx:s' -
T1g T2u T2g

Zustände der Bor-s· und -p-Elektronen in den Hexaboriden am
,- -Punkt. Gezeichnet sind die Flächen gleichen Betrags der

Wellenfunktionen und deren Vorzeichen; bei entarteten Zustän­
den wird nur eine Wellenfunktion gezeigt (nach /18/).

tonoperators, als auch für die Überlappmatrixelemente. Als Ergebnis sind
in Bild 3 Energien für das Molekül "B6

11 eingezeichnet zusammen mit den
Energiebändern des Festkörpers, die sich daraus ableiten. Die "Molekül­

zustände ll E~, Tiu und Aig sind beinahe miteinander entartet, spalten
aber im Festkörper auf in zwei Teile: einen antibindenden und einen bin­
denden, der die inter-Bindung bewirkt.

Damit hat man in den Hexaboriden die Situation, daß die bindenden
Zustände bei tiefen Energien von den antibindenden Zuständen bei hohen
Energien durch ein Gap getrennt sind. Die bindenden Zustände können ~it

insgesamt 20 Elektronen besetzt werden (14 für die intra-Bindungen und
6 fOr die inter-Bindungen). Davon stammen 18 von den 6*3 Valenzelektro­
nen der Boratome, die restlichen 2 Elektronen müssen vom Metallatom.ge­
liefert werden. In Hexaboriden mit zweivalenten Metallatomen (z.B. CaB6)
sind dann sämtliche Zustände bis zum Gap besetzt: diese Stoffe ~ihd

Halbleiter. In Hexaboriden mit drei- und höhervalenteh Metallato~en

(z~B. VBG, LaB6) sind die restlichen Metallvalenzelektronen im leitungs­
band: diese Stoffe sind Metalle. Eine solche Klassifizierung wird vom
Experiment /20/ bestätigt.
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Tiu
(6)

(4)

T1g
Eg

(12 )
T2u E'9

T"lu
T2g

(6) A1g

I
I

I~SDSs;:s::sDSS;:S::S:s:::s==-_(;...2;...)- Al9

Bild 3 Energien des Moleküls IB6" (ganz links und ganz rechts) sowie
Aufspaltung dieser Energieniveaux in den Hexaboriden. Die
Energieskala ist in einem nichtlinearen Maßstab gezeichnet;
die Zahlen in Klammern geben die Kapazität der Bänder pro
Einheitszelle an (nach /18/).

Die Approximationen von /18/ werden zum Teil von anderen Autoren
fallengelassen: /21/ berücksichtigt Metall-s-Zustände in CaB6; /22/ er­
weitert den Satz der Basisfunktionen auf Bor-3s, -3p und -3d; /23/ rech­
net für CaB6, SrB6, BaB6 und LaB6 mit dem Funktionensatz von /21/ und
/24/ macht das gleiche für die Substanzen KB6 und NaB6. Die Ergebnisse
unterscheiden sich zwar quantitativ, sind jedoch qualitativ ähnlich:
- Das energetisch tiefste (A1g-) Valenzband ist von den anderen Bändern

separiert und hat hauptsächlich Bor-Charakter.
Die Fermikante fällt in die Nähe einer Bandlücke bzw. eines Gebietes
mit niedriger Zustandsdichte.

- Zur Stabilisierung des Borgerüsts ist ein Ladungstransfer nötig vom
Metallatom zum Boroktaeder; die Folge ist eine teilweise ionische Bin­
dung zwischen Metall und Borgerüst.
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2.2 DIE CLUSTERMETHODE

Zur genaueren Berechnung der Elektronenstruktur in den Hexaboriden
wird in dieser Arbeit die Clustermethode verwendet. Sie ist eine Orts­
raummethode und hat den Vorteil, daß die elektronischen Größen, die in
die Elektron-Phonon-Kopplung eingehen, ohne zusätzlichen Aufwand berech­
net werden können.

Der Formalismus der Clustermethode wurde in /25/ ausführlich be­
schrieben. Im Folgenden w;rd deshalb nur e;ne kurze Zusammenfassung
davon gegeben. Die Nomenklatur entspricht derjenigen von /25/; es werden
atomare Einheiten verwendet (Energie in Rydberg =13,6 eV und Längen in
Bohr-Einheiten =0,529 ~).

Ausgangspunkt ist das muffin-tin-Potential des Festkörpers (Bild 4a).
Es wird im Inneren eines muffin-tins konstruiert durch sphärische Über­
lagerung der Kristallpotentiale der einzelnen Atome; außerhalb der
muff;n-tins w;rd es als konstant angenommen mit e;nem Wert, der durch
Mittelung in diesem Raumbereich festgelegt und dann als Energienullpunkt
gewählt wird (muffin-tin zero). Vielteilcheneffekte (Austausch und Kor­
relation) werden durch eine lokale Näherung /26/ berücksichtigt. Ziel
ist es nun, die Greensehe Funktion der Elektronen in diesem Potential zu
bestimmen.

Dazu werden als erster Schritt elektronische Größen für e;nen iso­
lierten muffin-tin~Potentialtopfberechnet. Durch numerische Integration
des Radialteils der Schrödingergleichung erhält man die Wellenfunktionen

. -r
R~(~/l), die zur Drehimpulsquantenzahl 1 und zur Atomsorte i gehören;
sie hängen implizit von der Energie ~ ab. Werden diese Wellenfunktionen
am muffin-tin-Rand stetig und differenzierbar mit den entsprechenden
Wellenfunktionen freier Teilchen im Außenraum zusammengesetzt, dann kann
man in der übl tchen Weise die Phasenverschiebungen ie.l definieren.

0; e Greensche Funktion g(~ rt) für das iso11 erte Potent ial vi ei nes
Atoms der Sorte i ist durch die Dyson-Gleichung gegeben:

ltt;tJ :: 16 rr, :rt) +Jj. ri';:('1.,/(?11,4(?~1 :'').M-11 (1)

...- .....
mit dem freien Propagator go(r,r l

), beziehungsweise
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b) \nnnnni
c) -----l---~--
----- . j---

d)_~nnnnn ~'--------

Bild 4 Muffin-tin-Potentia1e a) im ausgedehnten Festkörper, b) in
der Cluster-Näherung; c) Potential der Stufe, d) Cluster­
potential mit Stufe. Abszisse ist eine Ortskoordinate.

{r{:;).,10 «:ry +1'or';;"Pt),t 1-r-~J!'Hj!or~u:;;jd-t-4',oh-III (2)

womit der Streuwegoperator t i definiert ist. Zweckmäßig ist nun eine
Drehimpulsentwicklung um jeden Atomplatz als Zentrum; der t-Operator als
Beispiel wird dadurch zu C& > 0):

I~~'(t:) =/Jl(;J/~ (;?,,) ~ "r;;; :r,'E}I~' (-!?'" ~ ;:,7;~'lptY.b-
I

(3)

mit Y~ =Kugelflächenfunktion zu Drehimpuls 1 und magnetischer Quan­
tenzahl m, und j1 = sphärische Besselfunktion zum Drehimpuls 1. Für
sphärische Potentiale wird t sowohl in r, r' als auch in 1,1 1 und m, ml

di agona1 und kann durch di e Phasenverschi ebungen i ~ ausgedrückt werden
(e >0):

(4)
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Im zweiten Schritt der Rechnung wird die Propagation der Elektronen
von einem Potentialtopf zum anderen berücksichtigt. Die Dyson-Gleichung
für den Festkörper lautet dann

.
Gr;r;i"'1 ~ l'({;7 tJfr;;rtj?17"r?ttJ(irr,II:;-),h-II (5)

Der Streuwegoperator T des Festkörpers wird analog zu (2) eingeführt:

In der Drehimpulsbasis gehorcht T der Matrixgleichung /27/:

..t/ ,t' r ~ ~. ",,'.e-- ';;'i
Tn1 m' ::: 4 U.i.,' J;,o,J ,t _L-.. iA 40 m ~ TiM m l (7).l.e' (J x./C. mm ~t:k K/ (j- .e .e .e ,t'

.I, ;;;
mit ~e.n Matrixelementen des fr:ien propagat~rs ,go (~ >0):,

tOl ~t I :::- Jf", r'?{-1)m X ,c, rn -In ::-~ ~ m -W,(i. .)
(/0 L.tJ e .e.e' .e F .t/

~..e.....e' /I~ (r? ~,t·1.) (8). .e (J

Die c's sind Gaunt-Koeffizienten (/5/,/28/) und h+ ist eine Hankel­
funktion.

Aus (7) läßt sich T durch Matrixinversion berechnen:..
(r -.fJ .:dm I ~ .l,)' - -Ir J .l,' 1 ,

/ .e.tl :::: IAe d;~, J...,", I ii. - 10 ; ;1 (9)

Diese Inversion ist in der Praxis allerdings nur möglich, wenn dieT­
Matrix von ~ndlicher Dimension ist. Festkörper mUssen folglich durch
einen UCluster ll von Atomen angenähert werden (Bild 4b).

Mit Tist nach (6) auch die Greensche Funktion G bekannt:

(10)
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(11)
--

iDie partiellen Zustandsdichten nl lassen sich Uber G und somit Uber
T bestimmen:

Dabei ist n~o)i die partielle Zustandsdichte des Einzelstreuers i:
~.

(0),,," 2.. f.t 2 RA:
n~ =- fi' (2L+4) l' Y(,t. (,,-),tJÜ"' (12)

"17 0

Die Wigner-Seitz-Zelle des Atoms i ist in (12) durch eine Kugel mit
Radius Ri ersetzt worden.

Die elektronischen Größen lassen sich selbstkonsistent bestimmen,
indem eine neue Ladungsdichte bestimmt wird aus den Gleichungen (11) und

(12), wobei nur die besetzten Zustände (c < [, Fermi) berUcksichtigt
werden. Durch Lösen der Poisson-Gleichung ergibt sich ein neues Poten­
tial, welches im nächsten Iterationsschritt als Kristallpotential ver­
wendet wird. Die Selbstkonsistenz ist erreicht, wenn sich die Potentiale
bzw. die Phasenverschiebungen zweier aufeinanderfolgender Iterationen
nicht mehr voneinander unterscheiden.

Im Selbstkonsistenzzyklus der Hexaboride mUssen Zustände in einem
weiten Energiebereich berUcksichtigt werden: Semicorezustände der Me­
tal 1atome bei negativen Energien, intra- und inter-Oktaeder-bindende
Borzustände von unterhalb muffin-tin-zero bis zur Fermienergie sowie die
Metallzustände bei positiven Energien. Um auch bei negativen Energien
propagierende Zustände zu erhalten, muß das Potential der Atome außer­
halb des Clusters berUcksichtigt werden. Dies geschieht durch EinfUhrung
einer Potentialstufe der Höhe -a außerhalb des Clusters (Bild 4c); das
gesamte Clusterpotential mit Stufe ist in Bild 4d zu sehen. Die Poten­
tialstufe entspricht einem mittleren Potential der Atome außerhalb des
Clusters, jedoch hängen die Ergebnisse nicht von der Höhe -a ab, sofern
die energetisch tiefsten Zustände, die berechnet werden sollen, bei der
Energie -a/2 oder darUber liegen. Der Einbau dieser Potentialstufe in
den T-Matrix-Formalismus geschieht Uber einen Extrastreuer im Cluster­
mittelpunkt mit eigener t-Matrix, welche die Stufenstreueigenschaften
enthält (siehe /25/).
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Die schnelle selbstkonsistente Berechnung großer Cluster ist nur
möglich, wenn die Symmetrieeigenschaften des Systems ausgenutzt werden.
Durch Wahl von Clustern mit der vollen Punktsymmetrie des Festkörpers
erreicht man, daß auch G, T und T-1 diese Symmetrie besitzen. Mit der
unitären Transformation auf den Funktionensatz symmetrieadaptierter Or­
bitale zerfällt die Matrix T-1 in (9) in Blöcke, die separat invertiert
werden können (siehe /25/); damit erhöht sich die Geschwindigkeit der
Rechnung erheblich.

2.3 ELEKTRONENSTRUKTUR VON LANTHANHEXABORID

Ausgangspunkt sind selbstkonsistente, atomare Ladungsdichten und Po­
tentiale, die mit dem Programm von /19/ berechnet wurden (die Energie­
eigenwerte sind in Tabelle 2 notiert). Austausch und Korrelation sind in
X~-Näherung /29/ behandelt mit ~ = 0,69 für Lanthan und o!= 0,75 für
Bor. Diese Zahlen entsprechen etwa den in /30/ tabellierten ~-Werten.

Das Kristallpotential der einzelnen Atomsorten wird konstruiert
durch zusätzliche sphärische Überlagerung von Potentialausläufern der
Nachbaratome (Mattheiss-Konstruktion), in unserem Fall sind das die
nächstbenachbarten 32 Lanthan~ und 144 Bor-Atome (geometrische Anordnung
der Atome und Gitterkonstante: siehe Kapitel 1.2). Austausch- und Korre­
lationseffekte werden durch das materialparameterfreie Funktional von
/26/ berücksichtigt, das nur von der lokalen Elektronendichte abhängt.

Die muffin-tin-Radien sind so gewählt, daß die muffin-tin-Kugeln
nicht überlappen, aber einen möglichst großen Raumbereich ausfüllen.
Dies wird erreicht durch die muffin-tin-Radien 0,5 für Lanthan und 0,2
für Bor (in Einheiten der Gitterkonstanten). Dann berühren sich sowohl
je zwei Lanthan-Kugeln benachbarter Einheitszellen, als auch je zwei
Bor-Kugeln in Richtung der inter-Oktaeder-Bindung, und der Raum ist zu
72,5% mit muffin-tin-Kugeln ausgefüllt. Die Radien Ri von Gleichung (12)
werden so gewählt, daß sie im gleichen Verhältnis zueinander stehen wie
die muffin-tin-Radien und daß der Raumbereich, den sie umschließen,
identisch ist mit dem Volumen des Festkörpers: RLa = 0,55666 und RB =
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Eigenschaften der Atomschalen in den Hexaboriden für einen
Boroktaeder in der Clustermitte. Die Abstände vom Symme­
triezentrum werden in Einheiten der Gitterkonstanten ange­
geben.

Schale Sorte Anzahl der Abstand zum Oktaederschale
Atome Symmetriezentrum

1 B 6 0,29989 1
2 B 6 0,70011 2
3 Me 8 0,86603
4 B 24 1,04400 2
5 B 24 1,22072 3
6 B 6 1,29989 2
7 B 24 1,44566 3
8 B 24 1,57802 4
9 B 24 1,64004 3

10 Me 24 1,65831
11 B 6 1,70011 5
12 B 24 1,92086 4
13 B 24 1,97240 6
14 B 24 2,02236 5
15 B 24 2,11900 6

16 Me 24 2,17945
17 B 24 2,21142 7
18 B 48 2,25609 6

19 B 6 2,29989 5
20 B 48 2,34311 7

21 B 24 2,38531 6

22 B 24 2,50789 6
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= 0,22266. Muffin-tin-zero ergibt sich durch räumliche Mittelung der

Potentiale im Außenbereich der mUffin-tin-Kugeln und innerhalb einer
Einheitszelle auf einem Punktenetz von insgesamt 1976 Punkten.

Der Cluster umfaßt 50 Atome (8 Lanthan- und 42 Bor-Atome), die in
5 Schalen angeordnet sind. Als Schale wird die Gesamtheit aller Atome

bezeichnet, die gleich weit vom Clustermittelpunkt entfernt sind und
durch Punktsymmetrieoperationen ineinander übergehen. Die Daten der
ersten Schalen in den Hexaboriden stehen in Tabelle 3 für den Fall eines

Boroktaeders in der Clustermitte. Für diese Anordnung wird auch die
Rechnung ausgeführt; die symmetrisierten Orbitale der ersten Borschale
entsprechen dann den in Bild 2 gezeigten Wellenfunktionen. In der letz­
ten Spalte von Tabelle 3 ist für Borschalen die Nummer der 1I0ktaeder­
schaleIl angegeben, zu der die betreffenden Boratomegehören. Je höher

die Nummer der Oktaederschale, umso weiter sind die betreffenden Oktae­
dermittelpunkte vom Clusterursprung entfernt. In Kapitel 2.1 wurde ge­

zeigt, daß die Elektronenstruktur der Hexaboride von den Zuständen der
Boroktaeder dominiert wird; aus diesem Grunde wird der Cluster nur aus
solchen Borschalen aufgebaut, die zusammen vollständige Boroktaeder
bilden: Schale 1 (Oktaederschale 1 mit 1 Oktaeder) und Schale 2, 4 und 6
(Oktaederschale 2 mit 6 Oktaedern).

Aus Gleichung (7) ist zu ersehen, daß zur Matrix T nur solche Dreh­

impulse 1 beitragen, für die 6e
i

und damit t~ von 0 verschieden sind. Im
Energiebereich der Valenzelektronen, der im Folgenden betrachtet wird,

genügt also der maximale Drehimpuls f (1=3) für Lanthan und p (1=1) für
Bor. Um d-Zustandsdichten am Boratom zu berechnen, ist der maximale
Drehimpuls für die (Bor-)Scha1e 1 auf d (1=2) heraufgesetzt worden (da­

durch wird die Punktsymmetrie nicht verletzt). In der t-Matrix der Po­
tentialstufe wird s- bis g-Streuung (1=4) berücksichtigt.

Die atomaren Größen folgen aus der numerischen Integration der Dirac­
Gleichung für das Kristallpotential von Bor und Lanthan. Die Phasenver­
schiebungen S~ ~und die atomaren Zustandsdichten n~O)i ergeben sich

nach einer Mittelung über die beiden Elektronenspineinstellungen. Mit
diesen Daten wird nach Gleichung (4) und (9) die inverse T-Matrix ge­

bildet und invertiert. Ihre Dimension ist in der unsymmetrisierten Dar­
stellung 351, in der symmetrisierten Darstellung ~erfällt sie in 20
Blöcke mit den in Tabelle 4 angegebenen Dimensionen.



Tabelle 4 Dimensionen der T-Matrizen für verschiedene Größen des Clusters (Drehimpulse: Potentialstufe bis g,
Metallatome bis f, Boratome bis p und Boratome in der 1. Schale bis d)

I

Anzahl der Nummern der Anzahl der Dimensionen der T-Matrizen ......
O'l
I

Schalen Schalen Atome unsymmetrisi-ert A19 Alu A29 A2u Eg Eu T1g T1u T2g T2u

5 1-4, 6 50 351 17 2 5 8· 21 8 16 30 22 19
9 1-7, 9, 10 146 1023 36 11 18 23 53 32 53 77 65 60

11 1-10, 12 194 1215 42 13 20 29 61 40 63 91 79 70
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Partielle Kristallzustandsdichten werden nun mit Gleichung (11) be­
stimmt für ein Boratom in Schale 1 und ein Lanthanatom in Schale 3t da
in der Clustermitte Randeffekte des Clusters am geringsten sind und die
Zustandsdichten am ehesten denen des ausgedehnten Festkörpers entspre­
chen. Durch Auffüllen der Gesamtzustandsdichte mit den 27 Valenzelektro­
nen pro Einheitszelle (La: 5p6t 5d1

t 6s2; B: 2S2t 2p1) ergibt sich die
Fermienergie cF' Wird Gleichung (12) nicht über den Raum integriert t
so ist mit (11) die ortsabhängige Zustandsdichte definiert. Integration
über die Energie bis zur Fermienergie liefert die Ladungsdichte der Va­
lenzelektronen. Aus ihr läßt sich durch Lösen der Poissongleichung ein
neues Potential ermitteln.

Mit diesem Potential als Eingabe können neue Zustandsdichten t La­
dungsdichten und Potentiale berechnet werden t und nach einigen derarti­
gen Iterationen sollten die Ergebnisse selbstkonsistent werden. In der
Praxis führt ein solches Vorgehen jedoch zu numerischen Instabilitäten.
Sie lassen sich vermeiden t wenn jeweils mit einer Linearkombination von
neuem und altem Potential weitergerechnet wird. Der Beimischungsfaktor
des neuen Potentials liegt bei 0t05 bis Ot2, wObei der größere Wert bei
den letzten Iterationen gewählt werden kann. Nach ca. 30 Iterationen ist
die Selbstkonsistenz erreicht. Dieses schlechte Konvergenzverhalten
tritt nur beim Lanthanhexaborid auf; die Ursachen werden später disku­
tiert. Für die Potentiale und Ladungsdichten der Coreelektronen werden
während der gesamten Iterationen die unveränderten atomaren Daten ver-
wendet (frozen core). .

Die selbstkonsistentenPhasenverschiebungen &~ und atomaren Zu­
standsdichten n~o)i sind in Bild 5 bzw. 6 zu sehen t die selbstkonsi­
stenten Kristallzustandsdichten für einen Cluster aus 5 Schalen in Bild
7 (gepunktet gezeichnet). Größere Cluster mit mehr Atomen führen zu
keiner dramatischen Änderung der Zustandsdichte (Clustereffekt)t die
hauptsächliche Modifikation besteht in einer weiteren Aufspaltung der
einzelnen Peaks. Dies ist auch aus Bild 7 (ausgezogene Linie) für einen
Cluster aus 9 Schalen zu entnehmen. Der Clustereffekt ist wesentlich
größer t wenn der Cluster nicht aus vollständigen Boroktaedern besteht.
In diesem Fall gibt es an der Clusteroberfläche mehr gebrochene Bindun~

gen zum umgebenden Festkörper t und der Cluster kann nicht mehr als ;so-
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d

1,0

0,5

0,0
d

-0,2 o 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 (Ryd)

Bild 5 Selbstkonsistente Phasenverschiebungen in LaB6

liertes System behandelt werden. Kaum einen Clustereffekt findet man für
Größen, die man nach einer Energieintegration erhält, also z.B. für die
Fermienergie (0,03 Rydberg Unterschied zwischen 5- und 9-schaliger Rech­
nung) und für die Ladungsdichten (deshalb kann mit den selbstkonsisten­
ten Potentialen eines 5-schaligen Clusters der Clustereffekt studiert
werden). Vollständig beseitigen ließe sich der Clustereffekt durch pas­
sende Randbedingungen für die Greensche Funktion G. Ein solches Vorgehen

ist im Anhang 11 beschrieben.
Bild 8 zeigt die partiellen Kristallzustandsdichten (9-schalige

Ergebnisse). Bei -0,3 Ryd liegt ein Semicorezustand, der sich aus atoma­
ren Lanthan-5p-Zuständen zusammensetzt. Infolgedessen dominiert hier der
Lanthan-p-Beitrag zur Zustandsdichte. Bei -0,05 Ryd liegt ein Zustand
mit hauptsächlich Bor-s- und -p-Charakter; er entspricht der A19-Wellen­
funktion von Bild 2 und 3. Auch er hat nur eine geringe Breite auf der

Energieskala, nämlich 0,05 Ryd.
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Bild 6 Selbstkonsistente atomare Zustandsdichten in LaB
6



-20-

50
5 Schalen

9 "

"U
e
:J

e
'n 30
(J)
~

"U
>.

a:::

~ 20
C-

e
GI
e
o
'-

~ 10
GI

W
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Bild 7 Selbstkonsistente Gesamtzustandsdichte in LaBS für Cluster aus
5 und 9 Schalen

Solche schmalen, hohen und stark zerklüfteten Zustandsdichten be­
reiten Schwierigkeiten bei der numerischen Integration über die Energie
(Z.B. zur Bestimmung der Fermienergie oder der neuen Ladungsdichten).
Abhilfe schafft die Berechnung der Zustandsdichte auf einem dichten
Energieraster im Bereich der kritischen Stellen (maximal 200 Energie­
punkte pro Iteration). Zusätzliche Fehler kommen von der Approximation
der Wigner-Seitz-Zelle durch eine Kugel in Gleichung (12), diese können
durch die exakte Wigner-Seitz-Zellen-Integration beseitigtwerden (An­
hang 111). Die vom Restspektrum abseparierten Peaks werden von einem
oder mehreren Bändern erzeugt, sie können deshalb eine gerade Anzahl von
Elektronen aufnehmen. Für den Lanthan-p-Peak bei -0,3 Ryd sind dies S
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Bild 8 Selbstkonsistente partielle Kristallzustandsdichten in LaB6 für
einen Cluster aus 9 Schalen
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Elektronen (weil die zugehörigen 3 Bänder sich aus dem atomaren, drei­
fach entarteten Lanthan-5p-Niveau bilden) und für den Bor-Peak bei -0,05
Ryd 2 Elektronen (weil das zugehörige Band amr--Punkt A1g-symmetrie hat).

Die Reihenfolge der Bor-Zustände auf der Energieskala ist in Über­
einstimmung mit der tight-binding-Rechnung von /18/: A1g bei -0,05 Ryd,

T1u von 0,15 bis 0,40 Ryd, Aig' Tiu und E'g von 0,26 bis 0,58 Ryd, T2g
von 0,48 bis 0,84 Ryd und T2u daran anschließend bis 1,9 Ryd. Die bin­
denden Zustände liegen also tatsächlich bei tieferen Energien als die
antibindenden. Zwischen T2g- und T2u-Bändern ist zwar keine Energielücke,
aber sie sind im größten Teil der Brillouinzone energetisch voneinander
getrennt und verursachen dadurch das Minimum in der Zustandsdichte bei
0,85 Rydberg. Die Fermikante liegt etwas über diesem Minimum im T2u-Band
bei 1,003 Ryd, wie es für das dreivalente Metallatom Lanthan nach /18/
zu erwarten ist.

In den Lanthan-Zuständen herrscht im größten Teil des Energiebe­
reichs der Valenzelektronen der d-Charakter vor; ab 0,9 Rydberg nehmen
die f-Zustände überhand, die bei 1,14 Rydberg (also über der Fermikante)
ein Maximum in der Zustandsdichte verursachen. Die Zustandsdichte an der
Fermikante beträgt (für einen Il-schaligen Cluster) 10,97 Elektronen pro
Spin und Einheitszelle, davon stammen 4,57, also 42%, von Lanthan-f-Zu­
ständen.

Im Laufe der Selbstkonsistenzprozedur tritt in Übereinstimmung mit
/18/ ein Ladungstransfer ein vom Lanthanatom zu den Boratomen. Dies
macht sich dadurch bemerkbar, daß sich die Lanthanzustände aufgrund
ihrer kleiner werdenden Coulombenergie zu tieferen Energien verschieben,
so z.B. der La-5p-Semicorezustand von 0,1 Ryd (Mattheiss-Konstruktion)
nach -0,3 Ryd (selbstkonsistentes Ergebnis), er wandert also erst im
Laufe der Iterationen unter den Bor-A

19
-Zustand. Die Bor-Zustände dage­

gen verschieben sich zu höheren Energien, z.B. A1g von -0,1 Ryd nach
-0,05 Ryd aufgrund der zusätzlichen Elektronen am Boratom. Dies zeigt,
daß für die Hexaboride eine selbstkonsistente Behandlung des Elektronen­
systems unbedingt erforderlich ist.

Aus Phasenverschiebungen und partiellen Zustandsdichten an der Fer­
mikante können die Streukräfte 'i berechnet werden, welche die Elektron­
Phonon-Kopplung bestimmen (siehe Kapitel 4.1). Die dafür relevanten
Größen sind in Tabelle 5 zu finden.
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Die Ergebnisse hängen von der Form des verwendeten Austausch- und
Korrelationspotentials ab. Getestet wurde die XOt-Näherung /29/ (oc-Werte
wie bei der Berechnung der atomaren Daten) sowie das Funktional von /26/.
Die Unterschiede, die dadurch in den Zustandsdichten hervorgerufen wer­
den, sind am größten nach der Mattheiss-Konstruktion, während sich die
selbstkonsistenten Ergebnisse kaum noch unterscheiden. Daraus kann ge­
schlossen werden, daß die genaue analytische Form des Austausch- und
Korrelationspotentials kaum einen Einfluß auf die Ergebnisse hat, sofern
diese nur selbstkonsistent bestimmt werden.

Zum Vergleich mit den hier berechneten Zustandsdichten bieten sich
zwei neuere Bandstrukturrechnungen an. Die erste /33/ ist eine selbst­
konsistente APW-Rechnung. Die damit berechnete Zustandsdichte (Bild 9)
ist in befriedigender Obereinstimmung mit den Clusterergebnissen. Größe­
re Unterschiede ergeben sich erst in der Nähe der Fermikante (&F =1,05
Ryd, n(cF) =4,4... 4,8 Elektronen pro Rydberg, Spin und Einheitsze1le),
wo Lanthan-f-Zustände eine Rolle spielen, die in /33/ nicht berücksich­
tigt wurden. Eine Korrektur dieses Mangels über die Hybridisierung von
Lanthan-f-Zuständen mit Bor-p-Zuständen wird von den gleichen Autoren in
in /34/ beschrieben und liefert n( 6 F) =S,7 Elektronen pro Ryd, Spin
und LaBs' Dieser Wert stimmt mit den Clusterergebnissen ohne Lanthan-f­
Zustände überein (S,4). Die Bandstruktur von /33/ und /34/ wird im Be­
reich 0,15 bis 0,82 Ryd unterhalb der Fermikante bestätigt durch winkel­
aufgelöste Messung der Photoelektronen an LaBs-Einkristallen /35/.

Die zweite Bandstrukturrechnung (/31/ und /32/) ist nicht selbst­
konsistent und benützt die LCAO-Methode. Die Ergebnisse stimmen nicht­
mit /33/ und /34/ überein: beispielsweise fehlt das schmale, isolierte
A19-~and, und auch die Zustandsdichte an der Fermikante ist mit 3,35
Elektronen pro Rydberg, Spin und Einheitszelle zu klein.

Aussagen über die Zustandsdichte lassen sich experimentell mit Hilfe
von XPS-Messungen gewinnen. Dazu erzeugt man mit Röntgenstrahlen Photo­
elektronen und mißt deren Energie- und Intensitätsverteilung. Unter Ver­
nachläßigung von Obergangsmatrixelementen (Anhang IV) lassen sich daraus
Bindungsenergien und relative Größe der Zustandsdichte bestimmen. Dies
wurde in /3S/ und /37/ für LaBs gemacht. Im Energiebereich der Valenze­
lektronen können aufgrund der schlechten Auflösung nur zwei breite Maxi­
ma der Zustandsdichte gesehen werden, und zwar etwa 5 und 10 eV unter-



Tabelle 5 Elektronische Größen von LaB6 und YB6 , die in Gleichung (31) eingehen.

Verbindung Sorte fo ~-1 ~:l. $3
"0 n~ 11')2- "3 'l (eV/~2)nCo, "co, n';'! nj'
"

.,
I

f'.)

LaB6 11 Schalen La 0,915 -1,387 0,078 -0,024 0,109 0,347 0,361 1,056 0,255 ~
I

c5 F = 1,003 Ryd B -2,701 0,889 0,019 0,173 0,397 1,382 0,594

n( CF) = 10,86 Ryd-1

YB6 11 Schalen Y -2,021 1,892 3,148 -0,165 0,168 0,283 0,415 1,190 0,328

CF = 1,061 Ryd B -2,768 0,853 0,018 0,232 0,412 1,287 0,709

n( e F) = 8,87 Ryd,""l
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-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 (Ryd)

Bild 9 Gesamtzustandsdichte in laB6 nach 1331

halb der Fermienergie. Dies entspricht den Energien Ot27 und Ot63 Ryd in
Bild 7t wo tatsächlich die Schwerpunkte zweier mehrfach aufgespaltener
Maxima der Zustandsdichte liegen. Aus 1371 läßt sich auch die Lage des
La-5p-Semicoreniveaus entnehmen t das durch relativistische Effekte auf­

gespalten ist: 5Pl/2bei -Ot48 und 5P3/2 bei -Ot32 Ryd auf der Skala von
Bild 7. während der berechnete Wert etwa -Ot3 Ryd ist. Der Unterschied
zur Clusterrechnung rührt davon her t daß in dieser solche relativisti­
schen Effekte nicht berücksichtigt wurden.

Genauere Informationen über die Bor-p-Zustände erhält man durch
Bremsstrahlungsexperimente t bei denen der Festkörper mit Elektronen so
hoher Energie angeregt wird t daß ein Elektron aus der Bor-K-Schale he-
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rausgeschlagen werden kann. Die Bor-p-Valenzelektronen machen danach
einen strahlenden Ubergang in diesen Corezustand, und aus Energie- und
Intensitätsverteilung der emittierten Photonen lassen sich Rückschlüsse

auf die partielle Bor-p-Zustandsdichte ziehen. Die mathematische Herlei­
tung der Ubergangsrate im Rahmen der Clustermethode geschieht im Anhang
IV, die damit berechneten Ergebnisse sind in guter Ubereinstimmung mit
dem Experiment /38/, wenn eine Gauss'sche Auflösungskurve der Halbwerts­
breite 1,2 eV (volle Breite bei halber Höhe) berücksichtigt wird (Bild
10). Die Abweichungen der gemessenen Werte (Tabelle in /38/, in Bild 10
durch Pfeile markiert) von den gerechneten betragen weniger als 0,5 eV,
nur beim Maximum, das vom A

19
-Zustand verursacht wird, ist es 1 eV. Die

Halbwertsbreite des Emissionsmaximums bei 0,65 Ryd ist 3,7 eV, gemessen
wurden 3,5 eV.

Es fällt auf, daß die durch Rechnung ermittelte Auflösungs-Halb­
wertsbreite von 1,2 eV wesentlich größer ist als die von den Experimen­
tatoren /38/ angegebene (0,2 eV, und 0,18 eV Breite des Bor-K-Niveaus).
Der Unterschied könnte von der kurzen Lebensdauer des Lochs in der K­
Schale herrühren. Allerdings ergibt sich aus der Ubergangswahrschein­
lichkeit von Bor-p-Valenzelektronen in die unbesetzte K-Schale nur eine
Energieverbreiterung von ca. 0,73 meV. Die größte Ubergangswahrschein­
lichkeit hat möglicherweise das angeregte, ehemalige Bor-1s-Elektron,
welches in einem Zustand oberhalb der Fermienergie sitzen kann ("Rönt­
genexciton"), der eine Halbwertsbreite von 1 eV hat /38/; die gleiche
kurze Lebensdauer bzw. die gleiche Energieverbreiterung wird folglich
dem Loch in der K-Schale aufgezwungen.

Bild 10 a) Ubergangsmatrixelemente (Skala rechts) nach Gl.(IV.4) und
nach Gl.(IV.3) berechnete Übergangswahrscheinlichkeiten für
Röntgenstrahlenemissions- sowie Photoelektronenspektren in
LaB6 (Skala links). b) Durchgezogene Kurve: Berechnete Inten­
sität der Spektren aus Bild 10a nach Faltung mit den im Text
erwähnten Auflösungsfunktionen. Gestrichelte Kurve: Experimen­
telle Spektren /38/. Pfeile: Markante Stellen in den gemesse­
nen Spektren (Tabelle in /38/)
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Mit den eben beschriebenen Röntgenstrahlen-Emissionsmessungen kann
die Zustandsdichte unterhalb der Fermikante bestimmt werden. Zustände
oberhalb der Fermikante lassen sich durch Photoelektronenexperimente be­
stimmen, wenn die Energie der einfallenden Photonen groß genug ist, um
Coreelektronen anzuregen. Die Übergangswahrscheinlichkeit wird genauso
berechnet wie für die Röntgenstrahlen-Emission, die Ergebnisse sind
ebenfalls in Bild 10 eingezeichnet. Die Abweichungen von den gemessenen
Werten (Tabelle in /38/) betragen weniger als 0,5 eV, wenn für die expe­
rimentelle Auflösung eine Halbwertsbreite von 2,8 eV angenommen wird.
Das experimentelle Maximum bei 1,4 Ryd wird von dem oben erwähnten Exci­
tonenzustand verursacht und kommt in dem berechneten Einteilchenspektrum
nicht vor.

Die Zustandsdichte an der Fermikante (in Elektronen pro Rydberg,
Spin und LaB6) wurde von mehreren Autoren über die Messung der spezifi­
schen Wärme bei tiefen Temperaturen bestimmt /40/: 7,47 und 9,77 von
/39/, 13,64 von Referenz 20 in /31/ und 9,77 von /46/. Diese Zahlen kön­
nen allerdings nicht direkt mit den Bandstrukturwerten verglichen werden,
da sie durch die Elektron-Phonon-Kopplung um den Faktor (l+l) größer
sind als letztere. Wie in Kapitel 4.2 gezeigt wird, ist für LaB6 der
McMillan-Parameter A = 0,38. Aufgrund tiefliegender Phononenmoden in
LaB6 (bei 13 meV, siehe Kapitel 3.2) ist die rechnerische Trennung der
gemessenen spezifischen Wärmen in den elektronischen und den phononi­
schen Teil schwierig und führt zu einer Unterschätzung der Zustandsdich­
te an der Fermikante (siehe Kapitel 3.4). Als beste Messung wird daher
der größte Meßwert betrachtet (13,64), der zu einer Bandstruktur-Zu­
zustandsdichte von 9,88 Anlaß gibt; die 11-schalige Clusterrechnung
liefert 10,97.
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2.4 ELEKTRONENSTRUKTUR VON YTTRIUMHEXABORID

Die Clusterrechnung für YBG wird wie bei LaBS durchgeführt. Unter­

schiedlich sind die Gitterkonstante (Tabelle 1), die Valenzelektrönen
des Metallatoms (Y4d1 und 5s2), sowie Coreladungsdichte und -Potential

des Metallatoms. Selbstkonsistenz wird erreicht nach etwa 10 Iterationen

mit Beimischungsfaktoren zwischen 0,2 und 0,3. Schwierigkeiten wie beim

LaBG wegen der schmalen 5p-Semicorezustände und der f-Zustände an der
Fermi kante gibt es beim YBG nicht. Die selbstkonsistenten Ergebnisse
sind in Bild 11 (Phasenverschiebungen) und 12 (atomare Zustandsdichten)
zu sehen.

Die partiellen Zustandsdichten (Bild 14) und die Gesamtzustandsdich­

te (Bild 13) wurden mit einem 9-schaligen Cluster berechnet. Die Reihen­

folge der Bor-Zustände auf der Energieskala stimmt auch für YBG mit /18/

(Rad)
Yttrium

0,0
f

-0,5

-1,0 p

-1,5

-2,0 5

1,0

0,5

0,0

5

~

Bor

d

o 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 (Ryd)

Bild 11 Selbstkonsistente Phasenverschiebungen in YBG
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Bild 12 Selbstkonsistente atomare Zustandsdichten in YBG
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überein: A19 bei 0,01 Ryd, T1u von 0,20 bis 0,45 Ryd, Aig' T1u und E~

von 0,3 bis 0,68 Ryd, T2g von 0,5 bis 0,9 Ryd und T2u oberhalb von 0,90

Ryd. Die Fermikante liegt bei 1,061 Ryd, also im T2u-Bereich.

Die Yttrium-Zustände haben hauptsächlich d-Charakter mit f-Beimi­
schung oberhalb 0,6 Ryd. Die Zustandsdichte an der Fermikante beträgt

8,87 Elektronen pro Rydberg, Spin und YB6 (für einen 11-schaligenClu­

ster), davon stammen 55% vom Yttrium-Atom.

Zwisch~n der Zustandsdichte von LaB6 und YB6 besteht wenig Unter­
schied. Dies rührt daher, daß die Bor-Zustände aufgrund der hohen Bor­
dichte (S Atome pro Einheitszelle) die Metallzustände dominieren. Ab­

weichungen ,treten unterhalb muffin-tin-zero auf (Yttrium hat keine 5p­
Elektronen) sowie in,der Nähe der Fermi kante, wo in LaB6 Lanthan-f-Zu-

4
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Bild 13 Selbstkonsistente Gesamtzustandsdichte in YB6 für Cluster aus

5 und 9 Schalen
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stände vorherrschen. Dfesen Lanthan-f-Zuständen mft fhrer h6hen par­
t,fellen Zustandsdfchte fst es auch zu verdanken t daß LaB6 eine etwas
niedrigere Fermienergie hat als YB6t trotz dergleichen Valenzelektro­
nenzahl in beiden Substanzen.

Nur eine andere Bandstrukturrechnung für Yttriumhexaborid existiert
(/31/ und /32/). Diese eignet sich nicht zum Vergleicht da sie nicht
selbstkonsistent ist.

An Experimenten ist eine XPS-Messung für YBG bekannt /43/. Die~e

liefert aufgrund schlechter AUflösung nur zwei Maxima in der Zustands-
dichte 7t5 und 14 tO eV unterhalb der Fermikantet dies entspricht Ot51
und Ot03 Ryd auf der Skala von Bild 13. Laut Bild 13 sollten die Meß­
werte etwa bei 0t70 und Ot25 Ryd liegen. Die Diskrepanz wird wahrschein­
lich verursacht von der schwierigen experimentellen Bestimmung der Fer­
mienergie; ist diese um 2t7 eV zu hoch festgelegt worden t dann sind,
Experiment und Rechnung in Übereinstimmung.

Die Zustandsdichte an der Fermikante kann bestimmt werden über die
spezifische Wärme bei tiefen Temperaturen. /44/ mißt 8t14 Elektronen pro
Rydberg t Spin und Einheitszelle. Mit einem McMillan-Parameter von Ot5G
(Kapitel 4.3) sollte deshalb der Bandstrukturwert 5t22 sein t berechnet
wurde 8t87 (11-schaliger Cluster).

Um diesen Unterschied zu erklären ist es nützlicht die experimen­
telle Auswertungsmethode zu untersuchen. Die spezifische Wärme des Fest­
körpers hat bei tiefen Temperaturen T die Form /40/

(13)

Der erste Term rührt vom Elektronensystem her t und die Konstante ~ ist
proportional zur Zustandsdichte an der Fermikante. Der zweite Term
stammt vom Phon9nensystem unter der Annahme 'eines Debye-Spektrums für

'die Phononenzustandsdichte. Um yzu bestimmen ist es üblich t c/T über
. T2 aufzutragen; ~ ergibt sich dann als Ordinatenabschnitt bei T=O. Die
Genauigkeit dieser Extrapolation hängt davon abt ob der Phononenterm in
Gleichung (13) wirklichIVT3 ist. Ungenauigkeiten sind zu erwarten t falls
im Phononenspektrum energetisch tiefliegende Moden auftreten wie im VBG
(bei 10 meV t siehe Kapitel 3.4).



-34-

Die Abweichungen des phononischen Teils der spezifischen Wärme von
T3 können abgeschätzt werden. Dazu wird ein vereinfachtes Phononenspek~
trum verwendet, das aus einem Debye-Teil besteht sowie einem Einstein­
Peak bei 10 meV mit dem Gewicht 3 (Translations-)Moden. Höhere Phononen­
energien tragen kaum zur spezifischen Wärme bei Temperaturen< 15K bei
und werden deshalb vernachläßigt. Der Debye-Teil des Spektrums liefert
den bekannten T3-Term von Gleichung (13), der zur richtigen Extrapola­
tion von r führt. Zur Fehlerabschätzung vonr genügt es also, den Bei-

Experiment 1441---------

T2 d (e/T) _ ~

d(T2) T

0,003

0,001

0,002

0,004

(k/K)

o-1---..-------....-~=--...,..",=--..--------r--__r_--r--____r--__,__--_r_--
o 40 80 120 160 (K2)

Bild 15 Spezifische Wärme, die durch die Einsteinmoden b~i 10 meV in
YB6 verursacht wird (Kurve rechts), sowie Fehler von jT auf­
grund linearer Extrapolation dieser Kurve auf T =0 (Kurve
links). Gestrichelt ist der von /44/ gemessene y-Wert einge­
zeichnet.
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(14)für kT « 10meV(
40meV)2.
kT e

3k-- T
.Go

T

trag des Einstein-Peaks zur spezifischen Wärme zu betrachten. Dieser ist
nach 181

= .!::- (,,(()h1e V _ S,)
2 T kT

mit k = Boltzm'ann-Konstante. Der Verlauf von c/T nach Gleichung (14) mit
T2 ist in Bild 15 aufgezeichnet. Durch die lineare Extrapolation wird
1T unterschätzt, und zwar um

I
,c, z.ot (L; Ir)
T - T .ot T2. (15)

Auch dieser Fehler ist in Bild 15 eingetragen, ebenso die Größe des ge­
messenen 1'-Werts (gestrichelte Gerade).

Die spezifische Wärme des normal leitenden Metalls wurde von 1441
bis zu 7,1 K herunter gemessen, wo Supraleitung einsetzt. Wenn man an­
nimmt, daß die lineare Extrapolation auf T=O aufgrund der Daten zwischen
7 und 9 K vorgenommen wurde, dann entnimmt man Bild 15, daß dadurch ein
Fehler entstand, der etwa die gleiche Größe hat wie das gemessene f' .
Der berechnete Wert der Zustandsdichte an der Fermi kante (8,87 Elektro­
nen pro Rydberg, Spin und VB6) ist deshalb verträglich mit dem gemes­
senen Wert (5,22 + 100%).

2.5 ELEKTRONENSTRUKTUR VON CALCIUMHEXABORID

, Die Clusterrechnung für CaB6 verläuft wie bei LaB6 und VB6, Die 2
Valenzelektronen des Metallatoms haben im atomaren Calcium die Quanten­
zahlen 4s2. Selbstkonsistenz wird nach 8 Iterationen mit Beimischungs­
faktoren zwischen 0,2 und 0,5 erreicht. Selbstkonsistente Ergebnisse
sind in Bild 16 (Phasenverschiebungen) und 17 (atomare Zustandsdichten)
zu sehen.

Partielle Kristallzustandsdichten (Bild 19) und die Gesamtzustands­
dichte (Bild 18) wurden für einen 9-schaligen Cluster bestimmt. Wieder
stimmt die energetische Lage der Bor-Zustände mit /181 überein: A1g bei
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-0,2 Ryd, T1u von 0,18 bis 0,46 Ryd, Aig' Tiu und E~ vOI) 0,26 bis
0,62 Ryd, T2g von 0,50 bis 0,86 Ryd und T2u daran anschließend. Die Cal­

ciumzustände haben im Energiebereich der Valenzelektronen hauptsächlich

d-Charakter.
Die Fermienergie liegt bei 1,026 Ryd, die Zustandsdichte an der

Fermikante beträgt 8,59 Elektronen pro Rydberg, Spin und Einheitszelle.

Es wurde also nicht das nach Kapitel 2.1 erwartete Gap des Halbleiters

CaB6 gefunden. Dies rührt daher, daß die Clusterrechnung als Ortsraum­

methode nicht in der Lage ist, Bandlücken zu erzeugen, welche von der
Translationssymmetrie des unendlich ausgedehnten Kristalls verursacht

werden. Tatsächlich zeigen die Clusterergebnisse für größere Schalen­
zahlen den Trend zum Halbleiter: das Minimum in der Zustandsdichte bei

(Rad)
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0,0 d

f
-0,5

-1,0 P
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-2,0 5
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0,0
p,d

° 0,2 0,4 0,6 1,0 (Ryd)

Bild 16 Selbstkonsistente Phasenverschiebungen in CaB6



-37-

8

7

6

5 Calcium

4

3

2
E
0....
~

"C
C 5
::J

°c:
0.

U>

"C~ 1,4
>-.

0:::
0
L-

0.1,2
c
Q.I
C
0;:; 1,0

.:::&.
Q.I
~

w
-08,

0,6

0,4

0,2

0,0
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 (Ryd)

Bild 17 Selbstkonsistente atomare Zustandsdichten in CaB6
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der Fermikante wird kleiner t und zwar (in Elektronen pro Rydberg t Spin

und Einheitszelle) 5t96 (5 Schalen)t 3t41 (9 Schalen) und 2t95 (11
Schalen); der Verlauf der Zustandsdichte in diesem Energiebereich für St

9 und 11 Schalen wurde ebenfalls in Bild 18 eingezeichnet. Daß die Fer­
mi kante nicht genau durch das Minimum der Zustandsdichte geht liegt an

der sphärischen Approximation von Gleichung (12).

Eine der wenigen quantitativen Bandstrukturrechnungen t in denen die
Calcium-d-Zustände berücksichtigt werden t ist /45/. Dort wird eine

selbstkonsistente APW-Rechnung ausgeführt unter Einschluß relativisti­

scher Effekte (außer Spin-Bahn-Kopplung). Die Übereinstimmung der Zu~

standsdichte mit der von Bild 18 ist befriedigend t bis auf den Energie­
bereich um die Fermikante (Bild 20). In /45/ wird ferner gezeigt t daß

erst der Einfluß von nichtsphärischen Potentialanteilen außerhalb der

5 Schalen
9 11

11 11
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Bild 18 Selbstkonsistente Gesamtzustandsdichte in CaB6 für Cluster aus

5t 9 und 11 Schalen
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muffin-tin-Kugeln (llwarped muffin-tin ll ) eine Bandlücke bei der Fermi­
energie erzeugt. Nicht berücksichtigt wurden dabei die unterschiedlichen
Bor-Bor-Bindungslängen (inter und intra).

Experimentelle Informationen über die Elektronenstruktur in CaB6
enthält die XPS-Messung /43/: Maxima in der Zustandsdichte sollten 6,7
und 13,6 eV unterhalb der Fermienergie liegen, also bei 0,03 und 0,53
Ryd auf der Sk~la von Bild 18. Aus Bild 18 entnimmt man aber, daß die
berechneten Maxima ca. 0,2 Ryd höher liegen. Dieselbe Verschlebung von
0,2 Ryd gegenüber ihren Rechnungen finden die Autoren von /45/, und
schon in Kapitel 2.4 war eine solche Verschiebung erforderlich, um Expe­
riment und Clusterrechnung für YB6 in Einklang zu bringen. Dies deutet
darauf hin, daß in /43/ die experimentelle Festlegung der Fermienergie
ungenau war: sie liegt ca. 0,2 Ryd zu hoch.
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Bild 20 Gesamtzustandsdichte in CaB6 nach /45/
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3 PHONONEN IN HEXABORIDEN

3.1 BESTIMMUNG DER EIGENSCHWINGUNGEN

Zur phänomenologischen Berechnung von Phonone~frequenzen ist es
nötig, Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Atomen durch geeignete
Federkonstanten zu beschreiben, mit Hilfe dieser Federkonstanten die
dynamische Matrix aufzustellen und das Eigenwertproblem für die Matrix
zu lösen. Das ganze Verfahren muß für jeden Wellenzahlvektor in der
Brillouinzone wiederholt werden und liefert Phononenfrequenzen sowie
Phononeneigenvektoren.

Solche Rechnungen sind in den nächsten zwei Unterkapiteln- be­
schrieben; im Folgenden jedoch werden ohne irgendwelche Annahme~ ü~~r

Wechselwirkungen und nur mit Hilfe von Symmetriebetrachtungen die Eigen­
vektoren bestimmt.

Zunächst berechnen wir die Eigenvektoren eines Boroktaeders am
~-Punkt (Wellenzahlvektor q =0). Wir erhalten sie durch Anwenden von
Proje~tionsoperatoren der Gruppentheorie /5/ auf die Auslenkung u eines
beliebigen Boratoms i o aus seiner Ruhelage um den B~trag 1 in k-Richtung

M,r ,} (f),,11 '0) [0. ""'~ 7 '\ (J)~M ( ) 4(/
&.t'.e =~ V'p--d1i {-U, J~ =k... . )7)7' ~. ~.e-t (Oi) (16)

~'(.to"";') 'R. ,.("o-i)

Dabei ist D~vl(Oj) ein Darstellungsmatrixelement der irreduziblen Dar­
stellung Mfür die Symmetrieoperation 0.; die Symmetriegruppe ist die
des Oktaeders (kubisch). Q~r isi die A~slenkung des Atoms i aus seiner
Ruhelage in l-Richtung; die Gesamtheit der QMV' transformiert sich unter
Symmetrieoperationen gemäß der )r-ten Spalte der Darstellung M. T1u ist
die Benennung einer Darstellung der kubischen Gruppe, mit der sich Orts­
vektoren transformieren; sie wurde verwendet, um explizit die Wirkung--der Symmetrieoperation O. auf u niederschreiben zu können. Die Summation

J .
erstreckt sich über alle Symmetrieoperationen, die Teilchen io in
Teilche~ i überführen.

kund ))"1 in Formell sind Dummy-Indices. Ändert man ihren Wert:
dann ergibt sich ein Satz von QI S (bei festem Mund V'), der evt Null-
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vektoren enthält und linear 'abhängig sein kann. Mit einer Gram­
Schmidtlschen Orthogonalisierungsprozedur werden die linear unabhängigen,
von Null verschiedenen Vektoren ausgewählt; nach ihrer Normierung auf 1
hat man die gesuchten Eigenvektoren.

Damit erhält man Schwingungen des Boroktaeders am r--Punkt mit den
folgenden Symmetrien: A19 , Eg, T19 , 2 T1u ' T2g und T2u ; die zugehörigen
Phononenenergien sind nicht, zweifach und 5-mal je dreifach entartet
(siehe auch /6/). Die entsprechenden Angaben in /7/ sind fehlerhaft,
diese Autoren finden einen T2u~Zustand zu viel und einen T1g-Zustand
zu wenig;

6erechnet man die Schwingungen des Metallatoms auf die gleiche
Wei~e~ dann erhält man einen weiteren dreifach entarteten T1u-Zustand.
Die insgesamt drei T1u-Zustände sind nun so miteinander zu mischen, daß
sich ein dreifach entarteter Translationsmode ergibt. Die übrigen bei den
T1u-Zustände sind aber i.a. keine Eigenvektoren mehr zur dynamischen
Matrix und werden dazu erst durch zwei passende Linearkombinationen, die
von der dynamischen Matrix abhängen.

Die Eigenvektoren am '--Punkt sind in Bild 21 zu sehen. Der erste
T1u:oZustand beschreibt die Translation des gesamten Kristalls ("Trans·
lationsmode"). Der zweite T1u- Zustand beschreibt ein gegenphasiges
Schwingen von"Metall atom und starrem Boroktaeder ("opti sther Mode"):. Der
T19-Zustand entspricht Rotationen des undeformierten Boroktaeders ohne
Bewegung des Metallatoms ("Rotationsmode"). In den restlichen Zuständen
bleibt das Metallatom ebenfalls in Ruhe und der Boroktaeder deformiert
sich ("Deformationsmoden"). Einer dieser Zustände ist der total­
symmetrische Ai~-Mode, der ein Aufblähen und Zusammenfallen des Bor­
oktaeders bewirkt ("breathing mode").

Die gleiche Eigenvektoranalyse ist möglich für endliche Werte des
Wellenzahlvektors q. Als Symmetriegruppe ist dann allerdings die (meist
kleine) Gruppe des q-Vektors zu wählen. Ferner ist zu beachten, daß
alle'Metallatömein den Hexaboriden äquivalent sind: Ergibt sich in
Formell durch Anwenden der Symmetrieoperationenauf Teilchen io ein
Teilchen i außerhalb der betrachteten Einheitszelle, so ist es durch

,(',' Multiplikation mit geeigneten Phasenfaktoren auf Teilchen in dieser
Einheitszelle zurückzuführen.



-44-

Aufgrund der meist kleinen Gruppe des endlichen q-Vektors ist diese
Analyse aber wenig interessant, und wir gehen gleich über zur Berechnung
von Phononenenergien.

3.2 FEDERMODELLE MIT ZENTRALKRÄFTEN FÜR LAB6

In diesem Unterkapitel werden die Wechselwirkungen zwischen zwei
Atomen durch eine Zentralkraft angenähert, die durch eine Feder mit
Längs-, aber ohne Quersteifigkeit veranschaulicht werden kann. Die
zugehörige Krafkonstantenmatrix !I ~/:,1, gibt die Kraft an, die auf das.
i-te Teilchen in der Einheitszelle n in k-Richtung wirkt, wenn das il-te
Teilchen in der Einheitszelle nl in kl-Richtung um den Betrag 1 ausge­
lenkt wird; sie hat die Form /8/:

. ,., ni. n',t"
~ n~' Jl = -1. (~ ~A- - ~ ~~ ) ( ~~ I - 1( ~' )
':f n'.J.'~' T / i("n';' _ 1("".4.'/ t (17)

(19)

(18)

läßt sich die dynamische Matrix t

-L
n',i /

(* VI/~)

KraftkonstantenmatrixAus der
berechnen:

, '1 1 f oi.,{
..i,(,,t, =. L ..... ß'/O'
~ 0 D / "//1 11 ' " ,.. ~~A. ,..., n

,4. ".t

f ist die Federkonstante und·R die Gleichgewichtskoordinate der Teilchen.
Die Diagonalelemente der Kraftkonstantenmatrix (bezüglich n,n' und i,i l

)

erhält man durch die Bedingungen, welche die Translationsinvarianz der
Matrix auferlegt:

~ n,t..',1 _
~ n,{,·,I.' -

Dabei ist Mi die Masse des Teilchens i.
-eigenvektoren Q ergeben sich durch Lösen des

,t:,e-/ /VI )1'" 2.. MV'

...~ ,t..l. -I' Q. ..".ß.' = ~,.., Q,i,.I..

Phononenfrequenzen CA) und
Eigenwertproblems:

(20)
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Falls die Eigenvektoren bekannt sind (z.B. am r--Punkt aus Kapitel 3.1)t
läßt sich ~M einfacher berechnen:

Z ~ *M)7' ,,',,' Q 11)7
CA)!'1 ::: t- Q., ",'.J.. t Jt.J.' .i/~ I (21)

-t..{
i/ ..(1

bzw. für irgend ein Q~~=I: 0 (i tkt 11' sonst beliebig):

2. .( .~ ,t~'I, 1-1»"
WAA :::: MV- ~ :t~JI (1",,''.J-' (22)

,', Q,,i..,( .t'J.1
, .

Für einige Wechselwirkungen zwischen Nachbaratomen niedriger Ordnung
in LaB6 sind die so berechneten Phononenfrequenzen am r-Punkt in
Tabelle 6 notiert (f = 16*104 dyn/ern).

Um zu entscheiden t welche dieser Wechselwirkungen in LaB6 wichtig
s~ndt ist der Vergleich mit Experi~enten n6tig. In Tabelle 7 stehen

T~belle 6 Phononenfrequenzen (in meV) von LaB6 für einige Zentral-
wechselwirkungen am r -Punkt (f = 16*104 dyn/ern) .



Tabelle 7 Gemessene Ramanfrequenzen (in meV) für einige Hexaboride

Mode BaB6 CaB6 CaB6 CeB6 EuB6 GdB6 GdB6 LaB6 LaB6 LaB 6

A1g 144 162 159,2 157,5 153,5 162,7 159 156,0 154,4
Eg 126 144 141,5 141,6 136,5 147,6 141 138,9 138,3
T2g 94 97 84,3 95,1 86,8 86,1 85 84,6 83,7
Referenz /9/ /9/ /10/ /111 /9/ /9/ /12/ /9/ /10/ /7/ I

~
m

I

Mode

A1g
Eg
T2g
Referenz

NdB6

163
146

86
/9/

NdB6

85,6

/12/

PrB6

162
145

86
/9/

5mB6

161
144

90
/9/

5mB6

89,9
/12/

SrB6

156
137

96
/9/

SrB6

153,0
134,8

/10/

YB6

86,3

/12/

YbB6

162
144

97
/9/
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gemessene Ramanfrequenzen (= Frequenzen der Moden A1g , Eg und T2g
am '--Punkt) für einige Hexaboride. Man sieht, daß die Zahlenwerte
nicht sonderlich stark von der Metallsorte abhängen. Die Annahme liegt
deshalb nahe, daß für die Frequenzen dieser Moden hauptsächlich
Wechselwirkungen zwischen Boratomen verantwortlich sind.

Im ersten Federmodell von LaB6 werden deshalb Wechselwirkungen
zwischen nächsten und übernächsten Boratomen zugelassen (Spalte 1 und 2
von Tabelle 6); sie entsprechen genau den "Verbindungsstreben ll von
Bild 1. Die zugehörigen Federkonstanten werden gleich groß gewählt, da
auch die entsprechenden Bindungslängen beinahe identisch sind. Durch
Anpassen an die gemessene A1g-Ramanfrequenz (die hauptsächlich von
Zentral kräften bestimmt ist) ergibt sich f =16,5*104 dyn/ern. Die damit
berechneten anderen Ramanfrequenzen sind in brauchbarer Übereinstim-

_,mung mit den Messungen (A1g: 155meV / gemessen: 155meV,. Eg: 110meV/
,139meV, T2g: 90meV/84meV). Dieses Ein-Parameter-Modell wurde schon in
/7/ benutzt; dort sind jedoch die Frequenzen der A1g- und Eg-Moden
falsch berechnet worden.

Dieses Modell hat zwei Schwächen .. Erstens liegen die Schwingungen,
die Metall-Auslenkungen umfassen, in der gesamten Brillouinzone bei
GJ =0, weil die Metallatome weder untereinander, noch an das Borgerüst
gekoppelt sind. Zweitens liegen die Rotationsmoden in der gesamten
Brillouinzone· bei W = 0, weil sie die Federn nur senkrecht zu deren
Längsausdehnung beans~ruchen, also in erster Ordnung _ in der Auslenkung
weder eine Längenänderung, noch eine rückstellende Kraft der Federn
bewirken. In beiden Fällen wäre .die Phononenzustandsdichte bei GJ = 0
sehr groß, was sie nach den inelestischen Neutronenstreuexperimenten
von /13/ nicht ist; vielmehr liegen die ersten Spitzen in der Phononen­
zustandsdichte bei 13 und bei 36meV.

. Abhilfe schafft die Einführung einer zusätzlichen Kopplung zwischen
Lanthan und den 24 nächstbenachbarten Boratomen (Spalte 3 von Tabelle 6)
deren Federkonstante so gewählt wird, daß die Spitze in der Zustands­
dichte. bei 13meV richtig wiedergegeben wird Cf =1,41>'<104 dyn/ern).
Dieses -zweite Federmodell mit zwei freien Parametern liefert die Zu­
standsdichte von Bild 22, wenn man die Eigenwertgleichung 5 numerisch
löst flir 1000q-Wertef die in der Brillouinzonegleichverteilt sind. Ge-
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Bild 22 Phononenzustandsdichte in LaB6 für das 2. Federmodell
(gestrichelt: Experiment von /13/)

strichelt ist die Messung von /13/ bis 100meV eingetragen. Beim Ver­
gleich der beiden Kurven ist zu beachten, daß die Meßfehler relativ groß
sind, da Bor ein Neutronenabsorber ist und deshalb die Zähl raten klein
hält; die Energieauflösung nimmt mit höher~r Energie ab und beträgt bei
100meV ca. 5meV.

Die zugehörigen Phononendispersionskurven entlang Hauptsymmetrie­
richtungen der Brillouinzone sind in Bild 23 zu sehen, die einzelnen
Zweige sind mit der Nomenklatur von /14/ benannt. Damit ist die
Klassifizierung der Spitzen in der Zustandsdichte von Bild 22 möglich.
Zwei T1u-Zustände, deren Phononenzweige sich sonst geschnitten hätten,
hybridisieren miteinander und bilden zwei energetisch getrennte Teile:
einen zwischen 0 und 13meV, der am Zonenrand flach verläuft und dadurch
den Zustandsdichtepeak bei 13meV verursacht (Translationsmode), und
einen zweiten zwischen 20 und 50 meV (optischer Mode). Bei 23meV ver-
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(110) <111>

laufen die flachen Zweige des T1g-Zustandes (Rotationsmode), welche den
zweitenZustandsdichtepeak verursachen. Die Deformationsmoden sind von
den Moden mit undeformiertem Boroktaeder auf der Energieskala getrennt:
T2u- und T2g-Zustände liegen bei 68 und 93meV; die zugehörigen Phononen­
zweige zeigen keine Dispersion, da die fnter-Oktaeder-Federn senkrecht
zu ihrer Längsausdehnung beansprucht werden und die Bor-Lanthan-Federn
zu schwach sind, um die Phononenzweige bei so hohen Energien zu modifi­
zieren~ Zwei Zustandsdichtepeaks bei 68 und 93meV sind die Folge. Die
restlichen Moden zeigen starke Dispersion: T1u von 60 bis 125meV, Egvon
110 bis 135meV und A1g von 135 bis 155meV.

Auch dieses zweite Federmodell hat einen Nachteil: der Rotationsmode
liegt bei 23meV, laut /13/ sollte er bei 36 liegen. Diesem Mangel ist
durch EinfUhren weiterer zentraler Wechselwirkungen nicht- abzuhelfen:



-50-

die Wechselwirkungen Nr. 4 und 5 aus Tabelle 6 beispielsweise verhelfen
den Rotationsmoden zu starker Dispersion, so daß sich in der Zustands­
dichte keine Spitze mehr ausbildet, sondern ein Gebiet gleichmäßig
hoher Zustandsdichte zwischen 20 und 50 meV ergibt.

Eine weitere Verbesserung des 2. Federmodells erscheint nur durch
Einführen von Winkel kräften möglich, da der Rotationsmode hauptsächlich
Bindungswinkel und weniger Bindungslängen ändert. Diese Winkel kräfte
werden im folgenden Unterkapitel untersucht.

3.3 FEDERMODELL FÜR LAB6 MIT WINKELKRÄFTEN

Reine Winkel kräfte werden in der Literatur /8/ üblicherweise so ein­
geführt, daß je zwei Atome durch eine Feder mit Quer-, aber ohne Längs­
steifigkeit verbunden werden. Jede Auslenkung senkrecht zur Verbindungs­
geraden der Teilchen bewirkt dann eine rückstellende Kraft. Dieses
Konzept ist aus folgendem Grunde physikalisch fragwürdig: Wenn sich die
beiden Teilchen, die über Winkel kräfte wechselwirken sollen, allein im
freien Raum befinden, dann darf ihre Gesamtenergie nur von ihrem gegen­
seitigen Abstand abhängen und nicht vom Winkel, den ihr Abstandsvektor
mit einem festen Koordinatensystem bildet (Isotropie des Raumes). Beim
oben eingeführten Winkelkraftansatz sollen aber gerade solche Winkelän­
derungen rückstellende Kräfte und somit eine Energieänderung bewirken.
Die Folge ist eine Verletzung der Isotropie des Raumes bzw. eine Ver­
letzung des Drehimpulserhaltungssatzes.

Etwas anders sieht die Situation im Festkörper aus. Hier sind ver­
schiedene Translations - und Rotationssymmetrien vorhanden, die den
Federkonstanten gewisse Einschränkungen auferlegen. Möglicherweise wird
aufgrund solcher Einschränkungen der Drehimpulserhaltungssatz nicht mehr
verletzt, jedoch steht ein Beweis (bzw. Gegenbeweis) für diese Behaup­
tung noch aus.

Um der angesprochenen Schwierigkeit zu entgehen, leiten wir unsere
Winkel kräfte aus einem Potential V ab, das Isotropie und Homogenität des
Raumes explizit enthält (/15/, "Keating-Potential"), d.h., es hängt nur



-51-

v=L f~o'
i, 0, j J

ab vom Betrag
Winkeln, die je

der Abstandsvektoren zwischen zwei Teilchen
drei Teilchen miteinander bilden:

..... - -- -')2.(X "Xo ' - "'-0' '''-0'
o~ j ..i; a~

~ -- -4P
o I~i / I rr0i I

und von

(23)

f iOj ist die Federkonstante für die Wechselwirkung zwischen den Teilchen
Nr. i, 0 und j;

.....
X-P- == ('jJO + ~-:ooi 1\ AN

(24)

(25)

Teilchen 0 und i im ausgelenkten-im Gleichgewichtsfall (alle u=O).
durch zweimaliges Ableiten des

ist der Abstandsvektor zwischen den
Zustand und ~i ist die gleiche Größe

Die Kraftkonstanten erhält man
Potentials (8) nach den Auslenkungen u:

n-<-'~ p2 V
fn',l/)l' ::: f") n.i J ", 'A,' I ....

(;/4...{ AA., ,g I Q/le u::: 0

Die explizite F6rm der Kraftkonstanten wird in An~ang I angegeben; dort
wird auch gezeigt, daß sie die Drehimpulserhaltung nicht verletzen.

Die Keatingsche Winkel kraft ist eine Dreikörperkraft und trägt damit
der Tatsache Rechnung, daß Winkel (und Winkeländerungen) zwischen Teil­
chen erst· durch d·i e Koordi naten von mi ndestens 3 Tei 1chen defi ni ert
werden können. I.a. enthält diese Winkel kraft noch Zentralkraftanteile,
nur so kann die Drehimpulserhaltung garantiert werden.

Analog- zu Tabelle 6 werden in Tabelle 8 für einige Winkel kraft­
Wechselwirkungen die berechneten Frequenzen am '--Punkt angegeben. Um
das Feder~odell 2 vom letzten Unterkapitel zu verbessern ist eine
Winkel kraft erforderlich, welche die Frequenzen der Rotationsmoden in
in der ganzen Brillouinzone gleichmäßig anhebt und die Frequenzen der
restlichen Zweige beinahe unbeeinflusst läßt. Dazu ist nur die Wechsel­
wirkung Nr. 10 von Tabelle 8 instande.

Läßt man zusätzlich die Annahme fallen, daß die beiden Bor-Bor­
Zentral kräfte gleich große Federkonstanten haben, dann erhält man als
Ergebnis des 3. Federmodells:



Tabelle 8 Phononenfrequenzen (in meV) arn r-Punkt von LaB6 für einige Winkelkräfte Cf = 16*104 dyn/ern)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A1g 0,0 19,6 84,0 91,4 25,8 95,2 147,8 87,9 200,6 140,0
I

Eg 304,5 19,6 42,0 76,0 25,8 95,2 147,8 87,9 200,6 140,0 U"I
!'.:>

I

T1u 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0

T1u 0,0 0,0 83,8 29,2 68,0 51,2 0,0 0,0 0,0 0,0

T1u 152,2 79,3 51,0 122,7 0,0 0,0 90,5 107,6 57,1 170,2

T1g 0,0 105,4 42,0 139,9 0,0 109,6 0,0 0,0 75,9 98,3

T2u 87,9 45,8 18,2 147,2 59,4 0,0 52,3 87,9 33,0 98,3

T2g 0,0 13,9 49,3 103,5 0,0 109,6 104,5 107,6 10,0 98,3

<ij<tM> f11 $F7~~ ~ ~ ~ «)«)



-53-

W (meV)1201008Q60

1\ f\ 1\
I \ I \
I l. I \
I \ I \
I \/ \

I \
\ I \
\-' \

4020

I
\ /
\ /-

O~iIL-_..II--y-L------.-----,-,.L-..,......L.-,W--r-----.,----,L-~"""'I"------.--"""-"-----"'--

o

1,5

-
~
E

......
c:
11I
c:o
co

.c:
D...

0,5

Bild 24 Phononenzustandsdichte in LaB6 fUr das 3.Federmodell
(gestrichelt: Experiment von /13/)

fB-La =1,41*104 dyn/cm wie im 2. Federmodell (damit liegt die 1. Spitze
in der Zustandsdichte bei 13meV)

fWinkelkraft =1,0*104 dyn/cm (damit liegt die 2. Spitze in der Zu­
standsdichte bei 36meV)

fB-B intra = 12;38*104 dyn/cm (damit liegt die T2g-Ramanfrequenz bei
84meV)

fB-Binter =22,31*104 dyn/cm (damit liegt die Ä1g-Ramanfrequenz bei
155meV) .

Dieses c 3. Federmodell liefert die Phononenzustandsdichte von Bild 24,
welche wie im Kapitel 3.2 berechnet wurde: Die Dispersionskurven dazu
sind in Bild 25 zu sehen. Die Unterschiede zum 2. Federmodell sind:
- die Rotationsmoden liegen jetzt bei 36meV,
-die: r12- und r15-Zustände sind nicht mehr miteinander entartet,
- die r25-und r 2S' -Zustände zeigen stärkere Dispersion und

der höchstfrequente M5
1 -Zustand entsteht u.a;aus einemL1~Zustand;

der sich jetzt aus dem r1-Zus tand ableitet.
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Die berechnete Eg-Ramanfrequenz liegt bei 122,8meV, die gemessene
bei 139meV. Durch Berücksichtigung der Wechselwirkung Nr.l aus Tabelle 8
könnten experimenteller und gemessener Wert in Übereinstimmung gebracht
werden, ohne die anderen Frequenzen wesentlich zu ändern. Dies soll
jedoch nicht mehr gezeigt werden, da einerseits die Übereinstimmung
zwischen Theorie und Experiment schon befriedigend ist, und andererseits
bessere Federmodelle mit weiteren Wechselwirkungen erst dann sinnvoll
berechnet werden können, wenn zusätzliche und genauere experimentelle
Informationen vorliegen.

Die in /10/ angegebenen Ramanfrequenzen 2. Ordnung lassen sich mit
dem 3. Federmodell im Rahmen seiner Genauigkeit folgendermaßen erklären:
25,4meV: Erzeugung von zwei Translationsphononen oder

Vernichtung eines thermisch angeregten Translationsphonons und
Erzeugung eines Rotationsphonons.
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143,8meV: Erzeugung von zwei Phononen, die am '--Punkt T2g- und T2u-Sym­
metrie haben.

171,7meV: Erzeugung von zwei Phononen, die am r-Punkt T2 -Symmetr.ie
g .

haben.
Aus den Steigungen der akustischen Phononenzweige am r-Punkt lassen

sich die elastischen Konstanten berechnen 18/:

c11 =31,0*1011 dyn/cm2 (gemessen /47/: 45,3*1011 dyn/cm2)
c12 = 7,77*1011 dyn/cm2 (1,82*1011 dyn/cm2)

c44 =6,40*1011 dyn/cm2 (9,01*1011 dyn/cm2)

Die Übereinstimmung mit dem Experiment ist noch nicht befriedigend (ins­
besondere für c12), sie läßt sich aber mit weiteren Wechselwirkungen
noch verbessern. So bringt beispielsweise der Zusatz von Winkel kraft· 1
(Tabelle 8) mit f = 5,9*104 dyn/cm sowohl die Eg-Ramanfrequenz auf den
gemessenen Wert von 139meV~ als auch die elastischen Konstanten näher an
die .experimentellen Ergebnisse, ohne die anderen Phononenzweige wesent~

lich zu ändern (c11 = 35,27*1011 dyn/cm2; c12 = 5,66*1011 dyn/cm2; c44 ­
6,37*1011 dyn/cm2).

Man sieht, daß von den Winkel kräften hauptsächlich die Wechselwirkung
Nr. 1 eine Rolle spielt, welche Deformationen der einzelnen Oktaeder er­
schwert.' Ihr Einfluß zeigt sich dementsprechend hauptsächl.ich in den
Frequenzen der Deformationsmoden.

Die Wechselwirkung Nr. 10 wirkt zwischen 2., 5. und 6. Bor-Nachbarn,
und ihre Einführung ins Federmodell ist deshalb physikalisch nicht be­
friedigend. Allerdings ist ihre Federkonstante klein, und ein Blick auf
Tabelle 8 zeigt, daß sie möglicherweise durch mehrere Wechselwirkungen
nahe benachbarter Atome ersetzt werden kann. Sie bewirkt eine Verstei­
fung der Bindungen zwischen benachbarten Oktaedern und hebt hauptsäch­
lich die Frequenzen der Rotationsmoden an.

Die Stärke der zentralen Bor-Bor-Wechselwirkungen läßt sich mit
anderen Rechnungen vergleichen. $0 findet 1171 für das Molekül B12H12
ei ne B-B-Federkonstante von 14*104 dyn/cm (Modell I, II und V) bei ei ner
Bindungslänge von 1,75R. Nach Umrechnung mit einem r-8-Gesetz für die
Federkonstanten auf die Verhältnisse .. in den Hexaboriden (Tabelle 1)

fo 1gt daraus f inter = 21,46*104 dynlcm und f i nt ra = 13,13*104 dynlcm·,
was auf 6% mit den Werten von Seite 53 übereinstimmt.
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Die Stärke der Bor-Lanthan-Feder läßt sich auf einfache Weise ab­

schätzen. Nimmt man mit /18/ an, daß jedes La-Atom zwei Elektronen zum

Boroktaeder transferiert, dann ergibt sich die Federkonstante über die

Coulomb-Wechselwirkung des 2-fach positiv geladenen La-Atoms mit einem
-1/3-fach geladenen Boratom nach Formel (25) zu 1,08*104 dyn/cm, also
rund 25% kleiner als auf Seite 53.

Die Zuordnung der Deformationsmoden zu den gemessenen Zustandsdichte­
peaks erscheintaufgrund der Ramanmessungen gesichert. Dagegen hat sich
die Reihenfolge von Translationspeak und Rotationspeak auf der Energie­
skala aus dem 2. Federmodell ergeben und ist im Laufe der Verbesserung
der Federmodellebeibehalten worden. Für die jetzige Reihenfolge spre­

chen zwei Argumente: erstens gibt es nur wenige und physikalisch unge­
rechtfertigte Wechselwirkungen, welche die beiden Zustandsdichtespitzen
vertauschen könnten, und zweitens würde ein solcher Austausch den Mc­
Millan -Parameter )l (siehe Kapitel 4) auf das 2- bis 3-fache anwachsen
lassen. Dies hätte sowohl eine hohe supraleitende Sprungtemperatur als

auch eine kleine Bandstruktur-Zustandsdichte der Elektronen an der Fer­
mikante zur Folge; beides wurde nicht beobachtet.

Unklar ist dagegen, ob die Hexaboride ein soft-mode-Verhalten zeigen,

d.h., ob die akustischen Zweige über ihren Frequenzwert am Zonenrand
überschwingen und diesen dann von hohen Frequenzen her erreichen. Ein

solches Verhalten ist mit dem vorliegenden Modell nicht zu erfassen.

3.4 FEDERMODELL FÜR VB6

Ein Federmodell für VB6 kann nur von vorläufiger Natur sein, da
bisher kaum experimentelle Ergebnisse bekannt sind, an welche die Feder­
konstanten angepasst werden können.

Die Autoren von /9/ haben an verschiedenen Hexaboriden Ramanfrequen­

zen gemessen und über der Gitterkonstanten aufgetragen. Sie finden einen
linearen Verlauf der Kurven für jeden Mode, wenn sie zwischen zwei- und

dreivalenten Metallatomen unterscheiden. Eine Extrapolation der drei-
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valenten Ergebnisse auf die Gitterkonstante von YB6 (4,113~) ergibt
die Ramanfrequenzen 163,7meV (A1g), 149,4meV (Eg) und 86,8meV (T2g). Der
Vergleich mit der als einzigen gemessenen T2g-Frequenz /12/ bestätigt
diese Extrapolation (86,3meV). Weiterhin ist aus ine1astisehen Neutro­
nenstreuexperimenten /16/ bekannt, daß die erste Spitze in der Zustands­
dichte (Translationsmode) bei 10meV1iegt.

Mit di esen Daten ist es mögl i eh,' für YB6 ei n Mode 11 mi t deng1 ei ehen
Weehse1wirkungen wie für LaB6 anzugeben:
fY-B = 0,52*104 dyn/ern

fB~B Winkel kraft = 1,1*10
4

dyn/ern
fB-B intra =13,7*104 dyn/ern
fB-B inter = 25,49*104 dyn/ern .

<100) ( 110) (111)

15
150

12 12

W (meV)

15 5' 15 3 4'

100

25' 1,5 25'
2' 3

2 3' 1,4
25 25 25 25

5 5' 2 2,3

50

15'
4

15'
5

15 15 3 4'

15 4',5'
4 3 4',5'

0 r X r r: M r 1\ R

Bild 26 Phononendispersionskurven in YB6 (3. Federmode11)
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Dabei ist die Winkel feder um den gleichen Prozentsatz (ca 10%) versteift
worden wie die anderen beiden B-B-Federn, da die Position des Rotations­
peaks zum Anpassen nicht zur Verfügung stand.
Die B-B-Federn sind etwas steifer als in LaBS' da die Ramanfrequenzen
in YBS höher liegen. Die Me-B-Feder ist wesentlich weicher als in LaBS'
da der Translationsmode in YBS tiefer liegt. Bei gleich starken Me-B­
Federn wäre der Translationsmode in LaBS niederfrequenter als in YBS'
weil La schwerer ist als Y, aber die sehr weiche Y-B-Feder überkompen­
siert diesen Masseneffekt.

Die Phononendispersionskurven und die Phononenzustandsdichte für YBS
sind in Bild 2S und 27 zu sehen. Der einzige Unterschied zu den LaB6­
Ergebnissen besteht in den eben angesprochenen Frequenzverschiebungen.

Für die elastischen Konstanten erhält man (ohne intra-Oktaed~r-Win­

kelkraft Nr. 1):
c11 = 37,52*1011 dyn/cm2

c12 = 6,88*1011 dyn/cm2

c44 = 3,52*1011 dyn/cm2

Der Vergleich mit den entsprechenden Ergebnissen von LaB6 zeigt,
YB 6 c11 größer und c12 sowie c44 möglicherweise kleiner sind als

Phononenzustandsdichte in YB6 (3. Federmodell)

o 20

Bild 27

40 60 80 100 120 140 W (meV)
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4 BERECHNUNG DER ELIASHBERGFUNKTION VON HEXABORIDEN

4.1 FORMULIERUNG

Mit den Größen von Kapitel 3 (Phononenenergien und -eigenvektoren)
sowie Kapitel 2 (Greensche Funktion der Elektronen) kann ,die E1iashberg­
Funktjon. ot2F(~ ) bestimmt werden J , welche es als Kern der E1iashberg­

Gleichungen gestattet J die Gapfunktion und die Übergangstemperatur Tc
zur Supra1eit~ng zu berechnen 149/. In rigid-muffin-tin-Näherung läßt
sich ~2F darstellen als (/50IJ51/):

o/Frt.J) =L. ot'Ffw). . = -f I. J.t,tt...."'.f--'1'''' S(0-<vr;~)
,(" i A'3 2112.n (l):) -i,j;L -'. . 'JI1t1.i..Hi ' w )t

!Re [e i {f("-{1)(;.f /\)(;*i. A~ 7 .oL v" ~V3 ~z 4i_~1
1,4 Y f:".r J mlf .oLfl '. 1 ty,y, CF) (26)

mit F =Zustandsdichte der Phononen und Vier) =selbstkonsistentes Po­
tential der Teilchensorte i~ Die Summation erstreckt sich Uber alle

Teilchen j des Kristalls und die Teilchen i in einer Einheitszelle. Die

rigid-muffin-tin-Näherung besagt J daß ausgelenkte Ionen ihr Potential
starr mit sich fUhren; die Potential änderung aufgrundeines Phonons ist

dann in niedrigster Ordnung in den Phononeneigen~~ktoren ~. j? dV/dj>'
Gleichung (26) kann umgeformt werden J wenn für glJ die C1uster-Greens­

Funktion G von Gleichung (10) eingesetzt wird:

ot'1"fw):: 1
1

L f[Jd [(4)-4);:'1) ~e re;'f(;r.i..R~) ~.~ ~i,)1:J'l)t
2')C nf[F} A.i)TV' , ~ --, YI'1.i~,.'w ~ e",.til elf,'). J

I
-I , I ' , . . 2. JA.' J,i ) ( ri d)L t~e t ".~~ 1m ~1, k 7/1.., e Ah. (~<-/h ~ "J~ -d;H )

.:ltJ..~).l :l ;i' ;l)/ I r-:, ~J;,( ~,.~ • J:i . r-1' (27)
~;UJ4'(, A .A. ~«(}il) ~ ),~ ~ ():/'>

Als Basisfunktionen wurden hier solche gewäh1t J die sich gemäß der /A' .
ten Spalte einer irr.eduzib1en Darstellung; der kubischen Gruppe trans·

IV
formieren. Die reellen Größen c sind die Gaunt-Zah1en für diese We11en~

funktionen wt:



-60-

und sin(~< -JA> ) ist das Ergebnis der Integration über den Radius JP in
(26)J wobei z.B. t~< die Phasenverschiebung für den kleineren Drehimpuls
von den beiden Partialwellen W~ und W'j' ist /52/.

Bei der Berechnung von ot 2F ist die Tatsache hilfreich, daß die
rechte Seite von (27) in zwei Teile aufgespalten werden kann J die je­
weils von i J jJ ~und v-' abhängen: ein Term J der nur von elektronischen
Größen bestimmt wird (zweite geschweifte Klammer) und ein frequenzab­
hängiger Term J der nur von phononischen Größen bestimmt wird (erste ge­
schweifte Klammer). Ferner müssen nicht sämtliche Kombinationen von i
und j berücksichtigt werden J da

(28)

(29)

Gleichung (29)
Integrationsbe-

wobei 0 eine Punktsymmetrieoperation des Clusters ist.
folgt aus (26) durch geeignete Transformation der drei
reiche.

In Gleichung (27) sind sämtliche nichtlokale Anteile (j ~ i) ent­
halten. In der lokalen Näherung (/50/ bis /52/) werden nur die Terme
j = i berücksichtigt. Für T-Matrizen J die in den Drehimpulsquantenzah­
len 1 diagonal sind sowie nicht von den magnetischen Quantenzahlen m ab­
hängen gilt dann

J(w-c...J-~ )
f'Ä

(30)

mit der Streukraft ~ J die nur von den elektronischen Größen an der Fer­
mikante bestimmt ist

(e".c.· (IPI ",'

nL Y>./+1

Die lokale Näherung entspricht dem Fall J daß die attraktive Wechselwir­
kung zwischen den zwei Elektronen eines Cooperpaars vermittelt wird
durch Streuung beider Elektronen am selben ausgelenkten Atom.

(31)
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Die supraleitende Übergangstemperatur Tc wird berechnet über die
Eliashberg-Gleichungen bei endlichen Temperaturen mit dem Programm von

>'<
153/ t wobei ein Coulomb-Wechselwirkungsparameter /'t ;::: Ot13 verwendet
wird (bei einem cutoff von 5-mal maximale Phononenfrequenz). Der Mc­
Mi 11 an-Parameter ), ist defi ni ert über

.:l :; 2 1":(<,;) ,otc.;
o

(32)

Mit ihm läßt

T
c

sich Tc grob abschätzen 1541

4+2-
Ä -,Pli- (33)

4.2 DIE ELIASHBERGFUNKTION VON LANTHANHEXABORID

Die elektronischen Größen t die in Gleichung (31) eingehen, stehen
in Tabelle 5 (Seite 24) für einen 11-schaligen Cluster. Sowohl für das
Lanthan- als auch für das Boratom stammt der Hauptbeitrag zur Streukraft
~ von der p-d-Streuung. Zur Bestimmung von ~ ist die Rechnung mit

großen Clustern nötigt um Aussagen über die Elektron-Phonon-Kopplung im
Festkörper machen zu können.

In Bild 28 ist die Kopplungsfunktion et 2(w) nach Gleichung (27)
eingezeichnet (ausgezogene Kurve) sowie die gleiche Funktion in lokaler
Näherung (j = i in Gleichung (27)t gestrichelte Kurve). Dabei wurden
nicht die weitergehenden Näherungen gemacht t die zu Gleichung (30) füh­
ren (diese unterschätzen das lokale ~ in den Hexaboriden um etwa 5%).
Die lokale Näherung hat eine starke Überschätzung von ct2 zur Folget
besonders bei kleinen Frequenzen t also für die Moden der undeformierten
Boroktaeder. Die Reduktion durch nichtlokale Beiträge wird beinahe aus­
schließlich durch, Streuung an den Boratomen des gleichen Oktaeders ver­
ursacht t wie die Aufschlüsselung nach den A-Beiträgen verschiedener
Paare von Streuzentren in Tabelle 9 zeigt. Die lokale Näherung ist also
nicht in der Lagat die Kopplung der Elektronen an kollektive Schwingung­
en ganzer Atomgruppen richtig zu beschreiben; erst die Interferenzterme
j f i führen zur richtigen (verminderten) Kopplungsfunktion ~2.
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Tabelle 9 Beiträge einzelner Teilchenpaare zu 1

Teilchen i Teilchen j Beitrag zu .A.
aus Schale aus Schale nichtlokal lokal nichtlokal lokal

LaB6 LaB6 YB6 YB6

1 B 1 B 0,3373 0,6270 0,4982 0,9746
2 B 0,0007 0,0004
3 Me 0,0017 0,0001

4 8 0,0020 0,0027
5 B -0,0004 0,0006
6 B 0,0012 0,0021

7 B 0,0001 -0,0001
8 B 0,0000 0,0004
9 B 0,0003 -0,0002

10 Me 0,0002 0,0000

11 B 0,0001 0,0001
3 Me 1 B 0,0002 0,0001

2 B 0,0001 0,0001

3 Me 0,0371 0,0378 0,0500 0,0508

4 B 0,0001 0,0001
5 B 0,0001 0,0001
6 B 0,0000 0,0000
7 B 0,0004 0,0007
8 B 0,0001 0,0002
9 B 0,0003 0,0006

10 Me -0,0011 -0,0012

11 B 0,0003 0,0005

0,380 0,665 0,555 1,025
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Den Beitrag einzelner Moden zuÄ zeigt Tabelle 10, die Hauptbeiträge
stammen von den niederfrequenten Moden undeformierter Boroktaeder. Ins­
gesamt ergibt sich A =0,67 (lokal) und A = 0,38 (nichtlokal); die

Obergangstemperatur für die nichtlokale Rechnung beträgt 1,5 K. In /55/
werden nichtlokale Korrekturen ähnlich wie in Gleichung (26) behandelt,
jedoch wird eine sphärische Approximation verwendet zur Bestimmung der

AUßerdiagonalelemente der T-Matrix in i, j. Mit diesem Verfahren ergibt
sich A =0,52 und Tc =4,7 K. Die Differenz zu den oben beschriebenen
Ergebnissen wird wahrscheinlich von den Außerdiagonalelementen der T~

Matrix in 1, l' und m, ml verursacht, die in /55/ nicht berücksichtigt
werden. Solche Außerdiagonalelemente sind in den Hexaboriden z. T. von °
verschieden, da die Bor-Atome eine stark asphärische Umgebung haben.

Die berechnete Obergangstemperatur (1,5 K) ist etwas höher als der
neueste Meßwert: O,lK /56/, Der Unterschied kann von den Approximationen
der Rechnung stammen. Die Güte der rigid-muffin-tin-Näherung läßt sich
zur Zeit nicht abschätzen, hier ist eine Verbesserung (durch Abschirmung
der starrausgelenkten Potentiale) numerisch sehr aufwendig und erst für
einkomponentige Stoffe durchgeführt worden /57/. Möglicherweise bewirkt

Tabelle 10 Beiträge einzelner Moden zu Ä

Mode LaB6 ,nichtlokal LaB6 lokal YB6 nichtlokal YB6 lokal

T1u (Trans,l. ) 0,067 0,156 0,102 0,252
T1u (Opt.J 0,072 0,178 0,105 0,243
T1g (Rot.) 0,078 0,203 0,151 0,372
T2u 0,057 0,053 0,068 0,069
T2g 0,065 0,035 0,079 0,041
T1u 0,025 0,026 0,030 0,034
Eg 0,011 0,010 0,014 0,012
A1g 0,006 0,004 0,005 0,003

0,38 0,66 0,56 1,03
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Bild 28 ·Kopplungsfunktion cl2(~) in LaB6. Ausgezogene Kurve: nicht
lokales Ergebnis, gestrichelte Kurve: lokale Näherung.

der Clustereffekt eine Überschätzung der Elektron-Phonon-Kopplung, was
bei dem kleinen Al-Wert von 0,38 in LaB6 nach Gleichung (33) starke Aus­
wirkungen auf Tc hätte. Allerdings wird in LaB6 Ä hauptsächlich durch
Streuung an Bor-Atomen bestimmt (Tabelle 9), und gerade deren Streukraft
lß zeigt wenig Abhängigkeit von der Clustergröße. Höchstwahrscheinlich
verursachen permanente magnetische Momente der Lanthanatome /56/ die
Differenzen. Deren Einfluß auf c'2F ist in Gleichung (26) nicht berück­
sichtigt, und ihre paarbrechende Wirkung reduziert Tc.
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4.3 DIE ELIASHBERGFUNKTION VON YTTRIUMHEXABORID

, Die elektronischen Daten an der Fermikante von YB6 zeigen ein ähn~

liches Verhalten wie die von LaB6: ! wird sowohl fUr Yttrium als auch
fUr Bor hauptsächlich von der p-d-Streuung .bestimmt (Tabelle 5, Seite
24).

Mit den Il-schaligen elektronischen Daten errechnet sich die Kop­
plungsfunktion ct 2

(GJ) nach Gleichung (27) (Bild 29; ausgezogene Kurve:
nichtlokales Ergebnis, gestrichelte Kurve: lokale Näherung). Wieder
Uberschätzt die lokale Näherung die Kopplung an die kollektiven Moden
erheblich, während im Bereich der Deformationsmoden eine geringe Unter­
schätzung eintritt.

Die AUfschlUsselung nach dem Beitrag einzelner Teilchenpaare zu ,;.
steht in Tabelle 9. Nichtlokale Korrekturen stammen hauptsächlich von
der intra-Oktaeder-Streuung (i und j von Gleichung (26) bezeichnen Atom~

I
3 ,

0(.2

( meV) \
\ \

2
\ \

\.~
\ \
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\
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Kopplungsfunktion ~2(~) in YBG. Ausgezogene Kurve: nicht­
lokales Ergebnis, gestrichelte Kurve: lokale Näherung.

Bild 29
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des gleichen Boroktaeders). ;l wird zum größten Teil von den niederfre­
quenten Phononenmoden der undeformierten Boroktaeder bestimmt, sein Wert
ist 1,03 (lokale Näherung) bzw. 0,56 (nichtlokal). Für den nichtlokalen
Fall ergibt sich Tc =7,1 K, was mit dem gemessenen Wert von 7,1 K zu
vergleichen iit. Diese Übereinstimmung ist sicherlich nur Zufall; im
Rahmen der Approximationen der Rechnung, die in Kapitel 4.2 besprochen
wurden, ist ein Fehler von 10 bis 20% für 1 zu erwarten. Der Fehler hat
allerdings nach Gleichung (33) geringere Auswirkungen auf Tc als in LaB6,
da bei letzterem 1 kleiner ist. Die Methode von /55/ ergibt für VB6
1 =0,88 und Tc =15,1 K; die nichtlokalen Korrekturen werden folglich
wie im LaB6 unterschätzt.

Die über Gleichung (27) berechneten Tc-Werte sind in befriedigender
Übereinstimmung mit den experimentellen Werten für die beiden supralei­
tenden Hexaboride. Das höhere Tc in VBG gegenüber LaB6 ist sowohl auf
die Elektronenstruktur zurückzuführen (höhere Streukräfte, Tabelle 5)
als auch auf die phononischen Größen (weicheres Spektrum, Kapitel 3).
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5 ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wurden drei Aspekte der Hexaboride behandelt: ihr
Phononsystem. ihr Elektronensystem und die Elektron-Phonon-Wechselwir­
kung.

Die Phononen werden phänomenologisch im Rahmen eines Born-von-Kar­
man Federmodells berechnet. Nach Anpassung der Federkonstanten an expe­
rimentelle Daten stellt sich heraus, daß zwischen den Boratomen starke
Bindungskräfte bestehen, und zwar sowohl innerhalb ,der Boroktaeder als
auch von Oktaeder zu Oktaeder. Phononen, welche die Oktaeder deformieren,
haben deshalb hohe Frequenzen. Im Gegensatz dazu ist die Metall~Bor~Bin­

dung schwach, und aus diesem Grunde liegen die Phononenmoden mit unde­
formierten Boroktaedern bei tiefen Frequenzen. Die Metall-Bor-Bindung
ist schwächer in YB6 als in LaB6. Dies ist einsichtig, da in ersterem
das Störpotential eines ausgelenkten Yttrium-Atoms stärker abgeschirmt
wird wegen des höheren Mc~Millan-Parameters.

Die Elektronenstruktur der Hexaboride wird bestimmt mit einer selbst­
konsistenten Vielfachstreumethode in Clusternäherung. Die Selbstkonsi­
stenz ist notwendig, da ein Ladungstransfer von den Metallatomen zu den
Boroktaedern auftritt, der entsprechende Energieverschiebungen der ein­
zelnen Zustände zur Folge hat. Cluster mit einer Größe von 100 bis 200
Atomen genügen, um befriedigende Übereinstimmung sowohl mit seriösen
Bandstrukturrechnungen zu erzielen, als auch mit Experimenten.

Zur Bestimmung der Elektron-Phonon-Kopplung wird die Eliashberg­
Funktion in rigid-muffin-tin-Näherung berechnet. Es stellt sich heraus,
daß die lokale Näherung, die bisher meistens verwendet wurde, eine
Überschätzung von ;l und Tc bewirkt. Nichtlokale Korrekturen (durch
Streuung der zwei Cooperpaarelektronen an verschiedenen Atomen) führen
in LaB6 zu Tc =1,5 K (gemessen: 0,1 K) und in YB6 zu Tc =7,1 K (7,1 K).
Permanente magnetische Momente in LaB6 dürften zu einer weiteren Absen­
kung von Tc in dieser Substanz führen. Der Hauptbeitrag zu Ä stammt von
den niederfrequenten Phononenmoden mit undeformierten Boroktaedern.

Die an den Hexaboriden gewonnenen Erkenntnisse lassen sich auf andere
Substanzen ausdehnen, die aus mehratomigen Bausteinen zusammengesetzt
sind. Auch in diesen gibt es hochfrequente Phononenmoden, die Deforma-
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tionen der Grundbausteine entsprechen und niederfrequente Moden ohne
solche Deformationen. Bei letzteren führt die stark korrelierte Bewegung
der Atome innerhalb eines Bausteins zur Reduktion der Kopplung (die in
lokaler NäherungN~-~ist) über die nichtlokalen Beiträge zur Eliashberg­
Funktion. Dabei sind nur solche Beiträge wichtig, die von der Streuung
der Elektronen an zwei Atomen der selben Einheit stammen. Trotz der Re­
duktion ist die Kopplung an die niederfrequenten Moden nicht vernach­
läßigbar.

Ein Beispiel dafür sind die Chevrel-Phasen. Aus der theoretischen
Interpretation gemessener partieller Isotopeneffektexponenten von Mo6SeS
wurde geschlossen, daß die Rotationsmoden der Mo6SeS-Cluster nicht zur
Supraleitung beitragen /5S/. Dies steht im Gegensatz zu den Rechnungen
für die Hexaboride, wo nichtlokale Korrekturen in keinem Fall die Kop­
plungsfunktion zu Null machen. Tatsächlich zeigt die direkte Messung der
Kopplungsfunktion durch Tunnelexperimente an einer anderen Chevrelphase
(CU1,SMo6SS) /59/, daß sowohl Translations- als auch Rotationsmoden an
das Elektronensystem koppeln. Auch die Beiträge der Cluster-Deforma­
tionsmoden zu ~2 dürften erheblich sein, da es 36 Deformationsmoden
gibt, diese bei niedrigeren Frequenzen liegen als in den Hexaboriden und
nichtlokale Korrekturen für diese Deformationsmoden zu einer leichten
Erhöhung der Kopplung führen.
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ANHANG I: WINKELKRÄFTE UND DREHIMPULSERHALTUNG

Die Kraftkonstantenmatrix des Keating-Potentials (23) wird nach Glei­
chung (25) berechnet. Für die symmetrischen Federkonstanten f iOi (i=j)
erhält man damit die Kraftkonstantenmatrix (17)t also Zentral kräfte.

Die wirklichen Winkelkräfte werden durcn die unsymmetrischen f iOj
(ifj) beschrieben. Wir beschränken uns im Folgenden auf diesen Fall, Mit
(25)- erhält man dafür (ifi'):

, 1

""~)~, ::: .!... 2.[ - {,4',,,,'i +i-a",4"i (",;ß. - J.) ~ t
J " .i LL, ,'""" 1I-tI> I 4.",. l' ~''4' 1",,~,

T 3 q,4'",' "',4''1' d f/

+ "Alt~+ {4'i,t'1 A'..l._ /.t-I..ti -1-1d'''~'' Alr.i .Ii)-..... I'..... /(,'",' ~'il ....., ~ 1',. 1:..1 +;-,. (1.1)
,J"~'"" 1"{t-J (/ 1~..4" 111;1-1 .41 .44, ~J

Die in Kapitel 3 angegebenen numerischen Werte für die federkonstanten f
beziehen sich auf die in (1.1) ausschließlich auftretenden t in i und j

symmetrischen Kombinationen f iOj + fjOi~

Damit die Drehimpulserhaltung erfüllt ist t muß unter einer beliebi­
gen Drehung des gesamten Kristalls das Potential V unverändert bleiben,
Daraus leiten sich die notwendigen und hinreichenden Forderungen an die
Kraftkonstantenmatrizen ab /8/:

.,.,' '.J.'/
~ t~~1 ~/I == ~1:-All 1(~1 (1.2)
" A

Mit der Translationsinvarianzforderung (18)
auf Relativkoordinaten r:

A~ ...{',

L <f./ 01 ":t'i l
'1. A .4

" :I:.k
Anwendung auf (1.1) ergibt die Forderung

läßt sich (1.2) umschreiben

,1,'

":t',L" (I. 3)
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(I. 4)

Man sieht leicht, daß die dritten Terme auf den bei den Seiten von
(1.4) übereinstimmen (Vertauschen der Summationsindices j und i l

). Die
ersten beiden Terme auf jeder Seite von (1.6) können zusammengefasst
werden, wenn jeweils im 2. Term die Summationsindices j und i l ver­
tauscht werden:

I.(~·J' -+{d'i'A' [_ .1.' i,' J.. i" .1.' ~ .,iN r1:. /- /1_ / r-l-/i t 7"."'4 }4.'., .,. ../ +1",/, 1"1' 1" .. J -
j ,.i'$,i If"i'.t' ".iJ' (/ .(Q.L~ .f. ;,t "'/ -l/

~ fÄ~'~' +Iii~' .I' ~/I J. JI ,i/I A ,,11

::: I.. /- 1/- 1[-(1;.!t' +~1J) 1;0/" 1"../ +7'" 1"01

1
' 1'" }

' /1.1...' 11'1. 1·,· ~nt ~.t;{, -lJ (1.5)
~f'" 'FA- .J~ .(J

Die Gültigkeit von (1.5) kann nun gezeigt werden durch Einsetzen von
(24) und Ausmultiplizieren der Klammern.

Damit ist (1.2) fUr die Keating-Winke1kraft (23) bewiesen, die foig­
lieh die Drehimpulserhaltung nicht verletzt.
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ANHANG 11: TRANSLATIONSINVARIANZ

Die Clustermethode hat den Nachteil, daß sie bei der Behandlung kri­
stalliner Stoffe nur die Eigenschaften eines aus dem Festkörper heraus­
geschnittenen "Clusters" bestimmt, wobei im Unterschied zum unendlich
ausgedehnten Kristall keine Translationssymmetrie mehr vorhanden ist. In
diesem Kapitel wird untersucht, wie die Translationssymmetrie bei der
Clusterrechnung durch Einführen von Randbedingungen für die Greensche
Funktion berücksichtigt werden kann.

Das muffin-tin-Kristallpotential v des Kristalls wird aufgeteilt in
das Potential vi der Atome innerhalb des Clusters und das Potential ve
der Atome außehalb des Clusters

". == V..l" + tge '(IL1)

Die Greensche Funktion g der Elektronen im Kristallpotential v genügt
der Dyson-Gleichung

Diese Gleichung (und die folgenden in diesem Kapitel) ist eine Kurz­
schreibweise für

lt;;1 =t(;;;~ -+1;/1;i''/!-v... (1''7-+ ~(-t1lJ(;'!:f'lff';H;j,tß:J,tr/ll(II. 2.)

IV

Es wird nun eine Greensche Funktion 9 definiert für das Potential ve
außerhalb des Clusters und 0 innerhalb

Aus (11.2) und (11.3) folgt

(IL 3)

(IL4)
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N

Wie in Kapitel 2.2 werden die Streuwegoperatoren T und T definiert

1= 10 + dO T10

1=i+jTi
Die Streuwegoperatoren gehorchen den Gleichungen

"'"T

,y

Durch Iteration von (11.8) sieht man, daß T =0 ist, wenn mindestens
eine seiner beiden Koordinaten außerhalb des Clusters liegt. Für beide
Koordinaten im Cluster gilt

IV .........

T ::: T + T IJ.! T
wobei

(I I. 5)

(11. 6)

(11.7)

(I I. 8)

(11. 9)

i = 1° T J;
gesetzt wurde. (11.9)
Drehimpulsdarstellung

/ \ '/
IV ,(.'",' .t .t

Tm.,.,,' ::: Twrwr'
.tL' ,(./'

lautet in Matrixschreibweise bezüglich der lokalen

(11.10)

(11.11)

--,e"t

mit der Definition von i1f):H~ aus
Te --- -;; ).tA- ~m

!J;{{.,i)J=rfff Jj{lif} ?i Cf} {!J, :i ~ {f'l/.e{rff'} (I1.12)

i;i.e.L.

Die Form von Gleichung (11.12) (mit den am Ursprung regulären Funktionen
jl) wird in den Gleichung (11.15) bis (11.17) gerechtfertigt. (11.9)
läßt sich umschreiben in
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(11.13)

Dies ist die Ausgangsgleichung zur Einführung der Translationssymmetrie.
Dazu geht man so vor. daß man sich zunächst T-1 im Rahmen einer Näherung
beschafft (z.B. mit der Clustermethode von Kapitel 2). Falls ~g bekannt

N
ist. läßt sich dann mit (11.13) T berechnen. Damit ist 9 (11.6) bekannt,
also auch T (11.5). Dieser Vorgang wird iterativ so lange wiederholt.

,.."

bis T (oder T) selbstkonsistent bestimmt ist.
Es muß jetzt noch gezeigt werden, wie dg berechnet werden kann. Zu­

nächst ist klar. daß (für beide Koordinaten außerhalb des Clusters) 9,..,
und g übereinstimmen (in diesem Bereich gehorchen beide Green-Funktionen
der gleichen Dyson-Gleichung, ferner sind die Randbedingungen im Unend­
lichen identisch). Im Außenbereich ist also

(11.14)

Im Rahmen des oben beschriebenen Selbstkonsistenzverfahrens wird g in
Gleichung (11.14) durch die Cluster-Greens-Funktion G (10) ersetzt.
Dabei wird ausgenutzt. daß g die volle Translationsinvarianz des Kri­
stalls hat, d.h., G wird um Symmetrievektoren so verschoben. daß der
Clustermittelpunkt möglichst nahe an den Bereich der Koordinaten von ~ g
rückt. Dies ist in Bild 11.1 illustriert, wo i und r zwei äquivalente
Atome bezeichnen. Gesucht ist d g mit beiden Koordinaten in der Wigner­
Seitz-Zelle eines Atoms r, welches ein nächster Nachbar der äußersten
Schale des Clusters ist. Die Greensche Funktion G wird also um Rr-Ri =
R~i verschoben und 1iefert für Il g

!Jl~I~I)=:G~l"')-!· =J1 R;fJJ}-1fJSfj r;1j9ti~1 (IJ.15)

Der wesentliche Teil der Matrix Saus (11.15) geht aus Gleichung (10)
hervor.

Damit ist 6g im Außenbereich des Clusters bekannt. Im Innenbereich
(und nur für diesen gilt (11.13» besteht 9 und damit -'\g aus freien
Wellenfunktionen. Deren Entwicklungskoeffizienten folgen aus der Stetig-
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Clusterrand

Bild 11.1 Lage der Atome rund i im Raum (zu Gleichung 11.15)

keitsbedingung für die Greensche Funktion am Clusterrand. Es wird also
gefordert, daß l1g im Innern (11.12) stetig übergeht in L1g von (11.15).

Gleichung (11.15) kann in die Form von (11.12) gebracht werden (mit i=i~

Clusterursprung=O) durch Umentwickeln der Wellenfunktionen in (11.15) um
den Clusterursprung als neues Zentrum. Dazu werden zunächst die Wellen­
funktionen R~ außerhalb des muffin-tins r geschrieben als Linearkombi­
nationen einer sphärischen Besse1funktion j1 und einer sphärischen Neu­
mannfunktion n1. Allgemein gilt für diese (bzw. für die in /25/ de­
finierten Funktionen f1) /48/:

/.tlzrt?/Nil) Y.el-t'3l.) ::: I. 11"""'(;; 1/}t?-t} r. "'.(';) &( fJ. - -t)
i' WI LL" fJ" L.,4 ~ ,
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für c> 0 j für e < 0 ist i lof -12, -1 zu ersetzen durch (-1) 1... -1,2. .

1(Z} ,l""./" I M m.,..... U} h1

TL (r'i'/,;--?JI/ ~ (q--R):: 13R.t (1?) { (1?".) Y. y~) () (1(-1')e ..,., ., 71.., 'L.,
'4 1

'1.l M m., /1 ~. ~ -..tz -,l m -h1., M -m #?1 *~ -"'" (.,)
o.UL.t., = 7"1ft ;- ~ .cL.e.l ~ (-).,~ (R) It. r1f'/() (II.17)

~Z ., Z Z. l

für c> 0; für c< 0 ist i l-1- 12,-1 zu ersetzen durch (_1)1..,-1.

Anwendung von (11.16) und (11.17) auf (11.15) liefert die Matrixele­
mente von (11.12), welche in (11.13) benötigt werden. Das Rechenverfah­
ren besteht also aus den Schritten:
- Berechnung der Cluster-T-Matrix (Kapitel 2.2)
- Berechnung von llg «11.15), (11.16) und (11.17))

,.J

- Berechnung von T (11.13)
- Berechnung von T «11.5) und (11.6))

IV

- It~ration der Schritte 2-4 bis zur Selbstkonsistenz von T oder T.
Man findet, daß dieses Verfahren scheitert an der schlechten Konver­

genz der A-, B- und evt. S-Matrizen bezüglich der Drehimpulsquantenzah­
len. Allerdings ist in großen Clustern die Translationsinvarianz für die
Atome der innersten Schalen auch ohne Randbedingung schon realisiert, d.
h., die Zustandsdichten dieser Atome unterscheiden sich nur wenig von
einander.
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ANHANG 111: WIGNER-SEITZ-ZELLEN-INTEGRATION

Die Zustandsdichte am Atom i ergibt sich mit Gleichung (10) zu

wobei sich das Integrationsgebiet über die Wigner-Seitz-Zelle des Atoms
i erstreckt. Falls diese durch eine Kugel mit Radius Ri angenähert wer­
den kann, dann folgen aufgrund der Orthonormalität der sphärischen Ku­
gelflächenfunktionen aus (111.1) sofort Gleichung (11) und (12). Wenn
diese Näherung schlecht ist (wie in den Hexaboriden für die Boratome),
dann muß zwischen muffin-tin-Rand und äußerster Ecke der Wigner-Seitz­
Zelle das in (111.1) stehende Integral numerisch berechnet werden. Die­
ses Verfahren ist zeitintensiv, vor allem auch wegen der RUcktransforma­
tion der symmetrisierten T-Matrix in die unsymmetrisierte Form, die in
Gleichung (III.1) gebraucht wird. Um das Selbstkonsistenzverfahren nicht
zu stark zu verlangsamen, wird deshalb Gleichung (111.1) nur für 1 = 11

ausgewertet, es werden also nur Außerdiagonalelemente von T in m, m' be­
rücksi chtigt.

Dieses Verfahren wurde getestet an LaB6, VB6 und CaB6 und verglichen
mit den Ergebnissen von Kapitel 3. Es zeigt sich, daß die partiellen
Metall-Zustandsdichten kaum voneinander abweichen. Dies ist nicht ver­
wunderlich, da die Metall-Wigner-Seitz-Zelle in guter Näherung durch
eine Kugel approximiert werden kann. Für die partiellen Bor-Zustands­
dichten sind die nach Gleichung (111.1) berechneten Werte zu groß. Dies
ändert sich auch nicht wesentlich, wenn die Größe der Wigner-Seitz-Zel­
len so verändert wird, daß ihr Volumenverhältnis dem der muffin-tin-Ku­
geln entspricht. Offenbar entsteht die Überschätzung der partiellen Bor­
Zustandsdichten durch die Vernachläßigung der Außerdiagonalelemente der
T-Matrix in 1, 11

•
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ANHANG IV: OBERGANGSWAHRSCHEINLICHKEITEN FOR RÖNTGENEMISSIONS- UND
PHOTOELEKTRONENSPEKTROSKOPIE

Wir betrachten zunächst die Röntgenemission. Mit der "goldenen Regel"
von Fermi und in Dipolnäherung erhält man für die Gesamtemissionsrate w
(Gleichung 22.34 in /41/)

W = ;; ",3 I<rc I :rl'!v >/2. (IV. I)

mi t «:::;:: Fei nstrukturkonstante, c ::;:: Li chtgeschwi ndi gkei t und c.J::;:: Frequenz
des emittierte Photons ::;:: Energieunterschied zwischen Valenzzustand ~v

und Corezustand Jrc'
Gl~ichung (IV.1) wird nach /27/ und /42/ in ein Doppelintegral umge­

wandelt, gleichzeitig erfolgt Summation über alle Valenzzustände i, die
Anlaß geben zu Photonen mit der gleichen Frequenz GJ

W(w) =4-;- w J?ff~~""~~,f)yc(,r9:r:~/1JI:: .(;;)v:iI.(ryJ/r .-r _01- )~
j.(" k r Jf;; J~A Jv,.t (t~4 'c ..,..W -

wobei Cv =1lc.J +t: c die Energie der Valenzelektronen ist. Einsetzen von
Gleichung (10) bis (12) in (IV.2) liefert unter Berücksichtigung des s-
Charakters des Bor-K-Corezustands a

8ß ~~ 2.
Pot 3 Jrn.v TVllth'f [ f 3 lJ JW(w):: . 2. CV L " .. fltl' 'fj(1')1" 1(., (1')p ::

~ 'TC ,c m ~;t:' () f4cJ,_H"y

.B~.a 2
fo( 3.,~ Mol [f 34).8) J:: 2."" "Iel ~ '!i('t)1"' I'f.,(~~

311~ n" 0 ~/;"N",/

Die Obergangsrate hängt für die experimentellen Bedingungen von /38/
also nur ab von der partiellen Bor-p-Zustandsdichte (wegen der Auswahl­
regel ~l ::;:: 1 für Dipolstrahlung) und einem Obergangsmatrixelement, das
in bisherigen Rechnungen meist als Konstante im Energiebereich der Va­
lenzelektronen angenommen wurde. Hier wird das Obergangsmatrixelement
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explizit berechnet mit einer Bor-1s-Wellenfunktion, die für atomares Bor
bestimmt wurde; es variiert um 25% im Energiebereich der Valenzelektro­
nen. Der genaue Verlauf ist aus Bild 10a zu entnehmen, dort wurde die

OV.4)

eingezeichnet. Die gesamte Übergangsrate Wergibt sich aus
C'F

1./ :: f W (c) & (IV.5)

ce.
in LaB6 zu W=1,11*1011 sec-1 mit einer daraus resultieren Energiever­
brei terung von AE =;fl*W =0,73 meV.

Für die Übergangs rate der Photoelektronen gilt ebenfalls die Formel
(IV. 1), wobei ~ v allerdings jetzt einen Elektronenzustand oberhalb der
Fermienergie bezeichnet. Das Endergebnis (IV.3) gilt folglich auch hier.

Abweichungen von Gleichung (IV.3) können sich ergeben durch Vielteil­
cheneffekte (Wechselwirkung Elektron/Loch bzw. Loch/Loch), durch Auger­
übergänge und Mehrphotonenprozesse. Ferner sind die gemessenen Spektren
energieverbreitert aufgrundder endlichen Lebensdauer von Loch und ange­
regten Elektronen.
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