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Zusammenfassung

Es wird gezeigt, wie der effektive Elastizitdtstensor eines
Magnetkomposits mit einer Tensorintegralgleichung von Korringa
numerisch ermittelt werden kann. An einem Testkomposit, flir

das analytische LOsungen vorliegen, wird die Genauigkeit des
Verfahrens untersucht. Indem man das Materialverhalten durch
einen effektiven Elastizit&dtstensor beschreibt, werden Aussagen
Uber den Einfluss der Anisotropie auf das maximal erreichbare
Zentralfeld eines supraleitenden Solenoids gewonnen. Des weiteren
wird eine Methode zur Spannungs-Dehnungsberechnung von Solenoiden
in inhomogenen Magnetfeldern vom Typ eines Tokamak-Reaktors
angegeben, die die toroidalen Symmetrieverh&ltnisse mittels

Fourierreihen ausniitzt.

To the Stress-Strain Behaviour of Large Superconducting Magnets

Abstract

It is shown that the effective tensor of elasticity of a magnet
composit may be determined numerically from a tensor integral
equation, given by Korringa. The precision of the procedure is
investigated for a test composit by comparison with an analytical
solution. Describing the material behaviour by an effective
elasticity tensor, the influence of anisotropy on the maximum
obtainable central field of a superconducting solenoid is assessed.
Furthermore a method is given for the calculation of stress and
strain of solenoids in inhomogeneous magnetic fields of the type
of a tokamak fusion reactor, which uses toroidal symmetry by

Fourier series.
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1. Einleitung und Problemstellung

Fusionsreaktoren, die auf dem magnetischen EinschlufBprinzip
beruhen, verlangen die Anwendung hoher Magnetfelder (flir das
Hauptfeld in einem Tokamak- Magneten mind. 5-7 T). Sie lassen
sich wirtschaftlich nur durch supraleitende Magnete erzeugen.
Im Betrieb speichern solche Spulen hohe magnetische Energien
(GroBenordnung 10 - 100 GJ), die um mindestens einen Faktor
10 - 100 groBer sind als bei bisher gebauten supraleitenden
GroBmagneten. Ein vorzeitiger Ubergang der Magnete in die
Normalleitung (Quench) muB daher weitgehend ausgeschlossen

werden.
Ursache flir einen Quench kann sein, daB eine maximal zuldssige

Dehnung des Supraleiterdrahtes liberschritten wird (Ref. 1).

Die Einhaltung dieser Randbedingung in der Auslegung erfordert
neben der Wahl geeigneter Spulengeometrien (z.B. D-Spulen)

einen entsprechenden dehnungsmindernden Aufbau des Magneten.

Dazu sieht man Verstdrkungen durch Stahl-Bander vor. Zusammen

mit dem Leiter, Leitergehduse, Kihlkandlen und Isolationsmaterial
erhdlt daher ein solcher Magnet einen sehr komplizierten

inneren Aufbau. Die so aufgebaute Windung bildet ein Magnet-

komposit (Abb. 1b).
Die Uberpriifung, ob durch diese MaBnahmen die gestellten Forde-

rungen eingehalten werden, zwingt zu einer genauen Spannungs-
Dehnungsanalyse des Magneten. Aufgrund des stark inhomogenen
Magnetfeldverlaufs ist eine dreidimensionale Berechnung not-
wendig. Wegen der dafir ndtigen Zahl der Speicherplédtze in
den verwendeten Finite-Elementprogrammen ist aber die Zahl
und Form der Elemente sehr beschrdnkt (Ref. 3). Speicher-
kapazitdten und Rechenzeiten der gegenwdrtigen Computer-
anlagen erlauben keine Modellierung, die alle von Ort zu

Ort verschiedenen Materialeigenschaften im Magnetkomposit

hinreichend berlicksichtigen.
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Prototypspule fiir das LCT-Projekt (Ref.2)



Denkt man sich stattdessen den Magneten aus einem einzigen
homogenen Material gebildet, welches nach auBen hin die glei-
chen Eigenschaften zeigt wie ein entsprechendes Teilvolumen

AV des inhomogenen Magnetkomposits, wird die Berechnung von
Dehnungen und Spannungen stark vereinfacht. Die elastischen
Eigenschaften dieses gedachten Materials wurden bisher im we-
sentlichen durch die Mischungsregel ermittelt. Zs kann

aber sowohl theoretisch wie experimentell (Ref. 4) gezeigt wer-
den, daB bei den hier in Frage stehenden komplizierten Magnet-

kompositen diese GesetzmédBigkeit versagt (Kap. 2).

Diese Arbeit stellt sich daher die Aufgabe, die elastischen

Eigenschaften des homogenen Materials aus den Eigenschaften des
inhomogenen Magnetkomposits zu berechnen. Dazu greift sie auf

Begriffe und Methoden aus der Theorie der Polykristallelastizi-
tdt bzw. der Elastizitdt von Runststoffkompositen (z. B. GfK)
zurlick (Ref. 7, 8, 11=-17).

Dort wird das elastische Verhalten der inhomogenen Materialien
durch einen einzigen "effektiven Elastizitdtstensor" angegeben
(Kap. 3). Die homogene Beschreibung durch die Angabe dieses ein-
zigen Materialtensors ist jedoch nur sinnvoll, wenn die Eigen-
schaften eines Teilvolumens AV des inhomogenen Materials an je-
der Stelle gleich sind. Dazu muB AV so gewdhlt werden, daB es groB
gegen die charakteristische Lidnge (Korrelationsldnge) ist, mit der
sich die Materialparameter im Gesamtvolumen wiederholen. Um den
Begriff "effektiver Elastizit&dtstensor" auch auf Magnetkomposite
anwenden zu kdnnen, muf daher die Homogenitdt wvon Magneten unter-
sucht werden. Es muB gekl&rt werden, ob ein Magnet durch ein homo-

genes Modell Uberhaupt sinnvoll beschrieben werden kann /‘Xapn. 4).

Gelingt dies, stellt sich die Frage, wie der effektive Elastizi-
tdtstensor berechnet werden kann., Dazu ist im Prinzip die LOsung
eines Systems von Differentialgleichungen fiir Spannungs3yleichae-

wicht mit vorgegebenen Randbedingungen (Kap. 3) ndtig. Mit der
prinzipiell dafiir geeigneten Finite-Element-Methode wird

das Verfahren aber sehr aufwendig. Deshalb soll in dieser
Arbeit eine einfachere und in der Praxis leichter handhabbare
Berechnungsmethode entwickelt werden. Sie l&uft auf eine

Verbesserung der Mischungsregel hinaus.



Um die Randbedingungen unmittelbar zu erfiillen, geht sie von einem
Integralgleichungssystem aus, das Korringa (Ref. 5) fiir makrosko-
pisch homogene Materialien angegeben hat (Kap. 5). L&sungsmethoden
liegen aber auBer filir eine statistisch vorgegebene Materialvertei-
lung nicht vor. Deshalb wird ein numerisches L&sungsverfahren ent¥
wickelt (Kap. 6), das flir eine fest vorgegebene Material-
verteilung gililtig ist. Ein Testkomposit, flir das analytische
Loésungen vorliegen, ermdglicht die Uberpriifung der Genauigkeit
des Verfahrens. Es schlieBt sich eine Diskussion der Anwend-
barkeit auf Magnetkomposite an. Daneben gelingt es, mit

diesem Verfahren . eine von Korringa alternativ zur Losung

angegebene Iterationsmethode zu untersuchen.

Als Anwendungsbeispiel wird der effektive BElastizit8tstensor
des TESPE~Magnetkomposits (Ref. 24) berechnet (Kap. 7).

Die entwickelte LOsungsmethode liefert den vollstédndigen effek-

tiven Elastizitdtstensor. Daher wird auch das anisotrope Materi-
alverhalten des Komposits ermittelt. GrdBe der Materialparameter
und Anisotropie beeinflussen die Spannungen und Dehnungen im Be-
lastungsfall des Magneten.

Bei einem supraleitenden Magneten fragt sich, wie dieser Zusam-
menhang {iber die maximal zuldssige Dehnung dés Supraleiterdrahts
das erreichbare Zentralfeld eines Magneten begrenzt. Dies wurde
flir ein Solenoid unter Verwendung bestehender zweidimensionaler
analytischer Spannungs-Dehnungsgleichungen nach Gray-Ballou

(Ref. 6) gezeigt (Kap. 8.2).
Diese Gleichungen niitzen nur drei technische Konstanten des effek-

tiven Elastizitdtstensors aus, ndmlich die E-Module in radialer
und in Umfangsrichtung, sowie eine Poissonzahl. Das ist sinnvoll,
solange das Solenoid sich in einem axialsymmetrischen Magnetfeld
befindet. In einem inhomogenen Magnetfeld, wie es etwa ein Sole-
noid in einer Tokamak-dhnlichen Anordnung sieht, entstehen aber

zusdtzlich Scherkrédfte, die zu einer Zunahme der Dehnung des Supra-
leiterdrahtes flihren kdnnen. Spannungs-Dehnungsanalysen in

dieser Geometrie liegen bisher nur in Form von Finite-Element-

Rechnungen vor. Ihre Genauigkeit war bisher durch analytische Rech-
nungen nicht zu ilberpriifen, da die Gleichgewichtsgleichungen des

Problems unter Einbeziehung von Schubmoduli des effektiven Elasti-

zitdtstensors komplizierte gekoppelte partielle Differentialglei-



chungen werden. Die vorliegende Arbeit nun gibt L&sungen flir den
Spezialfall eines Tokamak-&hnlichen Magnetfeldes an. Es sind Fou-
rierreihen, die als Spezialfall nullter Ordnung die in der Lite-
ratur schon bestehenden Spannungs-Dehnungsgleichungen fiir axial=-
- symmetrische Magnetfelder, wie sie in Kap. 8.2 benutzt werden,
enthalten.

2. Vorliberlegungen

Setzt man zwel verschiedene Materialien zu einem Komposit
zusammen, so kann man bei einer einfachen Anordnung (s. Abb. 2)

zwel verschiedene Belastungsfédlle unterscheiden:

Im ersten Fall (Abb. 2a, Parallelschaltung) werden beide Ma-
terialien gleichmdBig gedehnt. Im Materialinnern sind die Deh-

nungen konstant. Der Volumenmittelwert der E-Moduli <Ei> der

0) € = konst.
E &= konst.
1
;; b sy 6 F=E18151+E2825,
) S S
/\\\\\4\\\\52 0= By s E,—2—)E
4 ‘[ (51"52) (51*52)
E2 o=<E;>e=E'e
b) 0 =konst,
54-—11—#4—[2—-» E ——A-l——" : " .
\ €= =( —_— ——+-———)0
2 ‘i* \\\"\\\ S (l1"’\2) E1 | E2 l
E1 €2 =<l >0:1g
Ej ER
c)
< ‘ F 0 4 konst.
/ I
2, ® —
21 € % konst,
E

]
1 E2

Abb. 2: Parallel- (a) und Reihenschaltung (b) zweier

Materialien (Mischungsregel) und ihr Versagen (c).

Einzelmaterialien gibt dann den Zusammenhang zwischen der .un
auBen angelegten Spannung ¢ und der Dehnung & des Gesamtmaterials
an. Im Fall der Reihenschaltung (Abb. 2b) sind die Spannungen

in den Einzelmaterialien konstant. Die Gesamtdehnung dieses
Komposits ergibt sich als Volumenmittelwert der E-Modulkehrwerte.
Im Fall a) kann man dieses Komposit durch ein homogenes

Material mit dem Elastizitdtsmodul EV = <Ei> (Voigtmodul) ,

im Fall b) durch ER = <E;1>_1 (Reussmodul) ersetzen, so daB
inhomogenes wie homogenes Material nach auBen dasselbe

Spannungs~Dehnungsverhalten besitzen.



Der Voigtmodul EV ; sowie der Reussmodul ER sind also
"effektive" Elastizitdtsmoduli EEff. In beiden Fdllen
geben sie den Zusammenhang zwischen den Volumenmittelwerten
der Spannungen o und Dehnungen e im Material an, sodaB allg.

Eeff <g> , £2lbst bei gleichen Materialantei-

gilt: <o> =
len sind die Werte der "e¢ffe-tiven" Elastizitdtsmoduli von

der Anordnung abhdngig und i.a. voneinander verschieden. (Ein ge-
schichtetes Komposit ist daher i.a. anisotrop; vgl. Kap. 7.2)
Versucht man das Materialverhalten komplizierterer Komposite,
etwa Magnetkomposite, durch ¢ie Reuss- und Voigt-Werte zu be-
schreiben (Mischungsregel), stellt man keine Ubereinstimmung

mit dem Experiment fest (Ref. 4). Die Mischungsregel versagt

dann.

Gerade aber bei komplizierteren Magnetkompositen ist man zur
Spannungs—-Dehnungsberechnung in groBen Magnetsystemen (etwa
Tokamakanordnungen) darauf angewiesen, das Material als ho-
mogen zu betrachten. Die Modellierung aller Feinheiten im Mag-
netaufbau durch Finite-Elemente wilirde nicht zu bewdltigende

Speicherplatz- und Rechenzeitprobleme aufwerfen.

Es stellt sich daher die Frage, wie bei komplizierteren Ma-
terialanordnungen die elastischen Eigenschaften des homogenen

Ersatzmaterials berechnet werden kOnnen.

Bei kleineren supraleitenden Magneten genligte die Mischungs-
regel bisher vollstdndig, da der Aufbau dieser Spulen zum Teil
einfacher ist, zum Teil die zuldssigen Supraleiterdehnungen
noch nicht erreicht werden. Die Ursache fir das Scheitern der
Mischungsregel bei komplizierteren Anordnungen 148t sich am
Beispiel c¢) in Abb. 2 erldutern. Wird dieses Komposit wie ange-
geben belastet, tritt innerhalb des Volumens eine inhomogene
Spannungsverteilung auf. Das rihrt daher, das die Phasengrenz-
fldche des Materials 2 nur an wenigen Stellen parallel oder
senkrecht zur Kraftrichtung steht.Es treten nicht nur Zug-
komponenten, sondern auch Scherkomponenten der Spannungsbela-
stung auf. Zusammen mit der Querkontraktion der Materialien

entsteht eine inhomogene Dehnungsverteilung. Dies steht im Ge-



gensatz zu den Reuss- und Voigt-—-Annahmen homogener Spannungs-

oder Dehnungsverldufe.

Wegen der auftretenden Scherung wird die Dehnung z.B. in Kraft-
richtung nicht nur iiber die Zugkomponenten des Spannungstensors,
sondern auch lber dessen Scherkomponenten ermittelt werden, d.h.

es muB lokal das verallgemeinerte Hooke'sche Gesetz herangezogen
werden (Ref. 19): Oij = Cijklekl i,j,k,1 =1,2,3
Wegen der Symmetrie Uij=0ji und €11k (Ref. 19) muB gelten
Cijkl=cjikl=cijlk (s. Anhang IIIa). Die Existenz eines
elastischen Potentials fiilhrt zu der Beziehung C,.,.=C, ...
ijkl “klij
Um jetzt eine Verallgemeinerung der Definition "effektiver"

(Ref.

Elastizitdtsmoduli von homogenen Spannungs- oder Dehnungsver-
teilungen zur inhomogenen vornehmen zu k&nnen, wird im folgenden
ein "effektiver Fplastizitdtstensor" definiert. Der Begriff

wird aus der Theorie effektiver Elastizitdtstensoren makrosko-
pisch homogener Polykristalle (z.B. Legierungen) und Kunststoff-

komposite {lbernommen (Ref. 7).

In den weiteren Betrachtungen kennzeichnet doppeltes Unter-

streichen C Tensoren 4. Stufe Cijkl , einfaches Unterstreichen A

Tensoren 2. Stufe (Matrizen) Aij

3. Grundbegriff "effektiver Elastizitdtstensor" und sein

Zusammenhang mit dem Spannungs—-Dehnungsverhalten

In der Theorie des effektiven Elastizitdtstensors wird das
mechanische Verhalten eines Kompositmaterials. des Volumens

V mit dem rdumlich variierenden Elastizitétstensdr g(ﬁ) durch
das Verhalten eines homogenen Materials mit dem zungchst unbe--
kannten, rdumlich konstanten effektiven Elastizitdtstensor
geff ersetzt. Solches ist dann mdglich, wenn in V an jeder Stel-

le ein Teilvolumen AV gefunden werden kann, so daB gilt

V >> AV >> A13 (1)

19).



und alle Volumina AV die gleichen Eigenschaften aufweisen.
Al gibt die gr&Bte Ldnge im Material an, mit der sich die Eigen=

schaften des Mediums im Volumen V wiederholen (Korrelationslénge)

(vgl. auch Ref. 8). So ist etwa in einem Laminat aus zwei
Materialien der Dicken d1 und d2 Al=d1+d2. Liegt A1l im
atomaren Bereich, heift das Material "makroskopisch homogen".

Dies ist z,B. bei einem Polykristall der Fall.

Ob Bedingung (1) auch bei einem Magneten erfiillt werden kann,ist
ohne weiteres nicht klar. Es muB daher untersucht werden, ob

die Vorstellung eines homogenen Magnetkomposits liberhaupt zu-
trifft (Kap. 4). Ist das der Fall, ergibt sich die Definition
des effektiven Elastizitdtstensors aus folgender Uberlegung:
Man betrachtet ein Teilvolumen AV mit der Oberfldche S in einem
kartesischen Koordinatensystem, dessen Ursprung beispielsweise
im geometrischen Mittelpunkt des Teilvolumens liegt. Werden

an die Oberfliche S Verschiebungen ug(&) (%es:; i=1,2,3) ange-

legt, die proportional zur Entfernung vom Ursprung zunehmen

O, A O A s .
ui(x) = g i5 xj i,j =1, 2, 3 (2)

entstehen im homogenen Material mit den gesuchten Eigenschaften

von geff rdumlich konstante Dehnungen identisch mit Eij '
sowlie nach dem Materialgesetz konstante Spannungen Cij mit
o _ .eff o

13- Ci3k1 fxa

i, 3, k, L =1, 2, 3 (3)
Legt man dieselben Verschiebungen (2) an die Oberfldche des
inhomogenen Materials an, fiihrt das i.a. zu einer inhomogenen
Verteilung von Spannungen g(;) und Dehnungen g(;) im Volumen
AV. Man kann aber zeigen (Ref. 7), daB auch bei beliebiger Vo-
lumenform von AV der Volumenmittelwert der Dehnungen den kon-

stanten Dehnungen §9 entspricht.

+

e” = <e(x)> (4)

Weiter muB zur Bestimmung von geff aus (3) go ermittelt werden:

Da im inhomogenen Material das lokale Materialgesetz

- -+

035 (%) = Cyqx1 (%) Ex1 (%)



gelten soll, muB nach Volumenmittelung gelten (Tensorschreibwei-

se)

(D e x> = <C (%) £ @®> (7" €°

>
<g(x)> = <

@]

Damit entsteht der Form nach eine Beziehung wie in (3).
Setzt man also in AV ein homogenes Material mit

eff

= <C (%) e (%)> ()] (5)

@]
@]

ein, treten die nach (3) geforderten konstanten Spannungen go
auf, wobei

0% = <o(x) > (6)

(5) definiert die gesuchten mechanischen Eigenschaften des homo-

genen Materials.

Mit (3) stellen deshalb die Gleichungen (4), (6) den Zusammen~

hang zum Spannungs-Dehnungsverhalten des inhomogenen Materials

her:

<o(x) > = c®tf < e3>

Daher gibt der effektive Elastizitdtstensor an, wie die Vo-
lumenmittelwerte der Spannungen und Dehnungen im inhomogenen
Material miteinander zusammenhdngen. Werden statt den Ober-
fldchenverschiebungen, Oberflidchenspannungen go(%) vorgegeben,
findet man eine Definitionsgleichung, die den gleichen Elasti-

eff

zitdtstensor ¢ wie Gleichung (5) liefert.

ST - ¢ H s> < o>

(S

Zur Ermittlung des effektiven Elastizitdtstensors bendtigt man
nach (5) bzw. (7) die bei angelegten Oberfldchenverschiebungen
(Spannungen) im inhomogenen Material auftretenden Dehnungen

oder Spannungen. Hat man ihn gefunden, bedeutet seine Verwen-
dung in Spannungs-Dehnungsanalysen die Ermittelung von Volu-
menmittelwerten der Spannungen und Dehnungen im Kompositmaterial

(vgl. Kap. 2).



Spannungs-Dehnungsberechnungen beruhen auf der L&sung der
Spannungsgleichgewichtsgleichungen (Ref. 19). Die hierzu be-
nutzten Finite-Element-Methoden (Ref. 9) kodnnen sehr aufwen-

dig werden.

Flir einfache Geometrien, etwa ein laminiertes Medium (Ref. 10)
gelingt die analytische Berechnung dieses effektiven Elastizi-
tdtstensors ohne groBere Schwierigkeiten. Bei vielen Komposi-
ten jedoch (z.B.bei :Polykristallen) ist der innere Aufbau nicht
geniigend bekannt oder fiir eine detaillierte Berechnung zu kom-
pliziert, so daB man versucht, Grenzen fir die effektiven Ma-
terialkonstanten zu finden. Die einfachste Annahme konstan-

ter Dehnungen (Voigt, Ref. 11) oder konstanter Spannungen
(Reuss, Ref. 12) fihrt in (5) zum

\

Voigttensor ¢ = <C(x)>
und in (7) zum
Reusstensor c = <(=:_1(§}«>_1

als Ndherungen filr geff.

Sie nutzen nur die Information ilber die Volumenanteile der Ein-
zelmaterialien. Die in Kap. 2 erwdhnte Mischungsregel stellt al-

so0 die lineare Ndherung des Voigt- bzw. Reusstensors dar.

Im dreidimensionalen Fall geben, wie das Beispiel aus Abb. 2
zeigt, diese Tensoren nur Ndherungen an. Im Fall 2a ist z.B.
die Konstanz der Dehnungen nur in einer Richtung erflillt.

Trotzdem liefern die Tensoren sinnvolle Grenzen fir die Ele-

mente des effektiven Elastizitdtstensors.

Legt man n8mlich an Materialien mit den Elastizit&dtstensoren

_Q_V, gR, E_J_eff konstante Dehnungen £ an, soO besteht flir die me-
chanischen Energiedichten die Relation (Ref. 13):
1 .V 1 ££
3C ge 25 e >dcReeo (8)
. . v \
(Hill'sche Regel), mit z.B. C eeg = C

19k1%15%k1



Fiir ein isotropes Komposit findet man daraus flir die E-Moduli

die Beziehung

\Y eff R (9)

der Voigt—-E-Modul ist gr&Ber als der Reuss—-E-Modul. Dies ist

von der Mischungsregel her schon bekannt.

Die Ungleichung (8) stellt ein Kriterium flir die Richtigkeit
berechneter effektiver Elastizitdtstensoren dar.

Jedoch kOnnen die Einzelelemente der Tensoren damit nicht
eingegrenzt werden.

Weiterhin kann auch die Form:der” Anisotropie eines Komposits

(Ref. 14) aus der Hill'schen Regel nicht ermittelt werden.

Eine weitere Methode, die zunaéhst noch von dem Wissen liber die
Volumenanteile der Einzelmaterialien ausgeht, ist der Variations-
ansatz von Hashin-Shtrikman (Ref. 15, 16). Wegen der Kompliziert-
heit der LOsungen beschrdnkt sich die Methode auf isotrope bzw.
trahsversal isotrope Komposite. Sie eignet sich besonders dann,

wenn Phasengrenzen nicht bekannt sind.

Von diesen Uberlegungen ausgehend, wurde in Anlehnung an Me-~
thoden aus der Turbulenztheorie von Fliissigkeiten, eine stati-
stische Theorie der Polykristallelastizitdt entwickelt (Ref. 17).
Ohne auf Einzelheiten einzugehen sei hier erwdhnt, daB darin

z.B. der Voigttensor als erster Ndherungswert und Ensemblemittel-

wert aufgefaBt wird.

Statt, wie in den bisher diskutierten Verfahren, von einem Dif-
ferentialgleichungssystem auszugehen, gibt es auch die Mdglich-
keit, die Spannungen und Dehnungen aus einem Integralgleichungs-
system zu berechnen. Die LOsungen erfiillen dann unmittelbar die
durch (2) definierten Randbedingungen. Korringa (Ref. 5)

stellt eine solche Integralgleichung mit Hilfe der Green'schen
Funktion auf. Die Definition des effektiven Elastizitdats-

tensors (5) wird mit einbezogen.
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Insbesondere filhrt er einen GrenzwertprozeB V-+« durch,

mit dem er der Annahme eines unendlich ausgedehnten Materials

Rechnung tréigt.

Da ein Losungsformalismus flir dieses Integralgleichungssystem,
auBer fir statistisch vorgegebene Materialverteilungen, nicht
existiert, stellt sich diese Arbeit die Aufgabe, es numerisch

zu lOsen.

Flir die Anwendung bei einem Magnetkomposit ist zu untersuchen,
inwieweit es sich um ein homogenes Material im Sinne der
Definition (1) handelt (Kap. 4). Zudem muB die Frage beantwor=
tet werden, ob auch bei vorgegebenem endlichen Materialvolu-
men sinnvolle Ndherungsldsungen gefunden werden kdnnen, trotz

des von Korringa durchgefiihrten GrenzwertprozeBes V-w (Kap. 7.4).

4, Ubertragung der Homogenitidtsvorstellung auf ein Magnetkomposit

Die in der Theorie effektiver Elastizitdtstensoren entwickelten
Methoden setzen voraus, daB das vorliegende Materialkomposit
als homogenes Material beschrieben werden kann. Es muB also die
in Kap. 3 angegebene Definition (1) erfiillen.

Jedem Teilvolumen AV1 eines Magnetkomposits kann man nun

Materialparameter C, Zuweisen. Entnimmt man ein solches

ijkl

Teilvolumen AV etwa bel einem Solenoid (Abb. 3), in groBer

1’
Entfernung von der Symmetrieachse, so sind sie den Material-
parametern eines entsprechenden nicht gekriimmten Komposits

ndherungsweise gleich.

Erflillt das Teilvolumen die Bedingung (1) und das Magnetkomposit
wdre homogen, sollte es dieselben Materialparameter besitzen
wie ein Teilvolumen AV! gleicher Form und GrdBe, das in der N&he

1
der Symmetrieachse entnommen wird. Dies ist sicherlich nicht

der Fall, da wegen der stdrkeren Krimmung der Lagen in AV1

andere Materialparameter festgestellt werden.

Das Magnetkomposit eines Solenoids ist daher streng genommen
nach Definition (1) inhomogen. Das trifft auf alle Systeme

mit ausgezeichneter Symmetrieachse zu.
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Abb. 3: Inhomogener Aufbau eines Solenoids

Verringert man aber das Volumen von AV], kann man ein Volumen
AV2 finden, in dem die Krimmung der Leiterwindungen ebenfalls
vernachldssigt werden darf und in dem dieselben Material-
parameter wie in AV1 gefunden werden. Je ndher an der Symmetrie-
achse die Teilvolumina AV gewdhlt werden, desto kleiner muB AV
sein, um die Krimmung der Einzelmaterialschicht vernachl8ssigen
zu ko6nnen und damit die gleichen Materialparameter Cijkl
definieren zu kOnnen. Gleiche Eigenschaften der Teilvolumina

AV wird man nur dann finden, wenn ihre Gr&fe unter Einhaltung
der Bedingung (1) je nach Ort gewdhlt wird. Diese freie
Wdhlbarkeit der Teilvolumina wird also eingeschrédnkt. LERt

man aber diese Beschrdnkung von (1) zu, so gewinnt man konstante
Materialparameter fiir das Solenoid. Solche Systeme sollen im
folgenden allgemein quasihomogen genannt werden.

Die Parameter gibt man in einem zylindrischen Koordinatensystem
an, dessen z~Achse auf der Symmetrieachse liegt. Dann muB z.B.
der E-Modul auf jedem Radius in Umfangsrichtung des Solenoids

konstant sein.

Zur Bestimmung der Eigenschaften eines Teilvolumens AV des
quasihomogenen Solenoids, wird man es so entnehmen, daB die
Krimmung der Lagen gering ist und die Form durch einen Quader
angendhert werden kann (Abb. 4). Die Materialparameter Cijkl
in kartesischen Koordinaten, die man ermittelt, sind dann
anndhernd identisch mit den Materialparametern in Zylinder-

koordinaten des Solenoids.
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Abb. 4: Zusammenhang der Materialparameter eines Magnet-

komposits im kartesischen und zylindrischen Koordi-

natensystem

L&4Bt sich fir ein quasihomogenes Magnetkomposit kein ortho-
gonales Koordinatensystem angeben, in dem die Materialparameter
rdumlich konstant sind, so findet man ihre Ortsabhdngigkeit
durch geeignetes Drehen des quaderfdrmigen Teilvolumens AV

am Umfang eines solchen Magneten (z.B. eine D-Spule in Abb. 5).
Die Transformationsformeln fiir die Drehung der in kartesischen
Koordinaten angegebenen Materialparameter stehen zur Verfligung
(Ref. 14).

A 4
B

AV

Abb. 5: Drehung eines Teilvolumens AV am Umfang einer D-Spule
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Dunch Angabe den effektiven Materlialparameten eines Tedll-
volumens AV edlnes Magnethomposits in edinem kartesischen
Koorndinatensystem wird ein Magnet vollstdndig beschrnieben,
Das Teilvolumen muB aber ghoB gegen die charaktenistische
Linge sein, mit den sich die Materialparametern Lim Gesamit-
volumen des Magneten wiederholen (Korrelationslinge).

5. Die Gleichung von Korringa

Hier stellt sich die Frage, ob mit dem so ausgewdhlten
endlichen Materialvolumen die Gleichung von Korringa

sinnvolle Ergebnisse liefert.

Die Ermittlung des effektiven Elastizitédtstensors erfordert
nach Definition (5) die Bestimmung der Dehnung E(%) im Materi-
alvolumen V, wenn an der Oberfldche S Verschiebungen ui(ﬁ)

(X €S) als Randbedingungen vorgegeben sind. Die Dehnungen stel-
len sich gemdB der Materialverteilung Q(g) nach den statischen
Gleichgewichtsbedingungen ein. Mit éer_Volumenkraft fi,lauten
sie (Ref. 19):

9

aj o4 = £ i, 3 =1, 2, 3 3j="é';<‘, (10)
J

(Hier und in folgenden wird die Einstein-Summationskonvention

benutzt). Mit der Annahme, daB das verallgemeinerte Hooke'sche

Gesetz auch lokal gilt (}?EV):

oij(Q) - cijkl(§> e p (%) (11)

der Definition der Dehnungen

el ®) = 3 (3w () + 2 u (X)) (12)

(ul(;): Verschiebungen im Volumen V).

> -
und der Symmetrie des Elastizit&dtstensors: Cijkl(x) = Cijlk(x)

(Ref. 19), findet man aus (10) das allgemeine partielle
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Differentialgleichungssystem, dessen LOsungen die Ver-

schiebungen im inhomogenen Material angeben:

- " > o
3 (x)—fi oder abgekiirzt Fil(x)ul(x)—fi (13)

.+
5C1qk1 (BB g

wobei Fi X) ein ortsabhdngiger Tensoroperator zweiter Stufe

(
1
ist. Mit (12) findet man daraus die gesuchten Dehnungen im
Volumen V. Der genaueste Weg hierzu wdre die Anwendung der
Methode der Finiten Elemente (Ref. 9), was aber bei Berick-

sichtigung der Randbedingungen (2) sehr aufwendig wire.

Um die LOsungen aber diesen unmittelbar anzupassen, bietet sich
die Gleichung (13) in eine Integralgleichung umzuwandeln. Dies
wurde von Korringa (Ref. 5) vorgenommen. Im folgenden wird

der eingeschlagene Weg und seine Ergebnisse kurz referiert.

5.1 Der konstante Elastizitd3tstensor go

Wegen des ortsabhdngigen Operators F (§) kann der Green'sche
Satz zur Umwandlung von (13) in eine Integralgleichung direkt

nicht angewendet werden.

Korringa (Ref. 5) behilft sich durch Einfiihrung eines Bezugs-
mediums mit beliebig gewdhlten, aber rdumlich konstanten Ela-
stizitdtstensor go, dessen Gleichgewichtsgleichungen in Inte-
gralgleichungen umgewandelt werden k&nnen. In einem solchen

Medium gehorchen die Verschiebungen uo(g) analog zu (13) dem
1

Gleichungssystem
o o, _ . o _ A0
Fil ul(x) = fi mit Fil = Cijklajak (14)

flir das sich mit dem Green'schen Satz entsprechende Integral-

gleichungen aufstellen lassen.

5.2 Die Greens-Funktion

Das System (14) ist eine Verallgemeinerung der Laplace-
Gleichung der Elektrostatik. Dort ergibt sich das Feld in
einem ladungsfreien Raum aus der Uberlagerung der Felder

G(§,§)Wo der Ladungsdichte Wo auf der Oberfldche des Volumens.

an



G, die Greens—Fuhktion, beschreibt das am Aufpunkt X im Vo-
lumen von einer Einheitsladung erzeugte Feld, die sich am Quell-

punkt X auf der Oberfldche befindet.

Diese Methode in die ELastizitdtstheorie (bentragen,
bedeutet: Das Vernschiebungsfeld uz(z) Am volumenkraftiredlen
Raum V ergibt sich aus der (benlagerung der Verschiebungs-
felden G(X,2) von Einheitsvolumenkrdften, die auf den
Obenfliche in den dred Raumrichtungen angreifen.

Sie sdind analog zurn ELektrostatik 40 auf der Obernfléche

zu ventedlen, daB sdich die vorngegebenen Obernflichenvern-
schiebungen u (R) einstellen.

Fir jede Raumrichtung gibt es je drei Greens-Funktionen, ndm-
lich die drei Komponenten des Verschiebungsfeldes G. Diese
Greens-Funktionen bilden einen Tensor ij 2. Stufe mit neun

Elementen.

Nach (14) ist er definiert durch das Gleichungssystem:

> > 3. _ _ 3 > >, 3 —

[ Fo i ij(x x')d"x = Gikfé (x-x')d x 6ik (15)
y o v

x: Aufpunkt x': Quellpunkt

Die rechte Seite der Gleichung gibt die Einheitsvolumenkraft

am Ort x' in Richtung X; an.

Uber den Green'schen Satz (s. Anhang I) 148t sich ein Zusam-.
menhang zwischen den Verschiebungen u (x) im Volumen und den

Verschiebungen ﬁ (x) auf der Oberflache herstellen:

4+_+| o > 3 - > 3 _
JGik(x x'F; (x")d =" fu (%" )FG,Gy (XK a x" =
v! V!
_ [0 _ [0
= %Clmnjnm(x')le(x x')9 uj(x )d X! %Clmn]nm(x g (X')3 ij
s &

Gk | | e
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N, Komponenten des Einheitsnormalenvektors auf der Oberfldche S'.

Anwendung von (14) und (15) in der linken Seite der Gleichung
wirde u (x) als Funktion der Randwerte u {x) liefern.

Mit den Randbedlngungen (2) verifiziert man, daB ‘die Verschie-
bungen die Form u?(z) = eij §5 (xe,V) mit ui(x) = e:] §j
besitzen, es sich also um konstante Dehnungen g~ im Volumen
handelt. Dies ist bei dem angesetzten rdumlich konstanten

o
Tensor C~ =zu erwarten.

5.3 Ortsabhingige Materialeigenschaften

Gleichung (16) stellt den Zusammenhang zwischen einem beliebi~
gen Verschiebungsfeld U (x) in Vv und den Verschiebungen auf der

Oberflé&dche U (x) iber den Greenstensor G des Mediums C' her.

Fiir die Berechnung des effektiven Elastizit&dtstensors werden

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit alle Volumenkréfte fi zu

Null gesetzt.

Wdhlt man als U (§) = u. (2)-u§(§) und als Randwerte gemisf

(2) Uy (x) = uy (x) - u (x) = 0, ergibt sich daraus eine Gleichung,
die als e1n21ge unbekannte Funktion die Verschiebung uy (X) im

inhomogenen Material enth&lt.Mit (13) und (14) wird

o > _ O SO o I~ SR o > >
FijU(x) = Fij(uj(x) uj(x)) (Fij Fij(x))uj(x).

Damit wird die Verteilung des Elastizitdtstensors g(x)_im inho-
mogenen Material eingebracht. Dies erinnert an Stdrungsmetho-
den. Die Gleichung (16) schreibt jetzt vor, wie sich die Ver-
schiebungen im Volumen V &ndern miissen, wenn man vom homogenen
Material (Operator ECBZum inhomogenen Material (Operator g(f))

bei gleichen Randbedingungen iibergeht.

5.4 Die Integralgleichung flir unendliches Volumen

Nach Einbringen der Dehnungs-Verschiebungsbeziehung (12) und
Anwendung der Volumenmittelung, beweist Korringa die in Gl. (4)
ausgedrilickte Beziehung §§(§)> = Eo. Nach einem Grenzwertprozef
(V > ») entsteht eine von der Volumenform unabhingige Ten-

sorintegralgleichurg der unbekannten Funktion gkl(§), mit
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einem Hauptwertintegral um die Singularitdtsstelle X = x':

- O ->_'+| _).I 3 | - > - > =

€11 €k1+ kalij(X X )pij(x yd™x Fklij(pij(x) <pij(x)> )=0 | (17)
V~v
V> i,j.k,1 =1,2,3
v-+0 \ .

Gleichung von Korringa
. >y Ty _~0 >
mit py(K)=(Cy 0 () =Ciypy) g (%)

v ist ein Volumen um die Stelle §=§'.

Z(§—§') und g'sind bekannte Gr&pRen, die vom frei wdhlbaren

Tensor go abhéngen:

> > __1
Tklij(x x')—4(318jGik+8lSiij+8k8jGil+3k8iGjl) (18)
_ l - - 2
Fijkl = %2(Biij(ﬁ,x')+3jGik(2,x') )nl(ﬁ)d 34 (19)
S
-3 -1 \
N x=x sein.

Die Greens-Funktion mufl von der Form Gi

Der effektive Elastizitdtstensor ist selbstverstdndlich von

go unabhdngig. Er ergibt sich aus:

Ceff _ 0

wobei
a(X) = (€ - ) X ()] ist.
_)
Der Volumenmittelwert <g(x)> erstreckt sich iber unendliches
Volumen. Er gibt an, wie die elastischen Materialeigenschaften
des inhomogenen Materials von denen eines willkiirlich vor-

gegebenen homogenen Materials abweichen.
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6. Entwicklung des numerischen Verfahrens zur L&sung der Glei-

chung von Korringa

Nachdem in den Kapiteln 3 und 4 gezeigt wurde, daB der Begriff
des effektiven Elastizit&dtstensors auch bei einem Magnetkomposit
Anwendung finden kann, sowie eine dem Homogenit&dtsbegriff ange-
paBte Ausgangsgleichung gefunden wurde, stellt sich die Aufgabe,
die Gleichung zu 1l8sen. Dazu milssen zunichst die Eingangsfunktio-

nen von (17) gefunden werden.

6.1 Ermittlung der Eingangsfunktionen

In der Tensorgleichung (17) sind die Tensoren [ und T (x-%")
Funktionen des Wahltensors go. Sie werden iber den Greenstensor
G ermittelt, dessen Form von den gewdhlten Randbedingungen auf der

Oberfldche des vorgegebenen Volumens abhédngt.

6.1.1 Greenstensor und seine Eigenschaften

Korringa leitet seine Gleichung mit der Forderung ab,

daB die Greensfunktion mindestens wie G ~ |§—5’<'[—1 zu Null

wird. Bekanntlich sind Punktionen dieser Form nicht Fourier-
entwickelbar, so daB die in der statistischen Theorie effektiver
Elastizitdtstensoren verwendeten Fourierans&dtze fir Greens-

tensoren (Ref. 17) nicht benutzt werden kdnnen.

Da der Gleichung von Korringa ein Grenzwertprozef V-« zugrunde
liegt, fordern wir die einfachste mdgliche Abhédngigkeit fir
die Greensfunktion:
Ty 2 -1
ij(x x') = gjk]x x| (21)

gjk = Konstante.

Erfiillt diese Funktion die Definition (15) von G, gibt sie die

Verschiebungen in den drei Raumrichtungen xj (j =1,2,3) an,
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wenn am Quellpunkt X' eine Einheitsvolumenkraft in Richtung Xy

angebracht wird. Dies soll zundchst gezeigt werden:
Mit (15) und Anwendung des Gauss'schen Satzes ergibt sich:

o} 3. _ .0 . 3. _ L0 2

JFij ijd X = Cimnj Jamanijd X = Cimnj éanijnmd X

\% A% S

Einsetzen von (21) und Ausfiihrung des Oberflidchenintegrals

(s. Anhang II) liefert daraus

o P - [ 63 (2-211a3x = -
imnjgjksnm'— aik j §T(x~x")d"x = S

v

4
- 37 ¢C ik
Damit ist gezeigt, daB ij (15) erfillt, also Greenstensor ist,

wenn die Greensfaktoren_gjk der folgenden Gleichung geniigen:

o]

3
Cimnj 99k Snm = 77 Six (22)

3
Setzt man B, = © C° ., wird daraus eine Matrizengleichung zur
) ,=q innj A

Bestimmung der gjk:

3
Bi4945x = Iy Six (23)

Diese Gleichung normiert die Greensfunktionen.

Wegen der Symmetrie des Elastizitdtstensors (Ref. 19 und Kap. 2)

o _ 0 _ 0 _ A0

i33n = S9nij T Sn33i T Cigng

folgt, daB die Matrix Bij symmetrisch ist. Wegen (23) ist daher

auch die Matrix der Greensfaktoren symmetrisch:

gjk = gkj (24)

Der Greenstensor ist damit symmetrisch.
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6.1.2 Der Tensor T

Mit dem gefundenen Greenstensor kann der nach (19) gegebene
raumlich konstante Tensor [ bestimmt werden. Er ist definiert

durch

_ 1 S A ~ 2/\
Fijkl = § 5 (aiij(x) + BjGik(x))nl(x)d X (25)

S

. . " . " : > >
das Oberfldchenintegral lber eine Fl&che um den Punkt x = x'.
Zundchst 148t sich die rdumliche Konstanz nachweisen:

Dazu wird die linke Seite von Gleichung (15) in zwei Summanden
aufgespalten. Nach Umbenennung der Indizes n <« j im zweiten
Summanden, der Anwendung der Symmetrie c? = ¢? und des

imjn imnj
GauB'schen Satzes kann die Definition von L (25) benutzt werden:

o) 3, _ |1,.0 , o} ~ 3. -
fFijijd X = IZ(Cimnjamanij * Cimnjaman(“’jk.)d X
\% \Y

= [1c 5 5 e adk (1 L 5 9.c adx =
27imny m n jk 2 7 imjn m J nk

24

C R =

1c®© 3.6.n a
27imnj " j nk'm

Man erhi#lt als Bestimmungsgleichung filix [:

o = - 26
imnj Fnjkm 6ik (26)

D.h. T ist ein konstanter Tensor.
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Bei der Herleitung von (26) und (23) wurden, ausgehendavon der
- Normierungsgleichung des Greenstensors (15), in jeweils &hnli-’
cher Weise Normierungskonstanten zum einen in Form eines Tensors
Stufe Pijkl

2. Stufe gjk’ zum anderen in Form eines Tensors 4.
gefunden. Da sie beide vom Ausgangstensor go abhdngen, stehen sie

miteinander in Zusammenhang.

Mit der Definition von [ (25) ergibt sich nach Anhang II:

1

r 3 G..n d%% + 4b3.6_ . n d%g =
n jk 2

njkm= 2 m j nk'm
S S
= - 3 T(g.,6 _ + g 8. ); (27)
3 jk nm nk jm’’
Einsetzen von (27) in (26) liefert wieder die Beziehung (23).

6.1.3 Der Tensor T

In der Integralgleichung (17) tritt weiterhin der noch zu bestim-
mende ortsabhéngige Tensor T auf, der ebenfalls eine Funktion
des Ausgangstensors go und des Greenstensors G ist. Nach (18) ist

er definiert als

2, =_1_ +
Typqq (XX =7 (379,653 +919,G, 43y 0.Gy akaiGjl) (28)
Mit Gy, = gik]§—§']'1 wird z. B.

= - oo -3 Dt | T =5
alajGik— 6ljgik[x x| + 3gik(xj xj)(xl xl)|x x|
und die restlichen Summanden ergeben sich durch sukzessive

Vertauschung:

Tk1i5 (8149317 81195x¥ k3932 039510

| %- ((xy=%1) (x57%) g3+ (x=%1) (2% 1) g+ (29)

(xk—XQ)(xj-X3)gil+(xk—XQ)(xi—xi)gil) ;




Ferner gilt T (x-x') = T (X'-X).

Ausgehend von den Waht dex Greens-Funktion und der gegebenen
Tensonen C° sowle den Materialventeilung g(?) wurden Ain den
uonhengeh;nden Abschnitten die Tensoren ¢, [ und T bestimmt,
s0 dap die Integralgledichung (17) in ednen Lésbanen Form vorliegf.

6.2 Reduktion der Tensorgleichung

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daf die Tensorintegralgleichung
(17) aufgrund der Symmetrien ' der beteiligten Tensoren 4. Stufe
auf eine Matrizenintegralgleichung reduzier£ werden kann, deren
Eingabematrizen symmetrisch sind. Damit wird die Zahl der Unbe-
kannten verringert und eine numerische Losung der Gleichung, bei-
spielsweise durch Inversionsprogramme fiir Matrizen, erleichtert.

Die Integralgleichung (17) lautet:

>

> _ 0 T Trygigr— X)=<p. . (X)>)=0 ; 30
ekl(X) €k1+JTklij(x X )pij(x )da~x Fklij(pij(x) pij(X) )A ; (30)
, PV

PV = Hauptwertintegral, wie in (17) angegeben. i, j, k, 1 =1,2,3

Die pij sind Funktionen wvon skl(§), der gesuchten Funktion in (5).

Symmetnieedlgenschagten den Tensoren An (30):
Gleichung (30) kann vereinfacht werden, wenn die beteiligten
Tensoren Symmetrien besitzen. Diese Symmetrieeigenschaften

sollen zundchst untersucht werden:

a) Symmetrie von g, EO, j Bk

Die Dehnungstensoren sind symmetrisch, €1 = €1k und Eil = eik !
ebenso die Elastizitdtst : C,.1=C. = =
dtstensoren Cljkl Cjikl Cklij Cijlk (31)

(vergleiche Ref. 19).
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Daraus folgt die Symmetrie der pij = pji' die definiert sind
durch
> - [e) - (32)
Pig(¥) = (Cyypq (X)) = Cigpg ) Epq (%)

Sie hdngen mit den in (20) definierten Funktionen qijkl(z)

Zusammen :

_ o
Pis = 934k1%k1 (33)

Wegen der Symmetrien von p und go muB gelten:
9i9%1 T F4ik1 T 9151k

(Beweis in Anhang IIIa)

Von den neun Komponenten den Tendoren e, EO, p sind wegen
Lhrnen Symmeirie nur sechs unabhdngig.
GLedlchung (30) enthdlt daher nun sechs unbekannte Funktionen €pp

b) Symmetrie der Eingabetensoren T, [ :

Fiir den Tensor T gilt eine Vertauschungsrelation, die unter Ver-

wendung der Symmetrie des Greenstensors G.

ik = ij und der Defi-

nition (28) gezeigt werden kann:

Tiskl = Tyiky = Tk1ig = Tigka (34)
Durch Einsetzen von Definition (27) best&tigt man, daBf fiir den

Tensor [ gilt:

K1i7 1kid (35)

jedoch

Te1i9 2 Tage 909 gy 7 Tigia
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Den Eingabetenson T zedgt volle Symmetrie. Von sedinen 81
Komponenten sind daher 21 unabhdngig. Von den 81 Komponenten
des Tensorns [ sind wegen (35) 54 unabhdngig.

Verneinfachung den Integralgleichung (30)

Nachdem gezeigt ist, daB die Tensoren in (30) die zuvor
angegebenen Symmetrien besitzen, l&dB8t sich das Gleichungs-

system (30) vereinfachen. Dies geschieht in drei Schritten:
a) Verminderung der Zahl der Gleichungen

Gleichungssystem (30) besteht aus 9 Gleichungen der Index~
kombinationen k,1=1,2,3 . Wegen oben erwdhnter Symmetrie der
Tensoren in den Indizes k und 1 sind von diesen 9 Gleichungen
6 Gleichungen unabhdngig. 3 Gleichungen k&nnen gestrichen
werden.

Im folgenden wernden dahen ohne Beschndnkung den ALLgemeinhedlit
nun noch die sechs GLeichungen von (30) den Indexkombinationen

ke = 11, 22, 33, 23, 31, 12

verwendet. Den venbledibenden sechs GlLeichungen entsprechen
sechs Unbekannte €pp”

b) Verminderung der Zahl der Summanden

Dieses System 188t sich weiter vereinfachen, wenn in den auftre-
tenden Summen Summanden zusammengefaft werden kdnnen. Ziel ist

es dabei, ein Matrizenintegralgleichungssystem aufzustellen, des-
sen Eingabematrizen symmetrisch sind. Dies erleichtert die spéte-
re numerische L&sbarkeit der Integralgleichung.

Das Verfahren hierzu ist analog der Umwandlung des verallgemei-
nerten Hooke'schen Gesetzes in die Voigt'sche Schreibweise
(Ref. 19). Es wird in Anhang IIIb beschrieben.
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In {(30) treten zweli Summen auf, in denen jeweils iliber die

Indizes i,j summiert wird:

Pr119Piy P29 Tya39<P34”

Beispielsweise konnen von den neun Summanden der Summe Fklijpij
aus (30) wegen der Symmetrie der pij sechs Summanden zusammenge-

falt werden, etwa

(Tye123P23 + Tx132P32) = (Tyqp3 + Ty13p)Pp3s usw.
— + °
N Tx123 P23
In dieser Weise 1&Bt sich die urspringliche Summe Fklijpij '
die Uber alle Indizes i,j = 1,2,3 lduft, in eine Summe

1

.
Me115P

13
zusammenfassen, die nur lber folgende Indexkombinationen l&uft:

i3 = 11, 22, 33, 23, 31, 12

Mit der Definition von [ in (27) nimmt der Tensor P;lij
folgende Form an:
EEI L 22 33 23 31 12 i 5
4 = 1]
T 999 O o o 913 912
22 0] g22 (0] g23 0] g21
33 0
© 933  I32 931 ©
23 o 1 1q lig 4q.y 4 1
2932 2923 3'92279337 3924 2931
1 1 1 1 1
31 15934 O 3913 3992 5(999%933) 393,
1 1 1 1 1
12 13921 3912 O 3943 5923 3(9117922)
k1l
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Trotz der Symmetrie der gij ist diese Matrix £+nicht symmetrisch.

Sie wird es allerdings, wenn mar fiir alle Summanden mit i # j

setzt:

Damit entstent aus den unspringlichen Summe szij

P+ o)
k1,13 <ij

_—
._(2

X1, o) (2 p

1]

Y= T

kl, ij

pij

¥
p ig

(30)

in

ein Matrnizenprodukt zwischen der symmetrnischen (6x6)-Matrnix

I''" und edlnern (6x1)-Matnix p', wobel T' gegeben L4t durch:

3 .
Z?E' 11 22 33 23 31 12 i1
1 1
" 991 0 O O 2931 3912
22 0 g 0] 1 0 1
22 2923 2912
33 0 0 1 1 0 (36)
933 2923 2931
1 1. 1 1 1
23 O 393 3923 7(922%933) 1912 1931
1 1 1, = 1 1
31 | 3934 O 3931 1912 1(911%933) 1923
1 1 1 1 1
12 13912 3912 0 1931 1923 1¢(911%922)
k1l
2+ Te145Pi4 5
Das eben beschriebene Verfahren 188t sich auch auf die Summe
Tklijpij in (30) anwenden. Dies filhrt zu einem I''p' entsprechen-
den Matrizenprodukt T'p' mit
T! wobei kl,ij = 11,22,33,23,31,12 ist (37)

T' ist ebenfalls eine symmetrische (6 x 6) Matrix.

(Tkl,lj) ’

Man beachte nochmals, daB p' von p durch den Faktorn 2 4in

den Letzten dredl Komponenten unterschieden Ls%.



c) Neuindizierung

Fiilhrt man jetzt fiir das so reduzierte und zusammengefafte Glei-

chungssystem (30) eine Neuindizierung, mit

k1l bzw. ij: 11 22 33 23 31 12

U

s bzw. t: 1 2

durch, entsteht eine Matrizenintegralgleichung mit symmetrischen

Eingabematrizen T'und I':

e (x)-e° + (Tét(§—§')p'(§')d3x' - Fét(p'(§)—<pé(§)>) =0 (38)

PV

PV: Hauptwertintegral, wie in (17).

Das Venfahren zurn Veredinfpachung dern GLeichung von Korninga (17)
besteht aus der Untersuchung der Symmetrieedgenschagten Lhren
Tensoren, den daraus resulitiernenden Miglichkeit zurn Verminderung
der Zahl dern Gleichungen und Summanden, sowle einer Neu-
indizienung der verbledibenden Komponenten. Es muB Aim folgenden
noch auf den Zusammenhang zwischen den uUnbekannten Funktionen
elx) und p bzw. dem gesuchten Tenson geﬁﬁ angewandt werden.

Beziehung zwischen e{X) und p (%) :

Um die Gleichung 18sbar zu machen, muB noch der Zusammenhang zwi-
schen den unbekannten Funktionen es(§) und pé(§) einbezogen wer-

den. Dazu wird auf Gleichung (32)

O

Piy = (Ciqk1 ~ Ciqk1) €

k1 T Pijk1®k1

das zuvor beschriebene Verfahren zur Umwandlung in eine Matrizen-

gleichung (s. auch Anhang IITb) angewandt.
Es entsteht die Beziehung

— 1] —
p! = Dl e, s,t = 1,6 (39)



e * o o o
wobei D' eine symmetrische Matrix ist und Djqr1” Cijkl Cijkl"

D' 11 22 33 23 3112 | k1 (s)

11 | Dyqqy .. . 21D 104 2... 20..

22 cen .. - 2000, 2,.. 2...

33 e .. .. 20 s 2... 2... (40)
23 |2°D,,, 2... 2.. 4Dy 30y 4.. 4...

31 |2. ... 2. .. 2... 4 .., 4. .. 4...

12 |2+ ... 2... 200, 4. .., 4o 4...

ij

(t)

Eine (6 x 6) Matrix ohne die Faktoren 2 bzw. 4 wird im folgenden
ohne einen Strich rechts oben gekennzeichnet. Sie gewinnt man

aus der gestrichenen Matrix (etwa D aus Q‘) durch Einbeziehen
der entsprechenden Kehrfaktoren kSt (% bzw. %)o
Mit (39) erhdlt man den Zusammenhang zwischen e, und p':

=1 '

— ]
€g = (D'gp Py (41)
In gleicher Weise gewinnt man aus (33) die Beziehung
p! = q' €° t, m = 1 6 (42)
t tmm ! roesnt '

wobei g' dieselbe Form wie D' in (40) hat.
Einsetzen von (40) und (41) in (37) liefert als Endgleichung

=1 v O ' |©3v_,| o O 'O>=o
)stqtmem + (Tstqtmemd X I|st(q*tm€m <qtmem ) 8s

PV

(D
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Durch die so eingefilihrte unbekannte Funktion g' gelingt es, eine
Integralgleichung aufzustellen, die von der Vorgabe der Randbe-

dingung g? unabhdngig ist:

-1 - : > >z > 3 ' \ AN (43)
((D )St(x)—Fét)qém(x)+JTét(x x‘)qém(x')d x'+PSt<qtm(x)> 6sm
-1 PV, o -1
Dabei ist (D )St = (Cst(x) - Cst)
und Tét durch (37) bzw. (29) und Fét durch (36) gegeben. Es sind

symmetrische Eingabematrizen, wédhrend die gesuchte Funktion g'

unsymmetrisch sein kann.

ehh,

Beziehung zwischen e(X) bzw. q(X) und C

Nach Umwandlung von Gleichung (17) in eine Matrizenintegralglei-
chung (43) muB zur Bestimmung des effektiven Elastizit&dtstensors

Gleichung (20) in eine Matrizengleichung umgewandelt werden:

. . o) _ o
Mit (32) und (33) gilt: (Cijkl Cijkl)ekl = qijkle‘kl
eff

nach Definition (5) ist ferner: < ijkl<ekl>

Cijk1x1”> = ©

Wegen der Symmetrien von €1 und Cijkl lassen sich beide Glei-

chungenssysteme, wie beim Verfahren filir T, reduzieren:

- ° v = o

(Cst cst)e't Ut t . : (44)
o _ ~eff ' o

<Cstet> = CSt <€St> s, t=1, .., 6 (45)

Analog zu p' ist

, . , ,
833’ 2623'2831, 2812) (Voigt'sche Schreibweise)

o
£ = (Eqq, €29,

st = (€35, k1)
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Mittelwertbildung von (44) und Einsetzen von (45) liefert mit
] — ol
<§-t> - €:_t

eff _ 0
Cot = Cge T “9g¢”

und qst = (qij,kl)

oder mit der Beziehung zwischen q' und g iliber die Faktoren kS
aus (40):

t

c =C + k_.<q'> (46)

Der effektive Elastizitdtstensor, den man mit Gleichung (43) ge-
winnt, ist ein Voigt'scher Elastizit&tstensor (Anhang IIIb) mit
eff

i 1
Og = cst €t

£ff

Wegen der Symmetrie von ge und go muB auch der Volumenmittel-

wert <q'> symmetrisch sein.

6.3 Diskretisierung

Zur L&sung der Integralgleichung (43) wird ein klassisches Dis-
kretisierungsverfahren benutzt. Es fihrt zu einer einfachen Re-
chenzeit ersparenden Methode zur Bestimmung des effektiven Elasti-
zitdtstensors. Auf denkbare andere Verfahren, wie sukzessive

Approximation, FEM-LOsung etc., wird hier nicht eingegangen.

Es sei ein endliches Volumen V vorgegeben, in dem an jedem Punkt
X ein Elastizit#tstensor g(§)vgegeben ist. V soll dem in der Homo-

genititsbedingung (Kap.4) gegebenen Teilvolumen AV entsprechen.

Es wird in eine Auswahl von N Teilvolumina AVi unterteilt. Die

unbekannte Funktion q'(§) wird jeweils fiir die Schwerpunkte §i

(i =1, ..., N) der Teilvolumen berechnet.
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Das Hauptwertintegral in (43) mit der Singularit&dtsstelle X = X'
wird durch ein Integral iliber das endliche Volumen V unter Aus-
schluB des jeweiligen Teilvolumens Avi ersetzt. Umformung dieses
Integrals sowie des Volumenmittelwerts <g'> in Summenschreibweise
liefert aus (43): -

N

=1,z _ ' > 1 +
((D')St(xi) Fét)qtm(xi) +3§1T t( i -X, )qt (X, )AVJ
N >
* stv(z1qtm( )AV ) = Gsm
Diese Glelchung gilt an jeder Stilitzstelle xl
AV,
. i >
Mit th(ii) ¢ = —;—— qém(xi) folgt
-1 ,»> v . N ' > > 1_" (—> )= (47)

Damit ist‘ﬂi:=ﬂ(§i) die gesuchte Funktion.

In Matrixschreibweise entsteht aus (47) ein lineares Matrizen-
gleichungssystem der N unbekannten (6 x 6) Matrizen‘yi und der

bekannten (6 x 6) Matrizen Eij

N
pX as. W = 1 H i=1, ' N
j=1 13 =]
mit
v 1 v
—((@") ) = (= - nr' fir di=j
AV, AV,
= (48)
23y
VI'(R;mES) o+ T Filr i3

1

Zur Aufstellung des Systems muf filir i = j das Inverse von D' ge-
bildet werden. Da D' aus C(%) - c° entstent (40), mus C°
so gewdhlt sein, daB an Jjeder Stelle 9(§) # go ist.



Das Matrizengleichungssystem 138t sich in Form einer Ubermatri-

zengleichung zusammenfassen:

211 LR BRI A E.]N y,]
) . : = ’ (49)
AN ceeeeeres 2NN AL a1
A

S

A hat die Dimension (6N x 6N) und W sowie 1' die Dimension

(6N x 6). Die Untermatrizen liber der Diagonale von A enthalten
mit g(§) die Information liber die Materialverteilung, wédhrend
die librigen Matrizen Funktionen der Ausgangsmatrix go

sind (vergl. (48)).

Gleichung (49) kann als ein normales lineares Gleichungssystem
aufgefaBt werden. Die LOsung ist genau dann durch Inversion von

A mdglich, wenn die Matrix A nicht singuldr ist.(Anmerkung S. 98)

Die gesuchte Matrix W ergibt sich dann aus:

wobei 5—1 =: (b.,.).

W =24 -1, .

Eij sind die den iij entsprechenden (6 x 6) Untermatrizen der In-

versen §m1. Mit ihnen ergibt sich

wy ’ Bip Byt et by \
W = b,. + b, + + b
2 Bap ¥ Bpp + ver ¥ By
W= ! N (50a)
LEY / \ Byp * By *oeee by J
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ff

Ferner wird nach (46) zur Bestimmung von ge der Volumenmittel-

wert <g'> bendtigt. In Summenschreibweise ermittelt er sich mit

(50a) aus
1 N N N N
<qg'>=g5 I qg'(x,)Av, = b3 W, = b} b.. 50b
Voo i’ 7 o i i,3=1 13 ( )

Damit ergibt sich die Summe aus allen (6 X 6)-Untermatrizen der
inversen Matrix §_1. Diese Berechnung wird vereinfacht, wenn

man die Symmetrie der Matrix A verwendet:

Wegen I'(%i, §j) = E'(§j, §i) muB in (48) gelten:
245 T 331
Ferner ist jede Matrix Eij selbst eine symmetrische Matrix. Beide

Eigenschaften zusammen filihren dazu, daB die Ubermatrix A spie-
gelsymmetrisch zur Hauptdiagonale w:’;rd.'_l’_\_—1 ist daher ebenfalls

eine symmetrische Matrix.
Damit wird zur Bestimmung des effektiven Elastizitédtstensors im

wesentlichen die Aufstellung der Matrix A, deren Inversion sowie

die Aufsummation der Untermatrizen bendtigt.

6.4 Zusammenfassung und Programmaufbau

Der beschriebene Ldsungsformalismus wurde mit dem Ziel
aufgebaut, eine einfache Methode zur Bestimmung des
efifektiven Elastizitdtstensors eines Magnetkomposits zu
finden, die mit mdglichst geringen Rechenaufwand N&herungs-
werte liefert und insbesondere FEM-Rechnungen vermeidet.
Ausgehend von der einfachst mdglichen Greensfunktion (21)
werden die Eingangsfunktionen [ und T gefunden. Es sind
Funktionen der Greensfaktoren g, die mit Gleichung (23) aus
go bestimmt werden k&nnen. Nach Untersuchung der Symmetrie-
eigenschaften dieser Tensoren kann die Integralgleichung von

Korringa mit dem Ziel einer Matrizenintegralgleichung mit
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symmetrischen Eingabematrizen vereinfacht werden. Dabei wird
zum einen die Zahl der Gleichungen von 9 auf 6 vermindert,
zum andern die Zahl der Summanden in den Tensorprodukten
verringert und die verbleibenden Tensorelemente neu indiziert,
Durch ®inbeziehen der gesuchten Dehnungen g(%) und der
Funktion E(;) in dieses Verfahren entsteht eine von den Rand-
bedingungen EO unabhdngige Integralgleichung (43) mit
gymmetrischen Eingangsmatrizen. Deggleichen wird die Beziehung
zwischen dem Schétztensor go, der L&sung g der Integral-

gleichung und den gesuchten geff

-Werten entsprechend
verdndert. Die Integralgleichung wird numerisch nach der
Umwandlung in eine Summengleichung geldst. Hierzu denligt es
eine Ubermatrix A aus den (6x6)-Matrizen iij (48) aufzu-
stellen, zu invertieren und nach (6x6)-Matrizen aufzusum-

mieren.

Auf diesem theoretischen Hintergrund baut das entwickelte
Programm auf:

Nach Eingabe der Stilitzstellenkoordinaten und Elementvolumina mit
den jeweiligen Materialtensoren in Voigt'scher Darstellung wer-
den die Reuss- und Voigt-Tensoren als Vergleichsgr&Ben berechnet.

Sie kdnnen wahlweise als Ausgangstensor go benutzt werden.

Aus ihm ermitteln sich lber Gleichung (23) die Greensfaktoren g,
mit denen {iber die Matrix (36) I'' gebildet wird. Der Aufbau der
Ubermatrix A geschieht mit den Matrizen (48). Dazu werden D{
und Iij nach (40) und (29) berechnet.

Wegen der Symmetrie von A geniligt die Darstellung in der Form

einer Dreiecksmatrix, was Speicherplatz spart.

Zur Inversion der Ubermatrix benStigt man ein Programm, das

auch symmetrisch indefinite Matrizen verarbeiten kann. Dazu bie-
tet sich das in vielen Programmbibliothéken implementierte Ver-
fahren von Bunch und Parlett (Ref. 22) an.

Als Speicherplatz wird der Platz filir zwei Dreiecksmatrizen be-
ndtigt. Dies entspricht bei N Stitzstellen (6N)2 + 6N Wirter.
Bei Rechnung mit doppelter Genauigkeit (Wortlinge 8 Bytes) ist
im anschlieBend beschriebenen Beispiel mit N = 24 ein Sveicher~
platz von ca. 160 kBytes erforderlich.
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Nach Inversion von A ist beim Aufsummieren darauf zu achten,
dafl die Untermatrizen Eij selbst nicht mehr symmetrisch sind
und daher zu ihren spiegelbildlichen Matrizen addiert werden

miissen.

Danach ergibt sich mit (46) und dem Wahltensor go der effektive

Elastizitdtstensor.

Daneben werden Euklidische Norm, Energiedichte der auftretenden

Matrizen, die Steifigkeitsmatrix (geff)—1 und die technischen

Konstanten nach Definition in Ref. 14 aus geff gewonnen.



7.

Anwendung des numerischen Verfahrens

7.1 M8glichkeiten zur Uberpriifung der Ergebnisse

Nach der Entwicklung des Programms stellt sich die Frage nach

der Genauigkeit der Rechnung und ob die Ergebnisse die physika-

lischen Verh&dltnisse sinnvoll beschreiben.

Dazu gibt es folgende Kriterien:

a)

b)

c)

Die Symmetrie des gewonnenen effektiven Elastizitdtstensors

mufl erflillt sein.

Diese Eigenschaft ergibt sich in der Mechanik aus dex
Existenz eines elastischen Potentials (Ref. 19). In dem in

eff

6.4 geschriebenen Verfahren dagegen wird C symmetrisch,

weil die Untermatrizen bj4 von 5_1 (50) spiegelsymmetrisch
zur Hauptdiagonale von A1 sind. Dadurch entsteht beim
Aufsummieren prinzipiell eine symmetrische Matrix. Tritt
als Ergebnis eine unsymmetrische Matrix auf, weist dies auf

einen Programmierfehler hin.
Die Hill'sche Regel (8) muB erfiillt sein.

Wird diese Bedingung vom berechneten effektiven Elastizit&ts-
tensor verletzt, ist seine Angabe physikalisch sinnlos, da
Reuss—- und Voigttensor bessere Ndherungswerte fiir den

tatsdchlichen Tensor angeben.

Die Form deés effektiven Elastizitidtstensors muB den

Symmetriéverhdltnissen im Komposit entsprechen (Ref.14).

Die bei Magneten auftretenden Komposite besitzen meist drei
zueinander senkrechte Symmetrieebenen. Ein solches Material
heiBt orthotrop. Es besitzt einen Elastizitdtstensor mit

neun unabhdngigen Materialparametern.
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Fiir solche Materialien gelten die folgenden Spannungs-Dehnungs-

beziehungen (Voigt'sche Schreibweise nach Anhang IIb):

oy = C1T€1 +m01282 + C13€3

Oy = Cppeq + Cppey + Cpyey

03 = Cq38q + Cyaey + C33ey (51)
oy = 2C 48y

og = 2Cgg€sg

0g = 2Cgecs

Sind zweil der drei Symmetrieebenen einander gleichwertig,
genligen zur vollstdndigen Beschreibung des Materials finf
unabhidngige Konstanten. Das Material heiBt dann transversal
isotrop. Liegen etwa in Xo= und x3—Richtung die gleichen

mechanischen Verh&dltnisse vor, werden in (51)

und C = C

Cop =C 12

22 33 7 Cs5 = Cgp 13

-

Desweiteren muB gelten: C44 =5 (C22—C23) (52)

Die berechneten Werte mit MeBergebnissen vergleichen.

Diese M&glichkeit wird erschwert, da keine zuverlissigen MeB~-
methoden flir Magnetkomposite von GroBmagheten vorliegen.
Akustische Messungen, die den vollstidndigen Elastizit&tstensor
liefern, gibt es nur flir Kleinmagnete (Ref. 18). Wegen des
statistischen Windungsaufbaus sind sie aber der Rechnung mit
der hier entwickelten Methode nur bedingt zugédnglich. Fir
grofe Magnete ist wegen der dazu notwendigen Frequenzen und

der Streuung des Signals diese Messung nicht anwendbar.

Die alternative MOglichkeit, die Materialparameter durch Druck-
messungen zu ermitteln (Ref. 4), scheitert im wesentlichen

an zwei Schwierigkeiten:
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Die auBen angelegte Spannungsverteilung muBf homogen sein.
Da diese Bedingung bei vielen Apparaturen nur ungentiigend
erreicht wird, weisen schon die Messungen homogener Materia-

lien Abweichungen von denen mit Zugversuchen bis zu 40% auf.

Ferner miissen zur Ermittlung der Materialparameter eines
Komposits auch Scherkomponenten an der Oberfl&che des Materials
gemessen werden (siehe z.B. Gleichung (52)). Dies ist wegen
deren inhomogener Verteilung praktisch nicht durchfiihrbar.

Aus diesen Griinden konnten die Ergebnisse dieser Arbeit

nicht durch Messungen kontrolliert werden.

Kinftigen Messungen der Oberfldchenverschiebungen an Grof-
magneten, die sich im Betrieb befinden, bleibt es daher
vorbehalten durch Vergleich mit Spannungs-Dehnungsberechnungen

die Materialparameter des Magneten indirekt zu best&tigen.

e) Die berechneten Werte mit exakten analytischen L&sungen

vergleichen.

Dies liefert Aussagen darililber, ob die entwickelte Methode
hinreichend genau ist. Leider liegen nur wenige Komposite
vor, flir die exakte effektive Materialparameter analytisch

berechnet werden k&nnen (Ref. 7).

7.2 Berechnung des effektiven Elastizit8tstensors eines

Testkomposits

Mit den in 7.1 entwickelten Kriterien soll im folgenden das
Verfahren liberprift werden. Dazu wird der effektive Elastizitdts-
tensor eines einfach aufgebauten Komposits berechnet und mit vor-

liegenden exakten Ldsungen (Ref. 7 bzw. 10) verglichen.

Dieses Testkomposits besteht aus einer Kupfer/Stahl Schichtung
mit 20,4 % Stahl-Anteil (V2A). Fligt man in dieses Laminat in
der in Abb. 6 beschriebenen Weise Hohlrdume in die Stahlsdhicht
ein, wird der typische Aufbau vieler Magnete, insbesondere das
Magnetkomposit des TESPE-Magneten (Ref. 24) (vgl. auch Abb. 17)

simuliert. Der Kupferanteil entspricht volumenm&dfig dem Leiter,



Abb. 6: Probevolumen AV eines Testkomposits zur Uberpriifung der
Berechnung des effektiven Elastizit&dtstensors.

der Stahlanteil der Isolation der einzelnen Lagen des Magneten.

Die Gr&Be des Volumens AV, an dem die Rechnung durchgefiihrt

wurde, erfiillt die Homogenitdtsbedingung (1).

Unter Annahme isotroper Einzelmaterialien wurde mit folgenden
Eingangsdaten flir den E-Modul E und Poissonzahl Vv gerechnet:

1..251011 N/m2 v = 0.3

2,]¢]O1] N/m2 0.3

]

Kupfer: ‘B
V2A : E -

Mit der Definition der Lamé-Konstanten (Ref. 19)

s e
X T Ty (2w wrd p o= STy
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ergibt sich flir die Form der Eingabeelastizit&tstensoren
(6x6-Matrix) fir Kupfer und V2A:

o (X+21) X X | 3
a, X (X+21) X €,
o] X X (X+21) , £
3| _ 3 (53)
Oy X 2e,
Og X 285
O¢ X 256

Das zur Rechnung verwendete Materialpaket besteht aus 24 Mate-
rialbldcken. Die Stilitzstellen wurden in die Schwerpunkte
dieser Bldcke gelegt und das Elementvolumen AVi mit dem

Volumen des zugehdrigen Blocks gleichgesetzt.

7.3 Ergebnis der Rechnung und Vergleich mit der exakten L&sung

Zundchst sollen hier die Ergebnisse fiir das in 7.2 beschriebene
Komposit mit einem Volumenanteil von 20.4% V2A vorgestellt und

anhand der Kriterien aus 7.1 lberprliift werden.

Das Programm liefert als effektiven Elastizitdtstensor geff

in Voigt'scher Darstellung (Anhang IIIb):

1.742 0.755 0.755 0 0 0

0.755 1.810 0.757 0 0 0

0.755 0.757 1.810 0 0 0 (1011 N/mz) (54)
0 0 o 0.527 O 0
0 0] 0 0] 0.476 O
0] 0 0 0 0 0,475

Diese Ergebnisse sind gerundet.
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Ergdnzend hierzu seinen die daraus gewonnenen technischen Kon-
stanten (Ref. 14) angegeben, Um eine einfache Schreibweise

zu ermdglichen, wird das Koordinatensystem (x1, Xor x3) mit

(x,y,2z) bezeichnet:

E~-Modul:

11 11 11

E, =1.297-10 N/m? ; B, =1.358-10 N/m? ; E_ =1.359:10 N/m?

Schubmodul:

11

G._=0.527-10" 'N/m® ; G._=0.476-10' 'N/m? ; G. =0.475-10" 'N/m°
vz XZ Xy

Poissonzahl:
v = 0.295 v = 0.309
YX Xy
vzy = 0.290 Vyz = 0.289
Vv = 0.309 Vv = 0.295
XZ ZX

Die Poissonzahl Vox z.B. gibt die Querkontraktion in x(x1)-

Richtung bei vorgégebener Dehnung in y(xz)—Richtung an. Uber-
prliift man diese Ergebnisse (54) nach den Kriterien aus 7.1
findet man: |

a) geff erflillt die Symmetrieforderung.

Matrizen, die symmetrisch sind, werden von Jjetzt an durch

alleinige Angabe einer Dreiecksmatrix dargestellt.

b) Zur Uberpriifung der Hill'schen Regel erweist sich hier und
im folgenden ihre Darstellung durch die Euklidische Norm

dquivalent zur Formulierung {iber die Energiedichte (8):

c®EE | 5 1icR | (55)

Der angegebene Tensor g?ff erfillt mit Iigeff}| = 3.710-1011N/m2

diese Ungleichung, da fiir dieses Komposit

Vil = 3.875-10" 'v/m% wnd | |c

e’ ol

= 3.680-10 'N/m? ist.
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<) Das Testkomposit (Abb. 6) besitzt in X5~ und x3nRichtung
gleiche mechanische Verh&dltnisse (Hohlr&dume werden vernach-

tdssigt). Dieses transversal isotrope Material besitzt fUnf

unabhdngige Materialparameter. Dies bestdtigt sich in (54):

C11=C22 und C55=C66 , sowie C12=C13
Des weiteren ist
1 _ PPN 2 . _
5 ( C22—C23) = 0.52734¢ 10 N/m” : = C44
. . . 7 2
mit einer Abweichung von 2.7¢10'N/m".

Der gewonnene Tensor (54) beschreibt ein transversal

isotropes Material.

d) Messungen wurden aus den in 7.1 erwdhnten Griinden nicht

durchgefihrt.

e) Flir dieses Komposit liegt eine exakte analytische L&sung

(Ref.7) vor, die foloende Werte liefert:

1.765 0.756 0.756 0 0 0
1.841 0,779 0 0 0]
1.841 0 0 o (10""n/m?) (56)
0.531 0 0 '
0.504 O
0.504
Sie wird im folgenden als theoretische LOsung Qiiio bezeichnet.

eff

zwischen ihr und der berechneten L&sung C findet man die

Differenz:
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0.023 - 0.00042 0.00043 O (0] 0
1.2 % 0.05 % 0.05 ¢
0.031 0.022 0 0 0]
1.7 % 2.8 %
0.03 0 0 o (101" n/m?)
1.6 3
0.0044 0 0
0.82 %
0.029 (0]
5.6 %
0.029
5.7 %

Es zeigt sich teilweise eine ausgezeichnete Ubereinstimmung mit
dem theoretischen Tensor. Nur die Schubmoduli C55, C66 weisen gro-

fere Abweichungen auf.

Es soll noch zu e) ergdnzt werden, daBR dieser theoretische Tensor
die Hill'sche Regel mit |lgii£ol] = 3.73.10"" N/m2 erwartungsge-
mEf erflillt. |

Zusdtzlich zu den vorgenannten Eigenschaften ist vom Tensor (54)
speziell filir dieses Komposit zu fordern, daB seine Elemente den

im folgenden beschriebenen Relationen gehoxrchen:

Das Komposit in Abb. 6 besteht in x1—Richtung aus einer Reihen-
schaltung von Kupfer/V2A-Schichten, wédhrend in Xo= und X4- Rich-
tung eine Parallelschaltung vorliect. Es ist anschaulich klar
(wie in Abb. 2a und 2b), daB daher in x1—Richtung das Material
eine geringere Steifigkeit als in X5~ bzw. x3—Richtung aufwei-
sen muB. Da C?ff, ngf und ngf ein MaB fir die E-Moduli in den
drei Raumrichtungen sind, gilt daher die Ungleichung:

eff eff eff eff _ _eff
€197 2 Cp v G337 und Gy = C337.

Diese Bedingung erfiillt auch der berechnete Tensor (54).
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Eine dhnliche Beziehung gilt flir die Schubmoduli. Z. B. gibt

ngf an, welche Scherspannung Og = ngf 2 € notwendig ist, um
eine Winkeld&nderung €5 = €44 (in der Doppelindizierung aus Kap.

2,2) der Achsen X und X4 zueinander in der Ebene (x1, x3) zZu

erzeugen.
Entsprechend gibt ngf an, welche Scherspannung O = ngf
20 6 = ngf 2 € 19 flir eine Winkeldnderung in der (x1, x2)—Ebene

notwendig ist.
Da in dem vorgegebenen Komposit in diesen Ebenen dieselben mecha-
nischen Verhdltnisse vorliegen, muf, wie in c) schon erwdhnt,

C?ﬁf = ngf sein.

Bringt man eine Scherung ¢ an, wird eine Winkeldnderung

4 = €23

der Achsen x, und x3 zueinander bewirkt. Dies bedeutet eine Win-

keldnderung ger Ebenen (x1, x2) und (x1, x3) zueinander. Damit
erfdhrt jede Lage des Komposits (s. Abb. 6) dieselben Winkel-
dnderung (Scherungen). Es lieg dann der Fall konstanter Dehnung
vor, und man kann analog zu einem Zugversuch von einer "Paral-
lelschaltung" der Materialschichten (vgl. Abb. 2a) sprechen. Die
Gesamtkraft, die etwa in xz—Richtung zur Scherung notwendig ist,
summiert sich aus den Einzelkrdften auf, die zur gleichen Sche-

rung der verschiedenen Materiallagen notwendig sind.

Legt man diese Gesamtkraft etwa in degr (x1, xz)—Ebene in xz—Rich—
tung an, erfdhrt jede Materiallage dieselbe Scherkraft. Analog
zum Zugversuch (Abb. 2b) kann man von einer "Reihenschaltung"

der Materialschichten sprechen.

Die Gesamtscherung €19 summiert sich aus den Einzelscherungen

der der verschiedenen Materiallagen auf. Das Komposit erweist sich
daher "weicher" hinsichtlich einer Scherung in dieser Ebene als

in der (xz, x3)ﬁEbene. Die fiir beide Falle maBgebenden Schubmoduli
miissen damit der Ungleichung gehorchen:

eff . eff _eff
Cas 2 Cs57 ¢ Cgg

Auch diese Beziehung erfiillt der berechnete Tensor (54).

C

Der flir 20,4 % V2A (TESPE-Volumenverhdltnis) gewonnene effektive
Elastizitdtstensor erflillt die in Kap. 7.1 aufgestellten Krite-
rien fir die Richtigkeit der Ergebnisse, Die ermittelten Genau-
igkeiten der Methode werden sich aber &ndern, wenn das Kupfer/
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Stahl-Verhidltnis und damit die Schichtdicke der verschiedenen

Materiallagen verdndert wird.

Abb. 7 zeigt die euklidischen Normen der Reuss- und Voigt-Ma-
trizen und der theoretischen effektiven Elastizitdtsmatrix

(Ref. 8) in Abhdngigkeit vom Anteil an Stahl. Die ausgefiillten
Punkte zeigen die mit der entwickelten Methode gewonnenen Werte.
Insgesamt ndhert das Verfahren den theoretischen Verlauf sehr
gut an. Eine Aussage iiber die Genauigkeit der berechneten Ten-

sorelemente kann damit aber nicht gewonnen werden.

Sie soll anhand der Abhéngigkeit der Einzelelemente auf der
Hauptdiagonalen der Matrizen vom Volumenanteil Stahl gezeigt
werden (Abb. 8 und 9). Es f&dllt auf, daR C11
Wert am besten, C22 noch mit hinreichender Genauigkeit n&hert.

den theoretischen

Beide Koeffizienten sind charakteristisch filir die E-moduli in
X4 bzw. x2—Richtung. Die Abweichung zwischen beiden Koeffizien-
ten ist ein MaB flir die Anisotropie des Komposits. Sie zeigt
sich auch im Verlauf der Schubmoduli Cya und Cgs- Cyy wird da-
bei hinreichend durch das Programm berechnet. Demgegenilber zei-
~gen sich flir Cg, grdBere Fehler. Sowohl in Abb. 8 wie in Abb. 9
sind die Unterschiede zu den theoretischen Werten filir gleiche
Anteile Kupfer und Stahl am gr&B8ten. Dies duBert sich ebenfalls
in der AniSotropie n = C22/C11 (Abb. 10).

Von den beschriebenen Abweichungen abgesehen, erfiillen alle fiir
die Diagramme 7 bis 10 herangezogenen Werte sowohl die allge-
meinen Anforderungen aus Kap. 7.1 als auch die spezielle Forde-
rung flir die Beziehung der Haupttensorelemente untereinander (f).

Die Unterschiede der Matrixelemente zu den Werten nach Achen-
bach (Ref. 8) bleiben im allgemeinen in dem von der recht groben
Diskretisierung her erwarteten Rahmen. Sie erreichen erst fir
Volumenverhdltnisse, die mit hohen Anisotropiegraden einherge-
hen, gr8Bere Werte (im Beispiel maximal 7 %). Ursachen dafiir

und Verbesserungsmbglichkeiten werden im anschlieRenden Kapitel
7.4 diskutiert.
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7.4 Diskussion der Genauigkeit des Verfahrens

Nach der qualitativen Diskussion der Ergebnisse wird unter-

sucht, wie deren Genauigkeit verbessert werden kann,

Abb. 11 und 12 zeigen die prozentualen Abweichungen der
ermittelten Matrizenelemente des Testkomposits von den theo-
retischen Werten in Abh&dngigkeit vom Volumenanteil Stahl.

Es f&llt auf, daB die Fehler von C 1 gering sind und praktisch

keine Abhidngigkeit von den Volumenlerhaltnissen der beteiligten
Materialien zeigen. Die Ubrigen Gr&Ben weisen fiir gleiche
Volumenanteile Stahl und Kupfer die groBten Fehler auf. Der
hochste Wert tritt mit 7% beim Schubmodul 055 auf.

Diese Ergebnisse findet man mit 24 Stltzstellen, die in den
Schwerpunkten der Materialbldcke von Abb. 6 angebracht sind.
Die Elemantvolumina entsprechen den Blockvolumina. Das Gesamt-
volumen des diskretisierten Komposits bestand aus zwei Stapel

zu 6 Materialpaketen aus je einem Kupfer- und Stahlblock.

Der EinfluB der Parameter Gesamtvolumen, Stiitzstellenan-
ordnung und Elementvolumen auf das Endergebnis soll durch
numerische Untersuchungen geprift werden, da aufgrund der
Matrizennatur der auftretenden Gleichungen Fehlerabschdtzungen

allenfalls flir eine Norm festgestellt werden k&nnen.

Flir die Wahl des Gesamtvolumen V fordert die Homogenit&dts-
bedingung in Kap. 3, daB es groB gegeniiber der grdften

Liange im Material ist, mit der sich die Eigenschaften des
Mediums wiederholen (Korrelationslidnge). Mit zunehmender
Gr6Be von V sollten sich die gewonnenen Materialparameter Cij
nicht mehr wesentlich &ndern. Das Komposit wird dann durch
einen einzigen rdumlich konstanten Parametersatz Cij be-

schrieben.
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Abb. 11: Prozentuale Abweichungen von C11 und C22 vom theo-
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" Abb. 12: Prozentuale Abweichungen von C44 und C vom theo-

55
retischen Wert in Abh8ngigkeit wvom Volumenanteil

Stahl beim Testkomposit.

Um dieses Verhalten zu lberpriifen, wurde zu dem oben beschrie-
benen Ausgangskomposit weitere Materialbldcke hinzugefiigt

und so das Gesamtvolumen V erhOht.
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Im Schwerpunkt jedes Materialblocks befindet sich eine
Stiitzstelle. Damit erhbht sich die Stlitzstellenzahl N,
aber die GrdBe der Elementvolumina AVi und damit der jeweilige

Anteil eines Materials am Gesamtvolumen bleibt konstant.

lceff|

431 1 -

Abb. 13: Abh&dngigkeit dér Euklidigchen Norm des effektiven
Elastizitdtstensors vom Gesamtvolumen bzw. der Zahl
der Stﬁtzstellen.

Abb. 13 zeigt die Abhdngigkeit des Ergebnisses vom Gesamt-
volumen bzw. der Zahl der Stilitzstellen. Man erkennt, daB durch
diese periodische Fortsetzung des Komposits erwartungsgemifl

keine wesentliche Anderung der Resultate eintritt. Flir Volumina,
deren Seitenldnge in die GrdBenordnung der Linge kommen, auf

der sich die Eigenschaften des Komposits wiederholen (z.B. bei
zwei Materialbldcken Kupfer und Stahl), treten die stadrksten
Anderungen der Ergebnisse auf. Da in diesem Fall die Homo-
genitdtsbedingung verletzt wird, ist dieses Verhalten erkl&rlich.
Dieses Ergebnis h&dngt auch nicht von der Richtung ab, in der

Materialblbcke hinzugefligt werden.

Damit is% gezedgt, daB die entwickelte Methode die Einhalitung
den Homogenitdtshedingung (1) erfordent und 40 edne sinnvolle
Homogendisdierung edines Komposits durchflihnt.
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Eine numerische Ursache flir dieses Verhalten des Programms

ist in der Form des Tensors T zu sehen. Er ist eine Funktion

des Abstandes R zweler Stlitzstellen und von der Form R_3(vgl.(29)).
Sehr weit entfernte Stlitzstellen, wie sie beili der beschrie-

benen Volumenvergr&ferung auftreten, tragen daher nur noch

wenig zum Endergebnis bei. Statt den in GLeichung (17) zur

Bildung des Integrals vorgeschriebenen Grenzwertprozefl V » «
durchzufiihren, geniigt es~also den effektiven Elastizit&dts-

tensor fiir ein endliches Volumen zu berechnen, das nach der

Homogenitatsbedinéung ausgewéhlt‘wurde;

Ist dieses endliche Volumen vorgegeben, kann das Ergebnis
durch die Fedinhedlt den Dishretisierung verdndert werden.
Sie ist zum einen durch den Abstand zu den nédchsten
Stilitzstellennachbarn einer Stilitzstelle, 2zu andern durch die
Grofe der Elementvolumina AV, und damit die Zahl der Stitz-

stellen im Volumen bestimmt.

In der ursprilinglichen Diskretisierung mit 24 Stilitzstellen

ist der Stilitzstellenabstand hx=2.45 mm in x,-Richtung geringer

1

als in x,-Richtung mit hz=17.6 mm. Dieser Abstand hZ wurde

zunachst3unter Beibehaltung den GréBe den ELementvolumina AVL
variiert, um zeigen zu kOnnen, daB er fiir die Werte der
Tensorelemente dieser Richtung (z.B. C33) verantwortlich ist.
Abb. 14 zeigt, daB groBe Stlitzstellenabstdnde das Endergebnis
nur wenig beeinfluBen, wdhrend mit kleiner werdendem Abstand
die theoretischen Werte erreicht werden.

dem Schubmodul G__:
ZX

Entsprechendes gilt auch fiir C55,

hZ (mm) 2.5 4.4 8.8 17.6 theoretisch

933(1O]7N[mz) 2.225( 2.134 [ 2.112 [2.108 |[[2.189
C55(1O]1N/mz) 0.562 | 0.552 | 0.546 |0.545 || 0.587

Die Fedinhedlt den Dishretisierung Ain ednern Raumalchtung des
Gesamtvolumens beeinfluBt also die Genaudlgkeit den berechneten
Tensorelemente §lirn die jewedilige Richtung.
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Abb. 14: Abhdngigkeit des berechneten effektiven Tensor-
elements C33 von Stilitzstellenabstand in x3(z)—
Richtung.

Von der Anschauung her erwartet man, daB die Gr6Be der
Elementvolumina Avi (oder die Zahl der Stiitzstellen) so groB
gewdhlt werden sollte, daB sie kleiner als Al3 , der schon
erwdhnten Korrelationsl&dnge, ist.

Fligt man in x1—Richtung in jeden Materialblock eine weitere
Stiitzstelle hinzu, verkleinert also das Elementvolumen und
verringert in dieser Richtung den Stiitzstellenabstand, miiBten

die Ergebnisse verbessert werden. Dies wird bestdtigt:

mit 24 Stitzstellen:

Cyq= 2.025 C22=_2.JO7 Cy3= 2.708 » ,
Cyq= 0.674 Ceg= 0.545 Co6= 0.544 (10 N/mr)
mit 36 Stiltzstellen:

Ciq= 2.046 C,,= 2.060 Cy3= 2.060 » ,
Cy4= 0.590 Cgg= 0.587 Cee= 0.587 (10" " N/m™)
theoretische Werte: ‘

C11= 2.052 Chp= 2.189 C33= 2.189 y ,
Cyg= 0.635 Cpg= 0.587 Cge= 0.587 (10°" N/m")
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Offensichtlich haben sich die Werte fiir die Parameter,

dadurch

die von der x,—-Richtung abhidngen, wie C11,

1 €55/ Ceer
wesentlich verbessert. Die Werte flir die Parameter C22, C33
zeigen grdssere Abweichungen, da hier sehr groBie Stilitzstellen-
abstidnde auftreten (hy= ©, da alle Punkte in der x1,x3—Ebene

liegen und hz= 17.6 mm ).

Die numerische Ursache dafiir, daBf eine Verringerung des
Stitzstellenabstandes zu einer Verbesserung des Ergebnisses
fihrt, ist wiederum in der Eigenschaft des Tensors T zu
suchen, wegen der R—3—Skalierung nur Punkte in ndchster
Umgebung einer vorgegebenen Stlitzstelle im Endergebnis zu

berlicksichtigen.

Damit werden auch die Fehler in der Diskretisierung aus 7.3
erkldrlich. Da in x1—Richtung eine feine Unterteilung in
Einzelvolumina vorliegt (geringer Stiitzstellenabstand),

wird C11 sehr genau berechnet. In den Ubrigen Raumrichtungen
ist der Stiitzstellenabstand zu grof, um die entsprechenden

Parameter, wie C C genauer berechnen zu kdnnen.

22" 7337

eine dreidimensionele Diskretisierung wird in der Praxis wegen
der GrdBe der Matrix A (vgl. Kap. 6.4) nicht zu erreichen

sein, Es muB daher ein Kompromif eingegangen werden.
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7.5 Grenzen flir die Anwendbarkeit des Verfahrens

Folgende Annahmen begrenzen die Gliltigkeit des Verfahrens:

a) Rein elastisches Materialverhalten der Einzelmaterialien.

b) Im Materialvolumen sind keine Rest- oder Eigenspannungen
vorhanden.

c) Das Material muB sich im Temperaturgleichgewicht befinden.

d) Das Material darf nur statisch belastet werden, da beil
dynamischer Belastung Gleichung (10) nicht mehr gliltig ist.

e) Materialbewegungen im Innern des Volumens, wie Gleiten von

Materialschichten etc., diirfen nicht vorkommen.

Praktisch wird Bedingung a) die am ehesten verletzt sein,

da in jedem Komposit damit zu rechnen ist, daB..an Stellen, an
denen hohe Spannungswerte bei Belastung auftreten, z.B. bei
Lochern im Material, plastisches Verhalten einsetzt. Wie bei
Polykristalliten besteht jedoch die Hoffnung,daB sich die
auftretenden Dehnungen so herausmitteln, dag das Komposit

nach auBen hin das erwartete elastische Verhalten zeigt.

Legt man den Vergleich mit dem Testkomposit zu Grunde,

liefert die Methode bei einfacher Diskretisierung Elastizitdts-
tensoren mit maximalen Fehlern in der GréBenordnung von

10%. Bedenkt man die einfache Methode zur Berechnung (Auf-
stellung und Inversion einer Ubermatrix), sowie die M&glich-
keit zur Verbesserung des Ergebnisses durch Verfeinerung der
Diskretisierung stellt die aufgezeigte Methode eine niitzliche

Alternative zu FEM-Rechnungen dar.

Die endgliltige Genauigkeit wird aber wegen der grofen
Schwierigkeiten Messungen an einem Magnetkomposit durch-
fihren zu k&nnen, letztlich nur durch Messungen der

Verschiebungen an einem Magneten ermittelt werden kdnnen.
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7.6 Diskussion eines alternativen L&sungsverfahrens flr

die Gleichung von Korringa (vgl. Anhang IV.)

Zur Bestimmung des effektiven Elastizitdtstensors schligt
Korringa (Ref.5) einen alternativen Weg vor. Er géht von

der Idee aus, daB ein Wahltensor go, flir den die L&sung vorn
Gleichung (17) <g>=0 ergibt, wegen Gleichung (20) gerade

der gesuchte effektive Elastizitdtstensor geff sein muf.
Setzt man in der Gleichung von Korringa <g>= 0 ein, so kann
man mit der verbleibenden Gleichung und (20) ein Iterations-

eIt iiber go aufbauen.

verfahren zur Bestimmung von C
o . . . . .
C~ wird durch sukzessive Approximation solange variiert

bis <g> = O wird (Details in Anhang IV.).

Da auch bei dieser Methode Funktionen g (§) aus einer ab-
gewandelten Gleichung (17) bestimmt werden miissen, wurde

das entwickelte LOsungsverfahren aus Kap.6 auf diese Glei-
chung angewandet und untersucht, ob damit das vorgeschlagene

Iterationsverfahren ebenfalls praktikabel ist.

Voraussetzung flir den Erfolg des Verfahrens ist, daB die
Iteration von go fiir verschiedene Starttensoren zum selben
Tensor geff konvergiert. Dies trat jedoch erst nach Ein-
flihrung eines Konvergenzfaktors, dessen Definition und
Wirkungsweise im Anhang IV. beschrieben wird , ein.

Abb. 15 zeigt den damit erreichten Konvergenzverlauf flr

das Testkomposit mit 24 Stiltzstellen und 20.4% Stahlanteil.

Als Starttensor wurde Reuss- und Voigttensor benutzt.
Der Grenztensor ist offensichtlich davon unabhingig, liegt
aber auBerhalb des Hill'schen Bereichs. Nach 7.1 b) ist

er damit sinnlos.
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Abb.15: Konvergenzverlauf des Iterationsverfahrens anhand
der Euklidischen Norm von gi iber 200 Iterations-
schritte (20.4% Stahl).

Flir 200 Iterationsschritte wurden ca. 15 min. CPU-Zeit

(IBM 3033) bendtigt. Dies schlieBt aus, die Diskretisierung
zu verfeinern, da das mit einer entsprechenden Vergrdsserung
der Matrix A (49) und der Rechenzeit einhergehen wiirde.
Stattdessen wurde die Stilitzstellenzahl verringert.

Es zeigt sich, daB die Ergebnisse filir 20.4% Stahl sich

vom Hill'schen Bereich entfernen: (100 Iterationen):

Zahl der Stiltzstellen

2 I ' 12 l 24

! 6
(@)
I €100l | (101 /m2) H 4.683’ 4.683| 4.6o1| 4.602
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Man erwartet daher, daB die Ergebnisse des Iterationsverfahrens
sich dem Hill'schen Bereich anndhern, wenn die Zahl der

Stiltzstellen erhSht und die Diskretisierung verfeinert wird.

Mangelhafte Diskretisierung L8t also sehn wahrscheinlich
die Ursache flir den MiBerfolg des AlLternativverfahrens,
Da aber aus praktischen Griinden (Rechenzedit) die Methode
nicht venbessent werden kann, schedidet sie zur Berechnung
des effektiven ELastizitdtstensorns aus.

7.7 Berechnung des effektiven Elastizitidtstensors des

TESPE-Supraleiterpakets

Um die Anwendbarkeit des Verfahrens auf ein unbekanntes
Magnetkomposit zeigen zu kdnnen, wurde ein Leiterpaket
des Experiments TESPE (Ref.24) modelliert (Abb.17).

Der Leiter besteht aus einem Stahlkern, der von den
NbTi-Supraleiter-Strands umgeben ist. Zur elektrischen

Isolation der einzelnen Lagen untereinander dient GfK.

X4

|53
A RSN
V2A Si\ . SS
A} TS RN AR

{
X2,/ Cu/NbTj-Leiter

Abb.17: Diskretisierung eines Leiterpakets von TESPE (Ref. 24)
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Gerechnet wurde mit zwei Leiterpaketen, die zusammen

40 gtilitzstellen ergeben. Diese Stﬁtzstellen werden in

die Schwerpunkte der in Abb.17 eingezeichneten Material-
blbcke gelegt. Lotmaterial wird vernachldBigt, da es
mengenmdfig gering ist und nicht als elastisches Material
betrachtet werden kann.

Als Eingabematrizen wurden verwendet:
Stahl: gleiche Werte, wie fir das Testkomposit in Kap.7.2

Cu/NbTi-Leiter:

1.410 0.603 0.603 O 0 0
1.410 0.603 ©O. O 0
1.410 o 0 0
0.402 0 o  (10"M/m?)
0.402 0O
0.402
GfK-Material (G10):
0.275 0.059 0.059 O 0 0
0.657 0.200 O 0 0
0.657 O 0 0
0.228 0O 0 (10" "y /m?)
0.117 ©
0.117

Die Symmetrieverhdltnisse des Materialpakets lassen ein
orthotropes Materialverhalten erwarten. Es existieren drei

zueinander senkrechte Symmetrieebenen.

Die Ndherungstensoren nach Voigt und Reuss liegen in diesem
Fall weit auseinander, wie die Euklidische Norm der Matrizen

zeigt:

11 11 2

]}gV|| = 3.30-10"" N/m? IIQRIl = 2.45:10" " N/m

Hier zeigt sich die Notwendigkeit eines genaueren

Berechnungsverfahrens flir geff
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Ursache fiir den grofen Bereich ist der relativ grofe
Unterschied in den Elastizitdtstensoren der Einzelmaterialien.
Insbesondere sind die E—Mbduli des GfK-Materials (G10)

um eine GréBenordnung kleiner als die von Kupfer und

Stahl. Die hohe Anisotropie des Kunststoffmaterials fihrt

zu anisotropen Voigt- und Reusstensoren.
Das Programm liefert als effektiven Elastizitdtstensor:
1.092 0.494 0.473 O 0.030 0O

1.390 0.560 o) 0.020 0
1.289 0 0.070 0

0.452 0 0.120 (10 'n/m?) (57)
0.239 O
0.693
mit | [cSTE|| = 2.67-10"" n/m®.

Abgesehen von den in der 5. und 6. Spalte auftretenden
gemischten Elementen zeigt der Tensor Orthotropie (neun
voneinander unabhidngige Konstanten, vgl. (51)).

Eine Beziehung flir die Tensorelemente in Form einer
Ungleichung kann hier nicht aufgestellt werden, da

in x.,- und x.,- Richtung (Abb. 17) sowohl eine Parallel-

1 3
wie Serienschaltung der Einzelmaterialien vorliegt.

Als technische Konstanten ergeben sich:

0.968

=
I

Il
Il

0.845 E 1.055 E
vy z

0.661 (1011 n/m?y

(0}
Il

vz 0.431 Gyp

0.234 G
Xy
mit den Poissonzahlen v

XZ
0.293

ZX
0.256

yX
0.251

Xy
0.313

2y
0.321

vz
0.294
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Die in Abb. 17 angegebene x,-Richtung entspricht der

1
Radialrichtung des D-f&rmigen TESPE-Magneten, die X~

Richtung der Umfangsrichtung. Definiert man als Anisotropie-
grad in dieser x1,x2

-Ebene n= Ey / Ex_ findet man
n= 1.25 , eine 25 %-ige Anisotropie, die in der
Spannungs-Dehnungsberechnung der Magnetspulen nicht mehr

vernachldssigt werden kann.

Es seli nochmals angemerkt, daf hierzu die im kartesischen
Koordinatensystem gewonnenen Elastizitdtstensoren in
das Koordinatensystem des TESPE-Magneten {bertragen
werden missen. Das Verfahren wurde in Kap. 4 (Abb.5)

beschrieben.
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8. Anwendung der Vorstellung eines effektiven Elastizitdts-

tensors in der Auslegung von Solenoiden

en eines Solenoids in Zylinder-

Mit den gewonnenen Materialparametern eines Magnetkomposits
lassen sich Spannungs-Dehnungsberechnungen auch komplizierter
Magnetformen (etwa D-f&rmiger Spulen) mit Hilfe wvon Finite-
Element-Methoden (Ref. 3 und Ref. 9) durchfiihren. Fir Solenoide
stehen zweidimensional aber auch analytische Ldsungen zur Ver-
fligung. Gleichungen, die das anisotrope Materialverhalten eines
Magnetkomposits berilicksichtigen, wurden von Gray und Ballou

(Ref. 6) sowie Arp (Ref. 25) entwickelt.
Die Grundlagen und Ergebnisse dieser Rechnungen sollen kurz -

skizziert werden:

Ohne die Bedingungen hierflir (Kap. 4) ndher zu untersuchen,
gehen sie von der Vorstellung eines homogenen Magnetmaterials
aus. Nach ihr kann man flir ein Magnetkomposit einen r&umlich
konstanten Elastizitdtstensor angeben. Er ermittelt sich etwa

mit der in Kap. 7 vorgeschlagenen Methode.

Die zugehdrige Form des Koordinatensystems efgibt sich aus den
Vorzugsrichtungen im Magneten, die die Folge des regelmdfigen
Aufbaus sind. Treten Vorzugsrichtungen auf, bezeichnet man das
Material als anisotrop. Sie sind die Ursache fiir Symmetrien

(z.B. Spiegelsymmetrien) im Material und filhren zu elastischen

Symmetrien.

Bei einem Solenoid gibt es drei zueinander senkrechte Symmetrie-
fldchen (Abb. 18), was man als Orthotropie bezeichnet. Wegen
der vorhandenen ausgezeichneten Linie ist eine der Symmetrie-

fldchen gekrimmt.
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(@)

\-'ausgezeichnete' Symmetrieflachen:1,23
Linie

Abb. 18: Orthotropie in Zylinderkoordinaten bei einem Solenoid

Entsprechend spricht man von krummliniger Anisotropie (Ref. 14).
Es ist augenscheinlich klar, daB hiermit ein Zylinderkoordina-
tensystem zur Angabe rdumlich konstanter Materialparameter

vorgegeben wird. Der E-Modul in Radialrichtung E in Umfangs-

RI

richtung E_, und Axialrichtung E, muB an Jjeder Stelle gleich

e
sein. Fiir einen orthotropen K¥rper in Zylinderkoordi-
naten gilt analog zu (51) nach Ref.14 als Dehnungs-Spannungs-

zusammenhang in technischen Konstanten geschrieben.

er | 1/Eg ~Vgp/Eg -V,./E_ 0 o) o) \ Og
€g -VRe/ER 1/Eq —\)Ze/E,Z 0 0 o] g
e, |=| “Vrz’Er —\)GZ/Ee 1/E, 0 0 0 Oy (58)
2€gz o) 0 0 1/G o) 0 o
ez ez
2eg, 0 0 0 0 1/Gp, O Ory
\28R61 \ 0 0 0 0 0 1/GR9} Ore /
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Der Elastizitdtstensor enthdlt neun unabhdngige Komponenten.

Die Poissonzahl v z.B. gibt die Querkontraktion in R~Richtung

OR:
bei Dehnung in ©-Richtung an.

ER’ Ee, E, sind die E~-Moduli ‘fir die drei Vorzugsrichtungen.

G geben die Schubmoduli an.

Wegen der Symmetrie des Tensors gilt der Zusammenhang:

AY
Z .
RO _ '6R R ZR 20 _ '6 (59)

Daher sind i.a. die Poissonzahlen vRe und veR verschieden,
falls die E-Moduli in Radial~- und Umfangsrichtung unterschied-

lich sind.

Zusdtzlich zu dem Materialgesetz (58) wird bei den Rechnungen

von Gray-Ballou von folgenden Annahmen ausgegangen (Abb. 19a):

- Das Solenoid befindet sich im Eigenfeld, dessen z-Komponente
linear {iber dem Radius variieren soll.

- Das Solenoid soll unendlich ausgedehnt sein. Es treten daher
keine Axialspannungen ¢, auf (ebener Spannungszustand).

- Die Berechnung wird flir die Zentralebene (R, ©) des Solenoids
durchgefiihrt.

- Die Stromdichte je soll {iber dem Radius konstant sein.

- Es sollen keine Umfangsabhidngigkeiten auftreten.

- Scherungen werden vernachl&dssigt.

- Das Solenoid ist freitragend.

Démit ergeben sich nach Ref. 6 bzw. 25 fiir die Spannungs-Dehnungs-

verhdltnisse eines Solenoids folgende Erkenntnisse:

Ein dliinnes Solenoid verhdlt sich in erster Ndherung wie ein
Zylinder, der einem Innendruck unterliegt, so als wlirde es durch
Fladchenkrédfte belastet. Dadurch weisen die Umfangsdehnungen ihr
Maximum am Innenrand auf und fallen monoton mit dem Radius ab.

Mit zunehmender Dicke des Magneten wandert das Maximum der Lorentz-

krdfte vom Innenrand in den Magneten hinein. Dadurch &ndert sich
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(a) (b)

Abb. 19: (a) Koordinatensystem in der Zentralebene des Solenoids
(b) schematischer Verlauf der Umfangsspannung % eines

Solenoids (o= 16.0) nach Ref.6

die Belastungscharakteristik des Magneten. Er verhdlt sich eher
wie ein K&rper, der durch Krdfte im Innern des Materials
expansiv belastet wird. Wdhrend beim dlinnen Magneten in radialer
Richtung die Kompression liberwiegt, expandiert er jetzt vor-
wiegend. Deutlich erkennbar ist dieses Verhalten an den Radial-
spannungen, deren Maxima jetzt im Magneten liegen und vorwiegend
Zugbelastungen darstellen.

Die, bel konstantem Umfangs—E-Modul,zunehmendé Anigotropie
fihrt beim dlinnen Magneten wegen des abnehmenden Radial~-E-Modul
Zu einer starken Zunahme der kompressiven Radialdehnungen,
wdhrend die Umfangsdehnungen sich nur geringfligig aufgfund

der Querkontraktion erhShen.
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Bei dicken Magneten fiihrt die Abnahme des E-Moduls in Radial-
richtung zu einem starken Anstieg der -~ jetzt allerdings expan-
siven - Radialdehnung und infolge der Querkontraktion zur Ab-
nahme der Umfangsdehnungen, bis deren Maxima im Magneten liegt.
Dieses &ndert sich nur noch wenig mit der Anisotropie. Die

Spannungen werden allgemein reduziert,

Anisotropes Materialverhalten hat also insbesondere bei dicken
Magneten (hohes o) einen mindernden EinfluB auf Umfangsdehnungen,
Radial- und Umfangsspannungen, wdhrend die Radialdehnungen
betréchtlich zunehmen. Bei dlinnen Magneten ist nur die Zu-

nahme der Radialdehnung von Bedeutung. Es muB dabei aber be-
rlicksichtigt werden, daB Spannungen und Dehnungen bei dicken
Magneten sowieso einen h&heren Betrag besitzen als bei diinnen.
Nimmt man letzteres in Kauf, ist man also gezwungen, um die
Anisotropie zu erhOhen, zusédtzliche Verstdrkungen in Umfangs-

richtung (etwa Stahlbidnder etc.) vorzusehen.

8.2 Das maximal erreichbare Zentralfeld éines supraleitenden

Solenoids

L&Rt man aus Stabilit&dtsgriinden in einem supraleitenden Magneten
(Solenoid) nur eine bestimmte Relativdehnung €4 des Leiter-
materials zu (Ref. 1), ergibt sich danach ein maximal m&gliches

Zentralfeld Bmax’das auch vom Anisotropiegrad n = EG/ER abhdngt.

Dieses wird durch folgende i{iberlegung ermittelt:

Erh6ht man das Magnetfeld soweit, bis an einer Stelle Yy €, er-

reicht ist, so ergibt sich dieses Zentralfeld Bm(y) aus (Ref. 6):

-1 -Yn-1
. =1 .4 B .R.(n=v2 ! )
EO(Y)- = Ee Je Bi Ri(n \)eR) (01 Y : + Gy Y 14=n) Y
d 2 " . +
- (4-n) Y ): = -E—:— * Je'Bi'Ri ee (Y) (60)

e

+ . . ‘
Damit ist e, eine normierte Umfangsdehnung, wobei <, und <,

Funktionen von n und der Geometrie (a,B) des Solenoids sind:
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Ist Ra der AuBenradius, Ri der Innenradius und L die Lé&nge

des Solenoids, gilt

R
a a = L = R
o = r B = 2R, und Y R.
1 1 1

Ist Ba und Bi das Magnetfeld am AuBen- bzw.Innenradius
des Solenoids und

B B

= .n ; = _a
k = ‘ sowie k1 B
i i

gibt d den Abfall des Magnetfeldes liber dem Radius an:

kok1—1

o=

d =

Er hd&ngt nur noch von der Geometrie der Spule ab.

Gibt A das Verh&dltnis stromdurchflossene Fl&dche zu Gesamt-
windungsfléche an (Flillfaktor), wird das Zentralfeld Bm
bestimmt durch (Ref. :26):

1/2
at (o +67) ) (61)

1+ (1482) /2

Bm = poje).R. In(

Einsetzen von (61) in (60) und aufl®sen, ergibt:

. o2 82)1/2 1/2
_ o o+ (a”+
Ba(1) = (G (B Bg In (Bt )) (62)
€ 1Y 1+ (a“+B%)

Das maximal zuldssige Zentralfeld Bm ergibt sich als Minimum

ax
der Werk Bm(y) fiir alle vy.

Flir verschiedene Magnete bei konstantem Volumen zeigt Abb. 20

die Abh&ngigkeit des maximal erreichbaren Zentralfeldes,Bma von

X
der Dicke o. Die Kurven iberschreiten ein Maximum, da mit

zunehmender Dicke o und abnehmender L&nge das erzeﬁgte Magnet-
feld abnimmt. Zunehmende Anisotropie erhSht das mdgliche

Magnetfeld, weil die Umfangsdehnungen dann zurlickgehen. Dies
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zeigt sich auch in Abb. 21 in der die Abh&dngigkeit von der

Anisotropie n = EG/E angegeben wird. Bel extremer Anisotropie

(und hohem o) tritt illerdings wieder der Effekt hervor, daB

die maximalen Umfangsdehnungen in den Magneten wandern und dort
zunehmen, was zu einem Maximum in der Bmax(n)—Kurve fiihrt. Die
gewdhlten oa-Werte sind jedoch noch nicht so klein, daB das

Modell eines durch Fl&chenkrédfte belasteten K&rpers angewandt
werden kann. Erst am Beispiel des IAK- und 30 T—Magnetteils+

(Abb. 22 und 23) tritt der schon zuvor beschriebene Effekt auf,
daB die Anisotropie zu einer leichten Zunahme der Umfangsdehnungen
fiihrt. Die Folge ist nun eine geringfiigige Abnahme des maximal

zuldssigen Magnetfeldes mit zunehmender Anisotropie.

Zusammenfaséend 188t sich sagen, daB Magnete bisg zu einem

o = 3, falls keine extremen Anforderungen an sie gestellt

werden, ohne Bericksichtigung eines anisotropen Materialver-
haltens betrieben (und ausgelegt) werden konnen. Fir Anisotropieée-
grade n << 1 sollte man Vorsicht walten lassen, da hier die

B -Kurven abfallen (wurde in den Diagrammen nicht beriick-

max
sichtigt).

8.3 Erweiterung der Spannungs-Dehnungsgleichungen auf Solenoide

in einem inhomogenen Magnetfeld vom Typ eines Tokamakreaktors

Analytische Spannungs-Dehnungsberechnungen fiilr Solenoide wurden
bisher ohne Berticksichtigung einerAUmfangsabhéngigkeit der
auftretenden Spannungen und Dehnungen durchgefiihrt (Ref. 6 und 25).
Diese Betrachtung ist solange gerechtfertigt, wie das Magnetfeld
punktsymmetrisch zur Zentralachse des Magneten ist. In diesem

Fall fiihren die Volumenkridfte in der Zentralebene zu keinen
zusdtzlichen Scherungen. Zur mathematischen Behandlung genligt

bei einer zweidimensionalen anisotropen Rechnung eine einzige

Differentialgleichung.

*) Beide Solenoide wurden am Institut fiir Technische Physik (K£K)
konzipiert. i
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Wird die obige Bedingung verletzt, liegt also der Hauptan-
griffspunkt der Volumenkrdfte nicht mehr auf der Zentralachse,
ist es einsichtig, daB Scherungen auf Grund der Volumenkraft-
verteilung auftreten, Diese miissen berlicksichtigt werden. Im
folgenden sollen zweidimensional die Spannungen und Dehnungen
in einem Magneten vom Typ eines Solenoids berechnet werden,

das sich in einem inhomogenen Magnetfeld befindet, Wie es etwa
im Torusverband eines Tokamakfusionsreaktor (Ref. 2) auf-

tritt (Abb. 24). Die LSsungen kdnnen sowohl fiir Parameter-
studien wie in 8.2, als auch zur Uberpriifung von PEM-Programmen
genutzt werden. Letzteres ist von Interesse, da bei inhomogenen
Magnetfeldern notwendigerweise eine Mittelung der Volumen-

krdfte lUber die Elementvolumina vorgenommen werden muB.

Windungen

‘i/// i Eg Radialrichtung:R
! ER  Umfangsrichtung:©
VMl

-

<V

olenoid

entralsdule

Abb. 24: Solenoid in einemﬁMagnetfeld vom Tokamaktyp

Das Magnetfeld f&llt von der Zentralsdule nach auBen hin mit
1/R ab. Diese Eigenschaft ist aber fiir die Berechnung keine
Beschrénkung, da beliebige Magnetfeldkonfigurationen behandelt
werden kOnnen, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillen:
a) Das Magnetfeld hat in der betrachteten Ebene nur eine Kompo-
nente in Richtung der Solenoidachse.
b) Das Magnetfeld muB spiegelsymmetrisch zu einer Ebene
(in Abb. 24 der x,z-Fbene) sein, welche senkrecht zur Ebene

steht, in der die Spannungen und Dehnungen berechnet werden
sollen.
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c) Weiterhin wird die Annahme gemacht, daf im Solenoid ein
ebener Spannungszustand vorliegt. Es sollen also keine
Spannungen auftreten, die in Richtung der Magnetachse liegen.

d) Die Stromdichteverteilung kann radial beliebig variieren,
wobei nur eine Komponente in Umfangsrichtung auftreten soll.
Der Magnet wird als quasihomogen betrachtet (Kap. 4). Ein
Solenoid verh&lt sich i.a. mechanisch orthotrop, sodaB die
hierfiir geeigheten Materialgleichungen herangezogen werden
mﬁssén. Grundsédtzlich wird elastisches Materialverhalten

vorausgesetzt.

Obige Annahmen schreiben sich in mathematischer Form unter Ver-

wendung des Koordinatensystems aus Abbildung 24, wie folgt:

aus a) Magnetfeld B = (BR, By BZ) = :(O,O,BZ(R,G)) (63)‘
b) Symmetrie B, (R,0) = B, (R,-0) (64)
c) ebener Spannungszustand 0,=0gy = Opy = 0 (65)
, + . . . .
d) Stromdichte 3 = (jps Jgr J,) = :(0, j4(R), O) (66)

Die Materialgleichungen des orthotropen K&rpers mit (65) in

Zylinderkoordinaten lauten:

_ o
R T o2 ®r ¥ Ver %
OR ‘
EG
O‘e = ;1':—\')2— (\)eR €R + n Ee.) (67)
~OR
%Ro. = “re °re
Ee ,
wobeil n = T den Anisotropiegrad angibt:
R
Ee E-Modul in Umfangsrichtung
ER : " in Radialrichtung
veR: Poissonzahl Umfangs-/Radialrichtung
GRe‘ Schubmodu} Radial~-/Umfangsrichtung
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Mit (63), (65), (66) wird aus den Gleichgewichtsbedingungen

(Ref. 14) fir einen K&rper in Zylinderkoordinaten:

o0 90 _ .
R . 1 %%e 1 . _
5 TR 36 T ROr %) * JgB, = O
(68)
Y] o0
re . 1 °% 2 _
58 TR 350 ' R %Rre =0

Zwischen den Dehnungen und den Verschiebungen besteht der

Zusammenhang:
_ du = 1.9v . = 13%u  3dv _ v
R < . €9 "Rigg * Wi g "R 36 T 3R ~ R (69)

u gibt dabei die Verschiebung in Radial-, v die Verschiebung

in Umfangsrichtung an.

Einsetzen von (67), (69) in (68) ergibt ein Differential-
gleichungssystem fiir die Umfangs- und Radialverschiebungen
u,v, welches zusammen mit den Randbedingungen das Problem

vollstdndig bestimmt:

2 2 2

3%u 1 du 1. 17 937 u 1 3%v 1 23v
—S + 25 -~ N-—su+a, 5 —5 + a, = - a, —& =

8R2 R 2R R2 1 R2 892 2 R 5E9R 3 R2 96

+ a4jeBZ =0
(70)

2 2 2

v 1 dv 1 1 37v 1 937u 17 9du
— + =" - —=5V+b, —5—=+b, = +b, 5% =0

3R2 R 9R R2 : 1 R2 862 2 R 963R 3 R2 A12)




G E n
ay = g (n-vgp) by = 5 3
e B8R (n—veR)
E vz
a, = a, +v b, =1 + 28R
2 1 B8R 2 a (n_vz )
B8R R
Ee'n Anisotropiegrad
ag = a, + n b3 = 1 + . (n—vz ) . ?Q
OR OR E
R
N
a4‘Ee M=VgR)

Die L&sungen u, v dieses Systems ergeben zusammen mit den
Gleichungen (67) und (65) die gesuchten Dehnungen und

Spannungen im Magneten.

Setzt man R = Roet und multipliziert (70) mit R2 durch,

ergibt sich:

1
o

U, = hu-aug, + abvet - acvg + H(t,8)

v + bu + cu = 0

Vepg -V 7 60 ot e

tt

s

(Index bedeutet partielle Ableitung nach dem jeweiligen

Parameter) .

Dabei ist:

G E.v E n
a = —gB(n—vz ) : b =1+ ® R ;. ¢ =1+ 8
Ee OR ' G (n—\)2 ) G (n--v2 )
6R OR eRr 6R
und 2
n=v-_)
H(t,0) = R 2 2t

R,© " 35(8) B_(t,0)

(71)

(73)



_76_

Das inhomogene Differentialgleichungssystem (71) ist gekoppelt
und im allgemeinen nicht l1ldsbar. Spezielle L8sungen finden
sich, wenn man die Symmetrien des gestellten Problems unter-
sucht:

Mit der Symmetrie des Magnetfeldes (64) folgt flir (73):

H(t,8) H(t, -©)

daneben gilt:
H(t,0)

H{(t,® + 27)

Wegen dieser Zylindersymmetrie liegt ein Ansatz liber Fourier-
reihen nahe. Da H(t,®) bekannt ist, 148t sich diese Funktion

entwickeln:
H(t,0) = 1 F (t) + ] F,(t) cos (ié) (74)
2 70 121 i
wobei , o
1 (n=vgp) g 2t
Fi(t) = E —-—E—e—-— RO e ]e(t) | Bz(t,e) Ccos (19)d9
il
i = 0’1’2,-o--o

Abb. 25: Symmetrieverhdltnisse

fiilr die Verschiebungen

im Solenoid

Xv
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Aufgrund der oben beschriebenen Symmetrieverhdltnisse des
Magnetfeldes miissen die Verschiebungen folgende Symmetrieeigen-
schaften besitzen (Abb. 25)

u(t,e) = u(t,-6)

(75)
v(t,8) = -v(t,=-8)
Dies flihrt zu dem LOsungsansatz -
ult,e) = % X, (£) +i£1 X, (t) cos (i)
| (76)
v(t,8) = —;- Yo(t) +i£1 Yi(t) sin (ie)

Die von t bzw. R abhdngigen Funktionen Xi(t), Yi(t) i=0,1,2,...

missen bestimmt werden.

Durch Einsetzen des Ansatzes (74), (76) in die Ausgangsdiffe-
rentialgleichungen (70) und Koeffizientgnvergleiche der Reihen
ergibt sich flir jeden Laufindex i = 0,1,2,.... ein weiteres

System (77), (78) von gewbhnlichen Differentialgleichungen in
der Variablen t. Die Variable 6 wurde also durch den Fourier-

ansatz eliminiert.

[ - . —
XO nXo + Fo(t) = 0
(77)
"o —_
Yo Yo = 0
"o '2 : L - s —
Xi (n+ai )xi + ab:LYi a01Yi + Fi(t) =0
(78)
o 2'2 - R L . _
Yi (1+ a3 )Yi lei ClXi = 0

Die Gleichungen (77) besitzen die allgemeinen L®sungen
(Ref. 27, S. 398):

t
o Mt o-vAE -/nl(t-£) V/n'(t-g)
xo(t)—c1 e +C, e + >y F, (&) (e -e )dg (79)
t
O

mit to = 1n (Ri/RO) und Ri dem Innenradius des Solenoids und



- 78 -

¥ () = C R

3 (80)

C?, C?,,C?,_CZ sind Konstanten, die durch Anpassung der

Losungen an die Randbedingungen des Problems gefunden werden

konnen.

Durch Vergleich mit den L&sungen von Gray, Ballou (Ref. &)

stellt man fest, daB (79) die Radialverschiebungen eines
Solenoids im axialsymmetrischen Magnetfeld sind. Die Umfangs-

verschiebungen v (t,0) sind dann Null oder konstant.

Das Reihenglied nullter Ordnung der Fourierreihe (76) stellt
den Fall eines axialsymmetrischen Magnetfeldes dar (nur radiale

‘Abhiingigkeit des Magnetfeldes vorhanden).

Die Gleichungen (78) lassen sich durch Einfihrung der Matrizen-
schreibweise in eine lineare inhomogene Matrizendifferential-

gleichung zweiter Ordnung (lineares System) umschreiben:

Tn ot Z _ = 10 '
13y @B F 0T (04 (0 = 8 = (8] (81)
mit
X, (t) F, (t)
vy =| % und F (v) =| * (i # 0 )
Y. (t) 0
1
10 0O abi —(n+a2) - aci
1: . B = . C=
- =i , | \ n,2
0 1 -bi O - ci -(1+ 3 )

Die L&sungen geben die Abweichungen hdherer Ordnung (i=1,2,..)
der Endl&sung (76) vom Fall eines axialsymmetrischen
Magnetfeldes (i=0) an.Sie 2zu ermitteln.erfordert einen
betrdchtlichen Rechenaufwand und soll, da keine wesentlich neuen
Uberlegungen hinzutreten, in aller Kiirze angegeben werden. Die

expliziten Endl&ésungen sind im Anhang V aufgefiihrt.
Die L&sung von (81) ergibt sich als Summe der Losung der

homogeneh Gleichung (fi(t)=6) und einer Spezialldsung der
inhomogenen Gleichung (81).
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Die L&sung der homogenen Gleichung (Ref. 26, S. 392) ist eine

Summe von e-=-Funktionen;:

+hom +3
\[.

Vi (82)

(£) =
J

I~
|_l
o
o
Q
R
o+

i ist hier ein Index!

3; ist ein Eigenvektor, r; der zugehdrige Eigenwert. Diese
GroBen findet man durch Einsetzen von (82) in (81). Es entsteht
einebiquadratische Eigenwertgleichung. Flir den Fall, daB alle

Eigenwerte reell sind, ergibt sich als Ldsung

. 4 . : r%t
§§°m(t) =7 ol ed (83)
1 2073 73
J
mit 1
o . (84)
J i(brj + c)
i, 2 n .2
((rj) -(1+ a ))
i=1,...° (Laufindex der Fourierreihe)
j=1,..,4 (Index des Eigenwerts)
i 1 i 1 . i _ i i i
r, = /p + sV i T, = /p-5 /g i r; = -ry i r, = -ry (85)
mit P = = % ((ab2— % - a)i2 - (14n))

0 = ((ab*- - a)iZ - (14n))2% - 41+ 2 i%) (n+ai?)

u; sind Konstanten, die durch Anpassung an die Randbedingungen

gefunden werden.

Die Spezialldsung fiir die ihhomogene Gleichung (fi(t)+6)
findet man z.B. durch Anwendung der Operatorenmethode

(Ref. 28, S. 100/110). Dabei wird der Operator D = %E bzw.

D2 = —§7 als formale Gr®HBe behandelt.

at
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Das System (81) 1l&Bt sich mit dieser Schreibweise formal auf-

18sen. Man erhdlt mit

D' = (D% - (n+ai’)) (D%~ (1+ " 12))+ (abiD-aci) (biD+ci)
P 2_,..n .20y,
sinh oy (K1) J [ PTG D
1 ]
o D (biD+ci) (-F, (t))

Durch Anwendung einer Partialbruchzerlegung in vier Terme

mit den Konstanten A und B ;, sowie der Identitédt
T1,ee.,4 Trveee,d
i t i
1 r.t -rjE
— (-F (£)) = e J e (-F, (£))dE (Ref. 28, S.106)
(D-xl)
J t
o
erhdlt man als Speziall®sung:
t
v inh 4 [na. . .
yi ey = = ] | Jlexp(xit) | exp (-xi O)F, (D)af (86)
j=1\ B, J J 1
J o
i i i _ i
ry = -ry und r, = -1y (vgl., (85))

Die Konstanten Aj und Bj sind im Anhang angegeben.

Summe von Speziall&sung (86) und homogener Ldsung (83) in (76)
eingesetzt, ergibt die Endl&sung fiir die Verschiebungen u,v
in den variablen t = ln(R/RO) und 6.

Um die willkiirlichen Konstanten C? aus (79) und (80) und a%
aus (83) an die Randbedingungen anzupassen, werden acht Be-
stimmungsgleichungen benttigt. Sie kdnnen etwa mit der Annahme
gewonnen werden, der Magnet driicke gegen eine Zentralsdule
(Abb. 24), wie sie im Tokamakreaktor vorhanden ist. Da die
Aufldsung dieses Gleichungssystems sehr aufwendig‘ist, wird
auf diese Darstellung verzichtet.



- 81 -

Durch Einsetzen der Ldsungen flir die Verschiebungen in die
Gleichungen (69) ergeben sich die Dehnungen und lUber die

Materialgleichungen (67) die Spannungen im Magneten.

Somit stehen zur Spannungs—-Dehnungsberechnung von Solenoiden
in inhomogenen Magnetfeldern, die spiegelsymmetrisch zu einer
Ebene in Axialrichtung des Magneten sind, analytische L&sungen
zur Verfligung. Es sind Fourierreihen, deren Koeffizienten
radiusabhdngig sind und durch Anwendung der Theorie linearer
Systeme aus einem gekoppelten Differentialgleichungssystem
gefunden wurden. Die Reihenglieder nullter Ordnung geben die

L&sungen flir den Fall eines axialsymmetrischen Magnetfeldes an.

Bei Finite-Elemente-Programmen flir die Spannungs-Dehnungs-
berechnung in inhomogenen Magnetfeldern tritt z.B. die Frage
auf, wieweit die Umwandlung der Lorentz-Krdfte in Knoten-
krafte die Genauigkei£ der Ergebnisse beeeinfluBt. Dies kann

mit den vorliegenden L&sungen gekl&drt werden.



9. Ausblick

Die vorgestellte Methode zur Berechnung des effektiven
Elastizitdtstensors ersetzt die Mischungsregel. Ihre Genauigkeit
muB weiter durch Finite-Element-Rechnungen oder Messungen

an Magneten liberpriift werden.

Daneben bleibt noch die Frage offen, wieweit die tatsdchlich
im Magneten auftretenden Spannungen und Dehnungen von den
berechneten Volumenmittelwerten abweichen. Dies ist im Hinblick
auf mbgliche plastisch deformierte Bereiche flir die Aus-

legung eines Magneten von Bedeutung. Daher kann es wiinschens-
wert werden, eine erweiterte Theorie, die elastisch-plastisches

Materialverhalten mit einbezieht, zur Verfiigung zu haben.

Die vorgestellte analytische Spannungs-Dehnungsberechnungs-
methode sollte hinsichtlich der Genauigkeit und Konvergenz
der Fourierreihen mit Finite-Element-Rechnungen verglichen

werden,.

10. Zusammenfassung

Widhrend bei der Untersuchung des mechanischen Verhaltens
normalleitender Magnete vor allem die FestigkeitsmdBige
Auslegung im Vordergrund steht, muB bei supraleitenden
Magneten zusédtzlich die Forderung beachtet werdenseinen Quench
der Spule zu vermeiden.Da ein solcher Ubergang in die Normal-
leitung letztlich durch alle Spannungs- und Dehnungsarten ver-
ursacht werden kann, miiBen insbesondere bei supraleitenden
GroBmagneten, etwa flir Fusionsanwendungen, moglichst alle
mechanischen Belastungen erfasst werden. Aus Rechenzeit-

und Speicherplatzgriinden sind in der Finite-Element-Rechnung
aber Beschrédnkungen in der Diskretisierung des Windungs-
querschnitts (Magnetkomposits) notwendig. In den Element-
volumina muss der Magnet als homogen aufgefaBt werden.

Der gesamte Magnet ist jedoch nicht homogen, da seine Leiter-
windungen gekrimmt sind. Deshalb mlissen die Elementvolumina

so gewdhlt werden, daB diese Krliimmung vernachl&dssigt werden

kann.
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Flir die Berechnung der Materialeigenschaften kann der

Begriff des effektiven Elastizitdtstensors herangezogen
werden. Er stellt den Zusammenhang zwischen den Volumen-
mittelwerten der Spannungen und Dehnungen im jeweiligen
Teilvolumen her. Aus seiner allgemeinen Definition ergibt
sich, daB die bisher verwandte Mischungsregel nur eine
lineare N&herung ist, die flir Kleinmagnete ausreicht. Bei
GroBmagneten versagt sie wegen des komplizierten inneren
Aufbaus des Magnetkomposits. Zwar kann dort der effektive
Elastizitdtstensor auch durch Finite-~Element-Rechnungen
ermittelt werden, jedoch wiirde das einen erheblichen Rechen-
aufwand erfordern. Um dies zu vermeiden wurde eine wesentlich
einfachere Berechnungsmethode entwickelt, die auch die Anisotropie
des Magnetkomposits einbezieht. Dazu wird ein Tensorintegral-
gleichungssystem geldst, das sich iiber ein unendliches
Volumen erstreckt.Dies erm&glicht Ldsungen, die unabhdngig
von den vorgegebenen Randbedingungen und von der Volumenform
sind. Zusdtzlich ist das Gleichungssystem dadurch vereinfacht.

Die Anwendung dieser urspriinglich fir makroskopisch homogene
Materialien entwickelten Gleichung erfordert zum einen den
Aufbau eines glinstigen, mdglichst einfachen numerischen
Verfahrens zur LOsung, zum anderen die Untersuchung, ob

sich damit fir die in Frage stehenden endlichen Teilvolumina

von Magnetkompositen sinnvolle N&herungswerte ergeben.

Dies wurde erreicht durch die Wahl der einfachst mdglichen
Greensfunktion, der Reduktion der Tensorintegralgleichung

4. Stufe zu einer Matrizenintegralgleichung aus symmetrischen
Eingabematrizen und der numeriischen L&sung durch klassische
Diskretisierung. Zur Bestimmung des effektiven Elastizitdts=
tensors genligt es letztlich eine Ubermatrix aufzustellen, zu
invertieren und nach (6x6)-Untermatrizen aufzusummiern.

Unter Benutzung des Reuss- und Voigttensors als ersten
Ndherungstensor liefert das Verfahren alle technischen

Konstanten.
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Der Vergleich mit einer exakten L&sung zeigt bei grober
Diskretisierung maximale Abweichungen von 7%. Insbesondere
ergibt sich die Anisotropieform des Komposits. Die Genauigkeit
der Methode hidngt von der GroBe des Kompositvolumens und der

Feinheit der Diskretisierung ab.

Damit kann die Tensorintegralgleichung von Korringa zur
Berechnung des effektiven Elastizitdtstensors beliebig:
aufgebauter und zusammengestellter Magnetkomposite, auch
endlicher Teilvolumina, herangezogen werden. Sie beschrénkt sich

auf elastisches Materialverhalten.

Die von Korringa alternativ angegebene Iterationsmethode
flihrt fir praktische Anwendungen zu keinen verninftigen

Ndherungstensoren.

Mit dem effektiven Elastizitdtstensor gelangt man durch eine

. Spannungs-Dehnungsrechnung zu Abhdngiigkeiten des erreichbaren
Zentralfeldes eines supraleitenden Solenoids vom Anisotropie-
grad des Magnetkomposits und von der Geometrie des Magneten.
Bis zu einem Verh&dltnis AuBen- zu Innenradius von o = 3

kann ein solcher Magnet ohne Berlicksichtigung eines anisotropen
Materialverhaltens ausgelegt werden. Dickere Magnete zeigen
eine Zunahme des maximal erreichbaren Zentralfeldes mit dem

Anisotropiegrad, jedoch iberschreitet es ein Maximum.

Zur Ermittlung der Genauigkeit der FEM-Rechnungen in Tokamak-
magneten\kann die entwickelte analytische Spannungs-Dehnungs-
rechnung beitragen. Mit ihr wurde eine Methode gefunden auch

in inhomogenen Magnetfeldern vom Tokamaktyp die Spannungen

und Dehnungen in einem Solenoiden mit anisotropem.Material-
verhalten unter Berlicksichtigung von Scherungen analytisch

Zu berechnen. Dazu werden die herrschenden Symmetrieverhdltnisse

mittels Fourierreihen ausgentitzt.
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I. Erweiterung des Green'schen Satzes in Kap. 5.2

Hier soll gezeigt werden, daB durch Anwendung des Green'schen

Satzes in der Form

{ ¢ div R av = —j X grad¢ av +§ o ds (a)

\Y A% S
die Beziehung (16) aus Kapitel 5.2 gewonnen werden kann. Dabei

ist ¢ eine Skalar-, K.eine Vektorfunktion.

Die linke Seite von Gleichung (16) lautet:

T2, o ;7 0,7y 3 . O, 7>, o ,7, T, 3 Vo -
!Gik(x‘x )Fij(x )uj(x yda~x Jui(x )Fij(x )ij(x x'")d x': I1 12
V! v!

Mit der Definition von EO (14). (Ableitungen sind im gestrichenen

Koordinatensystem angegeben) wird:

5 c®. .o u°
o 0.3, 1 ilnj n’j 3,
I1—fGikBmCimnjanujd X' = JGik 20 .2 ] 9%
3
V' V' 3 ..3...".
Mit (a) ergibt sich daraus:
O (@) o] O
“imn3®n3|[ %1 x| Cimn3ay)| M|,
= - 1 I
T [ T TUUDUNE | P R R +§Gik 2.l P2 X
v\ ..3......[\%3 ... s' \..3s.....0\"3

- _|~O o 3. o] o] 2, .
Jcimnjanuj mGikd X'+ §Gikcimnjanujnmd X0
v! s!
Analog findet man fiir

- _ o 053, 0,0 2, .
I, Jcimnj n®ykdpid ¥+ %uicimnjanijnmd x' g

A S'
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Daher wird

[ © o o o 3.,
- = - , ; \ +
11 12 ‘(Cimnjan jkamui Cimnjanujamle) d x
Vl
(b)
+r(G Co 3 uon - uoCO G.,.n_) dzx'
j ik Timni n i m i7imnj n ik m
Sl

In diesem Ausdruck verschwindet das Volumenintegral. Dies ladRt
sich durch Umbenennung der Indizes im 2. Summanden dieses Inte-

grals zeigen:

i+ j, n +>+m

Damit folgt:

3 _ o O _ A0 o 3.0
J"' d”x' = [(Cimnjan jkamui Cjnmianijamui) d”x (c)
V! A

. o _ A0 . . .
und mit Cimnj = Cjnmi ist dieses Volumenintegral Null.

Mit (b) und (c) ist damit Beziehung (16) aus Kap. 5.2 bewiesen
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Berechnung des Oberfldchenintegrals aus Kap. 6.1.1

IT.
Beh.:
2 - _ 4
éanijnmd & = 3ﬂgjk6nm
S
Beweis:

o. B. d. A. kann S als Kugeloberfldche um den Quellpunkt X"

gewdhlt werden. Mit der Annahme fiir Gﬂﬁgjk§—§']_1 folgt:

260 _
éanijnmd & = gjk

S

S

o, 134171 n a%

}

S

P |
(Xn xn)'n dzﬁ °g.
3 m ]k

Verschiebt man den Ursprung in den Punkt §', wird daraus:

X

n 2
= g. % — n_d"R
jk R3 m
Mit x1 = R sino®
x2 = R sino
Xy = cos 0
wird
21 m
29497 [ I
O O
27 0w
292" ( [
O O
2T w
233~ f [
0O 0
®nm T O,

Daher ist

cos ¢

sin ¢

R

sin30 cos?¢do d¢
sin3® sin2¢de d¢

sin36 cosz¢d® do

fir alle n # m.

3

X
= - I
gjk#

Il

li

1l

n
m

2 3 frnad o °
R"sin0dod¢ := gjk¢nm ;
n, = sin® cos¢
n, = sin® sing¢
n, = cos 0
r
3
4
37
4
37
g.e.d.
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ITII. Symmetriebeziehungen des verallgemeinerten Hooke'schen

Gesetzes und die Voigt'sche Schreibweise

a) Symmetriebeziehungen

Behauptung: Aus Aij = Bijkl Ckl und
Aij = Aji , Sowie Ckl = Clk
folgt: By = Byik1 = Bijix

( i,3,k,1 =1,2,3)
Beweis: Mit der Symmetrie von C wird

Ay = Bigk1 Ck1 T Biskl Cix

Umbenennung 1 <> k ergibt:

Aiy = Bigix Ck1
dann folgt: Bijkl-= Bijlk

Wegen der Symmetrie von A wird:

Biy = Bisk1 Ck1 T 241 T Byik1 Ck1

Damit folgt: Bijkl = Bjikl g.e.d.

b) Umwandlung des verallgemeinerten Hooke'schen

Gesetzes in die Voigt'sche Schreibweise

Sinn der Voigt'schen Schreibweise ist es , den
Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen,
wie es das verallgemeinerte Hooke'sche Gesetz

vorschreibt

95 = Cijk1 ®x1 (a)

durch eine symmetrische (6x6)-Matrix angeben zu

kdnnen.



_90_

Dadurch genligen zur Angabe der Materialeigenschaft

statt der 81 Konstanten aus der Darstellung in einem

Tensor 4. Stufe, 21 unabhdngige Konstanten.

Das Gleichungssystem (a) enthdlt 9 Gleichungen

.. =0,. kdnnen
ij ji
o.B.d.A. drei Gleichungen gestrichen werden. In

i,j = 1,2,3. Wegen der Symmetrie o

jeder der sechs verbleibenden Gleichungen k&nnen

wegen der Symmetrie Eij= eji
Indizes k,1 = 1,2,3 zusammengefasst werden.

Terme mit gemischten

Wegen der Symmetrie Cijkl = Cijlk ergibt sich z.B.:

= +

Oij .o Cij12 812 +

+ C, .

= ...+ 2 + 2 Fooon

Ci312%12 Ciy13%13
Dieses System enthidlt sechs Spannungskomponenten
und sechs Dehnungskomponenten. Werden mit den

auftretenden Faktoren "2" und den drei gemischten

Dehnungskomponenten neue Dehnungskomponenten gebildet,

kann man die verbleibenden Gleichungen in einer

Matrizengleichung angeben
5=¢Ce' (b)

in der 0 ein Vektor mit den sechs Spannungs-

komponenten

-
0 =(099+02210331023+937,073)
€'ein Vektor mit den sechs Dehnungskomponenten

>

€'=(e1 2¢

1782018331 2€5302€5,,285)

ist.
Die (6x6)-Matrix C ist symmetrisch und enthdlt die

verbleibenden Konstanten Cijkl mit ij,k1=11,22,33,
31,12,

Ci421%21 * C1413%13 T 1431839

+. .
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Nach Umnummerierung der Einzelkomponenten gilt:

17 O2¢ 931 O4r Og5r Tg )

= €11 Egu 83,264,285,286 )

Im Kapitel 6. wird

811=€1=8i 284:=€&
822=€2=€é 285:=€é
833=€3=€é 286:=€é

Beziehung (b) wird dann:
0,= C,.e!l i,j =1,..,6

1 13 J
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IV. Aufbau und Konvergenz des Tterationsverfahrens nach Korringa

Korringa geht in seinem alternativen L&sungsverfahren von der
Uberlegung aus, daB ein Wahltensor go fir den <g> = Q wird, we-
gen der Beziehung (20) der effektive Elastizititstensor geff des
unendlichen Volumens ist:

eff _ 0 +o<q> 1= o

i@}

@]
(@]

q (x) ist die Losung der Gleichung von Korringa (17).

£f als Wahltensor go in diese Gleichung eingesetzt, muf

wird c®
= £f

sich <g> = Q und damit wieder ge ergeben. Bezeichnet man dieses

Verfahren durch einen Operator O, so bedeutet die Bestimmung von
eff
C

angewandt wiederum go ergibt.

;, denjenigen Wahltensor go zu finden, auf den der Operator O

effzz go - Ogo

l[@]

go heiBt Fixpunkt des Operators O.

0. B. d. A. kann zur Bestimmung von q(%) in der Gleichung (17)

schon <g> = Q eingesetzt werden.

Ist der Operator geeignet beschaffen, kann der gesuchte Tensor go
durch sukzessive Approximation gewonnen werden. Dazu muf aber die

liber den Operator O definierte L8sung von (17) gefunden werden.

Hier bietet sich das in Kap. 6 entwickelte L&sungsverfahren an.

Es wird daher zur Bestimmung von ¢ verwendet.

In diesem Fall wird der effektive Elastizitdtstensor in

Voigt'scher Schreibweise angegeben.
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Wegen-<g> = 0 in (47) ergeben sich dann als Eingabematrizen fiir
A in (48):

\ !
— (o) ' &) - v fur i
AV,
i
a;y = (b)
V oeT' (%,-X.) Flir i
Nach Wahl eines Starttensors 98 kann ein weiterer Tensor g?
liber
o _ o
€y =06

gefunden werden, der wieder als Eingangstensor fiir den Operator

O dienen kann. Dieses Iterationsverfahren (sukzessive Approxima-

tion)
o] o
C =0 C i = .
=5 =51 i=1,2,...
. - eff o o} .
liefert C , falls C + C~ konvergiert.

Nach dem Fixpunktsatz (Ref. 22) ist das genau dann der Fall,
wenn flir beliebige Tensoren X, Y eine Konstante p < 1 existiert, -

mit

[ ox-o¥ [| spllx-x]l (c)
Dann gibt es genau eine L&sung fir (a).
Insbesondere muf danh fiir das Iterationsverfahren gelten:

c® c cS ||

[l Cipp = Cipq Il =0 |l Cipq - C4 1=0,1,2,...

Es zeigt sich nun, daf bei Anwendung des durch den Operator O

beschriebenen Ldsungsverfahren in der Praxis keineswegs Konver-
genz der Iteration eintritt. Die Bedingungen, unter denen Konver-
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genz eintritt, koénnen aber nicht untersucht werden, da der all-
gemeine Beweis flir die Existenz einer Lipschitzkonstanten p fir

den Operator O échwierig, wenn nicht sogar unmdglich ist.

Es zeigte sich aber, daB der effektive Elastizitdtstensor ge-
funden werden konnte, wenn man einen Konvergenzfaktor w ein-
fiihrt. Statt die Ldsung von (49) zu bestimmen, wurde die LOsung

W' von

w -+ AW =1 (a)

gesucht und damit die Iteration durchgefiihrt.
Bei entsprechender Wahl von w trat Konvergenz ein.

Man findet also ein go, mit dem die L&sungen yi aus (d) gerade

L w!' = 0 ergeben. Dieser Matrix go fihrt aber in (49) (w = 1)
i 7i
zu einer L8sung mit I w. = X ww: = 0, ist also der gesuchte

. i i i
Fixpunkt des Operators O.

Ein exakter Beweis, daf die Konvergenz durch Einstellen von w
immer erreicht werden kann, ist nicht mdglich. Der Erfolg des
Iterationsverfahrens hdngt letztlich davon ab, ob die Matrix A

in diesem Sinne verninftig ist.

Bei der Anwendung des Iterationsverfahrens auf das erwdhnte Test-
komposit fihrten Konvergenzfaktoren von 100 - 1000 zur Konver-
genz.
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V. LOsungen aus Kap. 8.3

R,0 gegeben wie in Abb. 24
t= ln(R/RO)

Verschiebungen
_1 . .
u(t,0) = 5 Xo(t) +i£1xi(t)cos(16)
v(t,0) = 2 ¥_(t) + £ ¥, (t)sin(i0)
. i=1
Dehnungen
e_(t,0)= 1 e-t ( 1 X' (t) + b X! (t)cos (i0))
R/ R 2 7o L0
o) i=1
e (£,0)= 4 &7F (1 x (t) + ¥ (X, (t)+iY. (£))cos(10))
o1 R 2 7o - i i
o _ i=1
e (£,0)= 2 e F (1 vy (£) + % (¥!(t)-ixX, (£))sin(i0))
RO'E/PIT R 2 "o joq i i
dX
X! = etc.
1 at
Spannungen
E 1
_ 0 -t 1
GR(t,O)— (n—v2 - e ( 5 (vOR Xo(t) + Xé(t)) +
OR o
+i£1(v@R Xi(t) + Xi(t) + ivOR Yi(t))cos(iO))),
- Bo T
—_ — 1
o@(t,G)— (n_vz - e ( > (n Xo(t) + veRXO(t)) +
OR o

oR Xi(t) + in Yi(t))cos(ie))



- 0f =

_ 1.t 1, ® v e ..
ORO(t’e)_ GR@ Ro e ( 5 Yo(t) +ii1(Yi(t) 1Xi(t))51n(16))
1t
x_(t)= 9 St <9 /Pt Fo(g)(e-/ﬁ(t_g)—efﬁ(t_g))dg
2/ n i
o
Yo(t)= Cg et + CZ e—t
, X, (t)
§i(t)= ;?om + §inh - i _
Y, (t)
i
4 rie 4 [a, ot .
= 3 a% EE e - I J exp(r%t)[exp(—r%i)F.(E)di
3=1 J ] 3=1 Bj J ! J i
o

( Beachte: In der letzten Gleichung ist i ein Index!)

Dabei sind C? und a; anzupassende Konstanten.

E
gj = L (b i N =1, 14 i=1, ' ®
i rj c)
i, 2 n,?2
(rj) "(1+ ‘ai )
i, 2 n,2
(rj) - (1+ 317
Ay = ' Ay = BAqgi
i i, 2 i, 2
2r1((r1) - (r2) )
- (e ? - 1+ 2i%))
By = ' By == By

2r3 ((x1) 2= (xD) %)
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i(br% +c) i(br% -c)
B,] = ; B3 = H
i i, 2 i, 2 i i, 2 i, 2
2r1((r1) +(r2) ) 2r1((r1) =(xr3)"7)
—i(br; + c ) i(c—br%)
BZ = ; B4 = H
i i, 2 i, 2 i i, 2 i, 2
2r2((r1) -(rz) ) 2r2((r1) _(rz) )
i _ 1 i_ /1 . i _ i_ 1
ry = P + §f3= i ory P 2f§“ i ry = ry i ry = ry i
und
= -1 2_n _ (2
P = 2((ab 3 a)i®™=(1+n))
0 =7p% - 401+ giz)(n+ai2)
2
Gor " EoVor
A —— (n—'\) ) H b = 1 + h;
o OR
© Ggr (M~VgR)
EOn EG)
c =1+ ; n=—;
2 E
GgRr (P=Vgp) R
(n—ng) t
2 2t . ,
Fi(t) = ——— Roe j@(t) [ BZ(t,@)cos(le)de ;
ﬂEO ' t
o

i=0'1,2,3'00-oo‘

Bemerkung: Die angegebenen LOsungen gelten nur fir den Fall

P >0 und (P + 1/2vQ ) >0 ,

d.h. alle Eigenwerte r; sind reell!
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EO : E-Modul in Umfangsrichtung

ER E-Modul in Radialrichtung

Vor ¢ Poissonzahl Umfangs-/Radialrichtung
GRO : Schubmodul Radial-/Umfangsrichtung
jO : Stromdichte in Umfangsrichtung

B : z-Komponente des Magnetfeldes

Anmerkung zu Kap. 6.3:

DaB dies prinzipiell der Fall ist, konnte theoretisch nicht
nachgewlesen werden. Hierzu miiBte eine Abschdtzung zwischen

den Hauptdiagonalelementen und den Zeilensummen der Neben-
elementen (Hadamard'sche Matrix |29|) vorgenommen werden.
Betrachtet man die GrdBenordnung der vorkommenden Matrizen,
ergibt sich die Vermutung, daB die Matrix A immer nichtsinguldr

ist. In allen berechneten Fdllen war dies erfillt.
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Symboltabelle

Einfach unterstrichenes Symbol, etwa C, bedeutet Tensor
2. Stufe (Matrix), zweifach unterstrichenes Symbol, etwa
C, bedeutet Tensor 4. Stufe.

Efeil, etwa §, gibt einen Vektor an.

Falls nicht ausdriicklich erwdhnt, wird die Einstein-

Summationskonvention angewandt.

| lc||=/ ]2 : Euklidische Norm der Matrix C

Ilc,.
ij *J
=5
i |
< > 3 Volumenmittelwert

In der folgenden Symbolliste ist in Klammern das Kapitel
angegeben, in dem das jeweilige Symbol zum ersten Mal auf-
tritt,

Konstante in Dgl. (8.3.2)
1,2,3,4 " (8.3.2)
ay; Untermatrizen von A zur geff4raestimmung (6.3)
b Konstante in Dgl. (8.3.2)
b1’2’3’4 " (8.3.2)
Eij Untermatrizen der Inversen von A (6.3)
c Konstante in Dgl. (8.3.2)
32'2 Konstante in GL. f£ir die Umﬁfﬁggdehnung (8.2)
cj Eigenvektor der hom. LOsung Yy (t) (8.3.3)
3? Eigenvektor zum Eigenwert r% (8.3.3)
d gipbt die -stérke des Anfalls des Magnet- (8.2)
feldes liber dem Radius des Solenoids an
i i-te Volumenkraftkomponente (5.)
fi(t) Storungsvektor in Dgl. (8.3.3)
915 Greensfaktoren (Proportionalitdtsfaktor (6.1.1)
in der Greensfunktion G )
h Stiitzstellenabstand (7.4)
hx,y,z " in x,y,z=Richtung (7.4)
i Laufparameter (2.)

e R

" (2.).
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3=(jR’j®’jz) Stromdichte in Zylinderkoordinaten (8.1)
k Laufparameter (2.)
kO Verhdltnis Zentralfeld/Feld am Innen-—
radius des Solenoids (8.2)
k1 Verhdltnis Feld am AuBenradius/Feld am
Innenradius des Solenoids (8.2)
kst Koeffizienten der Losung g' (6.2)
Laufparameter (2.)
Al Korrelationslédnge (3.)
Laufparameter (6.2)
n Laufparameter (Index) (5.2)
n Anisotropiegrad (Verhdltnis Umfangs-E-modul
Zu Radial-E-modul) (7.7)
no m-te Komponente des Normaleneinheits-
vektors n auf einer Oberfléche (5.2)
pij Funktion in Gl. von Korringa (5.4)
pé reduzierte Matrix p (6.2)
g Losungsfunktion von Korringa (5.4)
q' reduzierter Tensor ¢ (6.2)
r% i-ter Eigenwert zum Eigenvektor ZE (8.3.3)
S Laufparameter (6.2)
t " (6.2)
u Radialverschiebung (8.3.2)
u, i-te Komponente des Verschiebungsvektors (3.)
ui Verschiebungsvektor ﬁo, der proportional
der Entfernung vom Ursprung zunimmt (3.)
v Umfangsverschiebung im Solenoid (8.3.2)
st Elemente der LOsungsmatrix ﬂ(i) der
Gleichung von Korringa (6.3)
yi=y(§i) Loésungsmatrix an der Stlitzstelle §i (6.3)
w' " ‘ (IV.)
X=X, kartes. Ortskoordinate (7.3)
§=(x1,x2'x3) Ortsvektor, Aufpunkt (5.2)
x' Quellpunkt (5.2)
] Punkt auf einer Oberfléche (3.)
Y kartesische Ortskoordinate (7.3)
§i(t) Vektor der L&sungsfunktionen Xi(t),Yi(t)(8.3.3)
§?om(t) homogener Anteil der L&sungsfunktion §i (8.3.3)
;inh(t) inhomogener Anteil der LOsung §i (8.3.3)
z kartesische Ortskoordinate (7.3)
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eff
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Ubermatrix aus de# geffbestimmt wird (6.3)
Konstanten der inhomogenen L&sung ;inh (8.3.3)
" (8.3.3)

Bz) Magnetfeld in Zylinderkoordinaten (8.3.1)
Magnetfeld am AuBenrand des ‘Solenoids (8.2)
" Innenrand " (8.2)
Zentralfeld des Solenoids (8.2)
max. zuldssiges Zentralfeld des Solenoids(8.2)
aus go gebildete konstante Matrix (6.1.1)
konstante Eingabematrix (8.3.3)
Konstanten der LOsung Yo(t) (8.3.3)
Elemente des Elastizit&tstensors (2.)
Elemente der Elastizitdtsmatrix (6.2)

Elemente der effektiven Elastizitdtsma. (7.3)

Absolutfehler der Matrixelemente Cigf (7.3)
konstante Matrix in Dgl. (8.3.3)
i-ter Iterationstensor (7.6)
Voigttensor (3.)
Reusstensor (3.)

analytisch gewonnener eff. Elast.=-tensor (7.3)

Differentialoperator %t (8.3.3)
Differenztensor g(i)—go (6.2)
reduzierter Tensor D (6.2)
erweiterter Tensor D (6.2)
Elastizitdtsmodul allg. (7.2)

" des i-ten Materials (2.)

" in x,y.z~Richtung (7.3)

" in R,0,z=Richtung (8.1)
effektiver Elastizitdtsmodul (3.)
Reussmodul (2.)
Voigtmodul | (2.)
Kraft allg. . (2.)
i-te Fourierfunktion des StOrterms H (8.3.3)

Tensoroperator fir Spannungsgleich-
gewicht in inhomogenen Material (5.)
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EO Tensoroperator flir Spannungsgleichgewicht

im homogenen Material (5.)
G Greensfunktion allg. (5.1)
G " (Matrix) (5.2)
ny’.. Schubmodul in %,y .. —Ebene (7.3)
GR@,.. " R,0 .. —Ebene (8.1)
H(t,0) Storfunktion der:Dgl. (8.3.2)
I1’2 Integralausdriicke zur Herleitung des (I.)

verally. Green'gechen 3atzes
L Linge des Solenoids (8.2)
N Zahl der Stiitzstellen (6.3)
0 Operator des Iterationsverfahrens (IV.)
P Konstanten der LOsungsfunktion §?om (8.3.3)
Q " (8.3.3)
R Radius, Abstand (7.4)
R, Innenradius des Solenoids (8.1)
Ra AuBenradius " (8.1)
RO Radius zur Integrationsgrenze tO (8.3.3)
S,s' Oberfldchen in der Mischungsregel (3.)
S5, " (2.)
T Eingangstensor zur Gl. von Rorringa (5.4)
T reduzierter Tensor T (6.2)
T' erweiterter Tensor T (6.2)
Ui Verschiebungsdifferenz ui—ug (5.3)
\Y% Volumen (3.)
v " (5.2)
w Losungsmatrix, aus der geff bestimmt wird (6.3)
V_V' 0] (IV.)
AV1,AV',AV2 Teilvolumen (4.)
AVi i-tes Elementvolumen (6.3)
X, i-te Fourierfunktion der L&sung u(t,0) (8.3.3)
XE inhomogener Anteil von X, (8.3.3)
X willkilirliche Matrix (IV.)
Y, i-te Fourierfunktion der L&sung v(t,0) (8.3.3)
YE inhomogener Anteil von Yi (8.3.3)
Y willkirliche Matrix (IV.)
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Verhdltnis AuBen-/Innenradius des

Solenoids (8.2)
Konstante der LOsung ;?om (8.3.3)
Verh&dltnis Ldnge/Durchmesser des

Solenoids (8.2)
Verh8ltnis Radius/Innenradius im Solenoid (8.2)
Kroneckerdelta (5.2)
Deltafunktion (5.2)
Dehnung allg. (2.)
Dehnungsmatrix allg. (2.)
reduzierte Dehnungsmattix eij (6.2)
erweiterter Dehnungsvektor € (6.2)

Propotionalitatsfaktoren der Verschiebungen(3.)
uo; entspricht der Dehnung auf der Oberfliche
maximal zuldssige SL—Dehnung (8.2)
normierte Umfangsdehnung €5 (8.2)
Dehnungskouiponente in sylinderxoordinaten (8.1)
Fiillfaktor (Verhdltnis stromdurchflossené (8.2)
Fldche zu Windungsquerschnitt

Lamé-Konstante, siehe Def. in (7.2)
Induktionskonstante(4ﬂ~10—7Vs/Am) (8.2)
Poissonzahl fir die Querkontraktion (7.2)
" im kart. Koordinatensystem (7.3)
" im Zylinderkoordinatensystem (8.1)

Integrationsvariable in Spann.-berechn. (8.3.3)

Lipschitzkonstante in Konvergenzbedingung (2.)

Spannung allg. , (2.)
Spannungsmatrix allg. (2.)
konstante Spannung im homogenen Material (3.)
Ee?f, wenn konstante Dehnungan go qngQLegt sind
Skalarfunktion, Winkel (1.)
Lamé-Konstante, siehe Def. in (7.2)

Konvergenzfaktor des Iterationsverfahrens (IV.)
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aus I gebildete Eingangsmatrix (6.2)

konstanter Eingangstensor n. Korringa (5.4)
+ e

aus ' gewildete symmetrische Matrix (6.2)

Winkel allg. (8.1)

Binsmatrix mit Vorfaktor %w (IT.)

Ladungsdichte zur Veranschaulichung des (5.2)

Green'schen Verfahrens

Nullvektor (8.3.3)
Nullmatrix (IV.)
Eins-Matrix (6.3)

aus Eins-Matrizen gebildete Ubermatrix (6.3)





