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Zusammenfassung

Der EinfluB der seitlichen Begrenzungsfldchen einer von unten
beheizten Fluidschicht auf die thermische Zellularkonvektion

wird untersucht. Diese Schicht ist in x-Richtung unendlich aus-
gedehnt und wird seitlich von zwei vertikalen und zwei horizon-
talen Rdndern begrenzt. Als charakteristische Geometriegrdofe tritt
das Hohen-zu-Breitenverhdltnis auf; es wird mit A bezeichnet. '
Infolge der Berandungen ist die Konvektionsstromung von allen drei
Raumkoordinaten abhdngig, jedoch reicht fiir einen groBen Bereich
von Hohen-zu-Breitenverhdltnissen A und Rayleigh-Zahlen die Beriick-
sichtigung von zwei Geschwindigkeitskomponenten aus.

Zur Beschreibung des Temperatur- und Geschwindigkeitsfeldes werden
die Navier-Stokes-Gleichungen und die Energiegleichung mit Hilfe
der Boussinesq-Approximation vereinfacht und mit einem Galerkin-
Verfahren gelost.

Flir einen grofen Bereich von Werten A zwischen A=0 (Benard-Konvektion)
und A=100 (Hele-Shaw-Konvektion) werden Losungen fiir- die stationdre
Konvektion vom Einsetzen bis in einen weit lberkritischen Zustand vor-
gestellt., Der EinfluB der Seiten auf die kritische Rayleigh- bzw.
Wellenzahl und auf den Warmetransport wird fiir verschiedene Kombi-
nationen von Randbedingungen (horizontale Rander: isotherm und fest
oder frei; vertikale Rdander: fest und adiabat oder perfekt wdrmelei-
tend) untersucht. Instationdre Stromungsvorgange werden am Beispiel
der Hele-Shaw-Konvektion diskutiert.

Ein Vergleich mit experimentellen Ergebnissen ergibt, soweit dies
moglich ist, eine gute Ubereinstimmung.



Free convection in fluid layers with two rigid sidewalls
Summary

The influence of sidewalls on free convection behaviour of a fluid
layer heated from below is investigated. This layer of infinite
extent in x-direction is limited by two vertical and two horizon-
tal sidewalls. The problem is characterized by the height to width
ratio A. Because of the sidewalls the convection depends on all
three spatial coordinates} However for a large variety of aspect
ratios A and Rayleigh numbers, only two velocity components are

of importance.

To describe the temperature and the velocity fields the Boussinesq
approximation is applied on the Navier Stokes equations and on the
energy equation. The resulting system of differential equations 1is
solved by means of a Galerkin method.

For a wide range of the aspect ratio A between A=0 (Benard convection)
to A=100 (Hele-Shaw convection) solutions are presented ranging

from the onset of free convection up to Rayleigh numbers being about
30 times above the critical linear stability value. The influence

of the sidewalls on the critical Rayleigh number and wave number

and on the heat transport is investigated for several combinations

of boundary conditions(horizontal boundaries : isotherm and rigid

or free; vertical boundaries: rigid and insulated or perfectly
conducting). Transient convection is discussed in the case of Hele-
Shaw convection.

Where comparison with experimental results is possible, good agree-
ment is found.
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Bezeichnungen

A = h/d Hohen-zu-Breitenverhdltnis
b Losungsvektor filr ©
o Losungsvektor fir ¢
cb spezifische Wdrme
d Spalthreite
g Erdbeschleunigung
h Hohe
I Matrizen
i, Js k Einheitsvektoren
1, n, m Summationsindizes
N Anzahl der Versuchsfunktionen
Nu Nusselt-Zahl
NT Abbruchparameter
Pr = v/k Prandtl-Zahl
q Warmestromdichte
R = Y9ATh® Rayleigh-Zahl
VK
RC kritische Rayleigh=Zahl
T0 untere Randtemperatur
T1 obere Randtemperatur
AT = TO-T1 angelegte Temperaturdifferenz
T(z) Temperaturverteilung bei Warmeleitung
T* = T ZT+G normierte Temperaturverteilung
t Zeit
At Zeitschritt
o Startzeit
max Endzeit
v _ Geschwindigkeitsvektor
XsYs2Z Ortskoordinaten

a Wellenzahl

o kritische Wellenzahl

Y thermischer Ausdehnungskoeffizient
r Druck



K = A
pc,
)

AVB, KUY, pmS

ad
pc

ITI

Genauigkeitsschranke
Stortemperatur

Temperaturleitzahl
Warmeleitfahigkeit
Summationsindizes

kinematische Viskositdat
Skalarfunktion
Stromfunktion

adiabat
perfekt warmeleitend



1. Einleitung und Problemstellung

Zellularkonvektion in einer unendlich ausgedehnten Fluidschicht,
die von unten beheizt wird (Bénard-Prob1em), jst im Hinblick auf
Stromungsformen und Warmetransport fir einen groBen Bereich von
Rayleigh-Zahlen bereits ausfiihrlich untersucht worden. Beim Ein-
setzen der Konvektion bilden sich zundchst zweidimensionale
Rollen. Fiir Fluide mit einer Prandti-Zahl Pr > 10 stellen diese
Rollen bis zu einer zehnfachen kritischen Rayleigh-Zahl die
einzige stabile Stromungsform dar (Busse, /1/). Die Konvektions-
rollen weisen keine bevorzugte Orjentierung auf.

Im Gegensatz dazu richten sich in rechteckigen Behdltern die
Rollen infolge der vertikalen Berandungen parallel zu den
kiirzeren Seiten aus. Diese zusdtzlichen Begrenzungsfldchen be-
hindern die Stromung in ihrer Ndhe und die kritische Rayleigh-Zahl
nimmt gegeniiber der des Bénard-Problems zu. Durch den EinfluB
der seitlichen Rander hdangt die Strdomung von allen drei Raum-
koordinaten ab. Erstmals ist von Pellew & Southwell /2/ auf

den EinfluB von Seitenberandungen auf die Konvektion hingewiesen
worden. Zierep /3/ hat unter Voraussetzung von freien Randern
die theoretischen Untersuchungen zu diesem Problemkreis des
Einsetzens der Konvektionsstromung in GefdPen endlicher hori-
zontaler Ausdehnung begonnen. Fiir Rechteckbehdalter mit festen
Rdéndern hat Davis /4/ theoretisch und haben Stork und Muller /5/
experimentell nachweisen kdnnen, daB sich nach dem Einsetzen

der Konvektion die Achsen der Konvektionsrolien parallel zu den
kiirzeren Seiten ausrichten. Rechnungen mit einem allgemeinen
dreidimensionalen Stromungsansatz sind von Davies-Jones /6/

und von Frick und Clever /7/ durchgefiihrt worden. Sie haben

filr eine in x=Richtung unendlich ausgedehnte von vier Seiten
begrenzte Fluidschicht das Einsetzen der Konvektion bei freien
und festen horizontalen Réndern bestimmt. Flir einen Rechteck-
behdalter sind von Biihler et al. /8/ und Oertel /9/ ex-
perimentell und numerisch dreidimensionale Strdomungseffekte in-
folge der seitlichen Berandungen aufgezeigt worden. In Experi-
menten haben Arnold /10/, Edwards et al. /11/ und Wu und Edwards
/12/ fiir verschiedene Geometrieverhdltnisse die Einfllisse der
Rander sowohl auf die kritische Rayleigh-Zahl als auch im iber-



kritischen Gebiet auf die Nusselt-Zahl behandelt. In ihren Unter-
suchungen betrachten sie Fluidschichten, deren Hohen bis zu
achtmal der Spaltbreite entsprechen, bei Rayleigh-Zahlen bis

etwa der zehnfach kritischen.

Beim Annihern des Grenzfalles sehr dinner vertikaler Fluid-

schichten vereinfacht sich bei festen vertikalen Seiten die
Konvektionsstromung; die Geschwindigkeitskomponenten nehmen

iber die Spaltbreite in Richtung der Rollenachsen ein parabo-
lisches Profil an. Eine solche zweidimensionale Stromung bezeich-
net man als Hele-Shaw-Stromung (Hele-Shaw, /13/). Unter ge-
wissen Einschrankungen gilt eine Analogie zur zweidimensionalen
Konvektionsstromung in einer Schicht aus portdsen mit einem

Fluid geflillten Material (Kvernvold, /14 /. In den folgenden
Ausfiihrungen wird diese Stromung als Konvektion in pordsen

Medien bezeichnet. Horton & Rogers /15/ und Lapwood /16/ haben
das Einsetzen der stationiren zweidimensionalen Konvektion in
portsen Medien in seiner Abhangigkeit von der Wellenzahl o bestimmt.
Im liberkritischen Bereich hat Straus /17 / Stabilitdtsunter-
suchungen durchgefiihrt und gezeigt, daB zwei- und dreidimensio-
nale Konvektion auftritt. Ebenso konnte ein Gebiet zeitabhdngiger
Konvektion mit Hilfe von instationdren Rechnungen (z.B. Horne &
0'Sullivan /18/, Horne /19/, Caltagirone /20/, Schubert &

Straus /21/) fir beide Stromungsformen angegeben werden., In dem
Giltigkeitsbereich der Analogie 1dBt sich durch die Wahl eines
geeigneten Permeabilitdatsfaktors die Stromungs- und Temperatur-
verteilung in pordsen Medien mit der in einer Hele-Shaw-Zelle ver-
gleichen. Experimentelle Untersuchungen der Hele-Shaw-Konvektion
sind von Elder /22/, Hartline & Lister /23/ und Koster /24/
durchgefiihrt worden. Unter Verwendung der bei Hartline und Lister
/23/ aufgestellten Beziehungen fiir das Geschwindigkeitsfeld und
die Rayleigh-Zahl hat Kvernvold /14/ die Gleichungen fir Natur-
konvektion in portdsen Medien numerisch gelost und die LOsungen
auf Stabilitdt hin untersucht.

In der vorliegenden Arbeit wird die freie Konvektion in einer von
unten beheizten und seitlich berandeten horizontalen Fluidschicht
theoretisch untersucht. Betrachtet wird eine von zwei vertikalen
und zwei horizontalen Seiten begrenzte Schicht. Das Ziel ist,
moglichst genaue Aussagen lber den EinfluB der kinematischen
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und thermischen Bedingungen dieser Rander auf die Konvektion

zu erreichen. Hierzu werden die horizontalen Rinder als isotherm
und als fest oder frei angenommen. Fir die festen vertikalen
Seiten werden als thermische Randbedingungen die beiden Grenz-
fdlle adiabat und perfekt warmeleitend vorgegeben. Durch die
Begrenzung der Fluidschicht auf vier Seiten 18Bt sich eine Geometrie-
groBe A (Hohe-zu-Spaltbreite) einfiihren, die es erlaubt;'sowohl das
Benard- (A=0) als auch das Hele-Shaw-Problem (A+=) zu untersuchen.
Beim erstgenannten Problem handelt es sich um eine unendlich aus-
gedehnte Fluidschicht, wobei der EinfluB der horizontalen Rander
bestimmend ist. Beim zweitgenannten Problem einer diinnen verti-
kalen Fluidschicht sind die seitlichen Begrenzungsflachen ent-
scheidend, und die horizontalen Rénder spielen in bezug auf den
kinematischen EinfluB eine untergeordnete Rolle. Fiir verschiedene
Kombinationen von Randbedingungen wird die Frage behandelt, ab
welchem Hohen-zu-Breitenverhdltnis A von einem Bénard- bzw. einem
Hele-Shaw-Problem gesprochen werden kann. Hierzu werden das Ein-
setzen der Konvektion, die Widrmeiibertragung bei stationdrer
Konvektion und fiir eine diinne vertikale Schicht die instatio-
naren Losungen in bézug auf Stromungsformen und Warmetransport
untersucht. Der EinfluB der Rander auf die Grofe der Konvektions~-
rollen wird durch die Einflihrung einer Wellenzahl beriicksichtigt.
Zur Behandlung dieses Problemkreises werden die Navier-Stokes-
Gleichungen und die Energiegleichung mit einem Galerkin-Verfahren
numerisch gelost.
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2. Mathematische Formulierung des Problems

2.1 Grundgleichungen

Betrachtet wird eine in x-Richtung unendlich ausgedehnte Fluid-
schicht mit der Hohe h und der Breite d (Abb. 1). Seitlich begrenzt
ist diese Schicht durch feste parallele Widnde, die einmal als adia-
~bat und einmal als perfekt wdarmeleitend betrachtet werden. Die hori-
zontalen Rdnder werden als fest bzw. frei angenommen und auf kon-
stanter Temperatur gehalten, wobei die untere Temperatur T
ist als die obere Tl'

o groBer

fest
isotherm  bzw,
l 9 frei
N
i
|
' adiabat
z ' bzw.
' | test | perf. wdrmeleitend
| .
h = X |
y
- J- —
— - . fest
4 To isotherm  bzw,
frei
e (] o]
Abb. 1 : Geometrie und Koordinatensystem

Zur Beschreibung der Konvektionsstromung werden die Navier-Stokes-
Gleichungen und die Energieglieichung unter Benutzung der Boussinesq-
Approximation verwendet. Mit den Einheiten h und d fiir Lingen in

Z- bzw. y-Richtung, h2/K und (To'Tl)/R fiir Zeit und Temperatur, wo-
bei k die Temperaturleitzahl und R die Rayleigh-Zahl ist, ergeben
sich nach Abzug der Wdrmeleitldsung die folgenden dimensionslosen
Gleichungen fiir den Geschwindigkeitsvektor vy und filir die Abweichung
der Temperatur vom Wiarmeleitzustand 6 :



Vo\mf :O’ (1)
1

V2¥+E6-VF =5 (Y VX+8tX), (2)

VZO+Rk+y = veVO+d 0. (3)

Mit den Einheitsvektoren i, j und k werden die rechtwinkligen
Koordinaten x, y und z festgelegt. Der Laplace-Operator

= §2 292 4 3?2
V2 = axx + A Byy 77 (4)
beriicksichtigt die Abhangigkeit des Problems vom dimensionslosen
Hohen=-zu-Breitenverhdaltnis A, Weiter treten als dimensionslose
Parameter in den Gleichungen (1) bis (3) die Rayleigh-Zahl R und
die Prandtl-Zahl Pr mit

R = YgATh und Pr =

(5)

~l<

auf. Hierin ist <y der thermische Ausdehnungskoeffizient, vV die
kinematische Viskositdt, g der Betrag der Erdbeschleunigung und
AT die angelegte Temperaturdifferenz zwischen unterem und oberem
Rand. In VT werden in Gleichung (2) alle Terme, die sich als
Gradient ausdriicken lassen, zusammengefaft.

Durch EinfUhrung eines quellfreien Vektorfeldes flr die Geschwin-
digkeit v in folgender Form

v =006 t+ €y

~ (6a)

mit den Operatoren
§6 = Vx (Vxjo), (6b)
eb = Vx (ju). (6¢)

ist die Kontinuitdtsgleichung (1) bereits erfiillt. Wendet

man die Operatoren Jeux (vx und g-vx auf die Impulsgleichung

(2) an und setzt den Ausdruck (6a) fiir v ein, so ergeben sich die
folgenden Gleichungen fiir die skalaren Variab]en ¢, Yund 6



V8204802 0 = d 5+ ((S04cy) + W(Soteu))+3, V70,0, (7)
V2,948, 68 = L (e ((sotey) - V(Sotew))+d, A,0), (8)
vze+R(Aa§Z¢+axw) = (Aa;y¢-azw)axe-AA2¢aye+(Aa§z¢+axw)aze+ate, (9)
wobei der Laplace-Operator A2 wie folgt definiert ist:
by = 02+ 32 (10)

Die Gleichungen (7) bis (9) stellen ein gekoppeltes System nicht-
linearer partieller Differentialgleichungen flir ¢, Y und © dar. Fiir
den Fall fester horizontaler Rander kommt eine weitere Kopplung
von ¢ und ¥ durch die Randbedingungen zustande (Frick & Clever,
/7/). Am Beispiel freier horizontaler Rdnder hat Davies-Jones

/6/ gezeigt, daB infolge der vertikalen Rander die kritische
Rayleigh~Zahl bei Verwendung eines allgemeinen dreidimensionalen
Stromungsansatzes niedriger sein muB als flir eine zweidimensionale
Losung, bei der ¢ nicht beriicksichtigt wird., Der maximale Unterschied
in der kritischen Rayleigh-Zahl bei adiabaten vertikalen Seiten
liegt bei A = 0.3 und betrdgt 6 #. Demgegeniiber unterscheiden sich
die kritischen Rayleigh-Zahlen bei festen horizontalen Rdndern um
maximal 1 % bei A = 0.5. Dieser Unterschied nimmt mit zunehmendem
A stark ab (Frick & Clever, /7/ ). Hieraus 1dBt sich folgern, daB
fiir das Tineare Problem in der Darstellung des Vektorfeldes die
Variable ¢ von geringer Bedeutung ist. Beim nichtlinearen Problem
kommt eine weitere Kopplung von ¢ und ¥ durch die nichtlinearen
Terme auf der rechten Seite der Gleichung (7) und (8) hin-

zu, Aus Griinden der Vereinfachung werden nur Fluide mit groBer
Prandti-Zahl (Pr ~ «) betrachtet. Dies impliziert, daB die Im-
pulsadvektion gegeniliber der Wdrmeadvektion vernachldssigt wird

und die rechten Seiten der Gleichungen (7) und (8) zu Null

werden. Durch die Tatsache, daB mit zunehmendem A die Stromung
wieder in eine zweidimensionale Bewegung libergeht und damit der
EinfluB von ¢ stark reduziert wird, ist es weiter mdglich ¢ zu
vernachldssigen. Somit ergibt sich folgendes Gleichungssystem

fiir ¢y und 6 :



2 _
VZA,0t3 6 = O, (11)

2 = -
VZO4RO U = -3 U3 _0+3_y3_6+3,0. (12)

Fiir die festen bzw. freien horizontalen Rander lauten die Randbe-
dingungen:

=3 1=0=0
v=agv (13a)
bzw. z = £ 0.5

¢=32Z¢:9=o (13b)

Die vertikalen Rdnder werden als adiabat oder perfekt wdrmeleitend
betrachtet

4=3_6=0 (14a)
OdeI’ y = + 0.5’
=6=0 (14b)

wobei sie immer als fest angenommen werden,

Als Startwerte fiir die instationdren Rechnungen werden LOsungen
gewdhlt, die bereits bei niedrigerer oder hoherer Rayleigh-Zahl
berechnet worden sind.



3. Losungsmethode

Zum Losen des Gleichungssystems (11) - (12) mit den Randbedingungen
(13) wird ein analytisches Ndherungsverfahren, die Galerkin-Methode,
verwendet. Dieses Verfahren stellt eine gute Alternative zu den iiblich
angewandten finiten Differenzen-Methoden gerade auf dem Gebiet des
Losens von Zellularkonvektionsproblemen dar (Denny & Clever /25/;
Clever & Busse /26/; Bihler /27/; Oertel /28/). AuBerdem ist '

es zum Behandeln von Eigenwertproblemen gut geeignet. Bei diesem
Naherungsverfahren wird fiir die gesuchten Variablen, in unserem
Fall die Temperatur 6 und die Stromfunktion ¥ , jeweils ein
Reihenansatz bestehend aus unbekannten Koeffizienten und geeignet
gewdhlten Versuchsfunktionen angesetzt. Diese werden in die zu
16senden Gleichungen fiir ¥ und © eingesetzt, mit den entsprechenden
Versuchsfunktionen multipliziert und liber den Losungsbereich
integriert, Die sich somit ergebenden Gleichungen (Galerkin-Glei-
chungen) dienen zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten in

den Reihenansdtzen und damit von ¥ und © ,

In diesem Kapitel wollen wir nun den oben kurz beschriebenen Ldsungs-
weg in einzelnen Abschnitten von einer allgemeinen Darstellung des
Galerkin-Verfahrens iiber die spezielle Auswahl der Versuchsfunktionen
fir dieses hier zu untersuchende Problem bis hin zum Aufstellen und
Losen der Galerkin=Gleichungen betrachten.

3.1 Galerkin-Verfahren

Der Grundgedanke des Galerkin=Verfahrens soll im Rahmen der
allgemeinen Methoden der "weighted residuals" wie bei Finlayson
/29/ beschrieben, im folgenden geschildert werden.

In einem Gebiet V gelte die Differentialgleichung
L(u) =0 (15)

mit dem Differentialausdruck L. Gesucht ist die LOosung L(u) = 0,
welche auf dem Rand S des Gebietes V bestimmte Randbedingungen



- 9 -

erfiillt. Fir die Lésung u der Gleichung (15) 188t sich eine
Ndherungslosung u™ folgender Form ansetzen:
VI |
% ,

u = u —i§1aiui. (16)
Filr diese Darstellung miissen die Versuchsfunktionen.ui entspre-
chend dem gegebenen Problem hinreichend oft stetig differenzier-
bar sein und die Randbedingungen der Losung u erfiillen, und u® mup
mit zunehmender Anzahl N Funktionen gegen die exakte LGsung u
konvergieren. Wird der Ansatz fiir u® in die Differentialgleichung
(15) eingesetzt

.
L(} agu,) = R, (17)

so ist diese bis auf einen Abbruchfehler R erfiillt. Die unbe-
kannten Koeffizienten a; werden aus der Bedingung bestimmt,

daB der Fehler R zu beliebig gewdhlten Funktionen wj (sogenannte
Gewichtsfunktionen) in der Anzahl N orthogonal ist, d.h.

J Rejav = 0 firg=1,2, ., N - (18)

vV
Das Verfahren von Galerkin besteht nun darin, fiir wj die Versuchs-
funktionen us selbst zu verwenden.

N ‘ _ :
j u {L(] a,u,)}dv = o fir j =1, 2, ..., N, (19)
Joy2q 11
v 1

Die sich hieraus ergebenden algebraischen Gleichungen dienen zur
Bestimmung von a; und werden iiblich als Galerkin-=Gleichungen be-
zeichnet.

3.2 Versuchsfunktionen

Zur Losung der Gleichungen (11) und (12) mit den Randbedingungen
(13) und (14) werden ¢ und ¢ in folgender Form angesetzt:

_ , y Z idax - .
v AgBl Crup hy) (y) hB(Z) e :Agsl C)ug wXQB’ (20)

AVB AVB T AVR?
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wobei die Amplituden Crvg und'b)wB reelle Konstanten sind. Mit
dem Symbol i wird die Beziehung i? = -1 berilicksichtigt. Die ein-
zelnen Versuchsfunktionen w{ s wé‘, ez‘und 02 sind Funktionen einer

Verdnderlichen und erfiillen die entsprechenden Randbedingungen.

Die zur Behandlung dieses Konvektionsproblems verwendeten Funktionen

sind nachfolgend in Abhdngigkeit von verschiedenen Randbedingungen .
aufgefiihrt.

Fiir die Funktionen v und 6 werden in y-Richtung die folgenden sym-
metrischen Versuchsfunktionen verwendet:

w{ = cos((Rv=-1)my) | (22)

cos((2v-2)my) bei adiabaten Seiten (23)

sinvr (y+0.5) bei perfekt warmeleitenden (24)
Seiten

Wie Davies-Jones /6/ gezeigt hat, ist die kritische Rayleigh-
Zah1l bei Verwendung symmetrischer Funktionen niedriger als bei
antisymmetrischen Versuchsfunktionen. '

Bei Betrachtung fester bzw. freier horizontaler Ridnder werden
entsprechend dem Vorschlag von Clever & Busse /26/ filir ¢ und

6 in z-Richtung die nachfolgenden Ausdriicke angesetzt:

SlB(z) fiir gerade B (25a)
2

2 _

IDB -

C%(B+1)(Z) fiir ungerade B (25b)

wg = sin(Bm(2z+0.5)) (25¢)
und flir e

6g = sin(Bn(3+0.5)). (26)

Die Ausdriicke 51/26 und C1/2(6+1)s1nd von Chandrasekhar /30/,
S. 635) eingefiihrt worden und erfiillen die Randbedingungen vom
Typ (13a) filr v.
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Glinstig ist es, anstelle der komplexen Darstellung in den Reihen-
ansdtzen fir ¥ und ¢ eine trigonometrische DarsteT]ung fir die
x=Abhdngigkeit des Problems einzuftihren. So wird der Ausdruck e
in (22) bzw. (23)durch

jox

¢§ = giniax (27)
bzw.
6§ = Cco8AGX (28)

und ic,, durch c,,g ersetzt.

3.3 Galerkin-Gleichungen

Zur Anwendung des Galerkin-Verfahrens werden die Reihenansdatze (20)
und (21) in das Gleichungssystem (11) und (12) eingesetzt, die

b -Gleichung mit wKﬂY’ die 6=Gleichung mit eKuY multipliziert und
iber die Fluidschicht integriert. Hieraus ergibt sich eine abzdhl-
bar unendliche Anzahl von nichtlinearen gekoppelten algebraischen
Gleichungen fiir Cavp und bka . Sie werden im folgenden als Ga-
lerkin=-Gleichungen bezeichnet.

11 12

- 29a
I e, ¥ Ip,b =0, (29a)

21 22 23 24
b, +RIj e + I, cb +1I,08.0b =0, (29b)

Zur Vereinfachung der Schreibweise sind die dreifachen Indizes
Kuv, AvB und o078 durch einfache 1, n und m ersetzt worden. Die
einzelnen Elemente der Matrizen Il1 bis I24 sind die folgenden
Integrale:

11 . , (30a)
V \
12 (
_ 30b
Iln ) IDlaxendv’ ( )
v
21 (
_ 2 30c
I, 6,V20_dv, (30c)

<
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12t - J 0,5, b dv, | (30d)
) ‘

23
Iim = J el(-azwnaxem t 9.5 6 )av, (30e)
v

24 '

I, = - J 6,6 dv, (30F)
v

wobei 6 ... dV in abgeklirzter Schreibweise fir

z=1/2 y=1/2 x=m/q
co.dx dy dz (31)

z=-1/2 y==1/2 x=-m/0
steht. Da noch kein Verfahren bekannt ist, das ein solch unbegrenz-
tes System von Gleichungen 1gsen kann, ist es notwendig, den lau-
fenden Index in den Reihenansdtzen zu begrenzen, um ein System von
endlichen Gleichungen zu erhalten. Eine gebrduchliche Methode ist,
einen Abbruchparameter NT einzufiihren, so daB alle Koeffizienten mit

A+ v+ B> NT (32)

vernachlédssigt werden (Veronis /31/; Clever und Busse /26/), wobei
NT eine positive ganze Zahl 1ist. Um eine ausreichende Genauigkeit
der LOsungen zu gewdhrleisten, wird NT als frei wahlbarer Parameter
bei konstant gehaltenen Eingabeparametern (R, a, A) mehrfach erhoht,
bis die Koeffizienten nur noch eine vernachldssigbare Anderung der
Losung bewirken. Uberprift wird dies beim Losen des linearen
Problems mit Hilfe der kritischen Rayleigh-Zah] RC und beim nicht-
linearen Problem mit Hilfe der Nusselt-Zahl Nu, die das Verhdltnis
der Warmetransporte zur Konvektion und Warmeleitung beschreibt.

Als erfilillt angesehen wird die obige Forderung, wenn sich der Wert
von R, bzw. Nu um weniger als 1 % bei Erhdhung des Abbruchparameters
von NT auf NT +2 dndert (Busse /32/). Aufgrund von numerischen

und experimentellen Untersuchungen (Kvernvold /14/); Schubert &
Straus /21/; Koster /24/) 1ist eine Einschrdnkung auf symmetrische
Losungen in der x-z-Ebene (gerade Werte von A+v) flir den hier
untersuchten Parameterbereich zulédssig. Der Bezug auf die experi-
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mentellen Ergebnisse von Koster /24/ gilt nur fir die Untersuchungen
in engen vertikalen Spalten mit grofer horizontaler Ausdehnung.

In den beiden folgenden Kapiteln werden die Losungswege zu dem
Problem des Einsetzens der stationsiren Konvektion (Tinearisiertes
Prob1em) und der Konvektion endlicher Amplitude (nichtlineares
Problem) erléautert.
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3.4 Losungsweg des linearisierten Problems

Das Einsetzen der Konvektion wird bereits durch Linearisierung
des Gleichungssystems (11) - (12) beschrieben. Dies kann ange-
nommen werden, wenn die Amplitude der Konvektion klein ist, so
daB die Terme v+Vv und v-Ve in Gleichung (2) und (3) vernach-
ldssigt werden kdnnen. Chandrasekhar /30/ hat gezeigt, daB die
Analyse der Konvektion in einer wie hier zu betrachtenden Fluid-
schicht nahe der neutralen Stabilitdtskurve auf ein zeitunabhdngi-
ges Problem beschrankt werden kann ("principle of exchange of
stability"). Entsprechend vereinfacht sich das System von Galer-
kin-Gleichungen unter Beriicksichtigung des Abbruchparameters NT
in den Reihenansdtzen auf ein System endlicher Gleichungen fol-
gender Form:

11 12

Iipen * I7,b, =0, (33)
21 ' 22

Ilnbn + RIlncn = 0, (34)

Durch diese Art der Festlegung sind die Koeffizienten Ch und bn
nicht mehr von der Zeit abhdngig. Die beiden Gleichungen (33) und
(.34) lassen sich durch die Elimination von <y auf eine Beziehung
flr bn reduzieren., Hierzu wird ¢, aus Gleichung (33) bestimmt,

11 11 11 12

Ianlncn ¥ Ianlnbn =0, (35)
I11 12 o 36

= Cy = anlnbn = Iknbn' (36)

Im Gegensatz zur iUblichen Bezeichnung wird die inverse Matrix
mit I gekennzeichnet, wobei gilt Ikn Inm = 6 km* Mit skm ist das
Kronecker-Symbol dargestellt. Wird der Ausdruck (36) in die
Gleichung (34) eingesetzt, ergibt sich fir bn folgende Beziehung:

21 2
(I,, + RI; )b, =0 (37)
2 22 1
_ 37
Ik & 1Tk (37)
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Die Rayleigh-Zahl R tritt hier als Parametef in einem homogenen
lTinearen Gleichungssystem auf. Dieses System hat nur fir bestimmte
Werte von R, welche man Eigenwerté nennt, nichttriviale Losungen.
Geldst wird die Gleichung (37) mit Hilfe von Standard-Rechenpro-
grammen, die im Scientific Subroutine Package-Programmer's Manual
der Firma IBM beschrieben sind (IBM, /33/).

In den Abschnitten 3.1 bis 3.3 haben wir besprochen, wie die Galer-
kin-Gleichungen flir dieses hier zu untersuchende Problem aufgestellt
werden. Wir wollen nun den Ldsungsweg zur Bestimmung der Koeffi-
zienten Ch und bn aus diesen Gleichungen mit den besprochenen Ein-
schrankungen erldutern. Dabei handelt es sich um das Gleichungssystem
(29 ) mit der Einschrdnkung auf eine,endliche Anzahl von Gleichungen
und der Vernachldssigung der Koeffizienten mit ungeraden Werten von

A+ B:

Ijpe, t I,,P, = O, (39)
IZlb 22 213 24
1nPn t RIjpen + Ippe by + I 9,b =0, (40)

Das bekannte Ziel der Arbeit ist, stationdre und instationdre
Konvektionsvorgdange zu berechnen. Fiir die stationdren Rechnungen
wird der Term I5'a.b nicht beriicksichtigt,und die Gleichung (40)
vereinfacht sich zu:

21 22 23

I.. b + RI + I

ln"n 1n°n b, = 0. (41)

c
Inm”n "m

Im Falle der transienten Rechnung wird in Gleichung (40) statt

der Ableitung nach der Zeit eine Diskretisierung vorgenommen und
diese Gleichung nach dem Crank-Nicolson-Verfahren (s. Roache /34/)
entwickelt, wobei die nichtzeitabhdngigen Terme zu den Zeiten t und
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t +At wie folgt angesetzt und gemittelt werden:

22
1/201), (5b5*4Y) + m(1y) (ebret08) 4 17

t t+At t+At
(et (e pi¥Y))

m

| (42)
MPIE T .S B
+ Iln(bn+bn Y/At = 0.

Die sich somit aus (39) und (41) bzw. (39) und (42) ergebenden
Gleichungen werden mit einem Newton-Raphson-Iterationsverfahren
(Willers /35/) geldst. Die transiente Rechnung (39) und (42)

wird dabei fir die Zeit von t auf t + At durchgefiihrt. Um eine
genligend genaue Losung fiir entsprechend vorgegebene Parameter

(R, €, A, At und NT) zu gewdhrleisten, wird fiir jeden Iterations-
schritt i der Betrag der relativen Anderung der einzelnen Koeffi-

zienten Ch und bn gegeniiber einer vorgegebenen Genauigkeits-

schranke e iiberpriift; hier dargestellt am Beispiel Cht
ct ; ol
_g__,_g;_|‘< e (43)
1
c
n

Ist diese Genauigkeitsabfrage erfiil1t, wird die Nusselt-Zahl Nu
berechnet. Sie stellt das Verhdltnis von Warmetransport mit Kon-
vektion q) zum Wdrmeleitungszustand q. iber der Fluidschicht dar.

9y
d7

Nu = =1 - 1/R J ) eldF (44)

o z--1/2

wobei é ... dF 1in abgekiirzter Schreibweise fir

y=1/2 x=m/a
.o odx dy (45)
y==1/2 x=-n/a
steht.

Flir die instationdre Rechnung erfolgt nach Bestimmung von Nu eine
weitere Zeitintegration um At, und das Gleichungssystem wird er-
neut iterativ geldst. Dieser Vorgang wird solange wiederholt, bis

zur vorgegebenen Zeit t aufintegriert ist.

max
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Un den Abbruchparameter NT zu bestimmen, wird die Anderung der
Nusselt-Zahl mit steigendem NT kontrolliert. Andern sich die
Nusselt-Zahlen der Rechnung mit NT und’NT+2 um weniger als 1 %,
nehmen wir an, daB die Losung genligend genau ist. Die somit berech-
neten Koeffizienten bn und Ch werden entweder flir weitere Rech-
nungen als Startwerte abgespeichert oder zur Bestimmung der Tempe-
ratur- und Stromlinienfelder in die Reihenansdtze flir 6 und ¥

eingesetzt..

Zusammenfassend ist der soeben beschriebene Losungsweg in Abb. 2
schematisch nochmals aufgezeichnet. Der hier dargestellte Algo-
rithmus wurde als Rechenprogramm in FORTRAN IV geschrieben und die
Rechnungen wurden auf der IBM 3033 und IBM 370-168 des Kernfor-
schungszentrums Karlsruhe durchgefiihrt. Die zu bestimmende Anzahl
der Koeffizienten verhdlt sich proportional zu NT3 und die Rechen-
zeiten pro Iterationsschritt verhalten sich proportional zu NT8.
Eine typische Rechenzeit war bei NT = 11 und 6 Iterationen etwa

100 sec.



Einlesen der Stariwerte Einlesen der Parameter
bavp: Cavp R.a, A, At,to, tmal NT
- ]

{ 1
Lstat. Rcchnum [iﬂstat. Rechnu@
NT=NT+2 | [t =to]
Berechnung d. Terme Berechnung d, Terme
I" bis 123 I bis 12
d. Galerkingleichung. d. Galerkingleichung.
% i=i lﬂ lL:Hﬂ
Losen d. Gleichungen Losen d. Gleichungen
! nach nach
Newton-Raphson-Vert. Newton-Raphson-Verf|

<lterations-Kontrolle

Berechnung ' Berechnung
Nu Nu

erfillt

Abspeicherung

nicht Kor;‘}/etgenzabfrag erflillt von
erfullt Nu_ bawg. ¢
[Na <001 b

Abb. 2: L&sungsschema



- 19 -

4. Ergebnisse

Die Gleichungen des Problems sind fiir einen groBen Parameterbe-
reich (Rayleigh-Zahl R, Wellenzahl o und Hohen-zu-Breitenverhdlt-
nis A) numerisch geldst worden. AuBerdem ist die Abhdngigkeit der
Losungen von den vertikalen thermischen (adiabat oder perfekt
wdrmeleitend) und von den horizontalen kinematischen (frei oder
fest) Randbedingungen untersucht worden.

Zuerst wollen wir das Einsetzen der Konvektion (linearisiertes
Problem) mit den verschiedenen Randbedingungen betrachten, um den
EinfluB der GeometriegroBe A in einem Bereich'OEAgIOO auf die
kritische Rayleigh~Zahl und die kritische Wellenzahl zu bestimmen.
Nach dem Einsetzen der Konvektion stellen sich zundchst stationdre
Stromungszustdnde ein ("Principle of Exchange of Stabilities";
Chandrasekhar, /30/), die dann je nach Prandtl-Zahl und geniigend
groBer Rayleigh-Zahl instationar werden. Aus diesem Grund dis-
kutieren wir im zweiten Teil dieses Abschnittes die Ergebnisse der
stationdren Rechnungen fiir das nichtlineare Problem. Hauptsdchlich
wird uns hierzu der Warmetransport liber die Schichthdohe, darge-
stellt in Form von Nusselt-Zahlen flir Rayleigh-Zahlen bis

2.5 -107. und Hohen-zu-Breitenverhdltnisse A< 100 interessieren.
Fiir die Untersuchungen der instationdaren Konvektionsstromung werden
wir uns auf das Hele-Shaw=Problem im dritten Teil dieses Abschnitts
beschrdanken, da hier auch die zeitabhdngige Konvektion zweidimen-
sional ist. Im Gegensatz zum Bénard-Problem, bei dem die instatio-
ndren Konvektionsvorgdnge dreidimensional sind (Clever & Busse,
/26/). Zu dieser Hele-Shaw-Konvektion werden wir die zeitlichen
Veridufe der Nusselt-Zahlen und die dazugehdrigen Isothermen- und
Stromlinienbilder in ihrer Abhdngigkeit von R/Rc unda/dC in den
Bereichen 5 <R/R_ <23 und 0.5m<a/a < 2merldutern. Mit R_ wird die
minimale Rayleigh-Zahl bezeichnet, bei der Konvektion einsetzt.
Die dazugehorige Wellenzahl ist .. Bei allen in diesem Abschnitt
betrachteten Fluidschichten sind die vertikalen Berandungen

immer fest und die horizontalen immer isotherm.



4.1 Einsetzen der Konvektion

Un den EinfluB der Berandungen auf das Einsetzen der Konvektion

in Abhdngigkeit des Hohen-zu-Breitenverhiltnisses A zu unter-
suchen, wird fir ein vorgegebenes A und entsprechend gewdhlte
Randbedingungen die Rayleigh-Zahl R, bei der die Stromung einsetzt,
als Funktion der Wellenzahl o berechnet.

Abbildung 3 zeigt diese Rayleigh-Zahlen in Abhdngigkeit von den
Wellenzahlen als Kurven der Neutralstabilitdt bei allseits festen
Rindern, Die vertikalen Berandungen werden einmal als adiabat und
einmal als perfekt warmeleitend betrachtet. Ausgehend vom B&nard-Fall
(A=0), bei dem kein EinfluB der Seitenrdnder vorhanden ist,

steigt mit zunehmendem A der EinfluB der Seitenrinder, und die

Kurven der Neutralstabilitdt verschieben sich in Bereiche hidherer
Rayleigh=Zahlen.

4
1 1111161

o
(=]

T T T =7 171
7

Rayleighzahl
o
~J

1 0 L1t

(=]
o

1. 2, 4, 6. 8. 10.
Wellenzahl

L

Abb. 3: Kurven der Neutralstabilitdt.
Abhdngigkeit der Rayleighzahl von der Wellenzahl
fiir verschiedene Hohen-zu-Breitenverhdltnisse A bei
allseits festen Rdndern und adiabaten (—) bzw.
perfekt wdarmeleitenden (----) Seitenwdnden,
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Die einzelnen Verlaufe der Stabilitatsgrenzen weisen bei adiabaten
Seiten nur geringe Unterschiedé untereinander in der Abhédngigkeit
von der Wellenzahl auf. Anders verhdlt sich dies bei perfekt
wérme]eiténden Seiten, wo sich mit zunehmendem A das Minimum zu
groBen Wellenzahlen verschiebt. Die minimale Rayleigh-Zahl einer
Stabilitdtskurve wird als die kritische Rayleigh-Zahl Rc bezeich-
net. Die dazugehorige Wellenzahl ist die kritische mit o Um den
EinfluB jeweils in Abhangigkeit von A auf die kritische Rayleigh~-
und Wellenzahl zu verdeutlichen, wird in Abb. 4 der Verlauf von

RC und in Abb. 5 der von . fiir verschiedene Randbedingungen
dargestellt. Damit soll einerseit§ der EinfluB der thermischen
Randbedingungen der vertikalen Seiten und andererseits der Unter-
schied zwischen festen und freien horizontalen Randern fiir ver-
schiedene A auf Rc verdeutlicht werden. Die Rechnungen zeigen, daB
fur den Fall A<0.3 der EinfluB der vertikalen Rdnder bei festen
horizontalen Rdndern vernachlidssigbar klein wird, und es ergibt
sich im Grenzfall A >0 die fir das B&nard-Problem giltige kri-
tische Rayleigh-Zahl RC = 1708. Mit groBer werdendem A steigt die
kritische Rayleigh=-Zahl bei perfekt warmeleitenden Seitenrandern
gegeniiber dem adiabaten Fall wesentlich stdrker an. Diese Zunahme
wird durch den erhthten Reibungsverlust und fiir den perfekt wirme-

] Oe T L} T LB LB T L T —erTrr ] , T T T 1T
C ,/ =
7 - // 3
10 L / =
v E / E
= / A
E 05: // ~// ;
- / VA
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ERG / 7/ ]
o 10 ) 3
o Analogie Zum 3
. porosen Medium ]
S b horiz. fest ]
> 10 perf. warmel.Seitenr. 7 7 3
' s , 3
=t :
103 ./- adiap, Seitenr. ]
— <ho!'iz. frei 3
adiab. Setent. ]

I 02 i 1 i 1 Lill L J I I E W 1 L i 14t

10 100 10' 102
Hohen-zu- Breitenverhaltnis A
Abb. 4: EinfluB der vertikalen Riander auf die kritische

Rayleigh-Zahl in Abhd&ngigkeit von A.
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leitenden Fall zusitzlich durch den Wirmestrom iiber die Seiten-
winde verursacht. Um das Ab- oder ZuflieBen der Wdrme liber die
Seiten besser verstehen zu kidnnen, betrachten wir die Isothermen-
verlaufe in der Auf- bzw. Abtriebszone einer Konvektionsrolle iiber
der Spaltbreite der Fluidschicht. Perfekt wdrmeleitende Seiten be-
deuten, an den vertikalen Rindern liegt die Temperatur der Grund-
16sung (linearer Temperaturverlauf liber der Hohe) an. Damit sind
die Temperaturen an den Seiten fest vorgegeben, und entsprechend der
Auf- bzw. Abtriebsstromung werden die Isothermen in Stromungs-
richtung ausgelenkt. Die dabei iiber die Seiten flieBende Wdrme
hemmt das Einsetzen der Konvektion,

Gehen wir zu diinnen vertikalen Fluidschichten iiber, so bestim-
men ausschlieBlich die vertikalen Berandungen die Grofe von

Rc‘ Fiir genligend groBe A(A>20) verschwindet der EinfluB der
horizontalen Rdander, und die kritische Rayleigh-Zahl wird maB-
geblich durch das Hohen-zu-Breitenverhiltnis bestimmt. Wie aus
Abb. 4 ersichtlich, verhdlt sich bei adiabaten Seiten RcswAz und
bei perfekt warmeleitenden Seiten RC-vA4. Fiir den adiabaten Fall

1488t sich durch die Analogie zum pordsen Medium die kritische

3 [y - ° 2' e o : =
Rayleigh=Zahl mit Rc = 12 - A RpM flir A~ angeben, wobei RpM 4

die kritische Rayleigh-Zahl fiir pordses Medium ist. Diese Bezie-
hung erhdalt man durch Einflihrung des Ausdruckes d/H=1/A in die z.B.
von Hartline & Lister /23/ definierte Rayleigh~Zahl.

Gleichen EinfluB zeigen die verschiedenen Randbedingungen auf die
kritischen Wellenzahlen in Abhdngigkeit von der GeometriegriBe

A (Abb. 5). Fir A<0.3 verschwindet der EinfluB der vertikalen
Rander und die horizontalen Berandungen (fest oder frei) sind

fiir das Einsetzen der Konvektion bestimmend. Die kritischen Wellen-
zahlen unterscheiden sich hier am starksten. Mit groBer werdendem

A nimmt der Reibungsverlust und bei perfekt warmeleitenden Seiten
der Warmestrom iliber die Rander zu und damit auch Gg So steigt der
Wert der kritischen Wellenzahl bei perfekt wdrmeleitenden Seiten,
z.B, fir A = 20 auf ag = 12, Am Fall der adiabaten Seiten 1dBt sich
fiir freie horizontale Rdnder die starke EinfluBnahme der vertikalen
Rander infolge der Zunahme des Reibungsverlustes auf die Wellenzahl
verdeutlichen. Ausgehend vom Bénard-Problem (A=0) steigt die

2
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kritische Wellenzahl von o > 2,22 mit A an und ndhert sich fiir
A >20 asymptotisch der kritischen Wellenzahl der Hele-Shaw-Kon-
vektion mit o, = m. Das Maximum der Wellenzahl (Fall: fest + ad)
in Abb. 5 1dBt sich dadurch erkldren, daB bis A = 5 die Haftbe-
dingungen der horizontalen und vertikalen Rénder die Stromung
zusammen noch beeinflussen. Mit weiter zunehmendem A iiberwiegt

der EinfluB der vertikalen Berandungen.

3.4 T T T TTTTT" T T T T 13,
i i
- o ; H.E
f‘; i fest + ad. 3
.-5 30 1 9. :g
o R @
B - 7 &
2 [ fret + ad. g ] a
csu2.5 - 1 5 4
~
T A fest+ pc.
-------- . 3
2.2 [ EEEE [} B I Y Y N L
16" 10° ' 210"
Hohen- zu-Breitenverhdltnis A
Abb. 6: EinfluB der Berandungen auf die kritische

Wellenzahl a. in Abhdngigkeit von A.

Ein Vergleich der hier gewonnenen kritischen Rayleigh-Zahlen mit
denen aus anderen Arbeiten, so weit dies moglich ist, zeigt eine
gute Obereinstimmung. In Tabelle 1 werden theoretische und experim-
mentelle Ergebnisse miteinander verglichen. Die numerischen Unter-
suchungen von Catton /36/ und Oertel et al. /37/ sind mit Hilfe
eines Galerkin-Verfahrens fir endliche Geometrien durchgefiihrt
worden. Der dabei verwendete Ansatz flr die Stromung beriicksichtigt
eine Oberlagerung von zweidimensionalen nichtkoachsialen Kon-
vektionsrollen. Ozoe et al. /38/ haben die Konvektionsstromung

in einem Kanal mit einem finiten Differenzverfahren dreidimen-
sional berechnet und die kritische Rayleigh-Zahl aus nichtlinearen
Rechnungen durch Extrapolation ermittelt. Die Obereinstimmung

der numerisch ermittelten kritischen Rayleigh-Zahlen mit den
experimentellen Ergebnissen von Arnold /10/ und Oertel et al.

/37/ ist gut. Das experimentelle Ergebnis von Wu & Edwards
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/12/ fiur A = 8 sei der Vollstdndigkeit halber erwahnt. Infolge.
der Abweichung von idealisierten Randbedingungen ist hdchstens
eine groBenordnungsmdfige Ubereinstimmung zu erwarten, Gerade
bei groBen Hohen-zu-Breitenverhdltnissen wirken sich kleine Ab-
weichungen von idealisierten thermischen Randbedingungen auf die
kritische Rayleigh-Zahl stark aus.

Vergleich der theoretischen Ergebnisse:

A Catton? Oertel et al.? Ozoe et a]? ’ eigene Arbeit
0.25 1815 : 1773
0.33 1855 1814
0.5 1967 ‘ 1926
1.0 2453 2300 2409
2.0 4118 4056
4.0 | 10426 ‘ 10238
8.0 35193 34220

A, = h/hX = 0.087

A =0.1 dreidimensionale
Rechnungen

extrapoliert aus nichtlinearen Rechnungen, AX=O

hX - Ldnge der Fluidschicht in x-Richtung

Vergleich Experiment - Theorie:

A Arnold Oertel et al. Wu & Edwards eigene Arbeit (theoret.)
0.25 : 1780° 1773
1 2600° 2409
4 11000° 10238
8 500007 34220
4, _ 6y
Ax = 0.2 Ax = 0,25
A = 0.0 7gesonderte Geometrie (“honeycomb")

Tabelle 1 Vergleich der kritischen Rayleigh-Zahlen mit denen aus
friheren theoretischen und experimentellen Untersuchungen
fiir allseits feste Rinder und adiabate Seiten.
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4,2 Stationdre Konvektion

Zur Behandlung des stationdren Konvektionsproblems werden die
nichtlinearen Gleichungen geldst und die numerischen Ergebnisse
anhand von Nusselt-~Zahlen und Isothermen- bzw. Stromlinienbildern
diskutiert. Als Parameter treten die Rayleigh-Zahl R, das Hohen-
zu-Breitenverhaltnis A und die Wellenzahl o auf. Variiert wird

die GeometriegroBe A zwischen A = 0O (Bénard=Problem) und A = 100
(Hele=-Shaw-Problem). Die hierzu in einem Bereich Rc <R<30-R,
berechneten Ldsungen sind jeweils unter Beriicksichtigung der er-
forderlichen numerischen Konvergenz erzielt worden. Begrenzt wird
diese durch den Abbruchparameter NT. Neben diesen Parameterunter-
suchungen ist auch der EinfluB der Wellenzahl o auf den konvek-
tiven Warmetransport untersucht worden. Um friihere experimentelle
und theoretische Ergebnisse auf dem Gebiet der Konvektion in einer
Hele-Shaw-=Zelle und im pordosen Medium vergleichen zu kdnnen, werden
die horizontalen Rander als fest und als frei betrachtet. Die Ein-
flisse der beiden thermischen Randbedingungen (adiabat und perfekt
wdrmeleitend) auf die Nusselt-Zahlen und Isothermen- bzw. Strom-
linienbildern werden gezeigt und miteinander verglichen,

4,2.1 Adiabater Fall

Zundchst wird fliir den Fall adiabater Seiten der Einf]UB von R, A
und cauf die stationdre Konvektion diskutiert. In Abb. 6 sind die
Nusselt=Zahlen in Abhdngigkeit von der GeometriegrofBe A bei o = dc
und festen horizontalen Rdandern iliber der Rayleigh-Zahl aufgetragen.
Ausgehend von dem Bénard-Problem (A = 0) zeigen die Nusselt-Zahlen
einen relativ steilen Anstieg bei zunehmender Rayleigh-Zahl fiir
nicht zu weit lberkritische Verhdltnisse. Verstarkt wird dieses An-
steigen mit groBer werdendem A. Im Bereich grofer Rayleigh=Zahien
ist der kleine Effekt des Hohen-zu-Breitenverhdaltnisses auf den
Warmetransport interessant. So andert sich bei einer Rayleigh=-Zahl
R = 105 der Wdrmetransport fiir A = 10 um einen Faktor 2.3 und bei
Ra = 10% fir A = 10 um 1.5 bzw. fiir A = 20 um 2 gegeniiber dem Fall
A = 0. Der Grund hierfir liegt in dem viel kleineren Anstieg der
Nusselt=Zahl fiir weit iiberkritische Verhdltnisse gegeniiber dem
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Abb. 6: Nusselt-Zahl Nu als Funktion der Rayleigh-Zahl R in
Abhdngigkeit von A bei allseits festen Randern und

adiabaten Seiten. Alle Kurven fiir o = o

anfanglich grofen Anstieg. Fiir diese Verhaltnisse steigt der
Warmetransport proportional zu RO’3
nalen Bénard-~Konvektion und andert sich nur noch gering mit der
GeometriegroBe A.

wie im Fall der zweidimensio=

Im Gegensatz dazu zeigen sich Unterschiede beim Vergleich mit den
asymptotischen Ergebnissen fir die Konvektion in einer Hele-Shaw-
Zelle. Hier sind die Nusseltzahlen und alle Eigenschaften der Kon-
vektion von der Grofe R/A2 fir den Grenzfall A » «abhdngig. Flir

den Fall der Konvektion kleiner Amplitude ist die Hele-Shaw-
Approximation bereits fiir A = 20 ausreichend. Um die Hele-Shaw-
Ergebnisse (A>«) im Bereich grioBerer Verhdltnisse von R/RC anzu-
nahern, mufl A mit R/Rc ansteigen. In Abb. 7 sind hierzu die Nusselt-
Zahlen fiir verschiedene A iiber R/RC aufgetragen. Die numerischen
Ergebnisse zeigen, daB fiir jeden Wert von A die Hele-Shaw-Approxi-
mation fiir einen geniligend groBen Wert von R/RC unzuldssig wird. Um
zu besseren Aussagen liber den EinfluB von A auf die Hele-Shaw-
Approximation zu kommen, werden die Ergebnisse mit denen des Falles
freier horizontaler Rander fiir R/RC = 5 und R/Rc = 8 verglichen
(Abb. 8). Fir beide Rayleigh-Zahlen wird bei freien Riandern ab A =
20 eine gute Approximation der asymptotischen Hele-Shaw-L8sung



Nu

40
20

10

1 t | | | 1 1 L

7
R/R,

Abb. 7: Nusselt-Zahl Nu als Funktion des liberkritischen Ver-
hdltnisses R'/RC fiir verschiedene Hohen-zu-Breitenver-

hdltnisse.

erreicht. Dagegen sind die Unterschiede der He]e-Shaw-Approximation
bei festen Rdndern bemerkenswert grof. So ist die Abweichung bei A
= 20 noch gridBer als 10 %.

Fiir den Fall A+« ist es moglich gewesen, die Analogie zwischen der
Konvektion in einer Hele-Shaw-Zelle und der in pordsen Medien zu be-
statigen (Kap. 4.1). In beiden Fdllen wird das Einsetzen der Kon-
vektion durch zweidimensionale Stdrungen verursacht. Wie die beiden
Stabilitatsdiagramme fiir die Konvektion in einer Hele-Shaw-Zelle
und in pordsen Medien (Kvernvold, /14/) zeigen, gilt im weit Uber-
kritischen Bereich (R/Rc >5 und a/ac = 1) die erwdhnte Analogie
nicht mehr. In diesem Bereich sind die zweidimensionalen Konvek-
tionsrollen fiir poroses Medium instabil gegeniiber dreidimensiona-
len Storungen (Straus, /17/). Zusdtzlich zu dem EinfluB der Geo-
metriegroBe A auf die rein zweidimensionale Konvektion in einer
Hele=Shaw-Zelle scheint es noch einen weiteren Unterschied zu
pordsen -Medien zu geben., So hat Straus /17/ durch einen Ver-
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Abb. 8: Unterschiede in der Hele-Shaw-Approximation zwischen
festen und freien horizqnta]en Randern fir R/Rc=5 und
R/RC=8.

gleich von Theorie und Experiment fir pordses Medium festgestellt,
daB der Warmetransport berechnet als maximale Nusselt-Zahl, in
Abhdangigkeit von der Wellenzahl, die beste Obereinstimmung ergibt.
Demgegeniiber zeigen die Hele-Shaw-Experimente von Koster (/24/,

S. 43), daB keine Anderung der Wellenzahl auftritt und somit die
Berechnung des Widrmetransports bei kritischer Wellenzahl erfolgen
sollte. In Abb. 9 sind diese Effekte der Wellenzahl auf den Warme-
transport und der damit verbundene Anstieg von d/ac (=+—+— ) am
Beispiel A = 20 aufgezeigt. Einen deutlichen Unterschied zwischen
dem optimalen Wdarmetransport (---) und dem bei o, (—) bestimmten
wird ab R/RC> 3 sichtbar. Erreicht wird dies durch die Bildung
zunehmend schmalerer Konvektionsrollen (Anwachsen der Wellenzahl---).

Ein Vergleich der Nusselt-Zahlen mit denen aus Experimenten ist

in Abb. 10 fiir verschiedene HOhen-zu-Breitenverhdltnisse darge-
stellt. Gezeigt werden die Ergebnisse fir A =1 und A = 4 von

Arnold /10/ und fir A = 8 von Wu & Edwards /12/. Fir A =1

188t sich eine gute Obereinstimmung zwischen Theorie und Experiment
feststellen., Aufgrund dieser guten Obereinstimmung kdnnen wir
folgern, daB die hier verwendete Approximation der Konvektionsrollen
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Abb. 9: Abhdngigkeit der Nusselt-Zahl von der Wellenzahl bei
A=20 und freien horizontalen Rdndern iiber R/RC.
Obere Kurve (----} berechnet mit Wellenzahlen, die den
maximalen Wdrmetransport ergeben; mittlere Kurve (—)
bei o = o Verhdltnis von a/uc bei maximaler Nusselt-
Zahl als Funktion von R/RC (= —3).
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Abb. 10: Numerisch und experimentell bestimmte Nusselt-Zahlen.
Experimente: A Arnold /10/; ¢ 0zoe et al. /39/;
OWu & Edwards /12/.
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mit nur zwei Geschwindigkeitskomponenten berechtigt ist. Fiir A = 4
und besonders bei A = 8 sind die Unterschiede zwischen den berech-
neten und experimentellen Ergebnissen groB. Dies ist durch die Ab-
weichung von seitlichen idealen thermischen Randbedingungen, wie
sie bei der theoretischen Betrachtung vorliegen, im Experiment be-
dingt. Als Materialien wurden fir die Seitenrdnder in den experi-
mentellen Untersuchungen schlecht warmeleitende Kunststoffe ver-
wendet, um so den adiabaten Fall anndhern zu konnen,

Zusdtzlich zu dem Wdrmetransport, welcher eine integrale Grofie der
Konvektion darstellt, ist auch von Interesse, lokale Eigenschaften
zu betrachten. Hierzu sind in Abb. 11 neben den Stromlinien und
Isothermen die Grofen 9p/9z und 9p/9x, welche von Biihler et al, /8/
fir A = 0.25 bei R = 6270 experimentell bestimmt wurden,

Experiment Theorie

N——
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Abb. 11: Vergleich des Temperatur- und Geschwindigkeitsfeldes
mit dem aus Experimenten von Bihler et al. /8/
bei R = 6270 und A = 0,25 .Temperaturprofil in einer
Konvektionsrolle (Experiment —--, Theorie —):
1 Auftriebzone, 2 Mitte der Zelle, 3 Abtriebzone.
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berechnet worden. Aus diesen Differentialinterferogrammen 1dBt
sich das Temperaturprofil in der Auftriebs- bzw. Abtriebszone und
in der Mitte einer Konvektionsrolle bestimmen. Ein Vergleich von
Theorie und Experiment weist eine gute Obereinstimmung auf.

Ein Vergleich des berechneten Temperaturfeldes mit Ergebnissen

aus dem Hele-Shaw-Experiment von Koster /24/ wird in Abb. 12
gezeigt. Dargestellt sind die experimentell und numerisch bestimm-
ten Isothermen fiir zwei Konvektionsrollen bei zweifach iberkriti-
scher Rayleigh-Zahl. Zusdtzlich werden die Temperaturprofile in
der Auf- bzw. Abtriebszone und in-der Mitte einer Konvektionsrolle
neben den Stromlinien gezeigt. Die experimentelle Bestimmung des
Temperaturfeldes in einer Hele-Shaw-MeBkammer ist mit Hilfe eines
holographischen Echtzeit-Interferometers moglich gewesen., Hierzu
ist eine MeBkammer mit einem HOhen-zu-Breitenverhdlintis A = 18

und mit durchsichtigen Seitenwdnden aus Plexiglas verwendet worden.

Experiment Theorie
::==,----==§E 1
d /’_\/\
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Abb. 12: Numerisch und experimentell ermitteltes Temperatur-
feld der Hele-Shaw-Konvektion (A = 18, R = 2Rc und
o = 4,8).

Temperaturprofil in einer Konvektionsrolle:
1 Auftriebzone, 2 Mitte der Zelle, 3 Abtriebszone



- 32 -

4.2.2 Perfekt warmeleitender Fall im Vergleich mit dem adiabaten
Fall

In den hier durchgefilhrten Untersuchungen zum Problem der statio-
naren Konvektion unter Beriicksichtigung von Wandeinfliissen ther-
mischer und kinematischer Art wird in diesem Abschnitt der Fall
der perfekt warmeleitenden Seiten bei festen horizontalen Randern
untersucht und mit dem adiabaten Fall verglichen. Dazu werden die
Nusselt-Zahlen in Abhangigkeit vom Hohen-zu-Breitenverhdltnis A
bei jeweils kritischer Wellenzahl (d,= dc) und der Rayleigh-Zahl R
diskutiert., Am Beispiel einer diinnen vertikalen Fluidschicht

(A = 10) werden die Unterschiede in den verschiedenen Temperatur-
und Stromlinienverldufen aufgezeigt.

In Abb. 13 sind die Nusselt-Zahlen filir verschiedene A, ausgehend

vom Bénard-Problem (A = 0) bis zum angendherten Hele-Shaw-Problem

(A = 20), bei adiabaten und perfekt wirmeleitenden Seiten iiber

der Rayleigh-Zahl dargestellt. Betrachten wir zundchst nur den
perfekt wdrmeleitenden Fall (—). Auch hier werden die verschiedenen
Verldufe der Nusselt-Zahlen durch die Kurve des Bénard-Falles be-
grenzt. Ausgehend von A = 0 nimmt der relativ steile Anstieg der
Nusselt-Zahlen mit groBer werdender Rayleigh-Zahl und Geometrie-
groBe fir nicht zu groBe R/Rc zu.'So unterscheidet sich z. B. der
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Abb. 13: Nusselt-Zahlen Nu als Funktion der Rayleigh-Zahl R in
Abhingigkeit von A bei allseits festen Rdndern und
perfekt wirmeleitenden (——) bzw. adiabaten (---)

Seiten.
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Warmetransport iber der Fluidschicht zwischen A = 10 und A = 5

. bei zweifach liberkritischer Rayleigh-Zahl um einen Faktor von 1,5.
Im Bereich groBer Rayleigh-Zahlen wird dann der EinfluB von A
kleiner und die Kurven ndhern sich der des Bénard-Falles.

Beim‘Vergleich der Nusselt-Verldufe der beiden thermischen Grenz-
falle, adiabat und perfekt warmeleitend, ist bemerkenswert, daB

die Kurven flir konstante A mit zunehmender Rayleigh-Zahl bei per-
fekt warmeleitenden Seiten stdrker ansteigen als im adiabaten Fall.
Im Bereich grofer Rayleigh-Zahlen ndhern sich dann die beiden Kurven
asymptotisch dem Verlauf flir A = 0. Fir groBe A (A >10) kann dieses
Verhalten bei perfekt wdrmeleitenden Seiten aufgrund von numeri-
schen Problemen nur angedeutet werden. Durch die starke Auslienkung
des Temperaturprofils liber der Spaltbreite muBte aus Konvergenz-
griinden die Anzahl der Versuchsfunktionen NT in den Reihenansdtzen
fir ¥ und © erhdht werden. Sie belduft sich z.B. bei zweifach
iberkritischer Rayleigh=-Zahl und A = 10 beim adiabaten Fall auf 11
und beim perfekt warmeleitenden Fall auf 15, Flir dieses Beispiel
werden in Abb. 14 die Isothermen- und Stromlinienverlidufe in zwei
Schnittebenen an der Stelle y = 0.0 (Spaltmitte) und y-= 0,3
(Wandndhe), die parallel zu den vertikalen Seiten verlaufen, fir
beide thermische Grenzfdlle gezeigt. Die Strﬁmungszustande sind je-
weils fir Konvektionsrollen mit kritischer Wellenzahl o darge=-
stellt. Flr den adiabaten Fall bei A = 10 isto c = 3,22 und fir

den perfekt wdrmeleitenden Fall a. = 8,53.

Die Rayleigh- und Husselt-Zahlen haben beim zweifach liberkritischen
Konvektionszustand, der hier betrachtet wird, den Wert Rad = 1,04°10
bzw. Rp. = 2,65+10° und Nu 4 = 2,09 bzw. Nup, = 2,93. Diese doch
groBe Differenz in den Nusseltzahlen bei nur zweifach liberkriti-
scher Rayleigh-Zahl deutet neben den oben erwdhnten numerischen
Konvergenzproblemen auf Unterschiede in dem Temperatur- und Stro-
mungsverhalten beider Fdlle hin. Im Verlauf der Stromlinien ist eine
Abweichung nur in der Rollenform infolge der verschiedenen kriti-
schen Wellenzahlen zu erkennen. Fiir beide Félle weisen die Strom-
linien infolge der Haftbedingung ( ¥= 0) an den vertikalen Randern
und der relativ kleinen Spaltbreite gegeniiber der Fluidschichthdhe
eine starke y-Abhéngigkeit auf. Dagegen zeigen die Isothermenver-
ldufe der beiden Fdlle einen gegenseitig unterschiedlichen Verlauf.

5
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Im Falle adiabater Rénder dndern sich die Isothermen im Rahmen

der Ndaherung im Gegensatz zum perfekt wdrmeleitenden Fall iliber der
Spaltbreite nicht. In einer Schnittebene an der Stelle y = 0.0
verlaufen die Isothermen am unteren Rand infolge der viel groferen
Vertikalkomponente der Geschwindigkeit dichter als im adiabaten
Fall. Beim Vergleich der Griofe der Vertikalkomponenten in der Ab-
bzw. Auftriebszone ist diese auf halber Hohe der Fluidschicht

etwa 50mal grofer als beim adiabaten Fall. Betrachten wir weiter
das Verhalten der Isothermen zum Rand hin, so verringert sich der
dichte Verlauf der Isothermen (y = 0,32) und nimmt an der Berandung

selbst (y = 0,5) einen linearen Verlauf iiber der Fluidschichththe
an,

-
(@)
>

D \ PC AD

\
AL &

y=0.32

Abb. 14: Isothermen- und Stromlinienfelder bei adiabaten (AD)
und perfekt wdrmeleitenden (PC) Seiten flir A = 10,
R = 2RC und o = a_ in Schnittebenen an den Stellen
y = 0.0 und y = 0.32. Dazugeh®drige Temperaturver-
teilung Uber der Spaltbreite in der Abtriebszone.

O
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Um die y-Abhingigkeit der Isothermen fiir beide thermische Grenz-

fdlle zu verdeutlichen, sind die Isothermenverlaufe zwischen den
vertikalen Seiten jeweils fiir eine Spaltbreitenhalfte zusatzlich

in Abb. '14 dargestellt. Beim adiabaten Fall verlaufen die Isothermen
konstant iliber den Spalt. Im Gegensatz dazu werden infolge der perfekt
wirmeleitenden Rindern die Isothermen in Stromungsrichtung ausgelenkt.
Diese starke Anderung iiber der Spaltbreite ist durch die Festlegung
der Temperatur an den vertikalen Seiten (linearer Temperaturver- '
lauf iliber der Hohe) infolge der Randbedingungen mitbegriindet.
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4.3 Instationire Konvektion

- Ausflihrliche Untersuchungen zu dem Phdnomen insfationarer Konvek-
tion sinq als erstes am Beispiel einer unendlich ausgedehnten
horizontalen Fluidschicht durchgefiihrt worden. Experimentelle und
theoretische Arbeiten (z. B. von Krishnamurti /ﬁo/ und Clever &
Busse /26/) haben gezeigt, daB diese zeitabhdngigen Ldsungen von
der Rayleigh-, Wellen- und Prandtl-Zahl abhdngen und aufgrund von
Stabilitdtsuntersuchungen auf dreidimensionale Stromungseffekte
zuriickzufiihren sind. Im Gegensatz dazu ist fiir den Grenzfall einer
diinnen vertikalen Schicht (Hele-Shaw-Problem) die Strdmung immer
zweidimensional. In der von Kvernvold /14/ durchgefiihrte Stabili-
litdtsuntersuchung der Hele-Shaw-Konvektion tritt sowohl stationdre
als auch instationdare Konvektion in Abhdngigkeit von der Rayleigh-
Zahl R und der Wellenzahl o auf. Die oszillatorische Stabilitats-

grenze verlauft von etwa R = 3,8~Rc undcxz0,4cxc bis etwa R=x 8<R

und o ~ 1,2 o (Kvernvold, /41/).

Aufgrund der weniger komplexen Stromung in einer Hele-Shaw-Zelle

und dem damit verbundenen geringeren numerischen Aufwand sind nur
hierzu instationdre Rechnungen durchgefiihrt worden. Zur moglichst
guten Approximation der Hele-Shaw=Stromung wird eine schmale
Fluidschicht (A = 1000) mit freien horizontalen und adiabaten
vertikalen Seiten betrachtet. Dadurch ist es zuldssig, als Stro-
mungsverteilung liber die Spaltbreite ein parabolisches Profil an-
zusetzen und somit die Anzahl der Funktionen in den Reihenansdtzen

fir ¥ und © zu reduzieren. Um die instationdren Vorgdange hesser
verstehen zu konnen, werden die zeitlichen Verldufe der Nusselt-Zahlen
Nu und die damit verbundenen Isothermen-und Stromlinienbilder
dargestellt und analysiert. Da das Einsetzen der Oszillation

sowohl von der Wellenzahl als auch von der Rayleigh-Zahl abhdngt,

wird ein Bereich von Wellenzahlen, ausgehend vom Beginn der
oszillatorischen Stabilitdtsgrenze (a = 0,4,uc) bis zu o = Zuc
untersucht, Entscheidend fir die numerische Konvergenz (Anzahl der
Funktionen NT und Zeitschritt At) war die GroBe der Nusselt-Zahl

mit ihrem zeitlichen Verltauf und die "Glite" der Isothermenverldufe

in der gesamten Zelle. Hierbei hat sich gezeigt, daB die Nusselt-Zahlen
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mit NT schneller konvergieren als die Gesamtheit der Isothermen.

So ist z. B, fir o = m und R/Rc = 11 eine ausreichende Konvergenz

fir Nu bei NT = 13 und erst bei NT = 17 fiir die Isothermenverldufe

in der geSamten Zelle erreicht worden. Die GrioBe des Zeitschrittes At
wurde dadurch pestimmt, daB eine Verkleinerung von At keine
Anderung sowohl der Amplitude als auch der Frequenz der Nusselt=Zahl
bewirkt hat. Verwendet wurde ein At, das 50mal kleiner als der
zeitliche Abstand zwischen zwei minimalen Nusselt-Zahlen war. Die

in diesem Abschnitt gezeigten Nusselt-Zahlen sind wdhrend eines
Rechenvorganges fiir jeden Zeitschritt auf der Rechenanlage abgespeichert
und anschlieBend mit Hilfe eines Zeichenprogrammes liber der Zeit
aufgetragen worden,

In dem Stabilitdtsdiagramm fir die Hele-Shaw-Konvektion beginnt

die oszillatorische Grenzkurve bei o ~ 0,4 a. = 1,25 und R/Rc = 3,8 Rc.
Fliir diese kleine Wellenzahl und ein Verhdltnis von R/Rc = 4 filihrt

die instationdre Rechnung zu einer Teilung der breiten Konvektions-
rollen in stabilere schmdlere Rollen und die LOsung verschiebt sich

in das Stabilitdtsgebiet der stationdren Konvektion. Erst ab

a>0,5 o, =1,57 bleibt die eingestellte Wellenzahl erhalten.

Am Beispiel dreier verschiedener Wellenzahlen (o =0,5 dc =1,57

- breite Konvektionsrollen, ¢ o, =T - Konvektionsrollen mit

einer Hohe gleich der Breite, o =2ac =6,28 - schmale Konvektions-
rollen) wird das Problem der oszillierenden Konvektion in Abhdngig-
keit vom Uberkritischen Verhaltnis der Rayleigh-Zahlen R/RC
diskutiert. Hierzu werden die verschiedenen zeitlichen Verldufe

der Nusselt-Zahlen und die dazugehGrigen Isothermen- und Strom=-
linienbilder in der Spaltmitte der Fluidschicht gezeigt und er-
ldutert.
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4.3.1 Konvektionsrollen mit o = m/2

Werden breite Konvektionsrollen mit einer Wellenzahl o = 1,57
untersucht, so ist bis zu einem Uberkritischen Verhdltnis von
R/RC = 5 die Konvektion stationdr, Mit weiter zunehmender Ray-
leigh-Zahl wird die Stromung instationdr und der Wdrmetransport
liber die Fluidschicht zeigt einen zeitabhangigen Verlauf. In Abb.
15 ist dieser in Form von Nusselt-Zahlen Nu liber der Zeit t bei
sechs-, sieben- und achtfach iiberkritischer Rayleigh-Zahl dar=-
gestellt. Die fiir diese Rayleigh-Zahlen gezeigten zeitlichen
Verldaufe sind periodisch, wobei mit zunehmendem Uliberkritischem
Verhdltnis die Periode T abnimmt. Als Periode wird die Zeit
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Maxima oder Minima bezeichnet.

L.‘ T T T T T T T T

L
Nu R/R,=8

MVAVAVAVAVAN

4.0 + 1
I R/R =7

3.8 :/\/\/\c/\/_

36 |

4o+ =

3 R/R6

3.2 i 1 1 1 I 1 1 1 1
0.30 0.35 t 0.40

Abb. 15: Zeitlicher Verlauf der Nusselt-Zahl fiir verschiedene

R/R; bei o = m/2.

Der EinfluB der Rayleigh-Zahlen wirkt sich auch flr die Ampli-
tuden der Schwankungen der Nusselt-Zahlen aus, und zwar so, daf
diese mit groBer werdendem R/RC anwachsen. Verdeutlicht wird dies
beim Betrachten der jeweiligen Isothermen- und Stromlinienbilder
bei maximaler und minimaler Nusselt-Zahl. Hierzu sind in Abb. 16
die Isothermen und Stromlinien in der Spaltmitte einer Fluidschicht
mit zwei Konvektionsrdl]en dargestellt. Weiter wird die Tempe-
raturverteilung in der Mitte einer Konvektionsrolle (2) in der Auf-
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Abb. 16: Vergleich der Isothermen- und Stromlinienfelder bei
minimaler und maximaler Nusseltzahl fiir verschiedene
R/RC bei o = w/2.

1-T*

triebs- (3) und Abtriebszone (1)iiber der Fluidschichthohe z gezeigt.

Anhand der Abbildung 1dBt sich erkennen, daB die hier dargestellte
Oszillation auf wellenartige Storungen - Instabilitaten - in der
Grenzschicht zurickzufiihren ist. Sie entstehen im Gebiet des
maximalen Temperaturgradienten (z. B. am unteren Rand - in der
Abtriebszone), wandern der unteren Berandung entlang zur Auftriebs-
zone und 16sen sich dort auf. Diese wellenartigen Stdorungen bewir-
ken in der Grenzschicht eine lokale Verschlechterung des Warmeiiber-
ganges. Verstarkt wird dieser Effekt mit zunehmender Rayleigh-Zahl.
In Abb. 17 wird das zeitliche Verhalten der Isothermen und Strom-
linien fiir die Zeit einer Periode gezeigt. Zum besseren Erkennen
der Wanderung der wellenartigen Storungen ist jeweils die Mitte

der rechten Konvektionsrolle an den Randern der Fluidschicht
gekennzeichnet.

Durch die breiten Konvektionsrollen (kleine Wellenzahl) ist es
moglich, das Wandern zweier wellenartiger Stdrungen in der Grenz-
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Abb. 17: Zeitlicher Verlauf der Isothermen und Stromlinien bei
R/RC = 8 und o = w/2.

schicht zu beobachten. So 1&Bt sich bei minimaler Nusselt-Zahl aus
den Isothermen= und Stromlinienbildern das Entstehen einer solchen
Instabilitdt an der unteren Berandung in der Abtriebszone und an
der oberen Berandung in der Auftriebszone neben einer bereits in
Hohe der Zellmitte vorhandenen erkennen. Der Vorgang des Instabil-
werdens 1dBt sich wie folgt erkldren:
Bei hinreichend groBer Rayleigh-Zahl bildet sich eine Tempera-
turgrenzschicht mit einem geniigend groBen Temperaturgradienten
aus, so daB in dieser Schicht selbst Konvektionsrollen ent-
stehen. Wir wollen sie als Sekundarwirbel bezeichnen. Durch
die Oberlagerung der groBrdumigen Konvektionsstromung mit den
Sekunddrwirbeln bilden sich die bereits erwdhnten wandernden
wellenartigen Storungen aus.

1%
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Das Wandern dieser Storungen bewirkt auch eine starke Verformung
der Stromlinien und des Temperaturverlaufes bis ‘hin in die Zentren
der Konvektionsrollen. Gleichzeitig wird durch das Wandern warmes
Medium zur Auftriebszone transportiert und die aufsteigenden
Isothermen werden eingeschniirt. Verbunden damit ist ein Anwachsen
der Nusse]t-Zah]. Nach Erreichen des maximalen Wertes beginnt der
Ablosevorgang des ersten Wirbels. Erst kurz vor Erreichen der
minimalen Nusselt-Zahl 16st sich ein kleiner Ballen warmen Mediums
vom unteren Rand ab und steigt in den kdlteren Bereich auf. Die
zweite Instabilitdt befindet sich nun auf der Hohe der Rollenmitte
und der Abldsevorgang beginnt von. neuem. Vom Entstehen bis zum
Ablosen bendtigt eine solche wellenartige Stdrung eine Zeit von
zwei Perioden.

4,3.2 Konvektionsrollen mito=m

Beim UObergang in einen Bereich groBerer Wellenzahlen verschiebt
sich das Einsetzen der Oszillation zu hoheren Werten von R/Rc.

In den folgenen Ausfilhrungen wird hierzu der Fall mit einer Wellen-
zahl gleich der kritischen (a=m) besprochen. Die zeitabhangige
Konvektion setzt bei R/Rc ~8 ein. Mit weiter ansteigender Rayleigh-
Zahl erhdhen sich die Nusselt-Zahlen, verbunden mit einer zeit-
lichen Anderung ihrer Verlaufe. Hierzu sind in Abb. 18 die Nusselt-
Zahlen ilber der Zeit fiir drei Verhdltnisse von R/Rc, und zwar

R/Rc = 9,11 und 13 dargestellt. Wie im Fall mit o = 1,57 1dBt sich
mit zunehmender Rayleigh=Zahl eine Abnahme der Periodendauer fest-
stellen. Demgegeniiber werden die Amplituden der Schwankungen von

Nu groBer. Beginnend mit R/Rc = 9 sind nur geringe zeitliche HAnde-
rungen in der Nusselt-Zahl festzustellen. Wird die Rayleigh-Zahl

um einen Wert R = 2 RC erhdht, vergroBern sich die Amplituden
gegeniliber R/Rc auf ANu = 0,34 (ANu = Nu 2y = Numin)‘ Bis zu dieser
Rayleigh-Zahl setzt sich der Verlauf von Nu aus einfachen, sich
wiederholenden Schwankungen zwischen zwei Werten mit einer kon¥
stanten Periode zusammen. In solch einer Situation spricht man von
einem periodischen Vorgang.
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Abb. 18: Zeitlicher Verlauf der Nusselt-Zahl flir verschiedene
Rayleigh-Zahlen a = 7. ’

Bei R/RC = 15 ist dies anders. Es treten verschieden groBe Maxima
und Minima in dem Verlauf der Nusselt-Zahl auf, die sich periodisch
mit der dimensionslosen Zeit T ~ 0,048 fortsetzen. Markant dabei
sind zwei Maxima, und zwar Nu = 6,95 und Nu = 6,8. Die Zeit zwi-
schen diesen beiden GroBen ist Ty 2~ 0,012 und somit ein rationales
Vielfaches von Tqe Bei diesem Verlauf handelt es sich um einen
quasiperiodischen Vorgang mit Periodenkopplung, wobei die Koppel-
periode Ty und die Grundperiode Ty ist. Um Aussagen Uber weitere
Perioden treffen zu kdnnen, miisste der Nu-Verlauf Fourier-analy-
siert werden. Wegen der groBen Periodendauer T; und des hier erfor-
derlichen, sehr kleinen numerischen Zeitschrittes ist es nur schwer
méglich, die instationdren Vorgdnge anhand der zugehOrigen Iso-
thermen- und Stromlinienbildern zu verfolgen, Aus diesem Grunde
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wird an dem einfacheren Beispiel mit R/RC = 11 das instationare
Verhalten der Konvektionsstromung bei o = m gezeigt. In Abb. 19
sind die Isothermen und Stromlinien zu verschiedenen Zeitpunkten
wdhrend einer Periode dargestellt. Die Temperaturverlaufe in der
Mitte der Konvektionsrolle (2) und in der Auf- (3) und Abtriebs-
zone,(1l), aufgetragen iliber der FluidschichthOhe, dienen zu einem
besseren Erkennen der Temperaturgradienten in diesen Zonen. Auch
hier beruht das instationdre Verhalten der Stromung auf einer
wellenartigen Storung der Grenzschicht. Dieses Instabilwerden
erfolgt in der Abtriebszone. Durch die groBrdumige Konvektions=-
stromung lduft die wellenartige Storung zur Abtriebszone und
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verursacht dort ein Abl0sen von warmem Medium. Gegenliber dem Bei-
spiel mit o = 1,57 konnen wir hier nur eine wellenartige Stdrung
der Grenzschicht beobachten. Damit ist auch verbunden, daB der
Vorgang 'vom Instabilwerden bis zum Abldsen sich bereits nach einer
Periode wiederholt.

In den bisherigen Betrachtungen haben wir die Schwankungen der
Nusseltzahlen und damit verbunden das Verhalten der Isothermen-
und Stromlinien fiir die beiden Fillea = n/2 und o =7 diskutiert.
Dabei konnte bestdtigt werden, daB sich das Einsetzen der Oszilla-
tion mit steigender Wellenzahl in Bereiche htherer Rayleigh-Zahlen
verschiebt.

Wie dandern sich nun die Nusselt-Zahlen in Abhdngigkeit von der
Rayleigh-Zahl vom Beginn der Konvektion an bis hin in einen weit
uberkritischen Bereich? Hierzu sind in Abb. 20 die berechneten
Nusselt=-Zahlen iliber dem Verhdltnis R/RC fiir die beiden Fille

o = m/2 und o=maufgetragen. Mit groBer werdendem Verhdltnis von
R/Rc steigen die Nusselt-Zahlen stetig an. Wird die Rayleigh-Zahl
so groB, daB die Konvektion den stationdren Zustand verldBt und in
den oszillatorischen Bereich kommt, verzweigen sich die

Verldaufe der Nusselt-Zahlen aus instationdrer und stationarer
Rechnung. Dabei liegen die Ergebnisse der zeitabhdngigen Rechnung
in dem hier betrachteten Rayleigh-Zahlen-Bereich im Mittel immer
iber denen der stationaren Rechnung.
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Abb. 20: Nusselt-Zahl als Funktion von R/R_ bei a = m und

o = mw/2 im Gebiet der stationdren und instationdren
Konvektion.
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4,3,3 Konvektionsrollen mit a= 27

Konvektionsrollen mit einer Wellenzahl 0= 27 weisen bis zu einer
Rayleigh-Zahl R = 17 Rc stationdres Verhalten auf. Bei weiterer
Erhohung von R wird die Stromung instabil und es stellen sich
oszillatorische Zustdande ein. In dem hierzu numerisch unter-
suchten Bereich der Rayleigh-=Zahlen l7§_R/chg27 sind zwei Stro-
mungskonfigurationen, wie in Abb. 21 dargestellt, gefunden worden.

Abb. 21: Stromungszustande bei o = 27 mit wellenartiger Grenz-
schichtinstabilitdt (Grundldsung) und Diagonalzirku-
lation.

Es handelt sich um die bereits bei a=1 gefundene oszillatorische
Grenzschichtinstabilitadt und um eine zwischen zwei Zirkulationszu-
standen hin- un herschwankende Bewegung einer Diagonalrolle mit
zwei Eckrollen. Den genaueren zeitlichen Verlauf dieser Bewegung
wollen wir erst spater diskutieren. Im folgenden soll uns nun die
Frage interessieren, welche Kriterien fiir das Einstellen der
verschiedenen Stromungszustdnde verantwortlich sind., Hierzu
betrachten wir die sich eingestellten Stromungsformen (Fall I bis
IV) in Abhdngigkeit von vorgegebenen, verschieden grofen Anderungen
von R/RC. Diese sind in Abb. 22 schematisch dargestellt. Ausgehend
vom stationdren Zustand (R/RC = 17) stellt sich mit Erhdhung der
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Abb. 22: Schematische Darstellung der berechneten LOsungstypen

in Abhdngigkeit von R/RC.
Q Grundldsung, [_i‘ Diagonalzirkulation.

=

Rayleigh-Zahl (Fall I) auf R/Rc = 18, 20, 23 und R/RC = 25 die

bei o < m gefundene oszillatorische LGsung ein. Wir wollen sie in
diesem Abschnitt als Grundlésung bezeichnen. In Abb. 22 ist sie
schematisch mit einer Rolle angedeutet. Bei weiterem Ansteigen der
Rayleigh-Zahl von R/Rc = 25 auf R/RC = 27 wechselt die Strdmung in
die Zirkulationsbewegung einer Diagonalrolle mit Eckrollen iiber.
Diese Bewegung werden wir als Diagonalzirkulation bezeichnen und

in Abb. 22 mit drei Rollen kennzeichnen. Lassen wir die Rayleigh-Zahl
um die gleichen Anderungen von R/Rc (Fall II) wieder abnehmen, so

ist die Diagonalzirkulation noch bei R/Rc = 25 und R/RC = 23
vorhanden. Von R/Rc = 23 auf R/RC = 20 findet wieder ein Wechsel

auf die Grundidsung statt. Wird dagegen von R/Rc = 23 die Rayleigh-Zahl
um jeweils nur Rc erniedrigt (Fall IIl), so bleibt die Diagonalzirku-
lation bis zur oszillatorischen Stabilitdtsgrenze angeregt. Ein
groser Sprung in der Rayleigh-Zahl (Fall IV) von R/RC = 20 auf

R/RC = 25 bewirkt einen erneuten Wechsel in den Stromungszustdnden,
und zwar einen Obergang von der Grundlidsung in die Diagonalzirku-
lation. Aus Konvergenzgriinden ist fiir diese Ergebnisse ein Abbruch-
parameter NT = 17 erforderlich gewesen.

Rechnungen mit einer stark reduzierten Anzahl von Funktionen

(NT = 11), mit der die erforderliche Konvergenz der Losung nicht
erflillt ist, haben fiir jede Rayleigh-Zahl im betrachteten Bereich
immer die Losung der Diagonalzirkulation ergeben., Bei Weiterrechnung
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mit dieser LOsung als Startwert fir die gleiche Rayleigh=Zahl,
jedoch mit dem notwendig groBeren NT (NT = 17), ist der LOsungstyp
der Diagonalzirkulation erhalten geblieben.

Aus den hier gewonnenen Ergebnissen 1dBt sich iliber die Einstellung
einer bestimmten LOsung in einem Gebiet, in dem mehrere LOungsmog-
lichkeiten vorhanden sind, folgende Erkenntnis gewinnen:

Das Einstellen einer gewissen LOsung (Grundldsung oder Diagonal-
zirkulation) wird bestimmt durch die Wahl des Ausgangszustandes
(Grundidsung oder Diagonalzirkulation) und durch die Art des Er-
reichens des Endzustandes (groBer- oder kleiner Sprung in der Ray-
leigh-Zahl). Fiir die Fdlle I und II von R/Rc = 25 auf R/RC = 27
und fiir den Fall III in Abb. 22 sind numerisch keine eingelaufenen
Zustdnde angestrebt worden. Dies war nicht notig, da bereits nach
einer Zeit von wenigen Perioden aufgrund des zeitlichen Verlaufs
der Nusselt-Zahl der sich einstellende LOsungstyp klar zu er-
kennen war. Einen ganz typischen Verlauf der Nusselt-Zahl, der
sich wesentlich von dem der Grundldsung unterscheidet, weist der
Typ der Diagonalzirkulation auf. Wir wollen hierzu die zeitlichen
Verlaufe der beiden LOosungstypen bei R/RC = 20 und R/RC = 23
betrachten (Abb., 23).
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Abb. 23: Zeitlicher Verlauf der Nusselt-Zahlen der Grundldsung

und Diagonalzirkulation fiir R/Rc = 20 und R/RC = 23
bei o = 2m:
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In den linken Hd1ften der Diagramme fir R/RC = 20 bzw. R/RC = 23

in Abb. 23 sind die zeitlichen Verldufe der Nusselt-Zahlen der
Grundldsung und in den rechten Hd1ften die der Diagonalzirkulation
dargestellt, Wie in dem bisher betrachteten Wellenzahlenbereich,
nimmt auch bei a= 2mdie Periode fiir beide Losungen mit steigender
Rayleigh=Zahl ab, wahrend sich die Amplitudenschwankungen der
Nusselt-Zahlen vergrioBern. In dem hier untersuchten Rayleigh-
Zahlen=Bereich weisen die Nusselt-Zahlen fiir beide LOsungstypen
periodisches Verhalten auf. Dabei tritt im Fall der Diagonalzir-
kulation keine Anderung des Musters im zeitlichen Verlauf der
Nusselt-Zahl auf. Anders verhdlt sich dies bei der Grundldsung.

Mit Erhdhung der Rayleigh=Zahl von R/RC = 20 auf R/RC = 23 wechselt
die Nusselt-Zahl von einem periodischen Verlauf mit konstanten
Maxima und Minima in einen Verlauf mit zwei unterschiedlichen
Maxima und Minima, die sich periodisch fortsetzen, iiber. Dabei
deutet bei R/Rc'= 23 der Zeitabstand zwischen zwei gleichen Maxi-
ma und zwei unterschiedlich groBen Maxima in den Nusselt-Zahlen

auf eine Periodenkopplung im Verhdaltnis 7:3 hin. Das periodische
Verhalten der Grenzschichtinstabilitdt, wie es im FaH\R/Rc = 23
auftritt, ist bereits anhand der Isothermen- und Stromlinienbilder
fiir Wellenzahlen o < mausfihrlich diskutiert worden. Entscheidendes
Merkmal ist dabei gewesen, daB kurz vor Erreichen der minimalen
Nusselt-Zahlen ein warmer Fluidballen sich ablost und in Stromungs-
richtung aufsteigt. Wie verhalten sich dagegen die Isothermen und
Stromlinien bei R/Rc = 23 im Fall der Grundldsung und der Diago-
nalzirkulation?

Betrachten wir zuerst den Grundldsungstyp und verfolgen die
Entwicklung der Isothermen und Stromlinien mit dem zeitlichen Ver-
halten der Nusselt-Zahl in Abb. 24! Auffallend bei diesem zeitab-
hdngigen Konvektionsverhalten ist, daB zwei Abldsevorgange und
trotz kleiner Rollenbreite zwei wellenartige Grenzschichtinstabi-
lTitdten auftreten. Zum besseren Erkennen sind sie in Abb. 24 mit
I und Il gekennzeichnet. Diese beiden Instabilitdten bewirken
unterschiedlich stark ausgeprdagte Stdorungen der Grenzschicht, die
auch ein verschieden groBes Abldsen von warmen Fluidballen
hervorrufen. Damit verbunden ist auch das unterschiedliche
Absinken bzw. Ansteigen der Nusselt-Zahlen.
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Ein wesentlich anderes Verhalten zeigt die Diagonalzirkulation in
bezug auf Nusselt-Zahl (Abb. 23) und Isothermen bzw. Stromlinien
(Abb. 25). Charakteristisch fir den Verlauf der Nusselt-Zahl sind
die groBen Amplitudenschwankungen (NumaX ~ 2 Numin) mit dem
unterschiedlich steilen An- und Abstieg. Betrachten wir mit dem
zeitlichen Verlauf der Nusselt-Zahlen die Entwicklung der Iso-
thermen und Stromlinien. Der minimale Wirmetransport wird durch
eine groBraumige Diagonalrolle mit kleinen Eckenwirbeln und dem

Abb. 25: Zeitlicher Verlauf der Isothermen und Stromlinien
der Diagonalzirkulation bei R/RC = 23 und a = 2.



‘damit verbundenen schwachen Temperaturgradienten an den horizon-
talen Rdndern verursacht. Durch das Verengen der Diagonalrolle und
dem gleichzeitigen Anwachsen der Eckrollen nimmt die Nusselt-Zahl
zu. Der maximale Wert ist erreicht, wenn an den horizontalen Rin-
dern beide Rollen, die Diagonal- und die Eckrolle, gleich breit
sind, Mit dem Weiteranwachsen der Eckrollen wird die Diagonalrolle
so weit eingeschniirt, bis eine Teilung erfolgt und die anfanglichen
Eckrollen sich zu einer Diagonairolle zusammenschlieBen. Dieser
Vorgang erzwingt ein Absinken der Nusselt-Zahl, bis ein erneutes
Einengen der Diagonalrolle erfolgt und sich das gleiche zeitliche
Verhalten des Warmetransports wiederholt. Die urspriingliche Lage
der Diagonalrolle wird erst nach einer Zeit von zwei Perioden
wieder erreicht.

Zusammenfassend werden im nachfolgenden Abschnitt die Ergebnisse
der instationdaren Konvektion in einer Tabelle dargestellt und die
gefundene Stabilitatsgrenze in dem von Kvernvold /14/, /41/auf-
gestellten Stabilitdtsdiagramm filir die Hele-Shaw=Konvektion ein-
getragen,
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4.3.4 Zusammenstellung der Ergebnisse der instationdren Konvek-
tion und Vergleich mit der Literatur

In Abhdngigkeit von der Rayleigh-Zahl und der Wellenzahl ist in
einem Bereich n/2<a<2n zeitabhingige Konvektion mit HiTfe von
instationdren Rechnungen gefunden worden. Die von Kvernvold /14/,
/41/ flr das Hele-Shaw-Problem aus Stabilitdatsuntersuchungen
bestimmte Grenzkurve zur oszillatorischen Konvektion fiir 0,4 w<o<m
konnte fir Wellenzahlen a>n/2 bestdtigt und bis zu einer Wellenzahl
a=2m erweitert werden (Abb.26). Fir Rechnungen mit Wellenzahlen
o<m/2 hat sich die Losung aus dem Gebiet der oszillatorischen
Konvektion durch Teilung der breiten Rolle in das Gebiet der
stationdren Konvektion verschoben.
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Abb. 26: Erweitertes Stabilitdtsdiagramm der Hele Shaw-Konvektion.

% stationdre Konvektion; A instationdre Konvektion.
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Der Ubergahg von stationdrer zu zeitabhdngiger Konvektion erfolgt
z. B. fir o = 7 bei R/RC = 839 und fiir oo = 2m bei R/RC = 17. Die
von Schubert und Straus /21/ numerisch ermittelten Ergebnisse fiir
das Einsetzen der zweidimensionalen zeitabhdngigen Konvektion in
pordsen Medien bestdatigen die beiden obigen Werte. Koster /24/ gibt
aufgrund seiner experimentellen Untersuchungen zum zeitlichen Ver-
halten der Konvektionsstromung in einer horizontal lang gestreckten
Hele-Shaw-Zelle die zweite kritische Rayleigh-Zahl mit R/Rc = 10
bei u/ac = 1 an. Die von ihm vermutete Abgrenzung der stabilen
zweidimensionalen Konvektion zu groBen Rayleigh-Zahlen hin durch
oszillatorische Zustande bei R/RC = 16 und a/ac = 2,5 kann nicht
bestatigt werden.

Um das Verhalten der Konvektionsstromung im oszillatorischen Ge-
biet verstehen zu kdnnen, sind Nusselt-Verl&ufe und Isothermen-
bzw. Stromlinienbilder diskutiert worden. Aufgrund der hier durch-
gefliihrten Untersuchungen kann festgestellt werden, daB das Ein-
setzen der Konvektion mit einem periodischen Vorgang beginnt und
mit zunehmender Rayleigh-Zahl in einen quasiperiodischen Vorgang
ibergeht. Wegen des zeitlichen Verhaltens der Nusselt-Zahl bei

a = 7 und R/RC = 15 dirfte mit Erhdhung der Rayleigh-Zahl ein Uber-
gang zu einer Stromung mit stochastischer Struktur stattfinden.
Hierbei scheint sich anzudeuten, daR die Hele-Shaw Stromung den
Charakter des Lorenz-Modells /42/ hat, wie Koster /24/ bereits
festgestellt hat. Diese Modellvorstellung besagt, daB mit Erhdhung
der Rayleigh-Zahl die stationdre Konvektion in eine zeitabhdngige
Stromung mit stochastischem Verhalten lbergeht. Untersuchungen 1in
quaderformigen und zylindrischen Behdltern mit groBer horizontaler
Erstreckung z. B. von Gollub & Swinney /43/, Dubois & Bérge /44/
und Ahlers /45/ bestdtigen ebenfalls diese Ubergdnge im zeitlichen
Verhalten der Stromung. Betrachtet man die GroBe der Schwankungen
der Nusselt-Zahlen und ihre Periodendauer, so vergréfern sich mit
zunehmender Rayleigh-Zahl die Amplituden von Nu, wdhrend die Perio-
den ein entgegengesetztes Verhalten zeigen. Auch das Ansteigen der
Wellenzahl bewirkt ein Abnehmen der Periode.

Zuriickzufihren ist das zeitabhdangige Verhalten der Konvektions-
stromung auf das Wandern von wellenartigen Storungen in der Tempe-
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raturgrenzschicht und damit verbunden ein periodisches Abldsen

von warmen Fluidballen in der Abtriebs- und Auftriebszone. Diese
Stromungsform ist hier als Grundidsung bezeichnet worden. Neben
dieser wellenartigen Instabilitdt ist bei einer Wellenzahl a =27
ein weiterer Stromungstyp mit oszillatorischem Verhalten gefunden
und als Diagonalzirkulation bezeichnet worden. Caltagirone /20/

hat anhand von Isothermen und Stromlinien bei a = 3,8 das entspre-
chende zeitliche Verhalten des Grundldsungstyps im Bereich der Kon-
vektionsstromung in pordosen Medien numerisch nachgewiesen. Bei den
von Koster /24/ in verschiedenen Experimenten untersuchten Kon-
vektionsrollen mit Wellenzahlen von 1 <oc/ocC <4 trat im Bereich der
oszillatorischen Hele-Shaw Konvektion ausschlieBlich der Stromungs-
typ der Grundlodsung auf. Hierzu sind in Abb. 27 Ausschnittsabbil-
dungen von diesen Temperaturgrenzschicht-Instabilitdten bei groBen
Wellenzahlen (o >2w) aus Experiment /24/ und Theorie zu sehen,

Abb. 27: Ausschnittsabbildungen der oszillatorischen Insta-
bilitdten der Temperaturgrenzschicht,
Experiment: o 28.3; Theorie: o = 2m.

Das Einstellen von schmalen Konvektionsr011en'(u/dc$ 1) in dem

hier zum Vergleich erwdhnten Hele-Shaw Experiment ist durch ge-

zielte Aufheizraten erreicht worden. Eine andere Moglichkeit, das
Verhalten einer einzelnen schmalen Konvektionsrolle zu untersuchen, ist
die Vorgabe einer in horizontaler Richtung eng bedqrenzten Hele-Shaw
Zelle mit allseits festen Berandungen. Putin & Thacheva /45/ und

auch Koster /24/ haben hierzu experimentelle Untersuchungen in
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Hele-Shaw-Zellen mit Hohen-zu-Ladngenverhdaltnissen A® = 2 und A¥ = 3,5
durchgefiihrt. Als MeBkammer ist ein Behdlter mit Seitenwdnden aus
Plexiglas verwendet worden, um so seitliche adiabate Randbedingungen
anzundhern und um das Stromungsverhalten sichtbar machen zu kOnnen.
In Thren Untersuchungen erfolgt das Einsetzen der Konvektion mit
einer Rolle und geht mit wachsender Rayleigh-Zahl in eine oszil-
Tierende Doppelrolle und anschlieBend in eine inversionssymmetrische
Oszillationsbewegung (Vier-Wirbel-0szillation ) Uber. Diese Vier-
Wirbel-0szillation, wie sie Putin & Tkacheva /46/ und auch Koster
/24/ bezeichnet haben, ist mit der in der vorliegenden theoreti-
schen Arbeit gefundenen Diagonalzirkulation identisch (Abb. 28).

Abb., 28: Vergleich der Stromungsfelder aus Theorie und Experi-
ment im Falle der Diagonalzirkulation.

Numerische Untersuchungen mit Hilfe eines finiten Differenzenver-
fahrens zum Problem der instationdren Hele-Shaw Strdomung bei

A* = 3,5 sind von Glinther /47/ durchgefiihrt worden. Seine Ergeb-
nisse zeigen, daB mit Erhohung der Rayleigh-Zahl die stationdre
Einzelrolle im Bereich der zeitabhangigen Konvektion direkt in die
Diagonalzirkulation ilibergeht. Ausgehend von dieser Losung findet

mit abnehmender Rayleigh-Zahl der Ubergang zur stationdren Rolle
durch das Auftreten einer weiteren Stromungsform statt. Gekennzeich-
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net ist dieses Stromungsmuster durch zwei oszillierende Stockwerk-
zellen. Stromungstypen dieser Art konnen aufgrund der Wahl von
symmetri;chen Versuchsfunktionen mit dem hier benutzten Galer-
kinverfahren nicht gefunden werden. Andererseits bestdtigen die
Ergebnisse von Koster /24/ bei schmalen Konvektionsrollen (o >2m)
in einer lang gestreckten Hele-Shaw Zelle die Zuldssigkeit dieser
Symmetriebedingung.

Abschliefend sind in Tabelle 2 zu den in der vorliegenden Arbeit
diskutierten Oszillationen der Nusselt-Zahlen jeweils der minimale
und maximale Wert und die Periode 1 in Abhdngigkeit von der Wellen-
zahl o und dem iUberkritischen Verhdltnis der Rayleigh-Zahlen R/RC
aufgelistet.



a R/R, Nu T At NT
1.572 | 6 3.28 - 3.0 0.0275 1.1073 11
3.724 - 3.784 | 0.024
4.098 - 4.193 | 0.02
2.20 7.5 | 4.074 - 4.136 | 0.018
3.14 9 4.807 - 4.813}1 0.013 1:-1074 13
11 5.27 - 5.61 | 0.011 15
13 5.65 - 6.142 ] 0.0095
15 5.79 - 7.05 | 0.003-0.047 |2.1074
3.9 |12, 5.535 - 5.682 | 0.0096 4-1074 15
4.712 | 14 6.0846-6.085 | 0.008
15 6.18 -6.328 | 0.007
5.34 | 16 6.527-6.5274 | 0.0068
Grundl&sung
6.28 | 18 7.024 - 7.025 | O.006 17
20 7.22 = 7.916 | 0.0055
23 8.086 - 9.39 0.0036~-0.0088
Diagonal-
zirkulation
17.5 | 3.88 - 9.205 | 0.019
18 4.0 - 9.35 0.0188
20 4.48 - 9.986 | 0.0172
23 5.27 - 10.63 |.0.0144
25 5.3 - 10.8 0.0128

Tabelle 2: Ergebnisse der instationiren Rechnung
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5. Zusammenfassung der SchluBfolgerungen

Der EinfluB von Begrenzungsfldachen einer von unten beheizten
Fluidschicht wirkt sich, wie die hier durchgefiihrten Betrach-
tungen gezeigt haben, auf das Einsetzen der Konvektion,den Warme-
transport und auch auf die Stabilitédt der Stromung aus. Der maB-
gebliche Parameter ist die mehr oder weniger starke EinfluBnahme
der verschiedenen Randbedingungen der horizontalen oder vertikalen
Rédnder auf das Konvektionsverhalten. Durch die Einfiuhrung der
GeometriegrdBe A ist es moglich gewesen, sowohl das Bénard-Problem
(A-Y0; eine horizontal nahezu unendlich ausgedehnte Fluidschicht)
als auch das Hele-Shaw-Problem (A+»; eine diinne vertikale Fluid-
schicht) zu untersuchen. Infolge der seitlichen Begrenzungsfléchen
kann die hier berechnete Konvektionsstromung unter Beriicksichtigung
von zwei Geschwindigkeitskomponenten fiir einen groBen Bereich von
Hohen-zu-Breitenverhdltnissen nur als eine gute Approximation der
im allgemeinen Fall dreidimensionalen Stromung angesehen werden.
Ausgenommen sind die beiden Grenzfdlle A>Q (fir R/RC<13) und Asw,
bei denen die Stromungstreng zweidimensional ist. Flir das Ein-
setzen der Konvektion haben Davies-Jones /6/ und Frick & Clever
/7/ in Abhdngigkeit von A theoretisch gezeigt, daP eine allgemeine
dreidimensionale Betrachtung nur einen geringen Einfluf auf die
kritische Rayleigh-Zahl auslibt. Auch die Experimente von Biihler

et al. /8/, Oertel /9/ und Arnold /10/ bestdtigen die Zuldssig-
keit der hier verwendeten Betrachtungsweise. |

Mit Hilfe der linearen Stabilitdtstheorie ist es mdglich gewesen,
den EinfluB von A fir verschiedene Kombinationen von Randbedingungen
auf die kritische Rayleigh-Zahl RC und die kritische Wellenzahl

zu bestimmen und in Stabilitdtsdiagrammen darzustellen. Dabei zeigt
sich, daf mit grofBer werdendem A sich die kritische Rayleigh=-Zahl
und die kritische Wellenzahl infolge des zunehmenden Reibungsver-
lTustes durch die Seitenwdnde erhtht. Bei perfekt wdrmeleitenden
Seiten wird die Zunahme von RC zusdatzlich durch den Wdrmetrans-

port iiber die Seitenwdnde verstdrkt. Fir diinne vertikale Fluid-
schichten gilt im Bereich A>20 die Beziehung RC~A2 bei adiabaten



- 59 -

Seiten und RC~A4 bei perfekt wdrmeleitenden Seiten. Die kritische

- Wellenzahl o, ndhert sich dabei im adiabaten Fall asymptotisch

dem Wert o =T, Ein anderes Verhalten von o stellt sich beim
Vorhandensein von perfekt wdrmeleitenden Seiten ein; mit steigendem
A bilden sich immer schmalere Konvektionsrollen aus. Ein Vergleich
experimente]] bestimmter kritischer Rayleigh-Zahlen fir A >20

von Koster /24/ und fiir A=8 von Wu & Edwards /12/ zeigt, daB v
sich experimentell die theoretischen Grenzfdlle adiabat und perfekt
wdrmeleitend bei diinnen vertikalen Behdltern nur anndhern lassen.
Um noch mit optischen Untersuchungsméglichkeiten bei Hele-Shaw-
Behdltern arbeiten zu konnen, hat-z.B. Koster /24/ zur Simulation
von adiabaten Seitenfldchen eine Materialpaarung (Seitenscheiben-
Fluid) von Plexiglas und Wasser verwendet. Eine gute Anndherung

von perfekt wdrmeleitenden Seiten ergibt sich bei einer Kombination
von Kristallglas und Silikondl.

Im Bereich der stationdren Konvektion endlicher Amplitude ist die
Diskussion der Ergebnisse hauptsdchlich anhand von Nusselt-Zahlen
in Abhdngigkeit von A gefiihrt worden. Besonderes Interesse hat
dabei dem Vergleich der beiden thermischen Grenzfdlle adiabat und
perfekt wdrmeleitend gegolten. Mit zunehmender Rayleigh-Zahl

weisen die Verldaufe der Nusselt-Zahlen flir jeweils konstante A
anfanglich einen relativ steilen Anstieg auf. Dieser Effekt tritt
beim perfekt warmeleitenden Fall mit groBer werdendem A verstdrkt
gegeniiber dem des adiabaten Falles auf. Experimentell /24/ ist dies
in einem Vergleich lokaler Wirmelibergdnge fiir Hohen-zu-Breitenver-
hdltnisse zwischen A=18 und A=23 bestdtigt worden. Die hier durch
gefiihrten theoretischen Untersuchungen zeigen weiter, daP sich

fur geniigend grofe Rayleigh-Zahlen die Verlaufe der Nusselt-Zahlen
des perfekt wdrmeleitenden Falles dem des jeweiligen adiabaten
Falles angleichen. Beide Kurven (konstantes A) nahern sich dann

in einem geniligend weit Ulberkritischen Bereich asymptotisch der Kurve
des Bénard-Falles (A+0). Somit #ndern sich die Nusselt-Zahlen un-
abhangig von A und den thermischen Randbedingungen approximativ mit
R0'3. Aufgrund der durchgefiihrten Wdrmelibergangsbetrachtungen fir
dinne vertikale Schichten hat sich gezeigt, da Abweichungen des
realistischen Falles mit endlichem A (A>20) gegeniiber der ideali-
sierten Hele-Shaw-Konvektion mit A+~ auftreten konnen. Um Unge-
nauigkeiten in der Hele-Shaw-Approximation zu vermeiden, mu mit
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steigender Rayleigh-Zahl (R/Rc>3) der Wert von A erhdht werden.

Instationdres Verhalten einer zweidimensionalen Stromung ist am
Beispiel der Hele-Shaw-Konvektion diskutiert worden. Die parallel

zu den experimentellen Untersuchungen von Koster /24/ zur oszil-
latorischen Hele-Shaw-Stromung durchgefilhrten Rechnungen ergeben

eine qualitative und zum Teil quantitative Ubereinstimmung mit

den Experimenten. Das Einsetzen der zeitabhdngigen Konvektion

erfolgt in Abhdngigkeit von der Rayleigh-Zahl und der Wellenzahl,
wobei sich die zweite kritische Rayleigh-Zahl (Einsetzen der
Oszillation) zu hGheren Werten mit zunehmender Wellenzahl verschiebt.

Das Phdnomen der oszillatorischen Konvektion ist, wie aus den
numerisch ermittelten Isothermen- und Stromlinienbildern ersicht-
Tich, auf ein Instabilwerden der Temperaturgrenzschicht zuriickzu-
fiihren. Die optischen Untersuchungen /24/ bestdtigen diese Aussage.
Folgt man der asymptotischen Betrachtungsweise zur Grenzschicht-
Analyse, die auf heuristischen Argumenten basiert (s. z.B. Busse
/32/), so 18Rt sich ebenfalls das Einsetzen der oszillatorischen
Konvektion in einer Hele-Shaw-Zelle mit dem Instabilwerden der
Grenzschicht erkldren. Vergleichbar ist der Ubergang der Hele-Shaw-
Konyektion von stationdrer zu instationdrer Stromung mit dem Einsetzen
der biomodalen Konvektion im Falle des Bénard-Problems.bei Proe

(Busse /32/). Der Grund liegt auch hier im Instabilwerden der Grenz-
schicht. Allerdings hat im Bénard-Fall die Stromungdie Moglichkeit,
in der Grenzschicht Sekundirrollen im rechten Winkel zu den Grund-
rolTen und somit eine dreidimensionale Stromung zu bilden. Im Gegen-
satz dazu handelt es sich bei der Hele-Shaw-Konvektion immer um

eine zweidimensionale Strimung und das Instabilwerden der Grenz-
schicht kann somit nur zu einer oszillatorischen Stromung fiihren.

Zur Erlduterung der Struktur der oszillatorischen Konvektion ist

es moglich gewesen, neben der zeitlichen Entwicklung der Isothermen-
verteilung in der Fluidschicht auch die der Stromungsformen und

die des Wdrmeliberganges aufzuzeigen. Dies stellt eine gute Er-
ganzung zu den experimentellen Ergebnissen von Koster /24/ und

Putin & Tkacheva /46/ dar, da Stromungsform und Wdrmelibergang nur mit
einem hohen Experimentieraufwand erfaft werden konnen.
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An qualitativen Ergebnissen ist in Ubereinstimmung mit den experi-
mentellen Untersuchungen gefunden worden, daB das Einsetzen der
Oszillation mit einem periodischen Yorgang beginnt und mit zu-
nehmender Rayleigh-Zahl in einen quasiperiodischen Zustand libergeht.
Gleichzeitig nimmt die Periodendauer mit steigender Rayleigh-Zahl
ab. Der experimentell gefundene UObergang zum stochastischen Ver-
halten der Konvektionsstromung kann aufgrund der zeitlichen Ent-
wicklung der berechneten Warmeiibergdnge bei weiterer Erhdhung

der Rayleigh-Zahl erwartet werden, Weiterfiihrende Berechnungen

auf diesem Gebiet waren wiinschenswert, hdtten aber eine wesentliche
Erhohung des Rechenaufwandes zur Folge.

Eine der wichtigsten Fragestellungen in neuerer Zeit auf dem
.Gebiet der Hydrodynamik diirfte das Einsetzen der Turbulenz sein.
Phanomene der hydrodynamischen Instabilitdt verbunden mit dem Ober-
gang zur Turbulenz lassen sich am Verhalten der thermischen Kon-
vektion sowoh] experimentell als auch theoretisch gut untersuchen.
Als ein besonders geeignetes Beispiel, an dem sich 0Obergdnge

zur Turbulenz studieren lassen, kann die Hele-Shaw-Zelle mit stets
zweidimensionaler Stromung angesehen werden.
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