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ABSTRACT

SCHULENBERG, THOMAS:

WARMEUBERGANG DURCH NATURKONVEKTION UNTER HORIZONTALEN, GEHEIZTEN
PLATTEN

Es wird die stationidre, laminare Konvektionsstrémung unter einem
horizontalen unendlichen Streifen und unter einer horizontalen
runden Platte berechnet, deren Unterseiten eine konstante Tempe-
ratur besitzen oder einen konstanten Wirmestrom abgeben. Diese
Stromung wird durch die Inhomogenitidt der Geschwindigkeit und der
Temperatur an den Plattenkanten angetrieben. In bisherigen Unter-
suchungen wurde nicht erkannt und folglich auch nicht beriicksich-
tigt, daB es sich hierbei um ein elliptisches Problem handelt,
das mit der Grenzschichttheorie allein nicht geldst werden kann.

In dieser Arbeit wird eine angepafte asymptotische Enwicklung zur
Ldsung der Fragestellung angewandt. Hierzu wird die Konvektions-
strémung aus einer durch die Potentialtheorie oder durch die
Stokes'sche Theorie bestimmten AuBenstrdmung um die Platte und
einer inneren Grenzschichtstrémung an der Platte aufgebaut. Beide
Strémungsformen werden mit Hilfe einer Energiebilanz in der Umge-

bung des Staupunkts miteinander verkniipft.

Das Verfahren ist iterativ, aber rein analytisch. Es beschrénkt
sich zundchst auf die Grenzfidlle sehr kleiner und sehr groRer
Prandtl-Zahlen. Aus diesen Grenzfdllen werden daraufhin Korrela-
tionen fir den Wirmeilibergang bei beliebigen Prandtl-Zahlen er-
stellt. Im Gegensatz zu fritheren Nidherungsldsungen bendtigen
diese Ergebnisse keinerlei empirische Ansitze fir die Grenz-
schichtprofile der Geschwindigkeit oder der Temperatur.




ABSTRACT

SCHULENBERG, THOMAS:

NATURAL CONVECTION HEAT TRANSFER BELOW DOWNWARD FACING HORIZONTAL
SURFACES

The laminar steady-state natural convection below an infinite
strip and below a circular plate, heated at their bottom sides,
has been calculated analytically for a uniform surface temperature
as well as for a uniform surface heat flux. This convection is
driven by the non-uniform temperature distribution near the edges
of the plate. This particular feature makes the problem a basical-
ly elliptic one, a fact that was not taken into account in earlier
studies. In contrast to the flow near inclined heated plates the

horizontal situation cannot be described by a boundary layer the-

ory alone.

Similarity solutions have been obtained employing the method of
matched asymptbtic expansions. A potential flow or a Stokes' flow
with an unknown upstream velocity is taken as the outer expansion
and a boundary layer flow as the inner expansion. Both expansions
are matched by an energy balance in the region near the stagnation
point at the plate center. In this way the unknown upstream velo-

city is fixed.

This iterative procedure is first restricted to the limiting cases
of low and high Prandtl numbers. Then an interpolation of these

asymptotes yields heat transfer correlations for arbitrary Prandtl
numbers. In comparison to earlier approximations these results are
independent of any empirical boundary layer profiles and are based

on experimental data to a very limited extend.
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1. Einleitung

An der Unterseite horizontaler, geheizter Platten kann im Gegen-
satz zu vertikalen Platten infolge der stabilen Temperaturschich-
tung nur wenig Wiarme durch freie Konvektionsstrdmung abgefiihrt
werden. Eine genaue Kenntnis des Wirmeiibergangs ist daher von
groflem Interesse. Ein aktuelles technisches Beispiel dafiir sind
reaktorinterne Kernauffangvorrichtungen in fliissigmetallgekiihlten
Schnellen Brutreaktoren. Einige Konstruktionstypen dieser Kern-
auffidnger entsprechen idealisiert einer horizontalen-Platte, die
unterhalb des Reaktorkerns angeordnet ist, um im Fall eines hypo-

thetischen schweren Kernschmelzunfalls die entstehenden Kernfrag-

mente aufnehmen zu kdnnen /1/. Die Nachwidrme dieser Kernfragmente

kann sowohl oberhalb als auch unterhalb der Kernauffangplatte
durch Naturkonvektion abgefiihrt werden. Zum Wirmeilbergang in
Fllissigmetallen unterhalb solcher Platten existieren jedoch bis

heute keine hinreichend genauen theoretischen Vohersagen.

Die hier untersuchte freie Konvektionsstromung unter horizonta-
len, geheizten Platten unterscheidet sich wesentlich von derjeni-
gen oberhalb geheizter Platten. Im letzteren Fall ist die Tempe-
raturschichtung instabil, es entsteht eine Konvektionsstrdmung
von den Plattenkanten zur Plattenmitte, die an einer kritischen
Stelle ablést. Im Gegensatz dazu entsteht an der Unterseite hori-
zontaler Platten eine Staupunkts-Strémung von der Plattenmitte
zur Plattenkante. Die Temperaturschichtung ist stabil, so daR die
Stromung selbst bei hohen Heizraten noch laminar ist. Der Wirme-
Ubergangskoeffizient ist in diesem Fall in einem weiten Bereich
um die Plattenmitte konstant; mit Annidherung an die Plattenkante
nimmt er zu, so daR bei gleichformig geheizter Platte die Plat-

tenmitte der heiReste Bereich ist.

Zu diesem Problem wurden bereits eine Vielzahl von experimentel-
len und theoretischen Untersuchungen ver&ffentlicht. Weise /2/
demonstrierte bereits 1935 das oben beschriebene, qualitative
Verhalten der Konvektionsstromung anhand einer Schlierenaufnahme
an einer geheizten, quadratischen Platte in Luft. Saunders,




Fishenden und Mansion /3/ veroffentlichten im gleichen Jahr quan-
titative MeRergebnisse flir den lokalen Wirmelibergangskoeffizien-
ten unter einer isothermen, rechteckigen Platte in Luft. Tempera-
tur- und Geschwindigkeitsprofile der Konvektionsstromung, eben-
falls unter einer isothermen quadratischen Platte in Luft, wurden

erstmals 1940 von Kraus /4/ bestimmt.

Diese ersten Experimente deuteten bereits darauf hin, daB der
Warmeillbergang durch eine Grenzschicht-Strdmung beschrieben werden
kann. Die horizontale Geschwindigkeitskomponente wird sowohl an
der Platte als auch auRerhalb der Grenzschicht sehr klein. Eine
Stromung aufBerhalb der Grenzschicht erschien daher vernachlidssig-
bar, so daB fir theoretische. Untersuchungen allein die Grenz-
schichtapproximationen der Impuls- und Energilegleichung verwendet
wurden. Nachdem Gill, Zeh und del Casal /5/ 1965 zeigten, daR
diese Grenzschichtgleichungen mit einem Ahnlichkeitsansatz zwar
fiir die Konvektion oberhalb geheizter Platten, nicht aber unter-
halb horizontaler Platten 1l6sbar sind, wurden Ldsungen durch ver-

schiedene Varianten eines Integralverfahrens approximiert.

Dazu werden die Grenzschichtgleichungen integriert, wobei Ge-
schwindigkeits- und Temperaturfelder in den Jjeweiligen Integran-
den durch Ansatzfunktionen mit noch freien Parametern angendhert
werden, zu denen auch die Grenzschichtdicke 5 zdhlt. AuBerhalb
der Grenzschicht wird angenommen, daR die horizontale, platten-
parallele Geschwindigkeit verschwindet und da® die Fliissigkeit
isotherm ist. Es entsteht so ein System aus gewShnlichen Diffe-
rentialgleichungen fiir die freien Parameter, das analytisch oder

numerisch leicht l1l6sbar ist.

1969 verdffentlichten Singh, Birkebak und Drake /6/ erstmals
eine derartige Niherungsldsung fir einen isothermen unendlichen
Streifen sowie eine runde und eine quadratische Platte, aller-
dings fiUr den Spezialfall, daR die Prandtl-Zahl von der Ordnung
eins ist. Hier, wie auch in spidteren Arbeiten, bestand ein we-
sentliches Problem darin, eine Randbedingung flir die Grenz-
schichtdicke an den Plattenkanten zu finden. Singh, Birkebak und




Drake wihlten é = 0 als Randbedingung, fanden im Bereich um die
Plattenkante jedoch keine befriedigende Ubereinstimmung mit &dlte-

ren Experimenten von Saunders, Fishenden und Mansion /3/.

Noch im gleichen Jahr erweiterten Singh und Birkebak /8/ die

zweidimensionale Ldsung fir den isothermen, unendlichen Streifen
auf den Prandtl—Bereich 0.025 <« Pr < ©O und verbesserten die

Randbedingung an der Plattenkante dadurch, daB sie dort die hori-
zontale Ableitung der Grenzschichtdicke unendlich werden lieRen.
Das filhrt bei endlichen Prandtl-Zahlen zu einer endlichen Grenz-
schichtdicke an der Kante. Zur Berechnung der Integranden dieses
Ndherungsverfahrens widhlten Singh und Birkebak Geschwindigkeits-

und Temperaturprofile der Form

2
u z 4
(=) (1= %) ,
uMax S ) (1)
T—Too Z 2
T, T, (=5

wobei u die horizontale Geschwindigkeit, 2z der Wandabstand und T

die Temperatur bezeichnet.

Unabhdngig davon versuchten Clifton und Chapman /9/ das Problem
dieser Randbedingung fir die Grenzschichtdicke dadurch zu 1&sen,
dafl sie eine kritische Grenzschichtdicke an der Plattenkante mit
Hilfe eines Prinzips der minimalen mechanischen Energie einflihr-

ten.

Um den offensichtlich entscheidenden Bereich um die Plattenecke
ndher zu untersuchen, flhrten Birkebak und Abdulkadir 1970 /10/
ein Experiment mit einer quadratischen Platte in Wasser durch und
erhielten in der Nihe der Kante hdhere Widrmeilibergangskoeffizien-
ten als Singh et al. /6/, ansonsten aber bereits eine gute Uber-

einstimmung mit diesen theoretischen Vorhersagen.

Messungen von Aihara, Yamada und Endo 1972 /11/ an einem simu-
liert unendlich langen Streifen in Luft ergaben, daB Geschwindig-

keits- und Temperaturprofile im Gegensatz zu Singh et al. /6/ an




verschiedenen horizontalen Positionen unterhalb der Platte unter-
schiedliche Form haben, und insbesondere an den Plattenkanten
nicht mehr den Ansdtzen (1) entsprechen. Trotzdem stimmten die
erhaltenen Widrmelbergangskorrelationen gut mit den theoretischen
Ergebnissen /8/ Uberein, wodurch bestdtigt wird, dak die Profil-
funktionen dieser Integralverfahren zumindest bei m&dBigen
Prandtl-Zahlen das Ergebnis nur wenig beeinflussen. Im Gegensatz
zu friheren Messungen wurde bei diesem Experiment ferner beobach-
tet, daB die Anstrdmung unterhalb der Platte instabil sein kann, die
Temperatur- und Geschwindigkeitsprofile innerhalb der Grenz-
schicht waren von dieser Instabilitdt jedoch nicht betroffen.

Fujii, Honda und Morioka /12/ verdffentlichten 1973 eine umfas-
sende Zusammenstellung der Widrmelibergdnge durch freie Konvektion
unter einem gleichformig geheizten, unendlichen Streifen, einer
runden und einer quadratischen Platte, die mit einem Integralver-
fahren mit der gleichen Randbedingung an'é wie von Singh und
Birkebak /8/, allerdings mit Ansatzfunktionen der Art

3
u Z
o (F) (1-%)
T-T o z ” 3
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berechnet wurden (qw = Wandwidrmestromdichte, A = Wirmeleitfihig-
keit). Die Ergebnisse wurden angegeben flir den Bereich 0,001 £ Pr < 00
und umfassen damit auch Prandtl-Zahlen des fllssigen Natriums,

die von der GrdRenordnung 0.005 sind. Da weder bei mdRigen
Prandtl-Zahlen entsprechende Profile unter gleichférmig geheizten
Platten gemessen wurden, noch bei sehr kleinen Prandtl-Zahlen die
verwendeten Profile der Vorstellung entsprechen, daB sich Ge-
schwindigkeits- und Temperaturgrenzschichtdicke um einen Faktor

{E: unterscheiden /13/, sind diese theoretischen Ergebnisse frag-
lich. ‘

Einen entsprechenden Hinweis darauf gibt ein Experiment von
Davies und Sheriff (1980) /14/, die in Natrium an einem horizon-

talen, gleichfdrmig geheizten, simuliert unendlichen Streifen




einen um 20 % hdheren Wirmelibergangskoeffizient ermittelten als

von Fujii et al. /12/ vorausgesagt wurde.

Die Untersuchungen der Konvektion in Fliissigkeiten mit miBigen
Prandtl-Zahlen k&nnen damit zumindest bei isothermen Platten als
weitgehend konsistent betrachtet werden. Bei sehr kleinen
Prandtl-Zahlen sind dagegen auf Grund der iiberstrapazierten An-
satzfunktionen (2) und der weiterhin zweifelhaften Randbedingung
der Grenzschichtdicke an den Plattenkanten die vorhandenen Korre-
lationen fraglich und stimmen nicht befriedigend mit Experimenten
Uberein. Bei diesem Sachverhalt stellte sich die Aufgabe, den
Wdrmelibergang unter horizontalen Platten speziell fir den Fall
extremer Prandtl-Zahlen neu zu berechnen, ohne auf empirische

Profilfunktionen zuriickzugreifen.




2. Problemstellung

Wdhrend an geneigten oder iliber horizontalen geheizten Platten
Geschwindigkeits- und Temperaturprofile geometrisch &dhnlich sind
und damit analytische L&sungen der Grenzschichtgleichungen exi-
stieren, ist es verwunderlich, daRB eine solche L6sung, wie ein-
gangs erwidhnt, unterhalb von horizontalen, geheizten Platten
nicht mdglich ist. Die folgende Uberlegung kann diesen Sachver-

halt plausibel erkléren.

Abgesehen von sehr flachen Neigungswinkeln ist der W&d&rmeilbergang
an geneigten, erwdrmten Platten nur abhidngig von der Entfernung
von der unteren, angestrdmten und somit stromauf gelegenen Plat-
tenkante, nicht jedoch von der oberen Kante bzw. von der gesamten
PlattengrtfRe. Unterhalb von horizontalen geheizten Platten ist
dagegen selbst im Staupunkt in der Plattenmitte der Wirmeiliber-
gangskoeffizient von der gesamten Plattenbreite abhingig und da-
mit von einem Ereignis, das erst weiter stromab stattfindet. Die
Grenzschichtgleichungen, die bisher zur Berechnung ausschlieflich
verwendet wurden, sind aber parabolische Differentialgleichungen.
Sie vernachlidssigen daher alle Effekte, die sich l&dngs der Wand
stromauf auswirken. Damit schlieBen sie auch die Rickwirkung der
Kantenumstrémung aus, die die Konvektionsstrdmung verursacht;
unter einer unendlich groBen, erwdrmten horizontalen Platte kann
sich keine freie Konvektionsstrdmung ausbilden. Mit den Grenz-
schichtgleichungen allein kann der Warmeilibergang unter einer ho-
rizontalen Platte daher gar nicht berechnet werden.

Diese Uberlegung erkldrt auch die groRen Schwierigkeiten in den
oben dargestellten Integralverfahren, eine physikalisch nicht
vorhandene Randbedingung filir die Grenzschichtdicke an der Plat-
tenkante zu finden. Um lUberhaupt eine Konvektionsstrémung zu er-
halten, wurde so versucht, das zu kompensieren, was durch die

Grenzschichtapproximation unzul&dssigerweise vernachlédssigt wurde.

Da es nicht méglich war, die Impuls- und Energiegleichung ohne
jegliche Grenzschichtapproximationen flir den gesamten Bereich
analytisch zu l1l6sen, wurde das vorliegende iterative Verfahren




entwickelt. Dieses Verfahren zeichnet sich dadurch aus, daR es
zumindest noch im Ansatz filir die Grundstromung eine elliptische
Differentialgleichung benutzt und damit stromauf wirkende Effekte
berlicksichtigt.

\

3.1 Der Grenzfall sehr kleiner Prandtl-Zahlen

Um'den GeometrieeinfluR in Grenzen zu halten, wird die freie
Konvektionsstrdmung unter einem horizontalen, unendlich langen
Streifen der Breite 2 R und unter einer horizontalen, runden
Platte vom Radius R berechnet. Es wird dabei angenommen, daB auf
deren Oberfliche eine konstante, gleichférmige Widrmestromdichte
qy oder eine konstante Temperatur T, vorgegeben sind. Es werden
zundchst ausschlieRlich Fliissigkeiten mit kleinen Prandtl-Zahlen,
wie etwa Flussigmetalle, betrachtet; ferner soll die Strdmung
stationdr und laminar sein und der Temperaturabfall soll in einer

Grenzschicht stattfinden.

Ausgangsgleichungen filir die analytische Berechnung bilden die
Kontinuitédtsgleichung und die stationdren Impuls- und Energie-
gleichungen. Sie lauten in den in Abb. 1 skizzierten Koordinaten

und Geschwindigkeitskomponenten

(3)
au u ., ov _
§F+nF+3_Z--O,
du , Bu _ 13p 3%u 9 (uy . %] ()
Yar T Vaz ¢ 53r+"[§ﬁ+'”§?(F)+é‘i’ )
v . 8v _ _13p v . lav , d%v ] .
r‘+Vs-z— 532+V[§F2—+n?§-r;- +§?-z- ag(TT), (5)
oT oT _ 32T 13T , 92T
”5?”57'“[‘5??*”?35*‘3?},

(6)

mit n = 0O fiir die zweidimensionale Strdmung unter einem unend-

lich langen Streifen,




n = 1 fir die dreidimensionale, rotationssymmetrische Stro-

mung unter einer runden Platte.

Zur Ubrigen Nomenklatur siehe Seite 39.
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Abb. 1 Schematische Darstellung der Konvektionsstromung und

Wahl des Koordinatensystems

Die Kontinuit&dtsgleichung (3) kann durch eine Stromfunktion Y
erfiillt werden, so daf gilt

(7)

Ferner wird aus den Gleichungen (4) und (5) der Druck elemi-
niert, indem eine Wirbelfunktion

Q=33 | (8)

eingefiihrt wird.




Durch Ubergang auf dimensionslose Koordinaten, mit

E=g s n= g /Pe,
s e phen
Pe = XEE , Pr=2,

bei einer isothermen Platte, bzw.

I’y
0 = V/Pe ’ B e N YV
q,K ar* pr2 v

(9)

(10)

bei einer gleichfdrmig geheizten Platte, erhdlt man das Glei-

chungssystem
1 T32M 3 (M 32M
FE[E?*"‘:;E(E)]+W = e
oM, dw oM M, 9
WG g -G g
= Pr 1 J3% d 32 1 38
" b [T ey )]+ 28 b2
oM 38 oM Myae _ 1 .1 [a% 1 38] ., 3%
on 5 " G B B < vpe e et g gt e

In dieser Darstellung ist die Konvektionsstrémung von drei

sionslosen Kennzahlen abhingig:

(1)

(12)

(13)

dimen-

eine Peclet-Zahl, die eine zuniichst noch unbekannte Anstroémge-
schwindigkeit Voo unterhalb der Platte enthdlt, eine Grashof-
Zahl, Gr bzw. Gr¥, die die Auftriebskrifte enthilt, und die

Prandt1l-Zahl. Da sich die Anstrdmgeschwindigkeit vy durch




Auftriebskridfte innerhalb der Grenzschicht von selbst einstellen
wird, sind die Peclet-Zahl und die Grashof-Zahl voneinander

abhédngig.

In den folgenden iterativen L8sungsverfahren wird zunidchst die
Peclet-Zahl als unabhidngig betrachtet. Bei kleinen Prandtl-Zahlen
ist eine Reibungsgrenzschicht vernachlidssigbar, da der diffusive
Term der Wirbeltransportgleichung (12) verschwindet. Daher wird
eine Potentialstrdmung mit der Anstrémgeschwindigkeit v, als
Startl6sung der Iteration gew#dhlt. Sie ergibt sich aus der Poten-
tialgleichung (11) mit ¢J = 0. Setzt man diese Ldsung in die
Energiegleichung (13) ein, so erhdlt man den Wirmeilbergang durch
Zwangskonvektion einer querangestrdmten Platte. Werden die daraus
resultierenden Temperaturen und die bereits bekannte Stromfunk-
tion in die Wirbeltransportgleichung (12) eingesetzt, so erhilt
man eine Wirbelfunktion, die eingesetzt in die Potentialgleichung
(11) eine neue Stromfunktion M{1) ergibt. Die Forderung, daB die
neue Stromfunktion M(1) den gleichen konvektiven Wédrmetransport
erzeugt wie die urspriingliche Stromfunktion M, legt die Konstante
A in Gleichung (11) fest. Die Definition von A in Gleichung (9)
bzw. (10) ergibt dann den gesuchten Zusammenhang zwischen der
Peclet-Zahl und der Grashof-Zahl und damit den Wirmeilbergang
durch freie Konvektion.

Die Potentialstrémung und damit die Startldsung der Iteration, ist

also eine Losung der Gleichung

1 [32M 5 M7 . 9%M
p‘é[a—gz""na—g'(-g—)]'i's? = 0, (14)

mit den dimensionslosen Randbedingungen

(15)

Nach Milne-Thomson /15/ erhilt man die Ldsung der Potentialglei-
chung (14) fiir einen querangestrémten unendlichen Streifen als ‘
Grenzfall der umstrdmten Ellipse. Damit berechnet sich die Strom-
funktion M als Realteil der komplexen Funktion




M = Re V;Z—l, (16)
wobei die komblexe GroRe g als

t=&+in/ \/?e—’ (17)
definiert ist.
Die Potentialstromung um eine runde Platte kann dem Buch von Kotschin,

Kibel und Rose /16/ entnommen werden. Wird eine Potentialfunktion ¢

derart gebildet, daR zwischen ¢ und M der Zusammenhang

39 _ _ M
5E Pe =

3¢ _ M ., M
| pe T%”a‘s*a

(18)

besteht, so erfiillt diese Potentialfunktion die Gleichung (1U4).
Die Kontinuit&dtsgleichung (3) ergibt dann fir ¢ die Laplace sche

Gleichung
2 2
d 1 9 d
(= + = + Pe —%) ¢ =0,
3&2 £ 9 an (19)
wobei die Randbedingungen (15) in
= 9¢ _
n =20 -a—r-]--—O,
n+e : ¢ =n/ VPe (20)

umgeformt werden kbnnen. Die Losung dieses Randwertproblems wird
als

¢ =1 {1 + -2“'(«1= - arcctg )}
m™ "H
VE; (21)
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angegeben, wobel /Lz die positive Wurzel der Gleichung

2 2

£ 4.0 =1
= 2
1432 pe 12 (22)

ist.

Die L6sungen (16) und (21) kénnen in eine Potenzreihe um den
Staupunkt in der Plattenmitte entwickelt werden. In der kleinsten
méglichen Ordnung in g und Q , die noch den Einfluf der endlichen
Plattenldnge enthdlt, erhdlt man unter Berilicksichtigung der
Umfomungen (18) die Stromfunktion M als

' 2 1 1,2
M=(m+Z<n) En (1 + % &%)
w P T2 (23)

mit m = n-1. Die folgenden Rechnungen beschrédnken sich auf diese
Ordnung. Man erhidlt so eine lokal &hnliche L&sung fir den Bereich
um den Staupunkt, der allerdings, wie in Abschnitt U gezeigt
werden wird, bei hohen Grashof-Zahlen nahezu die gesamte Platte
erfait.

Nahe der Plattenoberfliche, also fir ” ;§ 1, kdnnen die Gleichun-
gen (11) bis (13) fir groBe Peclet-Zahlen durch eine Grenz-
schichtapproximation vereinfacht werden. Unter Vernachldssigung

von Termen mit 1/Pe erh&dlt man das Gleichungssystem

oM 36 _ oM My 9e _ 1 3%
R A AR T (e

M. py . M

My dw _
"B T pelProgrte ) (25)

V]
an? ~ Abe | (26)
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Als Randbedingung ist zu fordern, daR gilt

”2:0: M = 0,
CA):'O)
® = 1 bel isothermer Platte,
bzw. 'BCW/Q? = -1 bei gleichférmig geheizter Platte, 27)
m > co:  9M/3M = 0,
W = 0,
& = 0. (28)

Die Randbedingung &w=0 fir 4?:0 beinhaltet, da® die Plattenober-
fldche schubspannungsfrei ist, daR also fir den Grenzfall kleiner
Prandtl-Zahlen die Reibungsgrenzschicht vernachlidssigt wurde.

Die Losung (23) wird nun in die Energiegleichung (24) eingesetzt,

die durch einen Potenzreihenansatz der Form
0 (&:n) = 8, (n) + &%6,(n) , (29)

geldst wird. Setzt man diese Bedingung in Gleichung (24) ein und
ordnet sie nach Potenzen von é , so folgen die beiden folgenden

gewbhnlichen Differentialgleichungen

H 4 [}
8y + (m+ —n) ne. =0, (30)
of + (n+ L n)not - (2ns S 6y = - Cmed oy re
T 1 7N 8= (zmezn) e, . (31)

Die L&sung zu Gleichung (30) ist

o)

n
0

flir den Fall der isothermen Platte. Bei gleichférmig geheizter
Platte ergibt sich
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n
0, = %g m + ?gf n-[ exp [} (g + %?) n{]dn ) (33)
o .

Beide Funktionen sind in den Abbildungen 2 a) und 3 a) darge-
stellt.

Die Funktion ()O kann nun in Gleichung (31) eingesetzt werden.
Die L&sung dieser Gleichung erfolgte numerisch mit einem einfa-
chen Differenzenverfahren. Das Ergebnis ist in den Abbildungen
2 b) und 3 b) dargestellt.

Werden die Stromfunktion M und die Temperatur @ in die Wirbel-
transportgleichung (25) eingesetzt, so erhdlt man mit dem An-

satz

w(g,n) = E-wi(n)
(34)

die gewbhnliche Differentialgleichung

Pr wf + (m +'% n) nwi - muy = - 281, (35)

Diese Gleichung wurde fiir die Prandtl-Zahlen 1072 und»10'3 eben-
falls numerisch geldst. Das Ergebnis ist in den Abbildungen 2 c)
und 3 c¢) dargestellt. Da bei derart kleinen Prandtl-Zahlen be-
reits ein asymptotisches Verhalten erkennbar wird, ist die L&sung

lediglich in Wandnidhe noch geringfigig von Pr abhidngig.

Mit dieser Wirbelfunktion erh#dlt man aus Gleichung (26) eine

neue Stromfunktion M(1>, indem die Gleichung
p2mtt) fs (1) (36)
onZ e ' '
zweimal integriert wird. Die erste Integration ergibt

) M(l) _ & (37)
s = Ape Y (Pron)
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60
wobei U(Pr,m) :'UQJ/G& (Pr,m)d” proportional zur horizontalen
Geschwindigkeitskomponente ist. Diese Funktion ist in Abb. 2 d)
und 3 d) dargestellt. Durch eine zweite Integration erhdlt man
(38)

M) kv (pron)

wobei V(Pr,?) :(ij” U(Pr,7)d M das Profil der vertikalen Ge-
schwindigkeitskomponente enthidlt, dargestellt in Abb. 2 e) und
3 e). Die Funktionen U und V wurden fir Pr = 10”2 und Pr = 1073
bestimmt, die Abhidngigkeit von der Prandtl-Zahl ist jedoch ver-

nachl&ssigbar.

Die Iteration kann jetzt beendet werden, wenn die Gr&Be A so
gewdhlt wird, daRB die neue Stromfunktion M(1) den gleichen hori-
zontalen, konvektiven Wirmetransport ergibt wie die urspriingliche

Stromfunktion M, wenn also

w w 1)
oM an
fo,=dn = [&6 dn
o 0 o 0 N (39)
gesetzt wird. Mit den Gleichungen (23) und (38) erhidlt man
daraus die Bedingung
2 £ 7 £ 7
(m+2n) geo(n)dn - é 8,(n)U(Pr,n) dn (40)
Dadurch wird die dimensionslose Grdpe
A - Pe5/2 A = -—-——E.?—a——_
Gr Pr bzw. Gr pr2 (41)

auf den in Tabelle 1 angegebenen Wert festgelegt. Fir Pr é§10"2
ist A unabhdngig von der Prandtl-Zahl.
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A unendlicher Streifen runde Platte

isotherme 0.188 0.294
Platte
gleichfdrmig 0.274 0.411

geheizte Platte

Tabelle 1: Ergebnisse fiir die dimensionslose GroBe A

*
Die Peclet-Zahl kann damit durch (AGrPr2)2/5 pzw. (AGr~Pré)1/3
ersetzt werden. Eingesetzt in Gleichung (32) bzw. (33) ergibt

sich eine Korrelation flir die Nusselt-Zahl

a8
qWR (-a—ﬁ)nzo

Nu = = - — Y
AT T T (42)

in der Umgebung des Staupunkts. Sie stellt sich als Funktion der
Grashof-Zahl und der Prandtl-Zahl dar.

Man erhilt

Nu = 0.571 (Grpr2)1/5. (43)

flir einen isothermen, unendlichen Streifen,
Nu = 0.643 (Gr¥pr2)1/2 , (4Y)

fir einen gleichférmig geheizten, unendlichen Streifen,

Nu = 0.705 (Grpr2)1/5 (45)
fir eine isotherme, runde Platte und

Nu = 0.776 (Gr"pr2)1/6 (46)

flir eine gleichfdrmig geheizte, runde Platte.
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Einen Hinweis auf die Genauigkeit des Verfahrens erhdlt man, wenn
die neue Stromfunktion M(1) in die Energiegleichung (24) einge-
setzt wird. In niedrigster Ordnung ist die neue Temperatur C><1)

Nur eine Funktion von / , so daR man die gewdhnliche Differen-

tialgleichung

(1) (1)
- (1+m) V(Pron) S - h e (u7)

erhdlt, die numerisch integriert werden kann.

Das Ergebnis ist in Abb. 2 f) und 3 f) dargestellt. Die lokale
Nusselt-Zahl, die sich daraus ergibt, unterscheidet sich von den
Ergebnissen (43) bis (46) um weniger als 2 %, wodurch der

Abbruch der Iteration gerechtfertigt wird.

3.2 Der Grenzfall sehr groBer Prandtl-Zahlen

Ein analoges Verfahren erméglicht es, dem Wirmelibergang durch
Naturkonvektion unter einer horizontalen Platte in Fliissigkeiten
mit sehr grofen Prandtl-Zahlen zu berechunen. Da in diesem Fall
die Temperaturgrenzschicht sehr viel kleiner ist als die Ge-
Schwindigkeitsgrenzschicht, ist die Stokes'sche Umstrdmung der
Platte jetzt die geeignetere Startldsung dér Iteration. In glei-
cher Weise wird jedoch auch hier zundchst die Zwangskonvektion
und daraus der Auftrieb innerhalb der Temperaturgrenzschicht be-
rechnet, worauf die unbekannte Anstrdm geschwindigkeit der

Stokes'schen Strémung durch eine Wirmebilanz nachtrdglich festge-

legt wird.

Die Berechnung erfolgt fiir die gleichen Plattengeometrien wie in
Abschnitt 3.1, also fir einen unendlichen Streifen der Breite 2 R
und flr eine runde Platte von Radius R. Die Plattenoberfldche ist

Wiederum als isotherm oder als gleichfdrmig geheizt angenommen.
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Die Stoffeigenschaften der Fllissigkeit sollen entsprechend der
Boussinesq-Approximation konstant sein bis auf die Dichte, die

sich im Auftriebsterm linear mit der Temperatur &ndert.

Die Ausgangsgleichungen ( 3) bis ( 6) werden in diesem Grenz-

fall in einer anderen Form dimensionslos dargestellt. Es wird

gesetzt
1/4
= o, n= % pe /4,
= , =
'Voo K Pe3/4
V_R
Pe = ” ¢ Pr = %
o Tt L peS/4 og (T, ~T )R>
T T, * = Grer ! 6r = )2 (48)
bei einer isothermen Platte bzw.
4
=T 3/2 o R
o = pe!/4 Tl A = ngi—-—‘ Gr* = W
q, K ' Gr¥pr ' oy 2

(49)

bei einer gleichfdrmig geheizten Platte. Das zu den Gleichungen

( 11) bis ( 13) entsprechende Gleichungssystem lautet damit

1 82y 9 M 32M w
_7'- - + == (= 4 = '
Pe’ 2. 9E " TE (5)] an? A pe3/4 (50)
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Pr an 2% - n %)-(%% +n %) %% ]
P;1/2[::§+n§5<%)] +§:_w _a_g ’ (51)
3M 30 5M M. 30 1 1 3%, 1 30,, 220
s~ Getr gl s o LG Etre et 2
(52)

Fir groRe Prandtl-Zahlen sind die konvektiven Terme in der Wir-
beltransportgleichung (51) vernachldssigbar. Diese Gleichung

vereinfacht sich damit zu

o 2 2 50
1 3(1)+n_3_(9_)] b ___80)_____ —
9
Pe1/2 [ ag2 0E ‘E an2 € (53)

Als Startldsung wird wiederum eine isotherme und damit auftriebs-
freie Strémung angenommen. Die Gleichungen (53) und (50) be-
schreiben dann mit © = 0 und den Randbedingungen

oM
n = 0: M=0Q, Eﬁ'-:o)
oM
n =+ —=O, oM §= 4
on TEY DT 1 (54)

eine Stokes'sche Strémung.

Dieses Problem wurde von Berry und Swain (1923) /17/ fiir einen
unendlichen Streifen geldst. Da in diesem Fall die L&sung im
Unendlichen logarithmisch singulédr ist, 14Bt sich die Randbedin-
gung

oM
TE - 1 (55)




fUr'/Y —» 00 nicht erfiillen. Stattdessen wird gefordert, daR die
Bedingung (55) an einem beliebigen aber festen Punkt stromauf auf

der Staustromlinie gilt. Die LOsung dieses Problems wird als
M = - £ (tanh x,-x,) - . (56)

angegeben, wobel X4 und X5 elliptische Koordinaten sind, aus denen
sich die Koordinaten.g und 7 als

Naat
it

cosh x.-°cos
1°Cos X, ,

n = Pe1/4

sinh xl-sin X,

(57)
berechnen. Damit wird die Bedingung (55) an der Stelle § =0,
M = 3.6242 pe!/¥ errillt.

Nach Lamb /18/ ergibt sich die Stokes'sche Umstrdémung der runden
Platte als Grenzfall der Umstrémung des flachen Rotationsellep-
. soids mit den Halbachsen 1 und a € 1 mit Hilfe der Dirich-
let“schen Formel. Damit 14Bt sich die Wirbelfunktion zu

w = Ta j'( 1 -0 + ﬁ__) 49

/2 2, 140 & ) (58)

mit A = (a2 + © )12 (1 + 6) berechnen. Dabei ist & die posi-
tive Wurzel der Gleichung
1 2
1 o
pel/2 .az 1+0 (59)

Durch Differentiation der Gleichung (58) erh#lt man

gg - 2To n
an Pe1;2 5 (a%+0)

(60)




und durch Auswerten dieses Integrals

3w Ama® (1*ro gy,

an - 1—32 Pel/z a2+0 (61)

Ferner ist die Funktion

X=af%2 (62)
(o)

eine Ldsung der Potentialgleichung

( .
TS Y an’ (63)

Das Integral in Gleichung (62) 14Bt sich auswerten als

0—82) ,

.)f =~ zé———a ( % - arctan >
Vl-a 1-a (64)

Daraus ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten, ausgedriickt
durch die Stromfunktion M, zu

M _ B 82w PP 3 X
3 - — ’
n 3gan pel/? 3¢
9 T ¢ 2 n g~ X .
n
(65)
Die Konstanten B und C sind darin
B=-41- C a’ und C = L (66)
27 Pe -7 ma °

Dabei wurde bereits vereinfachend a <« 1 angenommen.
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Die L&sung des unendlichen Streifens, Gleichung (56), und die
Lésung der runden Platte, die sich aus den Gleichungen (65) durch
den Grenzlibergang a -» 0 ergibt, lassen sich in eine Potenzreihe
um den Staupunkt entwickeln. Man erh&lt in der kleinsten Ordnung
inL§ und'Q , die noch den Einfluf der endlichen Plattenbreite

enthilt,

M= (m + 2 n) —DE——75 (E + 3 53)
m 3 pe3/4 2 ' (67)

mit m = n-1. Im Bereich der Temperaturgrenzschicht k&nnen die
Gleichungen (50) bis (53) durch eine Grenzschichtapproxima~
tion vereinfacht werden. Unter Vernachldssigung von Termen mit

1/pe /2 erhdlt man das Gleichungssystem

2

(o}

M o _ am, Mo o0__1_ 3%
on ot 9L E' On Pe374 ar]2 ’ (68)
2w _ _ 20
N2 o !
on (69)
32M W

(70)

- ) — BM —
n=0: M=o0, 3 = O
e =1 bei isothermer Platte, bzw.

00/9n = - 1 beil gleichfdrmig geheizter Platte,

n =+ 3 w =0, 5-7-_‘-=O, 0. (71)
Die Randbedingung, daB® wie bei kleinen Prandtl-Zahlen die hori-
zontale Geschwindigkeitskomponente auRerhalb der thermischen
Grenzschicht verschwindet, kann im Grenzfall groRer Prandtl-Zah-

len nicht erfiillt werden.




— 25 —

Die. Stokes'sche L&sung der Gleichung (67) wird in die Energieglei-
chung (68) eingesetzt. Man erhdlt man mit einem Potenzreihenan-

satz der Form
© (£,m) =0 (n) + g%, (n) (72)

eingesetzt in Gleichung (68) und geordnet nach Potenzen von g

die beiden gewdhnlichen Differentialgleichungen

. 4 3
OO + 3 (m-k;zl)n OO' = 0,
(73)
0. "+ (m+ 2n)nde ' - 2m+in) no
1 3 T n 1 m+on)n o,
= (3443
‘_ (2 m"‘ﬂn)ﬂ 90'. (7”)

Als Ldsung der Gleichung (73) ergibt sich bei isothermer Platte

n
j exp [-(®+2)14 an
0 2o (75)

0 o0

OI exp[- (% +%;)n4] dn

Bei gleichfdrmig geheizter Platte erhdlt man analog

@o=fe"P[’(ITn§+%‘)n4]dn'j ep [-@5 + 31 an (o)

0 o)

Diese L&sungen sind in den Abbildungen 4 a) und 5 a) dargestellt.
Gleichung (74) wurde nach Einsetzen von (7:) numerisch geldst.
Das Ergebnis ist in den Abb. U4 b) bzw. 5 b) dargestellt.

Aus der Kriimmung des Temperaturprofils, also aus der Funktion
@4, ergibt sich durch Einsetzen in Gleichung (69) durch

zweimaliges Integrieren eine neue Wirbelfunktion a%1) als

oM s Ewin) o (77)




Dabei enthdlt die Funktion
o o : '
o ) == [ o man’ (78)
nn
das Profil der neuen Wirbelfunktion. Sie ist in Abb. 4 ¢) und
5 ¢) dargestellt.

Aus Gleichung (70) erhdlt man durch Integration eine neue
Stromfunktion M(1). Die erste Integration ergibt

(1)
M = 2 u
on a pe3/4 ' (79)
wobei die Funktion
n
U(n) = J w1(n)dn (80)
o]

das Profil der horizontalen Geschwindigkeitskomponente enthilt.

Die zweite Integration ergibt

1y _ 2
M = vV (n).,
A Pe3 4 V (81)

wobei die Funktion
n
V(n) = I U(n)dn (82)
o .
das Profil der vertikalen Geschwindigkeitskomponente enthilt.
Diese Profile sind in den Abbildungen 4 d) und e) bzw. 5 d) und
e) dargestellt. "

Die dimensionslose GrbRe A und damit die noch unbekannte An-

stromgeschwindigkeit der Stokes'schen Strdmung, kann jetzt fest-
gelegt werden, indem gefordert wird, daB® der gesamte horizontale,
konvektive Wiarmetransport vor und nach der Iteration gleich ist.




Die Forderung

g (1Y
J 0, Mgy = J 0, 3% dn
n (83)

fiihrt mit Hilfe von Gleichung (67) und (81) auf die Bedingung

o o

o2 b [ o - 2|
(I“ + = ®
= n? ;;372“ ) n @odn m 90 U(n)dn , (81)

(o]

Dadurch wird die GroBe

5/4 . pa3/2 .
_ Pe _'pe (85)

auf den in Tabelle 2 angegebenen Wert festgelegt.

A unendlicher Streifen runde Platte
isotherme ” 0.703 0.991
Platte
gleichfdrmig 1.384 1.950
geheizte Platte

Tabelle 2: Ergebnisse flir die dimensionslose Grofe A

Die Peclet-Zahl kann damit durch (AGrPr)%’/% bzw. (AGr*pr)2/3
ersetzt werden. Mit Hilfe der Ergebnisse (75) und (76) erhdlt

man eine Korrelation flir die Nusselt-Zahl

30
(5=)
R 30’ n=0
Ng = - -pet/t 17 (86)
AT T_) 5
n=0

als Funktion der Grashof-Zahl und der Prandtl-Zahl in der Umge-
bung des Staupunktes.
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Die Korrelationen lauten:

Nu = 0.54%4 (Grpr)'/5 (87)
fir einen isothermen, unendlichen Streifen,

Nu = 0.617,(GP*PP)1/6 (88)
flir einen gleichfoérmig geheizten, unendlichen Streifen,

Nu = 0.619 (GrPr)'/5 | | (89)
fir eine isotherme, Eunde Platte,

Nu = 0.693 (Gr Pr)'/6 (90)
fir eine gleichférmig geheizte, runde Platte.

Zur Kontrolle der Genauigkeit der Iteration kann wiederum die
Stromfunktion M(1) in die Energiegleichung (68) eingesetzt wer-

den. In Staupunktsnihe ergibt sich dann eine neue Temperat&r

59(1) aus der gewOShnlichen Differentialgleichung

A1) 2.(1)
90 - 970
_2(1+n) V(n) =2 A e P
. an an2 (91)

die numerisch integriert wurde, dargestellt in Abb. 4 f) und
5 f); die daraus resultierenden Nusselt-Zahlen unterscheiden sich

von den Ergebnissen (87) bis_(90) um weniger als 2 %.

3.3 Wdrmelbergang bei beliebigen Prandtl-Zahlen

Die Asymptote der kleinen Prandtl-Zahlen, Abschnitt 3.1, und die
Asymptote der groBen Prandtl-Zahlen, Abschnitt 3.2, koénnen nach
Churchill und Usagi /19/ in der Form

1 I + I

Nun(Pr) Nun(Pr-+O) Nun(Pr+w)




interpoliert werden, um den Wdrmeiibergang bei beliebigen Prandtl-
Zahlen als Funktion der Rayleigh-Zahl und der Prandtl-Zahl darzu-
stellen, wobei der Exponent n durch Experimente bei mittleren
Prandtl-Zahlen festgelegt wird. Die Experimente von Aihara, Yama-
da und Endo /11/ mit einem isothermen, unendlichen Streifen in
Luft und von Faw und Dullforce /20/ mit einer runden Platte in
Luft , legen den Exponenten n auf n = 3 fest. Durch Kombination
der Gleichungen (U43) bis (46) mit den Gleichungen (87) bis

(90) erhdlt man die folgenden Wirmeilibergangsbeziehungen bei
beliebigen Prandtl-Zahlen, wobei Gr Pr als Rayleigh-Zahl Ra und
GF*PP als modifizierte Rayleigh-Zahl Ra bezeichnet wurde. Es

gilt

-—-_N_\_l_ = ' 0.571 Pr1/5 .......

fir einen isothermen, unendlich langen Streifen,

Na  __0.643 pr'/®
Ra 1/® [1+1.132 pr'/2]'/3 (93)

fir einen gleichférmig geheizten, unendlich langen Streifen,

Nu__ 0.705 pr'/>
Ra'/5 [1+1.48 pr3/5]1/3 (94)

fir eine isotherme, runde Platte,

ya  _ - _0.776 /€
Ra*1/© [1+1.40 px'/2]1/3 (95)

fuir eine gleichfdrmig geheizte, runde Platte.

b, Diskussion der Ergebnisse

Es wurden Beziehungen filir den Wirmeiibergang durch Naturkonvektion

im Bereich des Staupunkts unter horizontalen, ebenen Flichen ana-
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lytisch berechnet. Das Ergebnis 1&Bt sich als eine lokal &hnliche
Loésung der Grenzschichtgleichungen bezeichnen, die unter Bertick-
sichtigung der AuRenstrdmung berechnet wurde. Diese Methode un-
terscheidet sich grundlegend von friiheren Berechnungen, die unter
Vernachldssigung der AuBenstrdmung die Integralgleichungen der

Grenzschichttheorie approximieren. In den Abbildungen 6 bis 9

werden diese Nidherungsldsungen mit den hier berechneten verglichen.

Man entnimmt Abb. 6, daB die durch die Integralverfahren von
Singh und Birkebak /8/ und von Clifton und Chapman /9/ berech-
neten Nusselt-Zahlen durch eine geeignete Wahl der Ansatzprofile
bei Pr & 1 gut mit den hier berechneten Khnlichkeitsldsungen

Ubereinstimmen.

Da jedoch bei allen Prandtl-Zahlen die gleichen Profile verwendet
wurden, wird bei hohen Prandtl-Zahlen die Geschwindigkeit in
Wandndhe und damit der Widrmelibergang zum Teil iliberschidtzt /8/,
wdhrend bei niedrigen Prandtl-Zahlen die Geschwindigkeit in Wand-
ndhe und folglich auch die Nusselt-Zahl erheblich unterschédtzt

wird.

Da keine Geschwindigkeits- und Temperaturprofile unter gleichfdr-
mig geheizten Platten vorlagen, benutzten Fujii, Honda und
Morioka /12/ die Profile von Aihara, Yamada und Endo /11/ unter
einem isothermen, unendlichen Streifen. in Luft, um den Wdrmeiiber-
gang unter gleichformig geheizten Platten bei beliebigen Prandtl-
Zahlen zu berechnen (Abb. 7 und 9). Es ergibt sich Jjedoch im
Vergleich mit den hier berechneten Khnlichkeitsl®sungen bei allen
Prandtl-Zahlen keine befriedigende Ubereinstimmung. Im Unter-
schied zu diesen Ergebnissen sind die dort berechneten lokalen
Nusselt-Zahlen um 10 bis 20 % kleiner als die korrespondierenden
Nusselt-Zahlen nach Singh und Birkebak /8/ flir eine isotherme
Platte bei gleicher Rayleigh-Zahl. Wird Ra ¥ durch Ra - Nu er-
setzt, so ist hier der Wirmellbergang bei gleichfdrmig geheizter
Platte um 3 bis 4 % grdéBer als bei isothermer Platte, entsprechend
der stédrkeren Krimmung des Temperaturprofils/ 61,am_8taupunkt und
dem damit verbundenen verstidrkten Auftrieb innerhalb der Grenz-

schicht bei gleichfdrmig geheizter Platte. Die spidteren Experi-
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mente in Natrium von Davies und Sheriff /14/ und von Tenchine und
Amblard /7/ bestdtigen die hier berechneten Wirmeiibergangskorre-

lationen (Abb. 7) und Temperaturprofile (Abb. 2 f). Lediglich

das Experiment von Fujii und Imura (21), Abb. 6, kann das Ergeb-

nis von Fujii et al. /12/ unterstiitzen.

Wie bereits von Hatfield und Edwards /22/ fir die mittlere Nus-
selt-Zahl angedeutet wurde, bilden der unendliche Streifen und
die runde Platte einen unteren und einen oberen Grenzwert fiir die
lokale Nusselt-Zahl einer rechteckigen Platte mit beliebigem Sei-
tenverhdltnis. Wie in Abb. 10 ersichtlich ist, unterscheiden sich
diese Grenzwerte nur um ca. 13 %, so daR eine genauere Berechnung
nicht mehr fiir erfordérlich erachtet wurde. Die von Birkebak und
Abdulkadir /10/ sowie von Restrepo und Glicksman /23/ an isother-
men, quadratischen Platten gemessenen Nusselt-Zahlen bestdtigen

die Grenzkurven.

0.8
0.7 Grenzwerte fir rechteckige Platten,
0 T, = konst.
= 0.6 Y
[
~
=
< 0.5+
0.4
Experimente mit quadratischen Platten
0.31 O Birkebak & Abdulkadir [10]
A Restrepo & Glicksman (23],
gekiihlte Seitenwande
v dto, geheizte Seitenwande
0.2 T 1 T T
1073 102 10-" 1 10 100

Pr

Abb. 10 Grenzwerte fiir den Widrmeilibergang in Staupunktsnihe unter

isothermen, rechteckigen Platten.




Das hier beschriebene Lésungsverfahren wurde auf denjenigen Be-
reich um die Plattenmitte beschrdnkt, in dem sich die Geschwin-
digkeits- und Temperaturprofile nur durch einen Verzerrungsfaktor
unterscheiden, also lokal &hnlich sind. Experimentelle Ergebnis-
se, wie z.B. von Aihara, Yamada und Endo /11/, zeigen, dal da-
durch bereits der grboRte Teil der Platte erfakt wird. Lediglich
im Bereich der Plattenkanten ist der Wdrmeilibergang besser als

durch dieses Ergebnis beschrieben wird.

BEin Vergleich der liber die Plattenfldchen gemittelten Nusselt-
7Zahl Nu mit der hier berechneten lokalen Nusselt-Zahl Nu zeigt
den EinfluR der Plattenkanten quantitativ. In Abb. 11 ist die
relative Abweichung (Nﬁ-Nuy&u als Funktion der Rayleigh-Zahl dar-
gestellt. Die eingezeichneten experimentellen Ergebnisse deuten
darauf hin, da® mit zunehmender Rayleigh-Zahl der Unterschied
zwischen lokaler und mittlerer Nusselt-Zahl (etwa mit Ra ~1/2)
abnimmt, so daR im Grenzfall hoher Rayleigh-Zahlen sogar der
Wadrmelibergang der gesamten Platte einheitlich durch die lokale
Losung beschrieben wird. Es wird hier ausdriicklich darauf hinge-
wiesen, daR die zitierten Integralverfahren dieses Verhalten der

mittleren Nusselt-Zahl nicht erfaésen.

Die Anwendbarkeit der Wdrmelibergangskorrelationen auf hohe Ray-
leigh-Zahlen setzt voraus, dal die Strdmung dort noch laminar
ist. Infolge der stabilen Temperaturschichtung ist eine Instabi-
litdt der Grenzschicht jedoch erst bei sehr hohen Rayleigh-Zahlen
zu erwarten. So wurde z.B. bei Ra = 1010 weder von Hatfield und
Edwards /22/ noch von Fujii und Imura /21/ eine turbulente
Stromung beobachtet, so daR zumindest bis zu diesen Rayleigh-

Zahlen noch eine laminare Strdmung garantiert wird.

Diese Abschdtzung gilt auch fiir Fllissigmetalle. Duchatelle und
Vautrey /25/ ermittelten experimentell mit NaK in einem einseitig
von oben beheizten Spalt zwischen horizontalen, planparallelen
Platten, daR der Wirmeilibergangskoeffizient gegeniiber dem der la-
minaren Stromung erst zunimmt, wenn die mit der Spaltdicke gebil-
dete Peclet-Zahl groRer als 300 ist. Vergleicht man fiir eine
grobe Abschdtzung diese Spaltdicke mit der hier entstehenden
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Plattenldnge gemittelte Nusselt-Zahl

Grenzschichtdicke, so miBte die in Gleichung (9) definierte
Peclet-Zahl kleiner sein als 22500, d.h. die hier berechneten

Wdrmelibergangsbeziehungen widren auch bei kleinen Prandtl-Zahlen

noch bis zu Rayleigh-Zahlen von 1012 giltig.




5. SchluBfolgerungen

Es wurden insgesamt acht Korrelationen fir den W&rmelibergang un-
ter horizontalen, geheizten Platten bestimmt. Diese Korrelationen
stellen Extremwerte dar, aus denen Beziehungen flir Platten mit
beliebigen thermischen Randbedingungen und mit beliebigen Geome-
trien interpoliert werden kodnnen. Sie lassen sich ferner interpo-
lieren, um den Wirmelibergang in Fliissigkeiten mit beliebigen

Prandtl-Zahlen zu beschreiben.

Voraussetzung fiir diese Korrelationen ist eine stationdre, lami-
nare Strémung. Diese Annahme wird von allen bisher durchgefiihrten
Experimenten bestédtigt. Ein Ubergang zu turbulenter Stromung ist
nicht bekannt, auf Grund der stabilen Temperatur-~Schichtung wird

er erst bei sehr hohen Rayleigh-Zahlen vermutet.

Die Korrelationen lassen sich auf denjenigen Bereich um die Plat-
tenmitte anwenden, in dem der Wdrmelibergangskoeffizient konstant
ist. Dieser Bereich vergroRert sich mit zunehmender Rayleigh-
Zahl. Er erstreckt sich bei hohen Rayleigh-Zahlen nahezu auf die
gesamte Platte. Bei niedrigen Prandtl-Zahlen ergeben die hier
berechneten Korrelationen den Widrmelibergang in der Plattenmitte

und damit an der Stelle minimaler Wirmeabfuhr.

Zusammen mit diesen Wirmelibergangskorrelationen wurden die Grenz-
schichtprofile der Geschwindigkeit und der Temperatur bei hohen
und bei sehr niedrigen Prandtl-Zahlen berechnet. Diese Profile
unterscheiden sich wesentlich von den experimentell bestimmten
Profilen bei m&dRigen Prandtl-Zahlen: das Geschwindigkeitsmaximum
in der Grenzschicht verlagert sich bei kleinen Prandtl-Zahlen zur
Platte und bei hohen Prandtl-Zahlen zur Aufenstrdmung. Damit sind
diese Profile nicht, wie bisher angenommen wurde, von der

Prandtl-Zahl unabhéngig.
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Erdbeschleunigung

Schaltervariable: n = o Zweidimensionale,

n = 1 dreidimensionale, rotationssymmetrische
Strémung ‘

m = n-1

Druck

Wandwidrmestrom

horizontale Koordinate

halbe Plattenbreite bzw. Plattenradius
Temperatur

Wandtemperatur bzw. Temperatur im Unendlichen
horizontale Geschwindigkeit

vertikale Geschwindigkeit
Anstromgeschwindigkeit

vertikale Koordinate

Widrmeausdehnungskoeffizient
thermische Diffusivitét
Wirmeleitfdhigkeit
kinematische Z&higkeit
Wirbelfunktion

Stromfunktion

dimensionslose GrdRen

B,C
Gr

kurze Halbachse des Rotationsellipscids
Pe5/2/(GrPr2) bei isothermer Platte und

Pr‘"O,

Pe3/(Gr¥Pr2) bei gleichférmig geheizter Platte

und Pr-> 0,
Pe5/“/(GrPr) bei isothermer Platte und Pr -= o9,

Pe3/2/(cr™ Pr) bei gleichfdrmig geheizter Platte

und Pr —» eco

Konstanten, definiert durch Gl. (66)
Grashof-Zahl Gr = o{g(Ty-Te) R3/VE
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modifizierte GraBRhof-Zahl Gr’ = g Ay RM/(Av2)
Stromfunktion M=%/ (veR)

Stromfunktion nach einem Iterationsschritt
Nusselt-Zahl Nu = q R/(A(T,-Te))

Peclet-Zahl der Anstromung Pe = y,R/X
Prandtl-Zahl Pr =9vY/X

Rayleigh-Zahl, Ra = GrPr

modifizierte Rayleigh-Zahl, Ra™ = gr ™ pPr

Profil der horizontalen Geschwindigkeitskomponente
gl 2
U = -/601 dm falls Pr = 0, U :/w1 dy falls Pr - °°
42 o

Profil der vertikalen Geschwindigkeiﬁskomponente,

»
V:o./Ud”Z
elliptische Koordinaten, Gl. (57)

Wandabstand, M = Pe'/22/R falls Pr -0,
m = Pe1/uz/R falls Pr ~» oo,
Wirbelfunktion @ = R2AQ /(¥ Pe3/2) falls Pr - 0,
W = R2ARQ /(X Pe3/") falls Pr ves.
Profil der Wirbelfunktion
Temperatur
@ = (T—Tw)/(Tw—E”) bei isothermer Platte,
€ = Pe'/2 X (T-Teo)/(q,R) bei gleichférmig
geheizter Platte falls Pr -+ O,
Pe1/u)\(T—nw)/(qu) bei gleichférmig geheizter
Platte falls Pr— oo, 2
Koeffizienten des Ansatzes Q= 6, (”2) + § &, /7)
Temperatur nach der Iteration
horizontale Koordinate, § = r/R
Potentialfunktion, definiert durch Gl. (18)
Potentialfunktion, definiert durch Gl. (62)
Wurzel der Gleichung (22)-
Wurzel der Gleichung (59)
komplexe Koordinate, Gl. (17)




Literatur

v

/127

/3/

/47

/57

16/

T/

/8/

/9/

/10/

/11

/12/

C. Le Rigoleur, G. Kayser: An Internal Core Catcher for a
Pool LMFBR and Connected Studies, Proc. of the Internatio-
nal Meeting on Fast Reactor Safety Technology, Seattle, WA,
August 19-23, 1979, Vol. III, pp. 781-791

R. Weise: Widrmelbergang durch freie Konvektion an quadrati-
schen Platten, Forschung 6, 281-292 (1935)

0.A. Saunders, M. Fishenden, H.D. Mansion: Some measure-
ments of convection by an optical method. Engineering, 139,
483-485 (May 1935)

W. Kraus: Temperatur~ und Geschwindigkeitsfeld bei freier
Konvektion um eine waagerechte quadratische Platte, Phys.
Z. 41, 126-150 (1940)

W.N. Gill, D.W. Zeh, E. del Casal: Free convection on a
horizontal plate, Z. Angew. Math. Phys. 16, 539-541 (1965)

S.N. Singh, R.C. Birkebak, R.M. Drake: Laminar free convec-
tion heat transfer from downward-facing horizontal surfaces
of finite dimensions. Progress in Heat and Mass Transfer,

2, 87-98 (1969)

D. Tenchine, M. Amblard: Heat transfer by natural convec-
tion in sodium from downward facing surfaces. In M. Merilo
(ed.), Thermal Hydraulics of Nuclear Reactors, Proc. of the
Second International Topical Meeting on Nuclear Reactor
Thermal Hydraulics, Santa Barbara, USA, January 11-14, Vol.
2, 1412-1417, La Grange Park, Ill.: Amer. Nucl. Soc. (1983)

S.N. Singh, R.C. Birkebak: Laminar free convection from a
horizontal infinite strip facing downwards. Z. Angew.
Math.Phys. 20, U54-461 (1969)

J.V. Clifton, A.J. Chapman: Natural-convection on a finite-
size horizontal plate. Int. J. Heat Mass Transfer, 12,

1573-1584 (1969)

R.C. Birkebak, A. Abdulkadir: Heat transfer by natural con-
vection from the lower side of finite horizontal, heated
surfaces. Fourth International Heat Transfer Conference,
Paris, vol. U, Paper NC2.2, (1970)

T. Aihara, Y. Yamada, S. Endo: Free convection along the
downward-facing surface of a heated horizontal plate. Int.
J. Heat Mass Transfer, 15, 2535-25U49 (1972)

T. Fujii, H. Honda, I. Morioka: A theoretical study of
natural convection heat transfer from downward-facing hori-
zontal surfaces with uniform heat flux. Int. J. Heat Mass
Transfer, 16, 611-627 (1973)




/137

/14

/15/
/16/

/177

/187

719/

120/

/21/

122/

/23/

/24

/25/

— 42 —

H. Schlichting: Grenzschicht-Theorie, Verlag G. Braun,
Karlsruhe, 1965 :

N. W. Davies, N. Sheriff: An experimenal investigation of
natural convection heat transfer from downward facing sur-
faces in sodium for fast reactor internal core catchers,
International Seminar of the Int. Conf. Heat Mass Transf.
Dubrovnik, Sept. 1-5, 1980

L.M, Milne-Thomson: Theoretical Hydrodynamics. Macmillan
Press Ltd. London 1974 ‘

N.J. Kotschin, I.A. Kibel, N.W. Rose: Theoretische Hydrody-
namik. Akademie-Verlag Berlin 1954

A. Berry, L.M. Swain: On the steady motion of a cylinder
through infinite viscous fluid, Proc. Royal Soc. of London
A, 766-778 (1923)

H. Lamb: Hydrodynamics, Cambridge University Press, London
(1975)

S.W. Churchill, R. Usagi: A general expression for the
correlation of rates of transfer and other phenomena, AIChE
Journal 18, 6, 1121-1128, (1972)

R.E. Faw, T.A. Dullforce: Holographic interferometrie mea-
surement of convective heat transport beneath a heated ho-
rizontal circular plate in air, Int. J. Heat Mass Transfer,
25, 1157-1166 (1982)

'T. Fujii, H. Imura: Natural-convection heat transfer from a

plate with arbitrary inclination, Int. J. Heat Mass Trans-
fer, 15, 755-767 (1972) ‘

D.W. Hatfield, D.K. Edwards: Edge and aspect ratio effects
on natural convection from the horizontal heated plate fac-
ing downwards. Int. J. Heat Mass Transfer, 24, 6, 1019-1024

(1981)

F. Restrepo, L.R. Glicksman: The effect of edge conditions
on natural convection from a horizontal plate, Int. J. Heat
Mass Transfer, 17, 135-142, (1974)

R.E. Faw, T.A. Dullforce: Holographic interferometry meas-
urement of convective heat transport beneath a heated hori-
zontal plate in air, Int. J. Heat Mass Transfer, 24, 859-
869 (1981)

L. Duchatelle, L. Vautrey: Determination des coefficients
de convection d un alliage NaK en ecoulement turbulent
entre plaques planes paralleles. Int. J. Heat Mass Trans-
fer, 7, 1017-1031 (1964)






