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Zusammenfassung

Es wird ein eindimensionales Modell zusammen mit Experimenten vorgestellt,
welches die Naturkonvektionsstrdmung in von unten beheizten und von oben ge-
kithlten, geschlossenen Kreisldufen beschreibt. Hierbei wird, ausgehend von
einem einfachen Kreislauf, die mechanische und thermische Ankopplung eines

zweiten Kreislaufs untersucht.

Ubereinstimmend zeigen sowohl die experimentellen Daten als auch das theore-
tische Modell auf, daR die untersuchte Naturkonvektionsstr8mung deutlich
durch nichtlineare Eigenschaften geprigt ist. Neben der Vielfalt stabiler
stationdrer Stromungsformen sind ausgepridgte unterkritische Konvektionsberei-
che zu beobachten. In diesen Bereichen besteht die Mdglichkeit zu unterkriti-
schen Instabilitdten der stationdren Konvektionsstrdmung. Der global instabi-
le Bereich hingegen ist durch chaotisches Zeitverhalten der ZustandsgrtBen
gekennzeichnet. Fiir den schiefsymmetrischen Beheizungsfall tritt eine nicht
perfekte Vorwdrtsverzweigung aus der Ruheldsung heraus auf. Hierdurch wird
eine Stromungsrichtung im Kreislauf bevorzugt angenommen und stabilisiert.
Ein zweiter Strdomungszustand mit entgegengesetzter Strdomungsrichtung bleibt
nur in einem relativ kleinen, isoliert liegenden, Bereich stabil. Die Modell-
rechnungen liefern dariliber hinaus die Aussage, daB eine stabile periodische
Stromung in einem kleinen "Parameterfenster' mdglich ist. Die letzte Aussage

konnte bisher experimentell noch nicht bestdtigt werden.

Die Effekte, welche speziell durch eine Wirme- bzw. Impulskopplung von zwei
Kreisldufen hervorgerufen werden, kdnnen ebenfalls mit den abgeleiteten Mo-
dellgleichungen beschrieben werden. Die Mannigfaltigkeit der Ldsungen nimmt
in diesem Fall zu. Es existieren fiir dieses Problem vier stationdre Konvek-
tionsldsungen. Bei Wirmekopplung am unteren Scheitel der Kreisldufe sind je
nach Symmetrie der Beheizungen sowohl vdllig entkoppelte als auch Wdrme aus~
tauschende Stromungen mdglich. Die auftretenden Stabilititsgrenzen liegen
stets innerhalb eines Intervalls, welches durch die Stabilitidtsgrenzen des
schiefsymmetrisch beheizten Einzelkreislaufs eingegrenzt ist. Die Ldsungssym-
metrie des symmetrisch beheizten Kreislaufs bleibt in allen Fdllen erhalten.
Experimente zur kombinierten Wdrme- und Impulskopplung stehen bisher zur

Verifikation der abgeleiteten Modellaussagen noch nicht zur Verfiigung.




Dynamical Behaviour of Natural Convection in Closed Loops

Abstract

A one dimensional model is presented together with experiments, which des-
cribe the natural convective flow in closed loops heated at the bottom and
cooled in the upper semicircle. Starting from a single loop, mechanical and

thermal coupling with a second loop is discussed.

The experiments and the theoretical model both concurrently demonstrate that
the investigated natural convection is clearly influenced by non-linear
effects. Beside the variety of stable steady flows there are extensive sub-
critical ranges of convective flow. In these parameter ranges subcritical
instabilities of the steady state flow could occur in the presence of finite
amplitude disturbances. However, the supercritical, global unstable range is
characterized by chaotic histories of the variables of state. Non-symmetric
heating generates an imperfect bifurcation out of the steady solution with
zero velocity in the loop. This effect stabilizes the flow in the preferred
direction. The flow in the opposite direction only remains stable in a small
isolated interval of the heating parameter. Furthermore the calculations with
the model equations demonstrate that a stable periodic behaviour of the flow
is possible in a small parameter window. However, it has not been possible to

verify this particular effect in the experiments conducted to date.

The model equations are also able to describe the effects, which are espe-
cially generated by heat and momentum interaction between two loops. The
number of solutions is increased in this case. Generally there are four
steady solutions associated with convective flows in both loops. With heat
coupling at the lowest point of the both loops completely decoupled flows as
well as heat exchanging flows are possible, depending on the symmetry of
heating conditions. The stability bounds occurring are always within one
interval, which is limited by stability bounds of the individual loop heated
in a non-symmetrical manner. The solution symmetry of the loop heated symme-
trically remains unchanged. Experiments in combined heat and momentum

coupling for verification of the related theories are not yet avaliable.
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1.0 Problemstellung

1.1 Zielsetzung

Die Wechselwirkung von gekoppelten Konvektionskreisldufen spielt im Kraft-
werksbau allgemein, und speziell im Reaktorbau, bei Druckwasserreaktoren und
auch bei natriumgekiihlten schnellen Briitern eine wichtige Rolle im Zusammen-

hang mit der sicheren Abfuhr der Nachzerfallswdrme.

Zur Analyse dieser Vorginge erweisen sich 2- oder 3-dimensionale numerische
Rechnungen mit Hilfe von Differenzenverfahren an realen Reaktorgeometrien als
sehr schwierig und aufwendig. Dariiber hinaus sind sie dem grundsidtzlichen
Verstdndnis der Dynamik wenig zutrdglich, weil eine Parameterstudie nur

bedingt durchgefithrt werden kann.

Es ist deshalb sinnvoll, eine mdglichst einfache, d.h. in der Regel eindimen-
sionale Analyse des Problems vorzunehmen. Auf diese Art wird es méglich, das
grundsdtzliche dynamische Verhalten der wechselwirkenden Kreisldufen in Ab-

hdngigkeit aller Parameter zu erfassen.

Die Modellierung des Einzelkreislaufs spielt hierbei eine entscheidende Rol-
le, denn anhand der hier gefundenen Ergebnisse kann das Modell bereits auf
seine Plausibilitdt und vor allem auf sein Potential hin iiberpriift werden,
die wichtigsten physikalischen Phdnomene, d.h. die experimentellen Befunde zu
erfassen. In einem weiteren Schritt kann dann die Kopplung solcher Einzel-

kreisldufe liber Wirme- bzw. Impulsaustausch vorgenommen werden.

In der vorliegenden Arbeit wird deshalb zunichst ein Modell fiir die Strdmung
im einzelnen Kreislauf hergeleitet. Die theoretischen Aussagen zur Strdmung

in diesem Kreislauf werden mit einem Experiment auf ihre physikalische Rele-
vanz hin untersucht. Nach der so durchgefiihrten Bewertung des mathematischen
Modells wird ein Modell fiir die Ankopplung eines zweiten Kreislaufs ent-

wickelt und dessen Uberpriifung im Experiment vollzogen.




1.2 Literaturiibersicht

Die Problematik der Stromung in geschlossenen Naturkonvektionskreisldufen
wird erstmals von Welander [28] 19%5 und Keller [17] 196 aufgegriffen.

Beide untersuchen mit eindimensionalen Modellgleichungen die Strdomung in ei-
nem rechteckigen, adiabaten Kreislauf im Hinblick auf die stationdren L&sun-
gen und ihre Stabilitdt. Die Wdrmezufuhr bzw. —abfuhr erfolgt punktférmig am
unteren bzw. oberen Scheitel der Anordnung. Welander weist auf die mdgliche
stationdre LOsungsvielfalt hin und berechnet durch numerische Integration
Zeitgeschichten der Strdmungsgeschwindigkeit fir verschiedene Parameterwerte.
Neben asymptotisch und oszillatorisch stabilem Verhalten findet er flir hohe
Beheizungen auch oszillatorisches Zeitverhalten, welches sich auch nach lan-
ger Zeit nicht wiederholt, also nicht periodisch ist. Die Strdomungsgeschwin-
digkeit dndert dabeil ihr Vorzelchen in zufdlligen Zeitabstdnden. Keller hin-
gegen zeigt analytisch auf, daR neben stationirer Ruheldsung und Konvektions-
16sung bei Steigerung der Beheizung stabile periodische L8sungen auftreten,

sobald die Stabilitdtsgrenze der stationdren Konvektion iiberschritten wird.

Im Jahre 1972 schldgt Malkus [19] vor, fiir die partiellen Dgln. des Problems
eine Reduktion auf nichtlineare gewShnliche Dgl. durchzufiihren. Er endet so
bei dem 1963 von Lorenz [24] in anderem Zusammenhang erstmals behandelten
Gleichungssatz und weist auf die Mdglichkeit zu periodischer aber auch nicht-
periodischer Strdmung sowohl fiir groBe als auch flir kleine Prandtl-Zahlen

hin.

Creveling et al. [3] prdsentieren 1975 Experimente und eine eindimensionale
Theorie zum Verhalten der Stromung in einem torusfdrmigen Kreislauf. Die
untere Kreishdlfte wird durch Vorgabe eines Wandwdrmestromes beheizt, in der
oberen Kreishdlfte wird die Wirme bei konstanter Wandtemperatur abgefiihrt. |
Bei Steigerung der Beheizung finden sie nacheinander rechts- oder linkslau-
fende stationire Str8mung, unregelmiBig oszillierende Strdmung und nach Um-
schlag zur Turbulenz wiederum im zeitlichen Mittel stationdre Strdmung. Die
laminare, unregelmdBig oszillierende Strdmung beinhaltet Anderungen der
Stromungsrichtung in zufdlligen Zeitabstinden. Mit Hilfe einer linearisierten
St8rungsrechnung leiten sie darliber hinaus ein Stabilitdtsdiagramm fiir den

laminaren und turbulenten Fall ab.




In weiteren Arbeiten von Greif et al. [10] und Damarell & Schoenhals [4] wird
das identische Problem im Hinblick auf transiente Vorgidnge sowie auf Schief-
symmetrie der Wirmezu- bzw. —abfuhr untersucht. Grelf et al. benutzen ein
finite Differenzen Verfahren zur numerischen Behandlung der eindimensionalen
Gleichungen. Sie erhalten bei Variation der Anfangsbedingungen sowie der
Beheizung Zeitgeschichten von Anlauf- und Einschwingvorgidngen. Damarell &
Schoenhals diskutieren erstmals, gestiitzt auf Experimente, den EinfluR der
Verdrehung von heizenden und kiihlenden Zonen. Bereits fiir kleine Verdrehwin-
kel finden sie nur eine Stromungsrichtung, welche zudem stabilisiert ist. Die
Strémung mit entgegengesetzter Orientierung wird von den Autoren nicht beob-
achtet. Fﬁf Verdrehwinkel gridRer 6° wird dariiber hinaus ausschlieBlich stabil

stationires Verhalten der Strdmung in der Vorzugsrichtung postuliert.

Im Jahre 1980 leiten Yorke & Yorke [29] eine Umformung der partiellen Dgln.
fiir den torusfdérmigen Kreislauf ab. Diese fiihrt mit wenig einschneidenden
Voraussetzungen ebenfalls auf gewShnliche nichtlineare Dgln., &hnlich den von
Lorenz behandelten. Hart [12] greift diese Formulierung 1984 auf und unter-
sucht das System bei Beriicksichtigung der Verdrehung von heizenden und
kithlenden Zonen mit Hilfe primdr numerischer Methoden. Er stellt heraus, dal
die Lésung des '""Master-Problems" in Form der ersten drei Gleichungen die
exakte Losung fiir die mittlere Strémungsgeschwindigkeit liefert. Dariiber hin-
aus zeigt er das Stabilitdtsverhalten der stationdren L8sungen auf und postu-
liert, daR ausschlieRBlich stationdre oder chaotische Ldsungen des Gleichungs-
systems m8glich sind. In jiingeren Experimenten von Gorman et al. [8,9] wird
die Strdmung im symmetrisch beheizten Kreislauf, insbesondere im Hinblick auf
das chaotische Zeitverhalten untersucht. Sie iiberpriifen hierbei insbesondere,
ob die vom Lorenz-—Attraktor bekannten Typen von Chaos im Experiment in glei-

cher Weise auftreten.

Naturkonvektion in geschlossenen Kreisldufen wird auch von mehr anwendungs-
orientierten Arbeiten aus dem Gebiet der Solartechnik aufgegriffen. Dort ist
Naturumlauf z.B. zur Brauchwassererwdrmung in einfachen Kreislidufen einge-
setzt. Eine Zusammenfassung der wichtigsten Arbeiten findet sich bei Mertol
et al, [22]. Die Fragestellung Nachwidrmeabfuhr bei Reaktoren steht im Mittel-
punkt einer ganzen Reihe von anwendungsbezogenen Arbeiten. Neben einer Zusam-
menfassung der wichtigen Resultate durch Zvirin [32] findet sich auch eine
experimentelle Arbeit von Zvirin et al. [33], welche anhand eines Reaktormo-

dells erstmals die Dynamik von zwei gekoppelten Kreisldufen betrachtet.




Modellgleichungen zum Verhalten von zwei widrmegekoppelten, torusfdrmigen
Kreisldufen werden von Roppo [26] sowie Davis & Roppo [5] in jlingster Zeit
abgeleitet. Bei seitlicher Kopplung erhalten sie eine Ndherungsl@sung, indem
sie die partiellen Dgln. in ein System von sechs gewdShnlichen Dgln. liberfiih-
ren und dieses diskutieren. Neben der Stabilitdt und L&sungsvielfalt der

stationdren Losungen wird auch eine nichtlineare Stdrungsrechnung ausgeflihrt.

AbschlieRend soll hier exemplarisch noch eine grundlegende Arbeit liber einen
offenen Kreislauf erwdhnt werden. So haben Bau & Torrance [2] 1981 die
Stromung in einer geologisch relevanten Geometrie untersucht. Diese ist im
wesentlichen als rechteckiger Kreislauf aufzufassen, bei welchem die vertika-

len Segmente freie Oberflichen haben.

Die hier gegebene Literaturiibersicht kann keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit
erheben, weil sie lediglich einige zentrale Arbeiten auffiihrt. Ein
weitergehender Uberblick zum kompletten Themenkreis findet sich bei Mertol &
Greif [21].

1.3 Beschreibung der untersuchten Anordnungen

Abb., 1-1: Betrachtete Konfiguration des Einzelkreislaufs




Die geometrische Gestalt des einzelnen Kreislaufs wird im Hinblick auf eine
geschlossene mathematische Darstellung kreisfOrmig mit dem Radius 1, sowie
konstantem Strémungsquerschnitt A gewdhlt. Die Ortskoordinate ¥ sowie die
querschnittsgemittelte Stromungsgeschwindigkeit u werden in der in Abb. 1-1
gezeigten Weise als positiv definiert. Die querschnittsgemittelte Temperatur
T (¥,t) und die mittlere Strdmungsgeschwindigkeit u(t) stellen die zwei

zentralen Zustandsgr6Ben des Systems dar.

Als Randbedingung geben wir wahlweise die Wandtemperatur T, (¥) oder eine
ortsabhingige volumetrische Leistungsverteilung q( ) vor. Fiir die weiteren
analytischen Schritte wird gefordert, daRk die Funktionen T, (¥) und

&(%7) in Form einer Fourier—Reihe darstellbar sind.

Die Wdrmezufuhr erfolgt dominant in der unteren Kreishdlfte, die WiArmeabfuhr
in der oberen Hilfte der Rohrschleife. Die Funktionen T () und §(¥) sind
deshalb entsprechend zu wdhlen. Die Schwerpunkte von Wirmezu— bzw. —abfuhr
kénnen jedoch um den Winkel d aus der vertikalen Symmetrielinie herausge-

dreht sein (vgl. Abb. 1-1).
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Abb. 1-2: Betrachtete Konfiguration bei zwei gekoppelten Kreisldufen



In Abb. 1-2 ist die Anordnung von zwei an einer allgemeinen Stelle ¥= (/o
gekoppelten Kreisldufe dargestellt. Wdhrend die Kreisldufe selbst vollstdndig
dem beschriebenen Einzelkreislauf entsprechen, soll nun zusdtzlich an der
Kontaktstelle eine thermische bzw. mechanische Wechselwirkung zwischen den

Fluiden in den Kreisldufen mdglich sein.

Im Innern der Rohrschleifen befindet sich stets ein inkompressibles Fluid,
dessen Eigenschaften durch die Dichte SL bei TO, die kinematische Zdhigkeit
Vo, die Wdrmeleitféhigkeit %b’ die spezifische Wirme p sowie den Wirme-
ausdehnungskoeffizient (Xé charakterisiert sind. Das Fluid bleibt stets ein-

phasig.




2.0 Grundgleichungen des Problems

2.1 Impulsgleichung

Filr ein eindimensionales, d.h. querschnittsgemitteltes Kreisrohr lautet die

Impulsbilanzgleichung in differentieller Form

Z

D > e ' El
L R L. LI tEA T AL

Es ist hier bereits die Boussinesq-Approximation getroffen. Das bedeutet, daB
die Dichte im allgemeinen als konstant angesehen wird. Dies gilt aber nicht
fiir die Modellierung der Auftriebskrdfte. Hier wird die Dichte als lineare

Funktion der Temperatur eingefiihrt. Es gilt:

() = S, {4 - MOCT—T,)?} , (2.1a)

Desweiteren wird deutlich, daR aufgrund des konstanten Rohrquerschnitts

A = konst. # £ () die Kontinuititsgleichung den einfachen Zusammenhang

Lo ey L B - S (2.2)

liefert. Deshalb entfallen alle Ableitungen der mittleren Strbmungsgeschwin—

digkeit nach der Ortskoordinate ¥, d.h. es kommt

du  _ w4 (2.3)
EX D¢t ‘
Der GroBe f, in Gl. (2.1) repridsentiert die Wirkung der Rohrwand auf die
Stromung. Bei der gewdhlten eindimensionalen Modellierung muR dieser Rei-
bungsterm aufgrund fehlender Geschwindigkeitsgradienten am Rand (es kann
keine Haftbedingung gestellt werden) kiinstlich als Funktion der mittleren
Stromungsgeschwindigkeit u eingebracht werden. Die Druckverlust—-Relation muB
hierbei entsprechend der Geometrie eines glatten Kreisrohres und des Stro-

mungszustandes (laminar/turbulent) gew#Zhlt werden.

Aus dem Hagen-Poiseuille-Gesetz fiir die laminare sowie der Blasius-Formel fiir
die turbulente Rohrstrdmung (vgl. z.B. Zierep [30]) 14Bt sich der in Abb. 2-1
dargestellte Zusammenhang zwischen Druckverlust und mittlerer Strdmungsge-

schwindigkeit herleiten.
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Abb. 2-1: Druckverlust als Funktion der mittleren Stromungsgeschwindigkeit im

Kreisrohr

Wie leicht gezeigt werden kann ist der Umschlag laminar-turbulent erst bei
sehr hohen Heizraten zu erwarten. Man kann deshalb mit gutem Grund laminare
Strdmung voraussetzen. Diese Abschitzung wird im ilibrigen bei den Experimenten
(vgl. Kaptiel 5) bestdtigt. In den Experimenten werden ausschlieBlich lami-

nare Geschwindigkeitsprofile im Rohrquerschnitt beobachtet.

Die Impulsgleichung wird zur Elimination des Druckgradienten %%% entlang

des Kreisrohres geschlossen integriert. Man erhdlt die Beziehung:

2%
du 0603 '
Y = o gTZkP)smdeLP - R'L\,\ (2.4)
(o]
mit
229,
R = R\Qm az ;




2.2 Energiegleichung

Die querschnittsgemittelte Energiegleichung fiir den beschriebenen Modell-
kreislauf lautet in differentieller Form

2% —
—_— = - 20
Auf der linken Seite der Gleichung stehen der instationdre Term, der Term fiir
den Wiarmetransport aufgrund von Konvektion, sowie der Wirmetransport durch

Diffusion. Die rechte Seite enthdlt die verschiedenen Quell- bzw. Senkenterme.

Die volumetriche Beheizung q( ) wird allgemein als Funktion des Ortes vorge-
geben. Der Widrmeaustausch mit der Rohrwand fiir den Fall vorgegebener Wandtem-
peratur Tw (¥Y) wird mit einem linearen Ansatz modelliert. Demnach ist der
lokale Wiarmestrom an der Grenzfliche Rohrwand/Fluid proportional zur Diffe-
renz zwischen der mittleren Fluidtemperatur T (%) und der Wandtemperatur

T, (¥Y). Als Proportionalitdtskonstante erscheint der Widrmelibergangskoeffi-

zient hw.

Die Modellierung des Wiarmeaustauschverhaltens Wand/Fluid ist wiederum deshalb
notwendig, weil die Temperaturgradienten der Dgl. (2.5) im Querschnitt A
durch die Mittelung eliminiert sind. Der Wandwidrmestrom muB somit kiinstlich
als Funktion der mittleren Temperatur T (¥) dargestellt werden.

Bei ndherer Betrachtung erweist sich der Widrmelibergangskoeffizient h, jedoch
nicht als Konstante. Vielmehr hdngt der Wadrmeiibergang Fluid/Wand auch vom Ge-
schwindigkeitsprofil {iber den Kreisrohrquerschnitt ab. Fiir eine eindimensio-
nale Modellierung wird deshalb eine AbhHngigkeit von der mittleren StrOmungs-—
geschwindigkeit u die Folge sein. Der Zusammenhang h, = f (u) ist qualitativ,

basierend auf experimentellen Befunden, in Abb. 2-2 dargestellt.

Es wird deutlich, daBk im Gegensatz zur Druckverlustrelation hier bereits eine
Abh#ngigkelit von u im laminaren Bereich auftritt. Um diesen Einflull zu erfas-

1/3 beriicksich-

sen, werden im Modell die Abhidngigkeiten h = Konst. und h A~ u
tigt. Damit ist der laminare Bereich zwar nicht vollstdndig abgedeckt, doch
es wird mé6glich, den EinfluB eines solcher Art verbesserten Wirmelibergangs

zumindest qualitativ zu diskutieren (vgl. hierzu Abschn. 4.1).
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Abb. 2-2: Wiarmeilibergangskoeffizient hwals Funktion der mittleren Strdmungsge-
schwindigkeit u nach Schliinder [27]

Unabhdngig davon kann die Gl. (2.5) durch Zusammenfassung der Quellterme in

Q(Y¥) in die Form

_— — 2+
’aa'i\“ . u%\? _ ./\%7_\\92 +RT = Qo (2.5a)

iiberfilhrt werden. Hierbel gelten fiir die neu eingefiihrten GroRen die folgen-

den Substitutionsbeziehungen:

Ao Y by Y NeD
= - W _ WS Qrtv’ (2.5b)
A QZS’oCP ) H gocpd ) Qe 9°CPd \WN)) A Se Ce -

Es ist deutlich, daR im Gegensatz zur Impulsgleichung (2.4) die Energieglei-
chung nach wie vor eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung darstellt.
Im ndchsten Schritt ist deshalb die Reduktion auf gewdhnliche Differential-

gleichungen vorzunehmen.




2.3 Uberfiihrung in gewbhnliche Differentialgleichungen

Fir das vorliegende Problem bieten sich Fourier-Reihenansidtze flir die von
abhdngigen Funktionen an, weil alle diese Funktionen aufgrund der geometri-

schen Vorgabe eines geschlossenen Kreises 2"W -periodisch sein miissen. Durch
die Ansitze werden deshalb die Rand- bzw. Ubergangsbedingungen a priori er-

fillt.,

Mit den Ansdtzen

T(LP’\»_) = L) + Z S\,gﬂs\nnw + CMcosn'e |
n= (2.6)
QLY = QO < ?1Qn$(nn\? + R cosn® N

eingefiihrt in die integrierte Impulsgleichung (2.4) sowie die Energie-Diffe-
rentialgleichung (2.5a) erhdlt man bei Anwendung des Galerkin-Verfahrens ei-
nen Satz von (2n + 2) gewdhnlichen Differentialgleichungen in der Zeit. Das
Galerkinverfahren beinhaltet im wesentlichen die Multiplikation der Differen-
tialgl. (2.5a) mit trigonometrischen Vergleichsfunktionen des Typs f; = sin i
bzw. fj = cosj ¥ , sowie die anschlieRende Integration iiber das Anwendungsge-
biet 0 < W< 2W . Die Orthogonalitdtsbeziehungen unter den gewdhlten Ver-—
gleichsfunktionen ermdglichen dann ein Ausblenden der einzelnen Reihenkoeffi-
zienten T, Sh und C, (vgl. Gl. 2.6 ). Als neue abhingige Variable kommen
deshalb neben der mittleren Strdmungsgeschwindigkeit u die (2n+l) Koeffizien-

ten der Temperaturverteilung. Man erhilt

du 040%

F e S Ru

T . g, - nT

dt e °

45, _  u

C\‘t % C4 - (H+-A—) 51 + Q,‘ )

dC, w (2.7)
gt T TS T (RsADYC xR




bzw.
d\Sn _ r\%u, c, - (v« P ADS, v Qn
at (mo21)
2C, _ _nw g - W+ AT, T R )
c\ v i’ "

(vgl. hierzu auch Yorke & Yorke {29]).

Betrachtet man die Kopplungen im Gleichungssystem (2.7) genauer, so wird
deutlich, daR zur Bestimmung der zeitabhidngigen mittleren Strdmungsgeschwin-
digkeit u (t) die Kenntnis der ersten Fourierkoeffizienten Sl(t) und Cl(t)

ausreicht. Es geniligt deshalb, das folgende Gleichungssystem zu betrachten.

duw Ko
=t T3t S ¢ Ru,
as, U _
it - TG (RsndS +Q, (2.72)
acC w
T = - - (wu + Yo, + W,
o3 ’C S, A ) C, .

Die hieraus zu bestimmenden Ldsungen u (t), Sl(t) und Cl(t) stellen in jedem
Fall exakte Ldsungen dar, weil gegeniiber Gl. (2.7) keinerlei Niherung einge-
fiilhrt wird. Dies gilt auch fiir beliebige Vorgabe des Quellterms Q () mit
z.B. htheren Fourier-Moden, d.h. Qy, Ry, Q33 Ry, .ot £ 0 (vgl. Gl. 246).

Fir die Angabe der genauen Temperaturverteilung

oo
T (YY) = T, + 2;1?“ sin n\? + C_ cos nY ist es jedoch ndtilg, weitere
Gleichungen zu 18sen, um die weiteren Koeffizienten T (t) bzw. So(t), Cylt)
etc. zu erhalten. Diese Gleichungen sind jedoch alle vom System (2.7a) ent-—

koppelt und kdnnen bei Kenntnis der Q, und R sukzessive geldst werden.



2.4 Dimensionslose Gleichungen

Fir die Zeit t, sowile die ZustandsgrtRBen u, Sl und C; werden mit dem Ziel

einer dimensionslosen Darstellung die folgenden Normierungen eingefilihrt:

T

t= 4,

w o= H_ ¢ x,

o . 2H.RE

" T T,q o (2.8)
R, 2HW, R ¢

C = - — X

" H, O<'°O<I 3 -

Gleichzeitig wird hier flir den Warmeilibergangskoeffizienten zur Wand H Azhw
die SchlieBungsbedingung entsprechend dem Modellgesetz

)
Hix,) = wo i 1+ th\xﬂ\/‘j’}

(2.9)
eingefiihrt (vgl. Abb. 2-2), Die Funktion (2.9) stellt somit eine asymptoti-

sche Ndherung des realen Verhaltens H (xl) dar, welche als Grenzfidlle

X, ™ 0O Hx ) = \-\o = WKonst, )

x o & H(x,) = 3 K (2.10)
1 — ‘ xq\ - \_\O K‘_&\X,‘\ ~ L ) ®

beinhaltet.

Mit diesen Beziehungen, eingefiihrt in Gl. (2.7a) kommt die dimensionslose
Grundgleichung des Problems zu

°

X, = o (Xz - X))

] 4/

R CF VY Uy S Y SN
s '\/

Xy o= Xax, — XziA o+ \"ne\"«\s'*!\-\ﬁ__} ‘

Hierbei ist die Bezeichnung x = é%:x eingeflihrt worden. Die auftretenden

dimensionslosen Kennzahlen sind wie folgt definiert:
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R
fester Stoff- bzw. Wandparameter: o, = ::r N
[o]
. . Xeq R,
Beheizungs-Parameter: 2R RE \

acctan (%~1 >) (2.12)

Y

Symmetriewinkel der Beheizung:
)

Wdrmeleitungs—Parameter:

A
[=]
Kontrollparameter des Modellgesetzes (2.9): V(ne

2.5 Physikalische Bedeutung der Parameter

Der Parameter ¢ stellt einen Quotienten aus Reibungsfaktor und Widrmeiiber-
gangskoeffizient zwischen Fluid und Wand dar. Dieser Parameter (X hingt des-
halb allein von den Eigenschaften des Fluids und der Paarung Fluid/Wand ab
und wird in erster Ndherung als konstante GrdRBe angenommen. Fiir zdhe Medien
wird & >> 1 zu erwarten sein, widhrend gut widrmeleitende Medien mit einem
guten Wirmelibergang zwischen Fluid und Wand i.a. zu o0 << 1 fiihren. Es sei
darauf hingewiesen, daR hier eine gewisse Analogie zur Prandtl-Zahl besteht,
wenn gleich im Falle der Prandtl-Zahl das Verhdltnis der diffusiven Trans-
portkoeffizienten fiir Impuls und Warme im Fluid selbst gebildet ist. Dies
welcht vom hier betrachteten Fall ab, well die eindimensionale Modellierung
im gemittelten Querschnitt A keine Trennung der Einfliisse von Wand und Fluid
zuldBt. Da jedoch die Transportkoeffizienten des Fluids auch direkt EinfluB
auf den Wirmelibergang Fluid/Wand und den Druckabfall haben, sind die beiden
Energieverhdltnisse Pr und X in erster Niherung proportional zueinander.
Die Beheizungs~Kennzahl B verkniipft die treibende Dichtedifferenz (Q@Q;fﬂ )
mit den dissipativen Mechanismen des Fluids in Form der Reibungs- undHc

Warmeverluste. Damit kann B als Leistungsverhdltnis interpretiert werden, welches

eine Analogie zur Rayleigh-Zahl im Bénard-Problem besitzt.

Die GroBe é bildet sich aus dem Quotient Ql/Rl’ wobel Q; und Ry die Koeffizienten im
l. Fourier-Mod des Quellterms Q ( ‘) darstellen (vgl. Gl. 2.6 ). Fir Ry >

ist die Wdrmezufuhr im Kreis dominant unten und die Wdrmeabfuhr entsprechend

oben. In dem Fall d << 1 wird eine direkte Unformung der Terme des 1. Fourier-

Mods gemiR



Q,snY + R1COS\P = R, Cos (W-38) (2.12)
zuldssig. Somit ist deutlich, daB der Winkel & anschaulich als Verdrehwinkel
der Kithl- bzw. Heizstrecke aus ihrer urspriinglich symmetrischen Position her-

aus interpretiert werden kann.

Der Wirmeleitungs-Parameter (J\/Ho) stellt den Quotienten aus diffusiv und
konvektiv lings & transportierter Wiarme dar. In allen Fdllen zeigen Abschit-

zungen

/A << A4, (2.14)

Die Mitnahme der Wiarmeleitung in Richtung der Stromung stellt keine prinzi-
pielle Schwierigkeit dar, well sie lediglich additiv zu H, erscheint (vgl.
dazu Gl. (2.11)). Doch soll zundchst aus Griinden der Parameterreduktion die
Wdrmeleitung als klein gegeniliber der konvektiv transportierten Wirme voraus-
gesetzt werden. Diese Voraussetzung wird in der Literatur (vgl. z. B. [3, 28,
29] iiblicherweise getroffen. Den Gln. (2.11) kann entnommen werden, welcher
Einflul’ vonJ\/Ho # 0 auf das Modell qualitativ zu erwarten ist. Eine weiter-
gehende Diskussion dieses Punktes findet sich in Abschn. 4.2.

Aus dem Modellgesetz flir den Wirmelibergang Fluid/Wand kommt der Kontrollpéra—
meter K .. Er gewichtet den von der Strdmungsgeschwindigkeit gemiR

H Plel|1/3 abhingigen Antell des Wirmelibergangskoeffizienten in Relation zum
konstanten Anteil. Der Grenzfall Knl—’-O liefert demgemiB den Fall

H=H, = konst, d.h. der Wirmeiibergangskoeffizient ist unabhingig von der
mittleren Stromungsgeschwindigkeit u ~ X+ Die GroBe K ; stellt deshalb kei-
nen freien Parameter dar, sondern sie ist festgelegt durch die gewdhlte Kom—-
bination Fluid/Wand und ihr Betrag kann z.B. durch Experimente oder Wir-

meilbergangsrechnungen ermittelt werden (vgl. auch Abs. 5.1.4).

Wir werden im folgenden zur Vereinfachung & als Stoffparameter, B als Behei-

zung und d als Symmetriewinkel bezeichnen.




2.6 Eigenschaften der reduzierten Gleichungen

Fiir die weiteren Betrachtungen wird das Gleichungssystem (2.11) zugrunde
gelegt. Es stellt ein inhomogenes, gewdhnliches System von Differentialglei-
chungen 3. Ordnung in der Zeit dar, welches, bedingt durch die konvektiven
Glieder in der Wirmetransportgleichung, die nichtlinearen Terme X1Xq und X1Xp

besitzt.

Als Grenzfall beinhaltet es bei Wegfall des symmetriestdrenden, inhomogenen
Terms, d.h.é\—*(), sowie fiir konstanten Wdrmelibergang, d.h. K 4 —= 0, das
sogenannte Lorenz-System (vgl. Lorenz [24]). Diese Gleichungen wurden von
E.N. Lorenz 192 im Zusammenhang mit Konvektionsstrdmungen in einer ebenen
Schicht betrachtet und sind wegen ihres extrem nichtlinearen Charakters seit-
her Gegenstand umfangreicher mathematischer Untersuchungen (vgl. z.B. Gucken-
heimer & Holmes [11], Iooss & Joseph [15], McLaughlin & Martin [20], Robbins
[25], Yorke & Yorke [29]).

2.7 Begriffe zur Theorie der Losungsverzweigung und Stabilit#t dynamischer

Systeme

Im folgenden wird eine klassisch lineare sowile eine nichtlineare Stabilitédts-
analyse durchgefithrt. In diesem Zusammenhang tauchen Begriffe auf, welche
vorab einer Festlegung bedlirfen. Wir greifen hierbei auf Definitionen zurlick,
wie sie z. B. von Joseph [16] oder Iooss & Joseph [15] in der Literatur
eingefiihrt sind.

2.7.1 RKlassifikation des Stabilitdtsverhaltens

a) Aussagen der linearisierten Stdrungsrechnung:

- Stationdre LOsungen werden als asymptotisch stabil bzw. instabil (auch

als monoton stabil/instabil) bezeichnet, wenn ausschlieRlich reelle Ei-
genwerte prdsent sind.

~ Stationfre Ldsungen werden als oszillatorisch stabil bzw. instabil be-—

zeichnet, wenn mindestens ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte vor-
handen ist.

- Periodische L¥sungen werden als lokal stabil bzw. instabil bezeichnet,

wenn der Betrag des Floquet-Multiplikators kleiner oder groBer als eins

ist.
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Alle Aussagen einer linearisierten Stdrungsrechnung betreffen stets die

lokale Stabilitdt, d.h. die unmittelbare Nachbarschaft der betrachteten sta-

tiondren oder periodischen LOsung.

b) Aussagen aus nichtlinearen Betrachtungen:
Bei Kenntnis der Losungsvielfalt und der lokalen Stabilit#dt der einzelnen
Losungen sind weitere Einteilungen sinnvoll.

- Eine Ldsung wird als global stabil (auch absolut stabil) bezeichnet,

wenn sie lokal stabil ist und dariiber hinaus keine weiteren Ldsungen

existieren.

- Eine Losung wird als bedingt stabil bezeichnet, wenn sie lokal stabil

ist, aber noch weitere stabile oder instabile L8sungen vorhanden sind.

- Ein System wird als global instabil (auch absolut instabil) bezeichnet,

wenn ausschlieBlich lokal instabile L8sungen existieren.

2.7.2 Klassifikation des Zeitverhaltens

Asymptotisches Zeitverhalten (auch exponentiell) resultiert in der Umgebung

stationdren L8sungen, wenn diese als asymptotisch stabil bzw. instabil cha-
rakterisiert sind. Alle Trajektorien im Phasenraum, aufgespannt durch die
unabhidngigen Variablen X; laufen monoton auf den LOsungspunkt zu bzw. von
diesem weg.

Oszillatorisches Zeitverhalten tritt auf in der Umgebung von stationédren

Losungen, wenn diese als oszillatorisch stabil bzw. instabil bezeichnet sind.
Die Trajektorien im Phasenraum laufen in Form von Spiralbahnen auf den L&-

sungspunkt zu bzw. von diesem weg.

Periodisches Zeitverhalten ist zu erwarten, wenn eine periodische L3sung als

lokal stabil charakterisiert ist. Im Phasenraum stellt die stabile periodi-

sche L8sung eine geschlossene Trajektorie (Orbit) dar.

Chaotisches Zeitverhalten (auch absolut instabiles) resultiert, wenn aus-

schlieRlich lokal instabile LBsungen existieren. Dieses Verhalten kann aufge-

faBt werden als fortgesetztes Annehmen und Verlassen einer Anzahl lokal insta-
biler Ldsungen. Bei geringfiligiger Anderung der Anfangsbedingung kann deshalb keine
Aussage zur Verdnderung des Zeitverhaltens getroffen werden. Im Phasenraum

bleiben die Trajektorien stets innerhalb eines Schlauches mit endlichem
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Durchmesser, d.h. sie werden offensichtlich von einer geschlossenen Raumkurve
angezogen (engl. '"strange attractor'). Der Abstand von dieser ist stocha-

stischer Natur.

Transient chaotisches Zeitverhalten ist mdglich, wenn neben einer lokal sta-

bilen stationdren LGsung eine Anzahl instabiler periodischer Ldsungen exi-
stiert. Bei Uberschreiten einer kritischen Amplitude in der Umgebung der
stabilen Losung ist dann iiber lange Zeltrdume regelloses Zeitverhalten
(dhnlich chaotisch) zu erwarten, verbunden mit einer m8glichen Riickkehr zum

lokal stabilen LOsungspunkt fiir t — co,

2.7.3 Klassifikation der Verzwelgungspunkte

a) Stationdre Vorwidrtsverzwelgung

perfekf nicht perfekt

Abb. 2-3: Perfekte und nicht perfekte stationire Vorwdrtsverzweigung.

Lokal instabile L&sungen sind schraffiert.

Wir betrachten zundchst die perfekte Verzweigung in Abb. 2-3. Fiir wachsenden
Kontrollparameter thritt bei fx= }»* ein Sattelpunkt der Losung & = 0 auf.
Dieser ist durch einen reellen Eigenwert charakterisiert, welcher fiir }L=/L*
die imagindre Achse kreuzt. Deshalb verliert die Lbsung £ = 0 ihre Stabilitit
und zwei lokal stabile Liésungen mit £ # 0 zweigen flir wachsenden Kontroll-
parameter ab. Die Losung £ = 0 ist im Bereich 0 < fk</4* als global stabil zu
bezeichnen. Die abzweigenden L&sungen sind fir /J>/pﬁ zundchst bedingt sta-
bil. Das Auftreten eines die Symmetrie st8rendenden Terms in den Gleichungen
fiihrt zu einer nicht perfekten Verzwelgung. Eine Ldsung wird dann fiir wach-
sende }Ldurch einen glatten Ubergang angenommen, die anderen Lsungen liegen
isoliert. Der Umkehrpunkt der L8sungskurve in der negativen Halbebene trennt

die lokal stabile HuBere Lésung von der instabilen inneren Lésung mit € = 0.




b) Hopf-Verzweigung

.
.....
.
o
.

dberkritisch unterkritisch

Abb. 2-4: Uberkritische und unterkritische Hopf-Verzwelgung.

Lokal instabile stationire Losungen sind schraffiert.

Fir wachsenden Kontrollparameter a tritt bei M= \* ein neutralstabiler Wir-
belpunkt der stationdren Losung £ = 0 auf. Dieser Hopf-Punkt ist charakteri-
slert durch ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar, welches gerade fiir f1=/x*
die reelle Achse kreuzt. Nach Hopf [13] zweigen an diesem Punkt periodische
Losungen des Systems ab. Die periodischen Lésungen, in Abb. 2-4 punktiert
durch ihre Amplituden gegeben, kdnnen ilberkritisch abzweigen, d.h. sie exi-
stieren nur fiir Werte des Kontrollparameters fl>/x*. Von unterkritischer
Abzweigung spricht man, wenn die periodischen L8sungen auch fiir Werte /x</¢*
existieren. Im Falle einer unterkritischen Verzweigung wird der Bereich, in
welchem die lokal stabile stationire L8sung parallel zur periodischen L&sung
existiert, als unterkritischer Bereich bezeichnet. Damit verbunden ist die
stationdre Losung im unterkritischen Bereich stets bedingt stabil. Zur loka-
len Stabilitdt der abzweigenden Losungen sind nach Hopf bei Kenntnis der
Abzweigungsrichtung eindeutige Aussagen mdglich.

Die unter a) und b) aufgefilhrten Verzweigungspunkte sind charakterisiert
durch die Neutralstabilitit einer stationdren L8sung. Aus diesem Grunde kann
eine Klassifizierung anhand der Eigenwerte der entsprechenden stationidren
Losung erfolgen. Ausgezeichnete Punkte auf periodischen Ldsungsidsten hingegen
miissen anhand der Floquet-Multiplikatoren klassifiziert werden. Im folgenden

geschieht dies anhand der auftretenden Fille.




¢) Homoklines Orbit

Als Homoklines Orbit wird die Grenzlage einer periodischen Ldsung bezeichnet,
welche sich ergibt, wenn die geschlossene Phasenbahn der periodischen Ldsung
im Phasenraum einen stationdren LOsungspunkt tangiert. Fiir diesen Grenzfall
wird sowohl die Periodendauer der periodischen Losung als auch der fiihrende

Floquet-Multiplikator singulidr, d.h. beide wachsen liber alle Grenzen.
d) Subharmonischer Verzweigungspunkt

Dieser Punkt auf einem periodischen Losungsast zeichnet sich aus durch die
Abzweigung nT-periodischer L3sungen (n 2_2) von der T-periodischen Grund-
16sung. Der filhrende Floquet-Multiplikator an einem solchen Punkt ist reell
und liegt bei -1.




3. Stabilititsanalyse

Zunichst soll das Gleichungssystem (2.11) fiir K,y = 0 betrach-
tet werden. In weiteren Schritten wird dann die Verdnderung durch Hinzunahme

weiterer Terme diskutiert (vgl. Abschn. 4.1, 4.2).

3.1 Stationidre LOosungen

Gemd® den zunichst eingefiihrten Vereinfachungen erhdlt man deshalb

X, = & OUx, - % ) |

X, = Gx1 - XXz = X, * Rrand (2.11a)

Die stationdren LOsungen des Systems (il, iz, §3 = 0) ergeben sich aus der

algebraischen Gleichung dritten Grades der Form:

Xg = %o (B-1) = Rrand = o, (3.1)

Die Gleichung (3.1) wird numerisch gelést. Ihre reellen LSsungen sind in den
folgenden Diagrammen (3-1) fiir zweli Symmetriewinkel J iiber der dimensionslo-

sen Kennzahl B aufgetragen.
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Abb. 3-1: Die drei stationiren Losungen fiir die dimensionslose Strdmungsge-
schwindigkeit als Funktion der Beheizung B fiir d=0° und § = 10°.
Es sind in diesem Diagramm bereits die Stabilitdtsgrenzen der Lo~-
sungen mit einem Kreis gekennzeichnet, und die instabilen Bereiche

schraffiert.

Zunichst zeigt sich fiir die stationdren Ldsungen lediglich eine Abhidngigkeit
der Losung xg, von der Beheizung B sowie vom Symmetriewinkel d‘, wdhrend der
~

Stoffparameter ¢ nicht eingeht.

Bei symmetrischer Beheizung, d.h. d= 0°, ergibt sich als Grenzfall die ana-

lytisch exakt angebbare LOsung der Form:

X' - 0 W, _ + ' _1'
o y X, -7 P . (3.2)
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Dies bedeutet, daB eine Nullésung existiert fiir welche die Strdmungsgeschwin-
digkeit, sowie die horizontale Temperaturdifferenz im Kreislauf (Auxz) ver-
schwinden. AuBerdem erhdlt man bei einem Wert B = 1 das Abzweigen von zwei
weiteren Ldsungen, die einer rechts— und einer linksherum laufenden Str8mung
zugeordnet werden kdnnen. Die Stromungsgeschwindigkeit hat fiir beide den
gleichen Betrag. Je nach Strdmungsrichtung &dndert auch die horizontale Tempe-
raturdifferenz X9 (vgl. Gl. 3,1) ihr Vorzeichen. Im Falle X, > 0 ist deshalb
der rechte Teil des Kreislaufs mit dem Aufstrom heiBer als der linke Teil in
der Abwdrtsstrdmung und umgekehrt. Demgegeniiber merkt die vertikale Tempera-
turdifferenz xq (vgl. Gl. 3.1) nichts von der Strdmungsrichtung, d.h. unab-
héngig von der Stromungsrichtung besteht durch die transportierte Wdrme immer

die Tendenz zum Abbau der aufgeprédgten Temperaturunterschiede.

Wird nun die Symmetrie der Behelzung bzw. Kiihlung durch einen von Null ver-
schiedenen Symmetriewinkel 5 > 0 gebrochen, so wird diejenige Ldsung bevor-
zugt, welche die Strdmung in positiver Y-Richtung beschreibt. Der Betrag
ihrer Stromungsgeschwindigkeit wird gr6RBer gegeniiber dem der negativen
Losung. AuBerdem wandert der Verzweigungspunkt der LOsungen in die negative
Halbebene hinein, und die Null®dsung entartet, d.h. fiir sie gilt xg 2 0. Die
Gesamtzahl aller Ldsungen bleibt jedoch erhalten.

Unter der Voraussetzung kleiner Unsymmetrien, also fiir d << 1, lassen sich die
Losungen in einer Reihe um die symmetrische Losung entwickeln. Man erhdlt als
Losung eine Approximation erster Ordnung in der Form:

X\ o —-(F-_&']) (S ) x‘;;\ll ~ f'}’ -1 + WSE'T) éT , (3.3)

(o]

3.2 Lineare Stabilitdtsanalyse

Zu ersten Aussagen liber die Stabilitdt der stationdren Losungen gelangt man

durch Einflihrung von St8rungsansdtzen fiir die ZustandsgrbRen
X (T = X + AXLTY | (3.4)
~N

Eingefilihrt in das Gleichungssystem (2.1la) kann dann wegen lc%fll <K'1 eine

Linearisierung durchgefiihrt werden. Man erhdlt das lineare Gleichungssystem

fiir die StdrgroRen:
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C&)(4€ = 104 ( <S><2€ - éx1e\> 3
53(20, = (%-X:)éx—w_ - éxze - % éx?,e ) (3.5)
Sy = %oOx,, t X, OX, — Oy, .

Die Ldsungen dieses Systems werden durch die Eigenwerte Aﬁ der Determinate
der Funktionalmatrix kontrolliert (vgl. Guckenheimer & Holmes [11]). Es ist
deshalb die folgende algebraische Beziehung fiir kj zu l8sen.

det {A-AEY = o ) ‘g,\,;ﬂ - A 5,\:’(& ) (36)
mit
- % 1% o
= [(B=-x2) -1 - %o
A j% = (3.7)
X X -1

sowie |JE als diagonal besetzte Einheitsmatrix.

Man erh#dlt ein Polynom 3. Ordnung und damit drei Losungen fiir die Eigenwerte
%j' Die Losung des Differentialgleichungssystems (3.5) kdnnen dann als

Linearkombination der Eigenfunktionen zu
2 AT
4 3.8
Sx (7Y = 2: C. e (3-8
~ L 4‘=_( ~

angegeben werden, wobei die Konstanten-Vektoren Cj den Anfangsbedingungen
~

anzupassen sind.

Daraus folgt als notwendiges Kriterium fiir die lokale Stabilitdt der statio-

ndren Grundldsung

P\e’iﬂé} < o, (3.9)

Die Ergebnisse der Stabilitidtsuntersuchung sind in der Abb. 3-1 eingetragen.
Zundchst erkennt man, daR im symmetrischen Fall, also fiir é‘= 0, die Ldsung

Xi1gt = 0 an der Stelle B = 1 instabil wird. Von diesem Wert ab existieren




zwei stabile Losungsidste X1gr = % B-1 bis zur Grenze ihrer Stabilitdt bei
R*., Fiir B > B* gibt es schlieBRlich keine stabilen stationiren Ldsungen im

Sinne der linearen Stabilitdtstheorie.

Im unsymmetrischen Fall mit 4> 0 wird nun die positive L8sung in ihrer
Stabilit#t beglinstigt, d.h. sie ist stabil von B = 0 bis zu dem hdheren Wert
B; > B*, Die negative Losung liegt isoliert, d.h. sie ist nicht mehr durch
stetig wachsende B erreichbar, denn zwischen B = 0 und dem Verzweigungspunkt
existieren lediglich zwei komplexe Ldsungen. Die obere Stabilitdtsgrenze
dieses L8sungsastes ist bereits bei BT { R* erreicht und die entartete Null-

16sung ist im gesamten B-Bereich instabil.

Die beiden wesentlichen EinfluBgrdBen auf die Stabilitdtsgrenzen sind folg-
lich die Beheizung B sowie der Symmetriewinkel J . Der Eigenwertsgleichung
(3.6 ) ist jedoch anzusehen, daB auch der Stoffparameter®( eine Rolle spielen
muR. In der Tat 1#Bt sich unter Einbeziehung von o( ein Stabilititsdiagramm
herleiten, welches in der ¢ -R-Ebene stabile und instabile Bereiche in Abhin-
gigkeit der maBgeblichen Parameter verdeutlicht. Dieses Stabilititsdiagramm
ist in Abb. 3-2 gezeigt. Betrachtet werden hierbel nur die oberen Stabili-

tdtsgrenzen der Losungsidste.

Bei symmetrischer Beheizung mit é = 0 existiert im Bereich > 2 eine
Grenzkurve, welche den oszillatorisch stabilen vom oszillatorisch instabilen
Bereich trennt. Dabei gilt diese Stabilitédtsgrenze fiir belde stationdren
Losungen, also sowohl filir die rechts~ als auch fiir die linksdrehende Ldsung.
Die Gleichung dieser Kurve kann im librigen auch analytisch angegeben werden,
wenn man die Bedingung fiir zwei rein imaginire Eigenwerte in Gleichung (3.6)

einbringt. Wir erhalten so die Beziehung fiir die kritische Beheizung zu

. Y]
P(oa) = (3.10)

04"2 ¢

Es 14Bt sich zeigen, daB das Minimum der Funktion bei o = 2+ 12 ¥ 5.5 liegt
und flir &= 2 eine Singularitdt auftritt.

Bei genaueren Betrachtungen der Eigenwerte im Bereich o¢< 2 zeigt sich, daR
diese alle reell sind, folglich ein asymtotisches Wegddmpfen der Stdrungen zu
erwarten ist. Physikalisch kann dies derart interpretiert werden, daBR fiir

X < 2, also fiir Medien mit sehr gutem Wirmelibergang zur Wand, die Tempera-




turstdrungen berelts weggeddmpft werden, ehe sie nach einem Umlauf riickkop-

peln kdnnen. Umgekehrt fiithrt dér relative schlechte Wirmeiibergang Fluid/Wand
fiir 4> 2 zu oszillatorischem Verhalten, weil die Stdrungen erhalten bleiben
und so riickkoppeln kOnnen. Dies duRBert sich im Auftreten komplexer Eigenwer—

te. Fiir o *o nihert sich die Kurve asymptotisch einer Geraden gemiR R*~0( .

Wenn die Beheizung unsymmetrisch erfolgt, etwa mit d= 10°, existieren zwei
Stabilitdtsgrenzen, wovon die obere fiir die begilinstigte positive und die un-

tere fiir die negative Losung gilt. Im Bereich zwischen den strichpunktierten

Kurven in Abb. 3-2 ist deshalb eine der stationdren LOsungen noch stabil,
widhrend dle andere bereits instabil wurde. Bei kleiner Unsymmetrie d<< 1
kénnen Approximationen filir die Grenzkurven angegeben werden. Bei Mitnahme von

Termen bis zu 2. Ordnung ergibt sich

2 4 z 2 o
S 0“‘7-0“*2}* (2re6 g Cgock+o<.3+o<,z—t+oc-\+
y (3.11)

o oo« 3 U e S

wobei [3* (X)) die exakte kritische Beheizung im symmetrischen Beheizungsfall
gemdB Gl. (3.10) darstellt. An dieser Stelle muR man sich nun die Grundlagen
der linear gewonnenen Stabilitdtsaussagen vor Augen fithren. Es wurde stets
eine Linearisierung der StdrgrdRen (Ic%fll << 1) um eine stationire Ldsung
vorgenommen. Dies impliziert, dalk in der Umgebung der Stabilitdtsgrenze die
lineare Theorie versagt, weil die St8rungen am Grenzpunkt Dauerschwingungen

mit groBerer Amplitude ausfilihren kdnnen.

Es bleibt also die Feststellung, daB bis zur Stabilitdtsgrenze, die von der
linearen Theorie geliefert wird, das Verhalten der Stdrungen bei kleinen
Amplituden gut beschreibbar ist. In der niheren Umgebung jedoch oder gar
oberhalb der Stabilitdtsgrenze kdnnen mit einer linearisierten Betrachtung
keine Aussagen gemacht werden, weil Stdrungen mit endlicﬁer Amplitude auf-

treten. Aus diesem Grunde sind weitergehende Betachtungen notwendig.
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Abb. 3-2: Neutralkurven der Stabilitit fir S = 0 sowie $=10° in der
o, -B- Ebene. Die Kurven (durchgezogen und strichpunktiert) zeigen

die kritische Beheizung RB* als Funktion des Stoffparameters &G,

3.3 Schwach nichtlineare Stérungsrechnung

Die Stabilititsgrenze im Sinne einer linearen Theorie ist gegeben durch einen
oder mehrere Eigenwerte in Gl. (3.6 ), welche gerade einen Realteil von Null
haben. Im Regelfall ist fiir diesen Fall nicht nur der Verlust der Stabilitit
des betrachteten Zustands festzustellen, sondern auch das Abzweigen von wei-
teren Losungen. Welcher Typ von Verzweigung jeweils vorliegt, kann anhand der

Konstellation der Eigenwerte gepriift werden.

Im symmetrischen Beheizungsfall mit 5 = 0 verliert die Nulldsung ihre Stabi-
litdt bei B = 1, denn es taucht ein positiv reeller Eigenwerte auf. Die
restlichen Eigenwerte sind sdmtlich negativ und reell. Demzufolge wird die
Nulldsung asymptotisch instabil und es zweigen fiir wachsenden Kontrollparame-
ter B symmetrisch zwei stabile stationidre Ldsungen ab. Der Punkt 1&dBt sich

deshalb als perfekte stationdre Vorwdrtsverzweigung charakterisieren.

Demgegeniiber ist die obere Stabilitidtsgrenze der beiden abzweigenden statio-
nidren Lésungen durch ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte gekennzeichnet,

welche bei B = B* gerade einen verschwindenden Realteil haben. Es tritt des-
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halb eine oszillatorische Instabilitidt der betrachteten stationidren LSsungen
auf, und nach Hopf [13) zweigen an diesen Punkten periodische L3sungen des
Differentialgleichungssystems ab. In der Literatur hat sich hierfiir der Be-

griff Hopf-Verzwelgung eingeblirgert.

Fir eine schiefsymmetrische Beheizung (5 > 0) kommt es zu einer sogenannten

Imperfektion der stationdren Vorwdrtsverzweigung mit den erwdZhnten Besonder-

heiten (vgl. Abb. 3-1). Die oberen Stabilitdtsgrenzen auf den stationdren
Lsungsdsten liegen bei verschiedenen BT # B;. Die Qualitdt der Eigenwerte am
Grenzpunkt bleibt jedoch ungeidndert. Sowohl bei B = BT als auch bei B = B;
liegt ein Paar konjuglert komplexer Eigenwerte mit verschwindendem Realteil

vor. Man findet also an beiden Punkten BT, B; elne Hopf-Verzweigung.

Die folgenden Untersuchungen beziehen sich ausschlieRlich auf die Verzweigung
von statondren zu periodischen L&sungen. An den sogenannten Hopf-Punkten,
ndmlich bei R¥*, BT, B;, mulB per Definition die lineare StSrungsrechnung ver-
sagen, weil Stdrungen endlicher Amplitude auftreten. Als Kriterium fiir die
Stabilitdt des Systems kdnnen deshalb die Eigenwerte der linearisierten
Storungsgleichungen nicht mehr sinnvoll verwertet werden. Es ist darum ange-
zeigt, ein anders Kriterium, ndmlich das Lyapunov-Kriterium, zur Bewertung
der Stabilitdt anzuwenden. Im Rahmen der Untersuchungsmethode wird per Defi-
nition als Anfachungsrate der Ausdruck

Y o= % é% <éxf+ é€'+ éx:> (3.12)
gewdhlt, wobei die eckigen Klammern die zeitliche Mittelung iiber eine Periode
andeuten. Die Funktionen chi des Vektors Aif(’f ) beschreiben das wahre

zeitliche Verhalten der Stdrungen. Mit der Forderung
X < O (3.12a)

stellt das Lyapunov-Kriterium ein hinreichendes Kriterium fiir die Stabilit#t

eines Zustandes dar.

Als Ausgangsgleichungen sind die vollstindigen nichtlinearen Stdrdifferen-
tialgleichungen aus Gl. (2.1la) zu generieren. Wir erhalten analog zu Gl.

(3.5) jedoch ohne Linearisierung




ox, = ob ( 5x2—<§xﬂ\ )
6721 = <F —xi)ém - CSXZ - xoéxs - <§x15><3 (3.13)

)
5;3 = xoéx1-+ xoéxl - 5x3 + Sxaéx;

Die Anfachungsrate X kann dann gemdRB Gl. (3.12) durch zuldssiges Vertau-
schen der auftretenden Operationen ausgedriickt werden. Wir wollen uns jedoch
auf die unmittelbare Umgebung der Hopf-Punkte, d.h. B 2 B* beschrinken und

fiihren deshalb zunichst eine relative Abweichung vom betrachteten Hopf—-Punkt
ein als

AR = tﬁz—ﬁ ;ﬁfﬂ‘. | (3.14)

Die Kennzahl-Transformation von B auf AR erweist sich als sinnvoll fiir die
folgenden Schritte. Fiir AR < 0 gilt deshalb B < B*, d.h. wir befinden uns
'unterhalb" des Hopf-Punktes im unterkritischen Bereich. Entsprechend kann
AB > 0 direkt dem {iberkritischen Bereich, d.h. B > B* zugeordnet werden. Im
Rahmen der so definierten Umgebung um den Hopf-Punkt kann auch eine kleine
Unsymmetrie J angenommen wefden. Wir kdnnen deshalb wegen AE,(S <1, jedoch
ohne Annahmen bzgi. der St6rungsamp1ituden.éxi, das Gleichungssystem

5;(1 = O(.((SXZ—SX_‘)
éQl = {1——£i§;L)£SSX - £x2 - éx 5x

. aB - L...__“ ><§
v /\+ Z-){I:*; Ag } ch (3.15)
(sz {x + ASB (4e s E ng - (gx + (g><1<§x2_

+ {x +AS?> +——,—~(A+K )26—} chz

herleiten. Dieses System ist linearisiert in den GrdRen AR und é um den Hopf-
Punkt bei B =

o

B*. Die Anfachungsrate X kann bei Beriicksichtigung der Ergeb-

nisse aus der linearen Stdrungsrechnung angegeben werden. Es kommt

X o= - 0O > = < SxI> - < Sxi>

%2
+{O(,+’\ —_ M%(_Q_\é} <éx4(§x2>
° (3.16)

* 2
{xo.‘_ ASS + _(_4_%)—&2?} (5)(487(3)

)




Im folgenden wird es ndtig, die zundchst unbekannte StdrungsgroBe chCt ) in
sinnvoller Weise anzunihern. Wir widhlen hierzu eine additive Uberlagerung

gemdl

Sx(ty = dx vy o+ Sx ()

~ ~ b

. (3.17)

Der Anteil %31(’E) soll hierbei das Ergebnis aus den linearen StSrungsdiffe-
rentialgleichungen (vgl. Gl. 3.5) repridsentieren. Fiir B = B* sind aufgrund
der Untersuchungsmethode die Eigenwerte als '%1/2 = +j w* und ﬂ:3 < 0 und

Im 043) = 0 bekannt. Mit der willkiirlichen Anfangsbedingung

A

ch”(Q:w = A (3.18)

knnen die LBsungen flir den eingeschwungenen Zustand angegeben werden, wobei

sich Funktionen vom Typ

* . *
ﬁfgyt) = S*&nUJT + gchsto [ g3 (3.19)

ergeben.

Streng genommen sind diese Ldsungen §}IQC) nur am Hopf-Punkt, d.h. bei B = RB*
giiltig. Im Rahmen des Untersuchungsbereichs mit AAB,S << 1 stellen sie jedoch
auch gute Ndherungen filir die Umgebung dar. Wir unterstellen also chl"z' ch;.
Der vollstindige Gang der Rechnung ist aus Grlinden der Ubersichtlichkeit im
Anhang (vgl. Abschn. 7.3) ausgefiihrt.

Der zweite Anteil é}nl (T ) hingegen soll der nichtlinearen Wechselwirkung
der Storgr6Ben Rechnung tragen. Zur Berechnung dieses Anteils wird der Ansatz
(3.17) in das Differentialgleichungssystem (3.15) eingebracht und nach Linea-

rislerung in den GrbBen AB,S s é,xnl erhdlt man

5; = & (dx - S« )
An 2

¢ n{ Ant )
° Y 3 *
(5 XZ\-\Q = ng'(n(, - éxln(; - %, éx.?ne - éxz&cé x3g N (3.20)
B » * * X
Skyy = XSk + RDSxyg - Sxpy + Sn 8K
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Aufgrund der auftretenden Produkte der bekannten Funktionen £lech§1 han-
delt es sich um ein inhomogenes Gleichungssystem flir étxnl und somit kommen

ausschlieBlich Losungen vom Typ

\"_ *,\ '
<§M><n6 = C, Sn2WT + Coeos 20T + C, (3.21)
in Frage. Nach Bestimmung der Konstanten—Vektoren‘Qj (vgl. Aschn. 7.3) sind

alle auftretenden GrdRen in der Gleichung fiir die Anfachungsrate X (Gl. 3.16)
bekannt. Wir berlicksichtigen die Ergebnisse aus der linearen St8rungsrechnung

und erhalten fiir die Anfachungsrate

2 2
X = = & <<5><1nb> - £ cg><2he> - < chth
2
(e o) 5 Sk Sk
*® 2%

RO R

+{Ag}':-v(oéz_+ b o) CS} <<§><:Q<§x;;)

(-2 XL + AWK+ 2 )

(06 + 2ok +4) |
: # (&% - 2) <Bx, Ixg

(3.22)

+ + 4 .
(*1)y <Sx, I, > o
die doppeldeutigen Vorzeichen rithren von den LGsungen mit unterschiedlicher

Stromungsrichtung im Kreis mit X2 0 her.

An dieser Stelle wird zur Vereinfachung der weiteren Algebra o(>> 1 voraus-
gesetzt. Alle Funktionen k&nnen deshalb als Laurent—Reihe in-dOC entwickelt
werden und das Resultat kann bei Abbruch nach den Gliedern der Ordnung (1/¢¢)

analytisch angegeben werden. Zusammen mit der Proportionalitit

2

>

X ~ 5 4 (3.23)

cl

a

erhdlt man schlieBlich die Amplitudengledichung
A2
AZ A
dAZ ., 3% A {o(, _ - (A _Cg __}___
— = T +
c\'t -"'ZO(J + ‘3 ) .‘ v{oo (3.24)
A
+ @'{—3}

< .




Diese Differentialgleichung, hdufig auch als Landau-Gleichung bezeichnet,
gibt AufschluB iiber das Verhalten einer beliebigen Anfangsamplitude X in der
Zeit., Weil stets eine Anfangsstdrung 2k¥ 0 vorhanden sein wird, scheidet die

~ 2
triviale Losung A = 0 aus. Der Fall SAN o 0, d.h. zeitliche Konstanz der

AT
Stdrungsamplitude,-kann als neutralstabil aufgefaBt werden. Eingefiihrt in
Gl.(3.24) erhdlt man eine algebraische Bestimmungsgleichung fiir die zur Neu-

tralstabilitit gehdrende Amplitude XN. Es kommt

2\2;’—%06{:%06 tﬁ%+(a@;§§.)t%}' (3.25)

N

Wir wollen zundchst den Fall symmetrischer Beheizung, d.h. d= 0, diskutie-
ren. Man erhdlt die Gleichung

N 32
Ay = 7 ﬁ{; aB | (3.25a)

welche fiir AR < 0 zwei reelle Ldsungen fiir XN liefert. Im folgenden Bild
sind die Ergebnisse flir die Amplituden bei zwei verschiedenen Werten des

Stoffparameters 0( liber AR|AR| aufgetragen.

>
=

- 0 ARTARL 1

p* [}

Abb, 3-3: Amplituden der Neutralstabilitdt im symmetrischen Beheizungsfall
' (d = 0) fiir zwel Werte des Stoffparameters o = 15. und &4 = 40.)

Zundchst ist zu erkennen, daB die Kurven riickwdrtig vom Hopf-Punkt, gegeben
durch B = B* (bzw. AR = 0), abzweigen. Der Betrag von KN nimmt dann fir
fallende Werte B zu. Die Amplitude ist zudem unabhingig von der Richtung der
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Stromung im Kreislauf (x1% 0), und deshalb zeigen beide stationiren Ldsungsiste
am jeweiligen Hopf-Punkt identisches Verhalten. Es ist dadurch charakteri-
siert, daB filir Werte B < B* die stationdren Ldsungen im Falle kleiner Stdrun-
gen stabil bleiben; fiir endliche Stdrungsamplituden X hingegen, welche grORer
als die gezeigten Amplituden der Neutralstabilitit AN sind, kann aus Gl.
(3.24) dp\> 0, also instabiles Verhalten gefolgert werden. Dies bedeutet,
daR der Zustand der Neutralstabilitdt bei endlicher Stdrungsamplitude bereits
fiir Werte B { B* erreicht ist. Der Ubergang ist deshalb unterkritisch bzw.
man spricht von einer unterkritischen Instabilitédt der stationdren Ldsung.

In Abb. 3-3 kann auch der EinfluB des Stoffparameters V diskutiert werden,
welcher gemiR |AN|N0(.1/4 bei groBen Werten O( zu deutlich grbBeren Neutral-
amplituden fiihrt. Es sei noch erwdhnt, daB der Grenzfall d= 0, wie er in Gl.
(3.25a) bzw. Abb. 3-3 dargestellt ist, in einer Arbeit von McLaughlin & Mar-
tin [20] in anderem physikalischem Kontext mit identischem Ergebnis gerechnet

wurde.

Im nidchsten Bild nun ist der allgemeine Fall d # 0 filir zwei Werte 0K darge-
stellt. In diesem Fall liefert die Gl. (3.25) jetzt abhidngig von der Strd-

mungsrichtung (x,20) vier L&sungen fiir Ao
1

b= +2° 6= +2°
- r o= 15 t -< o= 40
N

x4<0

x>0

\ X1>0 -m
) |
|
| ./Ir
| |
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l |
| |
l |
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I
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\
.
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THIH p— m o op—
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E

Abb. 3~4: Amplituden der Neutralstabilit#t im allgemeinen Fall (& # 0) fir
zwei verschiedene Werte des Stoffparameters O = 15. und o = 40.).
Die Kurven sind gestrichelt in den Bereichen, in welchen die Vor-

aussetzungen der Rechnung verletzt sind.

Bei der linearisierten Stdrungsrechnung konnte bereits festgestellt werden,

daB die Hopf-Punkte der stationdren L&sungsdste bei verschiedenen Werten der
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Beheizung BT und B; im Falle cg# 0 zu finden sind. Dieser Sachverhalt spie-
gelt sich naturgemidR auch hier wieder, indem die Abzweigung der Amplituden-
kurven je nach Stromungsrichtung (xle) jetzt bei AR 2 0 auftreten, also an
den bekannten Hopf-Punkten bei B? und B;. Auch hier ist jedoch eine riickwdr-
tige Verzweigung an beiden Punkten zu beobachten. Die Uberginge sind deshalb
beide unterkritisch. Es zeigt sich jedoch zusdtzlich, daB das Anwachsen der
neutralstabilen Amplitude KN fiir fallende Werte B ausgehend von ET und B;
unterschiedlich stark geschieht, indem XN fir x; < 0 relativ klein bleibt,
fir x, > 0 jedoch ein Wendepunkt zu deutlich grdBeren XN fiihrt. AuBerdem
besitzen die von E; ausgehenden Kurven bei B = B%* eine Singularitdt in der
Steigung. DemgemdB kann gefolgert werden, daR die stationdre L&sung mit nega-
tiver Strdmungsrichtung (xl < 0) im Bereich B < B¥ schon bei relativ kleinen
Storungsamplituden A instabll werden kann im Gegensatz zur stationdren LOsung
mit positiver Strdmungsrichtung (x; > 0), fiir welche deutlich gr&Bere kriti-
sche Amplituden KN berechnet werden. Es liegt die Vermutung nahe, daR der
unterkritische Bereich im Falle x; > 0 auf das Intervall R* < B XK E; be-
schridnkt ist. Der EinfluR des Stoffparameters (X auf den Verlauf der Kurven XN
ist #hnlich wie im Fall mit d = 0°. Fiir wachsende Werte (X, ergeben sich
groBere Neutralamplituden. Daneben findet man eine Verschiebung der Hopf-
Punkte BT, B; zu kleineren Werten bei B? bzw. zu groBeren Werten fiir E;.

Letzteres kann bereits aus der linearisierten Stdrungsrechnung entnommen werden.

Mit den gefundenen Neutralamplituden XN in der Umgebung von B* ist es somit
mdglich, die zuldssigen Stdrungsamplituden X abzuschdtzen, welche im Falle

A < KN stets ein Zuriickschwingen auf die gestdrte stationdre Ldsung zur
Folge haben. Fiir A = KN kann gerade der Grenzfall einer periodischen
Schwingung erwartet werden, alle gr6Beren Amplituden mit'K >;RN fiihren je-
doch im Rahmen der hier durchgefiihrten Betrachtungen auf f?%? > 0, d.h. auf
ein unbegrenztes Anwachsen der Stdrungen. Der Grenzfall |KN|—* 0 zeigt im
ibrigen in konsistenter Welse die Stabilititsgrenze, welche im Falle beliebig

kleiner St8rungen ermittelt wurde (vgl. Abschn. 3.2).

Zu weitergehenden Aussagen iliber die Stabilitdtsstruktur des Systems gelangt
man mit Resultaten aus einer Arbeit von E. Hopf aus dem Jahre 1942 [13].

Hierin wird in einem Satz klar dargelegt, welcher Zusammenhang zwischen den
charakteristischen Exponenten der stationdren und der abzweigenden periodi-
schen Ldsungen besteht. Nach Hopf kann aus dem Sachverhalt einer rlickwidrtig

abzweigenden periodischen Ldsung sofort auf deren Instabilitdt geschlossen




werden. Es gibt aus diesem Grunde im jeweiligen unterkritischen Bereich fiir
das Systemverhalten nur die Alternative zwischen lokal stabilem stationirem
Verhalten im Falle geniigend kleiner Stdrungen und regellos zeitabhingigem ‘
Verhalten bei Uberschreiten der kritischen Stdrungsamplitude XN‘ Die statio-
nidre L8sung ist folglich im unterkritischen Bereich als bedingt stabil einzu-
stufen, fiir groRe Stdramplituden tritt transient chaotisches Zeitverhalten

auf .

3.4 Periodische Ldsungen als Rand-/Eigenwertproblem

Mit der schwach nichtlinearen Stdrungsrechnung (vgl. Abschn. 3.3) sind Aussa-
gen zum Verhalten bei endlicher St8rungsamplitude nur bei Einhaltung der
gemachten Voraussetzungen Iéfnll’ AR, d << 1 und o> 1 zuldssig. Dies im-
pliziert, daB sie sicherlich nur in unmittelbarer Umgebung des Hopf-Punktes

flir B~ RB* eine brauchbare Ndherung liefert.

Die anschlieBenden Betrachtungen sollen nun, ausgehend vom nichtlinearen
Gleichungssatz (2.11a) mit einem numerischen Verfahren zur vollstidndigen
Kenntnis der periodischen L&sungen fiihren. Damit kann dann der komplette
Parameterbereich in B abgedeckt werden, insbesondere auch die Bereiche, wel-
che bisher mit den Mitteln der analytischen Stdrungsrechnung nicht erfaBbar

warene.

Fiir die weiteren Uberlegungen wird die Existenz von mindestens einer periodi-
schen Losung im unfefkritischen Bereich unterstellt. Hierbei ist zundchst
unwichtig, ob diese L&sung sich spiter als stabil oder instabil erweisen
wird. In jedem Falle muR eine Ldsung von Gl. (2.lla) existieren, fir welche

die periodische Randbedingung

i

X (T) X (T +71T) (3.2)
erfiillt ist.

An dieser Stelle ist es sinnvoll, die Zeit mit der zundchst unbekannten Pe-

riodendauer zu normieren, d.h t =T/ T, wodurch das Systen (2.1la) in der Form
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;<z = T { Bx1 X Xz = X, + Pﬁ'oné} : (2.11b)
<, = T4 xx, X531 |
ko - & %)
oder kurz
., o -
X o= /A(d”@)'\_’) 353' x v < =LT(§5+GH<§J% .

geschrieben werden kann.
Die Periodizitdtsbedingung lautet deshalb allgemein

X (1) = ><<+_+1>3 (3.27)

~

oder speziell fiir t =0

X (o) = %), ‘ (3.27a)

Es kann deshalb das Auffinden der periodischen Lésungen als nichtlineares
Rand-/Eigenwertproblem aufgefaRt werden. Dieses ist gegeben durch das Diffe-
rentialgleichungssystem (2.11b) und durch die Randbedingung (3.27a). Die
Nichtlinearitidt des Systems (2.11b) steckt im iibrigen in der Abhdngigkeit

A = f(i)' Eine Ldsung des Problems ist auf analytischem Wege nicht mdglich.
Daher empfiehlt es sich, ein numerisches Verfahren anzuwenden. Hier wird ein
"multiple shooting"-Verfahren auf der Basis eines Runge-Kutta Verfahrens 4.

Ordnung verwendet (vgl. z. B. [18]).

Im vorliegenden Fall werden die Parameter ¢{, B und ) festgehalten, wdhrend
die Periodendauer T als freier Parameter vom numerischen Verfahren bis zur
Losung variiert wird. Aufgrund eines freien Parameters im Shooting-Verfahren
miissen jetzt (n + 1) Randbedingungen gestellt werden, um das Problem eindeu-
tig zu formulieren. Hierbei stellt n die Anzahl der gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen erster Ordnung in Gl. (2.11b) dar und damit auch den Rang der
Matrix /A und die Dimension des Vektors X Mit der Randbedingung (3.27a) sind
deshalb in Vektorform bereits n Randbedingungen formuliert. Eine weitere

Bedingung erhdlt man beispielsweise indem man setzt




xl(o) = a, = konst. . (3.28)

Diese Anfangsbedingung muB naturgemiB so gewdhlt werden, daB die GroRe xl(t)

wihrend einer Periode auch tatsdchlich den Wert a_ annimmt. Es muB daher gel-

o
ten
(3.29)

Xmin < % < Xlpax -
Das Rand-/Eigenwertproblem ist im {ibrigen fiir elne stationdre Ldsung stets
erfiillbar, weil fiir beliebige Werte von T auch die Randbedingung (3.27a)
erfiillt ist. Aus diesen Griinden muB die (n+l)te Bedingung zusdtzlich so ge-
wiahlt werden, daB sie nicht mit einer der stationdren LUsungen identisch ist,
d.h.

xl(o) = a, # Xig¢ (3.30)

In Abb. 3-5 ist das Integrationsgebiet mit den dazugehdrigen Randbedingungen

veranschaulicht.

X1(o) = ao‘ ’X1(1) = x1(0)
= X2(0)
X, (0)4 Px, (1) = x,(0)

Abb. 3-5: Randbedingungen fiir das Rand-/Eigenwertproblem




Existiert mindestens eine periodische LOsung filir den gewdhlten festen Parame-—
tersatz &, B und d , und wird zus#dtzlich die Anbindung a, z.B. der Funktion
xl(t) richtig gewdhlt (gemdR Gln. 3.29, 3.30), so miissen auch Ldsungen fiir
das dazugehdrige Rand-/Eigenwertproblem existieren. Der freie Parameter T

entspricht dann gerade der Periodendauer oder einem ganzzahligen Vielfachen.

Numerisch erweist sich dieses Problem als ldsbar, womit fiir die weiteren
Betrachtungen die periodischen L8sungen 5p(t) als bekannt vorausgesetzt wer-
den kbnnen. Die prinzipielle Vorgehensweise beim numerischen Verfahren findet

sich in Form eines FluBdiagramms in Abb. 3-5a.

3.5 Stabilitdt der periodischen Ldsungen (Floquet—Theorie)

Zur Untersuchung der Stabilitdt der periodischen L8sungen kann prinzipiell
wieder eine linearisierte Theorie herangezogen werden, wenn man unterstellt,
daR das Verhalten kleiner St8rungen um die Losung AufschluB iiber deren
Stabilitdt gibt (vgl. Joseph [16]).

Es wird deshalb ein Stdrungsansatz der Form
() = x_(+) + Ox(t) (3.31)
~ ~ © ~

gewdhlt, mit |d x| << 1.

Entsprechend wird es mdglich, den Ansatz (3.31) in das Differentialglei-
chungssystem (2.11b) einzufiihren und das folgende linearisierte Stérdifferen-

tialgleichungssystem herzuleiten:
éx4 = ”Vduiéxz—<5x1}
Sxy = T LR 8x, - X pOxg = Ex, b, (3.32)

Sx, = T{,XZPCSX1 + x/chgx2 - dx, }

>

In Gl. (3.32) treten als Koeffizienten die zeitabhingigen periodischen Funk-

tionen xip(t) auf, so daR das lineare System in Vektorschreibweise als

dx = B{X,pP T, xetd}  Ix (3.32a)

rd

geschrieben werden kann.




B(t) stellt eine periodische Koeffizientenmatrix (n x n) dar, fiir welche
ebenfalls die Periodizitdtsbedingung
By = BL+1) (3.33)

gilt.

Die Theorie gewdhnlicher Differentialgleichung (vgl. Joseph [16]) liefert
wegen der Existenz von n linear unabhdngigen Ldsungsvektoren y; des Systems
eine Fundamentalmatrix IF (n x n), in deren Spalten die VektOQZn y; stehen.
Die allgemeine L3sung ist dann gegeben durch eine Linearkombinat:on der n
linear unabhingigen LOsungsvektoren. Fiir diese Fundamentalmatrix kann deshalb

die Differentialgleichung

Fy) = B IEq) (3.34)
angegeben werden.
Wegen Gl. (3.33) kann gefolgert werden, daR

Flera) = B+ F(r+1) = B (o1 (3.35)

gilt. Das bedeutet, daB auch IF (t+l) eine Fundamentalmatrix darstellen muR.

Dies wiederum ist nur mdglich wenn gilt

Fle+) = 1) - CD (3.3 )
wobei €(1) eine Konstanten-Matrix sein muR. Sie wird als Monodromie-Matrix

bezeichnet und ihre Eigenwerte Ki als Floquet-Multiplikatoren.

Wie aus Gl. (3.36) ersichtlich, kontrollieren die Eigenwerte %i von €(1)
die Entwicklung der Fundamentalmatrix [F in der Zeit und geben somit AufschluB
iiber die Stabilitit.

Fiir

| Al <1, (3.37)

d.h. wenn alle Floquet-Multiplikatoren im Einheitskreis der komplexen
Zahlenebene liegen, verschwindet die Fundamentalmatrix nach j Perioden, d.h.

t =t + j, flir j—+ o . Wegen Gl. (3.36) kommt




Al Fae+sp = Fe) o Lim (E‘}(«) = o, (3.38)
§ 7 d e
Das Verschwinden der Fundamentalmatrix fiir t-+o bedeutet gleichzeitig, daR
die Ldsungen éz(t) des Systems (3.32) geddmpft werden. Die Stdrungen um die
periodische Ldsung fp(t) klingen ab. Die periodische L8sung kann deshalb als
lokal stabil bezeichnet werden.

Die Bestimmung der Monodromie-Matrix €(l) kann als Anfangswertproblem aufge-
faRt werden. Man wihlt hierzu eine spezielle Fundamentalmatrix [F,(t) mit der

Anfangsbedingung

Ft=0) =& . (3.39)
Hierin ist IE die diagonal besetzte Einheitsmatrix. Wegen Gl. (3.36) folgt

Folt+1) = () C 1) | (3.3 a)
bzw. flir t = 0 mit Gl. (3.39)

=y = ) (3.40)

Somit ist das Anfangswertproblem integrierbar, wenn die Matrix B(t) be-
kannt ist. Im vorliegenden Fall sind die Funktionen Ep(t) wegen des nicht—
linearen Charakters der Grundgleichung (2.1la) nicht analytisch anzugeben.
Deshalb wird zur Integration des Problems

F, = B'F

o o » mit der Anfangsbedingung \F; (o) = E ) (3.34a)

ein numerisches Verfahren (Runge-Kutta, 4. Ordnung) gewdhlt. Die Integration
erfolgt in den Grenzen 0  t 1, sodaR als Ergebnis die Monodromie-Matrix,
gegeben durch €(1) = Wo(l) erhalten wird.

Im weiteren bleibt nur noch die Bestimmung der Eigenwerte A der Matrix €(1)

1
vorzunehmen, um hieraus eine Aussage zur lokalen Stabilitidt der dazugehdrigen

periodischen Ldsung zu treffen,

Der Konstellation der Floquet-Multiplikatoren kdnnen im ilbrigen nach Holod-

niok & Kubicek [14] noch weitere Details iliber das Verhalten der Lsungen an
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speziellen Punkten entnommen werden. So lassen sich insbesondere Verzwei-
gungspunkte eindeutig einer charakteristischen Konstellation zuordnen. Auf
eine ausfiihrliche Darstellung bei Holodniok & Kubicek sowie eine Darlegung

der hier auftretenden Fdlle in Abs., 2.7.3 sel verwiesen.

Zur Berechnung und Verfolgung der periodischen Losungsédste ist ein Programm
entwickelt worden. Es ermittelt in seinem Kern die periodischen Ldsungen
durch Lésen des Rand-/Eigenwertproblems. Darliber hinaus werden ebenfalls die
Monodromiematrix und die Floquetmultiplikatoren durch Lésen des Anfangswert-
problems berechnet. In Abb. 3-5 ist die Programmstruktur dargestellt, mit
welcher die in Abschnitt 3.4 und 3.5 aufgestellten Gleichungen ausgewertet

werden.
feste Parameter K, (S
Startwerte:
8 x(t) T a
) )
Sch, Yoo
T T T
[ — A 4
! |
_— I
—-——————T—-—~—TSch3tz Schitzvert
A fktn, fiir T a
‘akt. %sokE) °
Unterprogramm Randbedin
gungen:
DD@3AD, x (o) = x_ (1)
multiple-shooting Verfahren zur ~p ~P
Losung d. Rand-/Etgenwertproblems x1(o) =4
in0 £t g1
F—L‘_ﬁ
Rake. |¥p(t) | Were T
neuer
Schétzvert
Unterprogramm Anfangsbedi :
fir T MY ngsbedingung:
Runge-Kutta Verfahren zur [Fo(o) =E
Integration des Anfangs-
wertproblems im Bereich
0gt &
l Bakt.Bp(t) } lmo(n) - ¢(1)
. Bewer tung der Amplituden Unt.
bpeinl  Jorere, s rogranm
0 A ~Np
— Ai > 0 und Berechnung der Eigenwerte
. der Monodromie-Matrix
min € % € *1max
Bakt. L(p(t)
-
i &t DT:atgllgng ;on X (t) Bewertung der Floquet-
kg als abgebrochene Multiplikat -
<4 Fourierreihe 1itﬁtp aroren auf Scabl
heue
Bchits - Al S0
tkt. } Baktj
Variation des Kontrollparameters B
8 Bakt =,Bakt + D8
akt,

Abb. 3-5a: Programmstruktur zur Ldsung, Stabilit&dtsbewertung und Verfolgung

der periodischen LOsungsiste.
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Die erhaltenen periodischen Lbsungen werden dann unter Variation des Para-
meters B welterverfolgt. Im folgenden Abschnitt 3.6 sind exemplarisch Ampli-
tuden des dimensionslosen Volumenstroms X; .., Xjp.. als wichtige KenngrodBen

der periodischen L8sungen {iber der Beheizung B aufgetragen und diskutiert.

3.6 Das vollstidndige, nichtlineare Verzweigungsdiagramm

Zundchst wird der Fall einer symmetrischen Beheizung, d.h. d = 0°, betrach-

tet.

10

-10
0 10 20

Abb. 3-6: Stabile stationdre Ldosungen sowie Amplitude'der periodischen

Ldsungen flir den Volumenstrom x, als Funktion der Beheizung R.

Es wird deutlich, daR ausgehend von der Stabilitidtsgrenze der stationidren
Losung, dem Hopf-Punkt HP, riickwidrtig eine T-periodische Ldsung abzweigt.
Ihre Amplitude, in Abb. 3-6 gegeben durch Minimal- und Maximalwerte, nimmt
mit wachsendem Abstand vom HP zu. Bei B = By, wird die Amplitude der periodi-
schen Losung so groB, daR die Stromungsgeschwindigkeit zeitweise verschwin-
det. Dies bedeutet, daR die periodische L&sung die lokal instabile stationire

Losung Xgg = O tanglert und in diese ilibergeht.

Der Ubergang einer periodischen L8sung der endlichen Periodendauer T in eine
stationdre Losung ist mathematisch gesehen nur mdglich, wenn T singuldr wird.
Hier bedeutet dies, daR T unbeschrédnkt zunimmt. Diese Konfiguration wird als

Homoklines Orbit HO bezeichnet und kann im dreidimensionalen Zustandsraum,
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aufgespannt durch die GrdBen x;, X, und x5, als ein Grenzfall interpretiert
werden, in welchem die geschlossene Raumkurve der periodischen L8sung den
stationdren Ldsungspunkt trifft und dort verharrt. Das Fortschreiten auf der
Raumkurve mit der Zeit ist unterbunden, weil definitionsgemdB die zeitliche
Anderung der GrbRen, gegeben durch % = o0, verschwindet. Die Riickkehr zum

Ausgangspunkt auf der Raumkurve erfolgt erst nach beliebig langer Zeit.

Die numerischen Rechnungen zeigen in der Tat das grenzenlose Ansteigen der
Periodendauer T bei Anndherung an das Homokline Orbit. Zur Kontrolle des
numerischen Verfahrens wird darliber hinaus die Periodendauer T der monoperio-
dischen Losung als Grenzlibergang flir B —=R* ermittelt und den Eigenwerten des
linearisierten Modells genau am HP (vgl. Abschn. 3.2) gegeniibergestellt.
Hierbei kann gezeigt werden, daB die Resultate in der Tat konvergieren, d.h.
am Hopf Punkt liefern sowohl die linearisierte St6rungsrechnung, als auch die

vollstdndige nichtlineare Rechnung identische Resultate fiir die Periodendauer.

Als Besonderheit findet man im Punkt des Homoklinen Orbit fiir den symmetri-
schen Fall mit & = 0 eine Paarung von zwel monoperiodischen Schwingungen.
Diese sind gegeben durch die Schwingung um die positive sowie die spiegelsym-
metrische negative stationidre LOsung. Die Vereinigung der beiden Orbits
stellt letztlich die Ursache fiir die Existenz weiterer subharmonischer Ldsun-
gen dar, die am Punkt des HO von der T-periodischen L8sung abzweigen. Diese
kdnnen demgemdR als Folgen von Durchliufen auf wahlweise einem der beiden
Orbits aufgefaBt werden. Aus diesem Grund erstreckt sich ihre Amplitude {iiber
beide Halbebenen, d.h. im HO ist sie genau doppelt so groR wie die Amplitude
der monoperiodischen Schwingung. In der mathematischen Literatur hat sich fiir

diese spezielle Konstellation der Begriff "homokliner Verzweigungspunkt' ein-

geblirgert.

Die monoperiodischen Losungen existieren aus den genannten Griinden nur im
Bereich Byy < B < B*, d.h. im unterkritischen Bereich zwischen Homoklinem
Orbit (HO) und Hopf-Punkt (HP). Aus der Tatsache einer riickwdrtigen Verzwei-
gung kann nach Hopf [13], wie bereits in Abschn. 3.3 aufgezeigt, auf ihr
instabiles Verhalten geschlossen werden. Die Floquet—-Multiplikatoren erweisen

sich dementsprechend als reell, fiir den Betrag gilt stets | %\1|.Z 1.

Die weiteren Untersuchungen haben gezeigt, daR alle subharmonischen Ldsungen

vom HO ausgehen und daR ihre jeweilige Periodendauer im HO gleichfalls eine
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Polstelle aufweist. Sie existieren folglich nur fiir Werte B im Bereich
B Z.BHO‘ Die Anfachungsraten der nT-periodischen L6sungen signalisieren im
betrachteten B-Bereich durchweg instabiles Verhalten.

Zum Vergleich sind in Abb. 3-6 zusdtzlich die analytisch gewonnen Amplituden—
kurven gemdB Gl. (3.25a) als diinne durchgezogene Linien in der Umgebung des

HP eingezeichnet. Die Abweichungen sind dadurch zu erkldren, dak die Gliltig-
keit der Amplitudengleichung aufgrund der getroffenen Voraussetzungen auf die

unmittelbare Umgebung des HP beschrdnkt ist.

An dieser Stelle sei darauf hingewilesen, daR numerische Ergebnisse zum symme-
trischen Fall (Lorenz-System) in Teilen bereits von Holodniok & Kubicek [14]

iﬁ Jahre 1984 vertffentlicht wurden. Die hier vorgestellte Rechnung befindet

sich bei diesen Teilen in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen dieser Autoren.
Dies stellt eine schdne Bestdtigung des benutzten numerischen Verfahrens dar.
Das Hauptaugenmerk der Arbeit dieser Autoren liegt jedoch in einer Verfolgung
der periodischen L&sungen fiir sehr groRe B, weil dort wiederum stabile Berei-
che erwartet werden. Dieser Bereich erweist sich jedoch fiir das hier betrach-

tete physikalische Problem als irrelevant.

Im folgenden wird jetzt der allgemeine Fall einer unsymmetrischen Beheizung
(z.B. d = 10°) diskutiert. Hierzu sind in gleicher Auftragung die Amplituden
der Losungen in Abb. 3-7 als Funktion der Beheizung B dargestellt.

Von der Stabilitdtsgrenze (HP) der negativen stationdren LOsung bei B = ET
zwelgt genau eine T-periodische Ldsung riickwdrtig ab. Fiir fallende Werte R
nimmt die Amplitude zu, bis schlieBlich durch das Zusammentreffen dieses
Losungszweiges mit der stationdren, instabilen L&sung ein Homoklines Orbit
(HO) geformt wird bel R = BHO‘ DemgemdR findet sich flir die Periodendauer T
eine Polstelle beim HO. Im Gegensatz zum symmetrischen Beheizungsfall (vgl.
Abb. 3-7) treffen hier im Homoklinen Orbit nicht zwei periodische L&sungen
zusammen. Aus diesem Grunde fﬁhrt‘ein Uberschwingen der periodischen Ldsung
in die positive Halbebene nicht zu subharmonischen L8sungen. Die Transienten

enden auf dem lokal stabilen stationiren Lésungsast mit X > 0.
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Abb. 3-7: Stabile stationire Losungen sowie Amplitude der periodischen

Losungen fiir den Volumenstrom x; als Funktion der Beheizung B.

Eine riickwdrtige Abzweigung der instabilen T-periodischen L&sung findet sich
in gleicher Weise am Hopf—~Punkt in der positiven Halbebene bei B = BE. Es
kommt jedoch nach Anwachsen der Amplitude fiir fallende Werte B zu einer Um—
kehr der Losungskurve am Punkt UP mit B = BUP’ Dort varilert neben den Ampli-
tuden auch die Periodendauer T stetig. SchlieBlich tritt auf dem vorwidrtsge-
richteten Ast der T-periodischen LOsung ein weiterer Verzweigungspunkt VP
auf, von welchem wiederum eine Schar subharmonischer L&sungen abzweigt. Es

sind dies nT-periodische Ldsungen mit n > 2.

Es existieren somit flir beide stationdre Konvektionsldsungen verschiedene
unterkritische Bereiche. Im Falle des negativen Astes ist der unterkritische
Bereich begrenzt durch das Homokline Orbit HO und den Hopf-Punkt HP. Er liegt
folglich bei Werten 5.25 < B { 9.43. Beim positiven Losungsast wird er einge-
schlossen durch den linken Umkehrpunkt UP sowie den Hopfpunkt HP und liegt im
Bereich 18.20 < B < 25.93. Fiir Werte B > B¥ existieren nur die instabilen nT-
Lésungen (n > 1) sowie die instabilen stationdren Aste. Das Stabilitdtsver-
halten in diesem Bereich ist deshalb als global instabil einzustufen und das

Zeitverhalten wird chaotisch sein.

Im folgenden wird der fiihrende Floquet-Multiplikator bei Verinderung des
Parameters BB diskutiert. Hierzu ist %\1 als Funktion der Beheizung B in Abb.
3-8 dargestellt.
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Abb. 3-8: Verhalten des fiihrenden Floquet-Multiplikators (qualitativ)

Erwartungsgemdl erweisen sich alle gefundenen Werte der Floquet-Multiplikato-
ren als reell. Ausgehend vom HP des stationdren Lbsungsastes in der negativen
Halbebene, mit A 1 = 1 als Grenzfall, steigt der Wert des Multiplikators bei
Annéherung an das HO an und weist dort eine Polstelle auf. Diese periodische

Losung ist folglich im gesamten Bereich instabil.

Ahnliches Verhalten ist am HP des positiven stationdren L8sungsastes beil

B = E; zu beobachten. Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied darin,
daB dem Anstieg filir kleiner werdende R eine maximale Anfachung folgt. Nach
ihrer Durchschreitung f&dllt der Betrag des Multiplikators wieder ab, um
schlieBlich ab dem Umkehrpunkt (UP) der Lsungskurve einen Wertebereich zu
durchlaufen, welcher lokale Stabilitdt der periodischen LOsung signalisiert.
Er gelangt danach zu groBen Anfachungsraten in der negativen Halbebene. Dem-
gemdB existiert ein Bereich zwischen dem Umkehrpunkt UP und dem Verzweigungs-
punk VP, in dem die T-periodische Lésung stabil ist. Er ist in Abb. 3-8
gegeben durch die Werte 18.20 < B < 18.32 und dadurch charakterisiert, daB
der fiihrende Floquet-Multiplikator innerhalb des Einheitskreises (punktiert)
liegt, d.h. | A ] < 1.

Bei ’Al = -] liegt konsistenterweise der subharmonische Verzweigungspunkt VP
der periodischen L8sungen. Es zeigt sich auch hier aus den numerischen Unter-
suchungen, daB jede nT-periodische Ldsung fiir n > 1 jeweils zu einer betrags-
mdRig hdheren Anfachungsrate fiir B —=w strebt als die (n-1)T-periodische

Lésung.




3.7 Zusammenfassung

Wir wollen zundchst die analytischen Ergebnisse fiir den symmetrischen Behei-
zungszustand 6 = 0 zusammenfassen. Das Fluid im Kreislauf bleibt in diesem
Fall bei Erhdhung der Beheizung B zunichst in Ruhe, bis bei B = 1 die Ruhe-
18sung mit einer stationdren Vorwidrtsverzweigung ihre Stabilitdt verliert.
Filr B > 1 existieren dann zwel bedingt stabile stationdre LOsungen, welche
einer rechts— oder linksdrehenden Strdmung im Kreislauf entsprechen. An ihrer
Stabilitdtsgrenze bei R = B* werden beide L®sungen instabil gegen oszillato-
rische Stdrungen. Eine genauere Analyse zeigt, daR eine unterkritische Hopf-

Verzweigung vorliegt.

Dementsprechend miissen fiir das Systemverhalten vier verschiedene Bereiche
unterschieden werden. Fiir steigende Werte der Beheizung sind dies der global
stabile Ruhebereich, der Konvektionsbereich, der unterkritische Konvektions-
bereich und der iiberkritische Bereich. Im Konvektionsbereich ist unabhidngig
von der Stdrungsamplitude eine stationdre stabile Strdmung in positiver oder
negativer VQ—Richtung zu erwarten. Im unterkritischen Bereich ist im Falle
kleiner StSrungen ebenfalls eine stationdre stabile Strdmung die Folge. Ist
die StO6rungsamplitude jedoch groBer als die Amplitude der instabilen T-perio-
dischen LOsung in der Nachbarschaft, so wird instabiles Verhalten mdglich.
Wir erwarten deshalb ein transient chaotisches Zeitverhalten der Zustands-
groBen. Im iiberkritischen Bereich wird fiir die Konvektionsstrdmung chaoti-
sches Zeitverhalten erwartet, weill ausschlieRlich instabile Losungen vorhan-

den sind.

Im folgenden soll der EinfluR einer nicht—-symmetrischen Anordnung der Wdrme-
quellen und -senken aufgezeigt werden. Bei B ® 1 findet sich eine nicht per-
fekte Verzweigung von der stationdren Ruheldsung zur stationdren Konvektions-
stromung. Dabei bleibt einer der Lsungsidste stetig erreichbar, der andere
Losungsast hingegen liegt isoliert. Die StabilitHdtsgrenzen beider Ldsungsidste
liegen in diesem Fall bei unterschiedlichen Werten der Beheizung, die riick-
widrtigen Hopf-Verzweigungen bleiben jedoch erhalten. Deshalb existiert auch
in diesem Fall fiir beide Konvektionsldsungen die MOglichkeit zu einer unter-
kritischen Instabilitdt der StrOmung. Es kommt zudem zu einer deutlichen

Stabilisierung des stetig erreichbaren L&sungsastes.




Zusammenfassend ist deshalb zu erwarten, daR die isolierte Ldsung im unter-
kritischen Bereich bei groRBeren Stdrungsamplituden ihre Stabilitdt verliert.
Es ist dann der Ubergang zur anderen Lisung, verbunden mit einer einmaligen
Stromungsumkehr, zu erwarten. Fiir die stetlig erreichbare Ldsung ist im unter-
kritischen Bereich das Uberschreiten einer Grenzamplitude von transient chao-
tischem Zeitverhalten begleitet. Insbesondere in der Umgebung des Umkehr-
punktes dieses LOsungsastes sind in einem engen Parameterbereich auch stabil
periodische Strdmungsoszillationen mdglich. Der iliberkritische Bereich ist als
global instabil zu charakterisieren, die ZustandsgrdBen zeigen dort chaoti-

sches Zeitverhalten.
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4.0 Modifikationen des Grundmodells

4.1 Auswirkung der nichtlinearen Wdrmeiibergangsbeziehung

Bisher wurde im Grundmodell durch K1 = 0 ein konstanter Widrmelibergangskoef-
fizient H # f(xl) vorausgesetzt. Tatsidchlich jedoch hingt der Wdrmeilibergang
Fluid/Wand auch im laminaren Bereich von der mittleren Stromungsgeschwindig-
keit und damit von X1 ab. Dieser Tatsache trigt das in Abschnitt 2.4 einge-
fiihrte Modellgesetz

: A,
Hix) o= HoL A4+ W x (2.9)

Rechnung.

Aus der Literatur zum Wdrmelibergang in laminar durchstrdmten Kreisrohren bei
isothermen Winden (vgl. z.B. Schliinder {27]) kann fiir die Nusselt-Zahl Nuy
die Beziehung

/l
3 3 3
Nu = {5- b6+ 4.62 Gz.} (4.1)
entnommen werden, wobei die Nusselt-Zahl Nud und die Graetz—Zahl Gz durch die
Zusammenhinge
2
A c\)
= — |=1 \
Ny, b A (Q RO
H
Gz = > -/ X
2T AL 40

mit den in dieser Arbeit verwendeten GroBen verknlipft sind. Aus den Grenzwer-—

ten der Funktion in Gl. (4.1), nimlich

Il

Xy —+ 0 H(x.) H, = Konst,

. .3)
X] — o H({x,) = 3%‘5— Ho\x,‘\v) ‘

: i A
kann unmittelbar K1 o % 1identifiziert werden. Somit steht ein Wert fir
den Parameter K, zur Verfligung, welcherauf der Basis von Experimenten gewon-

nen ist.




Der Einfachheit halber sei die Auswirkung eines solcher Art verbesserten
Wirmeilibergangs filir einen symmetrischen Beheizungszustand ( d = 0) diskutiert.

Aus Gl. (2.11) kbnnen wir die relevanten Differentialgleichungen ableiten und

erhalten:
X, = AU Xx, = %),
. Y3
X, = ’3><1 - X X3 - X, &4 + W Ix } ) (2.11b)
° _ 4/ R .
X, = %%y = Xy LA+ K kB (%, = 9%y
)

Fiir die stationdren Losungen kann demgemdB eine nichtlineare Betragsgleichung

angegeben werden in der Form
3 2 4 V4
Dl Kag Ixd ™+ (2-PO Wex, 1+ (-POix,\ =0 (4

mit
2

—_ XO
{4 + \(ne\xo@} '
Eine analytische Lésung der Gl. (4.4) ist nicht mdglich, deshalb wird ein

\Xo\ = \x4s+\ y Raer ™ Xogr ) Xzgy

numerisches Verfahren zur Lésung eingesetzt. Die folgende Abbildung 4-1 zeigt
die drei Ldsungen fiir die stationiire StrSmungsgeschwindigkeit Xygp e Zum Ver-
gleich sind die L&sungen fiir K= 0 (vgl. Abschn. 3.1) eingetragen.

Der Einsatz der Konvektionsstromung bei B = 1 geschieht in dhnlicher Form mit
einer stationdren Vorwdrtsverzweigung. Der verbesserte Wdrmelibergang hat dann
jedoch fiir steigende Werte der Beheizung B deutlich hdhere Strdmungsgeschwin-
digkeiten Xjgp 2ur Folge.

In analoger Weise wird nun ein Std8rungsansatz mit einer Linearisierung nach-
geschaltet, um die Stabilitdt der gefundenen stationdren L8sungen zu priifen.

Man erhdlt in der Umgebung von Xgp das Stdrdifferentialgleichungssystem

<§>.<4 = & (éxz— 5x1\

)
2

<, = — %o - 4 Vs
dxp_ { 53 (4_‘_\(\1&\)(0\"/3) 3 \'(na\xo\3} CSX“
B { A+ K\’\Q\xo\/‘/j} (sz - xogx.%
. Y,
CgX = X  —- iK Ko\xn\ 3
3 { o 3 \'ﬂ.(/1 - KhL\xo\NZ))} ng_(

+ x_dx, - {ax \th\xo\%} Sx

(4.5)

)
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Abb. 4-1: Die drei stationdren Losungen fiir die dimensionslose Strdmungsge-—
schwindigkeit x; als Funktion der Beheizung B. Die Stabilitdts-
grenzen der Losungen sind mit Kreisen gekennzeichnet und die in-

stabilen Teile schraffiert.

und kann aufgrund der Eigenwerte des Systems Aussagen zur Stabilitdt treffen.
Die Ergebnisse sind fiir o¢ = 8 bereits in Abb. 4~1 eingetragen. Sie kOnnen
auch in einem Stabilitdtsdiagramm in der o -B-Ebene (vgl. Abb. 4-2) darge-

stellt werden, um den EinfluB des Stoffparameters o) zu verdeutlichen.

Als erstes kann festgestellt werden, daR eine Verbesserung des Wirmeiibergangs
Fluid/Wand, welche durch den Ansatz H = H(x;) gemdB Gl. (2.9) zum Ausdruck
kommt, zu einer deutlichen Stabilisierung beider stationdrer Losungen flihrt.
Das oszillatorisch aufklingende Verhalten der StbrgroRen ist somit erst bei
hoheren Werten der Beheizung Egl > B* zu beobachten. An der Stabilitidt der
Ruheldsung Xgp = 0 dndert sich nichts. Im Stabilitdtsdiagramm (vgl. Abb. 4-2)
liegt deshalb die Kurve der Neutralstabilitdt im gesamten & -Bereich oberhalb
der entsprechenden bei konstant modellierten Wirmeiibergang (vgl. Abschn.
3.2). Weiterhin zeigt sich, daB die Lage der Asymptoten, und damit der Be-
reich asymptotisch geddmpfter StOrungen, bel hSheren O -Werten liegt.

Das gefundene Resultat kann physikalisch nur so interpretiert werden, daR
die Intensivierung des Wdrmeaustausches mit wachsendem x; eine stdrkere

Ddmpfung von Temperaturstdrungen zur Folge hat. DemgemdR wird der Bereich, in




welchem keine Rilckkopplung der Temperaturst8rungen auftritt, bis zu & < 4.5
hin vergrbRBert. Aus dem gleichen Grund jedoch wird auch der Zustand der Neu-
tralstabilitdt erst flir hdhere Werte der Beheizung erreicht, wobei der Unter-

schied aufgrund gréRerer Strémungsgeschwindigkeiten x; recht signifikant

wird.
T
!
6 = 0° I
B |
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Abb. 4-2: Neutralkurven der Stabilitit fiir & = 0° in der o¢ -R-Ebene. Die
Kurven zeigen die kritische Beheizung R* bzw. Bgl als Funktion des

Stoffparameters ¢ .

4.2 Konsequenzen der axialen Wirmeleitung, Einfithrung einer Nusselt-Zahl

In Abschnitt 2.5 wurde bereits aufgezeigt, daB wegen Gl. (2.14) eine Ver-
nachldssigung der diffusiv in Azimutalrichtung b transportierten Wdrme gegen-
iber dem konvektiven Anteil in den Modellgleichungen Gl. (2.11) berechtigt
ist. Diese Gleichungen erfassen ausschlieBlich die ersten Koeffizienten der

Temperaturverteilung T( \¥,t) im jeweiligen Kreislauf.

Wenn wir uns flir die Konsequenzen der axialen Wirmeleitung interessieren,
mﬁésen naturgemil auch die hdheren Moden der Fourier-Reihe fiir T( ¥ ,t) be-
trachtet werden. Diese kdnnen aus Gl. (2.7) in Form der allgemeinen Koef-
fizienten Sn und Cn extrahiert werden. Wir erhalten flir sie die gewShnlichen

Differentialgleichungen.




AS, . nw z A
= 5= C — HiAta &1 s, + Q
dt X n L el ) (2.7b)
dCn _ _nu R o Y TR =
dt 2 S, S& H& n n e

Man erkennt deutlich, daB zwar fiir n = 1 und.AJHo << 1 in den Modellgleichun-
gen (2.7b) der Term nZJ\/Ho vernachlidssigt werten kann, aber fiir groBe n der
Term mit n? gewichtet wird. DemgemiB gewinnt mit n—+oo die diffusive Kompo-

nente maRgeblichen EinfluB auf die Dgln. (2.7b).

Wir kdnnen diesen Sachverhalt physikalisch in der Art interpretieren, daB die
axiale Wdrmeleiltung eine merkliche Auswirkung nur auf die hBheren Koeffizien-
ten der Temperaturverteilung besitzt. Damit beeinfluBt sie die Temperatur-
varlation stark bei den kleinen Lingenskalen. Demgegenliber hat sie auf die
groBrdumige Temperaturverteilung, und damit {iber groBe Lingenerstreckungen
kaum EinfluB. Dementsprechend ist die thermische Diffusion in Strdmungsrich-
tung ¢’ verantwortlich fiir die Feinstruktur der Temperatur, wdhrend die kon-

vektiv transportierte Wiarme die groBriumige Temperaturverteilung prégt.

Wir wollen im folgenden aus den dimensionslosen ZustandsgroBen X; unseres

Modells eine KenngrtBe fiir den Wdrmetransport in der betrachteten Anordnung
ableiten. Dle dimensionslose Kennzahl Nu erfaBt das Verh#dltnis zwischen ak-
tuell transportierter Widrme und Wirmetransport durch Widrmeleitung. Sie ist

definiert durch die Beziehung:

]

Ny & Qe L 4 Son 4 6)

Q. Que

Der Gesamtwidrmestrom Q setzt sich aus den Anteilen der Wirmeleitung QWL

ges
und der konvektiv transportierten Wdrme QKonv. additiv zusammen. Es wird so
eine Aufspaltung gemdR Gl. (4.6) mdglich. DemgemdR ist Nu = 1 im Grenzfall
reiner Wirmeleltung. Im Falle von Konvektion wird Nu > 1, weil die Vorzeichen

von dKonv. und éWL per Definition gleich sind.

Die Wiarmeleitung transportiert ldngs der Rohrachse die Wirme aus dem Gebiet
miﬁ heiBem Rand in das Gebiet mit kiihler Berandung. DemgemdR ist ihre trei-
bende Temperaturdifferenz durch die Amplitude von Tw(lP ), d.h. durch

AT = Ty~ Tg, gegeben. Als charakteristische Lénge, liber welcher diese Tempe-
raturdifferenz anliegt, wird der Radius 1 gew#hlt. Mit den spezifischen Ei-

genschaften des Fluids, wie Wdrmeleitfahigkeit Ao’ spezifische Widrme cp 80
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wie Dichte go und Wiarmeausdehnungskoeffizient CCO ergibt sich deshalb

T AR ST LI

2
I

Es zeigt sich, daB der durch Wirmeleitung transportierte Wdrmestrom propor-
tional zur Beheizung B ist. Die GroRe (JL/HO) stellt, wie in Abschn. 2.5
erldutert, eine dimensionslose Kennzahl dar, welche den EinfluB der Warmelei-
tung im Vergleich zum konvektiven Wirmetransport gewichtet. Wegen Jl/Ho K1
wurde der diffusive Anteil des Wirmetransports in der vorangegangenen analy-
tischen Untersuchungen der Kapitel 2 und 3 stets vernachldssigt. Er muB je-
doch bei der Bildung der Nusselt-Zahl definitionsgemidB als Bezugszustand

betrachtet werden.

Den konvektiv transportierten Wdrmestrom erhdlt man durch eine Wdarmebilanz um
die obere Hdlfte des Kreislaufs (vgl. Abb. 1-1). Bei entsprechender Beriicksich-

tigung der ein- und austretenden Wiarmestrdme kommt

. 2 .2
onw, = —u <T3_TS)CP30/_\ ) { %Hzétogc??q/\ } XX, | (4 .8)
wobei (Tg- Tg) die Differenz der mittleren Fluidtemperaturen zwischen den
Positionen bei ¥= 7/2 und Y= 31 /2 darstellt. Diese GroBe kann aufgrund
der Reihendarstellung der Temperatur durch die ersten Glieder abgeschidtzt
werden. Der Gleichung (4.8) kann deshalb entnommen werden, daR der konvektive
Wirmestrom in erster Ndherung proportional zum Produkt der ZustandsgrdRen x;

und Xy ist.
Die Nusselt-Zahl ergibt sich somit gemdB Gl. (4 .6) als

Nuw = A jfﬁgik— %? i_éé?& ' (4.9)

Fiir die stationdren Fidlle mit X] = X9 = % { B -1 folgt

Nu = 1 fir B < 1,
(4 .9a)
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Nu fiir B > 1,




Die Nusselt-Zahl Nu kann demzufolge erst nach Einsetzen der Konvektion bei

B = 1 anwachsen, wenn X, und X9 nicht mehr verschwinden. Im Grenzfall B — oo

gilt
Ll.rn NLL = ’( -+ _%. {'_‘__\__0} — KOHS\" ' . (4 -10)
P)—ooo ™ A ¢

Somit wird deutlich, daB der Kreislauf konvektiv um den Faktor (HO/JN_) mehr
Wirme transportiert als durch Diffusion. Ein Vergleich zwischen dem hier
abgeleiteten theoretischen Verlauf Nu = f(B) und experimentell ermittelten
Werten findet sich im Anhang (vgl. Abschn. 7.2).




4.3 Ankopplung eines zweiten Kreislaufs

Im folgenden soll ausfiihrlich analysiert werden, welchen EinfluB die Ankop-
plung eines zweiten Kreislaufs (vgl. Abb. 1-2) auf das System hat. Zunichst
wird der Kopplungsmechanismus so allgemeln wie mdglich zugelassen. Die Kopp-
lung der beiden Kreisldufe soll liber einen Behdlter erfolgen, in welchem
beide Stromungen miteinander in Kontakt kommen. Technisch relevant ist diese
Vorstellung fiir den Fall, dal mehrere Kreislidufe die Wirme eines Wiarmeerzeu-

gers abfilhren sollen.

An der Kontaktstelle bei Y= 4% kommt es aufgrund der lokalen Temperatur-
und Geschwindigkeitsgradienten im Stromungsquerschnitt zu einem Wdrme- und
Impulsaustausch zwischen den beiden Stromen. Ein Netto-Massenaustausch kann
aufgrund der Inkompressibilitdt der Medien ausgeschlossen werden, weil jedem
Ubertrag von Masse, z.B. von Kreislauf 1 nach Kreislauf 2, ein entsprechender
Riicktransport gegeniiber stehen muR. Aus diesem Grund fihrt der lokale Aus-
tausch von Masse lediglich zu einer Intensivierung der Wiarme- und Impuls-

Wechselwirkung.

4.3.1 Mathematische Formulierung

Wir gehen vom einfachsten Grundfall fiir den Einzelkreis aus, d.;h. wir setzen
fiir alle folgenden Betrachtungen h, = konst. und Ao = 0. Dies entspricht
einem konstanten Wirmeiibergangskoeffizienten Fluid/Wand und vernachldssigt
die Widrmeleitung in % -Richtung. Im Sinne einer eindimensionalen Modellie-
rung ist es notwendig, die an der Kontaktstelle bei ¥= Vz auftretenden
Wechselwirkungen in Form eines Widrmestroms bzw. Impulsflusses als Funktion
der querschnittsgemittelten GroRen T; bzw. uy anzugeben. Fiir den WiArmestrom
512 vom Kreislauf 1 zum Kreislauf 2 wird ein linearer Ansatz in der Form

°

Q.. (e = QT.J(@—%J )glli'ﬁ(¢¢3 - TP (4.11)
mit- 1= AKont./Ages 1 gew#hlt. Hier ist Ay .. die Kontaktfldche zwischen

beiden Kreisl&dufen, und A stellt die gesamte Wandfliche eines Kreislaufs

ges
dar.

Der Wdrmestrom wird somit proportional zur treibenden mittleren Temperatur-—

differenz, gewichtet mit dem Fléchenverhéltnis11 und der Proportionalitdts~—




konstanten hy,, eingefiihrt. Die GréBe h;, wird zuzsdtzlich durch die Relation
hip = h, K, skaliert. K, stellt deshalb eine dimensionslose Kennzahl dar. Fiir
K, = 1 hat so der Wirmeaustausch durch Kopplung die gleiche Qualitdt wie der
Wirmelibergang Fluid/Wand. SchlieRlich kommt in der Modellierung von é12 mit
der & -Funktion der mathematisch unstetige Grenzfall eines punktfdrmigen Aus-
tauschortes bei ‘ﬂ= %% zum Ausdruck. Aufgrund der weiteren mathematischen
Behandlung werden jedoch im folgenden nur wohldefinierte Integrale der

6—Funktion und damit endliche Werte der physikalischen GroRen auftreten.

Fir den ImpulsfluB i,, wird ein analoger Ansatz gewdhlt. Es wird eine Propor-

tionalitit zwischen dem ImpulsfluR und der Differenz der mittleren Stromungs-—
geschwindigkeiten ul(t) und uz(t) angenommen. Wir setzen
L = 27 - = _ .
eSS Ty SCe-p) L0 ) G0 = RS (U, —w) ¢-12)
Es wird auch hier eine Gewichtung mit dem Fldchenverhdltnis q/sowie eine
Festlegung des Kontaktortes mit Hilfe der § —Funktion vorgenommen. Fiir die
Reibungskonstante R12 kann in analoger Weise eine Skalierung gemdB Rys= R K

eingefiithrt werden, wobel Ky eine dimensionslose Kennzahl fiir die Intensitit

der Impulswechselwirkung darstellt.

Die Ansitze gemdR der Gln. (4.11) und (4.12) kdnnen nun in die Ausgangsdiffe-
rentialgleichungen (2.1) und (2.5) additiv eingebracht werden. Wir erhalten

z.B. fliir Kreislauf 1 die Impuls~- bzw. Wirmetransportgleichung zu

2

c\u« o(,oa _ .

o e L(Q)sin® dy — Q{\L« + \'LKS(U‘«" Ll,Z)} , (4 .13)
o)

und

o, 3T, ~ )

5t T Maoe T M LT+ TEo-0) qu, (T-T ) = Quesy | (1)

Die Gleichungen filir den zweiten, geometrisch und fluidmechanisch identischen

Kreislauf kénnen durch Vertauschung der Indices in den Gln. (4.13) und (4.14)
abgeleitet werden. Die weitere Behandlung der Gleichungen geschieht analog zu
der in Kapitel 2 durchgefiihrten Prozedur. Mit den Reihenansitzen fiir die

ortsabhidngigen Funktionen
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©
t(“P,t) = —\_\:o(tﬂ ~+ Z S (Osinne + C () cosn® |
n= Ln
Q. (¢ = Q.,, -~ ?i@.wsnn@ + Qmoasn\\’) (4.15)

erhdlt man nach Anwendung des Galerkinverfahrens einen Satz von 2-(2n+2)
gewdhnlichen Differentialgleichungen fiir die zeitabhidngigen Koeffizienten und
Stromungsgeschwindigkeiten beider Kreislidufe.

Vollkommen analog zu Gl. (2.8) fithren wir eine Skalierung der Gleichungen mit

T
-t = ﬁo y
w, = HOEX,‘ N w, = \—\OQ Ya
2H, R L .16
2H.RE _ o
5\1 ) ohog Xz S-’-‘ %oq 42
c o= R 28RV c = Ra _ 2W.RE
44 Mo 0(‘0% 3 ) 21 . &O% \j3 )

ein, und erhalten schlieRlich die dimensionslose Form' der Gleichungen:

S VA S

- "LKW{(Xz_kiz) 5'\\‘3“?0 + %— St 2‘-?0[(%—,(3\_(‘32_\_13)] +”‘} 5
XZ - XB
7 Kw{[‘(ﬁ\_xs)—(ﬁ{ \j3>]CD:‘P°+ % ()(Z—\jzﬁs\'n Zkfo*'...}) (4 .17)
s = JrL‘Jz 41 T Ry o X)) Y )
Yz T Yr — Yads T Y. pzi‘ancgz
= % L (g s+ 4 sin 2, LRy ~(Bx = e b
\fls U, TOYg

+ \'Z,Kw {[(Bz_\jz,)'(’?}‘-XB\JCOSZ\_Po*. %(“jz"xz> $\nZ“P°+ _._} .

In Gl. (4.17) ist die Bezeichnung ii = dx, /dT bzw. };i = dy,;/dT eingefiihrt.

e R S ULy

Dariiber hinaus wird die Voraussetzung Q10 = Q90 getroffen (vgl. Gl. 4.15).
Eine Erliuterung zu dieser Niherung folgt in Abs. 4.3.2. Die auftretenden

Parameter sind definiert als
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fester Stoff- bzw. Wandparameter: o4 = Ei N
’ ]
. _ Xog Ry
Beheizungsparameter in Kreislauf i: y3b~ CITACY y
° (4.18)
Symmetriewinkel der Beheizung CS - ocrctan {( G\'\x\}
in Kreislauf 1i: v A )
Kontrollparameter flir Wirmekopplung: V<W )
Kontrollparameter fiir Impulskopplung: V(T 3
A ont
Kopplungsfldchenanteil: n = 7?:—13?;?:}’) << N
wa \
Position der Kopplung: LPo )

i kann hier die Werte 1 oder 2 annehmen.

4.3.2 Eigenschaften und Parameter der Gleichungen

Der Satz von gewdhnlichen Differentialgleichungen (4.17) beschreibt mit den
Vektoren X und y die zeitliche Entwicklung der maBgeblichen ZustandsgriRBen
von Kreislauf 1 und Kreislauf 2. Bedingt durch die Einflihrung einer punkt-
formigen Kopplung der Kreisldufe mit Hilfe der'é-Funktion stellen die angege-
benen Gleichungen nur NZherungen mit einem Abbruchfehler von 0’{}1(812—822)}
bzw. ¢ {qﬁclz—czz)} dar. Der relativ geringe Anteil der wirksamen Kopp-
lungsflédche, bezogen auf die gesamte Wandfldche, filhrt in vielen, auch tech-
nisch relevanten Fdllen zu der Abschitzung rl<< 1. Unterstellt man weiterhin
die Konvergenz der Fourier-Reihen fiir die Temperaturen, d.h.

Si,1v Ci,1 2> 84 n» € gl
bereits gute Niherungen fiir die fiihrenden Koeffizienten und die Strdmungsge-

n—+=cw), so stellen die angefilhrten Gleichungen

schwindigkeiten dar.

Weil der Abbruchfehler lediglich von der Differenz der hdheren Fourier—-Koef-
fizienten abhdngt, kann eine weitere Reduktion erreicht werden durch die
Forderung nach #hnlichen Beheizungszustdnden in beiden Kreisen. Dies ist
physikalisch gleichbedeutend mit der Aussage, daB die Widrmequellen bzw.
-senken fiir beide Kreisldufe niherungsweise gleiche Intensitdt haben. Bei

technischen Anlagen ist im Regelfall durch thermohydraulisch symmetrische




Auslegung sowie durch gemeinsame Wdrmequelle und gleich michtige Wdrmesenken

eine solche Ahnlichkeit gegeben. Wir beschridnken uns deshalb im weiteren auf

den Fall

Po= B =B 4.19)

lassen jedoch kleine Symmetrieunterschiede in der Beheizung beider Kreise zu,

d.h. es darf gelten
S, + 3, . (4.20)

Die Forderung nach dhnlichen Beheizungszustinden erfiillt im Uibrigen auch die

zur Herleitung der Gleichung (4.17) getroffene Annahme Qg = Q-

Die Parameter X , By und c(i haben physikalisch somit identisch Bedeutung wie
fir den in Abschn. 2.5 erliduterten Einzelkreislauf. Die Intensitidt der Kopp-
lung kann fiir Impuls und Wirme getrennt durch die Kennzahlen KI und Kw beein—-

fluBt werden, ihre ridumliche Lage durch den Parameter @g.

In den Impulsgleichungen.(4.17), den Gln. fﬁr‘§1 und §1, kommt bereits zum
Ausdruck, daB der Ort der Impulskopplung bei = Vg keinerlei EinfluB auf
die Form der Glelchungen nimmt. Demgegeniiber bleibt ¥g als Parameter in den
Wdrmetransportgleichungen prédsent, womit der Ort der Widrmekopplung zentrale
Bedeutung gewinnt. Plausibel wird dieser Sachverhalt aus den in Abschnitt 2.l
und 2.2 diskutierten Abhdngigkeiten u; = £(t) und T; = £(t, ¥ ). Somit

1

kann %% ausschlieRBlich als Ort der Wa&rmekopplung aufgefaBt werden, unabhin-

gig davon wo eine Impulskopplung vorhanden ist.

Die weitere Analyse zum EinfluR von ¥ zeigt, daB eine deutliche Verein-

fachung des Differentialgleichungssa;;es (4.17) fiir #% = 0 oder 990= /2 zu
erwarten ist. Im Falle einer seitlichen Wdrmekopplung bei %Z = 7 /2 entfallt
in der Gleichung fiir i3 (analog §3) der Kopplungsterm, in der Gleichung fliir
£2 hingegen (analog ;2) bleibt er erhalten. Demzufolge steht der Kopplungs-—
term an gleicher Stelle wie die Beheizungsunsymmetrie 61 des jeweiligen
Kreislaufs in Gl. (4.17). Dies bedeutet physikalisch, daB ein seitlich ein-

oder ausgekoppelter Wirmestrom flir den Kreislauf die gleichen Auswirkungen

hat wie eine durch den Winkel C§i charakterisierte Schiefsymmetrie der Behei-

zung. Von einer solchen Kopplung ist deshalb grundsdtzlich das Bevorzugen



einer Strdmungsrichtung zu erwarten (vgl. hierzu auch Kap. 3).

Demgegeniiber kann eine Wadrmekopplung unten an der Stelle mit %% =0 immer
nur symmetrische Auswirkungen haben, weil sie keinen zusdtzlichen Term in der
Gleichung fir ﬁz (analog §2) produziert. Ein am unteren Scheitel ein- oder
ausgekoppelter Wirmestrom kann deshalb nur wie eine Verdnderung der Behei-
zung B, wirken. Er beeinfluBRt deshalb beide Stromungsrichtungen gleicher-

malen.

Es sei noch erwdhnt, daR die Fidlle ¢g= W bzwe. 37 /2 auf die oben erwdhnten
zuriickgefilhrt werden kénnen. Im allgemeinen jedoch wird eine Uberlagerung der

beschriebenen Einzeleffekte die Folge flir ein beliebiges V; sein.

Wegen der Komplexitidt des Gleichungssystems (4.17) ist fiir die weiteren Un-
tersuchungen eine Beschrdnkung auf einen der beiden Effekte zweckm&dBig. Wir
werden deshalb im folgenden Abschnitt fiir den Fall, daR mit V% = 0 die
Kopplung am tiefsten Punkt der beiden KreislHiufe erfolgt das Problem der
gekoppelten Stromungen diskutieren. Es wird hierbei zunichst reine Wirmekopp-
lung unterstellt. Dieser Fall ist bisher in der Literatur nicht behandelt
worden. Die einzigen bekannten Ver6ffentlichungen zu gekoppelten Kreisliufen
iiberhaupt stammen von Davis & Roppo [5] bzw. Roppo [26]. Diese Autoren behan-
deln zwel bei ¢2= 272 rein thermisch gekoppelte Konvektionskreiseldufe.

4.3.3 Der Fall reiner Widrmekopplung bei ¥ = 0°

Wir wollen fiir die weiteren Untersuchungen den in Kapitel 3 behandelten Ein-
zelkreislauf mit cgl# 0 zugrundelegen und fragen, wie sich die bekannten
Losungen durch Ankopplung eines zweiten, symmetrischen Kreislaufs mit 6& = {

verdndern.

Mit den erwdhnten Voraussetzungen ¥%= 0, Ky = 0, <f2= 0 haben wir den redu-

zierten Gleichungssatz




K, = 0L Ux,mX)
X, = Bx1 - XXz = X, % YZ.\w:\ru-S1 ;
Xy = XX, — %Ky~ WX myg)

(4.21)
g-\' = OQ(L’_XZ—H'\) 3

\‘ﬂz = ‘—S\j"— iz — Yz >

Y = Y42 — Yz - WKWy " X3)

zu betrachten. Es handelt sich bei dem System (4.21) um 2-3 gewBhnliche
Differentialgleichungen, wobei die drei Gleichungen eines Kreislaufes unter-
einander stark koppeln, die Kopplung zwischen X und y hingegen schwach ist,
weil Tz(( 1 gilt. In dieser Betrachtungsweise kann m;; von zwel schwach wech-

selwirkenden Lorenz Oszillatoren (vgl. Lorenz [24]) sprechen.

Die stationdren Ldsungen von Gl. (4.21) kdnnen aus den algebraischen Glei-
chungen fiir % = i = 0 bestimmt werden. Fiir den Grenzfall 51= 0 kbnnen sie in
analytischer Form angegeben werden. Im allgemeinen miissen sie aus den auftre-

tenden Polynomen mit einem numerischen Verfahren berechnet werden.

Fiir 61= 0 wollen wir zundchst die analytischen Ldsungen angeben und disku-

tieren. Wir erhalten die fiinf entkoppelten Ldsungen:

Ve ?55\" = \'js* = 0O ’)
.ﬁ ’ — Z
1,I1,11I,IV: Xy = i%fs-ﬂ g T X T X0 = XK R ag T Xo (4.22)

= =% =~
Hagt™ Yzs XO)%za"Xo3
sowie vier wdrmegekoppelte LOsungen zu

20 K
VI,VIIVIIL,Ix: x, = * A*22%w) =
(4+\1Kw) 3
\ ‘ZWw <
[nat X = X = O = - - X
ASYy 25¢ ) 35k A~ "ZW—_N\; oy |
- — _ z (4 .23
\115" - \jZ.Sf - Xw ) \jgs* = xa -)
— 2
oder Xy = Mg = Xy Xgey T X
U w 2

L‘&\Sf = \jzs* = 0 ) \135'\' ‘ (/\ e Q\KW)XQ °

Bevor wir die Diskussion der Ldsungen fﬁrc51= 0 durchfihren, stellen wir die
Frage nach deren Stabilitdt. Wir filhren dies sinnvollerweise fiir den allge-

meinen Fall C;l # 0 aus. Es werden hierzu die Stdransitze
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X (T) = x (4.24)

Xep ™ ch('t) N Lj(T\: Yo §H(T7 y

~

in das Dgl.-System (4.21) eingebracht. Nach einer Linearisierung erhdlt man

wegen |c§x ’ |éy| << 1 ein lineares Differentialgleichungssystem fiir die
~ ~

StorgrbRen in der Form

-

5;4} = 4, O o o o | _5><4-
O (e e O °© 0| %,
éxs _ ><2 ><4 -—(K‘*rzl’(w\ (0] Q ‘?KW . 57(3
44, o o o -4 o< o Sxy | (4:25)
5\1.L o o O (Byy) -4 -y, | [Ixs
gé\”- 0] 0 A Yz Yn —(4(.2\(; éxe
. L o = _ .

Gl. (4.25) ist auszuwerten fiir X, = Xgy und Y= Yse Aus den Eigenwerten der
in Gl. (4.25) auftretenden Funktional-Matrix, genommen an der betrachteten
stationdren L&sung, ergibt sich dann deren Stabilit#dt. Die Untersuchungs-
methode entspricht im iibrigen vollstdndig derjenigen, welche in Kapitel 3
angewandt wird. Deshalb haben wir hier eine kompakte.Darstellung gewdhlte.

In der folgenden Abbildung sind die stationdren LSsungen mit ihren stabilen
Bereichen zun#dchst fiir den Fall él= 0 (entsprechend Gln. 4.22 und 4.23)

veranschaulicht.

Wir finden zundchst eine Rﬁhelﬁsung V, welche beli B = 1 ihre Stabilitdt durch

eine stationire Vorwdrtsverzweigung verliert. An dieser Stelle zweigen insge-
samt 8 Losungen ab. Lediglich die vier ungekoppelten Stromungen I-IV erweisen

sich als lokal stabil. Diese L&sungen kdnnen aufgefalkt werden als unabhidngige

Kombination von den je zweil Konvektionsldsungen der Einzelkreisliufe. Ein
Wiarmelibergang findet nicht statt, weil am Kopplungspunkt bei ¢g= 0 unabh&dn-
gig von der Richtung der Strdmung die lokalen Temperaturen gleich sind. Aus
den genannten Griinden sind diese Ldsungen absolut identisch mit denen des

symmetrisch beheizten Einzelkreislaufs. Die Stabilitdtsgrenze bei B = RB*

stellt gleichfalls einen Hopf~Punkt dar, d.h. die LOosungen werden hier insta-

bil gegen oszillatorische Stdrungen. Der Wert B*( O ) kann aus der Beziehung
(3.10) bzw. aus dem Stabilitdtsdiagramm (Abb. 3-2) entnommen werden.
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Abb. 4-3: Die neun stationdren L8sungen fiir die StrOmungsgeschwindigkeit Xy
im Kreislauf 1 und y; im Kreislauf 2 als Funktion der Beheizung.
Die Stabilititsgrenzen sind mit Kreisen gekennzeichnet, lokal in-

stabile Bereiche sind schraffiert.

Als nichstes betrachten wir die vier gekoppelten L&sungen VI - IX fiir die
Stromung. Alle diese LOsungen haben gemeinsam, daR einer der Kreisldufe in
Ruhe bleibt und somit in diesem keine Wirme konvektiv transportiert wird. Die
vertikale Temperaturdifferenz in diesem Kreislauf wird aufgrund der fehlenden
Stromung nicht abgebaut. Der in Bewegung befindliche andere Kreislauf iiber-
nimmt deshalb am Kopplungspunkt %%=O zusdtzliche Warme und transportiert
diese mit der hSheren Strémungsgeschwindigkeit |xw| > Ixol ab, Diese Stro-

mungsformen VI - IX erweisen sich jedoch als instabil.

Wdhrend das linke Diagramm in Abb, 4-3 die Strémungsgeschwindigkeit im Kreis-
lauf 1, X1ges als Funktion der Beheizung B zeigt, ist aus dem rechten Dia-
gramm die Zuordnung der beiden Strdmungsgeschwindigkeiten x;g, und y;g, er-

sichtlich. Die durchgezogenen Linien I - IX entstehen, wenn die fiir B = 0

alle im Zentrum liegenden L8sungen bei Anwachsen von B nach auBen wandern.

Im ndchsten Schritt werden die an den vier Hopf~Punkten abzweigenden periodi-
schen Lésungen mit dem in den Abschnitten 34 und 3.5 behandelten Verfahren

aus den vollstdndigen Gleichungen (4.21) berechnet. Hierbei stellt sich her-




aus, daR alle gefundenen T-periodischen Ldsungen mit den zwei trivialen An-

sdtzen
YT =T ('),
Yo (TY = T XD, (4.2)
\i%(’tﬁ = X, LT

auf das bereits behandelte Problem des symmetrischen Einzelkreislaufs (vgl.
Abb. 3-6) zurlickgefiihrt werden kdnnen. Das positive Vorzeichen in Gl. (4.26)
ist zu wdhlen, wenn belde Kreisliufe die gleiche Strdmungsrichtung besitzen,
d.h. fiir die Ldsungen in der Umgebung der Aste I und III. Analog muR das

negative Vorzeichen flir die von den Hopf-Punkten der Aste II und IV abzwei-
genden LOosungen eingesetzt werden. Die aufwendigen Rechnungen mit dem Dgl.-
System 6. Ordnung (4.21) k8nnen deshalb entfallen und alle Ergebnisse aus

Absatz 36 bzgl. der T-periodischen Ldsungen kdnnen iibertragen werden.

Wir finden deshalb.im linken Diagramm der Abb. 4=3 von den Hopf~Punkten bei

B = B* riickwdrtig abzweigende instabile T-periodische LB8sungen, welche in der
Amplitude fiir fallende Werte B anwachsen und schlieBlich in einen "homoklinen
VerzWeigungspunkt" miinden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit sind diese L&-
sungen nur in der Umgebung der Hopf-Punkte, durch punktierte Linien in Abb.
4-3 angedeutet; der weitere Verlauf kann aus den Ergebnissen flir den Einzel-
kreislauf entnommen werden (vgl. Abb. 3-6). Die Zustandsamplituden des zwei-
ten Kreislaufs Z k8nnen aus Gl. (4.26) angegeben werden. Die Momentanwerte

widhrend einer Schwingung der T-periodischen LSsung liegen im yy—xy-Diagramm

‘ deshalb stets auf den Winkelhalbierenden.

Wir fassen deshalb zusammen: Die Kopplung zweier symmetrisch beheizter Kon-
vektionsstromungen fithrt nicht zu gekoppelten stabilen Ldsungen. Vielmehr
sind ausschlieBlich die bekannten stabilen Losungsiste des Einzelkreislaufs
auch im Doppelkreislauf stabil. Diese Ldsungen k&nnen beliebig kombiniert
auftreten. Sie filhren aufgrund des spezifisch gewdhlten Kopplungsortes zu

keiﬁem Wirmeaustausch zwischen den Kreisldufen.

Im ndchsten Schritt wollen wir den allgemeinen Fall 51¥ 0 diskutieren. Dies
bedeutet, daB an den nicht symmetrisch beheizten Kreislauf ! der symmetrisch
beheizte Kreislauf 2 mit c§2 = 0 thermisch angekoppelt wird. In der folgenden
Abbildung 4-4 sind in gleicher Auftragung die stationiren Strdmungen aufge-




tragen, und deren Stabilitdt ist gekennzeichnet.

Zundchst stellen wir fest, daR im allgemeinen Fall ausschlieRlich Str8mungen
auftreten, welche am Punkt Vg = 0° durch einen Wirmeaustausch gekoppelt sind.
Dieser Sachverhalt ist ersichtlich im Phasendiagramm der Abb. 4-4, aus wel-
chem fiir alle Ldsungen der Zusammenhang |x1l # |y1| entnommen werden kann.
Alle Lésungen verhalten sich symmetrisch bzgl. y;, wie aus der Spiegelsymme-
trie zur Vertikalen in der y,-x;-Ebene in Abb. 4~4 ebenfalls unmittelbar
hervorgeht., Die Symmetrie bzgl. x; hingegen ist durch den schiefsymmetrischen

Beheizungszustand in Kreislauf 1 mittgl% 0° gebrochen.
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Abb. 4-4: Die neun stationdren Losungen flir die Strémungsgeschwindigkeiten
X; in Kreislauf 1 und y; in Kreislauf 2 als Funktion der Beheizung
B. Die Stabilitidtsgrenzen sind mit Kreisen gekennzeichnet, lokal

instabile Bereiche schraffiert.

Es existieren drei stetig erreichbare stationdre L8sungsdste (I, II, VI) mit
positiver Strémungsrichtung im Kreislauf 1. Fiir steigende Werte B ist Ldsung
VI stabil im Bereich 0 { B § 1. Fiir Werte B } 1 verliert diese L&sung, welche
durch Ruhe in Kreislauf 2 charakterisiert ist, ihre Stabilitit. An der Stelle
R = 1 zweigen die L8sungen I und IT ab. Die Stromungsformen I und II sind im
Bereich 1. § B < E;w stabil und unterscheiden sich lediglich durch die
Stromungsrichtung in Kreislauf 2 mit ¥1 % 0. Thre obere Stabilitdtsgrenze B;W
ist charakterisiert durch das Aufklingen oszillatorischer StSrungen. An der
Stelle B = Eg liegt deshalb ein Hopf-Punkt vor. Es seil ausdriicklich ver-
merkt, daB der Wert E;w weder mit der Stabilitdtsgrenze -des symmetrisch be-

heizten Einzelkreislaufs R* noch mit der des schiefsymmetrisch beheizten




Einzelkreislaufs B; (vgl. Abschn. 3.2) identisch ist. Vielmehr stellt sich
ein Wert im Intervall B¥* < E;w < Bg ein.

Die LSsungen mit negativer Stromungsrichtung im Kreislauf 1 sind nicht durch
kontinuierliche Variation von B zugdnglich. Sie liegen isoliert. Die Ldsungen
V und VII sind gekennzeichnet durch verschwindende Stromungsgeschwindigkeiten
yp im Kreislauf 2 und erweisen sich als instabil. Die Strdmungsformen III und
IV sind hingegen stabil im Intervall 2. { B < Efw. Diese beiden Ldsungen
unterscheiden sich lediglich durch die Richtung der Strémung im zweiten
Kreislauf, also durch das Vorzeichen von y1- Der Wert BYW kann mit den be-
kannten Ergebnissen fiir den Eilnzelkreislauf eingegrenzt werden auf das Inter-

vall ET < ETW < RB* (vgl.Abschn.3.2).

Wir wollen im folgenden die Auswirkungen der Kopplung auf die Stabilitidt der
stationdren LOsungen systematisch untersuchen. Hierzu betrachten wir die maB-
geblichen EinfluBgroBen auf die kritische Beheizung E:w‘ Es sind dies der
Stoffparameter ¢, der Symmetriewinkel der Beheizung ) 1 sowie die Kopplungsin-
tensitit tsz. Wir beschrédnken uns auf den gewdhlten Fall mit 51= 10° und

62 = 0° Wir fassen deshalb Bfw als £0(, qﬁw) auf und stellen die Verhdlt-
nisse in einer dreidimensionalen Stabilitdtskarte dar. Das Diagramm gibt uns
somit eine Erweiterung der bisher gezeigten Stabilitdtskarten um den Parame-
ter ‘1Kw in der dritten Dimension. Die Fldchen markieren jeweils den Uber-
gang von einem stabilen stationdren Stromungszustand zu zeiltabhidngigem Ver-

halten der Stromung.

Zundchst wollen wir zum besseren Verstdndnis den Grenzfall rle—+»o be-
trachten. Beide Kreisldufe sind somit vollstidndig entkoppelt und fiir die
Stabilitdtsgrenzen mlissen die Ergebnisse der Einzelkreisgldufen gliltig sein.

Wir erwarten deshalb im Grenzfall

i
e 7™ 0 g, — Peo.

Der Begriff Stabilitdt muB hier auf das gesamte System bezogen werden, d.h.

(4.27)

der Verlust der Stabilitdt ist gegeben, sobald in einem der Kreisliufe ein
zeitabhdngiges Verhalten der Strémung auftritt. Aus diesem Grund kann zwar in

Kreislauf 1 ( 61 = 10°) fiir nK,— o die Strdmung bis zu Werten R —-R¥ )
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Abb. 4-5: Neutralfliche der Stabilitit fir S,=10°, &,= 0°. Die Kurven

zeigen die kritische Beheizung EYw und BEW bei Wirmekopplung
am Ort \P = 0°.

stabil stationdr bleiben, im zweiten Kreislauf stellt sich jedoch fiir B > B*
eine zeitabhingige oszillierende Strdmung ein. Damit ist das System als gan-

zes im obigen Sinne instabil gegeniiber oszillatorischen Stdrungen.

Wir finden den Grenzfall nK,;—=0 in der vordersten o -RB-Ebene in Abb. 4-5.
Der Schnitt bei nK, = 1072 1liefert ndherungsweise dle bereits bekannten
Funktionen B*(¢¢) und BT(OQ), also die Stabilitidtsgrenzen eines einzelnen
Kreislaufs (vgl. auch Abb. 3-2). Fiir wachsende Kopplungsintensitit rsz ist
zu beobachten, daB die kritische Beheizung im wesentlichen monoton anwidchst
auf Werte B;w > RB* bzw. BTW > B§. Dies bedeutet, dak die an der Kopplungs-
stelle ausgetauschte Widrme auf das System als ganzes stabilisierend wirkt.
Diesen erweiterten stabil stationdren Bereich findet man flir beide Str8mungs-—

richtungen des unsymmetrisch beheizten Kreislaufs 1. Dies HduBert sich im



Ansteigen beider Flichen E?w (OC,t7Kw) und B;w (OC,rYKw) fir wachsende Kopp-

lungsintensitét.

Die in Abb. 4-5 gezeigten Flichen trennen demgemdR einen stabilen stationdren
Stromungsbereich unterhalb der Flidche, von einem oszillatorisch instabilen
Parameterbereich oberhalb der Flidche. Dariiber hinaus wird fiir kleine Werte (X
ein Bereich abgetrennt, in welchem die stationire Strdomung fiir beliebige
Beheizung B stabil bleibt. Dieser asymptotisch stabile Parameterbereich ist
abgetrennt durch eine Polfldche der Funktionen E?W @x,wa) und By (oL, wa).
Diese Polfldche ist in Abb. 4-5 punktiert dargestellt. Fiir wachsende Werte
der Kopplungsintensitit pK, ist eine leichte Ausdehnung dieses Bereiches auf
Werte o> 2 zu erkennen. Diese Verschiebung wird durch die Mdglichkeit zum
Ausgleich von unterschiedlichen Temperaturstdrungen in beide Kreisliufen an
‘der Kontaktstelle verursacht. Durch die iibergehende Wdrme wirkt dieser Mecha-
nismus ddmpfend auf die Temperaturstdrungen. Der Parameterbereich flir welchen
die Temperaturstdrungen nach einem Umlauf rfickkoppeln kdnnen wird deshalb

eingeengt.




4.4 Zusammenfassung

Wir fassen die wichtigsten Aspekte des letzten Kapitels zusammen. Hierin
werden die Modifikationen des Modells in Gestalt eines nichtlinearen Wirme-
ibergangsgesetzes, der Berilicksichtigung der axialen Wirmeleitung sowie der

Ankopplung eines zweiten Kreislaufs diskutiert.

Der nichtlinear modellierte Wdrmelibergang zwischen Fluid und Wand bewirkt
eine Erh6hung der Stromungsgeschwindigkeit im Kreislauf, verbunden mit einer
deutlichen Stabilisierung der beiden stationdren Konvektionsstrdmungen. Dar-
iiber hinaus bleibt die Stabilitdtscharakteristik der Stromung im wesentlichen

ungedndert.

Der diffusive Wiarmetransport ldngs ‘¥ priagt die Feinstruktur der Temperatur-
verteilung im Kreislauf. Demgegeniiber zeichnet die konvektiv transportierte
Warme fiir die groBrdumige Temperaturverteilung und damit fiir die Stromungsge-
schwindigkeit im Kreislauf verantwortlich. Eine Vernachldssigung des diffusi-
ven Anteils hat deshalb kaum EinfluB auf das Verhalten der maRgeblichen Zu-

standsgroRen.

Die Ankopplung eines zweiten Kreislaufs durch Wdrme~ und Impulswechselwirkung
bei ¥ = V% wird in den Grundgleichungen allgemein beriicksichtigt. Als Spe-
zialfall wird dann die Wirmekopplung am unteren Scheitelpunkt beider Kreis-
ldufe diskutiert. Wir zeigen auf, daR im Falle von zwei symmetrisch beheizten
Kreisldufen vier verschiedene stationdre stabile Konvektionsstrémungen
mdglich sind. Diese kdnnen aufgefaRt werden als unabhidngige Kombination der
je zwei Losungen fiir den Einzelkreislauf. Dementsprechend tauschen diese
Stromungsformen keine Wirme aus, und ihre Stabilitdtsgrenzen und -charakteri-

stiken entsprechen vollstdndig dem fiir den Einzelkreislauf gesagten.

Wird ein unsymmetrisch beheizter Kreislauf mit einem symmetrisch beheizten
Kreislauf thermisch gekoppelt, so ergeben sich zwei durch stetige Variation
der Beheizung B erreichbare sowie zwei isoliert liegende Konvektionsstrdmun-
gen. Die libergehende Wirme hat hierbei die Tendenz, die unterschiedlichen
Stabilitdtsgrenzen der beiden Paare von L8sungen einander anzugleichen. Die
Stabilitdtskarte zeigt dariiber hinaus, daR eine Verbesserung der Kopplung

stets eine Stabilisierung der vier Ldsungsdste zur Folge hat.




5.0 Experimente

5.1 Die Strdmung im einfachen Kreislauf

5.1.1 Experimenteller Aufbau

Im Experiment miissen aus konstruktiven und meBtechnischen Uberlegungen einige
Verdnderungen gegeniiber dem ideal kreisférmig angenommenen Aufbau der Theorie
vorgenommen werden. Dadurch werden einige im Modell auftretende GrdBen veridn-
dert. Dies kann nachtridglich durch eine geeignete Skalierung auch in der

Rechnung beriicksichtigt werden (vgl. Abs. 5.1.2). Die folgende Abb. 5-1 zeigt

den experimentellen Aufbau.
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Abb. 5-1: Teststrecke und Instrumentierung des Experiments "LOOP 1"




Die eigentliche MeRstrecke wird aus zwei halbkreisfdrmigen Glasrohrbdgen mit
Radius L und Rohrinnendurchmesser d gebildet, welche durch Zwischenelemente
aus PVC verbunden sind. Die Verbindung ist so ausgeflihrt, daB die Innenkontur
des Glasrohres an der Verbindungsstelle stetig zum ndchsten Halbkreis fortge-
filhrt ist. Die Geometrie des Kreises wird somit von einer ideal kreisrunden
Form zu einer ovalen Form veridndert, wobei die beiden geraden Teilstrecken
jeweils die Linge As haben (vgl. Abb. 5-1). Im Innern der MeBstrecke befin-
det sich destilliertes Wasser als Testfluid.

Die Wandtemperatur in den punktierten Bereichen (vgl. Abb. 5-1) wird, fiir
jedes Viertelkreissegment getrennt, durch temperierte Wasserkreisldufen kon-
trolliert. Im Detail ist dies experimentell realisiert durch eine turbulente
AuBenumstrdmung der eigentlichen MeBstrecke, wodurch ein guter Wirmeiibergang
erzielt wird. Dies entspricht mathematisch der Vorgabe einer Stufenfunktion

fiir T, (¥) gemdR Abb. 5-2.
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Abb. 5-2: Vorgabe der Wandtemperatur TW (@) im Experiment

Diese ideale Stufenfunktion fiir die Wandtemperatur T (¥) kann im Experiment
naturgemdl nur ndherungsweise realisiert werden. Abweichungen kommen durch
die entsprechende Wdrmeaufnahme bzw. —abgabe des Arbeitsmediums zustande.
Bedingt durch einen hohen Durchsatz des Arbeitsmediums Wasser (ca. 1.5 m3/h)

liegen die eingezeichneten Temperaturabweichungen vom idealen Verlauf bei
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typisch 0.05°C. Diese Abweichungen kdnnen durch entsprechende MeRpositionen
der Thermoelemente in der AuRenumstrdmung bel der Berechnung der Beheizung B
kompensiert werden (vgl. Abs. 5.1.3). Die zeitliche Konstanz der Temperaturen

in der jeweiligen AuBenstrdmung betridgt ca. 0.02°C.

Mit dieser Methode kann nun z.B. die untere Kreishdlfte durch Vorgabe einer
hSheren Temperatur Ty beheizt und entsprechend die obere Hdlfte durch Ty
gekiithlt werden. Dieser Fall nitdT =0 entspricht dem symmetrischen Behei-
zungszustand. Man kann leicht zeigen, daB bei einer solchen Vorgabe von

T, (P) der Symmetriewinkel der Beheizung d=0 wird (vgl. Abschn. 2.5). Zur
Erzeugung einer Schiefsymmetrie der Beheizung (5 # 0) wird im Bereich

/2 < Y < T eine Wandtemperatur T§ = Ty + dr eingestellt, widhrend der
Bereich 1< ¥ < 37/2 nach wie vor die Wandtemperatur Ty sieht. Man kann
zeigen, daBR eine solche Wandtemperaturverteilung einer Schiefsymmetrie der
Beheizung (d 4+ 0) dquivalent ist. Auf diese Weise kann das geometrische Ver-
drehen der Kiihl- und Heizzonen durch Anderung der Wandtemperatur eines Vier-

telkreissegments QT # 0) ersetzt werden.

5.1.2 Beriicksichtigung der Versuchsgeometrie in der Theorie

Die Verdnderung der Geometrie gegeniiber dem ideal kreisfdérmigen Fall kann in
der Theorie durch eine entsprechende Korrektur beriicksichtigt werden. Zur
Elimination des Druckgradienten wurde die Impulsgleichung iiber 0 < s < 2WL
integriert. Durch die gednderte Geometrie im Experiment (vgl. Abb. 5-1) ver-
ldngert sich der Integrationsweg um die Ldnge der beiden geraden Zwischenele-
mente, d.h.

As

chs.—_- 2L {/\+ ,\_\.\_} = 2w L (A+€e) . (5.1)

Wird die Impulsgleichung jetzt iiber die Lauflinge L og integriert, so tauchen

g
im Auftriebsterm zusidtzlich zwel Integrale iliber die konstanten Temperaturen
in den Zwischenstiicken T (1 /2) und T (37 /2) auf. Der instationdre Term
sowie der Reibungsterm milssen wegen des ldngeren Integrationsweges mit dem

Faktor (1+€) multipliziert werden. Es kommt somit

2T aAs/
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filr die Impulsgleichung. Die Wirmetransportgleichung bleibt im Gbrigen unver-
dndert, wenn man innerhalb der Zwischenstlicke adiabate Rdnder unterstellt.
Dies ist zuldssig, weil dort auch experimentell keine Beheizung bzw. Kithlung

vorhanden ist. Es gilt in diesen Bereichen dann T = konstant.

Wir kdnnen die erhaltene Impulsgleichung (5.2) im bewihrten Verfahren auswer-

ten und erhalten mit der geidnderten Skalierung

w = H,Lx, |
2

¢ _ 2H,RL “4+e> }

- O('QCA (A+26) 2 ) (5.3)
Q\ _ ZHOR\— (’\‘*‘E)

.= W, %0 (4+ze)§ X3

ein vollkommen analoges Gleichungssystem (zu Gl. 2.11) mit leicht veridnderten

Parametern:

>'(‘1 = O(, (XZ_— X13 3
>D<z - F'{//\\:égi Xy 7 XXz T {4*_ %ne\x;\vs}

* F{ME}J“C‘“‘S )
>°<3 = x4><z - {/(*' Knt\xﬂ\4/3}

Es wird deutlich, dall wegen der verinderten Geometrie die effektive Beheizung

Eeff eingeht gemiR

B = BLEL. 542)

5.1.3 MeBtechnik

Fiir einen Vergleich zwischen dem in Abschnitt 2.3 hergeleiteten Modell und

dem durchgefiihrten Experiment ist die Erfassung der querschnittsgemittelten
GroBen wie Strdmungsgeschwindigkeit u(t), sowie Temperatur T(¥, t) erforder-
lich. Dariliber hinaus miissen flir jeden MeRpunkt die BeheizungskenngrdBen B und &

aus der Wandtemperaturverteilung Tw(¢0 bestimmt werden.




Hierzu werden in der MeBstrecke mit Hilfe von Thermoelementen und einem
Laser-Doppler~Anemometer zundchst lokale Werte an den eingezeichneten Posi-
tionen registriert (vgl. Abb. 5~1). Die entsprechenden Messungen werden immer
exakt in der Mitte des Stromungsquerschnitts positioniert. Die Festlegung der
Wandtemperaturverteilung Tw(47) geschieht iiber die Messung der mittleren
Temperaturdifferenz AT = Ty - Ty in der koaxialen AuBensstrdmung sowie der
Differenz & T = [(TK +dT) - Tg] durch entsprechend positionierte Thermoele-
mente (vgl. Abb. 5-2). Hierbei wird durch geschickte Positionierung die Tem-
peraturdnderung des Arbeltsmediums durch Wirmeaufnahme bzw. —abgabe, bei der

Differenzbildung eliminiert.

Mit den MeBgrSBen AT und ST ist die Wandtemperaturverteilung Tw(¢) gemiR
Abb. 5-2 bis auf 1hr mittleres Temperaturniveau bekannt. Wir kOnnen deshalb
die Fourierkoeffizienten Q und Ry des Quellterms Q( ) aus der Beziehung

Q) = \—\;Vw(\P) = Qo ~ Q,‘ST\-\\P + Q,‘C.os\?-r e (5.5)

berechnen (vgl. Gln. 2.5, 26 ). Die dimensionslosen KenngrtRen der Beheizung
werden aus den erfaBten MeRwerten deshalb gebildet mit den Beziehungen

8T
F24¥ = qrct:Z§§\_ f:;?;i } ilﬁj— - 7£- } )

ST
fan = (2aT - ST -

(5.6)

Zur Berechnung der dimensionslosen ZustandsgrdBen Xy~ U, X9~ Sy und xg v ¢y
stehen die MeBwerte u aus der LDA-Messung, (T3 - T9), (le - Tb) sowie ver-
schiedene T; aus Thermoelement-Messungen zur Verfligung (vgl. Abb. 5-1). Die
Theorie zeigt, daBk flir t —+=o bel stationdrer Strdmung die hdheren Fourier-
koeffizienten der Temperaturverteilung T(‘P, t) in der MeBstrecke verschwin-

den (vgl. Roppo [26]). Es gilt dann

V(e ey = T, + Ssin¥ + C cos¥ , (5.7)

o]

Dieser Sachverhalt kann anhand der Messungen Ti eindeutig besgtdtigt werden,
die typischen Temperaturabweichungen vom idealen Verlauf gem#R Gl. (5.7)
liegen bei 0.2°C. Die Beziehung (5.7) stellt daneben auch eine gute Ndherung
fiir den Temperaturverlauf im Falle zeitabhingiger Strdmung dar. Aus diesen

Griinden ist es zuldssig die ZustandsgrdRen X, und x4 ausschlieBlich aus den




gemessenen Differenzen (T3 - T9) und (T12 - Tb) zu bestimmen. Wir benutzen

die Beziehungen

G, K,
s WL
_ Xeg i/\+2€ N -
X2 2h, RL LA+ € } { > (T=Tg) Kyl (5.8)
_ &%,9 /\+2£}' =, A }
- 2H, R\ A+ E { R, 2 (T\Z_Tb>v<\ze )

zur dimensionslosen Darstellung der physikalischen GrdBen.

In Gl. (5.8) treten neben den gemessenen Werten und den experimentellen Kon-
stanten noch die Formfaktoren K> K39 und Ky96 auf. Diese dienen zur Umrech-
nung der lokal im Stromungsquerschnitt erfaBten Werte in die fiir das Modell
relevanten querschnittsgemittelten Werte. Die Formfaktoren sind durch ent-
sprechende Eichmessungen (vgl. Abs. 5.14) festgelegt. Sie berlicksichtigen
somit das ndherungsweise parabolische Geschwindigkeits— bzw. Temperaturprofil

im Stromungsquerschnitt.

Alle Thermoelemente sind in Differenz geschaltet. Die auftretenden Spannungen
werden Uber je einen hochwertigen, auf die entsprechenden Elemente abge-
glichenen, Differenz=Gleichspannungsverstdrker zur Messung gefiihrt. Der abso-
lute Fehler dieser aufwendigen Schaltung liegt typisch bei 0.05°C. Die ver-
wendete LDA-MeBtechnik fiihrt das erhaltene Streulicht auf einen Photomul-
tiplier und das Signal dann nach entsprechender Bandpass-Filterung auf einen
Transientenrekorder. Die Auswertung der Sequenzen iibernimmt ein Micro-Rech~-
ner, welcher auf der Basis von mindestens 20 Nulldurchgingen die Frequenz der
Doppler—Signale analysiert. Bedingt durch den Einsatz einer Frequenzverschie-
bung in beiden Teilstrahlen, sowie der langsamen aber genauen Analyse der
Signale ist eine Aufldsung mit der Genauigkeit von typisch 0.02 cm/sec im
ganzen Geschwindigkeitsbereich, also auch bei extrem niedrigen Werten, ge-
widhrleistet. Der detaillierte meBtechnlische Aufbau sowie die optische LDA-
Konfiguration findet sich im Anhang (vgl. Abschn. 7.2).

5.1.4 Eichmessungen

Neben den Geometriegr8Ben tauchen in der Theorie die Konstanten Ho und R auf,

sowie die Formfaktoren K,, Kyq und Ko . Alle diese GroBen kdnnen theoretisch §
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mit der Voraussetzung einer laminaren, eingelaufenen Srdmung im geraden
Kreisrohr berechnet werden. Es ist jedoch sinnvoll, ihre tatsdchliche Gr8Re
durch Eichmessungen an der Testapperatur selbst zu bestimmen, weil an dieser
Stelle Informationen zur wahren Verteilung der Zustandsgr&Ben liber dem
Stromungsquerschnitt notwendig sind. So wird das ideal parabolische Geschwin-
digkeits~Profil zum Beilspiel aufgrund der Kriimmung der MeBstrecke, der ver-
schiedenen Uberginge sowie der eingebauten Thermoelemente sicherlich nur eine

Ndherung fiir das tatsdchliche Profil darstellen.

Die Eichmessungen werden ausgefiihrt, indem der erlduterte Aufbau (vgl.

Abb. 5-1) an einer Verbindungsstelle gedffnet wird. Durch lange gerade Ein-
laufstiicke wird dann eine laminare, eingelaufene Zwangsdurchstr8mung des
Rohrsystems realisiert. Neben den angegebenen MeBgrtRen (vgl. Abs. 5.1.3)
wird zusdtzlich mit Hilfe einer elektronischen Waage die mittlere Str8mungs-
geschwindigkeit, durch eine hochempfindliche DruckmeRdose der Druckabfall
iber Lges sowie die mittlere Ein- und Austrittstemperatur durch Verwirbelung
an einem Platin-Widerstandsthermometer erfaBt. Dadurch wird es mbglich die

benttigten Konstanten zum Druckabfall, zum Wirmelibergang und die Formfaktoren

am Versuchsstand selbst zu ermitteln.

Der Geschwindigkeitsgradient zur Rohrwandung und damit der ReibungseinfluR
wird im eindimensionalen Modell charakterisiert durch die Reibungskonstante R

(vgl. Gl. 24). Wir erhalten fiir die ideal laminare KreisrohrstrSmung

1!

329 A
Ko = &t O.08% T . (5.9)

Experimentell hingegen ermitteln wir aus dem gemessenen Druckabfall ap liber

der Lauflidnge L eg Sowie der gemessenen mittleren Stromungsgeschwindigkeit u

g
den Wert
R =.—é—&— = O,/\Z —A—“
S T N s - (5.10)

Beide Werte gelten fiir eine Fluidtemperatur von 30°C.

Die theoretische Bestimmung des Wirmeilibergangs zwischen der turbulente AuRen-
umstromung und dem Testfluid ist unter der Annahme einer Reihenschaltung
dreier Wdarmewiderstidnde (vgl. z.B. Schliinder [27]) gleichfalls mdglich. Es

sind dies im einzelnen der Wirmelibergang von der laminaren Strémung im Rohr-




innern zur Glaswand, Warmeleitung in der Rohrwand sowie der Ubergang von der
Glaswand an die turbulente AuBenstrdmung. Wir erhalten bei Beriicksichtigung
von empirischen Beziehungen flir die Einzeliibergidnge die folgenden Relationen

fiilr den im Modell auftretenden Koeffizienten

4/
-3 ' 3
H,, (x) = w2 Ao {4 N (%f) } % . (5.11)

Hierbei ist Dbereits berlicksichtigt, daRB eine Abhdngigkeit des Wirmelibergangs
von der Strdmungsgeschwindigkelit Xy in der MeBstrecke ausschlieBlich beim

Wiarmeiibergang von der laminaren InnenstrSmung an die Glaswand auftreten kann.

Dieser Wiarmeiibergang kann auch experimentell bestimmt werden, wenn bei be-
kannter Stromungsgeschwindigkeit u sowie fixierter Temperatur der AuBen—
stromung Ty = Ty, der Anstieg der mittleren Temperatur des Fluids in der
Teststrecke erfaBt wird. Wir erhalten bei einer solchen Vorgehensweise die
Beziehung

i1

-3 3
10 A .

()= 8.2 40 {4+ (BHT 4 (5.12)

5 )
Flir alle weiteren Betrachtungen werden jeweils die experimentell ermittelten
Werte zugrunde gelegt. Diese sind aufgrund der aufwendigen und mit hoher
Genaulgkelt reproduzierbaren Elchmessungen als zuverlidssiger zu betrachten
als die aus theoretischen Uberlegungen hergeleiteten Werte. Wir erhalten

somlit fir den dimensionslosen Stoffparameter O den Wert

xp = Rexe. _ 45,05 (5:13)
O’E.XP.
Die Ausmessung der Geschwindigkeits— und Temperaturprofile in den maRgebli-
chen Strémungsquerschnitten (vgl. Abb. 5-1) wird fiir jeweils zehn Werte der
Behelzung B ausgeflihrt. Die eingefiihrten Formfaktoren (vgl. Gl. 5.8) ergeben
sich hierbei zu

=5

= 0.52 + 0.098 |u] ,

K39 = 0.85 s (5-14)

K].26 = 1.0 .




—79 —

Aus diesen Konstanten sind bereits SchluBfolgerungen auf die tatsidchlich
vorhandenen Profile der ZustandsgroBen mdglich. Auf eine ausfiihrliche Dar-
stellung der dreidimensionalen Effekte in Abs. 5.1.53 sei hier verwiesen.
Dariliber hinaus sind die Diagramme aus den Eichmessungen zum Druckverlust und

Wiarmelibergang im Anhang eingefiigt (vgl. Abschn. 7.2).

5.1.5 Ergebnisse

Der Symmetriewinkel der Beheizung wird im vorliegenden Experiment, éntspre—
chend den theoretischen Rechnungen, auf zwei Werte eingestellt. Neben dem
symmetrischen Beheizungszustand (C§= 0°) wird eine Unsymmetrie von S=+10°

gewdhlt.

5.1.51 Der symmetrische Beheizungsfall mit 3 =0°

Ausgehend vom isothermen Zustand mit AT = B = 0, wird die Beheizung R quasi-
stationdr erhdht. Dies geschieht in kleinen Schritten, nach welchen dem
System stets eine Anpassungszeit von mehreren Stunden gewiZhrt wird. Das
mittlere Temperaturniveau wird stets auf 30°C gehalten, so daR die Temperatu-

ren Ty und TK symmetrigsch um diese Mittentemperatur liegen.

Im Bereich 0 < B < 14 werden keine Netto-Volumenstrdme im Kreislauf beob-
achtet. Das System ist im Sinne eines eindimensionalen Modells in Ruhe und
die gemessene Temperaturdifferénz (T3 - T9) verschwindet dementsprechend bis
auf kleine Schwankungen. Hingegen befindet sich die Temperaturdifferenz

(le - T%) gerade auf dem Wert, welcher sich durch den Beheizungszustand AT
ergibt, d.h. (le - T%)‘E - AT. Der Zustand kann aus diesen Griinden als
Ruheldsung oder Wiarmeleitungszustand aufgefalRt werden, well ein Wirmetrans-

port vom beheizten zum gekilhlten Bereich nur durch Diffusion erfolgen kann.

Bei einer Temperaturdifferenz entsprechend B = 14 setzt die Konvektion
sprunghaft ein. Dieses Ereignis bewirkt jeweils an allen wichtigen Zustands-—
groRen nimlich G, (T3 - T9) sowie (le - Tb) charakteristische Anderungen.
Der Einsatz der Konvektion wird im Experiment mehrfach angefahren, wobei
meist eine Strdmung in positiver Y -Richtung auftritt. Dies ist offensicht-
lich auf eine kleine, jedoch entscheidende Unsymmetrie im Kreislauf zurilickzu-
fithren. Durch Varatiation von B in entgegengesetzter Richtung zeigt sich ein

Abklingen der Strdmung bei jeweils gleichem RB. Deshalb ist festzuhalten, daR
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der Konnvektionseinsatz keine meBbare Hysterese aufweist.

Eine Strdmung in negativer Y -Richtung bei Beginn der Konvektion kann, be-
dingt durch die kleine Unsymmetrie in der Anordnung nur in wenigen Fdllen
beobachtet werden, solange die Aufheizung quasistationdr erfolgt. Diese
Stromungsform kann jedoch jederzeit durch gezieltes Einbringen einer Unsymme-
trie in die Versuchsanordnung eingestellt werden. Dies geschieht praktisch
durch kurzzeitige Anderung der Wandtemperatur eines Viertelkreissegments

(Vgl. Abbo 5_1)0

Die einsetzende Konvektionsstrdmung ist flir belde Strdmungsrichtungen zu-
ndchst stationidr, d.h. eine leichte ErhBhung der treibenden Temperaturdiffe-
renz AT~ R fihrt stets nach kurzem Einschwingen wieder zu elnem zeitlich
konstanten Verlauf der ZustandsgroBen. In Abb. 5-3 ist ein oszillatorisch
gstabiler Einschwingvorgang gezeigt. Nach einer deutlichen Anderung von

AT ~ B zum Zeitpunkt t = 0 wird die dazugehdrige stationdre Ldsung von den

ZustandsgroBen a ~ Xy und (T3 - T9)fv X9 nach einigen Minuten angenommen.

U [em/s)
s 2 Schreiberversatz
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s s A hrastas o
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Abb. 5-3: Stabil statliondres Einschwingen bei B = 9.92

Im Bereich 14 < B £ 15, sind filir beide Strdmungsrichtungen ausschlieBlich
stationdre Formen der Strdmungen zu beobachten. In der folgenden Abb. 5-4 ist
die gemessene Strémungsgeschwindigkeit x; dimensionslos iiber der Beheizung B
aufgetragen. Die stationidren L8sungen sind je nach Strdmungsrichtung, gekénn—
zeichnet mit den Symbolen A und ¢, eingetragen. Zum Vergleich ist die auf der
Basis des Rechenmodells ermittelte theoretische Kurve ebenfalls in Abb. 54

zu sehen.
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Abb. 5-4: Gemessene Strdmungsgeschwindigkeiten Xy~vou fiir symmetrische

Wdrmezu— bzw. abfuhr

Wir halten hier fest, daB zwei verschiedene stabile Konvektionszustdnde mit
positiv oder negativ gerichteten Stromung beobachtet werden, welche im Expe-
riment in etwa gleiches Gewicht haben. Es sind leichte Unterschiede im Exi-
stenzbereich der beiden LOsungen festzustellen. Sie lassen sich aus kleinen

geometrischen Ungenauigkeiten der experimentellen Anordnung erkliren.

Die Konvektionsstromung fithrt unabhdngig von der Strdmungsrichtung durch
ihren Warmetransport zum Abbau, der von den Winden aufgeprdgten Temperatur-
unterschiede. Es wird deshalb (T12 - I%) { - AT gemessen. Dies hat einen
linearen Anstieg der GrioRe Xq in Abhdngigkeit von B zur Folge. Gleichzeitig
fihrt die mittransportierte Wiarme im Aufstrom zu htheren Temperaturen als im
Abstrom. Deshalb wird die Temperaturdifferenz (T3 - T9), je nach Stromungs=—
richtung, von Null verschieden. Die GriRe X, zeigt folglich wie x; (B) zwei

verschiedene Losungen mit der Proportionalitit Xy ~ B

Die weitere Erhdhung von B im Experiment fithrt fiir B > 12.9 bei positiver
Stromungsrichtung bzw. B > 16.5 bei negativer Strémungsrichtung zu einem
neuen Phdnomen. Es kdnnen jeweils nach dem Einbringen von gréReren Tempera-

turstdrungen zeltwelse instationidre Strdmungsformen auftreten. Solche Tempe-
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raturstdérungen ergeben sich beispielsweise bei der Erhdhung von AT ~ .
Daneben bleiben jedoch die stationiren Zustidnde stabil erhalten, wenn nur
kleine Temperaturstdrungen eingebracht werden. Es kann auch geschehen, daB
spontan aus instationdrem Verhalten heraus der stationdre Zustand wieder
angenommen wird. Ein typisches Beispiel ist in der folgenden Abbildung 5-5 zu

sehen, welche elne Temperaturgeschichte zeigt.

Es ist zu erkennen, daR nach einer deutlichen Erhdhung des treibenden Tempe-
raturgefdlles AT und damit verbunden dem Einbringen einer gréBeren Stdrung,
das System instabil wird und bei konstantem AT zundchst flir etwa 12 Stunden
in diesem zeitabhingigen Zustand bleibt. Danach wird in einem spontanen Uber-
gang wieder die zur neuen Beheizung R~ AT gehSrende, stationdre Lisung einge-
nommen. Dieses Verhalten ist flir die beiden LOsungsdste in einem grBReren
Bereich von B-Werten zu beobachten. Ab der jeweiligen oberen Grenze bei

B = Béxp kann die stationire L8sung selbst bei sehr geringer Anderung der Be-
heizung B nicht mehr eingestellt werden. Diese Beobachtungen entsprechen den
Voraussagen, welche das mathematische Modell beim Einzelkreislauf fiir den

sogenannten unterkritischen Bereich macht.
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Abb. 5-5: Beisplel flir unterkritisches Zeitverhalten bei B = 12.93

Der unterkritische Bereich ist in Abb. 5-4 erkennbar am Vorhandensein sowohl
einer bedingt stabilen stationdren L&sung,durch die Symbole & und & gekenn-
zeichnet, als auch durch die Existenz einer zeitabhingig schwankenden
Stromung, deren Amplituden durch vertikale Balken eingetragen sind. Weiterhin
wird im Experiment beobachtet, daR die Wahrscheinlichkeit, einen zeitab-
hdngigen Zustand einzustellen, mit wachsendem B stetig zunimmt. Demgegeniiber

nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir die Realisierung einer stationdren L&sung




stetig ab.

Die obere Bereichsgrenze bei B = ngp ist als Stabilitdtsgrenze filir die sta-
tiondre L6sung zu werten. Es liegt deshalb im Experiment eine unterkritische
Instabilitdt vor. Sie ist dadurch gekennzeichnet, daRB durch groBere HuRere
Storungen am System vor Erreichen der Stabilitédtsgrenze die stationidre
Stromung in eine instationdre Stromung {ibergeht. Die stationdre Losung bleibt

jedoch stabil, wenn auf das System nur kleine Stdrungen einwirken.

Nach Uberschreiten der Stabilitdtsgrenze fiir die stationidre Strdmungsform im
Bereich B > Béxp sind nur noch zeitabhidngige Zustdnde mdglich. Wir kdénnen
diesen Bereich als global instabil charakterisieren. In diesem Bereich nimmt
die Schwankungsamplitude bei quasistationdr gesteigerter Beheizung stetig zu.
Dabei ist zundchst kein Wechsel im Vorzeichen bei Xy bzw. X9, 2ZU beobachten.
Lediglich wenn groBe Stdrungen auf das System einwirken, finden wir Umkehrun-
gen der Stromung flir kurze Zeitrdume, gefolgt von einer Verringerung der

Storungsamplitude und einer Riickkehr zu den vorher bestehenden Schwankungen.

Fir sehr hohe Werte der Beheizung im Bereich B > 120 treten Folgen von Stré-
mungsumkehrungen {iber beliebig lange Zeitrdume auf. Dabei tritt die Str&-
mungsumkehr in unregelmiBigen Zeitintervallen auf. Dies ist typisch fiir glo-
bal instabiles Verhalten, welches in der Literatur auch als chaotisch be-

zeichnet wird. Ein typisches Beisgpiel fiir ein solches chaotisches Zeitver-—
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Abb. 5-6 : Temperatursignal (T; - Tg) im absolut instabilen Bereich bei

B 2 160 mit mehrfacher Strémungsumkehr




halten ist in der folgenden Abbildung anhand der Temperaturdifferenz
(T3 - T9) zu sehen. Jeder Vorzeichenwechsel der Temperaturdifferenz
(T3 - Tg)»uxz geht einher mit der Umkehr der Strdmungsrichtung in zufdlligen
Zeitabstinden. Diesen Sachverhalt haben wir anhand von Stromungsanzeigern in

der Teststrecke auch visuell direkt beobachtet.

Um ndheren AufschluR {iber Charakter und Ursache der zeitabhdngigen Phinomene
zu erhalten, haben wir jeweils Frequenzanalysen von den gewonnenen Tempera-
tur— und Geschwindigkeitssignalen durchgefithrt. Aus den Autoleistungsdichte-
spektren ist stets eine Leistungsspitze ablesbar. Dies trifft auch dann zu,
wenn die Spektren breitbandigen Charakter haben. Die Frequenz der Leistungs-
spitzen ist im folgenden Diagramm (Abb. 5-7) iiber der dimensionslosen Behei-
zung aufgetragen. Es zeigt sich, daR eine gute Ubereinstimmung mit den aus
den Eigenwerten des Modells bestimmten Frequenzen besteht. Das Aussehen der
gewonnenen Spektren dndert sich fiir wachsende R drastisch. Widhrend im stabi-
len Bereich mit B < 30 praktisch Linienspektren anzutreffen sind, ergeben
sich im global instabilen Bereich mit B > 30 ausnahmslos breitbandige Signal-
spektren. Ein Vergleich zwischen theoretisch berechneten und experimentell

gemessenen Signalspektren ist in Abs. 5.1.53 gezogen.
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Abb. 5-7: Vergleich der experimentell und theoretisch ermittelten Frequenzen




5.1.52 Der unsymmetrische Beheizungsfall mit d=10°

Im Gegensatz zum symmetrischen Beheizungsfall mit d=0° wird im hier behan-
delten Fall keine stabile Ruheldsung fiir B > 0 gefunden. Die Strdmung setzt
sich vielmehr stetig in positiver Sp—Richtung in Bewegung sobald B > 0 einge-
stellt ist. Mehrfaches Anfahren des Experimentes fithrt stets zu einer
Stromung in positiver W—Richtung, wdhrend eine Strdmung in negativer

VLRichtung bei Beginn der Konvektion nicht auftritt.

Die Stromung in positiver -Richtung bleibt dann bei ErhShung der Beheizung
ausschlieRBlich stationir in dem Bereich 0 < B < 20.7. Zeitabhidngige Phdnomene
treten erst flir deutlich hdhere Beheizungen auf, wenn man zum Vergleich den
symmetrischen Beheizungsfall heranzieht. Dabel sind die Betrdge der gemesse-
nen ZustandsgriBen x; stets groBer als die des symmetrischen Beheizungsfal-
les. In Abb. 5-8 sind die gefundenen stationdren Strémungsformen in Gestalt

der ZustandsgroRe X = f (B) durch die Symbole A und O eingetragen.

Eine stabile stationidre Strémung in negativer ¥ -Richtung kann im Bereich
4,7 < B < 7.9 nur eingestellt werden, wenn geeignete Transienten bei der
Aufheizung des Systems mit entsprechenden unsymmetrischen Wandtemperaturver-
teilungen angewandt werden. Ist ein stationdrer StrOmungszustand in diesem
Bereich eingestellt, dann verharrt die Strdmung in diesem Zustand auch bei
vorsichtiger Variation von B. Ein solcher Zustand ist deshalb bedingt stabil
und bleibt erhalten, solange die St&rungen nicht so groB werden, daR ein

Ubergang zur L8sung mit positiver Strémungsrichtung angeschlossen ist,

Es bleibt somit festzuhalten, daR im Experiment zweil verschiedene stabile
stationdre Konvektionszustidnde gefunden werden, welche bedingt durch die Un-
symmetrie der Beheizung nicht gleiches Gewicht haben. Es zeigt sich deutlich,
daB bel quasistationdrer Erh8hung der Temperaturdifferenz die Str6mung in der
positiven (P-Richtung stets auftritt und bis zu hdheren Werten der Beheizung
B stabil bleibt. Demgegeniiber ist die Losung mit negativer Strdmungsrichtung
isoliert. Sie kann deshalb nicht bei stetiger Parameterverinderung einge-
stellt werden. Thr Stabilitdtsbereich ist zudem deutlich kleiner und nach
beiden Seiten hin begrenzt. Dies bedeutet, daB sowohl bei Erhéhung als auch
bei Erniedrigung von B {iber die jeweiligen Stabilitdtsgrenzen hinaus ein
Ubergang zur positiven Strdmungsrichtung auftritt. Die Uberginge sind in Abb.

5-8 an den vertikalen Linien erkennbar, welche beide Aste verbinden.
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Abb. 5-8: Gemessene Strémungsgeschwindigkeit xy~u flir unsymmetrische
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Die weitere Erh8hung der Beheizung fithrt fiir beide Strémungsrichtungen in
einen Bereich, in welchem je nach GroRe der Stdrungsamplitude sowohl lokal
stabiles stationdres, als auch zeitabhidngiges Verhalten beobachtet werden
kann. Das Zeitverhalten der ZustandsgrtBen entspricht hierbei dem, wie es fiir
den symmetrischen Fall in Abb. 5-5 dargestellt ist. Die Ausdehnung des unter-
kritischen Bereiches ist 1in Abb. 5-8 erkennbar an dem parallelen Auftreten
stationdrer und zeitabhidngiger Stromungen. Sie wird gleichfalls durch die
Unsymmetrie der Beheizung beeinfluRt. So findet sich beim positiven Ldsungs-
ast ein ausgedehnter unterkritischer Bereich, wdhrend der des negativen L3-

sungsastes relativ klein ist.

Die Amplituden der Strdmungsschwankungen in den unterkritischen Bereichen
bleiben begrenzt. Dies impliziert, daR der negative LSsungsast innerhalb des
unterkritischen Bereichs infolge selbsterregter Schwankungen noch nicht ver-
lassen wird. Erst bei B = 10.2 tritt ein Ubergang aus dem unterkritischen
Bereich des Lsungsastes mit negativer Strdmungsrichtung auf den L8sungsast
mit positiver Str8mungsrichtung ein. In Abb. 5-9 ist dieser Ubergang anhand

der gemessenen Temperaturdifferenz (T3—T9) veranschaulicht. Mit dem Wechsel
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Abb. 5-9: Ubergang von instabilem, unterkritischem Zeitverhalten der negati-

ven stationdren L8sung hin zur stabilen positiven Liésung (B = 10.21).

des Vorzeichens bei (T3—T9) geht eine einmalige Strdmungsumkehr einher. Die

Temperatur schwingt nach dem libergang auf einen stationiren Wert ein.

Fiir Beheizungen B > ETexp bzw. B > E;exp ist fiir belde Strdomungsrichtungen
kein stabiles stationdres Verhalten mehr anzutreffen. Flir B > Btexp sind
weder stationdre noch zeitabhingige Strdmungen in negativer P -Richtung zu
beobachten. Bei der Strémung in positiver ¥ -Richtung wird fiir B > B;exp
ausschlieBlich zeitabhingiges Verhalten mit der in Abb. 5-8 eingezeichneten
Amplitude registriert.

Aus versuchstechnischen Griinden ist eine detaillierte Untersuchung des Be-
reichs B > 50 flir den schiefsymmetrischen Beheizungsfall nicht m&glich. Eine
mehrfach wiederkehrende Strdmungsumkehr kann deshalb im betrachteten Bereich
nicht beobachtet werden. Vielmehr bleiben die Amplituden im global instabilen
Bereich stets soweit begrenzt, daR ein Uberschwingen mit einer nachfolgenden

Stromungsumkehr nicht auftritt.




5.1.53 Dreidimensionale Effekte

Das Modell unterstellt filir die Str8mung einen in erster Ndherung eindimensio-
nalen Charakter. In Wirklichkeit werden jedoch Stromungsformen beobachtet,
welche teilweise deutlich von der eindimensional zu betrachtenden laminaren
Rohrstrtmung abweichen. Um gegebenenfalls Diskrepanzen zwischen dem theoreti~-
schen Modell und dem Experiment zu erkldren, scheint es sinnvoll, die beob-
achteten Phidnomene kurz aufzuzeigen sowie ihre Auswirkungen zu deuten. Die
Untersuchungen zur dreidimensionalen Ausbildung der Strdmung wurden detail-
liert fiir den symmetrischen Beheizungsfall beim Einzelkreislauf durchgefiihrt.
Alle folgenden Ergebnisse sind deshalb streng nur fiir diesen Fall giiltig.
Qualitativ werden jedoch bei den anderen Experimenten dhnliche Phdnomene

beobachet.

Vor Einsatz der Konvektion im Gesamtkreis werden bereits in den vertikal
stehenden Rohrsegmenten, welche von oben her die Kihlertemperatur Ty und von
unten die Heizertemperatur Ty sehen, kleine Strémungsgeschwindigkeiten gemes-—
sen. Es sind hierbei jeweils im Querschnitt Zonen mit AbstrOmung sowie Zonen
mit Aufstrdmung mit dem LDA auflésbar. Die gemessenen Geschwindigkeiten lie-
gen betragsmdRig bei |ﬁ| < 0.3 ecm/s. Der Vergleich mit einer Theorie von
Gershumi & Zhukhovitskii [7] zeigt, daR fiir diese Temperaturdifferenz ver-

schiedene Moden stationirer Zylinderkonvektion mdglich sind.

Durch die Kriimmung des Kreisrohres kommt es zu deutlichen Abweichungen vom
ideal parabelfdrmigen Geschwindigkeitsprofil. Dies fiihrt zu Profilen, deren
Maximum aus der Rohrmitte zur KriimmungsauBenseite verschoben ist. Das Phédno-
men wird an allen Stellen im Kreis beobachtet und hat offensichtlich rein
mechanische Ursachen. Wdhrend die unsymmetrischen Profile auch bei Zwangs-
durchstrmung zu beobachten sind, tritt an thermisch exponierten Stellen eine
Verstdrkung dieses Effekts bis hin zur lokalen Riickstr&mung auf. In der fol-
genden Abb. 5-10 sind gemessene Geschwindigkeitsprofile beispielhaft fiir die
obere Kreishdlfte dargestellt.

Die Strémung verl#dBt bei Y= 270° den Bereich mit hoher Wandtemperatur und
kommt nach der Strecke As in eine Zone mit niedriger Wandtemperatur. Es
kommt dann zu einem RiickfluR des abgekithlten Fluids an der inneren Wand ent-

gegen der Hauptstrdmung. Das Riickstrdmungsgebiet (schraffiert in Abb. 5-10)

existiert nur im Bereich 180° < ¥ < 270°, wo die kriimmungsbedingte Verzerrung
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Abb. 5-10: Stationdre Geschwindigkeitsprofile mit RiickstrSmung bei B = 9.92

des Geschwindigkeitsprofils durch die Rickstrdmung des kalten Fluids an der

Wand offensichtlich verstidrkt wird.

Die Auswirkung im Bereich 90° < P < 180° ist genau entgegengesetzt. Hier
flieBt das an der Innenwandung liegende kalte Fluid in derselben Richtung wie
die Hauptstrdmung ab und symmetriert deshalb das Geschwindigkeitsprofil. Die
analogen Phidnomene treten im Ubrigen in der unteren Kreishdlfte auf oder aber

wenn die Hauptstrdmung in umgekehrtér Richtung l&uft.

Der dreidimensionale Charakter der Strémung in Form von Rickstrdmungen stellt
fiir das eindimensionale Modell einen Wirmeausgleich ldngs der Rohrachse und
damit eine Art effektiver WArmeleitung dar. Dariiber hinaus ist auch eine
Zunahme der Impulsverluste aufgrund groBerer Geschwindigkeitsgradienten im
Stromungsquerschnitt die Folge. Aus diesen Griinden muR man generell davon
ausgehen, daB aufgrund der zunehmend dreidimensionalen Ausprdgung der
Stromung eine Zunahme der thermischen und mechanischen Verluste zu erwarten
ist; Diese Eigenschaft tritt verstidrkt bei hohen Beheizungen B auf und ist
naturgemdB durch das Modell nicht erfaBt. Sie hat dariiber hinaus das Poten-
tial, bei instabilem Zeitverhalten der Grundstr8mung die vorhandenen Amplitu-

den abzubauen.,




Ein Vergleich zwischen gemessenen und aus dem Modell berechneten Leistungs-—
dichtespektren ermdglicht eine Identifikation dieser Zusammenhdnge. Die fol-
gende Abbildung 5-11 zeigt expemplarisch zwel Temperatursignale nebst -spek-

tren flir Zustdnde aus dem unterkritischen sowie {iberkritischen Bereich.
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Abb. 5-11: Gemessene Autolelstungsdichtespektren aus dem unterkritischen und

liberkritischen Bereich

Markiert ist in belden Spektren der Abb. 5-11 jeweils die mit dem eindimen-
slonalen Modell harmonierenden Leistungsspitze in dem Frequenzbereich von 7 -
10 mHz. Das rechte Spektrum weist jedoch deutlich einen breitbandigen Lei-
stungsberg bei ca. 70 mHz auf. Diese hdherfrequenten Anteile reprdsentieren
mit wachsendem B schlieBlich immer groBere Leistungen. Damit wird dokumen-
tiert, daB neben dem Leistungsanteil der Grundstr&mung auch erhebliche Lei-
stung in hdheren Frequenzen wandert, welche wiederum lhre Ursache nur in

rdumlich kleineren Zonen haben kdnnen.

Zur Erhdrtung obliger Aussagen werden zum Vergleich die Leistungsdichtespek-
tren nach der Theorie herangezogen. In Abb. 5-12 wird deutlich, daB das Mo-
dell nur wesentliche Leistungsanteile im Frequenzbereich 7 ~ 10 mHz liefert.
Ursachen fiir die h6herfrequenten Anteile, die auf eindimensionalen StrOmungs-

effekten beruhen, kdnnen deshalb mit Sicherheit ausgeschlossen werden.
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Abb. 5-12: Autoleistungsdichtespektren sowie Signale aus dem unterkritischen

und Uberkritischen Bereich nach Theorie.

5.1.6 Zusammenfassung

Wir wollen die wichtigsten experimentellen Befunde bei der Stromung im ein-
zelnen Kreislauf zusammenfassen. Hierzu betrachten wir zunichst den symme-
trisch beheizten Kreislauf. Fiir wachsende Werte der Beheizung B kdnnen wir
vier verschiedene Bereiche im Experiment unterscheiden. Dieses sind im ein-
zelnen ein Ruhezustand, ein Zustand ausschlieBlich stationidrer Konvektions-—
stromung, ein Bereich, in welchem sowohl stationire als auch zeitabhingige
Strémung auftreten kann sowie ein Bereich, in welchem ausschlieBlich zeitab-

hédngiges Verhalten der Strdmung zu beobachten ist.

Die stationdre Konvektionsstrdmung kann in allen Fdllen entweder in positiver’

oder aber in negativer P-Richtung laufen. Welche Richtung sich etabliert,
hdngt von einer zufdlligen Anfangsstdrung beim Einsatz ab. Im unterkritischen
Bereich werden bei groReren duBeren St8rungen bereits zeitabhingige Zustidnde
beobachtet, obwohl im Falle kleiner Stdrungen noch stationidre stabile Zustidn-
de erhalten werden. Im {iberkritischen Bereich schlieBlich finden wir chaoti-
sches Zeitverhalten der ZustandsgrSRen, verbunden mit Umkehrungen der Stré-

mungsrichtung in zufdlligen Zeitabstinden.




Bei schiefsymmetrischer Beheizung des Kreislaufs kann nur noch ein stationéd-
rer Konvektionszustand bei stetiger ErhShung der Beheizung eingestellt wer-
den. Dieser Zustand wird im Vergleich zum symmetrisch beheizten Kreislauf
deutlich stabilisiert. Damit bleibt die Stromung bis zu hoheren Werten der

Beheizung B stationdr, ein unterkritischer Bereich bleibt jedoch erhalten.

Eine zweite, isoliert liegende Strdmungsform mit entgegengesetzter Stromungs-—
richtung kann im Experiment durch gezieltes Einbringen von Stdrungen einge-
stellt werden. Dieser Zustand ist in einem relativ kleinen Bereich stabil
stationdr und sowohl bei Erhohung als auch bei Reduktion der Beheizung tritt
nach Uberschreiten der Stabilitidtsgrenzen ein Ubergang zur anderen Strdmungs-—

richtung auf.
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5.2 Die Stromung in zwei thermisch gekoppelten Kreisldufen

Wir beschreiben im nachfolgenden ein Experiment, das in weiten Teilen dem in
Abschnitt 5.1 beschriebenen Experiment zur Strdmung in einem einfachen
Kreislauf entspricht. So sind insbesondere der gewdhlte Aufbau, die einge-
setzten MeRBverfahren mit ihrer spezifischen Genauigkeiten sowie die verwen-
dete Skalierung und Auswertung in wesentlichen Teilen identisch. Es werden
deshalb in den folgenden Abschnitten ausschlieBlich die neuen Aspekte disku-
tiert, und wir verzichten auf eine wiederholte vollstidndige Darstellung mit
Blick auf das oben beschriebene Experiment am einfachen Kreislauf. Dies gilt

auch fiir die Ergebnisse.

5.2.1 Experimenteller Aufbau

Als wesentliche Verdnderung sind im vorliegenden Experiment zwei Kreisldufe
bei Vé = 0°, d.h. unten, thermisch in Kontakt gebracht. Dies geschieht liber
einen Kupferblock, durch welchen beidé Stromungen hindurchgefiihrt sind und
deshalb entsprechend ihrer lokalen Teﬁperaturdifferenz Widrme austauschen
kdénnen. Das folgende Bild zeigt schematisch den Aufbau.
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Abb. 5-13: Teststrecke und Instrumentierung des Experiments "LOOP 2"




Bedingt durch die Zielsetzung eine mbglichst effektive Wirmekopplung zu rea-
lisieren, kommt es zu langen horizontalen Zwischenstiicken der Linge A s'. Aus
diesem Grund weicht die Geometrie sowohl von der idealen Kreisform als auch
von der des vora: =2gangenen Experime im einzelnen Kreislauf ab. Wir kOnnen
jedoch diesen Sachverhalt wiederum d..ch eine geeignete Skalierung der Mo-

dellgleichungen berilicksichtigen.

Die Wandtemperatur in den punktierten Bereichen beider Kreise wird, prinzi-
piell analog zum Experiment im Einzelkreislauf durch eine koaxiale AuRenum-
stromung der Glasrohre vorgegeben. Im Kreislauf 1 kann in jedem Viertelkreis-
segment eine beliebige Temperatur eingestellt werden. Aus diesem Grund kann
dort jedes gewiinschte Wertepaar B, 61 realisiert werden. Es sind deshalb
sowohl symmetrische als auch schiefsymmetrische Behelzungszustinde méglich
(vgl. Abb. 5-2). In zwei MeRreihen werden in Anlehnung an die Theorie die
Zustidnde mit 61 = 0° und 6& = 4+ 10° eingestellt. In Kreislauf 2 hingegen
wird gezielt auf eine schiefsymmerische Beheizung verzichtet. Dadurch wird
eine einfachere Konzeption fiir die Thermostatierung der AuBenstrdmung er-
reicht. So geben wir diesem Kreislauf in seiner unteren Kreisghidlfte die Wand-
temperatur TH2 und entsprechend in seiner oberen Kreishdlfte die Wandtempera-
tur Ty, vor. Dadurch wird ein symmetrischer Beheizungszustand mit<52 =0
erzwungen, widhrend der Beheizungsparameter Ez A!(THZ - TKZ) beliebig einge-—

stellt werden kann.

5.2.2 Berlicksichtigung der Versuchsgeometrie in der Theorie

Wir erhalten aufgrund der horizontalen Zwischstiicke der Linge As' einen

gednderten Integrationsweg fiir die Impulsgleichung. Es gilt

\_%es 2wl {4 +,\TA—E} = 2WL(4A+EY, (5.15)

!

Die Impulsgleichungen beider Kreise haben deshalb nach der geschlossenen

Integration die Form (i = 1,2)
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Das Integral iliber die horizontalen geraden Teilstiicke ergibt hierbei keinen

Beitrag zum Auftriebsterm. Wie frilther im Fall des einfachen Kreislaufs miissen




die Grundgleichungen des Systems in Form der verdnderten Impulsgleichung (Gl.
5.,16) und der ungeinderten Wirmetransportgleichung (Gl. 4.14) neu skaliert
werden. Dies geschieht mit der nachfolgenden Beziehung:
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Wir erhalten nach Einfilihrung dieser Skalierung den folgenden Satz dimensions-—
loser Differentialgleichungen.

X" = oé(xz*x"3 )
Xp = Aaey % T Xa%e T X o *<4+Eﬁ)*an51 N
Ky = XX, = Xg - VKW(XS—H3>)
(5.18)
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Dieser Gleichungssatz (5.18) entspricht in seinem Aufbau wiederum vollstédndig
demjenigen, welcher fiir die kreisrunden MeRstrecken hergeleitet wurde (vgl.

Gl. 4.21). Es wird hier eine effektive Beheizung gemiR

B B

_ (5.19)
(A+€")

als modifizierte Kennzahl flir das Problem kennzeichnend.




5.2.3 MeBtechnik

In den beiden Kreisldufen wird in der AuBenumstrdmung jeweils

AT = Ty = Tgy sowie in Kreislauf 1 zusdtzlich der MeRBwert

ng = [(Tgy + ng) - Tgy] erfaRBt. Mit diesen drei MeRwerten sind dann die
Temperaturverliufe TWi(YD) bis auf ihr mittleres Niveau festgelegt. Wihrend
beim Einzelkreislauf das mittlere Niveau der Wandtemperatur keinerlei EinfluB
auf die Modellgleichungen hat, miissen zur Herleitung der Gleichungen fiir die

gekoppelten Kreislidufe einige Annahmen getroffen werden (vgl. Abschnitt 4.3).

So steckt insbesondere in der Forderung, dhnliche Beheizungszustidnde in bei-
den Kreisldufen zu haben, daB sowohl das mittlere Temperaturniveau in beiden
Kreisldufen als auch die Beheizung B gleich sein mlissen. Hierzu wird experi-
mentell zus#dtzlich der MeRwert (STH = (THI - THZ) registriert. Mit den expe-

rimentellen Randbedingungen

3T, = o
ST (5.20)
T L

werden beide Voraussetzungen erfiillt. Die dimensionslosen Kennzahlen zur
Charakterisierung des Beheizungszustandes definieren sich deshalb aus den

MeBwerten zu
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Im Interesse einer Reduktion des MeRaufwands wird im Experiment auf eine
Vielzahl von Temperaturmessungen in der eigentlichen Konvektionsstrdmung bei-
der Kreisldufe verzichtet. Es werden lediglich die Differenzen (T3 - T9)i
sowie (le - ni)i gemessen. Mittels zweier Laser—Doppler~Anemometer werden an

den eingezeichneten Positionen (vgl. Abb. 5-13) wiederum die lokalen Str&-—




mungsgeschwindigkeiten Gi beider Kreisldufe erfaRt. Im welteren wird eine

dimensionslose Darstellung der ZustandsgrdBen verwendet, welche sich aus den

Beziehungen
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ergibt.

Es ist wichtig darauf hinzuweisen, daB mit den Messungen der Temperaturdiffe-
renzen in den MeRstrecken lediglich Ndherungen fiir die dimensionslosen
Fourier—-Koeffizienten x,, y5, X3, y3 der wahren Temperaturverteilungen

Ti(\P, t) erhalten werden. Dies resultiert daraus, dak die tatsdchlichen
Temperaturen an den MeBpositionen durchaus von den hSheren Koeffizienten
beeinfluBt sind. Die Theorie liefert fiir die hdheren Koeffizienten keine
Aussagen wie im vorangegangenen Experiment im Einzelkreislauf und bestdtigt
lediglich die Konvergenz der zur Darstellung verwendeten Fourier-Reihe (vgl.
Roppo [26]).

5.2.4 Eichmessungen

Die meBtechnische Bestimmung der GrdBen R und H bleibt auch filir dieses Expe-
riment giiltig, weil es sich um spezifische, auf ein differentielles Wegele-
ment bezogene GroRen handelt. Es ist jedoch zu erwarten, daR sich durch die
gednderte Geometrie und MeBpositionen veridnderte lokale Profile der Tempera-
tur und Geschwindigkeit einstellen. Deshalb miissen die Formfaktoren K39"

K' 5 und Kzl aktuell bestimmt werden. Bei gleicher Anwendung der MeBmethode
wie frither (vgl. Abs. 5.14) ergeben sich fiir beide Kreisl#dufe nahezu identi-

sche Werte. Wir benutzen deshalb die Mittelwerte




K\Yl = 0-61 9 (5.23)
Kjg = 0.85 ,
Ki26 = 1.0 °

Im Fall des Doppelkreislaufs wird die experimentelle Bestimmung der thermi-~
schen Kopplungsintensitit ‘le notwendig. Hierin kann das Fléchenverhéltnisxl
leicht aus der bekannten Geometrie zu r = 0.05 bestimmt werden. Zur Festle-
gung der gesamten ausgetauschten Widrme und damit der GroBe K, werden finf
spezielle Versuche durchgefiihrt. Die Grundidee ist hierbel, einen der belden
Kreisldufe ausschlieRBlich durch die an der Kopplungsstelle eingebrachte WiHrme

zu einer Naturkonvektionsstrdmung zu veranlassen.

Dies geschieht im Detail dadurch, daR Kreislauf 1 wie {iblich mit B; > 0 und
51 = 0° beheizt wird. Die sich einstellende Strdmung verursacht an der Kopp~
lungsstelle bei ‘ﬁz = 0° eine, durch die Messung von (le - T, )., bekannte
Temperatur. Der Kreislauf 2 hingegen wird bei gleichem mittleren Temperatur-
niveau auf B, = 0, ng = 0 eingestellt. Dieser Kreislauf hat also isotherme
Wiande. Aufgrund der lokal am Kupferblock anliegenden hdheren Temperatur
stellt sich dennoch eine Wirmezufuhr ein, welche vom Modell noch nicht erfaBt

ist. Wir gehen bei Berlicksichtigung der dort zugefiihrten Wirme in diesemn

Spezialfall von einer virtuell anliegenden Temperaturdifferenz AIVir,Z aus,
welche durch folgende Beziehung
T - ~ - 4 T - (5 .34
a \“HZ = '{ A\, 7KW (T, \b)ﬂ} )

definiert ist. Sie ist durch die Messungen AT, und (le - T%)l bis auf nK,
festgelegt. Der sich einstellende Strdmungszustand im Kreislauf 2 kann dann
vermessen und mit den aus einer normalen Beheizung erhaltenen Werten mit
AT, > 0 verglichen werden. Somit kann ‘]Kw festgelegt werden.

Die filinf Tests ergeben Werte im Bereich

0.2 « YZKw {£ o.5 (5.35)

Dabei steigen die Werte suksessive mit Erh8hung von By an. Dies bedeutet phy-

sikalisch, daR die Erhshung der Stromungsgeschwindigkeit u1| im Kreislauf 1
die Wdrmekopplung deutlich intensiviert. Dieser Sachverhalt darf nicht ver-
wundern, weil fiir groBe [ull der Wirmelibergang zum Kupferblock deutlich ver-

bessert wird (vgl. auch Abschn. 4.1). Fiir die erwdhnten Tests werden stets




hohe Strdmungsgeschwindigkeiten im Kreislauf 1 erzeugt, so daR gilt
|u1‘ >> qu

ten theoretischen Voraussetzungen charakterisiert durch Iull = |u2

. Die eigentlichen Experimente sind hingegen aufgrund der gemach-

.. Hier

besteht eine deutliche Diskrepanz zur Situatioﬁ bei der Eichmessung. Sie
veranlaBt uns dazu, die Tests mit groBen |u1| skeptischer zu betrachten und

eine Kopplungsintensitdt von
nk, = 0.2 (5.36)

als realistisch anzunehmen.

5.2.5 Ergebnisse
5.2.51 Die Wirmekopplung zweier symmetrisch beheizter Kreisldufe mit 51 = 62 =0°

In der folgenden Abbildung sind zundchst gemessene Werte der Strdmungsge-

schwindigkeiten X1, ¥ iiber der Beheizung B bzw. in der xl-yl—Ebene aufgetra-—

gen,
I I T T
5 x =15 1 I
by - P
82= l| 1 I
i
|.
_ stationare H
=< Stromung 1l
| zeitabhingige Bl p¥
0 Strémung ll had
—o stat. Losungen und | i |
n, v Stabilititsgrenzen .
nach linearer Theorie | {
g
| Ki= 0 il o OA :
nKyz 0.1 S ek L
0 10 20 30

Abb. 5-14: Gemessene Strdmungsgeschwindigkeiten X) ™~ Uy, yy~v u, bei symme-

trischer Wdrmezu- bzw. abfuhr in beiden Kreisléufen'(El = Ez = B)

Die Erhdhung der Beheizung B/\'ATi filhrt, ausgehend vom isothermen Zustand,

durch einen Bereich, in welchem beide Kreisliufe keine merkliche Stromungsge-




schwindigkeit aufweisen. Diese Ruheldsung ist stabil fiir Werte der Beheizung

im Intervall 0 < B £ 0.8.

Wird dieser Schwellwert iliberschritten, dann treten mit einem relativ scharfen
'bergang vier verschiedene stationdre Konvektionsstrdmungen (I-IV) in Er-—
scheinung, welche fiir B > 0.8 zundchst stabil sind. Diese vier Lisungsiste
kommen zustande durch die Kombination von je zwel mdglichen Strdmungsrichtun-
gen pro Kreislauf. Sie unterscheiden sich durch die Vorzeichen der Strdmungs-
geschwindigkeit, widhrend deren Betridge fiir festgehaltenes B nahezu identisch
sind. Dieses Verhalten ist in Abb. 5-14 an der Position der MeBpunkte auf den
Winkelhalbierenden in der x;-y;-Ebene erkennbar. Welche der vier Strémungs-
formen sich bei Uberschreitung des Schwellwertes etabliert hingt jeweils von
kleinen Anfangsstdrungen ab. Im Experiment kann hierbei keine bevorzugte
Losung ausgemacht werden, d.h. alle Formen treten etwa gleich hiufig auf. Es
liegt daher der SchluR nahe, daB die vier LOsungen gleilches Gewicht besitzen.
Die weitere Steigerung der Beheizung B fiilhrt zum Anwachsen des Betrags der
Stromungsgeschwindigkeit in beiden Kreisldufen, wobei die Abhdngigkeit
xlAJ-{Ejund v {Ejaus Abb. 5-14 in guter Nidherung fiir alle vier L8sungen

bestdtigt werden kann.

Bei vorsichtiger Experimentierweise, insbesondere durch sehr feinfﬁhligér Va-
riation von B, sind die vier stationiren Stromungsformen bis zu den strich-
punktierten Linien in Abb. 5-14 bei B = ngp stabil zu .erhalten. Diese kriti-
schen Werte der Beheizung ngp liegen fiir alle vier Ldsungsiste eng beieinan~-
der und kdnnen als Stabilitdtsgrenze im Falle kleiner St8rungen aufgefaBt
werden. Sie sind deshalb direkt dem theoretisch ermittelten Wert B* zuzuord-
nen. In allen Fdllen bleibt die Strdmung stabil bis zu Werten ngp > RB*. Die
verschiedenen Strdmungsformen sind also stabiler als die Thecorie es vorher-
sagt. Dieser Sachverhalt kommt dadurch zustande, daB im verwendeten Modell
fiir die gekoppelten Kreisliufe (vgl. Gl. 4.21) der stabilisierende EinfluR
der nichtlinearen Wirmelibergangsbeziehung (vgl. Abschnitt 4.1) nicht erfaRt
ist. Die ermittelten Werte Béxp im hier behandelten Experiment decken sich
hingegen fast perfekt mit den StabilitHtsgrenzen, welche sich fiir die
Stfﬁmung im Einzelkreislauf experimentell ergeben (vgl. Abb. 5-4). Ein Ver-
gleich der Zahlenwerte kann den Tabellen im Anhang (Abschn. 7.2) entnommen

werden.
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Es kann jedoch auch fiir Beheizungen B < ngp’ also im unterkritischen Be-
reich, fiir die vier Strmungsformen instabiles Verhalten beobachet werden.
Dies tritt immer dann auf, wenn grdBere Stdrungen auf die Strdmung einwirken.
Diese s.g. unterkritischen Instabilitdten sind in Abb. 5-14 jeweils erkennbar
an den vertikalen Balken, die im Bereich der stationiren Ldsungen liegen und
den Amplituden der zeltabhingigen Strdmung entsprechen. Der unterkritische
Bereich ist gekennzeichnet vom Auftreten sowohl der stationdren Str8mung als '
auch der zeitabhingigen Strémung in Abb. 5-14, Die Ausdehnung der unterkriti-
schen Bereiche ist fiir die vier Stromungsformen ndherungsweise gleich. Der

Vergleich der Verhiltnisse mit denen bei der Stromung im Einzelkreislauf

zeigt auch in diesem Punkt gute Ubereinstimmung (vgl. Abb. 5-4).

Das beobachtete Zeitverhalten der ZustandsgrbBen Xys ¥y entspricht sowohl im
stabil stationdren Bereich als auch im unterkritischen Bereich in seiner
Qualitdt vollstdndig den Ausfilihrungen in Abs. 5.1.51. Dennoch treten speziell
im unterkritischen Bereich einige neue Phinomene auf, welche speziell durch
die Wdrmekopplung verursacht werden. So zeigt sich insbesondere, daR ein
Nebeneinander von einer stationdr stabilen Strdmung, etwa in Kreislauf 1, und
einer unterkritisch instabilen Strdmung bei gleicher Beheizung in Kreislauf 2
in der Regel nicht iiber ldngere Zeitrdume mdglich ist. Vielmehr fiihrt die aus
dem oszillierenden Kreislauf 2 eingekoppelten Widrme im anderen Kreislauf zu
merklichen Stdrungen. Die Folge davon ist, daB die bedingt stabile, statio-
ndre Stromung in Kreislauf 1 instabil wird und StrOmungsoszillationen auftre-
ten. Ein Beispiel fiir ein solches Verhalten ist der folgenden Abbildung 5-15
anhand der Zeitgeschichte der Temperaturdifferenzen (le - 'I'6)i und AT; zu
entnehmen. Die Beheizung R~ bT, ist wdhrend mehrerer Stunden davor und im

Moment des Geschehens konstant gehalten.

Dieses Verhalten interpretieren wir so, daR im unterkritischen Bereich in
aller Regel von beiden Kreisldufen der gleiche Zustand angenommen wird. Die-
ser ist entweder stabil stationir oder instabil zeitabhingig. Letzteres hat
im Sinne der eingefilhrten Definitionen transient chaotisches Zeitverhalten

zur Folge.

Fir Werte der Beheizung B > ngp wird bei allen Lbsungsformen ausschlieBlich
zeltabhidngige Stfﬁmung beobachet. Selbstinduzierte Strdmungsumkehrungen tre-—
ten im untersuchten Bereich mit 0 < B < 100 nicht auf. Gleichwohl kann die

Umkehrung der Strdmung durch gréBere Stdrungen herbeigefiihrt werden. Nach
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Abb. 5-15: Durch Wirmekopplung getriggerter Ubergang von stationdr stabilem

zu unterkritisch instabilem Verhalten in Kreislauf 1

einigen in unregelmdBigen Zeitabstdnden erfolgenden Umkehrungen der Stro-

mungsrichtung stellt sich stets die Riickkehr zu einer eindeutig gerichteten
Strémung'mit moderaten Schwankungsamplituden ein. Die bei einem solchen Vor-
gang an der Kopplungstelle ilibergehende Wdrme reicht nicht aus um den zweiten
Kreislauf zu Richtungswechseln der Geschwindigkeit zu veranlassen. Die Zeit-
geschichten in diesem Bereich entsprechen in ihrer Qualitéit vollsténd}g den-

jenigen, welche beim einzelnen Kreislauf auftreten.

5.2.52 Die Warmekopplung eines schiefsymmetrisch beheizten Kreislaufs mit

einem symmetrisch beheizten (3 , = 10°, S 9 =0°)

Bild 5-16 zeigt in der eingefiihrten graphischen Auftragung die StrOmungsge-
schwindigkeiten in beiden Kreisldufen. Ausgehend vom isothermen Zustand wird
By ATi erh6ht. Hierbei stellt sich in allen Fillen kontinuierlich eine Kon-
vektionsstromung mit positiver Orientierung in Kreislauf 1 mit X > 0 ein.
Beide mdglichen Strdmungsformen,gekennzeichnet durch die Symbole [J,* sind
stationdr und unterscheiden sich nur durch die Richtung der Stromung im zwei-
ten Kreislauf durch ylz:O. Aufgrund der Symmetrie der Beheizung in Kreislauf
2 treten die Aste I und II im Experiment mit gleicher Hiufigkeit auf. Dies
wird auch in der x;-y,-Ebene der obigen Abb. 5-16 an der Symmetrie der MeR-
werte bzgl. der Koordinate y, deutlich.
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Abb. 5-16: Gemessene Strémungsgeschwindigkeiten Xp AU, Yo vy bei un-—-
symmetrischer Wirmezu~- bzw. —abfuhr in Kreislauf 1 und symmetri-

scher Beheizung in Kreislauf 2 (cgl = 10°, (52 =0°, By = By = RB)

Damit bleibt festzuhalten, daR in Kreislauf |, der unsymmetrisch beheizt ist,
keine Ruheldsung auftritt. Vielmehr stellen sich ausschlieBlich zwei statio-
ndre Stromungstypen im Experiment ein. Der zweite Kreislauf, der symmetrisch
beheizt wird, besitzt hingegen trotz der vorhandenen Kopplung einen Bereich,
in welchem bei einer Beheizung von B > 0 nur verschwindende Strdmungsge-
schwindigkeiten gemessen werden. Hieraus kann gefolgert werden, dal fiir
Kreislauf 2 nach wie vor eine RuhelBsung existiert. Die Ruheldsung wird bei
steigender Beheizung B von einem scharfen Einsatz der Konvektionsstrdmung in

eine der mdglichen Richtungen abgeldst.

Bei einer weiteren Erh8hung der Beheizung B wachsen in beiden Kreisldufen die
Betrdge der Geschwindigkeiten an. Die Strdmung bleibt bis zu Werten

B = B;wexp stationdr, wenn nur kleine StO8rungen auf das System einwirken. Die
so ermittelten Stabilitdtsgrenzen B;wexp liegen flir beide LOsungsiste bei
vergleichbaren Werten. Dies kann aus den strichpunktierten Linien in Abb. 5-
16 ersehen werden. Im Experiment bleibt die Strdmung bis zu hdheren Werten
der Beheizung B stabil im Vergleich zu dem theoretischen Wert BEW' Wir haben
also E;wexp > E;w. Es ist sinnvoll an dieser Stelle wiederum die fiir die

Stromung im Einzelkreislauf experimentell erhaltenen Stabilitidtsgrenzen zum

U -
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Vergleich heranzuziehen. Dieser Vergleich filihrt zu der Aussage, dalk

B:xp < B;wexp < B;exp gilt. Dies bedeutet, daR experimentell der kritische
Wert Eiwexp flir die wirmegekoppelten Kreisldufe, durch die Stabilitdtsgrenzen
des Einzelkreislaufs flir symmetrische bzw. unsymmetrische Beheizung einge-

grenzt wird.

Fir Werte B < ngexp’ also im unterkritischen Bereich, tritt flir beide
Stromungsformen I und II im Falle groBerer Stdrungen bereits instabiles Ver-
halten auf. Dies ist in Abb. 5-16 durch die Balkensymbole im Existenzbereich
der stationdren Ldsungen angezeigt, welche die gemessenen Amplituden bei
zeitabhidngiger Strdmung wiedergeben. Auch die Tiefe des unterkritischen Be-
reichs ist filir beide Ldsungsdste I und II vergleichbar groB. AusschlieRlich
zeitabhingige Strdmung bei moderaten Amplituden findet sich fiir Werte der
Beheizung B > B;wexp° Hierbei bleibt die Strdmung im untersuchten Bereich O
B < 100 in Kreislauf 1 im zeitlichen Mittel stets positiv orientiert. Stro-
mungsumkehrungen treten ohne starke duBere Anregungen in beiden Kreisldufen

nicht auf.

Eine Strdmung in negativer Y -Richtung kann in Kreislauf 1 ausschlieBlich

durch gezielte starke St8rungen eingestellt werden. Wenn diese Strdmung

allerdings erzeugt ist, dann sind in einem bedingt stabilen stationdren Be-
reich zwei Str8mungstypen gekennzeichnet durch die Symbole & und A mdglich.
Sie unterscheiden sich lediglich durch das Vorzeichen der Geschwindigkeit in
Kreislauf 2 mit y; > O oder y; < 0. Auch in diesem Fall bleibt die Symmetrie
der Ldsungen bzgl. der Phasenkoordinate ¥1 erhalten. Bei einer Reduktion der
Beheizung B werden beide Stromungsformen III und IV instabil. Es tritt dann
eine einmalige Stromungsumkehr in Kreislauf 1 auf, widhrend in Kreislauf 2 die
Richtung der Strdomung erhalten bleibt. Somit wird beispielsweise die L&sung
III verlassen und die Losung II eingenommen. Analoges gilt fiir die Strdmungs-
form IV. Diese Ubergidnge sind in Abb. 5-16 an den vertikalen Balken zu erken-

nen, welche je zwei LOsungsiste verbinden.

Die vorsichtige ErhShung der Beheizung B flihrt gleichfalls an eine Stabili-
tétégrenze bei B = Btwexp' Jenseits dieses Grenzwertes treten keine stationd-
ren Zustdnde mit negativer Strdmungsrichtung in Kreislauf 1 auf. Hier kommt
es deshalb ebenfalls zu einer Anderung der Strdmungsrichtung im unsymmetrisch
beheizten Kreislauf 1. Ein Bereich mit unterkritische Instabilitdten ist bei

B < Bfwexp auch in der Ndhe der StabilitHdtsgrenze BTWexp festzustellen. Die-
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ser unterkritische Bereich ist gleichfalls dadurch charakterisiert, dalk die
bedingt stabile stationdre Losung im Falle groBerer StOrungsamplituden ihre
Stabilitdt verliert und transient chaotisches Zeitverhalten einsetzt. Fiir
Beheizungen B > Biwexp schlieBlich werden im Experiment keine Str6mungen mit
negativer Stromungsrichtung in Kreislauf 1 gefunden. Dies gilt sowohl fiir

stationdre als auch flir zeitabhdngige Strémungen.

Sowohl bei Erhohung als auch bei Reduktion der Beheizung B liegen die beob-
achteten {iberginge fiir beide Strdmungsformen bei dhnlichen B-Werten. Dies
wird anhand der strichpunktierten Linien bzw. vertikalen Balken in Abb. 5-16
deutlich. Ein Vergleich mit den theoretischen Verzweigungskurven zeigt, daR
ETwexp < BTW gilt. Diese Aussage impliziert, daB die Ltsungen bereits fiir
relativ niedrige Werte der Beheizung im Experiment ihre Stabilit#t verlieren.
Ein Vergleich mit den Stabilitdtsgrenzen der Strémung im Einzelkreislauf

*
fiihrt zu der Aussage BTexp < Blwexp < E:x . Dies bedeutet, daB auch im Fall

P
der isolierten L8sungsiste die Grenze fiir globale Instabilitdt bei Warmekopp-

lung aus den Ergebnissen flir den einzelnen Kreislauf abgeschidtzt werden kann.

Wir weisen darauf hin, daR in diesem Zusammenhang die theoretische Ver-
gleichskurve, insbesondere die Festlegung der Kopplungsintensitidt nk, = 0.1,
so erfolgt ist, daR eine bestmSgliche Anpassung aller Stabilitdtsgrenzen
zwischen Modell und Experiment erzielt wird. Dies ist zulassig, well eine
zuverlidssige Messung der Kopplungsintensitit lew nicht zur Verfligung
steht. Der Vergleich zwischen dem ,in Abs. 5.24 vorab ermittelten Wert

Nk, = 0.2 und dem hier durch die Stabilitdtsuntersuchung erhaltenen Wert von

MK, = 0.1 zeigt eine gute Ubereinstimmung.

5.26 Zusammenfassung

Wir wollen nun die wichtigsten Beobachtungen bei den Experimenten zum Doppel-
kreislauf zusammenfassen. Hierzu betrachten wir zunidchst den Fall, in welchem
beide Kreisldufe einen symmetrischen Beheizungszustand haben. Fiir wachsende
Werte der Beheizung beobachten wir im Experiment vier phinomenologisch unter-
schiedliche Bereiche. Dies sind im einzelnen ein Ruhezustand, ein Bereich
ausschlieBlich stationdrer Konvektionsstrdmung, ein Bereich, in welchem so-
wohl zeitabhidngige als auch stationidre Strdmung mdglich ist sowie ein Be-

reich, welcher ausschlieBlich zeitabhdngige Stromung zeigt.
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Es sind fir die Konvektionsstrdmung in allen Fdllen vier verschiedene L3sun-
gen méglich, welche als unabhdngige Kombination der Losungen im Einzelkreis-
lauf aufgefaBt werden kdnnen. Bei diesen vier Strdmungstypen verhalten sich
sowohl die gemessenen ZustandsgrbBen als auch die Stabilitdtsbereiche genau
so, wie es bei dem Experiment zum Einzelkreislauf beobachtet wird. Welche der
Ldsungen auftritt, hingt von einer kleinen‘Stﬁrung beim Einsatz der Konvek-
tion ab. Aus diesem Grunde gehen wir davon aus, daB die beiden Kreisliufe
zumindest bei stationdrer Strdmung keine Wirme austauschen. Dieser Umstand

kann durch lokal an der Kopplungsstelle gleiche Temperaturen erklidrt werden.

Im ndchsten Schritt wird die Wirmekopplung eines schiefsymmetrisch beheizten
Kreislaufs mit einem zweiten, symmetrisch beheizten Kreislauf betrachtet. Bei
stetiger Variation der Beheizung kdnnen in diesem Fall nur zwei verschiedene
Konvektionsformen eingestellt werden. Diese beiden Zustdnde sind stationir
stabil bis zu hdheren Werten der Beheizung. Damit verbunden verschwindet im
unsymmetrisch beheizten Kreislauf die Ruheldsung, wdhrend im zweiten, symme-
trisch beheizten Kreislauf fiir kleine Werte der Beheizung das Fluid in Ruhe

bleibt. Die L&sungssymmetrie bleibt erhalten.

Zwei weitere, isoliert liegende Stromungsformen mit entgegengesetzter
Stromungsrichtung im unsymmetrisch beheizten Kreislauf kénnen durch geeignete
Transienten bei der Variation der Beheizung realisiert werden. Diese
stationdren Strdomungsformen werden jedoch sowohl bei Erh8hung als auch bei
Reduktion der Beheizung nach Uberschreiten der Stabilititsgrenzen verlassen.
Dies geschieht durch Umkehr der Strémung im unsymmetrisch beheizten Kreislauf

beli Beibehaltung der Strdmungsrichtung im anderen Kreislauf.

Die Stabilitdtscharakteristik bei diesem Experiment zeigt #hnliche Ziige wie
beim Experiment zum schiefsymmetrisch beheizten Einzelkreislauf. Die ermit-
telten Werte der Beheizung an den Stabilit#tsgrenzen weichen hingegen markant
ab. Dieser Umstand weist darauf hin, daR eine Verinderung der Strdmungsformen

durch die an der Kopplungsstelle iibergehende Wirme stattfindet.
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6 .0 Diskussion

Als erstes scheint es sinnvoll zu fragen, ob sich die Voraussetzungen des
Modells im Experiment als zutreffend erwiesen haben. Aus den Eichmessungen
zum Druckverlust 14Bt sich ein linearer Zusammenhang zwischen Druckverlust
und Volumenstrom im untersuchten Bereich feststellen. Zudem ist bei der maxi-
mal realisierten Geschwindigkeit (Red = 1120) die Strdmung eindeutig laminar.
Die Verwendung eines laminaren Reibungsgesetzes in der Impulsgleichung des
Modells ist deshalb gerechtfertigt. Die Annahmen zum Wdrmeiibergang kdnnen
ebenfalls als zutreffend bezeichnet werden, denn es ist aus den Eichmessungen
ersichtlich, daR die gewidhlte Modellfunktion eine gute Beschreibung des Ver-
laufs der MeRBwerte flr den Wdrmelibertragungskoeffizienten H(x;) liefert.

Die wichtige Voraussetzung iiber den eindimensionalen Charakter der Strdmung
trifft nach einer Analyse der gemessenen Stromungsprofile aber nur bedingt
zu. Es werden Zonen mit {iberlagerter ZirkulationsstrOmung beobachtet. Der
dreidimensionale Charakter der Strdmung ist im allgemeinen jedoch nicht stark
ausgeprdgt, so daB zumindest in guter Ndherung eine eindimensionale Beschrei-
bung méglich ist. Die folgenden Vergleiche zwischen theoretischen Aussagen
und experimentellen Befunden werden deshalb aufzeigen, inwiefern das eindi-
mensionale mathematisch physikalische Modell die querschnittsgemittelten Zu-

standsgr6Ben des Problems beschreibt.

Wir wollen uns zundchst auf den Einzelkreislauf konzentrieren. Die Modell-
rechnungen weisen fiir eine symmetrische Behelzung vier verschiedene Stabili-
tdtsbereiche aus. Bei ansteigender Beheizung existiert zundchst eine global
stabile Losung, die Ruheldsung. Von ihr zweigen statlondre stabile Ldsungen
mit entgegengesetzten Strdomungsrichtungen ab. Fir groBere Werte der Beheizung
existiert dann ein unterkritischer Bereich, in dem miteinander stabile sta-
tiondre und instabile periodische Ldsungen existieren. Jenseits der Stabili-
tdtsgrenze flir die stationdren Losungen liegt der global instabile Bereich,
welcher durch instabile stationfre und eine Schar instabiler periodischer

Losungen charakterisiert ist.

Alle diese Berelche werden im Experiment im wesentlichen beobachtet. Es wird
dariiber hinaus auch eine gute quantitative Ubereinstimmung zwischen Modell
und Experiment sowohl bei den ZustandsgrSBen als auch fiir die verschiedenen

Stabilitdtsiibergidnge offensichtlich. Der scharfe Einsatz der stationdren Kon-
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vektionsstromung erfolgt im Experiment erst fiir Werte der Beheizung, die iiber
dem theoretisch berechneten kritischen Wert fiir B liegen. Diese Diskrepanz
kann durch eine Zylinderkonvektionsstrdmung in den vertikalen Rohrsegmenten
erkldrt werden. Diese hat die Tendenz, das treibende Temperaturgefdlle abzu-
bauen. Diesem Effekt schreiben wir zu, daR die Hauptstromung erst fiir héhere
Beheizungen anlduft. Die beiden stationidren LSsungsdste werden nahezu perfekt
durch das Modell beschrieben. Dies gilt sowohl fiir die mittlere Strdmungsge-
schwindigkeit x; als auch fiir die Temperaturverteilung, gekennzeichnet durch
Koy X3 Dariiber hinaus zeigen die Messungen auf, daR fiir stationdre Fidlle die
Temperaturverteilung aus den ersten Fourier—Koeffizienten bereits eine voll-

stdndige Beschreibung darstellt.

Die untere sowle die obere Begrenzung des unterkritischen Bereichs findet
sich bei dhnlichen Werten der Beheizung, wie sie durch das Modell vorausbe-
rechnet wurden. In Anbetracht des Sachverhalts, daR diese Stabilit&itsgrenzen
extrem sensitiv gegeniliber der experimentellen St8rungsamplitude sind, dirfen
die vorhandenen kleinen Abweichungen nicht iliberraschen. Der unterkritische
Bereich ist im Experiment jedoch klar zu identifizieren. Dies wird dadurch
deutlich, daB parallel zu den durch Stdrungen endlicher Amplitude angeregten
instationdren LOsungen auch stationidre stabile L8sungen anzutreffen sind. Der
global instabile Bereich ist auch im Experiment durch regelloses instatio-

ndres Verhalten der ZustandsgrdBen gekennzeichnet.

Die Theorie liefert fiir den unsymmetrischen Beheizungsfall einige markante
Verdnderungen. Diese sind im wesentlichen mit der nicht perfekten Verzweigung
der stationdren Ldsung verbunden, welche durch die Unsymmetrie der Beheizung
verursacht wird. Bei einer Erhthung der Beheizung wird deshalb der beglinstig-
te stationdre LOsungsast aus der Ruhe heraus glatt angenommen, der andere
Losungsast hingegen liegt isoliert. Der beglinstigte stationdre Losungsast
bleibt stabil bis zu hdheren Werten der Beheizung, widhrend die zweite, iso-
lierte Losung ihre Stabilitdt schon fiir kleinere Werte der Beheizung ver-

liert.

Alle diese Phidnomene treten im Experiment in der erwarteten Form auf. Dariiber
hinaus werden sowohl die Werte der ZustandsgrdBen als auch die Werte der
Beheizung B an den Stabilitdtsgrenzen durch das Modell quantitativ richtig
wiedergegeben. Eine Ausnahme bildet das kleine Intervall, in welchem stabile

periodische Strdmungen existieren. Dieser stabile periodische Zustand konnte
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experimentell bisher nicht beobachtet werden. Der Umstand ist offemsichtlich
auf den extrem kleinen Parameterbereich der Beheizung B zurlickzufiihren, in

welchem dieser Zustand bei einem Symmetriewinkel von S = 10° existiert.

Diese Aussagen machen deutlich, daR das Modell auch die Auswirkungen einer
schiefsymmetrischen Wirmezu- und -abfuhr auf die querschnittsgemittelten Zu-
standsgréBen richtig beschreibt. Abweichungen treten nur an solchen Stellen
der Versuchsanordnung auf, wo die dreidimensionale Ausbildung der Strdmung
EinfluR gewinnt. Zum Vergleich sind Zahlenwerte flir die Stabilit#tsliberginge

und -grenzen im Anhang zusammengestellt (vgl. Abschn. 7.2).

An dieser Stelle sind die im Experiment beobachteten Amplituden bel zeitab~
hdngigem Verhalten zu bewerten. Die Messungen zeigen, daR die GroRe der Am-
plituden in der Nachbarschaft der Stabilititsgrenzen beschridnkt bleibt, und
zwar sowohl im unterkritischen als auch im leicht {iberkritischen Bereich. Das
Modell sagt hingegen in allen Fdllen ein grenzenloses Anwachsen bis hin zur
Umkehr der Strdmung vorher. Wir geben fiir diese Diskrepanz zwischen Beobach-

tung und Vorhersage durch das Modell die folgende Erkldrung:

Zundchst kann man davon ausgehen, daB durch die dreidimensionale Sekunddr-
stromung, wie in Absatz 5.1.53 erldutert, im Experiment zusdtzliche Dissipa-
tion zugegen ist. Diese hat die Tendenz, die aus der Hauptstrdmung resultie-
renden Amplituden abzubauen. Weiterhin deuten die Spektren der Temperatur-
und Geschwindigkeitsgeschichten darauf hin, daR Strémungsschwankungen auch in
kleineren rdumlichen Zonen auftreten. Dies folgern wir aus den hochfrequenten
Leistungsanteilen, welche einen vergleichbaren Beitrag zur Leistung liefern
wie die Hauptstr6mung. Der Effekt wird von uns mit einer Wechselwirkung zwi-
schen der zeitabhingigen Hauptstrdmung und einer anregbaren Sekunddrstrdmung
in Form der iiberlagerten Rezirkulation erkldrt. Die zeitabhdngige Sekunddr-
stromung prdgt deshalb in vergleichbarem MaRe die Dynamik des Gesamtsystems.
Das beschriebene Phdnomen bleibt begrenzt auf die Umgebung der Stabilitédts-—
grenzen. Fiir hohere Beheizungen sind die Leistungsanteile der Sekundir-
stromung im Spektrum zwar noch pridsent, aber der Leistungsanteil aus der
Hauptstrdmung nimmt stark zu. Deshalb wird im oberen B-Bereich die StrOmung
wiéder dominant von den Eigenschaften der Hauptstrbmung geprdgt, und das

Modell liefert eine gute Beschreibung der Vorginge.
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Zur Stromung in einer kreisrunden Rohrschleife bei symmetrischer Beheizung
sind verschiedene Arbeiten anderer Autoren bekannt geworden. So haben Creve-
ling et al. [3] Experimente durchgeflihrt und ein mathematisches Modell fiir
die Vorginge abgeleitet. Die Beheizung erfolgt in ihrer Anordnung durch Vor-
gabe eines Wandwidrmestromes, die Kiihlung durch Vorgabe einer festen Wandtem-
peratur. Bedingt durch die spidrliche MeRtechnik ist ein quantitativer Ver-—
gleich ihrer Experimente mit unseren Ergebnissen nicht méglich. Dennoch wer-
den von diesen Autoren die in dieser Arbeit diskutierten typischen Stabi-
litdtsbereiche in gleicher Weise beobachtet. Die Autoren gehen flir hohe Werte
der Beheizung von einem laminar/turbulenten Umschlag der Strdmung aus. Diese
Einschdtzung wird hingegen durch unsere experimentellen Beobachtungen in
Zweifel gezogen. Demnach zeigen unsere Experimente laminares und zeitabhin-
giges Verhalten der Strdmung fiir alle Werte der Beheizung. Dies schlieBt je-
doch nicht aus, daR lokale Zeitgeschichten von Temperaturen stochastische

Merkmale besitzen.

Als ndchstes sei der Vergleich mit der Arbeit von Damerell und Schoenhals [4]
gezogen. Diese Autoren haben fiir schiefsymmetrische Beheizung im Experiment
nur eine Stromungsrichtung gefunden und dies auch durch ihre Modellgleichun-
gen bestitigt. Die Realisierung des isolierten Strémungszustandes in unseren
Experimenten vervollstdndigt deshalb die Kenntnisse iilber den EinfluR solcher
Beheizungszustidnde. Wir befinden uns in Ubereinstimmung mit den genannten
Autoren beziiglich der Stabilisierung des stetig erreichbaren Konvektions-
astes. Eine flir alle Werte der Beheizung stabile stationire Stromung fiir
Symmetriewinkel grdBer als 6° tritt jedoch sowohl nach unserer Theorie als
auch in unseren Experimenten nicht auf. Das mathematisch physikalische Modell
der Autoren muR deshalb kritisch bewertet werden, weil es den EinflulR eines
schiefsymmetrischen Beheizungszustandes auf die Strdmung nur unvollstdndig

wiedergibt.

In jlingerer Zeit haben Gorman et al. [9] fiir gdentische geometrische und
thermische Bedingungen mehrere Experimente bei variiertem Stoff-/Wandparame-
ter ¢( prdsentiert. Die in den Experimenten auftretenden Stabilititsbereiche
finden sich nach diesen Autoren in zufriedenstellender Ubereinstimmung mit
dem Modellverhalteﬁ, welches aus dem Lorenz—System resultiert. Die Verdnde-
rung der Stabilitdtsgrenzen bei Variation von (X fiigt sich von der Tendenz her
ausgezeichnet auch in das von uns abgeleitete Stabilitidtsdiagramm ein. Eine

Ursache fiir die Diskrepanzen zwischen experimentellen und theoretischen Sta-
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bilitidtsgrenzen bei den genannten Autoren liegt nach unserer Auffassung je-
doch in der zu einfach gew#dhlten Wirmelibergangsbeziehung. Ein verbesserter
Wirmeilibergang bei hohen Strdmungsgeschwindigkeiten stabilisiert die Konvek-
tionsstrdmung entscheidend und fiihrt deshalb zu besserer experimentell-theo-

“retischer Ubereinstimmung.

Wir leiten dariiber hinaus Modellgleichungen ab, welche eine Impuls— und Wirme-
wechselwirkung zwischen zwei Kreisliufen an einer allgemeinen Stelle ¥= V%
berilicksichtigen. Neben einer allgemeinen Diskussion der Modellgleichungen
erfolgt dann eine ausfiihrliche Betrachtung zum Effekt der Wdrmekopplung am
unteren Scheitelpunkt der Kreisliufe. Hierbel zeigt sich auch, daR die Mo-
dellgleichungen von Roppo [26] und Davis & Roppo [5] als Spezialfall unserer
allgemeinen Modellgleichungen erhalten werden, wenn reine Warmekopplung bei
%L = /2 vorausgesetzt wird. Hierin sehen wir eine erste Bestitigung der
allgemeinen Modellgleichungen im Bezug auf die Terme, welche den Wirmeaus-
tausch erfassen. Ein direkter Vergleich zwischen den Resultaten der erwidhnten
Autoren und unseren Ergebnissen ist jedoch nicht sinnvoll aufgrund der grund-
sdtzlich verschiedenen Effekte, welche durch die unterschiedlichen Kopplungs-
orte auftreten. Wir werden uns auch aufgrund bislang fehlender Experimente
zur Impulskopplung, deshalb auf einen Vergleich zwischen Modellaussagen und
Experimenten bei reiner Warmekopplung am unteren Scheitel der Kreislidufe

beschridnken.

Die thermische Ankopplung eines zweiten Kreislaufs ergibt im Falle zweier
symmetrisch beheizter Kreisldufe vier gleichberechtigte LOsungsdste. Die Mo-
dellrechnungen zeigen, daR diese L8sungen vollstindig entkoppeln. Wegen des
fehlenden Widrmeaustausches resultiert deshalb flir jeden Kreislauf das bereits
bekannte Verhalten. Die Stabilitdtsgrenzen und -bereiche miissen aus diesem
Grunde mit denen iibereinstimmen, welche bei der Strdmung in einem einzelnen

Kreislauf auftreten.

Im Experiment werden diese vier entkoppelten und gleichwertigen L&sungen
beobachtefz. Mit Ausnahme von Wechselwirkungen im unterkritischen Bereich tre-
ten ausschlieBlich die Stabilititscharakteristiken auf, welche bei der
Stromung im Einzelkreislauf beobachtet werden. Darliber hinaus ist praktisch
eine quantitative Ubereinstimmung zwischen beiden Experimenten bzgl. aller
GroBen festzustellen. Die Reproduzierbarkeit der Experimente im Einzelkreis-

lauf und im Doppelkreislauf ist deshalb offensichtlich gegeben.
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Wird nun ein schiefsymmetrisch beheizter Kreislauf mit einem symmetrisch
beheizten thermisch gekoppelt, so tritt eine Widrmewechselwirkung auf. Die
Stabilitdtsgrenzen des Gesamtsystems werden nun im Falle der stetig erreich-
baren L8sungsidste geprdgt durch das Verhalten des symmetrisch beheizten
Kreislaufs. Demgegeniiber ist die obere Stabilitdtsgrenze der isolierten L&-
sungsiste durch das Verhalten des unsymmetrisch beheizten Kreislaufs be-
stimmt. Eine Verbesserung der Wirmekopplung zwischen den Kreisl&dufen fiihrt
immer zu einer Stabilisierung aller vier Ldsungsdste. Die Stabilititsgrenzen,
welche sich in diesem Fall ergeben, sind in jedem Fall eingegrenzt durch die
Stabilitdtsgrenzen, welche fir die Strdmung im unsymmetrisch beheizten Ein-
zelkreislauf bei gleichem Symmetriewinkel auftreten. Der zweite, symmetrisch
beheizte Kreislauf weist trotz der eingekoppelten Widrme streng symmetrisches
Verhalten bzgl. der Ldsungen auf. Fiir diesen Kreislauf existiert bei kleinen

Werten der Beheizung B auch eine stabile Ruhel&sung.

Alle diese charakteristischen Phinomene treten im Experiment in der erwarte-
ten Form auf. Neben der Verschiebung der Stabilitdtsgrenzen finden wir im
Experiment auch die Veridnderungen der ZustandsgrtRBen in beiden Kreisl&dufen

sowie den Erhalt der Losungssymmetrie im zweiten Kreislauf.

Zusammenfassend kann man deshalb davon ausgehen, daR das abgeleitete Modell
auch flir Wirmekopplung zwischen den beiden Kreisldufen die Strémung in den
beiden Teilen in gﬁter Ndherung beschreibt. Leichte Diskrepanzen treten auf,
wenn in der Umgebung der Stabilitdtsgrenzen dreidimensionale Effekte ver-
gleichbar groBe Zustandsinderungen bewirken wie die eindimensionale Grund-

stérmung.

Von der Seite der Anwendung her ist zur Auslegung von Naturkonvektionskreis-
l3ufen in technischen Anlagen die Kenntnis der Stabilitdtscharakteristik un-
erldRlich. Hierbel stellt die akademische Frage nach der Stabilitdt im Falle
kleiner Stdrungen eine nicht vollstdndig befriedigende Antwort zur Verfiigung.
Dies wird insbesondere deutlich, wenn man sich vor Augen fiihrt, welche St&-
rungen beispielsweise das Auslaufen einer Pumpe oder das SchlieBen von Venti-
len im Stromungssystem hervorrufen. Vor diesem Hintergrund ist es zweckmidBig,
eine nichtlineare Stabilitdtsanalyse solcher Systeme vorzunehmen. Nur so
konnen unterkritische Bereiche aufgedeckt werden, in welchen in extremen

Fdllen unkontrollierte Str&mungsoszillationen auftreten.
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Die vorliegende Arbeit will deshalb anhand des einfachen Grundproblems die
Stabilitdtscharakteristik solcher Strdmungen aufzeigen. Wir weilsen an dieser
Stelle zusdtzlich darauf hin, daR in realen Anlagegeometrien bei eindimensio-

naler Modellierung dhnliche nichtlineare Gleichungssysteme erhalten werden.
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7.2 Ergdnzungen zu den Experimenten

a) Geometrische Abmessungen im Experiment "LOOP 1"

Radius Glasrohr L = 313.00 mm
Innendurchmesser Glasrohr = 17,50 mm
AuBendurchmesser Glasrohr d, = 22.00 mm

Wandstidrke s = 2.25 mm

Gerade Zwischenstiicke As = 130.00 mm

Gesamte Lauflinge lges = 2NL(1+E) = 222 6 mm

b) Geometrische Abmessungen im Experiment "LOOP 2"

Radius Glasrohr L = 313.50 mm
Innendurchmesser Glasrohr d = 17.50 mm
AuBendurchmesser Glasrohr d, = 22.00 mm
Wandstirke ] = 2.25 mm

gerade Zwischenstrdme As' = 200.00 mm
Gesamte Lauflidnge 1 = 27 L(1+&) = 2366 .6 mm
0.05

Fldchenverhidltnis )

c¢) Stoffdaten des verwendeten Versuchsmediums (destilliertes Wasser)

GroRe Einheit 20°¢ 30°¢ 35°¢ 40°C
Dynamische Viskositat p, /107> kg/ms/| 100.4 | 80.1 71.94 65.3
Kinematische Viskositdt v /10_6 n?/s/ | 1.0058 i 0.8045 | 0,7237 0.6581
Dichte $ Jkg/m3/ 998,207 | 995.650 | 994.035 | 992.2187
Wirmeleitfahigkeit A, /1072 w/mk/ | 59.9 61.8 62.3 63 .4
Spezifische Wirme ¢, /Ws/kgK/ 4181.9 4178.5 | 4178.2 4178.6
Wirmeausdehnungs-—

koeffizient OC, /107% 1/x/ | 2.0678 | 3.0324 | 3.457 3.853
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d) Benutzter Aufbau eines Laser-Doppler—-Anemometers
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f) MeRwerte der Eichmessungen zum Druckverlust

0

01 L

Larem ]

Druckverlust Ap, [mbar

_.
i
~N

4 Messwerte bei Stromung in pos. y-Richtung
0O Messwerte bei Stromung in neg. y-Richtung

— Modelifunktion gemiD Ap = K, - V
' < L .q0-3 [mbar-h
]

|

1073,
100

10!

102
Volumenstrom V, [l/h]

g) MeBwerte der Eichmessungen zum Wirmeilibergang
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h) Vergleich der experimentell ermittelten Nusselt-Zahlen mit den Ergebnissen

aus dem Modell fiir die Strémung im symmetrisch beheizten Einzelkreislauf.

Nusseltzahl Nu [1]

1048 N P
L {& = 15,05, 6 = ozl AéA 4 s al 3_,‘_::4——*‘++1*+ P ?
F o &a + ]
I

103F i
; j

10%F __
i
| .

o'k ‘a0 Stationdre Stromung in
I pos. bzw. neg. y-Richtung 3
: 4

+ Zeitabhdngige Stromung ]
(zeitl. Mittelwert Nu)

10q 4—b o A dod " " PP

fo-! 10! 102

Beheizungskennzahl 3 [1]
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i) Tabelle der Stabilitidtsgrenzen fiir die Strdomung im symmetrisch beheizten

Einzelkreislauf.

Phidnomen Experiment Theorie
X, = 45.05 pos. neg. H = Konst. H = H(x;)
Ldsung Losung

d=o0°
Einsatz d. Xonvektion 1.35 1.85 1.0 1.0
Beginn des unterkrit. 12.93 16 .56 9.4 ~ 13 .4
Bereiches
Beginn des global 27 .40 30 .44 21.8 37.2
instab. Bereiches

j) Tabelle der Stabilitidtsgrenzen flir die Stromung im schiefsymmetrisch

beheizten Einzelkreislauf.

Phédnomen Experiment Theorie
o = 45,05 pos. neg. -MWJH‘;-Konst. H = H(xy)
Lésung Lésung pos. Lsg. | neg.Lsg. pos.Lsg.| neg.Lsg.

$=10°

Einsatz der 0 stabil 0 stabil 0 stabil

Konvektion ab 2.94 |i ab 1.92 ab 2.4

|Beginn d. unter- 20.72 7.87 1414 5.2 ~28.2 ~15 .9

'krit.'Bereichs

Beginn d. global 3167 10.21 |[41.8 10.8 ~ 52 .4 25 .2

instab. Bereichs
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k) Tabelle der Stabilitdtsgrenzen fiir die Strbmung in zwel symmetrisch

beheizten, gekoppelten Kreisldufen

Phidnomen Lreis Experiment Theorie

X =45 05 — . I II ITI v H = Konst.
‘‘‘‘‘ (54 = (57_"‘_“0

Einsatz der 1 1.05 1.1 10.91 1.06

Konvektion 2 0.% 1.0 (068 ]0.87 1.0

Beginn des 1 14,13 [ 14 .17 | 14.55 | 15.17

unterkrit. Bereichs| 2 14 65 | 14.08 { 14.13 {14 .95 9.4

Beginn des 1 23.28 | 23.00 | 24.32 |25.55

global instab. 2 23,19 123,19 | 24 .37 |25.59 21.8

Bereichs

1) Tabelle der Stabilitdtsgrenzen flir die Strdmung in einem schief-

symmetrisch beheizten Kreislauf bei Ankopplung eines symmetrisch

beheizten Kreislaufs.

Phidnomen Kreis Experiment Theorie
H = Konst.
& = 15,05 I 11| 111 v 1,11 | III,IV
6;=fk§,éz=(;
FEinsatz der 1 0 0 stabil | stabil 0
Konvektion ab 2.29} ab 2.3] stabil
2 1.55 1.25 |stabil | stabil 1.02 ab
44 ab 2.24]ab 2.3 2.10
Beginn des 1 ]15.95 [17.20 | 8.35 | 7.64 ,
unterkrit. Bereichd 2 {15.90 [15.95 | 8.2 7609 ////1mn. e
J y
Beginn des 1 28.45 126 .19 110.62 10.71 }
global instab. 2 [28.36 |2 .19 |10.60 |10.70 || 24+15 | 12.45
Bereichs
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7.3 Ergidnzende Gleichungen zu Abschnitt 3.3

Fiir die L8sung von Gl. (3.5) mit der Anfangsbedingung gemi#Rg Gl. (3.18)
ergibt sich

5>: Ty = Zi'cos e )

AL

*

* A »\t'_ w . *I*

chZL(’t3= A{ cos T - O—Q—S\nw\-&)
*2

.o ~ L . _ (ol + 1) . *'_}
mit

¥2 ¥ 2 [ _ ) C
W = W, {/1 + %«X’* Yok 7-3} mk?_ _ 204 W6 +1)

)y ° <O(:-2) )

x2 (of+1)C+ 2) E*‘ S

XO ha (&"Z) ) E— - (SS*—"\ == é R

Die L8sung des Gleichungssystems (3.20) kann ebenfalls in analytischer Form

angegeben werden. Es kommt

r~ — - . *l*- < ~—
c\xm(\_\ = CL)o CLMS“’\Z‘A T =~ CL)_ZCO_.ZW L,
Die Konstanten ergeben sich als
I w"‘l \ NG
Cﬁo - CZ,O - t’(-\‘oox"z b hx )
A2
C%,« - {.»< Lo+ V4‘} A~ )
C,, = LA,
2w ~2
C 2 {K+M o rA
C,, = L b
C — 18w KL+ M) L” A2
2 8w + S <o¢+m<m<><_«32mx,z A
X*
* > * INUR
Cs, =§Vw(8\_><—*\) - o+ ) (KL + M) < 32—%—;—2 ~
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* 2
o) A2
C&o - 20 x*? A )
¥ x €
X = Xo 775

mit den Abklirzungen

M = 20 (1) - Bw"?

b { 20 P oee2) — ot x¥2) )
K . 3(,«)*2

DL (L +2) — o6 x*2 )
L = W20 +3) + o(,x”— A2 u)rgx*

kx* {202 (+2) + 3 Kw*3- oG <4 1




