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Zusammenfassung

Es werden zwei Rechenprogramme zur Analyse des Brennstabverhaltens entwickelt.
Die Behandlung der Brennstabmechanik erfolgt mit einer zweidimensionalen achsen- |
symmetrischen Finite-Elemente-Methode. Wahrend das Programm KONTAKT fir
Detailuntersuchungen an Brennstabausschnitten verwendet wird, ist das zweite Pro-
gramm METHOD2D fir instationdre Berechnungen ganzer Reaktorbrennstébe

konzipiert.

Fur die Integritat des Hillrohrs ist der mechanische Kontakt zwischen Brennstoff und
Hullrohr bei der Erwdrmung des Brennstabs von grofer Bedeutung. Beide Rechen-
programme verwenden eine Newton-Raphson-Iteration zur Losung des nichtlinearen
Festkorperkontaktproblems.

Fir den Zusammenhang zwischen oberflichennormaler Anndherung und Kontaktdruck,
der alsrauh angenommenen Festkérper, wird eine konstitutive Gleichung verwendet. Tritt
Reibung zwischen den kontaktierenden Oberflachen auf, so wird das Coulombsche Rei-

bungsgesetz benutzt.

Die Rechenprogrammvalidierung wird durch Vergleich mit bekannten analytischen
Lésungen spezieller Aufgaben durchgefiihrt. Ergebnisse des Kontaktalgorithmus fiir eine
elastische Kugel, die gegen eine starre Oberfliche driickt, werden der Hertzschen Theorie

gegeniibergestellt.

An einer einzelnen Brennstofftablette wird der Einfluf der Tablettengeometrie, sowie der
Einfluf} der Diskretisierung auf Verformungen und berechnete Spannungen untersucht.
Der Kontakt zwischen Brennstoff und Hillrohr wird fiir einen Brennstabausschnitt mit
zwel Brennstofftabletten berechnet. Der Einfluf} der Reibkrifte zwischen Brennstoff und

Hullrohr aufihre axiale Langung wird demonstriert.

Anhand der Berechnung der Verformung und der Temperaturen wihrend eines insta-
tiondren Brennstabexperiments der CABRI-Serie wird gezeigt, daB zweidimensionale

Finite-Elemente Untersuchungen an ganzen Brennstidben moglich sind.



A Two-Dimensional Finite Element Method for Analysis of Solid Body Contact
Problems in Fuel Rod Mechanics

Abstract

Two computer codes for the analysis of fuel rod behavior have been developed. Fuel rod
mechanics is treated by a two-dimensional, axisymmetric finite element method. The
program KONTAKT is used for detailed examinations on fuel rod sections, whereas the
second program METHOD2D allows instationary calculations of whole fuel rods.

The mechanical contact of fuel and cladding during heating of the fuel rod is very important
for it's integrity. Both computer codes use a Newton-Raphson iteration for the solution of the

nonlinear solid body contact problem.

A constitutive equation is applied for the dependency of contact pressure on normal
approach of the surfaces which are assumed to be rough. If friction is present on the

contacting surfaces, Coulomb's friction law is used.

Code validation is done by comparison with known analytical solutions for special prob-
lems. Results of the contact algorithm for an elastic ball pressing against a rigid sur-

face are confronted with Hertzian theory.

Influences of fuel pellet geometry as well as influences of discretisation on displacements
and stresses of a single fuel pellet are studied. Contact of fuel and cladding is calculated for
a fuel rod section with two fuel pellets. The influence of friction forces between fuel and

cladding on their axial expansion is demonstrated.

By calculation of deformations and temperatures during an instationary fuel rod experi-
ment of the CABRI-series the feasibility of two-dimensional finite element analysis of whole

fuel rods is shown.
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1. Einleitung

Die meisten gegenwirtigen Kernreaktoren verwenden zylindrische Reaktorbrennstibe.
Der Brennstoff, in dem der gréBte Teil der thermischen Energie freigesetzt wird, ist tab-
lettenformig in ein Hiillrohr aus einem metallischen Werkstoff eingefiillt (Abb. 1.1). Da-
durch wird die rdumliche Trennung vom Kihlfluid gewé#hrleistet und eine erste bereits
sehr sichere Barriere gegen die Freisetzung der radioaktiven Spaltprodukte erhalten. Eine
Zerstérung dieses innersten reaktortechnischen Systems muB vermieden werden.

Brennstoff-
tablette

—_——— ———— —

— o —

Abb. 1.1: Prinzipieller Aufbau eines Brennstabs aus Brennstofftabletten und
Hullrohr mit Kithlung durch Kithlmittel mit dem fiir Brennstabbe-
rechnungen verwendeten Zylinderkoordinatensystem

Alle Mechanismen, die die Integritat des Hillrohrs angreifen, sind aus diesem Grunde
intensiv untersucht worden und sind auch weiterhin von groBer Bedeutung, sowohl fiir das
Betriebsverhalten, wie auch fir das Storfallverhalten eines Kernreaktors. Die Anwendung
der modernsten Verfahren der Versuchstechnik und der theoretischen Beschreibung kann
die vorhandene Wissensbasis vergrofiern und zu besseren Modellen des Brennstabverhal-
tens fihren. Sinnvoll ist es, solche Modelle in Form von Brennstabrechenprogrammen auf-
zustellen, die die Reaktionen des Brennstabs auf Leistungs- und Umgebungsénderungen

aufzeigen.




Die Beschreibung des technischen Systems Brennstab beinhaltet Fragestellungen aus dem
Bereich der Kernphysik, der Thermodynamik und der Chemie, sowie der Kontinuumsme-
chanik. Die Kenntnis des kernphysikalischen Verhaltens und der Thermodynamik des
Brennstabs erlauben es, die Temperaturberechnung durchzuftihren, aus der dann die Ver-
schiebungen und Spannungen in Brennstoff und Hiille hergeleitet werden, Zusammen mit
Erfahrungen tber das chemische Verhalten sind so Aussagen iiber den Integritatszustand
des Hullrohrs und des Brennstoffs moglich.

Die rasante VergroBerung der Speichergrofie und der Rechengeschwindigkeit in der Com-
putertechnik haben es ermoglicht, Rechenmodelle von komplexeren Systemen detaillierter
auszufiihren, als dies noch vor wenigen Jahren der Fall war. In der Kontinuumsmechanik
manifestiert sich dieser Fortschritt heute besonders in der raschen Entwicklung und der
kommerziellen Verwendung der Finite-Elemente-Methode.

So erscheint es auch an der Zeit, diese Fortschritte der rechnerischen Behandlung der Kon-
tinuumsmechanik in Brennstabmodelle einzufiihren, da diese bisher meist eine eindimen-
sionale Beschreibung der Mechanik verwenden, die davon ausgeht, dafl radiale Schnitte
durch den Brennstab eben bleiben und sich nur gleichférmig in axialer Richtung verschie-
ben. Dies ist jedoch eine starke Vereinfachung der realen Verhéltnisse, bei denen sich ins-
besondere die Brennstofftabletten aufgrund der im Zentrum hohen Brennstofftemperaturen
stark aufwolben.

Diese Effekte lassen sich mit einer zweidimensionalen achsensymmetrischen Finite-Ele-
mente-Methode gut beschreiben. Aus diesem Grund werden im folgenden Rechenpro-
gramme entwickelt, die diesen Ansatz verwenden. Vorher wird der bisherige Stand der
Modellierung skizziert und die sich daraus ergebende Zielsetzung dieser Arbeit dargelegt.




2. Brennstabmodelle

Brennstabmodelle, die die Berechnung der mechanischen Integritit der Hiille zum Ziele
haben, betrachten die in der Kernphysik behandelte Neutronenfluverteilung und damit
die volumetrische Stableistung meistens als Eingabegrofen. Damit verbleiben die Bestim-
mung des Temperaturfeldes und der mechanischen Verschiebungen und Spannungen. Fiir
nicht zu grofle plastische Verformungen der Materialien und fiir nicht zu groBe Reibungs-
verluste bei der Bewegung des Brennstoffs im Hillrohr, kann vereinfachend angenommen
werden, dafl mechanische Energie aus der Verformung nicht in thermische Energie umge-
setzt wird. Jedoch fithrt umgekehrt die Volumenzunahme der Materialien bei ihrer Erwér-
mung zu mechanischen Dehnungen. Es ergibt sich somit der in Abb. 2.1 dargestellte Aufbau

eines Brennstabmodels fiir instationire Probleme.

Die innerste Schleife fiihrt tiber die Berechnung der Temperaturen, der Brennstabmecha-
nik und der bestrahlungsabhiingigen Effekte bis Konvergenz insbesondere fiir die GrofBe des
Spalts und die Warmedurchgangszahl zwischen Brennstoff und Hiillrohr erreicht ist. Die
duflere Schleife ist die Zeitschleife.

Zunichst wird die Temperaturberechnung skizziert. Man kann unter Benutzung der ein-
dimensionalen Wirmeleitungsgleichung in radialer Richtung bei bekannter Kithlmittel-
temperatur die Temperaturverteilung im Brennstoff und der Hiille berechnen. Unter statio-
néren Reaktorbedingungen stellt sich ein parabelfésrmiges Temperaturprofil im Brennstoff
mit dem Maximum in der Mitte und ein fast linearer Temperaturabfall iber den Spalt zwi-
schen Brennstoff und Hiille und in der Hiille ein [1, 2]. Die Warmeleitungseffekte in axialer
Richtung kénnen in erster Naherung vernachlassigt werden, selbst wenn man zweidimen-
sionale mechanische Modelle einsetzt. Grund hierfiir sind die gegentiber der Oberflache
geringen Querschnitte und vor allem die relativ kleinen Temperaturdifferenzen in Axial-
richtung. Jedoch ist eine axiale Verkopplung der Temperaturen tiber den Warmetransport
durch die Zwangskonvektion des Kiihlfluids gegeben. Durch eine eindimensionale Energie-
gleichung fiir das Kiihlmittel kann die Temperaturberechnung in Axialrichtung vorgenom-

men werden (Kap. 5.3, A.1).

Die quasistationire Brennstabmechanik beantwortet die Fragen nach den Verformungen
und den Belastungen, die sich aus dem Temperaturfeld und in geringerem Umfang aus der
Bestrahlung des Brennstabs ergeben. Die Verformungen, die die Verschiebungen der Mate-
rialpartikel wiedergeben, bestimmen die aktuelle Brennstabkonfiguration. Die Belastun-
gen, die sich aus den mechanischen Spannungen ergeben, kénnen zum Versagen des Huill-
rohres fiihren. Eine quasistationire Rechnung ist méglich, weil Tragheitseffekte vernach-

lassigt werden kénnen.
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Abb. 2.1: Ablaufeiner instationiren Brennstabberechnung

Vier Losungsansétze mit steigender Komplexitit sind fiir die Mechanikrechnung zu
unterscheiden:

la. Diinnwandiges Hiillrohr unter Innendruck

Die Druckbelastung an der Innenseite des Hiillrohrs, die vom Spalt- und Fullgasdruck
herrihrt, wird abgeschéatzt. Umfangs-und Axialspannung (geschlossene Endkappen)
ergeben sich aus der Kesselformel:

R, -p) (2.1)
g =

¢ AR




1
_1 (2.2)
z 2 04)

mit dem mittleren Radius R und der Wandstiarke AR des Hiillrohres und den inneren und

dufleren Druckbelastungen p; und p,.Die Radialspannung o, ist der Mittelwert der

g

negativen Driicke an Innen- und AuBenseite.
1b. Diannwandiges Hiillrohr im Kontakt mit dem Brennstoff

Die Spannungen im Hiillrohr werden mit Hilfe der Gln. (2.1) und (2.2) behandelt. Der
Innendruck verbleibt zunéchst als Unbekannte in den Gleichungen. Unter Beriicksich-
tigung des Hookeschen Gesetzes
1
&y = ITH; <°¢> “VHRC, )
mit der Umfangsdehnung £¢, dem Elastizitatsmodul Egg und der Poissonschen Querkon-
traktionszahl viip des Hiillrohrs, 148t sich eine Beziehung fiir die Radialverschiebung des

Hiullrohrs upjg ableiten [3, S. 281 ff.].

(2.3)

Fir den Brennstoff erhilt man aus der radialen Gleichgewichtsbeziehung eines infinite-

simal kleinen Volumenelements eines achsensymmetrischen Korpers

do g —a
_-r_ n r [} —0 (24)
ar r

bei Annahme konstanter Stoffwerte fir linear elastisches Materialverhalten eine analy-
tische Losung fir die radiale Verschiebung ugs am AuBenradius [3, S. 283 ff.).

Der Absolutwert der fiktiven negativen Spaltweite bei Kontakt zwischen Brennstoff und
Hillrohr ist

|lAu]| = Upp = Upg - (2.5)

Mit (2.5) und den Beziehungen fiir ugg, ugs, 148t sich die Kontaktdruckbelastung des Hiill-
rohrs berechnen. Damit hat man eine einfache Beziehung fiir die Abschétzung der Hill-
rohrintegritit gewonnen. Die Annahmen eines diinnwandigen Hiillrohrs und konstanter
Stoffwerte sind jedoch starke Vereinfachungen der tatsichlichen Verhaltnisse.

2. Eindimensionale dickwandige Behandlung von Brennstoff und Hiillrohr mit

temperaturabhingigen Stoffwerten

Die eindimensionale Gleichung (2.4) wird auf Zylinderscheiben angewendet, die ineinander
gapackte diinne Rechenzonen mit bereichsweise konstanten Stoffwerten enthalten. Dies
kann durch Benutzung der analytischen Naherungslosung auf den einzelnen Rechenzonen
geschehen, so daB Verschiebungsinkremente erhalten werden oder durch Anwendung eines
Finite-Differenzen Verfahrens fiir die Spannungen. Ebenbleiben der Zylinderscheiben in

axialer Richtung wird in jedem Fall vorausgesetzt.




3. Zweidimensionale achsensymmetrische Finite-Elemente Verfahren

Brennstoff und Hillrohr werden als zweidimensionales achsensymmetrisches Kontinuum
betrachtet. Man erhilt die axialen und radialen Verschiebungen in Abhangigkeit von den
angelegten Druck- und Temperaturlasten.

4. Dreidimensionale numerische Verfahren

Brennstoff und Hiillrohr werden dreidimensional diskretisiert. Insbesondere das Aufbre-
chen der Brennstofftabletten kann nur in dieser Darstellung unter Anwendung der Bruch-
mechanik einigermalflen verniinftig wiedergegeben werden. Bei allen vorher genannten
Ansétzen mussen fir gebrochene Tabletten empirische Beziehungen angewendet werden.
Solche dreidimensionalen Ansétze sind im Augenblick noch nicht realisierbar. Zum einen
bedarf es sicherlich eines verbesserten Wissens tiber das Zerbrechen der Tabletten und die
bestrahlungsbedingten Verinderungen in Brennstoff und Hulle, sowie auch der Stoffdaten
bei hohen Temperaturen. Zum anderen sind sicherlich noch zu viele finite Elemente oder
Rechenmaschen notwendig, um alle Tablettenbruchstiicke in einem Gesamtbrennstab zu
diskretisieren, so dafl heute die Rechner noch nicht fiir ein solches Vorhaben ausreichen.

2.1 Bisherige Brennstabrechenprogramme

Bis jetzt werden in erster Linie Rechenprogramme verwendet, die den Losungansatzen 1
und 2 des vorherigen Abschnitts entsprechen. Sie zeichnen sich oft durch eine Vielzahl von
Detailmodellen aus, die die Bestrahlungsfolgen fiir die Temperatur und Mechanikrechnung
beschreiben, so z.B. Modelle zur Spaltgaserzeugung und Gasfreisetzung in das Plenum, zum
Schwellen und zu Gefligeveranderungen vor allem im Brennstoff. Sie beinhalten ebenfalls
oft eine Fiille von Stoffdatenbeziehungen, die die Anwendung fiir Leichtwasser- und Brut-
reaktoren in verschiedenen Abbrandzustianden zum Ziele haben. Zwei Beispiele sind die
deutschen Rechencodes SATURN [4] und URANUS [5].

Rechenprogramme, die eine zweidimensionale achsensymmetrische Beschreibung der
Brennstabmechanik verwenden, sind dagegen nur wenige vorhanden. Ein frihes Pro-
gramm ist das Codesystem FINEL/ZIDRIG [6], das an der TH Darmstadt entwickelt wurde.
Eine Berechnung der mechanischen Wechselwirkung zwischen Brennstoff und Hillrohr
mit diesem Programm fithrte auf rechentechnische und methodische Schwierigkeiten

[6,S. 152]. Jedoch wurden mit den Programmen wichtige Untersuchungen zur Geometrie
des Hiillrohrs (Ovalitit, mit Wendelrippen versehenes Hiillrohr), zum Materialkriechen
und zur Verformung von Brennstofftabletten durchgefiihrt.

In Japan werden der FEMAXI-III [7] und der FEMAXI-IV [8] Rechencode angewendet und
weiterentwickelt. Das zuletzt genannte Programm wird fiir Transientenrechnungen des
Halden-Projektes zum Leichtwasserreaktor (LWR) Brennstabverhalten offenbar mit Erfolg




eingesetzt [8]. In den U.S.A. hat das , Electric Power Research Institute” die Entwicklung
des FREY-01 Rechenprogramms [9] finanziert. Zielrichtung ist ebenso wie bei den japa-
nischen Programmen das Brennstabverhalten des LWR unter Betriebs- und Storfallbedin-
gungen. Die beiden letztgenannten Codesysteme enthalten bereits eine Vielzahl von Model-
len zu abbrandabhingigen Phénomenen, wie z.B. zum Spaltgasverhalten [10]. Zweidimen-
sionale Analysen mit diesen Rechenprogrammen wurden, so weit bekannt, entweder nur an
der hiochstbelasteten Tablette (FEMAXIIII [11]) oder mit einer relativ geringen Anzahl an
finiten Elementen [12] durchgefiihrt, so daB in beiden Fallen noch nicht von einer zweidi-
mensionalen Analyse aller Tabletten eines Gesamtbrennstabes gesprochen werden kann.,

Abb. 2.2: Aufwilbung einer Brennstofftablette bei Leistungserhohung und
bambusartige Verformung des Hullrohres aufgrund von Fest-
korperkontakt




Das schwierigste Kapitel jeder Brennstabmechanikrechnung ist die Analyse des Spalts
zwischen Brennstoff und Hiille. An dieser Stelle sind die Temperatur- und Mechanikrech-
nung eng und nichtlinear miteinander verknipft. Eine Ausdehnung der Brennstofftablette
aufgrund einer Leistungserhéhung bewirkt zunéchst eine Verkleinerung des Spalts und
damit eine Erhohung der Warmedurchgangszahl agyj zwischen Brennstoff und Hullrohr.,
Dies fihrt einerseits zur Temperaturerniedrigung im Brennstoff (Schrumpfen), anderer-
seits zur Erhohung der Temperatur im Hullrohr und seiner Ausdehnung, was aber wie-
derum eine Vergroflerung des Spalts zur Folge hat. Man sieht sofort, daf} dieses Problem
nur iterativ in einer Folge von Temperatur- und Mechanikrechnungen zu lgsen ist.
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Abb. 2.3: Achsensymmetrisches Finite-Elemente Netz in Brennstoff und
Hillrohr und Verwendung von Spaltelementen (gestrichelt) zur
Verkniipfung von jeweils zwei Knotenpunkten




Ist die Leistungserhohung geniigend weit fortgeschritten, so schlief3t sich der Spalt zwi-
schen Brennstoff und Hille ganz. Der Brennstoff tibt lokal einen Festkorperkontaktdruck
auf das Hullrohr aus (Abb. 2.2), das sich dann meist bambusartig verformt. In der Hiille
werden Umfangsspannungen und bei Ausdehnung in axialer Richtung auch Axial-
spannungen induziert. Diese Vorgange sind nur zweidimensional zu erfassen.

Die Rechenprogramme FREY und FEMAXI verwenden fiir die Modellierung des Spalts
sogenannte Spaltelemente, die jeweils einen Rechenknoten des Brennstoffs mit einem
Knoten des Hiillrohrs verkniipfen und auf Schlieen des Spalts priifen. Meist werden solche
Spaltelemente in kalter Geometrie definiert, was dazu fithrt, dafl bei axialer Ausdehnung
der Materialien unter Umstinden Knotenpaare an unterschiedlichen Axialpositionen mit-
einander verkniipft sind (Abb. 2.3). Ein solcher Zustand ist aber fiir Gesamtbrennstab-

rechnungen von Nachteil.

2.2 Ziel dieser Arbeit

Hauptanliegen dieser Arbeit ist es, ein Rechenprogramm auf der Grundlage einer zwei-
dimensionalen Finite-Elemente-Methode bereitzustellen, um damit mechanisch-thermo-
dynamische Rechnungen von Brennstabexperimenten durchfiihren zu kénnen. Zunéachst
soll dazu ein Rechenprogramm entwickelt werden, das statische Mechanikberechnungen
unter Einschlufl von Festkorperkontakt und Materialplastizitat ermoglicht (Kap. 3. und 4).
Insbesondere Kontaktberechnungen sollten so durchfiihrbar sein, dafl die Kontaktflachen
lber groflere Strecken aneinander entlang gleiten kénnen. Die Verwendung von Spaltele-
menten (Abb. 2.3) ist damit nicht erforderlich.

Als numerisches Verfahren fir die Mechanikrechnung wird die Finite-Elemente-Methode
gewahlt, weil sie sich in der Kontinuumsmechanik bewiahrt hat. Festkorperkontaktrech-
nungen sind allerdings ein relativ neues Anwendungsgebiet der Finite-Elemente-Methode.
Hier soll ein eigener Algorithmus entwickelt und in das Rechenprogramm integriert

werden.

SchlieBlich ist die vorteilhafte Anwendbarkeit einer zweidimensionalen Mechanik bei
Rechnungen fiir ganze Brennstibe zu demonstrieren (Kap. 5, 6). Insbesondere gilt es zu
zeigen, daf ein Rechenprogramm fiir ganze Reaktorbrennstibe zweidimensionale Dis-
kretisierungen zulafBt und beim Vergleich mit einem Experiment zu sinnvollen Losungen
fihrt,




3. Beschreibung der Mechanik des Kontaktes zweier achsen-
symmetrischer Festkorper mit der Methode der Finiten Elemente

In diesem Kapitel werden zunéchst die theoretischen Grundlagen eines zweidimensionalen
achsensymmetrischen Finite-Elemente Rechenprogramms bereitgestellt. Danach wird eine
Finite-Elemente-Methode zur Berechnung der Verschiebungen linear elastischer Korper
abgeleitet. Im zweiten Abschnitt folgt die Erlauterung des Newton-Raphson Iterations-
verfahrens zur Behandlung nichtlinearer Aufgabenstellungen. Der Kontakt zwischen zwei
elastischen Festkorpern ist wegen der verdnderlichen Kontaktflache nichtlinear. Im dritten
Abschnitt wird unter Verwendung der Newton-Raphson-Iteration ein Algorithmus fiir den
Kontakt elastischer Festkorper angegeben. Im vierten Abschnitt wird zeitunabhéngiges
plastisches Materialverhalten in die Betrachtung mit einbezogen. Einzelheiten des auf
diesem Kapitel aufbauenden Rechenprogramms werden im vierten Kapitel erlautert.

3.1 Prinzip der virtuellen Arbeit und abgeleitete Finite-Elemente-Methode flir

elastische Kontinuumsmechanik

3.1.1 Prinzip der virtuellen Arbeit

Die Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit folgt der von Fung [13] und dient dazu,
in die verwendete Nomenklatur einzufiihren und ein Gerist fir die Aufstellung einer
Finite-Elemente-Methode bereitzustellen. Es werden zunéchst kartesische Koordinaten
wegen ihrer Anschaulichkeit in der tensoriellen Schreibweise verwendet. Spater bei der
Einfihrung der Matrizengleichungen der Finite-Elemente-Methode werden ebenfalls
Zylinderkoordinaten angewendet.

Ein linear elastischer Korper mit Volumen V und Oberfléche S sei in statischem Gleich-
gewicht unter der Wirkung von Volumen- und Oberflachenkraften (Abb. 3.1.1). Die Kérper-
oberfliache besteht aus einem Teil S,;, auf dem die Verschiebungen u vorgeschrieben sind
und dem zweiten Teil S, fiir den die Spannungen o vorgegeben sind. Das Verschiebungsfeld
mit den Komponenten u; (x1, X2, x3) erfiille die Gleichgewichtsbedingungen und die oben
gegebenen Randbedingungen. Zusitzliche angenommene Verschiebungen 8u; erfiillen
ebenfalls die Randbedingungen, d.h. tiber S, werden sie zu Null, wihrend die Suj Gber S,
frei sind.
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Abb.3.1.1: Festkoérper mit natirlichen und wesentlichen Randbedingungen unter der
Wirkung von Volumenkriften

Die virtuelle Arbeit, die von den duBeren Kriften an den virtuellen Verschiebungen
verrichtet wird, ist

<SH>A = IV SuigidV + JS Sui ol.dS
Das zweite Integral 148t sich nach dem Gaufschen Satz in ein Volumenintegral verwan-
deln, wenn man die angreifende Oberflachenkraft in die Koordinatenrichtungen unter

Verwendung der Komponenten des Normalenvektors nj nach

(3.1.1)

OiIS =0, n; (3.1.2)

zerlegt:

JSu.o.dS:’ 6u.o.. n. dS
g [ S Ly

_] <8 > - (3.1.3)
T\ % )

:I Su.o.. . dV+J Su. . o. dV
vy o v by

Beachtet man die Gleichgewichtsbedingungen

= 3.1.4
Oij,j +g.=0 ( )

und bertcksichtigt die Symmetrie des Spannungstensors, so dafl
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1 (3.1.5)
6u. 0:—<8u +8u..)0 =8¢ 0.
i U9 i ij i
dann wird aus (3.1.1)
_ _ ' (3.1.6)
(SH)A:(8H>[:2 6¢..0.. dV
v ij i
oder
- - _ (3.1.7)
611 :<8H >l —(SH )AZO,

bzw. ausgeschrieben

e ] [ J A (3.1.8)
ST =0= 8¢ o, dV - Su g dV - Su. o dS.
v 3] 7] v 2 ! So l i
Im letzten Integralausdruck wird ausschlieBlich iiber Sy integriert, da auf S gilt:
Bulg =0 (3.1.9)

In vektorieller Schreibweise lautet das Prinzip der virtuellen Arbeit

— ” " "A 3-1.10
6[[:0:[ 6810dV-—][ 8u’ng—] su’ ¢ dS ( )
S

[0
oder

ST = 0= [ (3.1.11)

A
e -0 dV — J Su g dV - J Su .o dS.
1% 14 S,

Es enthalt als Eulersche Differentialgleichung! die Gleichgewichtsbedingungen (3.1.4)
sowie die Randbedingungen (3.1.2) und (3.1.9). In der deutschen Literatur wird fir (3.1.10)
oft der Begriff Prinzip der virtuellen Verschiebung (Verriickung) verwendet [17, 16].

Variiert man anstatt der Verschiebungen die Krifte, so gelangt man zum Prinzip der vir-
tuellen komplementéren (konjugierten [17]) Arbeit, das die Vertraglichkeitsbedingungen
fur infinitesimale Verschiebungen

. (3.1.12)
Ci T Ewy T G T ik

als Eulersche Differentialgleichung enthalt [13].

Zu weiteren generalisierten Variationsprinzipien kommt man, wenn man z.B. vom Prinzip
der virtuellen Arbeit ausgeht und mit Lagrangeschen Multiplikatoren die Dehnungs-Ver-
schiebungs Beziehungen als Eulersche Gleichungen hinzufigt [13, 18, 20, 21 (Kap. 12)].
Eine Bedeutung dieser generalisierten Variationsprinzipien liegt darin, dal man ausihnen
gemischte Finite-Elemente-Methoden ableiten kann, die beispielsweise notwendig werden
bei nahezu oder vollstdndig inkompressiblen Materialien [29, 30]. Im folgenden wird aus-
schliellich das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form (3.1.10) angewendet.

1Als Eulersche Differentialgleichung eines Variationsproblems

§F = ] u(.)de =0
X

bezeichnet man die Gleichung (...) = 0 [14, S. 159; 27].
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3.1.2 Dehnungs-Verschiebungs Beziehungen

Die gréften Verschiebungen treten beim Brennstab in axialer Richtung fir die obersten
Brennstofftabletten auf. Sie sind durch thermische Ausdehnung im heiflen Inneren der Tab-
letten ausgelost. Der lineare thermische Ausdehnungskoeffizient von Mischoxidbrennstoff
bei 2000 °C betragt ungefahr1...2-10-5 1/K [22,S. 119], womit sich eine Dehnung von
2...4-10-2 ergibt. Nach Bathe [23, S. 303] kann man bis 4 % Dehnung noch mit den Deh-
nungs-Verschiebungs Beziehungen fiir infinitesimale Verschiebungen arbeiten, muf} also
keinen Unterschied zwischen dem Greenschen (Lagrangesche Koordinaten) und dem Al-

mansischen (Eulersche Koordinaten) Dehnungstensor machen.

Die Dehnungs-Verschiebungs Beziehungen werden dann durch den Cauchyschen Deh-

nungstensor fir infinitesimal kleine Dehnungen gegeben:

o[ ou, A (3.1.13)
Entsprechend wird in Matrizenschreibweise
(3.1.14)

e =Du

geschrieben, wobei D) ein Differentialoperator ist.

Die Vektoren und Matrizen fiir kartesische Koordinaten ergeben sich unmittelbar aus
(3.1.13):

T (3.1.15)
e = |le e ¢ 2e 2¢ 2
> yy 2z xy ¥z zx
= xx eyy zz ny sz sz
] (3.1.16)
u =lu v ow
] d a
- 0 0 - 0 -
dx dy dz
" 3 a9 (3.1.17)
D=0 — 0 — — 0
ay ax a9z
d i) d
0 0 — 0 - -
| a9z ay ax_J

Fur zylindrische Koordinaten kann man die Vektoren und Matrizen nicht unmittelbar aus
(3.1.13) erhalten, sondern muf iiber die tensorielle Schreibweise fir krummlinig orthogo-
nale Koordinaten [17, 24, 25] mit dem Metriktensor fiir Zylinderkoordinaten ableiten. An-

stelle von (3.1.15) bis (3.1.17) erhalt man:
(3.1.18)

T f— » v . v 33 »
& = Lzz er L‘be 2Lzr 2Lr'¢2i‘q;z
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(3.1.19)

. (3.1.20)
u = | u u u
F4 r )
[ 4 3 19
— 0 0 — 0 ——
oz or r o
T a 1 3 13 (3.1.21)
D=0 — - — —— 0
ar r dz r
1 a 4 1 d
0 -— 0 e
r o ar r 9z
L J

Fir den axialsymmetrischen Fall sind die Verschiebungen unabhéngig von ¢ und
» u = O’ (3.122)

¢
so dafl sich (3.1.18) bis (3.1.21) zu

T_ [ 1 ] (3.1.23)
&g = Ezz er er 8¢>¢)
7 (3.1.24)
u - ll,Z Ll,r = u v = Ul llz
B 9
6_ 0 6— 0 ‘
DT = z r : (3.1.25)
3 ) 1
e o
vereinfachen. | r c T

3.1.3 Spannungs-Dehnungs Beziehungen

Zunichst sollen die Spannungs-Dehnungs Beziehungen fiir elastisches Material angegeben
werden. Die Vergleichsspannung (z.B. nach von Mises) bleibt also iiberall unterhalb der
FlieBg’renze bzw. der Proportionalitatsgrenze des Materials. Elastoplastisches Materialver-
halten wird in Kap. 3.4 beriicksichtigt. Es soll weiterhin vorausgesetzt werden, daf3 die Deh-

nungen klein gegen Eins sind.

Im Falle einer eindimensionalen Belastung ist die gesuchte Spannungs-Dehnungs Bezie-
hung das Hookesche Gesetz. Bei einem raumlichen Kontinuum, in dem Temperaturunter-
schiede zuséatzliche Spannungen aufbringen, erhilt man die generalisierte Duhamel-Neu-
mann Form des Hookeschen Gesetzes [13, S. 354; 25, S. 290]:

o = Cowtn— By (7 - Iu>
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Dies reduziert sich wegen der Symmetrie des Spannungs- und des Dehnungstensors und bei
isotropem Materialverhalten auf

(3.1.27)

.. :)\ekkﬁ.,+2Ga..—[3T—-T>8..

mit ij ij ij 0 ij
Ev E (3.1.28)

R —— ; ag =
(1+v)(1=2v) 21 +v)
und

Ea (3.1.29)

b= (1-2v)

E[Pa]ist der Elastizitatsmodul, v [ - ] die Poissonsche Querkontraktionszahl und a [1/K] der
lineare thermische Ausdehnungskoeffizient. Alle drei Materialkennwerte sind temperatur-
abhéingig und miissen in Form von Stoffdatenfunktionen zur Verfiigung stehen (Anhang
A.5). Bereits die Bestimmung dieser Materialdaten aus Experimenten ist insbesondere bei
hohen Temperaturen aufwendig und mit Fehlern behaftet. Tatsdchlich verhilt sich der be-
strahlte Brennstoff anisotrop und auch das Hiillrohr wird durch das Ziehen bei seiner Her-
stellung nicht streng isotrop im Materialverhalten sein. Fiir allgemeines anisotropes ela-
stisches Verhalten treten in (3.1.26) 21 unabhingige elastische Konstanten Cijjk| und 6 un-
abhéngige Konstanten fjjauf[13]. Eine Bestimmung dieser Konstanten in temperaturab-
hingiger Form wire sehr aufwendig und eine Beschriankung auf die Beschreibung isotro-
pen Materialverhaltens ist deswegen vorlaufig notwendig.

In Matrizenform geschrieben lautet Gl. (3.1.27)

6 =C (e _80>, (3.1.30)

Die Gleichung (8.1.27), die in kartesischer Tensorschreibweise aufgestellt ist, 1aBt sich in
dahnlicher Form fiir krummlinig orthogonale Koordinaten aufstellen [17]. Damit ergibt sich
fiir ein zweidimensionales achsensymmetrisches Problem mit isotropem Materialverhalten:

(3.1.31)

a(T—TO> Q(T_TO> 0 G<T_To>] (3.1.32)
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c=cT E@1—v)

Die fiir die Dehnungs-Verschiebungs Beziehungen (3.1.25) und

T 0+v)d—2v)

v

_l—v

A%

1—v

1-2v
2 (1=v)

0

1

]

(3.1.33)

die Spannungs-Dehnungs

Beziehungen (3.1.33) in der Matrizenform gewéhlte Darstellung mit der Schubspannung,

bzw.-dehnung an dritter Stelle im jeweiligen Vektor, hat den Vorteil, daf3 der ebene

Dehnungszustand exakt und der ebene Spannungszustand bis auf eine Anderung in der

Matrix Cin den Gleichungen enthalten ist, wenn man jeweils die vierte Dehnungs- und
Spannungskomponente in den Vektoren wegldBt [21, 23]. Die verdnderte Matrix C fiir den

ebenen Spannungszustand ist:
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3.1.4 Diskretisierung des Kontinuums in finite Elemente

Zunichst werden die Spannungs-Dehnungs und die Dehnungs-Verschiebungs Beziehungen
in das Prinzip der virtuellen Arbeit (3.1.10) eingesetzt. Mit

f el 0 dV = l 6<Du)"c (e— eo) dv (3.1.35)
v 1%

= o c(pu-s,)av (3.1.36)
1%

lautet es jetzt:

6§11 =0 =
(3.1.37)

p———

:[ su' DT CDu dv - J sul T ¢ e, dV
1% v

T 7 A
+J8u ng+J 6u0dS|.
\4

S
Nun soll das Kontinuum fir die numerische Ndherungslésung in finite Elemente aufgeteilt
werden [26). Wenn das dreidimensionale Kontinuumsproblem auf ein zweidimensionales
reduziert werden kann, so lassen sich die Volumenintegrale in Flachenintegrale und die
Oberflachenintegrale in Linienintegrale umschreiben. Die in dieser Arbeit verwendeten
zweidimensionalen finiten Elemente, ihre Formfunktionen, sowie die Durchfiihrung der nu-
merischen Integration sind im Anhang (A.3 und A .4) beschrieben. Im folgenden soll als Bei-

spiel ein lineares Vier-Knoten Element zur Erlauterung verwendet werden.

Die Naherungslosung fiir das kontinuierliche Vektorfeld der Verschiebungen innerhalb
eines Elements ist iiber die Formfunktionsmatrix W mit den diskreten Werten fiir die

Verschiebungskomponenten an den Knotenpunkten verkniipft:
\ 1.
0 <x . ) _ e (xm)ue (3.1.38)

h 1’72
mit folgendem Vektor der diskreten Werte fiir die Verschiebungskomponenten (die
nachgestellten Indizes in uj; bezeichnen den Knoten i innerhalb des Elements, wahrend j die

Koordinatenrichtung benennt)

L\ (3.1.39)
u > T M Yo tag Mae Mg Yo Hig Mod
und der Formfunktionsmatrix
r 2
vio0 w0 wy 0wy 0
(3.1.40)

‘Pe

I

olpjolp; Otpgﬂlyi-J.
Fir ein m-dimensionales Kontinuum (m =1 bis 3) ergibt ein n-Knoten Element eine Form-
funktionsmatrix mit m Zeilen und m'n Spalten, kurz [m, m-n] geschrieben. Der diskre-
tisierte Verschiebungsvektor hat m'n Elemente. Als Produkt (3.1.38) erhilt man einen
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[m, 1] Vektor, der die Verschiebungskomponenten an einem beliebigen Punkt innerhalb des
Elementes (Kontinuum) angibt:
(3.1.41)

[m,l] = [m,m-n
Mit dieser Formulierung ist es méglich, das Prinzip der virtuellen Arbeit elementweise

m-n,1

anzuwenden und dadurch das Kontinuum zu diskretisieren.

Supe = vpeist die Wichtfunktion der Eulerschen Differentialgleichung, fiir die man nach
Galerkin den gleichen Ansatz wie fiir die anzunihernde Funktion u selbst machen kann. Es
ergibt sich

e _ e ot (3.1.42)

und mit (3.1.9)

€ _
Bu, lsu“ Vil

u

o (3.1.43)

Setzt man (3.1.38) und (3.1.42) elementweise in das Prinzip der virtuellen Arbeit (3.1.37) ein
und zieht die diskreten Wichtvektoren ve und die diskreten Losungsvektoren ue aus den
Integralen heraus, so erhdlt man:

J (Dlpe)"' C (l)‘l’e> dV u®
V .

e

"[[v (DwﬁTCSOdV+JV (Wﬁngv (3.1.44)

e e

+ f (lpe)Tgedsl } = 0.
(5.).

Im letzten Term in der geschweiften Klammer wird tiber die gesamte Elementoberflache
(So)e integriert. Elemente am Auflenrand kénnen Elementseiten (S; A)e haben, auf denen
der Oberfléchenﬂuﬁg vorgeschrieben ist. Vollstandig im Korperinneren liegende Elemente
und am Rand liegende Elemente haben nur oder teilweise Elementseiten (Sg [)e , die an
Nachbarelemente e' grenzen. Hier ist idealerweise der Oberflachenfluf} ge = %¢'. Dies ent-
spréche den Verhaltnissen im kontinuierlichen Kérper. Tatsachlich wird jedoch durch die
Diskretisierung in finite Elemente das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form (3.1.44)
nur lokal in den Elementen aufgestellt. Aus diesem Grund treten auf allen Elementseiten
zusétzliche Innenreaktionsfliisse geR auf, die erst dafiir sorgen, dafl Gl. (3.1.44) bei einem
bestimmten verschobenen Zustand des Elements erfiillt wird. Es gilt also:

A A A _
08:0;’4— 0; auf(S(”)e =S N (Sg>e

1.4
(12?' auf (So A)e :So n <So>e (3 >

e+3‘* f S
I Rau oje '

wobel in der letzten Zeile die beiden vorherigen Zeilen zusammengefafit werden mit
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Q>

=0 auf (so,,)e

A
0; =0 auf <So).

Das erste Integral der geschweiften Klammer in Gl. (3.1.44) bezeichnet man als Element-
Steifigkeitsmatrix

K = [V (l)lPe>T C <qu*’>dv, (3.1.46)

die ndchsten Teile als Eleement-Lastvektor

und

AT 1.47
£ = [ (D‘P6>TC e, dV + [ (we)ngv, (3.1.47)
v, v,
als Element-RandbedingungsfluBvektor
A 3.1.48
gz = ] <W6>T 6dS ( )
S

und den letzten Teil als Elexgen:;-lnnenreaktionsﬂquektor

%=y, () (G si)as. ¢

Damit wird aus Gl. (3.1?42)

o
[y
N
Se]
~—

. 3.1.50
(v“)’ {KE ue_fe_ﬁj_ég =0 ( )
Die Dimensionen der Matrizen und Vektoren sind
K¢ = [m~ n,m n
t° = |m n, 1
A, (3.1.51)
G, = jm n, 1
A
02 = {m n,1
vé = 'm~ n, 1].
In Indexschreibweise wird aus (3.1.50)
. . A, A, (3.1.52)
Yi {KZ u; _/f—ou_(’m} =0
Fir beliebige Suje = vie ergeben sich schlieBlich m-n Gleichungen
e e Ay A (3.1.53)
Kiou; — -0y 0y, =0

die alle erfiillt sein miissen, um (3.1.52) zu gentigen.

Wesentlicher Bestandteil der Finite-Elemente-Methode ist die Wahl der Formfunktionen.
Hier werden solche Formfunktionen yie gewéhlt, die am Knoten k den Wert 1 annehmen,
an allen anderen Knoten im Element dagegen zu null werden. Fiir jedes Element gibt es
genauso viele Formfunktionen, wie es Knoten im Element gibt und man erhéalt dann die
Verschiebungskomponente (uj),e an beliebiger Stelle im Element aus (vgl. (3.1.38)):
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()i (rvn) = 3 () v o) 150

Wenn k ein Knoten am Rand des Elements e ist, so nehmen auch die Formfunktionen yje’
am Knoten 1 (der mit k in e ibereinstimmt) im Nachbarelement e' den Wert 1 an und sind in
allen anderen Knoten null. Es folgt die wichtige Eigenschaft, dal die Formfunktionen aus
verschiedenen Elementen zusammengesetzt, jeweils fiir jeden Knoten, eine Basisfunktion
¢i bilden [26]. Es gibt im gesamten Kontinuum genauso viele Basisfunktionen, wie es Kno-
ten gibt (ndmlich N) mit der Eigenschaft

(ui>h (xl,x2> = j:}i:l (U,)J- ¢, (xl,x2>. (3.1.55)

Die Knotennummern 1...N nennt man globale Knotennummern, wiahrend man die Knoten-
nummern 1..n aufden Elementen lokale Knotennummern nennt. Ordnet man die lokalen
Knotennummern im Element den globalen Knotennummern zu, so kann man nach (3.1.55)
simtliche Element-Steifigkeitsmatrizen, Lastvektoren und OberflachenfluBBvektoren zu
entsprechenden globalen Matrizen und Vektoren addieren (E =Anzah! aller Elemente):

E
K= > K =|m-Nm-N
e=1

e=1 (3.1.56)
£ A

A 4

g = > o= m-N,1

1 s 1
e =1

A E A

o, = o, = m-+N,1]1.

i

e

Zu einer einfac}}\en und robusten Finite-Elemente-Methode gelangt man, wenn man an-
nimmt, daf} die oj¢ keine Spannungsspriinge tiber die Elementgrenzen bewirken, daf an
den Auflenriandern die natiirlichen Randbedingungen erfiillt sind und daf} die zuséatzlichen

A
Innenreaktionsflisse oge vernachlissigt werden diirfen, d.h.
A

6,=0. (3.1.57)
Man erhalt das folgende globale Gleichungssystem
Ku=T-0,=0 (3.1.58)
wobel auf S,
G=u (3.1.59)

{ {
erfillt sein muf.

Hier kann man nach dem diskretisierten Verschiebungsvektor u auflésen und spricht aus
diesem Grunde von der Verschiebungsmethode. Tatséchlich ist die Bedingung (3.1.57) nur
fiir unendlich feine Netze mit unendlich groer Knotenzahl erfillt, weswegen man bei der

Verschiebungsmethode das Ausmaf der Spannungsspriinge iiber die Elementgrenzen als
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Indikator fir die Genauigkeit des vorhandenen Finite-Elemente Maschennetzes verwenden

kann.,

3.1.5 Randbedingungen

Die Randbedingungen lassen sich am einfachsten in die globale Steifigkeitsmatrix und den
globalen Lastvektor einbringen, nachdem die Additionsschritte (3.1.56) ausgefiihrt sind.
Die natirlichen Randbedingungen sind in (3.1.48) und die wesentlichen Randbedingungen
sind in (3.1.59) enthalten. Schreibt man eine verallgemeinerte natiirliche Randbedingung

A ( /\> (3.1.60)
;TP\ T Y
=p, u —n (3.1.61)

so ist in der Form (3.1.60) die wesentliche Randbedingung als Grenzfall fiir

) LA i
pi — » enthalten, sofern o; beschriankt bleibt.

3.1.5.1 Wesentliche Randbedingungen

Die wesentlichen Randbedingungen (3.1.59) werden erfiillt, indem Komponenten der glo-
balen Steifigkeitsmatrix und des globalen Lastvektors folgendermafBen ersetzt werden
K, =bp, (3.1.62)

f=p (3.1.63)

wie man durch Einsetzen in die globale Gleichung (3.1.73) erkennt. p; muf sehr grof sein.
Man spricht bei diesem Vorgehen von einem Strafverfahren: jede Abweichung vom vorge-

. A ”
schriebenen Wert u; wird tiber den Strafparameter p; stark ,bestraft”.
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3.1.5.2 Natiirliche Randbedingungen

In Gl. (3.1.61) ist die reine Spannungsrandbedingung mit p; =0 gegeben. Es soll im Rechen-
programm aber die verallgemeinerte natirliche Randbedingung mit p; € R angewendet
werden. Es ergibt sich elementweise aus Gl. (3.1.48)

A
o, = I <‘I'e>T P(W") dSu® — } <qﬂ>fn ds (3.1.64)
S ) N S
0,A'e 0,A'e
= P®u — He (3.1.65)
mit
p1 0 .0
P=|0 p2 .0 =[m,m] (3.1.66)
00 ..Pm
’—7 h—
ni
12
n= : =[m,1]. ‘ (3.1.67)
L Am |

Die Durchfiihrung der numerischen Integration der Randintegrale ist in [26, S. 191]
beschrieben. Mit

p=3xf pe (3.1.68)
e =1
— 1 ne (3.1.69)
lautet das globale Gleichungssystem vollstandig
Ku - f=0 (3.1.70)
mit
- — (3.1.71)
K=K+P
- - 1.72
f=1f + n (3.1.72)

unter Bertcksichtigung der wesentlichen Randbedingungen (3.1.62, 63). Damit ist die
Verschiebungsvariante einer Finite-Elemente-Methode fiir lineare thermoelastische
Verformungen einzelner Koérper vollstandig beschrieben. Die zugehorige angenéherte

virtuelle Arbeit des Korpers ist

8T, =8u” {Ku—f = 0. (3.1.73)
Eine wichtige Eigenschaft der Steifigkeitsmatrix ist, daf} sie symmetrisch zu ihrer Haupt-
diagonalen ist. Dies ist immer der Fall fiir Probleme mit selbst adjungierten Differential-
gleichungen [26, S. 63; 14, S. 236], z.B. fiir die Differentialgleichungen der Elastizitats-

theorie.
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3.2 Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit Lastinkrementierung und

Newton-Raphson-Iteration

Der Kontakt zwischen Festkoérpern und das nichtlineare Materialverhalten (Kap. 3.3 und
3.4) fihren dazu, daf} das globale Gleichungssystem nichtlinear wird, d.h, die Steifigkeits-
matrix wird eine Funktion des Verschiebungsvektors

Kw u-f=0, (3.2.1)

Fir einen gendherten Losungsvektor u, besteht ein Residuum (Rest)
Fokruk etz 0 (3.2.2)

Dieses kann durch Iteration bestdndig verkleinert werden. Der hochgestellte Index k

bezeichnet die Nummer der Iteration.

Wird das Residuum in einer Folge von Iterationsschritten kleiner, so spricht man von Kon-
vergenz der Iteration. Voraussetzung hierfir ist oft, dafl der Anfangswert ul in der Nahe

der gesuchten Losung u=liegt [31, S. 192]. Bei statischen Problemen 148t sich das dadurch
erreichen, dafl man den Lastvektor im linearen Bereich der Gleichung (3.2.1) in einem
groflen Inkrement aufbringt und zunachst die Gleichung lost. Im nichtlinearen Teil arbeitet
man dann mit so kleinen Inkrementen des Lastvektors, dafl die Konvergenz der zu jedem
Inkrement durchgefilhrten Newton-Raphson-Iteration gewihrleistet ist. Man bringt so
viele Inkremente auf, bis die gewiinschte Last erreicht ist. Dieses Vorgehen bezeichnet man
als Lastinkrementierung. Auch andere iterative Vorgehensweisen aus dem Bereich der
nichtlinearen Programmierung (Optimierung) [32, 33] sind denkbar; jedoch ist ihre Konver-

genzgeschwindigkeit in der Nahe der Losung u= oft geringer.

3.2.1 Newton-Raphson-lteration

Die Differenz zweier aufeinanderfolgender Iterationen ist definiert durch

N T (3.2.3)
Fahrt man die Jacobi-Matrix
. ar? (3.2.4)
Jv o= — = |m- nm n
auj

ein, so 1468t sich das Residuum des folgenden Iterationsschrittes durch eine abgebrochene
Taylor-Reihe

LA Jk sk. (8.2.5)
annidhern. Wenn man annimmt, daf3
3.2.6)
gelangt man zur Newton-Raphson-Iteration
JE ko (3.2.7)
aus der man sk und damit
uk+l — uk + Sk (3.2.8)

23




gewinnt. Unter Verwendung von (3.2.1)erhélt man mit (3.2.4)

K* (3.2.9)
SLES I (AL

i . {

J

Fir nichtlineare Aufgabenstellungen hingt die Steifigkeitsmatrix von der Verschiebung
ab. Der erste Term in der eckigen Klammer ist der augenblickliche Gradient der Kraft-Ver-
schiebungs-Beziehung der diskretisierten Struktur und wird als Tangentensteifigkeitsma-
trix bezeichnet. Linearisiert man die nichtlineare Aufgabenstellung (3.2.1) bereichsweise
durch Lastinkrementierung, kann man den zweiten Term in Gl. (3.2.9) vernachléssigen

[51].

3.2.2 L.astinkrementierung

Die Lastinkrémentierung in einem Schritt bis zur Grenze des linearen Verhaltens und dann
gentgend kleinen Schritten iAf im nichtlinearen Bereich fiihrt meist zur Konvergenz der
Newton-Raphson-Iteration, weil die Abweichung |s| klein bleibt. Zu beachten ist die Uber-

tragung des restlichen Residiums r, vom vorherigen Lastschritt in den nachsten Last-
schritt. Es gilt von Inkrement zu Inkrement

i+lp _ ip ipp (3.2.10)
KOu+HT>-<T+%Q:O. (3.2.11)
Man kann aus dem letzten Lastinkrement zusammenfassen:
Ku =% ='r (3.2.12)
und einsetzen in Gl. (3.2.11)
K itig! _ (i+1f i ) PN (3.2.13)
, .
Aufgeldst nach i+1s1 und mit
120y L (3.2.14)
ergibt sich der Ausganspunkt fiir eine erneute Newton-Raphson-Iteration
Kitlyk _ ity _ itlk (3.2.15)

im Lastinkrement i+ 1 bis Konvergenz erreicht ist.

Die Lastinkrementierung wird beendet, wenn die Gesamtlast
b =5 iap (3.2.16)

ges
aufgebracht ist. Schematisch ist das Vorgehen mit Lastinkrementierung und Newton-
Raphson-Iteration innerhalb eines Finite-Elemente-Programms als FluBdiagramm in
Abb. 3.2.1 dargestellt.

Folgende Varianten der Lastaufbringung und Aktualisierung der Steifigkeitsmatrix
werden unterschieden:

1. Anfangssteifigkeitsverfahren:
Es wird nur einmal die elastische Steifigkeitsmatrix bestimmt
Kk — elastisch (3.2.17)
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und in allen Lastinkrementen und Iterationsschritten konstant gehalten. Plastisches
Materialverhalten in Teilbereichen des Kontinuums wird haufig mit dieser Methode
behandelt, wobei die Nichtlinearitaten bei der Bestimmung des Residuums zur Geltung

kommen.

2. Die Steifigkeitsmatrix wird zu Beginn eines jeden Lastinkrements neu bestimmt und
dann wiahrend der Iteration konstant gehalten.

3. Tangentensteifigkeitsverfahren:
Die Steifigkeitsmatrix wird in jedem Iterationsschritt neu bestimmt, Fir stark nicht-
lineare Probleme ist dieses Vorgehen zwingend notwendig, obwohl es rechenaufwendig
ist. Insbesondere ist fir die Berechnung des Festkérperkontakts eine Aktualisierung
der Steifigkeitsmatrix zu jedem Iterationsschritt notwendig, weil Kontaktstellen von
einem zum néichsten Iterationsschritt auftreten kénnen, aber ebenso frithere Kontakt-

stellen wieder aus dem Kontaktbereich austreten kénnen.

Verbesserungen gegeniiber der Newton-Raphson-Iteration sind z.B. durch eine Liniensuche
moglich [33, S. 302]. Die Liniensuche verbessert die Newton-Raphson-Iteration insofern, als
unabhéngig vom Ausgangspunkt der Ndherung bei positiv definiter Steifigkeitsmatrix?2
Konvergenz immer gewahrleistet ist [33, S. 303].

Die Iteration wird abgebrochen, wenn ein Konvergenzkriterium erfullt ist:

¥ (3.2.18)
=e.
£
Man kann hierfiir verschiedene Normen || | verwenden [31]. Zu nennen sind die Euklidische
Norm
N, = Vv (x? + .+ xi) , (3.2.19)
die Betragsnorm
Il =lx |+ 4+ 1«1, (3.2.20)
und die Maximumsnorm
(3.2.21)

Ix |, = max. (I ol |z, ])

Nach Abbruch einer Newton-Raphson-Iteration verbleibt ein restliches Residuum ry.

2Eine symmetrische Matrix A heiBt positiv definit, wenn die quadratische Form xT A x fir
alle von Null verschiedenen Vektoren x positiv wird.
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Abb.3.2.1: Ablaufeiner nichtlinearen Rechnung nach der Finite-Elemente-Methode mit
Lastinkrementierung und Newton-Raphson-Iteration




3.3 Kontaktzwischen zwei Festkorpern

Der Kontakt zwischen zwei oder mehr Festkorpern wird immer von Reibungsphdnomenen
begleitet. Diese oft stark ortsabhingigen Effekte sind schwierig zu behandeln. Die erste
grofle Vereinfachung, die eingefiihrt wird, betrifft die Dissipation von mechanischer Arbeit

in Wirme. Sie soll hier vollstdndig vernachlissigt werden.

Einen hervorragenden Uberblick iiber experimentelle Arbeiten zur trockenen Reibung gibt
der erste Teil des Papiers von Oden, Martins [34].Im zweiten und dritten Teil jener Arbeit
werden dann Variationsformulierungen und eine Finite-Elemente-Methode fiir dynamische
reibungsbehaftete Probleme angegeben. Reibungsprobleme zwischen einem linear elasti-
schen und einem starren Kérper sind bei Kikuchi, Oden [19] behandelt worden.

Im Brennstab tritt Kontakt von einzelnen Brennstofftabletten mit der Hiille, zwischen
Brennstofftabletten untereinander und im bestrahlten Brennstab schlielich zwischen
Tablettenbruchstiicken auf. Der letztgenannte Effekt verschlieBt sich wegen der unbe-
kannten und komplizierten Geometrie einer exakten Berechnung und soll ganz aufler acht

gelassen werden.,

3.3.1 Konstitutive Gleichung der Mechanik der Kontaktoberflichenschicht

Whitehouse, Archard [35] schreiben: ,Alle Oberflachen sind rauh. Dies ist der Ausgangs-
punkt, von dem aus sich heutige Vorstellungen tiber Reibung, Verschleifl und andere Ge-
sichtspunkte von Oberflachen in Kontakt entwickelt haben.” Aus Oden, Martins [34]: ,.Der
erste und vielleicht schwierigste Schritt in der Analyse dynamischer Reibung ist die Ent-
wicklung eines akzeptablen Modells fiir die Kontaktoberflache. Es ist wohl bekannt, daf} die
Oberfléiche, iiber die Korper miteinander in Kontakt treten, ein mechanisch kompliziertes
Medium ist, dessen Zusammensetzung und Struktur verschieden ist von den Grundmate-
rialien der beiden kontaktierenden Korper. Die Kontaktfliche kann ein Paar von rauhen,
irreguldren Oberflichen sein, die sich aus Verunreinigungen, Oxiden, plastisch verfestig-
ten, zerbrochenen Materialien, Gasen und Schmiermitteln zusammensetzt. Es ist deswegen
bei der Entwicklung von phinomenologischen Reibungsmodellen natirlich, dieser Ober-
flache eine getrennte Struktur zuzuordnen, die durch konstitutive Gleichungen gekenn-
zeichnet ist, die von den Grundmaterialien unabhingig sind.” Hier soll diese Struktur
Kontaktoberflachenschicht oder kiirzer Kontaktfliche S. genannt werden. Die Kontakt-
oberflachenschicht ist so diinn, daB sie in den Stirnflichen senkrecht zur normalen Rich-
tung keine Krifte iibertragen kann, Es wirken also nur Kontaktdricke in Normalen-
richtung und Schubspannungen aus Reibungskriften in Tangentenrichtung.

Die Kontaktfliche ist gekennzeichnet von Rauhigkeitserhohungen, die sich bereits durch-
dringen, wenn noch ein Abstand zwischen den mittleren Oberflichen besteht (Abb. 3.3.1).
Diese Durchdringung soll im folgenden Anniherung a genannt werden, Die Rauhigkeiten
sind dann nach dem M-System fiir Rauhigkeitsbestimmungen [36, S. 684] als Mitten-
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rauhwerte R, definiert, Fiir zweil gegeniiberliegende Punkte A und B auf zwei Festkérpern

A', B' gelten die Definitionen
Gesamtrauhigkeitshohe:

=h,+ h,;h=|h| (3.3.1)
Abstand
~/
d, =%, - X, (3.3.2)

mit den aktuellen (verschobenen) Koordinaten ;der mittleren Kérperoberflachen. Die

Annéherung des Kérpers A' an den Korper B' ist dann

a,=h-d, (3.3.3)
=%, - X, th. (3.3.4)

Die Vektoren h, da, aa stehen senkrecht auf der Kontaktoberfliche des Koérpers A', der im
folgenden Kontaktkorper genannt wird, wihrend B' Zielkorper heifien soll.

A hy
7

Abb,3.3.1: Geometrie im Bereich der Kontaktoberflachenschicht zweier rauher
Festkorper A'und B'
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3.3.1.1  Konstitutive Gleichung der Kontaktschichtin Normalenrichtung

Im Kontaktbereich wirkt eine Normalspannung (negativer Kontaktdruck) oy, die von der
Anndherung a abhéingig ist. Bertihren sich die Rauhigkeitsspitzen nicht oder erst gerade,
gilt:

o, = 0 fira<0. (3.3.5)
Nach Auftreten von Kontakt kann man am einfachsten ein rein elastisches Gesetz der Form
o = —ca (3.3.6)

annehmen. Weitere Informationen lassen sich aus Experimenten ableiten, die in [34]
bewertet werden. Fiir kleinere Anndherungen ergibt sich ein Potenzgesetz
b, (3.3.7)

Oll = - C2 a
und fir gréBere Annidherungen ein Exponentialgesetz

0,= —¢; explbga) . (3.3.8)

Die relativen Aussagen iiber die Anniherungen beziehen sich natiirlich auf die Gesamt-
rauhigkeit h und lassen sich ebenso wie die Faktoren in (3.3.6), (3.3.7), (3.3.8) aus Expe-
rimenten fiir Kontaktoberflachenschichten unterschiedlicher Materialpaarungen, Ober-
flachenbehandlungen usw. bestimmen. Zahlenwerte fiir Materialpaarungen aus der Werk-
zeugmaschinenindustrie sind in [37], [38] enthalten. Fithrt man die Umrechnungen in SI-
Einheiten durch, so erhalt man Tabelle 3.3.1 fiir einige Paarungen von Gufeisen mit GuB-
eisen oder mit Tufnol, bzw. Ferobestos (37, S. 90] in einer Beziehung der Form (3.3.7), die fir

Kontaktdriicke kleiner als 5 MPa angegeben wird.

Werkstoffpaarung bo c2

GuBeisen - GuBeisen (h=1 .., 20 pm) 2..2,5 0,25..11-1017
GuBleisen / Ferobestos 3,1 1,4-1015
Gufleisen / Tufnol 2,6 1,1-1016

Tabelle 3.3.1: Koeffizienten der Gl. (3.3.7) fir Dricke bis 5 MPa
(Angabe von a in m und o, in Pa)

Untersuchungen mit héheren Driicken von 0,8 bis 46 MPa fiir Materialpaarungen von
niedrig legierten Stidhlen (engl.: mild steel) wurden von Connoly, Thornley [38] Gl. (3.3.8)
durchgefiihrt. Sie geben einige Daten fiir den Koeffizienten bs. an Unter anderem stellen sie
fir gehobelte und gedrehte Oberfliachen folgenden empirischen Zusammenhang zwischen bg
und der Oberfliachenrauhigkeit fest:

b3 h = A = const. (3.3.9)
Aussagen iiber c3 werden leider nicht getroffen. Gl. (3.3.8) wird fiir a=0 zu
o, l_0=-¢, (3.3.10)

was nicht mit der Voraussetzung (3.3.5) iibereinstimmt. Gl. (3.3.8) miiite also erst oberhalb
einer gewissen Giltigkeitsschranke ajjj > 0 angewendet werden. Zwischen 0 < a < ajy

29




konnte man ein Gesetz der Form (3.3.7) anwenden und danach die Konstante c3 an der
Ubergangsstelle aj| bestimmen.

3.3.1.2 Konstitutive Gleichung der Kontaktschicht in Tangentenrichtung

In tangentialer Richtung tritt in der Kontakoberflichenschicht zwischen den zwei Fest-
korpern lokal entweder Haften, reibungsbehaftetes oder reibungsloses Gleiten auf. Rei-
bungsbehaftetes Gleiten fithrt unweigerlich zu Dissipationsvorgingen, die hier nicht
behandelt werden sollen.

Das Problem vereinfacht sich fiir die Brennstabberechnung noch weiter, Fiir bestrahlte
Stabe kann man annehmen, dafl Hiille und Brennstoff sich so stark miteinander verbinden,
daB die Kontaktfliche nur Haften zul4a8t. Beim frischen Brennstab treten dagegen Gleiten
und Haften auf.

Es gelten die folgenden Beziehungen:

Haften:
o, < 0 (3.3.11)
lo,I < —nyo0, (3.3.12)
Reibungsbehaftetes Gleiten:
06, <0 (3.3.13)
| 0, | = — HaO, (3.3.14)
Reibungsloses Gleiten:
0 <0 (3.3.15)
|0t| = 0, da b, = 0. (3.3.16)

Der Index t bezeichnet die tangentiale, n die normale Komponente der Spannung in der
Kontaktschicht. pg ist der Gleitreibungs- und py der Haftreibungskoeffizient.

Meist gilt:
He < My - (3.3.17)
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3.3.2 Erweitertes Prinzip der virtuellen Arbeit fiir den Kontakt zweier Festkorper

Die Koérper A', B' seienzwei unabhingige Korper, die miteinander tiber eine Kontaktober-
flaichenschicht mit dem Volumen V. in Kontakt treten kénnen (Abb. 3.3.2). Im getrennten
Zustand

Abb.3.3.2: Zwei Kérper A', B'im getrennten und im Kontaktzustand

gilt das Prinzip der virtuellen Arbeit fiir jeden der beiden Kérper, aber auch fiir beide

Korper zusammen:
( _ B -\ (3.3.18)
8I1 ) ,. =0 an)B,_o

1 =511 = (577 ), + (71 ), = 0. (3.3.19)

Im Kontaktzustand wird die Kontaktoberflachenschicht V. mit der Kontaktflache S¢ einen

zusdtzlichen Beitrag zur inneren virtuellen Arbeit liefern:

N ——
IT := <an>w B (3.3.20)
Im Gleichgewichtszustand gilt fiir die gesamte virtuelle Arbeit der beiden Korper und der
Kontaktoberflachenschicht :
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— (3.3.21)
81 = 811 + 8 = 0.

Der Beitrag der inneren virtuellen Arbeit in der Kontaktoberflachenschicht ergibt sich mit
Gl. (3.3.20) und Gl. (3.1.6) zu

611 = ] §e. o dV. (3.3.22)
v iy oy
Mit (3.1.13) bis (3.1.25) erh4lt man unter Verwendung von

1 du . du . -
J i
88.:8}—(—-4— ——)
y 2 axt. axj

und unter Berucksichtigung der Symmetrie des Spannungstensors 012 = 021, sowie dem

(3.3.23)

d d
- [— Su. .+ — bu.
ax. J ax . L
l

Koordinatensystem entsprechend Abb. 3.3.3:
Fall I

~s 68(11 88112
81 = JV <ax1 o, + . 012>dx1dx2dx3

FallII: (3.3.24)

s GSUZ 88u1
oIl = [ ( o, + 0y > dx] dx2 dx3.
\%4

22
. ox 9 ax. 9

Bei der Ableitung von Gl. (3.3.24) wurde angenommen, daf} die Kontaktoberflachenschicht
so diinn ist, daB sie in den Stirnflachen keine Krafte iibertragen kann. Dies erklart auch,
weshalb man von Gl. (3.3.24) unmittelbar zu Zylinderkoordinaten iibergehen kann. Liegt
die Normale der Kontaktoberflachenschicht parallel zur r oder z-Richtung, so sind die
Stirnfldchen in ¢-Richtung infinitesimal diinn. Erst das Grundmaterial der beiden Kérper
unterhalb der Kontaktoberfldchenschicht ist in der Lage, Umfangsspannungen aufzuneh-
men. Jetzt kann man die beiden Fille in Gl. (3.3.24) zusammenfassen, indem der Index n die
Richtung parallel zur Kontakoberflichennormalen und t die tangentiale Richtung
senkrecht dazu beschreibt:

~ abu a8u
o = ’ J ( "o+ — o > dn dA (3.3.25)
S n axll n axn ¢

Diskretisiert man die Kontaktflache in kleine Gebiete Aj um die Knotenpunkte herum und
fihrt das Integral in Normalenrichtung aus, so erhalt man fiir einander gegeniiberliegende
Punkte A aufder Kontaktkorperoberﬂache und B aufder Zielkérperoberflache

BH =3, 8H (3.3.26)
mit i als dem Index fiir die Paarung A, B und mit

~ v
0., (SuB — 6uA ) + o0 L (8uB — 6uA>

81, = A, (3.3.27)
Die Spannungen iiber so kleinen Gebieten A; kénnen als naherungswelse konstant ange-

sehen und deshalb aus dem Integral gezogen werden. Fiir i — « gilt SHh - 6H Auch eine
Diskretisierung mit Formfunktionen ware denkbar, wie in (3.1.38), (3.1.42), allerdings
erscheint die praktische Realisierung schwieriger.
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Suchvektor q fiirr Kontaktknotentripel

Die Beschrankung auf gegeniiberliegende Kontaktknotenpaare A, B 1Bt sich verall-
gemeinern, wenn man den Gleitflachenformalismus von Hallquist [40, 41, 42, 43] oder
Bathe, Chaudhary [44, 45, 46] einfiihrt. In Abb. 3.3.3 ist der Fall dargestellt, bei dem die
Normale auf die Kontaktkorperoberflache nicht einen Knoten auf der Zielkorperober-
flache trifft, sondern statt dessen den Punkt B. Dieser liegt zwischen den Knoten C und D.
Es wird angenommen, daB die FeldgroBen zwischen C und D linear verteilt sind, so daB sie
fir B linear interpoliert werden kénnen. Fir finite Elemente mit quadratischen Formfunk-
tionen ist dies eine Ungenauigkeit, die allerdings nur im Kontaktformalismus wirksam
wird. Der Abstand zwischen C und D sei 1. Die Strecke BC ist dann q 1, die Strecke BD =
(1-g)l. Fir Kontaktflichen parallel zu einer der Koordinatenrichtungen wie in Abb. 3.3.3
dargestellt, sind diese Abstidnde und damit q besonders einfach durch reine Subtraktion der
betreffenden Koordinatenwerte und Division durch die Lange 1, die ja ebenfalls durch Koor-
dinatensubtraktion gewonnen wird, zu ermitteln. Hierbei sind die aktuellen verschobenen
Koordinaten ;A, ;C, ;/1) zu verwenden, Da die Ermittlung der Kontaktoberflache iterativ
erfolgt, 4ndern sich sowohl die aktuellen Koordinatenwerte, wie auch q und 1 von einem Ite-

rationsschritt zum néachsten.

L

ql (1-qgit
A\ \\\\%&\\\

/

D
jﬁ?\\

AN\
1-qit

C D
NN AN
®

ws,
\

>
\;EK
(
l

NN
AN\

\
\

Y
AN
) =—d—

Fall | Fall Il

Abb.3.3.3: Kontaktzwischen Festkorpern A' und B' mit nicht gegentiberliegenden
Knotenpunkten A, C, D
Falll:  Kontaktoberflachennormale parallel zur 1-Richtung
FallII: Kontaktoberflaichennormale parallel zur 2-Richtung
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Zunichst soll die Anniherung des Punktes A an den Korper B' fiir ein zweidimensionales
Kontinuum festgestellt werden. Aus (3.3.4) wird der Betrag des Annéherungsvektors

(3.3.28)
a, =| xA—xB>+<uA«»uB>|+h
unter Verwendung von
~ (3.3.29)
X = X+ u,
Mit
(3.3.30)
Xp= X, + qgilx —xC> = 1—q>xc+ qx,
(3.3.31)
u, = 1-—q>uC +qu,
und den Vektoren
T= 15T & K| = ‘1 6] (3.3.32)
~—1*a ¢ *n} T | &
T “ﬁ “g dg _ ’1,6] (3.3.33)
ermittelt man fiir die Annéherung
a,= q: <x+ u> + h (3.3.34)
mit dem Suchvektor q fiir Fall I der Abb. 3.3.3
qf,] _ [1 o _(1 _q> 0 —q O] (3.3.35)
oder fir Fall I der Abb. 3.3.3
(3.3.36)

q:,U:[O 1 O-—-(l—q) 0 —ql

Ebenso ergibt sich fiir die Differenz der virtuellen Verschiebungen in Normalenrichtung

suB —sut)= —sul q (8.3.37)
n n n

und fiir die Differenz der virtuellen Verschiebungen in Tangentenrichtung

(Suf—ﬁu?): —su’l q, (3.3.38)
mit ‘
sul = [ 8 ug 8ug SuLT) = [1,6] (3.3.39)
und mit den Suchvektoren der Tangentenrichtung
_ (3.3.40)
qt,I - qn,ll
_ (3.3.41)
Y = Yy
Damit wird der Beitrag eines Kontaktknotentripels zur virtuellen Arbeit (3.3.27)
s
T
I, =8u’ A, [— a0, ~4q,09,; | (3.3.42)

wobei beide Suchvektoren qp, qi entweder fiir Fall I oder fir Fall IT aus Abb. 3.3.3 zu
nehmen sind. Sie sind fiir ein Kontaktknotentripel vollstandig durch die Gln. (3.3.35),
(3.3.36) und (3.3.40), (3.3.41) definiert.

Geht man von (3.3.42) auf das globale Gleichungssystem mit den globalen Knotennummern

tber (siehe Kap. 3.1.4), mufl man globale Suchvektoren 'E]Jn, ,(\ﬁ der Liange [m'N, 1] verwen-
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den. Man erhlt sie sehr einfach durch Belassen der Werte aus dem lokalen Suchvektor an
den entsprechenden Positionen des globalen Suchvektors, die durch die globalen Knoten-
nummern definiert sind und Auffiillen des globalen Suchvektors mit Nullen.

Mit (3.3.26), (3.3.21) und (8.1.73) erhdlt man schlieflich das globale Gleichungssystem fir
die beiden kontaktierenden Kérper und die Kontaktoberflichenschicht

>
A, <_'(;‘n on,i - qt Ot,i ) } ' (3.3'43)

i

8, =0 = sul {Ku—f+2i

Fur beliebige uT muf} der Inhalt der geschweiften Klammer verschwinden, dann ist die
Néherungslésung u gefunden.

An dieser Stelle wird es notwendig, konstitutive Gleichungen fiir o,; 0y auszuwihlen, Fur
die Normalspannung wird (3.3.6) ausgewahlt und fiir die Tangentialspannung wird als
Verallgemeinerung von (3.3.12) und (3.3.15)

lo, | = —no,_; 0, <0 (3.3.44)
angesetzt, mit
p =0 furreibungsloses Gleiten (3.3.45)
B < u, fur Haften (3.3.46)
(3.3.47)

fur reibungsbehafleles Gleiten.

=
1

Ha

Auch die anderen konstitutiven Gleichungen (3.3.7) und (3.3.8) fiir die Kontaktschicht
lielen sich in (3.3.43) verwenden. Z.B. konnte man in (3.3.6) entweder

(8-1) (3.3.48)

C‘l = C2 a
oder

(3.3.49)

c, — ¢

a 1! n!
anstatt (3.3.7), (3.3.8) verwenden.Gl. (3.3.48) wird von Oden, Lin [47, S. 308] fiir den Kon-
takt zwischen einem Reifen und der Strafle bei Drehung des Reifens angewendet. In dem in
Kap. 4 beschriebenen Rechenprogramm fithrte diese Gleichung jedoch zu Nichtkonvergenz
der Newton-Raphson-Iteration. Eventuell wére eine Liniensuche (siehe Kap. 3.2) ein Aus-
weg. Allerdings 148t sich (3.3.48) in Verbindung mit Tab. 3.3.1 benutzen, um Zahlenwerte
fur ¢y abzuschéatzen. Verwendet man z.B. by = 2,0;¢co = 1017;a = 10-6 m, so ergibt sich

cy = 1011, Und fiir bg = 2,5; cg = 1016 folgt ¢y = 2,8-107.

Oden, Martins [34, S. 584] geben auch andere konstitutive Gleichungen fiir die Tangential-
spannung an; hier erscheint es jedoch sinnvoll zu sein, die einfache Beziehung (3.3.44) anzu-
wenden.

Vom mathematischen Standpunkt her gesehen, ist die Anwendung von Gl. (3.3.43) ein
Strafverfahren [30]. Die beiden kontaktierenden Kérper bilden ein Gleichgewichtssystem,
dem Nebenbedingungen durch die in Gl. (3.3.20) definierte virtuelle Arbeit der Kontakt-
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oberflachenschicht aufgezwungen werden. Die Nebenbedingungen kénnen entweder durch
ein Strafverfahren, oder durch zuséatzliche Unbekannte mittels Lagrangescher Multiplika-
toren eingebracht werden. Hier wurde der erste Weg gewahlt, wobei dem Strafverfahren
durch die konstitutiven Gleichungen der Kontaktschicht eine physikalische Bedeutung
gegeben wird. Die Schwierigkeit bei der Anwendung des Strafverfahrens besteht in der
Bestimmung der Parameter ¢1 und p aus Gl. (3.3.6) und (3.3.44). Im vorherigen Absatz
wurde versucht, zumindest eine Abschétzung vorzunehmen, Weitere Messungen fiir jeweils
interessierende Oberfldchenpaarungen sind notwendig. Solange diese nicht durchgefiihrt
sind, bleibt nur eine parametrische Untersuchung fiir verschiedene ¢ und p als Ausweg.
Bei zu kleinem ¢y ist die Durchdringung der kontaktierenden Kérper zu grof}, bei zu groflem
¢1 kommt man bei der Rechnung in Konvergenzschwierigkeiten, Solche numerischen Kon-
vergenzprobleme traten sowohl bei Strafverfahren, als auch bei Verfahren mit Lagrange-
schen Multiplikatoren auf[48]. Die Erfahrungen, die mit dem Rechenprogramm aus Kap. 4
dieser Arbeit gemacht wurden, deuten jedoch darauf hin, dafl Konvergenzprobleme erst
dann auftreten, wenn physikalisch unrealistisch hohe Werte fiir ¢; und p gew#hlt werden.

3.3.3 Lodsung der Festkorperkontaktaufgabe durch Newton-Raphson-Iteration

Die Ndherungslosung kann nur iterativ bestimmt werden, weil die Kontaktfldche stark
nichtlinear von der Anprefkraft abhangig ist. In dieser Arbeit wird die Losung durch
Lastinkrementierung und Newton-Raphson-Iteration erhalten (siehe Kap. 3.2).

Da fiir a < 0 wegen (3.3.5) kein Beitrag zur virtuellen Arbeit der Kontaktstellen geleistet
wird, kann der Kontaktalgorithmus fiir solche Fille tibersprungen werden. Wenn aber Kon-
taktin einem Lastinkrement auftritt, so wird die Anndherung sofort einen bestimmten
Betrag annehmen, der zunéchst iiberschiatzt ist und erst durch Newton-Raphson-Iteration
korrigiert wird. Mit (3.3.34), (3.3.29) und (3.2.3), bzw. (3.2.14) folgt

k1 _ 0T kil ~r[p Lk N (3.3.50)
a, :qnx++h:qn<x +s>+h:aA+qns,
bzw.
i+ 1 i ot/ T US| (3.3.51)
aA—aA+ q, s .

Im folgenden (siehe auch Kap. 3.2) soll vereinfachend sowohl fiir iaa, als auch fir apk
Jedesmal a, geschrieben werden und fiir sk, bzw. i+1s! jedesmal einfach s, also:

ay=a, +q s (3.3.52)
Firbeliebige Variationen 8uT folgt aus (3.3.43)
~N A
K (u,+5)(r,+ar)+Ks + T= 0 (3.3.53)
mit
A~ a o o
K=1, KiZEiIAi (Cl ?{n a, +ne, Xt‘d)l (3.3.54)
und
ot P ~
f = Zi fi: Zi [Ai <Cl ?]/n + ¢ q, > aA,u,i l (3.3.55)
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FaBt man zusammen wie in (3.2.2), (3.2.12)

r = Ku - f
v v 1%

so folgt fiir das Inkrement der Néaherungslésung

P4
r, + <K+K)s —(Af +Af/> = 0.
und man erhélt den verbesserten Lésungsvektor nach (3.2.3), bzw. (3.2.14). Das Residuum
fir den nachsten Iterationsschritt ergibt sich dann durch Ausfihrung der geschweiften

Klammer in (3.3.43).
~/

(3.3.56)

(3.3.57)

Leider ist die Matrix K nur fiir den Fall p = 0 symmetrisch. Man sieht dies, wenn man die
Multiplikationen der Suchvektoren, z.B. fiir Fall T aus Abb. 3.3.3 fiir die lokalen Suchvek-

toren ausfiihrt:

-(1-q)
0]

(1-q)2

-(1-q)

(1-q)2

q(1-q)

—
1 0]
0] 0]
(1-q) O
dn,l quiT=
0 6]
-q 0O
B @) 0
= [6,6] = [symm, ]
0] 0
1 0
o) )
qe,l qnT=
-1-¢9 O
0] 0
q 8
= [unsymm, ].
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3.4 Elastoplastisches Materialverhalten

3.4.1 Spannungs-Dehnungs-Beziehung

Viele Werkstoffe verhalten sich bei kleinen Dehnungen linear elastisch und damit ist das
Hookesche Gesetz in der Form (3.1.26) oder auch (3.1.27) giltig. Ab einer bestimmten Span-
nung, der Fliefigrenze o, treten Abweichungen vom linear elastischen Verhalten auf, die
bei verschiedenen Werkstoffen sehr verschieden aussehen kénnen [13, S. 134 ff.]. In bereits
idealisierter Form ist das Verhalten der beiden typischen Stahlgruppen fir den Fall eines
einachsigen Zugversuchs in Abb. 3.4.1 dargestellt. Ferritische Stdhle sind bis zur Flief}-
grenze elastisch und fliefen danach im wesentlichen ohne Zunahme der Last; austenitische
Stahle zeigen keine ausgeprigte FlieBgrenze (nicht in Abb. 3.4.1 dargestellt, siche Bohm
[49]), weswegen bei ihnen eine Proportionalitdtsgrenze kiinstlich definiert werden muf, z.B.
bei 0,2% Dehnung. Bei héheren Spannungen fliet der austenitische Stahl und zeigt eine
Erhéhung der Spannung mit der Zunahme der Dehnung. Man spricht von plastischer Ver-
festigung. Bei einer Entlastung reagieren beide Materialien im wesentlichen elastisch, so
dafl nach plastischer Verformung stets eine plastische Dehnung verbleibt. E7 ist die Stei-
gung der Spannungs-Dehnungs-Kurve im plastischen Bereich.

Der andere Werkstoff eines Brennstabs, der BrennstofT, ist ein keramisches Material (UOzg,
UO9/Pu0y), das bei niedrigen Temperaturen sehr sprode ist und bis zum Sprodbruch ein
rein elastisches Verhalten aufweist. Ab etwa 1200° C zeigt auch der Brennstoff ein Verhal-
ten wie ein austenitischer Stahl. Oberhalb etwa 1400° C ist der Brennstoff sehr plastisch
und flieBt schon bei niedrigen Spannungen [22, S. 336 ff.]. Auch fiir den Brennstoff ist also
ein Modell nach Abb. 3.4.1 bei niedrigen Temperaturen eine verniinftige Naherung, wenn
nur entsprechende temperaturabhingige Stoffdaten dem Rechenprogramm angeliefert
werden. Da jedoch im Inneren eines Brennstabs deutlich hohere Temperaturen als 1400° C
auftreten konnen - dies gilt insbesondere beim Reaktorstorfall - sind die Werte fir die Flief3-
grenze sehr klein und der Brennstoff verhalt sich vollkommen plastisch. Mit der Verschie-
bungsvariante der Finite-Elemente-Methode ist inkompressibles Material jedoch nicht zu
behandeln. Vielmehr muf zu einer gemischten Finite-Elemente-Methode, in der auch die
hydrostatischen Driicke als zusétzliche Unbekannte auftreten, ibergegangen werden [15,
21]. Dieser Schritt wird in dieser Arbeit nicht ausgefiihrt. Der Brennstoff muf} deshalb als
linear elastisches Material betrachtet werden.

Mit Hilfe der mathematischen Plastizitatstheorie [50] ist es fiir die Hulle moglich, eine
Finite-Elemente-Methode abzuleiten, die auch plastisches Flielen behandeln kann [21].
Hier wird der Algorithmus von Owen, Hinton, [51, Kap. 7] verwendet. Im Anhang A.2 wird
die Herleitung kurz skizziert [51, S. 227, 228]. Wegen einer detaillierten Beschreibung des
Algorithmus wird jedoch auf das Buch verwiesen. Die wesentlichsten Ingredienzien des
Algorithmus sind das FlieBkriterium, die Fliefiregel und das Verfestigungsgesetz.

38




3.4.2 Inkrementelles Prinzip der virtuellen Arbeit

Die aktuelle innere virtuelle Arbeit des Kérpers ergibt sich nach (3.1.6). Die Spannung 146t
sich aufteilen in die vorherige Spannung und ein Spannungsinkrement aus der Lastinkre-
mentierung (Gl. (3.2.22)), bzw. aus der Newton-Raphson-Iteration

0., = (0..) +do... (3.4.1)
i iy Ju ij
Das Prinzip der virtuellen Arbeit lautet elementweise (3.1.44, 3.1.50)
§I° = O :<ve>T [ (D‘l"’)T (0 +do>dv-fe_’<§;_’8; (3.4.2)
v v

Bildet man wie in Kap. 3.1 die globalen Gleichungen mit den Randbedingungen und
behandelt man wie in Kap. 3.2 das Gleichungssystem in der geschweiften Klammer mit

einer Newton-Raphson-Iteration, so ergibt sich

Ks+r — Af =0 (3.4.3)

Elastoplastisches Materialverhalten 143t sich mit Hilfe von Gl. (3.4.3) in einem
nichtlinearen Finite-Elemente Programm bertcksichtigen (s. Kap. 4 und [51]).

Qo
\le\“es\\g“/
e\ W\
st
UF ———————— e f_——
00.2% ideal-plastisch Ey= 0

0.2% d¢g, de €
Ee

Austenit: Uo'z%; ET>0
Ferrit: UF : ET=0

Abb.: 3.4.1: Idealisiertes Spannungs-Dehnungs Verhalten von Stahl
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4. FEin Rechenprogramm zur Kontaktmechanik

4.1 Rechenprogram KONTAKT

Das neu entwickelte Rechenprogramm KONTAKT basiert auf der in Kap. 3 beschriebenen
Finite-Elemente-Methode. Seine wesentlichen Eigenschaften werden stichpunktartig
aufgezahlt (NDF gibt die Zahl der unbekannten Feldgroflen pro Knoten an):

Generelle Eigenschaften:

- 2-dimensional

- Skalarfeldproblem (NDF = 1) oder

Ebener Dehnungs-, Spannungszustand in der Mechanik (NDF = 2) oder
Achsensymmetrisches mechanisches Problem (NDF = 2)
Kontaktlinienalgorithmus

Reibung zwischen Festkorpern

H

1

Materialeigenschaften:

- Elastisch

- Thermoelastisch

- Elasto-plastisch

- Thermoelasto-plastisch
Numerische Eigenschaften:

- Speicherung der Steifigkeitsmatrix in 1-dimensionalem Vektor
- Automatische Anderung der Kontur der Steifigkeitsmatrix bei Auftreten von Kontakt
- Newton-Raphson-Iteration zur Behandlung der nichtlinearen Effekte.

Die drei Hauptblocke im Ablauf des Rechenprogramms sind

- Preprozessor

- Prozessor

- Postprozessor.

Im Preprozessorschritt wird die Dateneingabe, sowie die halbautomatische Generierung des
Finite-Elemente Netzes und die vorlaufige Bestimmung der Kontur der Steifigkeitsmatrix
durchgefihrt. Vorher muf} die Problemgrifie abgeschitzt werden und die in einer PARA-
METER-Anweisung enthaltenen Konstanten dementsprechend eingestellt werden. Dies
erlaubt es, den Hauptspeicher des vorhandenen Computers optimal zu nutzen.

Sucht man die Spalten der Steifigkeitsmatrix von der obersten Zeile nach unten zur Haupt-
diagonalen hin ab, so wird ihre Kontur durch die ersten von Null verschiedenen Eintrige
Kjj gebildet.Den wesentlichen Beitrag am Speicherbedarf haben die drei Vektoren
AVECTR, CVECTR, AVKEEP, die jeweils den aktuellen oberen, den aktuellen unteren und
den elastischen oberen (= elastisch unteren) dreieckigen Anteil der Steifigkeitsmatrix nach
einer Konturmethode abspeichern [21, S, 655]. Die Abschatzung des Speicherplatzbedarfs
ist moglich, wenn man ungefahr die mittlere Halbbandbreite der Steifigkeitsmatrix des
Problems kennt, die mafigeblich durch die Knotennumerierung bestimmt wird. Die Lange
eines Vektors wird

NS = NNODE * NDF * NBNDMI ‘
mit der Anzahl der Knoten NNODE, und der mittleren Halbbandbreite NBNDMI. Da mit
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doppelter Genauigkeit gerechnet wird, ergibt sich als geschétzter Speicherbedarf fiir die

drei Vektoren:
§$=3. NS - 8 Byte.
Dem Benutzer der Rechenanlagen stehen im Kernforschungszentrum Karlsruhe maximal

7 MByte an der SIEMENS 7890 und 48 MByte an der SIEMENS VP50 zur Verfiigung.

Im Prozessorschritt wird das Gleichungssystem aufgestellt und gelést. Der Ablauf folgt im
wesentlichen der Abb. 3.2.1. Gesteuert wird dies in den Unterprogrammen PROC und
PROCPL. Der Kasten fiir die Bestimmung des Residuums r in Abb. 3.2.1 setzt sich aus
einem Anteil aus dem elasto-plastischen Materialverhalten und einem Anteil aus der Kon-

taktmechanik zusammen.

Im Programm KONTAKT wird fiir elastoplastisches Materialverhalten ein Anfangssteifig-
keitsverfahren verwendet. Die elastische Steifigkeitsmatrix wird benutzt, um die Inkre-
mente in den Verschiebungsvektoren zu erhalten. Dann erfolgt die Residuumsbestimmung,
wobei der Integralanteil in Gl. (3.4.2) elementweise im Unterprogramm RESIDU berechnet
wird. Dort geschieht dies mit Hilfe der Spannungen an den Gauf-Integrationspunkten [51,
S. 249 ff]. Eine genauere Aufschliisselung der Newton-Raphson-Iteration bei elastoplasti-
schem Materialverhalten wird in Abb. 4.1.1 gegeben. Die Spannungen und Dehnungen an
den Integrationspunkten im Element werden im COMMON-Block AMECHS abgespeichert
und stehen fiir den Postprozessor zur Verfigung.

Das Unterprogramm CONTAC, dessen Ablaufdiagramm in Abb. 4.1.2 dargestellt ist, fithrt
die Kontaktberechnungen durch. Zunichst werden aufgrund der aktuellen Geometrie zum
Jeweiligen Iterationsschritt passende Kontaktknotentripel gefunden und falls notwendig
wird die neue Kontur der Steifigkeitsmatrix bestimmt und die Umspeicherung durchge-
fihrt. Dann werden die Steifigkeitsmatrizen und Lastvektoren zu den Kontaktknoten-
tripeln gebildet, addiert und schlieBlich auf die elastische Steifigkeitsmatrix und den glo-
balen Lastvektor addiert. Die Grole KRESL = 1 steuert eine neue Losung des Gleichungs-

systems,

Im Postprozessorschritt wird schlieflich die Ergebnisausgabe in Form von Ausdruck und
Plots durchgefiihrt. Eine Berechnung der Spannungen ist méglich. Man kann sowohl ele-
mentweise die Spannungen berechnen, als auch eine Mittelung iiber die Elementgrenzen
ausfihren. Im ersten Fall kann man die Spannungsdiskontinuititen, die sich aus der An-
nahme (3.1.57) ergeben, abschitzen und dann anschlieBend bei ausreichend kleinen finiten
Elementen die Mittelung verwenden, um ein optisch verstandlicheres Gesamtbild zu er-
halten.

Das Programm KONTAKT enthilt eine Schnittstelle zu dem Programmsystem FEMVIEW
[52], das die grafische Darstellung der Rechenergebnisse ermoglicht.
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k=0 Unterprogramm
k = k+1
k"1:§=5'1(Af-ljv)
k>1:s=K" (-
PROCPL
gk = gk-1 + S
e =0
e = e + 1 ‘
T
fdog)* = C D ¢f (%)
FlieRaberflache (siche A.2) §
! (dgeLp)" RESIDU
(ge)k = (ool + (dof )
Q=+ [ D (09" dVlgg,
¥ |
PROCPL
fy =T
CONVER
(Ende_Lastschritt) PROCPL

Abb. 4.1.1: Newton-Raphson-Iteration bei elastoplastischem Materialverhalten
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(Anfang CONTAC)

PR 1
i
< IO

+ uk

1<t
x=
i

1<

passende
Knotentripel

neue Kontur

von K. K

ifalls notwendig

L ja
KRESL = 1

)= K + K
(Af_)c: AI_ + _f_

(RETURN)

Abb. 4.1.2: Berechnung der Kontaktsteifigkeitsmatrix und des Lastvektors im

Unterprogramm CONTAC
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4.2 Codevalidierung

Die Validierung eines Rechencodes ist ein integraler Bestandteil jeder sinnvollen Pro-
grammentwicklung. Insbesondere die Uberpriifung der Rechenergebnisse anhand von
bekannten analytischen Losungen fiir das gleiche Problem erméglicht iberhaupt erst das
Ubergehen zur Behandlung komplexerer Probleme, fiir die keine solchen analytischen
Loésungen mehr vorliegen, mit einem gewissen Vertrauen in die numerischen Ergebnisse.
Im folgenden werden solche Vergleiche zur Uberpriifung der Rechnung zum elastischen und
thermoelastischen Verhalten, zur Materialplastizitdt und zum Kontaktverhalten durch-
gefihrt.

4.2.1 Elastischer Hohlzylinder unter Druckbelastung oder mit Temperaturgradient

Ein Hohlzylinder mit einem Innenradius von 3,3 mm und einem Auflenradius von 3,8 mm

besitze folgende Materialeigenschaften:

N
E=1p5- 10“—2
m

o= 1,655- 107° L
K
v =0,32.

Das sind typische Zahlenwerte fiir ein Brennstabhiillrohr aus austenitischem Stahl bei
500 °C.Zunéchst wird ein elastischer Hohlzylinder unter 2 MPa Innen- und 0,2 MPa
Auflendruck betrachtet, der an den Enden in Lingsrichtung unverschieblich eingespannt
ist. Eine analytische Losung fir die Radialverschiebungen fiir einen solchen Fall findet sich
bei Szabo [16, S. 162 ff.]. Die numerische Losung wird mit zwei Acht-Knoten Elementen in
Radialrichtung und drei Elementen in Lingsrichtung mit einer Lingsausdehnung des
einzelnen Elements von 0,5 mm erzielt. Eine axiale Abhéngigkeit der Rechenergebnisse ist
nicht zu erkennen. In Abb. 4.2.1 ist die Radialverschiebung iiber dem Radius des Rohres
aufgetragen. Die Zahlenwerte fiir die Knoten stimmen mit der analytischen Losung

uberein.

Im folgenden wird ein elastischer Hohlzylinder unter der Wirkung eines Temperaturgra-
dienten aber ohne Innen-/Auflendruck analysiert. Fir die Wiarmespannungen bei einem
stationdren Warmestrom im Rohr gibt Szabo [16, S. 219 ff] eine Losung an. Die dort gege-
bene Temperaturverteilung wird in die Finite-Elemente Rechnung eingebracht. Es wird
wieder die Netzaufteilung aus dem vorherigen Absatz mit in Axialrichtung unverschieb-
lichen Rohrenden gewahlt. Die Innentemperaturerhshung betriagt 900 K, am Auflenrand
sind es 500 K. Abb. 4.2.2 zeigt analytische und Finite-Elemente Losung fiir die drei auftre-
tenden Spannungskomponenten iiber dem Radius aufgetragen. Fur Umfangs- und Axial-
spannungen ergeben sich zwischen FEM an den Gauss-Integrationspunkten und analy-
tischer Losung keine Abweichungen. Anders sieht das Bild bei den betragsmaBig geringen
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Abb.4.2.1: Radialverschiebung im Hohlzylinder mit Innen- und Aufendruck

Radialspannungen aus. Am besten wird das Ergebnis der analytischen Losung bei einer
Integration mit 2 x 2 Gauss-Punkten in der FEM getroffen. Deutliche Abweichungen liefert
die 3 x 3 Integration. Dieses Phianomen ist bekannt [21, S. 271], sollte aber wegen des
geringen Betrags der Radialspannungen nicht iberbewertet werden.

4.2.2 Teilweise plastischer Hohlzylinder unter Innendruck

Ein Hohlzylinder mit einem Innenradius von 10 ¢cm und einem Auflenradius von 20 cm hat

folgende Materialeigenschaften:

E=210GPa
v =20,3
0,=240MPa
E_ =0Pa

Der Innendruck wird stufenweise von 100 auf 200 MPa erhéht. Bei 104 MPa beginnt das
plastische Fliefen am Innenradius des Zylinders. Eine analytische Naherungslésung fir
inkompressibles Material ist bei Prager, Hodge [53, S. 97 - 109] angegeben. Es wird ange-
nommen, daf} die Rohrenden keine Bewegung in axialer Richtung durchfithren kénnen. Die
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Abb.4.2.2: Analytische und FEM Losung fiir die Spannungen in einem Hohlzylinder mit
Temperaturgradient bei elastischem Materialverhalten
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analytische Ndherungslosung fur inkompressibles Material stimmt mit der Losung fir
kompressibles Material beziiglich der Radial- und Umfangsspannungen fast tiberein. Die

Axialspannungen kénnen nach Prager, Hodge [53, S. 107] durch

Oz, komp. =2v 0z, inkomp.
angendhert werden, was in Abb. 4.2.3 durchgefihrt wird.

Eine Finite-Elemente Losung wird mit fiinf radial angeordneten Acht-Knoten Elementen
erhalten, die in Lingsrichtung an beiden Enden unverschieblich sind. Die Integration wird
mit 2 x 2 Gauss-Integrationspunkten pro Element durchgefiihrt. Die Ergebnisse der Span-
nungsauswertung an den Gauss Punkten sind in Abb. 4.2.3 durch dunkle Punkte markiert.
Abweichungen zwischen analytischer (durchgezogene Linien) und FEM-Lésung treten bei
180 MPa Innendruck fir die Axialspannung auf. Dies ist im wesentlichen auf den Nahe-
rungscharakter der verwendeten analytischen Losung (Inkompressibilitat) zurickzufih-

ren,

4.2.3 Kontakt zwischen Kugel und starrer Oberfliche
- Vergleich mit Hertzscher Theorie

Ein Signoriniproblem - der reibungsfreie Kontakt zwischen einer elastischen Kugel und
einem starren ebenen Festkorper (entspricht wegen der Symmetrie dem Kontakt zwischen
zwei gleichen Kugeln) - wird mit dem Kontaktalgorithmus aus Kap. 3.3 behandelt. Die
Kugel kann naherungsweise als Halbkugel betrachtet werden, auf die in der Mittelebene
ein Uber dem Radius konstanter Druck aufgebracht wird (Abb. 4.2.4).

Der Radius und die Materialeigenschaften der Kugel sind

R =8cm
v=20,3
E=20MPa.

Das Finite-Elemente Modell der Halbkugel besteht aus 68 Vier-Knoten Elementen, wah-
rend der starre Festkorper aus 9 Vier-Knoten Elementen mit einem Elastizitdtsmodul von
E = 10%° Pa gebildet wird. Die Parameter des Kontaktalgorithmus im Rechenprogramm

sind fiir diese Rechnung folgendermaflen eingestellt:

¢, = 1015 (siehe Gl. 3.3.6)

(siehe Gl. 3.3.44)

h,=h_=0,0 (siehe G1.3.3.1).

Weil das Rechenprogramm KONTAKT ein rein statisches Problem (keine Zeitabhangig-
keit) 16st, miissen beide Festkorper, d.h. Kugel und starre Oberfliche statisch bestimmt
gelagert werden. Die Elemente des Festkorpers werden als - aufler auf der Kontakt-
oberfliache - unverschieblich in Richtung der Oberflichennormale angesehen. Die Kugel

47



240.00

© 0.5 = P
— : Q.7 w P
%3 3 Q. u P
—_
x Q]
<
a3
~go
la—-
-
=
=)
=
=8
o &
7
—
==
—t
-3
=z
L S
(¥
=
oo
"—D
(=]
<
“d.1o d.12 d. iy d.1s d.1e a.20
RADIUS 7/ M
Q
Q
@
i

x10°%)
-40.00

-80.00

RADTALSPANNUNG /{PA
-120.00

~160.00

(=3
L=
a
(=]
r}’ T i T 1
0.10 0.12 g.1u 0.18 0.8 a.20
RRADIUS / M
f=1
Q
S
-

x10°%)
40.00

0.00 20.00

AXTIALSPANNUNG / (PA

-20.00

1

-40.00

d.10 g, 12 a. 14 a.18 a.18 d.20
RADIUS / M

Abb.4.2.3: Ergebnisse der analytischen Néaherungslosung (durchgezogene Linien) und
der FEM-Lésung an den Gauss-Integrationspunkten (dicke Punkte) fiir
einen Hohlzylinder unter Innendruck (P = 200 MPa) bei drei Laststufen

48




wird in der Mittelebene mit einem konstanten Druck beaufschlagt. Auf der Symmetrie-
achse verschwinden die Radialverschiebungen. Um ein statisch bestimmtes Problem zu
erhalten, muf} auBerdem der erste Berithrungsknoten der Kugel mit dem Zielkérper als
fest angesehen werden. Dies induziert leider einige Storungen, die den Vergleich mit der

Hertzschen Theorie des Kontaktes etwas erschweren.

Hertz stellte eine Theorie des Kontaktes zwischen elastischen Rotationskérpern auf {54, 55,
56]. Sie geht davon aus, daB der Radius der hier kreisformigen Kontaktoberfliache sehr klein
gegeniiber dem Radius der Kugel ist. Aus der Theorie erhalt man Aussagen tber die Gréfle
der Kontaktflache in Abhéngigkeit von der Aufdruckkraft, sowie iiber die auftretenden

Spannungen in und unter der Kontaktoberflache.

Der hiochste aufgebrachte Druck in der Mittelebene der Kugel ist P = 0,4 MPa. Der Druck
wird in Lastinkrementen aufgebracht. Der erste Lastfaktor ist 0,001; danach werden nach-
einander zwanzig weitere Lastinkremente gerechnet bis der Lastfaktor 1,000 erreicht ist.
Im folgenden werden Rechenergebnisse diskutiert fir drei Lastfaktoren,

t, = 0,25075, Rechenfalll
t,; = 0,50050, Rechenfall 11

by = 1,00000, Rechenfall 111

die jeweils mit dem Druck P multipliziert, die im betreffenden Lastinkrement aufgebrachte
Drucklast ergeben. Abb, 4.2.4 stellt die Verformungen der Halbkugel fiir Rechenfall T und
IT dar. Die unverformte Halbkugel ist durch gestrichtelte Linien zusatzlich eingezeichnet.
Im Rechenfall 1 ist die Mittelebene der Kugel um fast 1 ci nach oben gedriickt, wihrend
gleichzeitig eine erhebliche Abplattung im Kontaktbereich erfolgt.

Die Entwicklung des Radius a der Kontaktfldche in Abhéngigkeit von der Last zeigt Abb.
4.2.5. Die Rechenergebnisse sind durch Balken gekennzeichnet, die angeben, zwischen wel-
chen beiden Lastinkrementen ein Kontaktkorperknoten den Zielkérper zum erstenmal
durchdringt. Bei groBeren Lasten zeigen sich Abweichungen von der Hertzschen Theorie,
die bei der Betrachtung der Kontaktdriicke an der Kontaktfliache deutlicher werden (Abb.
4.2.6). Die Kontaktdriicke des Rechenprogramms werden nicht unmittelbar an den Ober-
flachenknoten ausgewertet, weil dort die Element-Innenreaktionsflufvektoren (Gl. (3.1.49),
(3.1.57)) das Bild erheblich verdndern, sondern es werden die aus den angrenzenden Ele-
menten gemittelten Zahlenwerte der Knoten der nichsten Schicht unterhalb der Kontakt-
oberfliche verwendet. Dabei wird weiterhin angenommen, daf die Axialspannung dem ne-
gativen Kontaktdruck entspricht. Fiir die Rechenfille II, III sind die Abweichungen zwi-
schen Theorie und Rechnung deutlich, wahrend im Rechenfall I die Rechnung der Hertz-

schen Theorie niaher ist.
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Rechenfall I

——- lcm

Abb.4.2.4: Verformung einer Kugel bei zwei Laststufen (I, TIT)

(gestrichelt: unverformte Geometrie; Verschiebungen maBstéiblich)
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Abb. 4.2.5: Entwicklung des Radius a der Kontaktflache mit Zunahme der Last
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Abb. 4.2.6: Kontaktdruck iber dem Radius der Kontaktflache fir drei
Laststufen (Herztsche Theorie = dicke Linien)

Fir den Rechenfall I wird in Abb. 4.2.7 der Verlauf der vier Spannungskomponenten

Or, O¢, Oy, Try, direkt unterhalb der Kontaktstelle in Abhédngigkeit von der Tiefe entlang der
Symmetrieebene dargestellt. Radial- und Umfangsspannung haben hier sowohl in der
Rechnung, als auch gemif der Theorie den gleichen Zahlenwert. Rechnung und Hertzsche
Theorie zeigen tendenziell gleiches Verhalten und fiir zunehmende Tiefe auch Annidherung
der Zahlenwerte.

Fir die oben genannten Abweichungen zwischen Hertzscher Theorie und dem Rechen-
programm KONTAKT lassen sich folgende Zusammenhénge auffihren:

- Abweichungen von der grundlegenden Annahme der Hertzschen Theorie: Bereits im
Rechenfall I ist der Kontaktradius von 1,5 cm nicht mehr als sehr klein gegen den Kugel-
radius anzusehen.

- Stoérung der Kontaktberechnung im Rechenprogramm durch die axiale Unverschieb-
lichkeit der Kugel am ersten Berithrungspunkt.
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spannung SIGMARY unterhalb der Kontaktstelle entlang der
Kugelsymmetrieachse
(Hertzsche Theorie = dicke Linien)

- Das Finite-Elemente Netz ist noch zu grobmaschig. Dies demonstriert Abb. 4.2.8, in
der die ungemittelten axialen Reaktionsspannungen in den Elementen in Grauténen
angegeben sind. Man sieht Spannungsspriinge iiber die Elementgrenzen, sowie einen
sFlickenteppich” direkt unterhalb der Kontaktstelle.
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- Die grofite auftretende Dehnung im Rechenfall ITI betragte =1 cm/8 cm = 12,5 %> >4%.
Der Gultigkeitsbereich der Theorie kleiner Verformungen ist sowohl fiir die Finite-Ele-
mente Rechnung, wie auch fiir die Hertzsche Theorie tiberschritten,

Die Abbn. 4.2.9 bis 4.2.13 zeigen die vier Spannungskomponenten sowie die Vergleichs-
spannung nach von Mises (Gl. (A.2.16)) als Linien gleicher Spannung aufgetragen tiber der
unverformt gezeichneten Kugel fiir den Rechenfall I. Die Inkremente zwischen den Span-
nungslinien sind innerhalb einer Zeichnung gleich. Folgende qualitative Aussagen [56, S.
94 ff. ] bestétigt die Rechnung:

- Die grofiten auftretenden Zugspannungen werden von der Radialspannung am duflersten
Rand der Kontaktoberfldche verursacht. Sprode Materialien (z.B. Glas) zeigen oft in
diesem Bereich ringférmige Risse.

- Die grofite auftretende Schubspannung, sowie Vergleichsspannung nach von Mises
zeigen sich innerhalb der Kugel unter der Kontaktoberfldche. Elastoplastische
Materialien beginnen in diesem Bereich zu flieflen.

Zusammenfassend kann man sagen, dafl Abweichungen aus den oben genannten Griinden
zwischen Hertzscher Theorie und der Finite-Elemente Rechnung mit dem Programm
KONTAKT auftreten. In wesentlichen Punkten stimmen Rechnung und Hertzsche Theorie
qualitativ, teilweise aber auch quantitativ gut tberein, Die Validierung des Kontakt-
algorithmus kann fiir reibungsfreien Kontakt als befriedigend angesehen werden.
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5. Anwendung der Kontaktmechanik auf einen Reaktorbrennstab

Das im letzten Kapitel erlduterte Rechenprogramm KONTAKT wird im folgenden einge-
setzt, um Berechnungen eines Reaktorbrennstabs durchzufiihren. Zunichst werden Geome-
trie- und Diskretisierungsuntersuchungen an einer Brennstofftablette vorgenommen. Im
nichsten Abschnitt wird der Festkérperkontakt zwischen Brennstofftablette und Hillrohr
berechnet. Der letzte Abschnitt stellt das neue Rechenprogramm METHOD2D vor, das in
der Lage ist, Experimente an ganzen Reaktorbrennstiben unter instationiren Bedingun-
gen zu behandeln.

5.1 Untersuchungen zum Geometrieeinfluff und zur Diskretisierung einer
Brennstofftablette

Fir Berechnungen eines ganzen Brennstabs wird es nétig, die Knotenzahl pro Brennstoff-
tablette klein zu halten, um viele Tabletten erfassen zu konnen. Aus diesem Grund werden
im folgenden Abschnitt unterschiedliche Elementdiskretisierungen fiir eine Tablette disku-
tiert. Vorab wird an einem Beispiel der Einflul der Tablettengeometrie auf die Tabletten-
verformung anhand einer sehr feinen Diskretisierung dargestellt.

Eine Brennstofftablette habe einen AuBenradius Ry = 3,2 mm. Das parabolische Tempera-
turprofil mit einer Innentemperatur T; = 2738 K und einer AuBentemperatur T, = 1307 K
sei durch folgende Beziehung gegeben

L 9738 1+ 784375 - (—r-> _1,642578125 - 108 - <i>2. (5.1.1)

K m m
Dies entspricht etwa den Temperaturen, die sich wihrend des CABRI-B1 Versuchs [72, 57]
an der axialen Stelle maximaler Stableistung einstellten. Die verwendeten Stoffdaten-
funktionen sind im Anhang A.5 beschrieben.

Im CABRI-Programm zur Untersuchung des Brennstabverhaltens bei steilen Leistungs-
exkursionen werden Brennstofftabletten mit einem Langen-zu Durchmesserverhéltnis L/D
= 1,56 (R4 = 3,2 mm) eingesetzt. Dies entspricht etwa Tabletten, die im franzosischen
Briiterprogramm tiblich sind, wihrend im deutschen Programm aus fertigungstechnischen
Grinden Tabletten mit L/D = 1,1 bis 1,2 verwendet werden [58]. Abb. 5.1.1 zeigt einen Ver-
gleich der Verformung von Brennstofftabletten mit einem L/D = 1,56, bzw. L/D = 1,22, Die
mittleren Axialdehnungen bei thermoelastischer Rechnung betragen:

L/D =1,56: e, = 3,00%

LID =122: ¢ = 3,26 %.
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Abb. 5.1.1.: Verformung einer halben Brennstofftablette bei unter-
schiedlichem L/D (unverformte Struktur : gestrichelt;
Verschiebungen 10fach iiberhoht)

Abb. 5.1.2 zeigt Isodynendarstellungen der vier Spannungskomponenten fiir die Brennstoff-
tablette mit einem L/D = 1,56. Da Urandioxid oder Uran-, Plutoniummischoxid ein Kera-
mikmaterial ist, kénnen Zugspannungen kaum ertragen werden und fiihren zu Rissen. Eine
Skizze der méglichen RiBformen gibt Abb. 5.1.3. Die Radialspannung ist in der obersten
Ebene der Tablette im Zugbereich. Es werden kreisformige und evtl. ein zentraler Rif} indu-
ziert. In der Mittelebene fithren die Axialspannungen zu Umfangsrissen. Die Umfangsspan-
nungen sind am gesamten dufleren Rand im Zugbereich und fiihren zu radial von der Tab-
lettenmitte ausgehenden Rissen. Im zentralen Bereich dagegen sind die drei Spannungs-
komponenten im Druckbereich und hier sind zunéchst keine Risse vorhanden. Erst bei
einer Abkiihlung der Tablette durch Abfahren des Reaktors kénnen sich auch hier Risse
ausbilden. Die in dieser Arbeit beschriebenen Rechenprogramme kénnen Reiflen von Mate-
rialien nicht behandeln.

Die eben aufgefithrten Berechnungen wurden mit 6 achsensymmetrischen Acht-Knoten
Elementen fiir eine Brennstofftablette durchgefiithrt. Im folgenden wird der Einflufl der
Diskretisierung auf die numerischen Ergebnisse untersucht. Hier sind die Zahlenwerte fiir
die Verschiebungen und fiir die Spannungskomponenten zu betrachten. Da die Verschie-
bungsvariante der Finite-Elemente-Methode zunéichst nur Verschiebungen liefert und die
Spannungen mit Hilfe der Ableitungen der Verschiebungen im Postprozessorschritt
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Abb.5.1.3: RifBformen und ungerissener Bereich
einer Brennstofftablette bei Anfahren
des Reaktors

NP

T

\

berechnet werden, zeigen die Ergebnisse fir die Spannungen den Diskretisierungseinfluf}
besonders deutlich. Tab. 5.1 faBt die gewonnenen Ergebnisse bei unterschiedlicher Ele-
mentzahl fiir eine Tablette mit L/D = 1,22, sowie die vorhin gewéihlte Diskretisierung fir
die Tablette mit L/D = 1,56, zusammen. Es werden nur die Maximal- und Minimalwerte
der elementweise gewonnenen Spannungen und die gréfte Axialverschiebung angegeben.

Zahl der
achsensymm. L/D Al Or Oz 9¢ trz
Elemente - mm MPa MPa MPa MPa
96 1,56 0,150 2220 2930 3000 22
(2x21Int.) -1800 -2770 -1810 -760
96 1,22 0,127 2050 2750 2840 20
(2 x 2 Int.) -1890 - 2390 -1900 -705
48 1,22 0,126 2320 2730 2820 52
(2 x 21Int.) - 2000 - 2490 -1990 -709
12 1,22 0,126 3470 2760 3470 52
(2 x 21Int.) - 2400 - 2800 -2230 -1080
6 1,22 0,125 4450 3100 4450 -
(2 x 2 Int.) - 2370 - 2730 -2230 -728
4 1,22 0,127 6170 5230 6170 56
(2 x 2 1Int.) - 2270 - 2240 -2270 -851
6 1,22 0,123 3820 2710 3820 -
(3 x 3 1Int.) - 2420 - 2660 -2220 -796

Tab. 5.1: EinfluB der Geometrie der Brennstofftablette und ihrer Diskretisierung in
finite Elemente (Acht Knoten pro Element) sowie der Integrationsordnung
aufrechnerisch ermittelte grofite Axialverschiebung und Maxima, bzw.
Minima der Spannungskomponenten
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Bei einem Vergleich der beiden feinsten Diskretisierungen fir die unterschiedlichen Tab-
lettengeometrien zeigt sich, dal in der Tablette mit L/D = 1,56 hohere Zugspannungen fir
den thermoelastischen Fall auftreten. Der Einflufl der Elementanzahl ist in den dann fol-
genden funf Zeilen dokumentiert. Wahrend das Ergebnis fiir die grofite Axialausdehnung
sich bei Abnahme der Elementzahl kaum 4ndert, werden die Spannungen immer schlechter
wiedergegeben. Die Diskretisierung mit sechs achsensymmetrischen Acht-Knoten Elemen-
ten fiir eine Brennstofftablette erscheint als ein giinstiger Kompromif zwischen Genauig-
keitsanforderung an die Spannungsberechnung und der Forderung nach Minimierung der
Knotenzahl pro Brennstofftablette fiir Gesamtbrennstabberechnungen. Eine Erhohung der
Integrationsordnung kann die Unterschiede in den Maxima und Minima der Spannungen
bei geringer Elementzahl noch etwas abmildern, wie die letzte Zeile in Tab. 5.1 zeigt, deren
Ergebnisse mit Hilfe von numerischer Integration auf 3 x 3 Gauss-Punkten pro Element

gewonnen wurden.

5.2 Untersuchungen zum Festkorperkontakt zwischen Brennstofftablette und
Hulirohr

In diesem Abschnitt werden Untersuchungen zum Festkorperkontakt zwischen Brennstoff
und Hiille an einem Ausschnitt eines Brennstabs durchgefiihrt. Zunéichst wird eine Berech-
nung ohne Reibung der Kontaktpartner vorgenommen. In einer anschliefenden Rechnung
wird die Reibung zwischen Brennstoff und Hiillrohr beriicksichtigt. Plastische Verformung

der Hulle wird zugelassen.

Zwei Brennstofftabletten und ein Stick Hillrohr, das etwas iiber die Tabletten hinausragt,
werden betrachtet. Die unterste Tablette wird halb angenommen und ist in ihrer Mitte
axial unverschiebbar (entspricht einer Symmetrie beziiglich ihrer Mittelebene). Die Ab-
messungen einer ganzen Tablette und des Hiillrohrstickes sind:

Brennstofftablette:

Auflenradius Ry = 3,27 mm

Liange L =10mm,
Hullrohrausschnitt:
Innenradius Ri Hr = 3,3mm

AuBenradius Ra, HR= 3,8mm
Lange Lur = 16,67 mm.

Eine Volltablette wird fir die Finite-Elemente Berechnung in 48 achsensymmetrische
Acht-Knoten Elemente aufgeteilt. Die beiden Brennstofftabletten haben einen gemein-
samen Knoten in der Symmetrieachse. Damit wird es moglich, in die obere Tablette die
Axialverschiebung der unteren Tablette zu iibertragen. Dies ist notwendig, weil z. Zt. keine
Kontaktberechnung zwischen den Brennstofftabletten erfolgt. Das Hillrohr wird in Radial-
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richtung in zwei Acht-Knoten Elemente diskretisiert, die in Axialrichtung im kalten Zu-
stand die gleiche Héhe haben wie die Elemente im Brennstoff.

Fir den Brennstoff wird das Temperaturprofil aus Gl. (5.1.1) angenommen. Fiir das !
Hillrohr wird T folgendermaBen bestimmt;:

T ; R ur T l <Ri,HR
HR, i "\ ", )7 "HR "M\ T,
i, HR

mit der Innentemperatur Tyg ;=833 K und der Aulentemperatur THR,a=789 K des
Hullrohrs.

R

a, HR

-1 (5.2.1)

3

T = In

Zuerst wird eine thermoelastische Kontrollrechnung vorgenommen, die im folgenden
Rechenfall I genannt wird. Die errechneten Spannungsmaxima- und minima im Brenn-
stoff sind 4hnlich denen der obersten Zeile in Tab. 5.1, wobei die Zahlenwerte wegen der
48-Element Diskretisierung etwas vergrofert sind.

Die néachsten beiden Rechnungen werden unter Anwendung des Kontaktalgorithmus
durchgefiihrt. Die Parameter des Kontaktalgorithmus (Gln. (3.3.1), (3.3.6), (3.3.44)) sind,
wie in Tab. 5.2 angegeben, eingestellt.

Parameter Rechenfall I Rechenfall ITT
ha = hp 5,0-10°6 5,0 -106
c1 0,8 -10'2 0,8 -10!2
RG 0,0 0,1

Tab.5.2: Parameter des Kontaktalgorithmus fur die
Berechnung des Brennstoff-Hiille Kontakts

Abb. 5.2.1 stellt die Verformungen von Brennstoff und Hiille fiir Rechenfall IT dar; die
unverformte kalte Anordnung ist gestrichelt eingezeichnet. Man erkennt die Aufwolbung
der Brennstofftabletten, ihre Verschiebung in Axialrichtung und den Kontakt zwischen
Brennstoff und Hiillrohr an der Brennstofftablettenkante. Die durch den Temperatur-
gradienten in der Brennstofftablette aufgebrachten Thermospannungen werden durch den
reibungsfreien Kontakt mit dem Hiillrohr fast nicht verandert. In anderen Worten: das
Hillrohr ist weitaus nachgiebiger als der Brennstoff, Die zusitzlich eingefihrte Gleit-
reibung fithrt im Rechenfall IT dazu, daB der Brennstoff sich nicht so weit in Axialrichtung
verschieben kann, Die Brennstofftabletten gehen, aufler am gemeinsamen Knoten auf der
Symmetrieachse, ineinander tiber, weil zwischen ihnen keine Kontaktrechnung durch-
gefihrt wird (Abb. 5.2.2). Naturgemaf3 werden jetzt Spannungen im Brennstoff durch den
gemeinsamen Knoten und die Reibung der Tabletten an der Hiille induziert. Dies gilt
insbesondere in der Nihe des simulierten Beriihrungsknotens.

63



Abb. 5.2.1: Verformung von zwei Brennstofftabletten
Y (untere Tablette ist halbiert) bei Kontakt
iy mit dem Hiillrohr (Rechenfall IT)
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Abb. 5.2.2: Kontakt zwischen zwei Brennstofftabletten und dem Hiillrohr bei
Annahme von Gleitreibung (Rechenfall IIT)
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Abb.5.2.3: Verformung der Brennstofftabletten fiir drei Rechenfalle (Tab. 5.2),
5fache Uberhohung der Verschiebungen

In Abb. 5.2.3 sind die Verschiebungen der Brennstofftabletten fiir die drei Rechenfille 5fach
tiberhoéht, in Abb. 5.2.4 die Verschiebungen des Hillrohrs 30fach tiberh6ht nebeneinander
dargestellt. :

Man erkennt deutlich den Wulst der bambusartigen Hiillrohrverformung bei den Kontakt-
rechenféllen I und I, Die Reibung induziert im Hiillrohr einen axialen Zug und daher ist
der Wulst im Fall IIT etwas kleiner. Tab. 5.3 fait die Zahlenwerte einiger maximaler und
minimaler Verschiebungen in Axial- oder Radialrichtung zusammen.
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Abb.5.2.4: Radialverschiebung des Hiillrohres (30fach tiberhsht) fiir drei
Rechenfille (Tab. 5.2)

k-
{

E-
k-

Rechenfall Brennstoff Hillrohr
maximal maximal maximal minimal
axial axial radial radial
4,50:10-2 1,60-10-2 3,76-10-3 3,13:10-3
I 4,53:10-2 1,46-10-2 5,60:10-3 3,03:10-3
I 4,12:10-2 1,56-10-2 5,44-10-3 3,02:10-3

Tab. 5.3: Maximale axiale Verschiebungen fiir Brennstoff und Hullrohr;

maximale und minimale radiale Verschiebungen fiir das Hillrohr

(Verschiebungen in m)
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Die aus den Verschiebungen ermittelten maximalen und minimalen Zahlenwerte fiir die
Normalspannungskomponenten im Hiillrohr sind in Tab. 5.4 aufgelistet. Der Kontakt an
den Brennstofftablettenkanten hat fiir die Hiillrohrspannungen einen grofien Einfluf}, wie
man beim Vergleich des kontaktlosen rein thermoelastischen Falls I mit den Rechenféllen
IT und OI mit Hillrohrkontakt sieht. Spannungsmaxima und -minima treten in den

Kontaktféllen in den Aufwulstungen des Hiillrohrs auf.

Die Vergleichsspannungen nach von Mises (Anhang A.2) an den GauB3-Integrationspunkten
haben im gesamten Hiillrohr (Ausnahme: die obersten beiden Elemente) die Streckgrenze
(siehe Anhang A .5) iiberschritten - der Stahl verformt sich plastisch. Dies erklirt das gute
Anliegen des Hillrohrs am Brennstoff.

Rechenfall Or Oz 9%
MPa MPa MPa

I - 0,7 85,1 97,1

- 3’85 - 92,4 - 96,2

I 168 226 507

-219 -224 -204

I 194 269 546

- 227 -210 -106

Tab. 5.4: Maxima und Minima der an den Gauf}-Integrations-
punkten ermittelten Spannungskomponenten im
Hiillrohr

5.3 Rechenprogramm METHOD2D

Das Rechenprogramm KONTAKT, das in Kap. 4 vorgestellt wurde und in den ersten beiden
Abschnitten dieses Kapitels angewendet wurde, ist ein Programm zur Behandlung der Me-
chanik achsensymmetrischer Festkorper. Um ein Brennstabrechenprogramm zu erhalten,
sind noch einige Erweiterungen notwendig:

- Berechnung der Leistungsverteilung

- Temperaturberechnung

- Bestimmung und Konvergenzprifung der Warmedurchgangszahl des Spalts zwischen
Brennstoff und Hiillrohr

- Einteilung des Brennstabs in finite Elemente.

Das Rechenprogramm METHOD2D beinhaltet derartige Ergdnzungen, die in diesem Ab-
schnitt erlautert werden. Der Gang der Rechnung ist in Abb. 2.1 dargestellt. Die d4uflere
Schleife steuert die Zeitinkrementierung und lduft vom Beginn bis Ende der Problemzeit.
Die innere Schleife fihrt die Temperatur- und Mechanikrechnung in einer Direktiteration
solange aus, bis Konvergenz fiir die Warmedurchgangszahl zwischen Brennstoff und Hiill-

rohr erreicht ist.

In METHOD2D werden bestrahlungsbedingte Verdnderungen in Brennstoff und Hillrohr
bisher nicht bertcksichtigt.
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5.3.1 Temperaturberechnung

Die wesentlichste Erweiterung gegenitiber dem Programm KONTAKT ist das Modell zur
Berechnung der volumetrischen Stableistung und der Temperaturen in Brennstoff, Hull-
rohr, Kihlmittel und evtl. vorhandenem #ufleren umgebenden Strukturmaterial (Abb.
A.1.1). Es basiert auf der eindimensionalen Wiarmeleitungsgleichung, die in radialer Rich-
tung durch ein Finite-Differenzen Verfahren gelost wird. Die Warmeleitung in axialer
Richtung kann wegen der geringen Querschnitte und der relativ geringen Temperatur-
differenzen (verglichen mit der Radialrichtung) vernachlassigt werden. Im Kihlmittel wird
jedoch Warme durch Zwangskonvektion in axialer Richtung transportiert. Aus diesem
Grunde wird eine eindimensionale Gleichung fiir den axialen Energietransport im Kiihl-
mittel gelost.Abb. 5.3.1 zeigt das Vorgehen bei der Temperaturberechnung. Eine Schleife
mit dem Laufindex LZ fiihrt tiber alle Axialmaschen LAXI. Sie beginnt am Kuhlmittel-
eintritt (meist unten). Die Kiihlmitteleintrittstemperatur der Axialmasche ist die Aus-
trittstemperatur der vorherigen Axialmasche, bzw. fiir die erste Axialmasche die Tem-
peratur des ,kalten” Kiithlmittels vor Eintritt in den Kiihlkanal.

Die radiale Warmeleitungsgleichung wird jeweils fir eine Axialmasche in einem Schritt
mit einem impliziten Differenzenverfahren gelost. Deshalb bestehen fir diese Berechnung
keine theoretischen Anforderungen fiir einen maximal zuldssigen Zeitschritt. Bei typischen"
Brennstabanwendungen kénnen Zeitschritte von mehr als 5 ms bei einer zeitabhdngigen
Rechnung jedoch zu Ungenauigkeiten fiithren (Anhang A.1.9). Die Ermittlung der volu-
metrischen Leistung und die Temperaturberechnung in Radialrichtung, die in den Unter-
programmen RANETZ und TEMPER ausgefiihrt wird, sind ausfihrlich im Anhang A.1
beschrieben.

Die Gleichung fiir den axialen Energietransport im Kihlmittel wird durch ein explizites
Differenzenverfahren in einer Axialmasche beschrieben. Pro Axialmasche werden drei
Temperaturen verwendet: Kiithlmitteleintritts-, Kithlmittelaustritts- und mittlere Kihl-
mitteltempergtur der Axialmasche. Unter Verwendung von GI. (A.1.37) kann jetzt die
radiale Warmeleitungsgleichung gelost werden. Die Kithlmittelaustrittstemperatur der
Axialmasche wird linear extrapoliert (Abb. 5.3.1).

68




(Beginn Temp.-Rechnung)

L/ =0
y
TNK. aus (O) = T0

1
=Ll =L + ]
1

TNK. ein“—z) = TNK. aus “_Z-'” .

aktuelle Radialmaschen
akfuelle Leistung
RANET/

aktuelle Temperaturen

TEMPER (Abb. A.1.3)

1
TNK. aus”—Z) =

Twe enlLZ) + 172 [Ty ILL) = Ty ein (LZ)]
E

LZ = LAX]

nein

| ]
(Ende Temp.-Rechnung)

Abb. 5.3.1: Vorgehen bei der Temperaturberechnung in Brennstoff, Hille, Kiihlmittel
und Struktur mit Schleife iber alle axialen Maschen

Wegen des expliziten Losungsverfahrens fiir den axialen Energietransport muf die
Courant-Friedrichs-Lewy Bedingung fiir den Zeitschritt erfiillt werden [61]. Sie lautet:

Al 3.1
bk 3, < COURZU (5.3.1
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mit der Konvektionsgeschwindigkeit des Kiihlmittels vk, dem Zeitschritt der Tempe-
raturberechnung At, der axialen Maschenweite Az sowie der zuldssigen Courantzahl
COURZU. COURZU muB kleiner eins sein, in der Praxis haben sich Zahlenwerte von 0,1
bis 0,2 bewahrt.

5.3.2 Mechanikberechnung

METHOD2D verwendet das Programm KONTAKT zur Berechnung der Verschiebungen in
Brennstoff und Hiille. Lediglich der Preprozessorschritt mufl verandert werden, um eine
automatische Netzgenerierung fiir einen Brennstab durchzufiilhren. Unter Anwendung des
Ergebnisses aus Kap. 5.1 werden flir eine Brennstofftablette sechs achsensymmetrische
Acht-Knoten Elemente als gerade noch ausreichend angenommen, um Verschiebungen und
Spannungen sinnvoll berechnen zu kénnen.

Die Kontaktberechnung wird vorldufig nur zwischen Brennstoff und Hiille vorgesehen. Der
Kontakt zwischen den Brennstofftabletten, der zu Verschiebungen in Axialrichtung fihit,
wird durch die Annahme eines gemeinsamen Knotens zweier Tabletten in der Symmetrie-
achse simuliert, wie dies bereits im vorherigen Abschnitt angewendet wurde.

Das Hillrohr wird in Axialrichtung ebenso wie der Brennstoff diskretisiert. In radialer
Richtung kénnen ein oder zwei Acht-Knoten Elemente gewihlt werden.

Endkappe

27 | 28 129, 30

25| 26
bl 21) 24 Abb.5.3.2: Elementaufteilung von Brennstoff,
Brennstoff-: Hillrohr und Endkappe bei zwel
| 17 20| 23 Brennstofftabletten unter Verwen-

tablette 2

dung von Acht-Knoten Elementen
1316 19 | 22

316 9 |12

Brennstoff-| 2 | ¢ 8 | 1
tablette 1

1] & 7110

I

P77

Spalt  Hullrohr

Um die Axialspannung im Hillrohr, die aus dem Gasdruck im Spalt zwischen Hillrohr und
Brennstoff herriihrt, zu berechnen, wird aulerdem eine Endkappe am Ende des Brennstabs
modelliert. Sie muf} im kalten Zustand in Axialrichtung weit genug vom Brennstoff
entfernt sein, um die unterschiedliche Axialdehnung von Brennstoff und Hiille aufnehmen
zu koénnen,
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Abb. 5.3.2 zeigt ein Beispiel fiir die automatische Elementaufteilung von zwei Brennstoff-
tabletten, dem Hiillrohr, dasin der Abbildung in radialer Richtung in zwei Elemente dis-

kretisiert wird und der Endkappe des Brennstabs.

5.3.3 Konvergenzpriifung fiir die Wirmedurchgangszahl zwischen Brennstoff und
Hiillrohr

Die GroBen, die sich in einer Folge von Temperatur- und Mechanikrechnungen zwischen
zwei Iterationsschritten am meisten dndern, sind die Spaltweite und die Warmedurch-
gangszahl zwischen Brennstoff und Hiillrohr. Die Priifung auf Konvergenz der Iteration zu
einem Zeitpunkt beschrankt sich in METHOD2D auf die Warmedurchgangszahl
Brennstoff-Hiillrohr, wobei die Euklidische Norm Gl. (3.2.19) angewendet wird:

laag,, |
BH D _ (5.3.2)
lag,|

mit € als Konvergenzschranke der Iteration und der Differenz der Warmedurchgangszahlen

zwischen zwei Iterationen
(56.3.3)

Aoy =gy =gy orher

Da fiir die Berechnung des Temperaturfeldes einer Brennstofftablette nur eine eindimen-
sionale radiale Diskretisierung verwendet wird, muB} ein Wert fiir die Spaltweite aus der
zweidimensionalen Mechanikrechnung gemittelt werden. Im Rechenprogramm wird im
Augenblick der Mittelwert zwischen Spaltweite an der Brennstofftablettenkante und der
Spaltweite an der Brennstofftablettenmitte (s. Abb. 2.2) gebildet. Mit dieser GrofRe wird
dann die Warmedurchgangszahl zwischen Brennstoff und Hiille bestimmt (s. Anhang
A1.71).
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6. Nachrechnung eines Experiments zum Brennstabverhalten
unter instationdren Leistungsbedingungen

Im CABRI-Reaktor in Studfrankreich werden Experimente an Brennstidben durchgefiihrt,
bei denen sowohl die Leistungsbedingungen, wie auch die Kihlungsbedingungen insta-
tionar sein kénnen [72, 57]. Gemessen werden u.a. die Temperaturen, die sich im Kihlkanal
einstellen, sowie die axiale Brennstoffverteilung. Im folgenden soll der CABRI-A1R
Versuch mit METHOD2D nachgerechnet werden, um einen Vergleich zwischen Experi-
ment und Rechnung zu erhalten und um die Durchfiihrbarkeit einer zweidimensionalen

mechanischen Analyse eines ganzen Brennstabs zu demonstrieren.

Beim CABRI-A1R Experiment wurden die Kihlungsbedingungen nicht variiert. Die Lei-
stung war zunichst konstant, bis sich stationire Brennstoff- und Kithlkanaltemperaturen
eingestellt hatten. Dann wurde dem Testbrennstab ein steiler Leistungspuls aufgepragt,
der im Maximum das 110fache der stationdren Leistung erreichte.

Stationidre Bedingungen:

Na-Eintrittstemperatur ‘ 670 K
Na-Austrittstemperatur 851 K
Na-Massenstrom 0,113 kg/s
Brennstableistung P, 25030 W
Axiale Lange des Brennstoffs 0,774 m
Maximale Stablangenleistung im 43180 W/m

axialen NeutronenfluBmaximum

(Neutronenflufl im axialen Leistungsmaximum) 1,335
/ (Durchschnittlicher Neutronenfluf})

Instationire Bedingungen:

Na-Eintrittstemperatur 670 K
Na-Massenstrom 0,113 kg/s
Maximum des Leistungspulses:

Prmax/Po 110

tmax 76 ms
Reaktorabschaltung 250 ms

Tab. 6.1: Stationire und instationire Bedingungen des CABRI-A1R Experiments

Dabei stieg die Brennstoffinnentemperatur im Bereich des axialen Leistungsmaximums
bis zur Schmelztemperatur. Umfangreiche Umverteilungen von fliissigem Brennstoff
wurden jedoch nicht beobachtet. Nach etwa 350 ms war die Leistung wieder unter den
stationaren Wert gefallen,
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Tab. 6.1 faflt die wesentlichen Daten der stationdren und der instationdren Phasen des
CABRI-A1R Experiments zusammen, Tab. 6.2 gibt die geometrischen Daten im kalten
Zustand an. Als Brennstoff wurde angereichertes Urandioxid verwendet.

Brennstoffaulenradius: 3,199 mm
Hullrohrinnenradius: 3,3075 mm
Hiullrohrauflenradius: 3,8035 mm
Innenradius des Niobrohrs der aufleren Struktur: 6,015 mm
Aullenradius des Niobrohrs: 8,61 mm
Léange der kalten Brennstofftablettensiule: 751,65 mm

Tab.6.2: Geometrische Abmessungen des kalten Brennstabs fiir das CABRI-A1R
Experiment

Im folgenden werden Versuchsergebnisse mit Rechenergebnissen verglichen. Folgende
réaumliche Diskretisierung wird fiir die METHOD2D-Rechnung verwendet:

Temperaturrechnung: 75 axiale x 30 radiale Maschen
2D-Mechanikrechnung: 679 Acht-Knoten Elemente
3249 Knoten

2 x 2 Gaufl-Integration
Hiillrohr: 1 Element in Radialrichtung.

Der Zeitschritt fiir die Temperaturberechnung betrédgt 0,5 ms; die Mechanikrechnung wird
nur alle 10 Temperaturzeitschritte ausgefiihrt. Die Finite-Elemente-Rechnung fiir die
Mechanik wird rein thermoelastisch ohne Kontaktberechnung und ohne Berechnung des

plastischen Materialverhaltens vorgenommen.

Abb. 6.1 zeigt die axiale Verteilung der linearen Stableistung und experimentelle, bzw. mit
METHOD2D gerechnete Kithlkanaltemperaturen vor Leistungspulsbeginn, Die Rechnung
stimmt mit den experimentell ermittelten Kiihlkanaltemperaturen iiberein. Abb. 6.2 stellt
den zeitlichen Verlauf der auf den stationdren Wert bezogenen Leistung fiir Zeiten zwischen
0 und 250 ms dar. Bei 400 ms betrigt die Stableistung nur noch das 0,2 fache der
stationdren Leistung. Bei 1sist die Stableistung auf null gesunken.

Aufgrund des steilen Leistungspulses erhitzt sich der Brennstoff sehr rasch. AnschlieBend
erwirmen sich das Hillrohr, Kihlmittel und auch das 4ulere Strukturmaterial. Die Abbn.
6.3 bis 6.8 zeigen nacheinander die Brennstoffinnen- und auflentemperatur, die Hiill-
rohrinnen- und auflentemperatur, die Kiithlmitteltemperatur und die Temperatur in der
radialen Mitte des Niobrohres der 4ufleren Struktur. In jedem Bild ist der gerechnete
zeitliche Verlauf der Temperaturen an acht verschiedenen axialen Orten wiedergegeben.

In den Abbn. 6.9 bis 6.12 werden gemessene und mit METHOD2D gerechnete Kuhlkanal-
temperaturen an vier verschiedenen Axialpositionen verglichen. Die Rechnung ergibt
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Abb. 6.1: Axiale Verteilung der linearen Stableistung und gerechnete bzw. expe-
rimentelle Werte der Kithlkanaltemperatur vor Leistungspulsbeginn
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Abb. 6.2: Zeitlicher Verlauf, der auf den stationaren Wert bezogenen Leistung im
Brennstab
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Abb. 6.5: Hiillrohrinnentemperatur

Abb. 6.6: Hullrohrauflentemperatur

75




LN LN i
= 0 = O 05 CM |
A A 15 CM
+ + 25 CM
— 4 i; _ z; 3 g CM
) X o : U5 CH
= /4 4 ® 55 CM
x 0N X X 65 CM
o /’ 4 Z 75 CM
< e
~ - %
o w|]|
= -
L © ] % X
'_
= ¥ -
= ] s
= q
- LN ' W
2= s S
™~ .
= ~ :
W y
= e T
Y T —o—e oo o
LN
.00 T T T 256 T T T 00 To.ad U T T dsh T T s.00 |
ZEIT / S ZEIT /7 S
Abb. 6.7: Kithlmitteltemperatur Abb. 6.8: Temperatur im mittleren Radius
des Strukturmaterials
etwas hohere Temperaturen (maximale Abweichung ca. 15 K). Der Grund ist wahr-
scheinlich bei etwas zu hoch berechneten Wiarmedurchgangszahlen fiir den Spalt zwischen
Brennstoff und Hiillrohr zu suchen.
Abb. 6.13 zeigt die gerechnete Wiarmedurchgangszahl zwischen Brennstoff und Hiillrohr,
Abb. 6.14 die gerechnete Warmetbergangszahl zwischen Hiillrohr und Kithlmittel. In Abb.

6.15 wird die Spaltweite zwischen Brennstoff und Hiillrohr an der Mittelebene der jewei- )
ligen Brennstofftablette, in Abb. 6.16 die Spaltweite an der Brennstofftablettenkante
dargestellt (vgl. Kap. 5.3.3).

Am Leistungsmaximum in axialer Richtung schlieBt sich der Spalt entlang der ganzen
Brennstofftablette fir etwa 100 ms, was zu einer entsprechend hohen Warmedurchgangs-
zahl fihrt. Da keine Kontaktberechnung vorgenommen wird, sind auch negative Zahlen-
werte fiir die Spaltweite moglich. Die plotzlichen Anderungen in der Steigung der Kurven
der Spaltweite und der Warmedurchgangszahl an den Positionen 25, 35, 45 cm rithren von
der Erstarrung des Brennstoffs her. Beim Durchgang zwischen Liquidus- und Solidustem-
peratur des Brennstoffs ergibt sich eine Volumenabnahme von etwa 10 % (s. Anhang A.5:
Ausdehnungskoeffizient von Brennstoff).
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Die Steigungsédnderungen zeigen den Durchgang einer gréfleren Anzahl von GauB-
Integrationspunkten durch den Schmelzbereich an (4 radiale Integrationsorte im
BrennstofY).

Nach Abschlufl des Versuchs wurde der Brennstab zerschnitten und die Ausdehnung des
angeschmolzenen Bereichs vermessen. In Abb. 6.17 werden diese Angaben mit der von
METHOD2D berechneten maximalen Ausdehnung, des im Schmelzen befindlichen Be-
reichs im Brennstoff verglichen (t = 250 ms). Die Rechnung ergibt zu keinem Zeitpunkt
eine Uberschreitung der Schmelztemperatur.

SchlieBlich werden experimentelle Angaben iiber Brennstoff- und Hillrohrausdehnung in
Axialrichtung den Ergebnissen der METHOD2D Rechnung gegenubergestellt. Es liegen
MeBergebnisse fiir die axiale Ausdehnung des Brennstoffs und fiir die maximale Differenz-
langung zwischen Brennstoff und Hiille vor. Vom kalten Zustand bis zum stationaren
Betrieb ergab sich in Axialrichtung eine Brennstoffausdehnung um 22,4 mm * 2 mm,
wéhrend des Leistungspulses eine nochmalige maximale Verldngerung um 8 mm. Die
Rechenergebnisse (Abb. 6.18) zeigen eine Ausdehnung von 17 mm vom kalten Zustand auf
stationdre Bedingungen und im instationidren Bereich eine nochmalige axiale Verlan-
gerung von 15 mm. Im Experiment ergab sich damit eine maximale axiale Verlangerung
des Brennstoffs von 30,4 mm; in der Rechnung erhilt man 32 mm, In der Summe ist die
Ubereinstimmung sehr gut; die Verteilung auf stationére und instationsre Phase des
Experiments aber etwas verschieden. In Abb. 6.18 werden Mef3werte aus der Abkiihlungs-
phase des Experiments mit Rechenergebnissen verglichen.

Mit einem mechanischen Gerit wurde im Versuch die maximale Differenzldangung zwi-
schen Brennstoff und Hiille festgestellt. Sie ergab sich zu 18 mm. Aus der METHOD2D
Rechnung erhilt man (Abb. 6.19: Axiale Langung Hiillrohr):

(A L)mwE

g= (AL) HR:(BZ—IO)mm =22 mm,

,B max,
mit den maximalen Léngungen von Brennstoff (AL)max, 8s und Hillrohr (AL)max, 11R. Da
die Rechnung rein thermoelastisch durchgefithrt wird, ist eine Uberschitzung der axialen
Brennstofflangung vorgegeben. Im Reaktorbrennstab tragen sowohl das Reiflen der
Brennstofftabletten in den Randbereichen, wie auch das Plastifizieren des Brennstoffs im

Inneren der Tabletten zu einer geringeren axialen Dehnung bei.

78




27.0

" - O 05 CM
2 - A 15 CM
X + 25 CM

o X 35 CM
« o O 45 CM
N ® 55 CM
oo X B5 CM
§ _ Z 75 CM
= 94
N o
= ™~
-
T
mn O

LA
x =y
=
S
a &
>~
0
Ll
= 3
[am -
w of
%cur T 1 | — T T T T 1

0.00 2.50 5.00
ZEIT / S

Abb.6.13: Wiarmedurchgangszahl

o Brennstoff-Hiille

x107°)

SPALTWEITE TABL.MITTE /(M
q
NXHOX+pB0O

05
15
25
35
45
55
65
75

CM
CM
CM
CM
CM
CM
CM
cM

1 1 1 ] 1 i 1

0.00 2.50
1T /S

ZE
Abb. 6.15: Spaltweite Brennstoff-Hiillrohr

in Tablettenmittelebene

I

5. 00

79

x10")

HK / [W/Mxx2/K

WRERMEDURCHG. K.

8.0

11.0

|

10.0

VA I Ve

NAHOX+ PO

05
15
25
35
45
55
65
75

CM
CM
CM
CM
CM
CM
CM
CM

2.50
ZEIT / S

Abb. 6.14: Wirmeiibergangszahl
Hiille - Kihlfluid

%x107°)

SPALTWEITE TABL.KANTE / (M

o

1

8.0

NXPOX+bB0O

I

1
5.00

CM
CM
CM
CM
CM
CM
CM
CM

T

_4

e
2.50
ZEIT /S

Abb.6.16: Spaltweite Brennstoff-

Hiillrohr an Brennstoff-
tablettenkante

(G P

. 00




750

(=
f e (ABRI-ATR Experiment
w — - METHODZ2D Rechnung: t = 250 ms
on
[
A 500 ‘\0-%-\\\\
- 8o L
g .~L
]
B |
o
® |
J
r
250 + s
I
o
R,=32 mm
%0 1 2 3

Brennstoffradius / mm
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Experiment CABRI-A1R und maximale Ausdehnung der Zone mit Brennstoff-
schmelztemperatur in der METHOD2D-Rechnung

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl die Rechnung mit dem Experiment beziiglich

- Kihlkanaltemperaturen,
- axialer und radialer Ausdehnung der Brennstoffzone mit Schmelztemperatur
- und der axialen Lingung von Brennstoff und Hiillrohr

befriedigend tibereinstimmt,

Die Rechnung benotigte 6000 kByte Speicherplatz und 200 min Zeit auf der SIEMENS 7890
fir eine Problemzeit von 4665,2 ms des CABRI-A1R Experiments, Die Berechnung der
Brennstabmechanik wurde thermoelastisch, achsensymmetrisch zweidimensional ausge-
fihrt. Wegen der bereits grofen Rechenzeit wurde keine Kontaktberechnung vorgenom-

men,
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7. SchluBlfolgerungen

7.1. Ergebnisse dieser Arbeit

Im ersten Teil dieser Arbeit (Kap. 3, 4) wurde ein Rechenprogramm KONTAKT entwickelt,
das es erméglicht, zweidimensionale achsensymmetrische Berechnungen der Festkorper-
mechanik durchzufiihren. Dabei kann der Kontakt zwischen zwei Festkorpern, sowie ela-
stoplastisches Materialverhalten beriicksichtigt werden. Als numerisches Verfahren wurde
die Verschiebungsvariante der Finite-Elemente-Methode gewiahlt, weil sie sich bei Anwen-
dungen in der Festkorpermechanik bewihrt hat. Thre Herleitung aus dem Prinzip der vir-
tuellen Arbeit und die Erweiterung auf nichtlineare Problemstellungen, insbesondere fiir
Festkorperkontakt, wurde durchgefiihrt. Die Rechenprogrammvalidierung wurde durch
Nachrechnung von Aufgabenstellungen mit bekannten analytischen Lésungen vorgenom-
men. Der Kontakt zwischen einer Kugel und einer starren Unterlage konnte berechnet
werden.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde das Rechenprogramm KONTAKT eingesetzt, um Berech-
nungen der Brennstabmechanik durchzufiihren. Dabei wurde zunichst ein vorgegebenes
Temperaturprofil in Brennstoff und Hillrohr angenommen, Es wurde demonstriert, daf3
Brennstofftabletten mit grofler werdendem Verhéltnis der Lange zum Durchmesser hohere
Thermospannungen aufbauen. Anschlieend wurde der Einfluf} der Elementdiskretisie-
rung einer Brennstofftablette untersucht und eine Mindestanforderung fiir die Zahl der
finiten Elemente pro Tablette abgeleitet. SchlieBlich wurde die Berechnung des Brennstoft-
Hullrohr-Kontakts an einem Beispiel mit zwei Tabletten durchgefiihrt. Bei der gewahlten
Geometrie und dem gewahlten Temperaturprofil fithrte dies zu einer plastischen Verfor-
mung des Hiillrohrs.

Schliefilich wurde das Rechenprogramm METHOD2D entwickelt, das fiir die Analyse der
Brennstabmechanik den Code KONTAKT enthilt und die Temperaturberechnung mit
weiteren (Anhang A.1) Unterprogrammen selbst ausfihrt. METHOD2D wurde eingesetzt,
um ein komplexes instationires Brennstabexperiment nachzurechnen, bei dem auch
Brennstoffschmelzen auftrat. Die Analyse wurde zunéichst rein thermoelastisch mit einer
Diskretisierung aller Brennstofftabletten durchgefiihrt. Die Rechenergebnisse zeigten gute
Ubereinstimmung mit den vorhandenen MeBergebnissen.

Bewertung

Die Berechnung des mechanischen und thermodynamischen Verhaltens eines ganzen Reak-
torbrennstabs bei Detaillierung aller Brennstofftabletten ist auf heutigen Rechnern mit der
zweidimensionalen achsensymmetrischen Finite-Elemente-Methode moglich. Dies wurde
hier erstmalig bei der Nachrechnung eines instationdren Brennstabexperiments mit dem
Rechenprogramm METHOD2D gezeigt. Eine solche Berechnung ist noch relativ rechen-
zeitintensiv, bietet aber bereits bei rein thermoelastischer Behandlung der Materialien den
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Vorteil, dafl zweidimensionale Effekte wie die axiale Langung der Brennstoffsiule, das
Aufwoélben der Brennstofftabletten und die unterschiedliche GroBe des Spalts zwischen
Brennstofftablette und Hiillrohr an verschiedenen axialen Positionen leicht erfaflt werden

kénnen.

Die Behandlung eines Brennstabausschnitts unter Anwendung der Modelle zum Kontakt
zwischen Festkorpern und zum elastoplastischen Materialverhalten, konnte zeigen, daf ein
Gleitlinienalgorithmus fir die Behandlung des Brennstoff-Hillrohr-Kontakts gut geeignet
ist. Er 140t eine axiale Verschiebung des Brennstoffs in der Hiille zu, wobei immer gleiche
axiale Positionen beider Kontaktpartner miteinander in Beziehung stehen. Ein Finite-
Elemente Knoten auf der Kontaktlinie des Kontaktkorpers (Brennstoff) ndhert sich einer
Position zwischen zwei Knoten auf der entsprechenden Kontaktlinie des Zielkorpers (Hiill-
rohr). Bei Anwendung von Spaltelementen (Abb. 2.3) ist dies nicht der Fall. Der wichtige
Einfluf} der Reibung zwischen Brennstoff und Hiillrohr konnte demonstriert werden. Fiir
die Abplattung der Brennstofftablettenaufwolbung wird es allerdings notwendig, axialen

Kontakt zwischen Brennstofftabletten mit in die Modellierung einzubeziehen,

7.2  Ausblick auf zukiinftige Arbeiten

Fir Berechnungen instationarer Brennstabexperimente, bei denen der Kontakt zwischen
Brennstoff und Hiillrohr eine wesentliche Rolle spielt, wird es erforderlich, die in
METHOD2D enthaltenen Kontaktalgorithmen auch fiir derartige Probleme anzuwenden.
Wegen der nichtlinearen Berechnung wird dies zu wesentlich hoheren Rechenzeiten fithren.
Es erscheint daher sinnvoll, eine Ubertragung des Rechenprogramms auf einen Vektorrech-

ner durchzufiihren.

Dies ist auch im Hinblick auf mégliche Erweiterungen in Bezug auf das nichtlineare zeit-
abhéngige Materialverhalten erforderlich. Kriechen der Hiille und viskoplastische Verfor-
mung des Brennstoffs sind bei den langen Standzeiten der Brennstiabe bei Betriebsrech-
nungen von grofler Bedeutung. Aber selbst bei kurzen instationdren Experimenten zum
Storfallverhalten kénnen diese Effekte nur in erster Naherung vernachlassigt werden, weil
die Kriechdehnungen mit hoheren Temperaturen (ab etwa 0,4+ Schmelztemperatur des

Materials [49]) zunehmen.

Fir ein Brennstabrechenprogramm ist die Behandlung bestrahlungsbedingter Verinde-
Tungen des Brennstabs von zentraler Bedeutung. Leider gibt es wegen der Komplexitit der
Vorgidnge auf diesem Sektor oft nur empirisch begriindete Modelle. Da fiir viele Effekte
ausreichend detaillierte physikalische Modelle in absehbarer Zeit nicht vorliegen werden,
ist es zu iiberlegen, ob nicht bestehende Modelle, aus eindimensionalen Rechenprogram-
men, z.B. zum Spaltgasverhalten, in METHOD2D integriert werden kénnen.
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Zu Uberlegen wire auch, ob man die Berechnung grofer Verformungen zur Nachrechnung
des Hullrohraufblahens unter dem Spaltgasinnendruck bei sehr hohen Temperaturen be-
ricksichtigen will. Bei instationiren Bedingungen in Storfallexperimenten kann dieses

Phanomen eine wichtige Rolle spielen.

Ergénzend zu den oben genannten Modellverbesserungen sollten bessere Postprozessoren in
die Auswertung der Programmergebnisse integriert werden. Evtl. wire eine Schnittstelle
zur Auswertung der Finite-Elemente Ergebnisse mit dem System PATRAN [79] sinnvoll.

Eine verbesserte Diskretisierung der Brennstofftabletten, vor allem in der radialen
Auflésung, ist wiinschenswert und ist bei Einsatz des Vektorrechners wegen des grofleren

Zentralspeichers moglich,

Fir die Validierung und Weiterentwicklung des Brennstabmechanikrechenprogramms
sind einige offene Punkte mit speziellen Experimenten zu Einzelphdnomenen zu erfassen:

Mechanikberechnung:

1. Parameter der konstitutiven Gleichung fiir die Kontaktoberflichenschicht fiir den
Kontakt von Brennstoff und Hiille in oberflichennormaler Richtung.

2. Reibungskoeffizient zwischen Brennstoff und Hiillrohr bei axialer Verschiebung. Hierzu
gibt es unveroffentlichte japanische Ergebnisse [80, S. 1].

3. Konstitutive Gleichung zum Spannungs-Dehnungs Verhalten des Brennstoffs bei
hohen Temperaturen [80, S. 1].

Temperaturberechnung:
1. Bessere Experimente zur Messung der Wiarmedurchgangszahl Brennstoff-Hiullrohr.
2. Thermische Materialdaten (insbesondere Wiarmeleitfahigkeit) bei hohen Temperaturen.

Eine Verbesserung der Ergebnisse numerischer Programme zum Brennstabverhalten
erfordert auf jeden Fall eine verbesserte Kenntnis von Materialdaten, bessere Material-
modelle und verbesserte Modelle zu Einzelphdnomenen. Experimentserien, in denen viele
Effekte gleichzeitig eine Rolle spielen, kénnen wenig zur Kliarung dieser Punkte beitragen.
Die Nachrechnung von solchen Experimenten dient eher dazu, zu zeigen, daf3 die in einem
Brennstabrechenmodell integrierten Programmmodule verniinftig integriert sind.
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A. Anphang

A.l1 Temperaturberechnung im Programm METHOD 2D

Die Temperaturberechnung im Rechenprogramm METHOD2D ist nur in Bezug auf die
Geometrie, inshesondere iiber die Gréfle des Spalts zwischen Brennstoff und Hiille, mit der
Mechanikberechnung verkniipft. Es ist dadurch méglich ein anderes numerisches Verfah-
ren fiir das Temperaturfeld anzuwenden, Die axiale Warmeleitung innerhalb des Brenn-
stoffs ist wegen der in dieser Richtung geringen Temperaturgradienten wesentlich kleiner
als die radiale Warmeleitung und aus diesem Grunde wird ein Differenzenverfahren fiir die
eindimensionale radiale Warmeleitungsgleichung angewendet. Die axiale Verkniipfung
erfolgt iber den konvektiven Warmetransport im Kiithlkanal. Das Maschennetz fiir das
Differenzenverfahren ist in radialer Richtung bis auf die 4ufleren Abmessungen von Brenn-
stoff und Hiille unabhéngig vom Finite-Elemente Netz fir die Mechanikrechnung wihrend

in axialer Richtung Elementgrenzen und Maschengrenzen tibereinstimmen.

A.1.1 Maschennetz

Die gesamte aus Brennstab, Kiihlkanal und Struktur bestehende Anordnung wird zunéchst
in LAXT axial aufeinander liegende Zylinderscheiben aufgeteilt. Fiir die einzelnen Scheiben

wird von unten beginnend die radiale Warmeleitungsgleichung gelost.

Radial wird der Brennstoff in NF Zylinderschalen, die Hiille in NH, der Kithlkanal in eine
und die duflere Struktur in drei Zylinderschalen aufgeteilt (Abb. A.1.1). Im Brennstoff und
in der Hiille ist die Aufteilung in abstandsgleiche Maschen (IVOLGL =0) oder volumen-
gleiche Maschen (IVOLGL=1) méglich. Die Berechnung erfolgt im Unterprogramm
RANETZ. Die Zahlen NF und NH sind fiir alle axialen Scheiben gleich.

A.1.2 Spezifische volumetrische Leistung in den Zylindermaschen

Eingabedaten sind die maximale lineare Stableistung q'max (t=0), das Axialprofil und der
zeitliche Verlauf der Leistung Es wird im Rechenprogramm so normiert, daf sich q'max in
der hochstbelasteten axialen Scheibe LMAX mit dem dazugehérigen axialen Formfaktor fax
(LMAX)=1.0 ergibt. Der zeitliche Leistungsfaktor fzeit betragt beim stationaren

Anfangszustand

[y (£=0) = 1,0. (A.1.1)
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Abb. A.1.1: Axiales und radiales Maschennetz fiir die Temperaturberechnung

Damit kénnen die linearen Stableistungen auf allen Scheiben ermittelt werden:
q' (LZ,NZEITS) = fax Lz - fZeil (NZEITS) (A.1.2)

q'max

mit der Nummer der Axialposition LZ und der Zeitschrittnummer NZEITS. Die lineare

Stableistung im FluBmaximum setzt sich zusammen aus der im Brennstoff freigesetzten

Leistung sowie der y-Strahlungs- und Neutronenleistung in Hiille und Kithlmittel. Der

Anteil in Hiille und Kihlmittel betrégt meist ca. 2% der gesamten Stableistung. Es gilt
' (A.1.3)

q max
mit den Indizes B fiir Brennstoff, H fir Hiille und K fiir Kihlmittel. Der im Brennstoff
freigesetzte Teil der linearen Stableistung ist

J— ] L t
- qmax,B + qma.x,H + qmax,K

9 e g =9 g, 1 — QHUELL - QKUEHNL) (A.1.4)
wenn gilt
, ,

QHUELL = X (A.1.5)

q max

q'max K
QKUEHL = ——— . (A.1.6)

q max
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Volumetrische Leistung im Brennstoff

Die lineare Stableistung zur Zeit NZEITS auf Scheibe LZ im Brennstoff ist q'g (LZ,
NZEITS). Sie muf} auf NF-Zylindermaschen entsprechend dem auf 1 normierten radialen
FluBprofil (Eingabedaten) verteilt werden, denn
NF NF
ap= 2 (il ) =X (LD
1 f
mit q"'j als volumetrischer Leistung und q'j,g als linearer Stableistungsanteil der Einzel-
masche i. Das radiale FluBprofil hat im thermischen Flufl am Auflenrand den relativen
Wert frag = 1,0. Interpoliert man in Maschenmitte, so erhilt man fir d,if Formfaktoren
kleinere Werte als 1,0. Zunéchst wird eine lineare Pseudostableistung q'g und fiir die

A/
Masche q' folgendermaBen gebildet

~ 2 2 (A.1.8)
%8~ Irad,i ( i+_ri—>
Fa % ns
v ‘ A19
=24, p5- ( )

Wegen der Definitionen von rj , , rj, ri., siche Abb. A.1.1. Es gilt also
A (A.1.10)
9% 8 * 98 o

und man erhilt die tatsdchliche volumetrische Stableistung der Zylindermasche i als

s (A.1.11)

Volumetrische Stableistung in Hiille und Kiihlkanal

In Hiille und Kihlkanal ist die Leistungsfreisetzung in Radialrichtung konstant, deshalb

gilt:
Hille:
ay |
q9, = NE-1 farNF +1 < i = NK -1 (A.1.12)
> w2 -
NF+1
Kihlmittel:
ay
Aug = . Z : (A.1.13)
”(’NK+ - rNK—)

Volumetrische Leistung in der Struktur

Die volumetrische Leistung, die in der den Kithlkanal umgebenden Struktur freigesetzt
wird, wird als im wesentlichen von der Leistung des Treiberreaktors, in dem die Anordnung

steht, abhédngig angesehen. Sie betriagt im FluBmaximum
" (A.1.14)

q 8, spez

max, s = LReak )

q
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mit der Treiberreaktorleistung Lreak in MW und q"'s, spez in W/(m3 -MW).
Selbstverstandlich wird

4, (LZ,NZEITS) = f,_(LZ)- [, (NZEITS)q. (A.L.15)

die instationére volumetrische Leistungsfreisetzung in der Struktur zum Zeitpunkt
NZEITS.

A.1.3 Differentialgleichung der Wirmeleitung und Differenzenverfahren

Im Brennstab, Hillrohr, Kithlmittel und der Struktur wird die Warmeleitung in axialer
Richtung vernachlissigt, da die axialen Temperaturgradienten meist gering sind. Die
eindimensionale radiale Warmeleitungsgleichung in Zylinderkoordinaten lautet

13 <A. "T>+q'"_ or (A.1.16)

—_ = r —

r or ar
Fir eine einzelne Zylinderschale (Abb. A.1.1) 148t sich eine Volumenintegration mit dem

Operator

"

z+ Az 21 i+=
V= J [ { 2 rdr dg de (A.1.17)
z (0] r
1
)
durchfihren. Fir die Indizesi+1/2 und i - 1/2 wird in Zukunft vereinfachend i + und i-

geschrieben, also

ot T
i+ =
2
ro = (A.1.18)
i-- 7
2
Nach Ausfithrung der Integration erhdlt man
aII‘ aT 1 2 2 i
l(AJ >i+ Tiv ~ (A; >i— N §<r i+ - >qi
(A.1.19)

: o,
= ={r2 -/ e, —
g \"i+ i- )P Ty

Diese Gleichung gilt fiir eine Zylinderschale im Kontinuum und aufihrer Innen- und
Auflenseite sind die Warmestromdichten

" . (Aﬂ‘
94y = ~ ar Ji+

.o <6T
ql._——.)\(—; i

Die Zylinderschalen werden so gelegt, da Brennstoffinnen- und -auBenseite, Hiillinnen-
und -auflenseite, Kithlkanalinnen- und -auBenseite und Strukturinnen- und -auflenseite

(A.1.20)
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jeweils gerade die innere bzw. duflere Seite einer der Schalen sind und die Warmestrom-
dichten

, a. .
ql+ i+ i+

" (A.1.21)
q. = —a, AT |

- L — 1—

mit den Warmeubergangskoeffizienten q; + und a;. werden.

Fur die raumliche Diskretisierung werden (A.1.20) und (A.1.21) als Differenzengleichungen

geschrieben.

q" _ T =T,
o o i+1 rl
T_T (A.1.22)
_ i i—-1
%- = _A‘“ r.—r
i~ i
und
qz+ - - i+ <Ti+l - T1>
} (A.1.23)
/=~ 9% (Ti - T1-1>
Durch Vergleich erhalt man
_ i+
AR
(A.1.24)
A
qa. =
TNt
Jetzt lautet die integrierte Differentialgleichung
" n 1 2 2 m
G_ T T 9T Ty (r i+ ~ "o )qi
(A.1.25)

e ™
To i T ) RG

Verwendet man nun die Formulierung (A.1.24) fiir die Warmestromdichten, so ist aus der
Differentialgleichung (A.1.19), die ausschlieBlich fiir das Kontinuum gilt, eine allgemeinere
Formulierung geworden, die ebenfalls Stellen mit Warmeiibergang behandelbar macht. Fir
das Festkorperkontinuum ist (A.1.24) als Warmetbergangskoeffizient zu verwenden.

Die zeitliche Diskretisierung der Gl. (A.1.25) wird mit der Approximation des gewichteten
Mittels durchgefithrt, wobei der hochgestellte Index h GréBen zur neuen Zeit und h-1 zur
vorherigen Zeit bezeichnet. Mit dem Wichtungsfaktor ©® der Zeitdiskretisierung und Gl.
(A.1.23) ergibt sich
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h h h h h_ b
© [°i+ ri+<Ti+l_ T )‘ 4 ’.'-(Ti T >

i+1

|
TN
~
«N
+
|
~
- N
i
SN
k=)
-
|
o
&
[

—
[
—

~3
-
|
~3
- 3
|
p—

o)

Diese Gleichung wird umgewandelt in

Ahph L phoph L ohoph
i -1 i i i i+1

Al pht kel ehlphol g SR
. i i—1 i i i i+1 i i
mit

h_ g ok P
Ay=0a;_r,_ Ci =0, ry

1/ 2 h=1 h-1
+ (l—@) 5 (rH— ri_> P ¢;

firl <i<NSundiz NK.
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at-t (Tf'*‘_ Tf‘"‘)- a1y (Tf'-l_Tf‘*‘
i i+ i i i— 1

(A.1.26)

(A.1.27)

(A.1.28)




Fir NS Zylinderschalen erhélt man auf diese Weise NS Gleichungen, die man in folgende

Matrizengleichung zusammenfassen kann,

) (A.1.29)
AT =R.

Der Vektor (Th)T = [Th, Tgh, ..., Tih, ... Tngh] enthilt die unbekannten Temperaturen zur
neuen Zeit th = th-1 + Ath, Bevor die Matrix Ah und der Vektor R aufgestellt werden
konnen, sind noch die innerste Brennstoffmasche, die 4uflerste Strukturmasche, sowie die
Kihlmittelmasche gesondert zu betrachten.
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A.1.4 Randbedingungen

Innerste Brennstoffmasche (i=1)

Betrachtet man Brennstofftabletten mit gefertigtem Innenloch oder bestrahlte Tabletten
mit Zentralkanal, so ist die innerste Masche ebenfalls eine Zylinderschale mit dem
Innenradius ri.. Bei einer frischen Volltablette ist rj. = O. Fiir alle drei Tablettenarten wird
Achsensymmetrie der Temperaturverteilung

TV =0 bw q =0 (A.1.30)

r. 1—
o i_

angenommen,

Die Koeffizienten von Gl. (A.1.27) werden

Kf‘ =0
h h
Cl ® ai+ i+
_ (A.1.31)
Bh = _(Aucf»)_ i
1 1 ! At
~h-t _
Ai = 0
C?—l = --(]—@) Qh—l rl—
_ X,
g (o)
1 il t At

und Xj, Q; wie in Gl. (A.1.28).

AuBerste Strukturmasche (i=NS)

Am Radius rj; der duBersten Strukturmasche betrigt die Wiarmestromdichte
q;'+ =%y (Tu - Ti) (A.132)

mit Ty als Umgebungstemperatur und a; + als 4uBersten Warmeiibergangskoeffizienten .
Falls notwendig, kann in a;j + noch weitere Struktur itberschlagig zusammengefaflt werden.
Gl. (A.1.27) wird zu

At ph o Bhoph oy b Tk =
i i—1 i i i u
(A.1.33)

AU ph=1 4 gh=1 ph=1 4 Gh=1 ph-1 o
i i—1 i [} i ] i
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mit

“h h
Cl =0a + ri+
Bh = —(A’.‘+ ot - o
3 t 1 At
(A.1.34)
A :_<1_®> a =t
~h—-1 _ h—1
Ci - —<1_@> v iy
_ X,
Bh-1 = _<Af‘“ + Cf‘“>— —
! 1 1 Al

und Xj, Qi wiein Gl. (A.1.28).

Gl. (A.1.33) enthilt auf der linken ,,unbekannten” Seite noch ein Glied mit T h, das bekannt
ist und folglich auf die rechte Seite gehort

Al 4ophoph 2
i i—1 i i
(A.1.35)

APTh kol pghtopholy ghotphol _ChophyL @ =R
i i—1 i i i u i u i i

Kihlmittelmasche (i = NK)

In axialer (z-)Richtung ist die Geometrie in aufeinanderliegende Scheiben aufgeteilt (s.
Abb. A.1.1). Die Lésung der Warmeleitungsgleichung in radialer Richtung geschieht auf
jeder Scheibe. Axial verkoppelt werden die Scheiben lediglich durch die Losung der ein-
dimensionalen Energieerhaltungsgleichung fiir das Kithlmittel. Diese lautet in bereits
vereinfachter Form (siehe z.B. [59], [60] )mit

a A &
(p = Druck, A = Kiithlkanalquerschnitt, g = Schwerebeschleunigung)

schlieflich

ro—q . r +l P2 "=
G Mo~ T T i T i )Y

: S me (A.1.36)
-<r2—2>plc.———l+—-—i———l.
2 \ it - )T gy 2n @&
Bel einem Vergleich mit (A.1.25) fallt auf, daB hier auf der rechten Seite noch der konvek-
tive Term zusétzlich auftritt. In der Zeit wird diese Gleichung ebenso wie die radiale

Wirmeleitungsgleichung diskretisiert. Unter Annahme eines linearen Temperaturprofils
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innerhalb einer Kihlmittelmasche in axialer Richtung und einer bekannten Eintritts-
temperatur T ein (aus der Losung fir die darunter befindliche Scheibe) wird

or Ti = Tiein (A.1.37)

az 1 Az2
Dies eingesetzt in Gl. (A.1.36) ergibt

At LBhPh b T =
i i—1 i i i i+1

(A.1.38)
ARV ph=ly gh=lph=Ly ch=1 ph-1 4 ph-1 ph-l
[} i-1 i ] i i+1 i Lein
h h _
i iein + Qi——Rl
mit
Ah = 0 a i
h h
Cl © ai+ i+
h h
c.
D' = @ -
i nAz
Bh = _(Auc&)_ o ph
l ] i A 1]
(A.1.39)
Aﬁ_l :—(lu@) a{'—lr
1 . {— 1
h—-{ h—1
Ci - _(1_®> %Gy Ty
':_Lh—l C:z—l
b = (ie) B
L nAz
Xi
BT = _<Af‘“ +CT‘“)— — _pht-!
! i 1] Al 3

und Xj, Q; wie in G1. (A.1.28).

Diese Gleichung gilt fiir einphasige Strémung mit der Strémungsrichtung in positive z-

Richtung,
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A.1.5 Direktiteration fiir nichtlineares Gleichungssystem

Die Matrix A der Gl. (A.1.29) lautet damit

By Ci1 O O 0... 0]
As Ba Co 0 0... 0
0 A3 Bz Cz O.. 0
A= (A.1.40)
0 A B G 0

O
=)
>
2
wn

Bns1  Cnsa

O... 0] 0 ANs Bns

Der Vektor RT = [Ry, R, ..., Rj, ... RNK, ... RNS] besteht aus den oben angegebenen
Komponenten (Gln. (A.1.27), (A.1.33), (A.1.38)). Damit kann Gl. (A.1.29) durch GauBsche

Elimination

\ » (A.1.41)
™ = AR
aufgelost werden.

Die Differenzengleichung (A.1.25) der parabolischen Differentialgleichung (A.1.6) ergibt
fir

® = O ein explizites Verfahren

fuar ® = 1 ein voll implizites Verfahren (A.1.42)

undfar © = % das Crank — Nicolson Verfahren.
Fir O = ® < : muB ein Schrittweitenkriterium erfullt sein, um ein stabiles Verfahren zu
erhalten [61, S. 27]. Fiir ® =  erhilt man stabile und konvergente Verfahren. Im Rechen-
programm METHOD2D wird ® = } angewendet.

Wegen der Temperaturabhingigkeit der Stoffdaten und Warmeibergangskoeffizienten ist
die Matrix A eine Funktion der Temperatur zum neuen Zeitschritt

o a (Th (A.1.43)

und das nichtlineare Gleichungssystem (A.1.41) muB deswegen iterativ gelost werden.

Fur die Temperaturberechnung wird eine direkte Iteration gewahlt [21, S. 412].
Konvergenzschwierigkeiten kénnen bei sprungartigen Abhéngigkeiten der Stoff-

95




datenfunktionen von der Temperatur auftreten. Der Index fiir die Iteration wird im
folgenden mit r bezeichnet und links oben neben die iterierte Grofie geschrieben. Als
Anfangsschéitzung fiir den ersten Iterationsschritt kann man 1T;h einfach aus den
vorherigen beiden Zeitschritten linear extrapolieren, also:

Iph = ph-1 " [T" _ k-2 } (A.1.44)
h A1 '
Darauthin erhilt man die Stoffwerte und Warmetbergangskoeffizienten und kann Gl.

(A.1.41) lssen. Die weitere Iteration lauft jetzt nach dem Schema
rTh — (r—lA>——1 r— lR

ab. Die Iteration wird abgeschlossen, wenn einige Konvergenzkriterien (siehe Gl. (A.1.61),
(A.1.62)) erfiillt sind.

(A.1.45)

Fur den ersten Zeitschritt h=1 gilt
Lph = qph=1 — ph-2 _qo (A.1.46)

To ist die Losung fiir den stationdren Fall.

Stationidre Losung

Die stationédre Losung von (A.1.41) wird nach dem oben beschriebenen Verfahren durch-
gefuhrt, indem eine Anfangsschitzung fir die Temperaturverteilung vorgenommen wird,
anschlieBend Ath = Ath-1 = 1010 g gesetzt wird, so daf} die instationdren Terme X aus den
Gleichungen verschwinden und der Wichtungsfaktor ® =1 fiir eine volle implizite Lésung
angesetzt wird. Die stationére Losung T° wird nach Gl. (A.1.45) iteriert bis Konvergenz
erreicht ist.

Anfangsschitzung fir die Temperaturverteilung

Ist die stationdre Kithlmitteltemperatur an der axialen Stelle bekannt, so ist die
Hillrohrauflentemperatur etwa

q (A.1.47)

O Nk-1+ CHK

Povkn= T + 3

Da die y-Aufheizung der Hiille fiir die erste Schédtzung vernachlassigt werden kann, gilt

! r
r o= N q  NE-DE (A.1.48)
t (NK-1 2mn- )‘H r.
2

mit App = 30 W/(K'm) und NF+1 <i < NK-2.

Die Brennstoffauflentemperatur berechnet sich analog wie die Hiillauflentemperatur

N q ' (A.1.49)

Lovm = Twvesn 3,

"owm+ “BH
Im Brennstoff wird ein parabolisches Temperaturprofil angenommen
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' 2 2
r -r
T =T 4+ q (NF)+ i (A150)
i (NF) 4. A r2
B (NF)+

mitAg =~ 1,8 W/(K‘m) und NF > i = 1.

Die Strukturtemperaturen werden abgeschitzt mit

T, = Tyy - (A.1.,51)
fir NK+1<1i < NS.

Diese erste grobe Schitzung geniigt als Anfangswert in Gl. (A.1.46) fiir den Beginn der
Iteration. Danach sind nur wenige Iterationsschritte notig bis Konvergenz eintritt.

A.1.6 Schmelzen von Brennstoff und Hiille

In der hier behandelten Form der Warmeleitungsgleichung (A.1.16) wurde vereinfachend
auf der rechten Seite

dh — ch (A.1.52)
mit der Enthalpie h benutzt. Dies ist zu beachten, sobald die Berechnung der Temperaturen

im Schmelzgebiet vorgenommen wird. Dort gilt

W o= h 4 (A.1.53)
lig sol s
mit hg als Schmelzwirme und
hliq =h <Tliq>
(A.1.54)

hsol = h (Tsol>’

sowie der Liquidus- und der Solidustemperatur Tj;q, bzw. Tso). Liefert das

Temperaturberechnungsverfahren die scheinbare Temperatur (mit * gekennzeichnet)

\ (A1.55)
0 =T

sol, i’

so wird gerechnet

o for TH < T

sol, 1 sol,i

Ayt _ (A.1.56)

*Tff _T’;"‘ fir T?“l > 7T

sol,i
als scheinbare Ubertemperatur tiber Tsol i. Dies wird umgerechnet in eine Schmelzfraktion
h
AP = iy (A.1.57)
L h . !
8,1

und zur bereits im letzten Zeitschritt bestehenden Schmelzfraktion addiert:
xh = xhl oy axh (A.1.58)
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Jetzt kann die tatsdchliche Temperatur als

( T +*Xf’% fir *Xf‘ <0

sol,i
P

h _ h , A (A.1.59)
TP= Tew t X <Tliq,i =Tl > far 0= *X; =1
T (*x" 1 & ir *x" >
| ligi AT ) far *X,
Dy
errechnet werden.
Zuletzt wird die Schmelzfraktion zurickgesetzt zu:
< mh
0 far Ti < Tsol,i
xh = sxh prom < ph < (A.1.60)
3

= o= T
sol, i i lig, 1

1 fir Tl.h > Ty -
Zu beachten ist, dafl die Stoffwerte ¢, und A ebenfalls kontinuierlich zwischen ihrem Wert

bei der Solidustemperatur und ihrem Wert bei der Liquidustemperatur mit rX;h interpoliert
werden missen, da es andernfalls Stabilitdtsprobleme der Iteration bei den eben genannten

Temperaturen gibt.

Konvergenzkriterien

Als Konvergenzkriterien sind ein Temperatur- sowie ein Schmelzfraktionskriterium im
Unterprogramm TEMPER eingebaut. Ist

TOLSCH . = ( rxho_ f—lxh> < 10°% (A.1.61)
und l l l
TOLTEM, = (er’_‘ - "-le1> / (r—bﬂz)s 10-° (A.1.62)
fur alle i, so wird :iie Itérf;tion abg;brochen un;i
(A.1.63)

rl\h — I‘rI\h
gesetzt,
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A.1.7 Wirmeibergangszahlen

Die Warmeibergangszahlen a4, ai. in den Festkorperkontinua werden in Gl. (A.1.24)
definiert. Dabei sind die Warmeleitfahigkeiten

=, (’I‘H, e, (O/M), )

3

(A.1.64)

it

A X (T ,e.,(O/M)A)
t— 1— -1 L

mit der Porositét ¢j und der Brennstoffstochiometrie (O/M); der Masche i. Die Temperaturen

sind im Kontinuum linear interpoliert

> Tie — iy (A.1.65)
i—1

und
(A.1.66)

v = Do
Iir die Brennstoffwarmeleitfahigkeiten gilt jedoch Aj+ = A(i+1)., wenn €; = g(j 4+ 1) oder
(O/M); = (O/M)i +1). Aus diesem Grund ist es erforderlich, die Beziehungen fiir die Warme-

tibergangszahlen zwischen den Zylinderschalen in Kontinua Gl. (A.1.24) neu zu formu-

lieren:
(ri+ =N Taen "Thsn- )“
L= +
i+ A
i+ (i+1)—
(A.1.67)
Ti-n+ “Ti-y T T T
ai_ = \ + X .
(i—D+ i

Diskontinuitaten

An den Diskontinuitdten zwischen Brennstoff und Hiille, Hiille und Kiihlkanal, Kihlkanal
und Struktur, Struktur und Umgebung werden die Maschenrandtemperaturen aus dem
Inneren der Festkorperkontinua linear extrapoliert (auch auf der innersten Brennstoff-

masche):

(A.1.68)

T ™ Ty
T, :T.+(’1‘,—’I‘. )——————
1 { (-1

i+ !
r. - r.
-1 i

An diesen Stellen treten zusétzliche Warmeiiberginge auf:

99



1. apH ist der Warmedurchgangskoeffizient fiir den Spalt zwischen Brennstoff und
Hillrohr,

2. aHK ist der Warmeubergang zwischen Hiille und Kihlmittel.

3. akgist der Warmeiibergang zwischen Kihlmittel und Struktur und die Berechnung
entspricht in den meisten Fallen der von agg.

4. agy ist der Warmedurchgangskoeffizient zwischen Struktur und Umgebung.

5. Zusétzlich kénnte man auch einen ag Wiarmedurchgangskoeffizienten fiir Risse im
Brennstoff definieren. Dies ist im Augenblick allerdings nicht realisiert.

Die Warmeiibergangszahlen zwischen den Zylinderschalen werden

1 i =0 Tasy "Turp- 7!
a, = -+ + -
a i+ G+1)—
(A.1.69)
1 Ti-v+ ~ Ti-n T 7T 7!
a, = |- + +
- a A A

(i-1+ i—

mit a als einer der obigen fiinf Warmeiibergangskoeffizienten.

Es ist zu beachen, daf} die empirisch ermittelten Beziehungen fiir die beiden Warmeiber-
gangskoeffizienten ap g und agg bereits die Warmeleitung auf der Kiithlmittelseite enthal-
ten; jedoch die Wiarmeleitung fiir das Kiihlmittel in den betroffenen vier aj+, bzw. aj- nicht
enthalten sein darf,

A.1.7.1 Wairmedurchgangszahl Brennstoff-Hullrohr

Wegen der Bedeutung der Warmedurchgangszahl agy fir den Spalt zwischen Brennstoff
und Hillrohr, gibt es bereits umfangreiche Literatur iber dieses Thema. Es erscheint sinn-
voll, das an experimentellen Daten tberprifte und im URANUS-Programm benutzte Mo-
dell URGAP vonLaBBmann [62, 63] zu verwenden. URGAP wird erweitert, so dafl eine
Berucksichtigung der Temperaturabhangigkeit der Akkomodationskoeffizeiten der Gase
enthalten ist.

Modell zur Berechnung der Wiarmedurchgangszahl

Im folgenden werden die Grundziige der Berechnung erldutert. Der Warmedurchgangs-

koeffizient setzt sich aus drei Komponenten zusammen:

oy = hL+ hK+ hS’ (A.1.70)
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mit der Warmeleitung durch die Gase im Spalt hy,, der Warmeleitung durch Festkorperkon-
taktbricken bei Beriihrung von Brennstoff und Hiille hg und dem Strahlungsbeitrag hg.
Ein Beitrag durch Konvektion im engen Spalt zwischen Brennstoff und Huiille ist
vernachléssigbar klein.

Anteil durch Wirmeleitung

Der Wirmeleitungsanteil kann durch

_ Ay (A.1.71)

h =
L . (AR AR
2,08 ( B + H) + s+ le:c,B + lex,H

beschrieben werden [63]. Die Berechnung der Wiarmeleitfahigkeit der Gasmischung Agist
bei Lafimann zu finden [62]. AR, ARy sind die mittleren Rauhigkeiten des Brennstoffes,
bzw. der Hiille. s ist die Spaltweite. Ist die Spaltweite von der Groflenordnung der mittleren
freien Weglange der Gasatome und Gasmolekiile, so gewinnen die Gasextrapolationsldngen
auf der Brennstoff- und Hiillseite lex, B, lex, H Bedeutung. Die Berechnung dieser Ldngen
wird gegenutber Lafimann, Pazdera [63] so verdndert, daB eine Beriicksichtigung der Tem-
peraturabhéngigkeit der Akkomokationskoeffizienten a; der Gase moglich ist. Diese sind
ein MafB fur den Energieaustausch zwischen fester Wand und Gas.

Die Gasextrapolationsldngen werden nach Godesar [64] folgendermafien berechnet:

20827 ay,, (A.1.72)

e, 8,1y = 1,875 a b
(B, W)

mit Iy, (3, H) = mittlere freie Wegldngen der Gasmischung auf der Brennstoff- bzw.
Hillseite des Spaltes (Berechnung, siehe [62]).

unda B, H)=  Akkomodationskoeffizient der Gasmischung.

Der in Gl. (A.1.72) auftretende Faktor 1,875 ist in der Originalarbeit von Welander [66]
75-n/128 = 1,8408, wird aber in der Dissertation von Godesar mit 1,875 eingesetzt und in
spateren deutschen Arbeiten ebenso verwendet. Bei einer spiter vorzunehmenden neuen
Anpassung aller Modellparameter anhand von MeBdaten, sollte der Wert 1,8408 wieder
verwendet werden.

Der Akkomodationskoeffizient der Gasmischung wird nach Mikami et al. [65] als

n . .
t 4
z._ V Mi
1=1
q = ——

n C.
t
zl VMi

aus den Akkomodationskoeffizienten a; der einzelnen Gase, den Molkonzentrationen ¢; und

den Molmassen M; der Gase bestimmt.

(A.1.73)
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Thomas und Loyalka haben die Akkomodationskoeffizienten einiger Edelgase auf UO2 und
Zircaloy-2 bei Raumtemperatur gemessen [67, 68]. Aussagen liber die Temperaturabhéng-
igkeit bis etwa 1200 K lassen sich aus den Experimenten von Ullmann et al. [69] gewinnen.
Einen Uberblick tiber die Messungen, von Thomas et al., sowie die hier fiir das Modell
vorgeschlagenen Temperaturabhingigkeiten der Form

a, = A -B - T (A.1.74)
gibt Tabelle A.1.1. Die gute Ubereinstimmung der errechneten Werte aus den Gln. (A.1.74)
in Tab. A.1.1 mit den MeBwerten bei Raumtemperatur zeigt sich fiir He auch bei héheren
Temperaturen (Abb. A.1.2). Fiir Xe kénnen dagegen die Mewerte von Ullmann et al. [69]
nicht wiedergegeben werden. Eventuell ist die Temperaturabhiangigkeit nicht linear. Die
Beziehungen fiir Kr und N2 werden geraten und basieren nur auf dem Hineinpassen in die
Tabelle entsprechend den Molmassen dieser Gase. Lanning, Hann [70, S. B2] gehen ebenso
vor,

Die Gln. (A.1.74) bediirfen fiir die Gase Ne, Ar, Kr, Xe, N einer Verifikation. Sie geben nur
die Akkomodationsdoeffizienten bei Raumtemperatur gut wieder. Wegen der Temperatur-
abhéngigkeit gelten unbedingt die in [68] gemachen Vorbehalte.

Neuere Messungen von Hall, Martin [71] bestdtigen die Temperaturabhéngigkeit des
Akkomodationskoeffizienten fiir He, jedoch stellen sie einen langsameren Abfall der Werte
mit der Temperatur fest. Weitere Messungen der Akkomodationskoeffizienten der Gase Ne,
Ar, Kr, Xe, N9, die fiir den Warmedurchgang Brennstoff - Hiille in Brennstiben schneller
und thermischer Reaktoren eine Rolle spielen, wiren wiinschenswert. Insbesondere Mes-
sungen an Oberflachen mit betriebsbedingten Verschmutzungen waren interessant, Fir die
Analyse von Storfallexperimenten wiren Daten bei Temperaturen des Brennstoffs und
Stahls oberhalb 1000 K bis zum Schmelzpunkt der Stahlhiille bei etwa 1650 K sinnvoll,
werden allerdings schwer zu messen sein.

Im Modell werden die Gln, (A.1.74) aus Tab. A.1.1 fiir die Berechnung der
Akkomodationskoeffizienten der Gase verwendet. Die Temperaturen T werden
folgendermafBen bestimmt:

7. ), =(2 e S (r ) <1z00k
fa)ar=\%7% ) 57 1 9% 5\ Tre )AL ’

(A.1.75)
Tfa Thi
(Thi>AL: a, Y + <Z—QA> Py ;<Thi>AL < 1200 K,
und
(Tra)aL = 1200 K; (Tg)AL = 1200 K
(Thi)AL = 1200 K; (Thi)aL = 1200K

mit T, als Brennstoffauentemperatur und Thj als Hiillinnentemperatur. Der Koeffizient
aa erlaubt es, die Bestimmung der Akkomodationskoeffizienten zwischen den Oberflachen-
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temperaturen der festen Wande und der mittleren Gastemperatur im Spalt zu variieren
(ap = 0,bzw.ap = 1). Ullmann et al. [69] haben ihre Messungen auf die Oberfldchen-
temperaturen bezogen, Aus diesem Grund ist der Wert ap = 0 im Rechenprogramm einge-
stellt.

Anteil durch Festkorperkontakt

Laflmann, Pazdera [63] geben hierfiir aus Anpassungen an MeBwerte an:

0,67 _ —
h. =0638 10° (___;__ £> Y AR (A.1.76)
ko AR- 10% H ’
mit
AR? + AR (A.1.77)
R =V _”____B.> e
AR AY ( 2
und
- 2hyy A (A.1.78)
}\H+)\B

Die Warmeleitfahigkeiten Aj, AR miissen fiir die Temperatur auf der Hiillinnenseite, bzw.
der BrennstoffauBenseite ermittelt werden. Der Faktor vor und der Divisor in der Klammer

kénnen zusammengefaBt werden:

E)”"” T AR (A.1.79)

AR® H

Diese Gleichung wird im Rechenprogramm angewendet, wobei alle Gréfien in SI-Einheiten
auftreten. Ein Beitrag durch Festkérperkontakt wird wirksam, wenn

h, = 60,9285 <

pkont = pga.s (A.1.80)

gilt.

Die Meyer-Harte des weicheren Materials ist fiir H in G1. (A.1.79) einzusetzen. Berech-
nungsformeln fiir die Meyer-Hérte von UO9, UC, rostfreiem Stahl und Zircaloy sind in [63]
zu finden. Mit diesen Berechnungsvorschriften ist das Hillmaterial (Stahl oder Zirkaloy)
bei allen vorkommenden Temperaturen weicher als der Brennstoff (UOg oder UC). Man
kann fiir diese Berechnung annehmen, daB an der Bertiihrungsstelle Brennstoff- und Hill-
rohrtemperatur etwa gleich sind. Fiir die Meyer-Hérte von rostfreiem Stahl gilt [63]:

H=5,961 102 77%% gy, 7<8939203K
(A.1.81)

bzw. H=2775 10°T77%% pfir 7 > 893,9203 K

mit der Héarte Hin Pa.
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Anteil durch Strahlung

Der Strahlungsanteil an der Warmedurchgangszahl betrigt:

4 4
Tfa =T, (A.1.82)
ho=C - C, =—=
s s fh Tf -T,.
a {
mit der Boltzmannkonstante

C =5,6696- 10~° w/(m® K*) (A.1.83)
und der Strahlungsaustauschzahl
c :(l+l_1>_l | (A.1.84)
/h £ £
r

Die Emissionszahl von Brennstoff wird wie bei LaBmann [63] berechnet. Fiir Stahl AISI 316
wird e, = 0,5 bei nicht abgebrannten und ¢, = 0,8 bei abgebrannten Brennstidben wegen
Verschmutzung der Oberfliche angenommen. Meist ist der Strahlungsanteil an der War-
medurchgangszahl gering gegen den Anteil durch Warmeleitung im Gasspalt und in Kon-

taktpunkten,
UO09/i;T=308 K Pry-2/i;T=298 K
Gleichung (A.1.74) |[68] Gl [67] Gl
gemessen | (A.1.74) |gemessen | (A.1.74)
1 M; aj aj aj a; aj
- kg/kmol - - - - -
He 4,00 10,409-2,3:-10-4T 0,35 0,34 0,33 0,34
Ne 20,18 |0,755-2,5:10-4T 0,68 0,68 - 0,68
Ar 39,94 ]0,925-25-104T 0,84 0,85 0,86 0,85
Kr 83,70 |1,000-2,5-104T - 0,92 - 0,93
Xe | 131,30 |1,090-2,5-10-4T 1,0 1,01 1,08 1,02
Ng 28,02 10,800-2,5:10-4T - 0,72 - 0,73

Tab.A.1.1: Vorgeschlagene Temperaturabhingigkeiten der Akkomodationskoeffizienten

104




o [67],(68]
-~ [69], [70]

1.0 — Ol (A.1.74)
a
0l Xe

He

0 9 500 1000 1o/ 1650

Abb. A.1.2: Vorgeschlagene Beziehungen zur Berechnung der Akkomodationskoeffizien-
ten a fiir He und Xe in Abhdngigkeit von der Festkorper-Oberflachentempe-

ratur T

A.1.7.2 Wirmeiibergangszahl Hiillrohr- Kithlmittel

Fir flussiges Natrium ist die Beziehung nach Subbotin [73, S. 81] am besten geeignet

a. - d (A.1.85)
Nu = ”K}\ Y = 5+ 0,025 P8
mit der Nusselzahl Nu, der Pecletzahl
md - c (A.1.86)
Pe = a9 p

2 2
f (rNK+ = ng- ) A
und dem 4quivalenten Durchmesser des Kiithlkanals

n( 2 2 > (A.1.87)

"NK+ T TNK-

2n (rNK+ - rNK—)




A.1.7.3 Wirmedurchgangszahl Struktur-Umgebung

asy muf} entsprechend dem Aufbau der Apparatur zwischen duflerster Strukturmasche und
Umgebung ermittelt werden. Im Fall der CABRI-Versuche [72, S. 914] liegt zwischen inne-
rem Niobrohr (Struktur fir die METHOD2D Sirhulation) und Na-Bypass mit in etwa kon-
stanter Na-Temperatur noch ein Xe-Spalt, ein weiteres Nb-Rohr, eine Schicht mit warme-
isolierendem ZrO9-Gewebe, sowie ein Zirkalloyrohr. Der Warmedurchgangskoeffizient agy
wird wegen der guten Warmeisolation nach auflen sehr klein.

A.1.8 FluBdiagramm der Temperaturberechnung

In Abb. A.1.3 ist das FluBdiagramm der Temperaturberechnung im Unterprogramm TEM-
PER dargestellt. Das Unterprogramm TEMPER wird fiir jeden Zeitschritt und jede axiale
Masche einmal durchlaufen. Vorher wird jedesmal im Unterprogramm RANETZ die aktu-
elle Maschenaufteilung vorgenommen, sowie die Leistungsverteilung in den Maschen be-
stimmt,

A.1.9 Codevalidierung - Abkiihlung eines Vollzylinders

Zur Uberpriifung des beschriebenen Algorithmus zur instationiren Temperaturberechnung
wird ein Vergleich mit einer analytischen Lésung eines auskiihlenden Vollzylinders aus
dem VDI-Wirmeatlas [74, Blatter Ecl - Ec20] durchgefithrt. Dort wird auf den Blattern
Ec4, Ech eine Ndherungslosung mit einer unendlichen Reihe aufgefiihrt, deren erste vier
Faktoren angegeben werden. Diese Ndherungslésung ist hier in den Abbn. A.1.4- A.1.9 als
gestrichelte Kurve eingezeichnet, wobei fiir die Besselfunktionen 1. und 2. Ordnung erster
Gattung, die BESJ-Funktion aus der Bibliothek SYS2. FORTLIB mit der Genauigkeit 10-2
verwendet wird.

Es werden typische Stoffwerte fiir den Brennstoff gewahlt:

m:

p = 10000 —
m

400
14 kg K

o
il
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8 =10 ’
Tt = At = 100
Stoffwerte

Leistung | Schatzung
Th-1 stat. Temp.

1
NRUECK=0
Th = Th—1

P
Stoffwerte
Leistung

| p

. 4
Ah' Bh, Ch
Ah-1. Bh—1.Ch_1. Q

nein

Abb. A.1.3: FluBdiagramm des Unterprogramms TEMPER zur Temperaturberechnung
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Fir das Huillrohr wird im Code eingegeben:

w
A=1,0 100 —
m- K
k
p = 1,0 _gg
m
J
c =1,0- 10%
p kg K

Die hohe Warmekapazitiat wird benutzt, damit das Hullrohr konstant auf seiner Anfangs-
temperatur von 1000 K bleibt. Der hohe Zahlenwert fiir die Warmeleitfadhigkeit der Hille
ist notwendig, damit die Berechnung des Warmedurchgangskoeffizienten (Option THGAP
= 1=konstanter Warmedurchgangskoeffizient) nach Gl. (A.1.69) nicht gestort wird. Der
Brennstoff befindet sich anfanglich bei einer Temperatur von 2500 K und kahlt sich inner-
halb von 2 s praktisch vollstdndig auf die Hiillrohrtemperatur ab, wenn ein Warmedurch-
gangskoffizient

a = 31250 id ,

BH
m% K
verwendet wird, was bei einem Auflenradius von 3,2 mm

Bi = 0,5
entspricht (Bi = Biot-Zahl).

Es werden 3 Testrechenldufe durchgefiihrt, deren Parameter in Tab. A.1.2 angegeben sind.
Die Abbn. A.1.4 bis A.1.9 zeigen die Ergebnisse, wobei die Niherung fiir die analytische Lo-
sung gestrichelt in alle Abbildungen eingetragen ist. Es werden jeweils nur die analyti-
schen mit den numerischen Ergebnissen fiir die Zylinderzentral- und -auflentemperatur
verglichen. Die Rechenergebnisse des Differenzenverfahrens sind die durchgezogenen
Linien mit den Symbolen entsprechend der Legende in den Abbildungen.

Rechenlauf Zeitschritt Maschenzahl Ergebnisse
1 1ms 20 Abbn. A14-A16

2 1ms 10 Abbn.A.1.7,A.1.8

3 10 ms 20 Abb.A.1.9

Tab.A.1.2: Drei Testrechenldufe mit verschiedenen Parametern zum Uberpriifen der

Temperaturberechnung und Ergebnisse

108




Die Abbn. A.1.4 bis A.1.6 zeigen Rechenergebnisse fiir Rechenlauf 1 in verschiedenen Zeit-
bereichen. Die Abb. A.1.4 wird praktisch identisch auch fiir die Rechenldufe 2 und 3 erhal-
ten. Die analytische Ndherungslésung (gestrichelt) ist unter den Kurven fiir die Differen-
zenlosung (durchgezogen) verdeckt. Winzige Abweichungen sind erstin Abb. A.1.6 zu
erkennen (Zeitskala 1 bis 20 ms), die bei sehr kleinen Zeiten aber wohl durch Abbruch der
analytischen Naherungslésung nach dem vierten Glied der unendlichen Reihe hervor-
gerufen werden [74]. Fiir den Rechenfall 2 mit 10 radialen Maschen werden die Abwei-
chungen nur geringfiigig grofer. Erst Rechenfall 8 mit einer Zeitschrittweite von 10 ms
zeigt ein problematisches Verhalten des Differenzenverfahrens, insbesondere fiir die
berechnete Aulentemperatur des Vollzylinders. Im grofien MaBstab der Abb. A.1.4 wére
dies aber kaum aufgefallen. Damit lassen sich fiir Brennstabberechnungen mit dem
dargestellten Algorithmus folgende Forderungen aufstellen:

1. Mindestens ca. 10 radiale Maschen im Brennstoff,

2. Zeitschrittweiten von deutlich weniger als 10 ms sollten gewahlt werden.

0
- .
©@ O ZENTRALTEMP. AUS DIFF.VERF. O ZENTRALTEMP. AUS DIFF.VERF.
a4 + AUSSENTEMP. AUS DIFF.VERF. § + AUSSENTEMP. AUS DIFF.VERF.

x10°)
]

TEMPERRTUR / (K
TEMPERATUR / (K
1

o7 T T — T T T T T T
0.00 1.00 2.00 0.00 0.50

ZEIT / S ZEIT /(s x=107")

1
1.

Abb. A.1.4: Auskiihlungeines Vollzylinders- Abb. A.1.5;: Auskiihlung eines Vollzylin-
Rechenlauf1 ders-Rechenlauf1
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A.2 Elastoplastisches Materialverhalten

A.2.1 FlieBkriterium

Ziel der Plastizititstheorie ist es, eine mathematische Beschreibung des mechanischen
Materialverhaltens bei plastischer Verformung zu erhalten. Fung [13, S. 138] schreibt dazu:
»Zum Zwecke der Beschreibung des Spannungszustandes in einem beliebigen Punkt des
Materials, ist es hilfreich jeden Spannungszustand durch einen Punkt in einem neundimen-
sionalen Spannungsraum mit den Achsen ojj (i =1,2,3) darzustellen. Ebenso kann ein
Dehnungszustand als Punkt in einem neundimensionalen Dehnungsraum mit den Kompo-
nenten g;j aufgefalt werden. Insbesondere kann ein plastischer Dehnungszustand &;;(p) auf
diese Weise dargestellt werden. Eine Belastungsfolge kann dann als Pfad im Spannungs-
raum und die entsprechende Dehnungsgeschichte als Pfad im Dehnungsraum verstanden
werden.

Es wird die Grundannahme geiroffen, dafl eine skalare Funktion existiert, die man als
FlieBfunktion F (ojj, £ij(P), k) bezeichnet. Sie hdngt vom Spannungs- und Dehnungszustand
und der Belastungsgeschichte ab. Sie charakterisiert das FlieBverhalten des Materials
folgendermaflen: Die Gleichung F =0 stellt eine geschlossene Oberflache im Spannungs-
raum dar. Fir F <0 findet keine Zunahme der plastischen Verformung statt. Eine Verén-
derung der plastischen Deformation tritt erst fiir F =0 auf. F>0 ist ein Zustand ohne Bedeu-
tung. Der Parameter k wird Verfestigungsparameter genannt und ist abhéngig von der
Belastungsgeschichte des Materials.” Weitergehend als Fung kann man sagen, daf der
Zustand F >0 verboten ist. |

Es werden die Deviatorspannungen
1
% T % T3 %w %
und die Deviatordehnungen

(A.2.1)

(A.2.2)

fiir ein isotropes Material eingefiihrt. Die zugehorige zweite Deviatorspannungsinvariante

ist als (A23)

definiert. Das Hookesche Gesetz in kartesischen Koordinaten 148t sich nun fiir die

Deviatorspannungen (Superskript e = elastisch) als

(o(f)>' = 20(8@))'
Yy 3]

und fiir die mittleren (hydrostatischen) Spannungen als

(A.2.4)

o = 3K (A.2.5)
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mit dem Schubmodul

) g (A.2.6)
2 (1+v)
und dem Kompressionsmodul
(A.2.7)
- _E
3 (1-2v)

schreiben. Die Beziehung (A.2.5) fir die mittleren Spannungen gilt auch bei plastischer
Verformung, Definiert man die plastische Dehnung zu

P = e @ (A.2.8)
ij ij ij
so gilt dann wegen (A.2.5)
( (A.2.9)
P = — ¢9 =0,
123 124 113
was bedeutet, dal der plastische Dehnungsanteil inkompressibel ist und es wird mit (A.2.2)

(A.2.10)
( o ) _
ij ij
Owen, Hinton [51, S. 227] verwenden folgende FlieBfunktion
F (0,8x) = f(6)—Fk (x) =0. (A.2.11)
Fir Metalle gilt die FlieBregel nach von Mises
(A.2.12)

f @) =VJ,.
Herrscht in einem einachsigen Zugversuch nur eine Spannung 011 = o vor, wahrend alle
anderen Komponenten zu null werden, gilt

(A.2.13)

2

J2: o .

Im einachsigen Zugversuch beginnt nach Abb. 3.4.1 das Material bei of zu flieflen. Die
Flielbedingung (A.2.12) ergibt also

win

(A.2.14)

k) = v(%) 0, @) .

Mehrachsiger Spannungszustand: Erreicht die Vergleichsspannung oy bei einem mehr-
achsigen Spannungszustand den Wert of (x) beginnt die plastische Verformung; wobei

oU:\/<z—J'2>.

Im Rechenprogramm KONTAKT sind auBlerdem noch die FlieBbedingungen nach Tresca,
sowie die aus der Bodenmechanik bekannten Bedingungen von Mohr-Coulomb, und

(A.2.15)

Drucker-Prager implementiert, siehe [51].
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A.2.2 FlieBregel und Verfestigungsgesetz

eij(P) in (A.2.8) kann wegen des im allgemeinen nichtlinearen Zusammenhangs zwischen
Spannung und Dehnung und der Abhingigkeit von der Verformungsgeschichte nur inkre-

mentell bestimmt werden [51];

A.2.16)
de. = de'® + deP . (
ij ij ij
Man macht den Ansatz
(A.2.17)
de? = 4\ s .
4] 00,
ij
In Vektorschreibweise wird Gl. (A.2.17) (vergl. [51, Gl. (7.44)])
e (A.2.18)
de =C ldo+dr|—]| ,
00
weiter [51, Gl. (7.45)]
| ; | J (A.2.19)
dy = ———— a" Cde mita=|—
T do
[A—f‘ a Ca
und (51, Gl. (7.46)]
(A.2.20)
do = C de
mit [51, Gl (7.47)]
r (A.2.21)
d,d
C®? =C-
A+dla
und
a =Ca. (A.2.22)

Die Druckfehler in [51] sind damit korrigiert. Im Rechenprogramm KONTAKT wird die
Newton-Raphson-Iteration als Anfangssteifigkeitsverfahren durchgefiihrt, so daBl die Be-
rechnung einer elastoplastischen Spannungs-Dehnungs-Matrix C nicht erforderlich ist.
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A.3 Elementtypen fiir Mechanikberechnung

Folgende ebene, bzw. achsensymmetrische finite Elemente sind in den Rechenprogrammen
KONTAKT und METHOD2D anwendbar:

1. Vier-Knoten Element mit linearen Formfunktionen:

e 3 w1 = 1/4(1-8) (1-n)
w2 = U4l +8(1-n)
w3= 141+ 8 +n)

E ws=1401-8 @1 + n)

1 2

2. Neun-Knoten Element mit quadratischen Formfunktionen:

g1 =1/4(82-§ (n2-n) p5 = 1/2(1-82) (n2-n)

g2 =1/4E& +Hn2-n)  yge=12E2+5(0-12)

p3=14E2 +802+n) yr=12(01-8)(n2+n)

gy =1/4E2-@M2+n)  wg=12(2-§(1-n2)
w9 = (1-82)(1-n2)

w1 =1/40-89A-n)-1-&-7) w5 = 1/2(1-82)(1-n)
yo =1/4(1+8& (1-n)-1+&-n) we =1/2(1+8) (1-12)
w3 =140+ A +n)(-1+E&+x) w7 = 1/2(1-82) (1 +n)
pq = 1/4(1-8 (1 +n)-1-E+n) yg = 1/2(1-8)(1-12)

1 5 2

& und n (Bereich -1,0 bis + 1,0) sind die lokalen Elementkoordinaten, die einfach tuber eine

Koordinatentransformation in Bezug zu den globalen Koordinaten gesetzt werden [26]. In
den Rechenprogrammen KONTAKT und METHOD2D wird eine isoparametrische Abbil-
dungsvorschrift angewendet, d.h. es werden gleiche Formfunktionen fiir die Darstellung der
Koordinaten und der Feldgrofen im Element angewendet.
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A4 Numerische Integration fiir Mechanikberechnung

In den Rechenprogrammen KONTAKT und METHOD2D wird eine numerische Gauss-
Integration zur Berechnung der Steifigkeitsmatrizen und der verschiedenen Vektoren
(Kap. 3.1) eingesetzt [26]. Sie wird folgendermafen durchgefiihrt:

+1 +1 N N
L ele) =5 (3 ofne o
tE=-1 n=-1 1 n=1

m=

mit der zu integrierenden Funktion G, die eine Abhéngigkeit von den lokalen Element-
koordinaten £ und ) besitzt, den Integrationspunkten (§,, nm) und den Integrations-
wichtungen wy, und w,.

Die Integrationsorte und -wichtungen sind:

Int. Ordnung

i

&, Ni

Wi

m

2x 2 1 -1/V3 1,0
2 +1/V38 1,0
1| -1/V@/5) 5/9
3x3 2 0 8/9
3 | +1/V(@3/5) 5/9
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A5 Materialdaten fiir die Brennstabmechanik

A.5.1 Brennstoff

Elastizitdtsmodul:

Aus Angaben bei Olander [22, S. 336] wird abgeleitet:
E =2,2-1011(1-1,92P)[1-1,8-10-4 (T/K) - 273,15] Pa,

wobei die Porositat P vorlaufig P = 0,05 gesetzt wird.

Poissonsche Querkontraktionszahl:
Bei Wehner [75] findet man:
v = 0,25 + 7,0-10-5 (T/K).

Werte grofler als 0,45 werden aufv = 0,45 zurickgesetzt.

Linearer thermischer Ausdehnungskoeffizient:

Eine Beziehung fiir den linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten, die die Ausdeh-
nung bei Schmelzen beriicksichtigt, wird bei Fink et al. [76] angegeben.

Hier wird sie folgendermaflen angewendet:

208,15 K= T < (Ts- A Ty):

a = [-1,930412-10-3 + 5,728-10-6 (T/K) + 2,487-10-9 (T/K)2
+ 1,140-10-13(T/K)3] /[ (T/K) - 298,15 ] 1/K,

(Ts + ATs) < T <3400 K:

a = [7,87-10-2 + 3,775-10-5 ((T/K) - Ty)] /
[ (T/K)-298,15] 1/K

(Tg-ATg) =T <(Ts + AT):
a ={(1-X)-43,429-10-3/[(Ts/K) - 298,15]
+ X-78,7-10-3/[(Ts/K) - 298,151} 1 /K

mit der Schmelztemperatur Ty = 3113 K, dem Schmelzintervall A Tg= 0,15 K und der
Schmelzfraktion X.
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Der Giiltigkeitsbereich wird erweitert, in dem fiir Temperaturen unterhalb 298,15 Ka =
0,0 gesetzt wird und fiir Temperaturen oberhalb 3400 K der Wert bei 3400 K konstant
angesetzt wird.

FlieBgrenze: |

Fir Brennstoff ist Flieen nicht vorgesehen:

oF = 1,0:1050Pa,

Verfestigungsmodul fir plastisches Flielen:

FlieBlen ist fir Brennstoff nicht vorgesehen.

A.5.2 Hillrohr
Als Werkstoff wird austenitischer Stahl der US-amerikanischen AISI Bezeichnung SS316

(entspricht X5 CrNi Mo 1812) oder dhnliche deutsche Stahlsorten mit der Werkstoff-Nr.
1.4970 (entspricht X10 CrNi MoTi 1515) angenommen [77, 78].

Elastizitatsmodul:
Es wird eine Beziehung von Miiller-Lyda [78] benutzt:

E =[206,1-0,078-((T/K) - 273,15) ]-109 Pa.

Poissonsche Querkontraktionszahl:
Es wird eine temperaturabhingige Beziehung von Wehner [75] verwendet:

v = 0,244514 + 7,5-10-5 (T/K).

Linearer thermischer Ausdehnungskoeffizient:
Olander [22, S. 119] gibt an:

a = [16,0 + 4,62-10-3 ((T/K) - 273,15)] 1/K.

Streckgrenze:

Die Beziehung von Miiller-Lyda [78] fiir unbestrahlten Stahl 1.4970 gibt recht gut die
Werte wieder, die in der Experimentserie zu Kap. 6 gemessen wurden:
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T < 683,15 K:
00,2 = 526106 Pa,

T > 683,15 K.

oo,2 = [5626 - 0,0016548-((T/K) - 683,15)2 ]-106 Pa.

Verfestigungsmodul fiir plastisches Flieflen:

Es wird folgender Zahlenwert angenommen:

Er = 2,2:109Pa,
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