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Zur Ausbreitung schwacher Stoflwellen in Liftungsanlagen
Zusammenfassung

Um die Sicherheitsreserven von Schwebstoffiltern zu bestimmen, miissen sowohl die stro-
mungsdynamischen Belastungen als auch die mechanische Festigkeit der Filtereinheiten be-
kannt sein. Aus diesem Grund ist die Entwicklung eines Rechencodes zur Bestimmung in-
stationdrer Stromungsgro3en und Explosionswellen notwendig. Daher wurde die Wechselwir-
kung einer Stofwelle mit einer Abzweigung untersucht. Der Bericht iiberpriift die Brauchbar-
keit zweier Theorien. Die erste berechnet die Stof3stdrke nach dem Abzweig nur iiber geome-
trische Betrachtungen. Ein Vergleich mit experimentellen Werten zeigt nur ein unbefriedi-
gendes Ergebnis fir schwache StoBwellen. Die zweite Theorie geht davon aus, da8 die
Druckédnderung nach der Druckwelle iiber den Abzweig die gleiche ist, wie bei einer stationi-
ren Stromung. Die Stofiwellen wurden fiir verschiedene Abzweigkonfiguration gemessen und
die Ergebnisse der Berechnung mit den experimentellen Werten am Stof3wellenrohr sowohl
fiir runde als auch fiir quadratische Kanile verglichen. Dabei konnte eine gute Ubereinstim-
mung erzielt werden. AuBerdem wurde die Wechselwirkung einer Stowelle mit einem Kanal
verdnderlichen Querschnitts untersucht. Dabei wird eine neue Theorie zur Berechnung der
StoBstdrkendnderung nach einer Diise bzw. eines Diffusors beschrieben. Die Theorie bietet
die Moglichkeit reflektierte Wellen zu berechnen, wie Stolwellen am Eintritt in eine Diise
und Expansionswellen im Diffusor. Auch der Einflul der Wandreibung und von Abldse-
erscheinungen kann beriicksichtigt werden. Die Theorie erlaubt die Berechnung des Druck-
sprungs iiber einen "Sekundérstof3", der in einem Diffusor auftritt, wenn die Stréomung nach
einer starken Expansionswelle Schallgeschwindigkeit erreicht. Auch hier werden die theore-
tischen Ergebnisse fiir verschiedene Flichenverhiltnisse mit experimentellen Werten an
einem Stoflwellenrohr verglichen. Es konnte wiederum eine gute Ubereinstimmung erzielt
werden.

On the propagation of weak shock waves in air cleaning systems
Abstract

In order to be able to calculate HEPA filter margins, both the mechanical loading at the
service location and the structural strength of the filter unit must be known. This makes
necessary the development of suitable computer codes for modelling fluid dynamic transients
and, for extrem accidents, the propagation of weak shock waves. So the interaction of a shock
wave with a junction of a straigh duct having a side branch is considered. The paper checks
the validity of two hypotheses. The first one calculates the shock waves after the junctions
only by a geometrical consideration. A comparison with experimental values shows only an
unsatisfactory result for weak shock waves. The second theory assumes that the pressure drop
across the junction, in the quasi-—steady flow which takes place after the incident shock
waves, is the same as in steady flow tests. The pressure drops were measured for different
junctions and the results of the calulation were compared with experimental values from a
shock tube, both for circular and rectangular channels. A good agreement was obtained. Also
the interaction of a shock wave with a channel of varying cross section is considered. So a
new theorie to calculate the changes in shock strength after a nozzle and a diffuser is
described. There is the possibility to calculate reflected waves, as shock waves in front of a
converging channel and a expansion wave in front of a diverging channel. Also the problem
of the influence of dissipation to the change in shock strength is solved. The theorie
calculates the pressure drop of the "shock — shock”, which takes place in a diffuser, if the flow
is accelerated to the velocity of sound from a strong expansion wave. The shock strength were
measured for different area ratios and the results of the calculation were compared with
experimental values from a shock tube. A good agreement was obtained.
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1. Einleitung und Problemstellung

In Liftungssystemen groBtechnischer Anlagen bilden Filter eine wirkungsvolle Barriere
zum EinschluB3 gefdhrlicher Stoffe und dienen daher der Luftreinhaltung bzw. Abgasreini-
gung. Insbesondere im Bereich der Verfahrens— oder Kerntechnik halten Schwebstoffilter
luftgetragene partikelférmige Toxine oder Radioaktivitdt mit extrem hoher Abscheideleistung
zuriick /1/. Als Beispiel sei hier eine Miillverbrennungsanlage genannt, bei der grolere Men-
gen kondensierte und partikelgebundene Dioxine entstehen kénnen /2/. Die Filterstrecken
sind daher fiir den Umgebungsschutz von besonderer Bedeutung und ihrer Auslegung und
ihrem Betrieb muB} ein hohes Maf} an Sorgfalt gewidmet werden. Das gilt speziell fiir Storfal-
le, bei denen nicht nur mit erhohten Beanspruchungen zu rechnen ist, sondern auch erhdhte
Mengen toxischer Stoffe zuriickzuhalten sind. Um das Risiko des Versagens von Filterele-
menten und somit einer erhohten Abgabe gefdhrlicher Stoffe in die Umgebung bei nicht be-
stimmungsgemaf3em Betrieb der Anlage beurteilen zu kénnen, miissen die moglichen stro-
mungs — und thermodynamischen Belastungen innerhalb von Liiftungsanlagen bekannt sein.
Daher wurden gerade in der Kerntechnik in den letzten Jahren verschiedene Rechencodes
entwickelt /3/, mit deren Hilfe die Belastungen des Containments und der umliegenden Hilfs-
anlagengebidude modelliert werden konnen. Besonderes Augenmerk lag dabei auf der Be-
stimmung der Quellstdrke fiir radioaktive Aerosole nach einem teilweisen oder vollstédndigen
Kernschmelzen /4/. Die dabei auftretenden instationdren Strémungsvorginge liefern endliche
Gradienten der Zustandsdnderung,und die Ausbreitung von Stérungen geschieht maximal mit
Schallgeschwindigkeit.

Bei Untersuchungen verschiedener Storfallabldufe in DWR —Kernkraftwerken wurden
jedoch Szenarien bekannt, die unter ungiinstigen Umstidnden zu einem plétzlichen, stoBarti-
gen Druckanstieg filhren kénnen, der sich mit Uberschallgeschwindigkeit durch das Liiftungs-
system ausbreitet /5/. Wenn das Ausbreitungsverhalten dieser StoBwellen in den Kandlen be-
kannt ist, kann die maximal auftretende DruckstoBSbelastung am Ende eines Liiftungssystems
bestimmt werden. Damit besteht die Mdglichkeit, durch experimentelle und theoretische Un-
tersuchungen die Sicherheitsreserven von Filterelementen am Ende von Liiftungssystemen zu
quantifizieren und durch geeignete Maflnahmen eine mogliche Gefdhrdung zu minimieren.
Im weiteren sollen zwei Storfallabldufe, die zum Auftreten solcher Druckwellen fiihren kon-
nen, kurz erldutert werden. Prinzipiell unterscheidet man dabei Storfallereignisse, die die An-
lage von auBlen belasten (z.B. Flugzeugabsturz, Erdbeben, Gasexplosion etc.) und Stérfille in
der Anlage selbst durch nicht bestimmungsgemiflen Betrieb (z.B. Kiihlmittelverlust, Kern-
schmelzen, Bruch einer Leitung, interne Explosion, Brand etc.).



a.) AuBere Druckbelastung von Kernkraftwerken durch Gasexplosionen

Bei der Auslegung von Kernkraftwerken gegen duBere Einwirkungen wird in der
BRD unter anderem die mogliche duBere Druckbelastung durch eine Gasexplosion in
der Umgebung der Anlage beriicksichtigt. Dieser Lastfall ist besonders im Zusammen-
hang mit moglichen Ungliicksfdllen beim Transport oder bei der Lagerung fliissiger
Kohlenwasserstoffe in der Nihe des Kraftwerks zu sehen. Im Falle der Freisetzung
gro3er Mengen eines solchen Stoffes kénnte nach der Verdunstung und Durchmischung
mit Luft eine ziindfdhige Gaswolke groBer Explosionsenergie entstehen /6/.

Fiir den Fall der Druckwellen mit einer deutlich ausgeprédgten StoBfront wurden am
Ernst — Mach —Institut in Freiburg Untersuchungen zur Druckverteilung um Kraftwerks-
gebdude durchgefithrt /7/. Druckwellen dieser Art sind bei Detonationen oder detona-
tionsdhnlichen Explosionen (Ausbreitungsgeschwindigkeit der Reaktionsfront grofler als
Schallgeschwindigkeit) zu erwarten. Aus den Ergebnissen geht hervor, daf sich zwischen
dem Reaktorgebdude und den Hilfsgebduden aufgrund von Reflexions — und Beugungs-
vorgingen ein relativ komplexes Wellenfeld ausbildet. So kann sich zum Beispiel auf-
grund einer StoBfokussierung und -reflexion in einer Gasse zwischen zwei Gebduden
ein Spitzendruck ergeben, der um den Faktor zwei bis drei iiber dem Initialisierungs-
druck liegt. Bei Stofbelastungen sind deshalb gerade die scheinbar geschiitzten Stellen,
héufig Zu— und Abgidnge des Reaktorgebiudes, am stirksten gefiahrdet. Somit kdnnte
eine StoBwelle ins Gebdudeinnere eindringen und Filtereinrichtungen gefdhrden.

b.) Dampfexplosionen in einem Druckwasserreaktor

Unter einer Dampfexplosion versteht man das explosionsartige Verdampfen einer
kalten, leichtfliichtigen Fliissigkeit (z.B. Wasser) durch Wérmezufuhr aus einem heif3en,
schwerfliichtigen Material (z.B. fliissiges Metall) /8/. Voraussetzung fiir eine solche
Dampfexplosion in einem Druckwasserreaktor ist das vollstindige Aufschmelzen des
Kernes. In diesem Fall wird Liiftungsabschluf3 angenommen.

Bei schwachen oder mehreren kleinen Dampfexplosionen sind die Containment-
durchbriiche und insbesondere die Liiftungskanidle gefihrdet. Hierbei kénnen Verdich-
tungswellen in die Liiftungsanlage eindringen. Der Druck im Ventilationssystem steigt
sehr steil an und es kann zu einem schwachen Verdichtungssto kommen. Je nach



Randbedingungen treten danach reflektierte Verdichtungswellen auf. Im Sog dieser Wel-
len fallt der Druck wieder stark ab (Expansionswellen), moglicherweise unter den Aus-
gangsdruck. Daher ist die Kenntnis des Ausbreitungsverhaltens der Kompressions — und
Expansionswellen in den Liiftungskandlen von besonderer Bedeutung, um eine mogliche
Gefdhrdung der Filter nach einer Dampfexplosion abzuschitzen.

Als weitere, nicht ndher erlduterte Beispiele, seien hier mogliche Explosionen in der
Wiederaufarbeitung genannt (WAA), die jedoch weniger im nationalen als im internationa-
len Zusammenhang zu sehen sind (WAA in Frankreich, Japan). Auch im Bereich der kon-
ventionellen Technik muf} mit einer Gefihrdung der Umgebung oder des internen Personals
nach einem Storfallereignis gerechnet werden. In der Einleitung wurde bereits eine Explo-
sion in der Miillverbrennungsanlage angesprochen. Ebenso koénnen als mégliche Gefahren-
quellen Reaktionen in der chemischen Industrie oder sogenannte "Staubexplosionen” in Berg-
werken genannt werden /9/.

Allen Beispielen gemeinsam ist, dal neben stationdren oder transienten Storfallereignis-
sen, bei denen sich die StérgroBen maximal mit Schallgeschwindigkeit ausbreiten, auch stof3-
artige Belastungen auftreten kénnen, bei denen sich die StorgréBen mit Uberschallgeschwin-
digkeit fortbewegen und unter Umstinden die Funktionstiichtigkeit der Liiftungssysteme ge-
fahrden konnen. Diese StofSphdnomene werden von Liiftungscodes iiblicherweise nicht be-
riicksichtigt, da aufgrund der Wellennatur dieser Belastungsgréen die Zustdnde nach einem
Verdichtungssto3 nur mit instationdren, stark nichtlinearen Gleichungssystemen berechnet
werden konnen. Bei Nichtberiicksichtigung dieser Vorgidnge konnen die zu erwartenden
Sicherheitsreserven gegeniiber einem Filterversagen nicht mit der notwendigen Genauigkeit
bestimmt werden. Genaue und belastbare Daten sind aber sowohl fiir die Genehmigungsbe-
horde als auch fiir den staatlichen Gutachter in Hinsicht auf die Beurteilung des sicheren
Umgebungsschutzes von groer Bedeutung.

Zur Berechnung komplexer Liiftungssysteme miissen daher die Druckinderungen an
Kanalverzweigungen und Querschnittserweiterungen bzw. —verengungen beim Durchlaufen
einer StoBwelle bekannt sein. Die genaue Kenntnis des Weg —Zeit — Verhaltens eines Ver-
dichtungsstoBes innerhalb der Liiftungsanlage, insbesondere einzelner Komponenten, bilden
die Grundlage einer theoretischen Berechnung der Stofausbreitung. Als geeignetes Verfah-
ren zur Sichtbarmachung der StoBfronten hat sich die Schlierenoptik erwiesen. Sie ermoglicht
es, den Dichtesprung in genau definierten zeitlichen Abstdnden fotografisch zu erfassen und
das Ausbreitungsverhalten des Stofles zu bestimmen. Druckmessungen an querschnittsvariie-
renden Kanilen untermauern eine neu erstellte Theorie. Es wurde gerade fiir den Bereich



der konventionellen Technik auf die Ausarbeitung eines ingenieurméBigen Rechenmodells
besonderer Wert gelegt, um dem Konstrukteur der oben angesprochenen Zu — und Abluftan-
lagen ein einfaches, aber wirkungsvolles Instrumentarium an die Hand zu geben, mit dem
sich schnell éndernde Zustandsgréfen in der Strémung berechnet werden kénnen.

Mit Hilfe dieser Daten kann die Belastung der Kanal — und Filtersysteme mit ausrei-
chender Genauigkeit erfa8t und die vorliegenden Sicherheitsreserven gegeniiber einer mog-
lichen Gefidhrdung dieser Riickhalteeinrichtung abgeschétzt werden. Somit sind diese Arbei-
ten sowohl beziiglich der kerntechnischen Sicherheit als auch fiir Stérfille in konventionellen
Anlagen von Interesse.



2. Modelltheoretische Beschreibung der Stoflausbreitung in
Kanalsystemen

Modellrechnungen dienen der Beschreibung verschiedener physikalischer oder chemi-
scher Phinomene in Natur und Technik. Ziel ist dabei meist eine Vorhersage der Abldufe
dieser Vorginge oder die Berechnung von Spitzenwerten diverser abhidngiger und unabhingi-
ger EinfluBgréBen. Besondere Bedeutung kommt solchen Modellberechnungen immer dann
zu, wenn die zur Bestimmung dieser Einflugré8en notwendigen "large — scale" — Experimen-
te entweder zu aufwendig oder gar unmoglich sind. Als Beispiel seien hier die Klimafor-
schung und die Raumfahrt genannt.

Daher miissen auf der Grundlage mehr oder weniger einfacher physikalischer Zusam-
menhdnge, die alle einzeln experimentell bestétigt sind, Rechenmodelle erstellt werden, die
die oben angefiihrten, komplexen Vorginge beschreiben kénnen. Dabei ist es nicht immer
notwendig, alle Groen zu erfassen bzw. alle Vorginge im Detail zu beschreiben. Oft geniigt
es, die groften oder kleinsten auftretenden ZustandsgroBen zu kennen, um, z.B. in der
Sicherheitstechnik, eine verldliche Aussage iiber moglicherweise auftretende Belastungen
machen zu konnen. Bei solch integralen Beschreibungen kann meist auf aufwendige Compu-
tersimulationen verzichtet werden, wenn es gelingt, die physikalischen Zusammenhénge ana-
lytisch darzustellen und, wenn auch mit eingeschrinkter Genauigkeit, zu 16sen. Dabei kann
zwar nicht immer ganz auf den Einsatz eines Rechners verzichtet werden, der numerische
Aufwand muB sich jedoch in Grenzen halten und sich auf die Benutzung z.B. eines Perso-
nal — Computers beschrianken. Damit kann dem Ingenieur ein Instrument an die Hand gege-
ben werden, mit ihm meist zur Verfiigung stehenden Mitteln und auch Fachwissen die Be-
lastungen seiner Konstruktionen abzuschitzen und so Zeit und Geld zu sparen, die er fiir
eine Simulation z.B. nach der "Finite Elemente"— Methode bereitstellen miifite. Bei sehr
komplexen Vorgingen, insbesondere z.B. in der Gasdynamik, ist es aber oft notwendig, ne-
ben den theoretischen Uberlegungen auch noch umfangreiche Experimente im LabormaBstab
durchzufiihren, um ein Verstindnis fiir die auftretende Phidnomene zu bekommen. Erst mit
Hilfe der empirisch ermittelten Daten und Zusammenhénge ist eine theoretische Be-
schreibung der Zustandsénderung moglich.

Nachfolgend werden aufbauend auf den gasdynamischen Grundgleichungen einige aus
der Literatur entnommene und selbsterstellte Theorien zur Beschreibung der Stofausbrei-
tung in einzelnen Anlagenkomponenten dargestellt (Abzweige, konvergierende und diver-
gierende Kanalstiicke und reibungsbehaftete Rohre) und damit ein Modell zur Berechnung
der Druckbelastungen des gesamten Kanalsystems entwickelt.



2.1 Berechnung der StoBausbreitung in konvergenten und divergenten Kani-
len

Wichtige Bestandteile eines Liiftungssystems sind sich erweiternde und verengende
Ubergangsstiicke, die Kanile mit verschiedenen Querschnitten miteinander verbinden.
Solche Ubergangsstiicke stellen fiir eine durchlaufende Welle immer eine starke Stérquelle
dar und beeinflussen daher abhingig von der Art des Ubergangs die Form und die Stiirke der
StoBfront. Aus der Literatur /10,11,12/ ist bekannt, daB3 ein konvergentes Kanalstiick eine
Druckwelle verstérkt, eine Kanalerweiterung jedoch eine Dampfung bewirkt.

Beim Auftreffen einer StoBwelle auf eine Querschnittsdnderung kénnen abhidngig von
dem Flidchenverhiltnis und der Strémungsmachzahl Msgrsn reflektierte Wellen an der Knick-
stelle des Kanals entstehen. Bei einer Flidchenerweiterung fithren diese Wellen zu einer
Expansion, die den Druck vor der Querschnittsdnderung absenkt und das Gas beschleunigt,
Diese Expansionswelle lduft stromauf (solange Msism < 1), der durchgehende Stof3 bewegt
sich dagegen stromab. Die Geschwindigkeit der stationidren Nachlaufstrémung verringert sich
und der Druck im Diffusor nimmt wieder zu. Diese Zunahme kann jedoch die Abnahme des
Drucks aufgrund der Expansion nicht ausgleichen, der StoB verliert daher im divergenten
Kanalteil an Intensitét.

Bei einer Flidchenverengung wird ein Teil des Stofles reflektiert und lduft stromauf, der
Druck vor der Querschnittséinderung steigt stark an und die Eintrittsgeschwindigkeit in die
Diise erniedrigt sich. Die stationdre Nachlaufstromung wird nun wieder beschleunigt und der
Druck fallt ab, jedoch nicht unter den Wert des einfallenden StoBes, so daf3 in der Diise ins-
gesamt eine Zunahme der StoBintensitdt zu verzeichnen ist.

Je nach Ausfithrung der Querschnittsdnderung wird aufgrund der Reibungs— und Um-
lenkverluste im Ubergangsstiick der Druck im Diffusor weniger stark ansteigen bzw. in der
Dise stidrker abfallen. Entsprechend konnen sich auch die reflektierte Sto3 — bzw. Expan-
sionswelle dndern /13/.

Im weiteren sollen zwei Theorien vorgestellt werden, die es ermdéglichen, die Druckén-
derungen in querschnittsvariierenden Kanélen zu berechnen. Das zuerst beschriebene Modell
ist der Literatur entnommen und stiitzt sich auf Uberlegungen von Whitham /14,15/, Chester
/16/ und Chisnell /17/. Das zweite Modell basiert auf einer Idee von Dadone et al. /18/ zur
Berechnung der StoBaufteilung in verzweigten Kanilen, die entsprechend modifiziert wurde
und im weiteren die Beschreibung der StoBausbreitung mit Hilfe der Charakteristikenglei-
chungen ermoglicht und kurz modifizierte Charakteristikenmethode genannt wurde.



2.1.1 Theorie nach Whitham

Die Beugung um eine Ecke oder Kante stellt fiir eine StoBwelle immer eine Erweiterung
des zu durchlaufenden Querschnitts dar. Es kommt dabei zu einer StoBabschwichung und
Drehung der Laufrichtung, da die StoBfront bestrebt ist, parallel zur Wandkontur zu laufen
(Bild 2.1).

b4
t
y o o+da _ | | P |
Bey (A1) _ Stof ,’ | 1 ston
T Mdef — —~ __ i [
””””” - ~ _ /
T § 9(”Strahl" Lll- '
S . S Pi .9 Y P PS5, o
N +dp X
1 N\ P e
AN ~ ct
p
M
? W Stofgerade
Bild 2.1: Beugung eines Sto3es um Bild 2.2: Die (x,t) — Ebene zur
eine 900 — Ecke nach Whitham /14/, Darstellung der Wechselwirkung
St6Be und Strahlen bilden ein ortho — zwischen einer Stofwelle und einem
gonales o, —Koordinatensystem Kanal veridnderlichen Querschnitts

Whitham /14/ fithrt eine Schar von Kurven in der x —y—Ebene ein (Bild 2.1), die die
nacheinander folgenden Lagen des nun gekriimmten StoBes darstellen. Diese Kurven nennt
er "StéfBe" und sie werden durch @ = const gekennzeichnet. Orthogonal zu den "St6fen” fithrt
er Kurven, die sogenannten "Strahlen" ein, auf denen # = const gilt. In Bild 2.1 sind die
"St6Be" als durchgezogene Linien und die "Strahlen" als gestrichelte Linien gekennzeichnet.
AuBerdem sind die 90°—Ecke und ein kartesisches x —y—Koordinatensystem dargestellt.
Durch o = const und § = const wird ein - f—Koordinatensystem aufgespannt. o kann als
a=cit dargestellt werden, mit ¢; als der Schallgeschwindigkeit vor dem Sto8 und t der Zeit,
die der ungestorte Teil der Stolwelle bendtigt, um von x = 0 bis x = « zu gelangen. Damit



wird der rdumliche Abstand ldngs eines Strahls zwischen zwei St6Ben von « nach o+da
gleich M da (ds = vdt = v/ccdt = M da), mit M als Stomachzahl in einem beliebigen
Punkt P (a, §). Wird der entsprechende Abstand zwischen zwei Strahlen fund f+dp als Adg
angenommen, folgt aus rein geometrischen Griinden nach Whitham /14/:

M =i 21),22)

g ist dabei der momentane Ablenkwinkel zwischen der urspriinglichen StoBrichtung und
dem Strahl. Die Gleichungen (2.1) und (2.2) stellen ein System von homogenen quasilinearen
partiellen Differentialgleichungen mit den beiden abhidngigen Variablen § und A(M) und den
beiden unabhéngigen Variablen « und f dar. Unter der Annahme, da M nur von A abhéngt
bzw. umgekehrt und sich eine explizite Relation zwischen beiden finden l48t, konnen die
beiden Gleichungen gel6st und die StoBlagen bestimmt werden (siehe auch Kap. 2.2.1).

Whitham betrachtet dazu die Ausbreitung einer StoBwelle durch ein Rohr konstanten
Querschnitts, bei dem ab einer bestimmten Stelle x = 0 ein variabler Querschnitt A(x) vor-
liegt. Das Gas vor der Stof3front ist in Ruhe und hat die konstante Dichte po und den kon-
stanten Druck po. Der StoB lduft vor der Flichendnderung mit der Geschwindigkeit v; und
die Gr6Ben nach dem StoB pi1, p1, ¢ und uy sind durch die Stogleichungen (siehe Anhang
A2) in Abhingigkeit von v; bestimmbar. Wenn die Stoffront die Stelle x = 0 am Anfang der
Querschnittsdnderung erreicht, breiten sich die Stérungen wie in Bild 2.2 gezeigt stromauf
aus und das Ausbreitungsverhalten des Stoes dndert sich. Diese Stérungen bewegen sich
entlang der negativen Charakteristiken in der x—t — Ebene, die in Bild 2.2 nach Whitham mit
C- bezeichnet werden. Eingang in die Literatur hat auch die Bezeichnung ¢ fiir C bzw 7 fiir
C* gefunden (siehe auch Kap. 2.1.2).

Eine Anderung der Entropie findet entlang der Partikelbahnen statt, die mit P bezeich-
net sind. Die positiven Charakteristiken C* spielen physikalisch eine untergeordnete Rolle,
werden aber zur Ableitung der beschreibenden Gleichungen bendtigt. Fiir x < 0 kann die
C- — Charakteristik als einfache, gerade Welle betrachtet werden, die der formalen Charak-
teristikenbedingung gehorcht (siehe Anhang A4).

[\

2
coru=2 (2.3)

&

Zur Aufstellung der notwendigen Gleichungen geht Whitham von den eindimensionalen
Erhaltungssdtzen der Masse, des Impulses und der Energie aus /14,19/. Eine ausfiihrliche Ab-
leitung der Gleichungen wurde in /19/ gegeben.



Massenerhaltung: A %-‘tl + p 7% (uA) =0

—  pt + upx + p[uX +u %’], mit A’ = —g—‘% (2.4a)
Impulserhaltung: g% + ‘/13%% =0

— w4+ uug + %px =0 (2.4b)
Energieerhaltung: gftz - c2 g% =0 [isentrop c2 = g%]

— pt + upx — ¢ (pt + upx) = 0 (2.4¢)

Durch Kombination der Massenerhaltung, des Impulssatzes und des Energiesatzes erhélt
man schlieBlich /14,19/:

2 ’
{U—E—ié + px}i pc {u———gé + ux} + ?————55 ig % =0 (2.5a,b)
Pt - Pt -
[u + px} c? [u + px} 0 (2.5¢)

Mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens (siche Anhang A4) konnen die Bilanzgleichun-
gen in der x —t— Ebene transformiert werden /14,19/.

dp + pcdu +1£)1—~_1*%E % =0 auf C* : %%=u+c (2.6a)

dp —pedu +LBC A _g gy ¢ Emuc (2.6b)
9 _ .odx _

dp —cddp =0 auf P : i=u (2.6¢)

Die Zusammenhinge zwischen Druck p, Dichte p, Stromungsgeschwindigkeit u und der
StoBmachzahl M = v/c (siehe Anhang A2) liefern:

N 2 2
Stofistirke z = f)% =1+ ﬂ—% M*=-1)
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u - 2 1
c = RFI [M" M]
Zur Substitution in Gleichung (2.6a) werden die Zusammenhinge fiir den Druck und die

Geschwindigkeit in differentieller Form benétigt:

4
dp = poch TS

_ 2C() dM 1

Daraus ergibt sich ein Zusammenhang! zwischen der Flicheninderung dA und der Ande-
rung der Stomachzahl dM und damit der StoBstirke dz:

2M  dM | dA _

mit  K(M) =2H1 +%1—‘#&2}(2u+ 1+ 1/1\42)]'1
—u]2 _ (k=1)M2+2
und - opo= [chJ - S

Mit Hilfe des Zusammenhangs zwischen der StoBstirke z und der Sto3machzahl M und

dessen Differenzenform
dz _ 4k M
dM T k+1

kann obige Bestimmungsgleichung umgeschrieben werden

1
1 6A 1, 1 1 2 2
“A %z =7$~Z—+(z—l)_2((ﬁ+1§’;++)(n—l))+ [nz((fa——l)z ¥ (n+1))] '
1) (z- —1)z
' [1" 2((n§r'f§z)i (21)) +12 1%(Zi1§'§+1)] (2.8)

1 Der angesprochene Zusammenhang wurde noch von Chisnell /17/ und Chester /16/ angegeben. Doch
beiden konnte in ihren Ableitungen der entsprechenden Gleichungen ein Fehler nachgewiesen werden /19/.
Warum sie dennoch auf das von Whitham richtig abgeleitete Ergebnis kamen, ist nicht nachvoliziehbar.



11

Dieser Zusammenhang wurde unter der Annahme kleiner Flichengradienten, aber ohne
Einschrdnkung der Stofstdrke von Chisnell /17/ analytisch integriert. Daraus ergibt sich eine
Beziehung zwischen der Anderung der Intensitit der StoBwelle und der Querschnittsvaria-
tion:

A . {(z) = const.

1 .
mit {(z) = z" (z—1) {z + k1 ] )

[ _ 1 W1 _1 L
2 2 2
k+1 k+1 k-1
1+(1+ k—1 z} {1 t 1 z} B (_ﬂ}
_ 1 ~ 1 1
2 2 2
K+l k+1 k—1
e (5 GRS IR
. -
1]
2

1
2
2
- exp (H—_ﬂ - arctan - [/e—l] L %n—l—l% f (2.9)
k—1

In Gleichung 2.9 ist die StoBstirke nur implizit enthalten, so dafl eine Berechnung der
Stofwellenintensitdt nur numerisch geschehen kann. Weil die Funktion K(M) nur in den
Grenzen K = 0.5 fiir schwache St68e und K = 0.3941 (x = 1.4, Luft) fiir starke Stofle vari-
iert, kann Gleichung 2.7 fiir konstantes M = M; und damit K(M) = K(M,) integriert wer-
den.

AK(M2—1) = const. (2.10)

Damit ist eine explizite Darstellung der Sto8machzahl méglich. Diese Vereinfachung er-
laubt eine geschlossene Integration der Gleichungen (2.1), (2.2) und (2.10) nach dem Charak-
teristikenverfahren. Fihrt man diese Rechnung durch, so erhdlt man die Koordinaten der
StoBfront ( fir & = const) in der x—y — Ebene /20/:
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MT—& = cosf cosh U—%( HJ - J_T—zg‘sinﬂ sinh H_? 0] +
+ ’1 - M% {cos& sinh U——g 0] - J——IgsinG cosh U—]Q-( 0}] (2.11)

MlLa = sin# cosh H_g- 0] + J_]gcosﬂ sinh U—_g 6’] +
+ ll - ;/I—% {sinﬂ sinh f—%r 0 + J_%rcosﬂ cosh H—g 0]] . (2.12)

Die StoBmachzahl M ldngs des Stofles kann durch die Beziehung

I%I = cosh U—? 0] + ,1 - ﬁ—%—i sinh u_g‘ aJ (2.13)

bestimmt werden. Nach /20/ gilt auBerdem:

1.1
2 k13
_g: l 7K M —1L____1_ , (2.14)
MF-1)%

B

In den Gleichungen (2.11) bis (2.14) kann man erkennen, daf -M)f—a und MlLa nur von

allein abhiingen, so daB3 die StoBausbildung mit der Zeit &hnlich verlduft.

In den Grenzfillen schwacher (M ~ 1) und starker Stoe (M > >1) reduziert sich Glei-
chung (2.9) auf die Darstellung in Gleichung (2.10), mit konstantem K(Mj).

Fir M~ 1 wird K(M) = 0.5 und man erhélt die Losung fiir eine akustische Welle:

g
M-1)rA" 2,

d.h. die Intensitét der Storung nimmt mit dem Quadrat der Entfernung von der Stérquelle ab.
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Beim Ubergang von Gleichung (2.8) zu Gleichung (2.9) macht Chisnell /17/ zwei An-
nahmen, die hier ndher beschrieben werden sollen:

Die Anderung der Intensitit des Stoes iiber seine Wellenfront kann vernachléssigt wer-
den, so daf} der StoB iiber seine mittlere Stiarke beschrieben werden kann. Fiir das vorliegen-
de linearisierte Problem ist Gleichung (2.5) wihrend des gesamten Ausbreitungsvorgangs giil-
tig und nicht nur, wenn der Stofl nach einer gewissen Laufzeit wieder gleichférmig ist. Vor-
aussetzung dafiir ist jedoch, daB3 die Machzahl aus dem Durchschnittsdruck direkt hinter der
Stoffront berechnet wurde. Daher diirfte diese Einschriankung nur geringe Bedeutung haben,
wenn die Anderung der Querschnittsfliche nur klein ist. Diese Methode kann nur dann be-
nutzt werden, wenn die tatsdchliche Stofront durch eine dquivalente, mittlere Stofstirke be-
schrieben werden kann.

Weiter nimmt Chisnell an, dal die Stérungen, die hinter der Stoflwelle entstehen, die
StoBfront selbst nicht beeinflussen. Als Stérungen werden dabei die reflektierte Welle (Ex-
pansionswelle oder reflektierter Sto) und die Kontaktfliche an der Eintrittskante in die Fla-
cheninderung angesehen. Diese Voraussetzung ist umso besser erfiillt, je geringer der Gra-
dient der Fldachenédnderung ist. Damit wird auch der Giiltigkeitsbereich der Theorie fiir klei-
ne Fliachendnderungen abgesteckt.

2.1.2 Theorie nach der modifizierten Charakteristikenmethode

Alternativ zur Theorie von Whitham /14,15/ soll hier ein Verfahren beschrieben werden,
das es ermoglicht, bei der Berechnung der Stofstdrkendnderung in konvergierenden und
divergierenden Kanilen teilweise auch dissipative Effekte zu beriicksichtigen. Damit kann die
StoBddmpfung aufgrund Wandreibung und Strémungsablésung bei der Wellenausbreitung
bestimmt werden. Eine Berechnung von reflektierten Wellen und Beschleunigungseffekten
kann ebenfalls durchgefiihrt werden.

Zur Vereinfachung wird angenommen, da der Durchmesser des Kontrollvolumens klein
ist gegeniiber seiner Linge und die auftretenden StoBwellen in einiger Entfernung von der
Fléchendnderung eben sind. Somit gelten die Gleichungen der Stromfadentheorie bei insta-
tiondrer Stromung. Es wird vorausgesetzt, da an jeder Stelle im Rohr Unterschallstrémung
herrscht (gilt bis z < 4.8 bzw. Mg < 2.07). Die Bilder 2.3 a und b zeigen ein vereinfachtes
Strémungsschema fiir den Ubergang einer StoBwelle in eine Diise bzw. einen Diffusor. Der
einfallende StoB S wird iiber die Diise beschleunigt bzw. iiber den Diffusor verzogert, wobei
gleichzeitig eine Kontaktfliche C entsteht. Sie trennt das Gas, welches sich zu der Zeit des
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Auftreffens der StoBwelle auf die Querschnittsdnderung im Kanal mit der Fliache Ay befand,
von dem Gas, das den Kanal mit der Fliche Ajs ausfiillt. Ein Teil des einfallenden Stofles
wird an der Verengung reflektiert (Sg) und liuft stromauf. Das Gas wird stromab beschleu-
nigt, bzw. die Nachlaufstromung der einfallenden StoBwelle verzogert. Beim Eintritt in den
Diffusor entsteht eine Expansionswelle R, die ebenfalls stromauf liuft und das Gas stromab
beschleunigt. Fiir schwache Sto8e kann ndherungsweise isentrop gerechnet werden (siehe An-
hang A3). Uber einen Sto8 oder eine Welle hinweg gelten die nichtlinearen Erhaltungssitze
der Masse, des Impulses und der Energie. Das sich aus der Massen— und Impulserhaltung
ergebende nichtlineare, gekoppelte Differentialgleichungssystem kann mit Hilfe eines Cha-
rakteristikenverfahrens fiir die x — t — Ebene nach Transformation in eine ¢ — 7—Ebene streng
formal gelost werden. Storungen konnen sich nur lidngs Linien €, n=const. ausbreiten, dhnlich
wie Druckstérungen innerhalb eines Mach’schen Kegels bei einem Uberschallflugzeug. Eine
ausfiihrliche Ableitung ist in Anhang A4 gegeben.

\\\\\\\\\ \\\\\\\\\\\
o r
]\\\\\\\\\‘ \\\,\\,\,\\\\ L
" =, AB (&) |5 (0) R G208 Al3) C (4)S (0)
| ) T < \\\\\.\ N i
NONOONNNNNNN : I N NNNNNN
t . . -
—:\ ‘ \\\-R}\\ \; \\ ‘t /,C /AS.
— IR t:tﬂl ~ \\ \ t=t1 /
a 34 10)
m\(2 1l \\1\\\\(\2) /
N /
()=
(1 3 >
Bild 2.3 a,b: Vereinfachtes Strémungsschema fiir den Ubergang einer StoBwelle in eine

Diise (a) bzw. einen Diffusor (b)
Die Bestimmungsgleichungen der modifizierten Charakteristikenmethode iiber Stof3 und

Welle lauten dann:
u + —Iﬁ—‘i = const ldngs Kurven n = const,

u-— % = const ldngs Kurven { = const.
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Die Energieerhaltung iiber die Kompressions — und Expansionswellen wird in Form der
isentropen Zustandsadnderung benutzt

P_ -
- = const.

p
Mit der Definition der Schallgeschwindigkeit

2 — P
c np

geht die isentrope Zustandsénderung iiber in

- B
p1 P1 p1 C2
2K

B — (o]
P1 C2 ’

Uber den durchgehenden Sto S vom Zustand 0 nach 4 gilt die Charakteristikenbezie-
hung léngs einer Linie { = const. Das Gas im Zustand 0 befindet sich in Ruhe, d.h.
Uy — Mo = (.

Normiert man diese Gleichung auf ¢; und definiert M; = "/c; (i = 0 bis 4), ergibt sich
eine dimensionslose Charakteristikenbeziehung, Gleichung (2.15). Aus der isentropen Zu-
standsianderung iiber den Sto S folgt Gleichung (2.16).

03, 4 & [I—{%—l - M4] -2 (2.15)
25
B [gﬂ A1 (2.16)

Uber die Kontaktfliche C vom Zustand 3 nach 4 gilt die Invarianz von Geschwindigkeit
und Druck. Normiert mit ¢y und po ergeben sich somit:
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3= 4 M3 -g—g- = My % (2.17)
E froved P_4.
Po  Po (2.18)

Fiir den reflektierten Sto Sp (Diise) bzw. die Expansionswelle R (Diffusor) vom Zu-
stand 1 nach 2 gilt ldngs einer Linie 7 = const

§Rﬁ . Co 2 - C 2
2K
P2 _ |C2(k-1
B2 - (g1 (2.20)

Stellt man das Stromungsproblem in dieser Weise dimensionslos dar, ergeben sich neun
Unbekannte pi/po, ci/co und Mi/Mp mit i = 2, 3, 4, wobei die Anfangszustidnde i = 0, 1 und
das Fldchenverhiltnis Ags = As/As 2 1 bekannt sind. Um das Problem vollstindig zu be-
schreiben, miissen neben den Gleichungen 2.15 — 2.20 noch 3 weitere Beziehungen gefun-
den werden, die die Zustdnde 2 und 3 iiber die Fliachenidnderung bei stationdrer Strémung
miteinander verbinden.

Normiert man die Kontinuitdtsgleichung auf pg, co und beniitzt die Definition der Schall-
geschwindigkeit und der Machzahl M; = ui/c;, erhélt man iiber die Flichenénderung A3

21 My A M

Ags2l . p2_Ms Ay _ps_Ms

2 D23¢} 3. B T ol=De Th 2.21)
Co Co

Aus der Energieerhaltung folgt mit der Definition der Schallgeschwindigkeit und der
Machzahl durch Normierung mit co:

2 2
Aosz21 . C2 k1421 _ fc3 i—1 a2
2 Aoxd] . [55} [1+TM2] = [C—O] [1+—7M3]. 2.22)

Wird auch fiir die stationdr angenommene Nachlaufstromung durch die Querschnitts-

dnderung Isentropie vorausgesetzt, kann die Anderung des statischen Druckes durch die Ge-
schwindigkeitsdnderung bestimmt werden (siehe Tabelle im Anhang A1).
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Aus Gleichung (2.22) ergibt sich dann mit der Isentropiebedingung

K
—1 .2 K1
1 + Tﬁ M
2 il 3: = K—1 ;
p2 1 + T M3

(2.23)

Die Gleichung (2.23) verkniipft die Druckéinderung mit der Anderung der Machzahl bei
isentroper Strémung tliber eine Flichenverengung oder —erweiterung Ass. Rohrreibung und
Wirbelablosung an Kanten werden nicht beriicksichtigt.

Dieses nichtlineare Gleichungssystem ermdglicht somit eine Berechnung der durchgehen-
den StoBwelle, solange keine SekundirstoBe aus der Stromung heraus entstehen. Abhingig
von der Flichenidnderung und der Eintrittsstof3stirke kann die Strémung nach der Expan-
sionswelle am Eintritt in den Diffusor Schallgeschwindigkeit erreichen. Sie wird dann im
divergenten Teil weiter beschleunigt und der Druck sinkt ab, dhnlich wie nach dem Schall-
durchgang in der engsten Stelle einer Lavaldiise. Diese Beschleunigung auf Uberschallge-
schwindigkeit wird nach einer gewissen Laufstrecke durch einen aus der Strémung heraus
entstehenden zweiten Verdichtungsstofl abgeschlossen /24,36/. Es herrscht nun wieder Unter-
schallstromung und der Druck steigt sprungartig an. Die Lage dieses SekundirstoB3es ist un-
bekannt. Nach dem Stof wird die Stromung weiter abgebremst und der Druck steigt im rest-
lichen Teil des Diffusors wieder an (siehe Bilder 2.4 und 2.5).

Analog kann dieser Vorgang in der Diise beobachtet werden. Am Austritt des konver-
genten Kanals kann wieder abhéngig von der EingangsstoBstirke und dem Fldchenverhdltnis
Schallgeschwindigkeit herrschen. Am Ubergang zum geraden Kanalstiick wird dann die Stré-
mung aufgrund der lokalen Expansion weiter beschleunigt. Aus dieser Strémung heraus ent-
steht ein Sekundirsto, der diese wieder auf Unterschall abbremst. Der reflektierte Stof3 be-
wirkt eine Verzogerung der Stromung vor dem konvergenten Kanal. Vor dem divergenten
Kanal wird die Stromung durch die Expansionswelle beschleunigt. Dadurch wird die Bedin-
gung fiir einen Sekundirsto (M = 1) beim Diffusor bei niedrigeren Eingangsstostirken
erreicht als bei der Diise. Bei konvergenten Flachendnderungen liegen diese Phdnomene weit
auBerhalb des hier betrachteten Bereichs, so da3 im weiteren nur der Sekundirsto im
Diffusor erldutert werden soll.

Zur Berechnung gelten folgende Voraussetzungen:

1. Durchgehende StoBwelle S, Expansionswelle R und Kontaktfliche C sind nach
kurzer Zeit ebene Wellen.
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2. Der SekundirstoB §n an der Stelle k sei eben und nehme eine unbekannte Fliche Ay
ein.

3. In den Zustandsgebieten (1) — (6) sei stationdre Strémung gegeben.
Ay A As
[ OOINNNNN NN
N
OONN NN }
T ! ! -—
(1 'R! L (2 @s el (SH[c B |s (0
\ N }
N N
o \ t,(2) ;
™ L\:\‘ﬁ \\\ ‘:1§u ,E /é
MmN e {s lie) /(o
\\\\ \ | /
N
N /
N
i /
N _»
X
(1 S
Bild 2.4:

Vereinfachtes Strémungs —
schema fiir den Ubergang einer Stof —
welle in einem Diffusor nach Auf —

treten eines SekundirstoBes

Bild 2.5: Anderung von Druck und
Machzahl léngs eines Diffusors nach
Auftreten eines Sekundirstofles

Formal gelten dieselben Gleichungen wie chne Sekundirsto8 fiir die Expansionswelle R,
die durchgehende Welle S und die Kontaktfliche C. Die Bezichungen fiir die stationire
Nachlaufstromung miissen jedoch fiir die Gebiete vor und nach der zweiten Stof3welle aufge-
stellt werden. Fiir den Sekundérsto werden die anisentropen Stofigleichungen benutzt.

— Charakteristikengleichungen

Von Zustand 0 nach Zustand 6 iiber Stof3front

2 _ 2
G, [n—l _ MG} =2 (2.24)
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Von Zustand 1 nach Zustand 2 iiber Expansionswelle

!l 2 _c| 2
a [5-1 + My =82y M| (2.25)
—Isentropiebedingung
Von Zustand 0 nach Zustand 6 iiber StoBfront
2k
D6 cg) B 1
be - [c_o} (2.26)

Von Zustand 1 nach Zustand 2 iiber Expansionswelle

k-1
P2 — [g—ﬂ (2.27)

—Invarianz von Druck und Geschwindigkeit von Zustand S nach Zustand 6 tiber Kontaktfla-
che

CS_MCG

5o = Mg (2.28)
53 = gg (2:29)
— Kontinuitdtsgleichung (Massenerhaltung)
Von Zustand 2 nach Zustand 3 mit As; = k - Asp
p2_My _ps Ms ..
Po Co Po C3 k-Aso (2.30)
Co Co
Von Zustand 4 nach Zustand 5 mit Ays = k
ps My | _ps Ms (2.31)
Po C4 Po Cs h
Co Co

— Energiegleichung
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Von Zustand 2 nach Zustand 3
c2)” 1+ i1 M3 = cs)” 1+ Ex1 M3 (2.32)
% 5 M| = |5, —5— M3 .
Von Zustand 4 nach Zustand 5
&) 1+ 5z1ME = &) 1+ £51M2 (2.33)
Co 27 T oo 2 '
- Isentropiebeziehung eingesetzt in die Gleichungen 2.32 und 2.33

Von Zustand 2 nach Zustand 3

K
k=1 .2 k-1
pp_ | L F 2 M (2.34)
p2 1+ 5z M2 ‘
25 M3
Von Zustand 4 nach Zustand 5
K
k-1

K—-1 2
s _ 1 + ——2—M4
- K—1 342

(2.35)
p4 1 + T M5

Sekundérsto8 von Zustand 3 nach 4: Da der Sekundérsto8 abhéngig von der Eingangsmach-
zahl und dem Flidchenverhiltnis meist eine gréBere Intensitédt besitzt als der einfallende Sto8,
wird hier auf die anisentropen Stofgleichungen zuriickgegriffen (siche Anhang A6).

2k [rr2
Di_ g4 28 (M2 - 1] (2.36)
2 2
[g‘é] 14 26=DEMS & 1 (2] 2.37)
3 (ii+ 1) M3
) 1 + —7—”"1 M3
£ Mg - =5=

Bekannt ist die StoBstirke pio, woraus sich My berechnen 148t. Ferner ist das Flachenver-
héltnis Ass gegeben. Beim Eintrittsquerschnitt Ay des Diffusors wird die Machzahl My = 1
gesetzt. Nur wenn am FEintritt (Zustand 2) die Strémung Schallgeschwindigkeit uz = c
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erreicht, kann der Druck im Diffusor absinken (p3 < p2) und die Stromung (M3 > Mby) auf
Uberschail beschleunigt werden (Bild 2.5).

Die Flichendnderung von A; — As wird in zwei Bereiche aufgeteilt, A2 — Az und
A4 — As, in denen die Erhaltungssétze der stationidren Stromung gelten sollen. Die Variable
k liegt hierbei in ihren Grenzwerten fest und beschreibt die Lage des unbekannten Flichen-
querschnitts Az = A4. Sie wird wie folgt definiert:

1) ﬁ—g = Az = k- Asp
A
2) —A—: =
. o ] Ay
k liegt somit zwischen: Ac <k< 1l

Die ersten zwdlf Gleichungen (2.24) — (2.35) entsprechen formal den Gleichungen zur
Berechnung einer StoBwelle beim Ubergang in einen Diffusor ohne SekundérstoB, wobei
dann k = 1 gilt.

Abschitzung der Druckverluste der stationiren Nachlaufstromung

Die bisher beschriebenen Gleichungen erméglichen die Berechnung der Zustandsgrofien
vor und nach der Flachendnderung bei verlustfreier Stromung. Um jedoch ein gutes Ergebnis
im Vergleich mit den Experimenten zu erzielen, miissen die realen Verhiltnisse im Uber-
gangsstiick beriicksichtigt werden. Dazu wird die Druckédnderung iiber eine Flachenvariation,
die iiber Gleichung (2.23) ohne Beriicksichtigung der Dissipation ermittelt wird, durch ver-
schiedene Zusatzterme korrigiert.

Druckverluste in der Verengung

Zuerst wird ein Druckverlust Apas,gs abgeschitzt, der die Grenzschichtablésung und die
Wirbelbildung beriicksichtigt. Bei einer unstetigen Verengung ergibt sich daraus eine Kon-
traktion mit anschlieBender Expansion der Stromung. Dabei kommt es zu einer Vermischung
mit dem Totwassergebiet hinter den abgeldsten Wirbeln. Kontraktion und Wiederausbreitung
unter Vermischung mit der abgelosten Grenzschicht filhren zu erheblichen Druckverlusten
/21,22/. Der engste Querschnitt ist somit As’ = v A3z mit v < 1 als Kontraktionsziffer. Die
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Kontraktionsziffer kann nach Weisbach /21/ mit
A3 3
v = 063 + 037 [KE]

angegeben werden.

Der entsprechende Druckverlust Apzs = p2 — p3 zwischen den Querschnitten Ay und Ags
aufgrund der Kontraktion wird im Impulssatz beriicksichtigt.

2
P2 — p3 = B2 (Asy/y-1)% (2.39)

Normiert man den Druckverlust Apg4 auf den Eingangsdruck p2 und verwendet die Defi-
nition fiir die Schallgeschwindigkeit und die Machzahl, erhilt man

[BB2] = 5 M (Ayy-1)? (2:40)

P2 ] GS,Diise

als Druckverlust aufgrund von Grenzschichteinfliissen.

Druckverluste in der Erweiterung

Bei der Berechnung der Erweiterung wird ein dquivalenter Druckverlust iiber die Fli-
chenidnderung benutzt. Die Kontraktion auf einen engeren Querschnitt entféllt. Der Druck-
verlust, der die Ablosung der Grenzschicht beriicksichtigen soll, ist fiir die unstetige Erweite-
rung folgendermaBen beschrieben /22,23/:

2
B 5982
[ D2 ) GS,Diffusor Mz |1 Asl] -

Zur Berechnung eines stetigen Diffusors wird ein winkelabhéngiger Faktor 7(y) mit dem
Offnungswinkel 2¢ eingefiihrt /22,23/:

2
A}gzg] o Ea2 [ B [&H ;
[ P2 JGs,Diffusor ny Mz |1 Asll - (241)

Der jeweilige Druckverlust fiir Diise bzw. Diffusor muB von der reibungsfreien Druckén-
derung subtrahiert werden.
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2.2 Berechnung der StoBausbreitung in verzweigten Kanilen

Als weitere wichtige Komponenten eines Liiftungssystems wurden Kanalverzweigungen
untersucht. Sie verteilen z.B. die Zuluft in einzelne Anlagenrdume oder fiihren die Abluft
einer gemeinsamen Filteranlage oder einem Geblése zu. Ahnlich wie bei der Wellenausbrei-
tung in Diise und Diffusor stellt der Abzweig je nach Art der Stromungsverteilung eine mehr
oder weniger starke Storung der Stoffront dar. Speziell wurden hier nur Abzweigkonfigura-
tionen untersucht, bei denen ein durchgehender Kanal und ein davon seitlich abzweigender
Kanal die Strdmung nach den Stofwellen aufteilt. Zur Vereinfachung sollen die Querschnitte
des Durchgangs — und Abzweigrohrs gleich und konstant sein. Diese Voraussetzung kann,
wie spiter gezeigt wird, fallengelassen werden.

Trifft unter diesen Randbedingungen eine senkrechte Stofiwelle auf eine Verzweigung,
entsteht an der Knickstelle zwischen durchgehendem und abgezweigtem Rohr eine Expan-
sionswelle, dhnlich wie bei einem Diffusor. Die dieser Knickstelle gegeniiberliegende Kante
teilt die Welle in zwei StoBfronten auf: eine nur wenig gebeugte, die geradeaus weiterlduft
und eine je nach Abzweigwinkel stark gebeugte, die in den Abzweigkanal eindringt. Beim
Auftreffen auf die Kante entsteht auerdem eine reflektierte Welle, die ebenso wie die Ex-
pansionswelle stromauf 1duft /24/.

Zur Berechnung dieser komplexen Beugungsvorgdnge sollen zwei Theorien vorgestellt
werden. Die erste wurde 1975 von Peters und Merzkirch /25,26/ verdffentlicht und stiitzt sich
auf die Beugungstheorie von Whitham /15/ (siehe Kapitel 2.1). Das zweite Rechenmodell
wurde 1971 von Dadone /18/ entwickelt und bildet auch die Grundlage der in Kapitel 2.1
beschriebenen Charakteristikenmethode.

22.1 Berechnung der StoBstirke nach Peters und Merzkirch

Peters und Merzkirch /25,26/ gehen von geometrischen Uberlegungen aus und legen
einen Rechteckkanal zugrunde. Sie nehmen als Ausgangspunkt ihrer Betrachtung das Auf-
treffen der gekriimmten StoBfront auf die gegeniiberliegende Ecke im Punkt P (Bild 2.6).
Der senkrecht zur gekriimmten Stoffront verlaufende Strahl im Whitham’schen Koordinaten-
system (siehe Kap. 2.2.1) mit § = const. durch den Punkt P schneidet die Ebene x = 0 im
Abstand f = f(p und kann als Grenzfliche interpretiert werden, die die Gesamtfliche des
Kanals {- 7 aufteilt in eine obere Fliche ({ — fp) 7 und eine untere Fliche fp7. Der obere
Teil des StoBes erfahrt somit eine Fliachenerweiterung um den Faktor @i@ und lduft in

der urspriinglichen Richtung weiter. Fiir den unteren Teil dagegen erweitert sich die Fldche
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um den Faktor %1 = %; , wobei 7 die Kanalbreite darstellt. Da die StoBmachzahl M; der

einfallenden Welle als bekannt angenommen und fp durch die Whitham’sche Beugungstheo-
rie in Abhéngigkeit von Mj, £ und dem Wandwinkel berechnet werden kann (siehe Kapitel
2.1.1), wird von Peters und Merzkirch (fir Wandwinkel < 90%) und Waskonig /27/ (fiir
Wandwinkel > 909) die Chisnell — Gleichung (2.9) benutzt.

by by
AN SOOUOMNONNANNSNNNNANYN /
5 o4 =C1 fG i I a=Cq tP ‘
l
] {-polt l
D P ) o ]
NN AN X L BpT 0 P v/X,
G / / e
e g /) Pﬁp
/]
BG 7
/]
l
g o
A /
Bild 2.6: Kanalabzweig von 900; Bild 2.7: Kanalabzweig fiir einen
gezeigt ist der Zeitpunkt des Auf — Winkel groBer 909; gezeigt ist der Zeit —
treffens des gebeugten StoBes auf punkt des Auftreffens des gebeugten
der gegeniiberliegenden Kante in P Stofles im Punkt G

In ihren Arbeiten wird eine implizite Formel fiir die StoBmachzahl im Abzweig angege-
ben, die von der StoBmachzahl Mp auf dem Strahl mit fp = const.,, dem Verhiltnis der
spezifischen Wirmen « und dem Wandwinkel abhidngt, nicht aber von dem Verhiltnis der
Kanalhohen. Abhingig von dem Verhéltnis der Kanalhdhen ist dagegen die Sto3machzahl im
Durchgangskanal, die ebenfalls aus einer impliziten Gleichung gewonnen werden kann.
Peters /26/ bestimmt die Stomachzahl Mp auf dem Strahl fp = const. aus einer impliziten,
graphisch dargestellten Integralbeziehung.

In der Arbeit von Gronig /20/ wurde fiir dieses Modell fiir den flachengleichen ({q = £,
und 79 = 75) 900~ Abzweig die Annahme eines konstanten K (M;) benutzt, um die nachfol-
genden Beziehungen zu vereinfachen und eine geschlossene Darstellung zu erreichen. Die
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Strahlen in der Stromungsebene sind nach /28/ gegeben durch:

y = x tan (§+m) (2.42)

mit m = arctan J % [1— —1—] (2.43)

M2

Da K (M) als konstant angenommen wird, kann eine zu der von Peters /26/ aufgestellten
analoge Gleichung gefunden werden. Da yp = 0 (siehe Bild 2.1), folgt aus (2.43) und (2.42)

m = arctanJ % [ - -1;14—2] = — 0p (2.44)
p

wobei fp in Abhingigkeit von My und Mp aus Gleichung (2.13) zu bestimmen ist. Setzt man
dieses Ergebnis in Gleichung (2.44) ein, erhilt man

Pgarctan J X [1— ﬁi} — arch [MPM1 - J(M%—l)(M%—-l)} (2.45)
P

Diese Form ist immer noch implizit in Mp, enthélt aber die StoSmachzahl auf dem Strahl
mit fp = const. nicht mehr in den Integrationsgrenzen wie bei /26,27/. Zunichst kann man,
konstantes K (M;) vorausgesetzt, Mp als Funktion von M; und & aus Gleichung (2.45) iterativ
bestimmen und ap = c;tp stellt sich dar als

_ {
O = Mpcosmp sing °

Die so aufgestellte Methodik kann nur bis zu einem bestimmten Grenzwinkel 99* benutzt
werden. Ab diesem Winkel ¢ trifft die gebeugte Stoffront nicht mehr auf den gegeniiberlie-
genden Punkt P auf. Sie wird, bedingt durch den nun nach hinten gerichteten Abzweig, von
einem Punkt G (Bild 2.7) aus reflektiert. Diesen Grenzwinkel <,0* gibt Peters /26/ mit
¢* = 113.940 fir M — o an. Der Punkt G liegt nun nicht mehr auf der Linie y, = 0 und muf
anders bestimmt werden.

Im Punkt G muB} die Steigung der Nebenkanalwand gleich der Steigung des StoBes mit
ag = const. sein. Daraus folgt, da 6 mit

g = — |p—90°]
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angegeben bzw. der Winkel mg (2.43) zu mg

den kann.

arctan

Die StoBlage o = const. ergibt sich zu ag = M_—_T—cgs mg

G

———%— bestimmt wer-
Mg

Je nach Abzweigwinkel ¢ 2 ¢ kann man nun den Strahl fp = const. bzw. g = const.

aus Gleichung (2.14) bestimmen

[Mz — 1}%4-% *
fp = J_%‘ P —ap firp < ¢
(M} - 1JE
1,1
fe = > [M% — 1]11( ZCYG fiir o > ¢
Mz - 1)K

|
[Wy
-

900 (2.462)

90° (2.46b)

dabei ist ap = const. ldngs des StoBes durch Punkt P und ag = const. ldngs des Stof3es durch

Punkt G.

Wendet man nun die Whitham — Formel mit den von Groénig /20/ gemachten Ndherungen

auf die Verzweigung an, erhilt man einen Zusammenhang zwischen der AusgangsstoBstirke

und der StoBstdrke nach dem Abzweig:

-~ Y K(Mp) 5
Znad _. _1_ Ag -
T = g 1+ Ao) Zva 1, (2.47)
1 - 1 K(Mp) ¢ N
Znaa _ Aa —
Z“'V"a"' - Zva 1+ } AOJ MZva 1‘ (248)
mit Zya = Stofstdrke vor dem Abzweig,
Znad = Stofstdrke nach dem Abzweig im Durchgangsrohr,
Znaa = StofBstidrke nach dem Abzweig im Abzweigrohr.

Diese Beziehungen lassen sich, wie von Peters /26/ gezeigt wurde, ohne Schwierigkeiten

auch auf Abzweigungen ungleicher Querschnitte anwenden.
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222  Berechnung der StoB8stirke mit der modifizierten Charakteristikenmethode

Zur Berechnung seines Gleichungssystems betrachten Dadone et al. /18/ den Abzweig
und die Weg— Zeit — Diagramme, wie sie in Bild 2.5 dargestellt sind. Die Indizes beziehen
sich auf die einzelnen Zustinde vor und hinter dem Stofl im Abzweig— und Durchgangsrohr:

0: Ruhezustand im Rohr vor dem Stof

1: Zustand nach dem StoB vor dem Abzweig

2: Zustand hinter der reflektierten Expansionswelle

3: Zustand nach dem Stof3 im Durchgangsrohr

4: Zustand hinter der Kontaktflache im Durchgangsrohr
5: Zustand nach dem Stofl im Abzweigrohr

6: Zustand hinter der Kontaktfliche im Abzweigrohr

Expansions— COtA Mediengrenze
fache ’
e 2 | 3 /L, StoBfront
/
t ﬁ
<>
Primarsto

Mediengrenze

StoBfront

Bild 2.8: Abzweiggeometrie und StoBdiagramme zur Aufstellung des Gleichungssystems
fiir die Stof8abschwichung nach Dadone /18/.

Unter der Annahme, daf3 der Durchmesser des Rohres klein ist gegeniiber der Rohrldn-
ge, kann mit der Stromfadentheorie gerechnet werden. Wird zusitzlich vorausgesetzt, dal an
jeder Stelle im Rohr Unterschallstrémung herrscht (gilt bis StoBstidrken von z = 4.8), erge-
ben sich aus der Wechselwirkung zwischen dem einfallenden StoB, bezeichnet mit "zy,", und
dem Abzweig eine reflektierte Expansionswelle "z:", zwei durchgehende Stofwellen "zpaq"
und "Zna," und zwei Kontaktflichen. Nimmt man nur kleine St68e an, kann ndherungsweise
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isentrop gerechnet werden. Sind die einfallende Stowelle und die Rohrgeometrie bekannt,
kann folgendes Gleichungssystem aufgestellt werden, um die durchgehenden und reflektier-

ten Wellen zu berechnen:

Mit Hilfe der Charakteristikenbedingungen (siehe auch Kap. 2.1) ergeben sich fiir die
Zustandsdnderungen folgende Bestimmungsgleichungen /18/:

Vom Zustand "1" nach "2" ergibt sich auf einer Linie 7= const

co [ 2 _c| 2

Vom Zustand "0" nach "3" ergibt sich auf einer Linie £ =const

c3 [ 2 2

o [-——“ - Mg] = =1 (2.50)
analog von "0" nach "5"

Cs 2 2

co {K)—l M5] k—1° (2.51)

Nach Voraussetzung kann mit isentroper Zustandsdnderung gerechnet werden:

2K
D2 o k-1
R - [E:T] , (2.52)
analog von "0" nach "3" und "0" nach "5"
2 2
D3 o5 k-1 D os k-1
b [_Cﬂ ;B [C_O] . (2.532.54)

Die Invarianz von Druck und Geschwindigkeit iiber die Mediengrenze bzw. Kontaktfla-

che ergibt:

€3 _ M, St .P3 - Ps
Myd = Mgt B2 = (2.55,2.56)

¢ _ M.% .D5_Ps
Ms &= Mg ;B5 = B0 (2.57,2.58)
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Nach der Stromfadentheorie bei konstantem Querschnitt ergibt sich fiir die Kontinuitéts-
gleichung (Kap. 2)

p2_ My _ps My _ ps_Ms
Po ca Po c4 + TR (2.59)
Co Co Co

Der Energiesatz liefert fiir isentrope Zustandsianderungen

o 1550 6 55000 - [ 10 552] o

Als weitere Gleichung steht noch die Impulserhaltung zur Verfiigung. Nach Kap. 2 gilt

P39 MA® M= 1
Durchgang: 92—M—2~ - D, [Mﬂ + Do [Mg] L. +Dy (262
2
b5 _ g n n—1
Abzweig: pz—l\p——— = Ap [{%—;—] + An- [%] + ... + Ao. (2.63)
2

Die Koeffizienten D; und A; wurden von Dadone et al. /29/ fiir runde (i=0..2) und vom
Autor fiir quadratische Kandle (i=0..6) in stationdren Stromungsversuchen bestimmt und
héngen lediglich von der Abzweiggeometrie ab (siehe Anhang A9). Eine Beschreibung der
Versuchsanlage und der Durchfiithrung ist in Kap. 4.4 zu finden.

Die Gleichungen (2.49) bis (2.63) geben somit 15 Beziehungen fiir die 15 Unbekannten,
%; -g-é; M; (i=23,4,5,6) an.
Zur Losung des Systems werden die AnfangsstoBstdrke zy,, das Verhéltnis der Schallge-

schwindigkeiten und die Strémungsmachzahl M; als bekannt angenommen. Dadone et al.
haben diese Gleichungen numerisch gelost und die Ergebnisse graphisch in /18/ dargestellt.

23 Berechnung der StoBdampfung durch Reibung in geraden Kanilen
Gerade Rohre dienen als Verbindungsstiick zwischen den einzelnen Komponenten.

Ebenso wie die zuvor beschriebenen Querschnittsanderungen und Abzweige setzen sie der
Nachlaufstrémung und somit der StoBwelle einen Widerstand entgegen. Die Intensitit wird
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sich bei gleichbleibender Fliche verringern. Diese Abschwichung der Stofifront kann wieder
iiber die Druckdnderung der Nachlaufstrémung berechnet werden. Dazu mufl zuerst der
Druckabfall einer kompressiblen, stationdren Stromung theoretisch beschrieben werden. Auf-
grund der Reibung wird der Gesamtdruck in der Strémung im Rohr abnehmen. Entspre-
chend sinkt der statische Druck und damit die Dichte des strémenden Fluids ebenfalls ab.
Zur Erfiilllung der Massenerhaltung muf} bei konstanter Flache die Stromungsgeschwindigkeit
ansteigen und der statische Druck sinkt weiter ab. Eine Erh6éhung der Geschwindigkeit be-
wirkt aber auch einen starken Gesamtdruckabfall aufgrund der Reibungseffekte (Ap ~ v2).
Dadurch ist ein hoherer Druckabfall bei kompressibler Strémung zu erwarten, als dies bei
einem Fluid konstanter Dichte der Fall ist. Die Nachlaufstromung eines Verdichtungsstofes,
der in ein gerades Rohr konstanten Querschnitts eindringt, wird also eine Druckabnahme
und eine entsprechende Beschleunigung erfahren. Dieses Phdnomen kann auch bei der Stof3-
fokussierung zu einer Diise beobachtet werden. Daher liegt es nahe, den Fall der StoBaus-
breitung im Rohr und in der Diise mathematisch gleich zu behandeln. Bei der Bewegung der
StoBfront durch das Rohr entstehen infinitesimal kleine reflektierte Wellen, die stromauf lau-
fen. Dabei entsteht im Gegensatz zur Diise kein senkrechter reflektierter Stof}, sondern ein
kontinuierlicher Druckanstieg vor dem betrachteten Kontrollvolumen des Rohres. Dadurch
entsteht ein gewisser Fehler bei der Berechnung der StoBstirke am Ende des Rohres. Die
Zunahme des Druckes vor dem Rohr ist jedoch immer geringer als die Druckabnahme auf-
grund der Reibung im Rohr. Daraus resultiert insgesamt eine Abnahme der StoBstdrke trotz
der Beschleunigung der Stromung. Die Berechnung der Stoddmpfung reduziert sich somit
auf die Bestimmung des Druckabfalls in kompressibler stationdrer Strémung im Rohr kon-
stanten Querschnitts. Dazu wird an einem Kontrollvolumen mit Ein — und Austrittsfliche A
und Lédnge dL das Kréftegleichgewicht aus Impuls —, Druck — und Reibungskriften aufge-
stellt (siehe Bild 2.9).

Impulssatz (stationir, kompressibel)

Kriftegleichgewicht am Volumenelement A - dL:

Agaa.a
pvi-A (pv)A + d(pv?)A
p-A (p+dp)A

Bild 2.9: Zur Aufstellung der Bilanzgleichungen am reibungsbehafteten Rohr
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YF=0: pv2-A + p-A - (pv2)A—aig'(—2)dxA—p-A—§xdeA—
- $4vdL-A = 0.
= mit v =g gilt:dp + d(pv) = - A pydl (2.64)

Mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung p-A-v = const; A = const; kann folgende Differen-
tialgleichung aufgestellt werden:

2

A 1 1 A
B p™dp - 5dp = - S dL. (2.65)
mp;

Integration iiber die gesamte Rohrlidnge L ergibt eine Bestimmungsgleichung fiir die
Driicke vor und nach dem reibungsbehafteten Strémungskanal:

kAT oo 1l L
1, b — ] - imB = o s (2.66)

r'n2 = p%v%Az.

Mit der Definition der Schallgeschwindigkeit c% = K % kann schlielich das Druckver-

héltnis ps/p2 = p32 in Abhéngigkeit von der Anstréommachzahl M; berechnet werden:

+1 2
= p® — XM npyy + () A ML = 1 (2.67)

1. Term: statischer Druckdnderung,
2. Term: Druckénderung aufgrund der Beschleunigung,
3. Term: dissipative Effekte.

Gleichung (2.67) ersetzt nun fiir die Berechnung der Stoddmpfung im geraden Rohr den
Impulssatz, Gleichung (2.23), Kap. 2.1, im Gleichungssystem fiir divergente und konvergente
Kanile.

Bei hohen Werten der Machzahl M; < 1 in der Unterschallanstromung kann aufgrund
der Druckabsenkung und der damit verbundenen Beschleunigung der Stromung Schall-
geschwindigkeit erreicht werden.
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In diesem Fall kommt es, dhnlich wie bei der Diise bzw. dem Diffusor, zu einem zweiten
Verdichtungsstol (SekundérstoB). Dieses Phanomen ist ausfiihrlich in /30/ beschrieben. Im
betrachteten Bereich kleiner StoBstirken tritt dieses Phdnomen jedoch nicht auf, so da mit
oben beschriebener Systematik die Abschwéchung der StoBintensitit bestimmbar ist.

24  Berechnung der StoBlausbreitung im gesamten Kanalsystem

In den vorangestellten Kapiteln wurde die StoBausbreitung in den einzelnen Komponen-
ten einer Liiftungsanlage beschrieben. Hier soll nun eine Moglichkeit aufgezeigt werden, die
Gesamtanlage zu modellieren und durch eine Verkniipfung der Losungen fiir die einzelnen
Anlagenteile auch einfache Netzwerke berechnen zu kénnen. Die Gesamtanlage besteht aus
einer Aneinanderreihung der einzelnen Komponenten. So wurden zum Beispiel die Experi-
mente an Diise und Diffusor mit der Losung des Systems "Rohr — Diise/Diffusor — Rohr" ver-
glichen, da die Druckaufnehmer nicht unmittelbar vor und nach der Querschnittsdnderung
angebracht waren, sondern jeweils einen Meter davon entfernt. Zur Berechnung solcher und
noch komplexerer Netzwerke wurde das modular aufgebaute Programm SHOCK - WAVE
entwickelt, das nacheinander die einzelnen Komponenten abarbeitet. Jede einzelne Kompo-
nente wird dabei nach der in Kap. 2.1 bis 2.3 beschriebenen Systematik betrachtet. So muf3
fiir jedes Anlagenteil ein System mit 9 bzw. 15 Gleichungen geldst werden. Die Losungen
dieses Systems (Druck p, Schallgeschwindigkeit ¢ und Machzahl M) werden als Eingangs-
groBBen fiir die ndchste Komponente benutzt, bis das Netzwerk abgearbeitet ist.

Die Art und Anzahl der Komponenten werden iiber eine Eingabedatei eingelesen. So
wird z.B. "FR — FDU —FR" als Kombination "Rohr — Diise — Rohr" angesehen. Weiterhin ist
in dieser Eingabedatei jeweils fiir jede Komponente der Name des Datenfiles angegeben, in
dem alle zur Berechnung notwendigen Informationen abgespeichert sind. Fiir ein Rohr wird
z.B. die Rohrlinge, der Durchmesser und die Rauhigkeit verlangt. Fiir eine Diise bzw. einen
Diffusor wird das Flidchenverhltnis und der Offnungswinkel benétigt. Die Abzweige kénnen
iber den in Kap. 2.2 erwidhnten Druckbeiwert q(M) beschrieben werden. Auflerdem kdnnen
weitere, benutzerdefinierte q(M) — Verldufe integriert werden, um zum Beispiel einen Kriim-
mer oder ein Ventil zu berechnen. So kann iiber eine externe Definition des Impulssatzes
jede beliebige Komponente berechnet werden. Expansionswellen oder reflektierte Stofwel-
len ergeben sich je nach Verlauf des Druckbeiwertes q(M) direkt aus der Rechnung.

Nach Generierung des Netzwerks wird das Gleichungssystem fiir die erste Komponente
gelost. Damit erhédlt man bei bekannten Werten von Druck p, Schallgeschwindigkeit ¢ und
Machzahl M am Eintritt der Komponente diese Groflen auch am Austritt. Die erhaltenen
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Losungen werden zwischengespeichert und als neue Eingangsgrofen fiir die nichste Kom-
ponente benutzt. Die Werte der letzten Komponenten werden als Ergebnis ausgewiesen.

Zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems wird ein modifiziertes Newton — Ver-
fahren benutzt. Eine genaue Beschreibung dieses Losungsalgorithmus ist in /31,32 / zu finden
(siehe auch Anhang). Problematisch ist dabei die Wahl der Startwerte. Insbesondere bei den
15 Gleichungen fiir den Diffusor mit Sekundérstof3 reagiert das System sehr empfindlich auf
kleine Anderungen der Anfangsbedingungen. Eine physikalisch sinnvolle Losung kann meist
nur dann erzielt werden, wenn man als Startwerte fiir die Iteration bei einer bestimmten
StoBstirke die Losungen der Rechnung bei einer geringfiigig niedrigeren StoBstérke benutzt.
So ist es notwendig, die Rechnung bei sehr kleinen EingangsstoBmachzahlen zu beginnen und
sich an die gewiinschte Losung in kleinen Schritten heranzutasten. Die Erfahrung hat gezeigt,
dafl im StoBstdrkenbereich von z = 1 bis z = 2.5 eine Schrittweite von Az = 0.01 in den
meisten Fillen zu schnell konvergierenden Ergebnissen fithrt. Ansonsten muf} eine kleinere
Schrittweite Az gewihlt werden. Bei der Losung des Gleichungssystems fiir den Diffusor mit
Sekundirstof} tritt das Phidnomen auf, da sich die Ergebnisse fiir die Stostdrke nach dem
Diffusor fiir reibungsfreie und reibungsbehaftete Stromung nicht unterscheiden. Der dissipa-
tive Term im Impulssatz wirkt sich nur auf die Schallgeschwindigkeit und die Machzahl im
Gebiet vor und nach dem Sekundirsto3 aus, nicht aber auf den Druck. Ein Vergleich mit den
Experimenten mufl dann zeigen, inwieweit dieser Fehler tolerierbar ist. Durch den mo-
dularen Aufbau des Programms und der Integration von benutzerdefinierten Ap —V —Kenn-
linien in den Impulssatz ist eine Modellierung jedes beliebigen Netzwerkes moglich. Durch
die Entkoppelung der einzelnen Komponenten ist die Grofe der Gesamtanlage bzw. die An-
zahl der Komponenten nur durch die zur Verfiigung stehende Rechenzeit beschrinkt. Kom-
plexere Beugungs — und Reflexionsvorgiange kénnen nur durch mehrere Programmdurchldu-
fe bestimmt werden, bei denen jeweils eine reflektierte Welle als Eingangsstof3stérke fiir den
nichsten Lauf benutzt wird.

Das Programm bietet die Moglichkeit, eine Berechnung der StoBausbreitung in Liftungs-
systemen mit Hilfe stationdrer Druckbeiwerte durchzufiihren. Meist kénnen diese Werte liif-
tungstechnischen Handbiichern oder Tabellenwerken entnommen werden oder sind Ausle-
gungsdaten des Stromungsnetzwerkes. Die Rechenzeit liegt selbst auf kleineren Personal-
Computern weit unter den gro3en FEM oder Fluiddynamikcodes. Kiinftige Arbeiten konnen
sich so hauptsichlich auf die Integration eines stabileren Losungsalgorithmus beschridnken.
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3. Visualisierung der Stofiwelle zur Untersuchung der Beu-
gungsvorgange

Aus der Literatur /24/ war bekannt, dal der in Kap. 4.1 erwdhnte Sekundérsto nicht den
ganzen Kanalquerschnitt einnimmt. Daher ist es nicht méglich, ihn durch eine direkte Druck-
messung, z.B. durch eine Wandanbohrung, zu erfassen. Fiir die Erstellung des Modells nach
dem Charakteristikenverfahren war jedoch die genaue Kenntnis seiner Lage und des Zeit-
punktes seines Auftretens im Diffusor bzw. in der Diise erforderlich. Als geeignete Verfah-
ren zur Sichtbarmachung der durchgehenden und reflektierten Wellen und damit zur Erstel-
lung des Weg — Zeit — Diagrammes haben sich die Schlieren— und Schattenoptik erwiesen.
Die entsprechenden Versuche wurden an einer vorhandenen Stofrohranlage im Ernst-
Mach — Institut der Fraunhofergesellschaft in Freiburg i.Br. durchgefiihrt.

31 Aufbau des Stofiwellenrohres

Das Stofwellenrohr wird mit Luft als Treib— und als Laufrohrgas betrieben. Das Treib-
rohr kann mit einem maximalen Druck p4 von 10 bar gefiillt werden. Um hohere Stof3stdrken
p21 zu erzielen, kann durch Evakuieren des Laufrohres ein hdheres Vordruckverhiltnis ps;
iiber die Membran erreicht werden. Auf diese Weise wird mit dem Treibgas Luft eine maxi-
male StoBmachzahl von etwa Mg = 3.0 ermdglicht. Fiir die Versuche war eine Stomachzahl
von M5 < 2.07 gefordert, was einer Unterschallnachlaufstromung vor dem Modell entspricht.

L0 <10
Stachel Membran ¢ 200 Meflkammer mit Modell
/ (Diffusor)

—_—‘\—'\ _____________ , ————————————————— r? ‘:-_—:—> ———————————

P Py R —— e

Druck- : Laufrohr Auslaut!

kammer

— 180 ¢cm 10m
Bild 3.1: Schematische Darstellung des StoBwellenrohres am Ernst — Mach —Institut in
Freiburg

Die Modelle fiir das Sto8wellenrohr mit Visualisierungseinrichtung wurden so konstru-
iert, da mit wenigen, einfachen Komponenten eine hohe Modellyielfalt erreicht wird. Durch
Umdrehen eines Modells konnte es jeweils als konvergierender oder divergierender Einbau
verwendet werden. Dabei wurde das Fldchenverhéltnis zwischen A2z = 1.5 bis 6.2 fiir eine
Diise und Ag3 = 1/1.5 bis 1/6.2 fiir einen Diffusor in kleinen Schritten variiert. Durch eine
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Schlierenaufnahme gegen Ende der Bildfolge einer Serie konnte das Modell auf Dichtheit
iiberpriift werden. Bei Schlierenaufnahmen wird die erste Ableitung der Dichte nach dem
Ort sichtbar, es werden somit kleine Dichtednderungen aufgrund von Leckagen deutlich. Ist
das Modell undicht, kommt es eventuell zum Massenverlust im untersuchten Kontrollraum
und die StoBwellenbeugung ist nicht mehr représentativ.

3.2  Beschreibung der benutzten Schatten- und Schlierenverfahren
32.1  Schattenverfahren

Bei dem benutzten Schattenverfahren (Bild 3.2) ist die Lichtquelle im Brennpunkt eines
sphirischen Spiegels positioniert. Die Objektebene (MeBkammer des Stowellenrohrs) wird
dann von einem Strahlenbiindel in Zentralprojektion durchsetzt. Tritt das Strahlenbiindel
ungestort durch die Objektebene Y, wird die Abbildungsebene ¥’ gleichmidBig mit einer
Bestrahlungsstirke By beleuchtet /33/.

——  Punktfunken
Funken—

aggregat
Schattenverfaliren mit

der Cranz - Schardin Funkenzeitlupe
Prinzip des

Schallenverfahrens

Punkt _<

lichtquelle

Objekt
Schirm

! 22,
. Kamera o Referenzebeng ——34
Bildebens Objektive MeBkammer des [ohlspicgel
(Photoplatic) f=35em StoBwellenrohres [ =350 cm
Bild 3.2: Schematische Darstellung des Schattenverfahrens am Stofwellenrohr am Ernst-

Mach — Institut, Freiburg

Zwischen einer Dichteinderung dp/dx und der Anderung der Bestrahlungsstirke AB/B
besteht ein proportionaler Zusammenhang:
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AB dn d
B (3.1)

Einer Dichteéinderung dp/dx entspricht eine Anderung des Brechungsindex dn/dx . Dies
bewirkt eine Ablenkung des Strahlengangs um de/dx, woraus eine Anderung der
Bestrahlungsstirke AB/By folgt. Uber die Gladstone-Dale—Konstante G besteht eine
Beziehung zwischen der Dichte p und der Abweichung (n—1) des Brechungsindex n
gegeniiber der Brechung eines Strahls im Vakuum nyak = 1:

(n—1) = Gp | (3.2)

Ist die Dichtednderung grof, folgt hieraus auch eine grofle Strahlablenkung um grofle
Winkel ¢ . Es gilt das Snellin’sche Brechungsgesetz

. 1
sin ¢ ~ o (3.3)

Eine sprunghafte Ablenkung des Strahles um Ae aufgrund einer Dichtednderung Ap in
der Objektebene ¥ hat bei positivem Sprung Ae eine Ausblendung B = 0 (Bild 3.3 a) mit
der Breite b = eAce in der Abbildungsebene ¥’ zur Folge. Der Abstand zwischen der Objekt-
ebene ¥ und der Abbildungsebene ¥’ wird mit e bezeichnet. Die Abbildungsebene oder
Schattenebene ¥’ entspricht der Referenzebene, auf die die Kamera fokussiert ist. Bei nega-
tivem Sprung Ae (Bild 3.3 b) erscheint ein doppelt beleuchtetes Band B = 2Bg gleicher
Breite.

(]
-
™~
x

N

4
Al
Ak

Bild 3.3: Ablenkung eines Lichtstrahles um den Winkel A¢ in einem zentral projizieren-
den Schattenverfahren: a) Ae/Ax > 0, b) Ae/Ax < 0 /8/.

Aus einer Dichtednderung folgt eine Bildschattierung in der Abbildungsebene. Eine
Dichteabnahme erscheint schwarz, eine Dichtezunahme erscheint weif3, jeweils unabhingig
von der Stirke der Dichtezu— oder —abnahme. Sichtbar wird die Ablenkung der Winkel,
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was der zweiten Ableitung der Dichte nach dem Ort entspricht. Man kann eine Dichtezu —
oder —abnahme erkennen, sie aber nicht quantitativ bestimmen. Die Empfindlichkeit
(AB/By)/(3¢/0x) des Schattenverfahrens 148t sich anhand folgender Beziehung abschitzen
(Bild 3.4) /33,34/:

AB
5280 = [1 - ﬂ e . (3.4)
AB/By = Anderung der Bestrahlungsstirke
de/ Ox = stetige Anderung der Ablenkung in positiver x — Richtung
r = Abstand zwischen Lichtquelle Q und Abbildungsebene ¥’
e = Referenzebene; Schattenebene; Abstand zwischen Objektebene ¥ mit Dich-

teunstetigkeit (Schliere S) und Abbildungsebene Y.

Eine grole Empfindlichkeit ergibt sich bei groBem Abstand r. Mit zunehmendem r
wdchst aber die Unschirfe. Ein Maximum der Empfindlichkeit ergibt sich fiir e/r = 0,5. Die
Referenzebene e wird meist klein gewihlt, d.h. die Abbildungsebene Y’ ist nahe an der
Objektebene %, um scharfe Abbildungen und eindeutige Zuordnung der Lichtablenkungen
(schwarze und weisse Binder) zu bekommen.

Bild 3.4: Geometrische Abmessungen Bild 3.5: Machreflexion eines ebenen
zur Empfindlichkeit des Schatten — Stofles auf einer schrdgen Wand
verfahrens

Das Schattenverfahren eignet sich besonders gut zur Visualisierung von Verdichtungs-
stofen. Bild 3.5 zeigt die irregulére, sogenannte Machreflexion eines ebenen Verdichtungs-
stoBes. Eine Kontaktfliche C wird aber genauso scharf wiedergegeben. Uber die Kontakt-
fliche C dndert sich die Dichte, nicht aber der Druck und die Stromungsgeschwindigkeit. Das
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dunkle Band ist auf der Seite der kleineren und das helle auf der Seite der groBeren Dichte.
Man erkennt, daB sich der Druck und somit die Entropie iiber den MachstoB Sy mehr erho-
hen als iiber die beiden anderen StoBe §R und S. Anhand solcher schwarz — weier Bénder
lassen sich bei komplizierten Stobeugungen St6B8e und Gleit — bzw. Kontaktfldchen identifi-
zieren.

32.2 Schlierenverfahren

Um die erste Ableitung der Dichte nach dem Ort zu untersuchen, muf} die Strahlenab-
lenkung, also der Winkel selbst, betrachtet werden. Hierzu wird eine Schneide in den Brenn-
punkt f; zwischen Hohlspiegel und Objektiv gesetzt und der halbe Strahlengang abgedeckt.
Andert sich die optische Dichte (sie ist einfach proportional zur Massendichte) des Objekts
quer zur Lichtstrahlrichtung, folgt hieraus eine Lichtstrahlablenkung in Richtung des Dichte-
gradienten. Durch die Verschiebung des Lichtfleckes an der Schlierenblende B wird der ent-
sprechende Objektteil auf dem Schirm erhellt oder verdunkelt. Die erste Ableitung der Dich-
te wird normal zur Schlierenblendenkante B beobachtet. Der Abstand zwischen Blende und
Objektiv ist vernachldssigbar klein (Bild 3.6). Je grofer die Brennweite fs, umso empfind-
licher wird das Schlierenverfahren. Die meisten Schlierenbilder werden wie die Schatten-
bilder zur Bestimmung der Strémungsgeometrie aufgenommen. Quantitative Dichtemes-

sungen sind moglich unter Verwendung einer Normalschliere als Bezugsschliere mit bekann-
ter Dichte /34/.

N
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Bild 3.6: Schlierenverfahren mit sphéri — Bild 3.7: Schematische Anord —
schem Spiegel nung der Cranz — Schardin — Zeitlupe
/35/
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323 Funkenkamera

Zur optischen Bildtrennung entwickelten C. Cranz und H. Schardin /35/ 1929 eine Fun-
kenkamera, bei der der Film ¥’ ruht und das Objekt ¥ mit verschiedenen Objektiven Q’ aus
leicht unterschiedlichen Richtungen fotografiert wird. Die Kamera besteht aus 24 Objektiven
Q’, die recheckférmig angeordnet sind (Bild 3.7). Kiirzeste Belichtungszeiten werden er-
reicht, indem das Objekt ¥ von rdumlich getrennten Lichtfunken durchleuchtet wird. Es wer-
den 24 getrennte Funkenstrecken Q so angeordnet, da3 das Licht jeder Funkenstrecke durch
je ein Objektiv Q’ auf dem Film ¥’ abgelichtet wird.

Wihrend sich der geometrische Aufbau der Aufnahmeoptik seit 1929 nur geringfiigig ge-
dndert hat, ist die Elektronik zur Erzeugung der Lichtfunken hin zu kiirzeren Belichtungszei-
ten At und zu groBerer Unempfindlichkeit gegeniiber Spannungsschwankungen weiterentwik-
kelt worden /33/. Die leicht schrige Durchstrahlung des Objekts und der Objektive fiihrt zur
Parallaxe. Fotos, die durch Objektive aufgenommen wurden, die nicht nahe der optischen
Mittelachse liegen, haben eine Mafstabsverzerrung. Durch "Randobjektive” aufgenommene
Verdichtungsst6Be, z.B. mit dem Schattenverfahren, haben eine andere Binderbreite Ab als
jene, die durch Objektive nahe der optischen Mittelachse aufgenommen wurden. Dies resul-
tiert aus der Uberlagerung der Strahlablenkung Ae¢ und der schrigen Durchstrahlung.

33 Auswertung der Messungen und Beschreibung der auftretenden Phiano-
mene

In diesem Kapitel werden einige Serien von Schattenaufnahmen beschrieben, die die auf-
tretenden Phiinomene bei unterschiedlichen Flichendnderungen zeigen. Anhand der visuali-
sierten StoBbeugung konnte die Giiltigkeit der in Kapitel 2 beschriebenen Theorie iiberpriift
werden.

33.1 Konvergente Flicheninderung
Unstetige Verengung

Bild 3.8 zeigt die Stoflwellenbeugung an einer unstetigen Verengung mit dem Flachen-
verhiltnis A3 = 2.84 und der Eingangsstofstirke Ms = 1.93 ( entspricht einer StoBstirke

z = 4.2) /36/. Die zeitlichen Abstinde zwischen den Fotos sind in den Bildern eingetragen.
Der StoB S wird teilweise an den senkrechten Winden reflektiert und zum Teil luft er als
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ebene, beschleunigte StoBwelle in den verengten Kanal (Bild 3.8,2-5). Bei der StoBwellen-
beugung iiber die Flichendnderung hinweg kommt es zur Ausbildung von Kantenwirbeln.
Hinter den Wirbeln baut sich stromab ein sogenanntes "Totwassergebiet" auf und es entsteht
eine turbulente Grenzschicht. Lost sich die Stromung von der Wand ab, kommt es stromab
zur Ausbildung eines Gebietes, in dem Wirbel entstehen, die eine teilweise Riickstrémung
bewirken. Die dazu erforderliche Energie wird dem vorbeistromenden Gas entnommen, des-
sen Gesamtenergie sich somit verringert. Die Wirbel verengen hier den freien Querschnitt
auf ein Verhiltnis A’y3 ~ 3.4; dabei wird die Nachlaufstromung auf Uberschall beschleunigt.
Aus den Bildern 3.8,5—7 kann der beschleunigte Sto S auf der Mittelachse ausgemessen
werden. Der Abstand zwischen den Markierungen betrdgt 50 mm, die Zeit Atgijlq 527 = 33 ps
und die Ruheschallgeschwindigkeit dieser Versuchsreihe betrdgt ¢y = 345.7 my/s. In Bild 3.8,
2 und 3 ist die StoBwelle auf der Mittelachse noch nicht beschleunigt, sie besitzt noch ihre
Eingangsstofistarke. Erst die gebeugten StoBwellen, mit einem Pfeil (f}) gekennzeichnet (Bild
3.8, 4), beschleunigen den StoB S. Die StoSmachzahl des durchgehenden StoBes betrigt
Ms = 2.1 (z = 5.0), was einer Uberschallnachlaufstrémung von M;=1.02 im verengten
Querschnitt entspricht. Die gebeugte Stoflwelle (ff) trifft in Bild 3.8 auf die
gegeniiberliegende Kanalwand und wird reflektiert. Es kommt zur Wechselwirkung zwischen
Sto3 und Wirbel, wobei der gebeugte Stof stark verzerrt und lokal (im Wirbel) aufgeldst
wird. Um den Wirbel bilden sich konzentrische Verdiinnungs— und Verdichtungswellen
(Bild 3.8,8), aus denen sich ein lokaler Stof §LR aufbaut, der iiber die vertikalen Flanken im
erweiterten Kanal in Richtung Wand und dann an der Kanalwand entlang stromauf lduft
(Bild 3.8,8 — 10).

Hinter den Wirbeln entstehen ebenfalls lokale StoBe S, die lokale Uberschallgebiete
begrenzen (Bild 3.8,2—7). Diese St68e breiten sich zur Rohrmitte hin aus und bilden den
SekundirstoB Sy.

Die gebeugten und reflektierten StéBe (1)) (Bild 3.8,6) steilen sich stromab hinter den
Wirbeln auf (Bild 3.8,5—7) und laufen stromaufwirts. Dabei verschmelzen sie mit dem Se-
kundirstoB Sy, und dieser wird ortsfest. Wihrend die gebeugten reflektierten StoBe (ff) an-
fangs die Riickseite (stromab) der Wirbel begrenzten (Bild 3.8,6,7), breitet sich spéter die
turbulente Grenzschicht zwischen ihnen und der Wand aus. Der SekundirstoB Sy hat vertikal
die Ausdehnung des restlichen freien Stromungsquerschnitts A’y3 (Bild 3.8, 10). Mit zuneh-
mender Zeit verschmelzen die in Bild 3.8,10 noch schragen St68e zu einem ebenen senkrech-
ten StoB Sp. Der hier entstehende StoB Sy ist kein reiner SekundirstoB. Er entsteht aus den
gebeugten (ff |) und den lokalen Sto8en Si, wobei die gebeugten StoBe den groBeren Anteil
zur Entstehung des Stofles §n beitragen. Der Sekundérstof3 S entsteht nur aus der Strémung
heraus.



Bild 3.8:
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Stolbeugung an einer unstetigen Verengung; Auftreten eines Sekundérstofes
1 im verengten Kanal (Eingangsstofstirke Mg = 1.93, z = 4.2, Fldchen-
verhiltnis Ay = 2.84, ¢y = 345.7 m/s).
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Bild 3.9:

StoBbeugung an einer stetigen Verengung, Diise; Auftreten eines Sekundér-
stoBes (Ms = 1.93,z = 4.2, Ags = 3.00, ¢, = 343.9 m/s)
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Die lokalen St6Be dehnen sich hier fast bis zur Kanalmitte aus. Die Stofmachzahl
Ms = 2.1 im verengten Kanal entspricht einer Uberschallnachlaufstrémung von My = uy/ca »
1.02. Diese Aufnahmeserie markiert fiir das gegebene Fldchenverhiltnis Aj; einen Grenz-
punkt zwischen Uberschall — (Auftreten eines SekundirstoBes) und Unterschallstrémung im
verengten Querschnitt. Der Punkt ist spéter in einem Diagramm markiert. Die Einschniirung
durch die abgeloste Grenzschicht fiihrt zu einem kleineren freien Stromungsquerschnitt
A’93 < Anz. Dieser Effekt wurde in der Theorie durch Einfiihren einer Kontraktionszahl o
beriicksichtigt (Kapitel 2.1).

Der stromauflaufende, reflektierte Stof §R bildet einen Machstofl, symmetrisch zur
Kanalmittelachse, aus (Bild 3.8,8 — 10). Der Sto8 Sy kann in kurzer Entfernung vor und nach
der Flichenédnderung als eben betrachtet werden.

Stetige Verengung

Eine stetige Verengung, in der im verengten Kanal in der Nachlaufstrémung Uberschall
und somit ein Sekundirsto Sy auftritt, ist in Bild 3.9 dargestellt /36/. Die EingangsstoBstirke
betrigt Ms = 1.93, das Flichenverhiltnis A3 = 3.0 bei einem gesamten Offnungswinkel von
350, Die Zeitdifferenz zwischen den Fotos ist im Bild 3.9 eingetragen, die Schallgeschwindig-
keit ist ¢; = 343.9 my/s.

Nach Beschleunigung des einfallenden StoBes in der Diise unter Bildung einer Machre-
flexion 16st sich die Kontaktfliche C in der Kanalmitte in zwei Teile auf (ab Bild 3.9,4). Die
Stromung mit der Geschwindigkeit ug hinter dem Machstof3 transportiert die Teilchen paral-
lel zur Schrége. Dabei 16st sich die Kontaktfldche C dort auf, wo Teilchen aus verschiedenen
Richtungen aufeinandertreffen, sie werden jeweils oben und unten parallel zur Wand trans-
portiert. Diese Erscheinungen treten nur bei volliger Modellsymmetrie auf.

Bild 3.10: Ausbildung eines lokalen StoBes
in einer Diise (Ms = 1.89,z = 4.05)
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Ab Bild 3.9,5 bilden sich kleine Wirbel am scharfkantigen Ubergang in den verengten
Kanal, die wesentlich kleiner sind als bei der unstetigen Verengung. Rundet man diese Kan-
ten ab, so treten geringere Verluste auf, was zu einer héheren Beschleunigung des durchge-
henden StoBes fiihrt /13,37/. An der Vorderseite (stromauf) des Wirbels bildet sich eine Ex-
pansionswelle R, deren Kopf an der Kante stehen bleibt. Da sich der Kopf einer Expansions-
welle mit Schallgeschwindigkeit ¢ ausbreitet, bedeutet dies, dafl die Nachlaufstromung u hier
Schallgeschwindigkeit ¢ erreicht (Bild 3.10).

Uber die Expansionswelle R wird die Nachlaufstrémung weiter beschleunigt. Es entsteht
ein lokales Uberschallgebiet, das durch einen lokalen schrigen StoB stromab begrenzt wird.
Bei entsprechender EingangsstoBmachzahl Mg und Fldchenverhéltnis Asz wachsen die beiden
lokalen StéBe auf der Kanalmittelachse zusammen und bilden einen Sekundirsto8 Sy (Bild
3.9,9— 11). Erreicht die Nachlaufstrémung nicht im gesamten verengten Kanal Uberschall, so
bleiben die St68e lokal und stehen ortsfest in der Ndhe der Kante. Ein Teil des reflektierten
StoBes Sy wird im verengten Kanal an den Wénden erneut reflektiert (Bild 3.9,5-9); der
stromauf gerichtete Teil verschmilzt mit dem Sekundirsto Sy (Bild 3.9,10 — 14). Der strom-
auf laufende, reflektierte StoB Sg im erweiterten Kanal ist schwiicher als bei einer unstetigen
Verengung (Bild 3.8), er benétigt mehr Zeit, bis er als eben betrachtet werden kann. Bei
dem reflektierten StoB Sy kommt es zur Verschmelzung zweier Stofe (Bild 3.9,11— 14).
Durch die Wirbelbildung verbleibt auch hier ein freier Strémungsquerschnitt von A’y & 3.75
bei gegebenen Versuchsdaten. Zuerst wachsen die lokalen StoBe Si, auf der Kanalmitte zu-
sammen, bevor die reflektierten, gebeugten StoBe (f} |}) mit dem entstandenen Sekundéirstof3
i in Wechselwirkung treten.

33.2 Divergente Flicheninderung
Unstetige Erweiterung

Bild 3.11 zeigt eine Serie von Schatten— und Schlierenaufnahmen einer unstetigen Er-
weiterung. Dabei betrdgt die Eingangsstofmachzahl Ms=1.32 und das Flichenverhiltnis
Agz = 1/2.84 /36/. Nach der Beugung des einfallenden StoBes in den erweiterten Kanal
kommt es an den Kanten zur Grenzschichtablésung (Bild 3.11,1-5). Es entstehen Wirbel,
die stromab treiben und eine WirbelstraBe bilden. Die reflektierten St6Be () und (7) (Bild
3.11,6) sind nicht an der Bildung des SekundirstoBes Sy (Bild 3.11,7 auf Hohe der Wirbel)
beteiligt, sondern der SekundirstoB Sy entsteht allein aus der Stréomung heraus. Die Nach-
laufstréomung wird durch die bei der Beugung entstehende, stromauf laufende Expansionswel-
le R beschleunigt. In Bild 3.11,1—-3 ist sie gestrichelt eingezeichnet. Der Kopf liuft mit
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Schallgeschwindigkeit c¢3 stromauf und die Gasteilchen werden kontinuierlich beschleunigt,
solange das Ende der Expansionswelle nicht erreicht ist. Endet die Beschleunigung der Teil-
chen im Uberschall, bildet sich aus der Stromung heraus ein VerdichtungsstoB. Dieser Sekun-
darstoB Sy ist stets stromauf gerichtet, d.h. die Teilchen strémen hier von links nach rechts
iiber den StoB Sy, wobei sie von Uberschall auf Unterschall verzégert werden. Der Sto8 Sy
wird hier aber von der Stromung stromab mitgefiihrt. Ist das Ende der Expansionswelle R
noch nicht erreicht, nimmt die StoBstirke von §j zu. Bei dem hier gezeigten Flachenverhilt-
nis wird das Ende der Erweiterung der Expansionswelle R iiber die reflektierten Stosse (f)
und (]) mitgeteilt. Teile der StoBe (f}) und (|) verschmelzen mit dem aus der Strémung ent-
standenen Sekundérstof3 §n. Der StoB Sy hat eine vertikale Ausdehnung, die dem urspriing-
lich verengten Kanal entspricht. Nur auf diesem Querschnitt kénnen Teilchen beschleunigt
werden. Die durch Grenzschichtablésung entstandene Wirbelstrae (Bild 3.11,7) verhindert
die Ausbreitung der Stromung in dem erweiterten Kanal, es entsteht ein "Totwassergebiet".
Im erweiterten Kanal stellt sich eine stark turbulente Strémung ein.

Stetige Erweiterung

Bild 3.12 zeigt die Entstehung eines Sekundérstoes in einem Diffusor mit dem Flidchen-
verhiltnis Agz = 1/2.0 /36/. Die einfallende StoBwelle S (Ms = 1.38) wird bei Eintritt in den
Diffusor gebeugt, wobei eine Expansionswelle R stromauf liuft, die die Nachlaufstromung
beschleunigt (Bild 3.12,1-5), der Kopf der Expansionswelle ist gestrichelt eingezeichnet. An
den Eintrittskanten des Diffusors entstehen kleine Wirbel durch Ablésen der Grenzschicht.
Hinter den Wirbeln entstehen lokale Uberschallgebiete, die stromab durch einen lokalen
StoB begrenzt sind. Die Gebiete mit Uberschallstrémung wachsen mit zunehmender Zeit t
zur Rohrmitte hin , womit auch die Ausdehnung der lokalen St68e zur Mitte hin wéchst (Bild
3.12,6 — 10), dabei nimmt die StoBstirke zu. Ab Bild 3.12,7 ist das Ablosen der Grenzschicht
hinter den Wirbeln sichtbar, es entsteht ein turbulentes Stromungsgebiet, das mit wachsender
Zeit t den erweiterten Querschnitt Aj ausfiillt.

Trifft der priméire StoB S auf den erweiterten Kanal am Ende des Diffusors, so tritt
Machreflexion auf und eine reflektierte Welle Sy l4uft stromauf (Bild 3.12,4 — 10). Die reflek-
tierte StoBwelle tritt in Wechselwirkung mit den bis zur Mitte angewachsenen, lokalen Stos-
sen. Nun ist der entstehende SekundirstoB Sy kein ebener StoB, wie bei der unstetigen Er-
weiterung (Bild 3.11,8 — 10), sondern er besteht aus zwei Dreistokonfigurationen, aus zwei
stationdr durchstrémten MachstoBen, die zur Rohrmittelachse symmetrisch sind (Bild
3.12,15 - 20). Verschmilzt der reflektierte Stof3 Sz mit den lokalen StoBen (Bild 3.12,12), wird
der SekundirstoB Sy in der Strémung ortsfest (ab Bild 3.12,14).
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Bild 3.12 Stofbeugung an einer stetigen Erweiterung; Auftreten eines Sekundérstof3es

Ms = 138,z = 2.06, Agz = 1/2.0, ¢; = 345.6 m/s)
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F66.6 s

Fortsetzung Bild 3.12: (Ms = 138,z = 1.95, A3 = 1/2.0, ¢; = 345.6 m/s)




Bild 3.13:

StoBbeugung an einer stetigen Erweiterung; Auftreten eines SekundirstoBes
(Ms = 1.35,z = 1.95, Az = 1/6.14, ¢y = 345.6 m/s)
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Um die gegenseitige Beeinflussung dieser Stofe besser abzuschitzen, wurde ein groferes
Flichenverhiltnis Ay; = 1/6.14 untersucht. Die StoBmachzahl des einfallenden StoBes S be-
trug dabei Mg = 1.35 (Bild 3.13). Nach der Beugung des StoBes im Diffusor entsteht in den
Bildern 3.13,4 und S der SekundirstoB Sy aus den anfangs lokalen StoBen, ohne daB eine re-
flektierte Welle auftritt. Der SekundirstoB Sy entsteht allein aus der durch die Expansions-
welle R beschleunigten Stromung, dabei kommt es zeitgleich zur Stromungsablésung hinter
den Wirbeln. Der StoB §; nimmt die zur Rohrachse symmetrische Dreistokonfiguration an,
ohne daB der durchgehende StoB S das Ende der Erweiterung erreicht hat (Bild 3.13,6). Der
SekundirstoB Sy wird nun stromab mitgefiihrt, bis der reflektierte Stof3 Sk (Bild 3.13,10,11)
mit ihm in Wechselwirkung tritt. Dadurch wird die Ausbreitung des SekundirstoBes Sy
stromab begrenzt und damit der Expansionswelle R das Ende der Erweiterung iiber die Stro-
mungs — und ZustandsgréBen mitgeteilt. Der reflektierte Sto Sp begrenzt also die Stirke
des Sekundirstofles §H und beeinfluBt den Ort des Auftretens im Diffusor, trdgt aber nicht
zur Entstehung des SekundirstoBes Sy bei.

333  Grenzkurven aus experimentellen und theoretischen Betrachtungen fiir das Auftreten
eines SekundirstoBes

In Bild 3.14 wird fiir die entwickelte Theorie (Kap. 2.1) iiber Flidchendnderungen ein
Giiltigkeitsbereich abgesteckt. Die Theorie ohne Sekundérstof liefert gute Ergebnisse bis zu
einer bestimmten Eingangsstofstirke z, die einem definierten Flachenverhiltnis zugeordnet
ist. Diese Punkte sind zu Grenzkurven zusammengefalt.

Die modifizierten Grenzkurven beriicksichtigen die Reibungseinfliisse und die Art der
Flicheninderung, stetiger oder unstetiger Ubergang. Je nach Grad der Dissipation verschie-
ben sich die Kurven hin zu gréeren StoBstdrken. Die zuvor beschriebenen Schattenaufnah-
men sind zur Orientierung als Punkte im Bild 3.14 eingetragen.

Die Darstellung fiir die Grenzkurven ist so gewihlt, da Verengung und Erweiterung ge-
meinsam in einem Diagramm behandelt werden konnen. Die Eingangsstofstirken z = 1.0
bis 5.0 auf der Abszisse sind linear aufgetragen, was einer Berechnung der Stoflbeugung im
Unterschall (z < 4.8) entspricht. Fiir die Erweiterung (A2s < 1, im unteren Teil von Bild
3.14) eignete sich am besten ein linearer Maf3stab fiir das Flichenverhiltnis A3 auf der Ordi-
nate. Fiir die Verengung wurde ein logarithmischer MaBstab benutzt.

Einem Fldchenverhdltnis As; = 0 entspricht eine Stowellenbeugung aus einem kleinen
Loch (Eintrittsquerschnitt A; — 0) in einen vergleichbar unendlich gro8en Raum (Austritts-
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querschnitt A3 — o). Die reibungsfreie Berechnung (durchgezogene Linie) ergibt hier einen
Grenzwert von z = 1.32, d.h. ab z > 1.32 gilt die in Kapitel 2.1 aufgestellte Theorie ohne
Sekundérsto nicht mehr. Danach muf} auf die Losung der 15 Gleichungen zuriickgegriffen
werden.

Bei Aj3 = 1.0 geht die Fliachendnderung in das gerade Rohr iiber. Die entsprechende
StoBstirke z = 4.8 ist gesondert markiert. Bei z > 4.8 entsteht in einem geraden Rohr eine
Uberschallnachlaufstrémung. An diesem Punkt Ags = 1 und z ~ 4.8 gehen beide reibungsfrei
behandelten Gleichungssysteme fiir Diise und Diffusor ineinander iiber. Da sich fiir Veren-
gung und Erweiterung formal identische Gleichungssysteme ergaben (Kapitel 2.1), ist dies
leicht einsehbar.

Im oberen Teil von Bild 3.14 ist die reibungsfreie Grenzkurve (durchgezogene Linie) fiir
die Verengung bzw. Diise A3 > 1.0 dargestellt. Mit zunehmender Verengung ist eine gerin-
gere StoBstirke z zur Bildung eines SekundirstoBes Sy im engsten Querschnitt As notwendig.
Aus der reibungsfreien Berechnung ergibt sich ein Grenzwert von z = 3.38 bei einer Veren-
gung mit A3 — 0, was einer totalen Reflexion an einer senkrechten Wand entspricht. Links
von den Grenzkurven ist eine Berechnung ohne Sekundirstofl nach der reibungsfreien bzw.
reibungsbehafteten Theorie méoglich.

Berticksichtigt man die dissipativen Effekte, so verschieben sich die Grenzkurven hin zu
hoheren EingangsstoBstdrken z nach rechts, da die Verluste kompensiert werden miissen.
Diese Kurven sind den schattenoptischen Versuchsserien entnommen. Gleichzeitig wurde die
Theorie um Reibungskorrekturfaktoren in Form von Druckverlusten (Kapitel 2.1) erweitert.
In der erweiterten Form ergibt sich eine gute Ubereinstimmung mit den Experimenten, wo-
bei auch die geometrische Form der Flichendnderung beriicksichtigt wird.

Bei der Diise sind zwei weitere Grenzkurven eingezeichnet. Die gestrichelte Kurve gilt
fiir eine unstetige Verengung. Hier entstehen die grofiten Verluste durch Wirbelbildung an
den Kanten des verengten Querschnitts Az und Grenzschichtablésung. Die Kurve entspricht
etwa einer in Bild 3.8 dargestellten Serie, der Punkt (z = 4.2 und A3 = 2.84 von Bild 3.8)
ist im Diagramm eingetragen. Er stellt den Grenzfall der Entstehung eines Sekundarstofles
Sy durch Zusammenwachsen der beiden lokalen StéBe auf der Kanalmitte dar. Zwischen die-
ser Kurve und der die reibungsfreie Strémung beschreibende Linie liegen die Grenzwerte fiir
die stetige Verengung. Die Lage ist abhingig vom Flankenwinkel # und von der Form der
Kanten (scharfkantig oder abgerundet /13/). Die strichpunktierte Linie gilt fiir einen Flanken-
winkel 8 = 17,5° und einen scharfkantigen Ubergang. Das Kriterium fiir die Grenzkurven
bei einer Verengung lautet M3 = 1 im verengten Kanal.
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Bild 3.14: Darstellung des Giiltigkeitsbereiches fiir eine Berechnung ohne Sekundir-
stoB fiir Diise und Diffusor in Abhéngigkeit von der StoBstirke z.
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Bei der Erweiterung im unteren Teil des Bildes ist neben der Linie fiir reibungsfreie
Strémung nur eine Grenzkurve eingezeichnet. Sie gilt fiir stetige und unstetige Erweiterung
gleichermafen und beriicksichtigt die Reibung. Wie aus den Schattenbildserien Bild 3.14 —
3.16 ersichtlich, kommt es in beiden Fillen zur turbulenten Grenzschichtablésung zwischen
SekundirstoB und Kanalwand. Der Reibungseinflul auf die Berechnung eines Diffusors ist
wesentlich geringer. Die Grenzkurven liegen so nahe beieinander, da8 in guter Naherung rei-
bungsfrei gerechnet werden kann. Das Kriterium zur Berechnung der Grenzkurve bei einer
Erweiterung ist M2 = 1 im Eingangsquerschnitt A..

334 Verzweigte Kanile

Zur Beschreibung der Riickwirkung einer Kanalverzweigung auf einen durchlaufenden,
senkrechten Verdichtungssto3 sollen die dabei auftretenden Phdnomene anhand der
Bildfolge in Bild 3.15 qualitativ beschrieben werden. Darin ist die StoBausbreitung durch
einen 90° — Abzweig eines Rechteckkanals dargestellt /24/. Die Eingangssto3stidrke betrdgt
dabei z=1.92.

Ein Rohrabzweig stellt fiir eine Stowelle immer eine unstetige Querschnittserweiterung
dar und kann entsprechend theoretisch behandelt werden. Eine exakte mathematische Dar-
stellung wird noch durch die Aufteilung des StoBes und mehrere relativ komplizierte Refle-
xionen an der Rohrwandung erschwert. In Bild 3.15,1 erkennt man den einfallenden senk-
rechten Sto, der sich aufgrund des gewdhlten Schattenverfahrens als schwarze Linie dar-
stellt. Trifft nun der senkrechte Verdichtungsstol auf die Abzweigkante, wird er gebeugt, und
eine Expansionswelle lduft stromauf in Richtung Treibrohr (Bild 3.15,2). Diese Expansions-
front stellt sich in der Schattenaufnahme als helle, gekriimmte Linie dar. Die Verdiinnungs-
welle sorgt fiir eine Beschleunigung des Gases in Richtung Rohrabzweig. Gleichzeitig bildet
sich an der Abzweigkante ein Wirbel. Trifft der weiterlaufende StoB auf die gegeniiberliegen-
de Kante, tritt, da die Stoffront gekriimmt ist, schiefe Reflexion ein (Bild 3.15,3). Am Fuf3-
punkt der durchlaufenden Wellenfront bildet sich eine Mach’sche Welle, deren Tripelpunkt
nach oben wandert (Bild 3.15,4). Der Wirbel 16st sich nun ab und wird durch die stromauf-
wirts gerichtete, reflektierte Stowelle abgeschwicht (Bild 3.15,5). Die StoBfront im Durch-
gangskanal bewegt sich nach wenigen Durchmessern Laufldnge (5 — 10) wieder senkrecht
durch den Kanal. Im abgezweigten Kanalstiick dauert dieser Vorgang erwartungsgemif etwas
langer, da diese Front stirker gebeugt wurde. Im letzten Bild (3.15,6) ist dann noch die
Reflexion des Stoles am Ende des Kanals zu erkennen.
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Der Vorgang des Stofaufsteilens wird durch eine Reihe Mach’scher Reflexionen bewirkt,
die an den sich gegeniiberliegenden Winden stattfinden. Die Aufsteilung lduft nach diesem
ProzeB3 asymptotisch mit der Zeit ab; man kann jedoch ndherungsweise den Stofl nach 5 —
10 Durchmessern nach dem Abzweig als senkrecht betrachten.

Durch den Vorgang der Mach —Reflexionen 148t sich erkldren, warum die Aufsteilung
des StoBes bei kleinerem Rohrdurchmesser bei einer kleineren absoluten Laufldnge beendet
wird. Entscheidend fiir den Aufsteilungsprozef ist demnach die relative Laufldnge, also die
Laufldnge bezogen auf den Rohrdurchmesser.
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4. Bestimmung der StoBstirke durch direkte Druckmessung

Die wichtigsten Grofen zur Beschreibung der Intensitdt bzw. des Energieinhaltes eines
VerdichtungsstoBes sind die StoBstirke, also das Verhiltnis des Druckes nach der Wellen-
front zum Druck davor, sowie die Sto8machzahl, die Geschwindigkeit der Stofront bezogen
auf die Schallgeschwindigkeit des ruhenden Gases. Zum Vergleich mit den in Kapitel 2 be-
schriebenen Theorien wurde nur die Stofstirke experimentell bestimmt, die StoBmachzahl
lie sich daraus unmittelbar berechren.

4.1 Aufbau des StoBwellenrohres

Zur Durchfiihrung der Versuche wurde eine Stofrohranlage im Laboratorium fiir Aero-
solphysik und Filtertechnik des Kernforschungszentrums Karlsruhe aufgebaut.

Die Anlage zur Bestimmung der Druckspriinge bestand aus einem Treibrohr (Hoch-
druckteil) und einem Laufrohr (Niederdruckteil). Beide waren durch eine Kunststoffmem-
bran in einer speziellen Halterung voneinander getrennt. Je nach der zu untersuchenden
Geometrie (Abzweig, Diise, Diffusor jeweils quadratischer oder runder Kanal) wurde das
Laufrohr entsprechend modifiziert. Das Treibrohr und der Membranhalter konnten fiir alle
Versuche unveridndert benutzt werden.

4.1.1 Verzweigungen

Die Anlage zur Bestimmung der StoBaufteilung setzte sich aus einem durchgehenden Ka-
nal (bestehend aus Treibrohr und Laufrohr) mit einer Gesamtlidnge von ca. 13 m und einem
abzweigenden Rohr von 6 m Linge zusammen. Der Innendurchmesser aller Rohre betrug
76 mm, die Wandstirke wurde mit 2 mm angegeben. Die Rohre waren innen und auflen
grundiert, aber nicht sehr glatt. Manche Rohrwandungen zeigten Rauhigkeitswerte bis zu
1 mm.

Die Modelle, mit denen die Sto3ddmpfung in runden Kanédlen untersucht wurde, hatten
ebenfalls einen Durchmesser von 76 mm. Die verwendeten Abzweigwinkel waren 30, 45, 60
und 90°. Um auch Winkel von 120, 135 und 150° untersuchen zu konnen, wurden die Abzwei-
ge umgedreht. Die Druckaufnehmer wurden jeweils 760 mm vor der Verzweigung bzw. nach
der Verzweigung im Durchgangs — bzw. Abzweigrohr angebracht (Bild 4.1).
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Bild 4.1: Schematische Darstellung der Anlagengeometrie

Die quadratischen Modelle hatten eine Kantenlédnge von 64 mm bei einer Wandstédrke
von 2 mm. Untersucht wurde jeweils ein 300 —, 600 —, 90°—, bzw. 120°— und 1509 —- Winkel.
Dem Treibrohr und dem sich anschlieBenden runden Rohr mit dem Ubergangsstiick folgte
der erste Rechteckkanal. Diesem Kanal schlof} sich der Abzweig an, der in 5 Winkeln variiert
werden konnte. Nach dem Abzweig folgte in beiden Armen ein rechteckiger Kanal mit an-
schlieBendem Ubergang auf runden Querschnitt. Zu den Kanalenden hin hatte die StoBrohr-
anlage wieder einen runden Querschnitt. Die Druckaufnehmer wurden auch hier jeweils
760 mm von der Verzweigungsstelle entfernt angebracht. Durch die geringere Steifigkeit ge-
geniiber der runden Rohrkonstruktion war bei den Stoflversuchen mit einem erhohten
Schwingen der Anlage beim Durchlaufen der Schockwelle zu rechnen. Um bei den Aufzeich-
nungen Storeinflisse zu vermeiden, wurde mittels mehrerer Maflnahmen die mechanische
Déampfung (Gummipuffer, Sandsiacke) der Anlage erhght.

Die Reproduzierbarkeit der Versuche erwies sich als recht gut und die Abweichungen
lagen unter 5%, dabei wurde die Differenz der gréBten und kleinsten mit einem Druckver-
hiltnis erzielten Stof3stirke, bezogen auf die kleinste Stofstirke, zugrundegelegt.
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412 Querschnittsvariation

Bei der Untersuchung der Anderung der StoBintensitit in querschnittsvariierenden
Kanilen konnte dieselbe Anlage benutzt werden.

Die Modelle (Diise/Diffusor) wurden aus handelsiiblichen quadratischen Rohren mit je-
weils 64, 45, 32 und 22 mm Kantenlinge hergestellt. Der eingeschweiBte stetige Ubergang
hat einen Flankenwinkel von § = 50. Die Flanschverbindungen sind iiber O —Ringe abge-
dichtet und so gestaltet, daB sie als unstetige Verengungen oder Erweiterungen benutzt wer-
den kénnen. Die Abstidnde der benutzten Druckaufnehmer vor und hinter den Modellen be-
trugen jeweils 550 mm. Die angegebenen Absténde gelten fiir alle drei benutzten Flichen-
dnderungen Ajz = 2.0, 4.0 bzw. 8.4 fiir eine Verengung als auch fiir eine Erweiterung
Aoz = 1/2.0, 1/4.0 bzw. 1/8.4.

4.2  Beschreibung der Mefitechnik zur Bestimmung der Druckspriinge

Die Messung und Speicherung sehr schneller transienter Vorginge erfordert eine hoch-
auflosende Registriereinrichtung. Dabei soll einerseits eine moglichst hohe zeitliche Auflé-
sung gewdhrleistet sein, andererseits muf} ein geniigend grofer Speicherplatz zur Verfiigung
stehen, um eine StoBausbreitung im Versuchskanal ganz erfassen zu konnen. Da die beiden
Forderungen kontridr zueinander stehen, muflte ein Kompromifl eingegangen werden. Der
StoB sollte mindestens solange verfolgt werden konnen, bis die erste reflektierte Stowelle
erkennbar wiirde. Die zeitliche Auflosung sollte dabei so groB sein, dafl ein eventuelles
Uberschwingen des Druckaufnehmers als solches zu erkennen wire.

Um eine moglichst gute Reproduzierbarkeit und exakte Ausgangsbedingungen fiir die
StofBausbreitung zu erreichen, war es notwendig, den Uberdruck im Treibrohr sehr exakt und
jederzeit nachvollziehbar einstellen zu kénnen. Bei Uberdriicken iiber 1 bar wurde ein Diffe-
renzdruckmanometer mit Rohrfeder und einem Ablesebereich von 0 — 6 bar benutzt. Die Ab-
lesegenauigkeit betrug hier etwa +2 kPa. Bei niedrigen Differenzdriicken konnte auf ein digi-
tales Absolutdruckmanometer umgeschaltet werden. Es hatte bei einem MefBbereich von 0
bis 2 bar absolut eine Genauigkeit von 1 Digit, was in etwa 100 Pa entspricht. Um die Tem-
peratur im Rohr bestimmen zu kénnen, wurde ein Pt — 100 — Thermoelement eingebracht.

Zur Aufnahme der schnellen Druckspriinge beim Durchlaufen der Stofifront wurden
piezoelektrische Druckaufnehmer (Fa. ENDEVCO, Heidelberg) mit einem MefBbereich von
15 psi (= 105 kPa) benutzt. An deren Spitze ist ein hauchdiinnes Einkristall — Siliziumplatt —
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chen angebracht. Bei Belastung entstehen auf dieser Membran dielektrische Verschiebungen,
die proportional den daraus resultierenden freien Oberflichenspannungen sind. Die so ent-
standene Spannung wird iiber einen Wheatstone’schen MeBkreis verstdrkt und kann als MaB
fir die Druckerh6hung angesehen werden. Um einen Differenzdruck zu messen, ist der
Hohlraum hinter der Membran mit der Umgebung verbunden. Die Membran selbst ist durch
ein Metallgitter gegen mechanische Einfliisse geschiitzt. Fiir alle Messungen wurden vier
Druckaufnehmer des gleichen Typs verwendet.

~

[elne)

O g

N/

Oszillograph

(TN

(elRe)

___JOUU——_—"——']

AN VANt VAN R VAN o S
Eichverstérker X-Y-Schreiber

Druckluftanschluni
Druckminderer
sloRuummi®;
S
g 0
Z; Starter
Magnetventile OoTi
g O
Temperaturanzeige
GD C) C) CD _JMembranhalter P s
I (]
| 0
Duse “—— Treibrohr Druckanzeige

Laufrohr f : A{><3
AblafBventil

i 4. fneh itionen
1 bis 4. Oruckaufnehmerpositio Manometer

Bild 4.2: Anlagenschema: Blockschaltbild der MeBtechnik und Druckluftanschliisse bei
einer Diisenmessung

Zur Messung und Registrierung wurden zwei digitale Speicheroszilloskope mit je zwei
Kanilen benutzt. Die maximale Abtastrate betrédgt bei diesen Gerdten 10 MHz, die Speicher-
tiefe je Kanal wird mit 1 Kbyte angegeben. Die Zeitbasis kann im Speicherbetrieb von
10 us/cm bis 50 ms/cm gewdhlt werden, die Vertikalverstdrkung erstreckte sich von 5 mV/cm
bis 20 V/cm. Die Ausgabe der vier gespeicherten Signale erfolgte iiber einen Analogausgang
auf einen X —Y —Schreiber. Zwischen Schreiber und Oszillograph wurde ein stufenlos regel-
barer Kalibrierverstirker geschaltet. Auflerdem wurden noch der Differenzdruck iiber der
Membran und die Temperatur sowie der Umgebungsdruck mit aufs Blatt iibernommen. Das
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Blockschaltbild der gesamten Anlage ist in Bild 4.2 exemplarisch bei einer Diisenmessung
dargestellt. Hierin stellen starke Linien Druckluftleitungen dar, diinne Linien représentieren
elektrische Verbindungen. Bemerkt sei noch zum Schluf}, daB alle Gerite iiber einen Netzfil-
ter mit Spannung versorgt wurden, um eventuelle Storungen aus dem Netz zu unterdriicken.

43  Auswertung der Messungen und Beschreibung der auftretenden Phiano-
mene '

431 Vorausgehende Untersuchungen zur Bestimmung moglicher MeSfehler

Aufler den Messungen an verzweigten und querschnittsvariierenden Kanédlen wurden
noch einige erginzende Untersuchungen und Uberlegungen angestellt, um verschiedene Ein-
fliisse auf die Stoausbreitung besser verstehen zu kénnen und die Genauigkeit der Versuchs-
ergebnisse zu erfassen bzw. mogliche Meffehler rechtzeitig zu erkennen.

Ein moglicher Mefifehler kann mit dem EinfluB3 der Grenzschicht auf die Druckstomes-
sung genannt werden /47,48,49/. Die Stofimachzahl und damit verbunden die StoBstirke wird
zwar durch den Grenzschichteinflul verringert, ist jedoch iiber den Rohrquerschnitt nahezu
konstant, da der Primirstof eine Strdmung bzw. eine Grenzschicht nach sich zieht und nicht
mit ihr oder gegen sie liuft. Anders verhilt sich ein StoB, dem eine Strémung iiberlagert ist.
Die Geschwindigkeitskomponenten in der Grenzschicht und hinter dem StoB iiberlagern sich
und konnen zu einer inhomogenen Geschwindigkeitsverteilung fithren. Dies hat zur Folge,
daB an der Innenseite der Rohre eine falsche StoBstirke gemessen werden kann. Liuft der
Stofl mit der Strémung, wird eine zu geringe StoBstirke angezeigt. Bei einem reflektierten
Sto} (der StoB lduft gegen die Grenzschicht) miit man eine zu groBe Stofstdrke /50,51/. Wie
durch Experimente von Kneer /38/ jedoch gezeigt wurde, kann dieser Effekt bei sehr kleinen
StoBstirken (z < 2.0) vernachldssigt werden. Fiir den Primérsto bei den hier durchgefiihr-
ten Versuchen gilt dieser Einflu3 nicht, da der Sto8 in ein ruhendes Gas lauft. Auch bei der
reflektierten StoBwelle wurde das Vorlaufen in Wandnédhe nicht beriicksichtigt, da diese
Ubergeschwindigkeiten keinen groBeren EinfluB auf die Versuchsergebnisse zeigten /38/.

Ein weiterer wichtiger Punkt der Untersuchung war die Bestimmung der Homogenitét
des Stofles in einer Ebene senkrecht zur Rohrachse. Dazu wurden drei Druckaufnehmer
gleichméBig tiber den Umfang verteilt. Die Abweichungen liegen im Bereich um 1%, erhd-
hen sich jedoch geringfiigig ab Stofstirken iiber 1.8. Die MeBpunkte bei den Ddmpfungsver-
suchen lagen alle auf einer Linie, d.h. die Druckaufnehmer waren direkt oben am Rohr ange-
bracht. Nimmt man an, daB der StoB sich senkrecht zur Rohrachse nicht dreht, kann die
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Messung der StoBstirke in erster Niherung als reprisentativ fiir die gesamte StoBfront ange-
sehen werden. Die Inhomogenitét des Stoes iiber den Rohrquerschnitt basiert auf dem un-
regelmiBigen Platzen der Membran und pflanzt sich somit durch das ganze Rohr fort. Daher
mufB bei einer Messung nur gewiéhrleistet werden, da3 der Drucksprung immer an der glei-
chen Stelle des Rohrquerschnittes fiir den primiren und verzweigten Stof aufgenommen
wird. Dies war bei den hier durchgefiihrten Experimenten, soweit dies moglich war, auch der
Fall.

Um den Anstieg des Drucksprungs zu bestimmen, wurden zwei Druckaufnehmer direkt
hinter die Membran gesetzt. Der erste Druckaufnehmer wurde 170 mm von der Membran
entfernt eingeschraubt, der zweite in einem Abstand von 420 mm. Die Zeitbasis betrug dabei
0.1 msec. Bei einer Stof3stidrke von z = 1.1 dauerte es z.B. 0.9 msec, bis der Sto8 seine grofite
Stiarke erreicht hatte. Auch bei Mefistelle 2 konnte kein schnellerer Anstieg verzeichnet wer-
den. Mit steigender Stofstirke wurde der Anstieg immer steiler, auch wurde bei MefBstelle 2
frither der Maximaldruck erreicht. War zum Beispiel bei einem Uberdruck im Treibrohr von
100 kPa bei MeBstelle 1 nur ein leichter Druckanstieg (Anstiegszeit 0.3 msec) zu erkennen,
konnte bei MeBstelle 2 ein "Stof" erkannt werden, also eine sprunghafte Druckdnderung. Der
erste Anstieg wurde nun mit steigender StoBstdrke z immer steiler, bis schlieBlich bei einem
Membrandruckverhiltnis von py = 4.3 schon an Mefstelle 1 ein Stofl zu verzeichnen war. Es
ist also gerade bei kleinen St6Ben wichtig, einen geniigend groen Abstand zur Membran ein-
zuhalten, um eine richtige Messung garantieren zu kénnen.

Um nun den Effekt des Uberschwingens des Druckaufnehmers interpretieren zu kénnen,
wurden mehrere Versuche mit der hochsten zeitlichen Auflosung des Speicheroszillographen
aufgenommen. So wurde bei einem Membrandruckverhéltnis von py = 4.3 die Zeitbasis von
10 usec bis 5 msec durchfahren. Dabei konnte bei 10 usec der Sto3 nur als Schwingung mit
einer Frequenz von etwa 150 kHz registriert werden. Das Wellental reicht dabei fast bis auf
das Anfangsdruckniveau herunter. Wird nun der Versuch mit gleichem Vordruckverhéltnis
wiederholt und eine groflere Zeitbasis gewéhlt, ist der Versuch fiir die ersten fiinf bis sechs
Schwingungen exakt reproduzierbar. Die Wellen stimmen in Amplitude wie in Wellenldnge
liberein. Mit zunehmender Zeitbasis erkennt man nun das Einschwingen auf ein bestimmtes
Druckniveau. Die Schwingungsbreite nimmt dabei immer mehr ab, bis bei einer Zeitbasis
von 5 msec nur noch ein kurzes Uberschwingen und ein relativ glattes Druckplateau zu er-
kennen ist. Diese Versuche wurden mit einem Membrandruckverhdltnis von py = 2.0 wie-
derholt und ergaben qualitativ die gleichen Ergebnisse. Nur die Amplitude der Schwingungen
war erheblich kleiner, die Frequenz lag bei etwa dem gleichen Wert wie bei py = 4.3.
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Um das Nahfeld eines 90° — Abzweigs zu untersuchen, wurden drei Druckaufnehmer un-
mittelbar vor und nach dem Abzweig angebracht. Dabei wurde der erste Aufnehmer 150 mm
von der Abzweigkante entfernt eingeschraubt. Die beiden anderen folgten mit jeweils
210 mm Abstand. Bei der Messung vor der Abzweigstelle sollte hauptsdchlich die Expan-
sionswelle der Kante beobachtet werden. Direkt vor dem Abzweig erkennt man nur noch
einen schmalen Drucksto8, der ziemlich schnell von der Expansionswelle erfaft wird. Mit
steigender Entfernung vom Abzweig wird der Stof immer breiter. Die Stirke der Expan-
sionswelle nimmt ab, d.h. der Druckabfall wird immer geringer. Der Verlauf der Expansions-
welle ist fiir alle Stostdrken qualitativ gleich. Werden die Druckaufnehmer im gleichen Ab-
stand nach dem Abzweig im Abzweigrohr eingebracht, erkennt man nur einen sehr langsa-
men Anstieg. Selbst bei groen StoBstirken ist bei MeBstelle 1 kein senkrechter Anstieg zu
erkennen. Der Stof} fillt dabei sogar sehr schnell wieder ab und bleibt bei einem viel niedri-
geren Druckniveau als bei MeBstelle 3. Dort hat sich der StoB aufgesteilt und das Niveau hat
die Hohe des anfinglichen Drucksprunges bei MeBstelle 1. Ein Abfallen des Druckes ist hier
nicht mehr zu erkennen. Bei kleineren Stof3stirken ist diese Expansion nur noch schwach zu
erkennen, bis sie ganz verschwindet. Die gleichen Untersuchungen wurden nun auch noch im
Durchgangsrohr durchgefiihrt. Der Stof8 hat sich bereits bei Mefstelle 1 nahezu aufgesteilt,
und der Unterschied zu MefBstelle 3 ist nur gering. Selbst bei kleinen Stofstdrken verzogert
sich der Anstieg nur wenig und ist spitestens bei MeBstelle 3 konstant. Der Stof scheint also
hier nahezu ungehindert durchgelaufen zu sein. Auch eine Expansionswelle wie bei dem Ab-
zweigrohr ist nicht zu erkennen.

Die hier gemachten Ausfithrungen sollen das Verstdndnis fiir die Vorgénge in einem
StoBwellenrohr vertiefen und eine Reproduktion der durchgefithrten Experimente erleich-
tern. Auch sollen weitere mogliche Fehlerquellen bei der Messung von Verdichtungswellen
angesprochen werden, um eine hohe MefBgenauigkeit zu erreichen.

432  Versuchsprotokoll, Bestimmung der experimentellen StoBstirken

Die zeitlichen Verldufe des Druckes der vier Melstellen wurden mit einem
X —Y —Schreiber aufgezeichnet. In das Protokoll wurden neben dem Abzweigwinkel noch
der Umgebungsdruck p, (= Druck im Laufrohr vor dem Platzen der Membran bzw. Ruhe-
druck p;), der Uberdruck im Treibrohr pye und die Umgebungstemperatur T, eingetragen.
Aus Umgebungsdruck und Uberdruck berechnet sich dann das Druckverhiltnis:

Pv = P4/P1 = (pu + pue) /pu
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Um eine einheitliche Darstellung zu gewéhrleisten und einen Vergleich der Protokolle
untereinander zu erleichtern, wurden die Zeit— und Druckkoordinaten mit angegeben. Zu
jedem Versuch wurden vier Protokolle angefertigt (ein Druckaufnehmer vor dem Abzweig,
jeweils einer nach dem Abzweig im Durchgangs — und Abzweigrohr und einer im Fernfeld,
bzw. jeweils drei Druckaufnehmer vor Diise und Diffusor und einer danach). Die Spannungs-
signale wurden dabei zeitgleich und druckmaBstéblich aufgezeichnet.

Die Bestimmung des Druckniveaus war schwierig, da es durch den enorm schnellen
Druckanstieg im Rohr zu einem Uberschwingen der MeBsignale des Druckaufnehmers kam.
Bei einigen Versuchen (ca. 10%) ergaben sich leicht abfallende oder ansteigende Plateaus,
oder es waren treppenférmige Verldufe zu erkennen.

Um diesen unterschiedlichen Phinomenen Rechnung zu tragen, muBte eine bestimmte
Systematik beim Ausmessen des Druckniveaus zugrunde gelegt werden. Das Uberschwingen
am Anfang des ersten Plateaus wurde grundsidtzlich nicht beriicksichtigt. Auch eventuelle
Einbriiche kurz nach dem Spannungs —Peak wurden nicht mit in die Druckerh8hung einbe-
zogen. Bei ansteigenden oder abfallenden Plateaus wurden die beiden Eckpunkte bestimmt
und eine Mittelwertbildung vorgenommen. Bei den treppenformigen Verldufen wurde auf die
Breite der einzelnen Stufen geachtet. War ein Druckniveau ldnger als 75% des Zeitraumes
bis zum Eintreffen der Expansionswelle des Abzweiges konstant, wurde dieser Wert iiber-
nommen. Bei anderen Druckverliufen wurde eine Flichenmittelung iiber die Treppenfunk-
tion vorgenommen. Dabei wurden jeweils der unterste und oberste Wert als Grenzwert be-
nutzt und dazwischen die Fldchen der einzelnen Stufen (Druckamplitude x Breite der Stufe in
msec) ausgemittelt.

Doch bei mehr als 90% der Versuche waren die Plateaus deutlich zu erkennen und gut
auswertbar. Als Drucksprung wurde schlielich die Differenz zwischen der nach obigen Me-
thoden bestimmten Hohe des Plateaus und dem Druck an der MeBstelle vor Einlaufen der
StoBwelle genommen. Dieser Druck konnte geringfiigig um Ap’ vom Umgebungsdruck py
abweichen. Als Ruhedruck wurde also der tatsdchlich vor dem Stof3 im Laufrohr herrschende
Druck pj, angenommen und auch so die Druckerhéhung bestimmt. Die Stof3stirke z berech-
nete sich dann aus:

y = EL+AE,
PL

mit pL = pu + Ap’.
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Ap’ lag bei wenigen hundert Pascal, so daB sich dieser Effekt erst bei sehr kleinen
Stof3stirken bemerkbar machte. Durch den Leckvolumenstrom aus dem Membranhalter und
einer fehlenden Verbindung mit der Umgebung wihrend des Versuchs (Anlage geschlossen)
konnte dieses Phdnomen leicht erkldrt werden.

Reproduzierbarkeit

Bedingt durch das unterschiedliche Reilen der Membran konnte selbst bei exakt glei-
chem Differenzdruck iiber die Membran nicht die gleiche AnfangsstoBstirke bei MeBstelle 1
erreicht werden. So war der spitere Druckverlauf immer gewissen Streuungen unterworfen.
Als Ausgangszustand fiir spatere Berechnungen wurde deshalb immer der tatsichliche Druck-
verlauf benutzt.

Zur Bewertung der Reproduzierbarkeit der einzelnen Versuche wurde die prozentuale
Abweichung des grofiten mit einem bestimmten Druckverhiltnis erreichten Stofdifferenz-
drucks

[Apz = pu(z— 1)]

bei Mefistelle 1 zum kleinsten in Abhéngigkeit von der minimalen Stofstdrke aufgetragen.
Mit zunehmender Stofstdrke, also grofer werdendem Druckverhiltnis iiber die Membran,
wird die Reproduzierbarkeit immer besser. Die Abweichung liegt bei Stofstdrken iiber 1,2
i.a. unter 5%. Wiirde man die StoBstirke anstelle der Druckerhohung als Basis nehmen, lige
dieser Wert noch eine GroéBenordnung darunter. Man kann also die Reproduzierbarkeit der
einzelnen Versuche untereinander als sehr gut (bei den runden Rohren) bis gut (bei den qua-
dratischen Rohren) bezeichnen. Dies bestidtigt die Annahme, daB3 der Stof sehr sauber und
definiert durch das Rohr lduft und keinen allzu groflen Stérungen oder zufilligen Schwan-
kungen unterworfen war. Die Messungen kénnen somit als recht zuverldssig eingestuft wer-

den.

433 Druckverlidufe im Sto3rohr

An dieser Stelle sei versucht, die vier bei jedem Experiment aufgenommenen Druckver-
ldufe kurz zu erkldren, um eine Ubersicht iiber die relativ komplizierten Wechselwirkungen
zwischen durchlaufender und reflektierter oder gebeugter StoBwelle bzw. Expansionswelle zu
geben. Mit zunehmender Mef3dauer tiberlagern sich die gasdynamischen Effekte immer mehr
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und eine Deutung der einzelnen Vorginge wird immer schwieriger. Deswegen soll nur der
Zeitraum der ersten 50 msec nach dem PrimérstoB beriicksichtigt werden.

Querschnittsvariierende Kandle

Nachfolgend soll das reale Verhalten eines Stofes in einem Diffusor und einer Diise an-
hand des zeitlichen Druckverlaufs beschrieben werden. Dabei wurde jeweils mit Druckauf-
nehmer 1 der Druck vor der Flicheninderung, mit Druckaufnehmer 2 der nach der Flichen-
dnderung aufgenommen.

— Stof3verhalten im Diffusor —

In den Bildern 4.3a und b sind die charakteristischen Druckverldufe eines Verdichtungs-
stoles vor und nach Durchlaufen eines Diffusors dargestellt. Der Verdichtungssto ist als
sprunghafter Druckanstieg mit anschlieBendem Druckplateau zu erkennen. Die Dauer dieser
DruckerhShung ist abhingig von der Laufzeit der Expansionswelle, die von der Fliachenerwei-
terung zur Stelle 3 zuriicklduft, und betrégt in diesem Fall ca. 4.2 ms. Die vom Diffusor aus-
gehende und in den Kanal zuriicklaufende Expansionswelle sorgt daraufhin fiir eine Druckab-
senkung in der Meflebene des Druckaufnehmers 3. Dabei ist die Stirke abhidngig vom Grad
der Flichenerweiterung. Nach ca. 8 ms sorgt die am Ende des Treibrohres reflektierte Ex-
pansionswelle des Membranhalters fiir eine weitere Absenkung unter den Umgebungsdruck.
Der Druckverlauf an MeBstelle 4 (Bild 4.3b) ist durch einen geringeren Uberdruck gekenn-
zeichnet, da sich der Stof3 beim Durchlaufen des Diffusors abgeschwicht hat. Die am Treib-
rohrende reflektierte Expansionswelle des Membranhalters wird durch den Diffusor ebenfalls
abgeschwicht und sorgt anschlieBend fiir ein weniger schnelles Absinken des Drucks an Stel-
le 4. Ca. 18 ms nach Passieren des StoBes trifft der am Ende des gro8en Kanals teilreflektier-
te Stol wieder an MefBstelle 4 ein. Dies ist an der darauffolgenden Druckabsenkung durch
die ebenfalls reflektierte Expansionswelle erkennbar.

— Stof3verhalten in der Diise —

Bild 4.4a stellt den Druckverlauf an der Stelle 3 vor der Diise mit Fldchenverhiltnis
AyA; = 0.5 dar. Der sprunghafte Druckanstieg ist gut ausgebildet. Nach etwa 4 ms wird an
dieser MefBstelle eine weitere Druckerhohung registriert.
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MeBstelle 3 vor Dise (A2/A1=0.5)
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Bild 4.4a: Druckverlauf vor der Diise (an MefBstelle 3)
MeBstelle 4 nach Dadse (A2/A1=0.5)
T T T T T T T T
[kPa] || Umgebungsdruck pu=100.0 kPa |-—|-—
go 1| Ungebungstemp. Tu= 20.8 "C | |
o 60 JUOY DU T SR
b . —
0 L]
& 40 — f
&
3
[
[an]
20 A f Ao
0 . Am.
-20
0 10 20 30 40 50
[ms]
Versuchszeit
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Diese resultiert aus dem am Eintritt zum konvergenten Kanal entstandenen reflektierten
Stof}, der stromauf lduft und die Strémung vor der Diise verzdgert. Das Druckniveau dieser
StoBwelle bleibt etwa 9 ms erhalten, bevor die am Ende des Treibrohrs reflektierte Expan-
sionswelle des Membranhalters dort eintrifft. Nun sinkt der Druck wieder etwa 7 ms ab, bis
die am Ende des Laufrohrs reflektierte Stowelle den Druck wieder erhoht.

Die Intensitit des Stofles hat sich nach der Diise erhoht (Bild 4.4b). Der erhohte Druck
bleibt etwa 12 ms erhalten, bis auch an MeBstelle 4 nach der Diise die reflektierte Expan-
sionswelle des Membranhalters eintrifft. Nach etwa 1.5 ms wird der Druck jedoch durch den
reflektierten Sto3 im Laufrohr wieder stark erh6ht. Dabei ist die Stof3stdrke héher als die an
MeBstelle 3, da der reflektierte StoB nun entgegen der Stromung lauft und die Diise fiir ihn
ein divergentes Kanalstiick, also eine Dampfung, darstellt. Die Uberlagerung der reflektier-
ten Expansionswelle und des reflektierten Stofes bewirkt sofort wieder eine Druckabsen-
kung, die etwa 9 ms andauert. Danach trifft die am Laufrohrende reflektierte Expansionswel-
le der fiir den reflektierten Stof} als Diffusor wirkenden Diise ein und senkt den Druck weiter
ab.

Sowohl bei MefBstelle 3 (hauptsidchlich beim reflektierten Sto83) als auch an Mefstelle 4
(beim durchgehenden Stofl) erkennt man nach dem sprunghaften Druckanstieg ein weiteres
kontinuierliches Ansteigen des Druckes. Wie schon in Kapitel 4.3 erwdhnt, kann ein rei-
bungsbehaftetes Rohr als eine Art Diise betrachtet werden. Der Druck nimmt aufgrund der
Reibung langs des geraden Rohres ab und die Geschwindigkeit, bedingt durch Kompressibili-
titseffekte, zu. Die StromungsgroBen verhalten sich also wie beim Auftreffen einer StoBwelle
auf ein konvergentes Kanalstiick. Dort entsteht ein reflektierter Sto83, der stromauf lduft. Ein
ahnlicher Effekt kann auch beim geraden Rohr beobachtet werden. Der Druck nach dem ein-
fallenden Sto3 nimmt kontinuierlich zu, eine tatsdchliche Wellenfront ist jedoch nicht erkenn-
bar.

Verzweigte Kandle

Die Bilder 4.5a bis 4.5¢ (MefBstellen 1 bis 3) zeigen vier Druckprotokolle bei einem Ab-
zweigwinkel von 45°. Der Druckmaf@stab betrigt 20 kPa/Einheit, und der ZeitmaBstab liegt
bei 5 msec/Einheit.

In Bild 4.5a (MefBstelle 1) erkennt man den sehr schnellen Anstieg des Druckes und das
Einpendeln auf das charakteristische Druckniveau. Nach etwa 5 msec fillt der Druck relativ
schnell wieder ab. Zu diesem Zeitpunkt hat die Expansionswelle vom Abzweig den ersten
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Druckaufnehmer erreicht. Es dauert S msec, bis der StoB die Abzweigkante erreicht hat und
die Expansionswelle zuriick zum ersten Druckaufnehmer gelaufen ist. Experimente ohne Ab-
zweig ergaben keinen solchen Druckabfall, womit die Existenz dieser riickldufigen Expan-
sionswelle auch durch Druckmessungen belegt werden konnte.

Weitere 5 msec spiter erreicht erneut eine Expansionswelle den ersten Druckaufnehmer.
Es handelt sich dabei um die beim Reien der Membran entstehende Welle, die an das hin-
tere Ende des Treibrohrs lief, dort reflektiert wurde und mit erhéhter Geschwindigkeit hinter
dem StoB herlief. Sie hatte einen um doppelte Treibrohrldnge weiteren Weg zuriickzulegen.
Die Expansionswelle breitet sich mit der Schallgeschwindigkeit des zuvor von dem Verdich-
tungssto komprimierten Gases aus. Dadurch hat sie eine hohere Geschwindigkeit als der
Stof selbst.

Durch die zweifache Expansion kann es sogar zu einem Unterdruck im Rohr kommen.
Dies hingt jedoch weitgehend vom Abzweigwinkel und der damit verbundenen Stdrke der
Expansionswelle der Abzweigkante ab. So ergibt sich bei 1350 kein Unterdruck, da die erste
Expansion dort niedriger ausfillt. Die zweite Expansion dagegen ist bei beiden gleich.

Der Druck (Bild 4.5a) steigt wieder auf den Ausgangsdruck an und bleibt dann nahezu
konstant, bis ihn erneut eine Stowelle sprungartig erhoht. Diese Erhohung resultiert aus der
am Abzweig gebeugten und am Deckel des Abzweigrohrs reflektierten StoBfront. Die am
Deckel des Durchgangsrohrs reflektierte StoBwelle trifft spiter ein und ist daher im Bild
nicht mehr erkennbar. Bei geniigend langer Aufnahmedauer wiirde sich schliellich im Rohr
der Ausgleichsdruck einstellen.

Bild 4.5b zeigt das MeBprotokoll des zweiten Druckaufnehmers, der im Durchgangsrohr
hinter dem Abzweig angebracht war. Man sieht wieder den schnellen Druckanstieg und das
Auftreffen der am Treibrohrende reflektierten Expansionsfront. Der erste Druckabfall wie
bei Bild 4.5a entfillt hier, da diese Expansionswelle nun zum Treibrohr hin gerichtet ist. Die
Breite des Druckplateaus ist insgesamt geringfiigig kleiner, da die Expansionsfront die StoB3-
front bei MeBstelle 2, vom ersten Anstieg aus gerechnet, frither eingeholt hat als bei Mefstel-
le 1. Die Expansionswelle ist nun schneller als die StoBwelle. Es kommt auch hier wieder zu
einem zweiten StoB, der aus der Reflexion am Deckel im Abzweigrohr resultiert. Die Druck-
aufnehmer 1 und 2 registrieren den reflektierten Sto vom Enddeckel des Abzweigrohrs wie
die Beugung eines PrimirstoBes an einem T —Stiick. Die Reflexion erreicht die beiden
Druckaufnehmer praktisch gleichzeitig. Bei Aufnehmer 2 fillt der Druck sofort wieder ab.
Hier ist die am Diffusor am Ende des Durchgangsrohrs entstandene Expansionswelle auf den
reflektierten und gebeugten StoB vom Abzweigrohr getroffen. Sie erreicht den reflektierten
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Stol bei MeBstelle 1 spater, weshalb dort das Druckniveau lidnger erhalten bleibt.

Bild 4.5c zeigt das Druck — Zeit — Diagramm des MeRBaufnehmers 3. Der schnelle Druck-
anstieg findet nahezu gleichzeitig mit dem von Aufnehmer 2 statt, bedingt durch die gleichen
Lauflingen von MeBstelle 1 nach 2 und 1 nach 3. Der Druck féllt dann wieder ab, was aus
der am Treibrohrenddeckel reflektierten, nun aber zusitzlich noch gebeugten Expansions-
welle resultiert. Das Druckniveau bleibt ebenso lange erhalten wie bei MefBstelle 1 (gleiche
Lauflingen). Es kommt wieder zu einem zweiten stoBhaften Druckanstieg. In diesem Fall er-
folgt er zeitlich frither und mit groBerer Amplitude. Dieser vom Enddeckel des Abzweigrohrs
reflektierte Stof stellt jetzt fiir den T— Abzweig den Primirsto dar, der gebeugt und ge-
ddampft wird. Er verteilt sich jetzt auf die Druckaufnehmer 1 und 2, die er gleichzeitig und
mit gleicher Amplitude erreicht. Der Druck bei Mefstelle 3 fillt dann wieder stark ab. Die
reflektierte Expansionswelle hat nun den reflektierten Sto8 eingeholt.

Die MeBdiagramme &ndern sich in Abhingigkeit von der Stostidrke und dem Abzweig-
winkel nur wenig und kénnen mit den hier aufgezeigten Vorgingen interpretiert werden. Be-
ziiglich einer genauen Deutung aller gasdynamischen Vorginge in und um einen Abzweig sei
auf die Literatur verwiesen /z.B. 11,12,18,24,39,40 u.a./.

MeBstelle 4 vor 90 -ADzweig
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Bild 4.5a: Druck — Zeitverlauf bei einem 450 — Abzweig; z = 1.74 (MeBstelle 1)
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MeBstelle 2 nach 890" ~Abzweig, Durchgangskanal
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Bild 4.5b: Druck — Zeitverlauf hinter dem Abzweig, Durchgangsrohr (MeBstelle 2)
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Bild 4.5¢: Druck — Zeitverlauf hinter dem Abzweig, Abzweigrohr (MefBstelle 3)
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44  Experimentelle Bestimmung des Druckbeiwertes q

Voraussetzung fiir eine prizise Vorhersage der StoBaufteilung in den verzweigten Kani-

len ist eine sorgfiltige Bestimmung des Druckbeiwerts q = [%; - 1] /M3 (siehe auch Kap.

2.2., Gl 2.62, 2.63) der Nachlaufstrémung. Dazu wurde an der oben beschriebenen Anlage
fiir die quadratischen Abzweige anstelle des Treibrohrs ein Radialgebldse angebracht. Der
Gesamtvolumenstrom wurde iiber ein Einlafiventil am Anfang der Teststrecke geregelt. Des
weiteren war es moglich, am Ende beider Kanalabzweige die Teilvolumenstrome unabhingig
voneinander bis auf Null zu drosseln. Die Strémungsgeschwindigkeiten und damit die Mach-
zahlen errechneten sich fiir die Stellen vor und nach dem Abzweig aus den aufgenommenen
Volumenstrémen und Temperaturen. Dabei wurde jeweils der statische Druck vor (MeBstel-
le 1) und nach dem Abzweig im Durchgangs — (Mefstelle 2) und Abzweigrohr (MeBstelle 3)
aufgenommen. Weiterhin wurde der Differenzdruck zwischen 1 und 2 sowie zwischen 1 und 3
gemessen. Somit konnte fiir das Durchgangs — und Abzweigrohr die statische Druckénderung
in Abhéngigkeit vom Verhiltnis der Strémungsmachzahlen aufgenommen werden. Der fir
alle Winkel charakteristische Druckverlauf soll im weiteren beschrieben werden. Der Druck-
beiwert q bezieht sich immer auf den statischen Druck, so dafl er sowohl positive (Druckzu-
nahme) als auch negative Werte (Druckabnahme) annehmen kann, im Gegensatz zu dem
Gesamtdruck, der ldngs der Kanile aufgrund dissipativer Effekte stetig abnehmen muf. Bild
4.6 zeigt beispielhaft die Druckdnderung eines quadratischen Durchgangsrohres fir einen
300 — Abzweig. Die Indizierung bezieht sich auf die Gleichungen in Kapitel 2.2.

Fiir M3/M, - 0 ist das Gas im Durchgangskanal in Ruhe, der dynamische Druck wird auf
Null abgebaut, so daf3 der statische Druck ansteigen muB8, g3 > 0. Entsprechend muB} bei die-
sem Zustand Ms/M; - 1 gelten. Aufgrund der dadurch bedingten hohen Strémungsgeschwin-
digkeit im Abzweigkanal und den damit verbundenen Reibungsverlusten mufl gs < 0 gelten.
Fir M3/M, - 1 ist das Regelventil im Abzweigkanal geschlossen, die Strémungsgeschwindig-
keit im Durchgangskanal ist relativ hoch, und damit gilt q3 < 0. Da8} bei diesem Zustand
ebenfalls g5 < 0 gilt, ist durch die starken Verwirbelungen im Abzweigkanal zu erklédren. Es
entstehen "Totwassergebiete" direkt an der Abzweigstelle, die den statischen Druck absenken.
Wird nun das Ventil im Abzweigkanal geoffnet, M3/Ms < 1 und Ms/Ms > 0, werden die
starken Wirbel durch die gerichtete Strémung abgebaut, bis die Druckbeiwerte q3,5 ein Maxi-
mum erreichen. Danach sinken diese Werte wieder ab, da aufgrund der erhéhten Stromungs-
geschwindigkeit der statische Druck in dynamischen Druck umgewandelt wird. Die gemesse-
nen Driicke sind somit ein Maf} fiir die dissipativen Effekte und die Wechselwirkung zwi-
schen Ruhe — und dynamischem Druck. Durch die nach diesen Verfahren ermittelten Mef3-
punkte wurde mittels eines Polynomansatzes eine Kurve gelegt, die wie die Mef3punkte in
Bild 4.6 zu sehen ist (siehe auch Anhang A9).
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Bild 4.6: Druckbeiwertkennlinien fiir das Durchgangs— und Abzweigrohr in Abhéngig-
keit vom Verhiltnis der Machzahlen Ms/My bzw. Ms/My bei quadratischen

Kanalquerschnitten
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S.  Vergleich der experimentell und modelitheoretisch ermit-
telten StoB3starken

In diesem abschlieBenden Kapitel soll aufgezeigt werden, inwieweit sich die experimen-
tell bestimmten Strémungs — und ZustandsgréBen Geschwindigkeit u, Druck p, Strémungs-
machzahl M und Schallgeschwindigkeit ¢ modelltheoretisch beschreiben lassen. Dabei wer-
den zuerst die einzelnen Komponenten eines Liiftungssystems untersucht, um dann durch
deren Verkniipfung die Gesamtanlage zu erfassen. Sollte bei dem Vergleich der theoretisch
und experimentell ermittelten Daten fiir die Einzelkomponenten eine gute Ubereinstimmung
erzielt werden, kann davon ausgegangen werden, da8 damit auch fiir den gesamten Anlagen-
komplex eine brauchbare Berechnungsmethode zur Verfiigung steht. Um die Abweichungen
zwischen theoretischen und experimentelien Daten zu erhalten, geht man auf folgende Weise
vor: die Stromungs — und Zustandsgroen vor und nach der zu untersuchenden Liiftungs-
komponente werden gemessen und dann Druck, Schallgeschwindigkeit und Stromungsmach-
zahl (iiber die Temperatur bzw. Geschwindigkeit) vor der Komponente als Eingangswerte fiir
die Modellrechnung benutzt. Die daraus erhaltenen Ergebnisse werden dann mit den experi-
mentellen Werten nach den Komponenten verglichen. Im vorliegenden Fall wurden nur die
Driicke vor und nach dem Modell gemessen, Temperatur — und Dichtednderung {iber den
Drucksprung wurden errechnet. So kann iiber mégliche Abweichungen dieser Gréfle keine
Aussage gemacht werden. Die Gegeniiberstellung der gemessenen und berechneten Intensi-
titen der StoBwellen muB die Stdrken und Schwichen der Modellrechnung aufzeigen, d.h.
der Giiltigkeitsbereich der Theorie muf deutlich abgegrenzt werden.

Um einen einheitlichen Vergleich durchfithren zu kénnen, werden jeweils die StoBener-
gien vor einer Komponente denen danach gegeniibergestellt. Als Maf fiir die StoBintensitét
wird das Verhiltnis des Druckes nach der Stofwelle zu dem vor der Welle als StoBstirke z
definiert. Die Indizes beziehen sich auf die auf Seite v angefiihrten Formelzeichen.

Bevor jedoch eine Modellrechnung bewertet werden kann, muf3 nachgewiesen werden,
daB die Experimente, mit denen spéter verglichen werden soll, mit groftméglicher Sorgfalt
durchgefithrt worden sind. Abweichungen von den theoretischen Werten, die aufgrund fal-
scher Messungen auftreten koénnen, miissen mit hoher Wahrscheinlichkeit ausgeschlossen
werden. Neben einer ausfiihrlichen Diskussion moglicher Fehlereinfliisse und, falls moglich,
deren Beseitigung (siehe Kap. 4.2), ist ein Vergleich der eigenen Experimente mit in der Li-
teratur beschriebenen Messungen meist sehr hilfreich. Voraussetzung dafiir sind gleiche bzw.
nicht zu sehr abweichende Randbedingungen bei der Erfassung der zu messenden Groflen.
Doch selbst bei stark gednderten Bedingungen konnen noch Tendenzen aufgezeigt werden,
die eine eigene Messung verwerfen konnen.
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51 StofBstirkeniinderung in querschnittsvariierenden Kanilen

Wie zuvor angedeutet, wire bei den Untersuchungen an Diise und Diffusor ein Vergleich
mit Experimenten anderer Autoren sehr aufschlureich gewesen. Doch konnten in der Lite-
ratur keine Messungen im interessierenden StoBstdrken— (z = 1 bis 2.5) und Fldchenver-
hiltnisbereich (Az; bzw. A3 = 2, 4, 8.4) gefunden werden. Die meisten Autoren beschéftigen
sich nur mit sehr groBen Explosionswellen, teilweise mit StoBstdrken bis z = 10 /41,42/. Nur
Heilig und Reichenbach geben in mehreren Arbeiten /43,44/ StoBintensitdtsdnderungen im
Bereich z = 1 bis 3 an, jedoch bei Flachenverhiltnissen, die mit den hier benutzten Kanélen
nicht realisiert werden konnten. Aber zumindest konnte durch Inter — und Extrapolationen
der eigenen bzw. fremden MeBergebnisse eine Tendenz aufgezeigt und auch bei den Unter-
suchungen an querschnittsvariierenden Kanilen die selbst durchgefiihrten Experimente im
Rahmen der unterschiedlichen Randbedingungen bestitigt werden.

Neben der hier entwickelten Charakteristikenmethode zur Berechnung der StoBausbrei-
tung in Kanélen mit sich verengendem bzw. erweiterndem Querschnitt sollen die eigenen Ex-
perimente noch mit der Theorie von Whitham (besser bekannt unter dem Namen "Chester-
Chisnell’sche Kanalformel"; Kap. 2.1) verglichen werden. Betrachtet wird hierbei der Bereich
bis Stofstdrken z = 2.5 fiir Diise und Diffusor.

Ddse mit stetiger Flachendnderung Ddse mit unstetiger Fl&chenanderung
4.0 T T T 4.0 v r
Vergleich der eigenen Experimente Vergleich der eigenen Experimente
mit den theoretischen Werten mit den theoretischen Werten
eose gigene Experimente A3Z2=1/2 eeoe elgene Experimente A32=1/2
3.5 Tooos eigene Experimente A32=1/4 ,//: 3.5 Toone eigene Experimente A32=1/4 ’//(
0000 elgene Experimente A32=1/8.4 yd 9000 eigene Experimente A32=1/8.4 v
—— Theorie Whitham A32=1/2 e —— Theorie Whitham A32=1/2 e
— Theorie Whitham A32=1/4 /,/‘ —  Theorie Whitham A32=1/4 ///’
3.0 + ——- Theorie Whitham A32=1/8.4 /— 3.0 + —- Theorie Whitham A32=1/8.4 /’

StoBstarke nach Ddse Zndu
StoGstarke nach 0Use Zndu

1.0 1.2 1.4 1.8 1.8 2.0 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

StoBstarke vor Odse Zvdu StoBstdrke vor Ddse Zvdu
Bild 5.1: Vergleich der Experimente Bild 5.2: Vergleich der Experimente
mit der Theorie von Whitham, stetige mit der Theorie von Whitham, unstetige

Fliachendnderung Flachenénderung
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In den Bildern 5.1 bzw. 5.2 sind die eigenen Experimente den theoretischen Werten nach
Whitham fiir eine Diise jeweils mit stetigem (Bild 5.1) bzw. unstetigem (Bild 5.2) Ubergang
gegeniibergestellt. Die Flachenverhiltnisse betragen dabei Ag; = 1/2 (Kreise), 1/4 (Quadra-
te) und 1/8.4 (Rauten). Es sind erhebliche Abweichungen festzustellen, die mit grofer wer-
dendem Flichenverhdltnis stark zunehmen. Da Whitham reibungsfrei und unter der Voraus-
setzung sehr kleiner Fldchendnderungen rechnet, sind die Unterschiede zwischen Theorie
und Messung konsequenterweise bei der unstetigen Diise grofler als bei der stetigen. Doch
dissipative Effekte erkldren nur einen Teil der Abweichungen. Hauptsichlich sind die Griin-
de fur die starken Differenzen in der Vernachldssigung der reflektierten Stowelle zu suchen.
Dadurch teilt sich der einfallende Sto8 in eine reflektierte und eine in die Diise eindringende
Welle auf. Durch die stromaufgerichtete, reflektierte Welle wird die Nachlaufstromung der
einfallenden Welle stark verlangsamt, und erst diese reduzierte Welle erfahrt eine Beschleu-
nigung in der Diise, was gleichbedeutend mit einer Erhohung der StoBintensitdt ist. Man
kann daher nur bei sehr kleinen, kontinuierlichen Querschnittsdnderungen die reflektierte
Welle vernachléssigen. Eine Stowelle, die eine reale Diise durchlduft, wird immer eine ge-
ringere Intensitdt am Austritt des verjiingten Querschnitts besitzen, als nach der Theorie von
Whitham berechnet. Die mit der reflektierten Welle verbundene Energie fehlt in der durch-
laufenden Welle, diese ist deshalb schwicher als nach Whitham. Der Druck stromauf des
konvergenten Bauteils wird jedoch aufgrund der Reflexion erheblich groBer sein als der nach
der einfallenden Stofwelle und kann sogar den nach der Diise um ein Vielfaches iibersteigen.

Die Bilder 5.3 und 5.4 zeigen die Druckerh6hung durch die reflektierte Welle in Ab-
hdngigkeit von der EingangsstoBstiarke jeweils fiir eine stetige und eine unstetige Diise. Die-
ser Druck ist hoher als derjenige nach der Diise. Fiir eine EingangsstoBstirke von z=2 und
ein Flichenverhiltnis As; = 1/8.4 ergibt sich eine Stof3stdrke der durchgehenden Welle von
Zndu = 2.5, fiir die reflektierte Welle erhilt man z.ef = 3.5 fiir eine stetige Diise. Dieser
Druck kann mit der Modellrechnung von Whitham nicht bestimmt werden, und eine Abschét-
zung der Kanalbelastung kann nur mit einem groBen Unsicherheitsfaktor durchgefiihrt wer-
den.

Mit Hilfe der Charakteristikenmethode ist es dagegen mdglich, diese reflektierte Welle
mit groler Genauigkeit zu erfassen und somit den Druck im Kanalteil mit gréBerem Quer-
schnitt zu bestimmen. In den Bildern 5.3 und 5.4 sind neben den Experimenten noch die Er-
gebnisse dieser Rechnung mit eingetragen. Man kann fiir alle Flichenverhéltnisse jeweils fiir
stetige und unstetige Ubergénge eine sehr gute Ubereinstimmung feststellen.
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3.5
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Die berechneten StoBstirken geben systematisch leicht iiberhohte Werte gegeniiber den
Messungen an, da die StoBddmpfung der reflektierten Welle aufgrund der Reibungseinfliisse
auf dem Weg der Stoffront vom Eintritt in die Diise bis zum Druckaufnehmer nicht beriick-
sichtigt wurde. Die Abweichungen sind jedoch so gering, daB3 auf eine Erweiterung der Rech-
nung verzichtet wurde.

Die Bilder 5.5 und 5.6 zeigen die MeBwerte fiir die durchgehende Welle im Vergleich
mit der StoBintensitdt nach der Charakteristikenmethode. Ebenso wie bei der Untersuchung
der reflektierten Welle ist fiir alle Flichenverhéltnisse eine sehr gute Ubereinstimmung zu
erkennen. Nur bei einer Halbierung der Fliche ist eine leichte Tendenz zur Uberschitzung
der Ergebnisse zu sehen, die Abweichungen der Experimente von der Theorie bei den ande-
ren Fldchenverhiltnissen sind statistischer Natur.

Diffusor mit stet./unstet. Flachendnderung Diffusor mit stet./unstet. Flachendanderung
2.0

2.4

vergleich der eigenen Experimente Vergleich der eigenen Experimente

mit den theoretischen Werten mit den theoretischen Werten
vees gigene Experimente A32=2

sepR gigene Experimente A32=4

1.8 40000 eigene Experimente A32=8. 4 b
- Charakteristikenmethode A32=2
- Charakteristikenmethode A32=4 °
——=- Charakteristikenmethode A32=8,4

2 p lecee eigene Experimente A32=2
cons eigene Experimente A32=4
eigene Experimente A32=8.4
— Theorie Whitham A32=2

2.0 T— Theorie Whitham A32=4

~—- Theorie Whitham A32=8.4

StoBstarke nach Diffusor Zndi
StoBstarke nach Diffusor Zndi

StoBstarke vor Diffuser Zvdi StoBstarke vor Diffusor Zvdi
Bild 5.7: Vergleich der Experimente Bild 5.8: Vergleich der Experimente
mit der Theorie von Whitham, mit der Charakteristikenmethode,
stetige/unstetige Fldchendnderung stetige/unstetige Flidchendnderung

In den Bildern 5.7 und 5.8 sind die Experimente an den Diffusoren jeweils mit den theo-
retischen Ergebnissen von Whitham /14,15/ und den nach der Charakteristikenmethode er-
mittelten StoBstdrken verglichen. Die gemessenen Driicke fiir stetige und unstetige Diffuso-
ren unterscheiden sich kaum, teilweise ergeben sich fiir den Carnot — Diffusor sogar héhere
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Werte als fiir eine stetige Querschnittsénderung, wahrscheinlich aufgrund der Reibung inner-
halb des Ubergangsstiickes /21,22,30/. Kann im Vergleich der berechneten Werte nach
Whitham mit den Messungen fiir eine Flichenverdoppelung noch ein recht gutes Ergebnis
erzielt werden, zeigen sich doch bei groBeren Flachendnderungen erhebliche Abweichungen
zwischen Theorie und Experiment. Fiir eine EingangsstoBstirke von z = 2.4 wurde beispiels-
weise eine StoBddmpfung auf z = 1.22 gemessen, nach Whitham wird eine StoBintensitéit von
z = 1.53 angegeben, was einem Fehler von iiber 100% entspricht. Die Berechnung der Stof3-
ddmpfung nach der Charakteristikenmethode zeigt dagegen fiir alle Fldchenverhéltnisse eine
sehr gute Ubereinstimmung mit den Experimenten. Bis zum Eintreten des SekundirstoBes
kénnen die gemessenen und berechneten Stofstirken als identisch bezeichnet werden. Erst
bei stirkeren Eingangswellen werden die StoBintensititen am Diffusoraustritt leicht iiber-
schitzt. Eine mogliche Ursache dafiir wurde in Kapitel 2.4 angesprochen. Die Graphen fiir
die reibungsbehaftete Stromung und die reibungsfreie Strémung gehen ineinander iiber, so
daf die Kurve im oberen Stofstirkenbereich — nach Einsetzen des Sekundérstoles — iiber
den Experimenten liegen muf3. Doch auch hier sind die Abweichungen minimal.

Diffusor mit stetiger Fl3chendnderung

16

T T

e . .
Vergleich der Experimente mit
den theoretischen Werten

14 tovoe Experimente Parks A32=4
Theorie Whitham A32=4

StoBstarke nach Diffusor Zndi

StoBstadrke vor Diffusor Zvdi

Bild 5.9: Vergleich der Experimente von Parks /45/ mit der Theorie von Whitham /14,15/
bei stetiger Flachenidnderung

Diese Darstellung zeigt wieder deutlich die Grenzen der Berechnung nach der Charak-
teristikenmethode auf. Mit zunehmender Sto8stdrke wird die Berechnung immer ungenauer,
bis schlieBlich das Gleichungssystem keine Losung mehr liefert. Aufgrund der Annahme isen-
troper Zustandsdnderung iiber den Stofl kann das Modell nicht auf groBere Stomachzahlen
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erweitert werden, so daf3 auch hier, wie bei den Abzweigen und der Diise, eine StoBstdrke
von etwa z = 2.5 als obere Grenze angesehen werden muf, bei der noch zuverléssige Ergeb-
nisse erzielt werden kénnen.

Zur Berechnung der StoBintensitit bzw. deren Anderung bei groBeren Druckspriingen
liefert die Theorie von Whitham eine gute Losung. Bild 5.9 zeigt den Vergleich mit Experi-
menten von Parks /45/ bei einem Fldchenverhiltnis von As; = 4, der untersuchte Bereich
liegt dabei zwischenz = Sund z = 25.

5.2 StoBaufteilung in verzweigten Kanilen

Zum Vergleich mit den vom Autor gemessenen Stof3stirken wurden aus der Literatur
Daten von Dadone et al. /18/ und Waskédnig /27/ (fiir Abzweigkanile mit rundem Quer-
schnitt) bzw. von Heilig /40/, Reichenbach /24/ und Sloan/Nettleton /46/ (fiir Abzweigkanile
mit rechteckigem Querschnitt) herangezogen. Exemplarisch ist eine Gegeniiberstellung fiir
beide Querschnittsgeometrien an einem 900 — Abzweig in den Bildern (5.10 und 5.11) darge-
stellt. Die experimentell bestimmten StoB8stirken von Dadone et al. zeigen nur geringfiigig
niedrigere Werte als die der eigenen Messungen. Dies gilt sowohl fiir das Durchgangsrohr als
auch fiir das senkrecht dazu verlaufende Rohr. Grund dafiir diirfte der geringere Rohrdurch-
messer bei Dadone et al. sein, der zu einem héheren Reibungsverlust fiihrte. Allerdings wur-
de von ihnen nur 360 mm vor und nach der Abzweigstelle gemessen, im Gegensatz zu den
eigenen Messungen, bei denen die Druckaufnehmer jeweils 760 mm von der Verzweigungs-
stelle entfernt waren. Weiterhin wurde bei den vom Autor benutzten Kandlen mit bis zu 0.5
mm eine relativ hohe Rauhigkeit bestimmt. Aufgrund dieser Tatsache, der groleren Linge
und dem gegensitzlich wirkenden groBeren Rohrdurchmesser war die gleiche Dampfung in
den eigenen Rohren wie auch in den Kandlen von Dadone et al. zu erwarten. Durch diesen
Vergleich konnte somit auch die Benutzung der von Dadone bestimmten Druckbeiwerte q
fir die Berechnung der StoBaufteilung im eigenen Kanalsystem gerechtfertigt werden. Die
StoBstdrken, die von Waskonig experimentell bestimmt wurden, liegen im Durchgangskanal
nur unwesentlich unter den eigenen und den von Dadone durchgefithrten Messungen. Im Ab-
zweigkanal wurden geringfiigig hohere Werte von Waskdnig registriert. Auch er benutzte
einen Kanal kleineren Querschnitts (¢ 56 mm) aus sehr glattem Aluminium. Die Druckauf-
nehmer waren bei den beschriebenen Messungen 420 mm vor und nach dem Abzweig ange-
bracht. Bei den anderen untersuchten Winkeln (30, 60, 120 und 150°) waren die Abwei-
chungen zwischen den von unterschiedlichen Experimentatoren gemessenen Stofstdrken
ebenfalls sehr gering, so dall systematische Fehler bei den eigenen Messungen an runden
Kanilen nahezu ausgeschlossen werden konnen.
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Abzweigkandle mit rundem Guerschnitt

Abzweigkanal mit quadratischem Querschnitt
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perimente mit denen anderer Autoren, perimente mit denen anderer Autoren,

runder Querschnitt, 900 — Abzweig quadratischer Querschnitt, 90° — Abzweig

Die Experimente an rechteckigen Kandlen wurden mit Messungen von Reichenbach /24/
(bei 45, 90 und 1359), Heilig /40/ (bei 90°) und Sloan/Nettleton /46/ (bei 45 und 1359) vergli-
chen. Da fiir 45 und 1359 keine eigenen Versuche an rechteckigen Kanilen durchgefiihrt wur-
den, war es notwendig, diese Stofstirken aus den Messungen an 30— und 60°— bzw. 120 —
und 1500 — Abzweigen zu interpolieren. Die Abweichungen zwischen den Experimenten der
einzelnen Autoren waren gréfler als bei runden Kanidlen. Auch waren die Streubereiche der
einzelnen Messungen untereinander breiter, da, wie aus eigenen Versuchen festzustellen war,
die turbulenten Eckenwirbel in der Nachlaufstromung starke Druckschwankungen erzeugten
und eine saubere und eindeutige Auswertung der Druckspriinge meist erschwerten. Demnach
konnte der Vergleich der eigenen Experimente mit denen anderer Autoren die eigenen Mes-
sungen unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen Randbedingungen bei allen untersuch-
ten Winkeln bestétigen.

Nach dieser Vorbereitung kann ein Vergleich zwischen den eigenen, experimentell be-
stimmten StoBstdrken und den theoretisch berechneten StoBintensititen nach Peters und
Merzkirch /25,26/ bzw. der Charakteristikenmethode die Giiltigkeit der Modelle abgrenzen.
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Abzweigkanal mit guadratischem Querschnitt
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Zuerst soll dies mit der 1974 entwickelten Theorie von Peters und Merzkirch 725,26/ ge-
schehen. Bild 5.12 zeigt den Vergleich zwischen dem angesprochenen Modell und den vom
Autor durchgefiihrten Experimenten an runden Kandlen bei einem 90° — Abzweig. Die ge-
messenen Druckspriinge werden im Durchgang deutlich liberschétzt und im Abzweig unter-
schitzt. Auch zeigte der Graph der Experimente im Abzweigkanal mit steigender Eingangs-
stof3stéirke einen degressiven Verlauf, die berechnete Kurve dagegen einen progressiven Ver-
lauf. Fiir den Durchgangskanal ist eine gegenteilige Tendenz festzustellen. Ursache dafir
diirfte die Nichtberiicksichtigung der im Abzweig herrschenden komplexen Beugungs — und
Reflexionsvorgénge sein. Die immer auftretende, stromaufgerichtete Expansionswelle wird
nicht betrachtet und somit die Beschleunigung der Nachlaufstrémung vernachldssigt. Auch
miissen mogliche Fehlereinfliisse der Theorie von Whitham beriicksichtigt werden, die die
Grundlage fiir das Rechenmodell von Peters und Merzkirch bilden. So geht Whitham bei
seiner Berechnung der StoBstirkenidnderung in querschnittsvariierenden Kanélen von einem
infinitesimal kleinen Flidchengradienten aus. Reibungseinfliisse werden vernachléssigt.

Als Alternative zur Berechnung der StoBaufteilung in verzweigten Kanilen wurden die
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Experimente noch mit der Theorie nach der Charakteristikenmethode von Dadone et al. /18/
verglichen. Da eine Gegeniiberstellung der Experimente von Dadone et al. und der vom Au-
tor gemessenen Druckspriinge an runden Kanilen eine Ubereinstimmung brachte, konnte
diese auch beim Vergleich mit der Theorie erwartet werden, da die von Dadone et al. ermit-
telten Druckbeiwerte q integriert worden waren. Bild 5.12 bestitigt diese Annahme exempla-
risch fiir einen 900 — Abzweig. Im Rahmen der MeBungenauigkeiten und natiirlichen Streu-
ungen ist eine vollstindige Ubereinstimmung zu erkennen. Bei den anderen untersuchten
Winkeln wurden dhnlich gute Ergebnisse erzielt. Da die eigenen Experimente und die von
Dadone et al. nahezu identisch waren, kann davon ausgegangen werden, dal auch die Druck-
dnderungen und die Massenaufteilung bei stationdrer Strémung in beiden Kanilen gleich
sind. Mit Hilfe der Charakteristikenmethode kann somit bei bekanntem Druckverlauf in sta-
tiondrere Stromung (Druckbeiwert q) die StoBaufteilung in verzweigten Kandlen bestimmt
werden.

Da die Theorie von Peters und Merzkirch /25/ urspriinglich zur Berechnung der Wellen-
aufteilung in rechteckigen Kanilen entwickelt wurde, soll auch ein Vergleich mit Experimen-
ten an Abzweigen solcher Geometrie durchgefitht werden. Bild 5.13 zeigt wieder fiir ein
900 — Abzweig die Gegeniiberstellung zwischen Modellrechnung und gemessener Stolintensi-
tdt. In den Tendenzen zeigt sich dasselbe Bild wie bei runden Rohren: die Druckst6Be im
Durchgang werden iiberbewertet, diejenigen im Abzweigrohr unterbewertet.

Um die guten Ergebnisse der Charakteristikenmethode, die bei runden Rohren erzielt
wurden, auch bei Kanidlen quadratischen Querschnitts erreichen zu kénnen, wurden die
Druckbeiwerte q fiir rechteckige Kanéle bestimmt, um somit die Grundlage fiir einen Ver-
gleich mit an dieser Geometrie durchgefithrten StoBexperimenten zu schaffen. Fiir einen
90° — Abzweig ist diese Gegeniiberstellung wieder exemplarisch in Bild 5.13 zu sehen. Der
Graph der theoretischen StoBintensitidt deckt sich mit den eingezeichneten, gemessenenStof3-
stirken. Die Werte liegen insgesamt etwas unter denen in runden Kanilen, was auf deren
geringfiigig niedrigen Druckverlust (siche Kapitel 6.4) zuriickzufithren ist. Bei allen unter-
suchten Winkeln ist eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment zu
verzeichnen.

Zu bemerken ist jedoch, dafl bei sehr groBen und sehr kleinen Abzweigwinkeln eine
leichte Uberschitzung der StoBintensitit gleichermaBen in Durchgangs — und Abzweigkanal
zu verzeichnen ist. Insbesondere bei groen StoBstéirken fillt dieser Umstand mit bis zu 5%
Abweichung ins Gewicht. Bei runden Kanilen konnte diese Tatsache nicht beobachtet wer-
den. Grund dafiir kénnten die geringere Steifigkeit der quadratischen Kanile gegeniiber den
runden Rohren sein. Dadurch ergab sich bei grofen Stofistirken eine Eigenschwingung der
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Kanile, deren Amplitude teilweise mehrere Millimeter betrug. Dadurch kdnnte ein etwas
hoherer Stromungswiderstand entstehen, als dies bei stationdren Untersuchungen der Fall
war. Bei extrem steifen bzw. schweren Kanidlen miifite dieser Effekt dann nahezu verschwin-
den. Eine weitere Fehlerquelle ist in der Bestimmung der Druckbeiwerte q zu suchen. Aus
konstruktiven Griinden konnte der Druckaufnehmer zur Bestimmung des StoBes nicht exakt
an der gleichen Stelle angebracht werden wie die statischen Aufnehmer, so daf die Druck-
dnderung der Nachlaufstromung des zu messenden Stoes nicht identisch war mit der im sta-
tiondren Fall gemessenen. Die Abweichungen sind jedoch selbst bei einem 1500 — Abzweig
und einem Drucksprung von einem Bar (z = 2) so minimal, da3 die angesprochene Theorie
auch bei rechteckigen Kanélen ihre volle Giiltigkeit behélt. Das Modell ist somit auf Abzwei-
ge beliebiger Konfiguration erweiterbar. Voraussetzung ist dabei jedoch eine experimentelle
(Druckmessung in stationdrer Stromung) oder theoretische (Handbiicher, analytische Losung)
Bestimmung des Ap —V — Verlaufs fiir Durchgangs — und Abzweigrohr. Je genauer solch
eine Bestimmung durchgefithrt werden kann, desto exakter wird das Ergebnis der Stofibe-
rechnung ausfallen.

Jedoch hat diese Vorgehensweise ihre Grenzen erreicht, wenn eine Beschreibung der
Vorginge in der Nachlaufstromung des Stofles durch eine stationdre Stromung nicht mehr
moglich ist. Insbesondere konnen diverse Einbauten im Abzweig wie z.B. Leitschaufeln,
Klappen usw. zu Reflexionen des einfallenden Stofes fiihren, die selbstverstidndlich durch
eine stationdre Beschreibung nicht erfafit werden. Die weitere Voraussetzung der isentropen
Zustandsdnderung ist im betrachteten Bereich z < 2.5 mit ausreichender Genauigkeit immer
erfiillt, wie sich anhand von Anhang A3 leicht beweisen 148t. Aulerdem wird angenommen,
daB zu jedem Zeitpunkt und an jedem Ort im Kanal Unterschallstromung herrscht. Diese
Annahme muB nicht zwingend fiir jede Abzweigkonfiguration erfiillt sein. Bei Abzweigen mit
relativ groBen Querschnittsdnderungen oder groBen EingangsstoSstdrken kann es aufgrund
verschiedener Beschleunigungseffekte zur Uberschallstromung oder zum Auftreten eines Se-
kundérstofles kommen. Unter diesen Bedingungen versagt das vorgestellte Rechenmodell.
Jedoch diirften die angesprochenen Effekte fiir handelsiibliche Abzweige bei Stofstdrken bis
maximal z = 2.5 nur eine untergeordnete Rolle spielen. So kann mit der im Kapitel 2.2 abge-
leiteten Theorie die StoBaufteilung in Kanalabzweigen mit relativ kleinen Querschnittsdnde-
rungen bis zu StoBstidrken von etwa 2.5 mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden.

Bei grofleren Stofstdrken kann die Theorie von Peters und Merzkirch /25,26/ jedoch be-
friedigende Ergebnisse liefern, wie ein Vergleich mit Experimenten von Heilig /40/ bis z=9
in Bild 5.18 zeigt. Ab EingangsstoBstidrken von etwa 2.5 ist ein nahezu proportionaler Zusam-
menhang zwischen den Stofintensitdten vor und nach dem Abzweig zu erkennen, der auch
mit der Modellrechnung bestimmt werden kann.
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Abzweigkanal mit rundem GQuerschnitt
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Abzweigkanal mit quadratischem Querschnitt
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53 Stof3dimpfung in geraden, reibungsbehafteten Kanalen

Als letztes wird die Stofausbreitung in der am héufigsten verwendeten Komponente,
dem geraden, reibungsbehafteten Rohr untersucht. Vor und nach der Diise bzw. dem Diffu-
sor wurden jeweils zwei Druckaufnehmer in Abstand von einem Meter angebracht. Dadurch
war es moglich, die Stoddmpfung allein aufgrund der Reibung im Rohr zu messen. Auch
hier konnte kein Vergleich mit Messungen anderer Autoren die eigenen Experimente besté-
tigen. In den Veroffentlichungen iiber die StoBausbreitung in querschnittsvariierenden und
verzweigten Kanilen wurde die Anderung der StoBintensitit im geraden Rohr nicht beschrie-
ben. Experimentelle Daten iiber eine reine Stofddmpfung im Kanal ausschlieBlich aufgrund
der Reibung lagen nicht vor. Auflerdem ist die Abnahme des Druckes ldngs eines einen Me-
ter langen Rohres so gering, daB nur ein Vergleich mit Kanilen exakt der gleichen Geome-
trie ein sinnvolles Ergebnis geliefert hitte. Theoretische Untersuchungen, insbesondere iiber
den EinfluB der Stof3grenzschicht, sind in der Literatur jedoch verhanden und kénnen z.B. bei
Mirels /49/ und anderen Autoren /47 — 51/ nachgelesen werden.

Die Bilder 5.19 bis 5.22 zeigen die gemessenen StoBstidrken nach Durchlaufen eines qua-
dratischen Kanals mit einem Meter Linge im Vergleich zur Theorie nach der Charakteris-
tikenmethode, variiert wurde dabei die Kantenldnge des Querschnitts. Fiir das 64x64 mm?
grof3e Kanalstiick ist eine sehr geringe Ddmpfung zu verzeichnen (Bild 5.19), die auch durch
die berechneten Werte erfafit wird. Insgesamt werden die gemessenen Stofintensitdten im
oberen Bereich leicht iiberschétzt. Diese Tendenz nimmt bei einem Kanal mit 45 mm Kan-
tenlange zu (Bild 5.20). Doch haben sich bei diesem Kanalstiick schon bei der Untersuchung
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des querschnittsvariierenden Rohres mit Fldchenverhdltnis Aj; bzw. Az = 4 stérkere
Schwankungen und Abweichungen ergeben. Bei dem 32x32 mm? gro3en Rohr (Bild 5.21)
sind die Experimente nahezu identisch mit den modelltheoretisch bestimmten StoBstérken.
Eine Tendenz zur Uberschitzung ist minimal. Beim 22x22 mm? groBen Kanal ist jedoch wie-
der eine groBere Abweichung festzustellen (Bild 5.22).
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Rohrdurchmesser 64 mm Rohrdurchmesser 45 mm

Die StoBdnderung im Kanal wird rechentechnisch wie die in einer Diise behandelt. Ne-
ben der durchgehenden, beschleunigten Welle tritt noch eine reflektierte Welle auf. Diese
Welle wird direkt am Eintritt zur Diise erzeugt und steilt sich stromauf zu einer senkrechten
StoBfront auf. Beim geraden Rohr entstehen ldngs des Kanals aufgrund der Beschleunigung
und des Druckabfalls in Strdmungsrichtung unendlich viele, infinitesimal kleine Stoérwellen,
die sich @hnlich einem reflektierten Stof stromauf bewegen, sich aber nicht aufsteilen. Da-
durch entsteht zwar eine Druckerh6hung vor dem betrachteten Bereich des Rohres, aber
keine echte StoBwelle. Dieser Druckanstieg entspricht ungefdhr der StoBstirke des berechne-
ten reflektierten StoBes. Wird das Rohr in mehrere Teilkanile gegliedert, kann eine grofere
Genauigkeit erreicht werden. Bei einer groben Gliederung wird der reflektierte Sto iiber —
und der durchgehende Stof unterschétzt. Dadurch kénnen die Abweichungen in den Bildern
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5.19 bis 5.22 erkldrt werden. Doch diese Abweichungen sind insgesamt so minimal, daB fiir
cine ingenieurmdBige Anwendung eine feinere Einteilung nicht notwendig scheint.
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2.0 fooos D=22 mo (unstetlg, quadr. Kandle)
Charakteristikenmethode

o0
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StaBstarke nach Rohr Inro
o
Stolstérke nach Rohr Znro

144 1.4+
Lol 1.2+
1'01_; 1i2 1?4 1i5 513 21,0 2.2 i'01.0 112 1?4 1t6 1.’8 2.0 2.2
StoBstarke vor Rohr Zvro StoBstarke vor Rohr Zvro
Bild 5.21: Vergleich der Experimente Bild 5.22: Vergleich der Experimente
mit der Charakteristikenmethode, mit der Charakteristikenmethode,
Rohrdurchmesser 32 mm Rohrdurchmesser 22 mm

54  StoBausbreitung im gesamten Kanalsystem

Ziel der Arbeit war die Bereitstellung eines Rechencodes zur Beschreibung der StoBaus-
breitung in Liiftungssystemen bzw. stromungstechnischen Netzwerken, bestehend aus ver-
schiedenen Einzelkomponenten. Dazu war es notwendig, zuerst eine Modellierung der ein-
zelnen Anlagenteile zu realisieren. Dabei konnte man sich auf kleine StoBstirken (z=2.5)
beschrdnken, da hohere Driicke in den groBtechnisch benutzten Zu-— und Abluftanlagen
nicht zu erwarten waren. Weiterhin sollte eine ingenieurméiflige Losung des beschriebenen
Modells gefunden werden. Auf die Benutzung aufwendiger Finite — Elemente — Methoden
oder anderer numerischer Simulationen wurde bewuflt verzichtet. Vielmehr sollte auf der
Basis der Auslegungsdaten des Netzwerkes bzw. der Kennlinien der einzelnen Anlagenkom-
ponenten fiir stationdre Stromung auch die Mdglichkeit geboten werden, die Belastung durch
instationdre Schockwellen zu bestimmen. Da die benotigten Daten Bestandteil der Konzep-
tion und Konstruktion jeder Liiftungsanlage sind, erfordert die Auslegung auf StoBwellen nur
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einen geringfiigigen Mehraufwand. Die Rechnung kann auf jedem Personal — Computer
durchgefiihrt werden, und die Rechenzeiten liegen je nach Komplexitdt der Anlage zwischen
einer und vier Stunden. Die Berechnungen fiir die Einzelkomponenten sind alle hinreichend
verifiziert und auch die Kombination Rohr — Diise/Diffusor — Rohr bereitete bei der theore-
tischen Behandlung keine Schwierigkeiten, wie ein Vergleich mit den Experimenten bewies.

Die Grenzen dieser Modellrechnung wurden deutlich in den vorangehenden Kapiteln
aufgezeigt. Es konnte nachgewiesen werden, dafl die gemessenen StoBstirken unter den ge-
machten Voraussetzungen mit fiir den Ingenieur mehr als ausreichender Genauigkeit berech-
net werden kénnen. Die anfinglichen Schwierigkeiten bei der numerischen Losung der Glei-
chungssysteme konnten, wenn auch auf Kosten der Rechenzeit, weitgehend geldst werden.
Trotzdem wire die Integration eines stabileren und schnelleren Losungsalgorithmus wiin-
schenswert. Dies wird jedoch Bestandteil spdterer Arbeiten sein.

Die experimentelle Uberpriifung der Modellierung eines komplexen Netzwerkes konnte
leider nicht realisiert werden. Die Kombination mehrerer Abzweige und/oder querschnitts-
variierender Komponenten war aufgrund des begrenzten Raumes und der vorgegebenen Zeit
nicht moglich. Dennoch scheint aufgrund der Einzelergebnisse und der physikalisch sinnvol-
len Losungen der Berechnungen an komplexen Netzwerken eine Extrapolation der Ergebnis-
se legitim. Somit sind die Voraussetzungen fiir eine Berechnung der Stolwellenausbreitung
in komplexen Liiftungssystemen und damit die Abschétzung der Belastung sowohl der Kanile
selbst als auch der anschlieBenden Filtersysteme gewéhrleistet. Vorhandene Sicherheitsre-
serven konnen quantifiziert werden.
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6. Zusammenfassung

Bei Storféllen in kern— oder verfahrenstechnischen Anlagen kénnen durch Explosionen
oder Deflagrationen Druckstérungen entstehen, die sich in Liiftungskandlen unter Umstidn-
den zu VerdichtungsstdBen verstirken. Um das daraus fiir die Liiftungsanlage und die nach-
folgenden Filterstrecken resultierende Gefdhrdungspotential abschétzen zu kénnen, wurde
die StoBausbreitung in Kanalverzweigungen jeweils runden und quadratischen Querschnitts
untersucht. In Ergidnzung dazu wurden die Arbeiten auf divergierende und konvergierende
Kanile ausgedehnt. Die experimentellen Ergebnisse wurden mit speziellen Theorien zur Be-
rechnung der StoBausbreitung in verzweigten und querschnittsvariierenden Kanilen aus der
Literatur verglichen. Zur Berechnung der StoBintensitidten nach Diise bzw. Diffusor wurde
zusdtzlich ein selbstentwickeltes Rechenmodell herangezogen.

Das Programm der Verzweigungsuntersuchungen an runden und quadratischen Kanilen
umfaBte Experimente mit fiinf Abzweigwinkeln von 300 bis 1500 bei Variation der Stofstirke
von z = 1.05 bis z = 2.0. Bei den Versuchen mit Querschnittsvariation betrug das Flichen-
verhéltnis fiir Diise bzw. Diffusor Aj; bzw. As; = 2, 4 und 8.4. Hierzu wurde jeweils fiir bei-
de Komponenten die Stoflstdrke von z = 1.05 bis z = 2.5 gesteigert. Durch Visualisierung
der gebeugten StoBfront in querschnittsvariierenden Rechteckkanélen mittels schlieren — und
schattenoptischer MeBmethoden wurde zusidtzlich das Verhalten eines bei gro8eren StoBstar-
ken und Fldchenverhiltnissen auftretenden SekundirstoBes untersucht. Die dort erzielten Er-
gebnisse dienten zur Aufstellung des Rechenmodells fiir Diise und Diffusor.

Die erzielten MeBergebnisse der Abzweigversuche wurden jeweils mit den Theorien von
Peters und Merzkirch bzw. Dadone et al. verglichen. Die Untersuchungen ergaben im be-
trachteten StoBstéirkenbereich bis z = 2 nur eine unbefriedigende Ubereinstimmung der
Theorie von Peters und Merzkirch mit den gemessenen Werten. Die Stof3stirke im Abzweig
wird teilweise erheblich zu niedrig bewertet, wiahrend im Durchgang zu hohe Werte vorher-
gesagt werden. Fiir gréBere Druckspriinge kann mit der angesprochenen Modellrechnung da-
gegen eine gute Ubereinstimmung erhalten werden. Durch die Theorie von Dadone, bei der
ein Gleichungssystem von 15 Unbekannten gelost werden muf3, wurde dagegen eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Experimenten im unteren StoBstirkenbereich festgestellt. Die sehr
hohe Genauigkeit basiert hauptsdchlich auf der Beriicksichtigung von Verlusttermen im Im-
pulssatz, die in stationdren Stromungsversuchen ermittelt wurden. Bei grofleren Stofstirken
versagt diese Theorie jedoch, da iiber die StoBfront hinweg Isentropie vorausgesetzt wurde.

Der Vergleich der Versuchsergebnisse bei Flachendnderung mit den nach Whitham er-
rechneten Werten ergab im Bereich mittlerer Stofstarken 1.4 < z < 2.5 starke Abweichungen
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von den Experimenten. Insbesondere bei groen Flidchengradienten und Flichenverhéltnissen
gewinnt dieser Fehler an Bedeutung. Aulerdem ist mit dieser Theorie eine Berechnung re-
flektierter Expansions — und Stowellen nicht moglich. Fiir groere Stostidrken konnen je-
doch iiberzeugende Ergebnisse erhalten werden, wie ein Vergleich mit den der Literatur ent-
nommenen Experimenten zeigt. Eine Erweiterung des Rechenmodells von Dadone auf quer-
schnittsvariierende Kanile kann die Liicke zwischen sehr kleinen und sehr groflen StoBwellen
schlieBen. Durch Implementierung empirischer Druckbeiwerte, die entweder aus stationiren
Strémungsuntersuchungen oder liiftungstechnischen Handbiichern gewonnen werden kénnen,
ist eine Berechnung der Wellenausbreitung in beliebigen Anlagenkomponenten moglich. Das
Auftreten von SekundirstoBen aufgrund einer Beschleunigung der Strémung auf Schallge-
schwindigkeit kann beriicksichtigt werden. Durch Verkniipfung der einzelnen Anlagenteile
konnen selbst komplexere liiftungstechnische Netzwerke modelliert werden. Dadurch ist eine
Extrapolation von bekannten Zusammenhéngen bei stationdrer Strémung auf die instationire
StoBwellenausbreitung méglich.
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7. Anhang

A 1. Stromfadentheorie bei verinderlichem Querschnitt

Fir eine kompressible, eindimensionale Strémung ergeben sich bei verdnderlichem
Querschnitt nachfolgend aufgefiihrte Beziehungen fiir die Zustandsidnderungen von u, p, p
und T. Dabei wird Isentropie vorausgesetzt. Ausgangspunkt zur Ableitung der beschreiben-
den Gleichungen sind die eindimensionalen Erhaltungssédtze der Masse, des Impulses und der
Energie sowie die ideale Gasgleichung. Die Indizes beziehen sich auf die Gleichungen in
Kapitel 2.

Differentialgleichungen Integralbeziehungen
i1 402 )=
dp_  — xM aM po _ |1+ T3 Mys-l (A1)
P k—1 2 M p2 k-1 32
1 + =M 1+ == M
1
1 2 ==
gg _ L M2 dM P4 _ 1 + T M2 Kk—1 (AZ)
P 4+ AL M p2 1+%-1M§
ol <2 k+1
dA _ M2 -1 dM ;Ag_M21+TM4 2(k -1) (A3)
AT, &M Ay T My | T \p2
L+ o
k=1 342 k=1 aa2 15
¢ 1+%1M2wr €2 1+%1M§
—1 42
1+ 52 M
T 2
= i (A5)
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A 2. StoBigleichungen fiir den Fall einer stationiren, reibungsfreien Stromung

Die beschreibenden Gleichungen ergeben sich aus den Erhaltungssétzen /9/

Massenerhaltung: piug = pauz (A6)

Impulserhaltung: prut + p1 = pous + P2 (A7)
. . . 1.2 . 1.2

Energieerhaltung: iy +5uf =iy + 5 uj (A8)

Setzt man nun fiir & % = ¢2 = gRT und fiir %; = M2 und bezeichnet die Gro3en nach

dem StoB mit (.7.), ergibt sich unter Benutzung der idealen Gasgleichung:

=142
. ) 1+55°M
u P k+1 M KM — ==
D 2 2
g=1+nf_1(M - 1) (A10)
e_T_po (A11)
¢z T pp

Mit den Gleichungen A9 bis A1l sind nun die Anderungen von Geschwindigkeit, Dichte,
Druck und Temperatur iiber den Stofl hinweg in einem Rohr konstanten Querschnitts gege-
ben. Vor und nach dem StoB kann wieder ndherungsweise isentrop gerechnet werden.

A 3. Entropieinderung iiber einen Verdichtungsstof hinweg

Aus ds = cy QPR - Cp %3 /9/ ergibt sich durch Integration fiir ein ideales Gas mit
g = —CP.
Cv
K
S—S§ _ 2K ns2 2 1
== H””(M—l)Hl_ml-—M_ZH (A12)

als Anderung der Entropie iiber den Sto8
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Eine Diskussion dieser Gleichung liefert als Zwischenergebnis:

M > 1: §—s > 0 thermodynamisch méglich
M < 1. § —s < 0 thermodynamisch nicht méglich (2. HS)

Um die Isentropie bei schwachen St68en zu bestétigen, stellt man die Entropieénderung
(A12) als Funktion der relativen Druckdnderungen %2 = p—SE = %—_’f_—i— (M2—1) dar und fiihrt
eine Reihenentwicklung durch /9/. Dabei heben sich die linearen und quadratischen Terme

auf. Der erste Beitrag wird durch die Summe der kubischen Terme geliefert und man erhélt
fiir dp/p < <1 schlieBlich

§-s . (k-1)(k+1) [dp]3
‘E;-(-T%%T‘l[p] : (A13)

Fiir Luft (& = 140) ergibt sich 53~ 0,04 [%9]3.

Dieses wichtige Ergebnis zeigt, daf3 die Zunahme der Entropie im Stof erst mit der drit-
ten Potenz der Stof3stdrke erfolgt. Bei schwachen St68en kann in guter Nédherung isentrop
gerechnet werden. Es zeigt auch, da3 Verdiinnungsst68e nicht moglich sind, denn ein negati-
ves Op/p wiirde eine Entropieabnahme bedeuten.

A 4. Grundlagen der nichtlinearen Wellenausbreitung

Grundgleichungen in differentieller Form

Die Kontinuitétsgleichung liefert den Zusammenhang zwischen der Dichte — (g{%) und

der Geschwindigkeitsdnderung (%) /9/:

%dt + Iy (A14)

Der Impulssatz wird in der Form der Eulergleichung benutzt und liefert den Zusammen-
hang zwischen Geschwindigkeits — (g%) und Druckinderung (gg):

g%+%gg=0 (A15)
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Der Energiesatz reduziert sich bei isentroper Stromung (ds = 0) auf folgenden Zusam-
menhang zwischen Druck und Dichte:

P — itk = e
ox = const, mit £ = & (A16)
dp_.p
2 s =
¢ alﬂz & P |s=const

Mit Hilfe der thermodynamischen Beziehungen /9/

dc

dp _ _1 dp_ 1 2
; = —7 2¢cde und 5~ r=Tc

konnen die Druck — und Dichteinderung durch die Anderung der Schallgeschwindigkeit ¢ er-
setzt werden.

Schreibt man die totalen Differentiale in partielle Differentiale um ( EidT = 5(%— +u %),

ergeben sich fiir die Massen — und Impulserhaltung folgende Differentialgleichungen:

N

Kontinuitétsgleichung: — g—% + ,£—1 upcg =0

Eulergleichung: + u % + EZ_:c_l_ %‘i— =0

S

t

Aus der Addition bzw. Subtraktion beider Gleichungen folgt:

S+ 2y +erodfu+ 2y -0 (A17)
?%[u—ﬁz—_%] +(u—c)%[u—f—€2—_—qﬂ =0 (A18)

Es treten hier nur noch Ableitungen nach Weg und Zeit von einer Grofle [u + 3_01 J

auf. Aufgrund dieser Eigenschaft kénnen durch eine Transformation

£ = ¢ (xt)und 7 = 7 (xt)

neue Variablen ¢, 7 eingefiihrt werden. In der x —t— Ebene werden zwei beliebige Kurven-
scharen ¢ (x,t) = const und 7 (x,t) = const als neues Koordinatennetz benutzt.
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Die Transformation liefert fiir n = const.

analog fiir £ = const.
Aus Gleichung (A14) wird somit

3‘% [u + _2__c_] [gt + (u+c) §x] = 0, fiir n = const., (A19)

k—1
und aus Gleichung (A15)

?% {u _ Rz':cl_] [nt + (u—c) ﬂx] =0, fiir ¢ = const. (A20)

Als Losung der beiden Gleichungen ergibt sich:

u + ;2:9{ = const. langs Kurven n = const. (A21)
%)f( =u + ¢ (linkslaufende Wellen)
u - H2_c1 = const. ldngs Kurven { = const. (A22)

qi=uv-¢ (rechtslaufende Wellen)

¢ und n nennt man die Charakteristiken des Gleichungssystems.

Damit verlaufen £ = const und 7 = const symmetrisch zur Teilchenbahn.

A 5. Grundgleichungen des nichtlinearen Stofwellenrohrs

Mit Hilfe der Charakteristikenbedingungen und der Stofgleichungen ergibt sich ein Zu-
sammenhang zwischen der Stofstirke po/p;s und dem Druckverhiltnis iiber der Membran

p4/pi.
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2/\‘,4
ke — 1 9_1_[9_2__ 1] kg — 1
Pt _ Pt _ 2 C4 |P1
i = po 1 (A23)
ST

Gleichung (A23) gibt bei gewiinschter Stofstirke z = IE)% das dafiir notwendige Vor-
druckverhéltnis % an. Soll bei vorgegebenem g‘f die Stofstdrke berechnet werden, so kann

dies nur iterativ geschehen, da g?— in Gleichung (A23) implizit vorkommt.

Weiterhin ist der Zusammenhang zwischen StoBstirke z und Stomachzahl Ms von
Interesse. Aus Gleichung (A10) kann man die StoBmachzahl wie folgt berechnen:

_ |+ 1 P2
Mg = Tli—l_ {P1 - 1} + 1 . (A24)

Einen Zusammenhang zwischen Stromungsmachzahl und StoBmachzahl liefert uns Glei-
chung (A9) '

_u _ 2
Mz_cl_.‘i1+1

M - 1%;1;} : (A25)

bzw. in Abhédngigkeit von der StoBstirke durch Einsetzen von Ms aus Gleichung (A24)

P2 _ 4
P1 . (A26)

H1+1[m _ ]
1+—2————-K1 D1 1

&
i

Kt

Die Anderung der Dichte iiber dem Sto ergibt sich aus Gleichung (A9):

Pr—q__2
p2 1 Ki+1

- M—%] (A27)
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oder als Funktion der Stostdrke mit Gleichung (A24):

K,1--1 P2
Bl-—.:"l+i P1+ 1 (A28)
pp P2 oy m=1 7

P1 K1+ 1

P i I _pp
Aus p RT folgt unmittelbar T “pips

Einsetzen von (A28) liefert fiir den Temperatursprung iiber den Stof hinweg:

T E.l_':% 9_2_+ 1
2 P2 s1t+l P
Pt K1+ 1

Als weitere wichtige Beziehung bleibt nur noch die Berechnung des Drucks nach einer
StoBreflexion an einer festen Wand anzugeben:

-1y P2 _ -
}3_11___}12_(3”1 1) by (k1—=1)

(A30)
P1 P1 (51—-1) g—% + (K,1+1)

g% gibt die Stofstdrke nach der Reflexion an einer festen Wand an und kann erheblich

grofer sein als z = g—% vor der Reflexion.

Damit sind nun alle wichtigen Gréen hinter einem senkrechten Verdichtungsstof3 ein-
schlieBlich des reflektierten Stofles sowohl in Abhéngigkeit von der Stoflstirke z = g—f als

auch von der StoBmachzahl Mg = %f bekannt.

A 6. Gleichungen zum Sekundirsto3

Die Gleichungen (2.36) — (2.37) in Kapitel 2 iiber den Sekundirsto Sii beschreiben
einen VerdichtungsstoB in einer Stromung. Vor dem senkrechten Sto herrscht stets Uber-
schall (M3 > 1), hinter dem Stof stets Unterschall (M4 < 1).
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Die Zustandsidnderungen iiber den zweiten, stirkeren Verdichtungssto werden als an-
isentrop angenommen. Die Stromung durch den StoB wird als reibungsfrei angesehen, auch
wenn beim Ubergang Verluste infolge Dissipation entstehen. Ein Energie — oder Massenaus-
tausch mit der Umgebung findet nicht statt.

Ziel ist es, die GroBen des Zustandes (4) stromab vom Stof als Funktion der Gré8en des
Zustandes (3) der Anstromung (vor dem Sto83) darzustellen. Auch hier gelten nur die Grund-
gleichungen von Masse —, Impuls— und Energieerhaltung. Als weitere Voraussetzung gilt,
daB sich die unbekannte Fliche Ax (am Ort des SekundirstoBes im Diffusor) iiber den Stof3
Su nicht dndert. Da ein VerdichtungsstoB eine unendlich diinne Fliche senkrecht zur Rohr-
achse bildet, ist diese Voraussetzung erfiillt.

Die Euler —Gleichung fiir den eindimensionalen Fall ergibt mit der Kontinuitétsglei-
chung fiir A = const. integriert vom Zustand (3) nach (4) iiber ein Kontrollvolumen (siche
auch Gleichung A7):

psuj + pP3s = pa uf + p4 (A31)

Dividiert man beide Seiten von Gleichung (A31) durch p3 uz bzw. ps us (Massenerhal-
tung), erhélt man:

- = P4 _ _P3
U3 — W = 50s ~ paus (A32)

Mit der Definition der Schallgeschwindigkeit fiir isentrope Strémung und A = const und
einem idealen Gas mit konstanten spezifischen Wéirmen gilt:

2 2
- =% _ <3
U3 = Ug = e = e (A33)

Benutzt man neben der Definition der Schallgeschwindigkeit die kritischen Werte
(c* = u), die den Zustand beschreiben, in dem Schallgeschwindigkeit (M = 1) erreicht bzw.
iberschritten wird, ergibt sich fiir die Energiegleichung folgender Zusammenhang (siehe
auch Gleichung AS8):

c? * c*2=(n+1) £2 (A34)

Die Energiegleichung (A34) mit den kritischen Werten wird zum einen nach c%, zum
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anderen nach c% aufgelost:

2

2 K+1 .2 k—1
C* = =5 u3e

C3,4 = 5

Setzt man dies in Gleichung (A33) ein, ergibt sich nach einiger Umformung die von
Prandtl /9/ aufgestellte Beziehung:

uz Uy = c¥
oder
Mg* = grs (A35)

Beriicksichtigt man diesen Zusammenhang, bedeutet Gleichung (A35): vor einem Stof3
stromt das Gas mit Uberschallgeschwindigkeit, hinter dem StoB mit Unterschallgeschwindig-
keit (d.h. M3 > 1, My < 1). Eine formal mogliche Umkehrung dieser Aussage ist aus Entro-
piegriinden ausgeschlossen.

Die Prandtl —Beziehung ist auf die kritische Schallgeschwindigkeit c* bezogen. Um diese
Beziehung bei der Berechnung des Sekundérstofles verwenden zu kdnnen, muB sie auf die
lokalen Schallgeschwindigkeiten vor und hinter dem StoB bezogen werden. Dazu muB8} ein Zu-
sammenhang hergestellt werden zwischen den lokalen Machzahlen M3, M4 und den kriti-
schen Machzahlen M3*, My*. Unter der Voraussetzung eines ideales Gases mit konstanten
spezifischen Wirmen und einer isentropen Zustandsédnderung ergibt sich nachfolgende Bezie-
hung /9/:

2
M3y = M5, (A36)

14522 (M3, - 1)

Ersetzt man mit Gleichung (A36) Ms* und M4* in Gleichung (A35) und 16st dann nach
der Stoflstirke nach dem Sekundirsto My auf, folgt Gleichung (2.38), die Prandtl —Bezie-
hung, bezogen auf die lokalen Schallgeschwindigkeiten in den Zustdanden (3) und (4):

—1 \s2
1 + & Mj

M3: = : 2 e (238) = (A37)
K Mj - 522

Mit der Prandtl —Beziehung, Gleichung (A35), und der Kontinuitdtsbeziehung fiir
A = const kann man die Geschwindigkeits — und Dichtednderung iiber einen Sto8 in einer



102

Stromung bestimmen:

lﬁ=~___u% =u§2=M;2= 1M§2
us  usu Kk—
SR e 1+ (M3 - 1)
Mit der Kontinuitét ergibt sich
2
p3 _ U3 _ M3 (A38)
-1 2
pe e 1+“2+1 (M5 - 1)

Um die Druckidnderung iiber den StoB zu ermitteln, wird der Impulssatz, Gleichung
(A31), benutzt:
ps — P3 = p3uf — pauj (A39)

Mit der Kontinuitdt p3 us = p4 ug bei Ax = const ergibt sich:

P4 — p3 = p3u3z (U3 — ug)

2
P4 — D3 _ p3u3 _ U4
— D3 = s {1 U3]' (A40)

Benutzt man die in Gleichung (A38) hergeleitete Geschwindigkeitsdnderung liber den
StoB, erhélt man mit der Definition der Schallgeschwindigkeit fiir isentrope Stromung

DU 14 2 (MF - 1), (236) = (Ad1)

Der Impulssatz, Gleichung (A41), ist identisch mit Gleichung (2.36) iiber den Sekundir-
stof3.

Das Verhiltnis der Schallgeschwindigkeiten iiber den StoB, Gleichung (2.37), wird aus
der idealen Gasgleichung gewonnen:

- - B

Unter Verwendung der Gleichungen (A38) und (A41) erhilt man Gleichung (2.37):
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)Ly, 2s=-DsM + 1 [p 5
[Eﬂ =1+ (h+1)2 M2 [Ms- 1] (2.37) & (A43)

Mit dem nichtlinearen Gleichungssystem, bestehend aus den Gleichungen (2.24) bis
(2.38), ist ein im Diffusor (oder in der Diise) auftretender Sekundirsto berechenbar. Das
Gleichungssystem versagt dort, wo die EingangsstoBstirke so schwach wird, daB kein Sekun-
darstofl auftritt. Diese untere Grenze ist eine Funktion des Flichenverhiltnisses. Unterhalb
dieser Grenze ist das nicht lineare Gleichungssystem, bestehend aus 9 Gleichungen (ohne
SekundirstoB), giiltig. Beide ergeben an ihrer Giiltigkeitsgrenze identische Wertepaare. Die
theoretischen Kurven gehen ineinander iiber, wobei sich die Steigung der Geraden dndert.

A 7. Losung nichtlinearer Gleichungssysteme

Ein System aus n nichtlinearen Gleichungen ( n € N, n > 2) hat folgende Form /32/:

flgxl,xz,...,xn; = (,
=0,

f9(X1,X2,0...Xn (A44)

Fn(x1,X2,..%n) = 0.

Die Funktionen fi(xy,X2,...xa) = 0,1 = 1(1)n, sind in einem Definitionsbereich D¢ (end-
lich, abgeschlossener Bereich des Rn) definiert, stetig und reellwertig.

Das Gleichungssystem (A44) geht mit

X1 f1
X2 f2
X = und f = |-
XQ fn
iiber in f(x) = 0, (A45)
f: Df CRn

1. Eindimensionales Newton — Verfahren

Die Funktion f ist in I = [a,b] zweimal stetig differenzierbar und besitzt eine einfache
Nullstelle ¢, es ist also f(§) = 0 und £(¢) + 0. Die Losung ¢ der Gleichung f(x) = 0 erhilt
man mit folgender allgemeiner Iterationsvorschrift /32,52,54/:
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Algorithmus:

1. Schritt:

2. Schritt;

3. Schritt:

4. Schritt:

5. Schritt:

Umformung der Gleichung f(x) = 0 in eine dquivalente Form der Gestalt
X = @(X).

Intervall I € R" festlegen, in dem eine Nullstelle von f liegt (Startwerte
ermitteln: a) graphisch; b) Uberschlagsrechnung durch z.B. Wertetabelle).

Konvergenzbetrachtung, oft schwierig (evtl. Ausweg — Einschluverfahren
fiir Nullstellen mit Vorzeichenwechsel).Allgemein hilft man sich beim
Iterationsverfahren, indem man mit gegebenem Startwert und dann mit den
errechneten Folgewerten folgende Abfrage durchfiihrt:

(1) |¢E'P)| < 1bzw. die Ungleichung (A46)
XD (1) | = |p(x D) = px¢iD)]

< ]x(i) — xli-D I (A47)

2) e(x'V)el (A48)

Iterationsvorschrift erstellen
X( it1) = (p(x(i)), i= 0,1,2, . (A49)
gilt nur dann, wenn

x(* D) = o(xV) € 1, da ¢ (Schrittfunktion) nur fiir x € I erklért ist.

Berechnung der Iterationsfolge {x‘ i)} firi = 1,2, ...

Abbruchkriterien fiir die Berechnung:
wenn zu einem i = N ein vorgegebener Fehler §; > 0 unterschritten wird
(1) relativer Fehler

Ix(i+1) _ x(i) | S 51 !X( i+1) | (ASO)
(2)  absoluter Fehler

|x(i+1) —_ X(i) | < 52 (A51)
und zusétzlich eventuell
() ()] < 6. (A52)

Die Abschitzung des relativen Fehlers ist der des absoluten im allgemeinen

vorzuziehen.
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6. Schritt: Fehlerabschdtzung:
Festsetzen eines Fehlers € und Abfrage von

[x(1) — & <e. (AS3)

Das Newton — Verfahren wird folgendermaBen konstruiert: die reellwertige Funktion f(x)
istinI = [a,b] stetig differenzierbar und besitzt die Nullstelle ¢ (Bild A1).

YA

Bild Al: Newton — Verfahren

An einem Punkt (x, f(x)) in x'0’ wird eine Tangente gelegt, und es gilt £(x‘0’) + 0. Fiir
die Nullstelle x‘ 1) dieser Tangente ergibt sich nun:

)
f(x'©) _ P(x(0)), (AS4)
x(0) _x (1)
Hieraus folgt unmittelbar
x(0 = xo _fx0) ‘ (AS5)
f7(x0))

Die Schrittfunktion ¢ lautet somit

0 (x) =x—§§%— . (AS56)
X



106

Hieraus folgt die Iterationsvorschrift

x(it) = p(x( ) = x(1) ) , 1=012.. (A57)
f7(x(1)

Das Newton — Verfahren ist konvergent fiir Startwerte x‘0’, die nahe genug bei der Li-
sung ¢ liegen (lokale Konvergenz). Bei einer einfachen Nullstelle ist es quadratisch konver-
gent, bei mehrfacher Nullstelle nimmt die Konvergenzgeschwindigkeit ab.

2. Mehrdimensionales Newton — Verfahren

Die reellwertigen Funktionen f; (xi,X2,...xa), i = 1(1)n, sind in D € Rn definiert und stetig
differenzierbar /32,52,54/.

1.) Zu dem nichtlinearen System f(x) = 0 wird ein dquivalentes System erzeugt: x = ¢ (x),
mit ¢ = (©1,2,....¢n)T. X ist die Losung von ¢(x), falls gilt:

X = ¢(X)
2.) Definitionsbereich : D ¢ R"

3.) Konvergenzbetrachtung: analog zum eindimensionalen Fall |¢’| < 1, Ungleichung
(A46), 148t sich mit der Funktionalmatrix (Jacobi— Matrix) eine dhnliche Bedingung
formulieren. Besitzen die ¢; in Ds stetige partielle Ableitungen nach xi, kann man sie in
der Jacobi — Matrix J 0 zusammenfassen:

(01 0 1)
JSO [—af—ﬂ i=1(1)n - 6%6% 6%?1 (A58)

k=1¢1yn

Als allgemeines Konvergenzkriterium gilt dann:

I, 0 <1 (A59)
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Mit verschiedenen Matrixnormen ergeben sich folgende Kriterien (vereinfacht) /32/:

Zeilensummenkriterium:

n
IIJ('OH = max )
i=1(tyn k=1

dp1
Hxﬁflk—l <1 (A60)

Spaltensummenkriterium:

13,11 = max il%lq (A61)

i=1(tyn i=1

Kriterium nach Schmidt und v. Mises:

n n 2 &
||Jw||=[max Yy X [3591_] } <1 (A62)

Xk
i=1(1yn i=1 k=1

Newton — Verfahren fiir nichtlineare Systeme, Darstellung der Gleichungen (A44) als:

) =0 (A63)

Die Losung ist X im Definitionsbereich Dy, die f; besitzen in Dy stetige zweite partielle
Ableitungen, und fiir die Jacobi — Matrix (Funktionalmatrix)

(0f, 0fy  Ofy)
axl gx2 wee 6xn
(9fi] _ |0fs 0f2  Ofs
Jf(X) [‘&I i=1(1)n BXI ax2 .o aXn (A64)
k=1(l)n Lo .
of, 0fy,  0fy
8)(1 6X2 ™ axn

gilt: det (Jr) = 0, d.h,, es existiert dann immer eine Umgebung D € D¢ von X, in der eine
Konvergenz des Iterationsverfahrens erreicht werden kann. D kann sehr klein sein, was be-
deutet, dal der Startwert x'®’ nahe an der Losung X liegen muf}, um eine stabile Losung zu
bekommen. Es 148t sich dann folgende Schrittfunktion fiir das Newton — Verfahren erstellen:
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p(x) = x = I £(x) (A65)

Diese Schrittfunktion dhnelt der im eindimensionalen Newton-— Verfahren, Gleichung
(AS56). Folgender formaler Ubergang gilt:

Newton — Verfahren

1 —dimensional — n — dimensional

Skalare — Vektoren, Matrix
Losung: X — X = (X1,X2,.Xn )T (A66)
Funktion: f — f(x) = (fi, f2,...,fn)7T
Schrittfunktion: 7 — O(X) = (V192000 Pn)T
Ableitung: o — J;l (x) inverse Jacobi — Matrix

Die Iterationsvorschrift lautet dann analog Gleichung (AS57):

XU = x () —J1 (D) £ (x(D) bew. (A67)
x( i+1) — x(i) + Ax(i+1)’ i = 0’1,2’ veny (A68)
mit  Ax‘itD = __J;l (x) f (xD). (A69)

Um die Berechnung der inversen Jacobimatrix zu vermeiden, wird das lineare Glei-
chungssystem gelost:

Jr (x) Ax‘irD = — f(x(D) (A70)

Algorithmus (Newton — Verfahren)
Fiir jedes i = 0,1,2, ... sind folgende Schritte durchzufiihren:

1.) Losen des linearen Gleichungssystems (A70) zur Berechnung der Ax{i+V
2.) Berechnen der x‘i*?) nach Gleichung (A68)

Als mogliche Abbruchbedingungen kénnen verwendet werden:

(a) 12 imax, imax €N

(b) | [x i+ —x (D[ < | x| ey, e1> 0,61 €R (A71)



109

(@ [x"*D —x (V|| <gy, € > 0,62€R

(D] HE )] < g5, | g3 > 0,e3€R

Mit diesem Algorithmus wird die Berechnung der Inversen in Gleichung (A67) ersetzt
durch die Losung eines linearen Gleichungssystems. Die Konvergenz ist immer gewdéhrleistet,
wenn die Iteration nahe genug an der Losung X beginnt. Das Newton — Verfahren ist quadra-
tisch konvergent.

Vereinfachtes Newton — Verfahren
Um sich die Lésung des linearen Gleichungssystems bei jedem Iterationsschritt zu erspa-
ren, kann statt Gleichung (A70) folgendes Gleichungssystem geldst werden

Jr (x100) AxtitD) = — f(x (1)) (A72)
mit fester Matrix J¢(x0’) fiir alle Iterationsschritte.

Um die Konvergenzgeschwindigkeit zu erhéhen, kann auch wie folgt gerechnet werden:
man iteriert i, Schriite mit fester Matrix J¢(x'®’) nach (A72), dann fiihrt man die nichsten iy
Schritte mit fester Matrix Jr(x10’) aus usw.

Im Programm SHOCK WAVE zur Berechnung der Losung verschiedener Systeme nicht-
linearer gasdynamischer Grundgleichungen wird das Newton — Verfahren angewandt. Die
Losung der Inversen (A67) wird durch die Losung des linearen Gleichungssystems (A70) er-
setzt. Diese wird nicht mit dem Gaul3 — Algorithmus, sondern mit der Householder — Trans-
formation zur Losung iiberbestimmter linearer Systeme berechnet.

3. Householder — Transformation zur Losung iiberbestimmter linearer Gleichungssysteme

Die Losung tiberbestimmter linearer Systeme wird mit Hilfe der Householder — Transfor-
mation durchgefiithrt. Hierbei wird A mit einer Dreieckszerlegung /32,52/ in ein Produkt aus
einer orthogonalen Matrix Q und einer oberen Dreiecksmatrix R iiberfiihrt, wobei sich die
Kondition! von A micht verschlechtert.

1 Mit Hilfe direkter Methoden /32,53/ ermittelte Losungen eines linearen Gleichungssystems sind meist nicht
die exakten Losungen, da

1 Rundungsfehler auftreten, die bei Haufung zur Verfilschung der Ergebnisse fithren
2. bestehende Ungenauigkeiten in den AusgangsgroBen Ungenauigkeiten in den Losungen
hervorrufen.

Wenn kleine Anderungen in den Ausgangsdaten groBe Anderungen in der Losung hervorrufen,
heift die Losung instabil; man spricht von einem schlecht konditionierten System.
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Algorithmus fiir iiberbestimmte Gleichungssysteme (Householder — Tansformation):
gegeben: Ax = a, A = (m,n) —Matrix, a € R, m > n Rang (A) = n.

gesucht: x € Rn

1. Schritt: Zerlegung A = Q-R
mit Q = (m,m) — Matrix, orthogonal
und R = (m,n) — Dreiecksmatrix
Orthogonalitét?: es gilt QT = Q!

2. Schritt: Berechnung von b e Rm aus b = QTa
3. Schritt: Riickwértselimination Rx = b mit dem Ergebnis x € R

Die Householder — Transformation iiberfiihrt eine (m,n) — Matrix A vom Rang n in eine
obere (m,n) — Dreiecksmatrix R = (rix),i = 1(1)m, k = 1(1)n, rix = O fiir i > k. Dies wird
erreicht durch sukzessive Linksmultiplikation von A mit symmetrischen, orthogonalen
(m,n) — Matrizen H; (Householder — Matrizen3), mit H; H;T = E, H;! = H;T.

Durchfithrung der Householder — Transformation:

A)) Es wird definiert
(1) . .,
A = [aik } = A = (aik) firi = 1(1)m, (A73)
k = 1(1)n,

womit dann gilt:

2 Orthogonale Matrix:(Definition) /53/
Eine reelle (n,n)-Matrix T hei3t orthogonal, falls TTT = E bzw. T'! = TT gilt.
E = Einheitsmatrix
TT = transponierte Matrix von T

3 Satz:
Sei v € Rn ein Vektor und E die (n,n)-Einheitsmatrix. Dann ist

H:=E ~ vvT

[1v]]2
eine symmetrische, orthogonale (n,n)-Matrix (Householder-Matrix), d.h. es gilt
HTH = H? = E. ||v|] ist die Norm des Vektors v.
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r (0 (1) (1 (1))
a11 dg2 ..apj ..dain

(0 (0. (D (D (0 (D (0
Ai1= | as; ay "..asj ..amn = |aj ,82 ,.,an (A74)

(1) (1 (1) (1)
dmi am2 o amj ... dmn

L J

(1
Esista jl die j —te Spalte von A;.

B.) Die Householder — Matrix Hj ist

H =E-—2_ yuT , (A75)
[ [vi]]?

mit dem wie folgt definierten Vektor v;:

(1) , (1) (1) I
ap; -+ sign [aik J ait
(1)

(1)
ami

.

C.) Aus der Matrix A; und der Householder — Matrix H; ergibt sich durch Linksmultiplika-
tion die Matrix Ao

(2) (2) (2) 7 r (2 (2) (2) )
411 ai2 ..3dagn a11 412 ... d1n
(2) (2)
Ay = Hi A = 0 asy ...asg = 0 (A77)
. . Az
(1) (2)
0 am2 vae amn O

4sign (a) = 1fira2 0

1fira<@
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D.) Analog erhilt man fortlaufend
A = Hij Ajfiiri = 1(1)q , (A78)
mit q = min (m— 1,n).

Es ist hierin A; die (m,n) — Matrix

(2 (2 (2) )
aiy aig ... ...d1n (D (i)
(3) (3) _ 2ij ... din
Ai=| 0 aae asn ; Ai= | : (A79)
n (i) H (D)
ai"l,i'l"- ai-l,n aml cee amn
0 _
A
0
und H; die (n,n) — Matrix _
H; = [Bit (_) }i-1 Zeilen (A80)
0 H; }m—i+1 Zeilen.
H; ist eine (m—i+ 1, m—i+ 1) — Matrix, die wie folgt berechnet wird:
H; = E— vi viT. (A81)
[1va]]?
Der Vektor v; € Rmi*1 ergibt sich aus
(i) . (1) SRR
aii -+ sign [aii ] aj
(1)
Vi = | @i, § ; (A82)
(1)
am,i
(D)
aij
] (1)
mit aj = | Ai+1,i
(i)
am,i
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Die Matrix Ajs; hat dann die Form

(2) (29 (2)
dit adit2 ... d1n
(3) (3)
Ajy = ass ... an , (A83)
L (i) (i+1)
aii ... adin
0 _
- Ajn

Man kann einen modifizierten Algorithmus benutzen, in dem man die Householder-
Transformation fiir die Erzeugung der QR — Zerlegung /53/ im o.g. Algorithmus verwendet
und hierbei folgende Beziehungen beriicksichtigt:

R = HyHga .. Hi A =: HA
und
Rx = HAx = Ha =:b,
mit
q = min (m-1,n).

Die beiden ersten Schritte des o.g. Algorithmus werden ersetzt durch sukzessive Multipli-
kation von A und a mit den Transformationsmatrizen Hj, wobei gleichzeitig R und b erzeugt
werden. Hierbei umgeht man die explizite Herstellung von Q und QT und erhdlt den modi-
fizierten Algorithmus fiir iiberbestimmte Gleichungssysteme (Householder — Transformation)

Gegeben: Ax = a, A = (aix), i = 1(1)m,

k = 1(1)n,a € Rm, m > n,

Rg (A) =1
Gesucht: x € R" mit Hilfe der Householder — Transformation
1. Schritt Householder — Transformation zur Erzeugung von R = HA, b = Ha,

mit H = Hq Hq-1 .. Hi.

Fiir jedes i = 1(1)n:
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1la) Berechnung folgender GroBen in angegebener Reihenfolge:
r = % a2y
k=i
a = yr sign (aii)
ak = 1/(r + « aji)
aii = aij + ¢«

1b.) Multiplikation der Matrix A und der rechten Seite a (als (n+ 1) — te Spalte von
A) von links mit der neuen Transformationsmatrix

di = —a
Fiir jedes k = i+1 (1) n+1 ist durchzufiihren:
f=20
fiir jedes j=i(1) m:
f =1+ ajk aj;
f=1.ak
fiir jedes j = i(1) m:
ajk = ajk — faji.

2. Schritt Riickwiértselimination zur Bestimmung der Losung x aus Rx = b:
Fiir jedes i = n (=1)11ist durchzufiihren:
Xi = Ai,n+1,
fiir jedes k =i+1(1)n

Xi = Xj; — Qik Xk.
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Sirukiureller Aufbau des
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A 9. Druckbeiwert q fiir verzweigte Kanile

Tabelle A1l Tabelle der von Dadone /29/ bestimmten Koeffizienten D; und A; (i=0,1,2)
in Abhéngigkeit vom Abzweigwinkel ¢ bei runden Kanilen

Winkel ¢ Do D, Dy Ao Ay Ag
300 -1.31 0.68 0.44 —-1.53 1.15 0.02
600 -1.19 0.62 042 -1.40 0.88 -0.02
900 -1.24 0.67 0.42 -1.41 0.54 -0.03

1200 -1.16 0.56 0.44 -1.52 0.15 0.02

1500 —0.65 0.01 0.45 -0.84 -1.11 0.07

Tabelle A2  Tabelle der vom Autor /55/ bestimmten Koeffizienten D; und A; (i=0..6) in
Abhingigkeit vom Abzweigwinkel ¢ bei quadratischen Kanilen

@ De/As Ds/As Di/As Ds/A3 Do/As Dy/Aq Do/Ao

300 -10.30 33.70 ~43.40 28.20 ~-10.30 1.57 0.28
-26.90 84.60 —100.60 66.20 —-22.30 3.42 -0.09

600 —-24.30 75.70 —-90.70 52.60 -15.80 2.03 0.28
- 19.80 65.20 —84.70 64.60 -18.30 2.39 -0.12

900 —-11.80 38.70 —-48.50 29.50 —-9.98 1.43 0.28
-13.70 46.90 —-62.80 41.40 ~13.80 1.05 -0.11

1200 -10.70 3740 -51.30 34.90 ~12.70 1.86 0.28
—23.40 74.50 —-90.90 52.90 —14.60 0.12 —-0.08

1500 —18.80 56.80 - 67.00 39.40 -12.30 1.37 0.24

—54.90 19.70 —25.80 14.30 —245 -2.16 -0.07
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