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Kurzfassung

Tropfenausbreitung - ein Beisplel fiir die Behandlung bewegter

Kontaktlinien

Ausgehend von den mikroskopischen Gegebenheiten an bewegten
Kontaktlinien werden Vertridglichkeitsbedingungen abgeleitet, welche
eine Behandlung solcher Probleme im Rahmen der Kontinuumsmechanik
ermoglichen. Die abgeleitete Methode wird auf das Beispiel eines sich
ausbreitenden, rotationssymmetrischen Tropfens angewandt. Der Tropfen
sitzt hierbei auf/unter einer horizontalen Platte, welche relativ zur
Umgebungstemperatur erwdrmt/gekdhlt werden kann. Somit sind kapillare
und thermokapillare Kridfte, viskose Effekte und die Schwerkraft fur
die iropfenentwicklung verantwortlich., Die Benetzung wird Uber einen
dynamische Kontaktwinkel modelliert. Unter Verwendung . der sog.
Dinnfilm-Approximation kann dann eine Entwicklungsgleichung fur die
Tropfenkontur h(r,t) abgeleitet werden, Den theoretischen Aussagen
werden experimentelle Befunde bei variiertem SchwerkrafteinfluR,
variierter Plattentemperatur und variiertem Benetzungsverhalten
gegenibergestellt. Es zeigt sich, dafR das theoretische Modell in den
meisten Fiallen in guter Ubereinstimmung mit den entsprechenden

experimentellen Beobachtungen steht.




Abstract

Spreading of drops - an example for the treatment of moving

contact lines

Given the microscopic phenomena in the vinecinity of moving
contact lines, we derive conditions which allow for a theoretical
treatment of such problems within the frame of continuum mechanics.
This method is applied to a spreading axisymmetric droplet. The
droplet 1is positioned on/below a horizontal plate which might be
uniformly heated/cooled with respect to the ambient gas temperature.
Therefore, capillary and thermocapillary forces, viscous effects and
gravity forces are responsible for the developement of the drop. The
wetting characteristics is modelled using a dynamic contact angle.
Using lubrication approximation it is possible to derive an evolution
equation for the drop contour h(r,t). Theoretical predictions are
compared to experimental results, while the influence of gravity, the
temperature of the plate and the wetting characteristics have been
varied., This comparison demonstrates that for most conditions the
theoretical model gives good agreement with the respective

experimental observations.
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1.0 Einleitung

Bei vielen Prozessen in der Technik wird die Beschichtung von
Oberfldchen mit Hilfe sich ausbreitender Fliussigkeiten erreicht. Eines
von zahlreichen Beispielen ist die Schmelzplattierung. Hier wird in
einem ersten Schritt metallisches Pulver auf den Festkoérper
aufgebracht. Im nidchsten Schritt wird dieses Pulver durch Zufuhr von
Warme erschmolzen, widhrend das Trigermaterial fest bleibt. Fur die
Schmelze wird dann eine méglichst schnelle wund gleichmidRige
Ausbreitung auf dem Festkdérper angestrebt, Nach der Abkihlung erstarrt
die Schmelze zur gewlnschten festen Beschichtung. Der Zeitaufwand bei
diesem Prozef und die Homogenitdt der erhaltenen festen Schicht sind
wesentlich durch die Ausbreitung der Flissigkeit bestimmt. Das
Verstidndnis der Flussigkeitsausbreitung bel gegebenenfalls inhomogenem
Temperaturfeld stellt somit die Basis dar, um den Zeitaufwand des
Prozesses und die Qualitdt der Beschichtung zu optimieren.

Eine Klasse weiterer Beispiele sei hier aufgefihrt. Das
Besprihen von Fldchen mit Flissigkeitstropfen stellt die Basis fur
viele Beschichtungsprozesse in der Technik dar. Das Spritzlackieren,
aber auch andere Verfahren =zur Beschichtung elektronischer oder
optischer Bauteile beruhen auf diesem Prinzip. NaturgemdR wird hier
wiederum eine Beschichtung des Trédgers bei konstanter Schichtdicke
angestrebt. Dies ist entscheidend um die mechanischen, elektrischen
oder optischen Eigenschaften der Schicht dberall gleichmidRig =zu
erhalten. Die aufgespriihten Tropfen missen demnach méglichst schnell
zerflieRen, um eine homogene Schicht zu formen. Die feste Schicht
entsteht in der Folge durch Verdampfen des Lésungsmittels oder durch
chemisch bedingtes Aushidrten der Flissigkeit. Eine Optimierung der
Ausbreitung der Trépfchen, beispielsweise durch geeignete

Temperaturgebung, kann auch hier das Ergebnis der Beschichtung
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wesentlich verbessern,

Die Bewegung einer Phasengrenze, beispielsweise
Gas/Flussigkeit, entlang einer festen Wand 1ist demnach eine
Erscheinung, die hdufig in Strémungsproblemen auftritt., Man denke
weiterhin an das Fluten von trockenen Rohren oder Behdltern, die
Wechselwirkung von Wellen freier Flissigkeitsspiegel mit festen
Réndern in Natur und Technik oder an Zweiphasenstrémungen. Diese sog.
"bewegten Kontaktlinien" sind hdufig dann im Strémungsproblem
vorhanden, wenn freie Grenzfldchen vorliegen. Freie Grenzflichen sind
Berandungen des Fluids, welche nicht fest vorgegeben sind, sondern
sich nach physikalischen Gegebenheiten einstellen. Bewegen sich diese
freien Grenzflichen in der Zeit, so bewegen sich zwangslidufig auch
ihre Beruhrungslinien mit festen Berandungen - dies sind folglich
bewegte Kontaktlinien,

Die Kontaktlinie selbst stellt bei genauerer Betrachtung einen
Grenzfall der Kontinuumsmechanik dar; in der Umgebung der’Kontaktlinie
geht die Dicke der Fluidschicht gegen null. Dies bedeutet, daR in
unmittelbarer Umgebung der Kontaktlinie Fluidschichten in der
GroRenordnung einiger Molekile vorliegen. Wir koénnen deshalb nicht
erwarten, daf die Dynamik solch dinner Fluidschichten allein durch die
Gleichungen der Kontinuumsmechanik beschrieben wird. Es liegt nahe,
daBR die mikroskopischen Details um die Kontaktlinie nur durch
Betrachtungen mit den Methoden der molekularen Physik aufzulésen sind.
In einigem Abstand ist die Dynamik des Fluids sicherlich wieder durch
die kontinuumsmechanischen Gleichungen beschrieben.

Ausgehend von dem oben Gesagten, hat die vorliegende Arbeit
das folgende Anliegen: Wir wollen Vertrdglichkeitsbedingungen
ableiten, welche fir die Kontinuumsmechanik zu stellen sind, um das

Grenzproblem bewegter Kontaktlinien in verninftiger Niherung zu
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behandeln, Hierzu wollen wir uns in Abschnitt 2.1 fur allgemeine
Geometrie zundchst Uber die mikroskopischen Gegebenheiten Klarheit
verschaffen. Wir werden dann in Abschnitt 2.2 eine Bricke zwischen den
molekularen wund den makroskopischen Aspekten aufbauen mit der
Zielsetzung, eine Methode flir die Behandlung solcher Probleme mit
Hilfe der Kontinuumsmechanik abzuleiten.

Die Methode werden wir dann in Abschnitt 3 am Beispiel eines
sich ausbreitenden Tropfens anwenden. Hier beschridnken wir uns auf ein
zweidimensionales, rotationssymmetrisches Problem. Dies erscheint bei
der Ausbreitung von Flissigkeitstropfen als verninftige Vereinfachung.
Es wird sich zeigen, daf die durchgefihrte Modellierung in den meisten
Fallen in guter Ubereinstimmung mit entsprechenden experimentellen
Befunden 1ist., Die Kontinuumsmechanik ist damit geeignet, solche

Grenzprobleme mit guter Genauigkeit zu behandeln.




2.0 Physik der bewegten Grenzfliéche
2.1 Mikroskopische Aspekte

Bringen wir eine Flussigkeit (£) auf einen Festkérper (o) auf,
so lassen sich verschiedene Moéglichkeiten bei der Benetzung beobachten
(vgl. Abb. 2-1).

a) Es 1liegt partielle Benetzung vor. Diese 1ist dadurch
ausgezeichnet, daR sich zwischen Fldssigkeit (£), Gas (¢) und
Festkérper (o) an der Kontaktlinie ein stationdres Gleichgewicht
einstellt. Dieses Gleichgewicht 1ist charakterisiert durch einen
stationdren Kontaktwinkel HS zwischen der 4/¢-Grenzfliche wund der
o/f-Grenzfliche, Kleine Kontaktwinkel korrespondieren mit gut
benetzenden Fliussigkeiten, grofe Kontaktwinkel (im Grenzfall bis 180°)
kennzeichnen schlecht (nicht) benetzende Fliussigkeiten,

b) Es liegt vollstidndige Benetzung vor. In diesem Fall breitet
sich die Flussigkeit wunbeschrdnkt aus, bis schlieflich ein dinner
Flussigkeitsfilm entsteht., Dieses Phdnomen kann als Grenzfall HS >0
aufgefalt werden. Ein Ubergang von partiellem zu vollstdndigem
Benetzen kann bel vorgegebenem Stoffsystem bei Anderung des
Temperaturniveaus beobachtet werden. Solche sog. Benetzungsilberginge

werden beispielsweise von de Gennes (1985) erliutert.

a) t »oo: b) t 500

Abb. 2-1: Grundsdtzliche Formen der Benetzung. a) partielles Benetzen,
b) vollstdndiges Benetzen. '




Wir wollen die Formen der Benetzung nun auf molekularer Ebene
verstehen. Streng genommen betrachten wir in Abb. 2-1 ein dreiphasiges
System aus Festkérper (o), Flissigkeit (£) und Gas (g), wobei die
Gasphase auch aus verdampfter Flissigkeit bestehen kann. Eine
Verallgemeinerung hin 2zu einem System aus 2zwei nicht mischbaren
Flﬁiden (£1J2) und einem Festkérper (o) ist bei gleicher
Argumentation méglich. Die Wechselwirkung =zwischen Festkérper- und
Flissigkeitsmolekiilen ist es, welche die Benetzung antreiben kann, Bel
Fortschreiten der Benetzungsfront missen aber die Gasmolekile von der
Festkérperoberfliche verdrangt werden, Die Wechselwirkung von Gas- und
Festkorpermolekiilen ist folglich der hemmende Effekt. Wenn die
Benetzung fortschreitet, so sind die Anziehungskrdfte zwischen
Flissigkeits- und Festkdrpermolekiilen stdrker als diejenigen zwischen
Gas- und Festkoérpermolekilen. Der Zustand der partiellen Benetzung (a)
ist demgemdR Ausdruck eines Gleichgewichts dieser Krdfte. Bereits

Young (1805) hat die entsprechende Beziehung

g - O

ag 7Y

= g, cos 05 (2.1)

iy

abgeleitet, wobeil o, die Grenzfldchenspannung an den i/j-Grenzflichen
darstellt. Das Ungleichgewicht dieser Krafte fiuhrt im Fall der
vollstdndigen Benetzung hingegen zum unbegrenzten Fortschreiten der
Benetzungsfront.

Wir sind bisher ausgegangen von einem idealisierten,
keilférmigen Verlauf der Flussigkeitshéhe zur Kontaktlinie hin mit
definiertem Kontaktwinkel HS (vgl. Abb, 2-1). De Gennes (1985) zeigt,
daf auf einer molekularen Lingenskala erhebliche Abweichungen hiervon
auftreten kénnen. So flihren weitreichende (anziehende)
Van-der-Waals-Krdfte zu der in Abb. 2-2a gezeigten Grenzflichenkontur.

Diese Krafte sind verursacht durch eine gegenseitige Polarisierung der




Molekule. Hierbei ist die Schichtdicke e der Flussigkeit, unterhalb
welcher sich  diese intermolekularen Krdfte merklich auswirken,
typischerweise in der GréRenordnung einiger Molektildurchmesser.
Ahnliche Auswirkungen wie die weitreichenden Van-der-Waals-Kriafte
haben elektrostatische Kriafte, wie sie zwischen geladenen Molekdlen
(Ionen) oder polaren Molektlen wirken. Eine Abweichung von der
Keilgeometrie in Form eines vorauslaufenden Flissigkeitsfilmes (vgl.
Abb. 2-2b) ist fur starke Wechselwirkung zwischen Flussigkeits- und
Festkoérpermolekiilen nachgewiesen worden. Auch hier ist die Dicke des
Filmes e in der GroRenordnung einiger Molekile. Aus den Situationen in
Abb, 2-2 wird deutlich, daR bei der Definition des Kontaktwinkels eine
makroskopische Lingenskala 2zweckmifig ist. Den makroskopischen
Kontaktwinkel # wollen wir auf einer Lédngenskala von einigen pm
definieren. Er ist folglich im Labor mit Hilfe optischer
Standardmethoden mefbar. Die mikroskopischen Verhdltnisse hingegen,
auf einer molekularen Lingenskala, koénnen hiervon erheblich abweichen.
Sie sind zudem durch die Molek@lbewegungen unscharf und missen mit

Hilfe statistischer Methoden betrachtet werden,

Abb. 2-2: Makroskopische und mikroskopische Profile bei Fortschreiten
einer Benezungsfront. a) Wirkung anziehender Molekilkridfte,
b) vorauslaufender Fliussigkeitsfilm.




Wie beispielsweise von Cazabat (1987) diskutiert, kénmnen wir
bei der Benetzung noch weitere Einflisse feststellen., Setzen wir
voraus, dal der Dampfdruck der Flissigkeit in unserem Stoffsystem
klein ist, so werden sich im Gas kaum Flussigkeitsmolekiile befinden.
Man spricht dann von "trockener" Benetzung. Demgegentber fihrt ein
hoherer Dampfdruck in der Flissigkeit zu stdrkeren Verdampfung. Im Gas
vor der Benetzungsfront befindet sich deshalb eine betrdchtliche
Anzahl von Flissigkeitsmolekilen. Diese Flissigkeitsmolekile im Gas
werden bei Wandkontakt aufgrund der stdrkeren Wechselwirkung mit den
Festkoérpermolekilen auf dem Festkérper adsorbiert., Sie bilden einen
Flissigkeitsfilm auf dem Festkérper vor Ankunft der eigentlichen
Benetzungsfront. Die Benetzungsfront schreitet deshalb, mikroskopisch
betrachtet, auf einem bereits bestehenden, kondensierten

Flussigkeitsfilm fort. Man spricht dann von "feuchter" Benetzung.

10 '" L
07,77

Abb. 2-3: Benetzung bei a) Existenz eines vorweg kondensierten Fliussig-
keitsfilms (feuchte Benetzung) und b) ohne Existenz eines
solchen Filmes (trockene Benetzung).

Die obige Diskussion kann anhand von Experimenten belegt
werden. In einem Flussigkeit/Dampf/Festkérper-System hat Hardy (1919)
erstmals den Nachweis eines kondensierten Flissigkeitsfilms vor
Ankunft der makroskopischen Benetzungsfront (feuchte Benetzung)

erbracht. Aus dem Entstehungsmechanismus dieses Films folgt, daR die




Filmdicke e, (vgl. Abb., 2-3a) mafgeblich durch den Dampfdruck in der
Flissigkeit als 4uRerem Parameter bestimmt ist. Man findet
typischerweise Filmdicken bis 1000 A. Das Fortschreiten der
makroskopischen Benetzungsfront Uber diesem Fliussigkeitsfilm wird nun
ausschliefilich durch Kapillarkrifte an der £/9-Grenzfliche
kontrolliert. Ein makroskopischer Kontaktwinkel ¢ kann definiert
werden, mikroskopisch betrachtet fehlt die Kontaktlinie hingegen
gédnzlich. Nach Bangham & Saweris (1938) und Bascom et al. (1978) zeigt
sich weiter, daR auch im Falle nicht verdampfender Flussigkeiten
(trockene Benetzung) der makroskopischen Kontaktlinie ein
mikroskopischer Flussigkeitsfilm vorauslduft. Die Dicke e (vgl.
Abb. 2-3b) liegt typisch bei einigen 10 A, also deutlich unter der
Filmdicke ©bei feuchter Benetzung (e « eo). Die Entstehung und
Entwicklung dieses Films ist aufgrund seiner geringen Dicke wvon
weltreichenden Van-der-Waals-Krdften beeinfluft. Er entwickelt sich
v6llig  unabhidngig  vom Fortschreiten der dartiber liegenden
makroskopischen Benetzungsfront. Makroskopisch kénmnen wir bei dieser
Geometrie einen Kontaktwinkel § definieren.

Die Physik wvon dinnen, vorauslaufenden Flissigkeitsfilmen ist
Gegenstand aktueller Forschung. Ubersichtsartikel finden sich bei de
Gennes (1985) und Cazabat (1992). Die Ausbreitung der Filme kann
experimentell auf Festkérpern studiert werden, welche auf einer
molekularen Lingenskala glatt sind. Heslot et al. (1989), Cazabat et
al. (1990, 1991) und Fraysse et al. (1993) haben solche Experimente
fir das Fortschreiten der Benetzungsfront in Kapillarrohren bzw. die
Ausbreitung von sehr kleinen Tropfen auf Platten durchgefihrt. Fir die
hochauflésende Vermessung der Filmdicke verwenden diese
Experimentatoren ein optisches Verfahren, die sog. Ellipsometrie,

welche die Filmdicke bis zu einer Genauigkeit von etwa I A auflést.
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Basierend auf solchen Experimenten sind von de Gennes (1985), de
Gennes & Cazabat (1990) und Cazabat et al. (1990, 1991) Modelle fur
die molekularen Wechselwirkungen abgeleitet worden.

Als  wesentliches Ergebnis  dieser  Untersuchungen  ist
festzuhalten, dal diese Filme auf einer molekularen Skala
terrassenartige Profile bilden, wie sie in Abb. 2-4 in ihrer

zeitlichen Entwicklung gezeigt sind. Eine einzelne Lage von

[

Flissigkeitsmolekiilen (e = 6A) lauft schon nach kurzer Zeit
(Abb. 2-4a) der makroskopischen Fliussigkeitsschicht voraus, und zwar
um eine makroskopische Distanz (typisch einige mm). Fur spédtere Zeiten
findet man zusidtzlich die Ausbreitung einer zweiten und weiterer Lagen

von Flissigkeitsmolekiilen. Dies ist in Abb. 2-4b durch weitere Stufen

des Profils mit jeweils einer Héhe von etwa einem Molektildurchmesser

Abb. 2-4: Terrassenartiges Fortschreiten eines dilinnen, vorauslaufenden
Flussigkeitsfilmes nach Heslot et al. (1989) in seiner zeit-
lichen Entwicklung. a) 8h, b) 118h.

zu erkennen. Es zeigt sich eine strenge Strukturierung der Flussigkeit
in Form einzelner, geschichteter Molekillagen innerhalb dieses
vorauslaufenden  Flussigkeitsfilms, Die  Ausbreitungsgesetze  der

einzelnen Molekiillagen erlauben, die dominanten Wechselwirkungen der




Molekiile zu identifizieren. Der antreibende Mechanismus fur die
Bildung und Ausbreitung des Films sind weitreichende
Van-der-Waals-Krdfte fir die oberen Molekillagen, wihrend fur die
unterste Molekidllage zusdtzlich nah wirkende molekulare Kridfte eine
Rolle spielen. Der hemmende Mechanismus ist die
flissig/flissig-Reibung (viskose Reibung) sowie die
flussig/fest-Reibung in den wandnahen Lagen. Wihrend der Effekt der
viskosen Reibung in den hydrodynamischen Gleichungen berlicksichtigt
ist, sind die Ubrigen molekularen Wechselwirkungen von der
Hydrodynamik nicht erfaft, Es gilt folglich festzuhalten, dafl bei der
Benetzung stets dinne Flissigkeitsfilme auftreten. Ihre Berechnung
liegt aber aufierhalb der Méglichkeiten einer rein
kontinuumsmechanischen Behandlung.

Ahnliche SchluRffolgerungen wie aus den oben angeflhrten
Experimenten haben Koplik et al. (1989), Thompson & Robbins (1989) und
Yang et al. (1993) aus wvollstindig numerischen Simulationen der
Molekilbewegungen, der sog. Molekiuldynamik (MD), gezogen. Diese
Autoren betrachten typischerweise einige tausend Flussigkeitsmolekile,
welche in Kontakt mit dem Gitter eines Festkdrpers gebracht werden. Es
werden Wechselwirkungen zwischen den beteiligten Molektlen, d.h.
Wechselwirkungen zwischen den Flussigkeitsmolekilen selbst und
zwischen Flussigkeits- und Festkérpermolekiilen, formuliert. Dies
geschieht im Falle der Flussigkeit beispielsweise mit Hilfe des
Lennard-Jones-Potentials, welches eine verninftige Beschreibung der
Wechselwirkung inerter, nicht ionisierter, nicht polarer, sphidrischer
Flussigkeitsmolekile ergibt. Nach Green (1960) gilt fir dieses

Potential bei nicht zu kleinem Abstand r der Molekile die Ndherung

O
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Hieraus kann ersehen werden, daf bei grofen Moleklilabstdnden die
Anziehung aufgrund der gegenseitigen Polarisierung der
Flissigkeitsmolekile bestimmend ist (Van-der-Waals-Kridfte). Bei
Anndherung nimmt das Potential gemdR & « r® ab. Fur sehr kleine
Molekiilabstdnde werden jedoch die abstoRenden Kridfte dominant, welche
auf eine Wechselwirkung der Elektronenhtllen zurtickgefithrt werden
kénnen. Die Konstanten ¢, e, sind fir eine ganze Reihe von Molekilen
nach der Methode von Lennard-Jones (1931) bestimmt worden. Die
Berticksichtigung komplexer Flissigkeitsmolekiile wie beispielsweise
Dipolmolekiille oder Kettenmolekiile ist durch Einfihrung 4&hnlicher
(meist komplexer) Wechselwirkungen méglich (vgl. Yang et al. (1993)).

Bei der Wechselwirkung zwischen den Fliussigkeitsmolekilen und
den Festkdérpermolekilen der Wand 1ist zu berlcksichtigen, daR die
Festkdérpermolekiile in ein elastisches Gitter eingebunden sind. Durch
Integration der elastischen Krifte ergibt sich nach Abraham (1978) im
einfachsten Fall fiur die Wechselwirkung ein Potential der Form

¢ (r) = - fi + fi— . (2.2b)

WF 4

10
r

K

Auch hier sind verbesserte und realistischere Modelle fir die
Wechselwirkung von Flussigkeits- und Festkérpermolekiilen in der
Literatur bekannt (vgl. Abraham (1978)). Mit bekannter Kraftwirkung
auf die Einzelmolekile wird dann gemidR dem Newtonschen Gesetz die
Molekiilposition durch Zeitintegration numerisch ermittelt wund
verfolgt. Thermische Randbedingungen werden in diesem Kontext durch
Vorgabe definierter Brownscher Molekularbewegung an den
Festkérpermolekilen des Randes realisiert. Die Vorgabe kinematischer
Randbedingungen entfidllt vollstdndig. Auf molekularer Ebene ist die
Wirkung der festen Rdnder auf die Flussigkeit durch die Wechselwirkung

von  Festkérper- und Fldssigkeitsmolekiilen (vgl. Gl. (2.2b))
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vollstdndig beschrieben. Umgekehrt erlaubt das Verhalten der
Flussigkeitsmolekile an den Rdndern nach entsprechenden Mittelungen
Rickschltisse auf die makroskopische (kinematische) Randbedingung.

In allen Fdllen gelingt es mit erheblichem numerischen
Aufwand, die Bewegung der Flussigkeitsmolekile, gegebenenfalls
Uberginge in oder aus der Dampfphase, sowie die entsprechenden
Wechselwirkungen mit den Gittern fester Rinder im Detail zu
simulieren. Ist die Bewegung der Einzelmolekiile bekannt, wird in
natirlicher Weise das Verhalten makroskopischer Flissigkeitsportionen
zugdnglich., Die Bewegung des Kontinuums wird somit erhalten aus einer
Mittelung Uber eine groéfere Anzahl von Molekiilen, wobei die Anzahl im
-wesentlichen die rdumliche Auflésung festlegt. Eine weitere Mittelung
in der Zeit eliminiert schlieRlich die thermisch bedingten,
statistischen Fluktuationen der Molekiile. Begrenzt durch den
Rechenzeitbedarf solcher Simulationen sind derzeit Molektilzahlen von
ca. 20 000 die Obergrenze, wobei zusdtzlich eine Begrenzung der
simulierten Zeit zwingend ist. Somit sind nur Kurzzeitsimulationen bis
10°%s fir kleine Systeme von typisch 200 A Abmessung méglich. Die
MD-Simulationen eignen sich folglich dazu, den Ubergangsbereich
zwischen molekularen Vorgéngen und kontinuumsmechanischen
Betrachtungen detailliert zu studieren. Dieser Bereich erlaubt, gerade
die Wechselwirkungen mit festen Winden oder Details an bewegten
Phasengrenzen niher zu betrachten.

Die Untersuchungen von Bitsanis et al. (1987) bzw. Koplik et
al. (1989) zu Zwangsstromungen von Fliussigkeiten wie der Couette- oder
der Poiseuille-Strémung mit Hilfe der MD-Simulationen reproduzieren
die makroskopischen Eigenschaften dieser Stroémungen. Im Detail
berechnen diese Autoren die Profile der Geschwindigkeit und

Schubspannung aus den Molekiilbewegungen. Weiterhin werden Aussagen




tUber molekulare Details in Wandndhe erméglicht. Die Autoren finden fur
beide Fdlle, daf die Haftbedingung im kontinuumsmechanischen Sinne in
natirlicher Weise erfillt ist, indem die gemittelte tangentiale
Molektlgeschwindigkeit der wandnidchsten Molekiillage den Wert der
Wandgeschwindigkeit annimmt. Die Normalkomponente der Geschwindigkeit
der Flissigkeitsmolekile verschwindet im Mittel durch die Anwesenheit
der (im zeitlichen Mittel) ortsfesten Wandmolektile., Die MD-Simulation
ist 4dhnlich erfolgreich wvon Mareschal et al. (1988) auf das
Rayleigh-Bénard-Problem und von Bitsani et al. (1987) auf Strémungen
durch porése Medien angewandt worden.

Einzelheiten in der Umgebung von bewegten Kontaktlinien kénnen
mittels der MD-Simulation ebenfalls untersucht werden. Thompson &
Robbins (1989) bzw. Koplik et al. (1989) betrachten Zwei-Fluid-Systeme
in einer Couette-  bzw, Poiseuille-Konfiguration. Wir wollen
exemplarisch die Ergebnisse von Koplik et al. (1989) flir ein

zweidimensionales Poiseuille-Problem (vgl, Abb., 2-5) diskutieren.
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Abb. 2-5: Ebene Geometrie zur Untersuchung bewegter Kontaktlinien
mittels MD-Simulation nach Koplik et al. (1989).
a) stationidre Kontaktlinie, b) bewegte Kontaktlinie.




Koplik et al. (1989) finden, daR die Haftbedingung an der Wand
fur weite Bereiche auch unter molekularen Mafstdben erfullt ist, In
unmittelbarer Umgebung der ﬂl/ﬂz—Grenzfléche zeigt sich jedoch, dafR
die gemittelten Molekilgeschwindigkeiten in einem Umkreis von typisch
5 Molekiildurchmessern wum die Kontaktlinie erheblich von der
Geschwindigkeit der Wand abweichen. Das Geschwindigkeitsfeld in der
Umgebung der Kontaktlinie ist im dbrigen konsistent mit den
aﬁalytischen Uberlegungen von Dussan V. & Davis (1974) (vgl. Absatz
2.2). In den Simulationen von Koplik et al. (1989) besitzt Fluid 1
eine starke Wechselwirkung mit der Wand, wie es fur gut benetzende
Flussigkeiten typisch ist, Fluid 2 hingegen besitzt eine schwache
Wechselwirkung mit der Wand. Es repridsentiert folglich eine schlecht
benetzende Flissigkeit oder ein Gas., Die Autoren finden, daR der
Kontaktwinkel wvon Fluid 1 beim Benetzen HA (vgl. Abb. 2-5b) mit
steigender Geschwindigkeit der Kontaktlinie U anwdchst., Umgekehrt
fallt der Kontaktwinkel bei Rickzug von Fluid 1 HR mit wachsendem U.
Somit sind die Kontaktwinkel im dynamischen Fall, beim Benetzen und
beim Ruickzug von Fluid 1, deutlich verschieden. Fir die statische
Kontaktlinie gehen im Ubrigen beide, 9A und 0R, in den statischen
Kontaktwinkel (?s uber (vgl. Abb. 2-5a). Leider reichen die Daten von
Koplik et al. (1989) nicht aus, um die Abhdngigkeiten 0A(U) bzw. 0R(U)
abzuleiten. Die Ergebnisse aus den MD-Simulationen sind aber
vollstandig konsistent mit den makroskopischen, experimentellen
Beobachtungen beztiglich dynamischer Kontaktwinkel, welche wir in
Abschnitt 2.2 diskutieren wollen.

Thompson & Robbins (1989) finden in der Couette-Konfiguration
dhnliche Abhédngigkeiten des makroskopischen Kontaktwinkels wvon der
Geschwindigkeit U der Kontaktlinie. Sie setzen allerdings, im

Gegensatz zu Koplik et al. (1989), identische ﬂi/o-Wechselwirkungen
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fir beide Fluide voraus. So erhalten sie in ihren Simulationen einen
konstanten (von U unabhdngigen) mikroskopischen Kontaktwinkel. Ihre
SchluRffolgerungen beztiglich der Gultigkeit der Haftbedingung in
unmittelbarer Umgebung der bewegten Kontaktlinie sind deckungsgleich
mit denjenigen von Koplik et al. (1989).

Die Tropfenausbreitung auf einer horizontalen, festen Platte
ist Gegenstand einer jungeren MD-Simulation von Yang et al. (1993).
Bei Variation der Wechselwirkung zwischen Flissigkeits- und
Festkérpermolekilen finden sie ein ganzes Spektrum von
Ausbreitungsarten: mit steigender Anziehungskraft kommt partielles
Benetzen mit fallendem Kontaktwinkel, vollstdndiges Benetzen und
terrassenartiges Benetzen. Letzteres ist charakterisiert durch die
Ausbildung von ausgepridgten Molekiillagen, welche qualitativ &hnlich zu
den experimentellen Beobachtungen von Heslot et al. (1989) sind (vgl.
Abb. 2-4). Das Ausbreitungsgesetz der Molekdllagen in der Zeit,
a « Y log t, stimmt hingegen nicht mit den experimentell gefundenen
Zeitgesetzen Uberein., Cazabat et al. (1991) finden im Experiment das
diffusive Gesetz a « //;?i Diese Diskrepanzen sind auf zu einfache
Molekilstrukturen bei den MD-Simulationen oder auf 2zu kleine
Molekilzahlen bei der theoretischen Betrachtung zurickzufihren. Ein
experimenteller Tropfen besteht typischerweise aus 10° mal mehr
Molekilen als der simulierte Tropfen. Zusdtzlich sind hdufig grofe,
komplexe Molekiile (Polymere) in den Experimenten verwendet worden.
Trotz dieser TUnterschiede zeigen die MD-Simulationen alle in
Experimenten beobachteten Typen der Benetzung in erstaunlich priziser
Form auf: partielle Benetzung, vollstdndige Benetzung,

terrassenférmige Benetzung.
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2.2 Makroskopische Aspekte

Wir haben bisher die mikroskopischen Details in der Umgebung
unbewegter und bewegter Kontaktlinien diskutiert. Fir eine Berechnung
der Strémung auf beiden Seiten der Kontaktlinie missen wir die
makroskopische Eigenschaften kennen. Die makroskopischen Eigenschaften
sind es, welche Uber die Randbedingungen in eine kontinuumsmechanische
Behandlung eingehen.

Eine erste theoretische Betrachtung der ‘Strémung in der
Umgebung bewegter Kontaktlinien ist wvon Huh & Scriven (1971)
durchgefihrt worden. Fir eine zweidimensionale Geometrie mit ebenen
%/a- und %/chfenzfléchen gehen sie wvon den Navier-Stokes-
Gleichungen mit konstanter Dichte aus und erhalten bei Verwendung der
Stokes-Approximation (schleichende Strémung) Stromfelder fiur die
Fluide auf beiden Seiten der Kontaktlinie. In streng mathematischem
Sinne erweisen sich ihre analytischen Lésungen flur das Stromfeld als
unbefriedigend, well der Spannungstensor tuber die ebene
Q/Q{Grenzfléche unstetig ist und an der Kontaktlinie eine unendlich
groRfe Kraft auf den Festkdrper resultiert, Wihrend einige der
Resultate physikalisch sinnvoll erscheinen, bleibt offen, wodurch die
Inkonsistenz bei der mathematischen Formulierung bedingt ist. Sie kann
eine Folge der Vereinfachungen wie  ebene  Geometrie  oder
Stokes-Approximation sein, oder ursdchlich in der Physik des Problems
liegen.

In einer grundlegenden Arbeit zur Kinematik der bewegten
Kontaktlinien gehen Dussan V. & Davis (1974) genau diesen Fragen auf
den Grund. TIhre einzige Annahme ist, daf sich die Fluidpartikel
entlang der Q/éfcrenzfléche bewegen. Somit wird jedes Fluidpartikel
auf dieser Grenzfliche in endlicher Zeit zur Kontaktlinie gelangen,

oder aber es befand sich vor endlicher Zeit auf der Kontaktlinie. Die




Form der beteiligten Grenzfliche ist hierbei beliebig. Weiterhin sind
keine Annahmen bezlglich der Fluideigenschaften oder konstitutiven
Gleichungen notwendig. Die Aussagen sind beispielsweise fir
nicht-Newtonsche oder kompressible Fluide giltig. Dussan V. & Davis
(1974) charakterisieren auf dieser Basis das Stromfeld in der Umgebung
der bewegten Kontaktlinie theoretisch und weisen die kinematische
Struktur in einfachen relevanten Prinzipexperimenten nach.

Das Stromfeld ist in Abb. 2-6 fur die zweil grundlegenden Fille
dargestellt. Es ist ein Schnitt normal zur bewegten Kontaktlinie
gezeigt, wobei die Kontaktlinie selbst beliebige Geometrie besitzen
kann. Die a/éfGrenzfléchen sind hier zur Ubersichtlichen Darstellung
eben gewdhlt, wihrend in der Originalarbeit die Ableitung fur
allgemeine Grenzflidchen erfolgt. Setzt man voraus, dafk Partikel auf
der ﬂyQZ-Grenzfléche (Pos. A) nach einer gewissen Zeit zur
Kontaktlinie transportiert werden, so ergibt sich zwingend das in
Abb, 2-6a gezeigte Stromfeld. Das sich ausbreitende Fluid 2 weist
hierbei eine rollende Bewegung auf, widhrend das sich zurdckziehende
Fluid 1 entlang einer Staustromlinie von der Kontaktlinie ins Innere
abstrémt. Fir die entgegengesetzte Annahme, nidmlich daf Partikel von
der Kontaktlinie irgendwann zu Punkt A gelangen, ergibt sich das in
Abb., 2-6b gezeigte Muster. Hierbei stromt Fluid 2 entlang einer
Staustromlinie auf die Kontaktlinie zu, wdhrend sich Fluid 1 in Form
einer rollenden Bewegung zurlckzieht. Aus den Geschwindigkeitsfeldern
in Abb. 2-6 folgern Dussan | V. & Davis (1974), daf die
Geschwindigkeiten und damit das Konzept einer bewegten Kontaktlinie
kinematisch vertridglich sind mit der Haftbedingung an der festen
Berandung. Die hier diskutierten Stromfelder haben eine gewisse
Ahnlichkeit mit den Stromfeldern, welche man in der Umgebung des

Ablésepunktes einer laminaren Grenzschicht bei der Platte findet (vgl.




Smith (1986)). Dort fihrt die sog. Goldstein-Singularitdt gleichfalls
zu dem Abstrémen des Fluids auf beiden Seiten des Ablésepunktes

entlang einer Staustromlinie unter einem bestimmten Winkel zur Platte.
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Abb, 2-6: Charakter des Stromfeldes in der Umgebung der bewegten
Kontaktlinie fir eine ebene o¢/f -Grenzfliche nach Dussan V.
& Davis (1974). Das sich ausbreitende Fluid 2 kann entweder
eine rollende Bewegung ausfihren (a), oder aber Fluid 1
zieht sich in einer rollenden Bewegung zurtick (b).

Betrachten wir nun die Fluidgeschwindigkeit einerseits entlang
der ﬂ/éfGrenzfléche und andererseits entlang der Q/a—Grenzfléchen,
so zeigen Dussan V. & Davis (1974), daR die Grenzwerte, die sich bei

Anndherung an die Kontaktlinie ergeben, fir alle Kontaktwinkel
6 %0, %, m (2.3)

verschieden sind. Somit ist das Geschwindigkeitsfeld an der
Kontaktlinie nicht stetig fur allgemeine Kontaktwinkel wund hat
zwangsliaufig  unbegrenzte Geschwindigkeitsgradienten  zur Folge.
Abhdngig von der gewdhlten konstitutiven Gleichung, welche eine
explizite Abhingigkeit des Spannungstensors vom Geschwindigkeitsfeld
formuliert, koénnen folglich unbeschridnkte Normal- und Schubspannungen

die Folge sein, Dies ist sicherlich bei Newtonschen Fluiden gegeben,




da hier der Ansatz fir die Spannungen 9 gemif
av av

o - n{ =+ = (2.4)

axk axi

eine direkte Proportionalitidt zu den Geschwindigkeitsgradienten
voraussetzt. Gleichung (2.4) gilt in kartesischen Koordinaten mit dem
Ortsvektor (x,y,2) = (xl,xz,xa) und dem Geschwindigkeitsvektor
(u,v,w) = (v1’Vz’Vs)' Wir erhalten also in unmittelbarer Umgebung der
bewegten Kontaktlinie eine Singularitidt der Geschwindigkeitsgradienten
und als Folge physikalisch unrealistische Ergebnisse. Die Singularitat
ist nicht die Folge vereinfachender Annahmen, sondern inh4rent durch
die kontinuumsmechanische Formulierung bedingt.

Es ist nun sinnvoll zu fragen, wie man diese Singularitit
behandeln kann. Dussan V. & Davis (1974) zeigen auf, daR eine Anderung
der Randbedingungen auf der ﬂl/ﬂz-Grenzfléche die Singularitdt nicht
behebt. Eine Méglichkeit besteht darin, geeignete (nicht-Newtonsche)
konstitutive Gleichungen zu verwenden. Dies behebt zwar nicht die
Unstetigkeit im  Geschwindigkeitsfeld, fihrt aber auf einen
nichtsinguldren Spannungstensor. Eine weitere Méglichkeit ist die
gezielte Relaxierung der Haftbedingung an der Kontaktlinie mit Hilfe
einer Gleitbedingung. Eine solche Vorgehensweise ist von Huh & Scriven
(1971) vorgeschlagen worden. Sie wird erstmals von Hocking (1976,
1977) fur den Fall der bewegten Kontaktlinie angewandt. Dies fuhrt zu
einem stetigen Geschwindigkeitsfeld wund erlaubt die Verwendung
Newtonscher konstitutiver Gleichungen gemdfR (2.4) und inkompressibler
Annahmen, ohne eine Singularitidt im Spannungstensor hervorzurufen,
Damit bleiben alle physikalischen GréRen endlich.

Fihren wir uns an dieser Stelle nochmals den mikroskopischen
Charakter des Flussigkeitsfilms bei Fortschritt der makroskopischen

Benetzungsfront vor Augen: in allen Fidllen findet die Bewegung der




(makroskopischen) Kontaktlinie auf einem extrem dunnen,
vorauslaufenden Film statt. Dieser Film ist zwar im makroskopischen,
kontinuumsmechanischen Modell nicht existent, er liefert aber ein
physikalisches Argument fiur das Gleiten von Flussigkeitsmolekiilen an
der Wand. Im mikroskopischen Sinne liegt nimlich Gleiten auf
Flussigkeitsmolekiilen vor. Wir kémmen die physikalischen Argumente fur
das Gleiten von Flissigkeitsmolekiilen auch durch die Ergebnisse der
MD-Simulationen (vgl. Absatz 2.1) stlitzen: alle Arbeiten =zeigen in
unmittelbarer Umgebung der bewegten Kontaktlinie unterschiedliche
Werte fir die gemittelten Molekiilgeschwindigkeiten von Wand und Fluid.

NaturgemdR hat diese physikalische Argumentation in der
Literatur zu einer Reihe von Arbeiten gefithrt, die eine Beschreibung
des Problems unter Verwendung unterschiedlicher Lingenskalen anstreben
(vgl. Dussan V. (1976), Hocking (1976, 1977), Huh & Mason (1977),
Hocking & Rivers (1982), Cox (1986), Hocking (1992)). Mit Hilfe
asymptotischer Methoden werden hierbei N#herungslésungen, glltig in
verschiedenen Bereichen, abgeleitet und in einem nidchsten Schritt
miteinander verknupft. Der sog. innere Bereich wird hierbei durch
Skalierung mit der molekularen Linge Ls erhalten, Ls mift anschaulich
die Umgebung der Kontaktlinie, innerhalb welcher nennenswertes Gleiten
der Flissigkeit an der Wand auftritt. Wir wollen LS im folgenden in
Anlehnung an die Gaskinetik als mittlere freie Weglinge bezeichnen und
werden diese GroéRe spdter mit dem Gleitmodell verkntipfen. Der innere
Bereich erfaft somit die mikroskopischen Details unmittelbar an der
Grenzfldche, unmittelbar an der Kontaktlinie oder im vorauslaufenden
Flussigkeitsfilm. Auf dieser Lingenskala muf zusdtzlich 2zu den
kontinuumsmechanischen Gleichungen die Wirkung der weitreichenden
molekularen Krdfte berticksichtigt werden. Den sog. &4uReren Bereich

erhdlt man durch Verwendung der kapillaren Lingenskala Lk = (a/pg)”z.




In diesem Bereich erhalten wir N&herungslésungen mit Hilfe der
Ublichen kontinuumsmechanischen Gleichungen fiur die makroskopischen
Gebiete der Fluide. Die Verkntipfung dieser beiden Niherungslésungen
geschieht dann entweder direkt oder mit Hilfe einer dritten, im
Ubergangsbereich gliltigen Naherungslésung. Alle diese Arbeiten zeigen,
dalk das Auftreten der Unstetigkeit im Geschwindigkeitsfeld bei Prisenz
einer bewegten Kontaktlinie und der Haftbedingung auch bei aufwendiger
Modellierung nicht behoben werden kann.

Dussan V., (1976) untersucht systematisch die Wirkung einer
Familie von Gleitmodellen auf die Lésung im &duReren Stromfeld. Den
Gleitmodellen ist hierbei gemeinsam, daf sie in unmittelbarer Umgebung
der Kontaktlinie Gleiten zulassen. In einem mikroskopischen Abstand Ls
ist die Haftbedingung aber wieder in pguter Nidherung erfuillt. Selbst
mit unterschiedlichen Ansidtzen flir die funktionale Form des
Gleitmodells findet sie praktisch keine Beeinflussung des &uleren
Stromfeldes. Auf der kapillaren Lidngenskala Lk sind somit die L&ésungen
nahezu identisch, wihrend im inneren Bereich sich die Lésungen auf der
Lingenskala LS erheblich unterscheiden. Hieraus folgt, daR flr eine
kontinuumsmechanische  Formulierung die Wahl des Gleitmodells
unkritisch 1ist; sie kann nach der mathematischen Behandlung
ausgerichtet werden. Die Wahl der mittleren freien Weglinge Ls legt
allerdings die Gultigkeitsgrenze fur die 4uRere Lésung fest. Ahnliche
Schlufifolgerungen ziehen im Ubrigen auch Huh & Mason (1977) bei der
Behandlung einer Strémung mit bewegter Kontaktlinie im Kapillarrohr.

Wir fassen zusammen: An der bewegten Kontaktlinie missen wir
tangentiales Gleiten in einer mikroskopischen Umgebung =zulassen; in
dér weiteren Umgebung kann die Haftbedingung wiederum erfullt werden.
Fur die Normalkomponente der Fluidgeschwindigkeit koénnen wir uberall

an der festen Wand das Verschwinden fordern.




Eine mégliche Form der Gleitbedingung ist bereits 1823 von

Navier (vgl. Goldstein (1938)) in der Form
t-(t-Tn) = Blut, (2.5)

vorgeschlagen worden. Hierbei stellen t und n die Einheitsvektoren in
tangentialer und normaler Richtung dar, T ist der Spannungstensor, u
der Geschwindigkeitsvektor und B ist der Gleitkoeffizient. Werten wir
Gleichung (2.5) fur ein ebenes Problem und ein Newtonsches Fluid aus,
wobei x,u parallel zur Festkdrpergrenze und 2z,w normal in die

Flussigkeit gerichtet sind, so erhalten wir
du
p - = B u. (2.6)

Gleichung (2.6) stellt folglich einen Zusammenhang zwischen
Schubspannung und tangentialer Geschwindigkeit am Rand her. Wir kénnen
unmittelbar die mittlere freie Weglinge als LS = u/B identifizieren.

Die Behandlung des Stroémungsproblems erfordert mnaturgemifl
nicht nur die Spezifizierung der Randbedingungen entlang der
geometrisch  bekannten %/a-Grenzfléchen. Wir missen auch die
Randbedingungen entlang der ﬁ/efcrenzfléche formulieren. Dabei
besteht die Schwierigkeit, daR Lage und Form dieser Grenzfldche nicht
bekannt sind und deshalb aus dem Problem berechnet werden miissen. Sei
in einem zweidimensionalen Problem beispielsweise die
éUQZ-Grenzfléche durch die Funktion h(x) beschrieben, so sind aus der
Physik der Kontaktlinie noch weitere Bedingungen an h(x) zu stellen.
Diese wollen wir im folgenden diskutieren.

Zundchst ist fur die Existenz einer Kontaktlinie bei x = x

KL

zu fordern
h(x=%ﬂ) =0, (2.7)

Desweiteren ist der Kontaktwinkel §# als Steigung der Funktion h(x)




definiert. Es gilt
hx(x=xm) = - tan §. (2.8)

Es bleibt offen, wie der Kontaktwinkel # in Gleichung (2.8) zu wihlen
ist. Offensichtlich ist # nicht rein von der Hydromechanik bestimmt.
Dies wird deutlich, wenn man sich‘ bespielsweise die Gestalt eines
Wassertropfens auf chemisch unterschiedlich beschaffenen Festkérpern
vor Augen flhrt: sowohl vollstdndiges Benetzen (4 > 0) als auch
partielles Benetzen bei groRem # werden beobachtet. Hierbei sind die
beteiligten Fluide Wasser und Luft fir beide Arten der Benetzung
gleich gewdhlt. Lediglich die Eigenschaften des Festkérpers sind (z.B.
durch Aufbringen von Wachs) verdndert worden. Somit wird deutlich, daf
wir den (statischen) Kontaktwinkel als eine Eigenschaft unseres
Stoffsystems auffassen missen (vgl. auch  Abs. 2.1). Diese
Stoffeigenschaft kann ihrerseits von  &uReren Parametern wie
Temperatur, Druck, etc. beeinflufit werden. Im nidchsten Schritt gilt
es, den Kontaktwinkel unter dynamischen Bedingungen, d.h. bei Bewegung
der Kontaktlinie, zu betrachten. In allen Fillen beziehen wir uns hier
auf den makroskopisch beobachtbaren Kontaktwinkel.

Aus einer Reihe von Experimenten von Rose & Heins (1962) fur
das System Paraffindl/Luft/Glas und das System Olsdure/Luft/Glas im
Kapillarrohr leitet Friz (1965) mit Hilfe von Ahnlichkeitsargumenten

die empirische Beziehung
g e
tanez3.4{"a } (2.9)

ab. Hierin stellt U die Geschwindigkeit der Kontaktlinie dar, p und o

bezeichnen die Viskositdt bzw. Grenzfldchenspannung der Flissigkeit
gegen Luft. Die Beziehung (2.9) ist von Schwartz & Tajeda (1972) fur
eine ganze Reihe von  Experimenten mit  unterschiedlichsten

Stoffsystemen und variierter Geometrie aus der Literatur bestidtigt
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worden. Allen Arbeiten ist gemeinsam, daf vollstdndige Benetzung
vorliegt. Fir den statischen Kontaktwinkel gilt somit 05 = 0. Wir
erkennen in Gleichung (2.9) eine Abhidngigkeit des aktuellen
Kontaktwinkels von der Geschwindigkeit U der Kontaktlinie sowie von
den  Flussigkeitseigenschaften (u/o),  beides in Form eines
Drittelpotenzgesetzes. Dussan V. (1979) faft schlieflich Messungen
verschiedener Autoren bei Bertcksichtigung von partiellem Benetzen
zusammen. Sie gibt die in Abb. 2-7 gezeigte charakteristische
Abhdngigkeit der Mefdaten an. Aus den Datenpunkten in Abb. 2-7 kénnen
wir folgern, daf sowohl fur —voranschreitende als auch fur

zurlickschreitende Kontaktlinien das Modellgesetz

<
\%
<
<
I

k(0 - aA)m, (2.10)

<
A
<
<
I

K, (8 - 8)" (2.11)
die Messungen in guter Ndherung wiedergibt. In den Gleichungen (2.10),
(2.11) stellen K empirische Konstanten und 0A bzw. HR den statischen
Kontaktwinkel nach Voranschreiten bzw. Rickzug der Kontaktlinie dar.
In Abb. 2-7 sind fdr eine voranschreitende Kontaktlinie die
Modellkurven gemdR Gleichung (2.10) fir verschiedene Exponenten m in
Form von Linien eingetragen. Die Experimente von Hoffmann (1975) und
Tanner (1979) fir voranschreitende Kontaktlinien legen dartiber hinaus
einen Mobilitdtsexponenten von m = 3 nahe. Bei nidherer Betrachtung ist
diese Abhdngigkeit konsistent mit Gleichung (2.9), welche flir kleine

Kontaktwinkel die Abhdngigkeit § « ut’®

ergibt. Hierbei gilt =zu
beachten, daf (2.9) fiur vollstidndige Benetzung mit dem statischen
Kontaktwinkel 05 = 0 gliltig ist. Der statische Kontaktwinkel 05 in den
Beziehungen (2.10) wund (2.11) kann, je mnach vorangegangener

Fortschrittsrichtung, als 0A oder 0R identifiziert werden. De Gennes

(1985) leitet aus molekular-physikalischen Uberlegungen ab, daR die
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funktionale Form der Abhdngigkeit # = f(U) unabhdngig von der Wahl des

Stoffsystems ist und somit universell gilt.
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Abb., 2-7: Typische Abhidngigkeit des dynamischen Kontaktwinkels nach
Dussan V. (1979). Die Symbole geben die experimentellen
Daten wieder, die Linien sind entsprechend Modell (2.10) bei
variiertem Mobilitdtsexponenten m erhalten,




Eine weitere Bestdtigung des Gesetzes § « u'’® 14kt sich aus
der theoretischen Arbeit von Hocking (1992) entnehmen. Er geht hierbei
von zwel wesentlichenen Annahmen aus: (a) An der Kontaktlinie ist
Gleiten der Flussigkeit méglich. (b) Es existiert ein konstanter
mikroskopischer Kontaktwinkel, definiert auf einer Lingenskala von
einigen 100 A. Dieser mikroskopische Kontaktwinkel setzt somit ein
Kontinuum voraus, er ist jedoch nicht durch die Strémung, sondern rein
durch die Stoffeigenschaften bestimmt. Unter diesen Annahmen flgt er
die asymptotischen Lésungen auf den verschiedenen Lingenskalen
zusammen und findet die genannte Abhidngigkeit des makroskopischen
Kontaktwinkels wvon U. Vom physikalischen Standpunkt ist die
Unterscheidung von makroskopischem und mikroskopischen Kontaktwinkel
gerechtfertigt: alle Modelle (vgl. Dussan V. (1976), Hocking (1992))
berechnen in der mikroskopischen Umgebung der Kontaktlinie eine sehr
grofle Krimmung der Grenzfliche und damit verbunden eine starke
Anderung von 0§ auf kirzester Distanz. Es bleibt dessen ungeachtet
jedoch die Schwierigkeit bestehen, daR ausnahmslos alle Messungen als
Resultat den makroskopisch beobachtbaren Kontaktwinkel erhalten,
wihrend der mikroskopische Kontaktwinkel bisher experimentell
unzuginglich bleibt. Jegliche Annahmen bezliglich des Verhaltens dieses
mikroskopischen Kontaktwinkels sind folglich nicht verifizierbar.

Ngan & Dussan V. (1982) demonstrieren diesen Unterschied
zwischen  makroskopischem  Kontaktwinkel 0 und mikroskopischem
Kontaktwinkel # in einem subtilen Experiment flr das Fortschreiten
einer Kontaktlinie im Stoffsystem Silikonol/Luft/Glas. Ihr Experiment
besteht aus zwei ebenen, parallelen Glasplatten, deren Abstand
variiert werden kann. Dazwischen wird das Silikon6él mit definiertem
Volumenstrom eingepumpt und benetzt bei voranschreitender Kontaktlinie

den Spalt. Sie finden die in Abb. 2-8 gezeigte Abhingigkeit des




makroskopischen Kontaktwinkels 4§ vom dimensionslosen Parameter uU/o.
Der makroskopischen Kontaktwinkel héngt aber offensichtlich auch vom
Plattenabstand im Experiment ab (vgl. Symbole V,A,0 fur verschiedene
Plattenabstidnde). Damit ist deutlich, daf der gemessene Kontaktwinkel
nicht den mikroskopischen Kontaktwinkel wiedergibt, denn dieser ist
nach allgemeinem Verstidndnis eine von der Geometrie unabhingige
Stoffeigenschaft. Aus den Modellen von Dussan V. (1976), Huh & Mason
(1977) und Hocking (1992) kann gefolgert werden, daR der Unterschied
von makroskopischem und mikroskopischem Kontaktwinkel seine Ursache in
einer starken Krimmung der Grenzfliche in unmittelbarer Umgebung der
Kontaktlinie hat; selbst fir kleine Werte wpU/oc « 1 sind hierfur
viskose Kridfte verantwortlich. Die viskosen Kridfte hingen ihrerseits
aber von der charakteristischen Linge im Problem ab und sind im
aktuellen Experiment wvon Ngan & Dussan V. (1982) durch den
Plattenabstand verdnderlich. Dies wird deutlich, wenn wir den

Quotienten aus viskosen und kapillaren Kridften,
L x — — (2.11)

betrachten. Neben der bekannten Kennzahl (pU/c) findet sich eine
Abhidngigkeit von (R/d)z. Hierin bezeichnet R den Krimmungsradius der
Grenzflidche und d den Plattenabstand.

Fir weiter gesteigerte experimentelle Auflésung bis typisch
10 pm, d.h. 1/100 der &uleren (kapillaren) Lingenskala, finden Dussan
V. et al. (1991) erneut, daR die optische Aufldésung nicht ausreicht,
um den mikroskopischen Kontaktwinkel zu erfassen. Somit fehlt den
Modellen, welche eine Niherungslésung auf der Basis unterschiedlicher
Lidngenskalen aufbauen, eine wesentliche Voraussetzung: die Kenntnis

des mikroskopischen Kontaktwinkels.
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Eine praktikable Schluffolgerung wird gleichzeitig von Ngan &
Dussan V. (1982) und Dussan V. et al. (1991) nahegelegt: Setzt man
voraus, daR der Kontaktwinkel im inneren Bereich eine konstante
Stoffeigenschaft darstellt, so kann aus den Verknipfungsbedingungen

von innerer und &uflerer Lésung ein Ausdruck flir den Kontaktwinkel des
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Abb. 2-8: Veridnderung des makroskopischen Kontaktwinkels als Funktion
des dimensioslosen Parameters (pU/o) flir verschiedene
Plattenabstdnde nach Ngan & Dussan V., (1982), Vv fir 0.1 mm,
© fur 0.7 mm, A fir 1.2 mm Plattenabstand.

duferen Bereichs abgeleitet werden. Dieser Ausdruck hdngt zum einen
vom Parameter plU/c ab. Zum anderen zeigt sich eine Abhdngigkeit von
der kapillaren Lingenskala Lk = (a/pg)lm. Zur Lésung des 4&uferen
Problems 1ist es damit nicht erforderlich, einen Ausdruck fiir den
mikroskopischen Kontaktwinkel zur Verfliigung zu haben. Es genigt, die
korrekte Bedingung fir den makroskopischen Kontaktwinkel zu verwenden.
Die funktionalen Abhingigkeiten des makroskopischen Kontaktwinkels
6 sind aber aus den Experimenten bekannt und in Abb. 2-8 bzw. den

app
Gleichungen (2.10), (2.11) gegeben. Es bleibt zu beachten, daR der




makroskopische Kontaktwinkel keine reine Stoffeigenschaft darstellt,
sondern daR in «, ﬁA, 0R noch Abhidngigkeiten wvon Lk vorhanden sein
kénnen. Fir festgehaltene Geometrie und gegebene Flissigkeit stellt
dies jedoch kein Problem bei der Behandlung dar.

Unser Verstdndnis der kontinuumsmechanischen Auswirkungen
einer bewegten Kontaktlinie ist damit wesentlich wvon den folgenden
Arbeiten bestimmt worden. Dussan V. & Davis (1974) zeigen die
Kinematik in der Umgebung der bewegten Kontaktlinie auf und weisen auf
die Singularitdt der Geschwindigkeitsgradienten hin. Die Anwendung von
Gleitmodellen beim Umgang mit dieser Singularitdt ist von Dussan V.
(1976) systematisch betrachtet worden. Schlieflich ist die Verknipfung
von konstantem mikroskopischem Kontaktwinkel und dynamisch
verdnderlichem, makroskopischem Kontaktwinkél durch die Arbeiten von

Ngan & Dussan V. (1982) und Hocking (1992) hergestellt worden.

2.3 Stabilititsprobleme an bewegten Kontaktlinien

Nachdem wir uns einen Uberblick tber die mikroskopischen und
makroskopischen Effekte an bewegten Grenzflichen und speziell bewegten
Kontaktlinien verschafft haben, wollen wir uns mit der Stabilitit
bewegter Kontaktlinien befassen. In anderen Worten, es soll die Frage
beantwortet werden, unter welchen Bedingungen die geometrische Form
einer Kontaktlinie zugunsten einer anderen Form instabil wird.

In der Literatur findet sich eine Reihe wvon Arbeiten, welche
die Stabilitidt einer Stroémung untersuchen, die benetzend eine schiefe
Ebene hinabstrémt. Das Problem (vgl. Abb. 2-9) ist erstmals von
Huppert (1982) aufgegriffen worden und eignet sich, die Phédnomene
exemplarisch zu diskutieren. Entl&Rt man ein endliches Volumen einer

Flissigkeit, homogen in y verteilt, am oberen Ende einer geneigten




i

Abb. 2-9: Problemskizze zur Flussigkeitsausbreitung auf einer
geneigten Platte nach Huppert (1982).

Platte, so bewegt sich die Kontaktlinie (KL) zunichst als Gerade
(parallel zur y-Achse) die Ebene hinab. Der Flussigkeitsfilm verdinnt
sich in der Folge und ab einer kritischen Lauflidnge x = X entwickeln
sich Instabilitétep an der Kontaktlinie. Die Kontaktlinie ist somit
keine Gerade mehr, sondern besitzt zunidchst periodische Stérungen mit
definierter Wellenldnge ). Die Instabilitdt fihrt deshalb von einem
zweidimensionalen Strémungsproblem hin zu einer Strémung mit
dreidimensionalem Charakter. Bei fortschreitender Zeit wachsen die
Amplituden der Stérung an und, abhdngig vom gewdhlten 4£/o-System,
finden wir die in Abb. 2-10 gezeigten Formen der Kontaktlinie.

Im System Glyzerin/Perspex entwickelt sich nach Huppert (1982)
eine fingerformige Kontaktlinie gemdf Abb.2-10a. Hierbei bewegen sich
die Maxima der Kontaktlinie in der x-Richtung, wihrend die Minima
stationdr in ihrer Position wverharren. Die seitlichen Flanken der
Finger sind parallel und zeigen keine Bewegung in y-Richtung. Als
Konsequenz der Instabilitdt teilt sich der Flussigkeitsstrom in
einzelne, schmale Rinnsale auf, wobei die Fliche dazwischen unbenetzt

bleibt. Diese Rinnsale koénnen ihrerseits sekunddre Instabilitdten




entwickeln, welche zum Zertropfen oder zu welligen Rinnsalen fihren,
Dies ist phidnomenologisch von Kern (1969) diskutiert worden.

Eine ginzlich unterschiedliche Situation ergibt sich fir das
System Silikonél/Perspex. Hier entwickelt sich die Instabilitdt hin zu
einer sigezahnférmigen Kontaktlinie mit gerundeten Maxima und Minima
(vgl. Abb.2-10b). Die Maxima der Kontaktlinie bewegen sich relativ
schnell in x, widhrend die Minima langsamer in x wandern. Die Bewegung
der Minima fihrt dazu, daR die Platte trotz Auftreten der Instabilitit
nach einiger Zeit wvollstdndig benetzt wird. Der grundlegende
Unterschied in beiden Stoffsystemen besteht demnach in der

Beweglichkeit der Kontaktlinie an den Minima.

b)
y
::_ Y _Lf
Uy Maxima
A &

Abb. 2-10: Formen der Instabilitdt an der Kontaktlinie fir a) schlecht
benetzende und b) gut benetzende Stoffsysteme. Die Form ist
jeweils gegeniber den experimentellen Beobachtungen leicht
idealisiert dargestellt (mnach Silvi & Dussan V. (1985)).

Wir wollen nun die Mechanismen dieses Problems diskutieren.
Wiéhrend der ersten Phase, dem Fortschreiten der geraden Kontaktlinie
in x, ist ein Gleichgewicht aus viskosen Krdften und der x-Komponente

der Schwerkraft bestimmend. Die kapillaren Krédfte, insbesondere in der
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Ndhe der Kontaktlinie, sind vernachlidssigbar klein. Dies ist eine
Folge der relativ grofen Flussigkeitshéhe und der damit verbundenen,
grofen Krimmungsradien der {/¢g-Grenzfliche. Das Kridfteverhdltnis von
Schwerkraft F8 und kapillaren Kraften F; kénnen wir angeben als

(g sina) p£2

_ , (2.12)

g

"1["1
®

k

Hierin ist £ eine charakteristische Linge der kapillaren Krdfte, also
beispielsweise der Krdmmungsradius der {/¢-Grenzfldche. Nach Huppert
(1982) und Hocking (1990) gilt in der ersten Phase (Fgﬂx) » 1. In
dieser Phase kénnen weiterhin die Benetzungseffekte an der
Kontaktlinie vernachldssigt werden. Unter den gegebenen
Voraussetzungen findet Huppert (1982) eine &hnliche Lésung £fiur die

Form der {/¢-Grenzflidche h(x,t), wonach die Kontaktlinie gemiR

1/3

g sina 1/3
X < {%-——————} t (2.13)
v

voranschreitet,

NaturgemdRf verdinnt sich mit fortschreitender Zeit der
Flussigkeitsfilm. Insbesondere nahe der Kontaktlinie entwickeln sich
deshalb sehr kleine Krimmungsradien der {/¢-Grenzfliache. GemiR
Gleichung (2.12) wird damit das Krdfteverhiltnis (Fgﬂx) = 0(1). Das
Wechselspiel zwischen kapillaren Krdften und der Schwerkraft ist nach
Huppert (1982) und Hocking (1990) fiir das Auftreten der Instabilitit
verantwortlich. Huppert (1982) findet fur die Wellenldnge der

Instabilitdt die Beziehung

1/3

o
A { — } ) (2.14)

p (g sina)
Aus Gleichung (2.14) und den entsprechenden Befunden im Experiment
(vgl. Huppert (1982), Silvi & Dussan V. (1985)) wird deutlich, daR

sowohl viskose Effekte als auch Benetzungseffekte an der Kontaktlinie




beim Auftreten der Instabilitdt eine untergeordnete Rolle spielen.
Diese Aussage kann durch die lineare Stabilititsanalyse des Problems
von Hocking (1990) bestatigt werden. Er findet, daR die Instabilitit
auftritt, sobald kapillare Kridfte groR gegeniber viskosen Kriften
werden, d.h, wenn (F¢”l) « 1 gilt. Das Verhdltnis dieser Krafte ist

nach Hocking (1990) durch

!

H UKL

Vo Rb (2.15)
F o

k

gegeben, worin lﬁm die Geschwindigkeit der Kontaktlinie bezeichnet.
Die Geschwindigkeit der Kontaktlinie UKL nimmt hierbei durch die

Verdinnung des Flussigkeitsfilms vor Auftreten der Instabilitat stark

Abb. 2-11: Verhdltnisse an der gestérten Kontaktlinie.

Die Ursache der Instabilitdt wollen wir uns anhand Abb. 2-11
heuristisch verdeutlichen. Stellen wir wuns eine Auslenkung der
Kontaktlinie wvor, so fuhrt dies, aufgrund konstanter Einstrdémung
stromauf, im Bereich eines lokalen Maximums zu kleinen Krimmungsradien

und folglich zu groRen kapillaren Kriften. Dieser kapillare Uberdruck




verstdrkt die Stéramplitude, indem er das Fortschreiten der
Kontaktlinie beschleunigt. Entsprechend umgekehrtes gilt am Minimum,
wo ein groRer Kriummungsradius zu einem kapillaren Unterdruck fihrt,
Die Instabilitidt ist somit allein eine Folge der Anderung der
kapillaren Krafte bei einer angenommenen periodischen Deformation der
Kontaktlinie. Sie ist vo6llig unabhdngig von der Viskositit,

Bis zum Auftreten der Instabilitidt haben die Benetzungseffekte
keinen wesentlichen Einfluf genommen, Silvi & Dussan V, (1985) und
Hocking & Miksis (1993) zeigen jedoch auf, daf das weitere Anwachsen
der Amplitude (vgl. Abb, 2-10) wesentlich durch die
Benetzungseigenschaften bestimmt wird. Gut benetzende Systeme (vgl.
Abb. 2-10b) sind dadurch charakterisiert, dafR der statische
Kontaktwinkel nach Voranschreiten der Kontaktlinie GA klein ist (vgl.
auch Abb. 2-7). Als Folge bleibt an der periodisch gestérten
Kontaktlinie der lokale Kontaktwinkel ©(x,y;t) > eA. Somit kénnen sich
sowohl die Maxima als auch die Minima die Platte hinabbewegen. Die
Maxima bewegen sich aufgrund des grdéReren 1lokalen Kontaktwinkels
schneller. Aus dieser Konstellation erhalten wir die sidgezahnférmige
Kontaktlinie. Im Falle schlecht benetzender Systeme ist GA hingegen
relativ groR. An den Minima wird deshalb der lokale Kontaktwinkel
8(x,y;t) < GA. Aus diesem Grunde kann sich die Kontaktlinie an den
Minima nicht mehr bewegen - sie verharrt stationdr. Die Flissigkeit
sammelt sich als Folge an den Maxima, wo fir den lokalen Kontaktwinkel
8(x,y;t) > GA erreicht werden kann. Deshalb kénnen sich die Maxima
bewegen und die fingerférmige Aufteilung der Strémung, mit trockenen

Bereichen dazwischen, ist die Folge.
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Zusammenfassend kénmnen wir feststellen, dal bei sich
verdinnenden Flissigkeitsfilmen auf Festkérpern Instabilitidten an der
bewegten Kontaktlinie auftreten koénnen, Dies geschieht, sobald die
Filmdicke und damit der Krimmungsradius der Grenzfldche an der
Kontaktlinie klein werden. So werden kapillare Krédfte entscheidend fur
das Auftreten dieser Instabilitidt. Das Anwachsen der Amplituden im
weiteren =zeitlichen Ablauf wird schlieRflich wesentlich durch die
Benetzungscharakteristik des Stoffsystems, d.h, durch die

Beweglichkeit der Kontaktlinie beeinflufit,




3.0 Die Tropfenausbreitung auf oder unter der temperlerten Platte

Wir wollen in diesem Kapitel ein Beispiel aufgreifen, welches
sich durch Einfachheit eignet, die Behandlung und Modellierung von
Strémungsproblemen in Anwesenheit von freien Rindern und bewegten
Kontaktlinien aufzuzeigen. In Abschnitt 3.1 werden wir ausfihrlich die
Ausbreitung eines Tropfens auf oder unter einer temperierten Platte
behandeln. Hierbei legen wir die Theorie nach Ehrhard & Davis (1991)
zugrunde, wenden diese auf achsensymmetrische Tropfen an und erweitern
die Aussagen auf hidngende Tropfen unter der Platte. Wir werden fur
"flache" Tropfen eine Entwicklungsgleichung ableiten, welche die
Tropfenkontur als Funktion der Zeit berechnet. Die theoretischen
Resultate werden dann mit den Ergebnissen von Experimenten in
Abschnitt 3.2 verifiziert. Zugrunde liegt hier die experimentelle
Arbeit von Ehrhard (1993); daridber hinaus werden die Experimente von
Levinson et al. (1988) fur hédngende Tropfen unter der Platte

einbezogen.

3.1 Einleitung

Die Ausbreitung einer Flussigkeit auf oder unter einer glatten
Platte ist ein grundlegendes Problem in der Strémungsmechanik, Es ist
daneben auch von Interesse fir eine ganze Reihe von Anwendungen wie
Beschichtungsverfahren, Plattierungsprozesse, Loéten oder Giefen. 1In
vielen dieser Anwendungen sind nichtisotherme Temperaturfelder
gegeben, welche auf der freien Grenzfldche thermokapillare Effekte
hervorrufen. Somit stellt die nichtisotherme Tropfenausbreitung auch
ein Problem von technischem Interesse dar.

Wir finden beim sich ausbreitenden Tropfen Volumenkrifte,

Oberflichenkrifte und Linienkrdfte inhdrent gekoppelt in einem sog.
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Abb., 3-1: Skizze der Geometrie des Problems.

"freien Randwertproblem". Das Problem ist in Abb. 3-1 dargestellt. Die
Volumenkrdfte beeinflussen einen Tropfen auf der Platte im Ublichen
Sinne, indem das hydrostatische Druckprofil zu einer Beschleunigung
der Tropfenausbreitung beitridgt. Fir hingende Tropfen unter der Platte
kehrt sich der hydrostatische Druckgradient um, und eine verlangsamte
Tropfenausbreitung ist die Folge. Die Oberflachenkrdfte gehen in das
Problem an der 4{/¢g-Grenzfldche ein, wo eine Grenzflichenspannung

wirksam ist. Fir eine bewegte Kontaktlinie wird, wie in Abschnitt 2.2




gezeigt, zusdtzlich eine Relaxierung der Haftbedingung and der
t/0-Grenzflache notwendig, weil eine Krdftesingularitdt an der
Kontaktlinie auftritt. Dies bedeutet, daf auf der Kontinuumsebene
tatsdchlich Gleiten der Flussigkeit an der {/o-Grenzflidche auftritt -
auch dies ist ein Flicheneffekt,

An der Kontaktlinie ist eine Randbedingung fiur den
Kontaktwinkel =zu stellen: die Steigung der Tropfenkontur h; (vgl.
Abb. 3-1) muR an der Kontaktlinie r = a die Bedingung hr(a,t) = -tan §
erfillen. Hierin stellt 6 den Kontaktwinkel dar, und die
£/¢9-Grenzfldche befindet sich bei =z = h(r,t). Es muR nun eine
konstitutive Gleichung fur den Kontaktwinkel 6§ formuliert werden. An
dieser Stelle gehen die molekularen Strukturen von Festkdrper,
Flissigkeit und Gas ein. Fir eine mit U bewegte Grenzflidche kann
beispielsweise # = F(U) formuliert werden, eine sog. dynamischer
Kontaktwinkel, welcher die Beweglichkeit der Kontaktlinie bestimmt
(vgl. Absatz 2.2). Die Bedingung an der Kontaktlinie stellt einen
Linieneffekt dar.

Es gibt eine Reihe von theoretischen Arbeiten, welche die
Dynamik der Ausbreitung von Tropfen studieren. Sie kénnen grob als (a)
Ausschnittsanalysen, (b) mikroskopische und (c¢) einheitliche Analysen
aufgegliedert werden.

(a) Tanner (1979) beschreibt die Strémung im Innern des
Tropfens, in einigem Abstand von der Kontaktlinie unter Benutzung der
Dinnfilm-Approximation bei Bericksichtigung der viskosen Kridfte und
der Kapillarkrdfte. Eine Analyse der Kontaktlinienumgebung findet
nicht statt, vielmehr wird aus einem "duReren" Gleichgewicht auf die
Tropfenform geschlossen. Fir unbeschridnkte Ausbreitung findet er
Potenzgesetze fur den Tropfenradius a als Funktion der Zeit t, glltig

/10

fur sehr grofe Zeiten. Er erhdlt a « ¢t fur achsensymmetrische




Tropfen. Starov (1983) berechnet bei gleichen Voraussetzungen die
multiplikativen Faktoren in diesem Zeitgesetz. Lopez, Miller &
Ruckenstein (1976) benutzen eine &hnliche Approximation. Sie lassen
die Kapillarkrdfte auRer acht und bericksichtigen statt dessen die
Schwerkraft oder weitreichende molekulare Kridfte nahe der Kontaktlinie

8
! fur

r = a. Sie suchen nach &4hnlichen Lésungen und finden a « ¢!
achsensymmetrische Tropfen unter Schwerkrafteinfluf, Gleichzeitig
erkennen sie, daf die &dhnlichen Lésungen an der Kontaktlinie
unendliche Schubspannungen aufweisen - folglich gerade an dem Punkt
des Hauptinteresses zusammenbrechen, Fir den Fall, daR weitreichende
molekulare Kriafte dominieréﬁ, finden sie dinne Filme ohne markante
Kontaktlinie. In der Arbeit von de Gennes (1985) findet sich eine
Zusammenfassung dieser Aspekte. Dussan V. verwendet hingegen eine in
sich konsistente Methode, indem sie die Strémung im Tropfeninnern
lokal an eine Eckenstrémung anbindet und dies entsprechend auf
Kontaktlinienprobleme anwendet (vgl. beispielsweise Ngan & Dussan V.
(1989)).

(b) Eine zweite Vorgehensweise findet sich bei de Gennes
(1985), welcher in molekularen Lingenmalstdben die Physik der
Kontaktlinie diskutiert (vgl. Absatz 2.1)., Durch Einbeziehung von
weitreichenden van-der-Waals-Krdften findet er Tropfen, welche keine
markante Kontaktlinie besitzen. Vielmehr nimmt die Flidssigkeitshéhe
kontinuierlich wvon der Tropfenmitte ausgehend nach aufen ab bis zu
einem vorauslaufenden Film, welcher sich bisweilen sehr weit ausdehnen
kann. Auf der einen Seite gibt es nun keine Kontaktlinie mehr am Rande
des Tropfens =zu beachten. Andererseits stellt die Grenze dieses
vorauslaufenden, 10 - 100 A dicken Films wiederum eine Kontaktlinie
dar. Diese Vorgehensweise ist sicherlich hilfreich, um auf der Basis

molekularer Betrachtungen die Funktion F abzuleiten, aber sie




erfordert die Berechnung sehr diunner Filme, welche sicherlich fir eine
Kontinuumstheorie "unsichtbar" sind.

(c) Es gibt natirlich eine einheitliche Vorgehensweise unter
Benutzung der Kontinuumstheorie, welche den Tropfen als Ganzes mit
seiner Kontaktlinie beschreibt, 1lokal an der Kontaktlinie die
Haftbedingung relaxiert wund ein Gesetz fir die Dynamik der
Kontaktlinie 6 = F(U) formuliert. Greenspan (1978) hat ein solches
Modell abgeleitet, wobei er Reibungskrdfte wund Kapillarkrifte
einbezieht und F linear wdhlt. Er benutzt die Dinnfilm-Approximation,
um diinne Tropfen zu erfassen und erh4lt damit eine
Entwicklungsgleichung, welche die Zeitgeschichte der Tropfenkontur
beschreibt.

Im folgenden wollen wir die Ausbreitung von zihen Tropfen auf
und unter einer glatten, horizontalen Platte studieren. Wir werden die
Modellierung von Greenspan (1978) hierbei in drei  Punkten
verallgemeinern: (a) Die Dynamik der Kontaktlinie wird verallgemeinert
unter Benutzung der Beziehung U = & (0-0A)m. Hierbei 1ist 0A der
statische Kontaktwinkel (bei Ausbreitung) und &k ein empirischer
Koeffizient. Die GréRe m wollen wir als Mobilitidtsexponent bezeichnen.
Der Fall m = 1 ist von Greenspan (1978) betrachtet worden, wéhrend
m = 3 aus nahezu allen experimentellen Daten fiir den "scheinbaren"
Kontaktwinkel gefolgert werden kann (vgl. Absatz 2.2). Der Fall eines
konstanten Kontaktwinkels, d.h. m »> =, ist von Hocking (1977, 1981,
1983), Hocking & Rivers (1982) oder Haley & Miksis (1991) betrachtet
worden. (b) Die Wirkung der Schwerkraft wird einbezogen. (c) Die
Platte wird gegentiber dem umgebenden Gas homogen beheizt oder gekiihlt.
Ist die Platte warmer als das umgebende Gas, wird eine nichtisotherme
{/9-Grenzfliache die Folge sein, wobei die Kontaktlinie wirmer als der

Tropfenscheitel ist. Thermokapillare Kr4fte werden folglich eine




Strémung im Tropfeninnern  antreiben, welche die Ausbreitung
beeinfluft. Der Wiarmetransport im Tropfeninnern ist filir dinne Tropfen
im wesentlichen durch Wirmeleitung bestimmt. Wir werden uns auf
achsensymmetrische Tropfen beschrinken und verweisen beztiglich ebener
Tropfen auf die Arbeit von Ehrhard & Davis (1991).

Die isotherme Tropfenausbreitung ist Gegenstand einer Reihe
experimenteller Arbeiten. Tanner (1979) hat Experimente mit ebenen und
achsensymmetrischen Silikonéltropfen auf Glas durchgefihrt. Er gibt
Ausbreitungsgesetze an, welche durch Kapillarkrdfte und viskose Krifte
bestimmt sind, bedingt durch die Tatsache, daf nur eine frihe Phase
des Prozesses ausgewertet wird. Ahnliche Experimente sind von Chen
(1988) durchgefihrt worden, wobel die Gesetze fur die
kapillarkraftkontrollierte Ausbreitung bestdtigt werden. Cazabat &
Cohen Stuart (1986) untersuchen sowohl die kapillarkraftkontrollierte
als auch die schwerkraftkontrollierte Phase der Tropfenausbreitung.

Sie verwenden eine Anzahl von Silikondlen unterschiedlicher Viskositit

auf Glas. TIhre Ergebnisse ergeben achsensymmetrische
Ausbreitungsgesetze fur beide Bereiche zusammen mit einer
Charakterisierung der Ubergangszeit. Levinson et al. (1988)

untersuchen hédngende Silikonéltropfen, welche sich wunter einer
Glasplatte ausbreiten. Sie erhalten  Ausbreitungsgesetze bei
invertierter Schwerkraft. In diesem Fall wirkt die Schwerkraft hemmend
auf die Ausbreitung, weil eine Umkehrung des hydrostatischen
Druckgradienten wegen der von der Platte weg gerichtete Schwerkraft
auftritet,

Es gibt in der Literatur kaum Arbeiten, welche eine
nichtkonstante Grenzflichenspannung einbeziehen. Carles & Cazabat
(1989) studieren die Tropfenausbreitung in einer Atmosphidre, die mit

einer fluchtigen Komponente gesdttigt ist. Aufgrund der transienten




Verdnderung der Grenzflichenspannung mit der Konzentration, erhalten
sie beschleunigte Ausbreitung zusammen mit welligen, dreidimensionalen
Instabilitdten am Tropfenumfang.

Unsere Experimente haben folgende Zielsetzung. Wir wollen die
Ausbreitung von Silikonsl- und Paraffinéltropfen auf Glas unter
isothermen und nichtisothertmen Bedingungen studieren. Dies erlaubt
vier grundlegende Fidlle zu  betrachten. (1) Die isotherme
Tropfenausbreitung im vollstdndig benetzenden System Silikonél/Glas
ermbglicht den Anschluf an frihere Messungen in der Literatur. (2) Die
isotherme Tropfenausbreitung im  partiell benetzenden  System
Paraffinsl/Glas wird an dieser Stelle erstmals ausgefihrt. Die
nichtisotherme Tropfenausbreitung im System (3) Silikonél/Glas und im
System (4) Paraffinél/Glas =zeigt thermokapillare Effekte auf. Diese
Experimente sind gleichfalls bisher nicht in der Literatur zu finden.
Selbstredend wollen wir die experimentellen Befunde aus (1)-(4) den

Aussagen des theoretischen Modells gegentiberstellen.




3.2 Theorie
3.2.1 Mathematische Formulierung

Wir betrachten einen Tropfen Flissigkeit (£), welcher auf oder
unter einer glatten festen Platte (o) positioniert ist. Die Platte
liegt bei z = 0 und besitzt eine konstante Temperatur T = Ih. Die
Flissigkeit ist ein Newtonsches Medium mit konstanten mechanischen und
thermischen Eigenschaften. Jegliche Verdampfung der Flussigkeit wird
vernachlidssigt., Eine aktuelle Arbeit wvon Anderson & Davis (1993)
behandelt den Einfluf der Verdampfung bei diesem Problem. Der Tropfen
ist umgeben von einem passiven Gas (@), dessen Viskositidt und
Warmeleitfahigkeit als sehr klein gegeniber den entsprechenden
Eigenschaften der Flussigkeit betrachtet werden kann. Die Temperatur
des umgebenden Gases in einigem Abstand ist T _. Der Tropfen seil
achsensymmetrisch und wird in 2zylindrischen Koordinaten (r,z)
beschrieben (vgl. Abb. 3-1). Die Lage der Grenzfliche zwischen der
sich ausbreitenden Flussigkeit und dem umgebenden passive Gas ist mit
z = h bezeichnet, die Position der Kontaktlinie ist durch r = a
gegeben,

Das Geschwindigkeitsfeld und das Temperaturfeld in der
Flussigkeit kénnen durch die Navier-Stokes-Gleichung, die

Kontinuitidtsgleichung wund die Wirmetransportgleichung beschrieben

werden:
p{g% + (v-V)v} = - Vp + szv - pgk, (3.1)
Vv =0, (3.2)
pe {ﬂ + (v~V)T} - AVPT, (3.3)
plOt

Hierin ist k = (0,*1), v = (u,w) der Geschwindigkeitsvektor, p der
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Druck und T die Temperatur der Flissigkeit. Weiterhin sind g die
Erdbeschleunigung, p die Dichte, u die Viskositat, cp die spezifische
Warmekapazitdt und X die Widrmeleitfihigkeit der Flussigkeit. Das
doppelte Vorzeichen im Einheitsvektor k berticksichtigt einerseits den
Fall eines Tropfens auf der Platte, wobei k = (0,1) gilt. Andererseits
ist der Fall eines hingenden Tropfens unter der Platte durch
k = (0,-1) gegeben,

Fir die differentiellen Erhaltungsgleichungen (3.1)-(3.3)
missen wir einen Satz von Randbedingungen formulieren. An der

£/6-Grenzfliache gilt:
z = 0: u=1L - w =20, T=T. (3.4)

Dies bedeutet, daR der feste Rand undurchldssig und perfekt
widrmeleitend ist. Wie schon in Absatz 2.2 ausfihrlich diskutiert,
relaxieren wir die Haftbedingung an der festen Wand, um das Auftreten
einer Schubspannungssingularitit an der bewegten Kontaktlinie zu
vermeiden (vgl. Gln. (2.3), (2.4)). Die mittlere freie Weglinge Ls ist
konstant und in der GréRenordnung einiger Molekile zu widhlen.

An der {/¢-Grenzfliche haben wir die Randbedingungen:

. dh _ dh
z = h: LA Pl (3.5)
n-T:n = 2Hao, (3.6)
t-T-n = t-Vo, (3.7)
A
aT 0
A o = 5_ (T -T). (3.8)

Hierin stellt T den Spannungstensor der Fliussigkeit dar; n und t sind
die Einheitsvektoren in mnormaler und tangentialer Richtung zur
{/¢-Grenzfldche (vgl. Abb. 3-1). Gleichung (3.5) ist die kinematische

Bedingung, welche eine  Strémung tangential zur  Grenzflidche




sicherstellt, w&hrend die Gleichungen (3.6) und (3.7) dynamische
Bedingungen  ergeben, welche die normalen  und tangentialen
Spannungskomponenten tdber die {/g-Grenzfldche ins Gleichgewicht
setzen. Die Hauptkrimmung H in Gleichung (3.6) ist gegeben durch die

Beziehung
1 2] Y2
H=3 V-{[l + | Vh| J Vh} . (3.9)

Weiterhin wollen wir die 4{/g-Grenzflichenspannung o als lineare

Funktion der Temperatur, d.h.

o(T) =g - (T -T), (3.10)
mit v > 0, anndhern. In Gleichung (3.10) ist a, die
Grenzflidchenspannung bei der Bezugstemperatur Ih. Durch die

temperaturabhidngige Grenzflichenspannung o werden in der Randbedingung
(3.7) thermokapillare Effekte bericksichtigt.

Die thermische Randbedingung an der {/¢-Grenzfliche (3.8) ist
von der dritten Art, d.h. sie stellt eine gemischte Bedingung flir den
Wdarmestrom und die lokale Temperatur dar. Die Parametergruppe Aw/A6
erlaubt hierbei, alle Fdlle zwischen einem adiabaten und einem perfekt
widrmeleitenden Rand 2zu behandeln. In Gleichung (3.8) ist X die
Warmeleitfahigkeit des umgebenden Gases, und § stellt die Dicke der
thermischen Grenzschicht im Gas dar. Dieses Randbedingung kann in
unmittelbarer Umgebung der Kontaktlinie fir h < 6 zu Schwierigkeiten
fuhren. Sie stellt aber in ihrer Allgemeinheit einen wverninftigen
Ausgangspunkt fur die Modellierung dér.

Naturgemif missen wir Anfangsbedingungen fir die
Tropfenkontur, sowie Symmetrie- und Glattheitsbedingungen stellen.

Dies sind im einzelnen:




h(r,0) = h(r), h(a)=20, a() =a, (3.11)

oh_ 33h0

—(0) = 0, lim {r —_— (r)} = 0, (3.12)
r—-0 3

ér or

6h0

— (a) = - tan 4 . ‘ (3.13)

ar ° 0

Somit betrachten wir einen anfidnglich glatten, symmetrischen Tropfen
mit dem Anfangsradius a der Anfangskontur ho(r) sowie einem
anfidnglichen Kontaktwinkel 60. Das Volumen des Tropfens bleibt widhrend
der Ausbreitung erhalten. Es kann aus der Anfangskontur ho(r)
berechnet werden zu

a
0

v, = 2n f rh (r)dr. (3.14)
0

Im Verlauf der Ausbreitung fir ¢t > 0 behdlt der Tropfen diese

Eigenschaften bei, die Bedingungen lauten deshalb

h[a(t),t} =0, (Kontaktbed.) (3.15)
a°h

dh _ . s _ (Symmetrie- und

ar(o’t) =0, }&? {r 6r3(r’t)} =0, Glattheitsbed.) (3.16)
8h .

I a(t),t] = - tan 6(t), (Kontaktwinkelbed.) (3.17)

a(t)
v, = 2n j rh(r,t)dr (Volumenerh. ) (3.18)

0

Wir haben in Absatz 2.2 Dbereits diskutiert, dal der
makroskopische Kontaktwinkel von der Geschwindigkeit der Kontaktlinie
U= a abhidngt. Fir diese konstitutive Beziehung verwenden wir im

folgenden die Form

a =k (0 - oA)m, m= 1, (3.19)

wobei k > 0 eine empirische Konstante darstellt und 0:2 0 den

statischen Kontaktwinkel (bei Ausbreitung) bezeichnet.




3.2.2 Skalierung und Dinnfilm-Approximation

In der Arbeit von Greenspan (1978) wird die Dinnfilm-
Approximation angewandt, um das Gleichungssystem fur die isotherme
Tropfenausbreitung zZu vereinfachen, Unsere Formulierung
verallgemeinert die Theorie von Greenspan (1978) in drei Punkten: (a)
Der SchwerkrafteinflufR wird berticksichtigt. (b) Die Dynamik der
Kontaktlinie (3.19) ist durch ein allgemeines Potenzgesetz mit dem
Mobilitdtsexponenten m modelliert. Greenspan benutzt m =1, (c)
Nichtisotherme Ausbreitung wird =zugelassen durch die Wirkung
thermokapillarer Krdfte an der £/¢g-Grenzfliche.

Wir fdhren, analog zu Greenspan (1978), den folgenden

erweiterten Satz dimensionsloser Variablen ein:

B r B z B K 00 1%
r= — , z = , bt = t,
a a 6 V a
0 ¢ o 0
) u ) W ) ao t9(()z-m)V(z--m)
U= ——— , w= » P = p
fc 0: Vm 0(()1+m)V(1+m) LK
_ (T - Tw) 9 V0
Ir= —— , 8= —— , V= 5 (3.20)
(T - T) 6 Vv a é
W LY 0 0

Somit werden die Ortsvariablen (r,z) durch die anfingliche
Abmessung des Tropfens in horizontaler bzw. vertikaler Richtung
normiert. Die Zeitskala ergibt sich aus dem horizontalen Lingenmafstab
a  zusammen mit einer Abschidtzung der anfinglichen Geschwindigkeit der
Kontaktlinie, & 92, welche aus Gleichung (3.19) fur 0A= 0 abgeleitet
werden kann. Die GeschwindigkeitsmaRstdbe ergeben sich aus der
Massenerhaltung. Die Druckskalierung ist so gewdhlt, daR in der
horizontalen Komponente der Navier-Stokes-Gleichung der Druckgradient
und die Reibungsterme von gleicher GréRfenordnung sind. Die
Temperaturskala ist mit der maximal auftretenden Temperaturdifferenz

aufgebaut. Somit liegt die dimensionslose Temperatur im Bereich
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0 <T<1. Das Auftreten des dimensionslosen Volumens V in den
Skalierungsbeziehungen, stellt eine Verallgemeinerung der Skalierung
nach Ehrhard & Davis (1991) dar, indem es beliebige Tropfenvolumina
zulift,

Im nichsten Schritt fihren wir die Skalierungsbeziehungen
(3.20) in unser urspringliches Gleichungssystem (3.1)-(3.19) ein und
entwickeln in Potenzen des kleinen Parameters 00. In fdhrender Ordnung
findet sich dann die Dunnfilm-Approximation, eine asymptotische
Ndherung fiir die Losung, welche Gultigkeit fur kleine Kontaktwinkel 00

hat. Wir erhalten aus den Erhaltungsgleichungen

-p,+u_ = 0, (3.21)
p_ - g - o0, (3.22)
(ru)r +torw o = 0, (3.23)
T = 0. (3.24)

Wir haben zur Vereinfachung der Schreibweise die partiellen
Ableitungen durch Indizes, und die dimensionslosen GroéRen ohne Tilde

notiert. Die Randbedingungen vereinfachen sich zu

z =0: u=pgu, w=20, T =1, (3.25)
z
z = h: w-h =ub, (3.26)
t r
cp=-h +1n (3.27)
rr r r’
ACu =- (T +h T) (3.28)
k4 r r 2z
Tz + BT =0. (3.29)




Weiterhin ergeben sich fiir t = 0 die Anfangsbedingungen

h(r,0) = h (r), h (1) =0, a(0) =1, (3.30)
h _(0) =0, lim {rhONm(r)} -0, (3.31)
h (1) --1 (3.32)
Or V’
1
1 =2n j rh (r)dr, (3.33)

0

und fir ¢t > 0 die Vertriaglichkeitsbedingungen

h(a,t) = 0, (3.34)

h (0,£) =0, 1lin {rhnm(r,t)} -0, (3.35)

h (a,t) = - 8(t), (3.36)
a(t)

1= 2n j rh(r,t)dr. (3.37)

0

Der momentane Kontaktwinkel wird durch die konstitutive
Gleichung (3.19) als Funktion der Geschwindigkeit der Kontaktlinie

ausgedrickt. Dimensionslos erhalten wir aus (3.19)

1/m
e(t) = [at(t)} + eA. (3.38)

Wir finden eine Anzahl ~von Kennzahlen in den Gleichungen

(3.21)-(3.38). Sie sind wie folgt definiert:

2
. LK e P8 a, s Aw a, 00 %4 ,
Uw eéa—m)v(s—m) gw X $
(3.39)
LK LS
0 T - ) gttTmygttm b o v
v (T, T b 2 %

Die Kapillarititszahl ¢ gewichtet viskose Reibungskrifte

gegeniiber den mittleren Grenzflidchenkridften. Die Bond-Zahl G gibt das
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Verh4ltnis von Schwerkrdften und mittleren Grenzflidchenkrdften an. Die
Bond-Zahl G kann, abhingig von der Richtung des Einheitsvektors k
(vgl. Gl.(3.1)), sowohl positive als auch negative Werte annehmen.
Positive Werte treten auf fur Tropfen auf der Platte, negative Werte
ergeben sich fur hdngende Tropfen wunter der Platte. Die
Thermokapillaritdtszahl AC mift die thermische Anderung der
Grenzflichenkrdfte relativ zum mittleren Wert. Die Biot-Zahl B
charakterisiert den Wirmeiubergang an der {/¢-Grenzfldche. B » 0 bazw.
B » o ergeben den adiabaten bzw. perfekt wirmeleitenden Grenzfall. f
ist die dimensionslose mittlere freie Weglidnge. S ist somit ein Mal
fur die GroéRe der Umgebung der Kontaktlinie, in welcher nennenswertes
Gleiten der Flussigkeit an der festen Wand zugelassen wird.

Die vereinfachten Navier-Stokes-Gleichungen (3.21) und (3.22)
zeigen, daR dem horizontalen Druckgradienten durch die viskose Reibung
das Gleichgewicht gehalten wird, wihrend vertikal eine hydrostatisches
Gleichgewicht besteht. Die Energietransportgleichung vereinfacht sich

in dieser Niherung zur reinen Wirmeleitungsgleichung.

3.2.3 Ableitung der Entwicklungsgleichung

In den oben gegebenen Navier-Stokes-Gleichungen (3.21) und
(3.22) sowie der Kontinuitdtsgleichung (3.23) kénnen wir eine
vollstdndige Entkopplung vom Widrmetransport erkennen. Dies ist ein
Resultat der Dunnfilm-Approximation, Das Temperaturfeld kann deshalb
sofort berechnet werden. Es ist durch Gleichung (3.24) zusammen mit
den thermischen Randbedingungen in (3.25) und (3.29) gegeben. Wir
erhalten die Lésung

1l + B(h-z)
T = ) (3.40)

1 + Bh

Die Lage der freien {4/¢-Grenzfldche h(r,t) ist in (3.40) zunichst




nicht bekannt. Durch den Zusammenhang (3.40) wird folglich das
Temperaturfeld zusdtzlich von der Zeit abhdngig sein. Die Temperatur
an der Grenzfldche z = h erhalten wir zu
1
T — . (3.41)
1 + Bh

Aus Gleichung (3.41) wird unmittelbar ersichtlich, daf die Temperatur
entlang der £/¢-Grenzfliche sowohl fiur adiabate als auch fur perfekt
wdrmeleitende Bedingungen konstant ist. Es ergibt sich

B =0: T(h) 1,

(3.42)

B > o T(h) 0.

Physikalisch gesehen bleibt folglich die adiabate Grenzfliche auf der
Plattentemperatur Tw’ wahrend bei einer perfekt wirmeleitenden
Grenzfldche die Umgebungstemperatur T = aufgeprdagt ist. Um nun
Variationen der Temperatur und somit der Grenzfléchenspannung entlang
der Grenzflidche zu haben, missen wir die Biot-Zahl im Bereich
0 < B < « halten.

Wir integrieren im weiteren die Kontinuitdtsgleichung (3.23)
Uber die Flissigkeitsschicht, benutzen die entsprechenden

Randbedingungen in (3.25) und (3.26) und erhalten
ht + J u dz =0, (3.43)

Die Integration der Impulsgleichung (3.22) unter Anwendung der

Randbedingung flir die Normalspannung (3.27) fdhrt auf

h +%hr+Cp(r,O,t) - Gh-=0. (3.44)

Irr

Schlieflich kénnen wir die horizontale Komponente der Impulsgleichung
(3.21) zweifach in 2z integrieren. Wir erfillen hierbei die

entsprechenden Randbedingungen aus (3.25) und (3.28). Es ergibt sich
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h

7 ha c B hz
c ;J(ru)dz - {3 + ﬂhz}D ht — —o {5 + ﬂh}hr, (3.45)

. AC (1+Bh)?

wobei der Operator D3 wie folgt definiert ist:
r

Dh={b +£h-ch}. (3.46)
rr r r
r

Wir fassen die Gleichungen (3.43) und (3.45) zusammen und erhalten

eine Entwicklungsgleichung fiir die Tropfenform

1R 2 ¢ B B
ch + = {5 +ﬂh]rD ht—— [— +ﬂh]rh = 0. (3.47)
" AC (1+Bh)® i

r
Die Entwicklungsgleichung (3.47) erlaubt es wuns nun, das freie
Randwertproblem fir h zu umgehen. Die Position der Kontaktlinie a(t)
ist allerdings noch nicht bekannt. Auf Gleichung (3.47) sind noch
immer die Bedingungen (3.30) bis (3.38)‘anzuwenden, welche flur die
Tropfenkontur den Kontakt und Kontaktwinkel zur Platte, die Symmetrie,
die Glattheit und die Volumenerhaltung sicherstellen.

Wir wollen im weiteren eine kleine Biot-Zahl voraussetzen,
B « 1. (3.48)

Dies enspricht physikalisch einem fast adiabaten Rand. Somit wird die
Thermokapillaritdt durch den Ausdruck CB/AC charakterisiert, welchen

wir im folgenden als (effektive) Marangoni-Zahl,
M= (3.49)

bezeichnen wollen. Fir M > 0 ist die Platte gegeniber dem umgebenden
Gas beheizt, wihrend sie fur M < 0 gekihlt ist. Wenn eine Lésung der
Entwicklungsgleichung (3.47) gefunden ist, kann aus der nun bekannten
Tropfenkontur h(r,t) das Stromfeld im Tropfen berechnet werden. Wir

haben hierfir die Gleichungen
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i 12
Cu = -h(z+ﬂ)-Ez ]D3J1-+ Mhr(z+ﬂ),
(3.50)
(1312 12 12 1
Cw = _gz Wi h-ﬂhz]Dagl - [Ez +ﬂz]hrD3J1 - M{Ez +ﬂz];(rhr)r,
auszuwerten., Der Operator Du ist definiert als
D h=21|r h (3.51)
4r r 3r ) )

r

3.2.4 Das Problem kleiner Kapillaritdtszahlen

Das System der Entwicklungsgleichungen (3.47), (3.30)-(3.38),
ist abgeleitet unter der Annahme, daf alle Parameter in (3.39) eine
GroéRenordnung von eins haben. Im einzelnen gilt € = 0(1) und B = O(1).
Es gibt zwei sekunddre Grenzfdlle, welche von Interesse sind. Wir
kénnen € 5 «» durch die Definition einer neuen Zeitskalierung

erhalten, d.h.
r=¢C"t. (3.52)

Durch die Einfihrung dieser Zeitskala wird die Entwicklungsgleichung
(3.47) frei wvon € und zusdtzlich verschwindet durch C -5 o die
Zeitableitung in der Randwinkelbedingung (3.36), (3.38). Es ergibt
sich hier der feste Kontaktwinkel 6 = eA, wie er extensiv von Hocking
(1977, 1981, 1983) benutzt wird. Unter der Voraussetzung C > «
betrachtet er den Grenzfall kleiner A und findet fir diesen Fall als

natirlichen kleinen Parameter ¢,

1 (3.53)

€=-ITI-1——B—|-«1.

Mit anderen Worten, Hocking untersucht den Parameterbereich
¢t «e, (3.54)

wobei Gleichung (3.39) zeigt, daR C « k ist. GroRe x sind somit




gleichbedeutend mit einer sehr beweglichen Kontaktlinie. Wenn hingegen
K anwdchst, so wird die Bewegung der Kontaktlinie verzégert. Die
Kontaktlinie ist folglich fir kleine C wenig beweglich. Die Steigung
k' von a = U(¢) in Abb., 2-7 kann somit als Dissipation aufgefallt
werden, wie von Davis (1980) aufgezeigt.

In diesem Zusammenhang ist der Grenzfall C - 0 von Greenspan

(1978) diskutiert worden. Dieser Bereich ist durch
C « ¢ (3.55)

charakterisiert. Dieser Fall geht aus dem allgemeinen System hervor,
indem die Zeitableitung der Entwicklungsgleichung zu null gesetzt
wird; das Problem ist damit quasistationir.

Betrachten wir die Definition von ¢ in (3.39) und die
Ergebisse von Hocking, so wird deutlich, daR das erste Modell (3.54)
die Ausbreitung durch die Gleitbedingung begrenzt, wdhrend das zweite
Modell (3.55) die Ausbreitung durch die Beweglichkeit der
Kontaktlinie begrenzt,

Wir wollen im folgenden den quasistationdren Grenzfall C -» 0
ndher analysieren. Wie von Rosenblat & Davis (1985) erldutert, fuhrt
die Vernachldssigung der Zeitableitung in der Entwicklungsgleichung
(3.47) zu einer sog. duferen Loésung in der Zeit. Eine Anfangsbedingung
fuir h(r,t) kann folglich nicht gestellt werden, wédhrend der
Anfangsbedingung fur a(t) eine stidrkere Bedeutung zukommt. Der
instationdre Term a in der Bedingung an der Kontaktlinie (3.36),
(3.38) bleibt natidrlich erhalten - er erlaubt die zeitliche
Entwicklung des Tropfens,

Die Entwicklungsgleichung (3.47) kann fdr B «1 und C - 0
einfach integriert werden, wobei die Integrationskonstante sich

aufgrund der Symmetriebedingungen zu null ergibt. Die resultierende
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Gleichung kann fur allgemeine Parameter numerisch integriert werden
(Runge-Kutta-Verner, 6. Ordnung). Unsere Resultate zeigen, daB die
Lésungen fur Werte der mittleren freien Weglinge von B8 = 0 wund
B = 10° sich nicht unterscheiden. Dies ist konsistent mit den
Beobachtungen von Greenspan (1978) fir den Fall ¢ =0, m=1, M =0,
dal die Einfihrung einer Gleitbedingung nicht nétig ist, wenn
lediglich die fuhrenden Terme einer asymptotischen Niherung fur C « 1
betrachtet werden. Wir wollen folglich B = 0 setzen und zusdtzlich
kleine Biot-Zahlen annehmen. Die einfach integrierte
Entwicklungsgleichung (3.47) vereinfacht sich damit zu

1 3, B

[; (rh)_ - ch] s3uz o, (3.56)

r 2 h

Ausgehend von der Entwicklungsgleichung (3.56) werden wir im folgenden
eine Anzahl verschiedener Lésungen diskutieren. Alle betrachteten
F4lle und Parameterkombinationen sind in Tabelle I zusammengefalt.
Neben Gleichung (3.56) sind nach wie vor die

Vertridglichkeitsbedingungen (3.30) bis (3.38) giltig.

3.2.5 Ergebnisse: isotherme Tropfenausbreitung

Fir ein isothermes System, M = 0, kénnen wir Gleichung (3.56)
direkt 1ésen, wenn wir die Symmetriebedingungen (3.35), die
Kontaktbedingung (3.34) und die Volumenerhaltung (3.37) erfullen. Wir
erhalten fur den Tropfen auf der Platte (G > 0)

¢''? [Io(rGllz) - IO(aGUZ)]

h(r,t) = (3.57)

act’ 2I0 (aG”z)]

1/2 1
2ra [Il(aG ) - 5

wobei I die modifizierten Bessel-Funktionen der ersten Art bezeichnen
n
(vgl. Hocking (1983)). Wir koénnen nun Gleichung (3.57) in die

Kontaktwinkelbedingungen (3.36), (3.38) einfihren und erhalten eine




Schwerkraft (G)

partiell benetzendes Stoffsystem (@, > 0)

vollstindig benetzendes Stoffsystem (&, = 0)

isotherme Tropfenausbreitung (M =

0)

Fall 1: exponenticlle Ausbreitung hin zu stationdrem

Fall 4: unbeschriankte Ausbreitung kontrolliert durch

ohne Schwerkraft Gleichgewicht. Kapillarkrafte.
(G=0) Gl. (3.61) Gl. (3.64)
Fall 2: exponentielle Ausbreitung hin zu stationdrem | Fall 5: unbeschrankte Ausbreitung beschleunigt in
Tropfen auf der Platte Gleichgewicht, beschleunigt durch Schwerkraft. der spaten Phase durch Schwerkraft.
(G >0) Gl (3.62) Gl. (3.67)

Tropfen unter der Platte
(G<0)

Fall 3: exponentielle Ausbreitung hin zu stationdrem
Gleichgewicht, verlangsamt durch Schwerkraft.
Gl. (3.62)

Fall 6: exponentielle Ausbreitung hin zu stationidrem
Gleichgewicht, bestimmt durch Schwerkraft.
Gl (3.71)

nichtisotherme Tropfenausbreitung (M = 0)

ohne Schwerkraft

Fall 7: exponentielle Ausbreitung hin zu stationdrem
Gleichgewicht mit stationérer, thermokapillar

Fall 8: beschrankte oder unbeschriankte Ausbreitung,
abhéngig von thermischen Bedingungen.

(G=0) getriebener Stromung. GL. (3.75)
Fall 9: (r—0) stationdrer Endzustand ist abhangig vom Benetzungsverhalten (&,) des Stoffsystems und den
ohne Schwerkraft thermischen Bedingungen (M).
(G=0) Abb. 3-7

Tabelle I: Liste der behandelten Fille und Parameterkombinationen




gewohnliche Differentialgleichung fir a = a(t),

1/m G Il(aGllz)/Io(acllz)

a + GA = -hr(a,t) = [1
2na

‘ 736" '% - Il(aGllz)/Io(aGI/Z)}’

(3.58)

wobei wir die Anfangsbedingung a(0) = 1 zu erfiillen haben.
Ausgehend von Gleichung (3.56) kénnen wir fir den Fall eines
hingenden Tropfens unter der Platte (G < 0) in analoger Weise

vorgehen, Wir erhalten fir die Tropfenkontur

o1 [o,cxlel*’®) - g qale]™'®)]

ona [J (a|G|1/2 R %a' ll/ZJ (a |G|1/2J

h(r,t) = (3.59)

Die gewdhnliche Differentialgleichung fir a(t) ergibt sich in diesem

Fall zu

172 1/2

1/m 6| Jl(a|G|

a + 8
t

)/ (a|6|

(3.60)
1z, /J (alclllz ]

2ra [- %a|6|1/2 + J (a]6|

wobei J; die Bessel-Funktionen erster Art bezeichnen, Im Ubrigen ist
fir Gleichung (3.60) die Anfangsbedingung a(0) = 1 zu beachten. Im
folgenden wollen wir fir ein partiell benetzendes System (eA > 0:
F4dlle 1-3) und fur ein vollstdndig benetzendes System (GA = 0: Fille

4-6) die Losungen von Gleichung (3.58) bzw. (3.60) diskutieren.

Fall 1: OA >0, G=20:

Der Tropfen breitet sich bis zu einem stationdren
Gleichgewichtszustand aus. Dieser ist gegeben durch die Gleichungen
(3.58) oder (3.60) mit a = 0, a = a_, sowie einem Grenzibergang G - 0
in den Gleichungen. Aus beiden Gleichungen erhalten wir den

identischen Wert fir den Endradius




1/3

20 = [ 4 J , (3.61)

L es)
A

Aus (3.61) wird deutlich, daf fir festes Volumen des Tropfens ein
kleiner Kontaktwinkel GA zu einem grofen Endradius ai fiihrt. Der
Endzustand ist unabhidngig vom Exponenten m. Wir kénnen durch Stérung
von Gleichungen (3.58) oder (3.60) um den Endzustand (3.61)
unmittelbar ersehen, daR die Anndherung an den Gleichgewichtszustand
in Form eines exponentiellen Zeitgesetzes geschieht. Dies ist immer
der Fall, wenn  begrenzte  Tropfenausbreitung vorliegt, d.h.

Tropfenausbreitung hin zu a = a_ < «.

Fall 2: eA >0, G>0:

Sitzt der Tropfen bei der Ausbreitung auf der Platte (G > 0),
so wird die zur Platte hin gerichtete Schwerkraft die Kontur in der
Tropfenmitte abflachen, die Ausbreitung aufgrund des tberlagerten
vertikalen Druckprofils beschleunigen und letztlich zu einem gréReren
Endradius a_ fihren. Fur |G| « 1 finden wir aus (3.58) eine

Approximation fir den Endradius
0 1,02
a = am(l + 7E(am) é] , (3.62)

wobei a_ bereits in Gleichung (3.61) gegeben ist.

Abb. 3-2 zeigt die Entwicklung des Stromfeldes, widhrend sich
der Tropfen hin zum stationdren Gleichgewichtszustand (t -» «)
entwickelt, Die Dichte der Stromlinien, welche f£fur alle Fille in
identischen Schritten Ay gegeben sind, stellt ein direktes MaR fir die
lokale Strémungsgeschwindigkeit dar. Wir koénnen erkennen, daf in der
frihen Phase Flussigkeit wvom Tropfenscheitel =zur Kontaktlinie
transportiert wird, vor allem entlang der 4£/¢-Grenzfldche. Mit

fortschreitender Zeit wird die Strémung schwidcher, bevor im
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Abb. 3-2: Isotherme Tropfenausbreitung (M = 0): die Entwicklung von
Kontur und Stromfunktion fur das ebene Problem nach Ehrhard
& Davis (1991) ist gegeben fir 8 = 0.25, G = 0.05, V = 1.
Gegeben sind momentane Stromlinién in Schritten Ay = 0.01.

Gleichgewichtszustand die Flussigkeit vollstdndig in Ruhe ist.
Aufgrund der zeitabhiangigen Kontur zeigen sich die Stromlinien nicht
tangential zu dieser. Dies ist besonders bei t = 1.2 ersichtlich, wo
der sich absenkende Tropfenscheitel ins Innere gerichtete Stromlinien
zur Folge hat. Analoges gilt fur den Randbereich, wo die Kontur des

Tropfens angehoben wird.




Fall 3: GA >0, G<O:

Die Umkehrung der Schwerkraft fiuhrt fdr den Tropfen unter der
Platte zu einer gréferen Flissigkeitshéhe im Scheitelbereich. Das
hydrostatische Druckprofil wirkt in diesem Fall der Ausbreitung
entgegen und wir erwarten einen kleineren Endradius a_. Aus Gleichung
(3.60) ergibt sich fur IG| « 1 ebenfalls Gleichung (3.62) als
Approximation fur den Endradius. Somit gibt (3.62) fir G < 0 den
kleineren Endradius als Folge der von der Platte weg gerichteten
Schwerkraft korrekt wieder. Das Stromfeld gleicht im {Gbrigen
qualitativ dem in Abb. 3-2 gezeigten. Lediglich die Ausbreitung findet

langsamer statt.

Wegen GA = 0 erwarten wir eine unbegrenzte Tropfenausbreitung,
d.h, a » « fir t » «. Aufgrund G = 0 liefern sowohl Gleichung (3.58)

als auch (3.60)
a a = 8, (3.63)

und flir t > o«

1/(3m+l)

a « ¢t , (3-54)
m
1/ (3mt+1)
mit c = [(3m+1) 8“‘] . (3.65)
m
Fir den Exponenten m = 1 kénnen wir a « £ aus (3.64)

ableiten., Wie in Tabelle II aufgefihrt, ist dieses Ergebnis in
Ubereinstimmung mit dem Zeitverhalten, welches Greenspan (1978)

10 .
/ ., Dieses

gefunden hat. Fir den Exponenten m = 3 erhalten wir a « ¢
Zeitgesetz stimmt mit den theoretischen Ergebnissen von Tanner (1979)

und Starov (1983) <dberein. Zudem befindet es sich in guter




Ubereinstimmung mit den experimentellen Befunden von Tanner (1979),
Cazabat & Cohen Stuart (1986) und Chen (1988). Wie bereits in Absatz
2.2 diskutiert, existieren eine ganze Reihe von Argumenten (vgl. de
Gennes (1985)), welche einen Mobiltdtsexponenten m = 3 nahe legen. Die
hier aufgezeigte Ubereinstimmung mit den Experimenten far
achsensymmetrische Tropfen als auch #hnlich gute Ubereinstimmung fr
ebene Tropfen (vgl. Ehrhard & Davis (1991)) legen deshalb den Schluf
nahe, dal unsere einheitliche Modellierung mit m = 3 eine 4&ddequate
Beschreibung des Problems liefert., Dies gilt =zunichst £fir die
Tropfenausbreitung unter Wirkung der Kapillarkrdfte. Im nidchsten

Schritt wollen wir den EinfluR der Schwerkraft einbeziehen.

Arbeit a « t" dominierende
n Kraft
Experimente:
Tanner (1979) 0.106-0.112 Kapillarkraft
Cazabat & Cohen Stuart (1986) 1/10° Kapillarkraft
1/8 Schwerkraft
Chen (1988) 0.080-0.135 Kapillarkraft
Theorie:
Lopez et al. (1976) 1/8 Schwerkraft
Tanner (1979) 1/10 Kapillarkraft
Starov (1983) 1/10 Kapillarkraft
Greenspan (1978), m = 1 1/4 Kapillarkraft
Ehrhard & Davis (1991), m = 1 1/4 Kapillarkraft
1/3 Schwerkraft
Ehrhard & Davis (1991), m = 3 1/10 Kapillarkraft
1/7 Schwerkraft

Tabelle II1: Ergebnisse flir die isotherme Tropfenausbreitung aus der
Literatur. Die Sterne deuten an, daR kein Fehlerbereich in
den Experimenten angegeben ist.




Fall 5: GA =0, G> 0:

Wegen GA = 0 erwarten wir wiederum eine unbegrenzte
Tropfenausbreitung, d.h, a » « flir t > «». Bei einer Analyse von
Gleichung (3.58) wird deutlich, daR die Schwerkraft einen erheblichen
EinfluR auf die Ausbreitung nehmen kann. In Fall 2 haben wir hr(r,t)
fur kleine |G| bei festem a ausdrticken kénnen. Dagegen kann der
Ausdruck (aG”Z) fir unbegrenzte Ausbreitung beliebig groR werden,
auch wenn G fest und beliebig klein gewdhlt wird. Die Grenziiberginge
a->o, 6G>0und 6> 0, a » « sind folglich nicht mehr identisch.

Fir groRe (aG”z) folgt aus Gleichung (3.58)

azat/m - 267, (3.66)

so daR wir filir t » « erhalten

a «d ! (3.67)

m

1/2 1/(2m+1)
mit d = [26/ (2m+1)]

m

(3.68)

Fir den Exponenten m = 1 erhalten wir aus (3.67) a « t1/3.

Dieses Ergebnis ist neu, da es die Resultate von Greenspan (1978) bei
Berlcksichtigung der Schwerkraft verallgemeinert. Flir den Exponenten

. 1/7
m = 3 erhalten wir a « ¢t /.

Dieses Ergebnis unterscheidet sich leicht
von dem Resultat von Lopez et al. (1976). Die experimentellen Daten
von Cazabat & Cohen Stuart (1986) werden gleichfalls durch eine
Abhdngigkeit a « £'® gut wiedergegeben. Die Abweichung des Exponenten
liegt aber vermutlich innerhalb des Fehlerbereichs der Messungen.
Unsere Ergebnisse aus der einheitlichen Theorie unter Einbeziehung der
Schwerkraft bestédtigen jedoch, daR fur einen Mobilitidtsexponenten im

Bereich 3. < m < 3.5 die Zeitgesetze in guter Ubereinstimmung mit

allen vorangegangenen Untersuchungen sind (vgl. Tabelle II).




Es wird somit deutlich, daR die Tropfenausbreitung fiur lange
Zeiten erheblich durch die Schwerkraft beschleunigt wird im Vergleich
zur Ausbreitung fir G = 0. Die Tatsache, daR die Schwerkraft die
Ausbreitung unterstitzt - sie wirkt in diesem Falle in Richtung der
Platte - ist nicht Uberraschend. Es verwundert, daf dinne Tropfen,
welche anfangs nur vernachlidssigbar durch die Schwerkraft beeinflufit
sind, im spdteren Stadium - wenn sie noch dinner geworden sind - einen
deutlichen EinfluR der Schwerkraft erfahren. Diese Beobachtung ist
konsistent mit Cazabat & Cohen Stuart (1986), welche isotherme
Experimente mit achsensymmetrischen Tropfen auf glatten Festkdrpern
durchgefithrt haben. Sie finden zwel verschiedene Skalierungsgesetze:
In der ersten (frihen) Phase des Ausbreitungsprozesses kontrollieren
Kapillareffekte das Geschehen, widhrend in der zweiten (spdten) Phase
die Schwerkraft das Geschehen kontrolliert., Diese Beobachtungen kénnen
physikalisch wie folgt erklidrt werden. In der frihen Phase ist der
durch die Schwerkraft verursachte, hydrosfatische Druck klein
gegentiber der Wirkung der Kapillarkrdfte. Wird der Tropfen nun wihrend
der  Ausbreitung immer flacher, so geht die Krimmung der
t/g-Grenzfliache schneller gegen null als die Flussigkeitshéhe. Somit
dominiert letztlich der hydrostatische Druck.

Abb. 3-3 verdeutlicht die oben beschriebenen Effekte. Es sind
unsere numerische Lésungen fur die Gleichungen (3.58) bzw. (3.60)
dargestellt sind. Wir erkennen, daf der Tropfenradius fiur alle Fille

/7

G > 0 (gepunktete Linien) fur t - = gemil a « " anwachst. Dagegen

1/10

finden wir fur G = 0 (durchgezogene Linie) a « ¢t Abgesehen von

/10 jedoch auch fur

Anfangstransienten findet sich das Verhalten a « ¢!
die Anfangsphase in den Fillen mit G > 0. Der Ubergang zwischen diesen

beiden Skalierungsgesetzen spiegelt prizise die physikalische

Uberlegung wider, daR fur kleine t die Kapiilarkréfte dominieren und




a(t) [1]
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Abb, 3-3: Isotherme Tropfenausbreitung: der Tropfenradius ist als
Funktion der Zeit doppellogarithmisch fir variierte G und
festes GA =0, m=3, V=1 aufgetragen.

flir groRe t die Schwerkraft dominiert, Cazabat & Cohen Stuart (1986)

finden in ihren Experimenten die Grenze zwischen den beiden Bereichen

bei Werten

a_wz a = konst. (3.69)

Hierin sind a, a, dimensionsbehaftete Gréfen, nidmlich Tropfenradius

und Geschwindigkeit der Kontaktlinie.
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Fall 6: eA =0, G< O0:

Aufgrund von G < 0 wirkt nun die Schwerkraft von der Platte
weg und baut demgemdR fdr den hingenden Tropfen ein hydrostatisches
Druckprofil auf, welches die Ausbreitung verzégert, Aus Gleichung
(3.60) koénnen wir unmittelbar folgern, daR die Ausbreitung des
Tropfens fiur diesen Fall beschridnkt ist. Die Geschwindigkeit der

Kontaktlinie a verschwindet unter der Bedingung

Y2y L0 a =o0. (3.70)

Jl(aw|G| .

Hieraus kénnen wir den Endradius a_ als
3.83171

a = __];;[;75_ (3.71)
ableiten.

Die Zeitgesetze a(t) fur G < 0, gewonnen aus einer numerischen
Integration von Gleichung (3.60), sind in Abb. 3-3 in Form der
gestrichelten Kurven gezeigt. In der Anfangsphase der Ausbreitung ist
der EinfluR der Schwerkraft noch schwach; Kapillareffekte sind
bestimmend. Hier folgen die Zeitgesetze fir G < 0 (gestrichelte

10 . - "
/ Wir erkennen, daR die Anndherung an den

Kurven) dem Gesetz a « t1
stationdren Endzustand mit Radius a in exponentieller Weise
geschieht. Der Endradius a fallt mit wachsendem Betrag der Bond-Zahl
IGl ab, was konsistent ist mit Gleichung (3.71). Der stationire

Gleichgewichtszustand fur t 5> « weist analog zum Fall 1 (vgl.

Abb., 3-2) keine Stromung mehr im Innern des Tropfens auf.




3.2.6 Ergebnisse: nichtisotherme Tropfenausbreitung

Wird die Platte nun beheizt oder gekdhlt, so treten
thermokapillare Kridfte an der 4/¢-Grenzfldche hinzu, welche die
Dynamik der Ausbreitung verdndern. In diesem Fall ist immer eine
Strémung vorhanden, auch wenn die Tropfenkontur stationdr ist. Die
Form des Tropfens kénnen wir fir C - 0 aus Gleichung (3.56) berechnen.

Nach einer weiteren Integration ergibt sich

1 3
;(rhr)r - Gh + 5 M lnh = S (3.72)

worin s eine Konstante darstellt. Gleichung (3.72) macht deutlich,
daf sowohl h als auch hr sich fur r = 0 reguldr verhalten. Dagegen
erfdhrt die Krimmung an der Kontaktlinie (h > 0) signifikante
Verdnderungen.

Die Singularitidt der Krimmung an der Kontaktlinie in (3.72)
ist stets vorhanden. Dies gilt auch fur die stationidre Endkontur.
Diese Singularitat ist Folge einer Strémung gegen die (stationidre)
Kontaktlinie, an welcher ein Sprung der Randbedingung von
vorgeschriebener Geschwindigkeit 2zu vorgeschriebener Schubspannung
auftritt, Das Ergebnis 1ist eine logarithmische Singularitdt im
Druckverlauf, aber endliche Kriafte (vgl. Dussan V. (1987), Gl.
(4.19)). Solche schwachen Singularitédten treten in einer ganzen Reihe
von Problemen auf, wenn Unstetigkeiten in den Randbedingungen
vorhanden sind (vgl. Ubersichtsartikel von Davis (1980)).

Im folgenden wollen wir Marangoni-Zahlen M » 0 betrachten, so
daf eine thermokapillar angetriebene Strémung im Innern des Tropfens
vorhanden 1ist. Die Schwerkraft wollen wir im Interesse einer
transparenten Darstellung auBer acht lassen (G = 0). Fir !MI « 1
kénnen wir asymptotische Methoden anwenden und Gleichung (3.72) unter

Verwendung der Symmetriebedingungen (3.35), der Kontaktbedingung




(3.34) und der Volumenerhaltung (3.37) 1ésen. Wir erhalten die

Ndherung
a’- r? 2Nz 2n a’- r?
L2 3 a r 2 2 3
h(r,t) = p= . + EM Z[ﬁ] {1-[;] }+(a -r ){ln[——z——J -E} (3.73)
a a
n=1
far die Tropfenkontur. Hieraus kénnen wir eine gewshnliche

Differentialgleichung fur a(t) ableiten, indem wir (3.73) 1in die

Kontaktwinkelbedingung (3.36) bzw. (3.38) einfihren. Es ergibt sich

3 32
na

4
at™ 4+ e = -h (a,t) & — [1 - 3—“a“n]. (3.74)

Gleichung (3.74) stellt eine Approximation dar, welche fur |M| « 1
giltig ist. Far a(t) 1ist noch die Anfangsbedingung a(0) =1 =zu

stellen.

Fall 7: eA >0, G=0:

Der Tropfen breitet sich aus und fir grofe Zeiten stellt sich
ein Gleichgewichtszustand mit dem Radius a = a_ ein. Die Strémung im
Innern des Tropfens ist dann stationdr. Aus Gleichung (3.74) folgt

unmittelbar fir kleine |M|
0 1 0
a_ = aw[l - gM(aw/eA)] R (3.75)

mit ai gemdf Gleichung (3.61). Ein Vergleich mit Gleichung (3.62)
zeigt, daR die thermokapillaren Kridfte im Falle einer beheizten Platte
(M > 0) gerade umgekehrt wirken wie die Schwerkraft.

Der Tropfen auf der beheizten Platte ist charakterisiert durch
eine thermokapillar getriebene, zirkulierende Strémung, wie Abb. 3-4
zeigt. Eine hohe Grenzflichenspannung am Tropfenscheitel in Verbindung
mit einer niedrigen Grenzfldchenspannung an den Ridndern des Tropfens

ist daflir verantwortlich, daR die £/¢-Grenzflidche zum Tropfenscheitel
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Abb. 3-4: Nichtisotherme Tropfenausbreitung: stationdre Tropfenkontur
und Stromlinien fir das ebene Problem nach Ehrhard & Davis
(1991) sind gegeben fir M = 0.2, G = 0, V = 1. Beide Achsen
sind entsprechend der isothermen Tropfenabmessung
reskaliert,

gezogen wird. Die Strémung ist demzufolge entlang der 4/¢-Grenzfliche
zum Zentrum gerichtet, wo sie umgelenkt wird und senkrecht nach unten
stréomt. Die Umlenkung am Tropfenscheitel ist verbunden mit einem
Gebiet hoheren Druckes, welches die Grenzfliche verformt. Der Tropfen
wird héher im Mittenbereich und flacher in den Randbereichen. Dieser
Effekt ist &hnlich zur Deformation der Grenzfldche in einer Kavitit,
in welcher eine thermokapillar getriebene Strémung vorliegt, wie von
Sen & Davis (1982) dargelegt. Die Erhaltung der Fliussigkeitsmasse ist
im Ubrigen verantwortlich fir die verdnderte Position der Kontaktlinie
bei a < ai, welche fir M > 0 unmittelbar aus Gleichung (3.75)

«©

abgeleitet werden kann (vgl. auch Abb. 3-4).
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Abb. 3-5: Nichtisotherme Tropfenausbreitung: die Entwicklung von
Kontur und Stromfunktion fir das ebene Problem nach Ehrhard &
Davis (1991) ist gegeben fiir ¥ = 0.2, 8 = 0.25, G = 0.05,
V = 1. Die momentanen Stromlinien sind iIn Schritten
AYp = 0.01 gegeben,

Wir wollen im nichsten Schritt die Entwicklung des Tropfens
far M = 0 und M > 0 vergleichen. Die Beheizung der Platte verlangsamt
die Ausbreitung und begrenzt den Endradius gegeniiber dem isothermen
Fall. Die Entwicklung des Tropfens ist zum einen vom Stromfeld der
reinen Ausbreitung geprdgt, welches Flussigkeit entlang der

{/9-Grenzfliache zur Kontaktlinie transportiert (vgl. Abb. 3-2). Dieser




Bewegung ist zum anderen eine an der {/¢-Grenzfldche zum Scheitel
gerichtete Stromung uberlagert, die durch thermokapillare Effekte
angetrieben wird. Das komplexe Stromfeld ist in Abb. 3-5 in seiner

zeitlichen Entwicklung gegeben.
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Abb. 3-6: Nichtisotherme Tropfenausbreitung: die Entwicklung von
Kontur und Stromfunktion fiir das ebene Problem nach Ehrhard &
Davis(1991) ist gegeben flir M = -0.1, 6 = 0.25, V = 1,
G = 0.05. Die momentanen Stromlinien siﬁd in Schritten
Ap = 0.01 gegeben,

Die Gleichungen (3.72-3.75) sind natirlich auch giltig fir den

Fall einer gekihlten Platte mit M < 0. In diesem Fall wird die




Richtung der thermokapillar getriebenen Strémung gerade umgekehrt.
Dies wirkt sich im stationdren Gleichgewichtszustand in Form eines
flacheren Tropfens aus, dessen Endradius a_ gegeniber dem isothermen
Fall grofer ist. Aus Gleichung (3.75) kann direkt a > a: gefolgert
werden. Die thermokapillar angetriebene Strémung ist fur die gekihlte
Platte entlang der {/¢-Grenzfldche nach auRen gerichtet wund
unterstitzt folglich den Transport von Fliussigkeit in den Randbereich.
Das resultierende Stromfeld ist in Abb. 3-6 in seiner =zeitlichen
Entwicklung gezeigt. Fir die stationdre Endkontur bleibt eine
Zirkulation von Flissigkeit erhalten, welche bezliglich des integralen

Flissigkeitstransports neutral ist.

In Abwesenheit thermokapillarer Effekte erwarten wir im Falle
@A = 0 eine wunbegrenzte Tropfenausbreitung, wie wunmittelbar aus
Gleichung (3.74) mit M = 0 gefolgert werden kann, Fir kleine, positive
M ist prinzipiell méglich, daR hr(am,t 3 o) = 0 wird fur Tropfenradien
a_ < o. Diese SchluBfolgerung aus Gleichung (3.74) missen wir
allerdings mit Vorsicht behandeln, denn die Gleichung haben wir fur
kleine M abgeleitet. Bei ndherer Betrachtung von (3.74) wird deutlich,
daf die Gultigkeit dieser asymptotischen Entwicklung auf a'M « 1
beschrankt ist. Fur Fille mit a_ - © missen wir deshalb auf Gleichung

(3.72) bzw. (3.47) zurlickgreifen, welche allgemeiner gultig sind. Wir

wollen im folgenden diese stationdren Endzustdnde ndher untersuchen.

Den Einfluf einer allgemeinen Beheizung kénnen wir durch eine
numerische Integration wvon Gleichung (3.47) fir ¢t 3> «, a > a

[+ ]

erhalten. Abb, 3-7 zeigt das Ergebnis fir die Kontaktwinkel eA = 0 und
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Abb. 3-7:

e =0.5.
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Gleichgewichtszustand fur t » =: der Tropfenradius a_ als.
Funktion der Marangoni-Zahl M ist gegeben fluir 6 = 0, V = 1,
(a) 8 =0, (b) GA = 0.5. Die durchgezogene Kurve ergibt sich
aus der Ndherung ~(3.76), die gestrichelte Kurve ist aus
einer numerischen Lésung von Gl. (3.47) erhalten.

Es ist der Endradius a_ als Funktion von M dargestellt. Wir
in Abb. 3-7a, daf fur M = 0 der Endradius unbegrenzt

d.h. a > mit £ »> o, Wird die Platte gekthlt, M < 0, so




findet die Ausbreitung schneller statt und es gilt immer noch a - .
Fir  jegliche Beheizungsintensitdt M > 0 hingegen, verhindern
thermokapillare Effekte ein unbegrenztes Ausbreiten und wir erhalten
endliche Radien, a <=, far t > o, Fir endliche a_ kénnen wir
Gleichung (3.74) anwenden, um eine Approximation fir a = f(M), giltig
fir kleine |M|, abzuleiten. Wir erhalten fur a = 0 und a = a_ die

Beziehung

4 8 3 32
Maw -+ EOAam - :3—7‘_ =

0. (3.76)
Wir erkennen, daf das Polynom (3.76) in Abb. 3-7a eine gute N&herung
an unsere numerische Lésung (gestrichelte Kurve) liefert. Beide Kurven
haben fiur M = 0 eine Polstelle und verlaufen im Ubrigen Bereich
parallel,

In Abb. 3-7b kénnen wir den EinfluR von M auf den Endradius a_
far GA = 0.5 diskutieren. Zunichst erkennen wir im isothermen Fall
(M = 0) einen endlichen Radius a_. Die Beheizung der Platte fuhrt dann
Zzu dem erwarteten Effekt einer Verkleinerung des Endradius.
Entsprechend fihrt die Kihlung der Platte zu einer VergrdRerung des
Endradius. Aus einer Reihe von numerischen Rechnungen kénnen wir die
Steigung der Asymptoten flr negative M angeben als

0.2

Mo - a, ® - —— M. (3.77)

eA

Unter der Voraussetzung OA « M erhalten wir aus Gleichung (3.76)

gleichfalls eine Asymptote fir M > 0

k 1/4
a_ [——J , (3.78)
M

wobei k eine Konstante darstellt. Die Gultigkeit der Niherung (3.76)
fir M > 0 kann aus Abb. 3-7b direkt ersehen werden, da die wvolle

numerische Lésung von Gleichung (3.47) (gestrichelte Kurven) und die




Lésung von (3.76) in genannten Bereich gut Ubereinstimmen. Dagegen
versagt Gleichung (3.76) im Bereich M < 0, weil bei M= -0.5 ein
unbegrenztes Anwachsen von a_ berechnet wird. Dies deckt sich nicht
mit den Aussagen aus der numerischen Integration von Gleichung (3.47),
und ist auf den eingeschrdnkten Gultigkeitsbereich der asymptotischen
Ndherung (3.76) zurtckzufihren (vgl. durchgezogene und gestrichelte

Kurve in Abb. 3-7b).




3.3 Experiment

Wir méchten nun die oben abgeleitete Theorie  zur
Tropfenausbreitung mittels Experimenten verifizieren. Wie bereits in
der Einleitung dargelegt, existieren in der Literatur fur den
isothermen Fall eine ganze Reihe von Experimenten zur
Tropfenausbreitung auf einer Platte, sowie ein Experiment zur
Tropfenausbreitung unter der Platte. Dartiber hinaus wollen wir uns mit
nichtisothermen Bedingungen befassen. Hierzu ist es zundchst
ausreichend, die vom Tropfen benetzte Fliche zu messen - dies werden
wir mit der Schlieren-Technik realisieren. Die Herstellung gut
kontrollierter thermischer Bedingungen in der Umgebung des Tropfens
ist ein weiterer wichtiger Aspekt. Diese beiden Grundiberlegungen

fihren auf einen Versuchsaufbau, wie er im folgenden beschrieben ist.

3.3.1 Versuchsaufbau

In Abb. 3-8 ist eine Skizze des Versuchsaufbaus gegeben. Das
Experiment wird in einem Plexiglaszylinder mit einem Durchmesser von
200 mm durchgefihrt, wo der sich ausbreitende Tropfen (Silikonél oder
Paraffinbél) auf eine temperierte Glasfldche aufgebracht wird. Das
Aufbringen geschieht mit einer Injektionsnadel. Die Masse des Tropfens
wird durch Differenzmessung mit einer Prédzisionswaage auf =+ I pug
bestimmt,

Die horizontale Platte, auf welcher die Tropfenausbreitung
stattfindet, besteht aus einem Kupferzylinder von 130 mm Durchmesser,
welcher auf der Oberseite durch eine dinne Glasplatte bedeckt ist. Die
Temperatur des Kupferzylinders wird durch zirkulierendes Wasser auf Tw
gehalten, wobei die Genauigkeit typisch * 0.1 °C ist. Die abdeckende
Glasplatte hat eine Dicke von 160 um und wird durch adhdsive Kréfte

auf dem Kupferzylinder gehalten. Dies geschieht durch Einbringen eines
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Abb., 3-8: Prinzipskizze des Versuchsaufbaus.

dinnen Films von gut widrmeleitendem 01 im Spalt zwischen Kupfer und
Glas. So wird ein optimierter Kontakt hergestellt, welcher
verschiedene Vorteile garantiert. (a) Das "flexible" Glasplittchen
wird in einer ©priazise ebenen Lage auf der Oberseite des
Kupferzylinders gehalten. (b) Durch Wechsel des Glasplattchens vor
jedem Experiment steht eine reproduzierbar glatte Oberflidche mit
definierten chemischen Eigenschaften zur Verfligung. (c) Eine perfekt
wdrmeleitende Randbedingung wird ndherungsweise realisiert. Den
EinfluR des Glaspldttchens und des Olfilms auf die thermische
Randbedingung kénnen wir tberprifen, indem wir Temperaturprofile Uber
die Schichten fiur typische Warmestréme berechnen. Wir finden hierbei,
dal die Temperaturdifferenz tiber diese zusdtzliche Schichten stets
kleiner als 2 & der angelegten Temperaturdifferenz (Tw-Tw) ist. Somit
wird die perfekt wirmeleitende Randbedingung, welche durch den

Kupferzylinder erzeugt werden soll, in guter Ndherung auch bei




Anwesenheit der zusdtzlichen Schichten realisiert. Das experimentelle
Modul, welches aus dem Kupferiylinder und der Glasplatte besteht, lift
sich im Ubrigen durch Mikrometerschrauben und eine
Prizisionswasserwaage so ausrichten, daR die obere Flidche horizontal
ist,

Als umgebendes Gas benutzen wir Helium, welches bei konstanter
Temperatur T = den Plexiglaszylinder ausfdllt. Helium eignet sich
aufgrund seiner grofen Wirmeleitfdhigkeit A, die thermisch bedingten
Effekte deutlich hervorzuheben. Um nun eine konstante Temperatur T,
des Heliums unter nichtisothermen Bedingungen zu gewdhrleisten, miissen
wir im Innern des Plexiglaszylinders eine Zwangsstrémung erzeugen
sowie eine entsprechende Temperierung des Heliums vorsehen. Wahrend
des Experiments tritt deshalb ein schwacher Heliumstrom am oberen Ende
des Plexiglaszylinders radial ein und strémt dann vertikal nach unten
durch den Zylinder. Auf den Tropfen selbst wirkt somit eine schwache
Staupunktstromung. Das Helium verliRt den Plexiglaszylinder durch
einen koaxialen Spalt um den Kupferzylinder. Die vertikale
Heliumstrémung besitzt eine mittlere axiale Geschwindigkeit von
u = 10 mm/s. Direkt tber dem Tropfen haben wir dann eine radial
gerichtete Stroémung mit deutlich geringerer Geschwindigkeit. Diese
Hintergrundstrémung des umgebenden Heliums missen wir sorgfialtig
darauf untersuchen, ob sie eine Stérung der Ausbreitung des Tropfens
bewirkt. Dies geschieht in Vorexperimenten, in welchen die
Heliumstrémung  solange  intensiviert wird, bis im isothermen
Ausbreitungsgesetz von Tropfen unterschiedlicher GrdRe erste Stdérungen
auftreten., Bei Kenntnis dieser "kritischen" Anstrémintensitdt kénnen
wir dann im eigentlichen Experiment entsprechend schwache Anstrémungen

(typisch 25 % der "kritischen" Heliumgeschwindigkeit) einstellen.




Das 1ins Experimentiervolumen einstrdémende Helium hat die
Temperatur T . Zusdtzlich wird es durch Kupferbleche am Umfang des
Plexiglaszylinders auf dieser Temperatur gehalten, Die Kupferbleche
sind durch Wasserkreisldufe gleichfalls auf T  temperiert. Bei Ankunft
auf der Glasplatte hat das Helium deshalb eine wohldefinierte
Temperatur, Die zeitlichen Schwankungen fir eine  angewandte
Temperaturspanne von (Ih-Tw) =+ 25 °C sind hierbei kleiner als
+ 0.5 °C. Drei Widerstandsthermometer (PT-100) erfassen die Temperatur
des umgebenden Heliums T _ an zwel Stellen in einer Ebene 5 mm tber der
Glasplatte und die Temperatur Tw an der oberen Stirnflidche des
Kupferzylinders, Die Genauigkeit dieser Temperaturmessung ist
+0.01 °C.

Die optische Messung der vom Tropfen benetzten Fliche A(t)
beruht auf einem Schlieren-Aufbau in Reflexion. Wir benutzen eine
Quecksilberdampflampe 2zusammen mit einem Ortsfrequenzfilter wund
verschiedenen Linsen, um einen parallelen Strahl von 10 cm Durchmesser
zu erzeugen. Dieser Strahl tritt vertikal durch die obere Abdeckung
aus optischem Glas in das Experimentiervolumen ein. Nach seiner
Reflexion an der Glasplatte und am Tropfen passiert das Licht den
Strahlteiler und wird in einer weiteren Fourier-Ebene durch eine
Lochblende gefiltert. Eine CCD-Kamera mit rechteckigen Pixeln zeichnet
schlieflich das Bild zur weiteren Verarbeitung auf.

Mit der oben genannten optischen Technik werden die folgenden
physikalischen Gegebenheiten ausgenutzt. Das unbenetzte Glas sowie der
Mittenbereich des Tropfens reflektieren das Licht aufgrund ihrer
horizontalen Lage parallel. Das parallel reflektierte Licht passiert
den TiefpaRfilter in der Fourier-Ebene (Lochblende) und erscheint
deshalb hell in der CCD-Kamera. Im Gegensatz hierzu wird das Licht an

den &ufleren, geneigten Randbereichen des Tropfens schridg reflektiert




und folglich bei der Filterung ausgeblendet, Geneigte
Reflexionsflidchen erscheinen deshalb dunkel in der Kamera. Somit
erhalten wir ein kontrastreiches Bild des Tropfens, wie es schematisch
in Abb. 3-8 gezeigt 1ist. Eine nachgeschaltete Bildverarbeitung
akzeptiert den &duBeren Rand des schwarzen Bereichs als Umfangslinie
des Tropfens und zihlt im wesentlichen die Anzahl der Pixel innerhalb
dieser geschlossenen Umfangslinie. Durch eine anfangs durchgefiihrte
Kalibrierung kann hieraus eine hochgenaue Messung der benetzten Fliche
A(t) abgeleitet werden. Der typische MeRfehler liegt unter 0.1 %. Aus
A(t) wird dann der Tropfenradius a(t) bei Annahme einer kreisférmigen
Form berechnet,

Wihrend der Messung realisieren wir drei verschiedene
thermische Bedingungen: (I) isotherme Bedingungen, Tw =T_; (II) der
Fall einer beheizten Platte, Tw-Too=25 °C; (III) der Fall einer
gekihlten Platte, Tw-Tm = -25 °C. Hierbei halten wir in allen Fidllen
die Plattentemperatur auf Tw = +25 °C. Dies ist notwendig, weil die
Tropfenflissigkeit in erster Niherung diese Temperatur annimmt. Aus
diesem Grunde kénnen wir fir alle Fille I-III die relevanten
Stoffeigenschaften der sich ausbreitenden Flussigkeit anndhernd
konstant halten. Wir haben mit den Fidllen II und III zwei symmetrische
Situationen gewdhlt, bei denen die Temperatur des umgebenden Heliums
jeweils um die identische Temperaturspanne AT = 25 °C unter bzw. Uber
der Plattentemperatur gewihlt ist.

In den Experimenten werden zwei verschiedene Flussigkeiten
benutzt, nidmlich Silikondl (Bayer M-100) und Paraffindl. Fir jeden
Tropfen wird ein neues Glaspldttchen vorbereitet wund auf dem
Rupferzylinder fixiert. Die Vorbereitung des Glasplidttchens erfolgt
abhidngig von der Testflissigkeit. Im Falle des Silikonéls wird das

Glas fur ca. 10 Minuten im Ultraschallbad mit Ethanol gereinigt.




Danach verbleibt es fir mindestens zwei Tage in einem staubfreien
Behdlter, um eine restloses Verdampfen des Ethanols sicherzustellen,
Im Falle des Paraffinéls wird die gleiche Prozedur bei Verwendung von
destilliertem Wasser anstatt Ethanol angewandt. Wir wollen im ndchsten
Abschnitt das dynamische Benetzungsverhalten der beiden
Versuchsflissigkeiten auf Glas (bei der geschilderten Vorbereitung)

diskutieren,

3.3.2 Vortiberlegungen und Vorexperimente

Um die Experimente mit verschiedenen Fliussigkeiten den
theoretischen Resultaten gegeniiberzustellen, ist es notwendig, die
Skalierungsbeziehungen (3.20) und (3.39) auf die experimentellen Daten
anzuwenden. Dies setzt voraus, daR die darin vorkommenden GréBen durch
Eichmessungen oder aus Grenzverhalten vorweg bestimmt werden kénnen:
Wir wollen diese Methoden im folgenden diskutieren.

Wir kénnen zunichst die Stoffeigenschaften unserer
Flissigkeiten wie Grenzflichenspannung o(T), Viskositdt u(T) wund
Dichte p(T) im interessierenden Temperaturbereich messen. Diese Daten
sind in Tabelle III zusammengefaft. Wir werden diese Abhdngigkeiten im
folgenden bei allen Skalierungen und Berechnungen dimensionsloser
Kennzahlen anwenden.

Die Messung des anfdnglichen Kontaktwinkels 00 und die
Bestimmung der Kapillaritdtszahl C erlaubt uns einzuschdtzen, ob die
Ngherungen in der Theorie verntnftig sind. Vor allem wird die
Dinnfilm-Approximation (00 « 1) und die quasistationidre Approximation
fur kleine Kapillarititszahl (C « 1) Uberpriuft., Der anfidngliche
Kontaktwinkel 00 kann fur jeden Tropfen bei Kenntnis seines Volumens
V0 (aus Massenbestimmung) abgeschidtzt werden, wenn man eine sphidrische

Form des Tropfens annimmt. In den vorliegenden Experimenten finden wir




Stoffeigenschaften: Silikonsl

Viskositit (10 °Pa s) p = 200.98 - 3.615 T + 0.024 T*

Grenzfldchenspannung (N m-l) o =20.465 - 0.045 T

Dichte (kg m °) p =999.18 - 1.144 T + 0.0025 T*

Wirmeleitfahigkeit (W m 'K ')| X = 0.163 (fur T = 25 °C)

Paraffinsl

Viskositdt (10 °Pa s) p o= 408.70 - 18.75 T + 0.25 T?

Grenzfldchenspannung (N m ) o =28.938 - 0.179 T

Dichte (kg m °) p=899.67 - 1.0T

Wirmeleitfahigkeit (W m ‘K *)| X = 0.130 (fur T = 25 °C)
Helium

Wirmeleitfihigkeit (W m 'K ')| A = 0.150 (fur T = 25 °C)

Tabelle III: Stoffeigenschaften der verwendeten Fluide. Die
Temperaturen T innerhalb der Gleichungen sind in der
Einheit (°C) einzusetzen.

den anfdnglichen Kontaktwinkel im Bereich

6.9° < 00 < 18.3° fur Silikondél/Glas, (3.79)

12.8° < 00 < 20.3° fir Paraffinél/Glas. (3.80)

Die Kapillaritdtszahl variiert im Bereich

0.53 10% < ¢ < 8.20 107 fur Silikonsl/Glas, (3.81)

IA

0.59 107 2.72 107 fur Paraffinél/Glas. (3.82)

A

c

IA

Aus dem Bereich der Kapillaritdtszahlen geht klar hervor, daf die
quasistationdre Lésung (C - 0) eine ausgezeichnete Ndherung darstellt.
Dagegen kénnte die Dinnfilm-Approximation angesichts von
Kontaktwinkeln bis 00 2 (.35 (im BogenmaR) zu Ungenauigkeiten fiuhren.
Zur Gultigkeit der Dinnfilm-Approximation gibt es eine neuere
Arbeit von Goodwin & Homsy (1991). Diese Autoren betrachten ein

verwandtes Problem, in welchem sich eine dinne Flissigkeitsschicht mit




einer Kontaktlinie eine schridge Ebene hinabbewegt. Hierbei vergleichen
sie Loésungen mit der Dunnfilm-Approximation mit numerischen Lésungen
der Stokes-Gleichung. Sie berechnen eine reprdsentative,
makroskopische Gréfe im Stromfeld als Funktion der Kapillaritdtszahl
mit beiden Methoden und finden, daR diese GroRe bis auf 2 & genau von
der Dunnfilm-Approximation in einem iberraschend grbﬁen Bereich wvon
Kontaktwinkeln, 0 < § < 50°, berechnet werdgn kann (vgl. Fig. 12 in
Goodwin & Homsy (1991)). Die gewdhlte, reprdsentative Gréfe ist in
diesem Fall das Maximum der Grenzflichenkontur. NaturgemdR werden in
den Rechnungen mit der Dunnfilm-Approximation Abhédngigkeiten der
Lésung vom Kontaktwinkel nicht berticksichtigt. Die Ergebnisse dieser
Autoren 1legen aber den SchlufR nahe, daR angesichts der aktuellen
Kontaktwinkel (3,79), (3.80) ein ausreichend genaues Modell bei
Anwendung der Dinnfilm-Approximation erhalten wird. Grofe
Kontaktwinkel sind zudem 1lediglich in einer frihen Phase der
Ausbreitung vorhanden und werden rasch mit fortschreitender Zeit
kleiner.

Wenn wir die Marangoni-Zahl M bestimmen wollen, so missen wir
die Wirmelbertragung an der {/¢-Grenzfliche quantifizieren, Dies
kénnen wir Uber eine Messung der Dicke der thermischen Grenzschicht §
im umgebenden Helium erreichen. Wir haben deshalb fur die Fille
TN~T°° =+ 25 °C das vertikale Temperaturprofil dber dem sich
ausbreitenden Tropfen zu messen. Dies geschieht durch Verfahren eines
Thermoelements von 0.25 mm Durchmesser in Schritten Az = 0.2 mm und
Messung der zeitgemittelten Heliumtemperatur an jedem Punkt. Hierbei
finden wir einen in guter Ndherung linearen Abfall bzw. Anstieg der
Temperatur in einer thermischen Grenzschicht wvon 0.6 - 1.0 mm Dicke
direkt uber der {/¢-Grenzfliche. Wir schitzen den Widrmestrom auf der

Basis von Widrmeleitung Uber die thermische Grenzschicht ab und
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erhalten die Marangoni-Zahlen

Ih - T°° =+ 25 °C: M=+ 0.085, (3.83)
T - T =-25°C: M= - 0.06, (3.84)
W ©

fur beide Versuchsflissigkeiten. Die GréRenordnung von IMI zeigt, daR
wir in der Tat eine fast adiabate thermische Randbedingungen an der
{/¢-Grenzfliche vorliegen haben, Wir sollten jedoch beachten, daf die
beschriebene MeBRmethode keine genaue, stérungsfreie Messung der
lokalen Heliumtemperaturen zuldft. Insbesondere der Warmestrom
innerhalb des Thermoelements und zeitliche Temperaturoszillationen im
Helium koénnen zu erheblichen Fehlern fuhren. Temperaturoszillationen
im Helium sind vor allem bei instabiler Temperaturschichtung mit
T@ > T zu beobachten. Vermutlich sind sie auf eine zeitabhangige
Naturkonvektion im Helium dUber dem Tropfen zurlckzufihren. Diese
Meffehler sind dem Standardfehler der reinen Temperaturmessung
(* 0.01 °C) Uberlagert. Aus diesem Grund sind die Werte in (3.83) und
(3.84) 1lediglich als Abschitzungen aufzufassen, Thre GréRenordnung
hingegen kann als zuverldssig betrachtet werden,

Das dynamische Benetzungsverhalten der Flussigkeit wird durch
die konstitutive, dimensionsbehaftete Gleichung (3.19) modelliert., Wir
benutzen eine indirekte Methode, um die Konstanten innerhalb wvon
Gleichung (3.19) =zu bestimmen. Der statische Kontaktwinkel mnach
Voranschreiten der Kontaktlinie BA kann aus dem Endradius des Tropfens
abgeschitzt werden., Im einzelnen finden wir fir Silikonsél (auf Glas)
keinen stationdren Endzustand, woraus unmittelbar 0A = 0 gefolgert
werden kann (vollstidndige Benetzung). Im Gegensatz hierzu finden wir
fir Paraffinél (auf Glas) eine stationdre Tropfenform fir t - «, d.h.
es liegt partielle Benetzung vor. Hieraus koénnen wir den stationdren
Kontaktwinkel HA in einem Genauigkeitsbereich 6.8° < 0A < 9.2°

identifizieren. Wir werden im folgenden den Mittelwert 9A = 8.6° fur




das System Paraffinél/Glas verwenden,
Den Mobilit4tsexponenten m bestimmen wir aus den isothermen
Experimenten mit Silikonél auf Glas. Fir ¢t 5> «» finden alle

Experimentatoren ein Gesetz der Form
t > w: a o« t°, (3.85)

wdhrend unser Modell fur achsensymmetrische Tropfen unter

SchwereeinfluR (vgl. Gl. (3.67)) das Verhalten

£ > o a o« /D (3.86)

liefert. Eine Regression aller in der Literatur verfigbaren Daten zur
isothermen Tropfenausbreitung von Silikon6él auf Glas erlaubt deshalb,
den Mobilititsexponenten m zu bestimmen. Wir finden Werte im engen
Bereich 2.64 < m < 2.95 und werden im weiteren den Mittelwert m = 2.8
verwenden. Die Bestimmung von m beruht auf Daten fiur Silikonél auf
Glas wund 1ist somit zunidchst fir dieses Stoffsystem giltig. Der
Mobilit4tsexponent m legt allerdings den Typ der funktionellen
Abhidngigkeit in Gleichung (3.19) fest. Ersetzen wir nun Silikonél
durch Paraffinél, so wird die zugrundeliegende Physik nicht verdndert,
und wir kénnen die gleiche funktionale Abhdngigkeit erwarten (vgl.
Abschnitt 2.2). Somit sollte der gleiche Mobilit&4tsexponent auch fuar
das System Paraffinél/Glas Gultigkeit haben. Fuir bekannte 00, 0A, m
kann nun die Konstante « in Gleichung (3.19) unmittelbar aus der
Differentiation der gemessenen Zeitgesetze a(t) bestimmt werden. Wir

erhalten die Beziehung

a (t )
oo b0 (3.87)
m
(0 ,- 9A)
und kénnen die Zahlenwerte
k= 3.4 10° m/s fur Silikondl/Glas, (3.88)
k= 8.7 10° m/s fur Paraffinsl/Glas (3.89)




berechnen, Hierbei ist zu beachten, daR die GréRen in (3.87)

dimensionsbehaftet sind.

20.04 . 20.01
o a) Silikondl/Glas o b) Paraffinsl/Glas
s D
10.04 10.04
16, ~86°
0.0 : v . ——— 0.0 - . " ' ]
0.00 0.05 0.00 0.05
8, [mm/s] a, [mm/s]

Abb. 3-9: Benetzungsverhalten der Versuchsflissigkeiten auf Glas aus
den indirekten Messungen: (a) Silikonsél, (b) Paraffinél.

Die Kenntnis tber das dynamische Benetzungsverhalten unserer
Flussigkeiten auf Glas koénnen wir zusammenfassen, indem wir die
Funktionen gemdf Gleichung (3.19) graphisch veranschaulichen., 1In
Abb, 3-9 ist der Kontaktwinkel # als Funktion der (voranschreitenden)
Geschwindigkeit der Kontaktlinie a aufgetragen sowohl fur (a)
Silikonsél auf Glas als auch fur (b) Paraffinél auf Glas. Es bleibt zu
beachten, daR diese Kurven nicht durch direkte Messungen des
Kontaktwinkels gewonnen sind. Die Konsistenz der angewandten
indirekten Methode wollen wir aber im folgenden sicherstellen.

Verschiedene Autoren haben direkte Messungen des
Kontaktwinkels unserer Versuchsflissigkeiten auf Glas vorgenommen. Es
scheint sinnvoll, deren Ergebnisse heranzuziehen, um unsere indirekten
Resultate zu Uberprifen. De Gennes (1985) hat basierend auf
Experimenten von Hoffmann (1975) abgeleitet, dal die funktionale Form

€=f(at) universell sein sollte. Sie 1ist damit insbesondere




unabhdngig von der Wahl der Fluide und des Festkérper. Hoffmanns
Experimente legen sowohl fiur vollstdndige Benetzung (0A = 0) als auch
fur partielle Benetzung (oA > 0) ein Modell vom Typ (3.19) nahe. Fir
kleine Geschwindigkeiten der Kontaktlinie erhalten wir aus seinen
Daten m = 3 * 0.5 (vgl. de Gennes (1985)). Aus den Arbeiten von Rose &
Heins (1962), Friz (1965) und Schwarz & Tajeda (1972) ergibt sich die

Beziehung

1/3
ap
3.4[ t ] . (3.90)

ag

13

tan 6

Diese Beziehung beruht auf Experimenten und Ahnlichkeitstiberlegungen.
In (3.90) finden wir eine Abhidngigkeit von der dynamischen Viskositit
# und der Grenzflichenspannung o (vgl. auch Abs. 2.2). Fir § « 1
ergibt sich aus (3.90) fur Fidlle vollstdndiger Benetzung unmittelbar
der Mobilitdtskoeffizient m =3 . Unter Verwendung der Beziehung
(3.90) kénnen wir uns wiederum die Konstante k in Gleichung (3.19) fur

unsere Stoffsysteme berechnen und wir erhalten die Werte

R

k= 3.95 10° m/s fir Silikonsl/Glas, (3.91)

R

k= 6.47 107 m/s fir Paraffinsl/Glas. (3.92)
Beim Vergleich dieser Zahlenwerte mit den von uns indirekt ermittelten
((3.88), (3.89)) isﬁ eine befriedigende Ubereinstimmung festzustellen.
Neben den mehr generellen Ergebnissen =zur Dynamik von
Kontaktlinien existieren Messungen direkt fur unsere Stoffsysteme. Die
Experimente von Hoffmann (1975) sind teilweise mit Silikonél in
Glaskapillarrohren durchgefihrt. Der dynamische Kontaktwinkel wird
hierbei direkt gemessen. Die Ergebnisse fir das dynamische
Benetzungsverhalten dieses Stoffsystems sind in ausgezeichneter
ﬁbereinstimmung mit unseren Resultaten. Rose & Heins (1962) haben

diese Messungen in 4dhnlicher Geometrie fur das Stoffsystem

Paraffinél/Glas wiederholt. Ihre Daten bestdtigen sowohl 0A = ]10° als




auch die funktionale Form der Abhidngigkeit § = f(at). Hier bestehen
kleinere Diskrepanzen beziliglich der genauen Werte von s und 0A, welche
darauf zurdckzufidhren sind, daf sowohl bei Rose & Heins als auch bei
unseren Experimenten die Daten betridchtliche statistische Streuung
aufweisen, So ist eine genauere Bestimmung des dynamischen

Benetzungsverhaltens in diesem Fall nicht zugidnglich.

3.3.3 Ergebnisse fur Silikonél/Glas: das vollstdndig benetzende System

Wir wollen nun das dynamische Benetzungsverhalten von
Silikonél auf Glas diskutieren. Diese Charakteristik wird vollstidndig
durch Abb. 3-9a wiedergegeben. Wir erkennen, daRf fdr einen beliebigen
Anfangskontaktwinkel 00 > 0 der Tropfen sich aufgrund a > 0
ausbreiten wird. Mit fortschreitender Zeit wird somit der
Kontaktwinkel 6 (t) kleiner werden, bedingt durch die Abflachung des
Tropfens wihrend der Ausbreitung. Wegen 0A 2 0 werden wir bei jedem
Kontaktwinkel eine Ausbreitungsgeschwindigkeit a > 0 beobachten - der
Tropfen breitet sich unbegrenzt aus. Dieses Verhalten tritt auf, wenn
HA 2 0 gilt und wird typisch beobachtet fiur Silikonsél auf Glas.

Wir wollen zunidchst die isothermen Experimente in diesem
Stoffsystem diskutieren. Ein sorgfdltiger Vergleich mit den Resultaten
friherer Experimentatoren stellt sicher, dafl die gesamte
experimentelle Prozedur geeignet ist, die Resultate aus der Literatur
in guter Genauigkeit zu wiederholen. Die eigenen Experimente beziehen
sich dabei auf achsensymmetrische Tropfen auf einer Platte. Fir den
Fall, daR der Tropfem wunter der Platte hingt, werden wir
experimentelle Ergebnisse von Levinson et al. (1988) den Aussagen
unseres Modells gegentiberstellen. Schlieflich werden wir Experimente
unter nichtisothermen Bedingungen vorstellen, welche bisher noch nicht

in der Literatur zu finden sind. Diese liefern eine ganze Reihe neuer
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Resultate.

a) isotherme Verhdltnisse: G > 0

In Abb., 3-10 erkennen wir die Entwicklung von drei typischen
Tropfen auf einer Platte bei verschiedenen Volumina Vi unter
isothermen Bedingungen Ih =T, (M = 0). Der Tropfenradius a(t) ist als
Funktion der Zeit in doppellogarithmischer Auftragung gezeigt. Aus der
Definition der Bond-Zahl G in Gleichung (3.39) kénnen wir fir die drei
Tropfen wegen 1ihrer wunterschiedlichen Anfangsradien a drei
unterschiedliche Bond-Zahlen Gi berechnen. Im Detail erkennen wir aus
(3.39) einen quadratischen Anstieg von G mit dem Anfangsradius a.
Somit erweist sich die Schwerkraft als deutlich wichtiger im Falle
groler Tropfen. Dieser Zusammenhang, findet sich im
Ausbreitungsverhalten der Tropfen in Abb. 3-10a wieder. Wir fihren fur

die experimentellen Daten, sowohl fir kleine als auch fir grofle Zeiten

Regressionsanalysen durch und finden

t > 0: a«xt , (3.93)

t > o aot |, (3.94)

mit ¢, < C, Die so erhaltenen Regressionskurven fir kleine und groRe
Zeiten sind in Abb. 3-10a in Form dinner Linien eingetragen. Es ist
hierbei ein Ubergang von einer anfanglich kleinen Steigung hin zu
einer gréferen Steigung fur wachsende Zeiten erkennbar. Die
verschiedenen Steigungen kénnen verschiedenen Effekten zugeordnet
werden, welche den ProzeR kontrollieren (vgl. Ehrhard & Davis (1991)).
In einer frihen Phase dominiert die Kapillarkraft, welche fur die
Steigung <, verantwortlich zeichnet. Indem sich der Tropfen ausbreitet
geht die Flussigkeitshoéhe gegen null und gleichzeitig die Krimmung der

t/g-Grenzfldche gegen unendlich. Die spidte Phase ist also dominiert
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Abb. 3-10: Isotherme Tropfenausbreitung von Silikonél auf Glas, das
vollstindig benetzende System: der Tropfenradius ist als
Funktion der Zeit gegeben fur drei verschiedene Tropfen mit
unterschiedlichem Volumen., (a) zeigt die experimentellen
Daten und die Regressionskurven. (b) zeigt die
experimentellen Daten und die Modellrechnungen.




durch den EinfluR der Schwerkraft, welche die Steigung ¢, zur Folge
hat. Konsistenterweise wirde man jetzt erwarten, daR dieser Ubergang
fur groRe Tropfen (mit grofer Bond-Zahl G) friher erfolgt. Durch einen
Vergleich der Schnittpunkte der asymptotischen Gesetze, markiert durch
gestrichelte Linien, erkennen wir in der Tat, daR diese Tendenz in den
Experimenten beobachtet werden kann,

Wir haben  bisher in Abb. 3-10a die experimentellen
Beobachtungen fir sich dargelegt. In Abb. 3-10b wollen wir nun einen
Vergleich mit den Aussagen des Modells ziehen. Die Modellrechnungen
sind ausgefihrt fdr die entsprechenden Bond-Zahlen G = 2.4, 7.6, 14.1
und, gemdR den Skalierungsbeziehungen (3.20), in dimensionsbehaftete
GréRen rickgerechnet. Wir erkennen eine gute Ubereinstimmung fir alle
drei Tropfen im vollstdndigen experimentellen Beobachtungszeitraum von
mehr als finf Stunden. Es zeigt sich, daR der Ubergang in der Steigung
bei fortschreitender Zeit (vgl. Abb. 3-10a) durch das Modell gut
erfalt wird. Somit koénnen wir folgern, daR das Modell von Ehrhard &
Davis (1991), wie es in Abschnitt 3.2 mit den Annahmen und Néhérungen
dargelegt ist, geeignet ist, die isotherme Tropfenausbreitung auf
horizontalen Platten bei SchwerkrafteinfluR adidquat zu beschreiben.

Die Beobachtungen, welche wir oben beziglich der isothermen
Tropfenausbreitung von Silikonél auf Glas unter Einfluf der
Schwerkraft diskutiert haben, sind nicht neu. Verschiedene Autoren
kommen zu gleichen Schluffolgerungen aufgrund experimenteller (vgl.
Cazabat & Cohen Stuart (1986)) oder theoretischer (vgl. Ehrhard &
Davis (1991)) Untersuchungen. Wir haben mit dem Ergebnis allerdings
belegt, daR unser mit Helium gespliltes Experiment bei isothermen
Bedingungen die gleichen Zeitgesetze fur die Ausbreitung findet, wie
sie in der Literatur fir Experimente in stagnierender Atmosphire

gefunden worden sind. Somit ist sichergestellt, daf die Intensitdt der




Staupunktstrémung im Helium uber dem Tropfen so schwach gewahlt ist,
daR sie keinen stdérenden EinfluR nimmt. Wir wollen eine quantitative
Diskussion der Exponenten in den Gleichungen (3.93), (3.94) spiter
unter Zuhilfenahme von Tabelle IV vornehmen.

Im ndchsten Schritt wollen wir unseren Satz experimenteller
Daten mit Hilfe der Skalierungsbeziehungen (3.20) dimensionslos
machen. Wir wollen dariber hinaus die Originaldaten von Cazabat &
Cohen Stuart (1986) und von Chen (1988) der gleichen Skalierung
unterwerfen. Somit erhalten wir alle verfligbare Daten zur isothermen
Tropfenausbreitung in dimensionsloser Form. Dies hat den Vorzug, daf
wir nun, in der dimensionslosen Form, Tropfen unterschiedlicher
Viskositdten wund Volumina mit den dazugehSrigen Aussagen des
theoretischen Modells vergleichen kénnen. Es sollte an dieser Stelle
erwdhnt werden, daR wir die Eigenschaften der Flussigkeiten der
genannten Experimentatoren nicht genau kennen, insbesondere was deren
Temperaturabhidngigkeit betrifft. Aus diesem Grunde sind gewisse
Abstriche bei der Genauigkeit der Skalierung zu beachten.

In Abb. 3-11 haben wir gleichfalls in doppellogarithmischer
Darstellung den dimensionslosen Tropfenradius a(t) aufgetragen. Die
aktuellen Experimente von Ehrhard (1993) sind durch die Symbole ®
gegeben, wihrend die Experimente von Cazabat & Cohen Stuart (1986)
bzw. Chen (1988) durch die Symbole [ bzw. A gezeigt sind. Alle
Experimente liegen in einem Bereich der Bond-Zahlen von 0.5 < G < 16.4
und wir erkennen folglich eine Schar experimenteller Kurven. Wenn wir
die einzelnen Kurven sorgfidltiger analysieren, so ist festzustellen,
daf die unteren Kurven von Tropfen mit kleiner Bond-Zahl herrihren,
wdhrend die oberen Kurven groflen Bond-Zahlen zugeordnet sind. Somit
erweisen sich die einzelnen Kurven innerhalb der experimentellen

Kurvenschar (mit wenigen Ausnahmen) von unten nach oben bei wachsender
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Bond-Zahl geordnet.
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Abb. 3-11: Isotherme Tropfenausbreitung von Silikonél auf Glas, das
vollstdndig benetzende System: der Tropfenradius ist als
Funktion der Zeit in dimensionsloser Form gegeben. Die
experimentellen Daten stammen von Cazabat & Cohen Stuart

(1986) (O), Chen (1988) (A) und Ehrhard (1993) (@). Die
Parameter der Modellrechnung sind M = O, GA =0, m=2.8.

Die geschilderten experimentellen Verliufe sind in guter
Ubereinstimmung mit den Modellrechnungen. Durch Variation der
Bond-Zahl G im Modell finden wir gleichfalls ein Schar von Kurven. Die
dufersten Kurven mit G = 0.5 und G = 16.4 sind in Abb. 3-11 als
durchgezogene Linien eingetragen. Wir erkennen, daf mnahezu alle
experimentellen Datenpunkte innerhalb des durch die Modellrechnungen
aufgespannten Bandes 1liegen. Wenige Datenpunkte liegen auferhalb

dieses Bandes - sie stammen aus den Experimenten von Cazabat & Cohen




Stuart bzw. Chen und sind aufgenommen fir sehr kleine Zeiten. Diese
Diskrepanzen sind auf Unsicherheiten bei den Stoffeigenschaften
zurGckzufihren. Es ist aber auch méglich, daR die Anfangsform des
Tropfens wdhrend dieser frihen Phase noch Einfluf hat. Die Anfangsform
des Tropfens hingt aber von der Handhabung der Injektionsnadel beim

Aufbringen ab und ist folglich mehr oder weniger zufallig,

Arbeit achsensym. Tropfen domin, Viskositat
) a« t" Kraft (Pa s)
n n
Tanner (1979) 0.109 | 0.106 - 0.112 KK 1.008, 13.0
Cazabat and 0.105 | 0.094 - 0.125 KK 0020 1.0
Cohen Stuart (1986) 0.129 | 0.118 - 0.137 GK
Chen (1988) 0.106 | 0.080 - 0.123 KK 0.195
0.112 | 0.089 - 0.122 KK
Ehrhard (1993) 0.125
0.145 | 0.128 - 0.165 GK

Tabelle IV: Isotherme Ausbreitungsgesetze fir Silikondl auf Glas. KK
bezeichnet Kapillarkraft, GK Gewichtskraft. Der Bereich
der experimentell gefundenen Exponenten n in den

Zeitgesetzen und deren Mittelwert n ist gegeben.

In Tabelle IV wollen wir die Zeitgesetze aus den verschiedenen
Experimenten miteinander vergleichen. Aufgrund a « t", stellt n die
Steigung im doppellogarithmischen a(t) Diagramm dar. Der Bereich der
Viskositdten in den Experimenten ist 0.02 < pu < 13.0 Pa s. Die
Steigung ist jeweils aus einer Regression der Originaldaten fur die
Modelle (3.93) bzw. (3.94) erhalten., Die Werte sind folglich, je nach
Zeitbereich, im kapillarkraftkontrollierten oder im
schwerkraftkontrollierten Bereich gultig. Fir die Tropfenausbreitung
kontrolliert durch Kapillarkrafte finden alle Experimente

0.105 < n < 0.112, wihrend die Kontrolle durch die Schwerkridfte sich




in einem Bereich 0.129 < n < 0.145 niederschligt. Es sollte beachtet
werden, daf unsere aktuellen Experimente einen sehr groBen Zeitbereich
abdecken. Dies erlaubt erstmals eine zuverlissige Bestimmung der

Ausbreitungsgesetze fir die schwerkraftkontrollierte Phase,

b) isotherme Verhdltnisse: G < 0

Nachdem wir nun die Vorausagen unseres Modells fiar die
isotherme Tropfenausbreitung auf der Platte dberpriuft haben, ist es
sinnvoll, die Modellrechnungen flir den Fall des hidngenden Tropfens mit
G < 0 zu verifizieren. Hierzu liegen keine eigenen Experimente vor,
wir verwenden aber einen Satz von Messungen aus der Literatur.
Levinson et al. (1988) haben uns ihre Originaldaten zur Verflgung
gestellt. Wir wdhlen aus dem Gesammtsatz vier typische Tropfen aus
(vgl. Fig. 4 in Levinson et al.) und skalieren die Originaldaten unter
Verwendung von (3.20). Die Bond-Zahlen ermitteln wir nach (3.39) im
Bereich -6.5 < G < -1.46., In Abb, 3-12 ist in doppellogarithmischer
Form der dimensionslose Tropfenradius a(t) dieser Experimente durch
ausgeftillte Symbole gezeigt, Dem sind Modellrechnungen  fir
verschiedene Bond-Zahlen gegeniibergestellt., In Abb. 3-12 erscheinen
diese Modellrechnungen als eine Schar gepunkteter bzw. durchgezogener
Linien.

Zundchst wird deutlich, daf die experimentelle Kurvenschar in
guter Niherung innerhalb des Bandes liegt, welches durch die
Modellrechnungen im entsprechenden Bereich der Bond-Zahlen aufgespannt
ist., Zudem sind die experimentellen Kurven von oben nach unten mit
wachsendem |G| geordnet - ganz analog zur Kurvenschar aus den
Modellrechnungen. Die Schwerkraft hat fir die hdngenden Tropfen einen
massiven EinfluR, indem kleine Tropfen (mit kleinem |G|) sich nahezu

so ausbreiten, als ob sie auf der Platte positioniert seien. Dies wird
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Abb. 3-12: Isotherme Tropfenausbreitung von Silikonél unter der
Glasplatte. Der Tropfenradius ist als Funktion der Zeit in
dimensionsloser Form gegeben. Die experimentellen Daten
stammen von Levinson et al. (1988) fur G = -1.46 (&), -2.41
(), -3.33 (@), -6.5 (®). Die Parameter der Modellrechnung
sind M = 0, @A =0, m= 2.8.

deutlich aus einem Vergleich der theoretischen Kurve fir G = 0 mit der
Kurve des kleinsten Tropfens (Symbole ). Dagegen weicht die
Entwicklung grofer Tropfen hiervon erheblich ab. Die Schwerkraft
verlangsamt die Ausbreitung und fuhrt folgend dem theoretischen Modell
zu einer stationdren Tropfenkontur flr t - «, Dieser Trend wird am
gréoften Tropfen deutlich (Symbole @), wenngleich die stationdre
Endkontur am Ende des Experiments noch nicht erreicht ist. Vergleichen

wir in Abb. 3-12 und Abb. 3-11 den EinflufR von G fir hédngende und




liegende Tropfen, so f4llt die starke Auffdcherung der Kurven im Falle
der hdngenden Tropfen auf. Dies ist letztlich der Ausdruck des starken
Einflusses der Schwerkraft. Zusammenfassend koénnen wir also
feststellen, daR die Modellaussagen fir die h4ngenden Tropfen mit
G < 0 in guter Ubereinstimmung mit den Experimenten von Levinson et

al. (1988) stehen (vgl. Fall 6 in Abs. 3.1.5).

¢) nichtisotherme Verhdltnigse: G > 0

Wir wollen nun in Abb. 3-13 in gleicher dimensionsloser Form
die Ergebisse unserer Experimente unter nichtisothermen Bedingungen
diskutieren. Zwei Gruppen von experimenteilen Kurven sind zu erkennen:
die offenen Symbole ergeben sich fur den Fall der gekihlten Platte.
Die ausgefullten Symbole sind erhalten bei Beheizung der Platte.
Abhidngig von den thermischen Bedingungen kénnen wir grundlegend
verschiedenes Verhalten der Tropfen beobachten. Die gekihlte Platte
beschleunigt den Ausbreitungsprozef, wihrend die beheizte Platte ihn
verlangsamt. Innerhalb jeder Gruppe von experimentellen Kurven
(offene, ausgefiillte Symbole) ist wiederum durch das Spektrum der
Tropfengr6fen ein Bereich von Bond-Zahlen realisiert (vgl. isotherme
Experimente). Die unteren experimentellen Kurven ensprechen dabei
kleinen  Bond-Zahlen, die oberen dagegen entsprechen grofien
Bond-Zahlen. Das bedeutet, daf innerhalb jeder Gruppe die Einzelkurven
wiederum streng nach Bond-Zahlen geordnet sind. Der Bereich der
Bond-Zahlen in den Experimenten ist im ubrigen 1.5 < G < 14.2.

Wir haben zum Vergleich drei theoretische Kurven in Form
durchgezogener Linien eingetragen, welche fir eine mittlere Bond-Zahl
von G = 10 und drei verschiedene thermische Bedingungen erhalten sind.
Im einzelnen ist dies die beheizte Platte (M = + 0.04), die gekihlte

Platte (M = - 0.04) sowie der isotherme Fall (M = 0). Die isotherme
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Abb. 3-13: Nichtisotherme Tropfenausbreitung von Silikonél auf Glas,
das vollstidndig benetzende System: der Tropfenradius ist
als Funktion der Zeit in dimensionsloser Form gegeben. Die
experimentellen Daten gelten fir eine beheizte (ausgeftillte
Symbole) bzw. eine gekihlte (offene Symbole) Platte. Die
Bond-Zahlen sind 6 = 1.5, 3.7, 7.6, 7.9, 9.3, 14.2 (M < 0),
bzw, 6 = 3.1, 7.9, 8.1, 9.3, 12.9 (M > 0). Die Parameter
der Modellrechnung (Linien) sind 6A= 0, m=2.8, G =10.

Kurve repridsentiert hierbei in etwa das gemittelte Verhalten aller
isothermen Tropfen, wie es in Abb. 3-11 zu sehen ist. Wir haben es aus
Grinden einer ubersichtlichen Darstellung unterlassen, diese Kurven
fur die Variationbreite der Bond-Zahl im Experiment einzutragen. Dies
wirde jede einzelne theoretische Kurve durch zwei ersetzen, welche
dann den Bereich der Bond-Zahlen wiedergeben. Dieser Effekt ist jedoch
vollstdndig analog zum Effekt der Bond-Zahl im isothermen Fall (vgl.

Abb. 3-11). Aus einem Vergleich der theoretischen Kurven fur




M=1%0.04 mit den experimentellen Daten finden wir eine
zufriedenstellende Ubereinstimmung. GroRere Diskrepanzen treten
lediglich fir grofe Zeiten im Fall der gekiihlten Platte auf. Hier
berechnet das Modell eine schnellere Tropfenausbreitung als die
Experimente zeigen. Diese Abweichung tritt jedoch fUr extrem weit
ausgebreitete Tropfen auf, wenn extrem dinne Flussigkeitsschichten
vorliegen. Diese Diskrepanz ‘kann deshalb dreidimensionalen Effekten
zugeordnet werden. Dies werden wir spiter ausfihrlich diskutieren
(vgl. Absatz 3.3.5).

Wie bereits diskutiert erhalten wir gute ﬁbereinstimmung von
experimentellen wund theoretischen Resultaten flir M =% 0.04. 1Im
Gegensatz hierzu haben unsere Messungen der Marangoni-Zahl M die Werte
M=+ 0.085, M= - 0.06 ergeben (vgl. Absatz 3.3.2). Hier bleibt
folglich eine deutliche Abweichung bestehen. Wir sollten jedoch an
dieser Stelle nochmals betonen, dafl die angewandte Mefmethode
erhebliche Stérungen des thermischen Feldes bewirken kann und deshalb
diese Werte bestenfalls als Abschdtzung der GréRenordnung zu

betrachten sind.

3.3.4 Ergebnisse fiir Paraffinél/Glas: das partiell benetzende System
Im Gegensatz zu Silikon®l, beobachtet man fur Paraffinél auf
Glas eine partielle Benetzung. Die Auswirkungen wollen wir anhand
Abb. 3-9b diskutieren. Beim Aufbringen des Tropfens haben wir
tiblicherweise einen Anfangskontaktwinkel 00 > 0A vorliegen und
erwarten deshalb wegen a > 0 eine Ausbreitung des Tropfens. Diese
Ausbreitung wird solange fortwdhren, bis der aktuelle Kontaktwinkel
auf 4§ = 0A gefallen 1ist. Wir erwarten folglich fir t > « einen
stationdren Tropfen, wobei der erreichte Radius a_ gegebenenfalls

durch die thermischen Bedingungen (M) beeinfluft werden kann. Dies




kénnen wir anhand Abb. 3-7b oder anhand der entsprechenden Gleichungen
(3.77), (3.78) ersehen. Der Endradius a_ wird demnach fdr eine
beheizte (gekihlte) Platte kleiner (groéfer) als dies im isothermen

Fall (M = 0) der Fall wire.

a) nichtisotherme Verhdltnisse:

Die Ergebnisse fiir unsere Experimente mit Paraffindél auf Glas
unter nichtisothermen Bedingungen  haben  wir in Abb. 3-14
zusammengefallit. Wiederum sind die offenen Symbole aus Experimenten mit
gekihlter Platte und die ausgefiillten Symbole aus Experimenten mit
beheizter Platte erhalten. Alle Tropfen ndhern sich einem stationdren
Endradius (man beachte die logarithmische Zeitskala). Dieses Verhalten
unterscheidet sich ganz charakteristisch von dem Verhalten, welches
wir fir das vollstidndig benetzende System (vgl. Absatz 3.3.3) gefunden
haben. Daridber hinaus zeigt sich, daR die Tropfen im Falle der
gekihlten (beheizten) Platte sich schneller (langsamer) ausbreiten und
der fir t - =« erreichte Endradius gréRer (kleiner) als im isothermen
Fall ist. Aufgrund der unterschiedlichen Tropfenvolumina realisieren
wir wiederum einen Bereich von Bond-Zahlen. Die aktuellen Werte sind
G =2.9, 8.2 fir die beheizte Platte und G = 2.7, 14. fir die gekiithlte
Platte. Es zeigt sich fur beide thermische Bedingungen, daf die untere
experimentelle Kurve jeweils bei niedriger Bond-Zahl erhalten ist. Die
theoretischen Kurve in Abb. 3-14 (durchgezogene Linien) sind wiederum
fur eine mittlere Bond-Zahl wvon G = 10. und die Marangoni-Zahlen
M =+ 0.04 gerechnet. Aus dem Vergleich zwischen den Rechnungen mit
der mittleren Bond-Zahl und den Experimente mit den aktuellen
Bond-Zahlen ist zu ersehen, daR der Einfluf von G wiederum vollstidndig
analog ist zum Stoffsystem mit vollstindiger Benetzung (vgl.

Abb. 3-13).
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Abb. 3-14: Nichtisotherme Tropfenausbreitung von Paraffinél auf Glas,
das partiell benetzende System: der Tropfenradius ist als
Funktion der Zeit in dimensionsloser Form gegeben. Die
experimentellen Daten gelten filr eine beheizte (ausgefiillte

- Symbole) bzw. eine gekiihlte (offene Symbole) Platte., Die
Parameter der Modellrechnung (Linien) sind 8 = 0.55,
A

m=2.8, G=10.

Abgesehen von kleineren Schwankungen in den experimentellen
Daten erkennen wir in Abb. 3-14 eine zufriedenstellende
Ubereinstimmung zwischen theoretischen und experimentellen Kurven. Der
Effekt der Marangoni-Zahl auf die Zeitgesetze und auf den Endradius
wird durch das Modell richtig erfaft. Wir haben in Absatz 3.3.2 darauf
hingewiesen, daR wir fir das System Paraffinsl/Glas den gleichen
Mobilitdtsexponenten m = 2.8 annehmen, wie er im vollstidndig
benetzenden System Silikonél/Glas ermittelt ist. In der Tat sind die

theoretischen Kurven in Abb. 3-14 mit diesem Wert fir m berechnet.




Durch Variation des Mobilitdtsexponenten in den Modellrechnungen im
Bereich 2 < m < 3 finden wir, daR das Ergebnis der Rechnung wenig
empfindlich ist auf Verdnderungen von m. Dies bedeutet, daf eine
prézise Uberprifung von m auf der Basis unserer Paraffinél-Experimente

(partiell benetzend) nicht méglich ist.

b) transiente Bedingungen:

Wir wollen uns in diesem Absatz auf die Frage konzentrieren,
wie die thermischen Bedingungen die Annidherung an den stationidren
Endzustand des Tropfens beeinflussen. Hierzu fihren wir ein Experiment
durch, in welchem wir anfangs die Platte beheizen. Wir wissen, daf im
Falle der beheizten Platte (M > 0) die Ausbreitung verlangsamt wird
und ein "kleiner" Endradius erreicht wird. Bei einer dimensionslosen
Zeit von t = 55 beginnend, 4&4ndern wir die Temperatur der Platte
derart, dafl wir den Fall der gekihlten Platte (M < 0) vorliegen haben.
Fir diese Temperaturidnderung der Platte bendtigen wir eine Zeitspanne
von At = 32, Der Anfang und das Ende dieser Transienten sind in
Abb. 3-15 in Form vertikaler, gestiéhelter Linien gegeben.

Wir wollen uns nun zunidchst auf die experimentellen Daten
konzentrieren, welche in Abb. 3-15 durch offene Symbole gegeben sind.
Wir erkennen die erwartete Antwort des Tropfens auf den Wechsel der
thermischen Bedingungen. Eine starke Beschleunigung der Ausbreitung in
Form eines rampenférmigen Anstiegs ist innerhalb des transienten
Intervalls offensichtlich. Hierdurch wird die Anndherung an den
"kleinen" Endradius (fir M > 0) abgebrochen und eine Annidherung an
einen "grofen" Endradius (fur M < 0) tritt auf. Aus dem Verhalten
dieses einzelnen Tropfens in Abb. 3-15 wird folglich der Effekt der
thermischen Randbedingungen verdeutlicht. Zum Vergleich sind in

Abb. 3-15 zusidtzlich Linien eingetragen, welche aus Modellrechnungen
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fir M = % 0.04 und fir eine mittlere Bond-Zahl von G = 10 erhalten
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Abb. 3-15: Transientes Experiment mit Paraffinél auf Glas, das
partiell benetzende System: der Tropfenradius ist als
Funktion der Zeit in dimensionsloser Form gegeben. Die
experimentellen Daten sind als offene Symbole gegeben. Die
Parameter der Modellrechnung (Linien) sind 8 =0, m = 2.8,
G = 10. Beginn und Ende der Transienten sind durch
vertikale gestrichelte Linien markiert.

3.3.5 Dreidimensionale Effekte

Es gibt selbstverstdndlich Umstdnde, welche dazu flhren, daff
die Tropfen keine achsensymmetrische Gestalt mehr haben. Zum einen
kénnen sich die Tropfen hin zu extrem dunnen, weit ausgebreiteten
Flussigkeitsschichten entwickeln. Somit erwarten wir, daf die

Schichthéhe von gleicher Gréfenordnung wie die Rauhigkeit des
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Festkoérpers wird. Dies fuhrt zu einem stochastisch gestérten
Tropfenumfang, welcher folglich nicht kreisférmig ist. Unter solchen
Bedingungen kann unser zweidimensionales Modell die Entwicklung des
Tropfens mnicht mehr beschreiben. In den Experimenten haben wir
gelegentlich solche "rauhe" Tropfenkonturen beobachtet und haben die
hierfir gewonnenen Daten nicht weiter bericksichtigt.

Zum zweiten haben Carles & Cazabat (1989) dreidimensionale
Instabilitdten am Tropfenumfang beobachtet, welche vor allem wihrend
der "beschleunigten" Ausbreitung von Oltropfen aufgetreten sind.
Carles & Cazabat benutzen hierbei eine mit einer fliichtigen Substanz
gesidttigte Atmosphdre, um die Grenzflidchenspannung in transienter
Weise zu verdndern. Dies fihrt in ihrem Fall zu einer Beschleunigung
der Tropfenausbreitung. Wiahrend wunserer Messungen sind solche
Instabilitdten gleichfalls aufgetreten, gelegentlich in der spiten
Phase der Ausbreitung. Abb. 3-16 =zeigt =zwei solche Beispiele
periodischer Instabilitédten am Tropfenumfang far Tropfen
unterschiedlicher GréRe unter isothermen Bedingungen. Es ist jeweils
ein Viertel des Tropfens gezeigt, aufgenommen fir sehr grofe Zeiten im
Stoffsystem Silikondl/Glas. Eine Abschitzung der Wellenlidnge ergibt in
diesem Fall Aa = 2.0 mm und Ab = 2.2 mm, wobei eine systematische
Abhdngigkeit der Wellenldnge X vom Tropfenradius a aus unseren
spidrlichen Daten nur schwer abgeleitet werden kann. Carles & Cazabat
hingegen haben einen schwachen Anstieg der Wellenlénge’ A mit
wachsendem Radius a gefunden, was anhand unserer wenigen Daten

bestdtigt werden kann.
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Abb. 3-16: Beispiele welliger Instabilititen am Tropfenumfang. Gezeigt
ist jeweils ein Viertel der benetzten Fldche A(t) flr zwel
Tropfen unterschiedlicher Gréfe im System Silikonél/Glas
(vollstdndig benetzend) in einer spdten Phase.

Unsere Beobachtungen bezliglich dieser Instabilitidt erlauben
keine Einschiatzung unter welchen Bedingungen diese Instabilitat
auftritt., Sie ist unter allen thermischen Bedingungen, insbesondere
fir groRe Zeiten und sehr dinne Tropfen, beobachtet worden. Da wir
stets einen Vergleich der experimentellen Daten mit unserem
zweidimensionalen Modell im Auge haben, sind diese Daten nicht in die
Abbn. 3-10 bis 3-15 eingeflossen. Eine genauere Untersuchung dieser
Effekte liegt auBerhalb des Rahmens dieser Arbeit und auferhalb der
Méglichkeiten der verwendeten Experimentiertechnik. Der Mechanismus,
welcher bei einer geraden bewegten Kontaktlinie fir sehr dinne
Flissigkeitsfilme zu einer Instabilitdt f£uhrt, ist ausfihrlich in
Absatz 2.3 diskutiert. Wir koénnen hier vermuten, daf das Wechselspiel

zZwischen kapillaren Kraften und der schwerkraftbedingten
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Druckverteilung in analoger Weise zur Instabilitdt der kreisférmigen
Kontaktlinie beim Tropfen flihrt. Carles & ~Cazabat (1989)
argumentieren, daR in ihren Experimenten Inhomogenitidten der
Konzentration am Tropfenrand zZu einer Anderung der
Grenzflidchenspannung fihren. Sie folgern, daf soluto-kapillare Krifte
die Instabilitdt antreiben. Die zur VergréRerung der Grenzfliche
notwendige Energie stellt nach Carles & Cazabat den didmpfenden Effekt
dar. Ein wvollstdndiges Verstdndnis dieser Instabilitdt liegt

allerdings derzeit nicht vor.
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3.4 Diskussion und Zusammenfassung

Wir haben die Ausbreitung Newtonscher Fliissigkeiten auf bzw,
unter beheizten oder gekiihlten horizontalen Platten studiert. Durch
Anwendung der Dunnfilm-Approximation gelingt es, das Problem auf eine
Entwicklungsgleichung fur die Tropfenkontur h(r,t) zu reduzieren.
Diese erfaffit die Wirkungen von Zihigkeit, Grenzflichenspannung,
Schwerkraft, Thermokapillaritdt sowie die Benetzungscharakteristik.
Die Entwicklungsgleichung stellt eine Verallgemeinerung der
entsprechenden Gleichung von Greenspan (1978) dar, Diese
Verallgemeinerung ergibt sich aus der Einbeziehung von nichtisothermen
Effekten, der Berticksichtigung der Schwerkraft und der Verwendung
einer allgemeinen Benetzungscharakteristik 6 = f(U) in Form eines
Potenzgesetzes. Wir betrachten flache, achsensymmetrische Tropfen fir
kleine Kapillaritidtszahlen. In den Experimenten sind alle genannten
thermischen Bedingungen realisiert. Zusédtzlich werden zwel
unterschiedlich benetzende Stoffsysteme betrachtet: (a) das
vollstdndig benetzende System Silikonél/Glas, (b) das partiell

benetzende System Paraffinél/Glas.

Isotherme Tropfenausbreitung

Wirkt die Schwerkraft in Richtung der Platte, so werden
statische Tropfen (QA > 0) in ihrer Mitte abgeflacht. Sie dehnen sich
radial weiter aus als dies in einer schwerelosen Umgebung der Fall
wdre. Fur die beschrankte Ausbreitung wird die Annidherung an den
stationdren Endzustand stets durch ein exponentielles Zeitgesetz
beschrieben., Der Fall @A > 0 ist fur partiell benetzende Stoffsysteme
relevant. Die Umkehrung der Richtung der Schwerkraft (d.h. g ist von
der Platte weg gerichtet) fuhrt zu einer gréReren Fliussigkeitshéhe in

der Tropfenmitte und einem entsprechend kleineren stationdren
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Tropfenradius.

Liegt der Fall GA = 0 vor, so finden wir eine unbeschrinkte
Ausbreitung des Tropfens, welche einem Potenzgesetz in der Zeit folgt.
Dies ist der Fall fiur vollstidndig benetzende Stoffsyteme. Wir finden,
daf die Schwerkraft in der spaten Phase der Ausbreitung, wenn kleine
Flussigkeitshéhen vorliegen, eine sehr wichtige Rolle spielt. In der
Anfangsphase, wenn grofe Fliussigkeitshshen pridsent sind, kann der
EinfluR der Schwerkraft gegeniber den Kapillarkrdften vernachlissigt
werden. Diese Modellaussage stimmt mit den Experimenten von Cazabat &
Cohen Stuart (1987) und Ehrhard (1993) dberein. Wir ersehen, daR fur
(G-HA) « U? eine gute Ubereinstimmung mit den Zeitgesetzen aller
isothermen Experimente resultiert. Dies bestdtigt zum einen den
Mobilitédtsexponenten m = 3. Zum anderen zeigt es, dal die molekulate
Physik in der (mikroskopischen) Umgebung der Kontaktlinie konsistent
im Modellgesetz § = f(U) repridsentiert ist. Die Schlissigkeit unserer
entwickelten, einheitlichen Theorie 1ist dadurch mnachgewiesen. Die
dimensionslose Auswertung aller Experimente zur Ausbreitung auf der
Platte zeigt weiter auf, daf der Einfluf der Schwerkraft (G > 0)
korrekt vom Modell wiedergegeben wird.

Das Modell ist auch giltig fidr die Ausbreitung hingender

Tropfen unter der Platte (G < 0). Hier ist die Schwerkraft von der
Platte weg gerichtet und begrenzt auch  flr GA = 0 die
Tropfenausbreitung. Der stationdre Zustand stellt sich in Form eines
exponentiellen Zeitgesetzes ein. Die Ubereinstimmung der
Modellaussagen mit Experimenten von Levinson et al, (1988) ist als gut
zu bezeichnen. Hier besteht eine gewisse Verbindung =zur sog.
Rayleigh-Taylor Instabilitdt. In der Tat haben Yiantsios & Higgins

(1989) dieses Problem unter Verwendung der Gleichung (3.47) mit

B =B =0 und C = 1 studiert.
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Nichtisotherme Tropfenausbreitung

Wahrend bei der isothermen Tropfenausbreitung die
Kapillarkrdfte entlang der 4£/¢-Grenzflidche mit den Effekten der
Benetzung an der Kontaktlinie und der Schwerkraft in Wechselwirkung
stehen, fihrt das inhomogene Temperaturfeld nun zu thermokapillaren
Kraften an der {£/¢-Grenzfliche. Diese thermokapillaren Effekte
verlangsamen (beschleunigen) die Ausbreitung des Tropfens, wenn die
Platte gegenliber der Umgebung beheizt (gekiihlt) wird. Sie verformen
gleichfalls die Tropfenkontur. Die Tropfenkontur sowie die Steigung
der Tropfenkontur sind reguldr in unserem Modell; die Kriummung an der
Kontaktlinie wichst unbegrenzt an. Diese Singularitdt erweist sich
jedoch als integrierbar.

Im allgemeinen finden wir, daR die Beheizung (Kihlung) der
Platte den AusbreitungsprozelR verlangsamt (beschleunigt). Dies wird
durch die  Experimente Dbestdtigt. Fir . vollstdndig benetzende
Stoffsysteme mit HA = 0 hat sich der isotherme Tropfen unbeschrankt
ausgebreitet. Wird die Platte nun beheizt, so erhalten wir aus dem
Modell unter gleichen Bedingungen eine begrenzte Ausbreitung. Dies ist
unabhdngig davon, wie schwach die Beheizung ist. Das Experiment
bestdtigt diese Tendenz, wenngleich aufgrund des relativ schwachen
thermokapillaren Effekts ein stationdrer Endzustand nicht wirklich
erreicht wird.

Fir partiell benetzende Stoffsysteme mit HA > 0 hat sich der
isotherme Tropfen nur beschrinkt ausgebreitet. Die Beheizung (Kiihlung)
der Platte zeigt auch hier den erwarteten Effekt, indem sie zu einer
Verlangsamung (Beschleunigung) der Ausbreitung fiuhrt. Dies wird durch
die Experimente bestétigt. Die in exponentiellem Zeitgesetz
angenommene, stationdre Endkontur hingt nun gleichfalls von der

Plattentemperatur ab, Wir finden flache Tropfen mit groRfRem Radius fur
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die gekihlte Platte und entsprechend umgekehrtes fir die beheizte
Platte. Auch dies zeigen die Experimente deutlich.

Die thermisch bedingte Veridnderung der Ausbreitung erlaubt
offensichtlich eine Kontrolle des Prozesses durch entsprechende
Temperaturgebung. Dies bestdtigen sowohl die Theorie als auch die
Experimente. Die Gultigkeit der Theorie hat ihre Grenzen zum einen in
den entsprechenden Voraussetzungen wie kleiner Kontaktwinkel, kleine
Kapillaritidtszahl und fast adiabate {/¢-Grenzflidche. Zum anderen kann
die Voraussetzung eines achsensymmetrischen Tropfens wverletzt sein.
Dies kann geschehen tber eine Instabilitdt, welche der urspringlich
achsensymmetrischen (kreisférmigen) Kontaktlinie des Tropfens eine
wellige Stérung in Umfangsrichtung uberlagert. Das Problem wird somit
dreidimensional. Ist die Flissigkeitshéhe von gleicher GréRenordnung
wie die Rauhigkeit des Festkoérpers, so 1ist gleichfalls eine
stochastisch gestoérte Kontaktlinie zu erwarten - auch hier wird das
Problem dreidimensional.

Wir wollen abschlieRend eine Reihe von moéglichen
Verallgemeinerungen des Modells aufzeigen. Eine direkte numerische
Simulation der Entwicklungsgleichung wiirde Aussagen fur allgemeine
Kapillaritdtszahlen C ermdglichen. Diese Ergebnisse wirden bezltglich
groRer € auch die Modellierung von Hocking (1977, 1981, 1983)
abdecken., Haley & Miksis (1991) haben dieses Anfangswertproblem
numerisch fir den isothermen Fall behandelt. Allgemeinere thermische
Randbedingungen kénnten eingefithrt werden, um beispielsweise den
Warmetbergang in der Umgebung der Kontaktlinie besser zu modellieren.
Hier ist die Dicke der Fliussigkeitsschicht in gleicher Gréfenordnung
wie die Dicke der thermischen Grenzschicht im umgebenden Gas. Im
gegenwdrtigen Modell ist der Wirmetransport durch Wirmeleitung

bestimmt. Eine Mitnahme des konvektiven Wirmetransports wird bei
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Mitnahme von Termen héherer Ordnung innerhalb der Dinnfilm-
Approximation méglich. Eine weitere Verallgemeinerung ergibt sich aus
der Bertcksichtigung der Temperaturabhidngigkeit der Viskositdt oder
einer nichthomogenen Plattentemperatur. In letzterem Fall wird
aufgrund OA = BA(T) eine lokale Bénetzungscharakteristik § = F(U,T)
die Folge sein. Die Einbeziehung der Verdampfung der Fliussigkeit
erweitert zweifellos den Anwendungsbereich des Modells. Hierbei ist
der Massenverlust durch Verdampfung sowie die Freisetzung der
Latentwdrme - beides an der {/¢-Grenzfliche - zu bericksichtigen.
Anderson & Davis (1993) Thaben eine solche Modellerweiterung
abgeleitet.

Ehrhard & Davis (1991) haben die Méglichkeit einer weiteren
Instabilitidt angedeutet, einer Instabilitit der Grenzfliche, welche
die Achsensymmetrie und damit die kreisférmige Kontaktlinie beibehidlt.
Diese thermokapillare 1Instabiliti4t wilirde zum Verschwinden der
torusférmige Stroémung im Fall der beheizten Platte fihren., An ihre
Stelle wirde dann eine komplexere Strémung mit mehreren Zellen in der
Radialrichtung und somit eine in Radialrichtung wellenférmige
Grenzfldche treten., Eine solche Instabilitidt ist beispielsweise von
Burelbach et al. (1988) fur einen ebenen Flussigkeitsfilm behandelt
worden. Es ist festzustellen, daR in den Experimenten keinerlei
Hinweise auf eine solche Instabilitdt =zu finden sind. Eine
theoretische Beantwor tung dieser Frage ist durch eine
Stabilititsanalyse der gefundenen Strémung bei Verwendung der hier

abgeleiteten Entwicklungsgleichung prinzipiell méglich.
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