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Zusammenfassung

Zur numerischen Beschreibung von Strémungen mit Phasengrenzflichen wurde eine drei-
dimensionale, effiziente und genaue Methode entwickelt, deren mathematisches und nu-
merisches Konzept im Rechenprogramm TURBIT-VoF realisiert wurde. Die neue Me-
thode verwendet entsprechend der Volume-of-Fluid-Methode fiir die Volumenfraktion der
fliilssigen Phase eine zusétzliche Transportgleichung zur zeitabhéingigen Beschreibung der
Phasenverteilung. Zur numerischen Losung der Volumenfraktionsgleichung wurde ein neu-
er dreidimensionaler Algorithmus entwickelt (EPIRA), der es ermdglicht, ebene Phasen-
grenzflichen exakt zu beschreiben. Die physikalischen Erhaltungsgleichungen fiir Masse
und Impuls bei inkompressiblen Phasen werden mittels eines Projektionsverfahrens gelost,
wobei fiir die konvektiven Terme ein hochauflésendes W-ENO-Verfahren und fiir die Zeit-
integration ein TVD-Runge-Kutta-Verfahren dritter Ordnung verwendet wird. Die Wahl
der numerischen Verfahren gewéhrleistet, dafl die Simulation von turbulenten Strémun-
gen mit dieser neuen Methode méglich ist. In Maschen, in denen beide Phasen vorliegen,
ergeben sich in der Gleichung der Impulserhaltung SchlieBungsterme, die von der loka-
len, momentanen Phasenrelativgeschwindigkeit abhéingig sind. Erstmals in der Literatur
werden diese Terme betrachtet; ein einfaches Modell zur Schliefung wird vorgestellt.

Zur Verifizierung von TURBIT-VoF wurden verschiedene physikalische Phasengrenz-
flichenprobleme nachgerechnet. Dies sind die durch viskose Reibungskrifte geddmpften
Kapillarwellen und Schwerewellen sowie die Rayleigh-Taylor-Instabilidt. Die Ergebnis-
se der numerischen Simulationen wurden entweder mit analytischen Ldsungen oder mit
Werten aus der Literatur verglichen, wobei sehr gute Ubereinstimmungen erzielt wurden.

Mit dem neuen numerischen Verfahren wurden aufsteigende Blasen mit unterschiedli-
chen Stoffwertekombinationen von Blase und umgebendem Fluid in einem vertikalen Plat-
tenkanal berechnet. Die sich in den Simulationen einstellenden formstabilen Blasenformen
waren kugel-, ellipsen- und kappenférmig. Dabei zeigen die anhand der dimensionslosen
Kennzahlen klassifizierten Blasen das experimentell zu erwartende Verhalten beziiglich
Blasenform, Aufstiegsgeschwindigkeit und Nachlauf. Durch Anwendung des numerischen
Verfahrens im Kennzahlbereich des Systems ’'Luftblasen in Wasser’ wurden erstmals in
der Literatur forminstabile, oszillierende Blasen mit stark zeitabhingiger Dynamik der
Phasengrenzfliche berechnet. Die Aufstiegsbahn war annihernd eine Spiralbahn und der
Nachlauf turbulent. Die Einsetzbarkeit des numerischen Verfahrens fiir Blasenschwérme
wurde mit der Simulation von fiinf aufsteigenden ellipsenférmigen Blasen demonstriert.
Selbst in dieser einfachen Blasenanordnung lassen sich von Blasenstromungen her bekann-
te Phinomene, wie z.B. die durch die ’Lift’-Kraft hervorgerufene Wanderung der Blasen
zu den Winden, in der numerischen Simulation beobachten.



Three-dimensional numerical simulation of rising
single bubbles and swarms of bubbles with a
volume-of-fluid method

Abstract

A new three-dimensional, efficient, and accurate method is developed for the numerical
simulation of flows with interfaces. The mathematical and numerical concept is realized
in the code TURBIT-VoF. The new method is based on the volume-of-fluid method in
which an additional transport equation is solved for the temporal evolution of the volume
fraction of the liquid phase. A new three-dimensional algorithm (EPIRA) is developed to
solve the volume fraction equation. It allows for an exact representation of plane interfaces.
A fractional step approach is applied to solve the physical conservation equations for mass
and momentum with incompressible phases. Convective terms are discretized by a W-ENO
scheme and a TVD-Runge-Kutta scheme of third order is used for time integration. The
numerical schemes ensure that the new method can be applied to numerical simulations
of turbulent flows. Closure terms have to be taken into account in cells containing both
phases. These terms are dependent on the local, instantaneous relative velocity between
the phases and have been taken into account for the first time. A first model for the
closure is proposed.

Several prototypical interfacial problems are simulated to verify TURBIT-VoF. These
are viscously damped capillary and gravity waves and the Rayleigh-Taylor instability.
Results of the numerical simulations are compaired against either analytical solutions or
data from literature; a very good agreement is obtained.

Rising bubbles of different material properties are simulated with the new numeri-
cal method in a vertical channel. Spherical, ellipsoidal, and cap shapes of the bubbles
develop in the simulations. The bubbles are classified by dimensionless numbers. They
show the experimentally expected behavior concerning shape, terminal rise velocity and
wake characteristics. For the first time oscillating bubbles with rapid changes of the inter-
face geometry are simulated with dimensionless numbers in the range of the system ’air
bubbles in water’. The rising path is roughly a spiral and the wake is turbulent. The ge-
neral applicability of the new method is demonstrated by the simulation of five ellipsoidal
bubbles rising in a channel. For this simple arrangement of the bubbles phenomena are
observed which are known from bubbly flow, e.g. the movement of the bubbles towards
the walls caused by the lift force.
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Kapitel 1

Einleitung

Ziel dieses einleitenden Kapitels ist die Darstellung der in dieser Arbeit behandelten Pro-
blemstellung der numerischen Simulation von Einzelblasen und Blasenschwirmen. Dabei
wird in einem ersten Abschnitt diese Arbeit in den generellen Zusammenhang der Zwei-
phasenstrémungen eingeordnet. In einem folgenden Abschnitt werden die Kennzahlen zur
Charakterisierung des physikalischen Systems vorgestellt. Danach wird eine Literaturiiber-
sicht iiber vorhandene experimentelle und numerische Arbeiten gegeben. Abschliefend
wird die Zielsetzung und die Vorgehensweise dieser Arbeit erldutert.

1.1 Problemstellung

Zweiphasenstrémungen kommen in vielfiltiger Weise in unserer natiirlichen Erfahrungs-
welt ebenso wie in vielen technischen Prozessen vor. Alltigliche Beispiele sind Naturphéno-
mene wie Regen, Nebel oder Wolken, aber auch kochendes Wasser oder die Teezuberei-
tung. In der chemischen Industrie finden sich Beispiele in Anlagen der Prozefitechnik, bei
Wairmekraftwerken in Anlagenteilen wie Dampferzeugern oder Kondensatoren oder bei
der Nahrungsmittelindustrie in Fertigungsanlagen.

Zur Begriffsbildung: Unter einer Phase wird ein homogenes Gebiet innerhalb eines
Systems verstanden, welches durch Trennflichen von anderen homogenen Gebieten ab-
gegrenzt ist. Beispiele hierfiir sind in der Thermodynamik die drei Aggregatzustinde
fest, fliissig und gasformig, oder nebeneinander existierende feste Modifikationen des glei-
chen Stoffes. Somit ist eine Stromung aus Wasser und Wasserdampf im klassischen Sin-
ne eine Zweiphasenstromung. Eine Zweikomponentenstrémung besteht aus zwei Kom-
ponenten unterschiedlicher chemischer Zusammensetzung. Als Beispiel wére hierbei eine
Stromung, bestehend aus Luft und Wasser, zu nennen. In der Literatur werden die Begrif-
fe Zweiphasen- und Zweikomponentenstrémung hiufig vereinfachend synonym verwendet,
deshalb wird in dieser Arbeit nur der Begriff Zweiphasenstrémung benutzt.

Zur Auslegung und Optimierung von technischen Anlagen mit Zweiphasenstrémungen
werden vermehrt Rechenprogramme eingesetzt. Die Dynamik der zeitlich veréinderlichen
Phasengrenzfliche macht dabei die mathematische und numerische Beschreibung schwie-
rig, eine analytische Vorgehensweise nahezu unmdoglich. In der Literatur werden deshalb
verschiedene Methoden zur Beschreibung von Zweiphasenstromungen entwickelt (empiri-
sche Korrelationen, homogenes Stromungsmodell, Driftstrémungsmodell oder Zweifluid-

1



2 1. Einleitung

modell, vgl. Wallis [97] oder Miiller [61]), deren Detaillierungsgrad von der jeweiligen
(technischen) Anforderung abhingt. Bei diesen Methoden werden zeitliche Mittelungen
eingefiihrt, um statistische Aussagen iiber integrale (zeitlich gemittelte) GréBen zu tref-
fen. Die statistischen Methoden betrachten nur integrale Groflen, obwohl diese Groéfen
grundséitzlich von Detailphinomenen wie z.B. der Dynamik der Phasengrenzfliche oder
dem lokalen Geschwindigkeitsfeld im Nahfeld von Blasen beherrscht werden.

Ein Problem bei der statistischen Beschreibung turbulenter Zweiphasenstrémungen
ist die Modellierung der Turbulenz. Blasen kénnen die Turbulenz anfachen oder ddmpfen.
Die von Blasen im Fluid erzeugten Fluktuationen werden Pseudoturbulenz genannt. Van
Wijngaarden [96] berechnet mit Hilfe der Potential- und Grenzschichttheorie die kinetische
Energie der Pseudoturbulenz. Zur Modellierung der Turbulenz in Zweiphasenstrémungen
wird oft die Arbeit von Sato et al. [77] herangezogen. Hierin wird die Turbulenz in zwei
Anteile aufgespalten, einen, der die Wandturbulenz wiedergibt und unabhéngig von den
Blasen ist, und einen, der von den Blasen verursacht wird. Beide Anteile werden jeweils
mit einem einfachen Wirbelviskositidtsansatz modelliert.

<= Dampf Die meisten empirischen Modelle sind auf ei-
ne bestimmte Strémungsform abgestimmt. Un-
ter der Stromungsform versteht man eine rein
empirische Einteilung der Zweiphasenstrémungen
in verschiedene Strémungsklassen. Fiir eine senk-
rechte Rohrstromung sind die unterschiedlichen

O Stromungsformen in Abbildung 1.1 angegeben,
{j/ Ring welche ein senkrechtes Verdampferrohr mit der

groben Abfolge der Stréomungsformen zeigt. Am

unteren Ende des Rohres tritt das fliissige Medi-
Ubergang um ein und wird im Laufe des Aufstieges entlang
der skizzierten Rohrldnge vollstindig verdampft.
Die Unterteilung in Blasen-, Pfropfen-, Ring- und
Tropfenstromung ist sehr subjektiv und es gibt
Ubergangsbereiche, die zwei Stromungsformen zu-
zuordnen sind. Innerhalb einer Stromungsform
kénnen empirische Korrelationen zur Beschrei-
bung der Zweiphasenstrémung verwendet werden.

Pfropfen

Ubergang

09600
2 o 9]

y] Blasen Fiir viele Rechenprogramme bedeutet dies, da8 bei
Ubergéngen der Stroumgsformen in irgendeiner
< Fliissigkeit Weise ein ’"Umschalten’ der Korrelationen vonstat-

ten gehen mufl. Vor allem Blasenstrémungen ha-
Abbildung 1.1: Strémungsformen ben in vielen technischen Anwendungen eine grofie
im senkrechten Verdampferrohr, Relevanz, so z.B. in der chemischen Industrie in
nach Wallis [97] Blasensdulen bzw. chemischen Reaktoren.

Am Institut fiir Reaktorsicherheit des Forschungszentrums Karlsruhe werden mehre-
re Experimente zu Zweiphasenstrémungen durchgefiihrt. Diese lassen sich in zwei Klas-
sen unterteilen. Zum einen existieren zwei Kreislaufexperimente, die unter dem Namen
TWOFLEX (Two-Phase Flow Experiment, siehe hierzu Samstag [76] und Cherdron et
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al. [18]) firmieren. In diesen Anlagen werden Experimente zu adiabaten Wasser-Luft- und
zukiinftig zu nicht-adiabaten Wasser-Wasserdampf-Strémungen in senkrechten Rohren in
Auf- und Abwirtsstromung durchgefiihrt. Verschiedene Arten der Zweiphasenstrémung,
besonders die Umverteilung der Gasphase, Stromungsdaten und Entwicklung der Turbu-
lenz in einer Blasenstrémung, sollen damit betrachtet werden. Als Mefisonden stehen eine
Rontgentomographie und Widerstandssonden fiir die Ermittlung des lokalen Gasgehaltes,
sowie Heiflfilmsonden zur Bestimmung lokaler Turbulenzdaten zur Verfiigung. Zum ande-
ren werden Laborexperimente an Einzelblasen durchgefiihrt, die den Namen LABFLEX
(Laboratory Flow Experiments, siehe hierzu Aberle et al. [1]) haben. Dabei werden in
Wasser aufsteigende Luftblasen in ihrem Aufstiegsverhalten untersucht. Ziel ist hierbei,
die Vorgéinge im Nahfeld der Phasengrenze zu studieren.

Experimente kénnen nicht alle Daten von Interesse und in ausreichender Detaillierung
liefern, deshalb werden numerische Simulationen zur Erginzung von Feldinformationen
eingesetzt. Diese Arbeit behandelt die Direkte Numerische Simulation (DNS) von aufstei-
genden Einzelblasen und Blasenschwirmen unter isothermen Bedingungen, um grundle-
gende Mechanismen der Wechselwirkung zwischen den beiden Phasen zu verstehen. In
einphasigen Bereichen der Strémung wird eine DNS durchgefiihrt, Grenzschichten an den
Phasengrenzflichen werden dabei aber nicht aufgel6st. Die Stromungsgréfien werden lo-
kal, momentan aufgel6st ohne statistische Mittelungen. Dies bedeutet, dafl die in dieser
Arbeit vorgestellte Methode aufgrund des numerischen Aufwandes praktisch nicht auf alle
Stromungsformen der Zweiphasenstromungen angewendet werden kann. Limitierend ist
die Auflésung der Phasengrenzfliche im numerischen Gitter, somit bleibt die Methode
auf die Simulation von z.B. Einzelblasen oder Schwirmen, bestehend aus wenigen Blasen,
beschrinkt. Fiir praktische Anwendungen kénnen die aus den Simulationen gewonnenen
Daten der besseren Modellbildung in den statistischen Methoden dienen. Ebenso kénnen
die Daten in die Entwicklung von Feinstrukturmodellen einflielen.

1.2 Literaturiibersicht zu Untersuchungen an Einzel-
blasen

Nach der Einfiihrung von dimensionslosen Kennzahlen wird zum einen dargelegt, welche
unterschiedlichen Blasenformen und Blasennachldufe in Abhéingigkeit von Stoffwerten und
Gasvolumen sich bei aufsteigenden Blasen in experimentellen Untersuchungen einstellen.
Zum anderen wird eine Literaturiibersicht iiber numerische Simulationen von Einzelblasen
gegeben. Dabei wird auf verschiedene Konzepte zur Abbildung einer Zweiphasenstrémung
in einem Rechenprogramm eingegangen.

1.2.1 Kennzahlen

Zur Klassifizierung und Charakterisierung einer in einer Fliissigkeit aufsteigenden Ein-
zelblase werden dimensionslose Kennzahlen eingefiihrt, von denen Blasen-Reynolds- (Reg),
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Blasen-E6tvos- (Eop;) und Blasen-Morton-Kennzahl (Mpg;) besonders hilfreich sind:

Urd
Rep, = P/T9BL (1.1)
1
dm)’ (pr —
o
Mpy = g () 2522 (1.3)
(o) o
mit p : Dichte, p : dynamische Viskositéit, dp; : dquivalenter Durchmesser einer zur Blase
volumengleichen Kugel (Vg = &7 (dg)*), Ur : terminale Aufstiegsgeschwindigkeit der

Blase, o : Koeffizient der Oberflichenspannung und g : Gravitationskonstante (= 9,81%).
Die Indizes 1 und 2 stehen fiir die beiden unterschiedlichen Phasen, wobei 1 die fliissi-
ge Phase kennzeichnet und 2 die gasférmige. In der Literatur wird die Blasen-E6tvos-
Zahl auch als Blasen-Bond-Zahl bezeichnet. Mit Blasen-Reynolds-, Blasen-E6tvis- und
Blasen-Morton-Kennzahlen lassen sich die physikalischen Eigenschaften der Blase eindeu-
tig charakterisieren. In der Literatur werden héufig auch weitere Kennzahlen, die aus den
drei obigen abgeleitet werden koénnen, verwendet. Dies sind z.B. die Blasen-Weber-Zahl
(Wep)

p1 (Ur)’ dpy 2 | Mp
Wep 5 (Rep;) Top ' (1.4)
die Blasen-Ohnesorge-Zahl (Ohp;)
Ohpi = e = (MBl )1/4 = Vhens (1.5)
prodp Eop Rep
oder die Blasen-Froude-Zahl (F'rp;)
2
Frg = (Ur)” _ Wepip1 — p2 _ (1.6)

gdgr  Eop m

Einzig die Blasen-Morton-Zahl enthilt nur Stoffwerte und ist somit allein durch das phy-
sikalische Stoffsystem bestimmt. Aufgrund der sehr sensitiven Abhingigkeit der Blasen-
Morton-Zahl von der Viskositit der fliissigen Phase (Mg o< (141)") wird manchmal auch
die vierte Wurzel der Blasen-Morton-Zahl in der Literatur verwendet, siehe z.B. Maxwor-
thy et al. [55].

Die Blasen-Reynolds-Zahl gibt das Verhéltnis von Trégheits- zu viskosen Reibungs-
kriften an, die Blasen-Weber-Zahl das Verhiltnis von Trigheits- zu Oberflichenspan-
nungskriften, die Blasen-E6tvos-Zahl das Verhéltnis von Auftriebs- zu Oberflichenspan-
nungskriften und die Blasen-Froude-Zahl das Verhiltnis von Tragheits- zu Schwerekréften.

1.2.2 Experimentelle Arbeiten

In der Literatur existiert eine grole Anzahl an experimentellen Arbeiten zu in ruhendem
Fluid aufsteigenden Einzelblasen, die in dem Buch von Clift, Grace und Weber [21] sehr
gut zusammenfassend dargestellt sind.
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Abbildung 1.2: Diagramm aus Clift et al. ([21]) zur Abhéngigkeit der Kennzahlen
Reynolds, E6tvos und Morton fiir aufsteigende Einzelblasen

In Abbildung 1.2 (aus Clift et al. [21]) sind eine Vielzahl von Experimenten in einem
Diagramm zusammengestellt. Dabei ist die Blasen-Reynolds-Zahl {iber der Blasen-E6tvos-
Zahl aufgetragen fiir unterschiedliche Blasen-Morton-Zahlen. Kleine Blasen-E6tvos-Zahlen
bedeuten kleine Blasendurchmesser dg; und eine Dominanz der Oberflichenspannungs-
krifte gegeniiber den Auftriebskriften. Fiir kleine Blasen-Reynolds-Zahlen iiberwiegen
die Reibungskrifte die Tragheitskriifte. Fiir ein fest vorgegebenes Stoffsystem, was einer
konstanten Blasen-Morton-Zahl entspricht, kénnen die experimentellen Zusammenhénge
der Kennzahlen im Diagramm abgelesen werden. Beispielsweise fiir das System Luftbla-
sen in Wasser ergibt sich mit pyes5er = 0 001512, PWasser = 1000%, PrLuft = 1% und
o=0,072%

log MLuft/Wasser = —-10,6, (17)

entlang dieser Linie sind die zugehorigen Paare von Blasen-E6tvos- und Blasen-Reynolds-
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Zahl aus Abbildung 1.2 zu entnehmen.

Zur Entwicklung von Blase und Nachlauf der Blase in Abhéngigkeit vom dquivalenten
Durchmesser lassen sich folgende, allgemeine Beobachtungen wiedergeben. Blasen mit
sehr kleinen Volumina Vp; (und somit kleinen Blasen-Eotvis-Zahlen, siehe Abbildung
1.2) verhalten sich wie starre Kugeln. Die Blase besitzt einen geschlossenen Nachlauf,
der durch die Potentialtheorie beschrieben werden kann. Sie ist formbestindig mit star-
rer Phasengrenzfliche. Der Widerstandsbeiwert cp entspricht dem einer Kugel (Stokes’
sches Gesetz, Gleichgewicht zwischen den viskosen Reibungskriften und den Auftriebs-
kriften). Wichst das Gasvolumen der Blase an, so wird innerhalb der Blase ein Ringwirbel
induziert. Die Blasenform bleibt aber weiterhin kugelférmig, die Phasengrenzfliche ist be-
weglich. Dadurch wichst die Aufstiegsgeschwindigkeit auf den bis zu 1%fachen Wert einer
aufsteigenden starren Kugel an. Bei weiter ansteigendem Gasvolumen werden die Blasen
ellipsenférmig mit innerer Zirkulation und beweglicher Phasengrenzfliiche. Bis zu dieser
GroéBe der aufsteigenden Blase ist der Nachlauf der Blase geschlossen, was sich in einer
stationéiren Phasengrenzfliche duflert, die Blasen sind formbestéindig. Bei einer weiteren
VergroBerung des Gasvolumens der Blase treten unregelmiiflige Formen auf, es kommt zu
Ablssungen des Nachlaufes. Abhiingig von den Stoffwerten, fiir ungefihr Mp; < 1078,
entstehen unregelméfBige Ablésungen und dadurch die sogenannten oszillierenden ("wobb-
ling’) Blasen. Fiir jede Stoffwertekombination werden bei weiterem Vergrofiern des Bla-
senvolumens sogenannte Kappenformen erhalten. Diese sind nicht formbestéindig und be-
sitzen eine bewegliche Phasengrenzfliche. Die Dynamik der Phasengrenzfliche, vor allem
die Mobilitét, wird entscheidend durch Verschmutzungspartikel im Fluid beeinflu3t. Schon
kleine Mengen an diesen zusitzlichen Partikeln im Fluid lagern sich gezielt an der Pha-
sengrenzfliche ab und verringern deren Mobilitdt. Dadurch werden die Blasen starren
Ko6rpern dhnlicher.

Es gibt eine Vielzahl an experimentellen Arbeiten zur Blasenform und Aufstiegsge-
schwindigkeit. Maxworthy et al. [55] haben in einem Mortonzahlbereich von Mp, = 10712
bis Mp; = 10! an einem Gemisch aus Wasser und Glyzerin aufsteigende Luftblasen un-
tersucht. In Abhéngigkeit der E6tvios-Zahl haben sie sechs Bereiche identifiziert, die den
Ubergang bilden von einer von Schwer- und Reibungskraft dominierten Strémung zu einer
nur von der Schwerkraft dominierten. Im Ubergang nimmt die zuerst starke Bedeutung
der Oberflichenspannung zunehmend ab.

Ebenfalls mit einem Gemisch aus Wasser und Glyzerin arbeiten Raymond und Ro-
sant [70]. Die Morton-Zahlen liegen im Gegensatz zu Maxworthy et al. [55] bei grofieren
Werten. Die experimentellen Daten werden mit numerischen Werten fiir Blasenform und
Aufstiegsgeschwindigkeit verglichen.

Fiir das System Luftblasen in Wasser ergibt sich fiir die Aufstiegsgeschwindigkeit der
Blase folgende, in Abbildung 1.3 graphisch dargestellte Abhéngigkeit vom &dquivalenten
Radius (entnommen aus Miiller [61]). Die Gréfenbereiche fiir die oben beschriebenen
verschiedenen Aufstiegsformen der Blase kénnen aus dem Diagramm entnommen werden.
Fiir mit Verschmutzungspartikeln versetztes Wasser wird das stark ausgeprigte lokale
Maximum bei dg; = 0,14 cm nicht erreicht, stattdessen kommt es zu einer Aufweitung
des Bereiches der beobachteten Aufstiegsgeschwindigkeiten. Die Aufstiegsgeschwindigkeit
der Blase in Abhéngigkeit vom &quivalenten Blasenradius wird monoton steigend.

Die unterschiedlichen Typen an Aufstiegswegen von Luftblasen in Wasser kénnen fol-
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Abbildung 1.3: Aufstiegsgeschwindigkeit us, von Luftblasen in Wasser iiber dem &quiva-
lenten Blasenradius R;, aus Miiller [61]

gendermaflen eingeteilt werden (siehe hierzu z.B. Saffman [75] und vergleiche dazu auch
Abbildung 1.3). Bis zu einem &quivalenten Blasendurchmesser von dp; = 0,14 cm steigt
die Blase geradlinig auf. Im Bereich des Blasendurchmessers dg; von 0,14 cm bis 0,2 cm
wird die Bewegung der Blase mit Zig-Zag beschrieben. Dies meint, dafl die Luftblase,
bedingt durch unregelméfige Ablésungen im Nachlauf, eine Taumelbewegung ausfiihrt.
Liegt der Blasendurchmesser dp; zwischen 0,2 cm und 0,46 cm, so beschreibt die Blase
entweder eine Zig-Zag- oder eine Helixbahn. Oberhalb von dp; = 0,48 cm ist weder eine
Zig-Zag- noch eine Helixbahn mdglich. Wohl durch Verschmutzungspartikel im Wasser
bedingt, kommt es vor, daBl manche Autoren keine Zig-Zag-Bahn beobachten.

Saffman [75] gibt an, da§ die Zig-Zag-Bewegung bedingt ist durch die Instabilitit der
geradlinigen Aufstiegsbewegung gegeniiber einer periodischen Oszillation des Nachlaufes.
Neue Untersuchungen von Briicker [13] an Luftblasen in einem Gemisch aus Wasser und
Glyzerin ergeben folgendes Bild. Danach sind Zig-Zag- und Helixbewegung bedingt durch
das Auftreten eines sogenannten Haarnadelwirbels (“hairpin vortex’). Der Unterschied
zwischen den beiden Aufstiegsformen ist nur die Amplitude der entgegengesetzt rotie-
renden Wirbelelemente. Bei der Helixbahn kommt es zu keinem Ablosen des Wirbels,
der asymmetrisch zur Blase angesetzt ist. Dadurch entsteht die gleichférmige Bewegung.
Bei der Zig-Zag-Bahn liegt eine periodische Ablésung des Wirbels vor, wie es auch an
Stromungen um feste Kugeln beobachtet wurde. Die laterale Drift der Blasenbewegung
kann durch die unterschiedliche Stéirke der Haarnadelwirbel erklirt werden.

Lunde und Perkins [53] haben in Leitungswasser aufsteigende Luftblasen experimen-
tell vermessen. Untersucht wurden von ihnen Blasen mit Zig-Zag- und helixférmigen Auf-
stiegsverhalten. Sie konnten zeigen, dafl drei verschiedene charakteristische Frequenzen
auftreten, die vom Ablésen der Wirbel und von zwei Moden der Oszillation der Blasen-
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oberfliche herriihren.

Duineveld [26] hat die Aufstiegsgeschwindigkeit und Form von in hochreinem Wasser
aufsteigenden Luftblasen untersucht. Dabei stellt er fest, dafl die mittels der Potenti-
altheorie von Moore [60] bestimmte Korrelation zur Bestimmung der Blasenaufstiegsge-
schwindigkeit bis zu einem dquivalenten Blasendurchmesser von dp; = 0,12 c¢m sehr gut
mit seinen Experimenten iibereinstimmt. Fiir gréBere Blasen beobachtet er ein Abwei-
chen von der Moore’ schen Theorie, welches er auf das Abweichen dieser Blasen von der
Ellipsenform zuriickfiihrt, welche nicht in der theoretischen Korrelation beriicksichtigt ist.

1.2.3 Numerische Arbeiten

In diesem Abschnitt werden numerische Arbeiten aus der Literatur zu aufsteigenden Ein-
zelblasen betrachtet. Nach einer Darstellung der Methoden und der bisherigen Anwen-
dungen und Ergebnisse werden diese bewertet.

Methoden

Zur numerischen Beschreibung der zeitlichen und rdumlichen Entwicklung von Strémun-
gen mit Diskontinuitdten wird in der Literatur zwischen front-capturing- und tracking-
Methoden unterschieden (vgl. z.B. [94]).

front-capturing Die front-capturing-Verfahren benutzen auf einer Finiten-Volumen-
Diskretisierung numerische Verfahren hoher Ordnung, die an Diskontinuitéiten kiinstliche
Diffusion hinzufiigen, wodurch numerische Oszillationen vermieden werden. Es werden
keine zusétzlichen mathematischen Hilfsfunktionen zur Verfolgung der Phasengrenzfliche
eingefiihrt, sondern die Diskontinuitéiten der Zustandsgréfien mittels hochgenauer Verfah-
ren aufgelost. Fiir eine Ubersicht eignet sich der Artikel von Boris [9]. Die Anwendung
liegt vor allem bei Problemstellungen mit anfinglich unbekannter Lage der Grenzfliche,
z.B. in der Gasdynamik und bei Schockwellen.

tracking Die tracking-Methoden fiithren zusétzliche Elemente zur Verfolgung der Pha-
sengrenzfliche ein. Dies kénnen Marker-Partikel oder sogenannte Farbfunktionen sein, die
den Volumenanteil einer Phase in einer Masche angeben. Bei den tracking-Methoden wird
zwischen zwei Verfahren unterschieden, dem surface-tracking und dem volume-tracking.

surface-tracking Bei den surface-tracking-Verfahren wird die Grenzfliche selber
durch weitere Elemente beschrieben. Dies kénnen Hohenfunktionen oder in weiterent-
wickelten Verfahren Polygonziige sein, die ein der Blase eigenes, auf der Blasenoberfliche
mitbewegtes Gitter bilden.

Historisch gesehen wurde in einem ersten Schritt die Grenzflichen durch H6henfunk-
tionen beschrieben (SOLA-SURF [42]). Hierdurch konnten Testprobleme, wie das Damm-
bruchproblem, gelést werden.

Bei Unverdi und Tryggvason [94] wird das surface-tracking-Verfahren fiir eine inkom-
pressible, viskose Zweiphasenstromung benutzt. Bei der Simulation aufsteigender Blasen
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Abbildung 1.4: Blase mit mitbewegtem Gitter, aus Unverdi und Tryggvason [94]

in ruhendem Fluid zeigt sich eine Schwachstelle des Konzeptes, die Behandlung der Ko-
aleszenz von Grenzflichen z.B. beim Blasenzusammenschluf. Fiir kompressible Einpha-
senstromungen in der Gasdynamik konnte das surface-tracking erfolgreich zur Beschrei-
bung der Schockausbreitung eingesetzt werden (vgl. [19]).

Level-Set Osher und Sethian [64] haben die sogenannte level-set-Formulierung in
der Literatur eingefiihrt. Allgemein haben sie diese Methode zur Beschreibung von Fron-
ten mit kriimmungsabhingiger Geschwindigkeit konzipiert. Beispiel hierfiir ist die Flam-
mausbreitung. Die brennende Flamme wird dabei idealisiert als infinitesimale Grenzfliche
zwischen unverbranntem und verbranntem Fluid angesehen, die sich in Richtung des un-
verbrannten Fluids mit einer von der lokalen Kriimmung abhingigen Geschwindigkeit
bewegt. Die Front wird bei dieser Methode als konstanter Wert einer zusétzlichen vor-
zeichenbehafteten Abstandsfunktion (level-set) dargestellt. Die level-set-Funktion wird
mittels einer Transportgleichung zeitlich entwickelt. Im Laufe der zeitlichen Entwicklung
kann sie nicht mehr als Abstandsfunktion interpretiert werden, sie stellt dann nur noch
die Phasengrenze fiir einen bestimmten, konstanten Wert dar. Deshalb muf} die level-set-
Funktion durch einen zusétzlichen Algorithmus reinitialisiert werden. Zusétzlich ergeben
sich bei der level-set-Formulierung Probleme beziiglich der Volumenerhaltung.

Sussman et al. [86] simulieren mit dieser Methode zweidimensionale Blasen. Dabei wur-
de von ihnen das Aufbrechen und die Kollision von Blasen bei hohem Dichteverhiltnis
demonstriert. Sussman und Semereka [85] erweitern ihre Methode aus [86] fiir achsen-
symmetrische Probleme. Es werden aufsteigende Blasen unterschiedlichster Form nachge-
rechnet, das Herabfallen eines Tropfens auf eine Wasseroberfliche und die Bildung eines
Wasser Jets durch eine an der Wasseroberfliche aufplatzende Blase.

volume-tracking Die volume-tracking-Verfahren berechnen und speichern nur In-
formationen iiber die Fluidverteilung im Gitter ab. Aus dieser Information wird die Grenz-
fliche rekonstruiert, Kriimmungen fiir die Berechnung der Oberflichenspannungen be-
stimmt und die Advektion des Fluids vorgenommen. Es wird eine volumetrische Prozeflva-
riable eingefiihrt, die z.B. eine sogenannte Farbfunktion sein kann, die den Volumenanteil
einer Phase in der jeweiligen Masche angibt. Problem hierbei ist, dafl diese Prozevaria-
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ble, die starke rdumliche Gradienten aufweist, ohne ein Verschmieren transportiert werden
mu$.

Marker-and-Cell Die Marker-and-Cell-Methode von Harlow et al. [34] ist einer der
ersten Algorithmen zur zeitabhingigen, viskosen, inkompressiblen Strémungsberechnung
mit freien Oberflichen. Hierbei werden Marker-Partikel in das Fluid eingebracht und mit
der lokalen Fluidgeschwindigkeit advektiert. Die Verteilung dieser Marker-Partikel be-
stimmt die Fluidkonfiguration. Mit dieser Methode konnen beliebige freie Oberflichen
behandelt werden. Probleme ergeben sich in Strémungen mit hohen Scherkréften, in de-
nen es zu einer willkiirlichen Ansammlung der Marker in bestimmten Regionen kommt.
Desweiteren kénnen keine Informationen zur Orientierung der Oberfliche erhalten wer-
den, und Randbedingungen sind problematisch zu implementieren. Viele dieser Probleme
kénnen durch eine Erh6hung der Anzahl der Marker-Partikel umgangen werden, was wie-
derum zu einem gesteigerten Rechenaufwand fiihrt.

SLIC Die SLIC-Methode (Simple Line Interface Calculation) von Noh und Wood-
ward [63] benutzte als erster Algorithmus eine Farbfunktion anstelle der Marker-Partikel.
Dabei handelt es sich um die Fliissigkeitsfraktion f der fliissigen Phase, die das Verhéltnis
von Volumen der Phase zum Gesamtvolumen der Masche angibt. Maschen mit f = 1 sind
somit vollstindig mit Fliissigkeit gefiillt, mit f = 0 vollstindig mit der Gasphase. Die
zeitliche Entwicklung wird dabei wie folgt beschrieben:

%f—l—ﬁ-Vf:O. (1.8)

Das Feld der Fliissigkeitsfraktionen wird sequentiell getrennt nach den Koordinatenrich-
tungen transportiert. Dazu wird die Grenzfliche mit zu den Koordinatenachsen parallelen
Linien rekonstruiert, wobei die Orientierung nur von den Nachbarn stromauf- und strom-
abwérts bestimmt wird. Diese Orientierung der Phasengrenzfliche richtet sich nach der
Richtung der Advektion im Koordinatensystem. SLIC ist ein sehr einfacher Algorithmus,
mit dem Noh und Woodward [63] kompliziert aufgebaute Systeme aus mehreren Fluiden
und deformierbaren Festkérpern berechnen konnten.

Volume-of-Fluid (VoF) Die Volume-of-Fluid-Methode (VoF-Methode) wurde 1980
von Hirt und Nichols (vgl. [62] und [41]) vorgestellt. Wie bei den obigen Verfahren wird von
einem inkompressiblen Fluid ausgegangen. Im Vergleich zu SLIC wird eine detailliertere
Rekonstruktion der Grenzfliche vorgenommen, sowie ein verbesserter Transportmechanis-
mus fiir die f-Gleichung gewéhlt, der das Verschmieren der Volumenfraktion verhindert.
Die Orientierung der Phasengrenzfliche wird aus den acht Nachbarn (im zweidimensio-
nalen Fall) berechnet. Dadurch kann die lokale Kriimmung der Grenzfliche bestimmt
werden, die iiber die Oberflichenspannung als externe Kraft wiederum in die Navier-
Stokes-Gleichung eingeht. Der Transport des Volumenfraktionenfeldes wird mittels des
Donor-Acceptor-Verfahrens [69] bewerkstelligt, das ein Verschmieren der f-Verteilung ver-
hindert und die Massenerhaltung des Fluids garantiert. Dem Donor-Acceptor-Verfahren
wird eine feste, zu den Koordinatenachsen parallele Orientierung der Phasengrenzfliche
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zugrunde gelegt. Der Algorithmus von Hirt und Nichols ist fiir nichtdquidistante Gitter
konzipiert.

Die VoF-Methode wurde fiir eine Vielzahl von Problemstellungen benutzt. Die Autoren
Hirt und Nichols rechneten einige Testfélle wie das Dammbruchproblem und Rayleigh-
Taylor-Instabilititen. Desweiteren wurde von ihnen der Algorithmus in Sicherheitsunter-
suchungen bei Siedewasserreaktoren eingesetzt (siehe zu all diesen Fragestellungen [62]
und [41]).

Mit NASA-VOF2D [91] wurde ein Programm auf der Grundlage der VoF-Methode
vorgestellt, welches auch komplexe Geometrien mit gekriimmten Réndern behandeln kann.
Dies wurde konzipiert fiir verschiedene Vorgéinge an Treibstofftanks wie deren Befiillung
und das Schwappen des Treibstoffes bei leichten Beschleunigungen.

In einer ganzen Serie von Papieren wird von Tomiyama und Koautoren die VoF-
Methode genutzt. Dabei werden aufsteigende Blasen konstanter Dichte in ruhendem, in-
kompressiblen Fluid [87] in zweidimensionaler Geometrie untersucht. Die berechneten
Formen und Aufstiegsgeschwindigkeiten werden mit experimentell ermittelten verglichen.
In [90] wird die Fluktuationsbewegung einer zweidimensionalen, aufsteigenden Blase un-
tersucht. Dreidimensonale Blasen, in einem ruhenden Fluid aufsteigend und in einer la-
minaren Blasenstrémung, werden in [89] betrachtet. In [88] werden Experimente und nu-
merische Simulationen aufsteigender Einzelblasen (dreidimensional) verglichen, wobei vor
allem Wandeinfliisse untersucht werden. Alle numerischen Untersuchungen von Tomiyama,
und Koautoren beschriinken sich auf laminare Strémungen und stationfire Blasenformen.

Lafaurie et al. [49] beschreiben mit der VoF-Methode ein inkompressibles Fluid, wel-
ches der Navier-Stokes-Gleichung mit Newtonscher Reibung gehorcht. Hauptaugenmerk
wird auf eine Verbesserung der Behandlung der Oberflichenspannungen gelegt. Der ver-
wendete Volume-of-Fluid-Algorithmus ist an die Arbeit von Hirt und Nichols angelehnt.
Die Kollision von Tropfen bei unterschiedlichen Weberzahlen wird numerisch simuliert.

Eine ganz andere Anwendungsrichtung liegt in der Papierindustrie, wo die Kelvin-
Helmholtz-Instabilitidten einer ausstromenden Fliissigkeit als Modell zur Papierbogenher-
stellung berechnet werden sollen (vgl. [56]).

Youngs [102] fiihrte einen verbesserten Transportmechanismus fiir die Volumenfrakti-
on ein. Dabei wird eine Gerade mit der Steigung [ in jede Masche so eingeschrieben,
daf} sie die Fluidfraktionen entsprechend dem vorgegebenen f-Wert trennt. Die Stei-
gung bestimmt sich aus den acht Nachbarn (zweidimensionaler Fall). Der Transport der
Volumenfraktion wird aufgrund dieser Fluidkonfiguration vorgenommen. Das Verfahren
von Youngs ist fiir zeitabhéingige, kompressible Stromungen konzipiert, die Gleichung der
Massenerhaltung wird mit einem hochaufldsenden Verfahren [95] geldst. Dafl dieser Al-
gorithmus keine weite Verbreitung gefunden hat, liegt sehr wahrscheinlich an der relativ
diirftigen Dokumentation.

Chen et al. (siehe [15] und [16]) benutzen eine modifizierte VoF-Methode zur nu-
merischen Simulation einer inkompressiblen Strémung zweier nicht mischbarer Fliissig-
keiten (Wasser und Gas). Mittels des SIMPLE-Verfahrens [65] wird eine Kopplung des
Geschwindigkeitsfeldes mit dem Druck vorgenommen. Es wird zwei- sowie dreidimensional
der Wandeinfluf} auf eine einzelne, sehr grofle Blase im ruhenden Fluid sowie die Bildung
einer torodial auseinanderbrechenden Blase untersucht.

Der FLAIR-Algorithmus (Flux Line-Segment Model for Advection and Interface Recon-
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struction) von Ashgriz und Poo [3] ist dem oben erwidhnten Verfahren von Youngs sehr
dhnlich. Er stellt eine Verbesserung der Volume-of-Fluid-Methode im Bereich der Trans-
portgleichung fiir die Volumenfraktionen dar. Ebenso wie bei Hirt oder Tomiyama kann
mit FLAIR eine inkompressible Zweiphasenstrémung zeitabhéingig numerisch berechnet
werden. Fiir die Advektion der Volumenfraktionen f wird an jedem Maschenrand ei-
ne Steigung 3 berechnet, wobei einzig die Fiillstinde der zu diesem Rand benachbarten
zwei Zellen benutzt werden. Im Gegensatz zu Youngs sind also diese Steigungen an den
Rindern definiert. Die Fliisse iiber die Maschenrinder werden jeweils mittels der Stei-
gungen zwischen zwei benachbarten Maschen integral berechnet. Dadurch kann eine sehr
hohe Genauigkeit im Advektionsmechanismus erhalten werden, die durch die genauere
Auflésung der Phasengrenzfliche bedingt ist.

Im Bereich der Magnetohydrodynamik benutzt Schneider (siehe [81] und [80]) den
FLAIR-Algorithmus zur Beschreibung des Plasmarandes in einem Tokamak-Fusionsreak-
tor. Dabei konnte die relativ einfache Umsetzbarkeit und Genauigkeit der Methode gezeigt
werden. Die Erh6hung der Interpolationsordnung von linearer zu zweiter Ordnung wurde
als nicht notwendig angesehen.

Mashayek und Ashgriz [54] erweitern FLAIR zu A-FLAIR (Axisymmetric Flux Line
Segment Model for Advection and Interface Reconstruction), um achsensymmetrische Pro-
bleme l6sen zu kénnen. Damit wird eine sehr hohe Genauigkeit in der Volumenerhaltung
(~ 1077) erzielt.

Rider und Kothe [71] haben einen neuen zweidimensionalen Algorithmus entwickelt,
der die Phasengrenzfliche ebenso wie bei Youngs oder Ashgriz und Poo mit linearen Funk-
tionen approximiert. Dabei wurde vor allem Wert auf eine sogenannte mehrdimensionale
‘unsplit’ Zeitintegration gelegt, die eine hohe zeitliche Genauigkeit ermoglicht. Dabei wird
unter einer 'unsplit’ Zeitintegration verstanden, dafl die Fliisse der Volumenfraktion iiber
die Zellgrenzen hinaus nicht getrennt nach Koordinatenrichtungen berechnet werden, son-
dern direkt in einem Schritt. Problem hierbei ist aber, dal die Massenerhaltung durch
den ’unsplit’ Algorithmus nicht gewéhrleistet ist und dies mittels eines zusétzlichen Ver-
teilungsalgorithmus korrigiert werden mu#8.

Ubbink und Issa [93] haben eine hochauflssende Methode (CICSAM) zur Verfolgung
der Phasengrenzfliiche entwickelt, die fiir beliebige, unstrukturierte Gitter konzipiert ist.
Da auf diesem Gittertyp die Rekonstruktion der Phasengrenzfliche sehr aufwendig ist,
wird ein anderer Weg beschritten. Die Volumenfraktionsgleichung wird mittels eines hoch-
auflosenden Differenzenschemas diskretisiert. Somit wird die explizite Rekonstruktion
der Phasengrenzfliche vermieden. Hergeleitet wird CICSAM in Anlehnung zum Donor-
Acceptor-Verfahren, welches Hirt und Nichols [41] nutzen. Die Giite des Verfahrens wird
an verschiedenen Testfédllen auf strukturierten und unstrukturierten Gittern demonstriert.

Scardovelli und Zaleski [79] haben einen sehr umfassenden Uberblick iiber verschie-
dene Anwendungen der Volume-of-Fluid-Methode und den aktuellen Stand gegeben. Sie
betonen, dafl die VoF-Methode Fortschritte durch die Anwendung héherer Approxima-
tionsordnungen und den Ubergang zu dreidimensionalen Fluidverteilungen gemacht hat.
Die Autoren merken an, daf bisher Simulationen unter den ’schwierigen’ Stoffbedingungen
des Systems Luftblasen in Wasser ausgeblieben sind.
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Sonstige Fiir die zweidimensionale Simulation eines inkompressiblen Fluids benutzt
Rudman [73] das Konzept des fluf-korrigierten Transportes (flux-corrected transport:
FCT [103]). Ohne eine explizite Rekonstruktion der Oberfliche werden extrem scharfe
Grenzflichen (liegen innerhalb einer Masche) erhalten. Interessant ist der Artikel von
Rudman auch deshalb, weil er einen Vergleich zwischen seiner Methode und verschiede-
nen tracking-Methoden (SLIC, Hirt und Nichols, Youngs) anstellt. Dabei schneidet die
Methode von Youngs [102] als die mit der genauesten Grenzflichenrekonstruktion und
mit dem genauesten Transport der Fliissigkeitsfraktionen ab.

Bewertung und Auswahl

Das in dieser Arbeit entwickelte numerische Konzept wird in dem Rechenprogramm TUR-
BIT umgesetzt (siehe zu TURBIT und zur Implementierung Kapitel 4), welches zur Di-
rekten Numerischen Simulation (DNS) und Large Eddy Simulation (LES) von einphasigen
laminaren und turbulenten Stromungen entwickelt wurde. Dabei kann auf verschiedenste
Elemente von TURBIT wie z.B. Datenstruktur oder graphische Ausgabe zuriickgegriffen
werden.

Zur Begriindung, welches Verfahren fiir die hier vorliegende Arbeit verwendet wird,
miissen Auswahlkriterien festgelegt werden. Diese sind in erster Linie durch die zu be-
schreibende Physik festgelegt, aber auch durch die Randbedingung, dafl das Konzept in
TURBIT umgesetzt wird. Folgende Liste an Eigenschaften an das Verfahren kann aufge-
stellt werden:

o feststehendes, zeitlich unverdnderliches und strukturiertes Gitter (EULER-Beschrei-
bung),

e dreidimensionale Beschreibung,

e moglichst genaue Rekonstruktion der Lage der Phasengrenzfliche ohne aber Grenz-
schichten (aus Effizienzgriinden) aufzuldsen,

e gute Massenerhaltungseigenschaften,

e Moglichkeit der Beschreibung von Fragmentierung und Koaleszenz.

Es hat sich gezeigt, dafl die Volume-of-Fluid-Methode ein méchtiger Ansatz zur Be-
schreibung von Strémungen mit Grenzflichen ist. Vor allem Anderungen in der Topolo-
gie wie die Kollision oder das Aufreilen von Grenzflichen kénnen damit relativ einfach
beschrieben werden, was andere Methoden wie MAC oder surface-tracking nicht ohne
weiteres bewerkstelligen.

Die Volume-of-Fluid-Algorithmen kénnen in folgende Klassen unterteilt werden. Ur-
spriingliche Versionen wie z.B. von Hirt und Nichols [41] oder Noh und Woodward [63]
rekonstruieren die Phasengrenzfliichen mit Linien parallel zu den Koordinatenachsen. Des-
halb werden diese Algorithmen zur Klasse mit stiickweiser konstanten (’piecewise con-
stant’) Rekonstruktion gezihlt. Die Algorithmen von Youngs [102], Ashgriz und Poo [3]
oder Rider und Kothe [71] rekonstruieren die Phasengrenzfliche mit stiickweise linearen
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SLIC PLIC

Abbildung 1.5: Vergleich zwischen stiickweise konstanter (links, SLIC) und stiickweise
linearer (rechts, PLIC) Rekonstruktion einer Phasengrenze in einem Rechengitter

("piecewise linear’ oder auch PLIC, 'Piecewise Linear Interface Calculation’) Elementen.
Zum schematischen Vergleich siehe Abbildung 1.5.

Im Bereich der Blasenstrémungen wurden wichtige Arbeiten von Tomiyama und Koau-
toren gemacht, denen die VoF-Methode zugrunde liegt. Dabei wurde sie aber ausschliefilich
fiir inkompressible und laminare Fluide verwendet, bei Benutzung relativ grober Auflésun-
gen der Phasengrenzfliche ("piecewise constant’).

Fast alle in der Literatur vorgestellten Verfahren behandeln zweidimensionale Fluid-
konfigurationen; bisher fehlt ein hochauflésender Rekonstruktions- und Advektionsalgo-
rithmus fiir dreidimensionale Fluidverteilungen.

In allen Verdffentlichungen wird die Gleichung fiir die Volumenfraktion f postuliert.
Es wird von einem Lagrange-Ansatz fiir die Transportgleichung ausgegangen. Die darin
enthaltene Geschwindigkeit des Transportes @ wird nicht genauer spezifiziert. Stillschwei-
gend gehen die Autoren davon aus, daB wohl ein homogenes Strémungsmodell (siehe
dazu [15]) angewendet werden kann, somit nur eine Geschwindigkeit vorliegt. In dieser
Arbeit wird zur einheitlichen Beschreibung ein komplettes Gleichungssystem ausgehend
von den Erhaltungsgleichungen der einzelnen Phasen hergeleitet, in dem die enthaltenen
Geschwindigkeiten eindeutig gekennzeichnet sind.

Bei den Rekonstruktionsalgorithmen der Phasengrenzfliche gibt es verschiedenste An-
sitze. Die genauesten Beschreibungen erfolgen mit PLIC-Algorithmen, wobei hierbei noch
die Moglichkeit zur Erh6hung der Interpolationsordnung gegeben ist. Ein Vergleich der
Oberflichendarstellung ergibt, dafl PLIC-Algorithmen am besten die gegebene Fluidkon-
figuration wiedergeben. Dies wird auch durch die Arbeit von Rudman [73] belegt, in der
die Methode von Youngs besser als alle anderen (’piecewise constant’) VoF-Methoden
abschneidet.

Einzig die Volume-of-Fluid-Methode erfiillt vollstdndig obige Anforderungsliste. Zusétz-
lich konnte die vielseitige Einsatzfihigkeit der VoF-Methode in einem breiten Spektrum
von Anwendungen gezeigt werden. Deshalb wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit die
Volume-of-Fluid-Methode verwendet.
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In der zu der Volume-of-Fluid-Methode angegeben Literatur werden fiir die Diskre-
tisierung der konvektiven Terme Standardverfahren verwendet. Hohe Dichteunterschie-
de der beiden Phasen bedeuten ein diskontinuierliches Verhalten der Dichte iiber die
Phasengrenze hinweg, weshalb das Einsetzen hochauflésender Verfahren, wie sie spezi-
ell fiir Strémungen mit Diskontinuitdten entwickelt wurden (z.B. Gasdynamik), Vorteile
gegeniiber diesen Standardverfahren bietet.

1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines dreidimensionalen Algorithmus zur nume-
rischen Simulation von Einzelblasen und Schwirmen von Blasen. Fiir die formulierten
Anforderungen wird als Ergebnis der Literaturstudien vom Volume-of-Fluid-Algorithmus
ausgegangen. Die zusédtzliche Transportgleichung fiir die Volumenfraktion der fliissigen
Phase wird in der Literatur postuliert. In dieser Arbeit wird die Volume-of-Fluid-Methode
auf ein solides mathematisches Fundament gestellt, die Volumenfraktionsgleichung aus
den physikalischen Erhaltungsgleichungen hergeleitet. Zur numerischen Losung dieser
Gleichung wird ein dreidimensionaler Algorithmus mit lokal linearer Approximation der
Phasengrenzfliche entwickelt. Zusammen mit numerisch hochauflésenden Verfahren zur
Losung der physikalischen Erhaltungsgleichungen fiir inkompressible Fluide bedeutet dies
ein wesentlicher Fortschritt zu den in der Literatur angewendeten Verfahren. Anhand von
Phasengrenzflichenproblemen werden die numerischen Verfahren verifiziert. Das neue nu-
merische Verfahren wird fiir die Simulation von aufsteigenden Einzelblasen verschiedenster
Stoffkombinationen eingesetzt. Es wird gezeigt, dal sich in der Simulation die physika-
lisch bedingten Blasenformen und Aufstiegsgeschwindigkeiten einstellen. Die Grenzen des
neuen Verfahrens werden anhand des zu erreichenden Dichteverhéltnisses ausgelotet. Zur
Demonstration der universellen Einsetzbarkeit des neuen numerischen Verfahrens werden
in einer Simulation mehrere aufsteigende Blasen berechnet.

Die Vorgehensweise in dieser Arbeit ist folgende: In Kapitel 2 wird die mathemati-
sche Beschreibung einer Zweiphasenstromung dargestellt. Dabei wird auf die Struktur
der physikalischen Erhaltungsgleichungen eingegangen sowie auf die zu modellierenden
Schliefungsterme. Die in der Literatur zu Volume-of-Fluid-Methoden postulierte Volu-
menfraktionsgleichung wird als Massenerhaltungsgleichung der fliissigen Phase physika-
lisch motiviert abgeleitet.

Kapitel 3 behandelt die in dieser Arbeit verwendeten numerischen Verfahren. Dabei
wird ein neuer Rekonstruktions- und Advektionsalgorithmus fiir dreidimensionale Fluid-
konfigurationen vorgestellt, mit dem die Volumenfraktionsgleichung der Volume-of-Fluid-
Methode numerisch gelost wird. Zusétzlich wird auf die hochauflésende Diskretisierung
der konvektiven Terme, das verwendete Zeitintegrationsverfahren, die Behandlung der
Oberflichenspannung und das generelle Konzept zur Losung des Gleichungssystems aus
Kapitel 2 eingegangen.

Kapitel 4 gibt zum einen einen Uberblick iiber das verwendete Rechenprogramm TUR-
BIT, welches fiir die Simulation einer Zweiphasenstrémung zu dem neu bezeichneten Re-
chenprogramm TURBIT-VoF erweitert wurde. Danach wird erldutert, wie das in Kapitel
2 und 3 vorgestellte Konzept programmtechnisch umgesetzt wurde.
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Kapitel 5 dokumentiert die mit TURBIT-VoF durchgefiihrten Verifikationsrechnun-
gen. Dabei werden zum einen Strémungen mit nur einer Phase betrachtet. Die Ergebnisse
der Rechnungen mit TURBIT-VoF werden mit denen von Rechnungen mit TURBIT ver-
glichen. Zum anderen werden physikalische Problemstellungen mit zwei Phasen berech-
net. Die Ergebnisse der TURBIT-VoF Berechnungen werden entweder mit analytischen
Losungen verglichen oder mit Werten aus der Literatur.

Kapitel 6 stellt die Anwendungsrechnungen fiir aufsteigende Blasen zusammen. Dabei
werden Blasen mit verschiedensten Stoffwertekombinationen berechnet und mit experi-
mentellen Arbeiten aus der Literatur verglichen. Bei der Anwendung des neuen numeri-
schen Verfahrens auf aufsteigende Einzelblasen im Kennzahlenbereich des Systems Luft-
blasen in Wasser werden erstmals Blasen im ’'wobbling’ Bereich mit stark dynamischer
Phasengrenzfliche numerisch simuliert. Zusétzlich wird die Anwendung des neuen Verfah-
rens auf Stréomungen mit mehreren Blasen anhand einer Simulation mit fiinf aufsteigenden
Blasen demonstriert.

Kapitel 7 enthiilt die zusammenfassenden Schluifolgerungen und den Ausblick auf die
Fragestellungen, die durch diese Arbeit aufgeworfen werden.



Kapitel 2

Mathematische Beschreibung

Ziel dieses Kapitels ist die Darstellung der mathematischen Beschreibung einer Zweipha-
senstromung, wie sie im Rechenprogramm TURBIT-VoF verwirklicht wurde. Das Kapitel
gliedert sich wie folgt. In einem ersten Abschnitt werden die physikalischen Grundgleichun-
gen von Zweiphasenstrémungen erortert. Die grundlegende Vorgehensweise zur Erlangung
des Gleichungssystems, wie es im Rechenprogramm gelst wird, wird dargelegt. Der zweite
Abschnitt dieses Kapitels beschéftigt sich mit den Schlieungstermen und einem Ansatz
zu deren Modellierung.

2.1 Physikalische Grundgleichungen der Zweiphasen-
stromung

In diesem Abschnitt werden die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung eines zweipha-
sigen Gemisches dargestellt. Dabei wird von den physikalischen Erhaltungsgleichungen,
wie sie von den einphasigen Stromungen her bekannt sind, ausgegangen. Da eine isother-
me Stromung betrachtet wird, handelt es sich um die Erhaltungsgleichung fiir die Masse,
auch Kontinuitdtsgleichung, und die Erhaltungsgleichung fiir den Impuls, auch Navier-
Stokes-Gleichung genannt. Fiir beide Phasen lassen sich diese Erhaltungsgleichungen ge-
trennt aufstellen. Es wird eine rdumliche Mittelung des Gleichungssystems durchgefiihrt,
wodurch mathematische Kopplungsterme zwischen den Phasen entstehen, die physika-
lisch interpretiert werden. Durch Addition der jeweiligen Erhaltungsgleichung fiir beide
Phasen wird eine Gemisch-Kontinuitéits- und eine Gemisch-Navier-Stokes-Gleichung ge-
bildet. In einem weiteren Schritt wird eine Aufspaltung der physikalischen Zustandsgréfien
in einen rdumlichen Mittelwert und einen Fluktuationsanteil durchgefiihrt. Desweiteren
wird neben der Gemisch-Kontinuitétsgleichung die Kontinuititsgleichung fiir eine Pha-
se eingefiihrt (fliissige Phase), die Verwendung in der Volume-of-Fluid-Methode findet.
Anschlielend wird das Gleichungssystem in dimensionslose Zustandsgréfien iiberfiihrt;
dadurch ist die Skalierung auf verschiedene physikalische Probleme unterschiedlicher Stoff-
systeme mdoglich. Abschlieend wird das Gleichungssystem vereinfacht unter Beriicksich-
tigung inkompressibler Einzelphasen und inkompressibler Gemischdichte.

17
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2.1.1 Erhaltungsgleichungen einer Phase

Es wird eine isotherme Zweiphasenstromung mit kompressiblen Einzelphasen betrachtet.
Fiir die beiden Phasen koénnen die Erhaltungsgleichungen der Stromungsmechanik ge-
trennt aufgestellt werden. Dabei bezeichnet der Index k& = 1 die erste Phase (z.B. fliissig)
und der Index k£ = 2 die zweite Phase (z.B. gasférmig). Da nur isotherme Strémungen
betrachtet werden, mufy die Gleichung fiir die Energieerhaltung nicht behandelt werden.
Aus der Literatur zu einphasigen Strémungen (z.B. [6], [100] oder [104]) kénnen die phy-
sikalischen Erhaltungsgleichungen entnommen werden. Der in dieser Arbeit beschrittene
Weg der Herleitung unter Annahme einer infinitesimalen, funktionalen Phasengrenzfliche
wird ebenso in der klassischen Literatur zu Zweiphasenstrémungen gewé#hlt (siehe hierzu
Ishii [45], Lahey und Drew [50] oder Drew [24]).

Die Zweiphasenstrémung befinde sich im Gebiet €2, wobei die einzelne Phasen k£ jeweils
das zeitabhiingige Gebiet 2 (t) einnehme. Insgesamt muf somit gelten

Q=0 (U (L) . (2.1)

Die Massenerhaltung der Phasen in den Gebieten , (¢), in denen nur die Phase & vorliegt,
fithrt auf die Kontinuitétsgleichung

a —
TV (priik) =0 (2.2)
mit

pr = pi(Z,t) Dichte der Phase k

iy, = Uy (Z,t) Geschwindigkeit der Phase k .

Aus der Impulserhaltung ergibt sich die Navier-Stokes-Gleichung

0 5 5 - e
En (prtiE) + V- (ol ® Uy) = =V +V - 7; + Pkf ¢ (2.3)

mit
P, = Py(Z,1) Druck der Phase &

T = Tk(x, t) Schubspannungstensor der Phase &
ewt ewt(f, t) externe Krifte auf Phase k .

Der Schubspannungstensor 7, wird unter Annahme einer Newtonschen Fliissigkeit, bei
der die Reibungsspannungen als linear von den Deformationsgeschwindigkeiten abhéngig
betrachtet werden, folgendermaflen gebildet:

[~

Thp = Mk [V Qi+ (V® ﬁk)T] + (fk — §Mk> (V - iy) (2.4)

mit

,uk ,uk(:i', t) Koeffizient der dynamischen Z#higkeit der Phase k
& (Z,t) Koeffizient der Druckzéhigkeit der Phase £ .
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Abbildung 2.1: Kontrollvolumen V' mit Ortsvektor & zum Zeitpunkt ¢

2.1.2 Raéumliche Mittelung

Gleichungen (2.2) und (2.3) sind in differentieller Form als kontinuierliche Gleichungen
angegeben. Fiir ein Rechenprogramm wird aber eine diskrete Formulierung des physikali-
schen Problems benétigt. Um die in der diskreten Formulierung enthaltenen abhingigen
Variablen physikalisch interpretieren zu kénnen, werden Mittelungsoperatoren eingefiihrt.
In diesem Abschnitt wird deshalb die rdumliche Filterung der Grundgleichungen durch-
gefiithrt, was weiterhin auf kontinuierliche Gréfien fiihrt.

Raumliche Mittelungsoperatoren

Es wird ein Kontrollvolumen V' betrachtet, iiber dem durch riumliche Integration die
Mittelung durchgefiihrt wird. Fiir diese Integration wird eine Phasenindikatorfunktion
ve(Z, ) eingefithrt, die angibt, ob sich der Ortsvektor & zum Zeitpunkt ¢ in der Phase k
befindet (siehe Abbildung 2.1):

(2.5)

1 filr Z € Phase k zur Zeit ¢
Ye(Z, t) =

0 sonst .

Als Volumenfraktionen ¢y , die den Volumenanteil der Phase k& im Kontrollvolumen
V' darstellen, ergeben sich:

1 } Vi
ap = og(t) = V/ Ye(Z, t)dV = Vk : (2.6)
v

Der Vollstidndigkeit halber wird hier die Definition der Phasengrenzfliichenkonzentration
Gine it angefiihrt:

)
QAint = == dAmt . (27)
V Aint
Die Phasengrenzflichenkonzentration ist eine dimensionsbehaftete Gro8e mit der Dimen-
sion einer inversen Linge. Sie wurde im Rahmen der Formulierung des Zweifluidmodells
von Ishii [45] eingefiihrt, da sie den Transport von Masse, Impuls und Energie iiber die

Oberfldche entscheidend beeinflufit.
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Folgende Mittelungsoperatoren fiir eine skalare GréBe ¥, werden definiert:

(Wg) = %/V‘I’Wk(fa t)dv (2.8)
und
(Wi)p == Vk;(t)/vqlk%(f’ t)dv . (2.9)
Somit gilt:
(Tr) = (V) - (2.10)

(¥,) bezieht sich auf das zeitunabhingige Kontrollvolumen V, (¥}), auf das von der
Phase k eingenommene zeitabhéngige Volumen V, ().

In Gray et al. [31] werden folgende Mittelwerttheoreme fiir eine skalare Gréfle Uy
hergeleitet (siehe hierzu auch [8] und [43]):

1
Aint
und
0 0 1 - o
<§\Pk> = a(\lfk) - V/A VU DintTird Aint (2.12)
wobei gilt

fix, ~ Normalenvektor, der aus der Phase k herauszeigt
Aine  Phasengrenzfliche
Wine  Geschwindigkeit der Phasengrenzflache .

Diese Mittelwerttheoreme aus Gleichungen (2.11) und (2.12) werden zum Vertauschen

der Differentialoperatoren V bzw. 2 mit dem Operator der riumlichen Mittelung (-)
bendtigt. Es tritt jeweils ein integraler Zusatzterm in Form eines Oberflichenintegrales,

gebildet {iber die Phasengrenzfliche, auf.

R&iumliche Mittelung der Grundgleichung

Die Kontinuitétsgleichung (2.2) und die Navier-Stokes-Gleichung (2.3) werden rdumlich
gemittelt, indem sie mit der Phasenindikatorfunktion 7 (Z,t) multipliziert und danach
iiber das Kontrollvolumen V' rdumlich integriert werden.

Fiir die Kontinuitétsgleichung ergibt sich:

- ’)’k(f, t)—pde + = ’)’k(f, t)V . (pkﬁk) dV =0 , (2.13)
N v
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bzw.

() + (V- (puii)) = 0. (2.14)

Durch die Anwendung der Mittelwerttheoreme (2.11) und (2.12) wird daraus:

1

a — — — —
=) + V - (priiy) = —/ Pk (GBing — Ug) TpdAing (2.15)
at V Aint

oder mit der Abkiirzung I'}* fiir den Massenaustausch iiber die Phasengrenzfléiche

1 - — =g

int

ergibt sich:

a = m
E(pk) + V- {ppily) =T} . (2.17)

Ebenso kann mit der Navier-Stokes-Gleichung verfahren werden:

(2 (peit)) + (V- (e © ) = ~(VP) + (V1) + (i) . (218)

Durch die Mittelwerttheoreme wird daraus:

J, LS Few
57 Prtk) + V- oyl ® @) = =V(Pe) + V- (1) + (o i) (2.19)

1 — — — —
+ V/ [k Tx ® (Dint — Ux) — Prd + T4) Tixd Aine
A;

int

oder mit der Abkiirzung ffc fiir den Impulsaustausch iiber die Phasengrenzfliche

=i 1 — — — —
Fz = V/A [pkuk X (wim — uk) — Pl + Zk] Tbdemt ) (2.20)

int

0 4 - o rex i
7 (okile) + V- (e ® T) = —V(Pe) + V- (1) + (o ;™) + T}, - (2.21)
ot

Gleichungen (2.17) und (2.21) sind aus dem Zweifluidmodell (siehe Ishii [45], Lahey
und Drew [50], Drew [24] oder Drew und Passman [25]) bekannt.

Sprungbedingungen an der Phasengrenzfliche

Aus der rdumlichen Mittelung der Grundgleichungen ergeben sich die Austauschterme
I'™ und T, die fiir einen Massenaustausch zwischen den beiden Phasen in der Konti-
nuitétsgleichung und fiir einen Impulsaustausch in der Navier-Stokes-Gleichung stehen.
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Summiert man diese Terme fiir beide Phasen auf, so ergibt sich unter Annahme einer
massenlosen, infinitesimal diinnen Grenzfliche (vgl. [45] und [29)):

d =0 (2.22)
k=12

und

3
o 1 S
It = E [V /A' t (taa“ﬂo)ﬂdAim] =m7, . (2.23)

Nach Drew und Passmann [25] kann gezeigt werden:

Mo s = Gint (0K + Vo] (2.24)
mit o: Koeffizient der Oberflichenspannung, x: Kriimmung der Phasengrenzfliche, a;;:
Phasengrenzflichenkonzentration, 7i: Einheitsnormalenvektor und V;,;: Ableitung entlang
der Oberflichenkoordinaten. Der Koeflizient der Oberflichenspannung ¢ hingt von der
Temperatur und der Konzentration an Verunreinigungen ab. In dieser Arbeit wird eine
isotherme Zweiphasenstrémung angenommen und es wird davon ausgegangen, dafl beide
Phasen aus reinen Fluiden bestehen. Deshalb wird die Oberflichenspannung als konstant
angenommen, somit fillt der zweite Term der rechten Seite in Gleichung (2.24) weg und
es ergibt sich:

Mgy = QintOKTL . (2.25)

Bei Addition der gemittelten Massengleichungen fallen die Austauschterme in der
Summe heraus. In der Navier-Stokes-Gleichung bleibt der Zusatzterm g, iibrig, der
physikalisch als Impulsaustausch durch die Oberflichenspannung zu interpretieren ist.

2.1.3 Mittel- und Schwankungswert

Die lokalen, instantanen, kontinuierlichen Gréen werden aufgeteilt in einen Mittelwert
des von der Phase k£ eingenommenen Volumens V; und einen Schwankungswert, der die
Abweichung von diesem mittleren Wert angibt. Fiir die lokale Geschwindigkeit ergibt sich
somit:

Uy, = <’Ijk>k -+ ’L_I:;C . (2.26)
Bei der linearen rdumlichen Mittelung wird daraus:

(Ur)e = (Ue)r)e Tk (2.27)
——

also

(@) =0. (2.28)
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Wie gefordert verschwindet der Schwankungsanteil iiber V; gemittelt.

Diese Aufspaltung in Mittel- und Schwankungswert dhnelt sehr der von Reynolds in
der Theorie turbulenter Stromungen eingefiihrten (vgl. [39] und [72]). Zu beachten ist
hierbei, daf es sich im Gegensatz zur Turbulenztheorie von Reynolds um eine rdumliche,
nicht zeitliche Mittelung handelt. Somit kénnen die in der Turbulenztheorie vorgenomme-
ne Interpretationen, z.B. die der Reynoldsspannungen, nicht ohne weiteres iibernommen
werden. Vielmehr handelt es sich hier um Werte, wie sie dhnlich bei der Grobstruktursimu-
lation von Turbulenz vorkommen, und dort mit Feinstrukturmodellen behandelt werden.

Insgesamt werden folgende Aufspaltungen vorgenommen:

iy, = (dg)yr +
o = (o + P
P, = <Pk>k + P,é
P (e)e + 1
& = & + &,

wobei unter Annahme eines Newtonschen Fluids py als Koeflizient der dynamischen
Zghigkeit und &, als Koeffizient der Druckzihigkeit im Schubspannungstensor 7, vorkom-
men.

Bei der Einfiilhrung obiger Aufspaltung der Variablen in Mittel- und Schwankungs-
wert in die Erhaltungsgleichungen treten Zusatzterme auf, die durch die Korrelation der
Schwankungswerte bedingt sind.

Fiir die Kontinuitédtsgleichung mufl betrachtet werden:

(ortr) = (({pr)r + pk) (@) + @) = (or)e(Ur)r) + ((or)ry)

+ (o Uk ) k) +{Pp Ty (2.29)

= a{pr) k(i) + (0, Ty) -

Damit ergibt sich insgesamt:

5 3 i 3
gak(f)wk + V- arpe)r{te) = Tf — V - (0, d) - (2.30)

Bei der Impulsgleichung tritt, neben der obigen Zweifachkorrelation, folgende Drei-
fachkorrelation auf:

(pwiir @ i) = (({pr)e + Pk) () + U}) ® (T + })) (2.31)
= o (PR Uk @ (Ur)x + (Pr)r (T ® @) + 2(tix)i ® (P4 ) + (Phl ® T) -

Probleme bereitet hier nur der Schubspannungstensor 7, wegen der Geschwindigkeits-
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ableitungen:
(2 = o { G 70 (@ + (V@ (@)e)"] + (6 = 2 ) (V- (@) L}
~u[vod+ ony]+(6-24) @ w1}
= e [(V @)+ (V@ T + ({6 — S0unde ) (V- )L

= ar (T g + () + () - (2.32)

In dieser Arbeit wird keine Verdampfung und Kondensation betrachtet, deshalb sind die
Geschwindigkeiten an der Phasengrenzfliche kontinuierlich. Aus der Kontinuitit der Ge-
schwindigkeiten folgt innerhalb eines Kontrollvolumens auch die Kontinuitét der Schwan-
kungsgeschwindigkeiten. Somit ergibt sich fiir die Terme (V ® },):

1 1
(Ve d,) =V (i, +V/ 0, ® MpdAips = V/ ), @ Tipd A = 0 . (2.33)
\0/'/ Aint Aint

Aus Gleichung (2.33) folgt:
()= 0. (2.34)
Insgesamt ergibt sich als Navier-Stokes-Gleichung fiir die Phase &:

0 o) (@) + V - e ® (i)

ot
= —Va (P + V- ak(l;i“'“)k)k + o)k _;Swt + fﬁc
0,,,
+V- () - 2 (2.39)

= V- (pe) (i), ® iiy,) + 2(iik)e ® (p30y) + (Pi iy ® W) -

2.1.4 Gleichungen fiir das Zweiphasengemisch

Wie schon in Abschnitt 2.1.2 angedeutet, fiihrt die Addition der Gleichungen fiir beide
Phasen k (Gleichung (2.30) und (2.35)) zu einem Herausfallen der Austauschterme I'?".
Ein weiterer Vorteil der Addition kann aus Abbildung 2.2 abgelesen werden. Hier ist eine
Blase im Rechengebiet dargestellt. Aufgrund der feinen Auflésung der Phasengrenzfliche
durch das Gitter enthalten die meisten Zellen nur eine Phase. Somit macht es in diesen
Zellen keinen Sinn, Kontinuitits- und Navier-Stokes-Gleichung fiir beide Phasen zu 16sen.
Durch die Addition der jeweiligen Erhaltungsgleichung iiber beide Phasen vereinfacht
sich das System nicht nur durch den Wegfall der Summe I'}?, sondern generell wird der
numerische Aufwand auf ein sinnvolles Mafl beschrénkt.

Fiir die Kontinuititsgleichung ergibt sich mit f = «; (f : Volumenfraktion der Phase
1, bzw. der fliissigen Phase):

O (o + (0= 1) 22) V- (Flo i+ (1~ ) (pa)a(a)o)
==V - (o)) = V- {orily) , (2.36)
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Abbildung 2.2: Blase in einem Ausschnitt des Rechengebietes, nur in schraffierten Zellen
sind beide Phasen gleichzeitig vorhanden

oder mit folgenden Gréfien:

pm = flp)r+ (1= f)(p2)2 gemittelte (scheinbare) Dichte

Un = 5= (f{p)1{@)1 + (1 = f) (p2)2(ta)2) Schwerpunktgeschwindigkeit

Ap = =V ()
me + Vo il = Y A . (2.37)
ot

k=1,2
Entsprechend wird bei der Navier-Stokes-Gleichung vorgegangen:
0

5 (f{pr) (@)1 + (1 = f) (p2)2(ida)2)
+ V- (f{p)1(@)1 @ (@)1 + (1 = f) (pa)2(ta)2 ® (ia)2)
= =V (F(P)1+ (1= F)(P)) + V- (£ + (1= 1) (™))
+ flonfi fent 4 (1= £){p2)2 2ewt
0 ;i
+ Z V(1) at(ﬂk“k) )

k=1,2

+ Z p(T), ® Uy,) + 2(Ur)x @ (p)Uy) + (P} @ Uy))]

+ T?Lfm : (2.38)
Der Term in der zweiten Zeile kann umgeformt werden:

Flp)1 (@)1 @ (1)1 + (1 — f) (p2)o(tia)2 ® (Ua)a
= s ® T+ F (1= ) L2202 (3 @ (@), — (i)

m

= pmim @ Um + Djpy - (2.39)



26 2. Mathematische Beschreibung

Eine &hnliche Umformung kann fiir den zweiten Term in der dritten Zeile vorgenommen
werden zu:

S+ (U= D)2 = T + i (2.40)
mit
T 1= [F)1+ (L= 1) {p)a] [V © T+ (V@ )|
= [r (= 3) + 0= (@ - Soe) | v ar e
i = =10V @ (1= 1) L2 {5 + 6"}

+(1—f){p2)2VQ® { Uint + (0Uint) }]

-
o) fonad).

+a-) (<52> —§< >)(V- [f<fj>16mm])z (242

m

(S’L_I:Z'nt = <’E1>1 — <’E2>2 (243)
Auch hier bietet es sich an Abkiirzungen einzufiihren:

Bo = f(Pr+0—=f)(P)2
fert = flonfEt 4 (1= f) (pa)af5®
By = +V-: (Ik> — oi{Phi;)
=V - ({pr)r (T, ® ) + 2(Ur)r @ (o) + (P U ® Uy)) -

Damit ergibt sich insgesamt fiir die Navier-Stokes-Gleichung:

a — — — e
&pmum +V- (pmum & U + ant) =-VP,+V- (Im + L’nt) + frenwt
+ > By+mg, . (2.44)

k=1,2

Durch die Addition der Erhaltungsgleichungen der Einzelphasen wurde eine Form
erhalten, die den einphasigen Gleichungen bis auf Zusatzterme in der Impulsgleichung
entspricht. Dies ist analog zur Favre-Mittelung zu sehen, bei der durch Einfiihrung eines
dichtegewichteten Mittelungsoperators die Form der kompressiblen Erhaltungsgleichun-
gen auf die Form der inkompressiblen zuriickgefiihrt wird (vgl. [44]).

Gleichungen (2.37) und (2.44) sehen den Gleichungen des Driftstromungsmodells (vgl.
Wallis [97] und Miiller [61]) sehr &hnlich, wobei hier wieder darauf hinzuweisen ist, daf es
sich bei den Mittelungen in dieser Arbeit um eine rdumliche handelt, nicht um eine zeitli-
che. In der Navier-Stokes-Gleichung (2.44) treten zwei Zusatzterme auf, welche in Zellen
mit nur einer Phase verschwinden, also nur in Zellen mit Phasengrenzfliche beriicksichtigt
werden miissen. Aus diesem Grund wurde in Gleichung (2.43) fiir die Differenzgeschwin-
digkeit zwischen den Phasen die Bezeichnung 0i;,; gewihlt. Der erste Term, der aus
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der Umformung des konvektiven Terms herriihrt, wird hier als ’'Drift’-Term bezeichnet
(D;,:)- Er hingt quadratisch von der Geschwindigkeitsdifferenz zwischen beiden Phasen
ab. Der zweite Term (7,,,) wird hier Zwischenphasenreibung genannt. In ihm kommt die
Geschwindigkeitsdifferenz di;,; linear vor. Beide Terme verschwinden in Zellen, in denen
nur eine Phase prisent ist. Gleichungen (2.37) und (2.44) gehen in Gebieten mit nur ei-
ner Phase tiber in (2.30) und (2.35), den volumengemittelten Erhaltungsgleichungen einer
Phase.

2.1.5 Gleichung fiir die Volumenfraktion der fliissigen Phase

Aus Gleichung (2.30) 148t sich fiir die Volumenfraktion der fliissigen Phase entnehmen:

a — m —,
Ef(plh + V- f{p)(@h =TT =V - (p1d}) , (2.45)
bzw.
%) f D 1
=f+ V- fligh=—F+—= +—— [ = V- (pia})] . 2.46
atf f( 1>1 <p1>1 Dt<p1>1 <p1>1 [ 1 <p1 1)] ( )
Nach Umformung des zweiten Terms in (2.45) kann auch folgende Form erhalten werden:
0 , m 3
g/ (P TV o = IY =V - {p ) (2.47)

-V - R gy, g,

Gleichung (2.46) und (2.47) sind &dquivalent. Gleichung (2.47) wird so beim Drift-
stromungsmodell fiir die zeitlich gemittelten Gréen verwendet. Der Zusatzterm auf der
rechten Seite dhnelt sehr dem 'Drift’-Term in der Navier-Stokes-Gleichung, nur daf hier die
instantane Geschwindigkeitsdifferenz zwischen den beiden Phasen linear eingeht. Ebenso
verschwindet er in Gebieten mit nur einer Phase, und (2.47) geht fiir diesen Fall in die
volumengemittelte Erhaltungsgleichung fiir die Strémung der einen Phase iiber.

Fiir die vorliegende Arbeit bietet sich die Form (2.47) an, da in dieser Formulierung die
ebenso in der Navier-Stokes-Gleichung auftretende Schwerpunktgeschwindigkeit enthalten
ist. Der aus der Umformung resultierende Zusatzterm auf der rechten Seite wird mit l_jzfm
bezeichnet:

Bl = f(1— )0 gy gy (2.48)

it "
Pm

2.1.6 Zusammenfassung des Gleichungssystems

In diesem Abschnitt sollen die relevanten Gleichungen zusammenfassend dargestellt wer-
den.
Kontinuititsgleichung:

a —
k=12

mit
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pm = flpdr+ (1= 1) (p2)a gemittelte (scheinbare) Dichte
U 1= pim (f{p )1 (@)1 + (1 — f) (p2)2(ila)2) Schwerpunktgeschwindigkeit
Ay = =V (piy)

Volumenfraktionsgleichung:

o0+ V - o) + Dhe| =TT = ¥ - (ol (2.50)
A
1
Impulsgleichung:
Epmﬁm + V : (pmﬁm & ﬁm + ant) = _VPm + V (7— + Tznt) f_';wt
+ Y By +mg, (2.51)
k=1,2
mit
P = f(P)1+ (1 —f)(P)2
D,,. = siehe Definition (2.39)
T,, = siehe Definition (2.41)
Tine = siehe Definition (2.42)
m = f{ah fwt‘*‘ (1= £) (pa)a fi
B = V() -2lgamy
=V - ()i (@ © ) + 2(Un)k ® (Pily,) + (P © Ty))
() = i |Ved +(Ved) |+ (& -2) (V-3 L)

2.2 Vereinfachungen des Gleichungssystems

Das Gleichungssystem aus Abschnitt 2.1.6 kann in dieser Form nicht gelést werden, da
mehr Unbekannte in den Gleichungen vorkommen als Gleichungen vorhanden sind. Des-
halb werden Vereinfachungen vorgenommen. Diese beziehen sich auf die Fluktuations-
groflen. Desweiteren wird das Gleichungssystem dimensionslos formuliert, um Probleme
unterschiedlicher physikalischer Stoffwerte behandeln zu kénnen.

2.2.1 Erste Vereinfachungen des Gleichungssystems

Es werden erste Vereinfachungen eingefiihrt, die sich auf die Fluktuationsgréfien beziehen.

Viskositat

Die Schwankung des Koeffizienten der dynamischen Zahigkeit yj, und ebenso die Schwan-
kung des Koeffizienten der Druckzihigkeit &, konnen in beiden Phasen vernachléssigt
werden:

=0 fiir k=1,2 (2.52)
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und
£ =0firk=1,2. (2.53)
Hierdurch ergibt sich:

(ry,) =0firk=1,2. (2.54)

Dichte

Die Fliissigkeit kann als inkompressibel betrachtet werden, weshalb die Dichteschwankun-
gen p)| vernachlissigt werden kénnen:

g =0. (2.55)

Bei der Gasphase muf} sorgfiiltiger argumentiert werden. Die Dichteschwankungen gl
kénnen aus den Druckschwankungen pl, iiber die Zustandsgleichung abgeschitzt werden.
Als Zustandsgleichung soll hier das ideale Gasgesetz genommen werden:

R
P=p—T 2.56
Vi (2.56)
mit

R  Gaskonstante (8,31 Kinoz)
M molare Masse
T Temperatur.

Es gilt also
P x gl (2.57)

und somit entsprechen die Druckfluktuationen den Dichtefluktuationen. Fiir die Druck-
fluktuationen auf einer Blasenoberfliche gibt es Ansiitze, die zur Berechnung der Wider-
standskraft einer angestrémten Blase dienen (vgl. [21], [59] und [60]).

Nach Clift et al. [21] ergibt sich fiir eine kugelférmige Blase mit Radius a analytisch:

, U 2+39,
Py~ —
2a 1+®,

(2.58)

mit

®, Verhiltnis der dynamischen Viskositéten (hier: ®, = 0)
i Viskositdt der kontinuierlichen Phase
U  Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase .

Mit pwasser = 0,001 %s [104] wird bei einem Blasendurchmesser von 1 mm und einer

Aufstiegsgeschwindigkeit von 0,3 = daraus:

Py ~3-107° bar . (2.59)
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Bei einem Bezugsdruck von 1 bar ergibt sich:

PI /
2 ~3.100~22 (2.60)
PBezug P

Somit kénnen auch die Dichtefluktuationen der Gasphase vernachléssigt werden

ph=0. (2.61)
Hierdurch ergibt sich:
A, =0firk=1,2 (2.62)
und
By, ==V - {pp){T, @ @) fiir k=1,2. (2.63)

Der Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.63) ist die sogenannte Feinstrukturspan-
nung. In dieser Arbeit sollen nur Strémungen betrachtet werden, bei denen alle Skalen
vollstdndig vom Gitter aufgelost werden. Dies bedeutet, dal Direkte Numerische Simu-
lationen (DNS) behandelt werden. Somit ist die Zweifachkorrelation ebenfalls in dieser
Arbeit zu vernachléissigen und es ergibt sich:

B,=0firk=1,2. (2.64)

Zusammenfassung des vereinfachten Gleichungssystems

Kontinuititsgleichung:

0
— O, « P =0 2.65
5iPm TV - Pl (2.65)
mit
pm = floi)1 + (1= f){p2)2 gemittelte (scheinbare) Dichte
U = 5 (f{p0) (@)1 + (1= f) {p2)2(tia)2) Schwerpunktgeschwindigkeit
Volumenfraktionsgleichung:
0 . = ¢ m
ST+ V - [F(pniin + DY, = T (2.66)

Impulsgleichung:

a — — —
+ frizwt + mgnt (267)
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2.2.2 Dimensionsloses Gleichungssystem

Um die Losung des Gleichungssystems aus (2.65), (2.66) und (2.67) nicht nur fiir einen
konkreten Fall zu berechnen, sondern fiir eine ganze Klasse physikalisch &hnlicher Proble-
me, sollen die Gleichungen dimensionslos formuliert werden. Dazu ist es notwendig, die
einzelnen physikalischen Gréfien mittels Referenzgréflen zu normieren. Es wird eingefiihrt:

% Uu
u =
Uref
«_ P . _
pt= mit prep = (P1)1
Pref
p= mit pires = (p1)1 (2.68)
Href
" x
T =
lref
= ¢oref
lref
P* = Pros mit P.f = prefufef.
re

Dabei wurden die Referenzlidnge I,.r, die Referenzgeschwindigkeit u,.; und die Referenz-
dichte py.s eingefiihrt. Aus numerischen Erwégungen sollten die Referenzgrofien so gewéhlt
werden, dafl die Terme in den Gleichungen alle von vergleichbarer Gréenordnung sind,
z.B. in der GroB8enordnung von Eins. Nach Losen des dimensionslosen Gleichungssystems
kénnen mit der Vorgabe entsprechender dimensionsbehafteter Referenzgroflen die Ergeb-
nisse auf reale Systeme iibertragen werden.

Aus den Definitionen (2.68) ergeben sich fiir die Differentialoperatoren folgende Rela-
tionen:

Ly (2.69)

v lref
0 _ Uref 0
Bt Lo O

Fiir die externe Kraft wird die Gravitation angesetzt

];;enwt = pmg - (2.70)

Der Druck 148t sich in einen dynamischen und hydrostatischen Teil aufspalten

P = Pdyn —PrefdZz , (271)
~~~

p

wodurch sich fiir den Term —V Py, + f&% ergibt:

—VPy+ [ = —NVpm + (pref — pm) T - (2.72)
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Gleichung (2.65) wird mit den Definitionen aus (2.68) zu:

0
P+ Vi, = 0. (2.73)

Fiir die Volumenfraktionsgleichung (2.66) ergibt sich, wenn keine Verdampfung oder Kon-
densation behandelt wird:

0
ot*

f+V-(fin) ==V (BL)" (2.74)

Bei der Impulsgleichung (2.67) wird folgende Form erhalten, wobei fiir die Oberflichen-

spannungskraft m? , Gleichung (2.25) eingesetzt wurde:

0 P * x ok e * .

at* V* ' (I* + I:nt)

Reref
Eoref 1

> £k (275
Weres T Wepgy it ™ (2.75)

+(1-)

In der dimensionslosen Gleichung (2.75) treten die folgenden, schon in Abschnitt 1.2.1
eingefithrten Kennzahlen auf:

re re lTe
Reynolds-Zahl : Repes = % (2.76)
ref
_ 12
Eétvos-Zahl - Eores = o <0p2>2)g ref (2.77)
TE u2 lTe
Weber-Zahl :  Weyes = pf;—eff (2.78)

Als Weitelre4 wichtige Kennzahl wird bei Blasenstrémungen die Morton-Zahl eingefiihrt
(Mrep = %), die aber wegen der Abhingigkeit
EopeWe2,
Myep = R’;Tff (2.79)
nicht als unabhéngiger Parameter in Gleichung (2.75) vorkommt.

Die dimensionslose Formulierung der physikalischen Erhaltungsgleichungen erméglicht
einen einfachen Vergleich mit experimentellen Daten. Beispielsweise zeigen Strémungskar-
ten fiir in ruhendem Fluid aufsteigende Einzelblasen die Abhéngigkeit der Blasenform von
den Kennzahlen Morton, Reynolds und E6tvos (siehe hierzu [21]). Uber Relation (2.79)
lassen sich die numerischen Ergebnisse direkt mit den experimentellen vergleichen. Zu den
Referenz-Kennzahlen siehe auch Anhang A.

Gleichung (2.75) formuliert erstmals die Impulsgleichung in Abh#ngigkeit der fiir ei-
ne Blasenstromung physikalisch relevanten drei Kennzahlen. Durch die Aufspaltung des
Drucks in einen dynamischen und einen hydrostatischen Anteil ergibt sich die E6tvés-Zahl
aus der Kombination von Schwerkraft und hydrostatischem Druck. Die Weber-Zahl als
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Verhiltnis von Trigheits- zu Reibungskréften tritt als Vorfaktor des Oberflichenterms bei
Division durch die Trégheitskrifte auf.

Ab hier wird in dieser Arbeit auf den Stern (x) zur Kennzeichnung der dimensionslosen
Groflen verzichtet. Alle weiteren Gleichungen beziehen sich auf dimensionslose Griéfien
geméf den Definitionen in (2.68).

2.2.3 Inkompressible Einzelphasen

Bisher wird die Volume-of-Fluid-Methode, welche von Hirt und Nichols [41] zuerst vorge-
stellt wurde, nur fiir inkompressible Strémungen verwendet. Diese Annahme ist bei der
Betrachtung von Einzelblasen und Schwirmen von Blasen laut Clift et al. [21] gerechtfer-
tigt. Die inkompressible Behandlung der physikalischen Erhaltungsgleichungen hat ferner
den Vorteil, da§ auf bewdhrte Losungsalgorithmen zuriickgegriffen werden kann.

Die Schallgeschwindigkeit a ist folgendermafien definiert:

dp <3p>
=== . 2.80
r_(2). (2.80)

Die Gleichung besagt, dafl sich Druckstérungen isentrop ausbreiten. Im inkompressiblen
Fall wird Z—g = 0, die Schallgeschwindigkeit betrdgt also unendlich. Die inkompressible
Behandlung der Erhaltungsgleichungen bedeutet somit, dafl sich Druckinderungen mit
unendlicher Geschwindigkeit im Rechengebiet ausbreiten.

Auch in dieser Arbeit wird der Weg eingeschlagen, die Einzelphasen beide als inkom-
pressibel zu betrachten. Damit gilt:

(p1)1 = konst.q (2.81)
(p2)2 = konst.o . (2.82)

41
P2

Fiir einen mit der Strémung mitbewegten Beobachter dndert sich die Gemischdichte p,,
nicht und es gilt darum:

d 0
— D, = =P+ BV * oy =0 . 2.83
T Pm = 5 Pm + GV - p (2.83)
Aus Gleichung (2.83) folgt mit der dimensionslosen Kontinuitétsgleichung (2.73) Glei-
chung (2.84).

Insgesamt sieht das skalierte System aus Kontinuitéits-, Volumenfraktions- und Navier-
Stokes-Gleichung fiir inkompressible Phasen folgendermafien aus:

Vi =0 (2.84)
0 Loy = ¢
S +V - (fiin) ==V - (Dim) (2.85)
0
_ - . - - D. — — . .
at pmum + V (pmum ® U, + —znt) me + Reref V (Z + Iznt)
E 1
F(1—f) el g, 4 S (2.86)

Weref # Weref
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2.3 Schlieflungsterme

In diesem Abschnitt werden die SchlieBungsterme zusammengefafit. Dabei werden drei
Terme diskutiert. In der Volumenfraktionsgleichung tritt der Term —V - l_jzfm auf, der li-
near von der Phasenrelativgeschwindigkeit 6@, abhéingt. —V - D{ , ist nur in Zellen von
Null verschieden, in denen beide Phasen vorhanden sind. In der Navier-Stokes-Gleichung
treten Zwischenphasenreibung und ’Drift’-Term auf. Beide Terme miissen ebenfalls nur in
solchen Zellen beriicksichtigt werden, in denen beide Phasen vorhanden sind und héngen
dort von der momentanen lokalen Relativgeschwindigkeit der Phasen ab. Diese Phasenre-
lativgeschwindigkeit ist unbekannt und mufl modelliert werden, um das Gleichungssystem
zu schlieflen. Ein einfaches Modell wird in Abschnitt 2.3.4 vorgestellt. Bisher werden die-
se SchlieBungsterme nicht betrachtet. Dies bedeutet, dafl in anderen Arbeiten implizit
von einem homogenen Strémungsmodell ausgegangen wird. Fiir feine Gitterauflosungen
(Az — 0) ist diese Annahme gerechtfertigt, da 0;,; dann aufgrund der Kontinuitét der
Geschwindigkeiten an der Phasengrenze verschwindet.

2.3.1 ’Drift’-Term in Volumenfraktionsgleichung

In der Volumenfraktionsgleichung (2.85) ist auf der rechten Seite der Quellterm —V - Df,
vorhanden mit:

Ble= £ -0 gy, ) 287)

vl

46y

Dieser Term geht darauf zuriick, dafl der konvektive Term der Volumenfraktionsgleichung
(2.85) nicht mit (u;)1, sondern mit @, formuliert ist. Eine magliche Schliefung von D/ ,
auf der Basis eines lokalen Modells fiir die Phasenrelativgeschwindigkeit wiirde in Zel-
len mit beiden Phasen zu lokalen Quellen und Senken der fliissigen Phase fiihren. Um
die globale Massenerhaltung der fliissigen Phase sicherzustellen, muf} der integrale Bei-
trag dieses Terms im gesamten Rechengebiet jederzeit Null sein. Die Entwicklung eines
physikalisch fundierten lokalen Modells fiir die Phasenrelativgeschwindigkeit, das gleich-
zeitig der Restriktion einer globalen Massenerhaltung geniigt, ist jedoch auflerhalb der
Zielsetzung dieser Arbeit. Im folgenden wird daher

DI =0 (2.88)
gesetzt, was zusammen mit

V-Di,=0 (2.89)

it —

die lokale und globale Massenerhaltung sicherstellt.
Zur Abschitzung der GroBenordnung von DY, wird der Vorfaktor C (f) niher disku-

tiert. C (f) kann durch Einfithrung des Dichteverhiltnisses ®, = (p2)2/ (p1)1 folgender-
maflen umgeformt werden:

cip- SU=De,

- aope (2.90)
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Abbildung 2.3: Faktor C(f): fmax iber Dichteverhéltnis ®,, Gleichung (2.91)

Es ergibt sich fiir die Extremwerte von C (f):
o, - /3,
= Vv 7 291
o= 2 (291)
C(fmax) = (fmax)” - (2.92)

Abbildung 2.3 zeigt die Abhéngigkeit von fmax 1n Bezug auf das Dichteverhiltnis
®,. Aus der Abbildung 148t sich entnehmen, daf} D e gering gegen Eins ist und daher
Annahme (2.88) gerechtfertigt ist.

Damit folgt fiir die Volumenfraktionsgleichung:

a 4 —
5, TV (Fiim) =0 (2.93)

2.3.2 Zwischenphasenreibung

In Abschnitt 2.1.4 wurde gezeigt, daB bei der Umformung des Schubspannungstensors
folgender Tensor der Zwischenphasenreibung 7;,, gebildet werden kann:

< 2)2

Tint = — f(1)h1 V ® [( — /) {(ﬂm + (%int) }

+ (L= f) (u2)2V® [ {5Umt + (0int) }

—f<<§1>1——,u1 )(V [(1 f o znti)
+(1—f)<(§22——u2 )(V[ P WDL (2.94)

[~
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Die Zwischenphasenreibung sorgt fiir eine zuséitzliche Ddmpfung der Geschwindigkeiten in
Zellen, in denen beide Phasen vorkommen. Dies wirkt sich auf die artifiziellen Strémungen,
die durch das numerische Verfahren induziert werden, aus, wie in Abschnitt 5.2.1 gezeigt
wird. Gleichung (2.94) wird mit zentralen Differenzen diskretisiert, wie der eigentliche
Diffusionsterm 7,, auch.

2.3.3 ’'Drift’-Term in Navier-Stokes-Gleichung

Ebenso wird in Abschnitt 2.1.4 der sogenannte ’'Drift’-Term D, , eingefiihrt:

VD= V- 10— R )y )6 (@) - )] (299

m
- 7

c(f)

Dieser Term ist von seiner Struktur her aus dem Driftstréomungsmodell bekannt (vgl. [61]),
wobei er dort aber anders behandelt wird.

In Abschnitt 2.3.1 wurde fiir den Vorfaktor C(f) eine Grofienabschiitzung gegeben.
Dort hat sich gezeigt, daB8 dieser Term sehr gering ist (vgl. dazu auch Mitran [58)), da
die Differenzgeschwindigkeit bezogen auf die Gesamtgeschwindigkeit nicht signifikant Eins
iiberschreiten kann.

In Abschnitt 5.2.1 ist der "Drift’-Term bei den Berechnungen der artifiziellen Strémun-
gen beriicksichtigt worden.

2.3.4 Modellierung der Phasenrelativgeschwindigkeit

Folgendes vereinfachendes Modell zur Modellierung der lokalen Differenzgeschwindigkeit
zwischen den beiden Phasen wurde in TURBIT-VoF implementiert. Es wird die Annahme
getroffen, daB sich in der Nidhe der Phasengrenzflichen die Geschwindigkeiten der einzel-
nen Phasen rdumlich nicht #ndern. Dies ist natiirlich grob vereinfachend und trifft die
physikalische Realitdt nur bedingt. Fiir die hier betrachteten Féille ohne Stoffiibergang
an der Phasengrenzfliche sollte die Annahme jedoch niherungsweise verwendet werden
kénnen.

Es werden drei in einer Koordinatenrichtung benachbarte Zellen betrachtet, deren
Mittelpunkte mit den Indizes ¢ — 1, ¢ und 7 + 1 bezeichnet werden, siehe hierzu Abbil-
dung 2.4. Ziel ist es, volumenzentrierte Geschwindigkeiten (u;);|; und (us)»|; der beiden
Phasen im Zellmittelpunkt aus den mittleren Geschwindigkeiten auf den Zellseitenfliichen
Umnlit1/2 UNd Unml|;_,» Zu berechnen. (u1)1]; und (us)s|; werden in der Diskretisierung der
Zwischenphasenreibung nach Abschnitt 2.3.2 und des 'Drift’-Terms nach Abschnitt 2.3.3
benotigt. Abbildung 2.4 enthilt zusitzlich zu den eingezeichneten Maschen (durchgezoge-
ne Linien) die Kontrollvolumina der versetzten Geschwindigkeiten wpl;,,, und wm|;_,
(gestrichelt).

Die Geschwindigkeiten des Gemisches um|;,/, und uml;_,/, sind aus der Simulation
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L W U ian

i-1 i i+1

Abbildung 2.4: Skizze zur Modellbildung fiir die Phasenrelativgeschwindigkeit zwischen
den Phasen; Maschen mit Mittelpunkten 2—1, ¢ und i+ 1; Kontrollvolumina des versetzten
Gitters gestrichelt

bekannt und nach Definition gilt

1
um|i+1/2 = W [fi+1/2 <P1>1|z‘+1/2 (“1>1|z‘+1/2 + (1 - fi+1/2) <P2>2|z'+1/2 <“2>2|i+1/2]
miy1/2
(2.96)
1
Um|i—1/2 = ﬁ [fi—1/2 <P1>1|i—1/2 <U1>1|i—1/2 + (1 - fz'—1/2) <P2>2|i—1/2 <u2>2|i_1/2] :
mli—1/2
(2.97)

Es wird zur Losung des Gleichungssystems aus Gleichung (2.96) und (2.97) angenommen,
daf die Gasphase in den Kontrollvolumina ¢ + 1/2 und ¢ — 1/2 und in der Masche i die
gleiche Geschwindigkeit hat, ebenso wird diese Annahme fiir die fliissige Phase getroffen:

8)

(“1>1|z‘+1/2 = (“1>1|z‘—1/2 = (ui)1l; (
| 9)

U1
<u2>2|i+1/2 = <u2>2|i—1/2 = (u2)2|; - (

Mit den Annahmen (2.98) und (2.99) kann das System aus Gleichung (2.96) und (2.97)
eindeutig geldst werden. Die Lésung wird singulér fiir f;_1/2 = fi;1/2, d.h. bei gleicher
Befiillung der Zellen kann das hier vorgestellte Modell nicht genommen werden und es
wird fiir die Differenzgeschwindigkeit zwischen den Phasen Null angenommen.

Erste Ergebnissen zum Verhalten dieses Modells sind in Abschnitt 5.2.1 bei den so-
genannten artifiziellen Strémungen dokumentiert. Zukiinftige weiterfithrende Arbeiten
wird es vorbehalten sein, verbesserte Modelle fiir die Phasenrelativgeschwindigkeit zu
entwickeln.

2.9
2.9
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Kapitel 3

Numerische Verfahren

In diesem Kapitel werden die numerischen Verfahren erldutert, die zur Lésung des Sy-
stems aus physikalischen Erhaltungsgleichungen (2.84) bis (2.86) angewendet werden. Zu-
erst wird die Volume-of-Fluid-Methode dargestellt, die die numerische Beschreibung einer
Zweiphasenstrémung ermoglicht. Diese Methode verwendet eine zusétzliche Transport-
gleichung fiir die Volumenfraktion der fliissigen Phase. Diese Gleichung ist in Abschnitt
2.1 aus den allgemeinen physikalischen Erhaltungsgleichungen hergeleitet worden (Glei-
chung (2.85)). Zur geometrischen Rekonstruktion der Phasengrenzfliche aus der dreidi-
mensionalen Verteilung der Volumenfraktion der fliilssigen Phase wird ein neuer Algo-
rithmus entworfen. Dieser erméglicht es, beliebig im Raum orientierte Ebenen exakt zu
rekonstruieren und zu transportieren. Der Algorithmus wird EPIRA genannt, was eine
Abkiirzung fiir Exact Plane Interface Reconstruction Algorithm ist. Der rekonstruierte
Normalenvektor wird fiir eine verbesserte Berechnung der Kriimmung im Oberflichen-
spannungsterm genutzt. In einem weiteren Abschnitt wird auf das numerische Verfahren
zur Beschreibung der konvektiven Terme der Navier-Stokes-Gleichung eingegangen. Dabei
wird ein W-ENO-Verfahren ("Weighted Essentially Non-Oscillatory’) angewendet, welches
die Auflésung starker Gradienten in den Zustandsvariablen erméglicht. Fiir die zeitliche
Diskretisierung kommt ein Runge-Kutta-Zeitintegrationsverfahren zum Einsatz, welches
von hoher Ordnung ist. Dieses Kapitel wird abgeschlossen mit einer Betrachtung zum
Zeitschrittweitenkriterium und einer Darstellung der generellen Losungsstrategie durch
ein Projektionsverfahren fiir den Druck.

3.1 VoF Methode / EPIRA

Die Volume-of-Fluid-Methode wurde von Hirt und Nichols [41] fiir die Beschreibung von
Stromungen, bestehend aus zwei Phasen, entworfen. Kernstiick dieser Methode ist das
Lésen einer zusdtzlich zu den physikalischen Erhaltungsgleichungen fiir Massen und Im-
puls eingefithrten Transportgleichung fiir die Volumenfraktion einer Phase. Dies ist in
der urspriinglichen Arbeit die fliissige Phase. In den Herleitungen des letzten Abschnitts
wurde gezeigt, dafl diese urspriinglich postulierte Transportgleichung der Kontinuitéts-
gleichung einer Phase entspricht. Wegen der Wichtigkeit fiir diesen Abschnitt wird die

39



40 3. Numerische Verfahren

Transportgleichung (2.93) hier nochmals aufgefiihrt:

a = —
g/ Y (fim) =0 (2.93)

Aufgrund der stark diskontinuierlichen Verteilung der f-Werte wiirde die Phasengrenz-
flache bei Anwendung von klassischen Differenzenformeln durch die numerische Diffusion
verschmiert. Deshalb schlagen Hirt und Nichols [41] zur Losung dieser Gleichung einen
anderen Weg ein, den sie Volume-of-Fluid-Methode nennen. Die VoF-Methode besteht
aus zwei Schritten zur Lésung von Gleichung (2.85):

e Rekonstruktion: Darunter wird die moglichst genaue Riickgewinnung der Geometrie
der Phasengrenzfliche aus den diskreten Volumenfraktionen der fliissigen Phase f; ; x
verstanden.

e Advektion: Damit ist der konvektive Transport der rekonstruierten Phasenverteilung
gemeint.

In diesem Abschnitt wird fiir die dreidimensionale Rekonstruktion und Advektion der
Volumenfraktion der Phase 1 (fliissige Phase) ein neuer Algorithmus entworfen. Fiir zwei-
dimensionale Verteilungen existieren in der Literatur eine Vielzahl von Rekonstruktions-
und Advektionsalgorithmen [71]. Diese kénnen in Algorithmen mit stiickweiser konstan-
ter ('piecewise constant’) und mit stiickweiser linearer ("piecewise linear’ oder auch PLIC,
'Piecewise Linear Interface Calculation’) Rekonstruktion unterteilt werden. Fiir die Me-
thoden mit stiickweiser konstanter Rekonstruktion steht prototypisch SLIC von Noh und
Woodward [63], ein Beispiel fiir die Algorithmen mit stiickweiser linearer Rekonstruk-
tion ist FLAIR von Ashgriz und Poo [3] (siehe zum Vergleich Abbildung 1.5). Beim
SLIC-Algorithmus werden die Elemente der Phasengrenzfliche nur parallel zu den Ko-
ordinatenachsen des Gitters angeordnet, es ergibt sich der schematisch in Abbildung 1.5
links dargestellte recht grobe Verlauf der numerischen Grenzfliche. Dagegen werden beim
FLAIR-Algorithmus die Flichenelemente der Grenzfliche durch Geraden approximiert,
welches zu einer im Vergleich zum SLIC-Algorithmus besseren Auflésung fiihrt.

PLIC-Algorithmen sind somit in der Lage, Phasengrenzflichen, bestehend aus Gera-
den im zweidimensionalen Raum, exakt zu rekonstruieren. Im dreidimensionalen Raum
entspricht dem die exakte Rekonstruktion einer Ebene. Bisher ist in der Literatur kein
Algorithmus verfiigbar, der dies leisten kann. Deshalb wurde ein neuer Algorithmus ent-
wickelt, der es erméglicht, ebene Phasengrenzflichen im dreidimensionalen Raum exakt
zu rekonstruieren und zu advektieren. Dieser wird EPIRA genannt, was fiir Exact Plane
Interface Reconstruction Algorithm steht.

Der Abschnitt gliedert sich wie folgt. Nach einer Einfithrung des numerischen Git-
ters behandelt ein erster Unterabschnitt die dreidimensionale Rekonstruktion der Pha-
sengrenzfliche aus dem diskreten Feld der Volumenfraktionen der fliissigen Phase. Da-
nach wird die Advektion aufgrund der geometrischen Rekonstruktion in den verschie-
denen Zellen mit Phasengrenzfliche behandelt. In einem letzten Unterabschnitt werden
Testrechnungen zum EPIRA-Algorithmus présentiert.
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3.1.1 Gitter

Zur Diskretisierung des Stromungsgebiets wird ein strukturiertes, rechtwinkliges Gitter
verwendet. Die Maschenmittelpunkte seien an # = (z;, yj, zk)T und die Seiten der Zellen
an Tiyijp = T £ Azif2, Y12 = y; £ Ay;/2 und 212 = 2 £ Az /2. Die Zellweiten
Az;, Ay; und Az, konnen variabel und verschieden sein. Die sechs Seitenflichen einer
Zelle (i,7,k) werden folgend benannt: O(st) (zi1/2), W(est) (2i_1/2), N(ord) (zk41/2),
S(iid) (2x—1/2), H(inten) (y;41/2) und V(orne) (y;_1/2). Die Volumenfraktionen der Phase
1 (fliissige Phase) sei im Maschenmittelpunkt definiert: f; ; ;. Zellen, die Phasengrenzfliche
enthalten, werden Grenzflachenzellen genannt.

3.1.2 Dreidimensionale Rekonstruktion

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie aus der diskreten, dreidimensionalen Verteilung
der Volumenfraktion von Phase 1 (oder auch der fliissigen Phase) f; ;1 die Geometrie der
Phasengrenzfliche rekonstruiert wird.

Dazu wird die Phasengrenzfliche als funktionale Fliche angenommen, die lokal von
einer Hohenfunktion & = h(s,n) beschrieben wird. Dabei definieren (¢,7,£) ein lokales,
kartesisches Koordinatensystem. Eine Taylor-Entwicklung von h(s,n) um (g, ) ergibt:

blsn) = hisy) + (6 = ) grhlsn)| -+ (= m) 5his,n)

(s0,m0) (s0:m0)
82
+($—<0)(n — h(s, +--
(6= <0) (1= m0) 3 = (s,m) -
= ho +als — ) + B(n—m) + HOT , (3.1)

wobei HOT fiir Terme héherer Ordnung steht und «, 8 die partiellen Ableitungen von
h in ¢- bzw. n-Richtung sind. Im EPIRA-Algorithmus wird davon ausgegangen, dafl die
Phasengrenzfliche lokal von einer Ebene approximiert werden kann. Dies bedeutet fiir die
Taylor-Entwicklung (3.1), daf nur die ersten drei Terme auf der rechten Seite beriicksich-
tigt werden. In der Umgebung von (g, 70) ist diese Ndherung stets eine gute Approxima-
tion der Phasengrenzfliche.

Eine Ebene ist mathematisch eindeutig durch ihren Normalenvektor 7@ = (1, ng, n3)"
und durch einen Punkt b = (b1, ba, b3)T in der Ebene bestimmt. Im folgenden wird beschrie-
ben, wie der EPIRA-Algorithmus 7, ; ; und EZ]k fiir jede Zelle mit Phasengrenzfliche aus
den diskreten Werten f; ;, berechnet. Der Rekonstruktionsalgorithmus fiir Grenzflichen-
zellen besteht aus drei Teilen:

e Berechnung von Tangentenvektoren 7 an den Seitenflichen der Zelle, die von der
Phasengrenzfliche geschnitten werden;

e Bestimmung eines Einheitsnormalenvektors 7, ; , aus diesen Tangentenvektoren, der
reprisentativ fiir den Zellmittelpunkt ist;

e Bestimmung des Punktes EZM in der Ebene, so dafl die Ebene die Zelle in zwei
Zonen mit entsprechendem Anteil Fluid teilt.
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Ag; AGy,

Abbildung 3.1: Zellen (4, j, k) und (341, 4, k) mit Ebene h(s,7); das Fluid ist unterhalb von
h(s,n); hier ist das lokale Koordinatensystem (¢, 7, &) entsprechend dem globalen System
(z,y, z) ausgerichtet

Berechnung der Tangentenvektoren an den Seiten der Zellen

Zur Berechnung des Tangentenvektors ¢ an einer Seitenfliche der Zelle wird die benach-
barte Zelle mit beriicksichtigt. Ist der Volumenanteil f der benachbarten Zelle entweder
Null oder Eins (f = 0, f = 1, damit nur eine Phasen vorhanden), dann schneidet die
Phasengrenzfliche nicht diese Seite und ¢ wird zu Null gesetzt. Fiir den Fall 0 < f < 1
ist der Tangentenvektor von Null verschieden und mufl berechnet werden. Dies soll am
Beispiel des Tangentenvektors iy der Zelle (i, j, k) exemplarisch gezeigt werden, wobei die
Bezeichnungen wie in Abbildung 3.1 seien.

In Féllen, in denen die Hohenfunktion h(s,7n) nicht die oberen oder unteren Seiten-
fliche der beiden benachbarten Zellen schneidet (wie in Abbildung 3.1), gelten folgende
Relationen (in diesem Beispiel sind (s,7,£) entsprechend dem globalen Koordinatensy-
stem (z,y, z) ausgerichtet, andere Fille analog dazu):

Ag; An;

/ h(s,m) dn ds (3.2)
0
(Agi+Ag 1) An;

/ h(s,n) dn ds , (3.3)
Ag; 0

.7,k — A§Z‘ AT]J Afk J
f _ 1

wobei der Ursprung bei (z; — Ag;,y; — Anj, 2, — A&) liegt. Das Einsetzen der Taylor
Entwicklung aus Gleichung (3.1) in Gleichungen (3.2) und (3.3), anschliefende analytische
Integration und Zusammenfassung fiithrt zu

_aag
(asanyz) DG+ A

0
Qiy1jo = &h(gn) (fixrik — fijw) - (3.4)

1172 repréisentiert den Gradienten von h(g,n) in ¢-Richtung, somit ergibt sich fiir den
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ijk+1 1 k+H

ijk i+1jk ijk 1k

Abbildung 3.2: Beispiel: (links) die Phasengrenzfliiche schneidet die oberen Seitenfléichen
der Maschen (%,j,k) und (2 + 1,7, k); (rechts) durch Erweiterung mittels der iiber den
Maschen (4,4, k) und (i + 1,7, k) liegenden Maschen kann der Gradient an der Seite Ost
der Masche (i, j, k) exakt berechnet werden

normierten Tangentialvektor {o, der in der ¢ — £&-Ebene liegt:
1

,/1+a?+1/2

Dieser Tangentenvektor ist fiir jede ebene Grenzfliche exakt, falls die unteren und obe-
ren Integrationsgrenzen in Gleichungen (3.2) und (3.3) korrekt sind, was bedeutet, daf
die Grenzfliche nicht obere oder untere Seitenflichen der beiden benachbarten Maschen
schneidet. Ist dies nicht der Fall, miissen die Integrationsgrenzen angepafit werden, um
dem Schnitt der Grenzfliche an oberer oder unterer Seitenfliche Rechnung zu tragen.
Dies bedeutet aber, dal eine ganze Reihe von Schnittkonfigurationen betrachtet werden
miifiten, um die jeweils richtigen Integrationsgrenzen zu erhalten. Zur Vermeidung dieser
Fallunterscheidung wird hier ein anderer Weg beschritten.

Zur Verdeutlichung des Algorithmus wird angenommen, dafl die Grenzfliche die oberen
Seitenflichen der Maschen (7,7, k) und (i + 1,7, k) schneidet, wie dies in Abbildung 3.2,
links dargestellt ist. Zur Vermeidung der Bestimmung der oberen Integrationsgrenzen in
Gleichungen (3.2) und (3.3), was fiir eine exakte Berechnung des Tangentenvektors nétig
wire, werden die # bestimmenden Volumina geéindert. Dies wird durch eine Erweiterung
in entsprechender Koordinatenrichtung getan. Im Beispiel aus Abbildung 3.2 wird dies
verdeutlicht: zwei neue Integrationsvolumina, ndmlich (i,7,k) U (4,4, k + 1) sowie (i +
1,7,k) U (i + 1,7,k + 1), werden betrachtet (sieche Abbildung 3.2, rechts). Somit kann
to exakt berechnet werden, wenn in Gleichungen (3.2) und (3.3) die linken Seiten durch
figk + fijk+r b2w. fiza ik + fit1,5k+1 ersetzt werden und A&, durch A&, + A&gq. Diese
Vorgehensweise kann analog angewendet werden bei einem Schnitt der Grenzfliche mit
den unteren Seitenflichen der beiden benachbarten Zellen.

Wenn eine der beiden Steigungen « oder 3 aus Gleichung (3.1) zu steil ist, kann es
vorkommen, dafl die Erweiterung um ein oberes und/oder unteres Paar an Zellen nicht
ausreicht (im Beispiel aus Abbildung 3.2 wiirde dies bedeuten, daf z.B. ebenso die Seite-
fliche Nord der Zelle (i, 4,k + 1) von der Grenzfliche geschnitten wird). Um aber nicht

T

to = (1, 0, citiye) (3.5)
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Abbildung 3.3: Vier Fille des zweidimensionalen FLAIR-Algorithmus [3]

die Lokalitdt der Rekonstruktion zu verlieren, werden keine zusétzlichen Erweiterungen
vorgenommen. Stattdessen wird nach der Erweiterung ein fiir nicht-dquidistante Gitter
modifizierter zweidimensionaler FLAIR-Algorithmus [3] zur Abschétzung der Steigung
verwendet (vergleiche dazu Anhang B). Dabei wird angenommen, dafl eine der beiden
Steigungen « oder 3 zu Null gesetzt werden kann, das Problem wird also auf eine zwei-
dimensionale Konfiguration abgebildet. Unter Auswahl eines von vier verschieden Féllen
(schematisch dargestellt in Abbildung 3.3) mittels eines Fallunterscheidungsdiagramms
wird die Steigung ermittelt. Mit diesem Steigungswert wird eine Abschidtzung der Tan-
gentenvektors iiber Gleichung (3.5) vorgenommen.

Mit diesem Algorithmus werden fiir jede Grenzflichenzelle mindestens drei, maximal
sechs normierte Tangentenvektoren an den Zelloberflichen berechnet. Ein Tangentenvek-
tor wird als ’exakt’ gekennzeichnet, wenn seine Steigung mittels Gleichung (3.4) berechnet
wurde, er wird als 'nicht exakt’ gekennzeichnet, wenn seine Steigung mit dem modifizier-
ten FLAIR-Algorithmus bestimmt wurde.

Bestimmung des Normalenvektors im Zellmittelpunkt

Aus den normierten Tangentenvektoren ¢ an den verschiedenen Seiten wird ein zellzen-
trierter Einheitsnormalenvektor 7 fiir jede Zelle (4, j, k) mit Phasengrenzfliche bestimmt.
Wie diese Berechnung vonstatten geht, wird an einem Beispiel demonstriert, welches in
Abbildung 3.4 skizziert ist. In diesem Beispiel sind die Tangentenvektoren an der Nord-
und Siid-Seite der Zelle Null, nur die Vektoren fo, fw, t7 und - sind von Null verschieden.
Zuerst wird in jeder Koordinatenrichtung ein reprisentativer Tangentenvektor bestimmt.
Liegen z.B. tp und ty innerhalb einer Ebene und haben die gleiche Kennzeichnung (ex-
akt’ oder 'nicht exakt’), dann wird folgende Mittelung

- 1
tow = =

5 (to +tw) (3.6)

mit nachfolgender Normierung durchgefiihrt. Anderenfalls wird entweder o oder fy als
reprisentativer Tangentenvektor ausgewidhlt, wobei der ’exakt’ gekennzeichnete Vektor
bevorzugt wird. Ebenso werden st und EVH bestimmt. Aus diesen drei repréisentativen
Tangentenvektoren werden drei vorliufige Normalenvektoren durch Bildung der Kreuz-
produkte berechnet:

i1 = tow X Ing, fTla =1tns Xlym, Tiz=1tvm X tow - (3.7)

Die Richtungen der vorldufigen Normalenvektoren werden, falls nétig, so korrigiert, daf3
sie in Phase 1 (fliissige Phase) zeigen. Schlufiendlich werden die drei Normalenvektoren
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Abbildung 3.4: Masche mit Phasengrenzfliche und vier normierten Tangentenvektoren to,
tw, i H und tV

fi1, M und i3 zu einem Normalenvektor gemittelt, wobei auch hier ’exakte’ Vektoren
bevorzugt werden, und dieser Vektor danach normiert wird. Im Beispiel aus Abbildung
3.4 ist der Vektor fyg Null, deshalb ist nur ein vorldufiger Normalenvektor (75) von Null
verschieden und es muf keine Mittelung iiber die Normalenvektoren durchgefiihrt werden.
Aus dem Einheitsnormalenvektor @ = (ny,n,n3)” konnen die Steigungen oo = —n,; /ns
und § = —ng/n3 berechnet werden.

Wenn der EPIRA-Algorithmus keinen sinnvollen Einheitsnormalenvektor 7 berechnen
kann, da die Volumenverteilungen der benachbarten Grenzflichenzellen dies nicht ermogli-
chen, wird die TURBIT-VoF Rechnung in der derzeitigen Programmfassung mit einer
entsprechenden Fehlermeldung gestoppt. Diese Fille treten bei sehr groflen Kriimmungen
oder bei Verwerfungen der Phasengrenzfliche auf.

Bestimmung des Punktes in der Ebene

Der Punkt l_;”k in der Ebene wird fiir jede Grenzflichenzelle iiber eine Iteration erhalten.
Wegen h := h(7i; j k, bi jx) kann geschrieben werden:

1 L
fi,j,k = V/h/(ni,j,kybi,j,k) dV . (38)

Dies ist eine implizite Gleichung, da f;;; und 7;;; bekannt sind. gzjk wird solange
iterativ veréindert, bis Gleichung (3.8) erfiillt ist. In der Praxis werden dazu nur ungefihr
2 bis 4 Iterationsschritte mit dem weiter unten beschriebenen Verfahren benétigt. Die
Berechnung des Integrals in (3.8) wird im n#chsten Unterabschnitt 3.1.3 besprochen.
Zur Veranschaulichung des Iterationsprozesses wird das in TURBIT-VoF implemen-
tierte Verfahren an einem zweidimensionalen Beispiel geméf Skizze 3.5 a) und b) erldutert.
Zu jedem Punkt b gehort bei einem vorgegebenen Normalenvektor 7 ein Volumenanteil
f. Wird dieser Volumenanteil iiber einer Komponente des Punktes b aufgetragen, dann
ergibt sich ein Diagramm wie in Abbildung 3.5 ¢). Der Funktionsverlauf ergibt sich durch
eine Faltungsoperation der linearen Verschiebung von b mit dem Volumenelement. Ziel ist
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c)

Abbildung 3.5: Bestimmung des Punktes in der Ebene: a) und b) Skizzen zur Verdeutli-
chung der ersten zwei Iterationsschritte mit Y und b&l); ¢) f-Werte in Abhéingigkeit des
Punktes in der Ebene

es, den Punkt so zu wéhlen, dafl dadurch der Volumenanteil f; ;, der Zelle erhalten wird.
In TURBIT-VoF wird folgende Iteration durchgefiihrt

5O — ( B0 B ) (3.9)
B0 = (o0 6", o + o6 ) (3.10)
5 = ( DA OB Ry ) (3.11)
mit
() fz',j,k - Cgci) (i—1)
669 = O B (3.12)
und
NN IC RN EIC )
ol = / (3.13)
5oy
) = f (BD) — o . pl-Y) (3.14)

Als Anfangswerte ¥ und b O wird der Zellmittelpunkt gewéhlt. Analog wird dieses Ver-
fahren fiir die andere Koordlnatenrlchtung durchgefuhrt

Die Inkremente der Iteration 6b und 6b Werden folgendermafien erhalten:

0b, =TFACY - ngl; ., (3.15)
8b,” = FACH) - my |, . (3.16)

Entscheidend fiir eine schnelle Konvergenz des Verfahrens ist die Wahl des Parameters
FAC. Es hat sich folgende Wahl als optimal herausgestellt:

FACY) := — | f (00 — fi |/ 5000 (3.17)
FAcgf = — | £ (007 — fij|/ 5000 . (3.18)
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Abbildung 3.6: Innerhalb At wird das dunkel schattierte Volumen iiber die Seite O(st)
advektiert

Dieser Ansatz ist ganz analog auf drei Dimensionen zu erweitern. Die Iteration wird
abgebrochen, wenn der relative Fehler der Volumenfraktion unter einer Schranke liegt. In
dieser Arbeit wurde fiir diese Schranke der Wert 10~% verwendet.

3.1.3 Advektion

Im Advektionsschritt werden die Fliisse der Phase 1 (fliissige Phase) iiber die Seitenflichen
der Maschen berechnet. Der in EPIRA benutzte Algorithmus behandelt die Fliisse entlang
der einzelnen Koordinatenrichtungen getrennt nacheinander (‘operator split’). Im folgen-
den wird dies fiir die Berechnung des Flusses entlang der ¢-Richtung veranschaulicht,
die Konfiguration sei wie in Abbildung 3.6. u. > 0 sei die Geschwindigkeitskomponen-
te normal zur Seitenfliche O(st) an (z; + Aq;/2,y;, 2). Innerhalb eines Zeitschrittes At
wird das dunkel schraffierte Volumen aus Abbildung 3.6 in die ostwirts benachbarte Zelle
transportiert. Zur Berechnung des Flusses d f gibt es verschiedene Ansétze in der Lite-
ratur. Beim zweidimensionalen FLAIR-Algorithmus [3] z.B. wird der Flu§ mittels einer
groBeren Anzahl an Fallunterscheidungen berechnet. Im dreidimensionalen Raum ist dies
nicht praktikabel, deshalb wird hier ein anderer Weg eingeschlagen und ein allgemeiner
Algorithmus zur Berechnung von ¢ f entwickelt.
Die lineare Hohenfunktion

h(s,m) = (b — §) = + (by — m)— + by (3.19)
3 3

reprisentiert die Phasengrenzfliche. Ohne Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit wird an-
genommen, daB gilt: n; > 0, ny > 0 und nz > 0. Anderenfalls wird das Koordinatensystem
so gedreht, daf} alle Komponenten des Einheitsnormalenvektors gréfler Null sind. Es wird
folgender Operator ¥V der Volumenintegration eingefiihrt:

52 Mm($:€)
V(s1,52,m,€) :=/ / ha(s",n') d’ dd’ (3.20)

1 n



48 3. Numerische Verfahren

\4 (Cl’gr’nl’gl) -V (Cl’gr’nr’gl) -V (Cl’gr’nl’gr) +V (CI’Cr:nr:é—)

Abbildung 3.7: Berechnung des Volumens ¢V, der Bereich der Integration ist schraffiert
eingezeichnet

mit
M (s, €) = min{max{n,7(s,£)}, M};  hn(s,n) := min{max{0, h(s,n) — £}, M} (3.21)

und
~ n n
(s, 6) 1= [(by —¢)— +bs — €| = + by . (3.22)
n3 g

Die Integrale zur Berechnung von V kénnen analytisch ausgewertet werden. Anschaulich
gesprochen gibt der Operator V der Volumenintegration das Volumen der Héhenfunktion
h(s,n) im Gebiet [¢1,<] X [, Nm] X [€, ) wieder. In Gleichung (3.21) ist M als positive
Konstante eingefiihrt, die nur in den Féllen ny = 0 und ny = 0 bendétigt wird. In der Praxis
hat sich ein Wert von M = 1000 bewéhrt. Durch die Kombination von V, angewendet
auf verschiedene Gebiete, wird der Fluf in einem bestimmten Volumenbereich [, | X
[, me] X [&1, €] iiber folgende Relation bestimmt:

oV = V(§l7§r777l7§l) - V(glygﬂnﬂfl) - V(§l7§7‘777l7§7‘) + v(§l7§7‘7777‘7£7‘) ’ (323)

vergleiche dazu auch Abbildung 3.7. Der Flufl der Volumenfraktion von Phase 1 (fliissige
Phase) bestimmt sich dann zu:

1%

6f=— "
! Ag An; A&y

(3.24)

Die in Tabelle 3.1 verzeichneten Integrationsgrenzen gelten allgemein zur Berechnung
des Flusses ¢V in einer beliebigen Koordinatenrichtung, die Grenzen fiir negative Ge-
schwindigkeiten ergeben sich analog dazu.

3.1.4 Testrechnungen

Um die Leistungsfahigkeit des EPIRA-Algorithmus zu untersuchen wurden mehrere Tests
mit dreidimensionalen Fluidkonfigurationen durchgefiihrt.
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‘ U ‘ < Sr Ui Uis & & ‘
Ue >0 | Gz —ug At Gyigo Mj-1/2 Mj+1/2 Ek—1/2 kv1/2
uy, >0 Sit1/2 Sivij2 Mjxij2 — Up AL Njt1/2 Ek—1/2 Ehr1/2
ug >0 Si+1/2 Si+1/2 Ni—1/2 Ni+1/2 §k+1/2 — Ug At §k+1/2

Tabelle 3.1: Integrationsgrenzen fiir den EPIRA-Advektionsschritt zur Berechnung des
Flusses 0V in den unterschiedlichen Koordinatenrichtungen

Test des Rekonstruktionsalgorithmus

Der Rekonstruktionsalgorithmus wurde mit fest vorgegebenen, dreidimensionalen Fluid-
konfigurationen getestet. Dazu wurde ein diskretes Feld f; ;; der Volumenfraktionen der
Phase 1 (fliissige Phase) aus einer analytischen Phasengrenzflichenverteilung mit einem
separaten Programm erzeugt. Dieses Feld f;;; wird als Eingabe fiir den Rekonstrukti-
onsteil des EPTRA-Algorithmus genommen. Es wird die Position der Phasengrenzfliche
(2 und b; ;) mittels EPIRA bestimmt und mit der analytisch berechneten verglichen.

Fiir eine ebene Grenzfliche ergibt sich mit EPIRA immer eine korrekte Rekonstruktion
unabhingig von der rdumlichen Orientierung der Phasengrenzfliche. Dies wurde fiir ein
dquidistantes Gitter und fiir ein Gitter mit nicht dquidistanten Maschen in einer Raum-
richtung getestet. Die exakte Rekonstruktion ist auf die oben besprochene Erweiterung
zuriickzufiihren, wodurch die Steigungen an den Zellseiten exakt bestimmt werden kénnen.
Aufgrund dieser Vorgehensweise werden immer mindestens zwei exakte seitenzentrierte
Tangentenvektoren berechnet, was zu einem korrekten Einheitsnormalenvektor fiihrt.

Desweiteren wurden Tests mit kugelférmigen Tropfen durchgefiihrt. Diese wurden auf
dquidistanten Gittern mit isotropen Maschenweiten diskretisiert. Drei verschiedene Si-
mulationen mit jeweils unterschiedlicher Auflésung wurden durchgefiihrt, ndmlich mit
einer Auflosung des Tropfendurchmessers mit 8, 16 und 32 Maschen. In Tabelle 3.2 ist
der L; Fehler der EPIRA-Rekonstruktion fiir diesen statischen Test bei verschiedenen
Auflésungen angegeben. Dieser Fehler wurde durch den Vergleich des rekonstruierten
Einheitsnormalenvektors mit dem analytisch bestimmten errechnet. Fiir die grobste Git-
terauflosung des Tropfendurchmessers wird ein Fehler von 4,2% bestimmt, im Fall der
feinsten Auflosung wird ein L, Fehler von 0,9% erzielt. Wie zu erwarten, ist das Verfah-
ren der dreidimensionalen Rekonstruktion von erster Ordnung.

| Auflssung Tropfen | Ao =Ay=Az | Niype | Ly Ord. | NTIM | a5y Ord. |

8x 8 x 8 0,1 272 | 0,0417 160 | 0,024
1,17 1,50
16 x 16 x 16 0,05 1160 | 0,0185 320 | 0,0085
1,06 5,73
32 x 32 x 32 0,025 4760 | 0,0089 640 | 0,00016

Tabelle 3.2: Drei Testfiille eines kugelférmigen Tropfens: Anzahl der Zellen mit beiden
Phasen N,;, L; Fehler und Ordnung beim statischen Test der Rekonstruktion; Anzahl
der Zeitschritte NTIM und Fehler £/a ¢ beim dynamischen Test der Advektion mit Ordnung
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Die Anzahl an 'nicht exakten’ Tangentenvektoren hingt von der Form der Phasen-
grenzflache, insbesondere der lokalen Kriimmung, ab. Fiir den kugelférmigen Tropfen im
Ausgangszustand wurde ermittelt, dafl alle Tangentenvektoren ’exakt’ bestimmt werden
konnten.

Test des Advektionsalgorithmus

Die reine Advektion zu testen, ist nicht sinnvoll, da in der Praxis der Advektion immer ein
Rekonstruktionsschritt vorausgeht. Deshalb wird der gesamte EPIRA-Algorithmus gete-
stet. Die Testrechnungen wurden in einem quaderférmigen Rechengebiet mit periodischen
Randbedingungen in z- und y-Richtung durchgefiihrt. In z-Richtung wird das Rechenge-
biet durch undurchdringliche Winde begrenzt. In den Rechnungen wird ein gleichf6rmiges
Geschwindigkeitsfeld fest vorgegeben, die Winde bewegen sich gemif diesem Geschwin-
digkeitsfeld. Somit sind alle Deformationen der Anfangsgeometrie auf Ungenauigkeiten
des EPIRA-Algorithmus zuriickzufiihren.

In allen Simulationen ist die Erhaltung der Volumenfraktion von Phase 1 (fliissige
Phase) exakt innerhalb einer benutzerseitig eingefiihrten Schranke e gegeben. Nach jedem
Zeitschritt wird der Wert der Volumenfraktion einer Zelle mit 0 < f < € zu Null gesetzt
und einer Zelle mit 1 — e < f < 1 zu Eins. Es wird eine Schranke von ¢ = 107% im
Rechenprogramm vorgegeben.

Tests mit ebenen Phasengrenzflichen wurden realisiert, indem sich Phase 1 zwischen
zwei parallelen Ebenen beliebiger Orientierung im Raum befindet. Diese Konfigurationen
wurden immer exakt transportiert.

Ebenso wurden Simulationen mit kugelférmigen Tropfen mit derselben Auflésung
des Durchmessers wie beim Test der Rekonstruktion durchgefiihrt. Dabei wurde das
gleichfosrmige Geschwindigkeitsfeld @ = (ug, uy,u,)” = (5,0,0)” bei allen Simulationen
vorgegeben. Die Zeitschrittweite At wurde so angepaft, dafl mit einer Courant Zahl von
C = (uzAt)/ Az = 0,5 gerechnet wurde. Fiir jede Auflésung wurde ein Transport des
Tropfens von 10 Durchmessern berechnet, was einer Problemzeit von ¢ = 1,6 und einer
Anzahl von Zeitschritten NTIM geméfl Tabelle 3.2 entspricht. Aufgrund der periodischen
Randbedingungen sollte die Position des Tropfens nach NTIM Zeitschritten genau an der
selben Stelle wie zum Zeitpunkt £ = 0 liegen. Um den Fehler der Advektion zu quantifi-
zieren wird das Maf €|y eingefiihrt, welches fiir die horizontale Mittelebene der Tropfen
berechnet wird:

2o figa(t=1,6) = fi;4(t = 0)]

1%

EIAFl = =
AT > fijr(t=0)
2,7

(3.25)

Fiir eine absolut exakte Advektion ist gay Null, im schlechtesten Fall ohne Uberein-
stimmung von Anfangs- und Endkonfiguration Eins. Fiir die drei gewéhlten Tropfen mit
unterschiedlicher Auflésung des Durchmessers sind die Werte |ay| in Tabelle 3.2 verzeich-
net. Fiir das grobste Gitter wird ein Fehler von nur 2,4%, auf dem feinsten von 0,02%
durch den EPIRA-Algorithmus erzielt. Es ergibt sich eine Fehlerordnung fiir £a ) von bis
zu sechster Ordnung.
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Abbildung 3.8: Verteilung der f-Werte zum Zeitpunkt ¢t = 0 (jeweils oben links, Legende
links), ¢t = 1,6 (jeweils unten links, Legende links) und Differenz beider Verteilungen
(jeweils oben rechts, Legende rechts) fiir verschiedene Auflésungen des Tropfens im Gitter;
links: 8 Maschen pro Durchmesser, rechts: 16 Maschen

Abbildung 3.8 zeigt die horizontalen Mittelebenen fiir die Tropfen mit grobster (links)
und mit mittlerer Auflésung (rechts). Oben links ist jeweils die Anfangsverteilung der
Volumenfraktion von Phase 1, darunter die Verteilung nach der Advektion zum Zeit-
punkt ¢t = 1,6 dargestellt (jeweils linke Legende). Oben rechts ist die Differenz der beiden
linken Diagramme gezeichnet (jeweils rechte Legende). Auf dem Gitter mit der grobsten
Auflésung ergibt sich nach der Advektion um 10 Durchmesser eine Deformation des Trop-
fens. Die Summe der f;;; bleibt aber in jeder horizontalen Ebene konstant, es handelt
sich um eine Umlagerung der Volumenfraktion. Der Fehler akkumuliert an den Seiten
des Tropfens, an denen die Flichennormalenvektoren senkrecht zur Strémungsrichtung
stehen. Fiir die mittlere Auflésung ist solch eine Akkumulation nicht zu beobachten.

Die Ergebnisse fiir den Tropfen mit der feinster Auflésung im Gitter sind vergleichbar
mit denen der mittleren Auflésung, eine Deformation ist nicht zu erkennen und der Fehler
ist ebenso einheitlich iiber die Phasengrenzfliche verteilt.

Bewertung der Testergebnisse

Beide Tests fiir den EPIRA-Algorithmus haben gezeigt, dal Diskretisierungen kugelférmi-
ger Fluidverteilungen mit hoher Genauigkeit rekonstruiert und advektiert werden. Selbst
bei sehr groben Auflésungen des Durchmessers durch 8 Maschen werden Fehler kleiner
5% erzielt. Dabei kommt es zu einer Deformation der Phasengrenzfliiche. Fiir die beiden
feineren Auflésungen von 16 und 32 Maschen pro Durchmesser sind keine Deformationen
zu beobachten und die Fehler liegen deutlich unter 1%.

Dies bedeutet, daf fiir eine Simulation von nahezu sphérischen Blasen eine Auflésung
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des Durchmessers mit 16 Maschen voll ausreichend ist und eventuell sogar 10 - 12 Maschen
gentigen.

3.2 Oberflichenspannung

In Gleichung (2.86) ist der Term 7, enthalten, der den Impulssprung an der Phasen-
grenze aufgrund der Oberflichenspannung wiedergibt. Dieser Term wird in vielen Arbeiten
(vgl. hierzu z.B. [89]) mit der Kraft ﬁg,, die nur an der Position der Phasengrenzfliche
von Null verschieden ist, beriicksichtigt:

—

o S
Mint = Py = 0K 557 (3.26)
—~

Qint
mit

£  Kriimmung

o  Oberflachenspannung

S Flichenelement der Phasengrenze
AV Volumenelement.

Zur Berechnung der Kriimmung in Gleichung (3.26) wird meist eine Formel der Diffe-
rentialgeometrie angewendet. Es zeigt sich, daf diese aufgrund ihres komplexen Aufbaus
und durch die verschachtelte Anordnung der Ableitungen nur unzureichend die Ober-
flichenspannung wiedergibt. Desweiteren ist an dieser Formulierung numerisch problema-
tisch, dafl die Kraft F’}?l nur an der infinitesimalen Grenzschicht wirkt.

Besser erscheint der Ansatz von Brackbill et al. (siehe [11], [47]), die Oberflichenspan-
nung iiber einen Volumenterm zu berechnen, also iiber ein Volumenelement zu mitteln
(CSF-Modell fiir 'Continuum Surface Force’). Es wird angenommen, daf§ die Phasengrenz-
fliiche die endliche Dicke h habe. Nach [47] ergibt sich dann als Volumenterm F9,:

mgnt = ﬁXgo = O-K;aintvhf (327)

mit V;, als diskretem Nabla-Operator. Dabei hat die Kraft ﬁ”&o die gewiinschten Eigen-
schaften:

e In Normalenrichtung zur Phasengrenzfliche ergibt sich der theoretisch vorgegebene
Drucksprung (P; und P, Punkte in Phase 1 bzw. in Phase 2)

Py 1
/ Fy,(Z) dZ = / OKGins Af = TKnT (3.28)
0

Py
e Fiir den Grenzwert einer sehr diinnen Phasengrenzfliiche ergibt sich

lim o, = Fg, 0@ — &,] (3.29)
h—0
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Mit entscheidend fiir die Genauigkeit des Kontinuum-Modells ist die Berechnung der
Kriimmung, die folgendermafien geschieht:

k=—(V-7) . (3.30)

Brackbill et al. [11] verwenden zur Diskretisierung von Gleichung (3.30) ein Verfahren, wel-
ches nicht beriicksichtigt, dal den Nachbarzellen von Grenzflichenzellen kein Normalen-
vektor zugeordnet werden kann. In TURBIT-VoF kommt deshalb der EPIRA-Algorithmus
zum Einsatz, denn fiir den Einheitsnormalenvektor 7 in Gleichung (3.30) wird der aus der
Rekonstruktion berechnete eingesetzt.

Fiir die Berechnung der Phasengrenzflichenkonzentration a;,; wird ein Algorithmus
angewendet, der ganz analog der vorherigen Integrationsberechnung von EPIRA ist. An-
statt der Volumenintegrale miissen Oberflichenintegrale berechnet werden. Dies bedeutet,
da} zwar andere Integrationsformeln benétigt werden, die generelle Struktur der Berech-
nung bleibt aber gleich.

3.3 Konvektive Terme

Als Diskretisierungsverfahren fiir die konvektiven Terme der Impulsgleichung wird in
TURBIT-VoF ein sogenanntes Weighted-ENO-Verfahren angewendet. Dies ist notwen-
dig, da die scheinbare Dichte p,, stark diskontinuierlich ist und deshalb der konvektive
Term (py, @ ®Um) besonderer Beachtung bedarf. In diesem Abschnitt wird auf die Theorie
dieses Verfahrens eingegangen.

Die linke Seite der Navier-Stokes-Gleichung, bestehend aus dem Zeitableitungsterm
und dem nichtlinearen konvektiven Transportterm (vgl. Gleichung (2.86)), kann durch
folgende, in der Literatur viel diskutierte, hyperbolische Differentialgleichung (z.B. [35],
[83] oder [84]) in Erhaltungsform dargestellt werden

d
@+ Y fi (i), =0 (3.31)

i=1
mit @ = (g (T1,-.- ,Zq) .- Uy (T1, ... ,xd))T und jede reelle Kombination Z?Zlfiaa—g

hat m paarweise verschiedene Eigenwerte und einen kompletten Satz an rechten und linken
Eigenvektoren.

Ziel ist es, Gleichung (3.31) auch fiir stark diskontinuierliche Variablen @ mit méglichst
hoher Ordnung zu 16sen. Dazu sind in der Literatur viele Konzepte verfolgt worden, sie-
he hierzu z.B. Hirsch [40]. Verschiedene Beispielrechnungen von Hirsch (siehe [40]) legen
die allgemein bekannte Problematik von Verfahren héherer Ordnung offen. An Diskon-
tinuitdten werden, bedingt durch zu geringe Diffusion, Oszillationen erzeugt. Es kommt
zu sogenannten Uberschwingern, und die Flanken der Sprungstellen werden nicht exakt
aufgelost. Zur Umgehung dieses Problems wurden Verfahren mit zusétzlicher numerischer
Diffusion erstellt, die die Oszillationen mit Dissipationstermen wegddmpfen.

Ein anderer Weg wurde bei den Total-Variation-Diminishing-Verfahren (TVD-Verfahren)
eingeschlagen, wo durch Einfithrung sogenannter nichtlinearer Limiter der Fluflanteil, der
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fiir eine hohere Ordnung als eins sorgt, entsprechend angepafit wird. Problem der rdum-
lichen TVD-Verfahren ist, daB an Diskontinuitéiten zur Vermeidung von Uberschwingern
und Osrzillationen die Ordnung des Verfahrens auf eins herabgesetzt wird.

Eine andere Klasse von hochauflésenden Verfahren bilden die kompakten oder auch
Padé-Verfahren [22]. Lele [51] erweiterte diese Verfahren in Anlehnung an Spektralverfah-
ren zu einer besseren Auflsung méglichst vieler Skalen. Adams und Shariff [2] kombinier-
ten ein kompaktes Verfahren mit einem sogenannten ENO-Verfahren. Dabei ergeben sich
Schwierigkeiten im Koppelungsbereich beider Verfahren und zusétzliche Algorithmen zur
Detektion von Unstetigkeiten miissen eingesetzt werden. Insgesamt bieten all diese Ver-
fahren hochste Auflésungen, ihre Effizienz beziiglich Anwendungsrechnungen 1i8t aber
sehr zu wiinschen {ibrig.

In dieser Arbeit soll nur das Konzept der hochauflésenden Essentially-Non-Oscillatory-
Verfahren (ENO, siehe [36]) erldutert werden, welches den Vorteil bietet, auch an den
Diskontinuitéiten bei einem vertretbaren Rechenaufwand hohe Auflésungen zu erzielen.
ENO-Verfahren bieten einen guten Kompromif§ zwischen Genauigkeitsanforderungen und
Effizienziiberlegungen.

Als stencil wird die Menge, bestehend aus den Stiitzstellen eines Diskretisierungsver-
fahrens, bezeichnet. Bei klassischen Verfahren wie z.B. zentralen Differenzen, wird immer
ohne irgendeine Auswahlmoglichkeit ein fester stencil fiir die Diskretisierung verwendet.

In einem ersten Abschnitt wird das Konzept von ENO-Verfahren erldutert. Dabei wird
gezeigt, dafl durch das Konzept der beweglichen Stiitzstellenauswahl ('moving stencil’)
hohe Genauigkeit an Diskontinuitéten erzielt werden und dies bei einer méglichst gerin-
gen Erzeugung von Oszillationen. Danach wird auf das Konzept der gewichteten ENO-
Verfahren (Weighted-ENO, W-ENO) eingegangen, das in glatten Gebieten die bestmogli-
che Approximation durch Einbeziehung aller moglichen Stiitzstellen vornimmt.

3.3.1 ENO

In diesem Abschnitt wird die Darstellung des Verfahrens E-ENO (’Efficient Implementa-
tion of Essentially Non-Oscillatory’) an den Ausfiihrungen von Shu und Osher ([83] und
[84]) angelehnt.

Gleichung (3.31) ergibt im eindimensionalen Fall (m = d = 1):

u + f(u)e =0. (3.32)

Daraus wird bei einem konservativen Schema:

fj-i—l/2 - fj—1/2
=0 3.33

mit dem konsistenten Flu88 (k,] € N, k + [ + 1 Stiitzstellen)
fj-l—l/? = f(uj—ly “as 7uj+k) und f(u, “as ,U) = f(’LL) (334)

gelost.
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Fiir eine Approximation von f, die von hoher Ordnung ist, wird eine Funktion A(z)
so definiert, daf ihr Mittelwert in [z — Az/2,z + Az /2] dem FluB f(u(x)) entspricht:

z+Az/2
f(u(s) = — / W) de . (3.35)

Az —Ag/2

Dann gilt:

h(z + Az/2) — h(z — Az /2) .

fu(@))s = - (3.36)
Fiv1 /2 sollte somit A(z; + Az/2) in hoher Ordnung approximieren.
h wird iiber eine Rekonstruktion via Stammfunktionen gewonnen [36]. Als Stamm-

funktion wird H folgendermafen eingefiihrt:

H(z) = / ") de . (3.37)

Somit gilt:
Tj+1/2
H($j+1/2) = / h(§) d¢
$k+1/2

Z £) d¢ = Az Z flu(zy)) (3.38)

k=—oc0 Y Fk-1/2 k=—o0
Es wird eine Newton-Interpolation von H auf den Stiitzstellen z,,,_,_1/2,... , Tm,_ 4r—1/2
durchgefiihrt mit z,,,, ¢ € {1,...,7} jeweils der duBerst linken Stiitzstelle:

Rj12(2) = H(@j4172) + H{Tmi—1/2, Ty 11/2) (T — Ty —172) + -+ (3.39)
+ H[xmr—1_1/27 e 7:Em7‘—1+7'_1/2:| (:E - me_l_l/Q) e (:E - xmr—1+7'_3/2) i

wobei H[:] die dividierte Differenz von H ist (vergleiche dazu Anhang C).

Rjt1/2(x) wird mit 7 4 1 benachbarten, nicht dquidistanten Stiitzstellen konstruiert.
Durch die Wahl der m; ergeben sich somit r + 1 Wahlmoglichkeiten fiir den stencil. Bei
den ENO-Verfahren werden die Stiitzstellen so ausgewihlt, da8 die dividierten Differenzen
moglichst kleine Werte aufweisen, somit die Ableitungen klein sind (vgl. Anhang C).

Die dividierten Differenzen von H kénnen auf das Differenzschema von f zuriickgefiihrt
werden. Es gilt ndmlich:

Hlz_1/2, Ti1y2] = flulzi)] (3.40)
Hlei s, ... Sivesrja) = klﬁ Flu@), - ulzg)] - (3.41)

Somit 148t sich schreiben:

Ryapale) = 82 3 F(u5) + Flu(om )@ — ) + - (3.42)

k=—o0

1
+ ;f[u(xmr—l)7 s 7u(xmr—1+7”—1)](x - xmr—1_1/2) e (:E - xmr—1+7'_3/2) .
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Der Flu8 ergibt sich damit in (r + 1) ter Ordnung Genauigkeit zu:

Froa=(gpfomn@) = flutom)

T=%j+1/2

+ i p i 1f[ Wy ), 5 U Tmgtr)]

k

H (@172 = Tmyti-1/2) (3.43)
=01

wobei die letzte Summe nur einen Term enthélt.
Die Auswahl der m; stellt den eigentlichen Algorithmus dar. Die erste Stiitzstelle wird
stromauf genommen, wobei die Roe-Geschwindigkeit a;.,/, als Kriterium benutzt wird:
N u . — u .
aj+1/2 — f( ]+1) f( .7) ) (344)

Uj+1 — U

Damit ergibt sich fiir die erste Stiitzstelle:

_ j o firajape 20

Wie schon oben erwéhnt, werden die weiteren Stiitzstellen unter Beriicksichtigung mini-
maler dividierter Differenzen gewiihlt. Dazu werden die Gréfien o’ und b eingefiihrt:

@' = flu(zm,),- - U Tm4i)] (3.46)
V' = flu(Tm;—1)s - u(Tmyri1)] - (3.47

m;11 wird dann folgendermaflen bestimmt:

{ m; — 1 fiir |a?| > |b]
mMit1 =

m;  fiir |af| < [b] . (348)

Das ENO-Verfahren vermeidet somit eine Approximation iiber starke Gradienten hin-
weg, indem die Richtung, in welche neue Stiitzpunkte dynamisch zum stencil hinzugefiigt
werden, entsprechend gewé#hlt wird. Gerade die Dynamik der Wahl der Stiitzstellen be-
deutet aber programmtechnisch einen sehr hohen Aufwand, deshalb ist dieses Konzept
weiterentwickelt worden zu den sogenannten Weighted-ENO-Verfahren.

3.3.2 Weighted-ENO

Im Gegensatz zum klassischen ENO-Verfahren, das im letzten Abschnitt vorgestellt wur-
de, werden beim sogenannten gewichteten (‘weighted’) ENO (siehe Liu et al. [52]) alle
stencils gemittelt, die aufgrund der Anzahl der Punkte an Stiitzstellen méglich sind (r+1
Wahlméglichkeiten). Die Gewichtsfaktoren dieser Mittelung werden so angepafit, dal an
Diskontinuitdten nur stencils in die Gewichtung eingehen, die in glatten Gebieten lie-
gen, wihrend in vollstindig glatten Gebieten alle stencils so kombiniert werden, daf§ die
Differenzenformel héchstmogliche Ordnung besitzt.
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Der stencil S; der Lénge r enthalte folgende Stiitzstellen:
Sj = (IE]'_T_H, Lj—r42y.-- ,IE]') . (349)
Die Polynome p; werden so eingefiihrt, daf sie die Stammfunktion H interpolieren:

p] (:El—|—1/2) =H (:El—|—1/2) mit [ = j - T,... ,j . (350)

Bei dem im vorherigen Unterabschnitt beschriebenen ENO-Verfahren wird nur ein Poly-
nom p; fiir die Interpolation von H ausgewahlt und zwar so, daf§ p; nur Stiitzstellen in
moglichst glatten Bereichen hat. Das W-ENO-Verfahren geht anders vor. Es wird folgen-
de, die Stammfunktion approximierende Funktion R; als konvexe Linearkombination der
Polynome p; gebildet:

r

Bie) = Y =Fpiaa) 3:51)

mit den afc als positiven Konstanten. Der numerische Flufl ergibt sich wie beim ENO-
Verfahren zu:

fj+1/2 = (aa—xR](IE)> : (3.52)

T=Tj41/2
Um sogenannte ENO-Eigenschaften der Funktion R; zu erhalten, wird fiir die Wahl der
{cd}, k=0,1,...,r gefordert:

e Wenn der stencil S;y; in glatten Gebieten liegt, dann mu$ fiir die dazugehérenden

), gelten:

—0(1), (3.53)

Z;:O O[l7
d.h. diese stencil tragen zur Differenzenformel bei.
e Enthilt der stencil S;;; diskontinuierliches Gebiet, dann muf fiir die dazugehoren-

den of gelten:

f‘i - < Ok, (3.54)
Zl:oa{

d.h. diese stencil tragen nur in sehr geringem Mafle zur Differenzenformel bei.

Wie aus den vorherigen Bedingungen zu ersehen ist, muf also zur Bestimmung der
Gewichte o, ein Ma$ fiir die ’Glétte’ des zu interpolierenden Flusses eingefiihrt werden.
Dafiir wird eine Tabelle von Differenzen angelegt:

A [Ul] = Uj41 — Uy (355)
AF ] = AR ] — AR ] (3.56)
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mit denen das Maf} IS; gebildet wird:

l

> (AT T+k)2] . (3.57)

k=1

r

Iszz

=1

Es kann nun gezeigt werden, dafl die Bedingungen (3.53) und (3.54) von folgendem Ansatz
erfiillt werden:
i)
mit k£ = 0,

j k
R e v T (3.58)

wobei £ eine kleine Konstante ist (iiblicherweise £ = 107°), die die Division durch Null
verhindert und die C’ positive Konstanten sind. Die C’ sind die sogenannten optimalen
Gewichte, bei denen in glatten Gebieten hochstmoghche Interpolationsordnung erzielt
wird.

3.4 Zeitintegration

In diesem Abschnitt wird die Zeitintegration dargestellt. Dazu wird zuerst auf ein TVD-
Runge-Kutta-Zeitintegrationsverfahren néher eingegangen, welches in TURBIT-VoF im-
plementiert wurde. Danach wird die Zeitschrittweitenrestriktion behandelt.

3.4.1 TVD-Runge-Kutta-Verfahren

Fiir die Zeitintegration wurde in der Literatur eine Vielzahl an numerischen Verfahren ent-
wickelt. Hier wird ein Runge-Kutta-Verfahren vorgestellt. Als explizite Verfahren, welche
nur eine Zeitebene beriicksichtigen, bieten sich Runge-Kutta-Verfahren fiir eine effektive
Implementierung an.

Gleichung (3.31) 148t sich durch Einfiithrung eines Differentialoperators £ fiir die rium-
lichen Ableitungen folgendermafen umschreiben:

iy = L(7) . (3.59)
Der Operator £ sei der riumliche W-ENO-Operator mit folgender Eigenschaft:
L(@) = L(T) + O(h™) (3.60)

wobei h die groBte Maschenweite ist. Der Euler-Vorwértsoperator zur Losung von Glei-
chung (3.59) sei:

T(@) = (I + AtL)(4) . (3.61)
Gleichung (3.61) sei TVD (total variation diminishing; siehe hierzu [40] oder [74], Kapitel
4.2) unter einer CFL-Bedingung

At
=—< . .
A=< (3.62)
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Ein zeitliches Diskretisierungsverfahren S sei TVD, wenn gilt:

TV(S(@")) < TV(T(a")) (3.63)
unter der Bedingung:
At
A= A_:E < Cr)\O (364)

Shu und Osher ([83], [84]) leiten eine ganze Reihe von TVD-Runge-Kutta-Verfahren
her, die folgende Form haben:

¥ = Z [aiku + B AtL(T* )] firi=1,...,r (3.65)
k=0
#® = g™ und @™ = gt (3.66)

Die Koeflizienten lassen sich aus Tabelle 3.3 entnehmen.

Ordnung | oy B Cr

2 1 1 1
1/2 1/2 0 1/2

3 1 1 1
3/4 1/4 0 1/4
1/3 0 2/3 0 0 2/3

4 1 1/2 2/3
1/2 1/2 —1/4 1/2
1/9 2/9 2/3 ~1/9 -1/3 1
o 1/3 1/3 1/3 0 1/6 0 1/6

Tabelle 3.3: Koeffizienten zum Runge-Kutta-Zeitintegrationsverfahren

Bei negativen Werten von (i, wie sie im Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung
vorkommen, mu8 der Operator £ gegen L ausgetauscht werden, wobei £ den Operator £
in der adjungierten Gleichung @; = —L(%) approximiert.

3.4.2 Zeitschrittweitenkriterien

Da es sich um ein explizites Losungsverfahren handelt, miissen Zeitschrittweitenkriterien
zur Einhaltung numerischer Stabilitidt entwickelt werden. In TURBIT-VoF werden drei
verschiedene Restriktionen in der Zeitschrittweite At betrachtet. Diese sind durch die
Kapillarkrifte, durch die Konvektion und durch die Diffusion bedingt.

In der Literatur findet sich bei Brackbill et al. [11] oder Kothe et al. [47] folgendes
Kriterium fiir die Zeitschrittweitenrestriktion aufgrund von Kapillarkréiften

A, < /B2
7= 2o

(3.67)
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mit 5 = 1/2 ((p1)1 + (p2)2) und Az = max; ;i (Az;, Ay;, Az,). Dies bedeutet, daf fiir
Zeitschritte

At < At, (3.68)

das Fortschreiten von Kapillarwellen bei der Rechnung durch das explizite Zeitintegrati-
onsverfahren numerisch stabil ist.

Das klassische Zeitschrittweitenkriterium fiir reine Konvektion wird nach Courant-
Friedrichs-Lewy CFL-Kriterium genannt. Es besagt, dal innerhalb eines Zeitschrittes der
konvektive Transport des Fluids weniger als eine Maschenweite betragen mufl

A
Atepr, < Tw (3.69)

mit Az = max; ; , (Az;, Ay;, Azg) und v = maxq(|ul).
Damit der diffusive Transport der Fluide numerisch stabil bleibt, mufl gelten

(3.70)

mit

max (1, @ﬂ> (3.71)

als Maximum der dimensionslosen, kinematischen Viskositdten der beiden Fluide und
Az = max; ; k (AIEZ, Ay], Azk)
Zur Erfiillung aller drei Restriktionen ergibt sich insgesamt folgende Bedingung:

At < CDTKOR min (At,, Atcpr, Aty) (3.72)

wobei CDTKOR ein Sicherheitsfaktor ist, der in den Simulationen zu 0, 8 gewéhlt wurde.

3.5 Losungsstrategie

Dieser Abschnitt stellt die generelle Losungsstrategie, wie sie im Rechnenprogramm TUR-
BIT-VoF verwirklicht wurde, vor. Er gliedert sich in zwei Unterabschnitte, zum einen wird
das Projektionsverfahren zur Koppelung des Druckfeldes mit dem Geschwindigkeitsfeld
erldutert, danach wird der Berechnungsablauf fiir einen Zeitschritt zusammengefaft.

3.5.1 Projektionsmethode

In diesem Abschnitt wird darauf eingegangen, wie Kontinuitéits- und Navier-Stokes-Glei-
chung (Gleichung (2.84) und (2.86)) numerisch im Rechenprogramm behandelt werden.
Dazu wird ein sogenanntes Projektionsverfahren nach Chorin [20] angewendet, welches
die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes in diskreter Formulierung gewéhrleistet.
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Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt

K :=V " ppiy, Q tpny (3.73)
D= Relrefv T, (3.74)
Q= (1- 1) ot (3.75)
1:= Relrefv “Ting = V * Dig (3.76)
0= ﬁmaimﬁ ) (3.77)

In einem ersten Schritt wird die Navier-Stokes-Gleichung (2.86) ohne die Druck-
abhingigkeit, ohne Zwischenphasen-SchlieBungsterme Z und ohne Oberflichenspannungs-
term O gelost:

0
_ i, = —-K+D+ 3.78

wobei der Index * fiir das so abgeschétzte Geschwindigkeitsfeld steht. Gleichung (3.78)
wird mit dem in Abschnitt 3.4 beschriebenen TVD-Runge-Kutta-Verfahren dritter Ord-
nung gelost:

P ) = | + A L(i7,) (3.79)
3 1 1

ptta) = 7 Ptim|" + Zpyla';? + A L(a@) (3.80)
1 2 2

P = 5 pmiln|" + SPTTED + SALL@ED) (3.81)

wobei n und n + 1 die Ebenen der zeitlichen Diskretisierung sind mit

NTIM

=" At (3.82)
i=1

und NTIM der Anzahl der Zeitschritte (A#; konnen unterschiedlich sein). Die Geschwin-
digkeitsfelder ﬁ%), @2 und 4, sind Hilfsgeschwindigkeitsfelder, die zum neuen Zeitpunkt
n+ 1 gehoren, deshalb steht in Gleichung (3.79) bis (3.81) die neue Dichte bei diesen Ge-
schwindigkeitsfeldern. Auf die konvektiven Terme K im Operator £ wird das in Abschnitt
3.3 und im Anhang D beschriebene W-ENO-Verfahren zur rdumlichen Diskretisierung
angewendet. Die diffusiven Terme D aus £ werden mit zentralen Differenzen approxi-
miert. Im Quellterm @ ist keine partielle Ableitung enthalten, deshalb kann dieser direkt
diskretisiert werden.

Aus dem in Gleichung (3.81) berechneten Schitzgeschwindigkeitsfeld @, muff nun
das Geschwindigkeitsfeld zum neuen Zeitpunkt @™ berechnet werden. Ein Vergleich der

Navier-Stokes-Gleichung (2.86) mit der Bestimmungsgleichung von @, ergibt

0 0
2 pm|” = — i + Vp — T — .
g7 Pmliml” = Zopmim + Vp o (3.83)
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bzw. in diskretisierter Form bei impliziter Behandlung des Druckes

Pl — prtlay +1 +1
- =-Vp,, " +I"+ 0" . (3.84)
At
Nachdem Gleichung (3.84) durch die Gemischdichte zum Zeitpunkt n+ 1 dividiert wurde,
ergibt sich nach Anwendung des Nabla-Operators V unter Beriicksichtigung der Konti-
nuitétsgleichung (2.84) folgende Poissongleichung fiir den Druck py,:

At

1
Pt

At
v [—Vp"“] =V-i,+V- (" + 0| . (3.85)

pat
Gleichung (3.85) ist keine klassische Poissongleichung (V2p,, = ...), da die rdumlich va-
riable Dichte p™™ zwischen den beiden Nabla-Operatoren steht. Die Divergenzbedingung
des Geschwindigkeitsfeldes in der Kontinuitétsgleichung kann aber nur in der angegebe-
nen Form erfiillt werden. Die Quellterme auf der rechten Seite von Gleichung (3.85) sind
folgende. Zuerst kommt die Divergenz des Schitzgeschwindigkeitsfelds «,. Dieser Term
ergibt sich auch in der klassischen Projektionsmethode nach Chorin [20]. Die folgenden
zwei Terme sind zum einen die Oberflichenspannung O, zum anderen die Zwischenphasen-
Schliefungsterme Z. Fiir Rechnungen mit dem homogenen Stromungsmodell, wie es aus
der Literatur bekannt ist (vgl. [15]), muf} der SchlieBungsterm Z weggelassen werden.

3.5.2 Berechnungsablauf fiir einen Zeitschritt

Der Ablauf zur Berechnung von Druck und Geschwindigkeitsfeld in einem Zeitschritt
erfolgt folgendermaflen:

e Losung der Gleichung fiir die Volumenfraktionen (2.85) unter Verwendung des Ge-
schwindigkeitsfeldes zum Zeitpunkt n mittels EPIRA
= fn—l—l, pn—i—l

e Losung der Navier-Stokes-Gleichung (2.86) ohne Beriicksichtigung von Druck, Ober-
flichenspannung, 7,,, und D, ,
= U,

e Losung der Poissongleichung (3.85) iterativ mit Gleichungsloser LINSOL, siehe dazu
Abschnitt 4.2
= pn—i—l

m

e Losung von Gleichung (3.84) zur Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes zum Zeit-
punkt n + 1

—n+1
= Uy,

Der Berechnungsablauf ist in Abbildung 3.9 zusammenfassend dargestellt.
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Volumenfraktionsgleichung
f(n) -> f(n+1)

Navier-Stokes-Gleichung
ohne Druck
(Projektionsmethode)

Puly(D) -> pu, (*)

Poissongleichung fiir
Druckberechnung
p(n) -> p(n+1)

Korrekturgleichung
u,,(*) > u,(nt1)

<+ EPIRA

Konvektion : W-ENO
<> Diffusion : Zentrale Differenzen
Zeitintegration: TVD-Runge-Kutta

<« Gleichungsloser LINSOL
(CG-Verfahren)

Abbildung 3.9: Berechnungsablauf fiir einen Zeitschritt
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Kapitel 4

Implementierung in TURBIT

Dieses Kapitel beschreibt, wie das zuvor dargestellte mathematische Konzept zur Direkten
Numerischen Simulation von Einzelblasen im Computerprogramm TURBIT umgesetzt
wurde. Dabei ergibt sich folgende Gliederung. In einem ersten Abschnitt wird die bisherige
TURBIT-Version mit den numerisch eingesetzten Verfahren beschrieben. Danach wird auf
TURBIT-VoF eingegangen.

4.1 Bisherige Version von TURBIT

Als Basis fiir die Entwicklung eines Rechenprogramms fiir die Direkte Numerische Simula-
tion (DNS) von Einzelblasen und Blasenschwiirmen dient das Rechenprogramm TURBIT
(Turbulenter Impuls Transport, vgl. Schumann [82], Grétzbach [32]). Dieses hat die Me-
thoden der Direkten Numerischen Simulation (DNS) und der Grobstruktursimulation fiir
einphasig turbulente Strémungen implementiert. Bei einer Direkten Numerischen Simu-
lation (DNS) werden alle physikalischen Effekte durch das Rechengitter erfait. Deshalb
ist hierbei keine Modellierung der Turbulenz notwendig. Klein- und grofiskalige Wirbel,
sowie thermische und viskose Grenzschichten werden durch das Gitter aufgelost, was zum
einen bedeutet, dal diese Methode exakt, aber zum anderen dafiir sehr rechenaufwen-
dig ist. Somit besteht meist eine Beschrinkung beziiglich der Turbulenzintensitit auf nur
schwache Turbulenz. Im allgemeinen kénnen nur einfache Geometrien behandelt werden.

Bei einer Grobstruktursimulation hingegen mufl die durch Mittelung {iber das Ma-
schenvolumen ausgefilterte Information mittels sogenannter Feinstrukturmodelle erfafit
werden. Dadurch wird der Rechenaufwand verkleinert und héhere Turbulenzintensitéiten
sind der numerischen Simulation zugénglich. Bei einer ausreichenden Verfeinerung der
Maschenweite geht eine Grobstruktursimulation in eine Direkte Numerische Simulation
iiber.

TURBIT 16st die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie unter Annah-
me eines einphasigen, inkompressiblen Fluids mit konstanten Stoffwerten. Als Geometrien
kénnen Plattenkanile und Ringspalte behandelt werden. Fiir die Bezeichnungen beim in
dieser Arbeit betrachteten Plattenkanal siehe Abbildung 4.1. Senkrecht zur z-Richtung
befinden sich die undurchléssigen Wénde, in den beiden anderen Koordinatenrichtungen
werden periodische Randbedingungen mit Periodenléingen X; und X, betrachtet.

65



66

4.

Implementierung in TURBIT

zA
ref y

X

Y

Abbildung 4.1: Geometrie in TURBIT

Massen- und Impulserhaltungsgleichungen werden mit expliziten Zeitintegrationsver-
fahren behandelt, bei der Energieerhaltung kann zwischen expliziter und halbimpliziter
Behandlung gewihlt werden (vgl. Wérner [101]). Zu den numerischen Verfahren in TUR-
BIT siehe auch Tabelle 4.1. Es wird die Projektionsmethode von Chorin [20] verwendet
und die dadurch entstehende Poissongleichung fiir den Druck mittels eines direkten Pois-
sonlosers gelost. Das Verfahren ist ein Finites Volumenverfahren, wobei ein versetztes
Gitter benutzt wird. Dies heifit, daf skalare Gréfien (Druck, Temperatur) als volumenge-
mittelte Werte in den Maschenmittelpunkten gespeichert werden und vektorielle Gré8en
(Geschwindigkeit) als Flichenmittelwerte auf den Rindern. Es zeigt sich somit, da TUR-
BIT nicht ohne weiteres fiir die Simulation von Einzelblasen und Blasenschwéirmen ein-

gesetzt werden kann.

‘ ‘ riumlich

zeitlich

Impulsgleichung | zentrale Differenzen | Euler-Leapfrog explizit

2. Ordnung Diftusion 1., Konvektion 2. Ord.
Energiegleichung | zentrale Differenzen | Euler-Leapfrog explizit

2. Ordnung Diftusion 1., Konvektion 2. Ord.

Adams-Bashforth Crank-
Nicolson (ABCN)
halbimplizit, 2. Ordnung

Leapfrog Crank-Nicolson (LFCN)
halbimplizit, 2. Ordnung

Tabelle 4.1: Bisherige numerische Verfahren in TURBIT

4.2 TURBIT-VoF

In diesem Abschnitt wird auf die Implementierung der beschriebenen numerischen Ver-
fahren in TURBIT eingegangen. Zur Beschreibung der Phasengrenzfliiche zwischen den
Fluiden wurde der neu entwickelte EPIRA-Algorithmus aus Abschnitt 3.1 implementiert,
der auf der Volume-of-Fluid-Methode basiert. Diese Methode bildet das Kernstiick zur
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Berechnung von zweiphasigen Stromungen, deshalb wurde das neue Rechenprogramm
TURBIT-VoF genannt. Die Volumenfraktion von Phase 1 (fliissige Phase) wird hierbei
als zusétzliche Transportgréfe eingefiihrt. Als skalare Grofle wird sie zellzentriert in den
Maschenmittelpunkten berechnet (f; ;) und auch so zusétzlich zu den bisherigen Grofien
abgespeichert.

Die zeitliche Diskretisierung wurde entsprechend Abschnitt 3.4 mittels eines explizi-
ten TVD-Runge-Kutta-Verfahrens dritter Ordnung vorgenommen. Zur Abspeicherung der
drei benétigten Geschwindigkeitsfelder konnte die in TURBIT schon vorhandene Struk-
tur genutzt werden. Die diffusiven Terme wurden analog zu TURBIT mittels zentraler
Differenzen approximiert. Fiir die konvektiven Terme wurde ein W-ENO-Verfahren (siehe
Abschnitt 3.3 und Anhang D) entwickelt, welches nichtdquidistante Maschenverteilungen
in der Koordinatenrichtung senkrecht zu den Winden (z) beriicksichtigt. Die Differen-
zenverfahren sind in glatten Bereichen von dritter und an starken Gradienten von zweiter
Ordnung. An den Winden, die sich senkrecht zur z-Richtung befinden, gilt die Haftbe-
dingung, was bedeutet, dafl die Geschwindigkeiten u, dort verschwinden

uZ|Wand =0. (41)

Da den Berechnungen ein versetztes Gitter zugrunde liegt, bedeutet dies, dafl jede
Geschwindigkeitskomponente ein anderes Kontrollvolumen hat. So ist z.B. fiir die Kom-
ponente in z-Richtung das Kontrollvolumen Ki|;,, s, ;; folgendes:

K1|i+1/2,j,k ={(z,1,2) |2 < T < Tig1 Ayic1j2 Y < Yir12 A zic1jp < 2 < Zig1j2) -
(4.2)

Entsprechendes gilt fiir die Kontrollvolumina in den anderen beiden Koordinatenrichtun-
gen Kol ;115 und Ksl; ;. In der Navier-Stokes-Gleichung sind die Dichten sowie die
Koeflizienten der dynamischen Viskositéit enthalten. Bei der zellzentrierten Schreibweise,
die beispielsweise fiir die Berechnung der diffusiven Terme benétigt wird, ergibt sich fiir
die beiden Gréfien:

Pmlige = figr + (1= fisk) @5 (4.3)
Pomlig = Figr + (L= figr) @, (4.4)
wobei das Dichteverhéltnis ®, := 22 und das Viskosititsverhiltnis ®, := £2 benutzerseitig
vorgegeben werden. Hier kénnen also die vorhandenen und abgespeicherten Volumenfrak-

tionen f; ;r genommen werden. Desweiteren werden aber Dichte und Viskositdt ebenso
in den versetzten Kontrollvolumina K | Kol jy1/o4 und Ksl; ;51 o bendtigt. Am

i+1/2,5k
Beispiel der z-Koordinatenrichtung bedeutet dies:
pm|i+1/2,j,k = fi+1/2,j,k + (1 - fi+1/2,j,k) @, (4-5)
fmlisiyon = fivrjage + (1= fivrjagn) @ - (4.6)

fi+1/2,5,x kann nicht direkt aus den zellzentrierten Volumenfraktionen f; ; berechnet wer-
den. An Abbildung 4.2 kann aus einem einfachen Beispiel mit f; ;, = % und fiyi ik =
ersehen werden, dafl der Ansatz

1
firrpzih = 3 (figk + fir1,k) (4.7)

L
12
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Abbildung 4.2: Mittelwert vom Feld der Volumenfraktionen f;

ergeben wiirde

1 1 1/2 1

trm7s () (48)
Wie nicht anders zu erwarten, kann Gleichung (4.7) nicht zur Interpolation des Volumen-
fraktionen auf den versetzten Kontrollvolumina herangezogen werden.

In TURBIT-VoF werden deshalb die versetzten Felder der Volumenfraktionen f /2,
fij+1/2,c und f; j x41/2 vor dem Runge-Kutta-Verfahren folgendermafien berechnet. Aus der
Rekonstruktion des EPIRA-Algorithmus sind die Normalenvektoren 7; ;;, und Punkte in
den Ebenen gzjk fiir jede Zelle, in der sich beide Phasen befinden, bekannt. Mittels des
Integrationsoperators V, der in Abschnitt 3.1 fiir die Advektion des EPIRA-Algorithmus
eingefithrt worden ist, kénnen die Volumenanteile beider Halbzellen, aus denen sich die
versetzten Kontrollvolumina zusammensetzen, bestimmt werden. Fiir das Kontrollvolu-

men K|, , 12,5k bedeutet dies, dafl der Integrationsoperator auf folgende Halbzellen an-
gewendet wird:

{(z,y,2)|zi <z < Tt Ayic1)o S Y < Yir12 A zic1ye < 2 < Zig1ja) (4.9)

und

{(:E7y7x) |1Ez'+1/2 ST <Tigi ANYic172 S Y < Yiv12 N Zic12 < 2 < Zz'+1/2} . (4.10)

Danach werden die Volumenanteile, die sich aus der Auswertung der Integrale iiber die
beiden obigen Halbzellen ergeben, zusammengezihlt. Da diese versetzten Werte fiir die Vo-
lumenfraktionen in allen drei Runge-Kutta-Schritten bekannt sein miissen, werden zusétz-
liche dreidimensionale Felder in TURBIT-VoF zur Abspeicherung angelegt.

Auf die Behandlung der Oberflichenspannung wurde in Abschnitt 3.2 ndher eingegan-
gen. Hier ist ebenso zu beachten, dafl der Oberflichenspannungsterm auf dem versetzten
Gitter zu berechnen ist. Dies bedeutet, dafl die Kriimmungswerte auf dem versetzten Git-
ter berechnet werden, wozu es notwendig ist, einen Teil der Normalenvektoren i, ;; auf
die Mittelpunkte der versetzten Kontrollvolumina zu interpolieren. Diese Interpolationen
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sind zuléssig aufgrund der hohen Genauigkeit bei der Bestimmung der Normalenvektoren
i gohe

In Abschnitt 3.5.1 wurde fiir den Druck eine Poissongleichung (3.85) hergeleitet. Fol-
gende Randbedingungen werden fiir Gleichung (3.85) vorgegeben. In z- und y-Richtung
gelten periodische Randbedingungen. Senkrecht zur z-Richtung befinden sich die festen
Wiinde. Dort gelten fiir den Druck homogene Neumann’ sche Randbedingungen

Opm,

—_— =0. 4.11
aZ Wand ( )

In TURBIT ist der direkter Loser H3DCY2 zur Losung einer Poissongleichung vorhan-
den. Dieser fiihrt die Gleichung mittels Fourier-Transformationen auf ein tridiagonales
System zuriick, welches einfach und effektiv mittels des Thomas-Algorithmus gel6st wird.
Der direkte Loser H3DCY2 kann aber nicht zur Losung von Gleichung (3.85) verwendet wer-
den, da bei ihm als Voraussetzung eingeht, dafl die Koeffizienten der z-Ebenen konstant
sind, was hier aber wegen

\Y% [£Vp"+1] =... (4.12)

n+1 m
m

nicht der Fall ist (p™™ ist veriinderlich in jeder Raumrichtung).

Zur iterativen Losung der Poissongleichung stehen in der Literatur mehrere Verfahren
zur Verfiigung (vgl. z.B. Ferziger und Peri¢ [28]). Es handelt sich um iterative Loser, die
zum einen mit dem Konjugierten-Gradienten-Verfahren arbeiten (wie z.B. ICCG, CG-
STAB, Bi-CGSTAB) und zum anderen auf einem Gauf$-Seidel-Multigrid-Verfahren be-
ruhen. Wichtige Auswahlkriterien sind die Rechenzeit und der Speicherbedarf. Fiir den
Siemens VPP 300 Hochleistungsrechner, auf dem die TURBIT-VoF Rechnungen durch-
gefithrt werden, steht das Programmpaket LINSOL (siehe Weiss et al. [98]), welches von
der Universitidt Karlsruhe entwickelt wurde, zur Verfiigung. LINSOL ist auf die Archi-
tektur des VPP 300 optimiert und fast vollstindig vektorisiert. In LINSOL sind mehrere
Konjugierte-Gradienten-Verfahren enthalten, deren Effektivitéit an einem Testbeispiel un-
tersucht wurde. Es hat sich gezeigt, dal ein Kombinationsalgorithmus, zusammengesetzt
aus verschiedenen Konjugierten-Gradienten-Verfahren, sehr effektiv Gleichung (3.85) zu
16sen vermag. Dieser Kombinationsalgorithmus wird deshalb in TURBIT-VoF verwendet.
Als Residuum wurde fiir die Rechnungen gewiihlt: EPSLIN = 1076,
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Kapitel 5

Verifikation

In diesem Kapitel werden Nachrechnungen von physikalischen Problemstellungen darge-
stellt, die zur Verifikation von TURBIT-VoF und der darin angewendeten Modelle, wie
z.B. das der Oberflichenspannung, dienen. Das Kapitel zur Verifikation gliedert sich fol-
gendermaflen: Es werden zuerst Simulationen von Stromungen einer Phase dargestellt.
Diese Rechnungen dienen der Verifikation der Implementierung von konvektiven und dif-
fusiven Termen, des Runge-Kutta-Zeitintegrationsverfahrens und der generellen Anwen-
dung der Projektionsmethode fiir den Druck. Die numerischen Ergebnisse werden mit
Ergebnissen der urspriinglichen Version von TURBIT verglichen. In einem zweiten Ab-
schnitt werden Stromungen, bestehend aus zwei Phasen, behandelt. Haben beide Phasen
gleiche Dichte und wirkt als einzige duflere Kraft die Oberflichenspannung, so kann die
Implementierung des Oberflichenspannungsmodells verifiziert werden. Bei unterschiedli-
cher Dichte und vernachléssigbarer Oberflichenspannung wird die Implementierung des
Auftriebs als einziger duflere Kraft verifiziert. Die numerischen Lsungen werden mit aus
der Literatur bekannten analytischen Lésungen oder Daten aus der Literatur verglichen.

5.1 Stromungen einer Phase

Mit TURBIT-VoF wurden Simulationen von Stromungen einer Phase durchgefiihrt. Diese
Simulationen werden mit Simulationen der urspriinglichen TURBIT-Version verglichen,
wobei davon ausgegangen wird, da8 die urspriingliche TURBIT-Version vollstindig veri-
fiziert ist. Es handelt sich somit um erste Tests, die die numerischen Verfahren wie Pro-
jektionsmethode, Berechnung der konvektiven und diffusiven Terme und Runge-Kutta-
Zeitintegrationsverfahren verifizieren. Die diffusiven Terme wurden mit Simulationen ei-
ner Zwangskonvektionsstromung im Plattenkanal mit bewegten Wianden verifiziert. Zur
Verifikation der konvektiven Terme wurden Simulationen mit sogenannten Taylor-Green-
Wirbeln durchgefiihrt.

5.1.1 Strémung im Kanal mit bewegten Winden

Zur Verifizierung der Implementierung der diffusiven Terme wurde eine Zwangskonvekti-
onsstromung im Plattenkanal mit bewegten Wénden nachgerechnet. Es liegt ein Druck-
gradient in z-Richtung an, die Winde werden in y-Richtung mit konstanter Geschwin-
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Abbildung 5.1: Strémung im Kanal mit bewegten Réndern: Profil der mittleren Geschwin-
digkeitskomponente in Stromungsrichtung (z-Richtung)

digkeit gegeneinander verschoben. Die Wandgeschwindigkeit ist so gewahlt, daf} sich ein
laminares Geschwindigkeitsprofil im Fluid ausbilden soll. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind alle
Geschwindigkeiten Null. Dadurch, dafl die auf die Stromung wirkende Krifte senkrecht
zueinander stehen, stellt sich ein iiberlagertes Geschwindigkeitsfeld ein. In der Geschwin-
digkeitskomponente in Richtung des Druckgradienten bildet sich ein parabolisches Ge-
schwindigkeitsprofil zwischen den Winden aus (siehe Abbildung 5.1). Dies ist in Uberein-
stimmung mit der Theorie von Hagen-Poiseuille (vgl. [67], [104]). In der y — z-Ebene bildet
sich eine Scherstromung mit linearem Verlauf der Geschwindigkeitskomponente parallel
zur Scherrichtung aus (siehe Abbildung 5.2). An den Winden hat das Fluid aufgrund der
Wandhaftung gleiche Geschwindigkeit wie die entsprechende Wand selber, der Profilver-
lauf zwischen den Winden ist linear, wie theoretisch zu erwarten ist.

Die Zwangskonvektionsstromung im Kanal mit bewegten Winden zeigt in der Simu-
lation mit TURBIT-VoF das theoretisch zu erwartende Verhalten. Rechnungen mit der
urspriinglichen Version von TURBIT ergaben gleiche Ergebnisse, so dafl auch quantitativ
die Implementierung der diffusiven Terme in TURBIT-VoF verifiziert wird.

5.1.2 Taylor-Green-Wirbel

Ein Test fiir das numerische Verfahren, speziell der konvektiven Terme, sind die soge-
nannten Taylor-Green-Wirbel. In der Literatur wird die zeitliche Entwicklung dieser drei-
dimensionalen Wirbelstrémung héufig numerisch untersucht (z.B. Brachet et al. [10]).
Dabei steht aber meist die Generierung kleinskaliger Wirbel durch dreidimensionale Wir-
belstreckung im Vordergrund. Hier dient das Modell der Taylor-Green-Wirbel dem Ver-
gleich von TURBIT-VoF und der urspriinglichen Version von TURBIT. Dabei wird nicht
im turbulenten Bereich gerechnet, sondern es wird fiir beide Rechnungen eine Referenz-
Reynolds-Zahl von 30 beniitzt. Dies bedeutet, daf§ es nicht zur Bildung kleinskaliger Wir-
bel kommt, sondern die anfinglichen Wirbel geddmpft werden. Gezeigt werden soll, dafl
das neue numerische Verfahren qualitativ die gleichen Ergebnisse liefert und dafi keine
zusétzlichen Frequenzen im Ortsspektrum der physikalischen Einflulgrofen erzeugt wer-
den.
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Abbildung 5.2: Strémung im Kanal mit bewegten Rindern: Lokales Profil in 2-Richtung
der Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung an = 0,05 und y = 0,45
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Abbildung 5.3: Taylor-Green-Wirbel: Geschwindigkeit senkrecht (maximale Geschwin-
digkeit: 0,0829) und in Strémungsrichtung (z-Richtung) zum Zeitpunkt ¢ = 0, Gitter:
16 x 32 x 10
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Zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird folgendes Geschwindigkeitsfeld vorgegeben (A;,, A, und
A,, sind die Flicheninhalte der Seitenflichen einer Zelle)

(az2 + bz + ¢) dydz (5.1)
— sm — sm Y cos =) dudz (5.2)
L, L3

z Yy
- sm — cos L sin — ) dxd 5.3

Gleichungen (5.1)-(5.3) sind von der Struktur her #hnlich dem urspriinglich in der Lite-
ratur diskutiertem System (vgl. hierzu [23], Anmerkung zu Zitat [11]). Fiir das Finite-
Volumenverfahren mit versetztem Maschengitter sind die Flachenintegrale iiber den Sei-
tenflichen notwendig. Das System ist so gewdhlt, daB8 die diskrete Divergenzbedingung
fiir das Geschwindigkeitsfeld erfiillt ist:

[uw|i+1/2,j,k - “w|i—1/2,j,k] /Az + [“y|i,j+1/2,k — Uy i,j—1/2,k] /Ay

(5.4)

+[u —u

/Az =0

zliyjk+1/2 z i,j,k—l/Q]

Die simulierte Strémung ist eine Zwangskonvektionsstrémung mit dulerem Druckgradi-
enten in z-Richtung. Aus diesem Grund wird in Gleichung (5.1) ein parabolisches Ge-
schwindigkeitsprofil vorgegeben.

Folgende Parameter wurden fiir die Simulationen gewihlt (R, ist die Wandposition
der unteren Wand, hier Ry = 1 und die Periodenléingen in z- und y-Richtung betragen
jeweils 1)

a = —4- Umax ) Ll = IM =

b = 4 tUma (1+2Ry) , Ly = 3- Jl\gfy (5.5)
C = —4. Umax (R1 + (R1)2) y L3 = % )
A = 0,06 , Umax = 8

a, b, ¢ sind so bestimmt, dafl die Haftbedingung an den Wénden erfiillt ist und in Kanalmit-
te die maximale Geschwindigkeit un.x auftritt. Das so vorgegebene Geschwindigkeitsfeld
ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Oben sind die Wirbel in der y — z-Ebene zu sehen, unten
das parabolische Geschwindigkeitsprofil in Strémungsrichtung.

Das durch Gleichungen (5.1)-(5.3) vorgegeben Geschwindigkeitsfeld zum Zeitpunkt
t = 0 wird als Ausgangzustand einer Strémung benutzt, die der Navier-Stokes-Gleichung
unterliegt. Abbildung 5.4 zeigt links die rms-Werte der Geschwindigkeitskomponenten
iiber dem Kanalquerschnitt zum Zeitpunkt £ = 0. Da u, nicht in Ebenen parallel zu den
Wainden variiert (vgl. Gleichung (5.1)), sind die rms-Werte identisch Null. Die rms-Werte
der beiden anderen Komponenten sind durch die sinus- bzw. cosinus-Modulationen vorge-
geben. In Abbildung 5.4 rechts sind die Ortsspektren fiir den Wandabstand z = 0,6 zum
Zeitpunkt £ = 0 logarithmisch aufgetragen. Da keine Fluktuationen in Strémungsrichtung
bei der Geschwindigkeitskomponente u, vorliegt, ist das Ortsspektrum hier Null. In den
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Abbildung 5.4: Taylor-Green-Wirbel: rms-Werte iiber dem Kanalquerschnitt (URMS ent-
spricht u;™®, VRMS u;™® und WRMS u?™) und Ortsspektren der Geschwindigkeitskompo-
nenten fiir den Wandabstand z = 0,6 zum Zeitpunkt ¢ = 0, Gitter: 16 x 32 x 10
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Abbildung 5.5: Taylor-Green-Wirbel: rms-Werte der Geschwindigkeitskomponenten iiber
dem Kanalquerschnitt zum Zeitpunkt ¢ = 0,12 (urspriingliche TURBIT-Version links,
TURBIT-VoF rechts), Gitter: 16 x 32 x 10
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Abbildung 5.6: Taylor-Green-Wirbel: Ortsspektren fiir den Wandabstand 2z = 0,6 der
Geschwindigkeitskomponenten zum Zeitpunkt ¢ = 0,12 (urspriingliche TURBIT-Version
links, TURBIT-VoF rechts), Gitter: 16 x 32 x 10

anderen beiden Komponenten iiberwiegt der langwellige Anteil und es ist ein schneller
Abfall des Spektrums zu groflen Wellenzahlen hin zu beobachten.

In Abbildung 5.5 sind die rms-Werte nach einer Problemzeit von ¢ = 0,12 darge-
stellt. Links sind die rms-Werte iiber dem Kanalquerschnitt, berechnet mit der urspriing-
lichen Version von TURBIT, aufgetragen, rechts die rms-Werte berechnet mit TURBIT-
VoF. Es kommt zu einem Anwachsen der rms-Werte der Geschwindigkeitskomponenten
in Strémungsrichtung, die anderen beiden Komponenten werden geddmpft. Es ist eine
gute Ubereinstimmung zwischen der urspriinglichen TURBIT-Version und TURBIT-VoF
festzustellen.

Abbildung 5.6 zeigt die Ortsspektren fiir den Wandabstand z = 0,6 zur Problemzeit
t = 0,12. Hier 148t sich das Verhalten der Anregung der rms-Werte der Geschwindigkeits-
komponente in Stromungsrichtung erkennen. Die Spektren der anderen beiden Geschwin-
digkeitskomponenten weisen einen nicht mehr so starken Abfall auf. Die Fluktuationen in
diesen Komponenten sind geddmpft. Auch hier 148t sich eine sehr gute Ubereinstimmung
zwischen der urspriinglichen TURBIT-Version und TURBIT-VoF feststellen.

Auch im Langzeitverhalten ergibt sich fiir die urspriingliche Version von TURBIT und
TURBIT-VoF das gleiche Verhalten. Die Wirbel werden vollstindig ausgeddmpft und das
parabolische Geschwindigkeitsprofil der Geschwindigkeitskomponenten in Strémungsrich-
tung bleibt als einzige Geschwindigkeit von Null verschieden.

TURBIT und TURBIT-VoF haben ein weitgehend vergleichbares Dadmpfungsverhal-
ten, was eine dhnlich gute Eignung fiir die Turbulenzsimulation bedeutet.

5.2 Stromungen zweier Phasen
Zur Verifikation der numerischen Verfahren in Strémungen mit zwei Phasen wurden ver-

schiedene Tests durchgefiihrt. Diese lassen sich in einer ersten Unterscheidung in Strémun-
gen gleicher Dichte und Strémungen unterschiedlicher Dichte unterteilen.
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Bei Stromungen mit gleichen Dichten wird das Verhalten des Oberflichenspannungs-
modells verifiziert. Als einzige Kraft zwischen den beiden Fluiden wird die Kapillarkraft
als von Null verschieden angenommen. Zum einen werden Kapillarwellen untersucht, d.h.
das Schwingverhalten einer anfinglich sinusférmig ausgelenkten Oberfliiche. Ein weiterer
Test beschéftigt sich mit den sogenannten artifiziellen Stromungen (’spurious currents’),
also von Geschwindigkeiten, die, bedingt durch die Diskretisierung, entlang einer Phasen-
grenzfliche induziert werden.

Bei Strémungen unterschiedlicher Dichte wirkt in den Rechnungen als einzige Kraft die
Auftriebskraft aufgrund des Dichteunterschiedes. Es wurden zum einen Schwerewellen un-
tersucht, d.h. das Schwingverhalten einer anfinglich sinusférmig ausgelenkten Grenzfliche
zwischen zwei Fluiden, die stabil geschichtet sind. Bei instabiler Schichtung wird die An-
fangsstorung immer weiter verstirkt. Dieses Verhalten wird Rayleigh-Taylor-Instabilitét
genannt und wird in weiteren Abschnitten fiir zwei- und dreidimensionale Fille unter-
sucht.

5.2.1 Gleiche Dichte

Bei diesen Untersuchungen wirkt als einzige Kraft zwischen den beiden Phasen die Kapil-
larkraft. Somit kénnen das Oberflichenspannungsmodell bzw. die Berechnung der Norma-
lenvektoren getestet werden. Es werden Kapillarwellen und die sogenannten artifiziellen
Strémungen (’spurious currents’) untersucht.

Kapillarwellen

Zwei viskose Fliissigkeiten seien zum Zeitpunkt £ = 0 geschichtet angeordnet und die
Phasengrenzfliche sei sinusférmig in einer Raumrichtung ausgelenkt. Das Problem sei
zweidimensional formuliert. Dies wird in TURBIT-VoF dadurch realisiert, da$} fiir die ei-
gentlich nicht zu beriicksichtigende Raumrichtung (z) 4 Maschen verwendet werden und
diese 4 Ebenen identisch gewéhlt werden (vgl. Abbildung 5.7, Gitter: 4 x 80 x 80). Das
Geschwindigkeitsfeld sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 im ganzen Rechengebiet Null. In Abbil-
dung 5.7 und den folgenden Abbildungen mit Phasengrenzfliche geben die Striche an den
Koordinatenachsen die Zellmittelpunkte an.

Aufgrund der zwischen den beiden Phasen wirkenden Oberflichenspannung kommt es
zu einer Schwingung, die durch die viskose Reibung geddmpft wird. Diese Schwingung wur-
de mit TURBIT-VoF zur Verifikation der Oberflichenspannungsmodelle nachgerechnet.
Dabei wurden die numerischen Ergebnisse mit der analytischen Losung dieser geddmpf-
ten Schwingung (siehe [68]) verglichen. Folgende Parameter wurden fiir die Simulationen
benutzt (®, = po/ p1 und &, = po/ p1):

‘ Rerey ‘ Weres ‘ o, ‘ Py ‘ lref/m ‘ Uref/ 3 ‘
‘ 1 ‘2,6996‘ 1 ‘ 1 ‘0,004‘ 0,1 ‘

(5.6)

Unter der Voraussetzung kleiner Anfangsamplituden ag und bei unendlich ausgedehn-
ten Fluiden berechnet Prosperetti [68] fiir die Amplitude a(t) (a(0) = ao) folgende zeitliche
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Abbildung 5.7: Kapillarwellen: Ausgangsposition zum Zeitpunkt ¢ = 0, links: Anfangs-
amplitude 10%, rechts: Anfangsamplitude 1%, jeweils auf den Wandabstand bezogen;
Gitter: 4 x 80 x 80

Entwicklung

4

Z e e xexp ()" - k) ] erfe (2v4) , (5.7)

—l/

wobei z; die vier Wurzeln folgender algebraischen Gleichung sind
2= kv — K+ B+ 0 =0, (5.8)

Zy = (20— 21) (23 — 21) (24 — 21) (Za, Z3, Z4 entsprechend durch zyklische Permutation),
k die Wellenzahl ist und w = $-k® die nattirliche nicht-viskose Frequenz’. Gleichung (5.7)
beschreibt eine geddmpfte Schwmgung, vgl. Abbildung 5.8 und 5.9, durchgezogene Linien.

In Abbildung 5.8 ist als Diagramm die Amplitude der Oberflichenauslenkung iiber der
Zeit aufgetragen, die durchgezogene Linie ist die analytische Losung (Gleichung (5.7)). Es
wurde mit einer Anfangsamplitude von 10%, bezogen auf den Abstand zwischen beiden
Winden, gerechnet, die Parameter der Simulation sind wie in Tabelle (5.6) angegeben.
Beim gewiihlten Gitter bedeutet 10% bezogen auf den Abstand zwischen beiden Winden,
daf die Amplitude mit acht Maschen aufgel6st wird. Zur Veranschaulichung ist die Ma-
schenweite zusitzlich im Diagramm eingezeichnet. Wie in TURBIT-VoF implementiert,
wird an den Wénden jeweils die Haftbedingung angenommen. Dadurch lassen sich die
Abweichungen der numerischen Ergebnisse von der analytischen Form erkliren. Deswei-
teren ist die Voraussetzung kleiner Amplituden in dieser Simulation nicht erfiillt. Zur
Untersuchung des Einflusses der Zeitschrittweite wurde die gleiche Simulation mit halber
Zeitschrittweite wiederholt (CDTKOR wurde von 0, 8 auf 0, 4 verkleinert), dieses Ergebnis ist
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Abbildung 5.8: Kapillarwellen: Vergleich von analytischer und numerischer Lésung,
Anfangsamplitude 10% bezogen auf den Wandabstand
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Abbildung 5.9: Kapillarwellen: Vergleich von analytischer und numerischer Lésung,
Anfangsamplitude 1% bezogen auf den Wandabstand
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in gestrichelter Form im Diagramm enthalten. Hier 148t sich erkennen, daf} die gewéhlte
Zeitschrittweite keinen Einflufl auf das Ergebnis hat.

In Abbildung 5.9 wurden die Simulationsergebnisse fiir eine Anfangsamplitude ag von
1%, bezogen auf den Abstand zwischen beiden Wéinden, aufgetragen. Dadurch sind die
Voraussetzungen fiir die analytische Losung besser erfiillt, die Auslenkung ist klein und der
Wandabstand nimmt zu. Es wird eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen numerischer
und analytischer Loésung erzielt. Zu beachten ist, dafl die Anfangsamplitude von nur 0,8
Zellen in z-Richtung aufgelost wird, und dafl sich nach dem Zeitpunkt ¢ = 0,648 die
gesamte Phasengrenzfliche innerhalb nur einer Zelle in z-Richtung befindet, siehe hierzu
die eingezeichnete Maschenweite.

Artifizielle Strémungen (’Spurious Currents’)

Alle Volume-of-Fluid-Methoden erzeugen sogenannte artifizielle Strémungen (’spurious
currents’ oder auch ’parasite currents’), die in der Literatur viel diskutiert werden (vgl.
hierzu [49],[33],[57]). Veranschaulicht werden diese Strémungen in Abbildung 5.10. Mit
TURBIT-VoF wurde eine Konfiguration, bestehend aus zwei Fluiden gleicher Dichte, be-
rechnet. Es handelt sich um eine zylindrische Phasengrenzfliiche, die in TURBIT-VoF mit
vier Maschen in y-Richtung abgebildet wurde. Zum Zeitpunkt £ = 0 wird die zylindrische
Phasengrenzfliche vorgegeben, das Geschwindigkeitsfeld ist Null. Physikalisch bleibt ein
Tropfen oder eine Blase in Ruhe. Bei numerischen Simulationen geschieht das, was in
Abbildung 5.10 beobachtet wird, es werden Strémungen induziert. Dabei ist auffillig, dafl
die Stirke der Strémungen von der Orientierung der Phasengrenzfliche zum numerischen
Gitter abhéngt. Ist die Phasengrenzfliche parallel zum Gitter, verschwinden die artifizi-
ellen Strome fast vollstindig, betrigt der Winkel zwischen Gitter und Phasengrenzfliche
45°, werden die Stromungen maximal.

Zur Untersuchung dieses Phinomens wurden verschiedene Simulationen mit folgenden
Parametern durchgefiihrt

‘ ReTef ‘ WeTef ‘ q)p ‘ q)lt ‘
| 20 |siche Tabelle5.1| 1 [ 1 |

(5.9)

Zur Realisierung unterschiedlicher Druckspriinge wurde die Referenz-Weber-Zahl zwi-
schen 0,4, 4 und 40 variiert. Dabei resultiert zu einer vorgegeben Referenz-Weber-Zahl
iiber die Laplace’ sche Formel

oK
Apref = ———— (5.10)

p1 (uref)

eindeutig ein Drucksprung Ap;.s. In Tabelle 5.1 sind diese Druckspriinge Ap,.; angege-
benen. Zusétzlich sind in Tabelle 5.1 die auf Viskositdt und Dichte bezogene Referenz-
Geschwindigkeit (urefpe1/p1) und die Ohnesorge-Zahl (Oh) aufgelistet. Die Ohnesorge-
Zahl charakterisiert die relative Bedeutung von Reibungskriften zu Oberflichenspan-
nungskréften (vgl. [67]):
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Abbildung 5.10: Artifizielle Strémungen an einer zylindrischen Phasengrenzfliche, maxi-
male Geschwindigkeit: 0,154; Gitter: 80 x 4 x 80

‘ Werer ‘ JAV ‘ We/Re = Ureppt1/ p1 ‘ Oh =+vVWe/Re ‘

0,4 | 10 0,02 1000
4 1 0,2 100
40 | 0,1 2 10

Tabelle 5.1: Artifizielle Strémungen: Simulationsparameter und Kennzahlen

In TURBIT-VOoF ist der Term der Oberflichenspannungskraft folgendermafien imple-

mentiert

Mgy = %Tefaimm'i mit ae < 1/Az (5.11)
wobei a;,; die Phasengrenzflichenkonzentration ist. Durch die Beriicksichtigung der Pha-
sengrenzflichenkonzentration wird der exakte Wert fiir den Drucksprung zwischen den
beiden Phasen nach Gleichung (5.10) erhalten. Von TURBIT-VoF wurden die theore-
tischen, nach Gleichung (5.10) zu erzielenden Werte fiir Ap,.r aus Tabelle 5.1 korrekt
wiedergegeben. Der Fehler im Drucksprung Ap,.; betrug dabei in allen Féllen weniger als
ein Prozent.

In Abbildungen 5.11 (oben) und (unten) und 5.12 (oben) sind die im Rechengebiet
maximalen Geschwindigkeiten w,,,, iiber den Zeitschritten aufgetragen. Dabei wurden
drei verschiedene Gitter von 20 x 4 x 20, 40 X 4 X 40 und 80 x 4 x 80 beniitzt, wodurch der
Zylinder mit 10, 20 bzw. 40 Maschen im Durchmesser aufgel6st wird. Es 148t sich folgen-
der Trend ablesen. Die Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit dem Geschwindigkeitsfeld
in Ruhe ist keine numerisch stabile Losung. Es werden Geschwindigkeiten induziert, nach
einer Einlaufzeit kommt es zu einem stationfiren Zustand mit u,,,, unterhalb der zwi-
schenzeitlichen htheren Maximalgeschwindigkeiten. Je grofler der Drucksprung aufgrund
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der Oberflichenspannung zwischen den beiden Phasen ist, desto gréfer sind die induzier-
ten Geschwindigkeiten.

Abbildung 5.11 (oben) zeigt fiir die Referenz-Weber-Zahl We,.¢ = 40 die erzielten Ma-
ximalgeschwindigkeiten iiber den Zeitschritten. Die gepunkteten Linien geben die Verldufe
fiir die verschiedenen Gitter wieder ohne Beriicksichtigung der in Abschnitt 2.3 eingefiihr-
ten Terme, die mit der Phasenrelativgeschwindigkeit gebildet werden. Bei Beriicksichti-
gung der Terme aus Abschnitt 2.3 ergeben sich die Verldufe der durchgezogenen Linien.
Durch die SchlieBungsterme aus 2.3 sind die maximalen Werte von u,,,, fast um den Fak-
tor zwei geringer als ohne ihre Beriicksichtigung. Es deutet sich an, daB8 im stationéiren
Zustand die Unterschiede geringer werden. Auf dem feineren Gitter mit einer besseren
Auflésung des Zylinders ist u,,,, geringer. Im stationidren Zustand gibt es keine groflen Un-
terschiede zwischen u,,,, fiir unterschiedliche Gitterauflésungen des Zylinders, was durch
Gleichung (5.11) erkldrt werden kann. Die Phasengrenzflichenkonzentration a;,; ist pro-
portional zur Maschenweite, wodurch a;,; bei feinerer Auflésung des Zylinders wéchst.
Dadurch wird die bessere Approximation der Kriimmung s bei héherer Gitterauflésung
wieder kompensiert. ;g ist im stationdren Zustand, wie auch durch die numerische
Studie gezeigt, fast unabhéingig von der Auflésung des Zylinders im Gitter.

In Abbildung 5.11 (unten) und Abbildung 5.12 (oben) sind die verschiedenen ;-
Werte ebenso iiber den Zeitschritten aufgetragen. Es sind die gleichen Gitter verwendet
worden und es wurden Simulationen mit und ohne Schlieungstermen nach Abschnitt 2.3
durchgefiihrt. Es kann aus den Diagrammen entnommen werden, dafl die Werte fiir 44
mit dem Drucksprung steigen. Fiir die Druckspriinge von Ap,.; = 1 und Ap,..; = 10
ergeben sich fiir das grobe Gitter von 20 X 4 x 20 keine kontinuierlichen Verlédufe, erst eine
bessere Auflésung des Zylinders sorgt fiir stabile Simulationen. Die Maximalgeschwindig-
keiten im stationdren Zustand scheinen proportional mit dem Drucksprung zu wachsen.

Wird die dimensionslose Grofie der artifiziellen Strémungen mit der auf Viskositdt und
Dichte bezogene Referenz-Geschwindigkeit (uyefpt1/p1) aus Tabelle 5.1 berechnet

K = umawuref,ul/pl y (512)

dann ergeben sich annéhernd gleiche Werte fiir alle Simulationen. Dies wurde auch schon
von LaFaurie et al. [49] und Popinet und Zaleski [66] beobachtet. Die in den Simulationen
mit TURBIT-VoF errechneten Werte fiir K liegen unterhalb von den in [49] angegebenen,
wobei in [49] Glittungsoperatoren iiber das Feld der Volumenfraktionen eingefithrt wurden
und mit diesen geglitteten Feldern die Oberflichenspannung berechnet wurde. Hier wird
vollstdndig auf solche Operatoren verzichtet.

Abbildung 5.12 (unten) zeigt die Maximalgeschwindigkeiten ,,,, iiber der Zeit auf-
getragen, aber unter Vernachlissigung der Phasengrenzflichenkonzentration a;,; in Glei-
chung (5.11). Es wurde mit einer Referenz-Weber-Zahl von We,.; = 0,4 gerechnet, was
jetzt nicht mehr einem Drucksprung von Ap,.r = 10 entspricht. Es wurden Simulationen
bis zu dem Zeitpunkt ¢ = 0, 2 fiir folgende Gitter durchgefiihrt: 20 x 4 x 20, 40 x 4 x 40,
50 x 4 x 50, 80 x 4 x 80 und 160 x 4 x 160. Da a;,; o< 1/Ax nicht beriicksichtigt wird,
fallt 4, mit zunehmender Gitterauflosung des Zylinders.

Die Herkunft der artifiziellen Stromungen wird hiufig in einer ungeniigenden Genau-
igkeit der Berechnung der Kriimmung gesehen (vgl. [66]). Deshalb wurde eine Simulation
durchgefiihrt iiber einen einzelnen Zeitschritt, bei der der analytische Wert der Kriimmung



5. Verifikation 83

x und die Normalenvektoren 7; ; ; vorgegeben wurden. Dabei wurden trotz der exakten
Werte fiir k und 7 artifizielle Stromungen beobachtet (vgl. hierzu auch [57]). Dies be-
deutet, daf allein durch hthere Ordnungen fiir die Berechnung des Normalenvektors und
der Kriimmung die artifiziellen Strémungen nicht zu beseitigen sind. Diese Strémungen
sind vielmehr der Volume-of-Fluid-Methode inhirent und kénnen nur auf ein gewisses
Ma# reduziert werden (vgl. hierzu [33]). Dies wird auch von Scardovelli und Zaleski [79]
bestétigt, die fiir die Entstehung der artifiziellen Stromungen das Fehlen externer Kréfte
in Phasengrenzflichennihe verantwortlich machen. Anders ausgedriickt bedeutet dies, daf§
die diskrete Form der Oberflichenspannung die artifiziellen Stromungen induziert. Durch
das Einfithren der Oberflichenspannung als Volumenkraft, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt,
und/oder durch Einfithrung von Mittelungsoperatoren, die ein gegliittetes, oder auch ver-
schmiertes, Volumenfraktionsfeld zur Berechnung der Oberflichenspannung heranziehen,
kénnen die artifiziellen Stromungen reduziert werden. Die in diesem Abschnitt durch-
gefithrten Untersuchungen fithren zu der Abschiitzung, dafl fiir das System Luftblasen in
Wasser die artifiziellen Strémungsgeschwindigkeiten ungefihr 1% der Aufstiegsgeschwin-
digkeit einer Blase betragen.
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Abbildung 5.11: Artifizielle Strémungen: Maximaler Geschwindigkeitsbetrag iiber Anzahl
der Zeitschritte fiir Ap,ef = 0,1 (oben) und Ap,.y = 1 (unten); Rechnungen fiir ver-
schiedene Gitter und mit und ohne Beriicksichtigung der Schliefungsterme; Phasengrenz-
flichenkonzentration in beiden Féllen beriicksichtigt
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Abbildung 5.12: Artifizielle Strémungen: Maximaler Geschwindigkeitsbetrag iiber Anzahl
der Zeitschritte fiir Ap,ey = 10 (oben, Phasengrenzflichenkonzentration beriicksichtigt)
und Wepes = 0,4 (unten, ohne Beriicksichtigung der Phasengrenzflichenkonzentration);
Rechnungen fiir verschiedene Gitter und mit und ohne Beriicksichtigung der SchlieSungs-
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Abbildung 5.13: Anfangsbedingung fiir Schwerewelle und Rayleigh-Taylor-Instabilitat

5.2.2 Unterschiedliche Dichte

Zwei physikalische Systeme mit unterschiedlicher Dichte wurden fiir die Verifikation der
Implementierung des Auftriebes berechnet. In beiden Fillen wurde die Oberflichenspan-
nung vernachlissigt, somit wirkt als einzige Kraft der Auftrieb, bedingt durch den Dichte-
unterschied der beiden Fluide.

In beiden Fillen ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 die horizontale Phasengrenzfliche zwischen
den beiden geschichteten Fluiden cosinusférmig ausgelenkt und das Geschwindigkeits-
feld Null (vgl. Abbildung 5.13). Das Verhéltnis von Amplitude zu Wandabstand betrégt
1,25%. Es werden zweidimensionale Konfigurationen betrachtet (vgl. Abschnitt 5.2.1).
Dadurch entsteht ein 4 x 32 x 128 Gitter anstatt eines 32 x 128 Gitters. Das Verhéltnis
von Hohe zu Breite betrigt vier, d.h. 1 < z < 2und 0 < y < 1/4. Es befinden sich Wénde
an den Stellen 2 = 1 und z = 2, in y- und z-Richtung werden periodische Randbedingun-
gen gesetzt. Bei der Schwerewelle handelt es sich um eine stabile Schichtung der Fluide,
bei der Rayleigh-Taylor-Instabilitit um eine instabile. Der Schwerevektor zeige jeweils in
negative z-Richtung.

Schwerewellen

Die in Abbildung 5.13 gezeigte Fluidkombination wird in stabiler Schichtung gerechnet,
d.h. das leichtere Fluid ist {iber dem schwereren angeordnet. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist
die Grenzfliche cosinusférmig ausgelenkt. Es kommt aufgrund der Schwerkraft zu einer
Schwingung der Phasengrenzfliche, die durch viskose Reibungskréfte geddmpft wird. Die-
se Schwingung wurde mit TURBIT-VoF zur Verifikation der Implementierung des Auf-
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triebes nachgerechnet. Dabei wurden folgende Parameter gewiihlt:

| Reves | Werer | @p | @y [ lreg/m [ures/ 8 [ pi/g5 | /g |
(1565 | o [0,5]0,5] 4 | 1 [ 1,225]3,1305-10°]

(5.13)

Chandrasekhar [14] gibt fiir eine Schichtung von unendlich ausgedehnten Fluiden fol-
gende analytische Losung fiir die Amplitude a(t) bei horizontaler Phasengrenze und bei
— P2 _ P

Vo = = = v an:
2 H2 H1 1a

a(t) o« exp (nt) (5.14)
n=kv(z*-1) (5.15)

wobei k£ die Wellenzahl, v die kinematische Viskositdt und z aus folgender Gleichung
(5.16) berechnet wird:

2 he0p2® +2 (1 — 6ayan) 22 — 4 (1 — 3ay0n) 2+ (1 — dayan) + Q (0 — ) =0
(5.16)

P2

mit @ = alzp—lunda2=pl+p2.

k3v2? p1+p2

In Abbildung 5.14 ist die mit TURBIT-VoF berechnete Amplitude der Schwingung
(gepunktet) zusammen mit der analytischen Losung nach Chandrasekhar aufgetragen.
Dabei wurde die Amplitude jeweils am Rand (y = 0 oder y = 1/4) und in der Mit-
te (y = 1/8) bestimmt. Aufgrund der unterschiedlichen Befiillung der Zellen, in denen
sich die Extrema befinden, kommt es zu einer Unsymmetrie beziiglich dieser Extrema,
d.h. die Extremwerte liegen unterschiedlich weit von der horizontalen Gleichgewichtslage
entfernt. Die Periode der Schwingung wird recht gut wiedergegeben. Dabei ist zu beach-
ten, dal die Anfangsauslenkung nur durch 1,6 Maschenweiten aufgeldst wird (vergleiche
eingezeichnete Maschenweite in Abbildung 5.14). Ferner gilt die analytische Losung fiir
unendlich ausgedehnte Fluide; diese Annahme ist in TURBIT-VoF nicht zu verwirklichen,
da senkrecht zur z-Richtung stets Winde vorgegeben werden miissen.

Die Simulation der Schwerewelle wurde mit vertauschten f-Werten nochmals durch-
gefithrt. Dies bedeutet, dal die leichtere Phase, die sich im oberen Bereich des Rechen-
gebietes befindet, mit f = 1 anstatt f = 0 gekennzeichnet wurde, entsprechend wurde
mit der schwereren Phase vorgegangen. Damit wiederum das leichtere Fluid iiber dem
schwereren geschichtet ist, wurde abweichend von den Parametern (5.13) gesetzt

¢, = 2 und ¢, = 2 . (5.17)

Der Verlauf der Amplitude bei dieser Simulation stimmt exakt iiberein mit den in Ab-
bildung 5.14 gezeigten Verldufen. Damit ist gezeigt, daBl in TURBIT-VoF kein Fluid ge-
geniiber dem anderen ausgezeichnet ist.

Zweidimensionale Rayleigh-Taylor-Instabilitét

Die zeitliche Entwicklung einer horizontalen Schichtung zweier Fluide unterschiedlicher
Dichte im Schwerefeld, wobei das schwerere iiber dem leichteren Fluid angeordnet ist,
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Abbildung 5.14: Schwerewelle: Vergleich der Amplitude der Schwingung von analytischer
und numerischer Lésung

wird Rayleigh-Taylor-Instabilitit genannt (vgl. hierzu [14]). Hier wird folgendes zweidi-
mensionale System betrachtet. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei das System in Ruhe und die
Phasengrenzfliche zwischen den Fluiden sei cosinusférmig ausgelenkt, vgl. Abbildung
5.13. Es wird also nur eine Mode angeregt (’single mode’). Das System wird wie oben
beschrieben zweidimensional numerisch realisiert. Als duflere Kraft wirkt nur die Gravita-
tion, die Oberflichenspannung zwischen den Fluiden wird vernachléssigt. Bedingt durch
die instabile Schichtung und die Anfangsauslenkung kommt es zu einem Herabfallen des
schwereren Fluids in der Mitte (y = 1/8) und zu einem Aufsteigen des leichteren an den
Rindern (y = 0,y = 1/4). Das herabfallende Fluid wird aufgrund der Form als Finger
bezeichnet (im englischen auch ’spike’), das aufsteigende Fluid Blase ("bubble’).
Folgende Simulationsparameter wurden in TURBIT-VoF realisiert:

‘ Reref ‘ Weref ‘ q)p ‘ q)lt ‘ lTef/m ‘ uref/% ‘ pl/% Ml/% ‘
[1565 | oo [0,1383] 1 | 4 | 1 | 1,225 3,1305-1073 |

(5.18)

Abbildungen 5.15 bis 5.17 geben momentane Verldufe der Phasengrenzfliche und die
momentanen Geschwindigkeitsfelder wieder. Deutlich ist das erwartete Herabfallen des
Fingers in der Mitte und das Aufsteigen der Blase am Rand zu erkennen. Aufgrund
der Kelvin-Helmholtz-Instabilitit kommt es zu einem Abrollen des Fluids an der Spitze
des Fingers. Diese Simulation wurde nur bis zum Zeitpunkt ¢ = 0,145 durchgefiihrt, da
das gewidhlte Gitter die Simulation feinerer Strukturen, die sich im weiteren Verlauf aus
der Kelvin-Helmholtz-Instabilitit herausbilden wiirden, nicht zuldfit. Qualitativ stimmen
die Ergebnisse in den Abbildungen 5.15 bis 5.17 gut mit den Simulationen von Popinet
und Zaleski [66] iiberein. Zu beachten ist, dal in Popinet und Zaleski [66] mit einem
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Abbildung 5.15: Rayleigh-Taylor-Instabilitdt: ®, = 0,138, ¢ = 0,01, £ = 0,03 und ¢t =
0,05, maximale Geschwindigkeit: 2, 84; Gitter: 4 x 32 x 128

Markierungsteilchen Verfahren (Marker-Partikel) ein vollstéindig anderes Verfahren zur
Beschreibung der Phasengrenze benutzt wurde.

Fiir eine quantitative Aussage zur Rayleigh-Taylor-Instabilitdt miissen entweder ana-
lytische Losungen, numerische oder experimentelle Vergleichsarbeiten aus der Literatur
herangezogen werden. Analytische Lésungen sind nicht in ausreichendem Detail vorhan-
den, weshalb in der Literatur wenig auf sie eingegangen wird. Dafiir wird in der Literatur
oft die Blasenaufstiegsgeschwindigkeit vgi,se und die Fallbeschleunigung des Fingers apinger
angegeben.

Nach einem anfinglich exponentiellen Wachstum der Blasenaufstiegsgeschwindigkeit
nimmt diese einen konstanten Wert an. In Tabelle 5.2 sind verschiedene Werte fiir die auf
VAgW (A: Atwood-Zahl, g: Erdbeschleunigung, W: Breite des Rechengebietes) bezogene
Aufstiegsgeschwindigkeit aus der Literatur zusammengestellt. Dabei ist die Atwood-Zahl
folgendermafen definiert

A=0"r (5.19)
p1 + p2

Hier betrdgt die Atwood-Zahl: A = 0,757. Emmons et al. [27] haben die Aufstiegsge-
schwindigkeit experimentell ermittelt. Es wurden fiir die Experimente Systeme aus Me-
thanol oder Kohlenstoffchlorid und Luft untersucht. Die Erdbeschleunigung wurde mit
einer Apparatur simuliert, die die Fluide in horizontaler Richtung beschleunigte. Die An-
fangsauslenkung wurde iiber einen Riihrer realisiert. Die Blasenaufstiegsgeschwindigkeit
bestimmten sie aus Fotografien. Birkhoff [7] bestimmt die Aufstiegsgeschwindigkeit ei-
ner zweidimensionalen Blase aus einer einfachen analytischen Lésung. Baker et al. [4]
berechneten wvgj,ee mit einer erweiterten klassischen Punkt-Wirbel-Methode, bei der die
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Abbildung 5.16: Rayleigh-Taylor-Instabilitét: ®, = 0,138, ¢ = 0,07, t = 0,09 und ¢ =
0,11, maximale Geschwindigkeit: 2, 84; Gitter: 4 x 32 x 128
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Abbildung 5.17: Rayleigh-Taylor-Instabilitét: ®, = 0,138, ¢ = 0,13 und ¢ = 0, 15, maxi-
male Geschwindigkeit: 2,84; Gitter: 4 x 32 x 128
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Phasengrenzfliche als Wirbelblatt beschrieben wird. Es wird also der zeitliche Verlauf der
Phasengrenzfliche numerisch berechnet, wobei nur ein Fluid betrachtet wird. Tryggvason
[92] simuliert die Phasengrenzfliche mit einer Lagrange-Euler-Wirbel-Methode, welche
die Eigenschaften beider Fluide beinhaltet. Beide Verfahren beriicksichtigen die Reibung
nicht. He et al. [37] verwenden ein Gitter-Boltzmann-Verfahren, welches auch die Reibung
beinhaltet. Zu beachten ist, da8 He et al. [37] trotz der Reibung zu héheren Werten fiir
die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase kommen als Tryggvason [92]. Dies entspricht nicht
den physikalischen Erwartungen (vgl. hierzu auch [27]) und wird leider von den Autoren
nicht kommentiert.

| Literatur | UBlLase/VAGW |
Birkhoft [7] 0,25
Emmons et al. [27] 0,2...0,3
Baker et al. [4] 0,225
Tryggvason [92] 0,265
He et al. [37] 0,270...0,275
diese Arbeit 0,243

Tabelle 5.2: Literaturvergleich der Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase vpjas bei der zwei-
dimensionalen Rayleigh-Taylor-Instabilitét

Die theoretische Fallbeschleunigung des Fingers apinger €rgibt sich aus der Ort-Zeit-
Abhéngigkeit des freien Falls zu Ag.

Aus den Simulationen wurden die Positionen der Front der Blase und der Front des
Fingers bestimmt und iiber der Zeit in Abbildung 5.18 aufgetragen. Es lassen sich folgende
Beziehungen fiir die zeitliche Entwicklung der Frontpositionen gewinnen:

2(0; ) pinger = —0, 00574m + 0, 16733? -1, 86048?2 2 (5.20)
1
(5 t)miase = —0,01054m +0, 66334— - ¢ . (5.21)
S

Aus Gleichung (5.20) folgt:

OFinger
—— =0,5011 . 9.22
e g, (522)

Gleichung (5.22) besagt, dafl nur 50,1% der theoretisch zu erwartenden Beschleunigung
des Fingers erreicht wird. Dieses Ergebnis stimmt mit den Anmerkungen von Tryggvason
[92] iiberein, dafi die Beschleunigung sehr stark von der Gitterauflésung abhéngig ist.
Vergleiche mit der Beschleunigung aus Abbildung 9 in [92] fiir ein 32 x 128 Gitter ergeben
einen ungefihr gleichen Wert wie in Gleichung (5.22) mit TURBIT-VoF berechnet.

Aus Gleichung (5.21) folgt fiir die normierte Blasenaufstiegsgeschwindigkeit:

UBlase
=0,243 . (5.23)
VAW
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Abbildung 5.18: Rayleigh-Taylor-Instabilitit fiir Re = 1565 und Re = 156: Position von
Blase und Finger, lineare Approximation der Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase

Dieser Wert aus (5.23) pafit sehr gut zu den in Tabelle 5.2 in anderen Literaturstellen
angegebenen Werten. Die Aufstiegsgeschwindigkeit ist kleiner als bei Tryggvason [92], was
dadurch zu erkliren ist, dal in TURBIT-VoF die Reibung beriicksichtigt wird. Gleichung
(5.23) liegt im Bereich der in [27] experimentell bestimmten Aufstiegsgeschwindigkeit.

Zusitzlich zu den Simulationen mit dem Parametersatz aus (5.18) wurde die Rayleigh-
Taylor-Instabilitdt mit Re,.; = 156 und sonst gleichen Parametern nochmals durch-
gefiihrt. Die Positionen von Blase und Finger sind in Abbildung 5.18 ebenso iiber der
Zeit aufgetragen. Aufgrund der héheren Reibung dauert es ldnger als bei der Simulation
mit Re,.; = 1565, bis die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase konstant ist. Die Aufstiegsge-
schwindigkeiten fiir beide Referenz-Reynolds-Zahlen sind nahezu gleich, was in [37] ebenso
beobachtet wurde.

AbschlieBend 148t sich feststellen, dal TURBIT-VoF die zeitliche Entwicklung einer
Rayleigh-Taylor-Instabilitit numerisch sehr gut nachrechnen kann. Qualitativ ergibt sich
das richtige zeitliche Ausbilden einer aufsteigenden Blase und eines herabfallenden Fin-
gers. Die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase stimmt mit den in der Literatur angegebenen
Werten sehr gut iiberein. Die Fallbeschleunigung des schwereren Fluids stimmt, im Rah-
men der bei der Gitterauflésung zu erwartenden Beschleunigung, gut mit der theoretischen
iiberein.

Dreidimensionale Rayleigh-Taylor-Instabilitét

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt wird in diesem Abschnitt eine dreidimensionale
Anfangsauslenkung z (z,y;t = 0) der Schichtung betrachtet mit (0 < z < 1/4 und 0 <
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Abbildung 5.19: Dreidimensionale Rayleigh-Taylor-Instabilitét: ®, = , a) ¢t = 0 und b)
t = 0,45; Gitter: 32 x 32 x 128

y < 1/4, vgl. Abbildung 5.19 a)):
z(z,y;t=0) =1.540.0125 [cos (87x) + cos (87y)] (5.24)

Folgende Parameter wurden in der Simulation realisiert:

‘ Reres ‘ Weres ‘ @, ‘ D, ‘ Lyes/m ‘ uTef/% ‘
14096 | oo | z | 1| 4 31321 |

3

(5.25)

Somit betriigt die Atwood-Zahl A = 0, 5. In Abbildung 5.19 b) ist die berechnete Pha-
sengrenzfliche zum Zeitpunkt ¢ = 0,45 dargestellt. Ebenso wie bei der zweidimensionalen
Rayleigh-Taylor-Instabilitit kommt es im zeitlichen Verlauf zu einem Herausbilden einer
aufsteigenden Blase an den Réindern und zum Herabfallen vom schwereren Fluid in der
Mitte, d.h. zur Ausbildung des sogenannten Fingers. Aufgrund der anders gewdhlten Pa-
rameter sind die Zeitskalen von hier berechneter zweidimensionaler und dreidimensionaler
Rayleigh-Taylor-Instabilitét nicht zu vergleichen. Wird der Schnitt von Phasengrenzfliche
und Randflache auf der linken Seite betrachtet, so kann wieder die Kelvin-Helmholtz-
Instabilitidt beobachtet werden, die fiir das Abrollen des schwereren Fluids verantwortlich
ist.

Analog zur zweidimensionalen Rayleigh-Taylor-Instabilitdt wurden fiir eine Quantifi-
zierung der Simulationsergebnisse in Abbildung 5.20 die Positionen von Blase und Finger
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Abbildung 5.20: Dreidimensionale Rayleigh-Taylor-Instabilitat fiir Re = 4096: Position
von Blase und Finger

aufgezeichnet. Da die gleichen physikalischen Mechanismen wie im Zweidimensionalen auf
das System wirken, ist wiederum ein lineares Aufstiegsverhalten der Blase und ein nach
dem Fallgesetz bestimmtes Herabfallen des Fingers zu beobachten.

In Tabelle 5.3 sind verschiedene Werte fiir die auf /AgW/2 normierte Aufstiegs-
geschwindigkeit bei der dreidimensionalen Rayleigh-Taylor-Instabilitdt zusammengefaft.
Glimm et al. [30] verwenden fiir ihre Simulationen ein numerisches Verfahren, welches die
Phasengrenzfliche mit einem zusitzlichen Oberflichengitter auflost ('interface tracking’).
He et al. [38] verwenden, wie schon vorher erwihnt, ein Gitter-Boltzmann-Verfahren. So-
mit sind beide aus der Literatur entnommenen Werte mit vollstéindig anderen numerischen
Methoden berechnet als die mit TURBIT-VoF erzielte normierte Blasenaufstiegsgeschwin-
digkeit.

‘ Literatur ‘ UBlase/ \/ AQW/ 2 ‘
Glimm et al. [30] 0,62
He et al. [38] 0,61
diese Arbeit 0,64

Tabelle 5.3: Literaturvergleich der Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase vpjase bei der drei-
dimensionalen Rayleigh-Taylor-Instabilitét
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Folgende Beziehungen lassen sich aus den Frontpositionen gewinnen:

2(0,0; t)pinger = 0,00068m + 0, 01616? i1, 3844?2 £ (5.26)
11
2(5, 3 e = 0,00232m + 1, 002212 . ¢ . (5.27)
S

Aus Gleichung (5.26) folgt:

OFinger
“Finger | — 0, 5645 . 5.28
yrali (5.28)

Ebenso wie im Zweidimensionalen wird der theoretisch zu erwartende Wert der Beschleu-
nigung nicht erreicht. Dies ist wiederum auf die Wahl des Gitters zuriickzufiihren. Der
Wert der Fallbeschleunigung von 56,5% in Bezug auf den theoretisch zu erwartenden ist
etwas besser als im zweidimensionalen Fall.

Aus Gleichung (5.27) folgt fiir die normierte Blasenaufstiegsgeschwindigkeit:

VUBlase
VAgW /2

Dieser Wert stimmt sehr gut mit den in der Literatur dokumentierten Aufstiegsgeschwin-
digkeiten iiberein (vgl. Tabelle 5.3), wobei dort mit véllig unterschiedlichen Methoden
gearbeitet wurde.

Zusammenfassend 148t sich sagen, dafl mit TURBIT-VoF der zeitliche Verlauf von ver-
schiedenen Rayleigh-Taylor-Instabilitdten sehr gut nachgerechnet wird. Sowohl die Auf-
stiegsgeschwindigkeit der Blase als auch die Fallbeschleunigung des schwereren Fluids
stimmen sehr gut mit anderen aus der Literatur herangezogenen Vergleichswerten iiber-
ein. Dies gilt fiir die zweidimensionale wie dreidimensionale Rayleigh-Taylor-Instabilitét.

= 0,640 . (5.29)
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Kapitel 6

Anwendungsrechnungen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der numerischen Simulationen fiir Blasen und
Schwirme von Blasen dargestellt. In einem ersten Abschnitt werden die durchgefiihrten
Simulationen klassifiziert, wobei auf die unterschiedlichen Simulationsfiihrungen einge-
gangen wird.

In den weiteren Abschnitten werden Simulationsergebnisse fiir die folgenden Blasen-
typen vorgestellt. Zum einen werden ellipsen- und kappenférmige Blasen betrachtet, die
geradlinig mit laminarer Strémung im Nachlauf aufsteigen. Es stellt sich ein stationérer
Zustand mit einer konstanten Aufstiegsgeschwindigkeit ein. Zum anderen werden tau-
melnde ("wobbling’) Blasen besprochen, zu denen es in der Literatur bisher keine detail-
lierten numerischen Untersuchungen gibt. Bei diesem Blasentyp ist die Phasengrenzfldche
der Blase sehr instabil und durch die Trigheitskrifte droht sie auseinanderzureifien. Dies
spiegelt sich in der Dynamik der Verformung wieder. Die Bahn der Blase ist nicht geradli-
nig, sondern spiralférmig, was in den Simulationen auch gezeigt wird. Abschliefend wird
eine numerische Simulation von fiinf aufsteigenden Blasen behandelt.

6.1 Ubersicht iiber Simulationen von Blasen

In Tabelle 6.1 sind die Parameter der in diesem Kapitel erlduterten Simulationen von
Blasen aufgefiihrt:

| Bez. || Eop | log Mp | Gitter | Rechengebiet | dpi/lye; | Anf.-Werte |
1BLa || 3,07 | —5,51 64 x 64 x 64 I1x1x1 1/4 4=0
1BLaa || 3,07 | —5,51 64 x 64 x 128 1x1x2 1/8 Uu=0
1BLab || 3,07 | —5,51 128 x 64 x 64 2x1x1 1/4 4=0
1BLac || 3,07 | —5,51 | 128 x 128 x 128 I1x1x1 1/4 4=0
1BLb 243 2,42 64 x 64 x 64 I1x1x1 1/4 1BLa
1BLc | 0,20 | —10,6 64 x 64 x 64 I1x1x1 1/4 1BLa
1BLd | 3,07 | —9,60 64 x 64 x 64 I1x1x1 1/4 1BLa
5BL | 3,07 | —5,51 64 x 64 x 64 I1x1x1 1/4 ©=0

Tabelle 6.1: Durchgefiihrte Simulationen von Blasen

97
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X
z
y

Abbildung 6.1: Einzelblase mit Geschwindigkeitsfeld in Schnittebene y = 0, 5: ldB; = 0,6,
Eop; = 17,658 und log Mg, = —5, 51; Gitter: 32 x 32 x 32

Die Realisierungen der Kennzahlen fiir die Simulationen aus Tabelle 6.1 in TURBIT-
VoF 148t sich aus Tabelle A.10 (Anhang A) entnehmen.

Die Simulationen 1BLaa bis 1BLac bilden zusammen mit 1BLa eine Gitterstudie, mit
der der Einflul der Winde und der Periodenléinge auf die Aufstiegsgeschwindigkeit ab-
geschitzt wird. Zur Illustration der Problematik dient Abbildung 6.1. In Aufstiegsrich-
tung der Blase (z-Richtung) sind periodische Randbedingungen vorgegeben. Deshalb kann
im strengen Sinne nicht von aufsteigenden Einzelblasen gesprochen werden, sondern von
hintereinander aufsteigenden Blasen. Im Rechengebiet ist die Phasengrenzfliche der auf-
steigenden Blase und ein Schnitt durch das Geschwindigkeitsfeld eingezeichnet. Aufgrund
der periodischen Randbedingungen ist das Geschwindigkeitsfeld im Vorlauf der Blase an
der oberen Austrittsfliche gleich dem Geschwindigkeitsfeld an der unteren Eintrittsfliiche.
Im weiteren Verlauf der Simulation wird die Blase das Rechengebiet oben verlassen und
gleichzeitig unten eintreten. Die Periodenlénge des Rechengebietes ist in diesem Beispiel
so klein gewéhlt worden, dafl eine deutliche Beeinflussung von Vor- und Nachlauf besteht.
Zusétzlich kommt die Blase den Wénden, die sich an den rechten und linken Seitenflichen
des Rechengebietes befinden (z = 1 und z = 2), sehr nahe. Dadurch bildet sich im wei-
teren Verlauf der Simulation eine sogenannte Taylor Blase aus mit einer Gegenstromung
zwischen Blase und Wand. In der verbleibenden Koordinatenrichtung (y) in Abbildung
6.1 (vorne und hinten) gelten wiederum periodische Randbedingungen.

Bei den Simulationen 1BLa, 1BLaa und 1BLab wurde als Anfangszustand jeweils von
einer kugelférmigen Blase in Ruhe ausgegangen. Die Blase war mit 16 Maschen je Raum-
richtung im Gitter aufgelést. Bei der mit 1BLac bezeichneten Simulation wurde die ku-
gelférmige Blase mit 32 Maschen je Raumrichtung aufgel6st, das Geschwindigkeitsfeld
am Anfang war ebenfalls in Ruhe. Die Simulation, die mit 1BLa bezeichnet ist, dient als
Basis fiir eine ganze Reihe daran anschlieBender Simulationen. Dabei wird der stationire
Zustand der Simulation 1BLa als Anfangswert fiir Simulationen mit veriinderten Kennzah-
len genommen. Es wird so vorgegangen, um lange Transienten zu vermeiden und damit
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Rechenzeit zu sparen.

In Abbildung 1.2 ist das Diagramm aus Clift et al. [21] abgebildet, welches die grundle-
genden Zusammenhinge zwischen Blasen-Reynolds-, Blasen-E6tvos- und Blasen-Morton-
Zahl wiedergibt. Die Morton-Zahl als Grofle, die nur von den Stoffparametern abhéngt,
bestimmt Linien, entlang derer die Reynolds- und Eo6tvos-Zahl des entsprechenden Re-
gimes abzulesen ist. Zusétzlich sind die unterschiedlichen Blasenformen, die sich aus der
Gewichtung von Tréigheits-, Reibungs-, Auftriebs- und Oberflichenkriften ergeben, ein-
gezeichnet. Aus dieser Abbildung 148t sich fiir jede gerechnete Kennzahlenkombination
bei Einzelblasen das zu erwartende, experimentell bestimmte Aufstiegsverhalten ablesen.

Bei der Simulation mit fiinf Blasen (5BL) wurden fiinf kugelférmige Blasen in Ruhe
vorgegeben. Jede Kugel wird mit 16 Maschen pro Raumrichtung aufgel6st.

6.2 Blase mit Fop; = 3,07 und log Mg = —5,51

In diesem Abschnitt wird die numerische Simulation einer aufsteigenden Einzelblase im
ruhenden Fluid mit den Kennzahlen

EOBl = 3, 07 (61)
IOgMBl = —5,51

dargestellt (Simulationen mit Bezeichnungen 1BLa und 1BLaa bis 1BLac). Als Anfangszu-
stand wird eine kugelférmige Phasenverteilung mit Geschwindigkeitsfeld in Ruhe vorge-
geben. Im Verlauf der numerischen Simulation stellt sich ein Gleichgewichtszustand ein.
Nach Abbildung 1.2 ergibt sich experimentell als Blasenform ein Ellipsoid.

Im ersten Unterabschnitt wird eine Gitterstudie dokumentiert, deren Ziel die Un-
tersuchung des Einflusses des Wandabstandes und der Periodenlinge auf die terminale
Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase ist. Danach wird aus den Simulationen fiir diese ellip-
senformigen Blasen das Halbachsenverhéltnis ausgewertet und mit empirischen Korrela-
tionen aus der Literatur verglichen. Abgeschlossen wird der Abschnitt mit einer Studie
zum Dichteverhéltnis, die die Leistungsfdhigkeit des numerischen Verfahrens aufzeigen
soll.

Abbildung 6.2 zeigt den momentanen Zustand der simulierten Blase fiir den Fall 1BLa.
In Aufstiegsrichtung liegen wiederum periodische Randbedingungen vor, genauso wie am
vorderen und hinteren Rand. Rechts und links befinden sich die festen Wénde. Es sind
drei Groflen in Abbildung 6.2 dargestellt:

1. Phasengrenzfliche: Die Phasengrenzfliche wird iiber eine Triangulierung der Ober-
fliiche der Phasengrenze dargestellt, nicht als Isofliiche des Volumenfraktionsfeldes
f. Dazu wurde ein Auswerteprogramm entwickelt, welches mittels des EPIRA-
Algorithmus die Lage der Phasengrenzfliche aus dem Volumenfraktionsfeld be-
stimmt und dann eine Triangulierung vornimmt. Die Farbgebung hat keine physika-
lische Bedeutung sondern ist zu einer besseren visuellen Erfassung der z-Richtung
(Aufstiegsrichtung) zugeordnet.
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2. Geschwindigkeit: Fiir eine mittlere Schnittebene durch die Blase ist das Feld der
Geschwindigkeitsvektoren eingezeichnet, die Farbgebung ist dem Betrag der Vekto-
ren zugeordnet. Dabei ist die Aufstiegsgeschwindigkeit der Blase vom Geschwindig-
keitsprofil abgezogen worden, die Blase gleicht dadurch einer in Gegenstrémung in
Schwebe gehaltenen Blase im Experiment.

3. Wirbelstarke: Der Betrag der Komponente des Wirbelstirkevektors & = V X @ in
Richtung senkrecht zur eingezeichneten Ebene der Geschwindigkeitsvektoren ist als
Konturlinie eingezeichnet.

Abbildung 6.2: Einzelblase mit Geschwindigkeitsfeld in Schnittebene y = 0, 5: ldB; =0,25;
Fop; = 3,07 und log Mg, = —5,51 (Fall 1BLa)

Wie von den Experimenten her zu erwarten, stellt sich in der numerischen Simu-
lation eine ellipsenférmige Blasenoberfliche ein. Die Blase ist rotationssymmetrisch zur
Aufstiegsrichtung und nicht rotationssymmetrisch zur Achse senkrecht zur Aufstiegsrich-
tung. Der Staupunkt vor der Blase zerteilt die Stromung. Der Nachlauf wird geschlossen
umstromt. Im Bereich des Nachlaufes ist mit dem Ubergang von Nachlauf zur duBeren
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Umstrémung ein Geschwindigkeitsgradient zu beobachten, der fiir einen hohen Wert der
Wirbelstéirke verantwortlich ist.

Abbildung 6.3 zeigt das momentane Profil der Geschwindigkeitskomponente in Auf-
stiegsrichtung zwischen den Winden fiir den Fall 1BLa. Dabei ist auf der Ordinate die
Koordinate senkrecht zur Wand (z) aufgetragen, die Positionen der Winde sind somit bei
z = 0und z = 1. Das Profil ist durch den Durchmesser der Blase gelegt. Aus diesem Grund
sind in der Mitte hohere Geschwindigkeiten, die der leichteren Gasphase zuzuordnen sind,
ausgebildet.

In Abbildung 6.4 a) ist der Mittelwert der Geschwindigkeit in Aufstiegsrichtung und
in b) sind die rms-Werte der Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung aufgetragen, die
folgendermaflen bestimmt sind:

IM.JM

ut™ (k) = \m Z (

5,5=1

= T ®) [ (63)

IM-JM
1

upy™ (k) = \ A (uw

ik~ Tzl (k))2 : [1 - fi,j,k] (6.4)

mit
IM.JM
Tl (k) = N > el [f,k] falls Ny > 0 (6.5)

5,5=1
IM-JM

T, (k) = — Z el [1= Fua) falls Ny >0, (6.6)

5,5=1

[] Stufenfunktion (schneidet Nachkommastellen ab), N; bzw. N, Anzahl an Zellen

mit rein einer Phase (1 bzw. 2) und IM bzw. JM Anzahl der Maschen in z- bzw. y-
Richtung. Die mit Kreisen gekennzeichnete Kurve gehort zur Gasphase. Sie erstreckt sich
bis zur Phasengrenzfliche, wihrend sich die rms-Werte der fliissigen Phase (mit Quadraten
gekennzeichnet) aufgrund der rdumlichen Verteilung bis zum Rand erstrecken.

Da die gewihlte Blasen-Reynolds-Zahl im laminaren Bereich liegt, sind die Verldufe
sehr glatt. Das Geschwindigkeitsmaximum in Aufstiegsrichtung ist eng auf den Bereich
der Gasphase beschrinkt. Der Verlauf der rms-Werte der fliissigen Phase #hnelt einer
gauBformigen Verteilung, der der Gasphase ist streng begrenzt. Allgemein ist anzumer-
ken, daB der Verlauf der Phasengrenzfliiche deutlich an den abrupten Ubergiéingen in den
Diagrammen abzulesen ist.
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Abbildung 6.3: Fall 1BLa: ld—BfL = 0,25, Fop; = 3,07 und log Mp; = —5, 51; lokales Profil

von u, an £ = 0,49 und y = 0,32 fiir £ =1,04
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Abbildung 6.4: Fall 1BLa: ldil = 0,25, Eop; = 3,07 und log Mp; = —5,51; a) T, :

Mittelwert der Geschwmdlgkelt u, der fliilssigen Phase, gemittelt iiber 13 Zeitpunkte von
t = 1,04 bis t = 1,36; b) rms-Werte fliissige Phase (O ) und Gasphase (o), gemittelt wie

unter a)
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6.2.1 Gitterstudie

Es wurde eine Gitterstudie durchgefiihrt, um abzuschétzen, wie die festen Winde und wie
die Wahl der Periodenlinge die terminale Aufstiegsgeschwindigkeit Ur beeinflufit. Ausge-
gangen wurde von einer Simulation auf einem 64 x 64 x 64 Gitter (Fall 1BLa). Durch die
Verdoppelung der Maschenanzahl in Strémungsrichtung (Vergrofierung der Periodenlénge,
Gitter: 128 x 64 x 64, Fall 1BLab) ist der Einflufl des Nachlaufes auf den Vorlauf der Blase,
der durch die periodischen Randbedingungen in Aufstiegsrichtung bedingt ist, quantitativ
abzuschétzen. Durch die Verdoppelung der Maschenanzahl zwischen den Wénden (Gitter:
64 x 64 x 128, Fall 1BLaa) bei gleichbleibenden Bedingungen in Strémungsrichtung wird
der Wandeinfluf} bestimmt.
Es werden folgende Gréflen aus den numerischen Simulationen entnommen

Ugl, := - - Az - Indy (k 6.7
Ul Axk Tnd (& Zul 2 - Ind, (k) (6.7)
gy = leA:Ek Tt Zuw|2 - Az, - Indy (k) (6.8)
mit

1 3(,5): fije=1
Ind, (k) ;={ . So(nsg) Figi (6.9)

1 3(i,5): fij =0
Ind, (k) ;={ 0 SO(;étJ) Fi (6.10)

und KM Anzahl der Maschen in z-Richtung. @;|, bzw. %], sind die gemittelten Geschwin-
digkeiten der fliissigen bzw. gasférmigen Phase. Als Aufstiegsgeschwindigkeit kénnen diese
Werte nicht direkt interpretiert werden, da sie nichts iiber das Fortschreiten der Phasen-
grenzfliche aussagen. Deshalb wurde desweiteren aus der graphischen Ausgabe der Wert
fiir die Aufstiegsgeschwindigkeit Ur abgeschétzt. Dazu wurde eine zeitliche Abfolge von
zweidimensionalen Schnitten durch die Mittelebene der Blase graphisch ausgegeben und
daraus die Aufstiegsgeschwindigkeit Ur bestimmt.

In Tabelle 6.2 sind die Ergebnisse der numerischen Simulationen zusammengefafit. Die
Werte wurden fiir ¢ = 0, 58 den Simulationen entnommen.

| Bez. | untersuchter Einflu | @], | @g|, | Wl — |, | Ur | Rep | Wep |
1BLa - 0,086 | 2,469 | 2,383 2,70 67,5 L, 69
1BLaa |  Wandabstand | 0,043 [ 2,420 | 2,377 |2,68|67,0 | 1,68
1BLab |  Periodenlinge | 0,042 | 2,188 | 2,146 |2,46 | 61,5 | 1,54
1BLac Maschenweite 0,086 | 2,391 2,305 2,64 | 66,0 | 1,65

Tabelle 6.2: Gitterstudie zum Wandeinflufl und zum Einfluf} der Periodenlénge

Bei dieser Kennzahlkombination ist der Einflufl des Wandabstandes auf die Aufstiegs-
geschwindigkeit minimal. Erstaunlich ist, dafl bei der graphisch bestimmten Aufstiegs-
geschwindigkeit Ur im schmaleren Kanal h6here Werte auftreten. Dies kann mittels der
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numerisch gemittelten Werte |, bzw. @, erkldrt werden. Im schmaleren Kanal wird
eine Stromung in der fliissigen Phase bedingt durch die Blasenstrafle erzeugt, deren Ge-
schwindigkeit im Mittel (%;|,) doppelt so hoch ist wie bei der Simulation mit den weiter
entfernten Winden. Wird die Differenz der mittleren Geschwindigkeit in der Gasphase
und der fliissigen Phase gebildet, dann ergeben sich anndhernd gleiche Werte.

Die Untersuchung des Einflusses der Periodenléinge auf die Aufstiegsgeschwindigkeit
zeigt, dafl bei vergréBerter Periodenlénge in Aufstiegsrichtung die Aufstiegsgeschwindig-
keit um ca. 9% abnimmt. Die Blase l4uft nicht mehr in den eigenen Nachlauf hinein,
sondern findet eine fast ruhende Fliissigkeit vor. Zu beachten ist, dafl die mittlere Ge-
schwindigkeit in der fliissigen Phase wiederum um den Faktor zwei kleiner ist als im
Ausgangsfall auf dem 64 x 64 x 64 Gitter.

Wird die Blasen-Reynolds-Zahl mit der numerisch bestimmten Aufstiegsgeschwindig-
keit Ur auf dem 128 x 64 x 64 Gitter gebildet, so ergibt sich (vgl. Tabelle 6.2):

(ReBl)num = 61, 5. (6.11)
Dieser Wert, verglichen mit dem experimentellen nach Clift et al. [21],
(ReBl)ewp =50...70 (612)

zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen numerischen und experimentellen Ergeb-
nissen.

Zusétzlich wurde eine Simulation auf einem im Vergleich zu Simulation 1BLa doppelt
so feinen Gitter durchgefiihrt (Bezeichnung der Simulation: 1BLac). Damit wurde der Ein-
flufl der Diskretisierung auf das Aufstiegsverhalten der Blase bestimmt. Die Blase ist im
Anfangszustand mit der doppelten Anzahl an Maschen pro Raumrichtung aufgelést. Aus
Tabelle 6.2 lassen sich die Ergebnisse entnehmen. Es zeigt sich, dal nur ein sehr gerin-
ger Einflul der Diskretisierung existiert. Die Werte fiir die gemittelten Geschwindigkeiten
Ug|, und Tg|, stimmen gut mit den Werten von Fall 1BLa iiberein. Die Aufstiegsgeschwin-
digkeiten der Blasen in den Féllen 1BLa und 1BLac unterscheiden sich nur geringfiigig.

Fiir den Fall 1BLab ist in Abbildung 6.5 die maximale Geschwindigkeit ,,,, im Re-
chengebiet iiber der Zeit aufgetragen. Mit dieser Art der Darstellung wird beurteilt, ob
die Simulation stationér ist oder nicht. In Abbildung 6.5 wird der stationére Zustand
ungefidhr bei ¢ = 0,45 erreicht.

6.2.2 Korrelation zum Halbachsenverhiltnis

In der Literatur existieren fiir Blasen verschiedene Korrelationen zwischen dem Halbach-
senverhéltnis und einer Blasenkennzahl. Dabei ist diese Kennzahl entweder die Blasen-
Weber-Zahl oder die Blasen-E6tvos-Zahl. Allgemein bewéhrt hat sich die Korrelation von
Wellek et al. (vgl. [99]), die hier als Grundlage fiir einen Vergleich zwischen experimen-
tellen Daten und der numerischen Simulation dienen soll.

Nach der Korrelation von Wellek et al. [99] fiir ellipsenférmige Blasen ergibt sich fol-
gender Zusammenhang zwischen Blasen-Eo6tvos-Zahl und dem Verhiltnis der Halbachsen
(b kleine und a grofie Halbachse des Ellipsoids):

b

1
EWe ek — - - .
fek (a) wetter 1+ 0,163 (EOBZ)O’757

(6.13)
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Abbildung 6.5: Fall 1BLab: Maximale Geschwindigkeit t,,,; im Rechengebiet iiber der
Zeit

Diese Korrelation ist aus einer groflen Anzahl experimenteller Daten mit unterschiedlich-
sten Stoffsystemen gebildet worden.
Fiir die in diesem Abschnitt betrachtete Blase in einem 128 x 64 x 64 Gitter bei

Zf; = 0,25 (1BLab) ergibt sich folgender Vergleich:

Ewener = 0,7243 (6.14)
Epum = 0, 7117 (6.15)

Es zeigt sich eine sehr gute Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse mit der aus
experimentellen Daten abgeleiteten Korrelation.

6.2.3 Studie zum Dichteverhiltnis

In diesem Abschnitt wird eine Studie zum Dichteverhéltnis ®, durchgefiihrt. Ziel ist es zu
zeigen, bis zu welchem Verhéltnis Simulationen méglich sind. Dabei gibt Gleichung (3.72)
die zu wihlende Zeitschrittweite in Abhéingigkeit der Strémungsgré8en und Kennzahlen
an. Es wurden Simulationen fiir unterschiedliche ®, durchgefiihrt. Zweckméfig ist die
Einfiihrung eines Faktors CDTK1, der folgendermaflen definiert ist

Atg,

CDTKl = ——— .
AN Z Yy

(6.16)
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Abbildung 6.6: Faktor CDTK1 fiir verschiedene Dichteverhéltnisse ®,,

Stabile Simulationen bis zu ®, = 0,001 wurden durchgefiihrt. Dies bedeutet, daf§ das
numerische Verfahren bei diesem extremen Dichteverhiltnis, das dem System Luftblasen
in Wasser entspricht, stabil bleibt. Der Faktor CDTK1 ist in Abbildung 6.6 iiber dem in-
versen Dichteverhiltnis ((®,) ") doppeltlogarithmisch aufgetragen. Der lineare Abfall der
Zeitschrittweite in Abhéngigkeit vom Dichteverhéltnis, wie er aus Abbildung 6.6 entnom-
men werden kann, 148t sich folgendermafBien erkldren. Gleichung (3.72) beriicksichtigt im
Anteil fiir den diffusiven Transport (At,) die Stoffwerte beider Phasen. Aus Gleichung
(3.70) ergibt sich somit

At, x @, , (6.17)

womit der lineare Abfall zu erkliren ist.

Obwohl Dichteverhédltnisse bis zu 0,001 in den Simulationen moglich sind, wird im
weiteren Verlauf dieser Arbeit mit dem Dichteverhéltnis 0,5 gerechnet. Dies hat den
Vorteil, daf die Zeitschrittweite nicht zu klein wird und der numerische Aufwand an
Rechenzeit im vertretbaren Maf bleibt. Auf die Physik ergeben sich keine Auswirkungen,
da anhand der dimensionslosen Kennzahlen das Dichteverhéltnis in der Simulation frei
gew#hlt werden kann.
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6.3 Fall 1BLb: Fopg; = 243 und log Mp; = 2,42

Die Simulationen im letzten Abschnitt wurden von einer sphiirischen Blase aus mit Ge-
schwindigkeitsfeld in Ruhe gestartet. In der Simulation dauert es einige Zeit, bis sich
ein stationdrer Zustand eingestellt hat. Um Rechenzeit bei einer Simulation mit anderen
Stoffwerten einzusparen, wurde eine stationdre Simulation mit den Parametern des letz-
ten Abschnitts genommen und dann die Stoffwerte neu angepafit zu (Bezeichnung der
Simulation: 1BLb)

EOBl = 243 (618)
lOgMBl = 2,42 . (619)

Diese Stoffwerte sind nach Bhaga und Weber (siehe [5]) gewéhlt. Nach dem Diagramm
von Clift et al. [21] ergibt sich eine kappenférmige Blase.

Die Simulationsergebnisse sind in den Abbildungen 6.7 a) bis f) und 6.8 dargestellt.
In den Abbildungen 6.7 a) bis f) ist der zeitliche Verlauf der Verformung der Phasen-
grenzfliche dokumentiert. Es sind jeweils zweidimensionale  — z-Schnittebenen durch
den Mittelpunkt der Blase dargestellt. Der Schwerevektor verlduft von links nach rechts,
deshalb steigt die Blase in dieser Richtung auf. Das erste Diagramm zeigt den stationéren
Zustand, wie er mit den Simulationsparametern des letzten Abschnitts erhalten wurde.
Die Blase verformt sich, durch eine stirkere Gewichtung des Auftriebes wird die dem
Nachlauf zugewandte Seite eingedriickt. Im letzten Bild wird wiederum ein stationérer
Zustand erreicht.

Abbildung 6.8 (links) zeigt den neuen stationdren Zustand der Blase. Aufgrund der
anderen Gewichtung von Auftriebs- zu Oberflichenkréften ist die Blase im Nachlauf nach
innen verformt. Die Blasenform aus der numerischen Simulation stimmt gut mit der ex-
perimentell bestimmten iiberein, die in Abbildung 6.8 (rechts) aus der Arbeit von Bhaga
und Weber [5] entnommen wurde.

6.4 Fall 1BLc: Fop; = 0,20 und log Mg, = —10, 60

Dieser Simulation liegt wiederum der stationire Zustand aus Abschnitt 6.2 zugrunde. Es
wurden folgende Kennzahlen realisiert (Bezeichnung der Simulation: 1BLc)

Eop = 0,20 (6.20)
log Mg = —10,60 . (6.21)

Die Blasen-Morton-Zahl ist dem Stoffsystem Luftblasen in Wasser angepafit. Nach dem
Diagramm von Clift et al. [21] ergibt sich eine ellipsenformige Blase.

Experimentell ergibt sich folgendes Verhalten (Sauter und Heinzel [78]). Abbildung
6.9 zeigt eine Schlierenaufnahme in der Hellfeldtechnik. Die Aufnahme ist folgenderma-
Ben entstanden. Eine Luftblase steigt in einer Kochsalzlssung (NaCl-Losung) auf. Uber
der Kochsalzlosung ist Wasser geschichtet. Wenn die Blase in den Bereich des Wassers
gelangt, nimmt sie in ihrem Nachlauf eingeschlossene Kochsalzlésung mit. Der Dichteun-
terschied zwischen Wasser und der Kochsalzlosung fiihrt zu dem Kontrast in Abbildung
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Abbildung 6.7: Zeitliche Entwicklung der Blasenform beim Ubergang von Fall 1BLa zu
Fall 1BLb; a) t = 0,58, b) ¢t = 0,60, ¢) t = 0,65, d) t = 0,68, ) t = 0,69 und f) ¢t = 0, 70;
maximale Geschwindigkeit: 3, 54
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Abbildung 6.8: Stationdre Form der Blase mit Stoffwerten aus Bhaga und Weber (vgl.
[5]), Fall d) (1BLDb); (links) numerisch, (rechts) experimentell

6.9. Im Experiment stellt sich eine kugelférmige Blase mit geschlossenem Nachlaufverhal-
ten ein. Die Blasen-E6tvés-Zahl kann grob aus Abbildung 6.9 zu Fopg; = 0,13 abgeschétzt
werden. Dabei wurde das Stoffsystem Luftblasen in Wasser angenommen und der Blasen-
durchmesser zu dg; ~ 1 mm. Somit ist der Wert fiir die Blasen-E6tv6s-Zahl unter der
Unsicherheit der Bestimmung der realen Stoffwerte und des realen Blasendurchmessers
als grober Anhaltswert zu sehen.

Abbildung 6.10 (oben) zeigt eine Visualisierung der numerischen Simulationsergebnis-
se. Es sind wiederum die drei Grolen Phasengrenzfliche, Geschwindigkeitsfeld in Schnitt-
ebene und Wirbelstirkeverteilung eingezeichnet (vgl. hierzu Abschnitt 6.2). Die Randbe-
dingungen sind ebenfalls wie in Abschnitt 6.2 erldutert. In der numerischen Simulation
ist die Blase nicht kugelférmig sondern ellipsenférmig. Dies 148t sich folgendermafen er-
kldren. Zum einen wurde bei den Experimenten mit einer Kochsalzlosung und Wasser
gearbeitet. Somit ergeben sich andere Stoffeigenschaften zu dem numerisch simulierten
System aus Luftblasen in reinem Wasser. Zum anderen waren beim Experiment Verun-
reinigungen in der kontinuierlichen Phase enthalten. Es ist aus der Literatur bekannt,
daB sich diese Verunreinigungen an der Phasengrenzfliche ablagern und fiir eine Verrin-
gerung ihrer Mobilitét sorgen. Blasen verhalten sich dann wie starre Korper. Somit ist
zu erkldren, dal aufgrund dieser Verunreinigungen die Blase kugelférmige Gestalt hat.
Wie bei der experimentellen Beobachtung ist der Nachlauf auch in der Simulation ge-
schlossen. Wird vom Nachlauf aus in Richtung der Wénde rechts und links gegangen,
dann ergeben sich hohe Gradienten im Geschwindigkeitsfeld. In dieser Region ist eben-
so die Wirbelstirkeverteilung mit hohen Werten behaftet. Dies korrespondiert mit der
experimentellen Beobachtung des Dichteunterschiedes und der Verwirbelung in diesem
Bereich (vgl. Abbildung 6.9). Abbildung 6.10 (unten) stellt einen vergréferten Ausschnitt
von Abbildung 6.10 (oben) dar. Dabei wurde die Phasengrenzfléiche nicht eingezeichnet,
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Abbildung 6.9: Einzelblase: Stoffsystem Luftblasen in Wasser und NaCl-Lésung, Schlie-
renaufnahme (Sauter und Heinzel [78])

damit die Zirkulation innerhalb der Blase sichtbar wird. Es bilden sich in der Gasphase
zwei Wirbel, die durch die Umstromung der Phasengrenzfliche induziert werden.

Im weiteren Verlauf der Simulation bewegt sich die Blase in Richtung einer Wand.
Der EPIRA-Algorithmus ist derzeit so ausgelegt, dal dann, wenn die Gasphase die wand-
nichste Masche erreicht, die Simulation abgebrochen wird, da die Eindeutigkeit der Re-
konstruktion in so einem Falle nicht gewéhrleistet ist. Die Bewegung in Richtung Wand
ist durch die Lift-Kraft (auch Kutta-Joukowski-Kraft genannt) zu erkliren. Die aufstei-
gende Blase erzeugt ein mittleres Geschwindigkeitsprofil im Plattenkanal (siehe hierzu
Abbildung 6.4 a)). Aufgrund der Haftbedingung ist die Geschwindigkeit an den Wénden
Null. Die Blase erfihrt somit in der Strémung an der Seite zur Wand im Vergleich zur
wandabgewandten Seite unterschiedliche Relativgeschwindigkeiten. Dies fiihrt zu unter-
schiedlichen Druckverldufen und zur Bildung eines Unterdruckes in Richtung Wand, der
die Blase dorthin treibt.
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Abbildung 6.10: Einzelblase mit Geschwindigkeitsfeld in Schnittebene y = 0,5: Fop; =
0,20 und log Mp = —10,60 (Fall 1BLc); ¢ = 1,06; (oben) Totale Ansicht, (unten) Aus-
schnitt ohne Phasengrenze
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6.5 Fall 1BLd: Fop; = 3,07 und log Mg, = —9, 60

Es wird wiederum von der stationdren Lésung aus Abschnitt 6.2 eine Simulation gestartet,
jetzt mit den Kennzahlen (Bezeichnung der Simulation: 1BLd)

EOBl = 3, 07 (6.22)
log M, = —9,60 . (6.23)

Laut dem Diagramm aus Clift et al. [21] handelt es sich bei dieser Kennzahlenwahl um
den Strémungsbereich der taumelnden Blasen (*wobbling’).

In Abbildung 6.11 werden zwei Momentaufnahmen solcher taumelnder, nicht formbe-
stindiger Blasen gezeigt. Dabei handelt es sich um Fotografien von in Wasser aufsteigen-
den Luftblasen (Cherdron [17]). Es ist eine deutliche Dynamik der Phasengrenzfliche zu
erkennen. Dabei ist die Blase extrem abgeflacht und bildet einen langgestreckten Korper.
Auftriebs- und Trigheitskrifte verformen die Phasengrenze, sind aber nicht stark genug,
eine Zerteilung der Blase herbeizufiihren.

Abbildung 6.11: Einzelblase: Stoffsystem Luftblasen in Wasser, Fotografien, Cherdron [17]

Die numerische Simulation wurde in einem zu den Experimenten von Cherdron [17]
dhnlichen Kennzahlenbereich durchgefiihrt. Die zeitliche Verformung der Phasengrenze
wird in den Abbildungen 6.12 a) bis d) verdeutlicht. Es sind zweidimensionale Schnitte
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durch die Phasengrenzfliche der Blase mit dem jeweiligen Geschwindigkeitsfeld darge-
stellt. Dabei ist der Schwerevektor wieder von links nach rechts orientiert. Die Blasenober-
fliiche zeigt das aus den Experimenten bekannte zeitlich stark verfinderliche Verhalten.

Abbildung 6.12: Fall 1BLd: Eop; = 3,07 und log Mg = —9,60; a) t = 1,39, b) t = 1,41,
¢) t =1,43 und d) ¢ = 1, 46; maximale Geschwindigkeit: 6,24

Abbildung 6.13 zeigt die dreidimensionale Visualisierung der taumelnden Blase. Es
sind entsprechend Abschnitt 6.2 die Phasengrenzfliche, eine Schnittebene des Geschwin-
digkeitsfeldes (hier ohne Transformation mit der Aufstiegsgeschwindigkeit) und die Wir-
belstérkeverteilung eingezeichnet. Der turbulente Charakter der Strémung wird sichtbar.
Dabei ist zu bedenken, daf es sich aufgrund der periodischen Randbedingung in Aufstiegs-
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richtung um eine Blasenstrafie handelt. Vor allem in der Wirbelstéirkeverteilung wird die
durch die Verdringungswirkung der aufsteigenden Blase erzeugte Turbulenz deutlich.

X
y zZ

Abbildung 6.13: Einzelblase mit Geschwindigkeitsfeld in Schnittebene y = 0,5: Fop;, =
3,07 und log Mg, = —9,60 (Fall 1BL4)

Der Aufstiegsweg des Blasenschwerpunktes ist in den Abbildungen 6.14 a) bis d) dar-
gestellt. Dabei ist in der Abbildung a) der dreidimensionale Verlauf aufgezeichnet. Die
anderen drei Abbildungen sind Projektionen der Abbildung a). Abbildungen 6.14 b) und
c) zeigen die Projektionen, wenn der Beobachter seitlich zur Aufstiegsrichtung blickt. Es
wird in diesen Projektionen eine nidherungsweise sinusférmige Bewegung ausgefiihrt. Die
Abbildung d) ist die Projektion entlang der Aufstiegsrichtung. Die Blase liuft in dieser
Projektion auf den Beobachter zu. Der Aufstiegsweg der Blase ist eine gekriimmte Bahn,
die an eine verzerrte Schraubenlinie erinnert. Briicker [12] hat solche Blasenschwerpunkts-
bewegungen fiir Schwirme von Luftblasen in einem Gemisch aus Wasser und Glyzerin
experimentell vermessen. In den Experimenten zeigen sich qualitativ dhnliche Aufstiegs-
bahnen.
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Abbildung 6.14: Fall 1BLd: Eop; = 3,07 und log Mp = —9,60; a) Trajektorie des Blasen-
schwerpunkt dreidimensional und b) bis d) Projektionen

In den Abbildungen 6.15 und 6.16 a) und b) sind analog zu den Abbildungen 6.3 und
6.4 a) und b) aus Abschnitt 6.2 sowohl ein lokales momentanes Profil der Geschwindig-
keitskomponente in Aufstiegsrichtung als auch der Mittelwert fiir die Geschwindigkeit u,
der fliissigen Phase und die rms-Werte fiir gasférmige und fliissige Phase eingezeichnet.

Das lokale Profil ist so gewahlt, daB es durch den Mittelpunkt der Blase verlduft. Im
Vergleich zu Abbildung 6.3 fiir die stationér aufsteigende Blase aus Abschnitt 6.2 fillt
auf, dal der Verlauf bei der taumelnden Blase nicht mehr so glatt und gleichférmig ist.
Innerhalb der Gasphase gibt es Fluktuationen und an der Phasengrenzfliche verlduft in
diesem Profil eine Gegenstromung.

Der Mittelwert der Geschwindigkeit u, fiir die fliissigen Phase in Abbildung 6.16 a)
ist durch eine Mittelung von 53 Zeitpunkten gewonnen worden. Der Verlauf der Kurve ist
nicht mehr so symmetrisch wie in Abbildung 6.4 a), es bildet sich ein Plateau aus. Die
Werte fiir @], sind in Abbildung 6.16 a) geringfiigig hoher als in Abbildung 6.4 a). Da
die Blase nicht geradlinig aufsteigt und eine verzerrte Schraubenbahn beschreibt, sind die
rms-Werte der Gasphase, welche durch Kreise in Abbildung 6.16 b) gekennzeichnet sind,
riumlich weiter verteilt als bei der Blase aus Abschnitt 6.2. Beide Kurven fiir fliissige (mit
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Abbildung 6.15: Fall 1BLd: ldi; = 0,25, Fog; = 3,07 und log Mp; = —9, 60; lokales Profil
von ug, an z = 0,21, y = 0,32 und £ = 1,41

Quadraten gekennzeichnet) und gasférmige Phase sind verbreitert gegeniiber Abbildung
6.4 b). Die rms-Werte der fliissigen Phase in Abbildung 6.16 sind geringfiigig héher im
Vergleich zu Abbildung 6.4 b).

Abbildung 6.17 zeigt die Riickwirkung der turbulenten Strémung auf die Blase. Es
ist die Unterseite der aufsteigenden Blase zu zwei festen Zeitpunkten dargestellt. Die
Oberfliche ist unsymmetrisch und unregelméflig. Zu unterschiedlichen Zeitpunkten der
Simulation dndert sich die Form, da kein stationédrer Zustand erreicht wird.
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Abbildung 6.16: Fall 1BLd: dBl = 0,25, Eop; = 3,07 und log Mz, = —9,60; a) Tz, :
Mittelwert der Geschwmdlgkelt u, der fliilssigen Phase, gemittelt iiber 53 Zeitpunkte von
t = 0,80 bis t = 1,79; b) rms-Werte fliissige Phase ([ ) und Gasphase (o), gemittelt wie

unter a)
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Abbildung 6.17: Unterseite der Blase Fop; = 3,07 und log Mp; = —9,60 (Fall 1BLd), zwei
unterschiedliche Zeitpunkte
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6.6 Fiinf aufsteigende Blasen

In diesem Abschnitt wird die Simulation von fiinf aufsteigenden Blasen (Bezeichnung der
Simulation: 5BL) mit den Kennzahlen

EOBl = 3, 07 (624)
log MBl = —5, 51 (625)

dargestellt. Zu Anfang der Simulation wurden fiinf kugelférmige Blasen vorgegeben, deren
Verteilung im Rechengebiet aus Abbildung 6.18 entnommen werden kann. Im Anfangzu-
stand ist das Geschwindigkeitsfeld vollstdndig in Ruhe. Der Gasgehalt im Rechengebiet
betriigt ca. 4%. Durch die Auftriebskraft werden die Blasen beschleunigt und nehmen un-
ter der Dynamik von Aufstiegs-, Oberflichenspannungs-, Tréigheits- und Reibungskréften
eine stabile, ellipsenférmige Oberfliche ein. Eine Projektion in Aufsicht des Rechengebie-
tes zum Anfangszustand ist in Abbildung 6.20 a) zu sehen. Es sind die fiinf kugelférmigen
Blasen in ihrer Anordnung dargestellt. Drei Blasen iiberlappen sich in dieser Projektion,
um eine gegenseitige Beeinflussung durch die Nachliufe der Blasen zu erzwingen.

~ .

Abbildung 6.18: Fiinf aufsteigende Blasen: Fop; = 3,07 und log Mg, = —5,51; £ =0
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Abbildung 6.19: Fiinf aufsteigende Blasen mit Geschwindigkeitsfeld in Schnittebene z =
0,7: Eog; = 3,07 und log Mg, = —5,51; t = 2,29

Abbildung 6.19 zeigt das Rechengebiet mit den fiinf Blasen. Zuséitzlich zur Phasen-
grenzfliche ist ein Schnitt durch das Feld der Geschwindigkeitsvektoren eingezeichnet,
wobei wiederum die mittlere Aufstiegsgeschwindigkeit von den Geschwindigkeiten abge-
zogen worden ist. In Aufstiegsrichtung liegen periodische Randbedingungen vor, was aus
der zerteilten Blase unten (unten: blau, oben: rot) ersichtlich wird. Rechts und links be-
finden sich die festen Winde. In der Richtung vorne und hinten liegen ebenso periodische
Randbedingungen vor. Dies ist an der in Aufstiegsrichtung vollstdndigen obersten Blase
zu sehen, von der sich ein kleiner Teil vorne befindet.

Im Aufstiegsverhalten sind zwei Trends zu beobachten. Am Anfang der Simulation
weichen sich die Blasen gegenseitig aus. Die Uberdeckung der Nachliufe wird aufgelést.
Dieser Effekt wurde ebenso in anderen Arbeiten beobachtet, vgl. hierzu Krishna und van
Baten [48]. Zum anderen wirkt aufgrund der induzierten Strémung in der fliissigen Phase
auf die Blasen die sogenannte Lift-Kraft. Dies fiihrt dazu, daf§ die Blasen sich in Richtung
der Winde bewegen, was aus Abbildung 6.20 b) ersehen werden kann. Dort ist wie in der
Abbildung a) die Projektion des Rechengebietes in Aufsicht abgebildet. Die festen Winde
befinden sich rechts und links, oben und unten liegen periodische Randbedingungen vor.
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Abbildung 6.20: Fiinf aufsteigende Blasen: Eop; = 3,07 und log Mp, = —5,51; a) t =0
und b) t = 2,29; Aufsicht

Die Farbgebung der Blasen ist der Aufstiegskoordinate zugeordnet, deshalb entsprechen
sich in den beiden Abbildung 6.20 Blasen gleicher Farbe nicht. Alle Blasen sind im Laufe
der Simulation in Richtung Wand gewandert. Beim Erreichen der wandnéchsten Masche
von der Gasphase wird die Simulation abgebrochen, in Abbildung 6.20 b) ist dieser End-
zustand dargestellt. Die Blasen erscheinen in Abbildung b) grofier als in Abbildung a), da
sich eine ellipsenférmige Oberfliche eingestellt hat und somit die Projektionen grofler als
bei den Kugeln des Anfangszustandes sind.

An der Wand bildet sich eine Scherschicht aus. Diese beeinflufit die Form der Blase,
was sich in Abbildung 6.20 b) andeutet. Die Blasen sind in der Projektion keine Kreise
mehr. Deutlicher wird dieses Verhalten in Abbildung 6.21. Es ist eine seitliche Projektion
des Rechengebietes mit den sich darin befindenden Blasen zu sehen. Aufgrund der festen
Winde mit Haftbedingung wird der Teil der Blase, der der Wand zugewandt ist, abge-
bremst. Der zur Wand abgewandte Teil der Blase erfihrt diese Abbremsung nicht. Daher
kommt es zu einer Verformung der Blase.
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Abbildung 6.21: Fiinf aufsteigende Blasen: Fog; = 3,07 und log Mz, = —5,51; t = 2,29;
Seitenansicht
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Kapitel 7

Schluf3folgerungen und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines dreidimensionalen Algorithmus zur nume-
rischen Simulation von Einzelblasen und Schwirmen von Blasen. Dabei wurde in dieser
Arbeit, ausgehend von Anforderungen an das Verfahren als Ergebnis von Literaturstu-
dien, die Volume-of-Fluid-Methode zugrunde gelegt. Diese fiihrt eine in der Literatur
postulierte Transportgleichung fiir die Volumenfraktion der fliissigen Phase ein, die nicht
mit einem Differenzenschema gel6st wird, sondern basierend auf einer geometrischen Re-
konstruktion der Phasengrenzfliche. Ausgehend von den physikalischen Erhaltungsglei-
chungen fiir jede Phase wurde ein System aus Kontinuitits- und Navier-Stokes-Gleichung
fiir das Gemisch hergeleitet. In dieser Formulierung ergibt sich die Volumenfraktionsglei-
chung natiirlicherweise aus der Kontinuititsgleichung der fliissigen Phase. In Bereichen der
Stromung, in denen nur eine Phase vorliegt, reduziert sich das Gleichungssystem auf die
von einphasigen, inkompressiblen Strémungen her bekannte Form. In Maschen, in denen
beide Phasen vorliegen, ergeben sich SchlieBungsterme, die von der lokalen, momentanen
Phasenrelativgeschwindigkeit abhingig sind. Bisher wurden diese Terme in der Literatur
nicht betrachtet. Es wurde ein einfaches Modell zur Modellierung dieser Schlieungsterme
vorgestellt.

Ein neuer, dreidimensionaler Rekonstruktions- und Advektionsalgorithmus (EPIRA)
wurde entwickelt, der erstmals ebene Phasengrenzflichen stets exakt rekonstruiert. EPI-
RA wurde mit verschiedenen Testproblemen iiberpriift, mit denen gezeigt wurde, daf§ 10
bis 12 Maschen pro Raumrichtung zur Auflésung einer Blase ausreichen.

Fiir die Diskretisierung der physikalischen Erhaltungsgleichungen wurden hochauflésen-
de Methoden angewendet, um auch starke Dichtegradienten auflésen zu kénnen. Da-
bei wurden die konvektiven Terme mit einem W-ENO-Verfahren diskretisiert, das auch
diskontinuierliche GréBen mit gleichbleibend hoher Ordnung abbildet. Als Zeitintegrati-
onsverfahren wurde ein TVD-Runge-Kutta-Verfahren angewendet. Zur Druckberechnung
wurde ein Projektionsverfahren eingesetzt, wodurch eine Poissongleichung gel6st werden
muf}. Hierfiir wurde ein iterativer Loser mit Konjugiertem-Gradienten-Verfahren verwen-
det. Damit wurden in dieser Arbeit erstmals hochauflésende numerische Verfahren mit
einem Volume-of-Fluid-Algorithmus kombiniert.

Das mathematische und numerische Konzept wurde im Rechenprogramm TURBIT
realisiert. Dabei konnte auf verschiedene Elemente wie z.B. Verwaltung der Datenstruk-
tur oder graphische Ausgabemoglichkeiten zuriickgegriffen werden. Es ergaben sich aber
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auch Einschrinkungen durch TURBIT wie die Begrenzung des Rechengebietes in einer
Koordinatenrichtung durch Wénde. Das neue Rechenprogramm wurde TURBIT-VoF ge-
nannt.

Das neue numerische Verfahren wurde mit verschiedenen Phasengrenzflichenproble-
men verifiziert. Dies waren die durch viskose Reibungskriifte geddmpften Kapillarwellen
und Schwerewellen sowie die Rayleigh-Taylor-Instabilitéit. Die Ergebnisse der numerischen
Simulationen wurden entweder mit analytischen Losungen oder mit Arbeiten aus der Li-
teratur verglichen, wobei sehr gute Ubereinstimmungen erzielt wurden.

Das neue numerische Verfahren wurde fiir die Simulation von aufsteigenden Blasen
mit unterschiedlichen Stoffwertekombinationen von Blase und umgebendem Fluid ein-
gesetzt. Die sich in den Simulationen einstellenden Blasenformen waren ellipsen- und
kappenformig. Die anhand der dimensionslosen Kennzahlen klassifizierten Blasen zeigen
das experimentell zu erwartende Verhalten beziiglich Form, Aufstiegsgeschwindigkeit und
Nachlauf. Es wurde demonstriert, dal das numerische Verfahren ein Dichteverhéltnis der
Zweiphasenstromung von 1000 zuldft. Durch Anwendung des numerischen Verfahrens
im Kennzahlbereich des Systems Luftblasen in Wasser wurde die Leistungsfihigkeit von
TURBIT-VoF an nicht formbestéindigen, oszillierenden Blasen mit stark zeitabhingiger
Dynamik der Phasengrenzfliche gezeigt. Es ergeben sich gekriimmte Aufstiegsbahnen
mit turbulentem Nachlauf. Die Einsetzbarkeit des numerischen Verfahrens fiir Blasen-
schwirme wurde mit der Simulation von fiinf aufsteigenden Blasen demonstriert.

Somit wurde mit TURBIT-VoF ein sehr leistungsstarkes Rechenprogramm zur nu-
merischen Simulation von Einzelblasen und Schwirmen bestehend aus wenigen Blasen
geschaffen.

Weiterfithrende Aspekte im Zusammenhang mit dieser Arbeit kénnen folgende The-
menschwerpunkte betreffen. Bisherige und weitere Simulationen fiir Einzelblasen und Bla-
senschwirme konnen als Datenbasis fiir weiterfiihrende Analysen dienen. Die Ergebnisse
dieser Analysen kénnen in die Entwicklung von Feinstrukturmodellen fiir mégliche Grob-
struktursimulationen eingehen. Ferner konnen die Analysen als Grundlage einer verbes-
serten Modellbildung fiir die statistischen Methoden in praktischen Anwendungen die-
nen. Die Fragmentierung und Koaleszenz von Blasen kann mit TURBIT-VoF untersucht
werden. Dafiir miissen Modifikationen am Rekonstruktions- und Advektionsalgorithmus
EPIRA vorgenommen werden, da dieser bisher fiir eine geschlossene Oberfliche konzipiert
ist. In dieser Arbeit wurde eine isotherme Zweiphasenstréomung betrachtet, zukiinftig soll
auch Wirmeiibergang sowie Kondensation und Verdampfung an der Phasengrenzfliche
in die numerische Simulation aufgenommen werden.
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Anhang A

Bestimmung der
Referenz-Kennzahlen

Die Referenz-Kennzahlen und benétigten Parameter fiir die Simulation einer Blase (Reyy,
Weres, ﬁ—f, lref, Ures) konnen aus den Blasen-Kennzahlen berechnet werden. Aus Expe-
rimenten sind meist Blasen-Reynolds-, Blasen-E6tvés- und Blasen-Morton-Zahl (Rep;,

Fop;, Mp;) bekannt (vgl. [5]):

Rep = pUrdp (A1)
H1
2
Eop = g (dBl) (pl p2) (A2)
o
Mp =g () 2572 (A3)
(p1)" o
Daraus ergibt sich als Blasen-Weber-Zahl (Wep)
p1 (Ur)’ dp 2 [ Mp
-_———— . A.4
Wep - (Rep) Fom (A.4)

Unter Zuhilfenahme der Definitionen fiir Referenz-Reynolds- und Referenz-Weber-Zahl
(Rerefy Weref)

Reyes = Prreslres (A.5)
231
2
T€E l?"e
Wepes = pl(“g# (A.6)

konnen folgende Beziehungen zur Umrechnung benutzt werden:

Uref lref
Re..r = Regj— A7
eres = Remp - (A.7)
Reref 2 dBl
Weper = w A8
Eref ( ReBl) €l lres (A.8)
Eog 1 ?
(1 _ &) lref S = 0B L (lwf) . (Ag)
P1 (uref) Weref g dBl
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Damit ist das Problem iiberbestimmt, Dichteverhéltnis, Referenz-Linge und Referenz-
Geschwindigkeit miissen nur Gleichung (A.9) geniigen. In der Praxis wird das Dichte-
verhéltnis 'z—f vorgegeben. Somit miissen noch Referenz-Lénge und Referenz-Geschwindig-
keit entsprechend gew#hlt werden.

In Tabelle A.10 sind die Simulationsparameter fiir die in Kapitel 6 durchgefiihrten
Anwendungsrechnungen von Blasen wiedergegeben.

‘ Bez. H Reref ‘ Weref ‘ q)/) ‘ q)ﬂ ‘ lTef/m ‘ uref/% ‘

1BLa || 100 | 2,5 10,5] 1 4 1
1BLaa | 200 5 (05| 1 8 1
1BLab || 100 | 2,5 |0,5]| 1 4 1
1BLac | 100 | 2,5 |0,5| 1 4 1 (A.10)
1BLb || 13,2 | 45,8 | 0,5 | 1 4 0,48
1BLac || 999,6 | 2,5 |0,5] 1 | 0,26 1
1BLad | 1050 | 2,5 |0,5| 1 1 1
5BL || 100 | 2,5 |0,5] 1 1 1




Anhang B
Die Methode FLAIR

In Abschnitt 3.1 wurde der EPIRA-Algorithmus, ein neuer Volume-of-Fluid-Rekonstruk-
tions- und Advektionsalgorithmus, vorgestellt. Dieser berechnet fiir jede Grenzflichenzelle
einen zellzentrierten Normalenvektor 7, ; , der aus der Kombination von Tangentenvek-
toren an den Seitenflichen der Zelle bestimmt wird. In den meisten Fillen kénnen diese
Tangentenvektoren iiber exakte Integrationsformeln bestimmt werden. Wenn dies nicht
moglich ist, wird die lokale Tangentensteigung mittels des FLAIR-Algorithmus (vgl. [3])
abgeschétzt, der in diesem Kapitel beschrieben wird.

B.1 Grundidee

FLAIR steht fiir Flux Line-Segment Model for Advection and Interface Reconstruction,
die 1991 von Ashgriz und Poo [3] vorgestellt wurde. Es stellt fiir eine zweidimensiona-
le Fluidverteilung eine Erweiterung der Volume-of-Fluid-Methode (VoF-Methode) nach
Hirt und Nichols dar (vgl. dazu [62], [41], und [91]). Dabei wurde der Advektionsmechanis-
mus der urspriinglichen VoF-Methode (Donor-Acceptor) verbessert. Ziel ist es, aus dem
vorhandenen Volumenfraktionenfeld f die Grenzfliche zu rekonstruieren und dann die
Fliisse iiber die Rénder der Zellen zu berechnen. Dazu wird in zwei benachbarte Zellen ei-
ne Gerade so eingeschrieben, dafl sie die Einzelzellen entsprechend der Volumenfraktionen
durchlduft. Steigung und y-Achsenabschnitt der Geraden seien nur von den Fiillfraktionen
der beiden Zellen abhingig.

Die Fliisse werden getrennt nach den Koordinatenrichtungen berechnet, wobei nach
jeder Koordinatenrichtung das Volumenfraktionenfeld aktualisiert wird. Dadurch kommt
es numerisch zur Schaffung zusédtzlicher Quellen und Senken in der Kontinuititsgleichung,
die durch ein Ausgleichsverfahren minimiert werden kénnen (vgl. dazu [73]).

B.2 Der Algorithmus

Im folgenden werden zwei Zellen betrachtet, wobei die linke mit der Volumenfraktion f;
und die rechte mit f, bedeckt sei (siehe hierzu Abbildung B.1). Es sind fiir jede Zelle drei
unterschiedliche Fluidkonfigurationen méglich (i = [ oder i = r):

e fi=0
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Abbildung B.1: Bezeichnung zweier benachbarter Zellen mit den Volumenfraktionen f;
und f,, schraffierte Fliche sei von Fluid bedeckt

A [ 4 .

1 2

4 5 6

7 8 9
Abbildung B.2: Neun Fallunterscheidungen bei zwei benachbarten Zellen und den Féllen
a) f=0,b) f=1lundc)0< f<1

e fi=1
e 0< fi<1.

Aus der Kombination der drei moéglichen Fluidkonfigurationen pro Zelle ergeben sich
bei zwei Zellen insgesamt neun Fille, auf die jedes Zellenpaar zuriickgefiihrt werden kann.
Diese neun Fille sind in Abbildung B.2 dargestellt. Fall 1 bedeutet also, dafl die linke
Zelle teils gefiillt ist (0 < f; < 1) und die rechte leer (f, = 0) usw.

Als erstes soll hier der Fall 9 behandelt werden, da an ihm das Verfahren am einsich-
tigsten darstellbar ist und viele der anderen Félle auf ihn zuriickfithrbar sind.

B.2.1 Neun mégliche Fluidkonfigurationen: Fall 9
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit soll gelten:
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Abbildung B.3: Vier Unterfallunterscheidungen zu Fall 9 (0 < f; < 1 und 0 < f, < 1)

Damit ergeben sich vier mogliche Strukturen der Phasengrenzfliche, die sich durch
unterschiedliche Schnittpunkte der Gerade mit den Seitenfliichen der Zelle unterscheiden
(siche dazu Abbildung B.3).

Unterfall a:
Die Phasengrenzfliche werde durch eine Gerade y : [0,2h] — R reprisentiert, wobei (z, y)
so gewihlt wird, dafl der Ursprung dieses Koordinatensystems mit der linken unteren Ecke
der linken Zelle zusammenfillt:

ylx) =Pz +b, (B.2)

wobei die Steigung 3 und der y-Achsenabschnitt b eindeutig aus den Fiillfraktionen f; und
fr bestimmt werden mufl. Dazu wird die Fliche unter der Geraden mittels Integration
bestimmt:

/wo(ﬂx +0b) dz = %ﬂ (22— 22) + b (z0 — 2u) - (B.3)

Somit ergibt sich bei Zellen der Gréfe h x h und den Integrationsgrenzen geméifi Abbildung
B.1:

1
5/3/12 + bh = fih? (B.4)

gﬂif +bh = £ (B.5)
Nach  und b aufgeltst:
B=f—f (BG)
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und

w2t L
b=5=506~1f). (B.7)

Damit ist die Phasengrenzfliche rekonstruiert, und es mufl noch der Fluf} iiber die Zell-
grenze berechnet werden. Dazu wird die Courant-Zahl C' definiert als:

lu| At

C = o

(B.8)
mit
u  Geschwindigkeit an der Phasengrenzfliche

At Zeitschrittweite
h Zellweite .

Die Courant-Zahl C gibt das Verhiltnis von pro Zeitschrittweite zuriickgelegtem Trans-
port der fliissigen Phase zur Zellweite an. Dieses Verhiltnis sollte zur Sicherstellung der
Stabilitdt des numerischen Verfahrens stets kleiner eins gewihlt werden. Damit ergibt sich
fiir den Fluf in positiver Achsenrichtung (u > 0):

h 1
Sfth? = / (Bx +b) doe = 5[3 (2C — C*) h® + bCh
h

—Ch
= 12 ([3 b — %/30) | (B.9)
Bei negativer Geschwindigkeit ergibt sich:
h+Ch 1
6f_h2=/ (Bx + b) dngﬂ(2C+C2) h* 4+ bCh
h
= h?C (ﬂ +b* + %/30) : (B.10)
also insgesamt:

5f=0C (ﬂ + b — sign(u)%ﬂC) : (B.11)

Unterfall b:

Die Bezeichnungen seien so gewéhlt, wie in Abbildung B.4 eingefiihrt. Der Schnittpunkt
der Geraden mit der z-Achse liege bei z,.

Die Parameter der Geraden kénnen wieder wie folgt berechnet werden (z; = %=):

1
und

8@ =) +0 @ - ) =4, (B.13
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Abbildung B.4: Bezeichnung zweier benachbarter Zellen mit den Volumenfraktionen f;
und f,, Unterfall 9b

Daraus wird mit Sz + b* = 0 (Schnittpunkt der Geraden mit der z-Achse):

B=2(fi—b) (B.14)
und
=2 |(fi+ ) - VEFIT - (B.15)
Die Fliisse ergeben sich zu
Sft=C (ﬂ +b - %/30) (B.16)

5f_={ C(ﬂ—i—b*—i—%ﬂC) firar—1>C

1, fiir ot — 1< C . (B.17)

Unterfall d:

Der Schnittpunkt der Geraden mit dem oberen Zellrand sei z;, der normierte Parameter
laute 7 = L. Relativ &hnlich zu Unterfall b ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

o + 56 (1= (@)) + (- f) = f (B.18)

gﬂ +b=f . (B.19)

Mit Bz; + b* =1 (Schnittpunkt der Geraden mit der Parallelen y = h) wird daraus:

g= g (fr = %) (B.20)
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und

b*=3[3—ng—2fl—2\/(fl—1)(fl+fT—2)] : (B.21)

Die Fliisse sind dann:

(OB —18C) firl—g>C
5f+_{ f+C-1  firl—gf<C (B.22)
6f‘=0<[3+b*+%[30> . (B.23)

Unterfall c:

Der linke Schnittpunkt der eingeschriebenen Geraden mit der Geraden y = h liege bei
x1, der rechte Schnittpunkt mit der z-Achse bei z,. Dann ergibt sich folgendes System an
Gleichungen:

o + 58 (1= (&) +" (1 - a}) = f (B.24)

L@ -1 +F -1 = (5.2

und die Bestimmungsgleichungen fiir die Schnittpunkte Sz} 4+ 0* = 1 und Bz} + b* = 0.
Es ergibt sich:

gt =14+2f+2f (1= f) (B.26)
o7 =2fi—1-2v/f,(1- fi) (B.27)
ﬂ = _9 fT — 1 (B.28)

g (B.29)

Die Fliisse sind dann:

C(ﬂ—i—b*—lﬂC) firl—af>C
+ 2 I =
of _{ fi+C—1  firl—gl <C (B.30)
und
_ C(ﬂ-l—b*-l—%ﬂC) firar—1>C
of _{ f. fiir ot —1<C . (B.31)

Somit kénnen mittels der obigen Formeln die Fliisse zwischen dem benachbartem Zellen-
paar berechnet werden. Es muf jetzt noch ein Entscheidungskriterium gefunden werden,
welcher der vier Unterfille vorliegt.
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Unterfallerkennung fiir Fall 9:
Fiir die vier Unterfille in Abbildung B.3 gelten die folgenden Randbedingungen

| Fall | linke Randbedingung | rechte Randbedingung |

92 0<y(0)<h 0<y@h)<h
9b 0<y0)<h y(2h) <0
9c h < y(0) y(2h) <0
od 1< y(0) 0<yRh <h

oder mit den entsprechenden Werten:

| Fall | linke Randbedingung |
9a 0<2BAi-f)<h
9b 0<2h|(fi+fr) = V(s + i) fr| <h
42fr+2+/ fr (1= f1)
* e e
od |n<h(9-2f-6/—6/(Fi-) i+ ] —2))
| Fall | rechte Randbedingung |
9a 0<2Bf,-f)<h
9b —2h (fi+3f =3/, + 7)) <0
—142fr 424/ fr(1-fi
9d ogwﬂ—;aﬁ+ﬁ+¢m—mﬂﬁ+ﬁ—m)gh

Daraus ergeben sich als Trennkurven, die in Abbildung B.5 graphisch dargestellt sind:

Ry AN 1
fi= / (}T f-) fiir 1 < fr < 3 (B.32)
1 1 1 1
fl:§—§fr+§ (fr)2+2fr fir0< f, < 1 (B.33)
1 1
fl=§(fr+2) fir <fr<1. (B.35)

Mittels Abbildung B.5 oder der obigen Gleichungen lassen sich aus den Volumenfrak-
tionen f; und f,. die Félle a bis d unterscheiden und dadurch die richtigen Formeln fiir die
Fliisse auswéhlen.
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0.0 1 I 1 ] 1 I I I

0.0 0.2 0.4 f 0.6 0.8 1.0
r

Abbildung B.5: Typerkennungsdiagramm fiir den Fall 9, eingezeichnete Gerade f; = f.
wegen f; > fr (vgl. Gleichung (B.1))
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i+1
Abbildung B.6: Phasengrenzflichenkonfiguration fiir die Fille 1,2,7,8

B.2.2 Neun mogliche Fluidkonfigurationen: Die restlichen acht
Falle

Relativ einfach sind die Fille 3, 4, 5 und 6 zu bestimmen, da hier nur ganz gefiillte oder
leere Zellen vorkommen. Als Fliisse ergeben sich:

C fir ff=1und u >0
5f =< C fir ff=1lundu<0 (B.36)
0 sonst .

Bleiben noch die Félle 1, 2, 7 und 8 iibrig. Hier gestaltet sich die Berechnung der
Steigungen schwieriger, da ein mit Fluid gefiillter Nachbar fehlt. Exemplarisch ist das
Problem in Abbildung B.6 verdeutlicht. Zelle (4,7) hat in horizontaler Richtung keinen
Nachbarn, mit dessen Hilfe die Steigung bestimmt werden konnte. Deshalb werden die
Nachbarn ober- und unterhalb zu Hilfe genommen. Mittels der Formeln fiir den Fall 9
werden die Steigungen zwischen (4,7) und (i,j + 1) sowie zwischen (i,7) und (3,5 — 1)
berechnet. Fiir Zelle (i, j) wird der reziproke Mittelwert als Steigung genommen.

Ist die Steigung berechnet, so ergeben sich vier mégliche Fluidkonfigurationen (siehe
Abbildung B.7), die wiederum einzeln berechnet und mittels eines Typerkennungsdia-
gramms unterschieden werden miissen.

Fall11:

Der obere Schnittpunkt der Geraden mit der Zellwand sei x,. Dann ergibt sich:

1
Fh? = z,h + 58 (h? — (20)?) + b (h — o) . (B.37)
AufgelGst nach b*:
. [f—z3 1
=20 __g(l+a7) . B.
=12 T+ (B.38)
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)| I
I v
Abbildung B.7: Anordnung der Geraden innerhalb einer Zelle, Fall 1

Mit Bz} + b* = 1 wird daraus:

gt =1—4/2i——= B.39
5 (B.39)
pr=1-81- 1) (B.40)
B
Der Flu8 ist damit:
C(B+b*—1BC) firl—a>C
+ __ 2 o =

of _{f+C—1 fir l — 2% < C . (B.41)

Fall 1 II:
Aus der Volumenfraktion f 148t sich mit
1
f= Eﬂ + b (B.42)
der Flufl bestimmen:

S5ft=C ([3 +br— %/30) | (B.43)

Fall 1 III:

Der obere Schnittpunkt der Geraden mit dem Zellrand sei z}, der untere z}. Aus den
Bestimmungsgleichungen fiir die Schnittpunkte

1=t + b (B.44)



B. Die Methode FLAIR

147
0=pz, + b (B.45)
und der Volumengleichung
1
=g+ 58 ((@h)" = (27)°) +b" (o} — ) (B.46)
lassen sich die Schnittpunkte berechnen zu (b* = 3 — 3f):
1
.= B4
=f-y (B.45)
Der Fluf} iiber den Zellrand betrigt damit:
0 firl—a; >C
off=¢ 18 ((:EZ)2 —(1- 0)2) +b0(zr+C—-1) firzt<1-C<ual (B.49)
f+C-1 firl -z} <C .

Fall 1 IV:

Der untere Schnittpunkt der Geraden mit der z-Achse sei wiederum z,, mit 0 = Gz} + b*.
Desweiteren gilt:

1
f= 55 (x3)* + bz}, .

(B.50)
Damit ergibt sich:

b= v-2fB (B.51)

=45 B.52

g8 (B.52)

Fiir den Flufl wird daraus:
0 firl—za*>C
+_ £ >
o= { (@)= (1= C)%) +b* (a5 +C —1) firl—at<C . (B.53)

Der Fall 2 ist analog zu Fall 1, nur mit negativer Geschwindigkeit u.
Fiir die Fallerkennung gilt folgende Tabelle:

| Fall | linke Randbedingung | rechte Randbedingung |

1 | —hg (1 + \/21‘[,;1) Sh| h> —hﬂ\/2% >0
II | A>h(f—318)>0 h>h(f+36) >0
III h(z—Bf)>h 0> h (3 —Bf+0)
IV h > hv/=26f >0 0> h(6++/—-26f)
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0 -2 4 -6 -8 -10
Abbildung B.8: Typerkennungsdiagramm fiir die restlichen Félle

Als Trennlinien der einzelnen Fille ergeben sich:

=35 fir <=1 (B.54)
f=1+2—1§fﬁrﬁ<—1 (B.55)
f=—ghfir ~1<5<0 (8.56)
f:1+%ﬂfﬁr—1§ﬁ<0. (B.57)

In Abbildung B.8 sind die Zusammenhénge graphisch dargestellt.



Anhang C

Dividierte Differenzen

Fiir die Diskretisierung der konvektiven Terme in der Navier-Stokes-Gleichung wird das
Verfahren "Weighted Efficient Implementation of Essentially Non-oscillatory Schemes (W-
ENO)’ von Shu und Osher ([83],[84]) benutzt. Da dieses auf einer Flulinterpolation mittels
dividierter Differenzen basiert, behandelt dieser Anhang die Theorie dieser Differenzen.

Es wird die grundlegende Idee der Newton-Interpolation erldutert, die auf eben diesen
dividierten Differenzen beruht. Eine Funktion f : [a,b] — IR 148t sich in den Stiitzstellen
z;, 1 € N, i € {k,...,n} durch das Polynom py, ... ,(z) folgendermaBen interpolieren:

Py (®) = Ap + A1 (T — 1) + Apr2 (T — 33) - (T — Tpgr) + -+
n—1
+ A ][ (= — =) (C.1)
i=k
mit
Ai = flg, ..,z (C.2)

Die A; sind die dividierten Differenzen, die folgendermafen rekursiv definiert sind:

flaw] := [ (zx) (C.3)
f[xlw s 7:En:| = (f[xk-l-l: s 7:En:| - f[IEk, s 7:En—1:|) / (:En - xk) . (04)
Die dividierten Differenzen kénnen sehr effektiv iiber eine Tabelle berechnet werden:
Tk f (xk)
flzr, zr + 1]
Thr1 f (k) fleg, z, + 1, 25 + 2]

f[$k+1, 1Ek+2]
Tro [ (Thi2)

Tn [ (2n)

149
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Fiir die Newton-Interpolation werden nur die oberen, eingerahmten Werte benétigt. Bei
einer Erh6hung der Anzahl der Stiitzstellen kénnen zusétzliche einfach zum Schema hin-

zugefiigt werden.
Eine wichtige Eigenschaft der dividierten Differenzen ist, daf ein T € [z;, z;,] existiert

mit (f € C"):
1 o

n! dz"

f(z). (C.5)

f[IEZ', P 7:Ei+n:| =

Dies bedeutet, dafl die dividierten Differenzen einer Funktion ein Ma#8 fiir ihre Ableitungen
sind.



Anhang D

W-ENO auf nicht-dquidistantem
Gitter

Das in TURBIT-VoF implementierte Weighted-ENO-Verfahren beruht auf den Arbeiten
von Liu et al. [52] und Jiang und Shu [46]. Es mufiten aber die Gewichtungsfaktoren neu
hergeleitet werden, da in TURBIT ein

e versetztes Gitter und
e in z3-Richtung ein nicht dquidistantes Maschennetz

verwendet wird. Dadurch ergeben sich neue Gewichte, in die zusétzlich die Maschenweiten
Azit1/2, ATiy3)2,... eingehen (vgl. Abbildung D.1). Fiir ein &dquidistantes Maschennetz
entfillt diese Abhéngigkeit, was in den Interpolationsformeln fiir ;- und z»-Richtung
beriicksichtigt wurde.

Das Weighted-ENO-Verfahren wird fiir die Berechnung der konvektiven Terme benétigt,
d.h. folgende Terme werden damit ausgewertet:

0 0 0
U1V, U1, U301, 7—VU1V2,

oz 1 3:@ 3153 oz 1
bzw. allgemein

0
— UiV -

aIEl

Die Groflen vv,, werden wie in TURBIT iiblich, durch zentrale Differenzen interpoliert,
z.B.

1
U1U2|i+1/2,j+1/2,k =1 (Ul|i+1/2,j,k + U1|z’+1/2,j+1,k) (U2|i,j+1/2,k + U2|i+1,j+1/2,k) .

Auf diese gemittelten GréBen wird nun das Weighted-ENO-Verfahren angewendet.

151
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D.1 Herleitung der Gewichtsfaktoren fiir das W-ENO-
Verfahren

Die Interpolationsformeln werden folgendermafien hergeleitet: ® sei die zu interpolierende
GroBe, welche auf den halben Maschenweiten definiert ist

D;_5/2, Pi_3/2, Pi—1/2, Piv1/2, Piys/2, Piysya -
Folgende Ableitung soll berechnet werden:

0
o =a,;.
oz |. ’

)

Es werden, im Gegensatz zum ENO-Verfahren ([83],[84]), moglichst alle stencils fiir
die Interpolation herangezogen. Durch die Verwendung aller stencils in glatten Bereichen
kann dort eine hohere Interpolationsordnung im Vergleich zum ENQO-Verfahren erzielt
werden. Folgende stencils werden hier bend&tigt

| Seite | Bezeichnung | Knotenpunkte, stencils |

> =0

links D, Ti—5/2; Li—3/2, Ti—1/2
»_» q)—yl

- w0 Ti—3/2,Ti—1/2, Tit1/2
.0

rechts D, Tit1/25 Tit3/25 Tit5/2
» +,1

+ D, Ti—1/2> Tit1/2, Tit3/2

(vgl. Abbildung D.1). In glatten Bereichen erreicht die Interpolation dritte Ordnung,
an Diskontinuitdten wird mit der zweiten Ordnung des zugrunde liegenden ENO-Verfah-
rens gerechnet.

ANXisp NXiapn AXiap AXiap MXisp AXisp
I 1 ) ) I I 1

Xisn Xz Xan X Xiasz Xise

X Xio X1 X; Xt Xpz X
-0
L 1 ]
O X,1 )
o L 1 |
O X,1 .
+
1 ] ] ?
O X,1 +0
1 ] ] ?
O X,1

Abbildung D.1: Bezeichnungen: @;’io, @;’il, @;’io, @;’7’; sind die vier stencils zur Berechnung
der Ableitung von ® an z;
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Die Herleitung der Interpolationsformeln werden an Hand der Interpolation von links
("—") erlautert. Zur Berechnung von ®.7 wird ein Gleichungssytem dritter Ordnung
aufgestellt. p(z) sei das interpolierende Polynom zweiten Grades mit p(z) = az® + bz + c.

1 2
D;_50=a (IEZ — Azi_y9 — Azi_3/9 — §A$i—5/2> (D.1)
1
+b (xz — Axi_1/9 — Axi_3/9 — EAxi—5/2> +c
1 ? 1
@i—3/2 =a (:EZ - AIEi_l/g — §A$i_3/2> + b (IEZ — AIEi_l/g — §A$i_3/2> +c (D2)

1 2 1
q)i—l/2 =a (IEZ - §A$i_1/2> + b (IEZ — §A$i_1/2> +c. (D?))

Nach Losen des Systems (D.1)-(D.3) kann aus 2p = 2az + b

0
o0 =~
ot axp ;
berechnet werden. Als Losung ergibt sich

O = 2 [ Cisp i Qisp 0y Qi [0 (D)
N0 = (Azi_sj0 + Azi_12) (ATi_3p0 + Ai_s5/9) (ATi_5/2 + 2A3;_3/0 + Azi_1/2) (D.5)
77;_’2/2 = (Azi_g/2 + Azi_172)(3BAzi_1 /2 + Azi_3/9) (D.6)
77[_’2/2 = —(Azi_5/2 + 2Az;_3/9 + 3Az;_1/2) (Ai_5/2 + 202532 + Azi_1/9) (D.7)
N1 je o= (A%isys + ATi_s5) (ATi_5y5 + 4Azi 15 + 302, 379) - (D-8)

Analog erhélt man

Ot = =2 [0 Qs+ G AN Bini] [0 (D)

77_’1 = (AIEz‘—3/2 + AIlﬁz'—1/2)(2AIlﬁi—1/2 + Azipio + AIlﬁz'—3/2)(AIlﬁz'—1/2 + AIlﬁz'+1/2)
(D.10
Ui__3/2 = _(Axi—l/Q — AIlﬁz'+1/2)(Ailﬁi—1/2 + A:Ei+1/2) (D.11
77;—’1/2 = (2Azi_1)2 + Azit1yo + Azi_3/2) (Azi_3/2 + 2Azi_1 /2 — Azit1)2) (D.12
77;1/2 = —(Azi_z/p + Azi_12)(BAL;_1/2 + Azi_3)0) (D.13

)
)
)
)

@;l;,i() = -2 [77;;’(1)/2 “Qiyiy + 77;;’2/2 *DQiyg + 77;:’2/2 : @i+5/2]/77+’0 (D.14)
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nt? = (Aziy1/2 + Axigg) (Aziya/0 + Azigs/2) (2A%i13/9 + AZipsa + AZiy)2)

(D.15)
77;:_’(1)/2 1= (A%iy3/2 + Aziys)2) (B3A%i 3/ + 4A%;11 /0 + Axiys)0) (D.16)
77;:_’2/2 1= —(3A%i 1172 + ALiys) + 2A2513/9) (2A%i13/9 + Aipso + Aziy1p2)  (D.17)
77;;’2/2 1= (AZit1/2 + ATitsye) BATi11/2 + ATiyz)2) (D.18)

und

q):,’il =2 [77:__’}/2 D10+ 77;:_’}/2 D12+ 77;:_’;,/2 : q)i+3/2]/77+’1 (D.19)

nht = (Aziy1/o + Azi1/2) (Aziy10 + ALiyz/2) (Axi_1/2 + 2885412 + ATy 3)0)
(D.20
77:_’}/2 = —(Azip1/2 + AZiyss2) (BAT 1172 + Aiys)0) (D.21
77;;’}/2 = —(Az;_12 + 2A%i41)2 + Aiy32) (—2A%5 410 — Aziige + Azi_yp) (D22
(

7']:—_1_’;’/2 = (AIEi_l/g — AIEH_I/Q)(AIEH_I/Q + AIEZ'_I/Q) . D.23

)
)
)
)

Entsprechend dem Vorgehen von Jiang und Shu [46] ergibt sich fiir die linke bzw.
rechte Approximation:

@, =0 —w (B — 2.7 (D.24)
o = @;;.1 —wt (@;;.1 — @;;.0) . (D.25)

Fiir w™ bzw. wt kann gezeigt werden:

_ 1

e Sr—— R (D.26)
. 1

wh=1 R (D.27)

mit
K = —8[ (Azi_1/2)2 + 9AT;_1/2AT; 379 + 3AT;_1 )2 AT;_5/2 + 2 (Awi_3/2)2 (D.28)
+A$i—5/2AIEi—3/2]/ [2 (Ailﬁz'—1/2)2 + Axi_12AT;i_3/9 — 3AT;_1/2ATi 419
- AIlﬁz'—3/2AIle'+1/2]
Kkt = [8 (Axi+1/2)2 + 9AT; 4 3/9ATi 4172 + 3ATi 412 ATi 4572 + 2 (A:Ei+3/2)2 (D.29)
+A$i+3/2AIEi+5/2]/ [3A$i—1/2AIEz‘+1/2 + AT 2ATi43/9 — 2 (A:Ei+1/2)2

- A115z'+3/2A115z'+1/2]
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und
e+ (Ris2 — 2®i_30 + Q>z'—1/2)2
rT = s H ™ (D.30)
e+ (Ri_zj2 — 2®i_1/2 + Dit1/2)
2
1 (Birn/n — 2Bira/e + B;
= (Pivs/2 +3/2 +1/2)2H+ (D.31)
€+ (q)i+3/2 — 2% 100 + @-1/2)
mit
H_ = H (@i—f)/? - 2@i—3/2 -+ @i—1/2 - FACTOR) (D32)
- H (®;_3/0 — 2®;_1 2 + ®; 112 — FACTOR)
H* = H (452 — 243/ + Biy1/2 — FACTOR) (D.33)

- H (@132 — 2®i11/2 + ®i_1j2 — FACTOR)

wobei H die Heavyside Funktion ist und ¢ ~ 10~° gewihlt wurde. Dies bedeutet, daf3
die Auswahl eines speziellen ENO stencils nur dann geschieht, wenn die Gradienten eine
bestimmte Stérke iiberschreiten, hier FACTOR = 5.

D.2 Spezialfille

o glatte Gebiete
In glatten Gebieten gilt

r=rtmx1. (D.34)

Dies bedeutet, dafl das ”optimale” Verfahren verwendet wird, also dritte Ordnung
in den Interpolationen.

e iquidistant
Fiir

Azi_5p = Azi_g0 = Azi_172 = ATip12 = ATtz = AZis0 = Az (D.35)

gehen obige Formeln iiber in

@7 = [®isp—3-PBigp+2- i_ip|/ Az (D.36)
@;,’il = [Dit12 — Pic1p2]/ Az (D.37)
q);%o = [_q)i+5/2 +3-Pi3/0—2- q)z'+1/2] / Az (D.38)
q):cr,’z'l = [q)z'+1/2 - q)i—1/2]/AIE (D.39)

und



156 D. W-ENO auf nicht-dquidistantem Gitter

In glatten Gebieten (r~ =7+ = 1) ergibt sich

- AL i+1/2 — ;- 1/2]

- iﬁ [®ir1/2 — Biijp — Pisjo +3- Di_gpo — 2- Bi_1y9)

= 21_4Ai (23 @12 — 21 - By_qjp — 3- Bi_g/0 + D;i_s0] (D.42)
q)jc—,i AL [q)z+1/2 - @—1/2]

- 21_4AL:E [Pi1/2 = Picrjz + Pirsjp = 3+ Pigajz + 2 Dia o]

= %AL:B [—23-®;_1)o+ 21 Di 110 + 3 Biyajo — Piyspa] - (D.43)



