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im Fach der Stromungslehre

Im neu eingerichteten Sonderforschungsbereich 606 ”Instationéire Verbrennung: Trans-
portphinomene, Chemische Reaktionen, Technische Systeme” der Universitit Karlsruhe
in Zusammenarbeit mit dem Forschungszentrum Karlsruhe, der Universitdt Stuttgart
sowie dem DLR Stuttgart sollen fortschrittliche Verbrennungskonzepte, bei denen zeit-
abhéngige Prozesse von Bedeutung sind, besser verstanden und weiterentwickelt werden.

In diesen Konzepten wird zunehmend die Vormischverbrennung eingesetzt. In dieser
Habilitationsschrift werden Vormischflammen zeitlich und réumlich aufgelst betrachtet,
so dass weder eine rdumliche noch eine zeitliche Mittelung der Vorgéinge vorgenommen
wird. In Experimenten zeigt sich, dass Vormischflammen héufig diinn im Vergleich zu
hydrodynamischen Léngenabmessungen sind. Sie konnen somit als eine gasdynamische
Diskontinuitéit aufgefasst werden, welche die Brenngase von den Rauchgasen mit gerin-
gerer Dichte trennt. Darrieus (1938 und 1945) und Landau (1944) schlugen unabhiingig
voneinander ein solches gasdynamisches Flammenmodell vor, wobei sie die Eulergleichun-
gen zur Beschreibung der reibungsfreien Stromung beiderseits der Flamme heranzogen
und einen Ansatz fiir die Flammenausbreitung formulierten. Sie nahmen an, dass sich
die Flamme mit einer konstanten Geschwindigkeit ausbreitet, und schlussendlich forder-
ten sie, dass die Stromungsgrossen beiderseits der Flamme durch Sprungbedingungen
miteinander gekoppelt seien, wobei die Erhaltung von Masse und Impuls gewihrleistet
werden sollte. Spéiter wurde von Markstein (1951) ein Modell vorgeschlagen, bei dem sich
Variationen der Flammengeschwindigkeit aufgrund der Kriimmung der Flamme ergeben.
Im Gegensatz zu den fritheren heuristischen Ansiitzen entwickelt Sivashinsky (1976) mit-
tels strenger asymptotischer Methoden eine Flammengeschwindigkeitsbeziehung, welche
gilt, sofern sich die Lewis-Zahl (Verhéltnis von thermischer und Massendiffusivitéit des
limitierenden Spezies) hinreichend von Eins unterscheidet. Die Sprungbedingungen im
Markstein-, Sivashinsky- sowie im Darrieus-Landau-Modell sind identisch. Schliesslich
wurde von Matalon & Matkowsky (1982) eine Flammengeschwindigkeitsbeziehung ab-
geleitet, die fiir Lewis-Zahlen nahe Eins gilt, wobei sich eine Flammengeschwindigkeit



ergibt, welche proportional der Flammenstreckung ist. Zusitzlich konnten Sprungbe-
dingungen abgeleitet werden, welche unstetige Verldufe des Massen- und Impulsstroms
liefern, wobei die Spriinge dieser Grossen asymptotische Korrekturen der postulierten
Sprungbedingungen von Darrieus und Landau darstellen.

In dieser Habilitationsschrift wird die Tensoralgebra angewandt, um ein vereinheitlich-
tes Modell, bestehend aus einer neuen Flammengeschwindigkeitsbeziehung sowie neuen
Sprungbedingungen, abzuleiten. Diese Flammengeschwindigkeitsbeziehung gilt fiir be-
liebige Lewis-Zahlen. In geeigneten Grenzfiillen ergeben sich die Beziehungen von Siva-
shinsky und Matalon-Matkowsky. Ausserdem folgt aus der Flammengeschwindigkeitsbe-
ziehung eine neuer ausgezeichneter Grenzfall, der grossere Abweichungen der Lewis-Zahl
von Eins als die Matalon-Matkowsky-Theorie zuldsst und somit eine Briicke zur Theorie
von Sivashinsky darstellt. Werden zusitzlich kurzwellige Deformationen der Flamme be-
riicksichtigt, so ergeben sich neue Terme, welche die Kommunikation benachbarter Flam-
menelemente beschreiben. Diese Terme ddmpfen kurzwellige Stérungen auf der Flammen-
fliiche, so dass die vereinheitlichte Theorie, im Gegensatz zu den fritheren Theorien, auch
anwendbar ist, wenn die Flamme kurzwellige zeitperiodische Instabilitéiten aufweist.

Bemerkenswert ist, dass die Flammengeschwindigkeitsbeziehung und die Sprungbedin-
gungen von der genauen Lage der Unstetigkeitsfliche abhiingen. Als Gibbs (1879) das
freie Grenzflichenproblem zweier unmischbarer Fliissigkeiten betrachtete, machte er ei-
ne analoge Beobachtung. In Abhéngigkeit von der Wahl der Lage der Grenzfliche muss
dieser eine virtuelle Oberflichenmasse zugeordnet werden. Im Gegensatz zu den frii-
heren Arbeiten wird eine ausgezeichnete Lage der Unstetigkeitsfliche so gewiihlt, dass
die virtuelle Oberflichenmasse verschwindet. Hieraus ergeben sich wesentlich einfachere
Sprungbedingungen. So ist beispielsweise der Massenstrom jetzt stetig an der Unstetig-
keitsfliche. Bei numerischen Simulationen auf der Grundlage des vereinheitlichten Mo-
dells muss im Verlauf einer Rechnung an der Flammenfliche weder Masse hinzugefiigt
noch entnommen werden, wie dies im Matalon-Matkowsky-Modell notwendig ist.




A unified model for premixed flames
as gasdynamic discontinuities

The recently established Sonderforschungsbereich 606:  ”Nonstationary combustion:
transport phenomena, chemical reactions, technical systems” at the Universitit Karls-
ruhe in cooperation with the Forschungszentrum Karlsruhe, the Universitdt Stuttgart,
and the DLR Stuttgart aims to improve the fundamental understanding and to further
develop advanced combustion concepts, where time dependant processes are relevant. In
these concepts premixed combustion is being applied to an increasing extent.

In the present habilitation thesis premixed flames are considered resolving their time
and space structures, thus omitting both space and time averaging. Experiments show
that premixed flames are frequently thin compared to the hydrodynamic scales and may
be viewed as a gasdynamic discontinuity separating the fresh mixture from the lighter
products. Darrieus (1938 und 1945) and Landau (1944) independently proposed a model
of a flame as a gasdynamic discontinuity, which consists of the Euler equations for the
inviscid flow on either side of the flame and an ansatz for the flame propagation. In
particular they assumed that the flame propagates at a constant speed and that the
flows on either side of the flame are related to each other by jump conditions conserving
mass and momentum. Markstein (1951) proposed a model where variations of the flame
speed occur due to the curvature of the flame. In contrast to the previous heuristic
models Sivashinsky (1976) derived a flame speed relation applying strict asymptotic
methods. The model is applicable if the Lewis number (ratio of the diffusivities of heat
and limiting species mass) is bounded away from unity. The jump conditions of the
models by Markstein-, Sivashinsky- and Darrieus-Landau are identical. Finally, Matalon
& Matkowsky (1982) derived a flame speed relation, valid for Lewis numbers close to
unity, where flame speed is a function of flame stretch. In addition jump conditions where
derived, which no longer conserve mass and momentum and which represent perturbative
corrections of the Darrieus-Landau jump conditions.

In this habilitation thesis tensor algebra is applied to derive a unified model, consisting
of a new flame speed relation and new jump conditions, which is applicable for arbitrary
Lewis numbers. In appropriate limits the models of Sivashinsky and Matalon-Matkowsky
are recovered. Moreover a new distinguished limit allows for larger Lewis number de-
viations from unity as compared to the Matalon-Matkowsky theory thus bridging the
Matalon-Matkowsky and the Sivashinsky theory. Considering shortwave corrugations of
the flame not considered previously, results in new terms coupling neighboring flame
elements. These terms damp short wave perturbations of the flame surface, and thus in
contrast to previous theories the unified theory is applicable when the flame is unstable
with respect to shortwave pulsating instabilities. Remarkable is the fact, that the flame
speed relation and jump conditions depend on the precise location of the discontinuity
surface. When Gibbs (1879) studied the free interface problem of two adjacent immis-
cible fluids, he made a similar observation. Depending on the choice of the interface an
excess surface mass must be assigned to the interface. In contrast to previous theories the
surface is chosen to yield a vanishing excess surface mass. This results in substantially
simplified jump conditions. In numerical simulations using the unified model, mass must
not be added or subtracted from the flow as the simulation progresses, which is required
in the Matalon-Matkowsky model.
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1. Einfiihrung

Der iiberwiegende Teil des Weltenergieverbrauchs wird durch die Verbrennung fossiler
Brennstoffe gedeckt. Verbrennungsvorgiinge sind somit allgegenwiirtig in der Industrie,
bei der Stromgewinnung, beim Hausbrand und im Verkehr. Trotz der langen Tradition
der Verbrennungsforschung besteht weiterhin ein grofler Bedarf Verbrennungsvorginge
noch besser zu verstehen. Einerseits besteht ein politisches Interesse, den COs-Ausstofl
durch rationellere Energieumwandlung zu reduzieren. Dies wird neben moglichen Ein-
sparmafinahmen und durch Substitution von fossilen Brennstoffen durch regenerative
Energietridger im Wesentlichen durch bessere Wirkungsgrade von Verbrennungsanlagen
erzielt. Andererseits besteht ein wirtschaftliches Interesse, die Leistungsdichte von Ver-
brennungsanlagen zu erhéhen, um so die Investitionskosten fiir die Anlagentechnik zu
verringern. An der Universitdt Karlsruhe in Zusammenarbeit mit dem Forschungszen-
trum Karlsruhe, der Universitdt Stuttgart sowie dem DLR Stuttgart wurde kiirzlich der
Sonderforschungsbereich 606: ”Instationére Verbrennung: Transportphéinomene, Chemi-
sche Reaktion, Technische Systeme” eingerichtet, da der Einsatz fortschrittlicher Ver-
brennungstechnologien héufig durch instationiire Prozesse erschwert wird.

Dass die Weiterentwicklung der Anlagentechnik in Richtung hherer Leistungsdichten
und Wirkungsgrade nicht ohne Schwierigkeiten ablduft, sei an zwei Beispielen erldutert.

Vor ca. 15 Jahren betrug der elektrische Wirkungsgrad eines fossil befeuerten Dampf-
kraftwerks nur 35-38%. Um diesen Wirkungsgrad auf nahe 60% erhohen zu kénnen, wurde
das Kombikraftwerk entwickelt. Dieses besteht aus einer Gasturbine, die einen Genera-
tor antreibt und deren Abwéirme in einem herkdmmlichen Dampfkraftwerk genutzt wird.
Der Wirkungsgrad des Kombikraftwerks ist theoretisch durch die Eintrittstemperatur
der Gasturbine begrenzt. Ziele der Entwicklung waren neue temperaturfeste Materialien,
um diese zu erhchen und stromungstechnische Verbesserungen wurden vorgenommen.
Dies fiihrte zu kompakteren Bauformen der Brennkammer mit hochsten Leistungsdich-
ten. Anstelle der herkommlichen Diffusionsflammen, bei denen der Brennstoff und die
Verbrennungsluft erst am Ort der Verbrennung gemischt werden, musste deshalb eine
teilvorgemischte Verbrennung eingesetzt werden. Der Brennstoff und die Verbrennungs-
luft werden hierbei zunéchst gemischt und anschlieflend wird das brennfihige Gemisch
abgebrannt. Da der Vorgang nicht durch den Mischungsvorgang kontrolliert wird, kénnen
der Brennraum besser genutzt und hohere Volumenleistungen ermoglicht werden. Bei al-
len namhaften Herstellern von Gasturbinen hat sich jedoch gezeigt, dass Brennkammern
mit hohen Leistungsdichten zu akustischen Instabilitdten neigen, die sich bislang nicht
vollstiandig beschreiben lassen. Diese akustische Instabilititen bewirken Schwingungen
grofler Amplitude, die ohne Gegenmafinahmen zur Zerstérung der Maschine fithren. Eine
der zu klidrenden Fragen ist die Rolle der Vormischverbrennung bei dieser akustischen
Schwingung. Die Flamme, kann sich passiv verhalten, d.h. sie passt sich unmittelbar an
die momentanen akustischen Druckverhéltnisse an. Es kann eben so gut moglich sein,
dass die Flamme eine Eigendynamik besitzt, so dass die Flamme erst mit einer gewissen
Verzogerung oder Resonanz auf neue Druckverhiiltnisse reagiert.

Als ein weiteres Beispiel moderner Verbrennungsverfahren, sei die Ladungsschich-
tung in direkteinspritzenden Verbrennungsmotoren genannt. Im Idealfall wird unmit-
telbar vor der Ziindung in einem Teilvolumen des Brennraums ein Gemisch mit nahe-
stoichiometrischer Zusammensetzung erzeugt. In diesem Volumen wird eine Vormisch-
flamme geziindet, die nach vollstéindigem Umsatz des Brennstoffs in der brennstofffreien
Umgebung verlischt. Die Flamme kommt somit nicht in Beriihrung mit den kalten Win-
den. Durch die Veréinderung der Grofle des Teilvolumens, welches das brennfihige Ge-
misch enthélt, ergibt sich ein grofer Lastbereich mit idealen Verbrennungsbedingungen.
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Bei diesen Konzepten besteht jedoch die Gefahr, insbesondere im niederen Lastbereich,
dass groflere Ballen des Gemischs vor ihrem Ausbrand abgeschniirt werden und somit
gar nicht geziindet werden. Diese Abschniirungen kénnen durch eine Wechselwirkung der
Flamme mit grofiskaligen Stromungsstrukturen aber gegebenenfalls auch durch Instabi-
litdten der Flamme eintreten.

Offensichtlich, ergeben sich neue Probleme, bei fortschrittlichen Verbrennungsverfah-
ren, deren Losung ein detailliertes Verstindnis der Flammendynamik erfordert. Weiter-
hin werden effektive und aussagekriiftige Simulationstools bendtigt, um unerwiinschte
Betriebszustinde frithzeitig zu erkennen. Dies gilt nicht nur fiir die Problemlosung in
Verbrennungsmaschinen, sondern gleichermafen fiir die Weiterentwicklung von Industrie-
feuerungen und der Heizungstechnik.

Da bis heute keine vollstdndige physikalisch-chemische Beschreibung der beobachteten
Vorginge exsistiert, beschiftigt sich die vorliegende Arbeit mit der Ausbreitung und Sta-
bilitdt einer Vormischflamme in allgemeinen Stromungsfeldern. Zur besseren Einordnung
dieses Themas sollen hier bei einem direkteinspritzenden Ottomotor im Schichtladungs-
betrieb die ablaufenden Vorgiéinge dargestellt werden. Gleichzeitig wird ein Szenario ent-
wickelt, wie diese Vorgéinge in einer zukiinftigen Simulation behandelt werden kénnten.
FEs wird diskutiert bei welchen Teilvorgéingen die vorliegenden Arbeit ansetzt.

Zunichst wird kalte Luft angesaugt. Es handelt sich um einen instationéren, turbu-
lenten Vorgang, der deutliche Schwankungen von Zyklus zu Zyklus aufweist. Da die
Zyklusschwankungen offensichtlich nicht mit einem Turbulenzmodell ausreichend model-
liert werden kénnen, empfiehlt sich eine Large-Eddy-Simulation (LES) von Einzelzyklen.
In die turbulente Strémung wird ein Brennstoffstrahl eingespriiht. Es ergibt sich ein
Spektrum unterschiedlicher Tropfen, die anschlielend verdampfen. Die Simulation kann
beispielsweise durch Verfolgung einzelner repriisentativer Tropfen in einer Monte-Carlo-
Simulation erfolgen. Diese Simulation liefert die Verteilung des Gemisches zum Ziindzeit-
punkt. Die Simulation des eigentlichen Ziindvorgangs kann iibersprungen werden, sofern
ein hinreichend grofies Gebiet mit ziindfdhigem Gemisch im Bereich der Funkenstrecke
der Ziindkerze vorliegt. Soll aber die Verbrennung fiir den Fall einer sehr kleinen ziindf#hi-
gen Wolke simuliert werden, die gegebenenfalls durch Stromungseffekte stark deformiert
wird, so muss der Ziindvorgang detailliert untersucht werden. Die lokalen Verhéltnisse im
Bereich der Funkenstrecke sind aus den vorausgegangenen Rechungen unter Beriicksich-
tigung einer geeigneten Statistik zu rekonstruieren und die Ausbreitung der Flamme ist
in einer auf kleinen Skalen inhomogenen Mischung ist zu betrachten. Diese Behandlung
konnte mit Methoden bearbeitet werden, wie sie in der vorliegenden Arbeit entwickelt
werden. Hierbei werden diejenigen chemischen Vorginge, die auf kleinen Langenskalen
ablaufen, mittels asymptotischer Methoden semianalytisch behandelt, so dass nur noch
Vorgiinge, die auf charakteristischen Lingenskalen der Stromung ablaufen, zu betrachten
sind.

Nach der Ziindung wird die brennfihige Wolke abgebrannt. Es ergibt sich eine kom-
plexe Kopplung der Turbulenz mit der Flamme. Diese Kopplungen erfolgen auf der Sub-
gridskala der LES und miissen somit modelliert werden. Mogliche Ansitze fiir die Chemie
sind pdf-Modelle, Flammenfléichen-Modelle oder die mittlere G-Gleichung. Bei den pdf-
Modellen wird eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte-Funktion fiir das gleichzeitige
Auftreten von chemischen Spezies, der Temperatur und der Gasdichte aufgestellt und
so die mittlere Reaktionsrate auf der Subgridskala ermittelt. In Flammenflichenmodel-
len wird eine Transportgleichung fiir die pro Volumen enthaltene Flammenfliche gelost,
die proportional zur Reaktionsrate im Volumen angenommen wird. Bei der mittleren G-
Gleichung, wird eine Gleichung fiir die mittlere Lage der Flamme und eine weitere fiir die
Schwankung der Lage der Flamme um den Mittelwert gelost. Diese Gleichungen kénnen
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durch Mittelung aus den in der vorliegenden Arbeit entwickelten Gleichungen abgeleitet
werden, wobei geeignete Schliefungsannahmen ergéinzt werden miissen. Wird in der LES
die Auflssung so weit gesteigert, dass die kleinsten Skalen der Stromung erfasst werden,
wird aus der LES eine Direkte-Numerische-Simulation (DNS) der Stromung. Allerdings
miissen chemische Vorginge auf kleinsten Skalen weiterhin modelliert werden. Entspre-
chende Modelle werden in dieser Arbeit bereitgestellt. Mit diesen Modellen vergrofert
sich der Aufwand einer reaktiven DNS nur unwesentlich im Vergleich zu einer nichtreak-
tiven DNS. Eine statistische Auswertung von DNS-Daten kann geeignete Subgrid- bzw.
Schlieungsmodelle fiir die LES aufzeigen. Weiterhin kénnen Kriterien abgeleitet wer-
den, unter welchen Bedingungen ein sicherer Ausbrand nicht gewéhrleistet ist. Mogliche
Ursachen sind Verbrennungsinstabilitéiten, die sich bedingt durch Flammeninstabilité-
ten z.B. in mageren Gemischen einstellen. Diese Instabilitéten sind ebenfalls Gegenstand
der Untersuchungen der vorliegenden Arbeit. In einer Large-Eddy-Simulation kénnen
Zusténde detektiert werden, bei denen die Flamme sich so komplex verhilt, dass eine
sichere Simulation mit der LES nicht moglich ist. Fiir diese Félle sollte das Rechengitter
adaptiv verfeinert werden und eine rdumlich eng begrenzte DNS eingebettet in einer glo-
balen LES ausgefiihrt werden. Sobald wieder klare Verhiltnisse vorliegen wird das Gitter
wieder vergrobert.

Nach dem Verloschen der Flamme, laufen noch Reaktionen ab, die fiir die Schad-
stoffchemie wichtig sind. Da diese vergleichsweise langsam ablaufen, kénnen geeignete
Subgridmodelle fiir die LES gefunden werden.

Im oben dargestellten Szenario einer zukiinftigen Simulation eines direkteinspritzenden
Motors mit Ladungsschichtung wird ein Kompromiss zwischen dem Detaillierungsgrad
der physikalischen Modelle und dem numerischen Aufwand geschlossen. Die Large-Eddy-
Simulation steht im Mittelpunkt. Bei allen Phinomenen, die auf der Subgridskala ablau-
fen und die den Schliissel fiir eine akkurate Simulation bilden, ergénzt die vorliegende
Arbeit und deren zukiinftige Weiterentwicklung die LES. Es wird die Briicke zwischen
chemischen Vorgingen, die auf kleinster Skala ablaufen und Ph#nomenen, die auf der
groflen Skala der Hauptstromung ablaufen geschlagen. Vorgiinge, die auf der Subgrids-
kala ablaufen, werden wihrend einer Simulation nur dann detailliert betrachtet, wenn
diese einerseits fiir den weiteren Verlauf des Gesamtprozesses mafigeblich bestimmend
sind (Ziindung, Abspaltung grofier Brennstoffballen) und andererseits die LES keine zu-
verlédssige Aussagen liefert.

Offensichtlich fordert das dargestellte Simulationsszenario aulerordentliche Anforde-
rungen an die numerischen Ressourcen. In Anbetracht der Entwicklung der Leistungsfi-
higkeit der Rechner in der Vergangenheit kann erwartet werden, dass die notwendigen
Ressourcen zur Verfiigung stehen und auch fiir industrielle Entwicklungen eingesetzt
werden, sobald die noch zu entwickelnden Modelle verfiigbar sind.

Fiir fortschrittliche Verbrennungstechnologien in Gasturbinen, industriellen Feuerun-
gen und im Heizungsanlagen versprechen &hnliche Simulationsszenarien Erfolg bei der
effizienten Umsetzung neuer Konzepte in die Praxis. Diese Arbeit behandelt Phinomene,
die auf kleinen Lingenskalen ablaufen. Das komplexe Verhalten auf diesen Skalen, fiihrt
jedoch zu makroskopischen Effekten, deren Beherrschung den Erfolg eines Konzeptes
bestimmen kann.

An dieser Stelle, soll eine knappe Einfiihrung in die eigentliche Fragestellung dieser Ar-
beit erfolgen. Es wird ein Modell fiir die Ausbreitung einer Vormischflamme in allgemeine
Stromungsfeldern hergeleitet. Eine ausfiihrliche Diskussion des aktuellen Wissenstands
und die Motivation fiir die angewandte Methodik wird im né#chsten Kapitel gegeben.

In dem Modell wird eine Vormischflamme als eine gasdynamische Diskontinuitit aufge-
fasste, die das Brenngas von dem Rauchgas trennt. Dieser Modellansatz geht zuriick auf
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ABBILDUNG 1. Fotografie (I. Braun) einer laminaren Bunsenflamme. Die Flamme zeigt einen
glatten Verlauf. Chemische Reaktionen sind auf eine diinnen leuchtende Zone beschriinkt. Vor
und hinter der Reaktionszone ist die Strémung inert.

die Ideen von Darrieus(1938 und 1945) und Landau(1945) aus den 30er Jahren. Im Ge-
gensatz zu diesem heuristischen Modell wird das vereinheitlichte Modell mittels strenger
asymptotischer Methoden basierend auf den Grundgleichungen der Stromungsmechanik
hergeleitet. Die Methodik #hnelt somit den Ansétzen von Sivashinsky (1976) und spi-
ter Matalon & Matkowsky (1982). In den Arbeiten von Darrieus und Landau stand die
Frage der Stabilitéit von Vormischflammen im Mittelpunkt. Die Stabilitéitsanalyse hatte
die Instabilitit von Vormischflammen beziiglich Stérungen jeglicher Wellenléinge erge-
ben. Dies fiihrte zu einer heftigen Diskussion unter den Verbrennungsforschern. Glatte
Vormischflammen sollten demnach nicht existieren. Diese Aussage steht im offensicht-
lichen Widerspruch zu experimentellen Befunden. Bislang ist jeder Versuch gescheitert,
diesen Widerspruch befriedigend aufzuheben. Es wurden zwar Korrekturen der Ergeb-
nisse von Darrieus und Landau mit strengen asymptotischen Methoden vorgenommen.
Diese zeigen jedoch nur eine Tendenz zur Stabilisierung kurzwelliger Storungen. Hier
wird die Frage der Stabilitdt von Vormischflammen zufriedenstellend beantwortet. Dies
gilt insbesondere in Hinblick auf flackernde, d.h. zeitperiodische Flammen.

Eine weitere Fragestellung die unter den Verbrennungsforschern heftig diskutiert wird
ist die Definition einer Flammengeschwindigkeit. Die Vorschlédge reichen von der Aus-
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ABBILDUNG 2. Schnitt durch eine turbulente Bunsenflamme mittels der OH-Laser induzierter
Fluoreszenz (Foto: D. Kuhn). Unverbranntes Gemisch und ausgebranntes Rauchgas sind durch
eine diinne Flamme voneinander getrennt.

stromgeschwindigkeit aus einem Brenner, iiber den Massenumsatz des Brenngases zur
Relativgeschwindigkeit der Flamme beziiglich des Gases an einer Referenzposition. Letz-
tere kann willkiirlich festgelegt werden und es gibt Definitionen, die sich auf das Maximum
bestimmter Zwischenprodukte der Reaktion beziehen, iiber die Position der maximalen
Reaktionsrate oder den Ort, an dem die Temperatur bis auf ein Prozent an die Maxi-
maltemperatur heranreicht. Bei der Herleitung unseres Modells ergibt sich auf natiirli-
che Weise eine neue Definition der Flammenfront aus stréomungsmechanischer Sicht. Die
Vorteile im Vergleich zu den herkommlichen Definitionen werden aufgezeigt. Als her-
ausragender Vorteil sei hier nur die Einfachheit der Bedingungen genannt, welche die
Stromungszustinde beiderseits der Flamme miteinander verkniipfen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert.

In Kapitel 2 erfolgt die geschichtliche Einordnung der Arbeit. Die fritheren Modelle
werden ausfiihrlich diskutiert und offene Fragestellungen aufgezeigt. Es wird erldutert,
wie diese offenen Fragestellungen beantwortet werden. Die Kapitel 3 bis 5 enthalten die
formale Herleitung des Modells. In Kapitel 3 werden die Grundgleichungen angegeben,
in die Tensorschreibweise tiberfithrt und auf mit der Flamme mitbewegte Koordinaten
transformiert. In Kapitel 4 werden die Gleichungen in eine asymptotische Reihen in re-
ziproke Potenzen von Pe entwicklt. Die ersten beiden Ordnungen des Problems werden
gelost und die Stromungssprungbedingungen an der Flamme formuliert. Am Ende des
Kapitels erfolgt eine physikalische Interpretation der stromungsmechanischen Ergebnis-
se. In Kapitel 5 wird die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung hergeleitet.
Friithere Theorien werden durch Grenzbetrachtungen aus der vereinheitlichten Theorie
abgeleitet. In Kapitel 6 wird die Stabilitéit einer stationéir fortschreitenden ebenen Flam-
me untersucht. Schliellich werden die Ergebnisse in Kapitel 7 zusammengefasst.
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Erhaltung von
Masse + Impuls

unverbrannt ausgebrannt
kalt heil}
hohe Dichte kleine Dichte
konstante

Ausbreitungsgeschwindigkeit

ABBILDUNG 3. Im Darrieus-Landau-Modell trennt eine Fliche unverbranntes Brenngas vom
ausgebranntem Rauchgas. Die Fliche setzt mit einer konstanten Flammengeschwindigkeit das
Brenngasgemisch um.

2. Geschichtliche Einordnung der Arbeit

Bei der Vormischverbrennung reagiert ein gasformiges Gemisch aus Brennstoff und
Luft bzw. Sauerstoff wobei ausgebrannte Rauchgase gebildet werden. Hinreichend weit
stromauf und stromab der Flamme sind die Temperatur, die Zusammensetzung und somit
auch die Gasdichte weitgehend konstant. Gewdhnlich ist die Flamme diinn im Vergleich
zu den charakteristischen Langenabmessungen der Gasstromung. Die Abbildungen 1 und
2 zeigen Fotos einer laminaren und einer turbulenten Bunsenflamme. Diese verdeutlichen
die geringe normale Ausdehnung einer Flamme. Aus dieser Beobachtung er Beobachtung
diinner Flammen kann der einfachste Ansatz zur Beschreibung von Vormischflammen
abgeleitet werden. Die Flamme wird als eine gasdynamische Unstetigkeit aufgefasst, wel-
che die kalte Mischung hoher Dichte von den heiflen Rauchgasen niederer Dichte trennt.
Eine erste Theorie dieser Art wurde von Darrieus (1938 und 1945) und unabhéngig von
Landau (1944) vorgeschlagen. Abbildung 3 zeigt schematisch die Grundidee.

Im Darrieus-Landau-Modell wird die Strémung beiderseits der Unstetigkeitsfliche durch
die inkompressiblen reibungsfreien Stromungsgleichungen beschrieben. Um das Modell zu
schlieffen wird angenommen, dass sich die Flamme beziehungsweise die Unstetigkeitsfli-
che normal zu sich selbst mit einer konstanten Geschwindigkeit §r ausbreitet. Diese
Ausbreitungsgeschwindigkeit ist die adiabate Flammengeschwindigkeit 3%, mit der sich
eine ebene Flamme stationér ausbreitet, so dass gilt

§p =359 (2.1)

Die Stromungszustinde beiderseits der Flamme sind durch Sprungbedingungen ver-
kniipft. Im einzelnen wird ein stetiger Verlauf von Massenstrom und Impuls angenommen.
In dimensionsloser Schreibweise ergeben sich die folgenden Ausdriicke
[m] =0,
[p + mu,] =0, (2.2)
[V L] = 0,
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wobei die eckigen Klammern den Sprung einer Gréfe iiber die Flamme hinweg bezeich-
nen, [¥] = %, — *s. Hierbei ist %, die Groe * auf der Rauchgasseite der Flammenfléiche.
Entsprechend bezeichnet *; die Grofie * auf der Brenngasseite der Flammenfléiche. Es
wird die Konvention eingefiihrt, dass Groflen, die sich auf die Rauchgase beziehen, in
Anlehnung an den englischen Begriff ”burned”, grundsétzlich mit dem tiefgestellten In-
dex "b” gekennzeichnet werden. Entsprechend wird, in Anlehnung an ”fresh” der Index
f7 fiir die Brenngase eingefiihrt. Weiterhin werden dimensionsbehaftete Grofien mit ei-
ner Wellenlinie gekennzeichnet, um diese von entsprechenden dimensionslosen Groéfien
(ohne Wellenlinie) zu unterscheiden. Es bezeichnen m = m/(pr3%), p = p/(pr(5%)?),
Up = 0, /8% und v =V, /5% den Massenstrom durch die Flamme, den Druck, die Nor-
malgeschwindigkeit und die Tangentialgeschwindigkeit, wobei p; die Dichte des Brenn-
gasgemisches darstellt. Der Massenstrom wiederum kann durch die Dichte p = p/py,
die Normalgeschwindigkeit v, und die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Flamme, be-
ziiglich eines raumfesten Bezugssystems u,, = (f&n / 5%), ausgedriickt werden, wobei gilt
m = p (v, — u,). Die Normal- und Tangentialkomponenten des Geschwindigkeitsvektors
v=v/ 5% sind v, =v-nund v, =n X v X n, wobei n den Normalenvektor bezeichnet,
der vom Brenngas- in das Rauchgasgebiet gerichtet ist. Im Darrieus-Landau-Modell gilt
m = 1. Bislang ist es verbreitet die Flammenausbreitung durch die Flammengeschwin-
digkeit Sp = 3¢ /5% zu charakterisieren. Diese bezeichnet die Relativgeschwindigkeit der
Flamme beziiglich des Brenngasgemischs. In dimensionsloser Form, wobei die Werte im
Brenngasgebiet als Bezugsgrofien dienen, gilt m = Sg.

Das Darrieus-Landau-Modell zeigt ein grundlegendes Problem in Hinblick auf die Sta-
bilitéit der Flammenausbreitung. Es kann leicht nachgewiesen werden und es wird spiéiter
in dieser Arbeit gezeigt, dass eine ebene Flamme, welche sich in einer anfinglich ruhen-
den Mischung ausbreitet, instabil gegen Stérungen beliebiger Wellenléinge ist. Im Verlauf
der Flammenausbreitung entstehen auf der Flamme Strukturen und die Flamme wird
gefaltet. Lediglich beziiglich ebener Stérungen ergibt sich Neutralstabilitédt. Die Darrieus-
Landau-Instabilitét ist um so ausgeprigter je kurzwelliger eine Storung ist. Dieses theore-
tische Ergebnis widerspricht Beobachtungen aus Laborversuchen. Das Darrieus-Landau-
Modell besagt, dass, unabhingig von den Abmessungen eines Flachflammenbrenners, sich
die Flamme auffaltet. Eine ebene Flamme konnte somit nicht realisiert werden.

Um die physikalischen Widerspriiche des Darrieus-Landau-Modells zu beheben, schlug
Markstein (vgl. Markstein (1951) oder Markstein (1964)) ein einfaches phinomenologi-
sches Modell vor. Im Markstein-Modell wird angenommen, dass die Flammengeschwin-
digkeit proportional zur mittleren Kriimmung 2¢ = —V - n der Flamme sei, so dass
gilt

§p = 8%(1 — 132¢) (2.3)

wobei I, die Marksteinlinge bezeichnet. Diese wird experimentell bestimmt (Searby &
Quinard (1990)). In dimensionsloser Darstellung ist ¢ = ¢ und V = V/I wobei [ eine
charakteristische Lingenabmessung der Stromung (zum Beispiel den Durchmesser eines
Bunsenbrenners) bezeichnet. Gl. (2.3) ist in dimensionsloser Form

m=1— Mr2c, (2.4)

wobei die Markstein-Zahl Mr = [ M/ I, das Verhiltnis der Marksteinldnge zur Lingenab-
messung der Stromung bezeichnet. Es soll hier eine gestorte ebene Flamme mit positiver
(negativer) Kriimmung, d. h. die in das Brenngasgebiet (Rauchgasgebiet) ausgelenkt
ist, betrachtet werden. Dieses Flammenelement hat gemifi Gl. (2.3) eine reduzierte (er-
hohte) Flammengeschwindigkeit. Somit kehrt die Flamme zu ihrer urspriinglichen ebe-
nen Geometrie zuriick. Im Falle langwelliger Stérungen (mit Wellenléingen gréfler als die



12 A. G. Class

Marksteinlénge) ist dieser Effekt nur schwach ausgeprigt, so dass die Darrieus- Landau-
Instabilitét weiterhin beobachtet werden kann. Im Markstein-Modell werden die Sprung-
bedingungen (2.2) unverdndert iibernommen. Es sei hier darauf hingewiesen, dass das
Markstein-Modell empirischer Natur ist. Die Beziehung zwischen der Flammengeschwin-
digkeit und der Flammenkriimmung wird postuliert und nicht aus den Naturgesetzen
abgeleitet. Des weiteren ist die Marksteinldnge eine empirische Grofle, die experimen-
tell bestimmt werden muss (vgl. Searby & Quinard (1990)), anstelle sich direkt aus den
physisch chemischen Eigenschaften des Brenngasgemischs zu ergeben.

Das Markstein-Modell weist plausible Stabilitdtseigenschaften auf. Allerdings gilt es
nur eingeschrinkt, da es der Beobachtung, dass sich die Flammengeschwindigkeit fla-
cher Flammen, in Stromungen mit Geschwindigkeitsgradienten, von der adiabaten Flam-
mengeschwindigkeit in ruhenden Mischungen unterscheidet, nicht Rechnung trégt. Des-
halb iibernahm Markstein (1964) die Anséitze von Eckhaus (1961) und verallgemeinerte
das Markstein-Modell, so dass die ” Kriilmmung der Stromung”, im Englischen ”strain”,
—n- V¥ -n, empirisch beriicksichtigt wird. Das verallgemeinerte Markstein Modell lautet
in unserer Schreibweise

§p =8%(1 — 128 +lyn-Vv-n (2.5)
oder in dimensionsloser Form
m=1—-Mr (2c— n-Vv-n). (2.6)

Diese Beziehung ist in Einklang mit den Uberlegungen von Karlovitz et al. (1953)Karlo-
vitz, Denniston, Knapschaefer & Wells, die annahmen, dass die Flammengeschwindigkeit
nicht von der Kriimmung abhingen sollte, sondern von der Flammenstreckung, im Eng-
lischen "stretch”, x = )Zl~ /3%. Die Flammenstreckung ist die relative zeitliche Anderung
der Grofle eines Flidchenelements der Flamme. Im Falle einer ebenen stationéren Flamme
ist die Karlovitz-Streckung x gleich der Divergenz der Tangentialgeschwindigkeit entlang
der Flamme. Fiir inkompressible Fluide ergibt sich der ”strain” —n - Vv .- n. Dies gilt
nicht fiir beliebige gekriimmte Flammen. Matalon (1983) leitet eine von den Koordinaten
unabhiingige Darstellung der Karlovitz-Streckung ab. In Williams (1985) wird diese so
umgeformt, dass sich ein zu Geschwindigkeitsgradienten, d.h. zum ”strain”, proportio-
naler und additiv ein zur Kriimmung proportionaler Term, ergeben.

Die Theorien von Darrieus-Landau, Markstein und Karlovitz sind alle phénomenolo-
gisch. Dies bedeutet, dass die Autoren ihre Ergebnisse nicht direkt aus den Naturgeset-
zen herleiteten. Sie betrachteten weder chemische Reaktion noch diffusive Prozesse. Statt
dessen, éndert die Flamme lediglich die Dichte. In Wirklichkeit beruht der Ausbreitungs-
mechanismus einer Vormischflamme auf einem empfindlichen Zusammenwirken von che-
mischen Reaktionen, stromaufwirtsgerichteter Wirmeleitung, diffusivem Stofftransport
sowie konvektivem Stoff- und Wirmetransport. Fiir den Fall orts- und zeitabhiingiger
Stromung, ergibt sich ganz offensichtlich eine enge Wechselwirkung dieser Phidnomene
mit der Stromung, so dass sich eine veréinderliche Flammengeschwindigkeit ergibt.

Um ein geschlossenes Modell aus den Naturgesetzen herleiten zu kénnen, miissen spe-
zifische chemischen Reaktionen betrachtet werden, und es muss die innere Struktur der
diinnen Flamme betrachtet werden. Die Dicke der Flamme kann mittels der charakteri-
stischen Liinge lo = &7/3% abgeschiitzt werden, wobei &p = A;/(jfé,s) die thermische
Diffusivitéit des Brenngasgemischs bezeichnet. Das Verhéltnis der charakteristischen Lén-
genskalen von Strémung und Flammenstruktur ist die Peclet-Zahl Pe = [ /1.

Barenblatt, Zeldovich & Istratov (1962) fithrten das thermisch-diffusive Verbrennungs-
modell ein. Im Gegensatz zu den, zuvor erorterten stromungsmechanischen Betrachtun-
gen, vernachléssigen sie Dichtedinderungen berticksichtigten aber Diffusionsprozesse sowie
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chemische Reaktion. Der Verbrennungsvorgang wird als eine direkte irreversible Reak-
tion des Brennstoffs mit der Verbrennungsluft aufgefasst. Die Tatsache, dass sich ein
Brenngasgemisch bei typischen atmosphirischen Bedingungen nicht spontan entziindet,
erfordert, dass die Aktivierungsenergie dieser Reaktion hoch ist. Die Reaktionsrate hingt
empfindlich von Temperaturdnderungen ab, so dass merkliche chemische Reaktion in ei-
ner diinnen Schicht ablduft. Diese Schicht wird als Reaktionszone bezeichnet, es herr-
schen darin hohe Temperaturen. Eine diinne Reaktionszone ist mathematisch mit einer

groBen Zeldovich-Zahl Ze = E/(2R,T) (1 —Ty/ Tb) verkniipft. Hierin ist £ die Akti-

vierungsenergie des globalen Reaktionsmechanismus, Rg ist die Gaskonstante und T}, ist
die adiabate Verbrennungstemperatur. Die Dicke der Reaktionszone kann zu l /Ze ab-
geschiitzt werden. Hinter der Reaktionszone findet keine chemische Reaktion statt, da
der zur Verfiigung stehende Brennstoff in der Reaktionszone verbraucht wird. Vor der
Reaktionszone ist die Reaktionsrate aufgrund niedriger Temperaturen vernachléssigbar
klein. Stromauf der Reaktionszone liegt die Vorheizzone. In dieser Zone wird das heran-
stromende Gemisch durch Wirmeleitung erhitzt bis die Reaktion bei hinreichend hoher
Temperatur einsetzt. Innerhalb der Vorheizzone wird das Brenngas der Reaktionszone,
durch Konvektion und Diffusion zugefiithrt. Aufgrund der niederen Wirmeleitfihigkeit
und der niederen bindren Stoffdiffusionskoeffizienten in Gasmischungen ist die Vorheiz-
zone, im Falle typischer Verbrennungsbedingungen, diinn gemessen an charakteristischen
Langenskalen der Stromung.

Die Flammengeschwindigkeit von Vormischflammen, deren Reaktionskinetik durch ei-
ne direkte irreversible Reaktion gegeben ist, wird fiir den Fall eines allgemeinen Stro-
mungsfelds und unter der Beriicksichtigung der thermischen Expansion in mehreren Ver-
offentlichungen behandelt [Clavin & Williams (1982), Matalon & Matkowsky (1982) und
Sivashinsky (1976)]. Die Modelle in Clavin & Williams (1982) und Matalon & Matkow-
sky (1982) ergeben sich aus einem Stérungsansatz und liefern Korrekturen des Darrieus-
Landau-Modells der Gréfienordnung O(Pe™!). Die Flammengeschwindigkeitsbeziehung
und die Sprungbedingungen werden nicht mehr postuliert sondern streng hergeleitet. In
diesen Modellen, stellt die Losung des thermisch-diffusiven-Modells, die verallgemeinert
wird, um die thermische Expansion zu beriicksichtigen, die innere Struktur der Flamme
dar, welche mit einer grofiskaligen Stromung in Wechselwirkung tritt. Es wird angenom-
men, dass die Kriimmung der Flamme, gemessen an der Dicke der Vorheizzone, schwach
ist. Variationen entlang der Flamme sind klein verglichen mit den ausgeprigten Varia-
tionen normal zur Flamme. Die Eigenschaften der Flamme werden mafigeblich von der
Lewis-Zahl Le bestimmt. Diese ist das Verhiltnis der Diffusivitéiten von Wirme- und
Stofftransport. Dabei wird in der Theorie allgemein die Stoffdiffusivitiit eines Spezies ge-
wihlt, welches die chemische Reaktion limitiert. Die Flammengeschwindigkeitsbeziehung
in Clavin & Williams (1982) stellt eine linearisierte Version der Beziehung von Matalon
& Matkowsky (1982) dar.

Sivashinsky (1976) betrachtet Lewis-Zahlen, die sich deutlich von Eins unterscheiden.
In der fithrenden Ordnung ergibt sich die Konstanz des Massenstroms sowie des nor-
malen und tangentialen Impulsstroms innerhalb der Flammenstruktur (Vorheizzone und
Reaktionszone). Die Sprungbedingungen (2.2) beruhen exakt auf dieser Annahme und
gelten somit unveréindert. Der Massenstrom m ergibt sich in der fithrenden Ordnung zu

1 0m
Inm = ZePe g | ——— : 2.7
m*Inm = ZePe™ Is { —— - +Xx (2.7)

Hierin bezeichnet t = £3%./1 die Zeit und Is stellt eine Konstante dar, die von den
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physikalischen Stoffgrofien des Gasgemischs abhéingt

Is=T, /1Tb “g) (1 _ <£11>L_1> dT (2.8)

wobei k(T') = k/ky; die Wirmeleitfahigkeit der Mischung als Funktion der Tempera-
tur ist und T, = Tp/Ty. Die Beziehung (2.7) fiir den, die Flamme durchstromenden
Gasmassenstrom, ist eine nichtlineare gewohnliche Differenzialgleichung in der Zeit. Die
Zeitableitung in (2.7) beriicksichtigt die Tatsache, dass sich eine Flamme nur verzogert
an neue Bedingungen anpassen kann. Allerdings verwarf Sivashinsky die zeitabhéngige
Beziehung (2.7) aufgrund ihrer Stabilitétseigenschaften. Das Modell ergibt fiir beliebi-
ge Lewis-Zahlen die Instabilitidt kurzwelliger Storungen jenseits der Giiltigkeitsgrenzen
des Modells. Entsprechendes gilt fiir das Darrieus-Landau-Modell. Allerdings sind jetzt
kurzwellige Storungen instabil hinsichtlich einer zeitperiodischen Instabilitéit fiir Le # 1.
Deshalb wendet Sivashinsky die Beziehung (2.7) nur auf stationéire Flammen an.

Clavin & Williams (1982) losen die Probleme des Darrieus-Landau-Modells in Hin-
blick auf die Stabilitét. Sie betrachten infinitesimale Stérungen nahezu ebener Flammen
in nahezu gleichformigen Stromungen fiir Le = 1 + O(1/Ze) (im Englischen "near equi-
diffusional flames”). Die ebene Flamme ist jetzt fiir bestimmte Parameterbereiche stabil
beziiglich kurzwelliger Stérungen, so dass sich stabile ebene Flammen auf hinreichend
kleinen Brennern ergeben, so wie dies experimentell gefunden wird. Allerdings, liefert
die Theorie von Clavin & Williams (1982) lediglich die Flammengeschwindigkeitsbezie-
hung und nicht die zugehorigen Sprungbedingungen. Ein geschlossenes Modell setzt sich
jedoch aus diesen beiden Bestandteilen zusammen. Die Sprungbedingungen fiir infinite-
simale Storungen ebener Flammen in nahezu gleichformiger Stromung werden in Pelce
& Clavin (1982) hergeleitet. Diese Sprungbedingungen stellen stérungstheoretische Kor-
rekturen der Sprungbedingungen des Darrieus-Landau-Modells dar. Es handelt sich um
eine linearisierte Form der Sprungbedingungen in Matalon & Matkowsky (1982). In den
Sprungbedingungen ergibt sich ein der Kriimmung proportionaler Term, der als effektive
Oberfléichenspannung interpretiert wird.

Matalon & Matkowsky (1982) untersuchen Flammen beliebiger Geometrie fiir den Fall
einer Lewis-Zahl nahe Eins. Es wird ein beliebiges Geschwindigkeitsfeld und thermische
Expansion zugelassen. Ist die Lewis-Zahl nahe Eins, so ist die Enthalpie eine nahezu
konservative Grofie, und es ergibt sich eine nahezu konstante Flammengeschwindigkeit.
In der fithrenden Ordnung der asymptotischen Theorie von Matalon & Matkowsky (1982)
wird exakt das Modell von Darrieus und Landau abgeleitet. Werden stérungstheoretische
Korrekturen beriicksichtigt, ergibt sich die nachfolgende Beziehung fiir den Massenstrom
durch die Flamme

1 _
mzl—P—eaMx+O(Pe %), (2.9)
T 1
ay = <TbllnTb+§A[N[>, (2.10)
0
[N[(Tb) = / ln(l + (Tb - 1) em) dx (211)

wobei A = Ze (Le — 1) eine O(1) reskalierte Lewis-Zahl darstellt. Der Wert des Integrals
I hiingt von der thermischen Expansion T, — 1 ab. Die Grofle ayy ist zusitzlich eine
Funktion der Zeldovich- und der Lewis-Zahl. Es sei darauf hingewiesen, dass Pe lay
als die Markstein-Zahl identifiziert werden konnen. Allerdings ist diese jetzt durch die
physikalischen und chemischen Eigenschaften der Mischung charakterisiert und stellt
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keinen frei wihlbaren Modellparameter mehr dar. Da die Massenstrom- bzw. Flammen-
geschwindigkeitsbeziehung jetzt Terme der Grofenordnung O(Pe™!) enthiilt, ist es nicht
mehr ausreichend die Sprungbedingungen von Darrieus und Landau anzuwenden. Die-
se werden durch die erweiterten Sprungbedingungen von Matalon & Matkowsky (1982)
ersetzt.

[m] = . poX Ty +O(Pe ), (2.12)

[p+ mu,] = <T 1 InTy [Vap] +2¢(Tp, — 1+ Ty InTy) + uy, XlnTb> + O(Pe™?),
L —

— T -2
[vi]= ~Pe <Pr+ T - lnTb> [n XV xv]4+ O0FPe™?),

wobei Pr die Prandtl-Zahl ist und V,* = V % -n die Normalableitung bezeichnet. Die
Sprungbedingungen sind hier in der koordinatenfreien Darstellung aus Matalon & Mat-
kowsky (1984) angegeben. Die neuen Terme auf der rechten Seite in (2.12) werden auf
Transportphéinomene entlang der Flamme zuriickgefiihrt. Eine lineare Stabilitédtsunter-
suchung fiir ebene Flammen zeigt, dass im Falle von Lewis-Zahlen Le > Le., wobei
Le. < 1, langwellige Storungen instabil sind, wogegen kurzwellige Stérungen stabil sind.
Das Modell liefert keine zeitabhéngigen Instabilitéiten. Gilt Le < Le. so sind Stérun-
gen beliebiger Wellenlédnge instabil. Die Instabilitidten bei Le < Le, sind nahe verwandt
mit Zellularinstabilitdten, die fiir Stromungen konstanter Dichte, durch die Kuramoto-
Sivashinsky-Theorie beschrieben werden. In Clavin & Joulin (1983) wird die Untersu-
chung von Clavin & Williams (1982) fiir den Fall von Faltungen der Flamme mit einer
Amplitude der GréBenordnung O(1) verallgemeinert. Weiterhin werden beliebige Stro-
mungsfelder zugelassen, so dass sich die Flammengeschwindigkeitsbeziehung von Matalon
& Matkowsky (1982) ergibt.

Obwohl sich das Modell von Matalon & Matkowsky (1982) fiir numerische Simulationen
diinner Vormischflammen eignet, wobei die innere Struktur der Flamme nicht aufgelost
werden miisste, ist uns keine Anwendung des Modells in der Numerik bekannt. Da der
Massenstrom an der Flamme unstetig ist, muss im Verlauf einer Rechnung Masse an
der Flamme hinzugefiigt oder entnommen werden. Auflerdem stellt die Umsetzung der
Sprungbedingungen eine umfangreiche Aufgabe dar.

Es gibt somit gegenwiirtig unterschiedliche Theorien fiir Le— 1 = O(1) von Sivashinsky
(1976) und fiir Le ~ 1 von Matalon & Matkowsky (1982). In der Theorie von Sivashinsky
(1976) wird lediglich die fiihrende Ordnung einer asymptotischen Entwicklung betrach-
tet, wogegen in der Arbeit von Matalon & Matkowsky (1982) auch storungstheoretische
Korrekturen von O(Pe™!) beriicksichtigt werden. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die
Ableitung einer umfassende Theorie. Diese soll die beide oben dargestellten Grenzfiille
enthalten.

Kiirzlich stellen Klimenko & Class (2000a) einen neuen Ansatz vor, bei dem die Tensor-
rechnung in krummlinigen, beziiglich der Flamme orthogonalen, Koordinaten eingesetzt
wird. Dieser Ansatz erlaubt die Herleitung der Flammengeschwindigkeitsbeziehungen von
Matalon & Matkowsky (1982) und Sivashinsky (1976), wobei viele rein geometrische Ter-
me der fritheren Arbeiten nicht mehr auftauchen. In Klimenko & Class (2000b) wird der
Ansatz benutzt, um Flammen mit komplexer chemischer Kinetik zu untersuchen. Die
Flammengeschwindigkeitsbeziehung von Sivashinsky (1976), eine nichtlineare gewohnli-
che Differenzialgleichung, wird durch eine einfachere algebraische Beziehung ersetzt. In
Klimenko, Class & O’Gorman (2001) wird der Ansatz zur Untersuchung einer Flamme
mit einer O(1) Aktivierungsenergie eingesetzt. Hierbei sind die Dicken der Reaktionszo-
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ne und der Vorheizzone dhnlich groff. Es wird gezeigt, dass die Flammengeschwindigkeit
jetzt sowohl von der Flammenstreckung als auch von der Flammenkriimmung abhéngt.
Allerdings gibt es eine eindeutig definierte Lage der Flammenposition, an der die Abhén-
gigkeit von der Flammenkriimmung verschwindet.

In der vorliegenden Arbeit wirdder Ansatz von Klimenko & Class (2000a) benutzt, um
das Stromungsfeld und die Sprungbedingungen, die nicht in Klimenko & Class (2000a),
Klimenko & Class (20000), Klimenko, Class & O’Gorman (2001) betrachtet werden, zu
untersuchen. Betrachtet werden die Gleichungen, welche die innere Struktur der Flamme
beschreiben und die Gleichungen der dufleren inkompressiblen Strémung. Anschlieend
werden die innere und duflere Losung aneinander angepasst, wobei sich die Sprungbedin-
gungen fiir die duflere Losung ergeben. Diese Sprungbedingungen enthalten Korrekturen
der Sprungbedingungen von Darrieus und Landau. Es wird gezeigt, dass die Darstellung
der Sprungbedingungen stark von der genauen Position der Unstetigkeitsfliche inner-
halb der Flamme abhiingt. Als Gibbs in Gibbs (1876 und 1878) und Gibbs (1879) das
Problem der Oberfléichenspannung einer freien Grenzfliche zwischen zwei unmischbaren
Fliissigkeiten untersuchte, fand er ebenfalls einen Ausdruck, der von der genauen Lage der
Oberfliéiche abhéingt. In Abhéngigkeit der genauen Lage der Oberfliche muss dieser eine
virtuelle Oberflichenmasse zugewiesen werden (Im Englischen excess surface mass). In
unserem Problem weist eine eindeutig definierte Flammenposition besondere Vorteile auf,
insofern als viele Terme in den Sprungbedingungen wegfallen. Die Ursache fiir das Ver-
schwinden dieser Terme, ist ein an der Unstetigkeitsfliiche kontinuierlicher Massenstrom
beziehungsweise das Verschwinden der virtuellen Oberflichenmasse. In der Sprungbedin-
gung fiir die Impulsbilanz in der Normalenrichtung, ergibt sich ein einziger Term, welcher
der Oberflichenkriimmung proportional ist. Beim Problem der Oberflichenspannung ei-
ner Grenzfliche zwischen zwei unmischbaren Fliissigkeiten gilt dies entsprechend. Da die
Ursache fiir das Auftreten des Terms Kompressibilititseffekte sind und das Vorzeichen
umgekehrt ist wie das der Oberflichenspannung, wird er als Oberfléichenkompression be-
zeichnet. Die Oberflichenkompression wiichst mit der thermischen Expansion stark an. In
den Sprungbedingungen fiir die Impulsbilanz in tangentialer Richtung bewirken Gradi-
enten der Oberflichenkompression tangentiale Oberflichenkréfte. Diese sind vergleichbar
mit den tangentialen Kriften bei der Marangonikonvektion.

In der vereinheitlichten Theorie werden die Fille Le ~ 1 und Le — 1 = O(1) nicht
als unabhéingige Grenzfiille betrachtet. Vielmehr wird eine gewohnliche Differenzialglei-
chung fiir die Flammengeschwindigkeit abgeleitet, die fiir die Grenzfille von Matalon &
Matkowsky (1982) und Sivashinsky (1976) die zugehorigen Flammengeschwindigkeitsbe-
ziehungen liefert, sofern nur Stérungen mit Wellenlidnge O(1) betrachtet werden. Im Falle
eines neuen Grenzfalles Le — 1 = O(Pe_l/ %) und y = O(Pe'/?), d.h. grofe Flammen-
streckungsraten, ergibt sich eine stationéire Form der Flammengeschwindigkeitsbeziehung
von Sivashinsky. Im Falle von O(1) Flammenstreckung werden die ersten drei Glieder ei-
ner asymptotischen Reihe berechnet . In der fithrenden Ordnung ergibt sich die adiabate
Flammengeschwindigkeit. In der niichsten Ordnung ergibt sich eine Korrektur, die den
Einfluss der Flammenstreckung beschreibt. Nochmals in der néchst hoheren Ordnung
zeigen sich die Einfliisse von Zeitabhéngigkeit und Flammenkriimmung.

Des weiteren werden Stérungen mit hohen Wellenzahlen (kurzen Wellenléingen) und
kleinen Amplituden, die frither unberiicksichtigt blieben, untersucht. Es ergibt sich ein
transversaler Diffusionsterm in der Flammengeschwindigkeitsbeziehung, der hier erstmals
hergeleitet wird. Die Flammengeschwindigkeitsbeziehung ist jetzt eine nichtlineare parti-
elle Differenzialgleichung. Der neue transversale Diffusionsterm spielt eine &hnliche Rolle
wie der biharmonische Operator in der Kuramoto-Sivashinsky-Gleichung in Sivashinsky
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(1977), welche die schwach nichtlineare Dynamik von Flammenfronten, bei Vernachlés-
sigung der thermischen Expansion, beschreibt.

Die lineare Stabilitéit ebener Flammen, die als gasdynamische Unstetigkeit aufgefasst
werden, wird untersucht und mit den fritheren Theorien von Darrieus-Landau, Sivashins-
ky sowie Matalon und Matkowsky verglichen. Fiir alle Parameterkombinationen ergibt
sich die Darrieus-Landau Instabilitéit fiir langwellige Storungen. Es wird stets die Sta-
bilitdt kurzwelliger Stérungen oberhalb einer Grenzwellenzahl nachgewiesen. Im Falle
von Lewis-Zahlen grofler Eins konnen kurzwellige zeitperiodische Instabilitidten beobach-
tet werden. Im Gegensatz zu der Theorie von Sivashinsky, die keine Grenzwellenzahl
dieser Instabilitéit aufweist, liefert die vorliegende Theorie Stabilitéit extrem kurzwelli-
ger Storungen. Hierfiir ist der neue transversale Diffusionsterm verantwortlich. Fiir den
Fall hinreichend kleiner Lewis-Zahlen findet sich ein destabilisierender Trend iiber die
Darrieus-Landau-Instabilitéit hinaus. In der Theorie von Sivashinsky ergibt sich dieser
destabilisierende Trend fiir alle Lewis-Zahlen kleiner Eins. In der vereinheitlichten Theo-
rie gilt dies fiir Lewis-Zahlen Le < Le, mit Le. < 1. Dieses Ergebnis ist in Ubereinstim-
mung mit den Befunden aus der Theorie von Matalon und Matkowsky, die Flammen mit
Le ~ 1 beschreibt.

3. Grundgleichungen

Der Transport und die Reaktion eines brennbaren Gasgemischs wird durch die Er-
haltungsgleichungen fiir die Masse, Impuls, spezifische Enthalpie und die an der Reak-
tion beteiligten chemischen Spezies beschrieben. Zuniichst werden die Gleichungen in
dimensionsbehafteter Form angegeben. Ausgegangen wird von einer nicht eingeschlosse-
nen Flamme, die sich mit einer Geschwindigkeit weit unterhalb der Schallgeschwindigkeit
ausbreitet. Somit wird eine kleine Mach-Zahl Ma (das Verhéltnis der Flammengeschwin-
digkeit zur Schallgeschwindigkeit) vorausgesetzt. Dichtesinderungen sollen ausschliefllich
von Temperaturdnderungen herriithren, so dass akustische Phénomene nicht betrachtet
werden. Kompressibilitidtseffekte in der Energiegleichung werden somit vernachléssigt.

B Z’HV (5%) =0, (3.1)
agt LV (V) = -Vi+ V-4, (3.2)

. (35T («ﬁ)) =V (A1) + QW (3.3)
35?” £V (p9F) = V- (pDVY) - W, (3.4)

Diese Gleichungen entsprechen dem fiihrenden Glied einer asymptotischen Entwicklung
nach Ma?. Der Druck p in Gleichung (3.2) ist die Abweichung des Drucks vom konstanten
statischen Umgebungsdruck. Dies heifit, dass der Gesamtdruck p, + Ma?p ist, wobei der
konstante Umgebungsdruck pp nicht in den Gleichungen erscheint, da nur Gradienten
des Drucks relevant sind. Die unabhiingigen Grofien sind die Zeit £ und die kartesischen
Raumvariablen §; wobei ¢ = 1,2, 3 fiir die drei Raumrichtungen. Der Nablaoperator sei
V = (0/091,0/0%2,0/07s) und der Operator ® bezeichne das dyadische Produkt, wel-
ches bei Anwendung auf einen Vektor einen Tensor vom Rang Zwei liefert. Die abhéngi-
gen Grofien sind der dynamische Druck p, der Geschwindigkeitsvektor v, die Temperatur
T und die Konzentration Y eines an der Reaktion beteiligten Spezies. Der Einfachheit
halber wird angenommen, dass ein einziges Spezies des Brenngasgemischs, welches in
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geringer Konzentration vorliegt die chemische Reaktion limitiert. Diese Spezies wird als
limitierendes Spezies bezeichnet. Im Falle magerer (fetter) Kohlenwasserstoff/Luft Flam-
men ist das limitierende Spezies der Kohlenwasserstoff selbst (der Sauerstoff). Liegt ein
einzelnes limitierendes Spezies vor geniigt es dessen Konzentration zu verfolgen. Die an-
deren Konzentrationen in der Mischung bleiben im wesentlichen unveréndert. Der Ansatz
kann leicht fiir komplexere chemische Verhéltnisse verallgemeinert werden. In diesem Fall
ist es vorteilhaft die spezifische Enthalpie, die von der Temperatur abhéngt, anstelle der
Temperatur zu betrachten. Typischerweise hingt ¢, im betrachteten Temperaturbereich
nur schwach von der Temperatur ab. Deshalb ist wird ¢, durch einen temperaturgemit-
telten konstanten Wert angendhert.
Der Spannungstensor eines kompressiblen Newtonschen Fluids ist

- - 2
5[¢<V\7+V\7T§IV~\7>, (3.5)

wobei der hochgestellte Index ”T” die Transponierte der indizierten Matrix bezeichnet
und I die Einheitsmatrix darstellt.

Die Transportkoeffizienten sind die dynamische Viskositét fi und die Warmeleitfahig-
keit A des Gasgemischs sowie die Diffusivitét des limitierenden Spezies D. Die Abhéin-
gigkeit dieser Groflen von der Zusammensetzung darf wiederum vernachléssigt werden,
so dass die Transportkoeffizienten Funktionen der Temperatur allein sind. Die Gréflen fi,
A und ,5[) besitzen dhnliche Temperaturabhingigkeiten. Die kinetische Gastheorie liefert
eine theoretisch Abhingigkeit ~ 7/2.

Die Temperatur 7T ist mit der Dichte j iiber die Zustandsgleichung verkniipft. Fiir ein
ideales Gas bei konstantem Umgebungsdruck gilt

Tp=Typs. (3.6)

Die Reaktionsrate ist durch die Arrheniusbeziehung W = AY™ exp(E/(R,T)) gegeben,
wobei A der preexponentielle Faktor und n die Reaktionsordnung sind. Die Wiirmeto-
nung (Wirmefreisetzung) der Reaktion ist Q. In der vorliegenden Untersuchung werden
asymptotische Methoden fiir grofie Aktivierungsenergien, im Englischen ”large activation
energy asymptotics”, angewendet. Somit wird angenommen, dass die chemische Reak-
tionsrate W sehr sensitiv auf Temperaturinderungen reagiert. Sinkt die Reaktionsrate
lediglich um einen kleinen Betrag unterhalb die Rauchgastemperatur, dann sinkt die
Reaktionsrate schon betréchtlich und kann vernachlissigt werden. Es ist die Dicke der
Reaktionszone im Vergleich zu der ohnehin diinnen Flamme gering.

3.1. Dimensionslose Grifien und Skalierung

Um die relative Bedeutung der einzelnen Terme in den Grundgleichungen abwigen zu
kénnen, ist es niitzlich die Gleichungen in eine dimensionslose Form zu iiberfithren. Fest-
gelegt wird eine Referenzliinge [, welche die Abmessungen des Stromungsproblems cha-
rakterisiert. Bei laminarer Stromung ist dies eine charakteristische Lénge der betrachteten
Geometrie, bei turbulenter Stromung die Kolgomorov-Lénge. Als Referenzgeschwindig-
keit wird 3%, die adiabate laminare Flammengeschwindigkeit, definiert. Die Dicke der
Flamme léisst sich zu Iy = &/3% abschitzen. Bei atmosphiirischen Kohlenwasserstoffver-
brennungen ist l typischerweise einige Zehntel Millimeter, wihrend [ wesentlich GroSer
ist. Die Peclet-Zahl Pe = [ / lo gibt das Verhiltnis der #uBeren Lingenskala zur Flammen-
dicke an, wobei von grolen Peclet-Zahlen ausgegangen wird. Die Werte Tf und f’f des
unverbrannten Gemischs werden als Referenzgrofien fiir die Temperatur und die Konzen-
tration benutzt. Entsprechend werden Werte des unverbrannten Gemischs als Referenz-
groflen fiir die Dichte und der Transportkoeffizienten benutzt.
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Grofle dulleres Gebiet inneres Gebiet

Dichte R
Geschwindigkeit v, v* v, V'
Massenstrom M
Druck
Wirmeleitfahigkeit
Spannungstensor
Temperatur
Konzentration
Enthalpie
Reaktionsrate
kartesische Koordinaten y
bewegte Normalkoordinate z!
bewegte Querkoordinaten % €%
Geschwindigkeit des Koordinatensystems U
metrischer Tensor 97, gi;
Volumenelement N/

hS)

.

Qa3

MOOSm<NMAaY

TABELLE 1. Variablen des inneren und #ufleren Gebiets

Auf der hydrodynamischen Skala [ ist die Flamme eine Fliche, welche die ausgebrann-
ten Rauchgase vom unverbrannten Brenngasgemisch trennt. Die Temperatur, Dichte und
Viskositét beiderseits der Flammenfléche sind konstant aber verschieden. Auf der Lén-
genskala [y der Flammenstruktur ergibt sich dagegen ein stetiger Verlauf zwischen den
Werten der Variablen im unverbrannten Gemisch zu denjenigen im ausgebrannten Rauch-
gas. Da die Flammenstruktur in ein gréfieres Gebiet eingebettet ist, wird das von der
Flammenstruktur eingenommene Gebiet als das ”innere” Gebiet bezeichnet. Entspre-
chend gilt die Bezeichnung ”#&ufleres” Gebiet fiir die nichtreaktive Zonen beiderseits der
Flamme.

In dieser Arbeit beabsichtigen wird ein hydrodynamisches Modell der Flamme abgelei-
tet. Im sich ergebenden Modell wird die innere Struktur der Flamme nicht aufgelost. Die
Modellparameter werden aber aus der inneren Struktur der Flamme bestimmt, so dass
die innere Struktur im Modell volle Beriicksichtigung findet. Es zeigt sich, dass zwei Glei-
chungssiitze benotigt werden; einen Satz fiir das Modell (auf der dufleren Lingenskala)
und einen zweiten Satz fiir die innere Struktur der Flamme (auf der inneren Skala).

Um die Variablen des inneren und #ufleren Gebiets unterscheiden zu kénnen, werden
kleingeschriebene Variablennamen fiir &uflere Variablen und grofigeschriebene Variablen-
namen fiir die inneren Variablen, benutzt. Hiermit ergibt sich die iibliche Schreibweise
der stromungsmechanischen Gleichungen im dufleren Gebiet. Die Variablennamen im in-
neren Gebiet, welches lediglich zur Bestimmung von Modellparametern betrachtet wird,
sind dagegen weniger iiblich. Die wichtigsten inneren und dufleren Variablen sind in Ta-
belle 1 zusammengestellt (man beachte, dass einige dieser Variablen erst in den folgenden
Kapiteln eingefiithrt werden).

Zunichst werden die dimensionslosen Gleichungen fiir die stetigen inneren Groéfen
formuliert. Die dimensionslose Dichte, Geschwindigkeit, Temperatur, Konzentration des
limitierenden Spezies und der Druck sind R = p/ps, V =%/8%, T = T/T;, Y =YY
und P = p/(5; (3%)2).
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Die Erhaltungsgleichungen fiir Masse, Impuls, Energie und das limitierende Spezies
sind jetzt

% + V- (RV)=0, (3.7)
ORV Pr
- - (RV®@V)=-VP+—V_ X .
B +V-(RV®V) \% +Pev , (3.8)
T 1
8% + V- (RVT) = P—eV (RKVT)+Pe (T, — 1) W, (3.9)
ORY 1
5 +V-(RVY) = ﬁv - (RKVY) — PeW, (3.10)
wobei Y. den Spannungstensor bezeichnet
Y =RK <VV+VVT§IV.V>. (3.11)

In diesem Gleichungssatz wird unterstellt, dass die Diffusionskoeffizienten des Impulses,
der Wirme und der Spezies eine identische Temperaturabhéngigkeit aufweisen. Ihre Zah-
lenwerte miissen dagegen nicht gleich sein, so dass sich konstante Verhéltnisse zwischen
den Diffusionskoeffizienten ergeben. Die Prandtl-Zahl Pr = fis/(ps&) ist das Verhilt-
nis der kinematischen Viskositét fif/ps zur Wérmeleitzahl. Die Lewis-Zahl Le = &/ D I
ist das Verhiltnis der Wirmeleitzahl zur Speziesdiffusivitit. Die dimensionslose Grofie
K = & /Ry beriicksichtigt die Temperaturabhéngigkeit der Diffusivitéiten.
Die Zustandsgleichung schreibt sich in dimensionslosen Variablen sehr einfach.

RT =1. (3.12)

Die Reaktionsrate wird in dimensionsloser Form W = W1i/(Pe§%/;) und die Wirme-
tonung der Reaktion ergibt T; — 1 wobei T}, = T;,/ Tf die adiabate Verbrennungstempera-
tur, d.h. die Rauchgastemperatur einer sich stationér ausbreitenden ebenen Flamme mit
identischer Zusammensetzung und Gemischtemperatur, ist. Im Folgenden bezeichnen die
Indizes 77”7, ” f” und ”b” stets Groflen der Reaktionszone, des Brenngasgemischs und des
Rauchgases. In dimensionsloser Schreibweise ergibt sich an stelle der Aktivierungsenergie
E der Reaktion die Zeldovich-Zahl Ze.

Erhaltungsgleichungen fiir die inkompressible &uere Stromung beiderseits der Flamme
konnen, analog zu den Gleichungen fiir die inneren Groflen, formuliert werden

Jdp B

5 +V-(pv) =0, (3.13)
Opv _ Pr v
5 + V. (pvRv) 77Vp+Pep/<aV v, (3.14)

wobei V2 den Laplaceoperator bezeichnet und p = p/ps, v = v /5% sowie p = p/(p¢(5%)?)
die Dichte, Geschwindigkeit und den dynamischen Druck der d&uleren Stromung darstel-
len. Die unterschiedlichen Werte der Viskositit px im Rauchgas- und Brenngasgebiet
werden durch die Gréflen p und k beriicksichtigt, wobei x = 1 im Brenngasgebiet und
k = kp im Rauchgas. Die kinetische Gastheorie liefert pyr;, = Tb1 /2 Man beachte, dass
die Dichte p = 1 im Brenngasgemisch und p = 1/7}, im Rauchgas. In (3.13) und (3.14)
wird die Konstanz der Dichte nicht voll ausgenutzt, um die Gleichungen der inneren und
dufleren Groflen in weitestgehend identischer Form darzustellen.

Die #ufleren Gleichungen sind die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen. In die-
sen wird iiblicherweise die Reynolds-Zahl Re = Pe/Pr benutzt.
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Das Ziel der nachfolgenden Untersuchungen, ist die Herleitung der Sprungbedingungen
an der Flamme fiir dulere Groflen sowie die Bestimmung der Flammengeschwindigkeit.

3.2. Gleichungen in bewegten Koordinaten

Es erweist sich als giinstig, anstelle von raumfesten kartesischen Koordinaten, bewegte
krummlinige Koordinaten x!, 22, 23 zu verwenden, wobei 2! = 0 die Flammenfliche dar-
stellt. Eine umfassende Einfithrung in die Methoden der Tensorrechnung enthilt das Buch
von Aris (1989). Einzelheiten zur Konstruktion unseres speziellen Koordinatensystems
sind im Anhang A dargestellt. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, ist es stets mog-
lich die z'-Koordinatenlinien so zu wihlen, dass diese normal auf den Flichen 2! = const
und somit auch zur Flammenfliche sind. Der kovariante metrische Tensor unseres Ko-
ordinatensystems wird mit g%/ (i,7 = 1,2,3) bezeichnet. Aufgrund der Orthogonalitiit
der x'-Linien, beziiglich der Flichen 2! = const gilt ¢g'® = 0 wobei griechische Indizes
die Werte 2 und 3 annehmen. Lateinische Indizes erhalten Werte von 1 bis 3. Wiederum,
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit, wird g'' = 1 gesetzt, so dass die Normalkoordi-
nate gleichformig ist (vergl. Klimenko & Class (2000a)). Kleingeschriebene Buchstaben
werden fiir die Raumvariablen und den metrischen Tensor benutzt, so wie dies zuvor fiir
die dufleren Variablen vereinbart wurde, um die Konstanz (in fiihrender Ordnung) dieser
Groflen innerhalb der Flammenstruktur zu unterstreichen. Dies heifit selbstverstindlich
nicht, dass sich die Gréflen nicht entlang der Flamme dndern diirfen. Diese Konventi-
on gilt ganz allgemein in dieser Arbeit. Groflen die von den duBeren Raumkoordinaten
abhéingen werden mit kleingeschriebenen Buchstaben bezeichnet, wogegen fiir diejeni-
gen Groflen, welche sich stark innerhalb der Flammenstruktur d&ndern Grofibuchstaben
verwendet werden. Eingeftihrt wird das Volumenelement /g, wobei gilt g = 1/ det(g").
Dieses ist gleichzeitig das Oberflichenelement auf den Flichen z' = const, da g'* = 1.
Die mittlere Kriimmung ¢ der Flichen ' = const ergibt sich zu 2¢ = —1/,/9(8,/g/0z").

Wird die Tensorschreibweise benutzt, muss beachtet werden, dass die physikalischen
Komponenten (V (i), £(4, j))eines Vektors oder Tensors durch eine Normierung aus den
kontravarianten (V?, ¥%) beziehungsweise den kovarianten (V;, ¥;;) Komponenten be-
rechnet werden miissen

V(i) = V'/\/g"" = V;\/g%, keine Summation iiber i (3.15)
Y(ij) = X" /\/giigii = 0,7/giigii, keine Summation iiber 1, j. (3.16)

Zur Demonstration der Methode wird eine Transportgleichung fiir ein beliebiges Skalar
® transformiert . In raumfesten kartesischen Koordinaten gelte

%(@) + V- (J(D)) = PeQ(D) (3.17)

wobei J(®) = V® — DV ®, der Fluss des Skalars ® und Q(®) ein Quellterm sind. Es ist
D die Diffusivitit des Skalars. Die Peclet-Zahl Pe wird aus Konsistenzgriinden eingefiigt.

In krummlinigen bewegten Koordinaten lautet die Erhaltungsgleichung fiir den Skalar
i3

D (V30 + 5 (VaP () = VGQ(@) (318)

wobei konventionelle partielle Ableitungen benutzt werden. Es gilt die Einsteinsche Sum-
mationskonvention. Demnach wird Summation iiber den Wertebereich eines Indizes an-
gewandt, sofern ein Index einmal in der oberen und einmal in der unteren Position
auftaucht (die partielle Ableitung gilt hier als untere Position). Der Wertebereich fiir
lateinische Indizes ist 1,2,3 und derjenige fiir griechische Indizes ist 2,3. In unseren
Koordinaten schreibt sich der kontravariante (Index steht oben) Flussvektor J7(®) =
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(Vi —ul) @ — g9 DOP/0x" wobei u/ = dx7 /0t die kontravariante Geschwindigkeit des
bewegten z?-Koordinatensystems relativ zum ortsfesten y’-Koordinatensystem darstellt.

Die Normalenrichtung ist ausgezeichnet in unserer Untersuchung. Deshalb wird die
Summation iiber den Index j in Gl. (3.18) in einen normalen und einen tangentialen
Anteil zerlegt:

D (Va0 + 5 (VI @) + oo (VEI' (@) = G@).  (319)

Jetzt werden die Fliisse und Quellterme der Grundgleichungen des Flammenproblems
formuliert. Es ergibt sich eine Erhaltungsgleichung fiir das Volumenelement /g indem
®=1,Q(1) =D =0 und J7(1) = —u? gesetzt wird. Die Fliisse der Kontinuitéts-
(® = R), Energie- (® = RT') und Konzentrationsgleichung (® = RY") lauten,

JI(R) = MY, (3.20)
; ; 1 ;. 0T
J = MT — — ¥ ] 21
J/(RT) = MIT = 5-g"RK -, (3.21)
, , 1 . 0y
J = J _—  aY
J(RY) = MY — 5=—g e (3.22)

wobei M7 = R (Vj —u! ) der kontravariante Massenstrom in den bewegten krummlinigen
Koordinaten ist. Die zu den Grundgleichungen gehérenden Quellterme lauten

Q(R)=0, Q(RT)=(T,-1)W, QRY)=W. (3.23)

Da der Impuls eine vektorielle Grofle darstellt, liegt die Impulsgleichung nicht in einer
geeigneten Form vor, um Gl. (3.19) darauf anzuwenden. Gl. (3.19) ldsst sich abwen-
den, wenn anstelle einer Gleichung fiir den Impulsvektor eine Bilanzgleichung fiir den
Impulstransport entlang einer raumfesten Richtung geschrieben wird. Hierzu wird ein
sogenanntes paralleles Vektorfeld [; eingefiihrt. In raumfesten kartesischen Koordina-
ten besitzt dieses konstante Komponenten. Somit hat /; konstant Richtung und Betrag.
Spiter wird die Erhaltungsgleichung fiir V?I; geschrieben, also die Geschwindigkeitskom-
ponente in Richtung des Vektors [;. Zuvor sollen jedoch die besonderen Eigenschaften
eines parallelen Vektorfelds hinsichtlich der Differentiation erléutert werden. Insbeson-
dere verschwinden die mit (x) ; bezeichneten kovarianten Ableitungen, welche eine Ver-
allgemeinerung partieller Ableitungen in der Tensorrechnung darstellen. Es gilt demnach
l;; = 0. Im Falle bewegter Koordinaten, gilt dies fiir jeden beliebigen Zeitpunkt. Die
Komponenten von I; sind hier zeitabhéngig. Man beachte, dass der metrische Tensor
eine dhnliche Eigenschaft, g = 0, aufweist, die als Ricki’s Theorem bezeichnet wird. Zu
der Impulsgleichung gehort der Fluss

JI(RVil) = MVl + gl P — P—zzwzi . QRVil) =0 (3.24)

und ein verschwindender Quellterm. Der Spannungstensor lautet in Tensorschreibweise

2 = R (g4V 4+ V] - 307V, (3.25)
LoV L aVi agi 2 g 8 /gV*

_ ik wdV? k097 2 . 3.26

RK <g o 9 agk T ok T35 0o (3.26)

Die dufleren Stromungsgleichungen ergeben sich, wenn die inneren Groéflen durch die



Flammen als gasdynamische Diskontinuitdt 23

entsprechenden dufleren Groflen ersetzt werden.
J(p)=m’, Qp)=0, (3:27)

J(pv'l;) = mIv'l; + g lip — Egjk,o navlli Q(pv'l;) =0 (3.28)
Y ! " Pe dxk v '
Hierin ist der Reibungsterm einfacher, da die duflere Strémung inkompressibel ist und
die Viskositéit konstant ist.

Im folgenden, wird der normalen Massenstrom m' an der Unstetigkeitsfliche mit m
bezeichnet. Damit ist die hier benutzte Notationen konsistent mit der aus Kapitel 2. Es
ist zu beachten, dass m' eine Tensorgrofie darstellt, die durch Normierung in eine ent-
sprechende physikalische Grofe iiberfithrt werden muss. In unserem Koordinatensystem,
gilt jedoch speziell gt! = 1 so dass m = m?.

Jetzt wird die Differenz der Gleichungen fiir die innere und duflere Stromung betrach-
tet. Diese Gleichungen unterscheiden sich lediglich insofern als die Dichte in den dufleren
Gleichungen konstant ist, wihrend sie sich in den inneren Gleichungen stetig éndert. In
einigem Abstand von der Flamme verschwindet die Differenz der Dichten der inneren
und #ufleren Losung.

Aus der Kontinuitéitsgleichung erhalten folgt die Beziehung,

a a (e a a 1 1 _
o (V3 (R =) + 50 (V5 (M = m®) + 57 (Vg (M = m!)) =0 (3.29)
Wird diese Gleichung iiber das Brenngasgebiet, welches sich von 2! = —oo bis 2! = 0

erstreckt, integriert und dann tiber das Rauchgasgebiet von ! = 0 bis 2! = oo und
schlielich die Integrale summiert, ergibt sich

%(/_Z@(Rp) dz1> +a%a </_Z\/§(Mama) d;v1> VT M = 0. (330)

Die eckige Klammer [m] bezeichnet den Sprung des &ufieren normalen Massenstroms m!.
Der Index ”1” wird wie oben vereinbart nicht geschrieben. Es gibt keinen entsprechenden
Term der inneren Grofien, da diese keinen Sprung an der Unstetigkeitsfliche aufweisen.
Der Stern ” x” bezeichnet Groflen, die an der Unstetigkeitsfliiche bei 2! = 0 ausgewertet
werden. Es sollte noch darauf hingewiesen werden, dass die Summe der Integrale iiber das
Brenn- und Rauchgasgebiet als ein einziges Integral geschrieben wird. Bei der Auswertung
dieses Integrals muss beachtet werden, dass die Dichte p durch die Brenngasdichte py in
x! € [~00,0[ und durch die Rauchgasdichte pj, in 2! €]0, co]ersetzt werden muss.

Aus der Beziehung (3.30) kann geschlossen werden, dass der Massenstrom an der Un-
stetigkeitsfliche einen Sprung aufweist. Masse wird also zu der Unstetigkeitsfliiche trans-
portiert wo sie verschwindet, um dann an einer anderen Stelle wieder auszutreten. Man
spricht auch von einer virtuellen Oberflichenmasse. Dies stellt eine nicht akzeptable Ei-
genschaft fiir ein Modell dar, welches in Computercodes eingesetzt werden soll. Im Verlauf
einer Rechnung miisste der Strémung Masse entzogen oder es miisste Masse hinzugefiigt
werden. Ein solches Modell birgt besondere Schwierigkeiten bei der Umsetzung, und wird
im allgemeinen die Massenerhaltung verletzen.

Um ein brauchbares Modell sicherzustellen, wird gefordert, dass der normale Massen-
strom an der Unstetigkeitsfliche stetig ist. Dies wird erreicht, wenn die beiden Integrale in
(3.30) einzeln verschwinden. Beide Integrale enthalten im Integranden Terme die entspre-
chend angepasst werden koénnen. Die Querkomponenten des Massentransports M“ und
m® enthalten jeweils die transversale Geschwindigkeit u® des Koordinatensystems. Diese
ist bislang unbestimmt. Es ist stets moglich eine geeignete transversale Geschwindigkeit
u® zu finden, die einerseits sicherstellt, dass die z'-Koordinatenlinien senkrecht auf den
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Flichen mit 2! = const bleiben und andererseits das Integral [~ /g (M® —m®) da'
verschwinden lassen. Dies erfordert, dass M® = R (V® — u®) = 0und m® = p (v® —u®) =~
0, so dass das Koordinatensystem ungefihr mit der Tangentialgeschwindigkeit der Stro-
mung entlang der Flamme transportiert wird. Dies wird weiter unten verdeutlicht, sobald
eine asymptotische Auswertung der Beziehungen erfolgt. Das Verschwinden des ersten
Integrals in Gl. (3.30), kann durch eine geeignete Wahl der Lage der Unstetigkeits-
flsiche erzwungen werden. Dies wird ebenfalls spidter im Text erortert. Die Bedingung
2. V9 (R = p) dz' = 0 legt eindeutig die Lage der Unstetigkeitsfliche fest.

Aus den inneren und dufleren Impulsgleichungen ergibt sich analog zu Beziehung (3.30)
eine Sprungbedingung,

| (5 VRV = p01)) + 5 (VF RV — 5% ('1)) ) '+

* i i Pr 81}212
Vg |mu'l;+g Yip— P—epn 90 ] =0. (3.31)

Die eckige Klammer enthélt sowohl Terme, die in den Sprungbedingungen von Dar-
rieus und Landau auftauchen, als auch die Normalspannung an der Unstetigkeitsfléiche.
Es wurden bereits alle Freiheitsgrade, die bei der Wahl der Unstetigkeitsfliiche und des
Koordinatensystems bestehen, um die Stetigkeit des Massenstroms an der Diskontinui-
téitsfliche zu erzwingen. Deshalb verschwindet das Integral in Gl. (3.31) bestenfalls in
Ausnahmefillen. Um die kompressiblen Effekte innerhalb der Flammenstruktur im Mo-
dell zu beriicksichtigen, miissen im Modell Oberflichenkréfte vorgesehen werden. Deren
GroBe ist durch das Integral in Gl. (3.31) gegeben.

In der nachfolgenden Untersuchung soll die Lage der Unstetigkeitsfliche und deren
Normalgeschwindigkeit bestimmt werden. Des weiteren sollen die mit der Unstetigkeits-
fliche verkniipften Krifte bestimmt und physikalisch gedeutet werden. Insbesondere soll
die Richtung der Oberflichenkréfte bestimmt werden. Diese entscheidet, ob die Flam-
me durch die Kriifte stabilisiert wird. Schlieflich sollen die Sprungbedingungen fiir den
Massenstrom und den Impuls hergeleitet werden.

4. Herleitung der Gleichungen und Sprungbedingungen fiir die
Stromung mittels asymptotischer Methoden

Im Kapitel 3.2 werden die Sprungbedingungen fiir den Massenstrom (3.30) und den
Impuls (3.31) hergeleitet, die sich ergeben sobald die Flammenzone durch eine Unstetig-
keitsfliche ersetzt wird. Um ein solches Modell zu schlieflen, muss eine Flammengeschwin-
digkeitsbeziehung herangezogen werden. Diese beschreibt die Ausbreitung der Flamme.
Ein allgemeine analytische Losung des Problems ist nicht moglich. Deshalb werden ap-
proximative asymptotische Ausdriicke fiir die Sprungbedingungen und die Flammenge-
schwindigkeit hergeleitet. Dabei wird ausgenutzt, dass die Flamme typischerweise, diinn
im Vergleich zur Lingenabmessung des Stromungsproblems ist.

Die Untersuchung beschiftigt sich mit der Flammenzone, deren normale Ausdehnung
klein ist. Zunichst wird eine gestreckte Raumkoordinate X = Pez! in Normalenrichtung
eingefiihrt, wobei Pe > 1 gilt. Die Dicke der Flammenzone ist von O(1), gemessen auf
der X-Skala, so dass sich Gl. (3.19) wie folgt schreibt

Pie <% (Vo®) + % (\/§Ja(<I>))> + a% (VI (@) = /9Q(®). (4.1)

Es soll jetzt ausgenutzt werden, dass die Peclet-Zahl Pe ein asymptotisch grofier Para-
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meter ist, indem eine asymptotische Reihenentwicklung der Unbekannten nach Potenzen
von Pe™! erfolgt,

F =Y Pe"Fu), (4.2)

Es steht F fiir die inneren Grofien R, T, Y, W, P, Vi, M¢, J/(R), J9(RT), J/(RY),
JI(RV;) und X4,

Die Grofien, /g, 9, ¢;, u’ sowie das parallele Vektorfeld [;, welche mit dem krumm-
linigen Koordinatensystem eingefiihrt werden und diese charakterisieren, werden in eine
Taylorreihe entwickelt

f= Z o f ZPe_" [ X" (4.3)

Es steht f stellvertretend fiir die Groen /g, g, ¢;, u' und I; steht. Die f( ) sind von
X unabhingige Konstanten, die aber entlang der Flamme variieren diirfen.

Die duBeren Grofien p, p, vi, m, J7(p), J7(pv'l;) und 0" kinnen eine Unstetigkeit bei
X = 0 aufweisen. Selbst wenn sie sich als stetig erweisen, so gilt dies nicht unbedingt
fiir deren Normalableitungen. Deshalb werden diese Groflen unabhingig voneinander im
Rauchgas und Brenngasgebiet in eine Taylorreihe entwickelt.

Wird die GroSe x* = (9g'/2* /0t)/g"/?* und die Taylorreihe g/2 = g'/** 4+ Pe _19(11/)2*X+

(0)
.. mit g(ll/)Q* = —2¢ in Gl (4.1) eingefiihrt, kommt

Pie <<;+X*>¢+&£y(ﬁ*Ja(¢))> *a% <<1Plezcx> J1(<I>)> = (4.4)

<1 - Pie2cx> Q(®) + O(Pe2).

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird der Index ”(0)” weggelassen bei denjenigen
Groflen, die in eine Taylor-entwickelt werden und an der Unstetigkeitsfliiche auszuwer-
tet sind. Es verschwinden dann alle Terme hoherer Ordnung. Wird der asymptotische
Reihenansatz fiir die Fliisse und die Quellterme in Gl. (4.4) eingesetzt und wird nach
gleichen Potenzen Pe™'sortiert, so ergibt sich

a% (J(IO)(‘I’)) =Qu)(®),  (45)
0

<% > 0+ —F—== \/_ Fye (\/— g J(o) (@ ) X (J(ll)(fb) f2cXJ(10)(<I>)) = (4.6)
Q) (P) —2¢X Qo) ().

Man beachte, dass x* die relative Flichenéinderung eines Flichenelements darstellt. Diese
Grofe ist eng mit der Flammenstreckung x, der relativen Flichenénderung eines Flam-
menelements, verkniipft. In der Tat wird spéter gezeigt, dass (9g'/%*/0t)/g"/** und x
fiir ein spezielles Koordinatensystem identisch sind. Weiterhin sei angemerkt, dass die
Gleichungen (4.5) und (4.6) keine verallgemeinerten (kovariante) Ableitungen der Ten-
sorrechnung enthalten. Die Gleichungen (4.5) und (4.6) kénnen unmittelbar eingesetzt,
ohne dass umfangreiche Kenntnisse der Tensoralgebra erforderlich sind.

Die Flammenstreckung x und die Flammenkriimmung c sind explizite Parameter der
Gleichungen. Aus den Gleichungen (4.5) und (4.6) ergeben sich die innere L&sungen
unmittelbar als Ausdriicke von x und c¢. Diese beiden Parameter charakterisieren die
Geometrie und die Dynamik der Fliche. Man spricht auch von intrinsischen Eigenschaf-
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ten der Fliche. Im Einzelnen ist x ein Maf fiir die zeitliche Entwicklung der Fléche und
¢ kennzeichnet die momentane geometrische Form der Fliche. Hier wird die Bezeich-
nung intrinsische Gleichungen gestorter Flammen fiir die Gleichungen (4.5) und (4.6)
benutzt. Diese Bezeichnung wird auch in Klimenko & Class (2000a) fiir die Energie- und
Konzentrationsgleichung in einer Gl. (4.4) &hnlichen Schreibweise verwendet. Allerdings
werden kurzwellige Stérungen der Flamme, die in der vorliegenden Arbeit eine zentrale
Rolle spielen, in Klimenko & Class (2000a) nicht beriicksichtigt. Die partiellen Ableitun-
gen in tangentialer Richtung treten deshalb nicht in Klimenko & Class (2000a) auf. In
den Impulsgleichungen (werden nicht in Klimenko & Class (2000a) behandelt), miissen
Ableitungen in tangentialer Richtung berticksichtigt werden. Diese Terme stellen somit
einen wichtigen Bestandteil intrinsischen Gleichungen gestorter Flammen dar.

Im folgenden werden die ersten beiden Glieder einer asymptotischen Reihenentwicklung
der intrinsischen Gleichungen gestorter Flammen hergeleitet. In der fithrenden Ordnung
werden sowohl die Losung der Gleichungen als auch die zugehorigen Sprungbedingungen
berechnet. In der Ordnung O(Pe™") werden einerseits stérungstheoretische Korrekturen
der Sprungbedingungen und andererseits eine Flammengeschwindigkeitsbeziehung fiir
instationéire Flammen beliebiger Geometrie bestimmt.

4.1. Fihrende Ordnung der Stromungsgleichungen und der Sprungbedingungen

Die Stromungsgleichungen enthalten keinen Quellterm @Q(®). Somit verlangt Gl. (4.5)
die Konstanz der normalen Fliisse J(, (®)

m}(o) = const, J}(o) (pv'l;) = const, (4.7)
mi(o) = const, Jbl(o)(pfuili) = const, (4.8)
M(lo) = const, J(lo)(RVili) = const. (4.9)

Das Anpassen (im engl. matching) der inneren und dufleren Grofien aneinander bedeutet,
dass gilt

M(lo) = m}(o) = mi(o) = m(o), (410)

Jloy(RV'1;) = T ) (pv'li) = Ty (p0'ls) = J () (pv'li). (4.11)

FEs wird daran erinnert daran, dass der normalen Massenfluss an der Unstetigkeitsfliiche

mit m ) und nicht mit mlg bezeichnet wird. Obwohl die Fliisse entlang der normalen

Richtung konstant sind, so sind doch Variationen entlang der Flamme moglich. Der Stern
bezeichnet den Wert der gekennzeichnete Grofie an der Unstetigkeitsfliche ausgewertet
wird.

Die Sprungbedingungen (3.30) und (3.31) fiir die d&ueren Groflen liefern in der fiih-
renden Ordnung

[moy] =0, (4.12)

Da das parallele Vektorfeld beliebig ist, miissen die Sprungbedingungen fiir den Impuls
fiir die Normal- und Tangentialkomponente einzeln gelten

[meoyvlo) +p0)] =0, (4.14)
{m(o)v(‘a)} =0, oder {fu(‘a)} =0. (4.15)

Diese Sprungbedingungen entsprechen exakt denen des Darrieus-Landau-Modells. Die
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letzte besagt, dass die tangentiale Geschwindigkeit an der Flamme stetig ist, so dass
v%0) = Vo) = V(o) gilt. Wird jetzt die Definition des inneren und #ufleren Massen-
stroms M’ = R (V' — u') beziehungsweise m’ = p (v’ — u’) ausgewertet, ergibt sich die
Normalgeschwindigkeit zu

0 * * my0) *
Vioy = o + (o), Uty = MY0) T Ufoys Vp(0) = o + gy (4.16)

FEs kann auch der Sprung der Normalgeschwindigkeit berechnet werden, [fu(lo)} = myo) [1/p]-

Wird ein Koordinatensystem gewiihlt, welches sich entlang der Flamme mit der lokalen
Tangentialgeschwindigkeit bewegt, das heifit

dann verschwindet der duflere tangentiale Massenstrom sowohl im Brenngasgemisch als
auch im Rauchgas. Somit gilt m§ 0 = m?(o) = m‘(lo* = 0. Dies kann ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit vereinbart werden. In unserem f(oordinatensystem ist das Flammen-

element und das Fléchenelement ,/g" identisch, so dass sich die Flammenstreckung in
der fithrender Ordnung zu x = x* = (89(10/)2* /ot)/ 9(10/)2* ergibt.
Jetzt konnen die Flisse J1(RVl;) und J*(pv'l;), die in (3.24) und (3.28) definiert

sind, ausgeschrieben werden. Diese sind gemifl Gl. (4.11) gleich gro8, so dass
m(0) (V&JﬂZ‘o)l + V(%Sli‘o)a) + o)1 Poy— (4.18)

ove 40V} .
PrRIC( O e+ == ) 5 (o'l

m(o) (’U(lo)lzko)l + ,U?O)ZEKO)Q) + lz(O)lp(O) = J(lo*) (,O’Ullz)y (419)

wobei 81/(%) /0X =m0 (1/R(q)) /0X. Hierbei werden Summen iiber Terme, die einen
Index i doppelt enthalten, in einen normalen Anteil (¢ — 1) und einen tangentialen Anteil
(i —» a = 2,3) zerlegt. Es wird jetzt die Gleichung (4.18) von Gl. (4.19) subtrahiert.
Ausgewertet werden zunéchst nur diejenigen Terme, welche die Tangentialkomponente
l{0)o des parallelen Feldes als Faktor besitzen,

V@)
0X -’
Losungen dieser Gleichung, die sich zusétzlich an die duflere Losung im Brenngasgebiet
anpassen lassen, haben die Form

0= m (vfy) = Vi3)) ~PrRK (4.20)

X
o Qk — 1
Vio) = v{o) + Cexp (Pr"mq)() C:/O X (4.21)

wobei sich die Konstante C' aus der duleren Losung im Rauchgasgebiet ergibt. Hierbei
konnen exponentiell wachsende Losungen ausgeschlossen werden, da diese nicht an eine
algebraisch anwachsende duflere Losung angepasst werden konnen. Somit ist C' = 0 und
die tangentiale Geschwindigkeit ist in der fithrenden Ordnung konstant,

Wird jetzt der tangentiale Massenstrom berechnet, ergibt sich
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Wird (4.19) von (4.18) subtrahiert und diejenigen Terme berechnet, welche die Normal-
komponente lfo) 1 des parallelen Vektorfelds als Faktor besitzen, ergibt sich

1 1

4 9
Plo) =P = m(o) <§Pf R Ko) g (1/R©) +m) <; . (0)>> : (4.24)

Diese Beziehung liefert die Differenz zwischen dem unstetigen Druck im Modell und dem
physikalischen Druck. In unserem Modell wird die Flammenstruktur durch eine Unste-
tigkeitsfliche ersetzt. Lokale Druckdifferenzen sind nur von Bedeutung, wenn diese einen
effektiven Beitrag liefern, der im Modell Beriicksichtigung findet. Beispielsweise, kénnen
Normalspannungen innerhalb der Flammenstruktur zu Oberflichenkréften an der Unste-
tigkeitsfliche fithren. Diese Oberflichenkriifte miissen Unterschiede der Volumenkrifte,
die zwischen dem ”diskontinuierlichen” Modell und der stetigen inneren Flammenstruk-
tur bestehen, kompensieren. Die Richtung dieser Kriifte bestimmt, ob diese Kriifte eine
Flamme stabilisieren oder destabilisieren. Deshalb wird jetzt das Vorzeichen der Druck-
differenz P(g) — p(o) untersucht. Der erste Term auf der rechten Seite von (4.24) hat
seinen Ursprung in der viskosen Reibung. Der Term ist stets positiv. Der zweite Term
gibt den Unterschied des dynamischen Drucks des ”diskontinuierlichen” Modells und der
kontinuierlichen inneren Flammenstruktur an. Fin Unterschied besteht, da die Geschwin-
digkeiten verschieden sind. Im Modell ist die Dichte hinter (vor) der Unstetigkeitsfléiche
kleiner (grofer) als die physikalische Dichte. Dies fiihrt zu einer erhohten (erniedrigten)
Geschwindigkeit und somit zu einem erniedrigten (erhhten) dynamischen Druck im ” dis-
kontinuierlichen” Modell. Hinter der Unstetigkeitsfliche im Rauchgas gilt, Po)—p() > 0.
Vor der Flamme im Brenngasgebiet gibt es zwei Beitrége zu der Druckdifferenz, so dass
nicht unmittelbar auf das Vorzeichen von Pg) — p(gy geschlossen werden kann. Somit ist
das Vorzeichen der Krifte, die der Unstetigkeitsfliiche zugeordnet werden miissen, noch
nicht klar. Dies gilt im Besonderen, als das Ergebnis zusétzlich von der genauen Lage
der Unstetigkeitsfliiche abhiingt. Spiiter zeigt sich, dass der Beitrag des Rauchgasgebiets
entscheidend ist.

SchlieBlich werden die tangentialen Fliisse J*(RVl;) und J*(pv'l;),die in (3.24) und
(3.28) definiert sind, berechnet.

« 7 2 a‘/(lo) aBx g%
J(O)(RV l;) = Py + gPr R K(O)a—X 9(0) l(O)ﬁ7 (4.25)

Ty (0v'Ls) = p)9(e) Loys- (4.26)
In (4.25) und (4.26) gibt es keinen [, proportionalen Term. Wird die Druckdifferenz
mittels (4.24) eliminiert ergibt sich

Ty (RVL) = I (pv'li) = moy g0y 1oys: (4.27)
wobel
¢ =2PrRip K i(1/R )+m 1o (4.28)
= o Ko 5% 0) O\, " Ry ) :

Die Beziehung (4.27) liefert den Unterschied zwischen den tangentialen Fliissen in Mo-
dell und Wirklichkeit. Das Vorzeichen dieser Differenz ist, in Hinblick auf die Stabilitét
der Flamme, wichtig. Die Darstellung von ¢ zeigt Ahnlichkeiten mit der Druckdifferenz
(4.24), so dass die oben gefiihrte Erorterung zum Vorzeichen der Druckdifferenz glei-
chermafen fiir ¢ gilt. Es sollte beachtet werden, dass ¢ an der Unstetigkeitsfliche selbst
springt, da die duflere Dichte unstetig ist. Die Grofle ¢ verschwindet weitab der Flamme
(X — £00), dasich hier die Dichte des ” diskontinuierlichen” Modell mit der realen Dichte
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tibereinstimmt. Fiir X > 0 (Rauchgas) 0 (1/Rp)) /0X > 0 und m( (1/p — 1/Rp)) >0,
so dass ¢ > 0. Fiir X < 0 (Brenngas) 0 (1/Rq)) /0X > 0 aber m() (1/p —1/Rp)) <0,
so dass das Vorzeichen von ¢ von der relativen Grofie der Terme abhéngt. Spéter wird
gezeigt, dass auch im Brenngas ¢ > 0 gilt, so dass ¢ > 0 fiir beliebige X.

Die Erhaltungsgleichung fiir das Volumenelement /g ergibt

_ 1 0 v
= o (V0 “<°>)L1_o
1 a * ek *
= o (vVa'vig) — 2euls, (4.29)

Die Normalgeschwindigkeit des Koordinatensystems u' kann alternativ durch den Mas-
senstrom ausgedriickt werden, u%g) = v* =m0y = vy " —m(o)/pp. Offensichtlich setzt sich
die Flammenstreckung x aus zwei Beitréigen zusammen. Der erste Term auf der rechten
Seite von Gl. (4.29) ist proportional zu Gradienten des tangentialen Geschwindigkeits-
felds. Dieser Term wird im englischen als ”strain” bezeichnet. Der zweite Term auf der
rechten Seite von (4.29) ist proportional zur Kriimmung c.

In diesem Kapitel wurden das fithrende Glied einer asymptotischen Reihenentwicklung
der Stromungsgleichungen und Sprungbedingungen ausgewertet. Die Losung fithrender
Ordnung ist unabhéngig von der Flammenkriimmung und -streckung. Zeitableitungen
treten nicht auf. Somit entspricht diese Losung einer ebenen stationéiren Flamme mit der
Einschrinkung, dass die Flammengeschwindigkeit bislang unbestimmt ist. Die Losun-
gen fithrender Ordnung flieBen in die Gleichungen der Ordnung O(Pe™ ") ein, in denen
die Wirkungen von Zeitabhéngigkeit, Kriimmung und Flammenstreckung beriicksichtigt
werden. Die Bestimmung der Losungen fithrender Ordnung ist somit eine Grundvoraus-
setzung, um instationiire, gekriimmte Flammen in allgemeinen Strémungen untersuchen
zu kénnen.

4.2. O(Pe™t) Stromungsgleichungen und Sprungbedingungen

In der néchsten Ordnung wird zunéchst die Gleichung (4.6) fiir den dufleren Massenstrom
betrachtet und diese von X = 0 bis zu einem beliebigen X integriert. Hierbei ist zu
beachten, dass keine Ableitung nach x® auftaucht, da m{,, = 0 gilt. Der Integrand ist
konstant, so dass die Gleichung leicht integriert werden kann und das folgende Ergebnis
liefert.

m}(l) —mra) = (20(0)7”(0) - ,OfX) X, (4.30)
mi(l) —my1y = (2¢(0)m(0) — pox) X. (4.31)

Es sei daran erinnert, dass m (1) und my(;) den normalen Massenstrom ml1 an der Un-
stetigkeitsfliiche bezeichnen. Der duflere Massenstrom éndert sich linear mit dem Abstand
von der Unstetigkeitsfliiche bei X = 0. Da sich die Dichten der Rauch- und Brenngase un-
terscheiden, ergeben sich auch unterschiedliche Gradienten des normalen Massenstroms
im Rauch- und Brenngas. Diese Beziehungen werden spéter benottigt, wenn die Flam-
mengeschwindigkeit mittels der Energie- und der Speziesgleichung berechnet wird.

Bei der Betrachtung der asymptotischen Storgrofien sind die Profile der inneren Varia-
blen nicht von Interesse. Es sollen lediglich stérungstheoretische Korrekturen der Sprung-
bedingungen fiir die Stromungsvariablen bestimmt werden. In der Ordnung O(Pe™?)
liefert die Sprungbedingung (3.30) des normalen Massenstroms

(8/0t +x) Ir + [m)] =0, (4.32)
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wobei M(Oé) = m‘()‘o) = 0 ausgenutzt wird und es gilt,
Ip = / (Ro) — p) dX. (4.33)

In der Ordnung O(Pe™!) ergibt die Sprungbedingung (3.30) fiir den Impuls

9 * > 7 ]
<8t + X) <l(0)i /_oo (R(O)V(o) - P”U(o)) dX)*

1 a * * « i « i i
e / NG (J(O)(RV L) — gy (pv li)) dX + [J(ll)(pfu li)] 0. (434)

V(o)
Aus M(o) m{o) = 0 folgt R(O)V(io) f,ofufo) = ufg) (R(o) — p), so dass sich das erste Integral

durch Ir ausdriicken lisst. Wird (4.27) angewendet, vereinfacht sich das zweite Integral,
so dass

. 9 . 1 9 .
1 i7. N Bk . *  aff g%
[Ju) (pv lz)} = <at +X> (“<o>l<o>i[R) NN (\/§<o>9<o> l(ommm)fcr)y (4.35)

kommt, wobei I, = ffooo odX.
Da [; ein paralleles Vektorfeld ist, verschwindet die Divergenz des kontravarianten
Vektors ¢'l; = I* und es gilt

i W) = ol (Va ) + o (VA ). (0

worin 1/,/90 (\/99*'11) /0x" = —2cly da dly/0x" = 0 (eine Konsequenz aus g*' = 1). Die
storungstheoretischen Korrekturen des normalen Impulsstroms, welche in (3.28) definiert
sind, konnen wie folgt entwickelt werden

0=

PI‘ a,l)l*

7 (0) *
{‘](11)(:0” li)} = | moyviry + mayvioy + 9" Py — PeP " g1 ] loyi- (4.37)

Ein weiterer Term ~ la) ;, wird nicht geschrieben, da dieser mit den Sprungbedingungen
aus der fithrenden Ordnung multipliziert auftritt, die selbst verschwinden. Wird (4.36)
und (4.37) in Gleichung (4.35) eingefiihrt ergeben sich schliellich die stérungstheoreti-
schen Korrekturen der Sprungbedingungen fiir den Impuls

a,l)l*

5 ;?] Uyi=  (4.38)

a Tk Pk af* 1« 3

Die Sprungbedingungen fiir den Impuls (4.38) liefern die Gesamtéinderung des Impulses
in Richtung des Vektors [ 0)i° Die Richtung kann willkiirlich gewdhlt werden. Der Term
auf der rechten Seite ergibt sich aus kompressiblen Phénomenen innerhalb der Flam-
me. Es ist nicht unmittelbar einsichtig, wie diese Sprungbedingung in ihren normalen
und tangentialen Anteil zerlegt werden kann, da (9/9t + x) [{), zeitliche Ableitungen
der Komponenten l* (0)i beinhaltet. Diese éndern sich, wenn sich die Unstetigkeitsfliche
bewegt und verformt. Des weiteren héingen sowohl I als auch I, von der genauen Lage
der Unstetigkeitsfliche ab. In den folgenden Kapiteln wird die Beziehung (4.32) aus-

gewertet, um die genaue Lage der Unstetigkeitsfliiche festzulegen. Hierzu wird verlangt

Pr
[mw)”(l) +mayelo) + 9Py — poPK



Flammen als gasdynamische Diskontinuitdt 31

dass jeder, der in (4.32) vorkommenden Terme, einzeln verschwindet. Anschliefend wer-
den die Sprungbedingungen (4.38) fiir den Impuls in eine normale und eine tangentiale
Sprungbedingung zerlegt.

4.3. Flammenposition

Der #uBere normalen Massenstrom in der Ordnung O(Pe™?) ist durch die Gleichungen
(4.30) und (4.31) gegeben und demnach nicht konstant innerhalb der Flammenstruktur.
Vielmehr hiingt er von der Kriimmung ¢ und der Flammenstreckung x ab. Die Steigung
des Massenstroms ist im allgemeinen auf beiden Seiten der Flamme unterschiedlich, da
sich die Dichten unterscheiden. Es exsistiert eine ausgezeichnete Stelle innerhalb der
Flammenstruktur, an welcher der #uflere normale Massenstrom im Brenn- und Rauch-
gas gleich grof} sind. Der Massenstrom im ”diskontinuierlichen” Modell stimmt innerhalb
der Flammenstruktur nicht mit dem physikalischen Massenstrom an der gleichen Stelle
iiberein. Dies gilt im besonderen an der Unstetigkeitsfliiche selbst. Das obere Diagramm
in Abbildung 4 zeigt dies schematisch. Die durchgezogene Linie bezeichnet den physi-
schen Massenstrom, wohingegen die gestrichelte und die gepunktete Linien den #ufleren
Massenstrom im Brenn- und Rauchgas bezeichnen. Im Diagramm wird zusétzlich die
Reaktionszone im Bereich hoher Temperaturen angedeutet. Die Differenz zwischen der
gestrichelten und der gepunkteten Linie ist der Sprung des dufleren Massenstroms. Wird
die Lage der Unstetigkeitsfliiche durch den Schnittpunkt der Kurven fiir den dufleren
Massenstrom definiert, dann ist der normale Massenstrom stetig an der Unstetigkeits-
fliiche. Dies gilt nicht fiir die Steigung. Die eindeutige Lage der Unstetigkeitsfliche, d.h.
der Flammenposition, an der [m] = 0 wird aus Gleichung (4.32) ermittelt. Es muss das
Verschwinden des Integrals I, das in (4.33) definiert ist, gefordert werden.

0 0o
Iz = / (R(o) - ,0f> dX +/0 (R(o) — ,Ob) dX =0. (4.39)
Es ist bemerkenswert, dass Ir # 0 fiir jede andere Lage der Unstetigkeitsfliche. Das
mittlere und untere Diagramm in Abbildung 4 zeigt dies schematisch. Die durchgezo-
gene Linie bezeichnet wieder die stetige innere Dichte. Die gestrichelte und gepunktete
Linien sind die Dichten des Brenn- und Rauchgases. Die Reaktionszone wird auch gezeigt.
Im mittleren Diagramm wird die Unstetigkeitsfliche in die Reaktionszone hineingelegt.
Somit ist in der gesamten Vorwidrmzone die innere Dichte grofler als die duflere Dichte
(Modell). Die schattierte Fliche entspricht dem Integral Ir. Im unteren Diagramm der
Abbildung 4 wird die Lage der Unstetigkeitsfliche geméf der Beziehung (4.39) gewiihlt.
Jetzt ist vor der Unstetigkeitsfliche die &ulere Dichte groBer als die innere Dichte. Hinter
der Unstetigkeitsfliche sind die Verhiltnisse umgekehrt. Die beiden schattierten Flidchen
entsprechen wieder der Differenz zwischen der inneren und der dufleren Dichte. Aller-
dings sind die Vorzeichenverhiltnisse beiderseits der Unstetigkeitsfléiche unterschiedlich.
Die beiden Flichen vor und hinter der Unstetigkeitsfliiche sind jetzt gleich grof§ und
kompensieren sich gegenseitig, das Integral Ip verschwindet.

In Kapitel 3.2. wurde eine Sprungbedingung fiir den normalen Massenstrom (3.30)
hergeleitet, die allgemein gilt, auch wenn die Flamme stark gekriimmt ist, d.h. wenn die
Annahme diinner Flammen ihre Giiltigkeit verliert. Es wurde erléutert dass ein Modell,
welches in numerischen Simulationen angewandt werden soll, einen stetigen Massenstrom
an der Unstetigkeitsfliiche aufweisen sollte. Andernfalls miisste im Verlauf einer Rech-
nung, der Stromung Masse entzogen oder Masse zu der Stromung hinzugefiigt werden.
Fiir den Fall diinner Flammen erlaubt uns Beziehung (4.39) die genaue Lage der Unste-
tigkeitsfliche zu berechnen, die einen stetigen Massenstrom an der Unstetigkeitsfliiche
gewihrleistet. Fiir diese Lage verschwindet die virtuelle Oberfliichenmasse. Im Anhang
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ABBILDUNG 4. Definition der Lage der Unstetigkeitsfliche (Flammenposition) als den Schnitt-
punkt der dufleren Massenstréme (oben). Das Dichteintegral Ir fiir zwei unterschiedliche Flam-
menpositionen (mitte: Unstetigkeitsfliche stimmt mit Reaktionsfliche {iberein, unten: Fliche
wird so gewihlt, dass sich ein kontinuierlicher &uflerer Massenstrom ergibt).

B wird beschrieben, wie die Lage der Unstetigkeitsfliiche und der Massenstrom durch
die Unstetigkeitsfliche, aus Mess- oder Computerdaten berechnet werden kann. Im An-
hang C wird eine einfache Formel zur Berechnung der Flammenstreckung aus Mess- oder
Computerdaten bereitgestellt. Diese Formeln sind hilfreich, wenn Modellrechnungen auf
der Basis unserer Theorie mit physikalischen Daten verglichen werden sollen. Dieser Ver-
gleich ist keineswegs trivial, denn die Unstetigkeitsfliche liegt innerhalb eines Gebiets, in
dem die Stromungrofien grofle Gradienten besitzen. Erschwerend kommt hinzu, dass der
physikalische Massenstrom an der Stelle der Unstetigkeitsfléiche nicht mit dem Massen-
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strom, der vom Modell an der selben Stelle berechnet wird, iibereinstimmt und deshalb
umgerechnet werden muss..

Jetzt werden Reaktionszonen betrachtet, die so diinn sind, dass sie als Reaktionsfliche
aufgefasst werden konnen. Man spricht von einem Reaktionsflichenmodell. Fiir dieses
kann die Lage der Unstetigkeitsfliche besonders einfach berechnet werden. Insbesondere
miissen keine chemischen Reaktionen betrachtet werden.

4.3.1. Flammenposition und Sprungbedingungen fir das Reaktionsflichenmodell

Es soll jetzt fiir das Reaktionsflichenmodell die Lage der Unstetigkeitsfliiche, d.h. die
Flammenposition, und das Integral I,, welches in den Sprungbedingungen auftaucht,
ermittelt werden. Das Reaktionsflichenmodell gibt typische Verbrennungsvorginge sehr
gut wieder. Asymptotische Methoden fiir hohe Aktivierungsenergien liefern beispielswei-
se eine Reaktionsfliche. Auerhalb der Reaktionszone (Fléche) sind chemische Reaktio-
nen vernachléssigbar und miissen nicht berticksichtigt werden. Die Reaktionsfliche liegt
zwischen der Vorheizzone und dem Rauchgasgebiet. Auf der Reaktionsfliche liegt eine
Temperatur nahe der Rauchgastemperatur vor. Die Dichte des Gases entspricht hier der
Rauchgasdichte. Wesentliche Dichteunterschiede zwischen dem ” diskontinuierlichen” Mo-
dell und der kontinuierlichen Dichte bestehen in der nichtreaktiven Vorheizzone. Diese
ist Gegenstand der nachfolgenden Untersuchung.

Wird die Vorheizzone betrachtet, so liefert in der fithrenden Ordnung von Gleichung
(4.1) lediglich der normale Fluss einen Beitrag. Alle anderen Terme sind von der Grofien-
ordnung O(Pe™ ). Somit ist der normale Fluss .J, (10) (RT') aus Beziehung (3.21) unabhiingig
von der normalen Koordinate X. Es gilt

J(lo) (RT') = const, (4.40)

wobei sich die Konstante leicht aus den Bedingungen im unverbrannten Brenngas be-
stimmen lésst. Dies liefert

0X
mit der Randbedingung T{py = 1 im Brenngas bei X — —oo.
Die Integrale Ir und I, enthalten als Integrationsvariable X. Alternativ kann beziig-

lich der Temperatur integriert werden, wobei die folgende Substitutionsregel anzuwenden
ist:

my (To) = 1) = R K(o) =0 (4.41)

_ R Ko dIj)
me) (T —1)
Fiir ein ideales Gas ist die Dichte R = 1/T, und fiir die Diffusivitéit gilt gemifl der

kinetischen Gastheorie, R/XC = T" mit n = 1/2. Wird die Substitutionsvorschrift (4.42)
in Beziehung (4.39) eingesetzt, um die Lage der Unstetigkeitsfliche zu bestimmen, kommt

Om@<f W@WW“+Amw@m0

— 00

T(oy 1 [T T, —T
_ —-1/2 _ T—1/2b_ T 4.4
/1 T-\/2qT Tb/T e (4.43)

(0)

dx (4.42)

Diese Beziehung kann numerisch ausgewertet werden und liefert die Temperatur T(*O)7 die
an der Unstetigkeitsfliche herrscht.

Wird dagegen die herkdmmlichen Definition einer Flammenfléiche gewéhlt, also die Re-
aktionsfléiche, so herrscht dort stets die Rauchgastemperatur. In der vorliegenden Theorie,
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wird die Unstetigkeitsfliche (Flammenfliche) hinsichtlich stromungsmechanischer Uber-
legungen gewiihlt. Am Ort der Unstetigkeitsfléiche herrscht jetzt eine wesentlich niederere
Temperatur.

Dies hat einen deutlichen Einfluss auf die Flammengeschwindigkeitsbeziehung. Zur
Verdeutlichung wird eine ebene Flamme unter dem Einfluss starker Flammenstreckung
betrachtet. Dieser Fall wird zwar von unseren Modellannahmen nur bedingt abgedeckt,
ist aber sehr anschaulich. Zwei Gasstromungen werden so aufeinander gerichtet, dass
sich zwischen den Strahlen eine ebene Stauebene ausbildet. Die Gase stromen radial ab.
Auf der Stauebene verschwindet die axiale Geschwindigkeitskomponente. Wird von einer
Seite heifles Rauchgas und von der anderen Seite kaltes Brenngas zugefiihrt, so kann eine
zur Stauebene parallel Vormischflamme in der Strémung stabilisiert werden. Im Falle
grofer Stromungsgeschwindigkeiten (groffer Flammenstreckung) befindet sich die Flam-
me in der Nihe der Stauebene, wo die Stromungsgeschwindigkeit hinreichend klein ist. Im
Extremfall kann die Reaktionszone sogar iiber die Stauebene hinweg wandern. Wird die
konventionelle Definition der Flammengeschwindigkeit angewandt, d.h. der Massenstrom
in der Reaktionszone ausgewertet, so ergibt sich eine negative Flammengeschwindigkeit.
Dies ist ein Kuriosum und bedarf somit besonderer Erklirung. Wird dagegen die Lage
der Unstetigkeitsfliiche gem#fl Beziehung (4.33) gewihlt, d.h. eine Stelle an der die Tem-
peratur nur schwach erhoht ist, und hier der normale Massenstrom bestimmt, so zeigt
sich dass dieser stets positiv ist. Besondere Erkldrungen eines Kuriosums entfallen. In
unserem Modell ergibt sich somit im Vergleich zu den fritheren Modellen eine wesentlich
schwichere Abhingigkeit der Flammengeschwindigkeit von der Flammenstreckung.

Wird jetzt das Integral I, das in den Sprungbedingungen fiir den Impuls (4.38) er-
scheint,

I, = /_ io ¢rdX + /0  odX, (4.44)

berechnet und dieses mit der Substitutionsregel (4.42) umgeformt, kommt

T* T* T, T, T, —T
I, :2Pr/ T2 de/ T2 dT+2Pr/ T2 dT+/ Tl/QﬁdT. (4.45)
1 1

* *

Der erste und zweite Term auf der rechten Seite von (4.45) sind die Beitrige des
Brenngasgebiets. Der dritte und vierte Term sind Beitrige des Rauchgasgebiets. Sowohl
im Brenn- als auch im Rauchgasgebiet ergeben sich ein viskoser Term (erster und dritter
Term), der jeweils proportional zur Prandtl-Zahl ist. Der zweite und vierte Term erge-
ben sich aus dynamischen Druckunterschieden zwischen dem diskontinuierlichem Modell
und der inneren Flammenstruktur. Im Rauchgasgebiet sind sowohl das dritte und vierte
Integral positiv. Im Brenngasgebiet liefern die ersten beiden Integrale Betréige unter-
schiedlichen Vorzeichens. Da die Integrale jedoch den gleichen Integranden besitzen, ist
der gemeinsame Beitrag auch im Brenngasgebiet positiv sofern Pr > 1/2. Da fiir Ga-
se Pr =~ .7, sind die Beitréige sowohl des Brenn- als auch des Rauchgasgebiets zu dem
Integral I, positive. Allerdings ist der vom Brenngasgebiet geleistete Anteil wesentlich
kleiner als der Beitrag des Rauchgasgebiets. Im Falle einer Stromung konstanter Dichte,
also vernachlissigbar kleiner thermischer Expansion, verschwindet das Integral I,. Mit
wachsender thermischer Expansion wichst es schnell an.

4.4. Zusammenfassung der Stromungsgleichungen und Sprungbedingungen
Die Stromung vor und hinter der Flamme wird durch die inkompressiblen Navier-Stokes-
Gleichungen (3.13) und (3.14) beschrieben. Die beiden Stromungsfelder sind miteinander
durch Sprungbedingungen an der Flamme verkniipft. Im Gegensatz zu den Darrieus-
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Landau-Sprungbedingungen, enthalten diese Sprungbedingungen jetzt Korrekturterme
der Grofenordnung O(Pe™1).

Gewihlt wird die genaue Lage der Flammenfliche (Unstetigkeitsfliche), unter Beriick-
sichtigung stromungsmechanischer Uberlegungen. Das Dichteintegral Ir verschwindet
und die Sprungbedingungen (4.32) sowie (4.38) vereinfachen sich deutlich im Vergleich
zu den Sprungbedingungen fiir eine andere Lage der Flammenfléche, z.B. aus Matalon
& Matkowsky (1982).

Die Sprungbedingungen fithrender Ordnung (4.12) und (4.13) werden jetzt mit den sto-
rungstheoretischen Korrekturen (4.32) und (4.38) zusammengefasst. Die Impulssprung-
bedingungen werden in einen normalen und einen tangentialen Anteil aufgespaltet. Diese
Aufspaltung gestaltet sich sehr einfach. Das frei wihlbare parallele Vektorfeld lfo ; wird
am Ort der Betrachtung lediglich durch einen normalen bzw. einen tangentialen K/ektor
ersetzt. Da Ip = 0, treten die zeitlichen Ableitungen von l>(k0) ;» die eine Zerlegung zuvor
schwierig gestallten, jetzt nicht mehr in den Sprungbedingungen auf. Es ergibt sich

[m] =0, (4.46)
Pr  ovt 1
1 _ _ —1
{mfu +p P’ H&vl] PGQCmIU +o(Pe™ "), (4.47)
Pr Ov® 1 0
a — _ % —1
{mv P’ H&vl] 9 8 (mly) 4+ o(Pe™"). (4.48)

In koordinatenunabhingiger Schreibweise entsprechen v,, = v-nund v, = n x v X n
den Grofen v! und v®. Die Sprungbedingungen fiir den Impuls lauten

P 1
{m Up +p— P—Zp nvnfun] = fP—e2ch,, +o(Pe™t), (4.49)

Pr 1
|:va - P—ep nvnvl] = —P—GVL (ml,) + O(Pe_l), (4.50)

Hierin werden die normalen und tangentialen Ableitungen mit V, (%) = V(%) - n und
V1(x¥) =nxV (x) x n bezeichnet. Bemerkenswert ist, dass die gewiihlte Darstellung der
Sprungbedingung, eine physikalische Interpretation unmittelbar zulésst.

Die Sprungbedingung (4.46) besagt, dass der Massenstrom stetig an der Flamme ver-
lsuft. Obwohl unsere Theorie lediglich den ersten Stérungsterm fiir diinne Flammen lie-
fert, wird hier die These aufgestellt, dass die Lage der Unstetigkeitsfléiche stets so gewiihlt
werden kann, dass sich ein stetiger Massenstrom ergibt. Die Lage der Unstetigkeitsfli-
che, d.h. die Flammenfléiche, die in unserer Theorie gewihlt wird, fillt nicht mit der
Reaktionsfliche zusammen. Fiir den Fall diinner Reaktionszonen wird gezeigt, dass die
Unstetigkeitsfliiche eine Isotherme der Flammenstruktur ist, deren Temperatur ungefihr
zuT* =1+ 0.2(T, — 1) angegeben werden kann.

Der normale Impulsstrom ist an der Flamme geméfl Beziehung (4.47) unstetig. Der
Sprung des Impulses iiber die Flamme hinweg ist der Kriimmung der Flamme proportio-
nal. Bezichung (4.47) weist eine nahe Verwandtschaft mit der entsprechenden Bezichung
fiir die Impulsbilanz einer Grenzfléiche zwischen zwei unmischbaren Fliissigkeiten.

P
{p - P—zp anfun] = 2c0,. (4.51)

Es bezeichnet hierin o4 die Oberflichenspannung der Grenzfldche. Betrachtet werde eine
ruhende Blase mit einer positiven mittleren Kriimmung ¢, so dass der Blasenmittelpunkt
bei ! > 0 liegt. Die Oberflichenspannung ist eine positiv definite Grofle, o, > 0. Der
Drucksprung an der Grenzfléiche [p] = p(z! = 07) — p(a! = 07) ist positiv. Bekanntlich
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ist der Druck innerhalb der Blase grofler als der Auflendruck. Wird zusétzlich ein Mas-
senstrom m iiber die Grenzfléiche hinweg zugelassen (beispielsweise durch Verdampfung),
dann muss auf der linken Seite der Term [mv,,] eingefiigt werden, so dass gilt

P
{m Up +p— P—Zp nvnfun] = 2c0s. (4.52)

Werden die Sprungbedingungen (4.47) und (4.52) miteinander verglichen, zeigt sich dass
der Term

—Pe I, = fPe_lm/ <2Pr Ry Koy Ox (1/R(0)> +m <110 - %)) dX (4.53)
—o0 (0)

bei unserem Verbrennungsproblem ein Analogon zur Oberfléichenspannung, des Problems
unmischbarer Fliissigkeiten, ist. Oben wurde erldutert, dass das Integral I, positiv ist.
Dies gilt zumindest im Fall diinner Reaktionszonen. Somit ist die ” Oberflichenspannung”
einer Vormischflamme mit diinner Reaktionszone negativ. Deshalb wird diese hier als
7 Oberflichenkompression” bezeichne. Diese Bezeichnung soll den Term deutlich von der
gewohnlichen Oberflichenspannung unterscheiden. Des weiteren verdeutlicht die Bezeich-
nung ” Oberflichenkompression”, dass der Term seinen Ursprung in der Kompressibilitiit
der Gase hat. Genau genomme, entsteht die Oberflichenkompression durch die veréin-
derliche Dichte im Spannungstensor und durch Anderungen des dynamischen Druckes,
wenn das Fluid bei abnehmender Dichte beschleunigt wird. Die Oberflichenkompression
einer Flamme wiichst betragsmiiffiig mit zunehmender thermischer Expansion schnell an.

Offensichtlich, hat die Oberflichenkompression einen entscheidenden Einfluss auf die
Stabilitét einer Flamme. Um eine Grenzfléiche gegen die Wirkung der Oberflichenspan-
nung zu vergrofBern, muss Energie aufgewendet werden. Die Oberflichenspannung stabi-
lisiert die Grenzfliche. Von der Oberflichenkompression muss eine umgekehrte Wirkung,
also ein destabilisierender Einfluss, erwartet werden. Dies gilt insbesondere, wenn die
Oberfliichenkompression grof} ist, also fiir starke thermische Expansion. Allerdings soll-
te darauf hingewiesen werden, dass die Stabilitéit einer Flamme nicht ausschliellich von
der Oberflichenkompression bestimmt wird. Eine entscheidende Rolle spielt die Flam-
mengeschwindigkeitsbeziehung, die Gegenstand der Untersuchung des néchsten Kapitels
ist.

Der Sprungbedingung (4.48) liefert im allgemeinen einen unstetigen tangentialen Im-
pulsfluss. Es ergeben sich tangentiale Krifte, die proportional der tangentialen Ableitung
der Oberflichenkompression sind. Diese tangentialen Krifte sind das Analogon zu den
Marangonikriften, die wirken, wenn die Oberflichenspannung zwischen unmischbaren
Fliissigkeiten entlang einer Grenzfliche variiert. Im Falle von Lewis-Zahlen nahe Eins,
wie sie in Matalon & Matkowsky (1982) betrachtet werden, ergeben sich in der fithrenden
Ordnung keine Anderungen der Flammenstruktur entlang der Flamme. Die Oberfliichen-
kompression weist keine relevanten tangentialen Gradienten auf.

Die bislang gewonnenen Ergebnisse gelten fiir beliebige Verbrennungschemie sowie fiir
beliebige Temperaturabhéingigkeiten der Transportkoeffizienten. Deshalb kénnen die Fr-
gebnisse auch fiir Flammen mit komplexer Reaktionskinetik angewendet werden.

5. Die Flammengeschwindigkeitsbeziehung

In den vorangegangenen Kapiteln war die Strémung Gegenstand der Untersuchungen.
Um das Modell zu schlieen, muss zusitzlich eine Flammengeschwindigkeitsbeziehung
bereitgestellt werden.
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Betrachtet wird eine Einschritt-Arrhenius-Reaktion
Brenngas — Rauchgas + Wirme (5.1)

mit einer hohen Aktivierungsenergie. Der chemische Umsatz wird von einem einzelnen
Spezies, dessen normalisierte Konzentration Y ist, begrenzt. Im Brenngas ergibt sich
Y =1 und im Rauchgas, wo das limitierende Spezies vollstéindig umgesetzt ist, betrigt
Y = 0. Entsprechend ist die dimensionslose Temperatur im Brenngas Eins und die adia-
bate Verbrennungstemperatur, die hinter der Flamme angenommen wird, betrégt Tp.
Es wird angenommen, dass die Aktivierungsenergie der Reaktion grof ist. Somit ist die
Zeldovich-Zahl Ze grol und die Reaktionszone diinn. Bei Temperaturen, die kleiner als
T, — O(1/Ze) sind, ist die Reaktionsrate exponentiell klein. Innerhalb der Reaktionszone
wird der vollstindige Umsatz des limitierenden Spezies schnell vollzogen, da die Reak-
tionsrate bei hohen Temperaturen sehr hoch ist. Fiir den Grenzfall Ze— oo schrumpft
die Reaktionszone zu einer Flidche zusammen. Werden die Ergebnisse einer asymptoti-
schen Untersuchung der Reaktionszone von Sivashinsky (1976), Matkowsky & Sivashins-
ky (1979) oder Matalon & Matkowsky (1982) ausgewertet, so kann der Reaktionsterm
mittels der Diracschen Deltafunktion ¢ ausgedriickt werden,

W =W,6(X - X,), W, = exp <Zem> , (5.2)
(Tp — 1)
wobei X,. und T, die Lage der Reaktionsfliche und die dort herrschende Temperatur
darstellen. Hierbei muss zwischen der Reaktionsfliche und der Unstetigkeitsfliiche bei
X = 0 unterschieden werden, da diese nicht zusammenfallen.

Der Fall einer Finschritt-Arrhenius-Reaktion hoher Aktivierungsenergie, stellt einen
stark vereinfachten Sonderfall dar. In Realitéit lduft eine Vielzahl paralleler und sequen-
zieller Reaktionen ab. Haufig gilt, dass die Dicke der Reaktionszone deutlich kleiner als
die Dicke der Flammenstruktur ist. Klimenko & Class (20000) untersuchen Vormisch-
flammen mit einer komplexen Kinetik unter Ausnutzung einer diinnen Reaktionszone. Es
zeigt sich, dass die diinne Reaktionszone einer instationéren, gekriimmten und gestreck-
ten Flamme sich identisch verhiilt, wie diejenige einer ebenen stationéren Flamme, deren
Temperatur und Zusammensetzung so gewéhlt werden, dass sich identische Bedingun-
gen in der Vorheizzone und im Rauchgas unmittelbar vor und hinter der Reaktionszone
einstellen. Ist die Sensitivitit auf Temperaturinderungen stirker als die Sensitivitéit auf
Konzentrationséinderungen, dann geniigt eine identische Zusammensetzung und Tempe-
ratur des Rauchgases. Dies kann durch Variation der Temperatur des Brenngases bei
identischer Zusammensetzung eingestellt werden. Die Empfindlichkeit der globalen Re-
aktion auf Temperaturdnderungen wird durch eine effektive Zeldovich-Zahl gemessen.
Diese kann experimentell ermittelt werden, indem die globale Reaktionsrate als Funk-
tion der Rauchgastemperatur gemessen wird. Hierzu wird die Flammengeschwindigkeit
ebener Flammen mit identischer Zusammensetzung aber verschiedenen Brenngas- und
Rauchgastemperaturen bestimmt.

In Abbildung 5 sind typische Werte der effektiven Zeldovich-Zahl fiir einige Kohlen-
wasserstoff-Luft-Flammen als Funktion der Rauchgastemperatur zusammengestellt.

Jetzt wird die Flammengeschwindigkeit unter der Annahme einer globalen Einschritt-
Arrhenius-Reaktion bestimmt. Mit der zuvor ebeschriebenen Methode kann die Unter-
suchung fiir komplexe chemische Kinetik verallgemeinert werden.

5.1. Allgemeine Lewis-Zahlen

Die Flammengeschwindigkeitsbeziechung wird aus den Erhaltungsgleichungen fiir die Tem-
peratur und die Konzentration des limitierenden Spezies gewonnen.
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ABBILDUNG 5. Effektive Zeldovich-Zahlen fiir Wasserstoff-Luft, Methan-Luft und Propan-Luft
Flammen in Abhéingigkeit von der Rauchgastemperatur geméfl Klimenko & Class (20000) mit
Daten von Abdel-Gayed, Bradley, Hamid & Lawes (1984) und Abdel-Gayed, Al-Khishali &
Bradley (1984)

X
Pie n <% (\/ER(Tl))+%(\/§JQ(R(T1)))> dX+ (5.3)
VITHR(T — 1)) = /9(Ty, — YW, U(X — X,.).
L2 ara-v) + =L (g RO - YY) ) dx 5.4
Pe _oo<at(\/§ (1=Y)+ 75 (VoJ*(R(1 - )))) + (5.4)

VIJH (R -Y)) = /oW, U(X — X,.),
wobei die Fliisse fiir die Temperatur und die Spezieskonzentration
J(R(T —1)) =M (T —1) — ¢""RKOT/dX — Pe '¢P RKOT /02", (5.5)
J(RA-Y)) =M 1-Y)+Le 'RK¢g"'0Y/0X + (PeLe) '¢"’RKOY/dz", (5.6)

lauten, mit ¢ = 1,2, 3, sowie § = 2,3. Da das erste Integral der Gleichungen angegeben
wird, tritt die Sprungfunktion U auf. Die Sprungfunktion U ist die Stammfumktion
der Diracschen Deltafunktion. Sie verschwindet fiir negative Argumente. Fiir positive
Argumente berechnet sich U zu Eins. Hier werden Gleichungen fiir 77— 1 und 1 — Y
anstelle von T' und Y formuliert. Dies gewihrleistet, dass die Fliisse weit stromauf der
Flamme bei X — —oo verschwinden. Ist die Lewis-Zahl Le gleich Eins, werden die
Energie- und Konzentrationsgleichung &hnlich. Es kann leicht gezeigt werden, dass sich
die Temperatur jetzt durch die Konzentration ausdriicken ldsst, wobei die Beziehung
(T-1)/(Ty — 1) =1 -Y gilt, so dass eine einzige Gleichung das Problem beschreibt.
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Weicht die Lewis-Zahl nur wenig von Eins ab, so sind die Konzentration und Temperatur
nach wie vor in erster Ndherung miteinander verkniipft. Effekte, die einer Abweichung der
Lewis-Zahl von Eins zuzuschreiben sind, ergeben sich erst in einer hheren Ordnung einer
asymptotischen Theorie. Dies erfordert die Beriicksichtung von Termen hsherer Ordnung
fiir den Fall, dass Le — 1 klein ist. Dies ist nicht notwendig sofern Le — 1 = O(1). Dieser
Tatsache muss es zugeschrieben werden, dass bislang eine getrennte Betrachtung der
Fille Le — 1 = o(1) und Le — 1 = O(1) notwendig war.

In der vorliegenden Arbeit werden die beiden Félle erstmals gemeinsam untersucht. Es
wird zunéchst eine O(1) skalierte Enthalpie

1 T-1
H= Yy —1), 5.7
1—Le? <Tb1 > (5.7)

eingefiihrt, die im Brenngas fiir X — —oo verschwindet.
Die Stirke der Diracschen Deltafunktion im Reaktionsterm lautet jetzt

W, =exp (Ze(1—Le ') H,), (5.8)

wobei die Reaktionstemperatur T;. durch die Enthalpie H, in der Reaktionszone ersetzt
wird. Dabei wird ausgenutzt, dass das limitierende Spezies in der Reaktionszone voll-
stdndig umgesetzt wird und im Rauchgas Y = 0 gilt.
Geschrieben werden hier anstelle der Energiegleichung (5.3) eine Erhaltungsgleichung
fiir die skalierte Enthalpie,
1 (X /0 %) N L
Pe . <& (VgRH) + Dre (gJ (RH))> dX +/¢9J (RH) =0, (5.9)

wobei die skalierte Enthalpie stets eine O(1) Grofie darstellt. Die Fliisse sind mit

- - 4 0 1 ,, 0
7 _ 7 o il Y o w1 N o
JY(RH) = M'H Ric<g ox (HH1=Y) 45 g0 (H+1 Y)) (5.10)

gegeben, wobei i = 1,2,3. Der normale Fluss J*(RH) verschwindet weit stromauf bei
X — —o0.

Die Gleichungen werden in eine asymptotische Reihe nach Potenzen von Pe~! ent-

wickelt. Im fithrenden Glied ergibt sich aus den Gleichungen (5.4), (5.3) und (5.9)
J(lo)(R(l - Y)) = WT‘(O)U(X - Xr)y (511)
Jioy(R(T = 1)) = (T, = ) W)U (X — X,.), (5.12)
J{oy(RH) =0, (5.13)

wobei gilt

Joy(R(1=Y)) = m) (1= Y()) + Le ™" Rio) K(0)0¥(0)/0X, (5.14)
oy (R(T = 1)) = myo) (Tio) = 1) = Le™ " Reo) K(0)90T(0) /OX, (5.15)
J(o)(RH) = mo)H o) = Ro) K0 (9 (Ho) + Y(0) = 1) /0X). (5.16)

Die zu diesen gewthnlichen Differenzialgleichungen gehérenden Randbedingungen lauten
1—Y) =T —1= Hq =0 fir X — —oco. Stromauf der Reaktionszone verschwin-
det die rechte Seite, so dass sich homogene gewohnliche Differenzialgleichungen fiir die
Konzentration des limitierenden Spezies, die Temperatur und die skalierte Enthalpie
als Funktion der normalen Raumkoordinate X ergeben. Der normale Massenstrom mg)
durch die Flamme ist noch unbestimmt. Die Losungen der Gleichungen in fithrender
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Ordnung lauten

X
1= Yy =exp (Lem) (C—¢r)) s ¢ = /0 de (5.17)
Ty — 1
0= =~ e (mo =) (5.18)

Das Konzentrationsprofil kann alternativ mittels der Temperatur ausgedriickt werden,
1—=Yq = ©re, Entsprechendes gilt fiir die skalierte Enthalpie

1
Ho) = 77 (©@—0r). (5.19)

Le
Es zeigt sich, dass die skalierte Enthalpie so eingefithrt wurde, dass H g fiir beliebige
Lewis-Zahlen positiv ist.
Die tangentialen Fliisse J(O())(R (1-Y)), J(O(‘))(RT) und J(O(‘J)(RH) verschwinden in der
fiihrenden Ordnung aufgrund der speziellen Wahl des bewegten Koordinatensystems.
Wird die Konzentrationsgleichung bis unmittelbar hinter die Reaktionsfliche bei X,
integriert, wo gilt 9Y{o)/0X = Y{g) = 0 gilt, so kommt
m) = Wro)- (5.20)
Entsprechend liefert die Enthalpie Gleichung (5.9), dass im Rauchgasgebiet X > X,. gilt:
H,() = 0. (5.21)

In der Ordnung O(Pe™!) werden die Grundgleichungen in der Schreibweise von Gleichung
(4.4) angegeben

b X
(5 +) ( | o 1-Ye) dX) ) (R(1L=¥)) = 26X Ty (R(1 - V) =
(5.22)
(Woa) — 26X W) U(X — X,

b X
<§ + X) (/ Ry H o) dX) + J(ll)(RH) — QCXJ(lo)(RH) = 0.
(5.23)

Terme, welche die mittlere Kriimmung ¢ enthalten, beriicksichtigen die Anderung des
Fliachenelements. In der Konzentrations- und Enthalpiegleichung (5.4) und (5.9) ver-
schwinden die tangentialen Fliisse in fithrender Ordnung. Eine Integration bis unmittel-
bar hinter der Reaktionsfliiche X = X,., liefert

0 I
<§ + X) <—Y> +Jh (R =Y)) = 2eX, Jjp)(R(1 =Y)) = Wy1) — 2¢X,mq),

m(0)

(5.24)
9 Ta N\ p (RHY) - 2eX b (RH) = 0 5.25
5 T X o) + J1)(RH) — 2¢X,. i) (RH) = (5.25)

wobei Iy = m) [~ Ry (1= Y{0y) dX und Iy = m) [~/ RioyH(p)dX. Im Rauchgas
bei X = X, werden die Flisse zu J, (R(1-Y)) = m(), J4, (R(1-Y)) = M},
J(lo)(RH) =0 und J(ll)(RH) = m(o)H,(1) berechnet.

Die Grofle X, ist der Abstand zwischen der Reaktions- und der Unstetigkeitsfléiche.
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Die Unstetigkeitsfliiche ist eine Fliche konstanter Temperatur T' = T™*. Auf der Reakti-
onsfliche ist die Temperatur in fithrender Ordnung konstant, so dass 7}.(o) = Tp. Obwohl
die Temperaturen auf den beiden Flichen konstant sind, muss der Abstand zwischen den
beiden Fldchen nicht zwangslédufig konstant sein. Vielmehr kénnen Variationen von X,
aus Flammengeschwindigkeitsvariationen entlang der Flamme resultieren. Fiir X, wird
die allgemein giiltige integrale Bezichung X, = fOXT dX geschrieben. Diese erscheint zu-
néichst unnotig kompliziert, erlaubt aber die Anwendung der Substitutionsregel (4.42).
Die Integration beziiglich des Ortes wird in eine Integration beziiglich der Temperatur
tiberfithrt, wobei X, = Ix /mg) gelten soll. Entsprechend wird die Substitution in den
Integralen Iy, I'y und Ix durchgefiihrt,

Ty
—Le Le—1
Iy =(T, - 1) L . K(O)R(QO) (T(o) — 1) dT(), (5.26)
1 o [

[H - 177116_1 ((Tb — 1) ! K(O)R?O)dT(O) — [y) , (5.27)

o dT,

0

Ix = / RoyKoy77——- (5.28)

Tz, (Tio) = 1)

Hierbei werden die theoretischen Temperaturabhéngigkeiten R gy Koy ~ (10/)2 und Ry ~

T(B)l eingesetzt. Die Integrale Iy, I'y und Iy wurden jeweils so eingefiihrt, dass sich vom

normalen Massenstrom mg) unabhéingige Werte ergeben.

Um den Fluss J(ll) (R(1—7Y)) berechnen zu kénnen, muss der O(Pe™ ') normale Mas-
senstrom betrachtet werden. Der normale Massenstrom im ”diskontinuierlichen” Modell
m},(l) und der innere Massenstrom M, }(1) durch die Reaktionsfliche X = X, sind iden-
tisch, da die entsprechenden Dichten auf der Reaktionsfléiche iibereinstimmen. Im ”dis-
kontinuierlichen” Modell wird allerdings nicht der Massenstrom durch die Reaktionsfléiche
benotigt sondern der normale Massenstrom durch die Unstetigkeitsfléiche bei X = 0. Die
gewiinschte Korrektur kann aus Beziehung (4.31) berechnet werden, und lautet

Mgy =may = pulx (3/0t +x) (1/mq)) + 2¢(0) Ix. (5.29)

Aus den Gleichungen (5.24) und 5.25) ergibt sich jetzt
m) + (Iy — pyIx) (80t + X) (1/m9)) +2cIx = W), (5.30)
m)Hy 1y + Tu (/0 + x) (1/mg)) =0, (5.31)

woraus sich, zusammen mit (5.8) und den Losungen der fithrenden Ordnung (5.20) und
(5.21), der Massenstrom und die Enthalpie auf der Reaktionsfliche bestimmen l&sst.

Zuvor soll jedoch das Verhalten der Integrale I, Ig und Ix diskutiert werden. Das
Integral Iy ist stets positiv und nimmt mit wachsender Lewis-Zahl und wachsender ther-
mischer Expansion ab.

Das Integral Iy ist stets positiv und héngt nur schwach von den Parametern ab. Mit
wachsenden Lewis-Zahlen nimmt Iz ab und néhert sich einem Grenzwert fiir Le — oo.
Fiir schwache thermische Expansion, d.h. T, — 1 nimmt das Integral den Maximalwert,
Ig — 1, an und fillt monoton mit anwachsenden 73. Typische Werte fiir Iy liegen
ungefihr bei 0.7.

Das Integral Iy ist ebenfalls positiv und wiichst mit der thermischen Expansion an.
Fiir typische Verbrennungsbedingungen ist Ix =~ 3.

Aus den fritheren Arbeiten ist bekannt, dass sich die Flammengeschwindigkeitsbezie-
hung in Abhéingigkeit der relativen Groéfle der Parameter Pe, Ze, and (Le_1 — 1) dndert.
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Die Gleichungen der Ordnung O(1) und O(Pe ') werden zusammengefasst, wobei alle
relevanten Parameter auftreten,

m+Pe  (Iy — pplx) (8/0t + x) (1/m) 4 2clx) = (5.32)
exp (% (1—Le) H) +o(Pe),
mH, +Pe Iy (0/0t + x) (1/m) = 0+ o(Pe™ ). (5.33)

Die Zeitableitung in Gleichung (5.32) darf vernachlissigt werden, da der Pe™'-Term nur
fiir Flammen mit Lewis-Zahlen nahe Eins wichtig ist. Es gilt dann m ~ 1+ O(Pe™!), so
dass die Zeitableitung einen Term der GréBenordnung O(Pe™?) darstellt. Wird jetzt H,
eliminiert ergibt sich die allgemeine Flammengeschwindigkeitsbeziehung

S1Iy (9/0t+ x)(1/m)+mln(m+Pe " ((Iy — pplx) x/m+2clx)) =0, (5.34)

wobei
S=Pe 'Ze(1-Le™ "), (5.35)

eine dimensionslose Kennzahl bezeichnet, die den gemeinsamen Effekt, der Lewis-, Peclet-
und Lewis-Zahl charakterisiert. Diese Kennzahl S wird hier als die Sivashinsky-Kennzahl
bezeichnet. Sivashinsky war der erste Autor, der die Bedeutung dieser Kennzahl erkannte.
Man beachte, dass S > 0 (S < 0) fiir Le > 1 (Le < 1).

Die frither in der Literatur betrachteten Grenzfiille konnen leicht aus der Flammenge-
schwindigkeitsbeziehung (5.34) gewonnen werden.

5.2. Der Einfluss kurzer Wellenlingen

Bevor jedoch die Flammengeschwindigkeitsbeziehung fiir verschiedene Parameterbereiche
betrachtet wird, wird diese noch um einen wichtigen Effekt erweitert. Es sei hier daran
erinnert, dass bei der Herleitung der Flammengeschwindigkeitsbeziehung eine Beschrin-
kung auf Variationen auf einer O(1)-Lingenskala erfolgt ist. Indirekt werden kurzwellige
Storungen ausgeschlossen. Jetzt soll zusétzlich der Einfluss kurzwelliger Storungen ent-
lang der Flamme betrachtet werden. Diese sind fiir die Stabilitéit einer Flamme von
entscheidender Bedeutung.

Es wird angenommen, dass kurzwellige Storungen der Flamme nur kleine Amplitude
besitzen, so dass die Kriimmung der Flamme klein bleibt. Die Wirkung dieser kurzwelli-
gen Storungen auf die Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.34) soll bestimmt werden.

Die Wellenléinge der kurzwelligen Storungen ist o(1). Stérungen mit einer O(Pe™!/?)
transversalen Lingenskala stellen einen ausgezeichneten Fall dar. Zunéchst werden ge-
streckte tangentiale Koordinaten £ = Pe'/22% mit o = 2, 3 eingefiihrt und es wird an-
genommen, dass die Ableitungen beziiglich der £*-Richtungen von der Grofienordnung
O(1) sind. Da die Flammendicke O(Pe™ ') ist, sind die Variationen entlang der Flamme
nach wie vor sehr viel kleiner als die Variationen normal zur Flamme. Somit ergeben sich
in der fithrenden Ordnung keine Anderungen bei der Losung der Gleichungen.

Das Interesse gilt insbesondere dem Fall, wenn entlang der Flamme Variationen der
Flammengeschwindigkeit von der Groflenordnung O(1) auftreten. In diesem Grenzfall
wird das Problem durch die fiihrende Ordnung der Konzentrations- und Strémungsglei-
chungen sowie die Enthalpiegleichung beschrieben.

Bei der Enthalpiegleichung miissen stérungstheoretische Korrekturen beriicksichtigt
werden. Es geniigt die Enthalpiegleichung zu betrachten. Storungstheoretische Korrektu-
ren der iibrigen Gleichungen, sind nur dann von Bedeutung, wenn kurzwellige Storungen
eine vernachlissigbare Rolle spielen. Allerdings enthélt die Enthalpiegleichung storungs-
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theoretische Korrekturen der Stromungsvariablen als Bestandteil der tangentialen Fliisse.
Insofern werden Korrekturen des Stromungsfelds beriicksichtigt.

Hier werden nicht alle Schritte der Herleitung wiederholt, da diese iiberwiegend unver-
sndert bleiben. Vielmehr sollen die wesentlichen Unterschiede aufgezeigt werden.

Werden gestreckte tangentiale Variablen in die Enthalpiegleichung eingefiihrt, kommt

L XT@( RH) + Pel 25 (A" (RH)) ) dX + VEI(RH) =0, (530
pe ) \aWVo o VI v T

wobei die Fliisse jetzt
JY(RH) = M'H — RK (g“a/ax (H+1-Y)+Pe2g*9/0¢™ (H +1 — Y)) (5.37)

lauten. Die Variablen werden in eine asymptotische Reihe nach Potenzen von Pe'/2 ent-
wickelt, so dass sich Reihenentwicklungen der Form F' = F{g) +PeV/ 2F(1 /2) +Pe_1F(1) +

- ergeben. Es steht F stellvertretend fiir die zu entwickelnden Variablen.

Aus der O(Pe™'/?)-Kontinuitétsgleichung ergibt sich innerhalb der Flammenstruktur
die Konstanz des normalen Massenstroms. Die Schritte aus Kapitel 4.2 werden unter Be-
riicksichtigung der neuen Skalierung in tangentialer Richtung wiederholt. Die Terme, die
(0/dt + x) enthalten, treten weiterhin in der Ordnung O(Pe™!) auf, so dass sie keinen
Bestandteil der O(Pe_l/ ?)-Gleichungen bilden. Die tangentialen Fliisse erscheinen jetzt
in der Ordnung O(Pe™/?) und miissen beriicksichtigt werden. Die Sprungbedingung fiir
den normalen Massenstrom (4.32) wird jetzt die Sprungbedingung fiir m(1/2)- Allerdings
tritt der (0/0t + x)-Term nicht auf, so dass mj 2 stetig wird. In der Ordnung O(Pe™1/2)
besteht somit keine Notwendigkeit die genaue Lage der Unstetigkeitsfliche zu definieren.
In der Beziehung (4.36) ist die Normalableitung von (/g jetzt O(Pe™"), so dass der
Kriimmungsterm entfillt. Des weiteren vereinfacht sich die Sprungbedingung des Impul-
ses (4.38). Einerseits, bleibt der viskose Term auf der linken Seite der Gleichung O(Pe ™)
und tritt somit nicht auf. Andererseits entfillt der (0/0t + x)-Term. Dank dieser Verein-
fachungen kann die Sprungbedingung leicht in einen tangentialen und normalen Anteil
aufgespaltet werden. Schliefilich tritt, wie oben bereits erliutert, kein Kriimmungsterm
auf.

Die Ergebnisse konnen wie folgt zusammengefasst werden. Da die Kriimmung zu
schwach ist, ergeben sich aus der Oberflichenkompression in der Ordnung O(Pe™'/?)
keine Normalkréfte. Allerdings wirken tangentiale Krifte bedingt durch die schnellen
Anderungen der Oberfliichenkompression entlang der Flamme. Dies ergibt eine Unstetig-
keit [fuf‘l /2 | der tangentialen Stromung, so dass {12y # V(i/2) innerhalb der Flammen-
struktur. ]>Die tangentiale Stromung éndert sich innerhalb der I*)‘lamme, und es ergibt sich

ein verénderlicher tangentialer Massenstrom M(Oi 12) = R (V(‘i‘ /2) — u?‘l*/Q)). Hierin ist
u‘()‘l*/Q) die Tangentialgeschwindigkeit des Koordinatensystems. Innerhalb der Flammen-
struktur ist diese konstant.

In der fithrenden Ordnung wird die tangentiale Geschwindigkeit des Koordinaten-
systems so gewihlt, dass der tangentiale Massenstrom verschwindet. In der Ordnung
O(Pe_l/ %) ist die tangentiale Stromungsgeschwindigkeit veriinderlich aber die tangen-
tiale Geschwindigkeit des Koordinatensystems ist konstant. Somit kann in der Ordnung
O(Pe_l/ %) das punktweise Verschwinden des tangentialen Massenstroms nicht verwirk-
licht werden. Wird ein spezielles Koordinatensystem gewihlt, kann dennoch die explizite
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Berechnung von M, (Oi /2) umgangen werden. Es wird u‘()‘l*/Q) implizit durch die Gleichung,

/_ M ) HigydX =0, (5.38)

definiert. Diese Vereinbarung kann ohne Einschrinkung der Allgemeinheit getroffen wer-
den. Das Integral (5.38) ist ein Bestandteil des Terms f_X 8/850‘(\/—(0) (1/2)( H)))dX
aus Gl. (5.36), der jetzt verschwindet. Der tangentiale Massenstrom M(1 /2) wird an keiner
weiteren Stelle benotigt, so dass dessen Berechnung tatséchlich entfallen kann. Ebenso
eriibrigt sich die Berechnung von “((11*/2)7 da keine storungstheoretischen Korrekturen der
Flammenstreckung berechnet werden sollen.

Es werden jetzt die tangentialen Ableitungen in der Enthalpiegleichung (5.36) betrach-
tet. Diese traten bei der Untersuchung von Variationen mit O(1)-Wellenléinge nicht auf.

X,
1/2_Y Oz
/ Pe 85& (VaJ(RH)) dX

0 Xl e ape O

Der Term mit Mg ) H(o) verschwindet gemifl Beziehung (5.38). Es kann H(g) + 1 — Y

durch die Temperatur bzw. © = (T'— 1) / (T, — 1) ausgedriickt werden,

9 00
35[; (Ho) +1=Yg)) = <3@ (o) +1 - Y<o>)> Rk (5.40)
wobei
9 1 @l

Die Ableitung 90/9¢° wird aus © = exp (mo) (( — ¢-)) berechnet, wobei m g eine
Funktion von &7 ist. Schlieflich gilt, 00/9¢° = (80/0(1/m(q))) (0(1/myo))/9E?) mit
8@/8(1/m(0)) =-0 ln@m(o).

Entsprechend erfolgt die Berechnung

a * aﬁ*
aga V9 90) B 55 3@ (Hoy +1=Y0) = (5.42)

0 1—@Le-1 * aﬁ*a(l/m)
8—50‘< Ki—=—=—6mOm/gyg 90 9E7 =

) + e 0(1/m) 8(1/m)
5 (RoKEE=0me) Omem, <m(0)\/§ g s o) -

1 9 « apxO(1
R(O)K —T @ln®m< 85‘1 <m\/§ (0[)5 (ag/;n)>> =

0 Le—1 Le—1 % afx
(2 (Rt ome) « RSt ) oo (my o e )

RICl @Lc 1@ln®m<a§a <\/§* ?EJ[;* (;g/;n)>>7
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wobei der Index ”(0)” bei m ), Ry und K¢y weggelassen wird, so dass gilt,
X0 e e )
| ge V9 90 R<0>K<o>a—§g (Ho) +1-Y()dX = (5.43)
0 * ok (1/m) * ok 1/m) (1/m)
[A@ <\/§ 9(0) ogs —Ivz {mo)v9'g 9(0) g oe8 )

Die Grossen Ia und Iy2 bezeichnen die Integrale

/ K(o) In @ @ @de (5.44)
_ @Le—1

Wird nun fiir die Integration beziiglich X durch eine Integration beziiglich © substituiert,
wobei dX = RK/Om)dO mit RK = T2 = ((T, — 1) © + 1)'/? ergibt sich

1 @Le 1
[A = 7/ (R(O)K(O)> IHG?CZ@
0 (6
Le (3 + Le)

=1+Le?
+ Le +4(1+Le)2

(T, — 1), (5.46)
! 0 1— Q!
2 = IA — Yay —01
[v [A /0 R(O)K(O) ln@ag <R(0)K(0) 1_ Le_l (C) n@) dO©
7+ Le(4 + Le)

S0rLop LT, (5.47)

Die Integrale Ia und Iy2 stellen von m gy unabhéngige positive Konstanten dar.
Werden alle O(Pe™!)-Terme in (5.36) zusammengefasst ergibt sich

10 « apr 0(1/m))
I (000 +) (1) ~Is e <\/§ oef Tﬁ@)

agx /M (0)) O(1/m0))
+1y2 <m(o)g(0[; aga(O) agﬁ(O) +myHy1) = 0. (5.48)

Aus g_1/2*8( 1/2x O‘ﬁ*( (1/m(0))/8§ﬁ)) JOEY ergibt sich in koordinatenunabhingiger
Schreibweise

Pe™ 'V (1/m(p)) = Pe™'V - (n x V(1/m()) X n) (5.49)
und aus mo) gy (A(1/m))/06)(D(1/m(a)) /D7)

Pe_lm(o) (Vl(l/m(o)))Q = Pe_lm(o) (Il X V(l/m(o)) X Il) . (Il X V(l/m(o)) X I(l) . )
5.50

Der Operator V2 ist der Oberfléichen-Laplace-Operator. Benachbarte Oberfléchenele-
mente der Flamme konnen sich nicht mit voneinander unabhingigen Geschwindigkei-
ten bewegen. Eine rdumlich Kopplung benachbarter Flammenabschnitte wird durch den
diffusiven Charakter von V2 gewdhrleistet. So wird die Bildung extrem kurzwelliger
Faltungen der Flamme unterbunden. Der zweite neue Term ist nichtlinear. Er koppelt
ebenfalls benachbarte Flammenelemente. Der Term gewinnt an Bedeutung wenn starke
Gradienten der Flammengeschwindigkeit entlang der Flamme bestehen. Die Flammen-
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geschwindigkeitsbeziehung ist jetzt durch die partielle Differentialgleichung,

S (IH 8/t + x) (1/m) — Pe " IAV2 (1/m) + Pe ' Igm (VL(l/m))Q) + (5.51)
mn (m+Pe " (Iy — pplx)x/m + 2clx)) =0,

gegeben.

Der Vollstindigkeit halber, sei angemerkt, dass entsprechende Korrekturterme auch
fiir die Konzentrationsgleichung hergeleitet werden kénnten, die dann als Pe™*-Term im
Logarithmus auftreten wiirde. Diese Terme tragen jedoch nicht zum Endergebnis bei, zu-
mal der O(Pe™!)-Term in der Konzentrationsgleichung nur fiir Flammen mit Le ~ 1 von
Bedeutung ist. Bei diesen ist der normale Massenstrom in der fithrenden Ordnung Eins
und die neuen Term sind vernachlissigbar klein. Die Beziehung (5.51) verallgemeinert die
Flammengeschwindigkeitsgleichung (5.34) fiir den Fall kurzwelliger Stérungen. Sie wird
hier die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung genannt. Bemerkenswert ist,
dass der tangentiale Diffusionsterm in allen vorangegangenen Theorien und phinomeno-
logischen Modellen nicht auftritt, da bislang lediglich Stérungen mit O(1) Wellenléinge
betrachtet wurden.

Die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) soll jetzt fiir verschiede-
ne Parameterbereiche untersucht werden.

5.3. Schwache Variationen der Flammengeschwindigkeit: Das M-M-Model
(S=0(Pe))
Wenn sich die Lewis-Zahl nur wenig von Eins unterscheidet und gleichzeitig die Zeldovich-
Zahl groB ist, dann wird die Sivashinsky-Zahl S = Pe™'Ze (1 — Le_l) = O(Pe™'), so dass
S =Pe ' S1y mit 51y = O(1).
Wird dies in die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) eingesetzt
und diese nach Potenzen Pe™! entwickelt, ergibt sich

m=1—Pe ! (QC[X + ([Y + S(l)[H — pb[X> X) + O(Pe_l). (5.52)

Da m in der fithrenden Ordnung Eins ist, wird die tangentiale Diffusion O(Pe™?) und
ist damit vernachléssigbar klein. Diese Beziehung stimmt mit der von Matalon und Mat-
kowsky iiberein, wenn man von den zu Iy proportionalen Termen absieht. Diese Terme
ergeben sich aufgrund der unterschiedlichen Definitionen der Unstetigkeitsfléiche, auf die
sich der Massenstrom bezieht. Bei einer gekriimmten oder gestreckten Flammen &ndert
sich der Massenstrom m/,, entlang der Normalenrichtung. In Abhéngigkeit des gew#hl-
ten Bezugspunkts ergeben sich verschiedene normale Massenstrome m durch die Unste-
tigkeitsfliche. Die Flammengeschwindigkeitsbeziehungen anderer Autoren kénnen leicht
mit der vereinheitlichten Theorie verglichen werden, da die Lage der Unstetigkeitsfli-
che lediglich in Ix beriicksichtigt wird. Das Integral Ix kann leicht fiir andere Lagen
der Unstetigkeitsflichen berechnet werden. Es ist Ix der Abstand der Unstetigkeits-
flsiche von der Reaktionsfliche bei m = 1. Insbesondere wenn die Reaktions- mit der
Unstetigkeitsfliiche zusammenfillt, ist die Umrechnung einfach, da dann Iy verschwin-
det. Bemerkenswert in (5.52), ist das Auftreten des Kriimmungsterms, der bereits im
Marksteinmodell enthalten ist. Da Ix stets positiv ist, wirkt der Kriimmungsterm, wie
im Marksteinmodell vorgesehen, stets stabilisierend. Allerdings, ergibt sich ein zweiter
O(Pe™!')-Term in Beziechung (5.52), der entweder negativ oder positiv sein kann. Um die
relative Bedeutung der Terme abzuschétzen, wird der Koeffizient Iy + Sy Iy — ppIx be-
trachtet. Es zeigt sich, dass dieser in einem weiten Parameterbereich, recht kleine Werte
annimmt, so dass die Flammengeschwindigkeit hiufig in stirkerem Mafle von der Kriim-
mung als von der Streckung abhéngt. Dieses Ergebnis erscheint im Widerspruch zum
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Ergebnis von Matalon & Matkowsky (1982) zu stehen, bei dem die Flammengeschwin-
digkeit von der Flammenstreckung alleine abhéngt. Der scheinbare Unterschied ergibt
sich nur aufgrund der verschiedenen Definitionen der Unstetigkeitsfliche. Die Modelle
sind ansonsten identisch.

5.4. Starke Variationen der Flammengeschwindigkeit: Das Sivashinsky-Modell
(S=0(1))
Unterscheidet sich die Lewis-Zahl um einen O(1)-Betrag von Eins und ist die Zeldovich-
Zahl gleichzeitig groB, dann ist die Sivashinsky-Zahl S = Pe™'Ze (1 — Le_l) = O(1).
Werden in der vereinheitlichten Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) Terme der
GroBenordnung O(Pe™!) vernachlissigt ergibt sich

(0/0t + ) (1/m) — Pe 292 (1 /m) + Pe—l$m (Vo (1/m)? + ——mlnm. (5.53)
H

Iy Sy

Hierin ist zu beachten, dass die tangentialen Diffusionsterme nicht gestrichen werden diir-
fen, da V2 (1/m) = O(Pe) und (VL(1/m))* = O(Pe) fiir kurzwellige Storungen, so dass
die Terme trotz des Faktors Pe™* von O(1) sind. Diese Gleichung bestimmt den Massen-
strom m nur in fiihrender Ordnung, da die Gleichung (5.30) (Gl (5.30) gilt unveréndert
fiir kurzwellige Storungen), Korrekturen der Enthalpie zweiter Ordnung H,(y) liefert.
Terme zweiter Ordnung liegen auflerhalb der Genauigkeit der betrachteten Theorie und
konnen nicht zur Berechnung einer Korrektur von (5.53) herangezogen werden. Sollte
H,.(2) berechnet werden, miisste die asymptotische Theorie bis zur Ordnung O(Pe™?)
betrachtet werden, was hier nicht erfolgt ist.

Werden kurzwellige Storungen nicht beriicksichtigt so dass die Betrachtung sich auf
Storungen mit einer O(1)- Léngenskala bescréinkt, dann wird die tangentiale Diffusion in
Gleichung (5.53) klein und es ergibt sich die zeitabhéngige Flammengeschwindigkeitsbe-
ziehung von Sivashinsky (1976)

(0/ot + x) (1/m) + Lmlnm =0. (5.54)
STy
Die Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.53) stellt eine Verallgemeinerung der Glei-
chung von Sivashinsky (1976) dar. Sie beriicksichtigt zusétzlich die Kopplung benach-
barter Flammenabschnitte, welche fiir die Dampfung kurzwelliger Storungen der Flam-
menfront verantwortlich ist.

5.5. Mittlere Variationen der Flammengeschwindigkeit (S = O(Pe™'/?))

Das Matalon-Matkowsky-Modell liefert eine algebraische Flammengeschwindigkeitsbezie-
hung wogegen das Sivashinsky-Modell eine gewthnliche Differentialgleichung in der Zeit
liefert. Im Matalon-Matkowsky-Modell ist die Flammengeschwindigkeit in der fiihren-
den Ordnung Eins, so dass die Zeitableitung vernachléssigbar klein wird. Bemerkenswert
ist, dass Sivashinsky die Zeitableitung aufgrund von Stabilitétsbetrachtungen verworfen
hat, da fiir Le # 1 gezeigt werden kann, die Flamme beziiglich von Storungen beliebiger
Wellenldnge instabil ist. Fiir Le = 1 ist lediglich die ebene Losung neutral stabil. Selbst
wenn Terme hoherer Ordnung betrachtet wiirden, kann man, nur in der Umgebung um
Le = 1, erwarten brauchbare Ergebnisse zu finden, solange keine kurzwelligen Storungen
beriicksichtigt werden. Hier soll ein Fall betrachtet werden, der zwischen den Modellen
von Sivashinsky sowie Matalon und Matkowsky liegt.

Fiir den Fall mittlerer Variationen der Flammengeschwindigkeit und gegen Eins stre-
bende Lewis-Zahlen wird die Beziehung von Matalon & Matkowsky (1982) wiederge-
wonnen. Gleichzeitig bleibt die Zeitableitung und die Nichtlinearitéit aus Sivashinsky’s
Beziehung erhalten, ohne dass die Notwendigkeit erwiichst O(Pe™?)-Terme zu betrachten.
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Die GroBenordnung der Sivashinsky-Zahl wird jetzt gemi S = Pe™'Ze (1 — Le_l) =

O(Pe™'/2) gewshlt, das heift S = Pe™!/ *S(1/2), wobei S(1/2) von der Grofienordnung
Eins ist. Die asymptotische Entwicklung erfolgt in Potenzen von Pe~Y/ 2
m=mq) + Pe_l/Qm(l/Q) + Pe_lm(l) +oeee (5.55)

Die Entwicklung der vereinheitlichten Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) liefert
jetzt

m=1-— Pe_l/QS(l/Q)[HX* (5.56)

0 1 3
Pe™" <28[X + Iy — pplx) x + (5(1/2)[1{)2 <8_>t< - [—APe*ViX + 5)(2)) +o(Pe™t),
H
wobei der tangentiale Diffusionsterm Pe™!V? y beibehalten wird, da er von O(1) fiir kurz-
wellige Storungen ist. Offensichtlich besitzt diese Gleichung die wesentlichen Eigenschaf-
ten der zuvor betrachteten Modelle von Matalon und Matkowsky sowie Sivashinsky. Wird
die Sivashinsky-Zahl S(_; /5 klein, so dass S(; 2y = O(Pe_l/ %), dann wird der nichtlinea-

re Term und die Zeitableitung vernachlissigbar. Gleichzeitig wird der O (Pe_l/ 2)—Term

O(Pe™ ). Es ergibt sich die Flammengeschwindigkeitsbeziechung des Matalon-Matkowsky-
Modells (5.52). Werden kleine S in Sivashinsky’s Modell (5.53) betrachtet, dann ergibt

sich der O (Pe_l/Q) Term aus (5.56) sowie der O (Pe™")-Term, der I enthélt. In Glei-

chung (5.56) ist sowohl die Zeitableitung als auch der Kriimmungsterm enthalten. Im
Gegensatz zu Gleichung (5.52) enthilt die Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.56)
die Zeitableitung, die fiir die zeitperiodische Instabilitit verantwortlich ist. Schliellich
bewirkt der nichtlineare Term ~ 2 eine Symmetriebrechung, das heifit positive und
negative Flammenstreckung haben unterschiedliche Wirkung auf die Flammengeschwin-
digkeit. Dies ist ein hinlénglich bekannte Eigenschaft. Im Einzelnen, ist die Kriimmung
der kalten ”"Kanten” bei zellularen Flammen, sehr viel grofler als die Kriimmung umge-
kehrten Vorzeichens in den heiflen Zellzentren. Hierin zeigt sich die Symmetriebrechung
deutlich. Der tangentiale Diffusionsterm V?2 y bewirkt die Kopplung benachbarter Flam-
menabschnitte.

Fiir eine Flamme mit S = O(Pe_l/ %), die miBig stark gestreckt wird, so dass y =
Pel/ 2)((_1 /2), Wobei x(_1/2) = O(1), geht die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeits-
beziehung (5.51) in

Pe_lS(l/Q) [mmVi(l/m) — (m)21nm = 5(1/2) [HX(_l/Q) +o(1) (5.57)

iiber. Hierin weicht m um einen O(1)-Betrag von der laminaren adiabaten Flammenge-
schwindigkeit ab. Bei einer Beschrinkung auf Flammenformen mit Léngenabmessungen
der Groflenordnung Eins, so ergibt sich exakt die stationiire Beziehung aus Sivashins-
ky (1976). Sivashinsky liefert kein physikalisches Argument, weshalb die Zeitableitung
vernachléssigt werden kann.

Fin anschauliches Beispiel, bei dem starke Flammenstreckung auftritt, ist eine Bun-
senflamme wie sie beispielsweise in Abbildung 1 gezeigt ist. Aus einem Bunsenbrenner
tritt das Gas mit einer Geschwindigkeit, die deutlich oberhalb der adiabaten Flammen-
geschwindigkeit liegt, aus. Die Flamme paft sich hieran an, indem sie eine Kegelform
ausbildet. Wird eine stabile Flamme mit einer geschlossenen Spitze vorausgesetzt, so ist
die Flamme an der Spitze normal zur Stromung. Hier muss sich die Flamme mit einer
Geschwindigkeit deutlich oberhalb der adiabaten Flammengeschwindigkeit ausbreiten.
Die Flamme bewerkstelligt dies indem sie eine stark gekriimmte Form annimmt wie dies
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in der Abbildung 1 deutlich zu erkennen ist. Die Flammenstreckung wird an der Spitze
grof.

6. Stabilitidt stationir fortschreitender ebener Flammen

Sivashinsky verwarf die zeitabhiingige Variante der Flammengeschwindigkeitsbezie-
hung in Sivashinsky (1976) aufgrund von Stabilitéitsiiberlegungen. Insbesondere ergibt
sich eine kurzwellige zeitperiodische Instabilitdt immer dann, wenn sich die Lewis-Zahl
von Eins unterscheidet. Aus den Stabilitédtsuntersuchungen fiir Lewis-Zahlen nahe Eins
in Pelce & Clavin (1982), Matalon (1983) und Matalon & Matkowsky (1984) ist be-
kannt, dass sich die Lewis-Zahl von Eins um wenigstens einen O(1/Pe)-Betrag unterschei-
den darf, ohne dass zeitperiodische Instabilitéiiten auftreten. Die vereinheitlichte Flam-
mengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) und die Gleichung (5.56) fiir mittlere Variationen
der Flammengeschwindigkeit, bilden eine Briicke zwischen den Beziehungen fiir Lewis-
Zahlen, die sich kaum oder deutlich von Eins unterscheiden. Es darf deshalb erwartet
werden und wird tatséchlich gezeigt, dass die zeitperiodische Instabilitéit erst einsetzt,
wenn sich die Lewis-Zahl hinreichend von Eins unterscheidet. Die Stabilitéitsuntersuchung
zeigt weiterhin, dass die tangentialen Diffusionsterme keine kurzwelligen Instabilitéiten
unterhalb einer Grenzwellenlinge erlauben.

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, dass fiir jeden beliebigen Parametersatz kurzwel-
lige Storungen mit einer Wellenléinge, die unterhalb einer Grenzwellenléinge liegt, stabil
sind. Auflerdem soll gezeigt werden, dass eine ebene Flamme neben der langwelligen
Darrieus-Landau-Instabilét keine andere Instabilitidt aufweist, sofern die Lewis-Zahl un-
geféhr Eins betrigt.

Betrachtet wird eine sich gleichférmig ausbreitende ebene Flamme. In einem bewegten
kartesischen Koordinatensystem (y!,y?,%°%), das mit der Flamme mitwandert, ruht die
Flammenflsiche bei ' = 0. Im Brenngasgemisch sind die Dichte p und die Diffusivitiit «
Fins. Im Rauchgas liegen ebenfalls konstante Stoffeigenschaften vor. Es gilt p = p, und
KR = Rp.

Die ebene Grundlosung, deren Stabilitéit untersucht werden soll lautet

m:fu}:l, fub:i, pbzlfi, vf = vy =py=0. (6.1)

Pov Pov
FEs werden jetzt Storungen der ebenen Grundlssung betrachtet. Die Unstetigkeits- bzw.
die Flammenfliche liege bei ! = e ¢(y?,y3,t).Hier bezeichnet ¢ < 1 einen infinitesi-
mal kleinen Parameter, der somit sehr viel kleiner als alle Parameter des Problems ist.
Aufgrund der Storung stellt sich eine schwache Stromung vor und hinter der Flamme ein.

1
m=1+em/, vp =14 evy, vp = — +evy, (6.2)

Pb

v§ = vy, vy = evy’, pr = ep}, oy =1-— i + ep), (6.3)
wobei die ”gestrichenen” Variablen, StorungsgroBen bezeichnen. Diese gehorchen linea-
risierten Stromungsgleichungen und Sprungbedingungen. Obwohl die gestorte Flamme
schwach von y! = 0 ausgelenkt wird, werden die Sprungbedingungen bei 5! = 0 ange-
wendet. Die Grundlésung muss hierfiir in eine Taylorreihe um y* = 0 entwickelt werden.

In der Stabilitétsuntersuchung werden alle Groflen mit Ausnahme von ¢, als O(1)
aufgefasst.
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ABBILDUNG 6. Die Anfachungsrate w als Funktion der Wellenzahl fiir das
Darrieus-Landau-Modell ( Ty = 5).

Gesucht werden Losungen der linearisierten Gleichungen

i/
g‘;i —0, (6.4)
ovt’!  ov’  op Pr 0%V
| P o 6.5
ot "oy oyt Pep'{(ayj)2 0 (6:5)
o op Pr O™
_ - =0 =23 6.6
Pt +8@/& Pep'{(ayj)2 ’ a=s (6.6)

mit homogenen Randbedingungen fiir y! — 400. Angesetzt wird der Losungsansatz

¢ = a® exp (ikay? + iksy® + wt) , (6.7)
m' = a"™ exp (ikyy® + iksy® + wt) (6.8)
v =a'(y") exp (ikey® + iksy® + wt) (6.9)
v = a®(y") exp (ikey” + iksy® + wt) (6.10)

p = aP(y') exp (ikey® + iksy® + wt) (6.11)

wobei die a'(y'), a®(y') und a”(y') im Brenngas- und Rauchgasgebiet durch die li-
nearisierten Sprungbedingungen verkniipft sind. Die Wellenzahlen in die y?- bzw. die
y*-Richtung werden mit ko und k3 bezeichnet. Es ist k = \/k2 + k2 die effektive Wellen-
zahl. Die Anfachungsrate der Stérung ist w. Instabilitéit ebener Stérungen ist gegeben,
wenn Re(w) > 0.

Die Losbarkeitsbedingung des sich ergebenden linearen homogenen Gleichungssystem,
liefert die Dispersionsbeziehung w = w(k). Die Darstellung dieser Dispersionsbeziehung
héingt von der relativen Grofie der Kennzahlen ab. In den nachfolgenden Kapiteln werden
verschiedenen Fille betrachtet. Es wird darauf hingewiesen, dass die Wirkung kurzwel-
liger Storungen nur in Kapitel 6.4 beriicksichtigt wird.

6.1. Das Darrieus-Landau-Modell (S =Pe " =0)
Gilt S = Pe™! =0, dann ergibt sich die Dispersionsbeziehung von Darrieus und Landau

k% (pp — 1) + 2kppw + pp (1 + pp) w?* = 0. (6.12)
Abbildung 6 zeigt eine Stabilitétskarte der Darrieus-Landau-Instabilitéit. Im Diagramm
wird die Anfachungsrate als Funktion der Wellenzahl k der Storung aufgetragen. Es
ergeben sich zwei reelle Eigenwerte fiir jedeWellenzahl k. Im Falle ebener Stérungen
(k = 0) liegt Neutralstabilitit, w = 0, vor. Andernfalls ist eine Eigenwert w positiv
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ABBILDUNG 7. Stabilitédtskarte des Matalon-Matkowsky-Modells. Links: Fall b), destabilisieren-
der Trend gegeniiber der Darrieus-Landau-Instabilitdt (Le = .5, Ze = 8, Pe = 100, Pr = .7,
T, = 5). Rechts: Fall ¢), Ddmpfung der Darrieus-Landau-Instabilitéit oberhalb einer Grenz-
wellenzahl und geddmpfte zeitperiodische Losungen. Die Frequenz Im(w) der Schwingung ist
proportional der Breite der schattierten Fliache (Le = .62, Ze = 8, Pe = 100, Pr = 0.7, T;, = 5)

und der andere negativ. Instabilitit liegt fiir positive w vor. Es zeigt sich, dass w mit
steigenden Wellenzahlen &, das heifit sinkenden Wellenléingen, anwiéichst. Ebene Flammen
sind somit instabil gegeniiber von Stérungen jeglicher Wellenléinge. Dieses Ergebnis steht
im Widerspruch zu der physikalischen Beobachtung, wonach kurzwellige Auffaltungen
der Flamme unterhalb einer Grenzwellenléinge nicht auftreten kénnen. Tatsichlich, wird
dieser Sachverhalt in Kapitel 6.4 bestitigt.

6.2. Das Matalon-Matkowsky-Modell ( S = O(Pe™"))

Gilt fiir die Sivashinsky-Zahl S = O(Pe™!) und werden die ersten beiden Terme einer
asymptotischen Reihenentwicklung nach reziproken Potenzen der Peclet-Zahl ausgewer-
tet, ergibt sich die Dispersionsgleichung von Matalon & Matkowsky (1982)

k% (o — 1) + 2kppw + oy (14 pp) w* = 2k% (S(y I + Iy — Ix (1 + p)) (k + ppw) = 0
(6.13)

Abbildung 7 zeigt Stabilitéitskarten fiir Flammen mit Lewis-Zahlen nahe Eins. Die
Breite der schattierten Fliche hinter der Kurve im rechten Diagramm veranschaulicht
die Frequenz zeitperiodischer Losungen. Wie zuvor bei der Darrieus-Landau-Instabilitét,
gibt es zwei Eigenwerte fiir jede Wellenzahl k. Gezeigt werden die Ergebnisse fiir drei
unterschiedliche Fiille.

a) Ist SqyIp + Iy — Ix (14 pp) = 0, ergibt sich exakt die Dispersionsbeziehung von
Darrieus-Landau. Diesem Fall konnen Lewis-Zahlen schwach unterhalb Eins zugeordnet
werden.

b) Ist S(1)Iu + Iy — Ix (1 + py) > 0, dann wird die Darrieus-Landau-Instabilitét ver-
stérkt, so dass keine Grenzwellenzahl fiir die Anfachung kurzwelliger Stérungen exsistiert.
Diesem Fall entsprechen Lewis-Zahlen unterhalb einer kritischen Lewis-Zahl, die kleiner
als Fins ist.

c¢) Gilt Syl + Iy — Ix (1 +pp) < 0, wird die Darrieus-Landau-Instabilitit abge-
schwicht und ein stabilisierender Trend beobachtet. Allerdings stellt die Theorie nur
eine schwache Korrektur der Dispersionsbezichung von Darrieus-Landau dar. Wird das
Ergebnis trotzdem fiir grofie k& angewendet, dann wird die Anfachungsrate w negativ, so
dass sich eine Grenzwellenzahl ergibt, oberhalb der keine Instabilitdt vorliegt. Fiir noch
groflere k ergeben sich geddmpfte zeitperiodische Losungen. Angefachte zeitperiodische
Losungen treten im Matalon und Matkowsky Modell nicht auf.
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ABBILDUNG 8. Stabilitétskarte des Sivashinsky-Modells. Die Frequenz Im(w) der Schwingungen
zeitperiodischer Lésungen ist proportional zur Breite der schattierten Fldche. Links: Fall b),
Destabilisierender Trend gegeniiber der Darrieus-Landau-Instabilitdt und zeitperiodische Insta-
bilitét fiir hohe Wellenzahlen (Le = .3, Ze = 8, Pe = 100, Pr = .7, T, = 5). Rechts: Fall c¢),
Grenzwellenzahl fiir die Darrieus-Landau Instabilitit und zeitperiodische Instabilitit fiir hohe
Wellenzahlen (Le = 4., Ze = 8, Pe = 10, Pr = 0.7, T, = 5)

6.3. Das Sivashinsky-Modell (S = O(1))

Gilt fiir die Sivashinsky-Zahl S = O(1) und Pe™! = 0, dann ergibt sich die Dispersions-
beziehung von Sivashinsky (1976).

(1= SInw) (K (py — 1)+ 2kpyw + pp (1 + pp) w?) = 2k*S I (k+ ppw) =0 (6.14)

Abbildung 8 zeigt zugehorige Stabilitétskarten.

Gezeigt werden Ergebnisse fiir drei Fille.

a) Fir S =0, bzw. Le = 1, folgt die Dispersionsbeziehung von Darrieus und Landau.

b) Ist S < 0 und somit die Lewis-Zahl kleiner als Eins, ergibt sich wieder ein de-
stabilisierender Trend, so dass Instabilitét gegeniiber Stérungen beliebiger Wellenzahlen
besteht. Fiir langwellige Stérungen, ergibt sich ein positiver reeller Eigenwert, der somit
einer zellularen Instabilitéit zugeordnet werden kann. Fiir grofle Wellenzahlen k ergibt
sich ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte mit positiver Anfachungsrate und somit
eine zeitperiodische Flamme.

c¢) Fiir § > 0, und somit Lewis-Zahlen oberhalb Eins, ergibt sich im Vergleich zum
Darrieus-Landau-Ergebnis ein stabilisierender Trend. Oberhalb einer O(1)-Grenzwellenzahl,
wird die Darrieus-Landau-Instabilitit gedimpft, so dass keine zellularen Instabilitéiten
auftreten und w negativ wird. Fiir noch héhere Wellenzahlen vereinigen sich die bei-
den Eigenwerte, die dem Ursprung (w = k& = 0) des Diagramms entspringen und bilden
anschliefend ein Paar konjugiert komplexer Eigenwerte.

Die Anfachungsrate w der komplexen Eigenwerte nimmt zunichst mit wachsenden &
ab. Fiir nochmals hohere & beginnt die Anfachungsrate zu wachsen und wird schliefiend-
lich jenseits einer kritische Wellenzahl k. positiv. Mit wachsenden Wellenzahlen k steigt
auch die Frequenz der Schwingungen schnell an. Die Losungen fiir hohe Wellenzahlen
entsprechen instabilen zeitperiodischen Flammen, die mit hoher Frequenz oszillieren.

Das Verhalten fiir kleine Wellenzahlen (groe Wellenléingen) ist in Einklang mit den
physikalischen Beobachtungen, es ergibt sich eine Grenzwellenzahl fiir die Darrieus-
Landau-Instabilitét. Das Verhalten fiir hohe Wellenzahlen ist unphysikalisch insofern
als die Existenz einer Grenzwellenzahl fiir zeitperiodische Instabilitéiten erwartet wird.
Tatséchlich wird diese spéter in Kapitel 6.4 nachgewiesen.
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ABBILDUNG 9. Stabilitéitskarte des vereinheitlichten Modells fiir Fall a) d.h. kleine Le. Die rechte
Abbildung ist eine vergréflerte Darstellung des eingerahmten Bereichs in der linken Abbildung.
Es wird gezeigt, dass die zeitperiodische Eigenlosung, oberhalb einer Grenzwellenzahl negative
Anfachungsraten aufweist, so dass bei hohen Wellenzahlen Stabilitéit vorliegt (Le = 0.3, Ze = 8,
Pe =10, Pr =0.7, T, = 5).

Re(w)

-25
-5
-7.5
=10
-12.5
-15
-17.5

ABBILDUNG 10. Stabilititskarte des vereinheitlichten Modells fiir Fall b), d.h.mittlere Le. Es wird
die Darrieus-Landau Instabilitdt und deren obere Grenzwellenzahl gezelgt Die zeitperiodischen
Losungen zeigen stabiles Verhalten (Le = 2, Ze = 8, Pe = 10, Pr = 0.7, T, = 2.5).
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ABBILDUNG 11. Stabilitéitskarte des vereinheitlichten Modells fiir den Fall ¢), d.h. grofie Le. Die
rechte Abbildung ist eine vergrolerte Darstellung des eingerahmten Bereichs in der linken Abbil-
dung. Gezeigt wird die Stabilisierung der Darrieus-Landau- und der zeitperiodischen Losungen
fiir hohe Wellenzahlen (Le = 4., Ze = 35, Pe = 100, Pr = 0.7, T, = 9).

6.4. Das vereinheitlichte Modell

Wird die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) betrachtet und al-
le Parameter als O(1)-Grofien aufgefasst, ergibt sich die Dispersionsbeziehung fiir das
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vereinheitlichte Modell

P P P
K2 [ 1+ 200 spk— — 1|1+ dpp sy — ( o kk2— + pow | | D1 — (k — pow) Do = 0,
Pe Pe Pe
(6.15)
worin

Ix — Iy +1Ixpy
Pe

[m 2 Pr
+ <1+S<[Hw+P—ek >> <2pbw+k <,0b1+2(,0b/€b1) Pepw})),

Ix —Iy +1 k2
Do = k2 <5 Iy + %em’) <(2 (v + k) + 5 (4Prpy iy — [Upb)> (6.17)

k
D, = k? <S Iy + > <1 + o+ Pe (2pp K Pr — (I, + 2Pr) pb)> (6.16)

+ <1 +9 <[Hw + %ZW)) <2k,0bw + o (14 pp) w? + K2 <pb —1+4p, nbg—z,obw>> .
Zuniichst sei festgestellt, dass die beiden Ausdriicke vor Dy und Dy in (6.15), fiir k = pyw,
gleichzeitig verschwinden. Somit ist w = k/pp > 0 eine Losung der Dispersionsbeziehung.
Es scheint Instabilitéit der ebenen Grundlésung beziiglich von Storungen beliebige Wel-
lenzahl k vorzuliegen. Wird jedoch der Fall k = ppw eigenstéindig untersucht, zeigt sich,
dass hierfiir die Losungen der Gleichungen im Rauchgasgebiet entartete Es liegt hier
keine zusétzliche Instabilitét vor, die nicht von der nachfolgenden Untersuchung erfasst
ist.

Die Abbildungen 9-11 zeigen Stabilitétskarten fiir drei unterschiedliche Fille.

a) Ist S < S, < 0, ergibt sich eine Verstéirkung der Darrieus-Landau-Instabilitéit. Die
ebene Grundlosung ist zusitzlich instabil gegeniiber langwellige stationdiren Storungen,
wobei die ebene Storung inbegriffen ist. Dieser Losungsast vereint sich mit dem Darrieus-
Landau-Ast und es entspringt ein instabiler zeitperiodischer Losungsast. Bei hohen Wel-
lenzahlen wird Re(w) < 0, so dass im weiteren Verlauf ein stabiler Losungsast vorliegt.
Fiir noch hohere Wellenzahlen werden die konjugiert komplex Eigenwerte w des zeitperi-
odischen Losungsasts wieder reell und es ergeben sich zwei stabile reelle Losungséste. Das
Verschwinden der zeitperiodischen Instabilitit ist alleine dem tangentialen Diffusions-
term zuzuschreiben. Dieser Term zwingt benachbarte Flammenabschnitte mit &hnlichen
Geschwindigkeiten fortzuschreiten. Dies unterbindet insbesondere, dass sich benachbarte
Flammenabschnitte mit hoher Frequenz relativ zueinander bewegen. Kurzwellige Stérun-
gen werden geddmpft. Ohne den tangentialen Diffusionsterm wiren die zeitperiodischen
Losungen auch bei hohen Wellenzahlen instabil. Es gébe keine Grenzwellenzahl fiir zeit-
periodische Losungen. Somit wiirden auch die beiden stabilen stationiren Losungsiiste
mit hoher Wellenzahl nicht erscheinen.

b) Ist S. < § < S,, wobei S, > 0, dann verschieben sich die beiden Darrieus-Landau-
Losungsiste in Richtung kleinerer Anfachungsraten. Zusétzlich ergibt sich ein neuer reel-
ler Ast mit stets negativen w. Die Anfachungsrate der Darrieus-Landau-InsStabilitét wird
oberhalb einer Grenzwellenzahl negativ. Bei einer Wellenzahlen oberhalb dieser Grenz-
wellenzahl vereinigt sich der stabile und instabile Ast der Darrieus-Landau-Instabilitét.
Es entsteht ein Losungsast mit konjugiert komplexer Figenwerten w. Auf dem zeitperiodi-
schen Ast liegt Stabilitidt der Grundlosung vor. Fiir nochmals hshere Wellenzahlen teilt
sich der zeitperiodische Losungsast in zwei reelle stabile Losungséste auf. Ohne den tan-
gentialen Diffusionsterm wiirde der zeitperiodische Ast einem konstanten negativen Wert
w fiir k — oo entgegenstreben. Die beiden reellen Losungsiiste giibe es nicht. Schliellich
wire S, kleiner.
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¢) Im Falle von S > S, > 0, ergibt sich ein dhnliches Verhalten wie fiir S, < S < S,.
Allerdings wird die Anfachungsrate des zeitperiodischen Losungsastes jetzt positive in
einem Fenster von Wellenzahlen k. Die ebene Losung ist jetzt instabil hinsichtlich kleiner
zeitperiodischer Stérungen. Ohne den tangentialen Diffusionsterm wiirde die Begrenzung
des Wellenzahlenfensters hinsichtlich hoher k entfallen. Die Flamme wiire dann instabil
gegen kurzwellige Storungen mit k& — oco. Dies wiirde eine inakzeptable Eigenschaft des
Modells darstellen.

7. Zusammenfassung

Darrieus und Landau haben ein Modell vorgeschlagen bei dem eine Vormischflamme
als eine gasdynamische Unstetigkeit aufgefasst wird. Die Unstetigkeitsfliche breitet sich
mit einer konstanten Geschwindigkeit aus. Der Massenstrom und der Impuls sind an der
Unstetigkeitsfliiche stetig. Es wurde gezeigt, dass im Darrieus-Landau-Modell Flammen
instabil gegen Storungen jeglicher Wellenléinge sind. Seither wurden viele Anstrengun-
gen, sowohl auf phiinomenologischer als auch auf analytischen Grundlage, unternommen,
um storungstheoretische Korrekturen dieses Modells abzuleiten. Diese sollten zu einem
Modell fithren, das reale Flammen besser beschreibt. Bei den analytischen Arbeiten wur-
den zwei ausgezeichnete Grenzfille erkannt. Dies sind Lewis-Zahlen nahe Eins und solche
die sich von Eins deutlich unterscheiden. Ein Ansatz, der beide Grenzfille gleichzeitig
abdeckt, wurde bislang nicht vorgestellt. Auflerdem gab es bislang keine Theorie, welche
die obere Grenzwellenzahl der zeitperiodischen Instabilitit fiir Lewis-Zahlen grofier Eins
in Gegenwart von einer deutlichen thermischen Expansion beschreibt.

In dieser Arbeit wird die Tensorrechnung und ein spezielles Koordinatensystem be-
nutzt, um ein Modell abzuleiten, welches beide Grenzfiille abdeckt und zusiitzlich die
obere Grenzwellenzahl der zeitperiodischen Instabilitéit liefert. Das Modell beinhaltet
Diffusionseffekte entlang der Flamme, die in fritheren Theorien vernachlissigt wurde.

Das vereinheitlichte Modell besteht aus den inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen
fiir das Brenn- und Rauchgas, den Darrieus-Landau-Sprungbedingungen inklusive einer
storungstheoretischen Korrektur (4.47), (4.48) sowie einer neuen Flammengeschwindig-
keitsbeziehung (5.51), die einerseits fiir Le ~ 1 und andererseits fiir Le — 1 = O(1) gilt.
Die sich ergebende Darstellung der Sprungbedingungen hiingt von der genauen Lage der
Unstetigkeitsfliiche innerhalb der Flammenstruktur ab. Wird die Flammenposition mit-
tels eines Dichteintegrals (4.39) festgelegt, so ergibt sich ein stetiger Massenstrom {iber
die Unstetigkeitsfliiche hinweg. Dies ist eine wesentliche Eigenschaft eines Modells, das in
numerischen Simulationen eingesetzt werden soll. Es muss im Verlauf einer Rechnung der
Stromung weder Masse hinzugefiigt noch entnommen werden, so dass die Massenerhal-
tung sichergestellt werden kann. Die Stetigkeit des Massenstrom ist verantwortlich dafiir,
dass sich die Darstellung der Sprungbedingungen wesentlich vereinfacht. Kompressibili-
tétseffekte innerhalb der Flammenstruktur bewirken einen zusitzlichen Drucksprung,
welcher der Kriimmung der Flamme proportional ist und somit als eine Oberflichen-
spannung interpretiert werden konnte. Der Term (4.53) wird jedoch als Oberfléchenkom-
pression bezeichnet, um einerseits das umgekehrte Vorzeichen des Terms hervorzuheben
und ihn andererseits von der gewohnlichen Oberflichenspannung deutlich zu unterschei-
den. Variationen der Oberflichenkompression entlang der Flamme bewirken zusétzliche
Tangentialspannungen in der dufleren Stromung.

Die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) ist eine nichtlineare par-
tielle Differentialgleichung, die sowohl eine Zeitableitung als auch einen tangentialen Dif-
fusionsterm enthilt. Die Flamme benotigt somit eine charakteristische Zeit, um sich an
neue Verhiltnisse anzupassen. Benachbarte Flammenabschnitte kénnen sich nicht mit
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unkorrelierten Geschwindigkeiten ausbreiten. Die Verstidndigung erfolgt durch den tan-
gentialen Diffusionsterm. Werden die ausgezeichneten Grenzfiille aus Sivashinsky (1976)
und Matalon & Matkowsky (1982) betrachtet, so ergeben sich im Grenziibergang auch
die entsprechenden Flammengeschwindigkeitsbeziehungen, sofern keine kurzwelligen Sto-
rungen betrachtet werden. Eine neuer ausgezeichneter Fall wird vorgestellt, der zwischen
den Annahmen von Sivashinsky (1976) und Matalon & Matkowsky (1982) liegt.

Die Sprungbedingungen (4.47), (4.48) gelten uneingeschriinkt fiir beliebige Reakti-
onskinetik. Die Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) gilt fiir Flammen mit diinnen
Reaktionszonen.

Fine lineare Stabilitéitsuntersuchung ebener Flammen in gleichformiger Stromung lie-
fert die fritheren Ergebnisse von Pelce & Clavin (1982) und Matalon & Matkowsky (1984)
fiir Flammen mit Lewis-Zahlen nahe Eins. Fiir Le — 1 = O(1) wird erstmals die obere
Grenzwellenzahl der zeitperiodischen Instabilitét gefunden.

Vorgeschlagen wird eine einfache Methode, mit deren Hilfe die Unstetigkeitsfliche und
die Flammengeschwindigkeit aus experimentellen Daten bestimmt werden kann. Des wei-
teren wird ein neuer Ausdruck zur Berechnung der Flammenstreckung vorgestellt. Es
muss lediglich die Divergenz eines einfach definierbaren Geschwindigkeitsfelds berechnet
werden.

Das vereinheitlichte Modell wird in einer von den Koordinaten unabhéingigen Darstel-
lung priisentiert. Diese ist insbesondere fiir numerische Berechnungen auf der Basis der
Levelset-Methode (vgl. Sethian (1996) und Osher & Fedkiw (2001)) oder der G-Gleichung
geeignet. Die Levelset-Methode beruht auf einer partielle Differentialgleichung fiir ein
Skalar, welches den minimalen Abstand zur Flamme angibt. Die G-Gleichung ist eine
partielle Differentialgleichung fiir eine Phasenvariable, die den Zustand der Mischung,
also verbrannt oder unverbrannt, angibt. Bei beiden Methoden muss die Geschwindig-
keit der sich ausbreitenden Fliche angegeben werden. Dies wird von unserem Modell
geleistet. Beide Methoden verlangen die Stetigkeit des Massenstroms iiber die Flamme
hinweg. Dies wird durch unsere stréomungsmechanische Definition der Lage der Unstetig-
keitsfliche gewihrleistet.

Das vereinheitlichte Modell soll im Sonderforschungsbereich 606 eingesetzt werden,
um zeitperiodisch gestorte Flammen zu modellieren. In zukiinftigen Forschungsarbeiten
soll das Modell bei der Direkten Numerischen Simulation turbulenter Vormischflammen
eingesetzt werden. Im vereinheitlichten Modell treten keine Reaktionsgleichungen auf.
Im Vergleich zu Simulationen nichtreaktiver Strémungen ergibt sich nur ein unwesentlich
hoher Aufwand.
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Anhang A. Das Koordinatensystem

Das in der vereinheitlichten Theorie benutzte Koordinatensystem wird so gewéhlt, dass
sich eine moglichst einfache mathematische Behandlung der Gleichungen ergibt. Weiter-
hin sollen die gewonnenen Ergebnisse einer physikalischen Interprétation zugénglich wer-
den. In der Untersuchung wird ein infinitesimal kleines Element einer Unstetigkeitsfliche
betrachtet. Dessen Entwicklung wird fiir eine infinitesimal kurze Zeitspanne verfolgt. Das
verwendete Koordinatensystem soll nicht in numerischen Rechnungen eingesetzt werden
und muss somit auch kein numerisches Gitter hoher Giite liefern. Dennoch kann sich
die explizite Konstruktion unseres Koordinatensystems als niitzlich erweisen, um Mo-
dellrechnungen mit physikalischen Mefiwerten zu vergleichen. Es ist hierbei zu beachten,
dass sich das Koordinatensystem bewegt withrend die Flamme fortschreitet. Die unten
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ABBILDUNG 12. Schritte bei der Konstruktion des krummliniegen Koordinatensystems: (Links)
Auswahl der Unstetigkeitsfliiche als 2'-Koordinatenfliiche und Konstruktion eines Oberflichen-
koordinatensystems. (Mitte) Konstruktion weiterer z'-Koordinatenfliichen mit konstantem Ab-
stand zur Unstetigkeitsfliche. (Rechts) Konstruktion der z*-Koordinatenlinien

beschriebenen Konstruktionsschritte miissen somit fiir jeden betrachteten Zeitpunkt wie-
derholt werden.

Abbildung 12 zeigt die wesentlichen Schritte schematisch.

Als erstes, wird die Unstetigkeitsflsiche als eine Oberfliche 2! = 0 aufgefasst. Es wrd
angenommen, dass diese Fliche glatt sei und keine Singularititen oder Uberschneidun-
gen besitze. Als niichstes wird eine Schar Flichen ' = const generiert, so dass jede
Fliche ' = const einen konstanten minimalen Abstand zur Unstetigkeitsfliche z! = 0
aufweist. Dies kann stets ohne Einschréinkung der Allgemeinheit erfolgen. Hiebei ist zu
beachten, dass die Flichen 2! = const weit ab der Unstetigkeitsfliiche Knicke aufwei-
sen konnen. Diese Knicke sind unproblematisch, da hier nur eine kleine Umgebung der
Unstetigkeitsfliiche interessiert.

Jetzt wird jeder Fliche x' = const eine Wert zugewiesen, der dem vorzeichenbehafte-
ten Abstand von der Unstetigkeitsfléiche entspricht. Negative (positive) Werte bezeichnen
Oberfléichen im Brenngasgemisch (Rauchgasgemisch). Diese Vereinbarung stellt sicher,
dass fiir die Komponente g'! des metrischen Tensors g'! = 1 gilt. Als nichster Schritt
wird auf der Unstetigkeitsfliiche ein beliebiges Koordiantensystem bestehend aus den Ko-
ordinatenlinien 22 = const und 3 = const gebildet. Dieses Koordinatensystem, das voll-
stindig in der Fliche x' = 0 liegt, heisst auch intrinsisches Koordinatensystem. Wieder
gelten keine Einschrankungen. Im betrachteten Gebiet diirfen lediglich keine singuléren
Punkte des intrinsischen Koordinatensystems vorliegen. Die Koordinatenpunkte auf der
Unstetigkeitsfliiche sollen sich jetzt entlang der Oberfliche bewegen. Wird die Entwick-
lung der Oberfléiche iiber eine ldngere Zeit verfolgt, knnen sich starke Verformungen der
Koordinatenlinien 22 = const und 23 = const ergeben. Dies stellt insofern kein Problem
dar als nur infinitisimal kurze Zeitspannen betrachtet werden. Sollte das Koordinaten-
system in numerischen Rechnungen eingesetzt werden, miisste das Oberfliichenkoordina-
tensystem immer wieder von neuem erzeugt werden, um zu starke Deformation des vom
Koordinatengitters zu vermeiden.

Es kann eine beliebige Geschwindigkeit des intrinsischen Koordinatensystems, das heifit
der Koordinatenlinien 2% = const und 3 = const, in der Unstetigkeitsfliche gewzhlt wer-
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den. Da asymptotische Methoden Anwendung finden, erfolgt dies fiir jede Ordnung der
Untersuchung von Neuem. In der fithrenden Ordnung werden die Koordinatenlinien mit
der Tangentialgeschwindigkeit der Stromung entlang der Fliche transportiert. Somit ist
die Rate, mit der sich die GroBe des von den Koordinatenlinien 2% und z* aufgespannte
Flichenelement dndert, gleich der Flammenstreckung x. Diese wird an der Unstetigkeits-
flsiche gemessen. Bei den hoheren Ordnungen der asymptotischen Entwicklung diirfen
beliebige Geschwindigkeiten der Koordinatenlinien 22 = const und 3 = const herange-
zogen werden. Bei der Herleitung der Flammengeschwindigkeitsbeziehung fiir kurzwellige
Storungen wird von dieser Freiheit gebrauch gemacht.

Schlieflich werden x'-Koordinatenlinien erzeugt. Diese stehen senkrecht auf allen Fli-
chen mit ' = const. Diese Operation ist eindeutig. Es besteht jetzt im dreidimen-
sionalen Raum ein Koordinatensystem fiir dessen metrischen Tensor gilt g'* = 1 und
g'? = g% = ¢?! = ¢3! = 0. Dieses Koordinatensystem ist orthogonal beziiglich seiner
Normalenrichtung.

Anhang B. Der Unterschied zwischen physikalischem Mef3lwerten und
Modelldaten

In diesem Anhang werden Formeln bereitgestellt, die zum Vergleich des Modells mit
physikalischen Messwerten niitzlich sind. Ein Vergleich ist nicht trivial, da die sich Messwer-
te aus einem Experiment bzw. die Simulationsdaten aus einer numerischen Rechnung im
Raum stetig &ndern, wogegen im Modell unstetige Daten vorliegen.

Zunichst muss aus den stetigen Mefwerten die genaue Lage der Unstetigkeitsfliiche
bestimmt werden. Erst danach kann die Geschwindigkeit der Unstetigkeitsfliche und der
Massenstrom durch die Fliche bestimmt werden. Zusétzlich erschwerend wird festge-
stellt, dass der Massenstrom durch die Unstetigkeitsfliche nicht mit dem physikalischen
Massenstrom an der selben Stelle iibereinstimmt. Verantwortlich hierfiir sind Dichteun-
terschiede zwischen der kontinuierlichen inneren Flammenstruktur und dem ”unstetigen”
Modell.

Um die genaue Lage der Unstetigkeitsfliiche bestimmen zu kénnen, wird zunéchst die
Normale auf der Flamme durch Gradienten des Temperaturfelds, n = VT'/|VT|, defi-

1
niert. Anschlieend kann das Integral Ir = fjlb (R — p) dz' entlang der Normalenrich-
5

tung vom Brenngasgemisch bis zum Rauchgas berechnet werden. Die Integrationsgrenzen
;v} und z; miissen hinreichend weit von der Flamme entfernt liegen. Hier ist die physikali-
sche (gemessene) Dichte R ungefiihr p; im Brenngasgemisch und p, im Rauchgasgemisch.
Im Bereich z' < 0 wird p = py und im Bereich 2! > 0 wird p = p, gesetzt. Zunéchst
ist der Ursprung der z'-Koordinate unbekannt. Dieser muss so gewihlt werden, dass Ir
verschwindet. Mit dieser Vorgehensweise wird die genaue Lage der Unstetigkeitsfliiche
bestimmt. Dies kann durch Intervalhalbierung, wobei 2} und z; als Randwerte dienen,
erfolgen.

Die Unstetigkeitsfliche liegt innerhalb eines Bereiches, in dem starke Gradienten der
Variablen vorliegen. Auch der stetige physikalische Massenstrom dndert sich innerhalb
der Flammenstruktur um einen O(Pe_l)—Betrag. Im Modell ergeben sich hingegen keine
starke Gradienten. Es muss erwarten werden, dass ein Unterschied zwischen dem phy-
sikalischen und dem &ufleren Massenstrom (Modell) an der Unstetigkeitsstelle besteht.
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Dieser kann aus Gleichung (4.30) oder (4.31) zu

* 0 0 b 0
My =ma) = <§ +X> /0 (Rio) = po) dX = = <§ +X> /_ (Ro) — py) dX,
(B1)
berechnet werden. Werden die Ergebnisse aus der fithrenden und der O(Pe™") Ordnung
zusammengefasste gilt

m=M" — <%+X> /000 (R~ pp) do* + O(Pe™?), (B2)

wobei m den normalen Massenstrom an der Unstetigkeitsfliche im Modell bezeichnet.
Der Unterschied M — m zwischen den normalen Massenstromen im ”unstetigen” Mo-
dell m und der stetigen Flammenstruktur M*" ist dem Dichteintegral IS (R—py) da?
proportional. Dieses ist wiederum der Dicke der Flamme proportional. Die Dicke der
Flamme hingt von der momentanen Flammengeschwindigkeit ab, so dass Zeitableitun-
gen des Integrals von Anderungen der Flammengeschwindigkeit hervorgerufen werden.
Des weiteren ist die Differenz M*" —m der F lammenstreckung proportional. Schlieflich
wird darauf hingewiesen, dass die Flamme diinn und somit das Integral fooo (R — pp) dat
klein ist. Es gilt M —m = O(Pe™).

Anhang C. Berechnung der Flammenstreckung

Hier soll eine einfache Methode zur Berechnung der Flammenstreckung x aus aufgels-
sten physikalischen Daten vorgeschlagen werden.

Die vereinheitlichte Flammengeschwindigkeitsbeziehung (5.51) beinhaltet die Flam-
menstreckung . Somit kann ein Vergleich zwischen Theorie und physikalischen Daten
nur dann erfolgen, wenn die Flammenstreckung zuvor bestimmt wird. Innerhalb der
Flammenstruktur ergeben sich schnelle Anderungen der Variablen, so dass die Berech-
nung der Flammenstreckung eine nichttrivale Aufgabe darstellt. Wie zuvor in Anhang
B, wird ein Koordinatensystem mittels der Isotemperaturflichen definiert. Die Norma-
le ist durch n = VT'/|VT| gegeben. Die Normalkomonente des zugehdrigen metrischen
Tensors lautet g'' = VT - VT. Das Oberflichenelement auf der Isotemperaturfliiche sei
V9" mit g* = 1/ det(g*”). Entsprechend ist das Volumenelement /g mit g = g*/¢**. Die
Geschwindigkeit “{0) des ausgezeichneten Koordinatensystems mit g!'' = 1, welches in
unserer Untersuchung der Flammenstruktur Anwendung findet, kann ebenfalls aus dem
Temperaturfeld gewonnen werden

or 1
u(o):nxVxnfEWn+o(l). (C1)

Wiirde g'! = 1 gelten, dann diirfte Gleichung (4.29) zur Berechnung der Flammen-
streckung, gemif x = —V-u(q), herangezogen werden. Wird /g" in (4.29) durch ,/g/g**
ersetzt, dann wird den Variationen von g'' Rechnung getragen. Die Formel fiir die Flam-
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menstreckung x lautet jetzt

1 0 .
= Jyan (V)|
— Lii /11,7
= T vow (V)|
1
= — V. (VT ,
|VT| (| |u(0)> —
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(C2)

und kann leicht ausgewertet werden. Hierin ist 7 die Temperatur an der Unstetigkeits-

flache.





