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Ein Beitrag zu Modellierung und Simulation von elektrokinetischen
Transportprozessen in mikrofluidischen Einheiten

Mittels elektrokinetischer Effekte lassen sich vielfdltige mikrofluidische Aufgaben,
wie Pumpen und Mischen von Fliissigkeiten, oder die Analyse von Mischungen
(partiell) geladener Teilchen, realisieren. Dazu werden zunéchst die entsprechen-
den stromungsmechanischen, elektrischen und physikochemischen Phinomene iden-
tifiziert und mathematisch formuliert. Um iiberméffigen numerischen Aufwand zu
vermeiden, werden mittels asymptotischer Methoden Ubergangsbedingungen fiir die
Stromung und das elektrische Potential abgeleitet. Die Verwendung der Ubergangs-
bedingungen ersetzt die numerische Simulation der nicht neutralen elektrischen Dop-
pelschicht an den Kanalwinden. Zur Beriicksichtigung chemischer Reaktionen wird
ein Verfahren entwickelt, welches vom chemischen Massenwirkungsgesetz ausgeht.
Um die Anwendbarkeit der Modelle zu demonstrieren, werden Beispiele zu einer
Mikro-Elektrophorese-Einheit und zu einem Mikromischer simuliert. Zur Modellve-
rifikation werden die Ergebnisse der Simulation zur Mikro—Elektrophorese-Einheit
mit entsprechenden Experimenten verglichen. Es zeigt sich eine gute Ubereinstim-
mung zwischen Modell und Experiment.

Contribution to the modelling and simulation of electrokinetic
transport processes in microfluidic devices

Various tasks within microfluidic applications, like pumping and mixing of liquids,
or the analysis of mixtures (partially—) charged species, can be realized by electro-
kinetic effects. For that purpose, the appropriate fluid mechanical, electrical, and
physicochemical phenomena have to be identified and mathematically formulated.
To decrease the numerical costs, matching conditions for the flow and for the elec-
trical potential are derived by means of asymptotic methods. The application of
the matching conditions substitutes the numerical simulation of the non-neutral
electrical double layer. A scheme based on the law of mass action allows for the con-
sideration of chemical reactions. Several examples, as a micro—electrophoresis device
and a micromixer, are simulated to demonstrate the applicability of the model. The
simulations in the micro—electrophoresis device are compared against corresponding
experiments. It turns out that the agreement between simulations and verification
experiments is good.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In den zuriickliegenden Dekaden waren es ausschliellich elektronische Bauteile, die
immer mehr miniaturisiert wurden und damit moderne Informationstechnologien
ermoglichten. Dieser Trend zur Verkleinerung und Integration komplexer Systeme
wird heutzutage auch auf mechanische und fluidmechanische Bauteile angewendet.
Besonders in dem Bereich der (Bio—)Chemischen Analytik zeigt sich ein Bedarf
nach schnelleren Analysemethoden, die aufgrund des steigenden Analyseaufkom-
mens auch preisgiinstig sein sollen. So erfordert beispielsweise die Entwicklung eines
neuen Medikaments, bei einer durchschnittlichen Entwicklungszeit von 10 Jahren,
Kosten von einigen 100 Millionen Euro. Ein betréchtlicher Anteil der Summe ent-
steht durch den hohen Verbrauch von Reagenzien (Gerlach und Guber (2002)).
Auch in der klinischen Diagnostik besteht ein Bedarf an preiswerten Einmalpro-
dukten, die bei hdufigen Routinemessungen, wie z.B. Blutzucker, Drogennachweis
oder Virentests, verwendet werden kénnen (Ehrnstrom (2002)). Eine weitere poten-
tielle Anwendung ist die Entschliisselung von Genomen (DNA Sequencing). Hier
miissen Aufgaben wie Vervielfdltigung, Auftrennung und Analyse ausgefiihrt wer-
den, um die Bestimmung genetischer Fingerabdriicke oder verdnderter Zellen im
Frithstadium einer Krankheit durchzufiihren. Die Forderung nach einer raschen und
effizienten Analyse von Strukturen und Funktionen, einhergehend mit minimalen
Substanzmengen, 148t sich nur mit Hilfe der Mikrofluidik erfiillen (Pfohl und Her-
minghaus (2003)).

Die Mikrofluidik ist erst durch die Weiterentwicklung und Anwendung von herkémm-
lichen Fertigungsverfahren, wie z.B. Frisen, Priigen, Atzen oder Lithographie, auf
den Mikromafistab moglich geworden. Durch die Miniaturisierung, Parallelisierung
und Automation einer hohen Anzahl von Prozessschritten wird versucht das Kon-
zept der “totalen Analysensysteme (uTAS)” zu verwirklichen. Bei diesem Konzept,
auch “Lab on a chip” genannt, werden Mikrobauteile, wie z.B. Pumpen, Ventile,
Trennsédulen und Detektoren, idealerweise auf einem Bauteil integriert angeordnet.
Auf dem Bauteil miissen dann verschiedene Prozesse wie Fluidfiihrung, Mischen,
Trennen und Detektion verschiedener Spezies realisiert werden. Die neuen Verfah-
ren sollen sich durch eine Reduktion des Probenvolumens auf Nano— und Pikoliter,
verbesserte Trennleistungen, kiirzere Analysezeiten und héhere Nachweissensivitéaten
fir einzelne Substanzen auszeichnen. (Jakeway, de Mello und Russel (2000)).

Solche Systeme besitzen das Potential elektrokinetische Phdnomene, z.B. Elektro-
phorese oder Elektroosmose, zum Transport und zur Prédparation der Proben zu
nutzen. Die elektrophoretische Auftrennung von Molekiilen, mit anschlieBender op-
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tischer oder elektrochemischer Detektion der Spezies, gehort zu den klassischen ana-
lytischen Methoden der Chemie und der Biotechnologie. Thre Miniaturisierung ist
vielversprechend. Elektrophorese gilt besonders bei der Trennung biologischer Sub-
stanzen, wie Proteinen oder Aminosauren, aber auch von ganzen Zellen, als leistungs-
fahiges und schonendes Verfahren. Dabei wird, um den Trenneffekt zu erzielen, die
unterschiedliche Geschwindigkeit elektrisch geladener Molekiile im elektrischen Feld
ausgenutzt. Diese Geschwindigkeit wird in erster Linie von der Stirke des Felds und
der elektrischen Mobilitéat der zu trennenden Teilchen beeinfluf3t. Die Elektrophorese
wird oft als Gel-Elektrophorese betrieben. Durch Anlegen eines elektrischen Felds
werden die elektrisch geladenen Molekiile durch ein Gel getrieben. Eine Problematik
liegt in der inneren Morphologie des Gels. Makromolekiile, die besonders oft in der
Biotechnologie vorkommen, passen nur schwer durch die Gele hindurch. Ein poten-
tieller Ausweg besteht darin, die Makromolekiile in einer Fliissigkeit zu 16sen und in
einem mikrostrukturierten Kanalsystem zu trennen (Han und Craighead (2000)).

In der chemischen Analytik wird die Elektrophorese seit geraumer Zeit zur Ionen-
analytik genutzt. Sie zeichnet sich im Vergleich zu chromatografischen Verfahren
durch hohe Trennleistung, Schnelligkeit, niedrige absolute Nachweisgrenzen und
durch das Entfallen zeitintensiver Probenvorbereitung aus. Eine Ubersicht zur Ionen-
analytik mittels verschiedener Elektrophoreseverfahren findet sich in den Artikeln
von Fukushi, Takeda, Chayama und Wakida (1999) und Kaniansky, Masar, Mardk
und Bodor (1999). Bei der konventionellen Kapillar—Elektrophorese (CE) findet die
Trennung in Kapillaren mit Durchmessern bis zu einem Millimeter statt. Hier er-
geben sich Probleme bei der Injektion der Probe und durch die Wéarme, die durch
das angelegte elektrische Feld eingebracht wird. Die Warmeabfuhr ist in den relativ
groflen Kapillaren niedrig, was zu einer Aufheizung des Probentrédgerfluids fiihrt.
Diese Joulesche-Wirme verschlechtert somit die Trennleistung der Analyseeinheit
(Grossman und Colburn (1992)). Eine Miniaturisierung auf ein mikrostrukturiertes
Kanalsystem ist deshalb vorteilhaft. Durch das Ansteigen des Verhéltnis Oberfléiche
zu Volumen ergibt sich eine bessere Warmeabfuhr. Erste Arbeiten zur Elektrophore-
se in mikrostrukturierten Kanalsystemen sind von Manz, Harrison, Zhonghui, Luedi
und Widmer (1992) veroffentlicht. Die Vielzahl der nachfolgenden wissenschaftli-
chen Veroffentlichungen zu der Thematik, zusammengefasst u.a. in einem Artikel
von Bruin (2000), spiegelt die Relevanz dieser Methode wieder.

Durch das Anlegen des zur elektrophoretischen Trennung benétigten elektrischen
Felds und bei Anwesenheit von elektrischen Ladungen im Tragerfluid kann sich
ein weiterer elektrokinetischer Effekt einstellen. Durch die Elektroosmose wird das
Tréagerfluid in einer wandnahen Schicht angetrieben. Sind die Abmessungen des Ka-
nals klein genug (< 1 mm), wird das Fluid iiber die ganze Kanalweite gefordert. Die-
ser Effekt kann zum Pumpen in “Lab on a chip”—Anwendungen genutzt werden. Die
Gestaltung solcher Mikropumpen éndert sich im Vergleich zu konventionellen Kon-
zepten drastisch. Es werden keine mechanischen Bauteile, wie Kolben und Ventile,
benotigt. Die Herstellung von Pump— und Injektionssystemen fiir den Mikrobereich
wird dadurch wesentlich vereinfacht (Zeng, Chen, Mikkelsen und Santiago (2001)).
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Zusétzlich zu einer reinen Forderung von Fliissigkeiten ergeben sich auch neuarti-
ge Ansitze zur Vermischung verschiedener Substanzen. Verschiedene Entwiirfe zu
elektroosmotischen Mikromischern sind beispielsweise von Oddy, Santiago und Mik-
kelsen (2001) und Meisel und Ehrhard (2005) erarbeitet worden.

Die Anwendung elektrokinetischer Transportprozesse ermdoglicht eine Vielzahl von
Moglichkeiten zu innovativen “Lab on a chip”’-Konzepten. Es besteht daher ein
Bedarf an Simulationen, die es erlauben Strémungs— und Stofftransportprozesse in
solchen Einheiten vorherzusagen. Eine Literaturrecherche, deren Ergebnis im an-
schlieBenden Abschnitt dargestellt ist, zeigt eine Anzahl von Arbeiten auf dem Ge-
biet. Dabei kann festgestellt werden, dafl drei Disziplinen, die Stromungsmechanik,
die Elektrostatik bzw. —dynamik und die Chemie beriicksichtigt werden miissen.
Die Arbeiten fokussieren priméar auf einzelne Schwerpunkte, wobei Aussagen zur
Modellierung der elektrischen Aspekte am wenigsten vorhanden sind. Vorwiegend
werden die Modelle und Simulationen unter fluiddynamischen Aspekten und unter
Vernachldssigung der chemischen Aspekte erstellt. Alternativ liegt der Schwerpunkt
der Betrachtungen auf den chemischen Aspekten, mit einer diirftigen stromungsme-
chanischen Modellierung. Das Ziel dieser Arbeit ist daher die Synthese aller Aspekte
durch eine geeignete, alle physikochemischen Aspekte beinhaltende Modellbildung.
Anhand von Simulationen kann so der Einfluss von (komplexen) Geometrien, von
verschiedenen elektrischen Feldern oder von Stoffeigenschaften festgestellt werden;
dies alles ohne Fertigung der mikrofluidischen Bauteile und ohne aufwendige Ex-
perimente. Mit den so gewonnenen Erkenntnissen sind Optimierungen schnell und
kostengiinstig méglich. Dazu muf3 eine Identifikation der wichtigsten physikalischen
und chemischen Vorginge in den Einheiten stattfinden. Dies fiihrt zu einem Satz
geeigneter Bilanzgleichungen, welche gegebenenfalls weiter abstrahiert und verein-
facht werden konnen. Ziel ist es dann, Simulationen durchzufiihren, die einerseits
eine geniigende Genauigkeit erreichen und andererseits einen vertretbaren Rechen-
aufwand mit sich bringen. Die Bilanzgleichungen werden dazu in ein “Computational
Fluid Dynamics (CFD)”—Programm implementiert. Die fiir diese Arbeit erstellten
Modelle werden zur Simulation verschiedener “Lab on a chip”—Anwendungen her-
angezogen.

Zuerst wird eine Mikro—Elektrophorese—Einheit betrachtet. Die konventionelle Ka-
pillar—Elektrophorese kann gut mit eindimensionalen Modellen angenéhert werden.
Auf Mikrochips herrschen jedoch in der Regel komplizierte Geometrien vor. Die elek-
troosmotischen und elektrophoretischen Geschwindigkeiten liegen iiberlagert vor.
Stromungsfeld und Stofftransport kénnen daher nicht mehr iiber eine eindimensio-
nale Ndherung beschrieben werden (Ermakov, Jacobson und Ramsey (2000)). Die
Simulation einer vollstandigen Mikro-Elektrophorese-Einheit benétigt, trotz der im-
mer weiter fortschreitenden Rechnerentwicklung, sehr lange Rechenzeiten und ist,
wenn iiberhaupt, nur zweidimensional moéglich. Der Grund hierfiir liegt in der Kopp-
lung einer groflen Anzahl von Gleichungen, welche die chemischen, elektrischen und
fluiddynamischen Phénomene beschreiben. Unter gewissen Voraussetzungen wech-
selwirken die Phinomene jedoch nur einseitig miteinander und das Gleichungssystem
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ldsst sich entkoppeln. Die Simulation einer vollstdndigen Mikro—Elektrophorese—
Einheit wird dann mit vertretbarem Aufwand moglich und die Ergebnisse werden
mit Experimenten verglichen. Die Entkopplung limitiert jedoch die Anwendbarkeit
des Modells. In einer Erweiterung wird das Modell modifiziert und die Prozesse
in ausgewahlten Geometrieabschnitten einer Mikro-Elektrophorese—Einheit werden
vollstdndig gekoppelt berechnet. Um die Universalitéit des erweiterten Modells zu
verdeutlichen, wird als zusétzliches Beispiel ein elektrisch erregter Mikromischer si-
muliert.

1.2 Literaturiibersicht

Im Vorfeld dieser Arbeit wird ein Uberblick iiber die mafigeblichen Forschungsbei-
triige im Bereich der elektrokinetischen Transportprozesse gegeben. Der Uberblick
ist zeitlich gegliedert. Er beginnt mit den Anfingen im 19. Jahrhundert, als nam-
hafte Naturwissenschaftler die Basis dieses Forschungsgebiets schufen und endet mit
den fiir diese Arbeit relevanten Modellierungen und Simulationen.

Die ersten grundlegenden Untersuchungen elektrokinetischer Transportprozesse be-
gannen durch die Experimente von Reuss zu Beginn des 19. Jahrhunderts. In diesen
Experimenten wurde entdeckt, dafl bei Anlegen eines elektrischen Felds an einen
mit einer elektrolytischen Fliissigkeit gefiillten porésen Ton eine (elektroosmoti-
sche) Stromung induziert wird (Reuss (1809)). Die elektrophoretische Wanderung
von Tonen beobachtete Hittorf (1853) in seinen Experimenten zur Elektrolyse. Der
zu der Elektroosmose inverse Effekt des Stromungspotentials wurde im Jahr 1859
von Qincke entdeckt. Dieser vermutete bereits die Existenz einer elektrischen Dop-
pelschicht (Qincke (1861)). Zwanzig Jahre spéter entwickelte Helmholtz seine Theo-
rie der starren elektrischen Doppelschicht. Diese fiihrte zur Entdeckung eines Zu-
sammenhangs zwischen den elektrischen und den Stromungsparametern (Helmholtz
(1879)). Grundlegende Charakteristika der Elektrophorese wurden von Kohlrausch
(1897) mit seinen Uberlegungen zu Konzentrationsverschiebungen durch Elektroly-
se etabliert. Weitere Arbeiten von Smoluchowski (1903) fithrten zu einem einfachen
Geschwindigkeitsgesetz in Kapillaren. Freundlich fithrte im Jahr 1909 den Begriff
der Elektrokinetik ein; dieser wird auf alle physikalischen Phénomene angewandt,
die auf die elektrische Doppelschicht zuriickzufiihren sind. In seinen Experimenten
demonstrierte er, dafl die zur Beschreibung der Elektroosmose iibliche Proportiona-
litdtskonstante, auch zur Bestimmung des Stromungspotentials angewendet werden
kann (Freundlich (1909)). Die Helmholtzsche Modellvorstellung der starren elektri-
schen Doppelschicht erfuhr zu Beginn des 20. Jahrhunderts eine wesentliche Erwei-
terung. So wurde, unabhéngig voneinander, die Theorie der diffusen Doppelschicht
von Gouy (1910) und Chapman (1913) entwickelt. Diese wurde unter der Annah-
me geringer Oberflichenpotentiale (Debye—Hiickel-Approximation) von Debye und
Hiickel (1923) in einer Art und Weise vereinfacht, die eine analytische Behandlung
ermoglichte. Stern schuf, durch eine Kombination der Ansétze von Helmholtz und
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Gouy bzw. Chapman, ein verbessertes Modell der elektrischen Doppelschicht. Das
Stern-Modell besteht dementsprechend aus einer starren (adsorbierten) und einer
beweglichen (diffusen) Schicht (Stern (1924)).

Im Jahr 1964 berechnen Burgreen und Nakache die Potentialverteilung in Kapillar-
spalten rechteckigen Querschnitts, ohne die Beschrankung auf geringe Oberflichen-
potentiale (Debye—Hiickel-Approximation). Ausgehend von der Stokes—Gleichung
werden analytische Losungen zum elektroosmotischen Geschwindigkeitsprofil und
zum Stromungspotential abgeleitet (Burgreen und Nakache (1964)). Die gleichen
Ansétze verwenden Rice und Whitehead (1965) zur Berechnung von Potential-
verteilung, Geschwindigkeits— und Stromdichtefeld in einer zylindrischen Kapillare.
Ein erstes einfaches eindimensionales Modell fiir beide elektrokinetischen Trans-
portprozesse, also fiir Elektroosmose und Elektrophorese, prisentieren Jorgenson
und Lukacs (1981). Sie finden heraus, dafi die Trennleistung einer Kapillare ein Ma-
ximum erreicht, wenn die elektroosmotischen und elektrophoretischen Mobilitidten
gleich grof3, aber gegensétzlich gerichtet sind. Ein eindimensionales mathematisches
Modell zur Elektrophorese erarbeiten Bier, Palusinski, Mosher und Saville (1983). Es
beinhaltet den Stofftransport durch Elektrophorese und Diffusion und grundlegende
Uberlegungen zu den relevanten chemischen Aspekten. Dadurch besitzt dieses Mo-
dell eine breite Anwendbarkeit und erlaubt die Berechnung verschiedener Formen der
Elektrophorese, z.B. der isoelektrischen Fokussierung oder der “Moving-boundary” -
Elektrophorese. Das Modell wird nachfolgend von Saville und Palusinski (1986) um
konvektive Transportprozesse erweitert und beispielhaft auf eine Isotachophorese
angewendet. Den Einfluss der Erwarmung einer Kapillare durch das angelegte elek-
trische Feld (Joulesche-Wirme) wird in dem eindimensionalen Modell von Gobie
und Ivoy (1990) berticksichtigt. Andreev und Lisin (1993) untersuchen mittels eines
eindimensionalen Kapillar-Elektrophorese-Modells die Wirkung des elektroosmoti-
schen Stromungsprofils auf die Trennleistung. Weitere eindimensionale Modellierun-
gen und Simulationen zu verschiedenen Aspekten der Kapillar—Elektrophorese sind
in den Artikeln von Schwer, Gas, Lottspeich und Kenndler (1993), Schafer-Nielsen
(1995) und Andreev, Dubrovsky und Stepanov (1997) aufgefiihrt.

Im Jahr 1998 erscheinen erste zweidimensionale numerische Simulationen von elek-
trokinetischen Transportprozessen in mikrostrukturierten Kanalsystemen. Das durch
die Elektroosmose induzierte Stromungsfeld an der Kreuzung zweier Kanéle wird
von Patankar und Hu (1998) fiir stationére Zustande berechnet. Hierzu werden die
Navier—Stokes—Gleichungen mit einem Coulomb—Term erweitert und die Ladungs-
verteilung in der elektrischen Doppelschicht wird mit der Debye-Hiickel-Approxi-
mation angenéhert. Es werden Berechnungen bei einer Variation der Reynolds—Zahl
im Bereich 0,1 — 1000 durchgefiihrt und deren Einfluss auf das Geschwindigkeits—
und Stromlinienfeld gezeigt. Deshpande et al. simulieren die Elektroosmose und die
Elektrophorese in einem geraden und in einem um 180 Grad umgelenkten Kanalab-
schnitt. Zur Modellierung der Elektroosmose wird eine Helmholtz—Smoluchowski—
Néherung verwendet. Die Ergebnisse werden qualitativ mit Experimenten vergli-
chen. Dazu wird die Fliissigkeit mittels eines Lasers lokal zum fluoreszieren gebracht.
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Das Konzentrationsprofil wird zu verschiedenen Zeitpunkten visuell festgehalten
(Deshpande, Ghaddar, Gilbert, St. John, Woudenberg, Connel, Molho, Herr, Mungal
und Kenny (1998)). Eine Helmholtz—Smoluchowski-Néaherung fiir die elektroosmo-
tischen Vorgénge wird auch in der Simulation eines T—férmigen Kanalsystems mit
zwel verschiedenen Spezies durch Ermakov, Jacobson und Ramsey (1998) verwen-
det. Eine andere Arbeit simuliert den elektroosmotischen Fluss in einer Kapillare
bei ungleichméfligem Wandpotential. Zum Vergleich werden Experimente mit einem
Fluoreszenzfarbstoft durchgefiihrt. Die so visualisierten Geschwindigkeitsprofile zei-
gen iiber den kurzen Vergleichszeitraum gute Ubereinstimmung (Herr, Molho und
Santiago (2000)). Nach den Simulationen von Cummings, Griffiths, Nilson und Paul
(2000) existiert unter gewissen Voraussetzungen eine Ahnlichkeit zwischen elektri-
schem Feld und elektroosmotischer Stromung. Dieser Zusammenhang zeigt sich bei
der Berechnung einer Kreuzung und einer plotzlichen Erweiterung des Kanals. Bian-
chi, Ferrigno und Girault (2000) simulieren die Elektroosmose in einem T-Stiick. Um
die numerische Behandlung zu vereinfachen, wird die elektrische Grenzschicht auf
eine unphysikalische Dimension vergrofiert. In der Arbeit von Erickson und Li (2001)
werden Berechnungen zur Elektroosmose vorgestellt, mit dem Ziel die elektrischen
Eigenschaften der Kanalwénde durch das Stromungspotential zu charakterisieren.
Ein analytisches Modell zu elektroosmotischen Transportprozessen in einem zwei-
dimensionalen geraden Kanal erarbeitet Santiago (2001). Mit diesem Modell unter-
sucht er Anlaufvorgénge druckgetriebener Stromungen bei gleichzeitigem Anlegen
eines elektrischen Felds. Conslik, McFerran, Zheng und Hansford (2002) simulieren
Geschwindigkeits—, Konzentrations— und Potentialfelder in rechteckigen Kanélen,
deren Hohe der Gréenordnung der elektrischen Grenzschicht entspricht. Hu, Werner
und Li (2003) berechnen elektrokinetische Transportprozesse in einem dreidimensio-
nalen rauhen Kanalanschnitt. Bei grofler Rauhigkeit wird ein periodisches Druckfeld
erzeugt, welches den Volumenstrom mindert. Lin, Wu und Fan (2004b) simulie-
ren die Elektrophorese in einem T—férmigen Kanalsystem. Es werden verschiedene
Anordnungen des elektrischen Felds berechnet, um die Injektion der Probe in den
Trennkanal zu optimieren. Der Einflul der Jouleschen—-Wérme auf die Strémung in
einer Mikro-Kapillaren wird durch die numerischen Berechnungen von Tang, Yang,
Chai und Gong (2004) untersucht. Die Simulationen zeigen, daf bei hoher Feldstéirke
und groflem Durchmesser der Kapillare, der Einflufl nicht vernachléssigbar ist. Lin,
Storey, Oddy, Chuan-Hua und Santiago (2004a) propagieren in ihrer Arbeit iiber
elektrokinetische Transportprozesse in Mikrokanélen eine Instabilitéit. Diese lésst
sich zur schnellen Vermischung von Mikrostrémungen mit kleinen Reynolds—Zahlen
nutzen.



Kapitel 2

Grundlagen zur Modellierung
elektrokinetischer Effekte

Der Begriff der Elektrokinetik wird im allgemeinen auf physikalische Phéanomene an-
gewandt, die auf die Existenz einer elektrischen Doppelschicht zuriickzufiihren sind.
Dabei werden die Phidnomene in vier Kategorien unterteilt (Shaw (1980)):

1. Elektroosmose

Bei Anlegen eines elektrischen Felds an einen mit einer elektrolytischen Fliissigkeit
gefiillten Stromungskanal bildet sich, bei Vorhandensein von elektrischen Ladungs-
tragern an der Wand, die Elektroosmose aus. Die Fliissigkeit wird relativ zur Wand
bewegt. Die erforderliche Kraft wird in einer diinnen wandnahen Schicht, der elek-
trischen Doppelschicht, induziert.

2. Elektrophorese

Wird ein elektrisches Feld an eine Fliissigkeit mit gelosten bzw. dispergierten elek-
trischen Ladungstréagern angelegt, so ist eine Wanderung der Ladungstrédger relativ
zur Fliissigkeit zu beobachten.

3. Stromungspotential
Das Stromungspotential ist eine elektrische Potentialdifferenz, die entsteht wenn
eine elektrolytische Fliissigkeit an einer geladenen Oberflache vorbeistromt.

4. Sedimentationspotential

Bewegt sich aufgrund einer Volumenkraft ein geloster bzw. dispergierter Ladungs-
trager relativ zu einer Fliissigkeit, so bildet sich eine mit Sedimentationspotential
bezeichnete Potentialdifferenz aus.

In diesem Kapitel werden zuerst die physikalischen Grundlagen zum Versténdnis der
elektrokinetischen Effekte erldutert. So werden die elektrische Doppelschicht und ei-
ne Vereinfachung, die Debye-Hiickel-Approximation, erldutert. Die Vorgénge, die
in dieser Arbeit untersucht werden, beruhen auf der Existenz eines externen elek-
trischen Felds. Die Beschreibung der elektrokinetischen Effekte wird daher auf die
Elektroosmose und die Elektrophorese beschriankt. Ein weiterer Aspekt in diesem
Kapitel sind die Grundlagen zur Berechnung der extern induzierten elektrischen Po-
tentialverteilung. Zusétzlich werden die im System vorhandenen chemischen Aspekte
identifiziert.

2.1 Die elektrische Doppelschicht

Die elektrostatische Kraft, die auf eine leitfahige Fliissigkeit bzw. elektrisch gela-
dene Partikel einwirkt, wird als Coulomb—Kraft bezeichnet. Sie ist die Folge eines
von auflen angelegten elektrischen Felds und/oder von elektrischen Ladungen, die an
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der Grenzfliche Fliissigkeit—Festkorper vorliegen konnen. Ob hierbei der Festkorper
eine stationdre oder mobile Phase ist, ist vorerst nicht von Interesse. Grenzflichen
zeichnen sich in der Regel durch aktive und energiereiche Zentren aus, also durch
besondere rdumliche Eigenschaften und elektrische Ladungen. Die Ursachen dieser
Zentren konnen in Fremdatomen, in Fehlatomen, in der Gitterstruktur und in Git-
terfehlern liegen. Eine weitere Ursache kann in verschiedenen Wechselwirkungen der
Grenzflache mit der angrenzenden Fliissigkeit liegen. Durch Losen der Grenzflachen-
atome in der Fliissigkeit konnen, mittels Aufbruch von inter— bzw. intramolekula-
ren Anziehungskréften, elektrische Oberflachenladungen entstehen. Hierbei zerfallen
Bindungen zwischen Oberflichenmolekiilen oder neutrale Molekiile bzw. Atome ge-
hen in Losung (Falbe und Regitz (1992)). Weiterhin kann es durch Adsorption von
Ionen, die durch Eigendissoziation auch in reinem Wasser vorhanden sind, zu ei-
ner elektrischen Oberflichenladung des Festkorpers kommen. In Abhéngigkeit der
Konzentration der Ionen in der umgebenden Losung und deren Tendenz zur Adsorp-
tion auf der Oberfliche ergibt sich ein Oberflachenpotential . Durch die Wech-
selwirkung des Oberflichenpotentials mit der Fliissigkeit bildet sich eine elektrische
Grenzschicht, welche auch elektrische Doppelschicht (EDL) genannt wird (Hunter
(1981)).

Fiir eine mathematische Beschreibung der elektrischen Doppelschicht, soll die Art
der geladenen Teilchen auf Ionen beschrinkt sein. Vorstellbar sind auch Doppel-
schichten bestehend aus geladenen, sehr kleinen Partikeln, wie z.B. Kolloiden, was
jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit ist. Die Vorstellung vom Aufbau der Dop-
pelschicht ist, dafl es durch die Oberflichenladungen zu einer erhohten Konzentrati-
on von entgegengesetzten Ladungstriagern (Gegenionen) im Bereich der Grenzfliche
Festkorper /Fliissigkeit kommt. Das einfachste Modell der elektrischen Doppelschicht
ist das sogenannte Helmholtz—Modell. Hier wird der Aufbau der Schicht mit ei-
nem Plattenkondensator verglichen. Jede Oberflaichenladung wird durch ein unmit-
telbar angrenzendes Gegenion ausgeglichen. Die Gegenionen befinden sich folglich
direkt in einer adsorbierten Schicht an der Oberfliche des Festkorpers. Das Ober-
flachenpotential fallt linear {iber die Schicht auf das Potential in der Fliissigkeit ab
(Helmholtz (1879)). Ein anderes Modell ist das von Gouy (1910) und Chapman
(1913), welches beide unabhéngig voneinander entwickelten. In diesem Modell exi-
stiert die Vorstellung, daf§ sich die Gegenionen aufgrund der Warmebewegung diffus
im Raum verteilen und der Potentialabfall durch eine exponentielle Funktion be-
schrieben werden kann. Keines der beiden Modelle beschreibt die reale elektrische
Doppelschicht addquat. Stern (1924) kombinierte beide Modelle zum sogenannten
Gouy—Chapman—Stern (GCS) Modell. Ein Teil der Gegenionen ist aufgrund der elek-
trischen Wechselwirkung fest an der Oberfliche des Festkorpers angeordnet und bil-
det die sogenannte Stern—Schicht mit dem zugehdrigen Sternpotential @gep,. Darauf
folgt eine Scherfliche mit eingeschrénkt beweglichen Ionen. Die restlichen Gegenio-
nen sind infolge der Warmebewegung in einer Schicht diffus verteilt, die entsprechend
diffuse Schicht genannt wird. Das Potential, das am Ubergang Scherschicht /diffuse
Schicht herrscht, bezeichnet man als Zeta—Potential. Die Konzentration der Gegenio-
nen nimmt mit dem Abstand zur Oberfliche bis zur mittleren Konzentration in der
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Abbildung 2.1: Schematische Abbildung des Aufbaus der elektrischen Doppelschicht.

Fliissigkeit ab. Die Konzentration der gleichsinnig geladenen Ionen steigt dement-
sprechend an, so dafl aulerhalb der Grenzschicht elektrische Neutralitdt im Kern
der Fliissigkeit herrscht. Die Dicke der elektrischen Grenzschicht entspricht in etwa
der Debye Léange [p.

Wird nun ein elektrisches Feld tangential zu einem stationdren Festkorper ange-
legt, so wandern die {iberschiissigen lonen der EDL in eine Vorzugsrichtung und
verursachen die Elektroosmose. Der Einflufl der EDL ist nicht auf die Elektroos-
mose begrenzt. Ist der Festkorper nicht stationér, sondern ein im Fluid bewegliches
Teilchen mit partiellen Ladungen, z.B. ein dispergierter Partikel, ein Makromolekiil
oder ein Kolloid, so wird sich an der Grenzfliche zur Fliissigkeit auch eine EDL aus-
bilden. Diese wird dann, je nach Konfiguration, die Elekrophorese dieser Teilchen
ermoglichen oder erschweren. Hier wird der Zusammenhang zwischen beiden elektro-
kinetischen Transportprozessen deutlich aufgezeigt. Beide héngen mafigeblich vom
Vorhandensein einer elektrischen Doppelschicht ab und unterscheiden sich durch die
Umkehr des Bezugssystems. Elektroosmose ist die Bewegung der fliissigen Phase
relativ zur festen Phase (Wand). Die Elektrophorese ist die relative Bewegung der
festen Phase (Partikel 0.4.) zur fliissigen Phase.
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2.1.1 Die Debye—Hiickel-Approximation

Um die elektrokinetischen Transportprozesse mathematisch zu erfassen, miissen ver-
schiedene Zusammenhénge formuliert werden. Zur quantitativen Behandlung der
interionischen quasi-stationdren Wechselwirkung eignet sich allgemein die Poisson—
Gleichung, welche den Zusammenhang zwischen Potential ¢ und elektrischer La-
dungsdichte ¢ beschreibt (Atkins (1996)). Es gilt

V- (e,Vp) =L (2.1)

€0
Dabei entspricht ¢y der Dieelektrizitdtskonstante des Vakuums und e, der relativen
Dieelektritédtszahl des Fluids. Die Ladungsdichte ¢ bildet sich mit der Ionendichte

n;, der spezifischen Ladungszahl (Valenzzahl) z; und der Elementarladung e zu

q= Z zine . (2.2)
Man geht davon aus, da} die Ladungsdichte das Ergebnis der Konkurrenz zweier
Effekte ist, und zwar der elektrostatischen Anziehungskraft der gegenséatzlich ge-
ladenen Ionen und der diffusiven Wirkung der Warmebewegung. Dabei wird die
Anordnung der Ionen iiberwiegend durch die Warmebewegung bestimmt. Es kann
daher eine Boltzmann—Verteilung fiir die Ladungsdichte angesetzt werden, geméfl

ziep
q= ezzinioo eXp(k;BT)' (2.3)

7

Hierbei ist n;4, die Ionendichte der Spezies i im von der EDL unbeeinflufiten Fliissig-
keitskern, kg die Boltzmann—Konstante und 1" die absolute Temperatur. Die Annah-
me kann nur fiir die Betrachtung von verdiinnten Lésungen vorgenommen werden,
da die elektrostatischen Krifte quadratisch mit dem Abstand abfallen und dann
vernachlassigbar sind. Weiterhin soll die Annahme getroffen werden, dafl die rela-
tive Dieelektrizitatszahl im Fluid konstant ist. Dies ist fiir viele Fliissigkeiten der
Fall, da die Dieelektrizitéitszahl sich bei mafivollen Konzentrationsdnderungen der
Inhaltsstoffe kaum @ndert. Wird nun Gleichung (2.3) in Gleichung (2.1) eingesetzt,
entsteht eine nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung, geméaf3
e

Zi€p
0= oy () (24)

Falls die elektrostatische Energie zwischen den Ionen viel kleiner als die thermische
Bewegungsenergie ist, d.h. z;ep/(kpT) < 1, kann eine Linearisierung des Exponen-
tialausdrucks durch eine Reihenentwicklung vorgenommen werden. Dieser Ansatz
wird als Debye-Hiickel-Approximation bezeichnet (Debye und Hiickel (1923)). Fiir
eine elektrolytische Losung bei T' = 293 K, die nur monovalente (z = 1) Ladungs-
trager enthélt, ergibt sich ein maximales Potential von ¢ = 25mV bis zu dem die
Debye—Hiickel-Aproximation zuléssig ist. Ferner kann trotz der Ladungsverschie-
bung in die Grenzschicht, das Innere der Fliissigkeit (Fliissigkeitskern) als elektrisch
neutral angesehen werden. Folglich ergibt sich mit

i
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eine linearisierte Poisson—Gleichung, die sogenannte Debye—Hiickel-Approximation

2y 22,
A 2. 2.6
L (2.6)
Die Koeffizienten lassen sich zu der sogenannten Abschirmkonstanten x zusammen-
fassen, geméafl
o2
ROV (2.7)
coerkpT
1/k hat die Dimension einer Linge und ist die ungefdhre Dicke der Doppelschicht
[p. Durch einige Umformungen und durch Einfiihrung der Ionenstérke I erhélt man

einen Zusammenhang, mit dem die Debye-Lénge mittels leicht zu messender physi-
kalischer Gréflen zu berechnen ist (Atkins (1996)),

ereoRT
2F2[cO "

lp = (2.8)
Hierbei ist R die universelle Gaskonstante, F' die Faraday—Konstante und ¢© die mo-
lare Konzentration der Losung im Standardzustand. Die lonenstérke [ ist ein dimen-
sionsloser Kennwert um die Auswirkungen der Konzentrationen ¢; aller Kationen—
und Anionenarten in einer Losung zu beriicksichtigen. Die Berechnung der Ionen-
starke wird in Kapitel 2.5 erlautert.

2.1.2 Ladungsverteilung in der elektrischen Doppelschicht

Ausgehend von der Debye—Hiickel-Approximation soll eine Formulierung fiir die
Verteilung der Ladungsdichte in der elektrischen Doppelschicht abgeleitet werden.
Mit der Vereinfachung, dafl das Potential ¢ nur von der wandnormalen Koordinate
y abhéngt, ldsst sich eine allgemeine Losung fiir Gleichung (2.6) finden, geméf

lj) + Cs exp(i)) (2.9)

p(9) = Crexp(

Bei der Formulierung der Randbedingungen wird beriicksichtigt, daf§ in der An-
nahme einer Boltzmann—Verteilung eine adsorbierte Scher— bzw. Sternschicht nicht
beinhaltet sein kann. Dazu wird von den Randbedingungen ausgegangen, die durch
Janssens-Maenhout und Schulenberg (2003) formuliert werden. In unendlicher Ent-
fernung zur Wand féllt das Potential auf null ab, geméaf

o(g — 00) =0. (2.10)
An der Wand wird ein elektrisches Feld
5 dp(§=0)  —qu
E,:(g=0)=— _ = 2.11
S(5=0) = (211)

normal zur Wand durch die Wandladungsdichte ¢, induziert. In der zitierten Ar-
beit dienen die Randbedingungen zur Integration der nichtlinearisierten Poisson—
Gleichung. Die Losung dieser beschreibt, ausgehend vom Oberflichenpotential ¢,
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den quasi-linearen Abfall in Stern— und Scherschicht genauer als die Debye—Hiickel—
Approximation. Zur Beschreibung der Elektroosmose sind nur die frei beweglichen
Ladungstriager in der EDL relevant. Daher soll die Wand gedanklich bis zur Scher-
schicht ausgedehnt werden. Dadurch wird die reale Wandladungsdichte vermindert
und es ist moglich, eine scheinbare Wandladungsdichte ¢ < ¢, an der Scherfliche
zu definieren (Barz und Ehrhard (2005)). Diese Vorgehensweise hat den weiteren
Vorteil, dafl man vom kleineren Zeta—Potential anstatt vom Oberflachenpotenti-
al ausgeht. Dadurch ist die Linearisierung der Poisson—Gleichung in den meisten
praktischen Anwendungsfillen gerechtfertigt. Letztendlich wird in dieser Arbeit ein
empirischer Zusammenhang fiir die Bestimmung des Zeta—Potentials benutzt. Die
Auswertung der dazu durchgefithrten Experimente beruht auf der Debye—Hiickel—
Approximation. Das Verwenden der Losung der nichtlinearisierten Gleichung, in Zu-
sammenhang mit so gewonnenen Parametern, bringt keine Verbesserung. Daher wird
konsequenterweise bei der weiteren Modellierung die Debye-Hiickel-Approximation
angewendet. Mit Ersetzen von ¢, durch ¢, in der Randbedingung Gleichung (2.11)
ergibt sich die Losung des Potentialverlaufes in der diffusen Schicht zu

. —qlp -y
=— —). 2.12
o) = = exp() (2.12)
Durch zweimaliges Differenzieren und Einsetzen von Gleichung (2.12) in Gleichung
(2.1) erhalten wir als Losung fiir die Verteilung der Ladungsdichte

ald) = 1 (7). (2.13)

Die scheinbare Wandladungsdichte kann dann mittels Gleichung (2.12) zu

—(ere
o= (2.14)
D

bestimmt werden.

Bis hierhin wird der Einfluss eines angelegten elektrischen Felds auf die EDL nicht
beriicksichtigt. Eine Abschétzung dazu liefern Hu et al. (2003). Diese gehen von
einem untypisch hohen Wert von ca. 100mV fiir das Zeta—Potential aus. Mit ei-
ner zugehodrigen Debye-Lénge von 10 nm existiert eine elektrische Feldstérke in der
GroBlenordnung von Ezy = 10*kV/m in der elektrischen Grenzschicht. Solange das
angelegte elektrische Feld kleiner als der so gewonnene Wert ist, kann von einer
Unabhéngigkeit der Ladungsverteilung in der EDL vom externen Feld ausgegangen
werden.

Im Modell der elektrischen Doppelschicht wird fiir die Verteilung der Ionen ein
Gleichgewichtszustand angenommen. Eine Storung der Gleichgewichtsverteilung wird
dementsprechend durch diffusive Vorgénge ausgeglichen. Die Zeitskala fiir die Wie-
deranordnung von Ladungen in der EDL ist demnach

tepr = Ip?/D. (2.15)
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Mit einer typischen Diffusivitit von D = 107%m/s? und Ip = 10nm ergibt sich
eine typische Zeitskala von tzp; = 1077 s. Bei noch folgenden Abschitzungen wird
festgestellt, dal die Zeitskalen der anderen Transportprozesse wesentlich langsamer
sind. Die Annahme des Gleichgewichtszustands erscheint damit gerechtfertigt. Ahn-
liche Schliisse lassen sich aus der Arbeit von Erickson und Li (2002) entnehmen.
Diese simulieren eine druckgetriebene Stromung in einem Mikrokanal und deren
Auswirkung auf die EDL bei heterogenen Oberflicheneigenschaften. Bis zu einer
Reynolds—Zahl von Re = 1, bezogen auf den hydraulischen Kanaldurchmesser, sind
die Vorgénge in der EDL von der Diffusion dominiert. Signifikante konvektive Ef-
fekte, die zu einer Abweichung der Boltzmann—Verteilung fithren, werden erst bei
einer Reynolds—Zahl Re = 10 gefunden.

Zusammenfassend ergeben sich folgende Einschrankungen fiir die Anwendung von
Gleichung (2.13) zur Beschreibung der Ladungsverteilung in der EDL:

i) Die Ladungstrager miissen einen grofien Abstand zueinander besitzen, was nur in
hinreichend verdiinnten Losungen der Fall ist.

ii) Das Zeta—Potential sollte bei Verwendung des Debye-Hiickel-Ansatzes nur ca.
25 mV betragen. Jedoch finden verschiedene Arbeiten zur Elektroosmose, wie Hu,
Harrison und Masliyah (1999) und Kang und Yang (2002), gute Ubereinstimmung
auch bei hoheren Potentialen. Voraussetzung ist jedoch ein Verhéltnis von Kanal-
durchmesser zur Debye-Lénge grofier als 10. Kirby und Hasselbrink jr. (2004a) geben
den Fehler kleiner als 10 %, bei einem Zeta—Potential von 100 mV, an. Diese Angabe
bezieht sich auf den Vergleich einer Debye—Hiickel-Approximation mit der exakten
Losung fiir eine unendlich ausgedehnte Platte.

iii) Es wird eine eindimensionale Ladungsverteilung in der EDL angenommen. Diese
Niherung soll auch fiir zweidimensionale Geometrien gelten. Dazu miissen Ubergénge
geniigend glatt verlaufen, also keine Unstetigkeiten aufweisen.

iv) Das angelegte elektrische Feld sollte wesentlich kleiner als das selbstinduzierte
elektrische Feld in der EDL sein.

v) Konvektive Vorginge diirfen den Gleichgewichtszustand in der EDL nicht be-
einflussen. Alle anderen relevanten Transportprozesse sollen eine grofiere charakte-
ristische Zeitskala als die diffusive Wiederanordnung der EDL besitzen. Bei einer
Konvektion in einem Mikrokanal sollte die Reynolds-Zahl Re < 10 sein.

vi) Etwaige Effekte, wie Stromungspotential oder Sedimentationspotential, werden
vernachlissigt. Die resultierenden Potentialdifferenzen sind um Gréflenordnungen
kleiner als die angelegten Potentialdifferenzen.

2.2 Die Elektroosmose

Die Elektroosmose ist die Migration der Ladungstrager in der elektrischen Doppel-
schicht relativ zu einer elektrisch geladenen Oberfliche. Abbildung 2.2 zeigt sche-
matisch die Vorgénge der Elektroosmose in einem Mikrokanal. Ausgehend von den
elektrischen Ladungen an der Kanalwand, bildet sich die elektrische Doppelschicht
aus. In der Doppelschicht herrscht ein Uberschuss an Ionen einer Ladungsart. Wird
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Abbildung 2.2: Schematische Darstellung der Elektroosmose in einem Mikrokanal.

nun ein tangentiales elektrisches Feld an den Kanal angelegt, dann bewegen sich die
Ionen im Fluid aufgrund einer Coulomb-Kraft in eine Vorzugsrichtung. Kationen
bewegen sich mit der und Anionen gegen die Richtung des elektrischen Felds. Die
Ionen sind hydratisiert und ziehen andere Molekiile aufgrund viskoser Wechselwir-
kungen mit. Durch den Uberschuss an Ionen einer Ladungsart wird also die gesamte
Schicht bewegt. Auflerhalb der Grenzschicht ist die Konzentration positiver und ne-
gativer Ladungstréger im Mittel gleich (Elektroneutralitit). Die Fliisse der Ionen
im Fliissigkeitskern heben sich daher im Mittel auf. Ist die Geometrie von kleinen
Abmessungen, z.B. eine Kapillare oder ein Mikrokanal im Bereich einiger 100 um,
so stellt sich aufgrund der Bewegung in der EDL ein Transport der Fliissigkeit iiber
den gesamten Durchmesser ein. Im Gegensatz zu einer druckgetriebenen Stromung,
ergibt sich in einem geraden Kanal bei eingelaufener Stromung kein parabelformiges
Geschwindigkeitsprofil. Die Fliissigkeit wird vielmehr, ausgehend von der Haftbe-
dingung an der Wand, in der diinnen Doppelschicht beschleunigt. Zur Kanalmitte
ist eine, meist geringe, Abnahme der Geschwindigkeit festzustellen. Diese Abnahme
ist direkt gekoppelt mit den Verlusten, die im Kanal iiberwunden werden miissen.

2.2.1 Die Erhaltungsgleichungen der Elektroosmose

Zur numerischen Simulation der Elektroosmose muf} ein geeigneter Satz von Erhaltungs-
gleichungen gefunden werden, der die physikalischen Hintergriinde addquat beschreibt.
Im Vorfeld miissen dazu einige Annahmen getroffen werden. Da mikrofluidische Sy-
steme Konzentrations— und Temperaturdnderungen aufweisen konnen, werden noch
spezifische Abhangigkeiten einiger Stoffgrofien aufgefiihrt. Im Vorfeld soll jedoch da-
von ausgegangen werden, dafl Anderungen von Dichte und Viskositit gering sind.
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Die Fliissigkeit wird daher als inkompressibles und Newtonsches Medium betrachtet.
Ferner kann davon ausgegangen werden, dafl in einem Mikrokanal die Gravitation
keine Bedeutung hat. Die elektrischen Felder bewirken in einem differentiell kleinen
Volumen dV die zusétzliche elektrische Volumenkraft

F = qEdV . (2.16)

Die Gleichungen der Impulserhaltung werden daher um diesen Coulomb—Term er-
weitert (Hunter (1981)). Zur Vereinfachung wird im weiteren Gebrauch von dem
Zusammenhang

E=-Vp (2.17)

zwischen elektrischem Potential und elektrischem Feld gemacht. Elektrische Strome
sind, aufgrund der Beschrankung auf verdiinnte Losungen, gering. Daher werden
auch Lorentz-Kréfte vernachléssigt. Unter diesen Voraussetzungen ergeben sich zur
Beschreibung der Elektroosmose die Navier—Stokes—Gleichungen zu

V-7 = 0, (2.18)
o

p[a + (U V)] = —=Vp+ pAv—qVe. (2.19)

Hierin ist ¥ der Geschwindigkeitsvektor im Fluid, Vp der Druckgradient und p die
dynamische Viskositat. Im Kapitel 2.1.1 wurde durch Gleichung (2.2) ein Zusammen-
hang zwischen Ladungsdichte ¢ und der Ionendichte dargestellt. Unter Verwendung
einer volumenspezifischen molaren Konzentration (Molaritéit) und der Faraday-—
Konstante ergibt sich dieser zu

q= FZZZ-CZ-. (2.20)

Gleichung (2.20) besagt, dal man zur Beschreibung der Ladungsverteilung das Kon-
zentrationsfeld benétigt. In Kapitel 2.3 wird daher die Vorgehensweise zur Herleitung
einer Transportgleichung in einem elektrolytischen System gezeigt. Vorteilhafter bei
einer numerischen Simulation der Elektroosmose erweist sich jedoch die Anwendung
der Debye—Hiickel-Approximation (2.13), wie in Kapitel 3.2 noch erlautert wird.

Auch hier soll eine Abschatzung der charakteristischen Zeitskala erfolgen. Die Zeits-
kala fiir die elektroosmotischen Vorginge wird zu

do

VEOF

tpor = (2.21)

angenommen. Typische elektroosmotische Geschwindigkeiten liegen bei vgop ~
1mm/s. Als charakteristische Lénge dy bei der Elektroosmose kann die Weite eines
Mikrokanals dienen. Bei einer typischen Abmessung von dy ~ 100 pum ergibt sich die
Zeitskala der Elektroosmose zu tgop ~ 0,1 s.
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2.3 Die Elektrophorese

Bei der Elektrophorese finden allgemein die gleichen Prinzipien zum Ladungstrans-
port Anwendung wie bei der Elektroosmose. Bei der Elektrophorese bildet, im Ge-
gensatz zur Elektroosmose, jedoch die mobile Phase eine elektrische Grenzschicht
aus. Die Migration von Ladungstriagern in der elektrischen Grenzschicht bezeichnet
man als Elektroosmose. Migrieren die gleichen Ladungstriager im Fliissigkeitskern,
wird der Vorgang als Elektrophorese bezeichnet. Im folgendem sollen die Prinzipien
der Elektrophorese zur besseren Anschaulichkeit anhand eines elektrisch geladenen,
dispergierten Partikels dargestellt werden. Die Aussagen, die zum Partikel gemacht
werden, lassen sich auch auf geloste Ladungstriger, wie Ionen, iibertragen. Eine EDL
mit Stern— und Scherschicht wird sich jedoch nur ausbilden, wenn das zentrale Ion
sehr viel groflier als die umgebenden Ionen ist. Bei gleichen Groflenordnungen akku-
mulieren sich die gegensétzlich geladenen Ionen nur als diffuse Hiille um das zentrale
Ion. Der chemische Terminus hierfiir lautet “lonen—Atmosphéare”. Die EDL bzw. die
Ionen—Atmosphére ist ein wichtiger Parameter zur Bestimmung der Mobilitét ei-
nes elektrisch geladenen Partikels bzw. Ions. Diese wird im weiteren vorgestellt. Im
Anschluss wird, ausgehend von einer Ladungsbilanz, eine Stofftransportgleichung
hergeleitet, welche die Elektrophorese beriicksichtigt.

2.3.1 Die elektrophoretische Mobilitéit

Abbildung 2.3A zeigt schematisch einen Partikel, der in einer Fliissigkeit disper-
giert ist, ohne Einfluss eines d&ufleren elektrischen Potentialgradienten. Der Partikel

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung eines elektrisch geladenen Partikels mit
und ohne Einwirkung eines externen elektrischen Potentialgradien-
ten.

besitzt eine integrale elektrische Ladung @), (Zentralladung). Die Ladung verur-
sacht die Ausbildung einer Stern—, einer Scher— und einer diffusen Schicht, wie sie
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in Kapitel 2.1 beschrieben sind. Dadurch wird die Zentralladung auf eine effekti-
ve Ladung Q).ss reduziert. Die Ladung des Partikels wird durch die Doppelschicht
“abgeschirmt” (Atkins (1996)). Durch Anwendung von Gleichung (2.1) in Kugelko-
ordinaten und der Annahme, dafl die EDL grof8 im Vergleich zum Partikel ist, lasst
sich die effektive Ladung zu

1

et = DT 0R,

(2.22)
bestimmen, wobei R, der Radius des Partikels ist (Grossman und Colburn (1992)).

Die Situation beim Anlegen eines externen Potentialgradienten zeigt Abbildung
2.3B. Der Partikel erféhrt eine Coulomb-Kraft, geméf Gleichung (2.16). Die Coulomb-
Kraft verursacht die Bewegung des Partikels und dadurch eine Reibungskraft. Diese
besitzt im stationdren Zustand den gleichen Betrag und ist proportional f zur Par-
tikelgeschwindigkeit v, geméafl

fU=—=QcfVo. (2.23)

Durch die kontriare Bewegungsrichtung der Gegenionen und durch Reibungskréfte
erfahrt die elektrische Doppelschicht eine Verzerrung. Dies hat wiederum Einflufl
auf die Abschirmung der Zentralladung. Man spricht von einem Relaxations—Effekt.
Ausgehend von der Zeitskala fiir die Wiederanordnung der EDL Gleichung (2.15)
und der viskosen Zeitskala der Partikelumstromung

(2R,)?  (1071%m)?
v 10=5m?2/s

ty = =10""s, (2.24)
kann man ableiten, dafl tgp;, > ty ist. Es kann daher keine symmetrische Hiille
angesetzt werden. Auch bei komplexen Molekiil-ITonen oder bei nichtkugelférmigen
Partikeln ist die effektive Ladungsdichte und die Proportionalitdtskonstante nicht
einfach zu bestimmen. Dies fiihrt zu komplizierten Modellannahmen. Als Literatur-
quelle zu weiterfithrenden Arbeiten sei Hunter (1981) empfohlen.

In der Praxis begniigt man sich damit, eine elektrophoretische Mobilitat A gemé&fl

Qery
A= — .
; (2.25)

zu definieren und experimentell zu bestimmen. Sind die geladenen Teilchen kleine
und geloste Tonen, kann man deren Migration als gerichtete Diffusion im elektrischen

Feld auffassen. Mit Gleichung (2.25) und dem 1. Fickschen Gesetzes kann man die

FEinstein Beziehung
zFD

RT

zwischen Mobilitat und Diffusionskoeffizienten D herleiten. Gleichung (2.26) ist
giiltig in ideal verdiinnter Losung (I = 0), stellt aber bei geringen Konzentratio-
nen eine akzeptable Naherung dar (Atkins (1996)). Hier bleibt anzumerken, daf in

A:

(2.26)
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der chemisch geprégten Literatur nur experimentell bestimmte absolute Werte von
A und in der Einstein—Beziehung der Betrag der Ladungszahl |z| verwendet wird.
Dies fithrt dazu, daf je nach Ladung die Richtung der Elektrophorese nicht korrekt
beschrieben wird.

Das Verhalten in realer Losung kann durch empirische Korrektur—Ansétze beschrie-
ben werden. Als zweckméaflige EinfluBgréfen haben sich hier die Ionenstérke I der
Losung und die Ladungszahl z des lons erwiesen. Friedl, Reijenga und Kenndler
(1995) leiten als Korrekturfaktor den Exponentialansatz

A = Xgexp(—avz) (2.27)

ab. Hierbei ist A\g die Mobilitéit in ideal verdiinnter Losung und a ein experimentell
bestimmter Parameter.

Unterschiedliche Stoffe besitzen also unterschiedliche Mobilitdten, und damit ver-
schiedene Wanderungsgeschwindigkeiten im elektrischen Feld. Dieser Effekt wird
in der chemischen Analytik zur Auftrennung von Ionengemischen, von verschiede-
nen Molekiilarten oder von verschiedenen dispergierten Partikeln genutzt. In dieser
Arbeit sind die elektrophoretischen Transportprozesse auf Ionen beschrinkt. Das
ergibt den Vorteil, dafl der Stofftransport als elektrischer Strom aufgefasst werden
kann. Wenn in einem Medium ein elektrischer Strom durch die Bewegung von Ionen
erfolgen kann, so bezeichnet man das Medium als Elektrolyt. Elektrolyte kénnen
vielfdltiger Natur sein, z.B. Losungen von Salzen, Sduren, Basen, Salzschmelzen
oder feste Ionenleiter (Oxide, Polymere). Die Verwendung des Begriffes Elektrolyt
bezieht sich in dieser Arbeit jedoch nur auf wéfirige Losungen.

2.3.2 Die Erhaltung der Ladung und der Stofftransport in
einem Elektrolyt

Zur Simulation elektrophoretischer Vorginge mufl eine bilanzfahige Stofftransport-
gleichung erstellt werden. Diese muf3 nicht nur die konvektiven und diffusiven Trans-
portprozesse beinhalten, sondern auch den Prozess der Migration. Dazu kann eine
Verkniipfung zwischen dem Stofftransport und dem Ladungstransport genutzt wer-
den (Probstein (1994)). In einem differentiell kleinen Kontrollvolumen ist die zeitli-
che Anderung der elektrischen Ladungsdichte ¢ gleich der Divergenz der Stromdichte
7 plus einem allgemeinem Quell- bzw. Senkenterm; dieser dient der Beschreibung
chemischer Reaktionen r, welche beispielsweise an Elektroden stattfinden konnen.

Es gilt demnach

8q -
5= Vit (2.28)

In verdiinnten, leitfihigen Losungen kann die Stromdichte als lineare Uberlagerung
der konvektiven, diffusiven und migrativen Anteile aller elektrisch geladenen Spezies
i beschrieben werden, geméf

f: FZ 2;CU — FZ 2:D;NVe; —aVp. (2.29)
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Diese Relation wird als Nernst—Plank-Gleichung bezeichnet. Hierin ist o die spezifi-
sche elektrische Leitfahigkeit. Zur Bestimmung dieser wird wieder das Konzept der
elektrophoretischen Mobilitédt herangezogen und es ergibt sich

Durch Einsetzen der Gleichungen (2.29) und (2.30) in Gleichung (2.28) ergibt sich
somit eine partielle Differentialgleichung zum Ladungserhalt in einem elektrolyti-
schen System zu

0
Zieht man weiterhin den Zusammenhang zwischen Konzentration und Ladungsdich-
te in Gleichung (2.20) hinzu, ergibt sich eine Stofftransportgleichung fiir jede einzelne
Spezies 7 in der Form

dc;
;t = V. (6T — DiVe; — \eiV) + 1, (2.32)
welche alle Transportvorgénge beinhaltet. Diese Stofftransportgleichung eignet sich

auch zur Beschreibung ungeladener Spezies, da bei diesen der Migrationsterm ver-
schwindet und die gewohnliche Konvektions—Diffusions—Gleichung entsteht.

Die charakteristische Zeitskala der Elektrophorese ergibt sich zu
do

T AV

Bei typischen Mobilitéiten von A ~ 1078 m?/(V's), Potentialgradienten von Vi ~

100 £V/m und einer Kanalweite von dy ~ 100 um ergibt sich ein Wert von tgp ~

0,1s. Damit sind die Zeitskalen der Elektroosmose und der Elektrophorese in der
gleichen Groélenordnung.

tep (2.33)

2.4 Die elektrische Potentialverteilung

In den vorhergehenden Kapiteln wird schon erwéhnt, dafl die elektrokinetischen
Transportprozesse auf der Anwendung einer externen elektrischen Potentialdifferenz
beruhen. Daher wird eine allgemeine Formulierung zur Potentialverteilung in einem
wifrigen Elektrolyt benttigt. In diesem Kapitel werden zwei unterschiedliche Me-
thoden vorgestellt. Die eine beruht auf der Annahme, dafl der Elektrolyt als Dielek-
trikum (Nichtleiter) angesehen werden kann. Dazu eignet sich ein elektrostatischer
Modellansatz. Die andere Annahme betrachtet den Elektrolyt als elektrischen Leiter.
Es wird demzufolge ein elektrodynamischer Modellansatz angewandt. In der Realitét
ist ein waBriger Elektrolyt, aufgrund der (relativ) geringen Leitfahigkeit, zwischen
diesen beiden Grenzfillen einzuordnen. Als Abschluss des Kapitels wird eine kur-
ze Diskussion erstellt, die Aufschlufl dariiber geben soll, unter welchen Umstdnden
welches Modell zu bevorzugen ist.



20 Kapitel 2 Grundlagen zur Modellierung elektrokinetischer Effekte

2.4.1 Potentialverteilung in einem Dielektrikum

Das Medium, an dem eine elektrische Potentialdifferenz angelegt wird, ist eine wéfri-
ge Losung und weist daher einen starken Dipolcharakter auf. Falls keine beweglichen
oder nur langsam bewegliche Ladungstriger vorhanden sind, kann das Medium als
Nichtleiter bzw. als dielektrisches Medium betrachtet werden (Gerthsen (1995)).
Wenn sich elektrische Ladungen in einem dielektrischen Medium befinden, wird die
Starke des Potentialgradienten durch eine Ausrichtung und Verschiebung der Dipole
(Polarisation) gemindert. Das AusmaBl der Beeinflussung ist eine Stoffeigenschaft,
Permittivitdt ¢ genannt, welche das Produkt der relativen Dielektrizititszahl des
Stoffes €, und der Dieelektrizitatskonstanten des Vakuums g ist. Ein Potentialgra-
dient wird in einem Medium um den Faktor e, mehr abgeschwécht als im Vakuum.
Dieser Effekt wird durch das elektrische Gau3—Gesetz

V-D=q, (2.34)

das den Maxwell Gleichungen zuzuordnen ist, beschrieben (Hunter (1981)). Als Er-
haltungsgrofle dient die sogenannte dielektrische Verschiebung D, die mit der Po-
tentialverteilung geméaf

D= —e.e0Vp (2.35)

verkniipft ist. Einsetzen von Gleichung (2.35) in (2.34) ergibt die Poisson-Gleichung

V- (e,Vy) = ;—j. (2.36)

Gleichung (2.36) besagt, dafl der Fluss durch ein Volumenelement von den Ladungen
im Volumen bestimmt wird. Ist beispielsweise im Volumenelement ein Uberschuss
an negativen Ladungen (¢ < 0) vorhanden, dann verlassen weniger elektrische Feld-
linien das Volumenelement als eintreten (Hunter (1981)). Diese Formulierung mu8,
um alle Effekte hinreichend zu beschreiben, spezifiziert werden. Die relative Dielek-
trizitdtszahl eines Mediums ist von verschiedenen Faktoren abhéngig, z.B. von der
Temperatur, von der Stiarke und Frequenz des elektrischen Potentialgradienten und
von der Zusammensetzung des Mediums. In den betrachteten Systemen kénnen sich
verschiedene lokale Zusammensetzungen ergeben, z.B. durch Vermischung zweier
Fliissigkeiten oder durch chemische Reaktionen. Auch die Temperatur des Mediums
kann durch die angelegte elektrische Potentialdifferenz ansteigen. Es wird folglich die
Abhéngigkeit der relativen Dielektrizitdtszahlen €, von der Konzentration und der
Temperatur beno6tigt. Da in dieser Arbeit nur wafirige Elektrolytsysteme betrachtet
werden, ist die relative Dielektrizitéitszahl des Losungsmittels Wasser mafigebend.
Diese besitzt bei Raumtemperatur 7' = 293 K einen Wert von ep,0 = 80. Durch
Losen von Alkali—- und Erdalkali-Salzen sinkt diese, da die Rotationsfreiheitsgrade
der Molekiile in der Umgebung der gelosten Ionen verloren gehen (Kértum (1972)).
Die Anderung der relativen Dielektrizitéitszahl kann fiir kleine Konzentrationen eines
Salzes in guter Ndherung linear angesetzt werden, geméaf3

5Elektrolyt(c) = €H,0 + ﬁC . (237)
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Hierin ist  die Anderung der relativen Dielektrizititszahl pro Liter durch Stoff-
menge zugesetztem Salz. Fiir eine Kochsalzlosung (NaCl) betrégt sie beispielsweise
B = —11dm?/mol (Kértum (1972)). Bei geringen Gesamtkonzentrationen des Elek-
trolyts im Bereich von ¢ = 1072 — 1072 mol/dm? ergeben sich daher nur miflige
konzentrationsabhingige Anderungen. Ein Absinken der relativen Dielektrizitiits-
zahl bei Zugabe von Salzen ist jedoch nicht zwingend. Bei Zugabe anderer Salze,
wie z.B. Onium—Verbindungen, kann die Dielektrizitatszahl auch ansteigen (Sigvart-
sen, Songstad, Gestblom und Norelan (1991)). Nachteilig an Gleichung (2.37) ist der
Sachverhalt, dafl die Formulierung auf einzelne lonenpaare bezogen ist. Werden meh-
rere lonenpaare in Losung gebracht, ist die Giiltigkeit fraglich.

Fiir die Abhéngigkeit der Dielektrizitéitszahl einer reinen Fliissigkeit von der Tem-
peratur ergeben Experimente den Zusammenhang

b

e(T)=a+ T (2.38)
Hierin sind @ und b experimentell bestimmte Parameter (Wang und Anderko (2001)).
Fiir Mischungen verschiedener Medien werden auch Polynomansétze bis zur dritten
Ordnung verwendet. Koeffizienten fiir eine Vielzahl reiner Fliissigkeiten und binérer
Mischungen finden sich bei Lide (1998).
Ein allgemeines, halbempirisches Modell, welches die Einfliisse der Temperatur und
aller geloster Tonen beriicksichtigt, wird von Wang und Anderko (2001) in der Form

<C:Lsg

T4 A(D)adn(1+ Bi(T) /L)

er(ci,T) (2.39)

abgeleitet. Hierin ist €15, die Dielektrizitdtszahl des neutralen Losungsmittels, das
nicht auf eine reine Fliissigkeit beschrinkt sein mufl und gegebenenfalls durch eine
komplexe Mischungsregel berechnet werden kann. Wang und Anderko (2001) schla-
gen vor, gegebenenfalls eine Temperaturanpassung fiir £,,, durch Gleichung (2.38)
vorzunehmen. A;(T) und B;(T') sind die empirisch bestimmten, linear von der Tem-
peratur abhingigen Parameter der einzelnen lonenart. Der Einflul der Konzentra-
tion der Ionen wird durch die Ionenstéarke I, hier mit dem Molenbruch x; gebildet,
beschrieben.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dafl wenn Gleichung (2.36) mit einem Ansatz
fiir die Konzentrations— und Temperaturabhéngigkeit der Dielektrizitdatszahl erwei-
tert wird, eine breite ingenieursméssige Anwendbarkeit gegeben ist. Hierzu werden
empirische Parameter benotigt, die je nach Zusammensetzung des Dielektrikums,
nur teilweise in der Literatur zu finden sind. Auch hier sollte die Frage nach der
Zeitskala gestellt werden. Der relevante Prozess ist die Polarisation der Losungs-
mittelmolekiile. Nur in hochfrequenten elektrischen Feldern kommt es dazu, dafl die
Dipoleinstellung gegeniiber dem Feld meflbar verzogert ist. Dieses Verhalten wird
als dielektrische Relaxation bezeichnet (Gerthsen (1995)). In Fliissigkeiten ist die
Dipoleinstellung der Molekiile ab dem Mikrowellen—Bereich beeintréchtigt (Atkins
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(1996)). Das entspricht einer Zeitskala von tgr = 107 s. Da in dieser Arbeit nur
Gleichstrom— bzw. Wechselstromfelder niedriger Frequenz zur Anwendung kommen,
kann eine Unabhéngigkeit von der Zeit angenommen werden.

2.4.2 Potentialverteilung in einem elektrischen Leiter

Betrachtet man das elektrolytische System als elektrischen Leiter, bietet sich eine
andere Vorgehensweise an. Newman (1991) schldgt vor, in elektrochemischen Syste-
men zur Bestimmung der elektrischen Potentialverteilung eine elektrodynamische
Formulierung zu verwenden. Dieser Aspekt sollte auch bei verdiinnten Elektrolyt-
systemen in Betracht gezogen werden. Als Formulierung eignet sich Gleichung (2.31),
die in Kapitel 2.3.2 zur Herleitung der Stofftransportgleichung benutzt worden ist.
Mit der Annahme, daf8 keine Ladungen durch (Elektroden—)Reaktionen umgesetzt
werden, kann der Quellterm in der Gleichung vernachlassigt werden. Dies ergibt die
elektrodynamische Gleichung zur Berechnung der Potentialverteilung
9q

V- (oVe)=FV- () zeii—Y zuDVe) — 5 (2.40)

]

Hierin ist o eine Funktion der Konzentration der leitfahigen Spezies geméfl Gleichung
(2.30). Fiir Anderungen der Temperatur im Bereich AT = 10 — 20 K kann die
Leitfahigkeit von wiafirigen Elektrolyten mit der linearen Funktion

o(T) = op[l + a(T — Tg)] (2.41)

angendhert werden (Gobie und Ivoy (1990)). Hierbei ist op die Leitfahigkeit der
Losung bei der Temperatur T und « der spezifische Anstieg der Leitfahigkeit pro
Temperaturdifferenz in S/(m K).

Die Zeitskala der Anordnung des elektrischen Felds entspricht der Zeitskala der in-
volvierten Transportprozesse. Vorteilhaft an dieser Formulierung der Potentialvertei-
lung ist die grofle Anzahl von Daten zu Diffussionskonstanten und zur Leitfihigkeit
von Elektrolyten, die in der Literatur zu finden sind.

2.4.3 Diskussion

Im Anschluff an die Einfithrung der elektrostatischen und —dynamischen Model-
le stellt sich die Frage, wann welchem Ansatz der Vorzug zu geben ist. Bei einer
rein heuristischen Vorgehensweise sollte versucht werden, die Charakteristika bei-
der Modellansétze zu finden. Dazu eignen sich die Stoffeigenschaften der relativen
Dieelektrizitétszahl fiir den elektrostatischen und der Leitfahigkeit fiir den elektro-
dynamischen Ansatz. In Abbildung 2.4 ist beispielhaft die relative Anderung beider
Groflen, bezogen auf die Grundleitfahigkeit bzw. auf die relative Dielektrizitétszahl
von reinem Wasser, bei Zugabe von Kochsalz aufgetragen. Offensichtlich &ndert sich
die Leitfahigkeit schon bei kleinen Konzentrationsdnderungen von NaC'l um Grofien-
ordnungen. Die relative Dielektrizitédtszahl zeigt ein vollkommen anderes Verhalten,
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Abbildung 2.4: Vergleich der relativen Anderung der Leitfihigkeit und der relativen
Dielektrizitatszahl bei Zugabe geringer Mengen NaCl in Wasser.

sie sinkt iiber die gleiche Konzentrationsdnderung nur geringfiigig ab. Ein weite-
res Kriterium sollte die Elektroneutralitéit sein. Ist diese anwendbar, vereinfachen
sich beide Gleichungen (2.36) und (2.40) sehr. In Hinblick auf diese beiden Kriteri-
en kann man daher die Potentialberechnung in vier verschiedene Anwendungsfille
kategorisieren:

i) Das System besteht aus einer elektrolytischen Losung mit homogenem Konzen-
trationsfeld und die Elektroneutralitdtsbedingung ist nicht anwendbar.

ii) Das System besteht aus einer elektrolytischen Losung mit homogenem Konzen-
trationsfeld und die Elektroneutralititsbedingung ist anwendbar.

iii) Das System besteht aus einer elektrolytischen Losung mit inhomogenem Kon-
zentrationsfeld und die Elektroneutralitdtsbedingung ist anwendbar.

iv) Das System besteht aus einer elektrolytischen Losung mit inhomogenem Kon-
zentrationsfeld und die Elektroneutralitdtsbedingung ist nicht anwendbar.

Im ersten Fall i) findet das GauB—Gesetz der Elektrostatik (2.36) Anwendung. Die
Ladungsdichte kann aus dem Konzentrationsfeld berechnet werden. Im Fall ii) re-
duziert sich das Gaufl-Gesetz zu einer Laplace-Gleichung. Die elektrodynamische
Formulierung Gleichung (2.40) reduziert sich ebenfalls zu einer Laplace-Gleichung.
Daher konnen beide Ansitze zur Berechnung verwendet werden. Im Fall iii) erscheint
es angebracht, der elektrodynamischen Formulierung den Vorzug zu geben. Die hohe
Anderung der elektrischen Leitfiahigkeit besitzt einen wesentlich groBeren Einfluss
auf die Potentialverteilung, als die geringe Anderung der Dieelektrizitétszahl. Beim
komplexesten System, dem Fall iv), schlagen Mosher, Saville und Thormann (1992)
vor, die elektrische Potentialverteilung mit dem Ohmschen Gesetz zu berechnen.
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Die Ladungsverteilung wird dann durch das Gau3—Gesetz bestimmt. Dies kann je-
doch bestenfalls eine Naherung sein. Bei Verwendung des Ohmschen Gesetzes ist die
implizite Annahme der Elektroneutralitdt vorhanden. Es erscheint daher sinnvoller,
die komplette Gleichung der Ladungserhaltung (2.40) mit dem GauBi—Gesetz (2.36)
zu koppeln.

2.5 Chemische Aspekte

In den vorhergehenden Abschnitten werden einige Zusammenhéinge gezeigt, die
eine detaillierte Betrachtung der chemischen Aspekte erfordern. Die elektrokine-
tischen Transportprozesse sind in dieser Arbeit auf den Ionentransport beschrankt.
Dabei sollte man die Herkunft der Ionen unterscheiden. Wenn beispielsweise eine
vollstdndig dissoziierte Ionenmischung durch ein Elektrophorese—Verfahren analy-
siert wird, dann bezeichnet man die Ionenmischung als Analyt. Der Analyt, klassifi-
ziert als starker Elektrolyt, bewegt sich in einem zweiten Medium, das ebenfalls ein
Elektrolyt ist. Im Folgendem soll jedoch, um unnétige sprachliche Miiversténdnisse
zu vermeiden, der Terminus Elektrolyt nie auf einen Analyt angewandt werden. Als
Elektrolyt bei Elektrophorese—Verfahren wird meist eine Saure-Base-Paarung ge-
nutzt. Sdure-Base-Paarungen sind in der Regel nur teilweise dissoziierte (schwache)
Elektrolyte. Bleibt der pH-Wert (—log(cp,0+)) auch bei einer Verédnderung der Zu-
sammensetzung konstant, bezeichnet man die Paarung als Puffer-Elektrolyt. Auch
bei der Anwendung elektrokinetischer Transportprozesse auf andere mikrofluidische
Aufgaben, wie z.B. auf elektroosmotisches Mischen oder auf Synthesen, muf} die
Elektrolytchemie betrachtet werden. Sie besitzt Auswirkungen auf alle relevanten
Stromungs— und Transportprozesse. Daher wird in diesem Abschnitt ein allgemei-
ner Ansatz zur Modellierung der Elektrolytchemie vorgestellt. Dabei werden zuerst
die chemischen Vorgédnge im Elektrolyt betrachtet und dann werden die Vorgénge
an den Grenzflichen beschrieben. Dazu soll zwischen aktiven und inaktiven Grenz-
flachen unterschieden werden. Inaktive Grenzflachen sollen Paarungen einer festen
Phase und des Elektrolyts sein, an denen keine Elektroneniibergénge stattfinden.
Inaktive Grenzflichen sind demnach etwa nicht leitende Kanalwinde. Findet ein
Austausch von Elektronen statt, so sollen die Grenzflachen als aktiv bezeichnet wer-
den. Solche aktiven Grenzflichen sind bei elektrokinetischen Transportprozessen,
etwa durch die Elektroden, immer préasent.

2.5.1 Chemie des Elektrolyts

Zur Berechnung des fiir die Charakterisierung der EDL wichtigen Wertes der Debye—
Lénge [p (siehe Gleichung (2.8)) wird in Kapitel 2.1.1 die Ionenstérke I eingefiihrt.
Sie beschreibt den Einfluss aller Ionenarten im Elektrolyt, gemé&fl

1 2 G
Izigzic_cf (2.42)
Hierin ist ¢; die molare Konzentration der Ionenart ¢ und ¢© die molare Standard-
konzentration. Je nach gewihlter Konzentrationsart (Molar, Molal, etc.) ergeben
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sich verschiedene Formen der Ionenstéirke. In dieser Arbeit ist die Ionenstarke, wenn
nicht explizit anders definiert, immer mit der molaren Konzentration ¢ gebildet.
Die Ionenstirke kann zeit— und ortsabhédngigen Vorgéingen unterworfen sein, z.B.
durch ablaufende chemische Reaktionen oder durch Konzentrationsinderungen bei
der Vermischung von Fliissigkeiten. Bei der nachfolgenden beispielhaften Herleitung
einer mathematischer Formulierung soll der Elektrolyt aus einer wéafirigen Sdure—
Base-Paarung bestehen, so wie sie iiblicherweise in Elektrophorese-Verfahren ver-
wendet werden. Die Vorgehensweise bei der Beschreibung anderer wafiriger Elektro-
lyte, wie z.B. Salzlosungen, ist dquivalent dazu.

Bis zu diesem Punkt werden die chemischen Vorgdnge bereits durch die Quell-
terme in den Gleichungen der Ladungserhaltung (2.31) bzw. des Stofftransports
(2.32) beriicksichtigt. Zur Beschreibung chemischer Mechanismen werden iiblicher-
weise (reaktionskinetische) Arrhenius—Ansétze verwendet, wobei die Bestimmung
der spezifischen Parameter oft schwierig ist. Dissoziations—Reaktionen sind jedoch
im allgemeinen sehr schnell und besitzen damit eine sehr kleine Zeitskala. Diese ist
um einige Grofenordnungen kleiner als die Zeitskala elektrophoretischer und elek-
troosmotischer Vorgénge (Crambach, Dunn und Snyder (1998)). Dies “versteift”
die entsprechende Differentialgleichung des Stofftransports; die numerische Losung
wird schwierig. Deshalb erscheint eine zeitliche Auflésung der chemischen Reaktio-
nen durch einen Arrhenius-Ansatz nicht sinnvoll. Auf eine Implementation reakti-
onskinetischer Quellterme wird daher verzichtet und es wird zur Beschreibung der
Chemie das chemische Gleichgewicht verwendet. Dies hat den Vorteil, dal die ther-
modynamischen Parameter des Gleichgewichts—Ansatzes meist besser bekannt sind
als die Paramter des reaktionskinetischen Ansatzes. Weiterhin ist diese Vorgehens-
weise im Hinblick auf die Numerik vorteilhaft.

Im chemischen Gleichgewicht lduft die Reaktion in einer Richtung (Hinreaktion) ge-
nauso schnell ab wie in der umgekehrten Richtung (Riickreaktion). Daraus ldsst sich
ableiten, dafl im Gleichgewichtszustand das Verhéltnis der Aktivitdten der Produkte
und der Edukte konstant ist. Die Konstante ist das Verhéltnis der Geschwindigkeits-
konstanten von Hin— und Riickreaktion, und es ergibt sich eine Formulierung des
Massenwirkungsgesetzes in der Form

K=]]a (2.43)

Hierin ist K die Gleichgewichtskonstante der betreffenden Reaktion, a; ist die Ak-
tivitdt und v; ist der stochiometrische Koeffizient der beteiligten Reaktionspartner.
Die Gleichgewichtskonstante K ldsst sich, ausgehend von der Gibbsschen Funda-
mentalgleichung und unter Einbeziehung der freien Standard-Reaktionsenthalpie
ArG®, durch

—AgrGP®

K = expl—pr—)

(2.44)

berechnen (Stephan und Mayinger (1988)). Fiir die Temperaturabhéngigkeit der
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Gleichgewichtskonstanten werden in der Praxis oft Regressionen in der Form

b
In(K) = by + % + by In(T) + bsT + byT? (2.45)
benutzt. Tabellierte Werte der freien Standard—Reaktionsenthalpie oder die Regres-
sionskoeffizienten der Gleichung (2.45) sind in diversen Datensammlungen, beispiels-
weise in Lide (1998) und Elvers, Hawkins und Russey (1995), zu finden.

Die aus dem Gleichgewichtsansatz resultierenden Gleichungen geniigen in der Regel
nicht, um das System zu bestimmen. Weitere Formulierungen, die geeignet sind das
Gleichungssystem zu schlieflen, gewinnt man aus der Neutralitdtsbedingung geméfl
Gleichung (2.5) und einer Elementenbilanz. Diese beruht auf dem Umstand, da8
auch bei Ablaufen einer chemischen Reaktion die Anzahl eines Elements i konstant
ist. Bei einer Reaktion ohne Volumenénderung gilt dann

0=> Buicilio— Y Buicili=1 - (2.46)

Hierin steht die Indizierung ¢ = 0 fiir den Anfangszustand und ¢ = 1 fiir den End-
zustand der Reaktion. Der Faktor (3, ist der Koeffizient des Elements h in der
Verbindung 1.

Zur Verdeutlichung soll anhand eines einfachen Reaktionssystems die Vorgehenswei-
se erldutert werden. Fiir den Fall einer einprotonigen Séure und einer einprotonigen
Base kann das Gleichgewicht durch folgende Reaktionen beschrieben werden:

HA(aq) + HyO(I) &5 A (aq) + H30™ (aq) , (2.47)
B(aq) + H;O0"(ag) &% B (aq) + H,0(1), (2.48)
H,0(1) + H,0() &%  H,0%(aq) + OH (aq). (2.49)

Hierbei ist HA(aq) der Protonen—-Donator, also die Sdure nach dem Bronsted-
Lowry—Konzept. Diese gibt in Reaktion (2.47) ein Proton (H3O%) ab. Es bildet
sich ein negativ geladenes Ion A~ (aq). Das Proton wird laut Reaktion (2.48) durch
die Base B(aq) (Protonen—Akzeptor) aufgenommen. Ein positiv geladenes Ion (B™T)
bildet sich. Reaktion (2.49) ist das sogenannte Autoionisations-Gleichgewicht des
Wassers, welches in wafirigen Losungen immer vorhanden ist. Kg, K und Ky sind
die Gleichgewichtskonstanten der jeweiligen Reaktion. Die stéchiometrischen Koef-
fizienten v; sind definitionsgeméf fiir ein Edukt negativ und fiir ein Produkt positiv,
im obigen Fall also —1 und 1. Die Aktivitidt des Losungsmittels Wasser ist per Defi-
nition 1. Ebenso kann die Aktivitét bei verdiinnten Losungen (kleinen Ionenstérken)
durch die Konzentration der Stoffe ersetzt werden (Hamann und Vielstich (1998)).
Das algebraische Gleichungssystem, das den Reaktionen (2.47-2.49) entspricht, er-
gibt sich zu
0 — CA-CH;0+ —Ks,

CHA
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Cp+

" cm0+CB — i,

caso+Con- — Kw

Cp+ —+ CH30+ — CA— — COH—

(cra +ca-) =0 —(cra +ca-) |i=1,

= (cp+cp-) =0 —(cB +cp-) |t=1 -

o o o o o
I

Bei der hier gezeigten Vorgehensweise miissen die chemischen Reaktionen im Vorfeld
identifiziert sein. Diese konnen jedoch um ein Vielfaches komplizierter sein als das
einfache Beispiel einer einprotonigen Sdure-Base-Paarung. Mehrprotonige Séuren
und Basen konnen mehr als nur ein Proton abgeben oder aufnehmen. Sogenann-
te Ampholyte, die in der Biochemie eine wichtige Rolle spielen, verhalten sich, je
nach Milieu, wie eine Base oder eine eine Saure. Ein Elektrolytsystem kann weiter-
hin aus vielen Stoffen mit verschiedenen Wechselwirkungen bestehen, die nicht nur
auf Sdure-Base-Reaktionen beschréankt sein miissen. Eine mogliche Alternative bei
Unkenntnis der Reaktionsabldufe oder bei sehr komplexen Systemen ist das Verfah-
ren zur Minimierung der freien Standard-Reaktionsenthalpie (Gauter und Seider
(1980)). Hierbei werden keine Kenntnisse der Reaktionsabléufe, sondern nur Kennt-
nisse iiber die Art der Eingangs— und der Ausgangstoffe benotigt. Das Verfahren an
sich ist aufwendig.

2.5.2 Chemie der inaktiven Grenzflaichen

Unter Beriicksichtigung der Debye—Hiickel-Approximation wird in Kapitel 2.1.1 die
Verteilung der Ladungsdichte in der EDL gem#fl Gleichung (2.13) hergeleitet. Diese
beinhaltet als Parameter, aufler der Debye—Lénge, die scheinbare Wandladungsdich-
te g¢. Diese ist direkt verbunden mit den verschiedenen physikochemischen Reak-
tionen (Adsorption, Dissoziation, etc.), die an der Grenzfliche stattfinden (siehe
Kapitel 2.1). Im Rahmen einer allgemeinen Formulierung elektrokinetischer Trans-
portprozesse sollte versucht werden, eine geeignete Beziehung oder Naherung zwi-
schen der Art und Konzentration der Fliissigkeit und den elektrischen Parametern
der Grenzfliche (Wand) zu erhalten.

Janssens-Maenhout und Schulenberg (2003) leiten ein Modell zur Beschreibung der
Wechselwirkung zwischen Wandladungsdichte g, und Fliissigkeit ab. Auf Grund-
lage von Kontaktwinkeln, die aus Benetzungsexperimenten ermittelt werden, wird
die Wandladung errechnet und mit Literaturdaten verglichen. Die Vergleiche be-
schrénken sich auf Systeme von Wasser/Glas und Wasser/Mineralien. Bei solchen
Systemen finden keine oder kaum chemische Vorgédnge statt. Ebenso sind mit Aus-
nahme des Systems Wasser/Glas keine anderen in der Mikrofluidik relevanten Sy-
steme aufgefithrt. Daher kann dieser Ansatz nicht verfolgt werden.

Eine andere Moglichkeit ist die Bestimmung des Oberflachenpotentials ¢o. Aus die-
sem kann mittels Gleichung (2.12) oder iiber den nichtlinearen Ansatz auf die schein-
bare Wandladungsdichte geschlossen werden. In der Arbeit von Scales, Grieser und
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Healy (1992) wird versucht, ein addquates Modell zur Beschreibung der chemischen
Vorgénge an der Grenzfliche von Glas (S70;) und einer wafirigen Kaliumchlorid—
Losung (KCl(aq)) zu finden. Eine Beriicksichtigung von Adsorptionsmechanismen
findet nicht statt. Es wird ein Gleichungssystem fiir die Oxidation bzw. Redukti-
on der Oberflichengruppen vorgestellt und mit einer Elektroneutralitdtsbedingung
fiir Oberfliche und elektrische Doppelschicht verkniipft. Daraus wird ein Zusam-
menhang zwischen Oberflichenpotential und dem pH-Wert abgeleitet. Aus dem
Oberflichenpotential wird das Zeta—Potential berechnet und mit experimentellen
Werten verglichen. Die Ergebnisse zeigen fiir mittlere Elektrolytkonzentrationen ei-
ne gute Ubereinstimmung. Bei starken und bei schwachen Elektrolytkonzentrationen
ergeben sich jedoch Abweichungen. Das Modell ist auf das untersuchte System be-
schrankt und kommt fiir eine allgemeine Modellierung nicht in Frage.

Aufgrund einer aufwendigen Literaturrecherche finden Kirby und Hasselbrink jr.
einen rein empirischen Ansatz fiir den Zusammenhang zwischen Zeta—Potential und
héufig in der Mikrofluidik verwandten Systemen, also die Paarung Elektrolyt und
Material der mikrofluidischen Einheit. Thre Ergebnisse stellen sie in zwei Ubersichts-
artikeln vor. In Kirby und Hasselbrink jr. (2004a) werden die in der Literatur auf-
gefithrten Experimente von Elektrolyten in Kontakt mit Glas diskutiert, wahrend
sich Kirby und Hasselbrink jr. (2004b) mit den Zusammenhéngen bei Verwendung
verschiedener Kunststoffe beschéftigt. Aus der Auswertung einer Vielzahl von Expe-
rimenten wird ein linearer Zusammenhang zwischen Zeta—Potential und einer spe-
ziellen Kenngrofle der Fliissigkeit gefunden. Es gilt

¢ =ag+apC. (2.50)

Hierbei ist pC' der negative dekadische Logarithmus der Gegenionenkonzentration
ca,i, also

pC = —log(> cc). (2.51)

(2

Die Parameter ag und a; hédngen vom Material, vom pH-Wert und der Temperatur
ab. Werte der Parameter konnen aus den zitierten Artikeln entnommen, oder aus
anderen Literaturquellen bestimmt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit kann ein allgemeiner Zusammenhang fiir die Wechselwir-
kungen zwischen Wand und Fliissigkeit nicht gefunden werden. Fiir die Vielzahl
moglicher verschiedener Systeme konnen keine allgemeinen, iibergeordneten che-
mischen Zusammenhénge festgestellt werden. Eine pragmatische Modellierung ist
jedoch mit Gleichung (2.50) moglich.

2.5.3 Chemie der aktiven Grenzflichen

Im Gegensatz zu den inaktiven Grenzflichen in elektrokinetischen Systemen, wie
den Winden eines Mikrokanals, konnen Elektroden als aktiv betrachtet werden.
Auch an den aktiven Grenzflachen bildet sich eine elektrische Doppelschicht aus. Die
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Ladungstriager an der Elektrode sind jedoch frei bewegliche Elektronen. Der Unter-
schied zwischen aktiven und inaktiven Grenzflachen liegt daher in der Leitfdhigkeit
und im Oberflichenpotential, das durch eine Spannungsquelle aufgeprigt ist. An
Elektrodenoberflichen laufen elektrochemische Reaktionen ab, die durch einen Elek-
tronentransfer charakterisiert sind. Elektrochemisch aktive Verbindungen werden an
der Oberfliache adsorbiert und durch Elektronentransfer oxidiert oder reduziert. Da-
her wird diese Art von Reaktion als Redoxreaktion bezeichnet. Wird kein elektrisches
Potential an die Elektrode angelegt, so verdndert sich die elektrische Doppelschicht.
An der Phasengrenze herrscht dann das elektrische Potential, welches dem elektro-
chemischen Gleichgewicht entspricht (Hamann und Vielstich (1998)).

Zur Verdeutlichung werden in Abbildung 2.5 beispielhaft Reduktions— und Oxi-
dationsvorgénge an den Elektroden dargestellt. Unter Oxidation versteht man die

Elektronenflul

(AU)

]

Anode

B (B /,A\
(

Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der Elektrodenvorgidnge an Anode und
Kathode.

Abgabe eines oder mehrerer Elektronen und unter Reduktion die Aufnahme eines
oder mehrerer Elektronen. Die Elektrode an der die Oxidation stattfindet wird mit
Anode bezeichnet, die beispielhafte Reaktion lautet

A" = Ate . (2.52)

Die Elektrode an der die Reduktion stattfindet wird als Kathode bezeichnet. Dort
lduft beispielhaft die Reaktion

Bt +e =B (2.53)

ab. In elektrochemischen Systemen koénnen sehr unterschiedliche Redoxvorgéinge
ablaufen. Diese sind abhéngig von den verwendeten Elektrodenmaterialien, den
Inhaltsstoffen des Elektrolyts und vom aufgeprégten Potential (Schmidt (2003)).
Mogliche Reaktionen in Bezug auf elektrokinetische Transportprozesse kénnen wie
folgt kategorisiert werden:



30 Kapitel 2 Grundlagen zur Modellierung elektrokinetischer Effekte

i) Die mit den Reaktionen (2.52-2.53) beschriebenen Vorgénge des einfachen Elek-
tronentransfers. Die Elektrode dient als Katalysator fiir den Transfer der Elektronen.
Die elektrochemischen Substanzen gehen keine physikalischen oder chemischen Bin-
dungen mit der Elektrodenoberfliche ein. Durch die Redoxvorgénge dndert sich die
Zusammensetzung des Elektrolyts. Es kann zu lokalen Verletzungen der Elektroneu-
tralitdt kommen.

ii) Vorgénge mit einer Verdnderung der Elektrodenoberfiiche. In diesem Fall dient
die Elektrode nicht als Katalysator, da sie selbst in ihrer Struktur bzw. Zusammen-
setzung modifiziert wird. Die Elektrode kann dabei selbst in Losung gehen (Opfer-
elektrode) oder ein Stoff aus der Losung scheidet sich auf ihr ab.

iii) Vorgénge mit Gasentwicklungsreaktionen. Hier werden Inhaltsstoffe des Elektro-
lyts so zersetzt, dafl sich an der Elekrodenoberfliche Gase bilden. Der Elektrolyt
wird verdringt und die Leitfahigkeit sinkt lokal. Diese Zersetzung von Stoffen mit
Umwandlung von elektrischer in chemische Energie wird als Elektrolyse bezeichnet.

iv) Vorginge mit gekoppelten chemischen Reaktionen. Hier dienen die Elektroden
als Reaktionspartner fiir chemische Synthesereaktionen. Beispielsweise wird ein Re-
aktionspartner durch Reduktion zu einem reaktiven Radikal-Ion umgesetzt.

Natiirlich sind auch Reaktionen moglich, die eine Kombination verschiedener Kate-
gorien darstellen. In Bezug auf elektrokinetische Transportprozesse fiir "Lab on a
chip “~Anwendungen ist die Gasentwicklungsreaktion als die wichtigste Reaktionsart
einzuschétzen. Da wifirige Elektrolyte verwendet werden und die angelegten Poten-
tiale grofer sind als die zur Zersetzung notigen Potentiale, mufl mit einer Dissoziation
des Losungsmittels Wasser gerechnet werden. Der Prozefl kann durch Verwendung
von unedlen Elektrodenmaterialien (Opferelektroden) verhindert werden, was aber
den Eintrag des Elektrodenmaterials in den Elektrolyt bedingt. Dies ist im Kon-
text von chemischen Analysen oder fiir die Langzeitstabilitdt unerwiinscht. An einer
Anode koénnen bei der Elektrolyse von Wasser, abhéngig davon ob ein saures oder
basisches Milieu vorliegt, folgende Reaktionen stattfinden

6H,O(l) <= Oq(g) + 4H30" (aq) + 4e~ woo = 1,23V, (2.54)
A0H (aq) <= Os(g) +2H,0(l) + 4e” woo = 0,401 V. (2.55)

Hierin ist ¢go das Gleichgewichtspotential im Standardzustand (a; = 1 mol /dm?, T =
298 K'), das zum thermodynamischen Ablauf der Reaktion iiberwunden werden mu$.
Reaktion (2.55) wird im basischen Bereich zusétzlich zur Oxidation des Wassers
(2.54) stattfinden. In der Praxis mufl das Elektrodenpotential aufgrund von kineti-
schen Reaktionshemmungen deutlich grofler sein als das Gleichgewichtspotential.
An der Kathode kénnen, abhédngig vom Milieu, zwei Reaktionen stattfinden. Dies
sind

QHQO(Z) + 2”7 <~ Hg(g) + QOH_(CZQ) Yoo = —0,41 V, (256)
2H30+(GQ) + 27 <— HQO(Z) + 2H2<g) Yoo = ov. (257)

Die Reduktion des Wassers (2.56) ist die an der Kathode vorherrschende Reaktion.
Die Umgebung der Kathode verschiebt sich dadurch ins basische. Im sauren Milieu
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wird zusétzlich die Reduktion der Protonen (2.57) ablaufen. Zur mathematischen
Beschreibung dieser Vorgénge eignen sich keine Gleichgewichtsansétze, da aufgrund
der hohen elektrischen Potentiale kein Gleichgewichtszustand herrscht. Da die Kon-
zentrationdnderung eines Stoffes immer mit einem Ladungstransport verbunden ist,
erweist sich eine Bilanz des elektrischen Stromes als zweckméBig. Fiir die einfa-
che Oxidationsreaktion (2.52) kann folgender Ansatz fiir die Stromdichte verwendet
werden,

Joz = 2aFkoy cp- . (2.58)

Dies ist nicht die einzige Elektrodenreaktion, da diese auch in umgekehrter Richtung
ablaufen kann. Die zugehorige Stromdichte der Reduktion lautet

jred = _ZAFkred C4q . (259)

Die Erfahrung zeigt, dafi die Stromdichten j,, und j,.q iiber die Geschwindigkeits-
konstanten k,, und k,.; vom Potential der Elektrode abhédngen. Hierzu existieren
verschiedene Ansitze, wie z.B. die Butler—Volmer-Gleichung, bei der die Geschwin-
digkeitskonstante zusétzlich von der Temperatur abhéngig ist. Zur weiteren Betrach-
tung sei auf die einschlégige Literatur (Hamann und Vielstich (1998)) verwiesen.

2.6 Energetische Aspekte

Durch das Anlegen der dufleren elektrischen Potentialdifferenz wird Energie in das
System eingebracht. Dadurch wird “Joulesche-Wirme” freigesetzt und es kann zu
einer Aufheizung der Fliissigkeit kommen. Besonders zur Kapillar—Elektrophorese
sind in diesem Zusammenhang verschiedene experimentelle Studien durchgefiihrt
worden. Die Arbeiten von Jorgenson und Lukacs (1981) und Liu, Davies und Morris
(1994) zeigen, dafl es bei einer volumenspezifischen Leistung von ~ 0.5 kW /cm? zu
einem starken Temperaturanstieg in Kapillaren kommt. Prinzipiell ist der Effekt,
bei konstanter Potentialdifferenz, um so stérker, je grofler der Durchmesser der Ka-
pillare ist. Das Ansteigen der Temperatur hat Einfluss auf viele physikochemische
Parameter, wie z.B. Dichte, Viskositidt, Mobilitdt sowie auf Gleichgewichts— bzw.
Dissoziationskonstanten. Aufgrund von Dichtegradienten im System ist es moglich,
daB sich eine freie Konvektion ausbildet. Dies kann sich besonders bei Analyse-
verfahren, wie der Kapillar—Elektrophorese, negativ auswirken. Eine Abschétzung
der freien Konvektion erlaubt die Grashof-Zahl Gr, welche die Auftriebskraft ins
Verhéltnis zur viskosen Reibung setzt. Es gilt

_ gBvATd’

V2

Gr (2.60)

Bei einer angenommenen Temperaturdifferenz von AT = 10 K, einem typischen
Kanaldurchmesser von dy = 100 - 107%m, einer kinematischen Viskositdt von v =
107%m? /s, der Fallbeschleunigung g = 9,81 m/s* und einem typischen Volumen-
ausdehnungskoeffizient von By = 107 1/K ergibt sich ein Wert von Gr ~ 0, 01. Die
Ausbildung einer bemerkenswerten freien Konvektion ist daher nicht zu erwarten.
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Auch wenn der Temperaturgradient nicht grof§ genug zur Ausbildung freier Konvek-
tion ist, kann es aufgrund der Temperaturabhéngigkeit der Mobilitét zu einer Beein-
trachtigung der Analysequalitét kommen. Ublicherweise ergibt sich in einem geraden
Kanal durch die Elektroosmose ein pfropfenférmiges Geschwindigkeitsprofil. Unter
isothermen Bedingungen ist die Mobilitdt der Analytspezies iiber die Kanalweite
konstant. Die Vorgénge bei einer Variation der Temperatur iiber die Kanalweite
werden in Abbildung 2.6 qualitativ dargestellt. Ausgehend von einer Temperatur-

Temperaturprofil Probengeschwindigkeit

t=0 t>0
Konzentrationspfropfen Dispersion

AAA

Querdiffusion

vVy

Abbildung 2.6: Schematische Darstellung der Dispersion.

erhohung in der Kanalmitte kann, aufgrund der Temperaturabhéngigkeit der Mobi-
litét, sich eine parabelférmige elektrophoretische Geschwindigkeitsverteilung einstel-
len. Dadurch kommt es, &hnlich zur Taylor-Dispersion, zu einer Verzerrung der Pro-
benzone, welche durch Querdiffusion ausgeglichen wird. Bei konstanter Kanalléinge
und im Vergleich zu einer schmaleren Probenzone verschlechtert sich dadurch die
Trennschérfe des Verfahrens. Ebenso wird durch die kleinere lokale Konzentration
die Auflésung herabgesetzt (Grossman und Colburn (1992)). Die Ergebnisse von
Petersen, Nikolajsen, Mogensen und Kutter (2004) zeigen jedoch, dafl bei Verwen-
dung moderner planarer Mikrofluidik—Einheiten der Einflufl der Jouleschen-Wérme
geringer als bei Kapillaren ist. Dies ist durch die kleineren Abmessungen der mi-
krostruktrierten Kanéle bedingt. Es ergibt sich ein gréfleres Verhéltnis von Fléache
und Volumen, was eine verbesserte Warmeabfuhr aus dem System erméglicht.

Die Temperaturerhohung sollte im Vorfeld abgeschitzt werden. Ergeben sich Hin-
weise auf signifikante Temperaturdnderungen mufl bei der Modellierung die Ener-
giebilanz beriicksichtigt werden. Betrachtet man ein differentielles, inkompressibles
Fliissigkeitsvolumen bei konstantem Druck, so ist es zweckméafig die spezifische Ent-
halpie, h = pc,T, als BilanzgroBle zu wéhlen. Ausgehend vom 1. Hauptsatz der
Thermodynamik ergibt sich die Warmetransportgleichung zu

d(pcpT)
ot

Hierbei ist ¢, die spezifische Warmekapazitédt und k& die Wérmeleitfdhigkeit des
Fluids. Der Quellterm § setzt sich aus der Wéarmetonung (Reaktionsenthalpie) ablau-

+ V- (pvc,T) =V - (kEVT) + 5. (2.61)
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fender chemischer Reaktionen, der viskosen Dissipation und der Jouleschen—Wérme
zusammen. Die Stoffumsétze etwaiger chemischer Reaktionen zur Gleichgewichts-
einstellung des Elektrolyts sind wesentlich kleiner als die vorhandenen Konzen-
trationen. Die Warmetonung wird daher im Vergleich zur Jouleschen-Wérme ver-
nachléssigt. Die viskose Dissipation ist nur bei grofien Geschwindigkeitsgradienten
relevant. Es kann daher angenommen werden, dafl auch die Dissipation im Vergleich
zur Jouleschen—Wirme vernachléssigbar ist. Diese Annahme wird auch durch die Ar-
beiten von Tang et al. (2004) unterstiitzt, die keinen Hinweis auf einen Einflufl der
Dissipation liefert. Der Quellterm kann dann in guter Naherung durch das Ohmsche
Gesetz

i=L (2.62)

beschrieben werden. Hierbei setzt sich die Stromdichte aus den konvektiven, diffu-
siven und migrativen Anteilen, geméfl der Nernst—Plank—Gleichung (2.29), zusam-
men.



Kapitel 3

Simulation einer
Mikro—Elektrophorese—Einheit

In diesem Kapitel werden die in Kapitel 2 gewonnenen Erkenntnisse zur numeri-
schen Simulation einer Mikro—-Elektrophorese-Einheit genutzt. Dazu wird zunéchst
ein Uberblick iiber die Geometrie, die Funktionsweise und den Zweck der mikroflui-
dischen Einheit gegeben. Es existieren zwei Anwendungsfille, deren Unterscheidung
im Konzentrationsfeld des Elektrolyts begriindet ist. Als Resultat ergeben sich daher
zwei Modelle, die in ihrer Komplexitéat unterschiedlich sind. Im Falle des ersten Mo-
dells, im folgenden Modell I genannt, ist der Analyt im gleichen Elektrolyt gelost mit
dem auch der Kanal der Mikro—Elektrophorese-Einheit gefiillt ist. Da der Analyt
immer in einer sehr viel kleineren Konzentration als der Elektrolyt vorliegt, bleibt
die Elektrolytkonzentration homogen. Im Falle des zweiten Modells, im folgenden
Modell II genannt, wird der Analyt in einem anderen Losungsmittel (z.B. reines
Wasser) gelost und dann in das Probenreservoir gegeben. Dies hat eine inhomogene
Elektrolytkonzentration zur Folge. Zu Beginn wird fiir den vereinfachten Fall ei-
nes homogenen Konzentrationsfelds eine Anpassung der Erhaltungsgleichungen an
die Problemstellung vorgenommen. Im Anschlufl daran werden die Anfangs— und
Randbedingungen und der Ablauf der Simulation festgelegt. Als Abschlufl werden
exemplarisch Ergebnisse vorgestellt, diskutiert und mit Experimenten verglichen.
Dieselbe Vorgehensweise eignet sich auch fiir den komplexeren Anwendungsfall ei-
ner inhomogenen Konzentration, wobei nicht auf einen Vergleich mit Experimenten
zuriickgegriffen werden kann.

3.1 Die Mikro—Elektrophorese—Einheit

Mikrofluidische Komponenten kénnen preisgiinstig aus Polymeren, wie z.B. Polysty-
rol (PS), Polymethylmethacrylat (PMMA) oder Cyclopolyolefinpolymer (COC) in
Kombination mit Heifpragen, Mikrospritzgielen oder Pulverspritzgiefen hergestellt
werden. Dazu miissen metallische Pragewerkzeuge mit der inversen Struktur herge-
stellt werden. Der im Forschungszentrum Karlsruhe entwickelte LIGA—Prozess, eine
Kombination von Rontgentiefenlithographie und Galvanoformung, oder ein opti-
sches Lithographieverfahren gekoppelt mit Elekrodeposition produziert Formwerk-
zeuge fiir kleinste Strukturen mit Abmessungen im Bereich von 1pum. Fir gro-
Bere Strukturen eignen sich besser spanabhebende Verfahren, wie das Mikrofrésen.
Hier héngen die erzielbaren Abmessungen von der Grofle des Schneidwerkzeugs ab;
moglich sind Abmessungen bis zu 20 — 50 um (Guber, Heckele, Herrmann, Muslija
und Saile (2004)).

34
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Die Mikro—Elektrophorese—Einheit besteht aus einem Mikrochip, Elektroden zur
Steuerung des elektrischen Felds und einem Detektor. Abbildung 3.1 zeigt den Mi-
krochip der Mikro-Elektrophorese-Einheit, deren numerische Simulation in diesem
Kapitel vorgenommen wird. Der Mikrochip ist eine Konzeption und Fertigung des

Abbildung 3.1: Bild des Mikrochips der Mikro—Elektrophorese—Einheit.

Instituts fiir Mikrostrukturtechnik (IMT), Forschungszentrum Karlsruhe GmbH. Er
besteht aus einem 95 x 16 x 3mm groen PMMA-Chip. In diesen Chip wird mit-
tels eines mikrogefrésten Pragewerkzeuges (sieche Abbildung 3.2) eine Kanalstruktur
heifl eingepréigt. Nach der Priagung wird der Mikrochip mit einem Deckel aus dem

Abbildung 3.2: Bild des Messingpragewerkzeugs.

gleichen Material versehen und verbunden. Der Deckel besitzt Bohrungen um den
Zugang zur Kanalstruktur zu ermoglichen. Das Verbinden von Chip und Deckel muf3
sehr sorgfaltig geschehen, um Dichtigkeit und Formgenauigkeit zu gewéhrleisten. Da-
zu wird ein UV—unterstiitztes Verbindungsverfahren angewandt. Hierbei werden die
Oberfliachen von Chip und Deckel einer UV-Strahlung ausgesetzt, was die Glasiiber-
gangstemperatur in einer Zone nahe der Oberflache erniedrigt. AnschlieBend wer-
den Chip und Deckel unter Warme und Druck miteinander verbunden (Guber et al.

(2004)).
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Abbildung 3.3: Skizze der simulierten Geometrie.

Abbildung 3.3 zeigt eine zweidimensionale Skizze der eingeprigten Geometrie. Die
mikrofluidische Struktur besteht aus vier Fliissigkeitsreservoirs mit einem Durch-
messer von 2mm, die iiber ein Kanalsystem verbunden sind. Die Kanéle besitzen
einen quadratischen Querschnitt von 50 x 50 um. Zur Nutzung des Chips in der
Mikro-Elektrophorese-Einheit wird beim Betrieb in der Mitte der Reservoirs jeweils
eine Elektrode implementiert. Der Durchmesser der Elektroden betriagt 0,2 mm. Die
Elektroden erzeugen verschiedene elektrische Potentialdifferenzen zwischen den Re-
servoirs. Weiterhin ist die Einheit mit einem Detektor ausgestattet, der es erlaubt
den jeweiligen Analyt zu analysieren. Dazu eignen sich optische (z.B. Fluoreszenz—
Spektroskopie) oder elektrochemische (z.B. Leitfahigkeit—) Messverfahren. Da diese
Einheit der Ionenanalytik dient, ist sie mit einem Detektor zur kontaktlosen Mes-
sung der Leitfahigkeit ausgeriistet.

Zu Beginn einer Analyse wird die gesamte Kanalstruktur mit einem gepufferten
MES-HIS Elektrolyt (MES: 2-Morpholinoethanesulfonsdure; HIS: Histidin) gefiillt.
Dann wird der zu untersuchende Analyt, eine Mischung aus Natrium—, Kalium— und
Lithiumchlorid, in das untere Probenreservoir gegeben. Zwischen den beiden verti-
kalen Elektroden wird eine Potentialdifferenz angelegt, welche den Analyt in den
Injektionskanal treibt. Die Injektion wird solange vorgenommen, bis der Kreuzungs-
bereich mit dem Analyt gefiillt ist. Anschliefend wird eine Potentialdifferenz zwi-
schen den beiden horizontalen Elektroden angelegt. Dies treibt den Elektrolyt durch
den Trennkanal und I6st dabei einen Pfropfen des Analyts aus dem Kreuzungsbe-
reich. Dieser Analytpfropfen wird mit der elektroosmotischen Geschwindigkeit des
Elektrolyts und den {iberlagerten elektrophoretischen Geschwindigkeiten durch den
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Trennkanal transportiert. Aufgrund der verschiedenen Mobilitédten besitzt jede Spe-
zies eine eigene Geschwindigkeit im Trennkanal und der Analytpfropfen trennt sich
in seine einzelnen Spezies auf. Am Ende des Trennkanals wird dann die Konzentrati-

A

A4

Konzentration / mmol / |

"

Abbildung 3.4: Schematischer Konzentrationsverlauf iiber die Retentionszeit.

Retentionszeit / s

on im Detektor iiber die Retentionszeit (Verweilzeit) gemessen, was in Abbildung 3.4
schematisch dargestellt ist. Die einzelnen Konzentrationsverlaufe bezeichnet man in
der analytischen Chemie als (Konzentrations—)Peaks. Der Begriff Peak bezieht sich
dabei nicht auf das Konzentrationsmaximum, sondern auf den gesamten Konzen-
trationsverlauf einer Spezies. Damit ein gutes und eindeutiges Meflsignal erreicht
wird, sollten die Konzentrationspeaks von reiner Zusammensetzung und nicht di-
spergiert sein. Der Konzentrationspeak C in Abbildung 3.4 ist ein Beispiel fiir eine
gut getrennte Spezies. Die Dispersion des Peaks ist klein, bzw. die Retentionszeit
t. des Inhaltsstoffes ist (fast) gleich. Daher kann davon ausgegangen werden, daf
nur eine Spezies im Peak vorhanden ist. Die geringe Dispersion geht mit hohen
Konzentrationen (gutes MeBsignal) einher. Der Verlauf der Konzentrationspeaks A
und B zeigt eine schlechte Trennung. Der Konzentrationspeak A ist dispergiert und
besitzt eine Uberschneidung mit dem Peak B. Durch die starke Dispersion kénnen
verschiedene Substanzen mit verschiedenen Retentionszeiten im Peak A vorhanden
sein. Weiterhin kann durch die Uberschneidung kein eindeutiger Riickschluss auf die
Konzentrationen der Stoffe in der Probe gezogen werden.

3.2 Formulierung der Bilanzgleichungen fiir Mo-
dell 1

Fiir die Simulation der mikrofluidischen Einheit benétigen wir mathematische For-
mulierungen, die das Problem adédquat beschreiben und ins verwendete FEM—Pro-
gramm implementiert werden kénnen. Die Simulation soll instationdr und mit Riick-
sicht auf die Rechenzeit zweidimensional (z,y) durchgefiihrt werden. Dreidimensio-
nale Effekte konnen jedoch so nicht erfasst werden. Im folgendem Abschnitt 3.2.1
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werden daher verschiedene Arten von Sekundérstromungen gezeigt und ihre Rele-
vanz zu dieser Arbeit gepriift. Die Variablen und Parameter des Problems besitzen
stark unterschiedliche Groflenordnungen, was in Bezug auf Genauigkeit und Konver-
genz bei der Numerik problematisch ist. Durch eine Entdimensionierung der Glei-
chungssysteme werden daher alle Variablen in die Gréfenordnung ~ 1 gebracht.
Dabei enstehen dimensionslose Parameter, an denen der Einfluf3 der einzelnen Ter-
me beurteilt werden kann.

Bei der numerischen Behandlung des elektrischen Felds und der Elektroosmose ergibt
sich aufgrund der Grofle der elektrischen Doppelschicht eine weitere Problematik.
Die Abmessung der EDL ist auch in Mikrokanélen um ein Vielfaches kleiner als
die Kanalweite. Das Rechengitter mufl daher in der Ndahe der Wand stark verfei-
nert werden, um eine sinnvolle Auflésung der elektrischen Doppelschicht zu erzielen.
Diese Auflésung vervielfacht Speicherbedarf und Rechenzeit, was die Groie und Art
der Simulation limitiert. Ein Ausweg gelingt, wenn eine Néherungslosung gefunden
wird, durch die auf eine Auflésung der elektrischen Doppelschicht verzichtet wer-
den kann. Trotz der Vereinfachung des komplexen physikalischen Problems, muf} die
Néherungslosung dessen relevante Eigenschaften widerspiegeln. Dies kann durch die
Anwendung von asymptotischen Methoden gewihrleistet werden (van Dyke (1975)).
Nach einer geeigneten Skalierung der Grundgleichungen wird es méglich, dominate
Effekte zu erkennen und deren innere und duffere Einflubereiche zu identifizieren.
Die EDL ist ein solcher innerer Bereich, da nur innerhalb von ihr die elektrischen
Krifte auf das Fluid induziert werden. Im dufleren Bereich (Fliissigkeitskern) besit-
zen die elektrischen Kréfte keinen Einflufl. Jedes der beiden Teilgebiete kann getrennt
behandelt werden. AnschlieBend werden beide Losungen aneinander angepafit. Die
daraus resultierende Ubergangsbedingung kann als Randbedingung fiir den Fliissig-
keitskern genutzt werden. Eine Auflosung der EDL ist so nicht mehr notwendig. Im
Folgenden wird zuerst die asymptotische Methode auf das elektrische Potential und
auf die Elektroosmose angewandt.

3.2.1 Sekundirstréomungen

Sekundarstréomungen sind Strémungen, die der Hauptstréomungsrichtung iiberlagert
sind. Sie konnen in der Regel nur unter Einbeziehung aller Raumrichtungen erfasst
werden. Bei einer Beschrinkung auf zweidimensionale numerische Simulationen ist
dies nicht moglich. Es muss daher im Vorfeld der Modellierung festgestellt werden,
ob diese Vereinfachung zuléssig ist. Aus diesem Grund werden in diesem Abschnitt
verschiedene Formen der Sekundérstromungen vorgestellt und ihre Relevanz zu die-
ser Arbeit diskutiert.

Eine mogliche Ursache fiir das Ausbilden einer Sekundérstromung in der dritten
Raumrichtung ist ein merklicher Temperaturgradient zwischen dem Boden und dem
Deckel der mikrofluidischen Einheit. Gestiitzt auf energetische Abschidtzungen in
Abschnitt 2.6 und in Abschnitt 3.3.3 kann davon ausgegangen werden, dafl diese
Ursache hier keine Relevanz besitzt.
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Besitzen die Kanalgeometrien ausgeprigte Kriimmungen, dann wirken zusétzlich
Zentrifugalkrafte auf die Stromung. Im Bereich der Kanalmitte herrscht aufgrund
der lokalen hoheren Geschwindigkeiten die grofite Tragheit und das Fluid ist da-
her bestrebt geradeaus zu strémen. Das Fluid in den langsameren Wandbereichen
(geringe Tragheit) wird leichter umgelenkt. Als Konsequenz bildet sich eine Se-
kundérstromung senkrecht zur Hauptstromungsrichtung aus (Oertel (2002)). Diese
Sekundérstromung ist von der 1. Prandtlschen Art. Abbildung 3.5 zeigt schema-
tisch die Verhéltnisse in einem Rohrkriimmer. Die Sekundéarstromung besteht aus

Hauptstrémung o8 "\ Sekundarstromung

Abbildung 3.5: Sekundérstromung im gekriimmten Rohr.

paarweisen, gegensétzlich rotierenden Wirbeln, welche auch Dean—Wirbel genannt
werden. Als Kriterium zur Entstehung der Dean—Wirbel kann das Verhéltnis von
Zentrifugalkraften und viskosen Kréften, ausgedriickt durch die Dean—Zahl, hinzu-

gezogen werden. Es gilt
De = Rev/dy/R. (3.1)

Hierbei ist Re die Reynolds—Zahl, dy die Kanalweite und R der Kriimmungsradius.
Yamaguchi, Takagi, Yamashita, H., Maeda, Sotowa, Kusakabe, Yamasaki und Mo-
rooska (2004) geben fiir eine druckgetriebene Stromung eine Dean-Zahl von De = 20
an, bei der sich in einem quadratischen Mikrokanal merkliche Dean—Wirbel ausbil-
den. Die maximalen Dean—Zahlen, die in dieser Arbeit auftreten, sind mit De ~ 0, 1
deutlich kleiner. Aufgrund des elektroosmotischen Antriebs existiert ein iiberwiegend
gleichméBiges Geschwindigkeitsprofil im Kanalquerschnitt. Es ist daher zusétzlich zu
erwarten, dafl die Bildung von Dean—-Wirbeln bei der elektroosmotischen Stromung
erst bei grofleren Dean—Zahlen einsetzt.

Bei der turbulenten Durchstromung gerader Kanéle kommt es zu Sekundéarstromun-
gen, wenn der Kanal einen nichtkreisformigen Querschnitt besitzt (Oertel (2002)).
In den Ecken des Querschnitts sind die Wandschubspannungen geringer als an den
geraden Wanden. Daher fliet im Bereich kleiner Wandschubspannungen, Fliissig-
keit aus dem Inneren in Richtung der Ecke. An den Stellen mit grofler Wandschub-
spannung flieft Fliissigkeit ins Innere des Kanals. Solche Sekundéarstréomungen sind
von der 2. Prandtlschen Art. Eine schematische Darstellung zeigt Abbildung 3.6A.
Madhav und Malin (1997) geben an, daf bei ausgebildeter turbulenter Stromung,
die maximale Geschwindigkeit der Sekundirstromung weniger als zwei Prozent der
Geschwindigkeit der Hauptstromung betragt.

Die Frage die sich nun stellt ist, inwiefern bei der druckgetriebenen laminaren
Stromung im rechteckigen Kanal eine solche Sekundérstromung auftritt. Die elek-
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N

Abbildung 3.6: Sekundérstromungen im quadratischen Rohr bei druckgetriebener
Stromung (A) und bei elektroosmotischer Stromung (B).

troosmotische Stréomung in einem quadratischen Kanal weist aber nicht dasselbe
Geschwindigkeitsprofil wie eine druckgetriebene laminare Stromung auf. Durch die
elektroosmotischen Kréfte findet sich iiberall an den Wénden die gleiche Wand-
schubspannung. Eine Ausnahme stellt lediglich die Uberlagerung der elektrischen
Doppelschichten in der Ecke (Abmafie ~ 10 x 10nm) dar. Die Ausbildung einer
Sekundéarstromung kann dort nicht génzlich ausgeschlossen werden. Abbildung 3.6B
zeigt schematisch die Sekundéarstromungen, welche sich unter Umstédnden in ei-
nem quadratischen Kanal mit elektroosmotischen Antrieb der Fliissigkeit einstel-
len. Es kann aber davon ausgegangen werden, dafl die Geschwindigkeitsverhéltnisse
zwischen Haupt- und Sekundérstromung keinesfalls grofler als bei der turbulenten
Kanalstromung sind. Der Einflu der Sekundérstromung ist dann sicherlich ver-
nachléssigbar.

Abschlieend kann festgehalten werden, dafl keine Hinweise auf die Ausbildung von
relevanten dreidimensionalen Stréomungen in den behandelten mikrofluidischen An-
wendungsfillen erkennbar sind. Die zweidimensionalen Simulationen geben daher die
wesentliche Charakteristik der Stromung in der Symmetrieebene des Kanals wieder.

3.2.2 Mathematische Formulierung des elektrischen Poten-
tials

Im Falle des Modells I wird von einer homogenen Anfangskonzentration des Elektro-
lyts in der Mikro—Elektrophorese-Einheit ausgegangen. Legt man nun eine elektri-
sche Potentialdifferenz an, so konnte man aufgrund der Elektrophorese ein Auftren-
nen bzw. eine Konzentrationsverschiebung des Elektrolyts erwarten. Diese Erwar-
tung tduscht jedoch. Kohlrausch (1897) zeigte in seinen Arbeiten, daff eine homogene
elektrolytische Fliissigkeit in einem unendlichen Kanal durch Stromflufl (Elektro-
phorese) keine Konzentrationsverschiebung bzw. Ladungsauftrennung erfihrt. Das
gleiche Verhalten zeigt auch ein Elektrolyt mit einem inhomogenen Konzentrations-
feld, wenn das Mischungsverhéltnis der Elektrolytbestandteile iiberall den gleichen
Wert aufweist. Aufgrund der Relevanz der Kohlrauschen Uberlegungen sind diese in
Anhang B dargestellt. Das Phdnomen tritt nur auf, wenn zu Beginn keine Stérung
der elektrischen Neutralitdtsbedingung vorhanden ist. Stérungen der Elektroneutra-
litdt treten an den Elektroden auf. Die Mikro—Elektrophorese-Einheit besitzt jedoch
aufgrund der Reservoirs ein grofles Fliissigkeitsvolumen. Wihrend der relativ kurzen
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Mef3zeit wird sich durch die Elektrodenreaktionen die Konzentration des Elektrolyts
nicht merklich dndern. Im Fliissigkeitskern herrscht daher hinsichtlich des Elektro-
lyts in guter Ndherung elektrische Neutralitat.

Die Elektroneutralitdt im Fliissigkeitskern gilt streng genommen nicht fiir den Ana-
lyt, da das Analyseprinzip der Elektrophorese auf einer Ladungsauftrennung beruht.
Die iiblichen Analytmengen liegen jedoch im Bereich von ¢ ~ 10~*mol /dm?. Dies er-
gibt ohne Beriicksichtigung weiterer Verdiinnungseffekte sehr kleine Ladungsdichten.
Daher kann fiir den Kern der Strémung, auch bei Vorhandensein einer Analytspezi-
es, in guter Naherung die Elektroneutralitdtsbedingung angewandt werden. Bei der
asymptotischen Behandlung der EDL wird dann die Debye—Hiickel-Approximation
zur Bestimmung der inneren Losung genutzt. Da die Elektrolytkonzentration kei-
ner Anderung unterworfen ist, kann das GauB-Gesetz (2.36) zur Berechnung der
elektrischen Potentialverteilung verwendet werden (vgl. Kapitel 2.4.3). Unter den
gegebenen Umsténden ist die Verteilung der Ladungstrager in der elektrischen Dop-
pelschicht unbeeinflufit von der extern angelegten Potentialdifferenz. Das Potential
¢ wird daher als eine lineare Superposition aus dem induzierten Anteil aufgrund der
Wandladung (Index i) und aus dem Anteil der extern angelegten Potentialdifferenz
(Index a) angesetzt, gemaf3

Y =¥ + Pa - (32)

Die allgemeine Gleichung zur Berechnung der elektrischen Potentialverteilung ergibt
sich aus der Kombination des Gau—-Gesetzes (2.36) und dem elektrischen Quellterm
gemif Gleichung (2.20). Unter der Annahme konstanter Elektrolytkonzentrationen
lautet das Gaufi-Gesetz in kartesischer Notation

iz + Piyy + Pa,xx + Cayy = — ZiCi - (33)
Eolr p

Die Indizes x und y an den Potentialen symbolisieren die partiellen Ableitungen nach
den Koordinatenrichtungen. Die scheinbare Wandladung ¢, induziert den Potential-
gradient an der Wand in fithrender GroBenordnung. Die Randbedingung ergibt sich
daher zu

4¢
z,y=20: ~ pis= ) 3.4
y Py = i = - (3-4)
Es erweist sich als sinnvoll auf ein lokales tangentiales und normales Koordinaten-
system (Z, ) iiberzugehen, dessen Ursprung an der Kanalwand liegt. Die Variablen
Z,7, Vi, P und ¢; werden dann geméfl

(X.V) = (20@, (3.5)
o, = % (3.6)
d, = f;o (3.7)
o, = & (3.8)
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entdimensioniert. Hierbei ist dy die Kanalweite, ( das Zeta—Potential, Ayy die ex-
tern angelegte Potentialdifferenz und ¢y eine typische Konzentration im System,
beispielsweise die Molaritéit eines Inhaltsstoffes des Elektrolyts. Die Skalierungen
der Koordinaten und Variablen gelten analog auch fiir das allgemeine kartesische
Koordinatensystem. Durch das Fehlen des Tildesymbols wird dann der Bezug auf
das globale Koordinatensystem erkennbar. Die Einfithrung der Skalen (3.5-3.8) lie-
fert das dimensionslose Gaufi—Gesetz

~ ~ ~ ~ —Feyd? ~
(P xx + @, 5v) + Apo(Py 35 + Puyy) = 5050 DIEIeT (3.9)
mit der Randbedingung
> z z C]cdo —dy
XY = 0.0 20 o=—>—=—. 3.10
9 Y WY 5057"( lD ( )

Die dimensionslose Randbedingung (3.10) kann als Verhéltnis der geometrischen
Parameter ausgedriickt werden. Sie nimmt einen sehr grofen Wert an. Dies ist ein
erster Hinweis darauf, dafl diese Skalierung fiir die EDL nicht addquat ist, was im
folgenden noch zu beachten ist. Weiterhin werden die dimensionslosen Parameter

¢
= = 3.11
Ao (3.11)
2
¥ = M’ (3.12)
g0er Ay

eingefithrt. Das Problem wird nun in den zwei Teilgebieten getrennt behandelt.
AufBlerhalb der elektrischen Doppelschicht gilt die elektrische Neutralitatsbedingung
(2.5). Weiterhin ist der elektrische Parameter I' klein; somit ergibt sich in fithrender
Ordnung . 3

D, xx + Puyy =0 (3.13)
Dies ist die Laplace—Gleichung zur Berechnung des Potentials auflerhalb der EDL,
sie wird nur von der extern aufgepragten Potentialdifferenz bestimmt. Die Losung
kann fiir komplexe Geometrien numerisch berechnet werden. Die Wand und die elek-
trische Doppelschicht liegen nicht im Giiltigkeitsbereich der Gleichung. Daher wird
eine andere Randbedingung als (3.4) benétigt. Diese wird im folgenden aus der in-
neren Losung abgleitet.

Bei der Analyse des inneren Teilgebietes ist festzustellen, dafl die gewéhlte Skalierung
der wandnormalen Koordinate g sicher nicht adéquat ist. Die Randbedingung (3.10)
nimmt nach der Skalierung einen sehr grofien Wert an. Eine Skalierung soll die
Variablen jedoch in die Gréflenordnung von eins bringen. Die typische Dicke der
EDL, die Debye Lénge [p, ist um Groflenordnungen kleiner als die Kanalweite dy des
Mikrokanals. Daher wird aus deren Verhéltnis ein kleiner geometrischer Parameter
¢ definiert und eine Reskalierung in der Form

lp
= = 14
. Y
y = —, (3.15)
€
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durchgefiihrt. Dies kann als eine Streckung der wandnormalen Koordinate inter-
pretiert werden. Die Einfiihrung der reskalierten Koordinate Y in Gleichung (3.9)
ergibt

PP, g5+ Py xx +€ (T 5y + S yv) ==V Y =0 (3.16)
Bei einer Analyse der Groflenordnungen stellt man fest, daf sich die Gleichung in
fithrender Ordnung zu

Idpy + @,y ~ —V Z %C;. (3.17)

reduziert. Die Losung dieser Gleichung wird separat nach selbstinduziertem und auf-
gepragtem Potential vorgenommen, da der Quellterm nur mit dem selbstinduzierten
Potential zusammenhéngt. Zur anschlieBenden asymptotischen Anpassung werden
beide Losungen wieder iiberlagert. Die zu l6senden Gleichungen sind

(i)ayy ~ O, (318)

2
~ —€ ~
D, oy T\I/ZZC (3.19)

Gleichung (3.18) kann zweimal in Y integriert werden und die allgemeine Losung
ist:

D, ~ CL(X)Y + Co(X). (3.20)

Hierin diirfen die Integrationskonstanten von der wandtangentialen Koordinate X
abhédngen. Als Losung der Gleichung (3.19) wird die Debye-Hiickel-Approximation
verwendet (vgl. Abschnitt 2.1.2). Unter Verwendung der reskalierten Randbedingung
(3.10)

P, (Y =0)=—1 (3.21)

und mit dem Abklingen des selbstinduzierten Potentials aulerhalb der EDL, d.h.
mit

P, 7 (Y — 00) =0, (3.22)
ergibt sich

by~ eV, (3.23)

Zur asymptotischen Anpassung der Losungen fithrender Ordnung wird eine Methode
nach van Dyke (1975) verwendet. Hierbei wird die &uflere Losung, also die numeri-
sche Losung von Gleichung (3.13) im Kanal (Index K), als Funktion der gestreckten
Koordinate dargestellt, gemé&f3

D (X,Y) = P (X, eY). (3.24)
Im néchsten Schritt wird der Grenziibergang ¢ — 0 betrachtet, so daff man

lim @ (X, €Y) = dg (X, 0) (3.25)

e—0

erhélt. Der analoge Vorgang ist fiir den Potentialverlauf in der EDL anzgwenden. Um
die innere, also die wandnahe (Index W) Losung zu finden, mufl eine Uberlagerung
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der Gleichungen (3.20) und (3.23) vorgenommen werden. Bei der Uberlagerung muf
die unterschiedliche Skalierung des selbstinduzierten und des aufgeprégten Potentials
beachtet werden. In der Losung wird dann die gestreckte Koordinate Y durch die
Koordinate Y ersetzt, so da§ man

By (X, Y Je) = C(X)Y Je + Co(X) + De /e (3.26)

erhélt. Beim analogen Grenziibergang ¢ — 0 ist ersichtlich, dafl die Konstante C' ()N( )
zu Null gewihlt werden muf}, damit eine Anpassung durchfithrbar ist. Es ergibt sich
daher fiir den Grenzwert

hr% Dy (X,Y Je) = Cy(X). (3.27)
Nach der van Dykeschen Anpassungsvorschrift sind die Grenzwerte der dufleren
Losung (3.25) und der inneren Losung (3.27) gleichzusetzen, woraus wir

D (X,0) = Cy(X) (3.28)

erhalten. Das Potential besitzt also am Ubergang EDL-Kanal lediglich eine Ab-
héngigkeit von der tangentialen Koordinate, wobei Cy(X) von der (numerischen)
Potentialverteilung im Kanal abhéngt. Es ist daher sinnvoll, die erste Ableitung

O (X,0)p =0 (3.29)

als Ubergangsbedingung zu verwenden. Die physikalische Interpretation ist, dafl am
Ubergang Kanal-EDL kein Stromfluss vorhanden ist. Dies stellt nun die gesuchte
Ubergangsbedingung fiir die Berechnung des Potentials im Kanal mittels Gleichung
(3.13) dar. Die Potentialverteilung in der EDL ergibt sich unter Einbeziehung der
angepafiten Konstanten zu

Sy (X,Y) = Co(X) + e (3.30)

3.2.3 Mathematische Formulierung der Elektroosmose

Zur mathematischen Formulierung der Elektroosmose wird der Satz der Navier—
Stokes—Gleichungen (2.18 — 2.19) verwendet. Die folgende Asymptotik ist an die
Arbeit von Meisel (2004) angelehnt. Auch hier ist ein Ubergang zu einem lokalen
normalem /tangentialem Wand-Koordinatensystem zweckméBig. An der Wand gilt
auch bei einer elektroosmotisch induzierten Stromung die Haftbedingung. Die Glei-
chungen lauten in dimensionsbehafteter Form

U; +705; = 0, (3.31)

p(y + Uz + 0tg) = —pz + pu(lzz + Ugz) — ¢(Pig + Paz) (3.32)
p(0¢ + U0z + 005) = =Py + (Vzz + Vg) — APy + Pag) (3.33)
9 = 0: d45=0. (3.34)
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Das elektrische Potential ist wiederum in einen extern aufgeprigten (Index a) und
einen selbstinduzierten (Index i) Anteil zerlegt. Das Gleichungssystem wird mit
XY, ®;, &, und den Skalen

@,v) = &0 (3.35)
Ug
_ 5d

p = P (3.36)
Ko
. Uot

T = 0 (3.37)

entdimensioniert. Der Druck p ist viskos skaliert, was aufgrund der zu erwartenden
sehr kleinen Reynolds—Zahlen sicherlich addquat ist. Die Geschwindigkeit wug ist eine
charakteristische Geschwindigkeit im Kanal. Die entdimensionierte Zeit 7 ergibt sich
aus einer Kombination von charakteristischer Geschwindigkeit u und charakteristi-
scher Lange, der Kanalweite dy. Die dimensionslose Form des Gleichungssystems
(3.31 — 3.34) lautet demnach

Ug+Ve = 0, (3.38)
R@(UT + ﬁUX + ‘70{/) = _PX + ﬁXX + ﬁyf/ — HO(Féi,f( + Ci)a’)g) , (3.39)
RG(VT + U‘?X + f/f/};) = —]5{/ + VXX + ‘7)7{/ — HO(F&)@{/ + ~ay) ., (3.40)
XY =0:U0,Vv=0, (3.41)
mit den dimensionslosen Kennzahlen
Re — Yo (3.42)
v

Apod,
m, = I12P0% (3.43)

Up

Dies ist eine allgemeine Formulierung zur Beschreibung von elektroosmotischen
Vorgéngen in einem elektrolytischen System, welche die elektrischen Kréfte ohne
weitere Annahmen beriicksichtigt. Die Reynolds—Zahl Re spiegelt das Verhéltnis
von Tragheits— und Reibungskriften, und die Kennzahl Iy das Verhéltnis von elek-
trischen und viskosen Kréften wider.

Aus Abschnitt 3.2.2 ist bekannt, dafl der Kern der Fliissigkeit elektrisch neutral ist
und lediglich in der EDL eine Ladungsverteilung geméfl Gleichung (2.13) vorliegt.
Es ergibt sich daher

Re(U, +UUg +VUy) = —Pg+Usgg +Upy — e e e (T, ¢ + @, 5),
(3.44)

Re(Ve + UVg + VW) = —Pp+Vig+ Voy — e le e (T, 5 + D, 5),
(3.45)

mit der dimensionslosen Kennzahl
_ 4cApo
Up

1T (3.46)
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IT; kann ebenso als Verhéltnis von elektrischen und viskosen Kriften aufgefaflt wer-
den. Die exponentiellen Terme in den Gleichungen (3.44,3.45) zeigen wiederum ein-
deutig, dafl es zwei identifizierbare Bereiche gibt. Innerhalb der EDL, im Bereich der
Wand fiir Y — 0, besitzt der exponentielle Term die GroBenordnung ~ 1. AuBer-
halb der EDL, im Bereich der elektrischen Neutralitéit fiir Y — 1, verschwinden die
elektrischen Krifte. Aus diesem Grund wird die Losung, dquivalent zum elektrischen
Potential, aus einer wandnahen Strémung und einer Kanalstrémung zusammenge-
setzt.

AuBlerhalb der EDL, im elektrisch neutralen Kanal, reduzieren sich die Erhaltungs-
gleichungen auf den {iiblichen Satz der Navier-Stokes—Gleichungen, gemaf

Ug+Vy = 0, (3.47)
Re(U, +UU; +VU;) = —Pz+Uszz +Usy, (3.48)
Re(VT + U‘N/}( + ‘7‘7{/) = —]557 + ‘N/XX + Vf/y . (3.49)

Zur Losung der Kanalstromung ldsst sich jedes (kommerzielle) CFD—Programm nut-
zen. Die Randbedingungen an der Wand liegen auflerhalb des Giiltigkeitsbereichs der
Gleichungen (3.47-3.49). Es wird noch eine Ubergangsbedingung bendtigt, die aus
der Anpassung mit der Losung innerhalb der EDL gewonnen wird.

Innerhalb der EDL werden die elektrischen Krifte beriicksichtigt. Die wandnormale
Koordinate wird dazu durch eine Reskalierung der Langenskala der Grenzschicht
gemif Gleichung (3.15) angepafit. Damit die Kontinuitatsgleichung erfiillt ist, mufl
die wandnormale Geschwindigkeit ebenfalls reskaliert werden. Daher ist

V=—. (3.50)

o | <

Fiir die Potentialverldufe in der Grenzschicht wird auf die Ergebnisse des Abschnitts
3.2.2 zuriickgegriffen. Fiir das selbstinduzierte Potential ®; gilt die Losung aufgrund
der Debye—Hiickel-Approximation (3.23). Da diese Losung nur von der reskalierten
Koordinate Y abhingt, verschwindet die Ableitung nach der Koordinate X . Weiter-
hin ist das extern aufgeprigte Potential ®, beziiglich der wandnormalen Koordinate
konstant. Es ergibt sich daher das reskalierte Gleichungssystem

Us +Vy = 0, (3.51)
L L 1 - 1 -
Re(U, +UUz +VUy) = —Pg+Ugz+ G—QUY/{/ —nge_y@aj, (3.52)
e 1~ 1 | N
ZM%+U@+VW):-:#§+%X+§Wy—mgfw, (3.53)
XY = 0: U, V=0. (3.54)

Im Rahmen einer asymptotischen Behandlung ist von diesen Gleichungen nur die
fiihrende Ordnung zu beriicksichtigen, die sich zu

0 = Ug+ Vg, (3.55)
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0 =~ Upy —ellie VO, ¢, (3.56)
~ _ 1 -
0 ~ —Pp+Voy —TI - (3.57)
€

ergibt. Hierbei ist Gleichung (3.56) das Gleichgewicht zwischen elektrischen Kréften
und Reibungskréften in wandtangentialer Richtung. Gleichung (3.57) ist als das
Gleichgewicht aus elektrischen Kréften, Druck— und Reibungskréiften in wandnor-
maler Richtung zu interpretieren. Gleichung (3.56) kann nur erfiillt werden, wenn
das Produkt ell; ~ 1 ist, was fiir typische Werte auch zutrifft. Es ist deshalb sinnvoll
den modifizierten Parameter

_ JANGYY)
[, = Iye = 4¢apotn
uoppdo

(3.58)
einzufithren. Durch zweimalige Integration unter Beriicksichtigung der Haftbedin-
gung (3.54) erhélt man fiir die wandtangentiale Geschwindigkeit

UX,Y)~T®, ¢(e7" — 1)+ Cy(X)Y . (3.59)

Diese Losung kann nach der wandtangentialen Koordinate X abgeleitet und in die
Kontinuititsgleichung (3.55) eingesetzt werden. Unter Beriicksichtigung der Haftbe-
dingung an der Wand ergibt sich die wandnormale Geschwindigkeit zu

~ 1 ~ _ _ o~
V(X,Y) ~ —501()()5(1/2 +IL®, gx(e +Y —1). (3.60)

Die Losung von V kann zweimal nach Y differenziert und in Gleichung (3.57) ein-
gesetzt werden. Nach unbestimmter Integration in wandnormaler Richtung erhélt
man fiir den Druck in der EDL die Losung

- - 1 = -
P(X,Y) = —Ci(X)gY — (D, gxe " + 56_2F€_2Y) + Cy(X). (3.61)

Nun wird analog zu Abschnitt 3.2.2 eine asymptotische Anpassung der Losungen
fithrender Ordnung vorgenommen. Diese soll einerseits die Bestimmung der Kon-
stanten C(X), Cy(X) ermdglichen und andererseits die Ubergangsbedingungen fiir
die Stromung im Kanal ableiten. Dazu wird die d&uflere Losung, also die numerische
Losung des Gleichungssystems (3.47-3.49) (Index K), als Funktion der gestreckten
Koordinate Y dargestellt, gem&f

nX,)Y) = Ug(r,X,eY),
VK(T,X,Y/> = ‘N/K(T,X,GY),
7, X,Y) = Pyg(r,X,eY).

lin%UK(T,X,eY) = Uk(1,X,0), (3.62)
hr%VK(T,X,eY) = Vk(r,X,0), (3.63)
lim Px (1, X,eY) = Ug(r,X,0), (3.64)

e—0
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erhélt. Das analoge Verfahren wird auf die inneren Losungen angewandt. Dazu mufl
in den wandnahen Verldufen (Index W) der Geschwindigkeiten und des Druckes
gemiB Gleichungen (3.59-3.61) die reskalierte Koordinate Y durch die urspriingliche
Koordinate Y ersetzt werden. Es ergibt sich

Ow(X,Y/e) = b, ¢(e 7/~ 1)+ Ci(X)Y Je, (3.65)

V(X)) = —5CR)x (V) 4 Thb, sele 7+ 7/ = 1), (366)

Py(X.7/0) = ~Cu(X)x¥ fe (@, gze™ +LTe /) 1+ Co(X)
(3.67)

Die Ausfithrung des Grenziibergangs € — 0 in Gleichung (3.65) liefert
lir% Uw(X,Y Je) = —ﬁlci)aj( +C(X)Y /e = 0. (3.68)

Es ist ersichtlich, daB8 der in Y lineare Term iiber alle Grenzen wichst. Um eine An-
passung zu ermdglichen, muB daher die Konstante C(X) null sein. Unter Beriick-
sichtigung der angepafiten Konstanten ergibt die Ausfithrung des Grenziibergangs
in Gleichung (3.66)

PE(I) Viw (X, Y Je) = ﬁléaﬁx(?/e —1)=00. (3.69)
Auch hier wiichst der in Y lineare Term iiber alle Grenzen. Die einzige Moglichkeit
die Anpassung durchzufiihren, ist das Modell im Vorfeld auf nur kleine Anderun-
gen des wandtangentialen Potentialgradienten @a’ ¢ zu beschrdanken. Wenn sich der
Verlauf des Potentialgradienten iiber die Kanallinge nur gering &ndert, dann ist
dessen Ableitung éa, % =~ 0. Dies wird in Gleichung (3.67) berticksichtigt, so daf die
Grenzwertbetrachtung

.- _ 1 . . .
lim Py (X, Y /€) = —Hliﬁre*”/ﬁ + (X)) = Co(X) (3.70)
ergibt. Der erste Term in Gleichung (3.70) konvergiert hierbei gegen null, da der
exponentielle Term im Produkt schneller konvergiert als =2 divergiert. Letztendlich
ergeben sich daher die Grenzwerte

hr%(?W(X,Y/e) = -Id, ¢, (3.71)
lir%\_/w(f(,ff/e) = 0, (3.72)
hr%ﬁw(f(,f//e) = y(X). (3.73)

Die Ausdriicke in den Gleichungen (3.62-3.64) und (3.71-3.73) sind nun gleichzu-
setzen, woraus die Ubergangsbedingungen fiir die numerische Behandlung der Ka-
nalstromung
Uk(r,X,0) = -1, ¢, (3.74)
VK(T7X70) = 07 (375)
Pg(r,X,0) = Co(X), (3.76)
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resultieren. Eine Verifikation der gleichen Ubergangsbedingungen wird von Meisel
(2004) durchgefiihrt. Er vergleicht die Naherungslosung und die exakte Losung einer
elektroosmotischen Stréomung. Es zeigt sich fiir das lineare Problem einer eingelau-
fenen Strémung eine genaue Ubereinstimmung von analytischer Lésung und der
Uberlagerung der inneren und duBeren Losung. Daraus lisst sich auch folgern, dafl
umso diinner die EDL ist, desto gréfler wird der Bereich, in dem die numerische
Kanallosung eine gute Naherung darstellt.

3.2.4 Mathematische Formulierung des Stofftransports

In Kapitel 2.3 wird die Stofftransportgleichung (2.32) abgeleitet. Diese dient der
Beschreibung des Stofftransports in einem elektrolytischen System, da aufler den
konvektiven und diffusiven auch die (migrativen) elektrophoretischen Transport-
vorgénge beriicksichtigt sind. Da wahrend der Simulationszeit von einer homogenen
Konzentration des Elektrolyts ausgegangen wird, sind Transportgleichungen fiir des-
sen Inhaltsstoffe nicht notwendig. Die Transportgleichungen werden deshalb nur fiir
die Inhaltsstoffe des Analyts formuliert. Der Analyt besteht aus einer Mischung von
Salzen, und zwar Natrium—, Kalium— und Lithiumchlorid. Die Anfangskonzentration
jedes Salzes betriigt ¢; = 0,25+ 1072 mol/dm?3. Aufgrund der geringen Konzentratio-
nen und der Lage des Dissoziationsgleichgewichts, ist der Analyt vollstédndig dissozi-
iert. In der Losung befinden sich nur Natrium—, Kalium—, Lithium— und Chlorionen.
Dies bedeutet, dafl nur Transportgleichungen fiir die Ionen, aber nicht fiir die Salze
gelost werden miissen. Eine Formulierung von Reaktionstermen, welche die Wechsel-
wirkungen zwischen Salz und Ion beschreiben, ist ebenso unnétig. Die Mobilitdten
und die Diffusionskonstanten der Spezies sollen konstant sein, die Werte sind Lide
(1998) entnommen und werden in Tabelle 3.1 aufgefiihrt.

Der Stofftransport in der EDL wird vernachlassigt, da dieser im Vergleich zum Kanal
nur einen verschwindenden Anteil darstellt. Ein Ubergang zu einem lokalen Koordi-
natensystem, mit dem Ursprung in der Kanalwand, ist nicht notwendig. Die zwei-
dimensionalen, dimensionsbehafteten Transportgleichungen in kartesischer Notation
lauten dann

Ci,t + ('LL - )\iﬁpa,x)ci,x + (U - )\igpa,y)ci,y - Di(ci,mc + Ci,yy) + )\ici(gpa,mc + Spa,yy) . (377)

Auf der rechten Seite der Gleichungen ergibt sich ein elektrischer Diffusionsterm,
also ein Term in dem die 2. Ableitung des Potentials vorhanden ist. Zieht man die
Erkenntnisse aus Abschnitt 3.2.2 hinzu, dann stellt man fest, dafl der Term bei
Elektroneutralitat verschwindet. Die Gleichungen werden mit den Skalen XY, C;, 7
und ®, entdimensioniert und ergeben sich zu

1

Cir + (U =N x)Cix + (V= NPoy)Ciy = Re Sci(

Ci,XX + C@yy) . (378)

Hierin sind die Kennzahlen Re,

AiAgg
Ai - y .
wodo (3 79)
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Se; = — (3.80)

beinhaltet. Die Kennzahlen A; sind dimensionslose Mobilitdten und koénnen als
Verhiltnis von elektrophoretischem und konvektivem Transport der Spezies ¢ inter-
pretiert werden. Die Schmidt—Zahlen S¢; sind Stoffeigenschaften aus dem Verhéltnis
der Viskositédt des Fluids und des Diffusionskoeffizienten der gelésten Spezies.

K* | Na* | Lit | Cl™

i/ (1078m?/(Vs)) | 7.751 | 5,284 | 4,076 | -8,084
D;/(107%m?/s) 1.957 | 1.334 | 1.029 | 2,032
Tabelle 3.1: Mobilitaten und Diffusivititen der Analytspezies.

3.2.5 Mathematische Formulierung der Chemie

Trotz der homogenen Konzentration des Elektrolyts miissen die chemischen Abléufe
in der Mikro-Elektrophorese-Einheit bekannt sein. Bei der Herstellung des Elek-
trolyts sind nur die urspriinglichen Konzentrationen der Reaktionspartner bekannt,
nicht aber die Gleichgewichtszusammensetzung. Daher werden die chemischen Zu-
sammenhénge identifiziert, in ein (algebraisches) Gleichungssystem umgesetzt und
die Gleichgewichtskonzentrationen errechnet. Die Konzentrationen aller Inhaltsstof-
fe des Elektrolyts werden dann zur Berechnung von Parametern wie der lonenstérke
oder der Debye-Lénge herangezogen.

Als Elektrolyt dient ein komplexes Puffersystem aus 2-Morpholinoethansulfonsdure
(MES) und 2-Amino-3(4-imidazolyl)—propionsiure, die auch Histidin (HIS) ge-
nannt wird. MES (CsH13NO,) ist eine einprotonige Sdure und wird oft als bio-
logischer Puffer im Bereich pH = 5,8 — 6,5 verwendet (Falbe und Regitz (1992)).
Histidin (CgHgN305) ist amphoter und kann als zweiprotonige Base und als einpro-
tonige Saure dienen. Es ist eine biologisch wichtige Substanz, da es als Aminoséure
bei der Bildung von Enzymen beteiligt ist (Ermakov, Zhukov, Capelli und Rhigetti
(1995). In Anlehnung an die Vorgehensweise in Abschnitt 2.5.1, ergeben sich fiir das
Puffersystem folgende chemische Reaktionen

HIS*(aq) + H,0(l) 255" HIS(aq) + HyO™ (aq), (3.81)
HIS* (aq) + HoO(l) "£25°  HIS™(aq) + H;0" (aq) (3.82)
HIS(aq) + H:O(1) "225° HIS™ (aq) + Hs0*(aq), (3.83)
MES(aq) + HyO(I) "5 M ES™(aq) + H;0™(aq), (3.84)
L,0(l) + H,0(1) &%  H;0"(ag) + OH (aq). (3.85)

Die chemischen Reaktionsgleichungen (3.81-3.85) liefern fiinf Formulierungen des
Massenwirkungsgesetzes. Um das Gleichungsystem zu schliessen, werden noch die
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Neutralitdtsbedingung und zwei Elementenbilanzen hinzugezogen. Das Gleichungs-
system, dessen Losung das Konzentrationsfeld aller Reaktionspartner bestimmt, er-
gibt sich zu

CHIS CH3;0+

0 = — Kprsa ,
CHIS+
CHIS+ CH30+
0 = —/——— — Kpisa,
CHrs++
CHIS— CH30+
0 = —————— — Kpyiss,
CHIS
CMES- CH3;0+
0 = ———— — Kygs,
CMES
0 = cmorcon- — Kw,
0 = cmyo+ + CHrs+ + 2CH1S++ — COH- — CHIS- — CMES—
0 = curso— CHIS — CHIS+ — CHIS*++ — CHIS—»
0 = cmESO— CMES — CMES- -

Die Anfangskonzentrationen an MES und HIS sind jeweils cprso = cypso = 5 -
1073mol /dm3. Die Werte der Gleichgewichtskonstanten in den entsprechenden Ein-
heiten mol/dm?® bzw. (mol/dm?)? sind aus den Arbeiten von Hirokawa und Kiso
(1983) und Ermakov et al. (1995) entnommen und in Tabelle 3.2 zusammengefafit.
Die Gleichgewichtskonzentrationen des Elektrolyts in mol /dm? ergeben sich entspre-
chend Tabelle 3.3. Bei einer Standardkonzentration von ¢® = 1mol/dm? ergibt sich

log(KHIS’l) = -6,04

10g(KHIS,2) = —1,82

log(Kw) = -14

IOg(KH[&g) = —9,17

log(Kres) = -6,095

Tabelle 3.2: Gleichgewichtskonstanten der Elektrolytreaktionen.

crs = 2,577 - 1073

curs+ = 2,42 - 1073

cyrs++ = 1,37 - 10~

CHrs— = 2, 033 - 1076

CMES — 2, 58 - 1073

cvEs- = 2,42 - 1073

CH30+ — 87 57 . 10_7 COH* - ]., ].7 . 10_8
Tabelle 3.3: Gleichgewichtskonzentrationen des Elektrolyts.

mittels Gleichung (2.42) eine Ionenstéirke von I = 2,43-1073. Unter Verwendung von
Gleichung (2.8) und der relativen Dielektrizitétszahl ep,0 = 80 von Wasser ergibt
sich bei einer Temperatur von T' = 293 K eine Debye-Linge von Ip = 6,21 -10""m.
Damit ist die Voraussetzung lp < dj fiir die asymptotischen Losungen der elektri-
schen Potentialverteilung und der Stromung zweifellos erfiillt.

Zur Bestimmung der scheinbaren Wandladungsdichte sind im Vorfeld Messungen
durchgefiihrt worden, da der Zusammenhang (2.50) zum Zeitpunkt der Simulation
nicht bekannt war. Anhand der Messungen wird eine mittlere elektroosmotische
Geschwindigkeit bestimmt, die einen Wert von ¢- = 3,2-107*C'/m? fiir die scheinbare
Wandladungsdichte ergibt. Der Zusammenhang (2.50) liefert einen Wert, der um ca.
30% hoher ist.
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3.3 Numerische Simulation des Modells 1

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber das numerische Verfahren, den Simula-
tionsablauf und die Randbedingungen gegeben. Bei den mathematischen Formulie-
rungen zum Modell I werden isotherme Verhéltnisse unterstellt. Da am Ende dieses
Kapitels alle wichtigen Konzentrationen und Parameter ermittelt sind, soll eine iiber-
schlagsméfige Berechnung der Temperaturerhchung die Richtigkeit der Annahmen
belegen.

3.3.1 Numerisches Verfahren

Eine exakte analytische Losung fiir die Erhaltungsgleichungen der Masse, des Im-
pulses, etc. ist in der Regel nicht vorhanden. Exakte Losungen existieren nur fiir
einfache Fille, welche eher akademischen Charakter besitzen. Zur nidherungsweisen
Losung partieller Differentialgleichungen in komplexen Geometrien eignen sich Ver-
fahren wie die Finite-Differenzen— (FDM), die Finite-Volumen— (FVM) oder die
Finite-Elemente-Methode (FEM). In der vorliegenden Arbeit wird das kommerzi-
elle Finite-Elemente-Programm FIDAP 8.7.2 genutzt. Bei der Finite-Elemente—
Methode wird das Simulationsgebiet in kleine, einfache und endliche Teilgebiete,
sprich die finiten Elemente, unterteilt. Im néchsten Schritt werden Ansatzfunktio-
nen fiir die Losung innerhalb der finiten Elemente definiert. Die Ansatzfunktio-
nen werden dann in das Differentialgleichungssystem eingesetzt, das in einer Va-
riationsformulierung vorliegt. Die Koeffizienten der Ansatzfunktionen werden unter
Beriicksichtigung der Anfangs— und Randbedingungen in einer Art und Weise be-
stimmt, daf§ ein Fehlerminimum erreicht wird. Numerische Verfahren liefern generell
nur Losungen, die ndherungsweise der exakten mathematischen Loésung entspre-
chen. Die Abweichungen beruhen auf einer endlichen Anzahl von Diskretisierungen,
was Diskretisierungs—, Rundungs— und Abbruchsfehler bedingt. Es ist wichtig fest-
zustellen, welche Verfahren im CFD-Programm verwendet werden sollten, um ein
optimales Ergebnis zu erzielen. Die geeigneten Einstellungen des numerischen Ver-
fahrens werden durch eine Verifikation der Software iiberpriift. Die Verifikation zur
Elektroosmose ist von Meisel (2004) durchgefithrt. Eine weitere Verifikation zum
(elektrophoretischen) Stofftransport findet sich im Anhang dieser Arbeit.

Zur Durchfithrung der numerischen Simulation werden vierseitige Elemente mit An-
satzfunktionen zweiter Ordnung fiir die Geschwindigkeiten, das elektrische Potential
und den Stofftransport verwendet. Zur Beschreibung des Druckes in einem Element
dient eine lineare Ansatzfunktion. Der Verlauf des Druckes zwischen zwei Elementen
ist stetig, was bedeutet, daf§ die Freiheitsgrade des Druckes auf den vier Eckkno-
ten des Elementes und nicht auf den Knoten innerhalb des Elementes liegen. Als
Zeitschrittverfahren wird ein implizites Trapez—Verfahren zweiter Ordnung verwen-
det. Dabei wird der Préadiktor—Schritt aus einer Adams-Bashforth—Formulierung
erhalten, wiahrend der Korrektor—Schritt eine Trapezregel nutzt. Das resultierende
nichtlineare Gleichungssystem wird vollstindig gekoppelt gelost, da diese Methode
fiir zweidimensionale Probleme ein effizienterer Losungsansatz als eine Entkopplung
der Gleichungen darstellt (vgl. FIDAP 8 Theory Manual (1998)).
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3.3.2 Simulationsequenz und Randbedingungen

Die Beschrinkung auf eine zweidimensionale Simulation und die vermiedene Auflésung
der elektrischen Doppelschicht verringern den Simulationsaufwand wesentlich. Das
Simulationsgebiet und die Anzahl der Gleichungen bleiben jedoch zu umfangreich
fiir eine allumfassende Simulation. Demzufolge wird die Simulation zeitlich in einen
Injektions— und einen Trennvorgang unterteilt. Die Ergebnisse des Injektionsvor-
gangs dienen dabei als Anfangsbedingung fiir den Trennvorgang. Die zeitliche Un-
terteilung erlaubt eine erhebliche Reduktion des Rechengebietes des jeweiligen Vor-
gangs. Auf eine Einbeziehung der Elektroden in den Stofftransport kann aufgrund
der grofien Fliissigkeitsreservoirs verzichtet werden. Der Potentialabfall am Uber-
gang Elektrode—Fliissigkeit wird vernachléssigt, es wird vielmehr angenommen, dafl
das Potential der Elektrode ungestort auf die Fliissigkeit iibergeht.

Injektion

Bei der Simulation des Injektionsvorgangs wird das Simulationsgebiet auf den ver-
tikalen Injektionskanal mit den angrenzenden Reservoirs reduziert. Die seitlichen
Kanalabschnitte des Trennkanals werden ab einer Lénge von 10d, vernachléssigt,
da dort kein Potentialgradient und keine Stromung zu erwarten sind. Die so entste-
henden Grenzen des Trennkanals werden im folgendem mit Schnittkanten bezeich-
net. Das Gebiet ist in Abbildung 3.7 dargestellt und wird mit Simulationsgebiet
Injektion I bezeichnet. In Abschnitt 3.2.2 wird erldutert, dal zur Berechnung der

Simulationsgebiet Injektion I fir stationare
Stromung u. elektr. Potentialverteilung.

Abbildung 3.7: Darstellung des unterteilten Simulationsgebiets fiir den Injektions-
vorgang.

Potentialverteilung eine Laplace-Gleichung geniigt. Dies bedeutet, dafi das Potenti-
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al zwar die Stromung und den Stofftransport beeinfluflt, aber der umgekehrte Fall
nicht gegeben ist. Es besteht eine Einweg—Kopplung zwischen Potentialverteilung
und Strémung bzw. Stofftransport. Daher wird zuerst ein auf die Stromung und das
elektrische Potential angepafites Rechengitter erstellt und das stationdre Geschwin-
digkeitsfeld und die Potentialverteilung berechnet. Dazu wird eine Potentialdifferenz
von Ay = 500V zwischen den beiden Elektroden angelegt. Das dimensionslose Po-
tential an der unteren Elektrode betrigt dann @311 = 1 und an der oberen Elektrode
®y; = 0. An allen Winden und an den Schnittkanten der seitlichen Kanile wird die
durch die asymptotische Anpassung gewonnene elektrische Randbedingung (3.29)
verwendet. Dabei bezieht sich der Ursprung des lokalen Koordinatensystems der
Schnittkanten immer auf die angrenzende Kanalwand. Fiir die Schnittkanten lautet
die entsprechende Randbedingung daher ® ¢ = 0 anstatt &y = 0. Als kinematische
Randbedingungen an den Wénden dienen die Gleichungen (3.74-3.75), welche eben-
falls durch die asymptotische Anpassung abgeleitet sind. An den Schnittkanten der
seitlichen Kanile werden die kinematischen Randbedingungen einer eingelaufenen
Stromung Vi = Ui = 0 verwendet.

In der Realitéit dndert die Stromung den Fliissigkeitsstand in den Reservoirs. Das
kann in einem zweidimensionalen abgeschlossenen Gebiet nur durch modifizierte
Randbedingungen modelliert werden. An den Elektroden ist physikalisch gesehen
die Haftbedingung zu stellen. Um eine Durchstréomung des Simulationsgebiets zu
ermoglichen, wird jedoch in der wandnormalen Richtung die Randbedingung der
eingelaufenen Strémung verwendet. Damit wird die Anderung des Reservoir-Fiill-
standes in der dritten Raumrichtung mittels durchléssiger Elektroden modelliert.
Bestimmend fiir das Geschwindigkeitsfeld bleiben die Verhéltnisse an den Reser-
voirwénden und am Ubergang Reservoir-Kanal. Diese werden trotz dieses Modells
richtig wiedergegeben. Daher erscheint die Vorgehensweise sinnvoll.

Mit den Ergebnissen der stationédren Simulation kann das Simulationsgebiet weiter
verkleinert werden. Dazu werden die Reservoirs und deren Uberginge in den Kanal
abgeschnitten. Es ergibt sich ein neues Simulationsgebiet, welches in Abbildung 3.7
mit Injektion II bezeichnet ist. Das verkleinerte Rechengebiet kann nun auf die (fei-
nere) Gitterweite des Stofftransportes diskretisiert werden. Prinzipiell ist es moglich,
die Ergebnisse der stationéiren Rechnung auf das verfeinerte Gitter zu interpolieren
und nur die Stofftransportgleichung zu 16sen. Da dies eine aufwendige Programmie-
rung erfordert, erscheint es einfacher, die Potentialverteilung und das Stromungsfeld
auf dem feineren Gitter zu losen.

Die elektrischen und kinematischen Randbedingungen an den Kanalwinden und
an den seitlichen Schnittkanten der Kanile werden iibernommen. An der unte-
ren Schnittkante des Injektionskanals werden das elektrische Potential <f>12 und die
Geschwindigkeiten 012,‘712 implementiert, die aus der stationdren Rechnung zur
Verfiigung stehen. Die zeitlichen Anlaufvorgidnge der Stromung werden also ver-
nachléssigt. An der oberen Schnittkante des Injektionskanals wird fiir das elektri-
sche Potential der aus der stationéiren Simulation gewonnene Wert ®,, genutzt. Dies
gilt ebenso fiir die wandnormale Geschwindigkeit Vas. Als Randbedingung fiir die
wandtangentiale Geschwindigkeit dient die Bedingung U ¢ = 0. Dain diesem Simula-
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tionsgebiet der Stofftransport berechnet wird, miissen fiir diesen Randbedingungen
formuliert werden. Unter der Annahme, da8 es {iber die Mef3zeit zu keiner Verarmung
und Auftrennung der Analyspezies im Reservoir kommt, kann die Anfangskonzen-
tration aller Analytspezies C'1; = 1 als Randbedingung an der unteren Schnittkante
des Injektionskanal angesetzt werden. An den Kanalwénden, den Schnittkanten der
seitlichen Kanile und der oberen Schnittkante des Injektionskanals wird fiir den
Stofftransport die Randbedingung C; ¢ = 0 bzw. C; - = 0 verwendet. Die Dauer der
Injektion betriagt drei Sekunden.

Trennung

Eine dem Injektionsvorgang entsprechende Vorgehensweise wird beim Trennvorgang
angewandt. Dazu wird die Struktur des Mikrokanals auf den horizontalen Trennkanal
mit den angrenzenden Reservoirs reduziert. Die vertikalen Abschnitte des Injektions-
kanals werden ab einer Distanz von 10 dy zur Kreuzung vernachléssigt. Abbildung
3.8 zeigt das Simulationsgebiet, welches mit Trennung I bezeichnet wird. In die-
sem Gebiet wird in einem ersten Schritt die Potentialverteilung und die stationére
Stromung errechnet. Dazu wird eine Potentialdifferenz von Ay = 3000V, und in
einer zweiten Simulation Apg = 4000V, zwischen den beiden Elektroden angelegt.
Das dimensionslose Potential an der linken Elektrode entspricht dann ®5; = 1; an
der rechten Elektrode gilt (f41 = 0. An den Kanalwédnden und den Schnittkanten
sind die elektrischen und kinematischen Randbedingungen analog zum Injektions-
vorgang. Im zweiten Schritt werden die Uberginge zu den Reservoirs und die Re-

Simulationsgebiet Trennung I fur stationare
Strémung und elektr. Potentialverteilung

uSlmuIat|onsgeb|et Trennung Il !
'mit Stofftransport i

Abbildung 3.8: Darstellung des unterteilten Simulationsgebiets fiir den Trennvorgang.

servoirs vom Trennkanal abgeschnitten. Es entsteht das Simulationsgebiet Trennung
II, in dem zusétzlich der Stofftransport berechnet wird. An den Schnittkanten des
Trennkanals werden die aus der stationdren Rechnung gewonnenen elektrischen Po-
tentiale <b32 und <b42 als Randbedingung verwendet. Ebenso werden an der linken
Schnittkante die errechneten Geschwindigkeiten Usy und Viy implementiert. An der
rechten Schnittkante wird fiir die wandtangentiale Geschwindigkeit die Randbedin-
gung der eingelaufenen Strémung und fiir die wandnormale Geschwindigkeit die
stationédr errechnete Geschwindigkeit 1742 iibernommen. Zur Simulation des Stofl-
transportes wird das Konzentrationsfeld des Analyts, welches sich am Ende des
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Injektionsvorgangs einstellt, als Anfangsbedingung iibernommen. Dazu werden die
Werte des Gebiets Injektion II auf das Gebiet Trennung II interpoliert. An der lin-
ken Schnittkante des Trennkanals ist die Randbedingung fiir die Konzentration aller
Spezies C;3 = 0. An der rechten Schnittkante des Trennkanals, den Kanalwénden und
an den Schnittkanten des Injektionskanals wird wiederum Cjy = 0 bzw. C; ¢ = 0
gefordert. Die Simulation wird solange durchgefiihrt, bis die letzte Spezies des auf-
getrennten Analyts den Detektor passiert hat. Der Detektor ist in einem Abstand
von lpe = 0,072 m von der Kreuzungsmitte positioniert.

3.3.3 Abschitzung der Temperaturerh6hung

In diesem Abschnitt wird, basierend auf einer stationéren integralen Energiebilanz,
eine Abschatzung der Temperaturerhohung gegeben. Zur Vereinfachung wird das
System auf den Trennkanal mit der Lange [ = 0,085 m reduziert. In erster Naherung
ist die Anderung des Enthalpiestromes, die Summe aus der Jouleschen-Wérme und
der Wéarme, die iiber die Kanalwénde abflieft. Es ergibt sich

Ty + T
pCpU(T2 — Tl)d02 ~ Sd02l — 40~/W( 2t 1

— Tyw)dol . (3.86)

Hierin ist T} die Temperatur des Elektrolyts am Eintritt und 73 die Temperatur am
Austritt des Kanals. T, ist die Temperatur der Kanalwand. Zur Abschéitzung des
Wiérmestroms iiber die Wand ist die Fliissigkeitstemperatur linear zwischen Ein-
und Austritt gemittelt. Der Quellterm $ beruht bei Elektroneutralitéit iiberwiegend
auf der Elektrophorese des Elektrolyts, geméaf3

s~ oV, (3.87)

Zur weiteren Vereinfachung wird angenommen, dafl der Potentialgradient V¢ im
Kanal konstant ist. Sein mittlerer Wert wird mit dem maximalen Potential Ay =
4000 V', welches wiahrend des Trennvorgangs angelegt wird, und dem zugehdrigen
Elektrodenabstand [y = 0,087 m gebildet und errechnet sich zu
A Vv
Vo~ 2P0 w6100 (3.88)
lE m
Die Leitfdhigkeit o kann aus der Leitfahigkeit der wichtigsten Inhaltsstoffe des Elek-
trolyts abgeschétzt werden. Die Konzentrationen der iibrigen Inhaltsstoffe des Elek-
trolyts und des Analyts sind viel kleiner. Die Leitfahigkeit ergibt sich zu

o~ F(zprs+Agrs+curst + 2mups-Ames-cups-) = 0,013 S/m. (3.89)

Die elektrische Potentialdifferenz induziert damit einen Energieeintrag von s =
28 W/cm?. Fiir eine schleichende Strémung (Re < 1) ergibt sich nach Obot (2000)
ein Zusammenhang zwischen Nusselt— und Prandtl-Zahl von

Qg dh

Nu = =0,02 Pro*. (3.90)

w
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Hierin ist dj, der hydraulische Durchmesser des Kanals, der bei einem quadratischen
Kanal der Kanalweite dy entspricht. Die Prandtl-Zahl fiir Wasser bei T' = 293 K
betriagt Pr = 7,82; die Warmeleitfahigkeit ist A, = 0,6 W/(m K). Daraus errechnet
sich ein Wirmeiibergangskoeffizient von a,, = 546 W/(m?K). Weiterhin soll die An-
nahme getroffen werden, dafl die Temperatur des Mikrochips der Raumtemperatur
entspricht. Unter Verwendung der Dichte von Wasser p = 1000 kg/m?, der spezi-
fischen Warmekapazitiat ¢, = 4,2k.J/(kg K), und einer mittleren Geschwindigkeit
vonu = 1,5 -1073m/s kann Gleichung (3.86) gelost werden. Es ergibt sich eine Tem-
peraturerhohung von AT ~ 1,5 K fiir den Elektrolyt. Diese Temperaturerhohung
beeinflufit die Stoffwerte des Systems nicht nennenswert, so dafl eine isotherme Be-
handlung gerechtfertigt erscheint.

3.4 Simulationsergebnisse fiir das Modell I

In diesem Abschnitt werden ausgewéhlte Ergebnisse des Potentials, der Stromung
und des Stofftransports vorgestellt und diskutiert. Da die Simulation in einen Injek-
tions— und einen Trennvorgang unterteilt ist, werden die Ergebnisse ebenso prisen-
tiert. Die Auswahl der Ergebnisse beschréinkt sich auf die Simulationen mit der Po-
tentialdifferenz Apy = 3000V und auf den Ubergang des Probenreservoirs zum In-
jektionskanal und den Bereich der Kreuzung von Injektions— und Trennkanal. Beim
Trennvorgang wird auf die Darstellung von elektrischem Potential und Stromung
am Ubergang Reservoir-Trennkanal verzichtet, da die gleichen Verhiltnisse wie
am Ubergang Probenreservoir-Injektionskanal herrschen. Im AnschluB werden die
zeitabhéngigen Konzentrationsverldufe an der Position des Detektors diskutiert und
mit experimentellen Daten verglichen.

3.4.1 Injektion

Ubergang Probenreservoir-Injektionskanal

Abbildung 3.9 zeigt die Isolinien des elektrischen Potentials im Ubergangsbereich des
Probenreservoirs zum Injektionskanal zur Zeit der Injektion. Es konnen drei Bereiche
unterschieden werden. Im Reservoir ist der Abstand der Isopotentiallinien zueinan-
der erheblich, der wandtangentiale Potentialgradient ist sehr klein. Am Ubergang
des Reservoirs zum Injektionskanal sinkt der Abstand, dementsprechend steigt der
wandtangentiale Potentialgradient an. Im geraden Teil des Injektionskanals sind die
[sopotentiallinien dquidistant; der wandtangentiale Potentialgradient besitzt einen
konstanten Wert. Im Hinblick auf die kinematische Randbedingung (3.74) ist zu
erwarten, dal der Elektrolyt, ausgehend vom Reservoir, in den Injektionskanal be-
schleunigt wird. Im geraden Teil des Injektionskanals wird der Elektrolyt dagegen
mit konstanter Geschwindigkeit durch den Kanal geférdert. Abbildung 3.10 zeigt die
korrespondierende Stromung anhand von Stromlinien. Alle aufgrund des Potential-
verlaufs diskutierten Eigenschaften des Stromungsfelds treffen zu. In Ubereinstim-
mung mit den schwachen Potentialgradienten sind nur kleine Geschwindigkeiten
an der Reservoirwand vorhanden. Geht man vom Probenreservoir in den Injekti-
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Abbildung 3.9: Elektrisches Potential am Ubergang Probenreservoir—
Injektionskanal wahrend des Injektionsvorgangs.

STROMFUNKTION
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Abbildung 3.10: Stromlinien am  Ubergang Probenreservoir-Injektionskanal
wahrend des Injektionsvorgangs.

onskanal, vermindert sich der Abstand der Stromlinien, was einer Erhohung der Ge-
schwindigkeit entspricht. Im geraden Kanalabschnitt ist der Abstand der Stromlinien
konstant, die Geschwindigkeit iiber die Kanalweite ist entsprechend gleich. Es bildet
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sich ein pfropfenformiges Geschwindigkeitsprofil aus. Als beispielhafter Geschwindig-
keitsverlauf an der Position A des Kanals, ist in Abbildung 3.11 die wandtangentiale
Geschwindigkeit U iiber die wandnormale Koordinate Y aufgetragen. Aufgrund des

2.0

0.0 . .
0.0 0.5 1.0

Yi-
Abbildung 3.11: Wandtangentiale Geschwindigkeit iiber die Kanalweite an der Po-
sition A wahrend des Injektionsvorgangs.

wandtangentialen Potentialgradienten hat sich eine Geschwindigkeit von U = 1,8
an der Kanalwand eingestellt. Mit wachsendem Wandabstand vermindert sich die
Geschwindigkeit geringfiigig zur Kanalmitte hin, um dann zur gegeniiberliegenden
Kanalwand wieder auf den gleichen Wert anzusteigen. Die Abnahme der Geschwin-
digkeit beruht auf viskosen Verlusten im Elektrolyt. Am Ein— und Ausgang sowie
im Kreuzungsbereich des Injektionskanals kommt es zu merklichen Anderungen der
Geschwindigkeit, die entsprechende Reibungskréfte verursachen. Die Reibungskrifte
miissen iiberwunden werden, was ein genau pfropfenférmiges Stromungsprofil in den
geraden Kanalabschnitten nicht zulésst.

Kreuzung

Das elektrische Potential im Kreuzungsbereich wihrend des Injektionsvorgangs ist
in Abbildung 3.12 dargestellt. Wiederum sind in den geraden Strecken des Injekti-
onskanals die Absténde der Isopotentiallinien homogen. Demzufolge sind die Poten-
tialgradienten konstant und es wird eine gleichméflige elektroosmotische Stromung
erwartet. Im Gegensatz dazu ist die elektrische Potentialverteilung in der Kreuzung
nicht homogen. Ausgehend vom unteren Teil des Injektionskanals nimmt der Potenti-
algradient zur Kreuzung hin ab. Im weiteren Verlauf, also zum oberen Teil des Injek-
tionskanals hin, steigt der Potentialgradient an und erreicht wieder einen konstanten
Betrag. Der rechte und der linke Teil des Trennkanals weisen keine merklichen Poten-
tialgradienten auf. Das Potential ist dort ndherungsweise konstant. Ausgehend von
der Potentialverteilung kann eine Verzégerung des Elektrolyts beim Erreichen und
eine Beschleunigung beim Verlassen der Kreuzung erwartet werden. In den abseits
der Kreuzung gelegenen Teilen des Trennkanals wird keine nennenswerte Stromung
erwartet.
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Abbildung 3.12: Elektrisches Potential in der Kreuzung von Injektions— und Trenn-
kanal wiahrend des Injektionsvorgangs.

Abbildung 3.13 zeigt die Stromlinien innerhalb des Kreuzungsbereichs fiir den In-
jektionsvorgang. Es wird deutlich, dafl die auf der Potentialverteilung basierenden
Annahmen zutreffen. Der Elektrolyt stromt mit nahezu konstanter Geschwindigkeit
durch die geraden Teile des Injektionskanals, was durch den konstanten Abstand der
Stromlinien zueinander indiziert wird. In der Kreuzung expandiert die Stromung zu
einem gewissen Grad in die seitlichen Teile des Trennkanals, um im weiteren Verlauf
wieder zu kontrahieren. In einigem Abstand von der Kreuzung bleibt die Fliissigkeit
im Trennkanal in Ruhe.

Die elektrische Potentialverteilung verursacht den konvektiven und elektrophoreti-
schen Transport der Analytspezies durch den Injektionskanal in den Kreuzungsbe-
reich. Als Beispiel fiir einen Inhaltsstoff des Analyts soll das Konzentrationsfeld der
Kaliumionen K dienen. Abbildung 3.14 zeigt das entsprechende Konzentrationsfeld
im Kreuzungsbereich am Ende des Injektionsvorgangs bei der dimensionslosen Zeit
7 = 30. Der Transportvorgang ist so weit fortgeschritten, dafl der komplette untere
Teil und die Kreuzung vollstindig, d.h. mit maximaler Konzentration C+ = 1,
gefiillt sind. Es ist weiterhin zu erkennen, daf§ Kaliumionen in die seitlichen Teile
des Trennkanals gelangen. In einigem Abstand zur Kreuzung ist der Trennkanal frei
von Kaliumionen. Zieht man das entsprechende Potential- und Stromungsfeld hin-
zu, stellt man fest, daf§ der Eintrag durch alle Transportprozesse verursacht wird.
Die Kaliumionen werden zum einen aufgrund der Expansion der Stromung kon-
vektiv in den Trennkanal transportiert. Zum anderen resultiert aus den Potential-
gradienten in der Kreuzung auch ein (schwécherer) elektrophoretischer Transport
in den Trennkanal. Letztendlich sorgt auch die Diffusion fiir ein weiteres Vordrin-



3.4 Simulationsergebnisse fiir das Modell 1 61

STROMFUNKTION

- -.1089E+01
---.1009E+01
---.9279E+00

6857E+00
-- -.6050E+00
---.56243E+00

I - -.1207E+00
I -- -.4000E-01

Y

L.

Abbildung 3.13: Stromlinien in der Kreuzung von Injektions— und Trennkanal
wahrend des Injektionsvorgangs.
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Abbildung 3.14: Konzentrationsfeld des Analyts K™ in der Kreuzung von
Injektions— und Trennkanal am Ende des Injektionsvorgangs.

gen in den Trennkanal. Die Ausbreitung der Ionen in den Trennkanal vermindert
die Trennleistung der Mikro—Elektrophorese-Einheit. Als Folge konnen weite, flache
Konzentrationspeaks am Detektor auftreten, die sich {iberschneiden (vgl. Abbildung
3.4). Durch einen komplexen Ablauf des Injektionsvorgangs, unter Verwendung von
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vier aktiven Elektroden, kann die Ausbreitung der Analyt-Ionen in den Trennkanal
minimiert werden (Lin et al. (2004b)).

3.4.2 Trennung

Kreuzung

Zur FEinleitung des Trennvorgangs wird eine Potentialdifferenz zwischen den zwei
horizontalen Elektroden angelegt. Abbildung 3.15 zeigt die entsprechende Potential-
verteilung im Bereich der Kreuzung anhand von Isopotentiallinien. Die Ergebnisse
dhneln qualitativ der Injektion, sind jedoch um 90° gedreht. Im Bereich der geraden
Abschnitte des Trennkanals sind die Potentialgradienten konstant, wiahrend sie in
der Kreuzung absinken bzw. ansteigen. Im angrenzenden Injektionskanal herrscht
ein gleichméafBiges Potential, d.h. der Potentialgradient verschwindet. Abbildung 3.16

ELEKTRISCHES
POTENTIAL
- 0.5360E-01

--0.1061E+00
--0.1587E+00

--0.8942E+00
--0.9467E+00
-- 0.9860E+00

Y
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Abbildung 3.15: Elektrisches Potential in der Kreuzung von Injektions— und Trenn-
kanal wiahrend des Trennvorgangs.

zeigt die Stromungsverhéltnisse im Kreuzungsbereich anhand von Stromlinien. In
den horizontalen Kanalabschnitten herrscht eine nahezu konstante Geschwindigkeit.
Beim Eintreten in die Kreuzung wird der Elektrolyt verzogert, um dann wahrend
des Verlassens wieder beschleunigt zu werden. Ausgehend vom Konzentrationsfeld
am Ende der Injektion (Abbildung 3.14) treiben die elektroosmotisch induzierte
Stromung und die Elektrophorese einen Analytpfropfen aus der Kreuzung in den
Trennkanal. Abbildung 3.17 zeigt das Konzentrationsfeld des Kaliumions zu einem
frithen Zeitpunkt des Trennvorgangs (7 = 1). Der Pfropfen hat zu diesem Zeitpunkt
die Kreuzung fast vollstdndig verlassen. Im mittleren Bereich des Pfropfens ist die
Konzentration am grofiten. Die Konzentration an den Réndern ist durch Diffusi-
onsvorginge verringert. Es kann weiterhin festgestellt werden, dafl alle beteiligten
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Abbildung 3.16: Stromlinien in der Kreuzung von Injektions— und Trennkanal
wahrend des Trennvorgangs.
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Abbildung 3.17: Konzentrationsfeld des Analyt K in der Kreuzung zum Zeitpunkt
7 =1 des Trennvorgangs.

Transportprozesse, also Konvektion, Diffusion und Elektrophorese, auch nach Been-
digung der Injektion, Analyt vom Injektionskanal in den Kreuzungsbereich einbrin-
gen. Dies vergroflert das Volumen des Analytpfropfens, was sich wiederum negativ
auf die Trennleistung auswirkt.
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3.4.3 Validierung anhand experimenteller Ergebnisse

Zur Validierung des Modells werden den Simulationen entsprechende Experimente
durchgefiihrt. Abbildung 3.18 zeigt den verwendeten MeBaufbau. Dieser besteht aus

Vorverstarker Leitfahigkeits- Elektrophorese-
detektor Mikrochip

Abbildung 3.18: Bild des MeBaufbaus.

dem in Kapitel 3.1 beschriebenen Mikrochip, einem Detektor und der Steuer— und
Auswerteelektronik. Als Detektor wird im Experiment ein kontaktloser Leitfihig-
keitssensor genutzt. Dieser besteht aus zwei Elektroden, die am Ende des Kanals
auf dem Chipdeckel plaziert sind, und den zugehorigen elektronischen Bauteilen.
Zwischen den Elektroden wird ein hochfrequentes elektrisches Feld erzeugt. Bei ei-
ner Anderung der Konzentrationen im Kanal zwischen den Elektroden &ndert sich
das elektrische Feld. Dies liefert ein Spannungssignal, welches proportional zur mo-
mentanen Leitfihigkeit ist. Da der Detektor ein endliches Meivolumen besitzt, kann
nur eine gemittelte Leitfahigkeit gemessen werden. Zur Bestimmung des Mef3volu-
mens benotigt man den Verlauf der Feldlinien im Detektor. Die Abweichung des
Mefivolumens und des Volumens, das durch die geometrischen Abmessungen des
Detektors begrenzt ist, wird {iblicherweise mit einer Zellkonstanten erfasst.

Die Leitfahigkeit der Fliissigkeit wird aufgrund der geringen Konzentrationen der
Analytspezies mafigeblich vom Elektrolyt bestimmt, dies bedingt die Grundleitfahig-
keit. Abweichungen von der Grundleitfihigkeit beruhen auf der Anwesenheit einer
oder mehrerer Analytspezies im Mefivolumen. Die Umrechnung der Leitfahigkeits-
differenz in die Konzentration einer Analytspezies gelingt nur bei vollstiandig ge-
trennten Peaks (vgl. Abschnitt 3.1). Die direkte Bestimmung der Ionenart ist bei
diesem Mefverfahren nicht moglich. Bei bekannten Mobilitdten der Analytspezies
und bei vollstdndiger Trennung, ist eine Zuordnung und die Berechnung der Kon-
zentrationen jedoch durchfiihrbar.
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Abbildung 3.19 zeigt die experimentell bestimmten und die simulierten Konzentra-
tionsverlaufe am Detektor iiber die Zeit des Trennvorgangs, fiir zwei verschiedene
Potentialdifferenzen. Die aus den Experimenten gewonnenen Konzentrationsverldufe
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Abbildung 3.19: Simulierte und gemessene Konzentration des Analyts am Detektor
iiber die Trennzeit, fiir zwei unterschiedliche Potentialdifferenzen.

werden als gestrichelte Linie gezeigt. Es sind drei klar getrennte experimentelle Kon-
zentrationspeaks zu erkennen, so dal Art und Konzentration eindeutig den jeweili-
gen Analytspezies zugeordnet werden kann. Der experimentelle Konzentrationspeak
mit der kiirzesten Verweilzeit ist den Kaliumionen zuzuordnen, da diese die hoéchste
Mobilitat besitzen. Es folgen die Peaks der Natrium— und der Lithiumionen. Die
simulierten Konzentrationsverlaufe sind farbig abgebildet. Bei der hoheren Potenti-
aldifferenz ergeben sich fiir alle Spezies generell kiirzere Verweilzeiten im Vergleich
zur niedrigen Potentialdifferenz. Dies ist zu erwarten, da die héhere Potentialdif-
ferenz hohere elektroosmotische und elektrophoretische Geschwindigkeiten verur-
sacht. Der Vergleich von experimentellen und simulierten Verlaufen zeigt eine gute
Ubereinstimmung. Bei beiden Potentialdifferenzen erscheinen die simulierten Kon-
zentrationsmaxima jedoch frither als die experimentellen Konzentrationsmaxima.
Die Abweichung ist kleiner als 10%, erscheint aber systematisch. Eine systemati-
sche Abweichung kann in diesem Fall nur durch die Elektroosmose erklart werden.
Jede Ungenauigkeit der physikochemischen Eigenschaften des Systems Kanalwand—
Elektrolyt, in Form der Charakteristika der EDL wie ¢¢ oder [p, &ndert die elektroos-
motische Transportgeschwindigkeit. Die scheinbare Wandladungsdichte wird mittels
des elektroosmotischen Transports eines Markers, in diesem Fall eines Wasserpfrop-
fens im Elektrolyt, experimentell bestimmt. Ungenauigkeiten konnen etwa durch die
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Diffusion des Elektrolyts in den Wasserpfropfen entstehen. Ebenso herrscht an der
Position des Wasserpfropfens eine hohere Wandladungsdichte, da weniger Gegenio-
nen eine schwéchere Abschirmung der Wandladungen verursachen. Es ist also mit
hoheren lokalen Geschwindigkeiten zu rechnen.

Gute Ubereinstimmung zeigt sich auch zwischen den absoluten Werten der Konzen-
trationsverldufe. Hier sind alle errechneten Konzentrationen geringfiigig hoher als
die experimentell bestimmten. Dies kann in der zweidimensionalen Simulation und
im Mittelungsverhalten des Detektors begriindet sein. Die Zellkonstante des De-
tektors und damit das genaue Meflvolumen sind unbekannt. Zur Abschétzung des
MeBvolumens wird deshalb die Detektorldnge verwendet.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daf aufgrund der guten Ubereinstim-
mung der integralen Ergebnisse die essentiellen physikochemischen Eigenschaften des
Systems Mikro—Elektrophorese-Einheit, Elektrolyt und Analyt in guter Genauigkeit
im Modell abgebildet sind. Die in Kapitel 3.2 getroffenen Annahmen und Vereinfa-
chungen geniigen der Simulation der elektrokinetischen Transportprozesse. Fiir eine
genauere Modellierung sind sicherlich dreidimensionale Simulationen einerseits, und
zur Validierung lokale Messungen der Geschwindigkeits— und Konzentrationsfelder
andererseits, notwendig.

3.5 Formulierung der Bilanzgleichungen fiir Mo-
dell 11

Wie schon in den vorherigen Kapiteln erwéhnt, wird bei inhomogener Konzentra-
tion der Fall eintreten, dafl die physikochemischen Verhéltnisse durch das Modell I
nicht mehr addquat beschrieben werden. Eine inhomogene Konzentration tritt etwa
dann auf, wenn der Analyt in einer anderen Fliissigkeit als dem Elektrolyt gelost
ist. Das wird in vielen Anwendungen der Fall sein. Eine typische und gesetzlich
vorgeschriebene Anwendung in der Lebensmittelanalytik ist die Bestimmung des
Ionengehalts von Mineralwéssern. In diesem Fall ist das Losungsmittel Wasser. Als
Elektrolyt in der Mikro-Elektrophorese-Einheit wird jedoch kein Wasser verwen-
det, weil die Leitfdhigkeit von Wasser sehr gering ist. In diesem Kapitel wird nun
Modell I so erweitert, dafl das entstehende Modell II den neuen Anforderungen ent-
spricht. Dabei bleiben die relevanten Fliissigkeiten auf verdiinnte wéfirige Losungen
beschrankt. Beispielhafte numerische Simulationen werden dann fiir das bekannte
System Elektrolyt—Analyt aus Abschnitt 3.2.5 durchgefiihrt.

3.5.1 Mathematische Formulierung des elektrischen Poten-
tials und der Elektroosmose

Im Kapitel 2.4 wird diskutiert, dafl bei einem Elektrolyt mit inhomogenem Konzen-
trationsfeld der dieelektrische Ansatz zur Beschreibung des elektrischen Potentials
nicht ausreicht. Die Formulierung mufl modifiziert werden. Dazu wird ebenso eine
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Unterteilung des Gebiets in EDL und Fliissigkeitskern vorgenommen. Die Poten-
tialverteilung innerhalb der EDL setzt sich zusammen aus dem selbstinduzierten
Potential ¢;, welches durch die Wandladung verursacht wird, und aus dem Potenti-
al ¢,, das durch die externe Potentialdifferenz verursacht wird. Das selbstinduzierte
Potential ist von elektrostatischer Natur und unabhéngig vom externen Potential.
Innerhalb der EDL ist der Potentialgradient des externen Potentials sehr viel klei-
ner als der Potentialgradient, der durch die Wandladung induziert wird. Dies hat,
unabhéngig von einem elektrostatischen oder einem elektrodynamischen Ansatz, ein
(nahezu) konstantes externes Potential in wandnormaler Koordinatenrichtung zur
Folge. Daher wird innerhalb der EDL, bei gleichzeitiger Vernachléssigung der schwa-
chen Abhéngigkeit der Dielektrizitdtskonstanten von der Konzentration, Gleichung
(3.30) aus Modell I zur Beschreibung des Potentials iibernommen.

Zur Beschreibung des Potentials aulerhalb der EDL wird die elektrodynamische
Formulierung (2.40) genutzt. Im Kern der Fliissigkeit soll die Elektroneutralitiat gel-
ten. Die Diffusionskoeffizienten sollen unabhéngig von der Konzentrationséanderung
sein. Die Gleichung ergibt sich dann in zweidimensionaler, kartesischer Notation zu

03Pai + OgPag + 0(Paiz + Pagy) = —F Z 2 Di(Ci 5z + Cigg) - (3.91)

Eine Entdimensionierung mit den skalierten Variablen XY, C;, ®, und der dimen-

sionslosen Leitfihigkeit .
o

> = (3.92)
0o
ergibt
0800 (5§ 4 Bb, 45D, oo+, os Z c+Civs). (3.93)
C()Fl/ X Fa,X Y Ta,Y a,XX YY SCZ Y'Y
Die Skala zur Entdimensionierung der Leitfahigkeit kann zu
coF'v
oy = 3.94
=% (394)

bestimmt werden. Da die Schmidt-Zahlen S¢; i.d.R. grole Werte annehmen, kann
die rechte Seite der Gleichung vernachlissigt werden. Die Gleichung zur Beschrei-
bung des elektrischen Potentials aulerhalb der EDL ergibt sich damit in fithrender
Ordnung zu

S5 + Sy, y +2(0, x5 + O, yy) =0. (3.95)
Als Ubergangsbedingung der EDL zum unbeeinfluten Kanal ergibt sich, mit Hilfe
der asysmptotischen Anpassung, wiederum die Gleichung (3.29).

Unter der Voraussetzung einer verdiinnten Losung sind die Dichte und Viskositat der
Fliissigkeit nahezu unabhéngig von der lokalen Konzentration. Die mathematische
Formulierung der Elektroosmose wird daher direkt aus Modell I iibernommen. Im
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Stromungskern wird das Gleichungssystem (3.47-3.49) numerisch gelost. Als Uber-
gangsbedingungen fiir die wandnormale und ~tangentiale Geschwindigkeit, sowie fiir
den Druck, dienen die Gleichungen (3.74-3.76). Im Gegensatz zu Modell I ist jedoch
die wandtangentiale Geschwindigkeit von der lokalen Konzentration abhéngig. Der
Parameter

_ A
i, — %lpAg
uodoft

beinhaltet als physikochemische Eigenschaften des Systems Elektrolyt—Kanalwand
die Debye-Léinge Ip und die scheinbare Wandladungsdichte g.. Diese werden mit
den Zusammenhéngen (2.14) und (2.50) als Funktion des dekadischen Logarithmus
der lokalen Gegenionenkonzentration pC' ausgedriickt. Es ergibt sich somit die Uber-
gangsbedingung:

3 3 _ N
Urc(r, %,0) = 0= @PC)ereoleo g (3.96)
(T ’

3.5.2 Mathematische Formulierung des Stofftransports und
der Chemie

Aufgrund der geringen Konzentrationen von Analyt und Elektrolyt wird von kon-
stanten spezifischen Diffusionskoeffizienten und Mobilitdten ausgegangen. Fiir die
Bestandteile des Analyts bleibt die in Abschnitt 3.2.4 verwendete Formulierung
(3.78) eine treffende Beschreibung des Stofftransports. Durch die inhomogene Kon-
zentration des Elektrolyts ist die Einbeziehung seiner Inhaltsstoffe in den Stofftrans-
port notwendig. Hierzu werden Stofftransportgleichungen vom Typ (3.78) verwen-
det, jedoch miissen die ablaufenden Elektrolytreaktionen beachtet werden. Hierfiir
werden in die Stofftransportgleichungen der Elektrolytinhaltsstoffe Quell- bzw. Sen-
kenterme in der Form

o dci,r
" T
implementiert, um die Stoffumséitze der chemischen Reaktionen zu beschreiben.
Hierbei ist dC; , der notige Stoffumsatz der Spezies 7, der zu Einstellung einer Gleich-
gewichtszusammensetzung benétigt wird. Zur weiteren Modellierung der Reaktions-
terme wird die Reaktionslaufzahl

(3.97)

d¢ = Vld(]i,r (3.98)
eingefithrt. Die Reaktionslaufzahl besagt, dafi bei Ablauf einer chemischen Reakti-
on (bei konstantem Volumen) die Konzentrationsénderungen der Reaktionspartner
durch ihre stochiometrischen Koeffizienten miteinander gekoppelt sind. Die Reak-
tionslaufzahl soll in der Stofftransportgleichung dC;, ersetzen. Schlielich wird der
zeitabhéngige Term in der Stofftransportgleichung durch einen Riickwérts—Differenzen-
quotienten

) — ¢t
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diskretisiert. Hierbei indiziert j die Position auf der Zeitachse und A7 ist die Zeit-
schrittweite. Nach einigen Umformungen erhilt man fiir die Konzentration zum
aktuellen Zeitschritt

1
Re S¢;
+ oy +CI (3.100)

c] = _[(Uj - Ai@i,x)ci‘j,x - (Vj - AZ-CI)QY)CZY +

2

(Cz‘j,XX + Oz‘j,YY)]AT

Gleichung (3.100) kann fiir jeden Inhaltsstoff des Elektrolyts in das Massenwirkungs-
gesetz (2.43) eingesetzt werden. Es ergibt sich eine nichtlineare Gleichung, gemé&s

0=JJcr©-K. (3.101)

Diese Gleichung wird in jedem Iterationsschritt durch ein Newton—Verfahren nach
der Variablen £ gelost. Die Losung liefert den Betrag der Quell- bzw. Senkenterme.
Eine Verifikation des Verfahrens und ein Vergleich mit einem Arrhenius Ansatz sind
in Anhang D aufgefiihrt.

Auch die numerischen Simulationen zum Modell IT werden mit dem komplexen
MES-HIS-Puffersystem durchgefiihrt. Die relevanten chemischen Vorgénge sind bei
der Diskussion von Modell I vorgestellt worden. Der Elektrolyt besitzt acht Inhalts-
stoffe, so dafl zur vollstdndigen Beschreibung acht Stofftransportgleichungen geltst
werden miissen. Die Einbeziehung des Analyts ergibt weitere vier Stofftransportglei-
chungen. Dies bedeutet im Hinblick auf Speicherkapazitat und Rechenleistung, dafl
nur sehr kleine Geometrien mit vertretbarem Aufwand berechnet werden koénnen.
Es besteht aber die Moglichkeit, die chemischen Vorgénge auf die essentiellen Re-
aktionen zu begrenzen, und dennoch die wesentlichen Eigenschaften des Systems
abzubilden.

Durch eine Analyse der Gleichgewichtskonstanten lésst sich feststellen, dal die Re-
duktion von HIS gemif Reaktion (3.83) keine wesentliche Anderung der Konzen-
trationen verursacht. Ahnliches gilt fiir die Autoionisierung des Wassers gemifl Re-
aktion (3.85), die nur in sehr geringem Mafle stattfindet. Die Reduktion von HIS*
gemif Reaktion (3.82) ist thermodynamisch begiinstigt, das Gleichgewicht liegt also
auf der Seite von HIST. Der pH-Wert des Systems ist im relevanten Konzentrati-
onsbereich gepuffert, d.h. die Konzentration der Protonen ist konstant. Ubrig blei-
ben die Reduktion von HIS™ gemifl Reaktion (3.81) und die Reduktion von M ES
geméf Reaktion (3.84). In den Reaktionen sind noch die Protonen vorhanden, deren
Konzentration jedoch bekannt ist. Zieht man die Reaktionsgleichungen (3.81) und
(3.84) voneinander ab, so erhélt man

HIS(aq) + MES(ag) """ HIS*(ag) + MES (ag),  (3.102)
mit der Gleichgewichtskonstanten

Kygs

Kuis—ips = = 0,881. (3.103)

Krrsa
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In Reaktionsgleichung (3.102) sind nur noch vier Inhaltsstoffe vorhanden. Die Kon-
zentrationen der vernachléssigten Elektrolytbestandteile sind im Gleichgewicht um
GroBenordnungen kleiner als die einbezogenen. Die Eigenschaften des Elektrolyts,
wie z.B. die Leitfahigkeit oder der pC—Wert, werden durch die Vereinfachung kaum
beeintrachtigt. Anhand der modifizierten Gleichgewichtskonstanten ist somit sicher-
gestellt, dafl sich die Konzentrationen in sehr guter Naherung wie im vollstéandigen
System einstellen.

3.6 Numerische Simulation des Modells 11

Im vorliegendem Abschnitt werden die bei der numerischen Simulation des Mo-
dells II verwendeten Geometrien, der Simulationsablauf und die Randbedingungen
vorgestellt. Die numerischen Verfahren fiir Modell I werden auch fiir Modell IT beibe-
halten. Da die Potentialdifferenzen und Leitfidhigkeiten von gleicher Groflenordnung
sind, wird wie bei Modell I von isothermen Verhéltnissen ausgegangen.

Trotz der Vereinfachung der chemischen Verhiltnisse, sind zur numerischen Simula-
tion des Problems eine grofle Anzahl gekoppelter partieller Differentialgleichungen
zu 1osen. Dadurch ist die Grofle des Simulationsgebiets beschrankt und es werden nur
die Vorgénge in zwei ausgewéhlten Abschnitten der Mikro—Elektrophorese-Einheit
berechnet. Ausgeprigte zweidimensionale Felder kénnen an den Ubergangen der
Reservoirs in die Kanéle und an der Kreuzung erwartet werden. Aufgrund dessen
werden der Ubergang vom Probenreservoir in den Injektionskanal und die Kreu-
zung ausgewahlt. Abbildung 3.20 zeigt das erste Simulationsgebiet mit den Anfangs—
und Randbedingungen. Das erste Simulationsgebiet besteht aus einem Ausschnitt
des Probenreservoirs mit einer Breite von zwanzig und einer Hohe von acht Ka-
naldurchmessern. Daran schliefit sich ein Abschnitt des Injektionskanals mit einer
Léange von 16 Kanaldurchmessern an. Das Simulationsgebiet weist unterschiedliche
Anfangskonzentrationen auf. Im Reservoir ist die Konzentration aller Analytspezies
C;,.a = 1. Der Analyt ist in Wasser gelost und bedingt dadurch eine Verdiinnung
des Elektrolyts im Probenreservoir. Es stellt sich die Gleichgewichtsverteilung von
Chrs = Cyps = 0,258 und Cyrg+ = Cryps- = 0,242 ein. Diese Konzentration soll
im folgendem als verdiinnt bezeichnet werden. Im Injektionskanal ist die Anfangs-
konzentration aller Analytspezies null. Die Anfangskonzentrationen der Inhaltsstoffe
des unverdiinnten Elektrolyts sind im Vergleich zum Reservoir doppelt so grof3, also
CHIS = CMES = 0,516 und CHIS"’ = CMES— = 0,484

An den Kanalwénden werden die Randbedingungen analog zu Modell I verwendet.
Eine Ausnahme bildet die Randbedingung der tangentialen Wandgeschwindigkeit;
deren Konzentrationsabhéngigkeit wird durch Gleichung (3.96) beriicksichtigt. Auf-
grund der groflen Fliche des Reservoirs besitzt dieses einen kleinen elektrischen
Widerstand. Daher kann in guter Ndherung an den Schnittkanten des Reservoirs
das Potential der Elektrode <i>1 = 1 verwendet werden. Als kinematische Randbe-
dingungen dienen dort die Zusammenhiinge der eingelaufenen Strémung. Uber diese
Schnittkanten soll fiir die Simulationsdauer verdiinnter Elektrolyt und Analyt trans-
portiert werden. Daher werden die Reservoir-Konzentrationen als Randbedingung
verwendet. An der oberen Schnittkante des Injektionskanals wird das Potential mit
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Abbildung 3.20: Simulationsgebiet Ubergang Probenreservoir-Injektionskanal mit
Anfangs— u. Randbedingungen.

dem Wert von ®, = 0,9 angesetzt. Dieser Wert entspricht dem Potential an dem
entsprechenden Ort im Modell I. Dies ist eine Vereinfachung, da sich das Potenti-
al entsprechend der Leitfihigkeitsdnderungen zeitlich &ndern kann. Auch hier wer-
den die kinematischen Randbedingungen der eingelaufenen Stromung verwendet.
Fiir den Stofftransport aller Spezies des Elektrolyts und des Analyts an der oberen
Schnittkante des Injektionskanals wird C; ¢ = 0 verwendet.

Abbildung 3.21 zeigt das zweite Simulationsgebiet mit den Anfangs— und Randbe-
dingungen wahrend der Injektion. Das Rechengebiet besteht aus der Kreuzung mit
angrenzendem Injektions— und Trennkanal. Die Lange des Injektionskanals betriagt
das zwanzigfache der Kanalweite, die des Trennkanals das dreiffigfache. Zu Beginn
der Simulation ist kein Analyt im Kreuzungsbereich vorhanden und die Konzentra-
tionen des Elektrolyts sind unverdiinnt. An der unteren Schnittkante des Injektions-
kanals wird ein konstantes elektrisches Potential von ®; = 0,6 gesetzt. Die Konzen-
tration des Analyts an dieser Stelle ist C;4 = 1 und der Elektrolyt wird verdiinnt in
den Kanal eingetragen. An den Kanalwénden werden die gleichen Randbedingun-
gen wie im vorherigen Simulationsgebiet verwendet. An der oberen Schnittkante des
Injektionskanals ist der Wert des Potentials ®, = 0,5. Dort wird, wie auch an den
Schnittkanten des Trennkanals, als kinematische Randbedingung eine eingelaufene
Stromung angenommen und C; ¢ = 0 bzw. C; 3 = 0 fiir den Stofftransport gefordert.
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Abbildung 3.21: Simulationsgebiet Kreuzung mit Anfangs— u. Randbedingungen des
Injektionsvorgangs.

Die Anfangs— und Randbedingungen in der Kreuzung wéhrend des Trennvorgangs
werden in Abbildung 3.22 gezeigt. Als Anfangsbedingung fiir die Konzentrationen
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Abbildung 3.22: Simulationsgebiet Kreuzung mit Randbedingungen des Trennvorgangs.

aller Spezies dient das Konzentrationsfeld des letzten Zeitschritts der Injektion. Die
Randbedingungen an den Kanalwénden bleiben unveréndert. Entsprechend den Er-
gebnissen des Modells I, ist ein Potential von ®; = 0,9525 an der linken Schnitt-
kante des Trennkanals gegeben. Die Konzentration des Analyts an diesem Ort ver-
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schwindet, wihrend der Elektrolyt unverdiinnt ist. Weiterhin liegt eine eingelaufene
Stromung vor. An der rechten Schnittkante des Trennkanals besitzt das Potential
einen Wert von ®, = 0,940. Auch hier werden die Randbedingungen der einge-
laufenen Stromung und C; ¢ = 0 fiir den Stofftransport genutzt. An den Schnitt-
kanten des Injektionskanals verschwinden die Ableitungen des Potentials und der
Geschwindigkeiten. An der unteren Schnittkante ist die Konzentration des Elektro-
lyts unverdiinnt, wihrend die Konzentration aller Analytspezies eins ist. An der
oberen Schnittkante gilt fiir den Stofftransport C; ¢ = 0.

3.7 Simulationsergebnisse fiir das Modell 11

In diesem Abschnitt werden ausgewéhlte Ergebnisse zum Konzentrationsfeld, zum
elektrischen Potential und zur Stromung vorgestellt. Die Darstellung wird in einen
Injektions— und einen Trennvorgang unterteilt. Das Konzentrationsfeld des Elektro-
lyts wird exemplarisch am Histidinion HIS* gezeigt. Auf Konzentrationsfelder des
Analyts wird dann verzichtet, wenn gegeniiber Modell I keine neuen Erkenntnis-
se gewonnen werden. Als vorteilhaft erweist es sich, durch eine Uberlagerung von
Konzentrationsfeld und Potentialverteilung bzw. Konzentrationsfeld und Stromung,
deren Abhéngigkeiten zu veranschaulichen.

3.7.1 Injektion

Ubergang Probenreservoir-Injektionskanal

Abbildung 3.23 zeigt die Konzentration des Elektrolytbestandteils HIS* und die
zugehorige Potentialverteilung zur Zeit 7 = 2,5. Im unteren Teil der Geometrie,
also im Reservoir und in Teilen des Injektionskanals, besitzen die Konzentrationen
die Werte des verdiinnten Elektrolyts. Im oberen Teil des Injektionskanals ist die
unverdiinnte Konzentration vorhanden. Zu Beginn der Simulation sind beide Berei-
che am Ubergang des Reservoirs und des Injektionskanals durch eine scharfe Grenze
getrennt. Diese Grenze wird wihrend der Injektion durch die Stromung in den Ka-
nal beférdert. Konvektion und Diffusion vermischen die Bereiche unterschiedlicher
Konzentrationen und es bildet sich ein durchmischter Bereich aus. Vergleicht man
die Konzentrationsfelder aller Inhaltsstoffe des Elektrolyts, so stellt man fest, dafl
diese @hnlich sind. Insbesondere findet sich iiberall ein Anstieg der verdiinnten Kon-
zentrationen im Reservoir auf die unverdiinnte Konzentration im Injektionskanal.
Die (diffusiven) Grenzen zwischen beiden Bereichen liegen zu jeder Zeit, fiir alle
Elektrolytinhaltsstoffe, an nahezu identischer Stelle. Sie bewegen sich mit der elek-
troosmotischen Geschwindigkeit in den Injektionskanal. Die Abweichungen der Kon-
zentrationsfelder bleiben klein und sind durch die unterschiedlichen Diffusivitéaten
bedingt. Daher kann das Konzentrationsfeld eines Inhaltsstoffs als charakteristisch
fiir die Verteilung aller Elektrolytinhaltsstoffe angesehen werden. Die verschiedenen
elektrophoretischen Geschwindigkeiten der Elektrolytbestandteile beeinfluflen das
Konzentrationsfeld nicht. Die Elektrophorese fiihrt zu keiner Ladungstrennung und
zu keiner Konzentrationsverschiebung. Damit stimmt das Modell mit den Uberle-
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Abbildung 3.23: Konzentrationsfeld HISt und Isopotentiallinien am Ubergang
Probenreservoir-Injektionskanal wiahrend der Injektion.

gungen von Kohlrausch (1897) {iberein, der die reine elektrophoretische Migration
betrachtet. Er leitete ab, dafl es beim Anlegen einer elektrischen Potentialdifferenz
an einem unendlich langen Kanal, in dem ein verdiinnter Elektrolyt mit verschiede-
nen Konzentrationen geschichtet ist, zu keiner Konzentrationsverschiebung kommt,
wenn die Bestandteile in einem konstanten Verhéltnis zueinander stehen (vgl. An-
hang B).

Die dem Konzentrationsfeld entsprechende Potentialverteilung ist anhand von Isopo-
tentiallinien ebenfalls in Abbildung 3.23 dargestellt. Relevant fiir den Stofftransport
ist der Potentialgradient, der durch die Abstdnde der Potentiallinien zum Ausdruck
kommt. Im Bereich des Reservoirs herrschen kleine Potentialgradienten, die im Uber-
gang zum Injektionskanal anwachsen. Im unteren Teil des Injektionskanals ist die
Leitfdhigkeit durch die Verdiinnung gering und der Potentialgradient daher grof.
Im durchmischten Bereich fillt der Potentialgradient ab, um im unverdiinnten Teil,
aufgrund der grofleren Leitfidhigkeit, einen kleinen Wert anzunehmen.

Abbildung 3.24 zeigt die Uberlagerung von HISt Konzentrationsfeld und Stro-
mungsfeld zur Zeit 7 = 2,5. Das Stromungsfeld ist anhand von Stromlinien darge-
stellt, auf eine farbliche Zuordnung des Werts der Stromfunktion wird verzichtet.
Im Reservoir sind die Geschwindigkeiten der Fliissigkeit gering, was aufgrund des
groBen Abstands der Stromlinien erkennbar ist. Am Ubergang wird die Fliissigkeit
aufgrund des ansteigenden Potentialgradienten beschleunigt. Steigt die Konzentra-
tion von HIS™, respektive aller Elektrolytinhaltsstoffe, im Injektionskanal an, sinkt
die Geschwindigkeit. Dies kann durch zwei Sachverhalte erklart werden. Zum einen
steigt mit der Konzentration die Leitfdhigkeit an, was mit einem Absinken des Poten-
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Abbildung 3.24: Konzentrationsfeld HIST wund Stromlinien am Ubergang

Probenreservoir-Injektionskanal wihrend der Injektion.

tialgradienten einhergeht. Zum anderen schirmen die Gegenionen beim Anstieg der
Konzentration die Wandladung besser ab. Beide Effekte vermindern die elektroos-
motische Geschwindigkeit an der Kanalwand. Zwei entsprechende wandtangentiale
Geschwindigkeitsprofile iiber der wandnormalen Koordinate zeigt Abbildung 3.25.
An Position A ist die Konzentration der Gegenionen niedrig und der Potentialgra-
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Abbildung 3.25: Wandtangentiale Geschwindigkeit und Gleichgewichtskonstante an

den Positionen A und B wihrend der Injektion.

dient hoch, so daB sich eine hohe elektroosmotische Geschwindigkeit an der Wand
einstellt. Diese sinkt zur Kanalmitte hin ab, um dann wieder anzusteigen. An Po-
sition B herrscht eine hohere Konzentration und ein kleinerer Potentialgradient.
Die elektroosmotische Wandgeschwindigkeit ist deutlich geringer. Aus Kontinuitéts-



76 Kapitel 3 Simulation einer Mikro—FElektrophorese—FEinheit

griinden steigt die Geschwindigkeit zur Mitte hin an, um dann wieder auf den Wert
der Wand abzusinken. Das Integral unter beiden Geschwindigkeitsprofilen, und da-
mit der Volumenstrom, ist gleich. Aus den Konzentrationen an den Positionen A
und B wird mittels des Massenwirkungsgesetzes (2.43) eine Gleichgewichtskonstante
K, errechnet, die ebenfalls in Abbildung 3.25 aufgetragen ist. Sie besitzt iiber die
Kanalweite einen konstanten Wert und entspricht der Konstanten, die in Gleichung
(3.103) bestimmt wird. Das System befindet sich demnach im chemischen Gleichge-
wicht. Auch die Elektroneutralitit im Stromungskern ist erfiillt.

Kreuzung
Abbildung 3.26 zeigt das Konzentrationsfeld des Histidinions mit der zugehorigen
Potentialverteilung am Ende der Injektion (7 = 10). Der Teil des Injektionskanals
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Abbildung 3.26: Konzentrationsfeld HIS* und Isopotentiallinien in der Kreuzung
am Ende der Injektion.

unterhalb der Kreuzung hat sich auf die Konzentration des verdiinnten Elektrolyts
eingestellt. Der obere Teil weist noch geringfiigig hohere Konzentrationen auf. Dies
liegt nicht etwa daran, dal der verdiinnte Elektrolyt im Injektionszeitraum den obe-
ren Abschnitt des Injektionskanals nicht vollsténdig gefiillt hat, sondern an Diffusi-
onsvorgangen. Da in den Trennkanélen die Konzentration des Elektrolyts hoher ist,
diffundieren die Inhaltsstoffe in den Kreuzungsbereich und werden von dort kon-
vektiv in den oberen Kanalteil transportiert. Dadurch sinkt die Konzentration in
den angrenzenden Teilen des Trennkanals. In den geraden Kanalabschnitten des In-
jektionskanals sind die Isopotentiallinien etwa dquidistant, aufgrund der anndhernd
gleichméfligen Leitfdhigkeit. Im Kreuzungsbereich vergroflert sich die Leitfahigkeit
iiberwiegend aufgrund der geometrischen Erweiterung und dementsprechend sind
die Potentialgradienten dort kleiner. In den angrenzenden Teilen des Trennkanals
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ist das Potential konstant.

Das zugehorige Stromungsfeld zeigt Abbildung 3.27. Aufgrund der relativ gleichméafi-
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Abbildung 3.27: Konzentrationsfeld HIS™ und Stromlinien in der Kreuzung am
Ende der Injektion.

gen Konzentration der Elektrolytinhaltsstoffe ergibt sich in den geraden Abschnit-
ten des Injektionskanals ein anndhernd pfropfenférmiges Geschwindigskeitsprofil.
Im Kreuzungsbereich weitet sich die Stromung auf. In den angrenzenden Teilen des
Trennkanals bleibt die Fliissigkeit in Ruhe. Das entsprechende Konzentrationsfeld
der Analytspezies KT zeigt Abbildung 3.28. Injektionskanal und Kreuzung sind
vollstindig mit Kaliumionen gefiillt. Im Vergleich zum HIS™ ist die Analytspezi-
es K weiter in den Trennkanal vorgedrungen. Dies ist vor allem in der héheren
Transportgeschwindigkeit der Kaliumionen begriindet. Diese setzt sich aus der elek-
troosmotischen und der elektrophoretischen Geschwindigkeit zusammen. Der Analyt
erreicht den Kreuzungsbereich deshalb frither und alle Transportprozesse (Konvek-
tion, Elektrophorese, Diffusion) férdern ihn iiber einen lingeren Zeitraum in den
Trennkanal.

3.7.2 'Trennung

Zur Initiierung des Trennvorgangs wird eine Potentialdifferenz zwischen der rech-
ten und der linken Schnittkante des Trennkanals angelegt. Als Anfangsbedingung
fiir die Konzentrationen aller Elektrolyt— und Analytspezies dienen die Konzentra-
tionsfelder des letzten Zeitschritts des Injektionsvorgangs. Abbildung 3.29 zeigt das
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Abbildung 3.28: Konzentrationsfeld K in der Kreuzung am Ende der Injektion.

Konzentrationsfeld des HIS™, welches qualitativ allen Inhaltsstoffen des Elektrolyts
entspricht, und die resultierende Potentialverteilung zur Zeit 7 = 2, 5. Der verdiinnte
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Abbildung 3.29: Konzentrationsfeld HIS™ und Isopotentiallinien in der Kreuzung

zu Beginn des Trennvorgangs.

Elektrolytpfropfen aus dem Kreuzungsbereich ist in den Trennkanal geférdert wor-
den. Durch Diffusion hat sich die Konzentration in der Mitte des Pfropfens erhoht.
Die entsprechende Potentialverteilung zeigt keine Potentialgradienten im Injekti-
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onskanal und nur geringe Potentialgradienten im Kreuzungsbereich. Im Trennkanal
sind die Potentialgradienten durch die Elektrolytkonzentration bestimmt. Im Be-
reich niedriger Konzentrationen (schlechte Leitfahigkeit) sind sie grofier als im Be-
reich hoher Konzentrationen (gute Leitfahigkeit).

Abbildung 3.30 zeigt die Uberlagerung des Konzentrationsfelds des Histidinions und
der Stromlinien zur Zeit 7 = 2,5. In der Kreuzung expandieren die Stromlinien, was
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Abbildung 3.30: Konzentrationsfeld HIS* und Stromlinien in der Kreuzung zu Be-
ginn des Trennvorgangs.

kleinen Geschwindigkeiten entspricht. Im Bereich geringer Elektrolytkonzentration
im Trennkanal kommt es zu hohen elektroosmotischen Geschwindigkeiten aufgrund
des Potentialgradients und aufgrund der hohen scheinbaren Wandladungsdichte. Es
bildet sich ein stark konkaves Geschwindigkeitsprofil (vgl. Abbildung 3.25) aus. Im
Bereich hoher Konzentrationen ergeben sich geringere elektroosmotische Geschwin-
digkeiten, mit einem dementsprechend konvexen Geschwindigkeitsprofil.

Abbildung 3.31 zeigt das Konzentrationsfeld der Analytspezies K zur Zeit 7 = 2, 5.
Der Analytpfropfen, der sich am Ende der Injektion in der Kreuzung befand, wird
unter EinfluB der elektrischen Potentialdifferenz in den Trennkanal transportiert.
Trotz der Beendigung des Injektionsvorgangs wird weiterhin Analyt von den an-
grenzenden Teilen des Injektionskanals in den Kreuzungsbereich geférdert. Dieser
Eintrag vergrossert die Analytmenge im Trennkanal und mindert die Trennleistung.
Der Vorgang tritt auch bei homogener Elektrolytverteilung (Modell I) auf. Bei inho-
mogener Elektrolytkonzentration sind jedoch zusétzlich die Geschwindigkeitsprofi-
le im Trennkanal nachteilig. Aufgrund der ungleichméfigen Geschwindigkeitsprofile
wird der Analyt iiber die Kanalweite unterschiedlich schnell transportiert. Es kommt
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Abbildung 3.31: Konzentrationsfeld K+ in der Kreuzung zu Beginn des Trennvorgangs.

auch in Querrichtung zu Konzentrationsgradienten, die diffusiv ausgeglichen werden.
Dadurch kommt es zu einer zusétzlichen Verbreiterung (Dispersion) des Pfropfens.
Aus diesem Grund ist ein inhomogenes Konzentrationsfeld des Elektrolyts in Bezug
auf die Trennschérfe nachteilig.

In der Regel wird das inhomogene Konzentrationsfeld jedoch der héiufigste Anwen-
dungsfall sein. Die damit verbundenen Nachteile miissen aber nicht in Kauf ge-
nommen werden; bei systematischer Anordnung kann das inhomogene Konzentrati-
onsfeld zum Vorteil werden. Zum einen ist die Geschwindigkeit aller Analytspezies
i.d.R. grofler als die Geschwindigkeit des Elektrolyts. Die Dauer der Injektion kann
so gewahlt werden, dafl die Kreuzung mit Analyt gefiillt ist, ohne dafl die Konzen-
trationsfront des verdiinnten Elektrolyts die Kreuzung erreicht hat. Die Elektrolyt-
konzentration im Trennkanal bleibt dann homogen und die Geschwindigkeitsprofile
pfropfenférmig. Zum anderen kann durch eine gezielte Anordnung von Elektrolyten
mit verschiedener Leitfahigkeit sogar ein der Dispersion entgegen wirkender Effekt,
das sogenannte “Stacking”, erzielt werden. Im Trennkanal werden dazu zwei oder
mehrere verschiedene Elektrolytabschnitte mit stromabwirts steigender Leitfahig-
keit angeordnet. Es stellen sich entsprechend dazu Bereiche mit in sich konstan-
ten, stromab sinkenden Potentialgradienten ein. Der vordere Teil des Analytpfrop-
fens wird, wenn er einen neuen Elektrolytabschnitt erreicht, verzégert. Der hintere
Teil des Analytpfropfens, der noch im vorherigen Abschnitt verweilt, besitzt weiter
die hohere (elektrophoretische) Geschwindigkeit. So kommt es an jeder Elektrolyt-
front zu einer “Stauchung” des Analytpfropfens. In der chemischen Analytik ist ein
Sonderfall der Kapillar-Elektrophorese bekannt, bei dem verschiedene Elektrolyte
mit stromabwérts steigender Leitfdhigkeit angeordnet werden. Das Verfahren wird
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mit Isotachophorese bezeichnet. Die Verwendung eines Elektrolyts mit inhomoge-
nen Konzentrationsfeldern ist dazu eine Alternative. Die Ubertragung auf moderne
Mikrofluidik—Einheiten erscheint vielversprechend, erfordert aber noch weitere For-
schungsarbeiten. So wird einerseits durch sehr unterschiedliche Leitfdhigkeiten ein
starker “Stacking”—Effekt erzielt, was die Trennschérfe des Verfahrens verbessert.
Andererseits zeigen die Ergebnisse dieser Arbeit, dafl ungleichméfiige Geschwindig-
keitsprofile zu erwarten sind, welche die Dispersion des Analytpfropfens wiederum
erhohen. Hier konnen, auf Basis zukiinftiger Simulationen, Optimierungen der Sy-
steme erwartet werden, welche sowohl die Auswahl der Elektrolyte und deren An-
ordnung einbeziehen.



Kapitel 4

Simulation eines Mikromischers

Um die Anwendbarkeit der Modelle auf andere mikrofluidische Einheiten zu de-
monstrieren, werden in diesem Kapitel weitere numerische Simulationen zu einem
Mikromischer durchgefiihrt. Die Vermischung zweier oder mehrerer Substanzen ist
ein wichtiges Element vieler “Lab on a chip”—Anwendungen. Prinzipiell besteht der
Vorgang aus zwei Teilschritten: (i) Eine Vergroflerung (Streckung) der Kontakt-
fliche der Substanzen, (ii) die molekulare Diffusion der Substanzen iiber die Kon-
taktfliche hinweg. Je mehr Kontaktfliche also geschaffen wird, desto besser wird die
Mischgiite. In makroskopischen Prozesseinheiten wird die Vergroflerung der Kon-
taktflache i.d.R. durch Riihren, durch Instabilitdten oder durch Turbulenz erreicht.
Turbulenz ist aufgrund der kleinen Reynolds—Zahlen in mikrofluidischen Systemen
nur schwer realisierbar. Die Nutzung elektrokinetischer Effekte ist daher vielverspre-
chend, besonders durch das Fehlen aktiver Bauteile (Riihrer o0.4.) und durch einfache
Kanalgeometrien.

Auch bei dieser Anwendung werden zwei Félle unterschieden. Im ersten Fall werden
zwei in Wasser geloste, nichtleitfahige Stoffe miteinander vermischt. Zur Berech-
nung dieses Problems eignen sich die mathematischen Formulierungen des Kapitels
3.2, darum wird dieser Fall mit Mischer I bezeichnet. Im zweiten Fall werden zwei
leitfahige Stoffe miteinander vermischt, wozu die Formulierungen aus Kapitel 3.5
genutzt werden. Der Fall wird analog mit Mischer II bezeichnet.

4.1 Der Mikromischer

Abbildung 4.1 zeigt die Geometrie und die Funktionsweise des Mikromischers, dessen
Geometrie einem Y entspricht. Hierzu sind zwei gerade Kanéle in einem Winkel von
130° zueinander angeordnet. Diese werden im folgendem als Eingangskanéle bezeich-
net. Am Schnittpunkt der Eingangskanile schliefit sich ein weiterer gerader Kanal
an, der als Ausgangskanal bezeichnet wird. Die Kanalweite der Eingangskanile be-
trigt jeweils dy = 50 - 107% m und die Linge betrigt 10 dy. Der Eingang des oberen
Eingangskanals wird mit Eingang 1, der des unteren mit Fingang 2 bezeichnet.
Der Ausgangskanal besitzt die Kanalweite von 0,85d, und eine Lénge von 20 dj.
Das Ende des Ausgangskanals wird im weiteren mit Ausgang bezeichnet. Vor den
Eingéngen bzw. hinter dem Ausgang, also auflerhalb des Rechengebiets, sollen grofie
Reservoirs mit implementierten Elektroden vorhanden sein. Zur Vereinfachung wird
angenommen, dafy das Potential der Elektroden sich ohne Verluste auf die Eingénge
bzw. den Ausgang iibertragt. Die Potentiale an den Eingangselektroden sind von
der Zeit abhéingig, ihr trapezformiger Verlauf ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Es
sind durch die Potentialverldufe prinzipiell zwei Zustéinde gegeben. Zu einem Zeit-
punkt betrigt das Potential am Eingang 1 ®z; = 1 und das Potential am Eingang 2
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Abbildung 4.1: Geometrie und Funktionsweise des Mikromischers fiir die Simulation.
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Abbildung 4.2: Potentialverldufe an den Eingangselektroden.

®py = —0,5. Das Potential am Ausgang ist &4 = —0, 2 und wird iiber die Zeit nicht
verdndert. Nach einer Zeit von A7 = 0,6 wechseln die Potentiale, so dafi am Ein-
gang 1 das geringere Potential &5 = —0,5 und am Eingang 2 das hohere Potential
®po = 1 anliegt. Der Wechsel der Potentiale erfolgt linear und dauert A7 = 0, 1. Die
dimensionslose Schwingungsdauer betréigt dann Tp.. = 1,4 und die dimensionslose
Frequenz F' = 0,714. Aufgrund der wechselnden Potentiale an den Eingédngen wird
in beiden Eingangskanilen eine periodische elektroosmotische Strémung erreicht,
so dafl —periodisch wechselnd— die Substanzen in den Eingangskanélen zum Aus-
gang gefordert werden. Dadurch wird die Kontaktfliche der Substanzen vergréfert.
Durch das Anlegen eines konstanten Potentials am Ausgang wird im Ausgangskanal
ein kontinuierlicher Austrag an gemischter Fliissigkeit erzielt.
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4.2 Numerische Simulation des Mischers 1

Im ersten Anwendungsfall wird das Mischen zweier beliebiger, in Wasser geloster,
nicht leitfahiger Substanzen A und B simuliert. Da die Substanzen in geringer Kon-
zentration vorliegen, werden die lokalen Eigenschaften des Losungsmittels kaum be-
einflult. Elektrisches Potential und Stromung bzw. Stofftransport sind voneinander
entkoppelt. Zur Berechnung des elektrischen Potentials kann Gleichung (3.13) heran-
gezogen werden. Zur Entdimensionierung des Potentials wird eine Potentialdifferenz
von Ay = 100V benutzt. Zwischen den Elektroden an Eingang 1 und Eingang 2
liegt also eine Spannung von 150 V' an. Zwischen Ein—und Ausgang betrigt die Span-
nung 120V bzw. 30V. Die Potentialgradienten sind von gleicher Groéfenordnung,
wie die Potentialgradienten, die in Kapitel 3.3.3 zur iiberschlagsméfigen Berechnung
der Temperaturerhéhung benutzt werden. Daher kann von isothermen Verhéltnissen
ausgegangen werden.

Die Elektroosmose kann durch die in Kapitel 3.2.3 hergeleiteten Zusammenhénge
beschrieben werden, also mit dem Satz von Navier-Stokes-Gleichungen (3.47-3.49)
und den zugehorigen Ubergangsbedingungen (3.74-3.76). Zur Entdimensionierung
der Geschwindigkeit wird die Skala ug = 5 - 1073 m/s gewihlt. Mit der charakteri-
stischen Kanalweite dy und der kinematischen Viskositéit v = 1-107%m?/s ergibt
sich eine typische Reynolds-Zahl von Re = 0,25. Die Stomung befindet sich also in
einem laminaren Zustand.

Die Substanzen sind vollstdndig im Wasser gelost und keine chemische Reaktio-
nen finden zwischen ihnen statt. Als Ladungstriger sind nur H3O"— und OH -
Ionen in konstanten Konzentrationen vorhanden, die durch das Autoionisations—
Gleichgewicht (2.49) beschrieben werden. Eine Einbeziehung von Transportglei-
chungen fiir die Ionen eriibrigt sich deshalb. Die scheinbare Wandladungsdichte wird
mittels der Gleichungen (2.50) und (2.14) zu ¢; = 6,52 - 107°C'//m? bestimmt. Zur
Beschreibung des Stofftransports der Substanzen A und B kann Gleichung (3.78) ge-
nutzt werden, wobei der elektrophoretische Transportterm aufgrund der fehlenden
elektrischen Ladungen der Substanzen A,B verschwindet. Die Diffusionskonstanten
und die Schmidt-Zahlen sind in Tabelle 4.1 gegeben. Die Skala zur Entdimensionie-
rung der Konzentrationen beider Substanzen wird zu ¢y = 10™%mol/dm? gewéhlt.
Alle numerischen Verfahren aus der Simulation der Mikro—Elektrophorese-Einheit
werden beibehalten.

A B
D:/(10°m?/s) | 1.334 | 1.957
Se;/— ~ 750 | ~ 510

Tabelle 4.1: Diffusionskoeffizienten und Schmidt—Zahlen der Substanzen A und B.
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4.2.1 Anfangs— und Randbedingungen

Vor Durchfithrung der numerischen Simulation miissen die Anfangs— und Randbe-
dingungen festgelegt werden. Diese sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Als Anfangs-
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>
-
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=

~ A
Uz=V4=0,
CAV;=O,CBV;=O

Y

B(v), X
0s=Vs=0,
C,=0,C4=2

Abbildung 4.3: Anfangs— und Randbedingungen fiir die Simulation des Mischers 1.

bedingung wird ein heterogenes Konzentrationsfeld der Stoffe A und B vorgegeben.
Ausgehend von Eingang 1 bis zur Kanalmitte des Ausgangskanals sind die An-
fangskonzentrationen C4(7 = 0) = 1 und Cp(7 = 0) = 0. Der restliche (untere)
Teil des Simulationsgebiets besitzt die Anfangskonzentrationen Cy(7 = 0) = 0 und
Cp(1 = 0) = 2. Die Fliissigkeit ist zu Beginn in Ruhe und es sind keine elektrischen
Potentialgradienten vorhanden.

Als Randbedingung am Eingang 1 wird fiir das elektrische Potential der in Abbil-
dung 4.2 gezeigte Potentialverlauf ®p(7) verwendet. Die Stromung an Eingang 1
soll eingelaufen sein, die kinematischen Randbedingungen sind daher U 5 = ‘717 = 0.
Die kinematischen Randbedingungen stehen im Widerspruch zu den elektrischen An-
nahmen. Es wird angenommen, daf§ sich direkt an die Eingédnge und an den Ausgang,
also den Schnittkanten, grofle Fliissigkeitsreservoirs mit den Elektroden anschlieflen.
Das Elektrodenpotential iibertréigt sich ohne nennenswerte Verluste auf die Schnitt-
kanten des Simulationsgebiets. Bei einer solchen Konfiguration kann die Stromung
nicht eingelaufen sein. Der Test verschiedener kinematischer Randbedingungen an
diesen Schnittkanten zeigt, dafi nur wenig Auswirkung auf das Vermischungsgebiet
zu beobachten ist. Insofern ist die Annahme einer eingelaufenen Stromung eine
verniinftige Néherung. Fiir die Konzentrationen am Eingang 1 wird C'4 = 1 und
Cp = 0 verwendet. Am Eingang 2 wird der zeitabhéngige Potentialverlauf ® po(7)
verwendet, die Stromung soll ebenfalls eingelaufen sein. Die Randbedingungen fiir
den Stofftransport, C'4 = 0 und Cz = 2, garantieren den Zuflufl von reiner Substanz
B durch Eingang 2. Am Ausgang ist das zeitlich konstante Potential &, = —0,2
und eine eingelaufene Stromung wird als kinematische Randbedingung genutzt. Fiir



86 Kapitel 4 Simulation eines Mikromischers

den Stofftransport beider Substanzen wird die Bedingung C'y x = Cp ¢ = 0 verwen-
det. Die Randbedingung fiir das elektrische Potential an den Kanalwinden liefert
Gleichung (3.29). Fiir die wandtangentiale und wandnormale Geschwindigkeit wer-
den die Gleichungen (3.74-3.75) als Randbedingung verwendet. Die Substanzen A
und B besitzen keinen Einflul auf die elektroosmotische Geschwindigkeit an der
Kanalwand, da sie nicht ionisiert sind. Um sicherzustellen, dal Substanz A und B
nicht iiber die Kanalwénde transportiert werden, wird jeweils C;y = 0 gefordert,
was einen diffusiven Stofftransport normal zur Kanalwand unterbindet. Konvektive
Transportprozesse iiber die Kanalwand finden aufgrund der Randbedingung (3.75)
nicht statt.

4.2.2 Simulationsergebnisse

Exemplarisch fiir die Simulation des Mischers I werden in diesem Abschnitt Ergeb-
nisse zu zwei verschiedenen Zeiten gezeigt. Zum einen zur Zeit 7 = 14, 3, bei der das
hohere Potential am Fingang 1 anliegt. Zum anderen bei 7 = 15, wenn das hohere
Potential am Eingang 2 anliegt. Abbildung 4.4 zeigt die elektrische Potentialvertei-
lung zur Zeit 7 = 14, 3 anhand von Isopotentiallinien. Ausgehend von Eingang 1 ist
ELEKTRISCHES

POTENTIAL

---.4792E+00
---.3958E+00
- -.3125E+00
- -.2292E+00

- 0.8958E+00
- 0.9792E+00

Y

L.,

Abbildung 4.4: Elektrische Potentialverteilung im Mischer zur Zeit 7 = 14, 3.

im oberen Eingangskanal ein konstanter Potentialgradient festzustellen. Im Bereich
der Kreuzung sinkt der Betrag des Potentialgradients etwas ab. Folgt man dem wei-
teren Verlauf in Richtung Eingang 2, steigt der Potentialgradient wieder auf einen
konstanten Betrag an. Der Potentialgradient im unteren Eingangskanal ist jedoch
um 20% geringer als der Potentialgradient im oberen Eingangskanal. Der Potential-
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gradient im Ausgangskanal ist ebenfalls konstant, sein Betrag ist wesentlich kleiner
als in den Eingangskénalen.

Die entsprechende Stromung zeigt Abbildung 4.5 anhand der Stromlinien. Aufgrund

STROMFUNKTION
-- -.8958E+00
---.8539E+00

---.8121E+00
---.7702E+00
84E+00

e 00
- -.1695E-01

Abbildung 4.5: Stromlinien im Mischer zur Zeit 7 = 14, 3.

der Stromlinien ldsst sich feststellen, dafl der gréfite Teil des Volumenstroms vom
oberen Eingang 1 zum unteren Eingang 2 stromt. Der Anteil, der durch den Ausgang
fliefit, betragt etwa 25%. Dies bestétigen auch die Geschwindigkeitsprofile in den
Eingangskanilen und im Ausgangskanal. Abbildung 4.6 zeigt die wandtangentiale
Geschwindigkeit in der Mitte der Eingangskanéle und in der Mitte des Ausgangs-
kanals. Das Geschwindigkeitsprofil im oberen Eingangskanal U.,; zeigt aufgrund
des hochsten Potentialgradienten die gréfite elektroosmotische Geschwindigkeit an
der Kanalwand von U,,; ~ 2,2. Diese sinkt iiber die Kanalweite etwas ab, um
anschlieBend wieder auf den urspriinglichen Wert an der Wand anzusteigen. Das
Geschwindigkeitsprofil im unteren Eingangskanal U, zeigt prinzipiell den gleichen
Verlauf, der Betrag ist jedoch generell um ca. 20 % geringer. Im Gegensatz dazu
hat die Geschwindigkeit Uy, im Ausgangskanal einen nahezu konstanten Wert von
ca. Uy =~ 0,5. Dieser Wert dndert sich, trotz des zeitlichen Verlaufs der elektri-
schen Potentiale an den Eingéngen, nur sehr wenig. Der Mischer erzeugt, entgegen
seiner diskontinuierlichen Betriebsweise, einen kontinuierlichen Austrag an Gemisch.

Das Konzentrationsfeld zur Zeit 7 = 14,3 der Substanz A zeigt Abbildung 4.7. Im
oberen Eingangskanal ist nur Fliissigkeit mit der grofitmoglichen Konzentration an
Substanz A vorhanden. Im unteren Eingangskanal ist nur Fliissigkeit vorhanden,
die kein A enthélt. Durch die periodische Stromung in den Eingangskanélen wird in
der Kreuzung die Kontaktflaiche beider Fliissigkeiten kontinuierlich ausgelenkt. Die
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Abbildung 4.6: Geschwindigkeiten in den Eingangskanilen und im Ausgangskanal
zur Zeit T = 14, 3.
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Abbildung 4.7: Konzentrationsfeld der Substanz A zur Zeit 7 = 14, 3.

ausgelenkte Kontaktfliche wird dann durch den Ausgangskanal transportiert. Die
periodische Auslenkung bildet Einschliisse von Fliissigkeit mit der Konzentration
C4 = 1 an der oberen Kanalwand, an der unteren Kanalwand sind versetzt Ein-
schliisse von Fliissigkeit mit C'4 = 0 zu finden. Die Einschliisse bauen sich wihrend
des Transports zum Ausgang durch Diffusion ab. Nach einer Lénge von 10d, ist
schon eine akzeptable Vermischung festzustellen. In Abbildung 4.8 sind die Konzen-
trationen der Substanzen A und B und die jeweilige Mischgiite M iiber der wandnor-
malen Koordinate Y aufgetragen. Die Mischgiite ist ein Kennwert, der die Qualitit
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Abbildung 4.8: Konzentration und Mischgiite iiber die Kanalweite im Ausgangska-
nal, 10dy von der Kreuzung, zur Zeit 7 = 14, 3.

einer Vermischung widerspiegelt. Er ist definiert als

M—1- YT (4.1)

Hierbei ist C; die lokale Konzentration der Substanz i und C; die Konzentration, die
sich bei einer perfekten Vermischung einstellt. Eine Mischgiite von M; = 1 entspricht
einer perfekten Vermischung und M; = 0 einem komplett unvermischten Zustand.
Die Konzentration C4 liegt in einem Bereich von 0,6 an der oberen Kanalwand
und 0,35 an der unteren Kanalwand. Die Mischgiite M4 liegt zwischen 0,8 an den
Wiénden und 0.99 in der Kanalmitte. Die Konzentration Cp steigt von dem Wert
0,9 an der oberen Kanalwand bis 1, 18 an der unteren Kanalwand an. Die Mischgiite
Mp ist meist etwas besser als die Mischgiite M. Dies ist in der hoheren Diffusivitét
der Substanz B begriindet.

Zum Zeitpunkt 7 = 15 liegt das hohere Potential am Eingang 2 an. Die Poten-
tialverteilung entspricht, der an der X—Achse gespiegelten Potentialverteilung des
Zeitschritts 7 = 14, 3. Auf eine Darstellung wird daher verzichtet. Die Stromlinien
zeigt Abbildung 4.9. Die gespiegelte Potentialverteilung hat eine entsprechende Spie-
gelung der Stromung zur Folge. Der Volumenstrom fliet nun vom Eingang 2 in Rich-
tung der Kreuzung, wo ein kleiner Teil in den Ausgangskanal abzweigt. Der gréfere
Anteil flieft in Richtung Eingang 1. Die Verteilung der Volumenstréme entspricht
den Anteilen des Zeitschritts 7 = 14, 3. Das Konzentrationsfeld der Substanz A zur
Zeit T = 15 zeigt Abbildung 4.10. Die Kontaktfliche hat sich seit der Zeit 7 = 14,3
in Richtung des unteren Eingangskanals ausgelenkt. Dadurch ensteht ein weiterer
Einschlul von Fliissigkeit mit C'4 = 0 an der unteren Kanalwand. Dieser ist bereits
ein Stiick in den Ausgangskanal transportiert worden. Da die Strémung in den Ein-
gangskanélen zwischen den ausgewéhlten Zeitpunkten ihre Richtung gedndert hat,
wird an der oberen Kanalwand ein weiterer Einschlu8 an Fliissigkeit mit Cy = 1
entstehen.
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Abbildung 4.9: Stromlinien im Mischer zur Zeit 7 = 15.
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Abbildung 4.10: Konzentrationsfeld der Substanz A zur Zeit 7 = 15.

Das Berechnungsbeispiel zeigt, dafi ein Vermischen in Mikrobauteilen trotz sehr klei-
ner Reynolds—Zahlen durchfiihrbar ist. Das Ausnutzen elektrokinetischer Effekte, in
diesem Anwendungsfall nur der Elektroosmose, erlaubt die Gestaltung von Mikro-
mischern einfacher Gestaltung und unkomplizierter Prozessfithrung. Durch die ge-
zielte Anordnung von drei Elektroden kann ein kontinuierlicher Austrag an vermisch-
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ter Fliissigkeit gewéhrleistet werden. Diese Art eines elektrokinetischen Mischers eig-
net sich fiir alle wafirigen Losungen, da i.d.R. durch die Autoionisation des Wassers
geniigend Ionen zur Ausbildung einer EDL vorhanden sind. Eine Beschrankung auf
leitfahige Losungen (Elektrolyte), oder besser gesagt, das Vorhandensein zusétzli-
cher Tonen (dissoziierte Verbindungen) ist nicht notig. Natiirlich kann ein solcher
Mischer in Bezug auf die Amplitude, die Frequenz, die Geometrie weiter optimiert
werden. Das ist jedoch nicht Thema dieser Arbeit.

Die besonders in diesem Kapitel errechneten Konzentrationen und Mischgiiten sind
mit einer gewissen Skepsis zu betrachten. Durch die Diskretisierung der Stofftrans-
portgleichungen treten Zusatzterme hoherer Ordnung auf. Diese Zusatzterme sorgen
fiir eine zusétzliche numerische (kiinstliche) Diffusion. Die wirklichen Mischgiiten
sind daher kleiner als die berechneten. Um die numerische Diffusion zu vermeiden,
ist ein groBer Aufwand zu betreiben. Meisel (2004) ersetzt zum Beispiel die gelosten
Substanzen durch masselose Partikel und verfolgt deren Kontaktfliche beim Mi-
schen. Bei diesem Verfahren existiert jedoch praktisch keine Diffusion, so daf§ die
Vermischung unterbewertet ist. In Rahmen dieser Arbeit sollen keine weiteren Uber-
legungen zur numerischen Diffusion getroffen werden, sie ist seit Aufkommen der
numerischen Verfahren Gegenstand vieler Forschungsarbeiten.

4.3 Numerische Simulation des Mischers 11

Im zweiten Anwendungsfall werden zwei leitfdhige Substanzen (Elektrolyte) mitein-
ander vermischt. Als beispielhafte Substanzen dienen wafirige Losungen von Natri-
umchlorid (NaC'l) und Kaliumchlorid (K C1). In wéaBriger Losung sind die Salze zu
Natrium— (Na™), Kalium— (K™) und Chlorionen (C1™) dissoziiert. Das elektrische
Potential ist in diesem Fall aufgrund der unterschiedlichen Leitfahigkeiten (Mobi-
litdten) von den lokalen Konzentrationen abhéngig. Die Potentialverteilung und das
Stromungsfeld bzw. der Stofftransport sind deshalb miteinander gekoppelt. Zur Be-
rechnung des Potentials wird der elektrodynamische Ansatz (3.95) verwendet. Bei
der Entdimensionierung des Potentials wird, wie im Falle des Mischers I, eine Po-
tentialdifferenz von Agpy, = 100V genutzt. Daher wird auch bei dieser Simulation
von isothermen Verhéltnissen ausgegangen.

Die Berechnung der Elektroosmose wird analog zum Modell des Mischers I vorge-
nommen. Jedoch ist die wandtangentiale Geschwindigkeit iiber den Zusammenhang
(3.96) von der lokalen Konzentration der Gegenionen (Kationen) abhéngig. Die Skala
fiir die Entdimensionierung der Geschwindigkeit ist ug = 5-107% m/s. Daraus ergibt
sich eine typische Kanal-Reynolds-Zahl von Re = 0,25 im Eingangskanal.

Die Salze sind vollstdndig im Wasser dissoziiert und es finden keine chemische Re-
aktionen zwischen ihnen statt. Ein Einbeziehen der Salze in den Stofftransport ist
deswegen nicht nétig. Als Transportgleichung fiir die Ionen wird Gleichung (3.78)
verwendet. Die entsprechenden Diffusionskonstanten und Mobilitdten konnen Ta-
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belle 3.1 entnommen werden. Die dimensionslosen Kennzahlen sind in Tabelle 4.2
aufgefiihrt. Die Konzentrationsskala zur Entdimensionierung aller Ionenarten soll

Na™ K+ Cl~

Sec; | ~ 750 | ~ 510 | ~ 490

A | =21 | =231 | ~—-32

Tabelle 4.2: Schmidt-Zahlen und dimensionslose Mobilitéiten der Ionen Na™, KT
und Cl~.

co = 1072mol/dm? sein. Die numerischen Verfahren bei der Simulation der Mikro—
Elektrophorese-Einheit werden bis auf eine Ausnahme beibehalten. Da die Ergeb-
nisse mit den urspriinglichen Einstellungen nicht konvergieren, wird bei den Stoff-
transportgleichungen ein “UPWIND”—Verfahren zur Diskretisierung des Konvekti-
onsterms angewendet. Zu den Details des “UPWIND”—Verfahrens bei einer FEM—
Formulierung sei auf FIDAP 8 Theory Manual (1998) verwiesen. Das Verfahren
sorgt einerseits fiir eine bessere Konvergenz, andererseits wird zusétzlich die nu-
merische Diffusion vergrofiert. Aus diesem Grund geben die Ergebnisse in diesem
Kapitel zwar die physikalischen Phdnomene korrekt wieder, die diffusiven Effekte
werden jedoch iiberschétzt.

4.3.1 Anfangs— und Randbedingungen

Abbildung 4.11 zeigt die Anfangs— und Randbedingungen, die zur Simulation des
Mischers 1I verwendet werden. Zu Beginn der Simulation sind der obere Eingangs-
kanal und die obere Hélfte der Kreuzung und des Ausgangskanals vollstéindig mit
der NaCl-Losung gefiillt. Die entsprechenden Konzentrationen sind Cyq+ (7 = 0) =
Ceo- (7 =0) = 1. Die untere Hélfte der Geometrie ist mit der K Cl-Losung gefiillt,
die Konzentrationen sind Cx+ (7 = 0) = C¢- (7 = 0) = 2. Bei einer solchen Konfigu-
ration ist am Anfang die elektrische Neutralitdt des Fliissigkeitskerns gegeben. Die
Konzentrationen an den Eingédngen und am Ausgang werden entsprechend der An-
fangsbedingungen gesetzt. Am oberen Eingang 1 stromt eine reine NaC'l-Losung in
das Rechengebiet, die Konzentrationen sind daher Cy,+ = Cg- =1 und Cx+ = 0.
Am unteren Eingang 2 stromt eine reine KCl-Losung ein, die Randbedingungen
sind O+ = Cgi- = 2 und Cyq+ = 0. Am Ausgang wird fiir alle Stoffe C; ¢ = 0
verwendet. Die restlichen Randbedingungen entsprechen den Randbedingungen, die
in der Simulation des Mischers I verwendet werden. Eine Ausnahme bildet die wand-
tangentiale Geschwindigkeit, die in diesem Fall von der Konzentration der Gegenio-
nen geméfl Gleichung (3.96) abhéngig ist.

4.3.2 Simulationsergebnisse

Im Unterschied zur vorherigen Darstellung, werden in diesem Abschnitt als erstes die
Konzentrationsergebnisse diskutiert. Aufgrund der daraus gewonnenen Erkenntnis-
se ist die Diskussion von Potentialverteilung und Strémungsfeld unnétig. Abbildung
4.12 zeigt das Konzentrationsfeld der Spezies Na* in der Kreuzung zur Zeit 7 = 3, 6.
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Abbildung 4.11: Anfangs— und Randbedingungen fiir die Simulation des Mischers II.

Im Gegensatz zu den Simulationen des Mischers I, ist im Kreuzungsbereich eine zer-
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Abbildung 4.12: Konzentrationsfeld von Na* zur Zeit 7 = 3,6.

faserte Form der Kontaktfliche festzustellen. Es besteht die Moglichkeit, daf§ hier
eine von Lin et al. (2004b) gefundene Instabilitdt auftritt. Diese tritt auf, wenn
ein Potentialgradient orthogonal zur Kontaktfliche angeordnet ist, was im Kreu-
zungsbereich in guter Néherung der Fall ist. In der Arbeit von Lin et al. (2004b)
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wird ein anderes Modell benutzt, so dafl ein direkter Vergleich nicht ohne weiteres
moglich ist. Im Ausgangskanal bauen sich die Konzentrationsgradienten, aufgrund
der hohen Diffusion, rasch ab. Um die Annahme der Elektroneutralitdt zu priifen,
werden in Abbildung 4.13 die Konzentrationen aller Spezies an einer ausgewéhl-
ten Position im Ausgangskanal aufgetragen. Die Position ist in Abbildung 4.12 mit
A markiert. Multipliziert man die lokale Konzentration einer Ionenart mit der zu-
gehorigen Valenzzahl und summiert man iiber alle Ionenarten, d.h. ). 2,C;, so erhélt
man einen Wert der proportional zur Ladungsdichte ist (vgl. Gleichung 2.2). Fiir
elektrische Neutralitat ist der Wert null, fiir das Stoffsystem NaC'l, KCl kann der
Bereich (theoretisch) zu —2 < ). 2,C; < 3 angenommen werden. Aus der Auftra-
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Abbildung 4.13: Konzentrationsprofile an der Stelle A zur Zeit 7 = 3, 6.

gung von » .z C; ist erkennbar, dafl die Annahme der Elektroneutralitét in diesem
Querschnitt nicht gut erfiillt wird.

Bei der Erstellung der Modelle I und II wird einmal von einem elektrostatischen
und einmal von einem elektrodynamischen Ansatz ausgegangen. In beiden Modellen
ist jedoch die Annahme eines elektroneutralen Zustands auflerhalb der EDL explizit
beinhaltet. Auch bei der Modellierung der Elektroosmose wird davon ausgegangen,
dal der Kern der Strémung elektrisch neutral ist. Storungen der elektrischen Neu-
tralitdt induzieren zusétzliche Krifte in die Fliissigkeit, die von den Modellen nicht
erfasst werden. Daher werden die Grenzen des Modells II beim Vermischen von elek-
trolytischen Fliissigkeiten offensichtlich iiberschritten. Auf die Darstellung weiterer
Ergebnisse wird verzichtet.

Die Nichterfiillung der Annahme der elektrischen Neutralitét ist auf das Vermischen
von leitfdhigen Substanzen in einem Mischer beschriankt. Bei den Simulationen der
Mikro—Elektrophorese—Einheit mit Modell II tritt dieses Phdnomen nicht auf, die
Elektroneutralitdt in der Kernstromung ist dort zu jedem Zeitpunkt und an jedem
Ort erfiillt. Gegebenenfalls kann das Modell IT durch Einbeziehung des Coulomb—
Terms in die Navier-Stokes-Gleichungen verbessert werden, jedoch miissen die Aus-
wirkungen auf die elektrische Potentialverteilung neu iiberdacht werden.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen Beitrag zur Modellierung von elektro-
kinetischen Effekten zu leisten. Mittels elektrokinetischer Effekte lassen sich in mi-
krofluidischen Einheiten vielfaltige Aufgaben, wie Pumpen und Mischen von Fliissig-
keiten, aber auch Analysen (partiell) geladener Teilchen durchfithren. Sind die kom-
plexen physikalischen Zusammenhénge erkannt und in mathematischen Gleichungen
formuliert, kénnen die Auslegung und die Optimierung solcher Einheiten mittels ge-
eigneter numerischer Verfahren erfolgen. Der Bau von Vorstufen der mikrofluidischen
Einheiten und langwierige Laborversuche werden reduziert.

Zu Beginn der Arbeit wird die relevante Literatur ausgewertet. Drei verschiedene
Disziplinen, die Stromungsmechanik, die Elektrostatik und die Elektrodynamik und
die Chemie, miissen bei der Erstellung der Modelle einbezogen werden. Die Lite-
raturrecherche ergibt, dal zu jeder einzelnen Disziplin Arbeiten vorhanden sind,
wobei der Aspekt des elektrischen Problems unterreprisentiert ist. Eine umfassen-
de Beriicksichtigung aller Disziplinen ist nicht vorhanden. Diese ist zur addquaten
Abbildung der gekoppelten Systeme jedoch unerlésslich. Daher werden zuerst die
grundlegenden Zusammenhénge fiir jede einzelne Disziplin erarbeitet. Dabei bildet
die Theorie der elektrischen Doppelschicht (EDL) einen Bereich, der eine Uber-
schneidung zu allen Disziplinen besitzt. Die Eigenschaften der EDL werden von den
(physiko—)chemischen Verhiltnissen des Systems bestimmt. In der Stromungsme-
chanik ist sie verantwortlich fiir die Ausbildung der Elektroosmose, bewirkt jedoch
auch iiber die Mobilitédt einen Einflufl auf die Elektrophorese. In der Elektrostatik
und der Elektrodynamik beeinflufit die EDL die Potentialverteilung.

Bei der Modellierung des elektrischen Potentials stellt sich die Frage, wann einer
elektrostatischen und wann einer elektrodynamischen Formulierung der Vorzug zu
geben ist. Eine heuristische Vorgehensweise zeigt, dafi die Beantwortung dieser Fra-
ge von der Elektroneutralititsbedingung und dem Konzentrationsfeld abhéngt. Eine
Betrachtung der Chemie ergibt, dafl eine Aufteilung in die Chemie des Elektrolyts,
der inaktiven Grenzflichen und der aktiven Grenzflichen sinnvoll ist. Die Elektro-
lytchemie kann durch Gleichgewichtsreaktionen adéquat beschrieben werden. Fiir
die Chemie der inaktiven Grenzflichen lassen sich im Rahmen dieser Arbeit kei-
ne allgemeingiiltigen Modelle finden. Daher wird auf empirische Abhéngigkeiten
zuriickgegriffen, die in der Literatur vorhanden sind.

Die so gewonnenen Erkenntnisse werden zur numerischen Simulation einer Mikro—
Elektrophorese-Einheit genutzt. In einem ersten Anwendungsfall wird davon ausge-
gangen, dafl die Elektrolytkonzentration konstant ist und dafl der Kern der Stromung
elektrisch neutral ist. Das fiihrt zu einer Entkopplung des stromungsmechanischen,
des elektrischen und des chemischen Problems. Das elektrische Potential wird mit
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einer elektrostatischen Formulierung beschrieben. Fiir das Potential in der EDL wird
eine analytische Naherungslosung gefunden, die auf den Termen fithrender Ordnung
basiert. Mit Hilfe einer asymptotischen Methode gelingt es Ubergangsbedingungen
an der Grenze zwischen der EDL und dem Fliissigkeitskern zu finden. Die Ubergangs-
bedingungen werden fiir die numerische Simulation des Gebiets auflerhalb der EDL
verwendet. Eine numerische Behandlung der EDL ist nicht mehr erforderlich und der
rechentechnische Aufwand reduziert sich betréchtlich. Diese Vorgehensweise wird
auch auf die Elektroosmose angewandt. Dies fithrt zu kinematischen Ubergangs-
bedingungen, die bei der numerischen Simulation der Kernstréomung genutzt wer-
den. Mit den so gewonnenen Formulierungen (Modell I) wird mittels eines FEM-
Programms die Analyse einer Ionenmischung in einer Mikro—Elektrophorese—Einheit
berechnet. Die Ergebnisse werden mit integralen experimentellen Ergebnisse vergli-
chen, wobei eine gute Ubereinstimmung erkennbar ist.

Im zweiten Anwendungsfall zur Mikro-Elektrophorese-Einheit wird von der elek-
trischen Neutralitdtsbedingung und einer inhomogenen Konzentration des Elek-
trolyts ausgegangen. Das entkoppelte Modell I geniigt den Anforderungen nicht
und wird zu einem vollstindig gekoppelten Modell II erweitert. Im Falle konstan-
ter Konzentrationen geht Modell II in Modell I iiber. Zur Berechnung des elek-
trischen Potentials wird von einem elektrodynamischen Ansatz ausgegangen. Die
stromungsmechanischen Erhaltungsgleichungen werden von Modell I iibernommen,
die Ubergangsbedingungen werden aber von der lokalen Konzentration des Elek-
trolyts abhéngig. Stofftransportgleichungen sind im Modell II nicht nur fiir den
Analyt, sondern auch fiir die Inhaltsstoffe des Elektrolyts zu beriicksichtigen. Zur
Berechnung der chemischen Reaktionen wird ein numerisches Verfahren eingefiihrt,
das auf einem Gleichgewichtsansatz (Massenwirkungsgesetz) beruht. Kommerzielle
CFD-Programmen beinhalten i.d.R. nur einen (reaktionskinetischen) Arrhenius—
Ansatz zur Berechnung von chemischen Vorgéngen. Untersuchungen zeigen, daf3 der
Gleichgewichtsansatz dem Arrhenius—Ansatz in Bezug auf Genauigkeit und dem
Konvergenzverhalten {iberlegen ist. Weiterhin sind in der Literatur Gleichgewichts-
konstanten und thermodynamische Daten zur deren Berechnung einfacher zu finden
als reaktionskinetische Daten. Wenn es von Interesse ist, die chemischen Vorgéinge
explizit zeitlich aufzulésen, oder wenn die Zeitskala der Chemie in der Groéfenord-
nung der Zeitskala der Stromung ist, kann das Verfahren nicht angewandt werden.
Es werden wiederum Simulationen zur Ionenanalytik durchgefiithrt. Aufgrund der
Komplexitiat und der groflen Anzahl der gekoppelten Gleichungen bleibt die Grofie
der Simulationsgebiete beschrinkt. Dennoch kénnen aus den numerischen Ergebnis-
sen wichtige Aussagen zur Gestaltung und zum Betrieb von Mikro—Elektrophorese—
Einheiten abgleitet werden.

Um die Anwendbarkeit der Modelle auf andere mikrofluidische Bauteile zu demon-
strieren, werden zusétzliche Simulationen zu einem elektrokinetischen Mikromischer
durchgefiihrt. Im ersten Anwendungsfall (Mischer 1) werden zwei in Wasser geloste,
nicht leitfahige Substanzen miteinander vermischt. Dazu werden die Formulierungen
des Modells I verwendet. Die Ergebnisse zeigen, dafl durch elektrokinetische Effekte,
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trotz sehr kleiner Reynolds—Zahlen, gute Mischgiiten erzielt werden.

Im zweiten Anwendungsfall (Mischer II) wird die Vermischung zweier Elektrolyte
berechnet. Zur numerischen Simulation wird das Modell IT verwendet. Auch in Mo-
dell IT wird explizit von der Elektroneutralitit der Kernstromung ausgegangen. Die
Ergebnisse der Simulation zeigen jedoch, dal die Annahme der Elektroneutralitéit
verletzt wird. Damit sind die Grenzen des Modells iiberschritten.

Hier bietet sich ein Ansatz fiir weitere Forschungsarbeiten. Es sollten Kriterien er-
stellt werden, wann es zu einer Verletzung der Elektroneutralitdt kommt und wie
solche Systeme modelliert werden. Bei Verwendung der konventionellen Stofftrans-
portgleichung erfolgt der Ladungsausgleich, also der Ubergang vom elektrisch nicht—
neutralen zum elektrisch neutralen Zustand, durch diffusive Transportvorgénge. Zwi-
schen den geladenen Teilchen herrschen jedoch elektrostatische Anziehungs- und
AbstoBungskrifte. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage, ob die elektro-
statischen intermolekularen Krifte ebenfalls zum Ladungsausgleich beitragen. Ist es
daher notig und moglich, in die Stofftransportgleichung einen zusétzlichen Term ein-
zufithren, der die Auswirkung der elektrostatischen Wechselwirkungen beriicksich-
tigt? Zur Beantwortung dieser Fragen erscheint es sinnvoll zu molekulardynamischen
oder statistischen Simulationen iiberzugehen. Die intermolekularen Wechselwirkun-
gen sind hier einfacher zu formulieren und die Ergebnisse der Simulationen sollten
Hinweise zur Modifizierung der Kontinuumsmodelle geben. Die in dieser Arbeit er-
stellten Modelle lassen aber auch Raum fiir zukiinftige Arbeiten. Zum einen kénnen
weitere Anwendungen, wie z.B. die Fokussierung ausgewéhlter Substanzen auf Sen-
soren, oder die Optimierung bereits untersuchter Vorginge, berechnet werden. Eine
Untersuchung der Stofftransportgleichung sollte Aufschlufl iber moégliche Instabi-
litdten geben, die zur Realisierung von Mischern genutzt werden kénnen. Auch die
Ausweitung auf verdiinnte elektrochemische Systeme, wie z.B. die Elektrolyse, er-
scheint moglich. Die Simulationen miissen dazu unter Einbeziehung der Elektroden
erfolgen. Zum anderen sollten die Wechselwirkungen an der Grenzfliche Kanalwand
und Elektrolyt theoretisch erfasst werden, um moglichst allgemeingiiltige Model-
lansétze zu gewinnen. Ein weiterer Aspekt ist die Simulation von Stromungen mit
biologischen Zellen. Mit einer Modifikation der Mobilitdt sollten die Modelle da-
zu nutzbar sein. Da die Rechenleistung moderner Computer immer mehr ansteigt,
konnen auch dreidimensionale Simulationen in Zukunft mit einem wirtschaftlichen
Aufwand durchgefiihrt werden. Die Ergebnisse werden Aufschluf} iiber etwaige drei-
dimensionale Effekte geben. Letztendlich ist natiirlich eine weitere Validierung der
Modelle durch Messung von lokalen Zustandsgréfien erforderlich.
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Anhang A

Liste hiaufig verwendeter Symbole
und Abbkiirzungen

Konstanten
c Molaritdt im Standardzustand 1 mol/dm?
e Elementarladung 1,6022 1071 C
F Faraday-Konstante 96485 C'/mol
g Fallbeschleunigung 9,81 m/s?
kp Boltzmann-Konstante 1,38-1072 J/K
Na Avogadro-Zahl 6,022 - 102 1/mol
R universelle Gaskonstante 8,314 J/(molK)
£0 Dieelektrizitéitskonstante des Vakuums 8,854 -10712 C'/(Vm)
Indizes
v bezogen auf den Zeitschritt j
Og bezogen auf den Kanal
Ow bezogen auf die Wand
Oy partielle Ableitung nach der Ortskoordinate x,y
L, partielle Ableitung nach der Zeit ¢
] partielle Ableitung nach der Zeit ¢
O Vektor
O bezogen auf lokales wandtangentiales /—normales Koordinatensystem
O mit e reskalierte Variable

griechische Formelzeichen
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Wirmeiibergangskoeffizient

Koeffizient des Elements h in der Verbindung ¢
Volumenausdehnungskoeffizient

relative Dieelektrizitéatszahl Elektrolyt

relative Dieelektrizitatszahl Wasser

relative Dieelektrizitdatszahl Losungsmittel

relative Dieelektrizitatszahl Dielektrikum
Zeta—Potential

Potential

Potential aufgrund der externen Potentialdifferenz
Potential aufgrund der Wandladung
Oberflichenpotential

Sternpotential

Gleichgewichtspotential im Standardzustand

extern angelegte Potentialdifferenz

dimensionsloses Potential aufgrund der externen Potentialdifferenz
dimensionsloses Potential aufgrund der Wandladung
dimensionsloses Potential am Ausgang des Mischers
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104 Anhang A Liste haufig verwendeter Symbole und Abbkiirzungen
dp dimensionsloses Potential am Eingang des Mischers \%
K Abschirmkonstante 1/m
A Mobilitét m?2/(Vs)
Aw Wirmeleitfahigkeit W/(mK)
Ao Mobilitét in ideal verdiinnter Losung m?/(Vs)
W dynamische Viskositét Pas
v kinematische Viskositéit m?/s
v; stochiometrischer Koeffizient -
13 Reaktionslaufzahl mol /dm?
o spez. elektrische Leitfahigkeit S/m
oB spez. elektrische Leitfahigkeit bei der Temperatur T S/m
0o Skalierungsgrofie der spez. Leitfahigkeit S/m
by dimensionslose spez. elektrische Leitfihigkeit -
T dimensionslose Zeit -
AT dimensionslose Zeitschrittweite -
P Dichte kg/m?
\Y% Gradient—Operator -
V- Divergenz—Operator -
A Laplace—Operator / Differenz —
lateinische Formelzeichen
a; Aktivitéit der Spezies i mol /dm?
e molare Konzentration des Gegenions 1% mol/ dm?
¢ molare Konzentration der Spezies ¢ mol/dm?
p spezifische Wirmekapazitit J/(kgK)
C; dimensionslose Konzentration der Spezies i -
C; dimensionslose, perfekt gemischte Konzentration der Spezies i —
dV differentiell kleines Volumen m3
dp, hydraulischer Durchmesser m
do Kanalweite m
D; Diffusionskoeffizient der Spezies i m?/s
D dielektrische Verschiebung C/m?
E elektrische Feldstérke V/m
Ei,g selbstinduzierte normale elektr. Feldstérke i. d. EDL V/m
f Proportionalitdtskonstante kg/s
F dimensionslose Frequenz -
F_’;l Coulomb-Kraft N
ARG® freie Standard-Reaktionsenthalpie kJ/mol
h spezifische Enthalpie kJ/m3
1 Tonenstérke gebildet mit der Molaritét -
I, Tonenstérke gebildet mit dem Molenbruch -
i elektrische Stromdichte A/m?
Jox Oxidationsstromdichte A/m?
Jred Reduktionsstromdichte A/m?
k Wirmeleitféhigkeit W/(mK)
kox Geschwindigkeitskonstante Oxidationsreaktion m/s
kred Geschwindigkeitskonstante Reduktionsreaktion m/s
K Gleichgewichtskonstante (mol /dm>)2 Vs
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VEOF

T,y
X,Y

Zi

Kanalldnge

Debye—-Lénge

Elektrodenabstand

Tonendichte der Spezies ¢

Tonendichte der Spezies ¢ im Fliissigkeitskern
Mischgiite der Spezies ¢

Druck

Skalierungsgrofie des Drucks

dimensionsloser Druck

neg. dekadischer Logarithmus der Gegenionenkonzentration
Ladungsdichte

Wandladungsdichte

scheinbare Wandladungsdichte

effektive Ladung eines abgeschirmten Ladungstrigers
Ladung eines Ladungstragers

elektrischer / chemischer Quellterm

Partikelradius

energetischer Quellterm

Zeit

charakt. Zeitskala fiir die Diffusion in der EDL
charakt. Zeitskala fiir das elektrische Feld

charakt. Zeitskala fiir die Elektroosmose

charakt. Zeitskala fiir die Elektrophorese

charakt. Zeitskala fiir die Umstromung eines Partikels
Skalierungsgrofie der Zeit

Temperatur

Bezugstemperatur

dimensionlose Schwingungsdauer

Temperatur an der Kanalwand

Temperatur am Kanaleingang

Temperatur am Kanalausgang

wandtangentiale /—normale Geschwindigkeit
Skalierungsgrofie der Geschwindigkeit

dimensionslose wandtangentiale /~normale Geschwindigkeit
Geschwindigkeit

Geschwindigkeit der Elektroosmose
Koordinatenrichtung

dimensionslose Koordinatenrichtung

Molenbruch der Spezies @

Ladungszahl (Valenzzahl) der Spezies 4

NN%UA%M%%%
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Anhang A Liste haufig verwendeter Symbole und Abbkiirzungen

dimensionslose Parameter

ITy

1T,

SCi

Ip

do
S
Ao
FC[)d%
E0Er¥0

Al
U()do

qdoAypg
UM

qcApo
U

H16

Rev/do/R

kleiner geometrischer Parameter

elektrischer Parameter

elektrischer Parameter

Verhiltnis aus elektrophoretischem zu konvektivem Stofftransport

Verhiltnis aus elektrischen zu viskosen Kriaften

Verhiltnis aus elektrischen zu viskosen Kriaften

reskaliertes Verhéltnis aus elektrischen zu viskosen Kriaften

Dean—Zahl

Grashof-Zahl

Nusselt—Zahl

Prandtl-Zahl

Reynolds—Zahl

Schmidt—Zahl



Anhang B

Validierung anhand der Arbeiten
von Kohlrausch

In diesem Anhang werden Ausziige der Arbeiten von Kohlrausch (1897) zur Konzen-
trationsverschiebung im Innern von Losungen unter Einflufl einer elektrischen Po-
tentialdifferenz wiedergeben. Ein zunéchst paradox anmutendes Ergebnis der Kohl-
rauschen Arbeiten ist: In einem Gemisch von verdiinnten Elektrolyten dndert ein
Strom die lokalen Konzentrationen nicht, wenn alle Bestandteile in einem konstan-
ten Verhdltnis zueinander stehen. Dieses Phinomen zeigt sich bei den Simulationen
der Mikro—Elektrophorese-FEinheit mit dem Modell I1. Die Konzentrationsfelder sind
fiir jeden Elektrolytinhaltsstoff dhnlich. Die diffuse Grenze (Konzentrationsfront)
zwischen verdiinnter und unverdiinnter Konzentration ist fiir alle Elektrolytinhalts-
stoffe, zu jeder Zeit, an nahezu identischer Stelle. Ist keine Elektroosmose vorhan-
den, dann verharren die Konzentrationsfronten trotz angelegter Potentialdifferenz.
Bei Vorhandensein von Elektroosmose bewegen sich die Konzentrationsfronten mit
deren Geschwindigkeit. Der Strom (die Elektrophorese) beeinflufit die lokalen Kon-
zentrationen nicht. Durch die Ubereinstimmung zwischen den Kohlrauschen Uberle-
gungen und den Ergebnissen der Simulation ergibt sich eine Validierung des Modells
II.

Im folgendem wird eine Herleitung des Phéanomens anhand der Verhéltnisse in Ab-
bildung B.1 durchgefiihrt. In einem Kanal befindet sich eine Mischung zweier un-

q)1 Catr Cars Cryy Cgy Cpor Caay Croy Csp (p2
(O o,
N NN

Abbildung B.1: Schichtung zweier Elektrolyte mit unterschiedlichen Konzentrationen.

terschiedlicher Elektrolyte in wéfiriger Losung. Die Elektroden sind in unendlicher
Entfernung zum betrachteten Ort angeordnet. Der eine Elektrolyt besteht aus dem
Kation A und dem Anion R, der andere Elektrolyt aus dem Kation B und dem Anion
S. Im linken Teil des Kanals ist die Konzentration der Ionen cx1, ¢g1, Cr1, cs1 und es
ergibt sich die Leitfahigkeit ;. Im rechten Teil sind die mit einem beliebigen Faktor
n verdiinnten Konzentrationen cas, cga, Cra, cs2. Die resultierende Leitfahigkeit wird
mit oy bezeichnet. In der Mitte des Kanals treffen die verschiedenen Konzentra-
tionen aufeinander. Diffusion und Stromung (Elektroosmose) sollen ausgeschlossen
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werden. Die Stofftransportgleichung (2.32) reduziert sich zu

8cz~

Der elektrophoretische Transport einer Ionenart ¢+ kann als Partialstromdichte

aufgefasst werden. Die Gesamtstromdichte setzt sich aus der Summe der Partial-
strome zusammen, geméf

j: Zi = —FZZiMCiV(p =—oVyp. (B.3)

Der Potentialgradient lasst sich daher als

_ i
o

Vo (B.4)
ausdriicken. Setzt man den Zusammenhang (B.4) in Gleichung (B.1) unter Beriick-
sichtigung der Ladungserhaltung (V - j = 0) ein, so erhélt man eine Beziehung
zwischen zeitlicher Konzentrationséinderung, Stromdichte und Leitfihigkeit geméaf

dc; —rv AiCi

5 = ) (=) (B.5)

Diese Erkenntnis wird auf das Beispiel in Abbildung B.1 angewandt. Die Mobilitdten
A; der Spezies sind aufgrund der Beschrankung auf wafirige Losungen konstant. Die
Mobilitdt kann in Gleichung (B.5) vor den Divergenz—Operator gezogen werden.
Weiterhin verhalten sich die Leitfdhigkeiten im linken und im rechten Kanalteil
entsprechend dem Verdiinnungsfaktor n, d.h.
CA2 CB2 Ci2 02
Konsequenterweise ist daher das Verhéltnis der Konzentration der Spezies i zur
Leittdhigkeit an einem Ort konstant. Es gilt
Ci1 Ci2

= — = Konst.. (B.7)
01 09

Wird der Sachverhalt (B.7) in Gleichung (B.5) beriicksichtigt, so ergibt sich

Gci

5 = —j MV -Konst. =0. (B.8)

Damit ist bewiesen, dafl die elektrophoretischen Transportprozesse keinen Einflufl
auf die lokalen Konzentrationen besitzen, wenn die Inhaltsstoffe in einem festen
Verhiltnis zueinander gemischt sind.



109

Gleichzeitig kann auch das Auftrennen eines Analyts erklért werden. Bei Anwe-
senheit eines Analytpfropfens im Kanal ist das Verhéltnis Analytkonzentration zu
Leitfahigkeit nicht an jedem Ort konstant. Die Analytspezies (bzw. ihre Konzentra-
tionsfronten) bewegen sich dann mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten im elek-
trischen Feld und der Analytpfropfen trennt sich auf.

Die Uberlegungen lassen sich auf einen Elektrolyt mit homogener Konzentration
iibertragen, was den Merkmalen des Modells I entspricht. Der Elektrolyt besteht
dann aus einem lonenpaar A und R. Die Konzentrationsianderung des Kations A
ergibt sich laut Gleichung (B.5) zu

aCA_ - Aaca
ot J 2AMACA + ZRARCR

(B.9)

Im Fall monovalenter Ionen ist ¢4 = cg. Bei unterschiedlich valenten Ionen sind die
Valenzzahlen die Multiplikatoren, welche die Konzentrationen iiber die Dissoziati-
onsreaktionen verbinden, z.B. c4/|zr| = cg. Mit den Zusammenhéngen kénnen die
Konzentrationen gekiirzt werden und es ergibt sich

80 A - A A

— ==V (7). B.10
o =V Sl (B.10)

Das Verhaltnis der Mobilititen wird Hittdorfsche Uberfithrungszahl genannt und ist
in verdiinnten Losungen konstant. Die Elektrophorese dndert unter den genannten
Voraussetzungen auch die Konzentrationen in einem homogenen Elektrolyt nicht.
Damit ist bewiesen, daf die Vernachlassigung des Stofftransports fiir die Inhaltsstoffe
des Elektrolyts bei der Simulation des Modells I gerechtfertigt ist.



Anhang C

Softwareverifikation

An dieser Stelle wird eine Verifikation des CFD-Programms, im Hinblick auf die
elektrokinetischen Transportprozesse, vorgenommen. Ziel ist es, die numerischen
Verfahren im verwendeten Programm FIDAP 8.7.2 so anzupassen, dafl Ergebnisse
mit einer groftmoglichen Genauigkeit berechnet werden. Dazu werden numerische
Ergebnisse mit einer analytischen Losung der eindimensionalen Stofftransportglei-
chung verglichen. Im eindimensionalen Fall reduziert sich Gleichung (3.78) zu

1
Re Se

CT—(ﬁl—FA)(I)a,XCX = CX)(. (Cl)

Aufgrund der Reduzierung auf eine Dimension wird die elektroosmotische Geschwin-
digkeit durch die Randbedingung (3.74) ersetzt. Nach Fahien (1983) findet sich bei
Verwendung der Anfangs— und Randbedingungen

=0 : C= %5()(), (C.2)
F>0,X=0 : Cx=0, (C.3)
7>0,X=00 : C=0, (C4)

eine analytische Losung mittels einer Fourier—Transformation. Die Anfangsbedingung
(C.2) sagt aus, daf die Anfangskonzentration der Spezies durch das Produkt der spe-
zifischen Stoffmenge M mit einer Dirac-Delta-Funktion §(X), bezogen auf die Pro-
beninjektionsfliche des Kanals A, beschrieben wird. Randbedingung (C.3) besagt,
dafl aufgrund der gleichméfigen Diffusionsgeschwindigkeit nach beiden Seiten, der
Peak wihrend des Transports symmetrisch bleibt. Als zweite Randbedingung (C.4)
wird die Konzentration in unendlicher Entfernung zum Ursprung genutzt. Unter
der Voraussetzung eines konstanten Potentialgradienten ergibt sich die analytische
Losung

exp {4 — X = (L I A7) : (C.5)

M
AT
A Rese” ReSe’

Zur numerischen Berechnung wird der Satz von Navier—Stokes—Gleichungen (3.47—
3.49) mit den Randbedingungen (3.74-3.76) und die Stofftransportgleichung (3.78)
verwendet. Die Berechnung des elektrischen Potentials erfolgt mit der Laplace—
Gleichung (3.13). Die numerische Simulation wird in einem rechteckigen Kanal
durchgefiihrt, der durch geeignete Randbedingungen auf eine Dimension reduziert
wird. Der Ubergang zum wandtangentialen/-normalen Koordinatensystem ist un-
notig. Abbildung C.1 zeigt das Simulationsgebiet mit den Anfangs— und Randbedin-
gungen. Das Simulationsgebiet besteht aus einem Kanal mit der Weite dy und einer
Léange von 15dy. Der Anfang des Kanals liegt im Abstand von 5d,, das Ende im

C(X,r) =
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U=-I1,®,, V=0
®,=0, C,=0
w / U( t=0)=0
V(t=0)=0
U=0 , V=0, ) \L;( 1::8):8 7 C( t=0)=1 U(=0)=0 U,=0, V=0,
o=t,cz0 | ° | Lo > V(7=0)=0 ©=0, C,=0
(7=0)=0 X,U C(t=0)=0
5d, / 10d,
U=-I,®,, V=0
NAad) o=0cr0

Abbildung C.1: Simulationsgebiet mit Anfangs— und Randbedingungen.

Abstand von 10d, zum Koordinatenursprung. Die Probeninjektionsfliche am An-
fang der Simulation hat eine Ausdehnung von dy/4 um den Koordinatenursprung.
An den Wénden gilt fiir das elektrische Potential ®y = 0 und fiir den Stofftransport
Cy = 0. Als Randbedingung fiir die tangentiale Geschwindigkeit dient Gleichung
(3.74). Die normale Geschwindigkeit ist im ganzen Gebiet V' = 0. Am Eingang be-
triagt der Wert des Potentials & = 1, am Ausgang ® = 0. Am Ein— und Ausgang
wird fiir die wandtangentiale Geschwindigkeit die kinematische Randbedingung der
eingelaufenen Stromung verwendet. Fiir den Stofftransport wird C'y = 0 genutzt.

Durch verschiedene Rechnungen soll die Abhéngigkeit der numerischen Ergebnisse
von den Parametern Gitterweite AX, Zeitschrittweite A7 und der Art der Diskre-
tisierung des Zeitschritts gezeigt werden. Die Ergebnisse werden mit der analyti-
schen Losung verglichen. Bei allen Simulationen werden vierseitige Elemente mit
Ansatzfunktionen zweiter Ordnung verwendet. Der Druck in einem Element wird
durch eine lineare Funktion beschrieben. Es werden bei der Diskretisierung des Zeit-
schritts zwei implizite Verfahren verwendet. Zum einen ein Verfahren 1. Ordnung
(Euler-Riickwiarts—Verfahren) und zum anderen ein Verfahren 2. Ordnung (Trapez—
Verfahren). Die Verfahren sind im FIDAP 8 Theory Manual (1998) beschrieben. Die
Gitterweite unterliegt zwei Variationen. In einem Fall ist die Lénge eines Elements
AX = 0,1 und im anderen Fall betriagt sie AX = 0,05. Die Zeitschrittweite besitzt
ebenfalls zwei Werte und zwar A7 = 0,1 und A7 = 0,01. Mit diesen Parametern
wird, unter Beriicksichtigung der elektroosmotischen und der elektrophoretischen
Geschwindigkeit, die sogenannte Courant—Friedrichs—Levy—Zahl (CFL-Zahl) gebil-
det, geméaf -
UAr  —(II+A)P, xAT
CFL = Ax Ax .
Es werden Simulationen mit C'F'L = 2; 1; und 0, 2 durchgefiihrt.

(C.6)

Abbildung C.2 zeigt die Ergebnisse der Simulation zur Zeit 7 = 3 und mit Dis-
kretisierung des Zeitschritts nach dem Euler-Riickwarts—Verfahren. Bei den Simu-
lationen mit CFL = 2 und CFL = 1 zeigen sich erhebliche Abweichungen der
Konzentrationen. Auch eine Symmetrie der Peaks ist nicht gegeben. Bessere Resul-
tate ergeben sich bei CFL = 0,2. Das Konzentrationsprofil stimmt bis auf geringe
Abweichungen mit der analytischen Losung iiberein. Bei Verwendung eines Euler—
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0.16+
0.14+ Analytisch
1 CFL=2
0.12+ CFL=1
1 CFL=0,2
0.10+
. |
~ 0.08+
O 4
0.06-
0.04+
0.02+
0.00 T
0 8 9 10

X/-

Abbildung C.2: Konzentrationsprofil bei einer Diskretisierung des Zeitschritts mit
dem Euler—Riickwérts—Verfahren.

0.16+
i —— Analytisch
—— CFL=2
0.14 —— CFL=
| —— CFL=0,2
0.124
0.10
~
D) 0.08-
0.06
0.04
0.02
0.00-+———— e
0 1 8 9 10

X/ -

Abbildung C.3: Konzentrationsprofil bei einer Diskretisierung des Zeitschritts mit
dem Trapez—Verfahren.

Riickwérts—Verfahren sollte daher die CFL-Zahl klein sein, damit eine groffe Genau-
igkeit erzielt wird. Im Allgemeinen ist das unwirtschaftlich, da entweder das Gitter
sehr fein diskretisiert oder die Zeitschrittweite sehr klein gewéahlt werden muf. Beide
Moglichkeiten vergroflern die Rechenzeit betréachtlich.

Weitaus bessere Ergebnisse werden bei der Diskretisierung des Zeitschritts mit dem
Trapez—Verfahren erzielt. Die zugehorigen Konzentrationsprofile bei verschiedenen
CFL~Zahlen und zur Zeit 7 = 3 zeigt Abbildung C.3. Bei allen CFL-Zahlen zeigt
sich eine gute Ubereinstimmung mit der analytischen Losung in Bezug auf die abso-
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luten Konzentrationen, die Lage des Maxima und die Symmetrie. Auch hier ist fest-
zustellen, daB je kleiner die CFL-Zahl wird, desto genauer ist die Ubereinstimmung
mit der analytischen Losung. Die Abweichungen sind bei den groBeren CFL—Zahlen
jedoch wesentlich geringer als beim FEuler—Riickwérts—Verfahren. Die durchgefiihrte
Verifikation zeigt, daBl das verwendete CFD-Programm in der Lage ist, eine gu-
te Genauigkeit bei der Berechnung von elektrokinetischen Transportprozessen zu
gewéhrleisten. Dazu miissen die in Kapitel 3.3.1 beschriebenen Einstellungen ver-
wendet werden.



Anhang D

Verifikation des chemischen
Gleichgewichts—Ansatzes

In Kapitel 3.5.2 wird ein Verfahren zur Berechnung von reaktiven Strémungen mit-
tels eines chemischen Gleichgewichts—Ansatzes hergeleitet. Das Verfahren soll durch
einen Vergleich mit einem (reaktionskinetischen) Arrhenius-Ansatz verifiziert wer-
den. Der Arrhenius—Ansatz ist ein standardméfig im CFD-Programm vorhandenes
Verfahren (vgl. FIDAP 8 Theory Manual (1998)). Zum Vergleich der Verfahren wird
ein Testfall konstruiert. Dieser besteht aus dem Simulationsgebiet, das in Abbildung
D.1 dargestellt ist. In die linke Seite der Geometrie werden mit einer Geschwindig-

U=Vv=0,
CiY=0

Y,V
U( =0)=0
U=1, V_=0, V( ‘l.'=0)=0 UX=0, V=0,
C=Ce=1, [~ C( ©=0)=0 Cu=0

X,U

10

U=Vv=0,
C,=0

Abbildung D.1: Verwendete Geometrie und Randbedingungen.

keit von U = 1 drei Substanzen A,B und C transportiert. Die jeweiligen Konzentra-
tionen am Einstromrand sind C'y = Cz = 1 und C¢ = 0, 5. Zwischen den Substanzen
lauft die chemische Reaktion

A+ B (D.1)

ab. Die Reaktionsterme des Arrhenius-Ansatzes entsprechen

rhn = knCaCp, (D-2)
rr = l{rcc. (D3)

Im Gleichgewicht sind die Geschwindigkeiten von Hinreaktion r, und Riickreaktion
r, gleich groB. Die Gleichgewichtskonstante der Reaktion K entspricht daher dem
Verhéltnis der Geschwindigkeitskonstanten der Hinreaktion k;, und der Riickreaktion
k. geméaf
Cc

CaCp
Die Substanzen stromen in einer Zusammensetzung in die Geometrie, die dem chemi-
schen Gleichgewicht entspricht. Da zu Beginn der Simulation keine der Substanzen
in der Geometrie vorhanden ist, verdiinnen sich die Konzentrationen und geraten

K =ky/k, = =0,5dm?/mol . (D.4)
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ins chemische Ungleichgewicht. Die Zeitskala der Chemie ist um Groéflenordnungen
kleiner als die Zeitskala der Stromung. Beide chemischen Verfahren sollen dafiir
sorgen, daf sich zu jedem Zeitschritt ein entsprechender Gleichgewichtszustand, un-
ter Beriicksichtigung der Transportprozesse, einstellt. Die Betrige der Geschwin-
digkeitskonstanten werden so grofi gewéhlt, dafl die Zeitskala der Chemie sehr viel
kiirzer als die Zeitskala der Stromung ist, der Quotient der Geschwindigkeitskon-
stanten dem Betrag der Gleichgewichtskonstante entspricht und eine Konvergenz
der Rechnung erzielt wird.

Abbildung D.2 zeigt das Konzentrationsfeld der Substanz A bei Verwendung des
Arrhenius-Ansatzes (obere Bildhilfte) und bei Verwendung des Gleichgewichts—
Ansatzes (untere Bildhélfte). Zum Zeitpunkt 7 = 2,5 hat das laminare Stromungs-

.103E+01
.916E+00
.801E+00
.687E+00
572E+00

Arrhenius- 458E+00
Ansatz .343E+00
= - 229E+00
Gleichgewichts
114E+00
Ansatz

.109E-19

@

Abbildung D.2: Konzentrationsfeld der Substanz A zur Zeit 7 = 2, 5.

profil ein parabolisches Konzentrationsprofil verursacht. Augenscheinlich gibt es
kaum einen Unterschied zwischen beiden Konzentrationsfeldern. Um auch die Kon-
zentrationen der anderen Substanzen mit einzubeziehen, wird aus den Simulations-
ergebnissen am Ort 1 die Gleichgewichtskonstante berechnet und mit dem theo-
retischen Wert K = 0,5 verglichen. Abbildung D.3 zeigt das Profil der beiden
Gleichgewichtskonstanten. Dabei ist K4, die Gleichgewichtskonstante, die mit dem
Arrhenius—Ansatz berechnet ist. Der Verlauf der Kurve zeigt, dafi die Konzentra-
tionen in der Mitte des Kanals eine sehr gute Ubereinstimmung mit dem Gleichge-
wichtszustand aufweisen. Im Bereich der Wéande ergeben sich Abweichungen bis zu
12% vom theoretischen Wert der Gleichgewichtskonstante. Der Verlauf der Gleichge-
wichtskonstante Kg¢, die aus den Ergebnissen des Gleichgewichts—Ansatzes gebildet
wird, zeigt ein besseres Verhalten. Im Bereich der Wéande betragen die Abweichun-
gen nur 8%. Daf} beide Verfahren grofiere Abweichungen im Wandbereich aufweisen,
kann zwei Ursachen haben. Zum einen sind die Gradienten im Wandbereich grofier
und die Approximation im Element wird ungenauer. Zum anderen sind die Konzen-
trationen geringer und der absolute Fehler besitzt einen gréfieren Einfluss auf die
Bildung der Gleichgewichtskonstante.

Ein zweites Kriterium zur Bewertung der Verfahren ist die Anzahl der Iterationen
bis zur Konvergenz der Losung. Diese sind fiir jeden Zeitschritt in Abbildung D.4
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0.60- | — Ke |
0.58-
0.56-
0.54
0.52-
0.50-

o.48—f/ \/\

0.46+
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0.44-
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Abbildung D.3: Errechnete Gleichgewichtskonstanten an der Stelle 1 zur Zeit 7 = 2,5.

aufgetragen. Zu Beginn der Simulation benétigt der Gleichgewichts—Ansatz mehr
181
16—-
1] ||
12—: ' Gleichgewichts-Ansatz

Arrhenius-Ansatz

Iterationen
e

0.00 0.25 050 0.75 1.00 125 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50
Zeitschritt
Abbildung D.4: Anzahl der Iterationen bis zur Konvergenz iiber den Zeitschritt.

Iterationen als der Arrhenius—Ansatz. Ab dem dritten Zeitschritt d&ndern sich die
Verhéltnisse. Die Simulation des Arrhenius—Ansatzes weist dann eine hohere Anzahl
von Iterationen auf. Bei der Berechnung einer groflen Anzahl von Zeitschritten wird
sich durch den Gleichgewichts—Ansatz die Rechenzeit reduzieren. Somit erscheint der
Gleichgewichts—Ansatz, in Bezug auf die Genauigkeit und das Konvergenzverhalten,
iiberlegen.
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