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ρf
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ϕ−1∂v̄
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+ ϕ−1∇̄ ∗ (ϕ−1v̄ ∗ v̄

)]
= − ϕ−1∇̄p̄ + ϕ−1μf∇̄2v̄ − c−1

1j μf v̄

− ρfc2j |v̄| v̄ + ρfg
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(ρCp)f
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∂Tf

∂t
+ ∇ ∗ (vfTf )

]
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∂
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[
ϕ (ρCp)f T f

]
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[
ϕvfT f

]
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(
ϕT f

)]
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[
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V

∫
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λfTfdS
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∫
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λf∇TfdS 5?%?B6
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[
(1 − ϕ) (ρCp)s T s

]
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λsTsdS
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− 1

V

∫
Afs

λs∇TsdS 5?%CD6

��	�� ��� ����� &��
� ��� �����
��� ?%?B ��� '��
���
� M������� ��� ������� ��� ����
��
��
�� +������� ��� ��� ����
 ��� &
������ ���� ��� ���7��4���� +�������
���� 	���
���	
%
!�� ���

� &��
� 	���
���	
 ��� ����
 "$������
��� ���� ��� ���7��4���� +�������
����
��� 	���
��
�
 ��� ����
 ��� ���������

����� ������������������ 8������
����� ��� ���
����'��
��

 '����
�� 1���� ��� 1��
�
�<% !�	�� ���� ��� ������
����
 ����

��
�� ����
����
���� T f ��� T s ����


T f =
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Vf
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Tf dV

T s =
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∫
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∫
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∂

∂t

[
ϕ (ρCp)f T f + (1 − ϕ) (ρCp)s T s

]
+ (ρCp)f ∇ ∗

[
ϕvfT f

]
=

∇ ∗ {λf∇
(
ϕT f

)
+ λs∇

[
(1 − ϕ)T s

]}
+ ∇ ∗

[
1

V

∫
Afs

(λfTf − λsTs) dS

]
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Tf = T f + T ′
f

Ts = T s + T ′
s 5?%CC6
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[
ϕ (ρCp)f + (1 − ϕ) (ρCp)s

]
T + (ρCp)f ∇ ∗ [ϕ (vfT + v′

fT
′
f
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=

∇2
[ϕλf + (1 − ϕ)λs] T + ∇ ∗

[
1

V

∫
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(
λfT

′
f − λsT

′
s

)
dS

]
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v′
fT
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∇2
[ϕλf + (1 − ϕ)λs]T + ∇ ∗
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(
λfT

′
f − λsT

′
s

)
dS

]
= ∇ ∗ (λd∇T
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�� ,�������
��� ����	


T
′(n)
f = dpf(r′) ∗ ∇̄T̄ 5?%G=6

��	�� ��� ������������
� �������
���������
 ∇̄T̄ ��� ���� ,���
��
� �� ������������
��
,�������
�� 	�
���

�
 ���� ��� f(r′) ���� �������������� ���
������
��� ����
���
� ���
��� ��� ������������
�� ,�������
�� (r′) �	
$��
� ����� *������� �� ���
��� ��� ��
��
;�+ ����
%
!�� ����
���������
�� �� ��
�� ;�+ ������ ��
 )���� ��� �����
����� ?%EE ��� ?%EG
	��
���
�

v
(n)
f = |v̄f | g(r′) 5?%G>6

v
′(n)
f = v

(n)
f − vf = |v̄f | g′(r′) 5?%G?6

��	�� g′(r′) ���
 ���� �������������� ���
������
��� ��
� ��� ��� ��� ��� ������������
��
,�������
�� �	
$��
% "����� ��� �����
����� ?%G= ��� ?%G? �� �����
��� ?%EC �������
'
�
� 
�
 ���� '�

ϕv′
fT

′
f = α̃′ : ∇̄T̄ 5?%GC6

!�� ��<����� "$������	���
����
����� α̃′ ��
 ����	�� ����


α̃′ = − (1 − ϕ) |v̄f | dp

∫
V ∗

f

g′(r′)f(r′)dV ∗ 5?%GE6

(���

�
 ������ ����� ���� ��� 8�
����� �� �����
��� ?%GE ��� ��������������� ������ ��
�
��� ��������
 	����
��
 ������ ����% R����
 ��
 ���� ���

 ��
��� ���� ��� 8�
����
��� ���
;�+� ������
�$����
 ����% *� ������ +<��
 ;��
���� '� 
������ ���� ��� ��� 8�
�����
����
 ����� ��	�����
�� ��������������� ������ D̃ �� �����
��� ?%GE ����
'
 ������% ���
��
$�


α̃′ = D̃ (1 − ϕ) |v̄f | dp = D̃
(1 − ϕ)

ϕ
|v̄f | dp 5?%GG6

��� �����
��� ?%GG ����
� ���� ��� ���	���
����
����� ����
 "$������
��� λ̃′ 	��
���

��
 ����


λ̃′ = (ρCp)f α̃′ = D̃λf
(1 − ϕ)

ϕ

|v̄| dp

αf

= D̃λf
(1 − ϕ)

ϕ
Pe 5?%G@6



>D )�����
��� ��� ����������� #�����
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��	�� Pe = |v̄| dp/αf ��� #����
 ��
� 	�'���
��
% !�� "��
 ��� D̃ ���� ����
 ����� ����
�����
 ��
 +-�������
�� ����

��
 ������% !�� �����
����� ?%GG ��� ?%G@ '������ ���� ���
���	���
��� ����
 "$������
��� ��� ��� "$������	���
��� ����
 !�<����� 	�� 
�
��
;�3�����'�
��� ������ ������
����� '�� #����
 ��
� ��
� ��� ��
 ��� ����
�� �-��
��������
�-�������
����� ,������
����� H?C� ?E� C@I�  	������
���
%

+� ���� ���
 ������ 	�
��
 ������� ���� ��� �	
$�������
�� ��� #�����
$
 ��� ��� ���
��
���������
 	�� 
�
�� ��� 	�� ��������� ;�3�����'�
��� ��
����
������
 ���� ��� �� ������
)�����
��� �����
���4���
 ��� (�
���

��� � � 
�
�� ;�3�����'�
��� 5
��	����
� &
������
���6 ������
�% ��� ��� �����
����� ?%CB ��� ?%GC ����
 ��� ��� ������������
� +�������
�����
��� � � ��� ������� ������

∂

∂t

[
ϕ (ρCp)f + (1 − ϕ) (ρCp)s

]
T̄ + (ρCp)f ∇̄ ∗ [v̄T̄

]
= ∇̄ ∗

(
λd∇̄T̄ + λ̃′ : ∇̄T̄

)
. 5?%GA6

λ̃′ : ∇̄T̄ 	���
���	
 ��	�� ��� 
��	����
�� "$���
�������
 '����
�� '��� ������� 5;�+�6%
!��� 	����
�
� ���� ��� &�
����������
��� ��� ������
���� "$���
�������
� ��� '��$
'�
���
� "$������
�$
�����
 λ̃′ 	�� �����

��
 ����% !����� ��
��� ���� ��
 ���
 ��� 
��	����
�
"$������
�$
�����
 	�'���
��
%

��%�� �2�#��*�
 3��
��
4����������� ()
 �	��#���
�� ��� ��
��+
������ ���
����
����	
� -5�.

!�� ���	���
����
����� ����
 
��	����
� "$������
��� λ̃′ ��
 	�� ��� ������������ ����3���
��� �� ������ ,���
�� ��'���
 ����� ��� &�����% !����� ���� ������ '� ����� *�
�����������
�3�� HC=I ��
 )���� ��� �������
�����
���� �� J������

��� ��� +��
��
��$��� W ∗H

ij � 	�'����
��� ��� ����������� ��� 
��	����
�� +���������
����
� ��� ��� ���'�0��
�� "$��������
'�
$
 �	����
$
'
 ������% !��� 	����
�
� ����

λ̃′ = W ∗H
ij ∗ Cp 5?%GB6
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���� ��� &
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 ������ &
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 ������ ����% ������� ��� ,�'���
HC=I ��
������
�� ��� ,��'��
 �����
�� 1����������� �� ��� '����
�� ��� *�
�����$��� i
��� j  	�� ���� &���
 �����
����

 ������% !����� ,��'��
 ���
 � � ��� ����
�� �����
��
!��

� ��� +���
�����
�������� ��� ���� ���
 � � ��� ����������� ������ ��������
% +�
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��� >=

�		������ ?%>O 1������������ �� ��� *�
�����$���

1 � ������ ,��'��
 ���
O

V ′
ij = V ′

ji 5?%@D6

!�� ��
�
��� ′ 	���
���	
 ��� 1���
��
����� �� ��� ���
% �����
��� ?%@D 	���
���	
 ��� ����

����
 ��� 1����������� ��

���
���
% !�� ���
����
 ��� *�
������� i '� j ��
 ���� �����

��� ���
����
 ��� *�
������� j '� i% !��� ���
 �	���� � � ��� �� ��� ���
 7��
���������
J�������
���������
��

v′
ij = v′

ji 5?%@=6

!�� �����
� ����
' ���� ���
 � � ��� +���������
����
 ��� *�
�����$�� ���������
% !��
�����
� ���
����
 ��� +������  	�� ��� &���
 ��
 ��� (���
� s ��
 ��0����
 ���
 HC=I

(q̇s)i↔j = W ∗H
ij (hi − hj) 5?%@>6

��	�� hi ��� +�

����� ��� *�
�������� i ��� hj ��� +�

����� ��� *�
�������� j 	���
���	
%
1 � ����� !�������������
��� ��� �� ��� ������������ ���������� ���� ��� (����
����
��� W ∗H

ij ����'���
 ������ ��� ��� (����
���� ��� 
��	����
�� ��
���� W
′H
ij % !����� 	��

��
���	
 �������
 ��� �����
�� J����
���������
��� ��� +��
��
��$���� ����
�� �� �������
��� ��� W

′
ij 	�'���
��
 ����%

1 � ��� ����������� ������ �����
�� &���
	���
�� ��
 ������ ��0����
 ���

W
′
=

s

zT
μf

ε

νf
5?%@?6

��	�� ε ��� "��	���������
$
� νf ��� ������
���
� �������
$
 ��� zT
ij ��� 
��	�����
�� ���

��
������� 	�'���
��
% !���� ������ �	����
$
'
 ������% ε/νf ��
 ��	�� ������
����� '��
;�3�����'�
�O

ε

νf

= ω′Reb 5?%@C6
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'
�
����
' � 
�
 '�O

zT = ωgd
(s

d

)r

5?%@E6

ωg 	�'���
��
 ��	�� ��� "�����
����	�����
 ��� &���
�� ��� r ����� #�����
��� ��� ��
��	���� ?%> ��0����
 ����% ��� �����
��� ?%@? ����
 ��
 )���� ��� �����
����� ?%@C ���
?%@E � � ��� (����
���� ��� W

′
��
�� ���������� ��� 
3��������
�� !���
������� dh

W
′

μf
=

ω
′

ωg
Reb

(
s

dh

)1−r

5?%@G6

!�	�� ��
 ω
′
��0����
 ���

ω
′
= 2ω 5?%@@6

!����� ����
 � � ��� ����������� �����
���

W
′
= μf

2ω

ωg
Reb

(
s

dh

)1−r

5?%@A6
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�����
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����� � � ��� �����
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 ��������
�� 	����7�������� *�
�����$��
�����
������� !������ '��������� �� (�'��
��� ����
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 �
�� �����
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� � ��� #�����
�� ω/ωg, b ��� r '�������% !�� ,������
��� ���
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 � �
��
� � Re > 5000 ��� s/D > 0.032%
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ω/ωg D�DD=AP> D�DD>@ D�DDEP>
r =�C D�BE D�ABC
b D�B D�B D�B

1 � ��� ���
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�
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�
% 1 � ��� ����
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 ��� +��� 
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�� ?%E%= ������
 ��� ��� (����
���� ��� ���������:'���
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c1j ��� c2j �� ��� 8����������
���%

ρf

[
ϕ−1∂v̄

∂t
+ ϕ−1∇̄ ∗ (ϕ−1v̄ ∗ v̄

)]
= − ϕ−1∇̄p̄ + ϕ−1μf∇̄2v̄ − c−1

1j μf v̄

− ρfc2j |v̄| v̄ + ρfg

5C%=6
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������ ��� �� ���
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����� ��� )����  ��	 ��� ���������*������� c1j

��� c2j ���� �������������

1 � ��� (��
������ ��� ,��:'���
�� ��
 ��� ����
�� ����� ����
��
�� !���3����
����
������
 v̄ = (u, v, w)T ��
������� ��� � � ��� 1��� ������ J����
������ 	����
�
� ����
v, z = 0 ��� w = const% ��� ,����9���' ������ ���� ���
 ��� ���
������ �	���
����� ���
����
���������
���������
�� ∂u

∂y
= ∂u

∂z
= ∂u

∂x
= 0% !��� 	����
�
 � � ��� ������� ���� ����

�� )��
	���������� ���������� ����� (���
������������$�
� ��� ����� ���������$�
�� ���
�
�� ���
���	� ������ % ���
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ρf

⎡
⎢⎣ϕ−1∂v̄

∂t︸ ︷︷ ︸
0

+ ϕ−1∇̄ ∗ (ϕ−1v̄ ∗ v̄
)︸ ︷︷ ︸

0

⎤
⎥⎦ = − ϕ−1∇̄p̄ + ϕ−1μf∇̄2v̄︸ ︷︷ ︸

0

−c−1
1j μf v̄

− ρfc2j |v̄| v̄ + ρfg︸︷︷︸
0

5C%>6

⇒ ∂p̄

∂x
= − μfϕ1

c1j
u︸ ︷︷ ︸

lam.Anteil

− ρfc2jϕ1 |u|u︸ ︷︷ ︸
turb.Anteil

5C%?6
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c11 = K1 ��� c21 =
F√
K1
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∂p̄

∂x
= −μfϕ1

c11
u − ρfc21ϕ1 |u|u 5C%E6
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���	�� ������ '�

∂ϕp̄f

∂x
= −μfϕ1

c11

u − ρfc21ϕ1 |u|u 5C%G6
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∂p̄f

∂x
= −μf

c11
u − ρfc21 |u|u 5C%@6
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��������

∂p̄f

∂x
= −μf

c11
u − ρfc21 |u|u |

∫ x

0

dx 5C%A6
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⇒ Δp̄f

x
= −μf

c11
u − ρfc21 |u|u 5C%B6

!�� ����
' '�� (��
������ ��� ,��:'���
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c13 = K3 ��� c23 =
F√
K3
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⇒ Δp̄f

z
= −μf

c13
w − ρfc23 |w|w 5C%==6
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$����% !����� ���� ��� ���
$�
��� ��� ����
�
���
�� 1�$�
� A1 '� 	���
'
��
*����� Pwt ������	��� ��	��

A1 = 0.001475 m2 5C%GD6

Pwt = 0.258499 m 5C%G=6

���
% !����� ����
 � � ��� 
3��������
�� !���
������

dh = 0.022823 m 5C%G>6
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 ����� &���
�� ��
 ��� /$��� l2 =
0.1 m 	�
���

�
% *� ��� +���	��� ��� ,������
��� ��
 ��� ���
��������� (����
���� ����
�����
�� '� ������� ���� ��� +���	��� ��� ,������
��� ���
 ��
 ��� /$��� l2 ���
����'���

������� ��� ����
 ����
 � � ��� ,��:'���
�� c13 ���
 �����
��� C%C=

c13 = 4.02875 ∗ 10−7 5C%G?6
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 ��� ,��:'���
�� c21 ��� ��� !���3����
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�
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c23 = 7398.4w4 − 4166.5w3 + 920.19w2 − 105.5w + 11.672 5C%GC6



�����	� '

!	�������� �	
 ��	$��	��	� ����	��

()�

%�� +� ����
�� ,������	��

1 � ��� 
��� ������������ 9�����
���
�� (����������
�$�
�� ������ ������� ��� ������
!����������
���:'���
�� �����
�
 ��� � � ,������
��% +�������
� ,������
����� ������ 
����
� � .����
 ���

 ���% !�� ��������
� &
����������
���� 521!�2����
�
����� 1���� !3�
������6 �����

��
 �
�

������ +�����

�� �� ������-� &
�����������$���� ��� ��� ���
�-�������
����� "��� ���

 ���� ��� ��
��� ����
���	�� ����% &�� 
�
 ��� ����� �
��������
���
�����
� #��	���� �����-���
�� ��
 ��������
�� ��

���� '� �����% !�	�� ������
�����������
����� ��� ��� �������&
����������
������ ����
� �� ,���
�� ?%= 	����
� ���
�$
�
 ������� ��� +���������
����� ���� ������ �����
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�
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��
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� �����
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�� ���������������� &
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��% !����� ,���
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 ����� ������� +��	���� �� ��� ������
����� ��� ��������
�� &
����������
����� ��� ��� (����
���� ��� ���������:'���
��
'������� ����
% �������� !���
�������� 0���� ���
 �� H??I ��� H?>I% !�	�� 	�'���
��� ���
����
���������
���������
�� ��� ��� � �����
���4���
 �� ,���
�� E%= ��� ������������
��
����
���������
��%
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������ ������ ��� �����������	��� �������&
����������
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��� ���� H??I ��
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$
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��� � � ���
���������	�� ������ ���
�


∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= 0 5E%=6
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 ��� &���� ��� ���
��
����� �������
���� �� ��� �������������
 dV �����

��� &���� ��� ���
��
����� �������
����%
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���������
��� ���
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��� ?%>G ���� �� ��� ,�������
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ρf ∗
(

∂u

∂t
+ u ∗ ∂u

∂x
+ v ∗ ∂u

∂y
+ w ∗ ∂u

∂z

)
=

Fx − ∂p

∂x
+ μf ∗

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

ρf ∗
(

∂v

∂t
+ u ∗ ∂v

∂x
+ v ∗ ∂v

∂y
+ w ∗ ∂v

∂z

)
=

Fy − ∂p

∂y
+ μf ∗

(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2
+

∂2v

∂z2

)

ρf ∗
(

∂w

∂t
+ u ∗ ∂w

∂x
+ v ∗ ∂w

∂y
+ w ∗ ∂w

∂z

)
=

Fz − ∂p

∂z
+ μf ∗

(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2
+

∂2w

∂z2

)

5E%>6
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�

�� J���� ��� /$������������
����
 �� &
����������� '�� 1����% !�� �������
&
����������
����� ������ 

����
���
 �����
 ��� ������ #
$����� ���������
 �������
.����
 
$

� ���� ���4� ������������ ��� ��� ;��
��'��
��� ��� ����� �
����� � ����%
!�����
 ��
 �� ���
���
��
 ��� ��

����� ����
���������
�� ��� ��� &�
��������� �� ���
����������
��� ��
����
 ����������� '� 	�
���

��%

!��� ��������

 ��� ;�3����� � ����
'% !�����
 ������ ��� &
����������4�� �� �����
'��
���
�� ��

�����
 ��� ���� &�
�����������4� ��
��
���
% !�� '��
���
� ��

�����

ũ =
1

T̂
∗
∫ T̂

0

u ∗ dt 5E%?6

����
 ��� ���
 ;�3����� � ��

�����% !�	�� 	���
���	
 T̂ ��� �������
 ���4�� ���
��
������%
1 � ��� �����������	��� 1���� ���
 ����
 � � ��� ����
���������
�� u, v, w ��� � � ��� !����
p ��
�� ��� (�� �����

����� ��� &�
�����������4��� ��� ��
 ����� &
���
 ������'���
��

������O

u = ũ + u
′

, v = ṽ + v
′

, w = w̃ + w
′

p = p̃ + p
′ 5E%C6
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� ,��
����
$
������
��� ��
 ��� ���������� ��� ;�3����� � ����
'��
���
�
O

∂ũ

∂x
+

∂ṽ

∂y
+

∂w̃

∂z
= 0 5E%E6
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ρf ∗
(

∂ũ

∂t
+

∂ũ2

∂x
+

∂ũ ∗ ṽ

∂y
+

∂ũ ∗ w̃

∂z

)
=

Fx − ∂p̃

∂x
+

∂τ̃xx

∂x
+

∂τ̃yx

∂y
+

∂τ̃zx

∂z
− ρf∗

(
∂u′2

∂x
+

∂ (u′ ∗ v′)

∂y
+

∂u′ ∗ w′

∂z

)

ρf ∗
(

∂ṽ

∂t
+

∂ũ ∗ ṽ

∂x
+

∂ṽ2

∂y
+

∂ṽ ∗ w̃

∂z

)
=

Fy − ∂p̃

∂y
+

∂τ̃xy

∂x
+

∂τ̃yy

∂y
+

∂τ̃zy

∂z
− ρf∗

(
∂ (v′ ∗ u′)

∂x
+

∂v′2

∂y
+

∂ (v′ ∗ w′)

∂z

)

ρf ∗
(

∂w̃

∂t
+

∂w̃ ∗ ũ

∂x
+

∂w̃ ∗ ṽ

∂z
+

∂w̃2

∂y

)
=

Fz − ∂p̃

∂z
+

∂̃τ xz

∂x
+

∂τ̃yz

∂y
+

∂τ̃zz

∂z
− ρf∗

(
∂ (w′ ∗ u′)

∂x
+

∂ (w′ ∗ v′)

∂y
+

∂w′2

∂z

)

5E%G6

!���
 ��� ��������� ��� ;�3��������

����� ����	�� ���
 '��$
'���
� *�	�����
�� ����
�
� ��� 
��	����
� &�
������������� ���� ;�3��������������� 	�'���
��
 ������% !����
������ �� ����� ?-? � ��
��- '�������������
 ������% ��� &3���
����� ���� ����'�����
��� ���
 ��� G *�	�����
�%

τ
′
= −ρf ∗

⎛
⎜⎝ u

′
1 ∗ u

′
1 u

′
1 ∗ u

′
2 u

′
1 ∗ u

′
3

u
′
2 ∗ u

′
1 u

′
2 ∗ u

′
2 u

′
2 ∗ u

′
2

u
′
3 ∗ u

′
1 u

′
3 ∗ u

′
2 u

′
3 ∗ u

′
3

⎞
⎟⎠ 5E%@6

!�� ;�3��������������� ������ .������ ������
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 ��� ��������
�� ;�3����� � &����
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����
��
'�� 	��
���
 ������% /�
'
���� ���� �� ���
��������� ,���
�� �$
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%

����� ��� �	����� ��
 ,�
���*��#	���
�

!�� 8�����
�������
 �� ����� &
������ ������
 ��� ����� ������������
�� +	��� ��� 1���
�� ����������� !�<����������$���% !����� ���� ����
 ��� ������ ;��	���� ��������
��
����������� �������
$
 ��� 1����� μf � ����$���
���
% &���
 ����
 �� ��
� ��� '��$
'���
��
8��������
����
 ��� ���	����' ��
 ����� 
��	����
�� �������
$
� ��� ��������
�� "��	���
�������
$
� μt '� �����������% ��
 )���� ��� (��������9�����
'�� ������ ���
 ��� ;�3������
&��������� ��� ����
 	���
���	��O

−ρf ∗

⎛
⎜⎝ u

′
1 ∗ u

′
1 u

′
1 ∗ u

′
2 u

′
1 ∗ u

′
3

u
′
2 ∗ u

′
1 u

′
2 ∗ u

′
2 u

′
2 ∗ u

′
2

u
′
3 ∗ u

′
1 u

′
3 ∗ u

′
2 u

′
3 ∗ u

′
3

= f (μt, k, ε)

⎞
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μt = ρf ∗ Cμ ∗ k2

ε
5E%B6

)���	�� 	���
���	
 k ��� 
��	����
� ����
���
� +������� ����
� �� ���"��	��� ���
����� ��
%
8� �������
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���	
 ε ��� 
��	����
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��	����
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����
 ;��	��� 	���
��
�
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ρf ∗ ∂k

∂t
+ ρf ∗ ũj ∗ ∂k

∂xj
= μt ∗ ∂ũi

∂xj
∗
(

∂ũi

∂xj
+

∂ũj

∂xi

)
+

∂

∂xj
∗
(

μf ∗ ∂k

∂xj
+

μt

σk
∗ ∂K

∂xj

)
− ρf ∗ ε

5E%=D6

��� '�� ������� � � ��� !������
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ρf ∗ ∂ε

∂t
+ ρf ∗ ũj ∗ ∂ε

∂xj
= Cε1 ∗ ε

K
∗ μt ∗ ∂ũi

∂xj
∗
(

∂ũi

∂xj
+

∂ũj

∂xi

)
+

∂

∂xj
∗
(

μf ∗ ∂ε

∂xj
+

μt

σε
∗ ∂ε

∂xj

)
− Cε2ρf ∗ ε2

K
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������
� &
��������� ��
$�
 ��� ��� ������

����
� "�������
' H?>I

u+ =
1

κ
∗ ��y+ + C 5E%=>6

��	��

κ = 0.41 , C = 5.5

u+ =
ũ

uτ
, uτ =

√
τW

ρf
, y+ =

zw ∗ uτ

ν

��	�� κ ��� ��� ,U��U��,���
��
� ��� C ���� 8�
����
��������
��
� 	�'���
��
% τW 	��
��
���	
 ��� ��

���� "�����
�	��������� z ��� "����	�
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���������
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 �� ��������� (���
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 ��� &
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u+ = y+ 5E%=?6
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y+ =
z ∗ uτ

ν
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����
 9��� '�� &3���
����	��
�� ���'���
�� ��
%

� .,"������ ����%����	��	��5

(�� '3�����
�� ;���	���������� ������ ���
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 )���� ��� ���4��
�� 8�
��
������
'��  	�� ��� �����
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c =
u ∗ Δt

Δx
≤ 1 5E%=C6
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∇p = ϑ1 ∗ u2 ��
 ϑ1 = c21ρf 5E%=E6
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∇p = ϑ2 ∗ w2 ��
 ϑ2 = c23ρf 5E%=G6
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ρf = 776.993
kg

m3
5E%=@6

μf = 99.110 ∗ 10−6 kg

m s
5E%=A6

Cp = 4911
J

kg K
5E%=B6

λf = 0.610735
W

m K
5E%>D6
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��� �������	���������� ������ �������� "��
� ���$
�
O

uf = 0.1 m/s
vf , wf = 0 m/s

p = 0 Pa
T = 293 K
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	�� ����% ��� /������������ ����� ��� !�����
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�
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 ��� ��ε������� � � 
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c =
u ∗ Δt

Δx
≤ 1 5E%>=6
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���
� ��% ,���
�� E%=%A% !�� ��

���� ����	���
� ��� ������ �� �������� ;��

��� 	�
�$�

��	�� 0.92 mm% !�� ��� ��$
��� (����
������ ��� &���
������� ��� � � ��� ������������
!����������
�� ��� ��-����� ������
����
� J�������
���������
 ��� "��
 ��� 0.2 m/s
���

  	����
���
�
� ���� '�� &��
��
��
 ���� ��-����� J�������
���������
 ��� 0.3 m/s
����������% !����� ����
 � � ��� (����
���� ��� ������
�� ���
��
��

� ��
 ����� K	���
����'� ��� c = 1

Δt =
0.92 mm

300 mm/s
= 0.003066 s 5E%>>6
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 ������ ������ ��
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=⇒ c21 = 9, 9088 5E%>?6
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c21 = −233148u4 + 74393u3 − 8539.2u2 + 401.59u + 4.0579 5E%>C6
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��
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� ��� ,������
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 ����	�� ����


c21 = 48737u4 − 15359u3 + 1861.6u2 − 117.03u + 14.096 5E%>E6
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∇p = ϑ2 ∗ w2
f ��
 ϑ2 = c23ρf 5E%>G6
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uf , vf = 0 m/s
wf = −0, 517 m/s
p = 0 Pa
T = 293 K
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c23 = 662.19w4 − 370.36w3 + 81.143w2 − 9.1591w + 1.0846 5E%>A6

� � ��� 21!�&�����
��� ���

c23 = 739.83w4 − 416.65w3 + 92.019w2 − 10.55w + 1.1672 5E%>B6

� � ��� ,������
���%

)�
��

1 � ��� ���
��������� (����
������ ��� &
�������� �� ;���
������ ��
 1����	 ������
��� ����
��
�� "��
� ��� ,��:'���
�� c21 ��� c23 ��� 21!�;��
���� ��������
� 	'�% ���
����
 !����������
�������
����� 	����
��
�� "��
� ��� ,��:'���
�� c11 ��� c13%



�����	� *

+���,�	 �	
 �������
-����

!�� ����3�� ��� &���
�
������ ���� ��
 )���� ��� &��
���� 2����� ����
��� 
�
% &�� ����

'�� (����
���� ���
������ !�<����
��������
����� ���
 ��� ��

��� 1���
�� +�����
� ���
��
 ��	�� �� ������ (�����
�� �����
'	��� ��� '�� (������� �� ��� &
����������
����� ���
����3�
��
��
���� ����
��
�������� (������'�� ���� �� ��� �����������
��
��% !�	�� ����
��� ��
 ��� W���
��
3����W���������� ��
���� �
3��������
� ������� 	����	�� ��������

������% !��� ��
 ��� ���4�� ���
��� ����� 	�� ������� &�����
�������
��������
��� ����
��
���
 �� ��� ������������ ��������� ����
'
 ����% "�� 	����
� ���$
�
� ���� ��� �	�$�
��
�����

�
� &
������ �� ��� &���
�� ��� &!"; ��
�����

 ��� ������
� ��
��������
���
���
�������
 ������% !�	�� ������ ��� �����
����� � � 8����� ��� +������ � � ��� �������
������ ��������
 ��� ����
 ��� 
�������� &
����������� 	����
��
% 8� ��������� ����
��� ��
�����

 ������� �	 ����
�� +��
��

�����
���������
 ����� ��
��������
��� ��
�
���
��

%

'�� ,�� �����

!�� �����
��� ��� ;���
��� ���� ���������
��� ��� '�������������� ��� ��
�
�����3��
��
����
 ����������% !��� 
�
 ��� ���
��� ��� +�������� ��� ;��
��'��
� ����
� ���

����
���
 ����� 	�� ����� ?�������������� �����
��� ����'���
% !�� >�������������� ��
��

�����3���
����
� &�
��

 ����
 ��� ,��� ��� ;���
��� 5���% �		������ G%=6� 
�
 ����

���� (���
� ��� =%>E � ��� ���� /$��� ��� C%> �% !�� �����
�����
�� ��� (����������
�
������ �		������ >%C ��
������ ������% !�� ���

���
�� #�����
�� ������ �� ���������
���
���� '�������������
O

ϕ1 = 0.1295
ϕ3 = 0.2475
c11 = 3.262 ∗ 10−07

c21 = 9.9088
c13 = 4.029 ∗ 10−07

c23 = 0.6195



EC ����3�� ��� &���
�
������

�		������ G%=O �����
��� ��� ,����

'�� +���	���������	

!�� ��
' ��
 ��� ��
���
���
 ��������
��� ���
���
�����
�� !���������

��� ����
�� ��������

��� ?>=D +�����
�� 	��
�

� ���% �		������ G%>%

'�� ,���
���	������ 

!�� �� ,���
�� ? 
�������
�
�� �����
����� ������ �� �3��������������
�� 
�����������

��� �� 2����� ��������
���
% !�'� ������ ��� ,��
����
$
������
��� ��� ��� 8����������
�
��� �� ��� �������	��� ������ ��� �����������	��� �������&
���� �����
���� ��� ���
+�����������
��� �� ��� ������ � � ,�����
��� ��� "$������
��� �����	����� ��� ���
��������
% )���'� ����� ��� 	����
� ���$
�
� W���
��
3����W���������� ����
'
� ��� ����
,������� 	����� ������� ��
�������� ��������

%

!�� ,��
����
$
������
��� ���
�
 ����
O

ρf (r ∗ (ur + vz) + u) = 0 5G%=6

ur ��
 ��	�� ��� �	���
��� ��� ������
����
�� ����
���������
 u ���
 �%

!�� ���������� 8����������
��� ���� ��
 )���� ��� (��������9 �����-���
��� ������
����
	��% !��� 	����
�
� ���� ��� !��

� ��� �� ���
���	�
��� �����	�� ��� ��� ��� �������
��
�	
$���� ��
% ���� ������� ���4��� ��� �
�� �������
$
 ���� "$�������'�
$
 ������ 
���
����
���	
$���� ���$
�
 5���
� ,���
�� G%C6% !�� 8����������
����� �� �������� ��� �-�����



G%? �����
�����3�
�� EE

�		������ G%>O ��
'�
���
��

;��

��� ���
��

ρfr

ϕ1
ut + ∇ ∗

[
p̄∗r
ϕ1

− 2rμf (T )ur

ϕ1

−rμf (T )(uz+vr)

ϕ1

]
=

p

ϕ1
− rρf (u ∗ ur + v ∗ uz)

ϕ2
1

− 2μ(T ) ∗ u

ϕ1r
− rμf(T ) ∗ u

c11
− c21rρf ∗ u

√
u2 + v2

5G%>6

���

ρfr

ϕ3
vt + ∇ ∗

[
−rμf (T )(vr+uz)

ϕ3
p∗r
ϕ3

− 2rμf (T )vz

ϕ3

]
= −rρf (u ∗ vr + v ∗ vz)

ϕ2
3

− rμf(T ) ∗ v

c13

− c23rρf ∗ v
√

u2 + v2 + r ∗ g ∗ (ρf − ρf (T ))ϕ3

5G%?6

!�� +�����������
��� ��
 ����	�� ����


rρfCp(T ) ∗ v̄t + ∇∗
[(

rϕ3λf(T ) + rW ′Cp(T ) ∗ Tr

−rϕ3λf (T ) ∗ Tz

)]
=

r ∗ Q̇
′′′ − rρfCp(T ) ∗ u ∗ Tr − rρfCp(T ) ∗ v ∗ Tz

5G%C6

!�� "$���9����� Q̇
′′′
���� �������	�� ������� ������ �� ,��% G%E �$
�� ����������� ����%



EG ����3�� ��� &���
�
������

'�# -��./���� ��� 0����� ��� ����������
�� !��
�

!�� ��������� 1������ ������ ��
������
� �� ��� �������
���	
$�������
 ��� &
�<���
��
��� !��

�� "$������
�$
�����
� �������
$
 ��� "$�������'�
$
 	�� ��������
�� ����3�
��� ���	�'��
�� '� ������% !���� ������ .������ 	�� ����� !���� ��� >ED 	��  	�� ���
�������
�� ��
������
% !��� ����
�
 �� �������� '� /������ H>GI� ����
�� ��� &
�<������
��
��
�� � � ����� !���� ��� >CE 	�� ����

��
�� ����
 �������� ��� ,��:'���
��% ���
(���� ����
�� ��	�� ��� &
�<��
�� ��� "����� ��� ,���� HCCI%

%�5�� ���
��� �(	
��� ()
 ��� ��� ��

�		������ G%?O !��

� 	�� p = 250 	��

ρf = g1 ∗ f + g2 ∗ (1 − f) 5G%E6

g1 = 781.725 + (634.909 − 781.725)/(347− 277) ∗ (T − 277)

g2 = 124.963 + (97.051 − 124.963)/(477− 427) ∗ (T − 427)

f = 1/(1 + Exp((T − 384)/6)



G%C &
�<���
� � � "����� 	��  	�����
���
�� !���� E@

%�5�� ���
��� �(	
��� ()
 ��� @��#	���
�

�		������ G%CO �3������
� �������
$
 	�� p = 250 	��

μf = g1 ∗ f + g2 ∗ (1 − f) 5G%G6

g1 = 0.000100276 + (0.000074047 + 0.000100276)/(347− 277) ∗ (T − 277)

g2 = 0.000028474 + (0.000029812 + 0.000028474)/(477− 427) ∗ (T − 427)

f = 1/(1 + Exp((T − 384)/4)

%�5�� ���
��� �(	
��� ()
 ��� ,

������(
 ��#���

�		������ G%EO "$������
�$
�����
 	�� p = 250 	��



EA ����3�� ��� &���
�
������

λf = g1 ∗ f + g2 ∗ (1 − f) 5G%@6

g1 = 0, 614805 + (0, 487911− 0, 614805)/(347− 277) ∗ (T − 277)

g2 = 0.121544 + (0.102409− 0.121544)/(477− 427) ∗ (T − 427)

f = 1/(1 + Exp((T − 389)/6)

%�5�5 ���
��� �(	
��� ()
 ��� �����B�� � ,

��#������
�

�		������ G%GO ���'�0��
� "$�������'�
$
 	�� p = 250 	��

cp = g1 ∗ f + g2 ∗ (1 − f) + 63 ∗ Exp
(− ∣∣0.15 ∗ |T − 385|1.08

∣∣) 5G%A6

g1 = 4.878 + (6.758 − 4, 878)/(347− 277) ∗ (T − 277)

g2 = 6.596 + (4.207 − 6.596)/(477 − 427) ∗ (T − 427)

f = 1/(1 + Exp((T − 384)/6)



G%E (��
������ ��� "$���'���
� EB

'�% )����  ��	 ��� 0$� �������

%���� ,

����
� ���� ��
� ���� ����� ,���

+�� ������� ���� ��� "$�������
���� 	�'���
��
� ���� ��� ����� 1���� "$��� ��
���� "���  	����

� ����� ����� ���
�����
�
 ��� ��� ��� ������� &��
� �� ��� '���
��
1����  	��
����� ����� ���% �		������ 5G%@6% !�� ����
 ���� �	�� "��� ����

��
����
"$����
��� Q̇ HW/m2I ��
 ���
 HCI ��0����
O

Q̇
′′

= k ∗ (T1 − T2) 5G%B6

��	�� k̂ ��� "$�������
��������:'���
�� HW/m2KI 	���
���	
%

%���� !�
�� ���� ��� ,

����
	�� Q̇
′′′
-W/m3.

(�� ��� (����
���� ��� "$����
���� ���� ������ ����

�
 ������� ���� ������ ��� ���
��������
��
 � 	��
���
 ����% !���� ����������
��
 	����
��
 ���
 ��� ��� /$��� a =
0.0772 m� ���% �		������ >%> ��� ����� 	����	���� )�
�

V = a2 ∗ h 5G%=D6

!�� T	��
�������7$�
� A ���� 	���
���	�� ���

A = U ∗ h 5G%==6

��	�� * ��� *����� ��� T	��
�������7$�
� ����
���
� ����
�� 0.2585 m 	�
�$�
% ��
 ���
!�0��
��� ��� "$����
����

Q̇
′′′

=
A ∗ k̂ ∗ (T1 − T2)

V
5G%=>6

����
 ����


Q̇
′′′

=
U

a2
∗ k̂ ∗ (T1 − T2) 5G%=?6

8� ������ 1��� �������
 ��� �������
�� = ��� �������
�� ��� , 
���

��� ������ ���
�������
�� > ��� 	����
��
� �������
�� ��� &���
��� ��	�� �� ���
���� ������� T1 ��� Tc

�		������ G%@O "$�������
���� ����
 ���� �	��� "���



GD ����3�� ��� &���
�
������

�		������ G%AO �������
�� ��� , 
�������� Tc

5������
6 ��� T2 ��� Tg 5���6 	�'���
��
 ����% !�� �������
�����
������ ��� , 
���

���
Tc ���� ���
 ���
 �
 ��% HC?I  	�� ��� )�
� ��� ,���� �������	�� ��� 	���	
  	�� ����
���
��
��

� 
����� ����
��
� ��������
� �		������ G%A ��� �		������ G%B%

Tc(z) = 1.414575z4 − 12.02627z3 + 24.27124z2 + 28.80423z + 283.5561 5G%=C6

&���
 ���� ���� ����
��
� ���
��'��� ��� &���
�������  	�� ��� ;����� r ��� ;���
���
����������% 8�������
 ����
 ������ � � ��� (����
���� ��� "$����
����

Q̇
′′′

=
U ∗ k̂ ∗ (Tc − Tg)

a2
5G%=E6

k̂ ��
 ��0����
 ���

1

k̂
=

1

αc

+
s

λm

+
1

αg

5G%=G6

!���� 	�'���
��
 λm ��� "$������
�$
�����
 ��� &
�
� 	�� ��� ��

����� �������
��� s ���
!���� ��� "��� ��� αc 	'� αg ��� ������� 
������
���	
$������ "$��� 	������������
0'���
�� ��� , 
���

��� ��� ��� &���
��%

 ��������	 ��� �����$%��	��	�"��#
������ k̂

 ��������	 &�� αc(Tc(z)) %
=> αc(z) :

!�� (����
���� ��� ������� "$��� 	����������:'���
�� ������
  	�� ��� !�0��
��� ���
������
���
� Nu HCI% ��� ��� ����������� !���
������

Nu = α ∗ l/λf 5G%=@6

����
 � � ��� ����	��� #��	���

αc(r, z) =
λf(z) ∗ Nu(r, z)

dh

5G%=A6



G%E (��
������ ��� "$���'���
� G=

�		������ G%BO �������
�����
������ ��� , 
��������

!�� 
3��������
� !���
������ dh 	��
���
 ���
 ����
 ��� �����
���

dh =
4 ∗ A

U
=

4 ∗ ����
�
���
� J�����
��

�7$�
�
	���
'
�� *�����

5G%=B6

!�� ����
�
���
� J�����
��

�7$�
� ��� (����������
� 	��$��
 ���
 ��	�� ��� 1516 mm2

��� ��� (����
���� ��� 	���
'
�� *������ ����	
 ����� (�
��� ��� 1357.5 mm%

⇒ dh = 0.00447 m 5G%>D6

T	�� ��� !�

�� (���
�� ,������
��� � � 
��	����
� ;�
��
�������� ���� ��� ������
���
�

Nu(r, z) = 0, 023 ∗ Re(z)0.8 ∗ Pr(r, z)0.33 5G%>=6

	��
���
% !�	�� ��
 ��� ;�3�����'�
� �������	�� ��


Re(z) =
u(r, z)dh

νf (z)
bzw. Re(r, z) =

G(r, z) ∗ dh

μf(z)
5G%>>6

!�� �������
������

� ����� ��	�� ��� ��� ����
��
�� "��
 ���
 ���
 �
 ��% HC?I ���
2300 kg/m2s ����������% !�� (����
���� ��� #����
����
� ��
  	�� ��� (��
������ ���

������
���	
$������ 1��
���� cp(z), μf (z), λf(z) ��� ����
 ��0����
O

Pr(z) =
cp(z) ∗ μf(z)

λf (z)
5G%>?6



G> ����3�� ��� &���
�
������

�		������ G%=DO �����
��� ����� (����������
�

&���
 ��
 ��� (����
���� ��� ������� "$��� 	����������:'���
�� αc ���$
�����
�
%

!�� 
������
���	
$����� (����
���� ��� αg ��
 $
����
 ��� �	���� (����
����% *�
���
��
���� 	��
�
�� �� 
3��������
�� !���
������ dh� ��� ��
 ����� "��
 ��� 0.022823 m
���
 �����
��� C%G> ������	�� ���� ��� �� ��� (����
���� ��� ;�3�����'�
�� ���  	�� ���
&���
����
���������
 ��� ��� ����
�
���
�� 1�$�
� A = 0.001474, 9 m2 	��
���
 ����%
!�� �������
�� ��� &���
�� ���� �� .���� ���
��
��

 ��� 	����
��
%

!�� !���� ��� "��� 	�
�$�
 s = 1 mm ��� ��� "$������
�$
�����
 ��� &
�
� ���� 	��
����� ����
��
 ������������ �������
�� ��� ?DE�2 ��
 18 W/mK ������	��%

&���
 ���� ��� (��
������ ��� "$��� 	����������:'���
�� k̂ �������� ��� ��
�� ���

��� (����
���� ��� �����
�� "$����
���� Q̇

′′′
% !����� ��
 ����
 ��� �������
��$�������

��� �� &���
 ���

 ����
��
%

'�' )���
����	 ��� ����������� 1��� ��������� ��2

����� W
′

!�� (����
���� ��� 8�������
������ ��� J����������
�����
���� �� 1����	 ���
 �����
�
��� ?%@A ����$��
 
������
���	
$����%

W
′
= μf(T )

2ω

ωg
Re(T )b

( s

D

)1−r

5G%>C6

!�� #�����
�� ω/ωg, b ��� r ���� ���
 ��	���� ?%> ��0����
 ���
ω

ωg

= 0.005/2 , b = 0.9 , r = 0, 894



G%@ �������� ��� ;���	���������� G?

!�� &���
	���
� s 	�
�$�
 0.001m ��� ��� 
3��������
� !���
������ dh = 0, 022823m%
&���
 ��
 ��� (�������� � � ��� ���������� ��� ,������
��� ��� ��
� �� ��� ���
$�
���
s/d = 0.04382 	�
�$�
 ��� ����
 ���4�� ��
 ��� ��� ��������
�� 0.032% !�� ;�3�����'�
�
��� ��
 �	���� ��� �� ��� ���
���
�� (����������% &���
 ���
�
 ��� �����
���

W
′
= μf(T )(0.005)Re(T )0.9 (0.04382)0.106 5G%>E6

'�3 
����	�2 ��� 4��������	��	��

*� ��� ����'� 	��
����� '� ������� �	 ����
�� ����
���������
 ����� *���
��
������
��
� ���
��

� ������ ��
���� +��
��

�����
���������
�� �� �	���� ;���� ���% �		���
���� G%=� ���
�����
� ��� '����
�� v = 0.05 �P� ��� v = 0.15 �P� ���������% !�� �������
����
���������
 ��
 ��	�� u = 0% &���
 ���� .������ ��� ���
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P = 0 Pa
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