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Untersuchungen zur Vereinfachung der Kerbformoptimierung

Kerben an belasteten Bauteilen sind haufig der Ort fir Spannungsiberhéhungen und der
Grund fur ein vorzeitiges Versagen. Aus diesem Grunde wurden verschiedene Methoden
entwickelt, um diese Kerbspannungen zu reduzieren und so die Lebensdauer der Bauteile
zu erh@hen.

Aus Naturbeobachtungen wurde das Axiom der konstanten Spannung als grundlegende
Designregel gefunden, welche besagt, dass biologische Lasttrager unter ihrer Betriebsbe-
lastung auf ihrer Oberflache eine homogene Spannungsverteilung aufweisen.

Die mit diesen Erkenntnissen entwickelte CAO-Methode (Computer Aided Optimisation) bil-
det eine komplexere Vorstufe.

Es wurde mit der ,Methode der Zugdreiecke® eine neue, rein graphische Methode gefun-
den, Bauteile schnell und effizient hinsichtlich einer gleichmaBigen Spannungsverteilung zu
optimieren.

Hier werden in Untersuchungen zur Verifikation der vereinfachten Methoden, sowohl die
Ergebnisse durch Finiten-Elemente Berechnungen als auch durch Ermidungsversuche ge-
zeigt.

Studies Simplifying Notch Shape Optimization

Notches in loaded components frequently are the sites of peak stresses and the cause of
premature failure. For this reason, various methods have been developed to reduce these
notch stresses and, in this way, extend the service life of components.

Observations in nature gave rise to the “constant-stress axiom” as the fundamental design
rule under which biological structures under operating loads exhibit homogeneous stress
distribution on the surface.

The CAO (Computer Aided Optimization) method developed in the light of these findings
constitutes a more complex previous stage.

The “Method of Tensile Triangles” is a new, strictly graphic method of optimizing components
quickly and efficiently so as to achieve uniform stress distribution.

This thesis covers studies conducted to verify the simplified methods by the findings obtained
from finite-element calculations as well as fatigue tests.
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1 Einleitung

Gegenstande gehen kaputt! Manchmal ist es nur argerlich, aber in einigen Féllen hat das
Versagen von Gegenstanden auch sicherheitsrelevante Folgen. Aus diesem Grund ist es
wichtig, die Haltbarkeit von Bauteilen voraussagen zu kénnen und sicherheitsrelevante Bau-
teile so zu gestalten, dass sie die geforderte Einsatzdauer zuverlassig Gberstehen.

Schon friih haben Wissenschaftler und Ingenieure herausgefunden, dass belastete Bauteile
aufgrund ihrer Form an bestimmten Stellen héher belastet sind und dadurch h&ufiger an
diesen Stellen versagen. So galt es Wege zu finden, diese Stellen zu lokalisieren und dann
die Form so anzupassen, dass die Bauteile nicht mehr an diesen Stellen versagen.

Eine Mdglichkeit liegt darin, ein Verfahren oder eine Methode zu finden, die méglichst weit-
reichend und auf einfachem Wege fir immer wiederkehrende Problemstellen beschreiben,
wie vorzugehen ist.

Trotz der Kenntnis um solche Verfahren und Methoden ist die Viertelkreiskerbe als Kerbform
immer noch Standard. Sei es aus Unkenntnis von besseren Mdglichkeiten oder aus der
Bequemlichkeit heraus, die vorgegebene CAD' Funktion zu nutzen.

Die Aufgabe, die sich daraus ergibt, fordert eine einfachere Methode zur Kerbformoptimie-
rung. Eine Methode, die aufgrund ihrer Qualitat die Spannungsreduktion der gangigen Vier-
telkreiskerbe deutlich Ubertrifft und trotzdem durch ihre Einfachheit die Anwender erreicht.

Diese Arbeit soll Méglichkeiten aufzeigen, diese Forderungen zu erfiillen und den neusten
Stand verschiedener Methoden zeigen, die Uber die letzten 20 Jahre am Institut fir Mate-
rialforschung Il in der Abteilung Biomechanik von Prof. Mattheck am Forschungszentrum
Karlsruhe entwickelt wurden. Es soll aber auch die Weiterentwicklung und Vereinfachung
der Methoden aufgezeigt werden.

Die erste Methode, die 1989 entwickelt wurde, entstand aus dem Ansatz des Wachstums
und den mechanischen Eigenschaften von Bdumen. Die Grundlage zu dieser Methode bil-
det das ,Axiom der konstanten Spannung*“[15]. Darin wird beschrieben, dass bei einem bio-
logischen Lasttrager bei bestimmungsgemaBer Belastung im zeitlichen Mittel weder lokal
hohe Spannungen (Kerbspannungen) noch unterbelastete Bereiche (Materialverschwen-
dungen) auftreten. Im Sinne dieses Axioms kann an Ubergéngen, z. B. Stamm zu Ast, be-
sonders an solchen Stellen ein lastgesteuertes Wachstum beobachtet werden, an denen die
héchsten Spannungen herrschen. Die CAO?-Methode ahmt dieses Verhalten der Gestaltop-

'Computer Aided Design
2Computer Aided Optimization



timierung an technischen Bauteilen nach und beseitigt so, in einem iterativen Prozess die
Kerbspannungen und damit die Schwachstellen im Bauteil.

Bei der Weiterentwicklung der Methoden wurde eine Méglichkeit gefunden auf rein analy-
tischem Wege zu einer gestaltahnlichen Form zu gelangen, die bei deutlich verringertem
Aufwand zu einem guten Ergebnis der Spannungsreduktion fiihrt. Sie beruht auf einfachen
geometrischen Berechnungen und Erkenntnissen Uber Kerbspannungen und Kerbgeome-
trie.

Die bisher gréBte Vereinfachung bei den Methoden der Kerbformoptimierung, die von Prof.
C. Mattheck und Mitarbeitern entwickelt wurden [19, 23], bildet die ,Methode der Zugdreie-
cke®. Es handelt sich um eine rein grafische Methode zur Kerbformoptimierung. Die Form,
die mit der Methode konstruiert wird, orientiert sich an den Formen, die mit den bekannten
und vorher erwahnten Methoden gefunden wurden. Der Scharm der Methode liegt in ihrer
Einfachheit. Sie benétigt keine komplizierten Berechnungen, sondern nur einfache geome-
trische Konstruktionsvorschriften und ein gewisses Maf3 an mechanischem Verstandnis.

Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden die Grundlagen dieser Arbeit erlautert. Es werden Teile der Fes-
tigkeitslehre erlautert, die fur Spannungsanalysen mit Hilfe der Finiten Element Methode
benbtigt werden. Weiter wird die prinzipielle Vorgehensweise der FEM kurz dargestellt.

Im dritten Kapitel werden Methoden zur Strukturoptimierung beschrieben. In einen Litera-
turtbersicht wird die Entwicklungen dargestellt und die Optimierungsmethoden nach dem
Vorbild der Natur detailliert dargestellt. Angefangen mit der ,CAO-Methode*, mit der flr ei-
nige der in dieser Arbeit angestellten Untersuchungen Referenzgeometrien erstellt wurden.
Uber die ,analytischen-Methode®, fiir die im ersten Teil der Untersuchungen eine mégliche
Anpassung fir Torsionsbelastungen betrachtet wurde. Zum Abschluss die neue ,Methode
der Zugdreiecke®, die zu weiten Teilen im Rahmen dieser Arbeit mit FE-Rechnungen und
Versuchen verifiziert werden konnte.

Im vierten Kapitel werden Untersuchungen, die unter Verwendung der verschiedenen Me-
thoden gemacht wurden dargestellt. Die Ergebnisse einer Parameterstudie zur analytischen
Methode. Und im weiteren verschiedene Untersuchungen zum Aufbau der "Methode der
Zugdreiecke"mit einzelnen Beispielen zur Anwendung der Methode.

Im flUnften Kapitel werden die Versuche beschrieben die zur Verifikation der ,Methode der
Zugdreiecke” durchgefihrt wurden. Es werden die untersuchten Probengeometrien beschrie-
ben und die Ergebnisse der Versuche prasentiert.

Im sechsten Kapitel werden die Ergebnisse der gemachten Untersuchungen zu den ver-
schiedenen Methoden zusammengefasst.



2 Grundlagen

2.1 Grundlagen der Festigkeitslehre

Es ist wichtig, das Verhalten von technischen Bauteilen voraussagen und beurteilen zu kdn-
nen, um ein Maf3 an Sicherheit zu gewahrleisten und um Aussagen Uber die Lebensdauer
eines Produktes zu treffen.

Ein Werkzeug, um dieses Verhalten zu beurteilen, ist die Festigkeitslehre. Sie ermittelt Span-
nungen und Verformungen in Bauteilen. Bis zu einem gewissen Grad verformen sich Bautei-
le elastisch. Verformungen, die Uber diese elastischen Verformungen hinaus gehen, werden
als plastische Verformungen bezeichnet und sind bei technischen Bauteilen zumeist uner-
wiinscht, da sie die Funktion einschranken oder verhindern kénnen. Bei zu hohen Belastun-
gen kann es sogar zum Versagen des Bauteils, zu Bruch oder zu Instabilitdt durch Knicken
oder Beulen, kommen.

Die hierfir mafBgebenden Werkstoffkennwerte sind abhangig vom Spannungszustand (ein-
oder mehrachsig), von den Spannungsarten (Zug-, Druck- und Schubspannungen), vom
Belastungszustand (statisch oder dynamisch), von der Betriebstemperatur sowie von der
GréBe und der Oberflachenbeschaffenheit des Bauteils ([6] S. C1 ff).

Fur die Analysen dieser Arbeit ist eine homogene Verteilung des Materials Uber das Volu-
men, sowie isofropes Werkstoffverhalten, welches dieselben elastischen Eigenschaften in
alle Richtungen aufweist, vorausgesetzt.

2.1.1 Spannungen

Den &uB3eren Belastungen, in Form von Kréaften und Momenten, die an einem Koérper an-
greifen, halten im Inneren des Kérpers entsprechende Reaktionskrafte das Gleichgewicht.

So ist eine Zugspannung der Widerstand des Bauteils gegen eine weitere Langung. Die
Druckspannung wirkt einer Bauteilverkiirzung entgegen. Biegespannungen verhindern eine
Verbiegung, also eine zugseitige L&ngung und eine druckseitige Verkurzung, der vom au-
Beren Biegemoment belasteten Struktur. Und schlieB3lich verhindern Schubspannungen das
aufeinander Abgleiten zweier miteinander verbundener Schubflachen. Das Material kann
diesen Widerstand nur bis zu einem kritischen Wert, der jeweiligen Festigkeit (Zug-, Druck-,
Biege- bzw. Schubfestigkeit), aufrecht erhalten ([17] S. 17).



Nach Uberschreiten der Festigkeit tritt eine dauerhafte Beschadigung des Bauteils ein. Die
Bestimmung dieser MaterialkenngréBen wird flr die verschiedenen Werkstoffe experimen-
tell vorgenommen, wohingegen die Spannungen berechnet werden kdnnen.

Fir eine homogen angenommene Massenverteilung lassen sich fir einen betrachteten Ort
die Spannungen mit drei Spannungsvektoren bzw. dem Spannungstensor beschreiben.

Sy = Oglgy + Tgyly + Tyz€z, Op  Tay Tuz
Sy = Tyglz + Oyey + Tyl S=| Ty 0y Ty
Sz = Tzxlz + Toyly + 0z€z, Tex T2y Oz

Bei der Darstellung des Spannungstensors gibt der erste Index, der im Allgemeinen mit
k bezeichnet wird, die Normalenrichtung der betrachteten Warfelflache im aktuellen Koor-
dinatensystem in x-, y- oder z-Richtung an. Der zweite Index, der im Allgemeinen mit m
bezeichnet wird, gibt die Richtung der Spannungskomponenten im aktuellen Koordinaten-
system an.

Zur Vereinfachung werden doppelte Indizes als Einzelindizes dargestellt:

Ogz = Og; Oyy = Oy, Oz = Oy

Es handelt sich bei diesen Dreien um die Normalspannungen. Betrachtet man einen aus
dem Gesamtkérper herausgeschnittenen Wiirfel so sind die Spannungen wie in Abbildung
2.1(A) auf den Oberflachen ausgerichtet. Aus den Momentengleichgewichtsbedingungen
des freigeschnittenen Wirfels um die Koordinatenachsen ergibt sich, dass 7., = 7., 7. =
T.e Und 7, = 7, entspricht. Somit l&sst sich der vollstdndige Spannungszustand eines
betrachteten Ortes mit drei Normal und drei Schubspannungen beschreiben.

Abbildung 2.1: Darstellung der Spannungen an einem freigeschnittenen Volumenelement. (A) Freischnitt
mit allen Normal- und Schubspannungen. (B) Gedreht mit Hauptnormalspannungen
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Wird der freigeschnittene Wurfel in eine bestimmte Position gedreht, so verschwinden alle
Schubspannungen wenn man den gedrehten freigeschnittenen Wirfel im selben Koordina-
tensystem betrachtet. Wie in Abbildung 2.1(B) dargestellt, verbleiben nur die Normalspan-
nungen, die man als Hauptnormalspannungen mit o1, o5 und o3 bezeichnet.

2.1.2 Verformungen

Ein durch duBere oder innere Krafte und Momente belasteter Kérper, erfahrt er Verformun-
gen. Bei dieser Verformung werden die &uf3eren Rander der Kérpers verschoben. Betrachtet
man, wie schon zuvor in Abschnitt 2.1.1 fir Spannungen beschrieben, einen freigeschnit-
tenen Wirfel, so kommt es zu einer Dehnung der Wurfelkanten. Fir dies Dehnung, d.h.
die Kantenlédngen vergréBern bzw. verkleinern sich, lasst sich bei kleinen Verformungen der
Verzerrungszustand mit dem Verzerrungstensor

1 1
€x €xy €Exz €z 5Yzy 37Vz2
V=1| €z ¢ ¢€ =11 € i
yr €y €yz 2 Ty y  2yz
1 1
€zx €y €z 572z 372y €2

beschreiben. Wobei ¢,,¢,, und ¢, die Dehnungen und ~,,, v,. und ~,, die Scherungen des
Kérpers im betrachteten Punkt des aktuellen Koordinatensystems sind. Fur den Verzer-
rungstensor gelten dhnliche Eigenschaften und Berechnungsmethoden wie fir den Span-
nungstensor ([6] S. C4, [8] S. E62).

2.1.3 Hook’sches Gesetz

Das Hookesche Gesetz stellt als Materialgesetz den Zusammenhang zwischen Spannung
o und Dehnung e dar.

Fir die Normalspannung gilt im Proportionalitatsbereich der Spannungs-Dehnungs-Linie far
einen einaxialen Stab das Gesetz
c=F-¢ (2.1)

Hierbei ist o0 = F'/A( die Spannung, ¢ = Al/ly die Dehnung (Al Verlangerung des Stabes)
und E der Elastizitatsmodul. Fir die Schubspannung lautet das aquivalente Hookesche Ge-
setz

T=G vy (2.2)

wobei v = du/dy die Gleitung und G der Gleit-(Schub-) Modul ist ([6] S. C4 - C5).
2.1.4 Festigkeitshypothesen und Vergleichsspannungen

Um eine Vergleichbarkeit der verschiedenen Spannungszustéande zu gewéhrleisten, ist es
sinnvoll eine Vergleichsspannung zu definieren. Werkstoffkennwerte fir mehrachsige Span-



nungszustande sind haufig nicht verfligbar. Aus diesem Grund ist es wichtig einen mehrach-
sigen Spannungszustand auf eine einachsige Vergleichsspannung zuriickzufiihren. Dies ge-
schieht flr die verschiedenen Belastungsarten und Werkstoffe durch Vergleichsspannungs-
hypothesen.

FUr den Vergleich der Spannungen der hier modellierten Bauteile wird die von Mises’sche
Vergleichsspannung verwendet. Die v. Mises-Hypothese wird auch Gestaltanderungsener-
giehypothese genannt und fir duktile Werkstoffe angewendet.

Far die von Mises Vergleichsspannung gilt die Gleichung:

OMises = \}5\/(01 - 02)2 + (02 — 03)2 + (o1 — 0'3)2. (2.3)

In Bauteilen mit einer bevorzugten Lastrichtung féllt die von Mises Spannung zumeist mit
der gréBten Hauptnormalspannung in sehr guter Naherung zusammen. Weiter ist die von
Mises’sche Vergleichsspannung zur Vorhersage plastischen FlieBens von Stahl genutzt [18]
S. 42, [6] S. C6).

2.1.5 Kerbspannungen

Kerbspannungen entstehen durch Kraftflussumlenkung an konkaven Bereichen der au3eren
Bauteilkontur (z.B. Schraubengewinde etc.) aber auch an Innenkerben wie z.B. Bohrléchern.
Es handelt sich bei den Kerbspannungen um lokal hohe Spannungsspitzen im Bauteil, die
bei schwingenden Belastungen den Ausgangspunkt von Rissen bilden kénnen und so zum
Versagen des Bauteils durch so genannte Ermidungsbriche fihren kénnen.

Bauteile weisen, je nach Belastungsart, einen charakteristischen Spannungszustand Uber
den Querschnitt auf. Bei gleichbleibendem Querschnitt verandert sich dieser Spannungszu-
stand nicht. Wird jedoch die Bauleitgeometrie verandert, z. B. durch Durchmesser-, Quer-
schnitts&nderungen oder durch Bohrlécher, so &ndert sich der Spannungszustand lokal. An
solchen Stellen, die auch als Kerben bezeichnet werden, kommt es zu lokalen Spannungs-
konzentrationen. Man spricht von Kerbspannungen. Betrachtet man die Kerbspannung an
einer Bohrung durch eine Zuglasche, wie in Abbildung 2.2 dargestellt, so erkennt man deut-
lich die an der Berandung der Bohrung anliegenden erhéhten Spannungen.

Fir die unendlich ausgedehnte Lochplatte fand Kirsch [13] schon 1898 eine analytische L6-
sung und errechnete eine 3fache Spannungstiberhéhung am Lochrand. In realen Bauteilen,
die endliche Abmessungen besitzen, steigt die Spannungsiberhéhung Uber den Wert 3,
da mit abnehmendem Verhéltnis von Plattenbreite zu Lochdurchmesser der tragende Quer-
schnitt abnimmt. Spannungstberhéhungsfaktoren flr zahlreiche gangige Bauteilgeometrien
sind entsprechenden Handbichern zu entnehmen [27].
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Abbildung 2.2: Kerbspannung an einen Bohrung in einer Zuglasche. Darstellung der Spannungen nicht
mafstéblich. (Zeichnung: C. Mattheck)

Ein MafB3 fur die Spannungsspitze ist der Spannungstberhéhungsfaktor F', der hier als
F= Umax/UO

definiert werden soll. o, ist dabei die maximale Kerbspannung und o eine Referenzspan-
nung fern der Kerbe im von ihr unbeeinflussten Bauteilbereich ([18] S. 42, [17] S. 65). Diese
lokal auftretenden Spannungsspitzen sind aber nicht fir alle Kerben gleich grof3, sondern
steigen mit abnehmendem Kerbradius an.

Um solche Kerbspannungen zu reduzieren, gibt es verschiedene Méglichkeiten. Eine Me-
thode ist zum Beispiel das Anbringen von Entlastungskerben. Diese Kerben, die aus in Zug-
richtung vor und hinter der eigentlichen Kerbe angebrachten Kerben bestehen, mindern die
Spannungsspitzen im Bauteil ab. Dies gilt aber nur fiir die Zugrichtung. Bei Zug quer zur
urspringlichen Richtung wird das Bauteil geschwacht.

Schon diese Methode zeigt deutlich, dass jede Optimierung eine Spezialisierung auf eine
bestimmte Belastung oder Belastungsrichtung beinhaltet.

Betrachtet man Formen aus der Natur (z.B. Baume oder Knochen) naher, so kann man er-
kennen, dass es mdglich ist, Bauteile so zu optimieren, dass sie fir bestimmte Belastungen
an Kerben so gut wie keine Spannungsiberhéhungen aufweisen ([18] S. 48).

Um diese gewachsenen, kerbspannungsfreien Formen nun in technischen Bauteilen nutzen
zu kdnnen, wurde am Forschungszentrum Karlsruhe eine Methode entwickelt, die mit rech-
nergestitzten Modellen dieses Wachstum simuliert. Diese Methode, die mit CAO (Computer
Aided Opimization) bezeichnet wird, ist in Kapitel 3.1 ndher beschrieben ([18] S. 51 - 54).



2.2 Numerische Simulation

2.2.1 Numerische Verfahren

Die Anfange der numerischen Verfahren wurden im vorletzten Jahrhundert durch Mathe-
matiker wie Gaul3 und Euler gemacht. Es wurden, unter Zuhilfenahme von finiten Differen-
zenverfahren, Naherungslésungen von partiellen Differentialgleichungen gefunden. Diese
Methoden konnten aber wegen der zu hohen Anzahl der notwendigen Rechenoperationen
und der fehlenden Rechner nicht ausgenutzt werden ([29] S. 4). Erst in den letzten Jahren
wurde aufgrund der rasanten Weiterentwicklung der Computertechnologie und der Spei-
cherkapazitaten auf diesem Gebiet ein Durchbruch erzielt, der sich in den nachsten Jahren
noch steigern wird. Durch die Schaffung der Grundbedingungen, namlich gentigend hohe
Rechenleistungen, konnten auch die Berechnungsverfahren verfeinert und effizienter ge-
staltet werden. Des Weiteren ist eine realistischere Modellierung mdglich geworden ([29]
S.5 ff).

Durch die Komplexitat von Bauteilen und Belastungen bei ingenieurwissenschaftlichen Pro-
blemstellungen ist eine Lésung der kontinuierlichen Probleme durch Differential- oder Inte-
gralgleichungen oft nicht oder nur begrenzt méglich. Aus diesem Grund missen sie durch
ein geeignetes diskretes Problem approximiert werden, d.h. die zu berechnenden GréBen
mussen durch eine endliche Anzahl von Werten angenahert werden. Dieser Prozess wird
als Diskretisierung bezeichnet. Als Diskretisierungsverfahren stehen im Wesentlichen drei
unterschiedliche Anséatze zur Verfigung:

¢ die Finite-Differenzen-Methode (FDM)
e die Finite-Volumen-Methode (FVM)
e die Finite-Element-Methode (FEM)
In der Praxis finden heute vor allem die FEM und die FVM Anwendung, wobei die FE-

Methode vor allem im strukturmechanischen Bereich und die FV-Methode im stromungsme-
chanischen Bereich angewendet werden ([29] S. 8).

2.2.2 Finite-Element-Methode (FEM)

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) wurde zwischen 1940 und 1960 zur Bewaltigung von
Problemen im Bereich der Strukturmechanik entwickelt. Der Begriff ,finite Elemente” geht
auf Clough (1960) zurlck ([29] S. 95). Mittlerweile wird die Methode aber in nahezu allen
technischen Bereichen verwendet.

Bei der FEM handelt es sich um ein bereichsweise angewandtes numerisches Naherungs-
verfahren. Es gibt in diesem Verfahren eine vergleichsweise elegante mathematische Theo-
rie, die sich auf Existenz- und Konvergenzkriterien und Fehlerabschatzungen bezieht ([7] S.
29 ff).
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Die zu betrachtenden Bauteile sind im Allgemeinen zu komplex um sie als vollstdndiges
Bauteil zu berechnen. Aus diesem Grund werden die Kérper in viele Einzelteile mit bekann-
ten einfachen Geometrie aufgeteilt. Normalerweise handelt es sich bei diesen einfachen
Elementen flr 2D Betrachtungen um Dreiecke und Vierecke, sowie bei 3D Betrachtungen
um Tetraeder und Quader. Der gewahlte Gittertyp oder die Art der gewahlten Zellenform
kann in der Berechnung zu unterschiedlichen Ergebnissen flihren. Aus diesem Grund ist
es bei komplexen Geometrien wichtig darauf zu achten, Zellformen und Gittertypen so zu
wahlen, dass eine mdglichst exakte Beschreibung der Geometrie erreicht wird.

e

Abbildung 2.3: Einfaches 2D-Gitter-Modell (ca.8000 Elementen) mit Gitterverfeinerung im Bereich der
Kerbe

Die Knoten bilden die Ubergéange zwischen den Elementen. Jedem der Elemente werden
mechanische Eigenschaften zugewiesen. Flr diese endliche (finite) Anzahl von Elementen
gilt es nun fur jedes einzelne Element Ansatzfunktionen zu definieren.

Aus diesen Ansatzfunktionen lasst sich Uber die partiellen Differentialgleichungen und die
Randbedingungen ein Gleichungssystem aufstellen. Die Auflésung des Gleichungssystems
fihrt zu den gesuchten Werten.

Fir die Festigkeitsberechnung sind dies die Verschiebungen. Jeder Knoten hat sechs Frei-
heitsgrade, die Verschiebungen in x-, y- und z-Richtung sowie die Rotation um die Achsen.

Aus den Verschiebungen der Knoten und Elemente lassen sich die Dehnungen und Gleitun-
gen bestimmen und unter Verwendung eines Materialgesetzes, wie z.B. dem Hookeschen
Gesetz, die Spannungen errechnen.

Je nach Anzahl der verwendeten Elemente und Freiheitsgrade steigt die Komplexitat der zu
I6senden Gleichungssysteme schnell an.

So ist der Rechenaufwand bei der Verwendung einer hohen Anzahl von Elementen fir die
Diskretisierung der betrachteten Modelle nur mit leistungsfahigen Computern sinnvoll zu
bewaltigen.

Auf eine detailliertere Beschreibung der theoretischen Hintergriinde und den verschiedenen
Lésungsansatzen soll hier verzichtet werden, mit dem Verweis auf [24].

Heutzutage stehen flr diese Berechnungen Computerprogramme zur Verflgung die je nach
Einsatzgebiet diese Aufgaben bewaltigen. Fur die Berechnungen dieser Arbeit wurden die
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Programme Abaqus der Firma Hibbitt, Karlsson und Sorensen, Inc. in der Version 6.5 [1]
sowie Ansys 10.0 der Firma Ansys, Inc. [2] zur Berechnung der untersuchten Modelle ver-

wendet.



3 Methoden zur Strukturoptimierung

Frihe Arbeiten, die sich mit Kerbformoptimierung an Durchmesseranderungen beschéftig-
ten, gehen auf Baud zurlck. Baud beschéftigte sich mit spannungsoptischen Verfahren,
die auch als photoelastische Methoden bezeichnet werden, um auf experimentellem Wege
spannungsreduzierte Kerbformen zu erhalten [4, 5, 3]. Er fand eine Form, die auf der Beran-
dungslinie eines frei aus einer Bodendffnung austretenden Strahles einer idealen, reibungs-
freien FlUssigkeit beruht. Von Thum und Bautz wurden die von Baud gefundenen Formen
in Studien untersucht [34].

Fir die Verifikation der ,Methode der Zugdreiecke®, die im Kapitel 3.3 beschrieben wird,
wurden Vergleiche mit der von Baud gefundenen Form in Kapitel 4.2.9 behandelt.

Spéter fand Neuber, streng von der Elastizitatsgleichung ausgehend, eine analytische L6-
sung, die sich aber nur auf die unendlich ausgedehnte Zuglasche bezog [26].

Ausgehend von den Hypothesen zur Kerbspannungsminimierung von R. V. Baud [5] und H.
Neuber [25] entwickelte Schnack ein iteratives, numerisches Lésungsverfahren zur Span-
nungsminimierung entlang des Kerbrandes [32, 31].

Im Forschungszentrum Karlsruhe wurde dann von C. Mattheck eine Wachstumsmethode
nach dem Vorbild der Natur entwickelt, die Maschinenbauteile wie Baume, in einem itera-
tiven Prozess mit Hilfe der Finiten Elemente, wachsen lasst [14]. Diese Methode, die eine
weite Verbreitung in der Industrie vorweisen kann, trdgt den Namen ,CAO (Computer Aided
Optimization)“.

Mit dem Ziel der Vereinfachung der Optimierungsmethoden wurde von C. Mattheck 2003 ei-
ne analytische Methode entwickelt [22, 30], die unter Vorgabe weniger Parameter die Stltz-
punkte einer Kerbform berechnen.

Eine weiter vereinfachte Methode stellt die ,Methode der Zugdreiecke® dar, die als rein gra-
fische Methode die FEM' nur zur Priifung der Ergebnisse benétigt.

Die Entwicklung der Methoden wurden in [19] beschrieben.

Im folgenden sollen die drei Methoden, CAO-Methode, Analytische Methode und die Me-
thode der Zugdreiecke, die fur die Untersuchungen in dieser Arbeit verwendet wurden, be-
schrieben werden.

Finite Element Methode

11
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3.1 Computer Aided Optimization (CAO)

In der Natur trifft man an vielen Orten auf besonders gestaltete Formen und Bereiche. Die
Natur formt aber nicht willkdrlich. Ein harter Konkurrenzkampf um beschrankte Ressourcen
zwingt im Laufe der Evolution dazu, ein Optimum an Funktionalitdt zu erreichen. So sind
z.B. Knochen und Baume auf ihren speziellen Belastungsfall hin optimiert und haben ihre
Form und ihren Aufbau ihrer Funktion angepasst.

In der Natur, die sich selbst Uber Jahrtausende optimiert und auf ihre Qualitat Gberprift hat,
kann nur das bestehen, das den &ufBeren Belastungen und den Anforderungen gendgt.

In der Natur wird dieser Zustand durch zwei Méglichkeiten erreicht, zum einen Uber die
nattrliche Auslese oder zum anderen durch adaptives Wachstum. Die Mglichkeit der na-
tirlichen Auslese findet sich bei nicht veranderlichen Formen, bei denen sich (ber die Zeit
das beste Design durchsetzt.

Adaptives Wachstum findet man bei z.B. Baumen oder Knochen, die zumeist lebenslang
ihre Form den auBeren Belastungen anpassen. ([18] S. 48 ff)

So wurde von Mattheck das ,Axiom der konstanten Spannung® fiir biologische Lasttréager
formuliert, welches besagt, dass die Spannungen im zeitlichen Mittel am belasteten Bauteil
auf der Oberflache konstant sind [15].

Betrachtet man jetzt dieses adaptive Wachstum in Verbindung mit technischen Bauteilen
und versucht an diesen Bauteilen das Axiom der konstanten Spannung zu realisieren, so
ist man in der Lage, technische Bauteile nahezu ohne Kerbspannungen zu konstruieren. Ei-
ne Mdglichkeit, Bauteile lastgesteuert wachsen zu lassen, ist die CAO-Methode (Computer
Aided Optimization). Diese Methode und ihre Vorgehensweise wurde in ,Engineering Com-
ponents Grow Like Trees” [14] zum ersten Mal beschrieben und soll im folgenden erlautert
werden.

Die Optimierung von Bauteilen nach der Computer Aided Optimization (CAO) Methode ori-
entiert sich am spannungsgesteuerten Wachstum von Baumen, die an spannungstberhéh-
ten Stellen den gréBten Zuwachs aufweisen und so einen Zustand homogener Spannung
an der Oberflache anstreben.

Genau wie in der Natur wird den zu optimierenden Bauteilen an den Stellen mit der gréB3ten
Spannungsiberhéhung am meisten Material angelagert (siehe Abbildung 3.1). So erhalt
man Bauteile, die je nach Einsatzgebiet, gewichts- oder lastoptimierte Eigenschaften zeigen.

Die CAO-Methode simuliert adaptives Wachstum durch spannungsgesteuerte thermische
Ausdehnung und Ubertragt so das Verhalten in der Natur auf die Technik.

Die Methode setzt an einem fertig designten Bauteil an und optimiert lastorientiert, das
heiBt, unter Vorgabe der Betriebsbelastung und Lagerbedingungen, ausgewahlte, kritische
Bereiche.
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Abbildung 3.1: Biegewurzel: An den Stellen héchster Belastung wird am meisten Material angelagert
(oben und unten), wéhrend in Bereichen mit geringer Belastung fast kein Material an-
gelagert wird (rechts und links). [16]

Fiir diese Belastung wird mit Hilfe eines FE2-Programms die in dem Bauteil auftretende
Spannungsverteilung ermittelt. Im zweiten Schritt wird die ermittelte Spannungsverteilung
dann formal einer fiktiven Temperaturverteilung gleichgesetzt. Fiir die Zuweisung der Tem-
peraturen wird der Zusammenhang

T, = A(JZ - Uref) (3.1)

verwendet, wobei 7' die Temperatur und o die Spannung am Knoten i bezeichnen. Uber die
Parameter A (Skalierungsfaktor) und die Referezspannung o,.; wird die Temperaturvertei-
lung gesteuert, wobei die Referenzspannung der angestrebte Spannung an der Oberflache
entspricht.

Im folgenden Rechenschritt wird diese Temperaturverteilung als alleinige Belastung aufge-
geben. Die Randschicht im zu optimierenden Bereich wird als weiche Schicht vorgegeben.
In Folge der lokalen Temperaturunterschiede gibt es unterschiedliche Warmeausdehnungen
im Bauteil. Die zuvor héchstbelasteten Bereiche sind nun die hei3esten und dehnen sich am
starksten aus. Die Randschicht, die entsprechend der Analogie zum Baum das Kambium si-
muliert, ist begrenzt. Somit findet das Wachstum auch nur in der Randschicht statt. Durch
das ,Weichmachen” der Randschicht, was durch eine Verringerung des Elastizitdtsmoduls
erreicht wird, wird die Verformung des Bauteils auf die Wachstumsschicht begrenzt. Der
Wert von ungeféhr 1/400 des Ursprungswertes wurde auf empirischem Wege ermittelt.

2Finite Elemente
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Zu optimierende Kerben N

Wachstumsschicht
konstanter Dicke

////////////////////////J
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C...=1(X.Y.2), Temperaturfeld
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v
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r Netzkorrektur —’{ E/400 — E 1

Abbildung 3.2: CAO-Ablauf-Diagramm [18]

Die durch Warmeausdehnung entstandene ,neue“ Randgeometrie wird zur aktuellen Geo-
metrie des Bauteils.

Durch erneutes Aufbringen der Betriebsbelastung und Lagerbedingungen sowie zurlickset-
zen des Elastizitatsmoduls wird durch die anschlieBende Ermittlung der Spannungen Gber-
prift, ob die erreichte Spannungsreduktion ausreichend ist oder ob ein weiterer Optimie-
rungslauf erforderlich ist ([18] S. 50 - 54).

Zur Verdeutlichung der oben beschriebenen Vorgange soll die Methode noch einmal in Form
eines Ablaufdiagramms 3.2 dargestellt werden. Dies soll auf einen Blick die durchzuflihren-
den Schritte zeigen und in einen Kontext bringen.



3 Methoden zur Strukturoptimierung 15

3.2 Analytische Methode

Die ,Taschenrechner-Methode“ oder auch ,analytische Methode“ genannt, wurde zum ers-
ten mal in [22] beschrieben und in der Promotionsarbeit von M. Scherrer [30] nédher ausge-
fihrt. Spater wurden die Optimierungsmethoden nach der Natur von C. Mattheck noch in
[19] zusammengefasst.

Wie schon in Kapitel 2.1.5 beschrieben, treten an Auf3en- oder Innenkerben von Bauteilen
Kerbspannungen in Form von lokalen Spannungsiberhéhungen auf. Diese kdnnen als Tan-
gentialkrafte £ und die durch Umlenkung entstehenden Querkrafte Fy, interpretiert werden,
die eine Kerbkontur an einer Bauteilschulter aufbiegen und somit Kerbspannungen erzeu-
gen (Abbildung 3.3).

Far die Optimierung der Kerbkontur wird aber eine Uber die gesamte Kerbkontur gleichma-
Bige Spannung gewiinscht.

Dies bedeutet, dass die Querkrafte Fy in dem MaBBe zunehmen mussen, in dem die Tan-
gentialkrafte Fr abnehmen. Nach der in Abbildung 3.3 dargestellten Kerbkontur lasst sich
daraus die folgende Optimierungsvorschrift ableiten:

AFp = —AFg (3.2)
oder ausgeschrieben
Fp— Fjt' = F = F (3.3)

Durch Einsetzen in die Gleichung von

' D i ‘ D i—1
FF}H — FOD'iO cos ( E ozk) und Fr = FOH(') cos ( E ak> (3.4)
o (3

k=0

fremn(E)E e mem(in e

ergibt sich durch anschlieBende Vereinfachung mit

D;y1 = D; + 2ssin (Z ak> (3.6)

k=0
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die Formel
—Dﬂl COS (Zﬁc_:lo ozk) (1 4+ 2sin (%)) — cos (Zﬁc:o ak)

2 cos (ZZ:O ozk> &7

Qai+1 = 2arcsin

miti=1---1

als Berechnungsvorschrift zur Bestimmung des Folgewinkels.

Unter Verwendung dieser Formel Iasst sich mit wenigen Parametern eine Form erstellen, die
sich aus der Aneinanderreihung der berechneten Winkel ergibt. Fir die Berechnung werden
vorab der Startwinkel a; und die Segmentlange s vorgegeben. Die Segmentlange s bleibt
Uber die gesamte Berechnung konstant. Mit der Wahl des Startwinkels «; und einem nur
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Abbildung 3.3: Tangential- und Querkréfte an der Wellenschulter: Fo und Fr missen sich ausgleichen
um eine homogene niedrige Spannung zu erreichen (Zeichnung: C. Mattheck)
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fur die erste Berechnung bendtigten Hilfswinkel, der oy = 0° zu wéhlen ist, lassen sich mit
Formel 3.7 die Folgewinkel bestimmen.

Die Folgewinkel werden in mehreren, aufeinander folgenden Rechenschritten mit Hilfe der
Formel und der veranderlichen Parameter berechnet. Dies geschieht bis zum Erreichen oder
Uberschreiten eines Endwinkels, der als Abbruchkriterium gilt und ebenfalls frei zu wahlen
ist.

Bei Parameterstudien (siehe [30, 33]) haben sich die Winkelkombinationen von einem Start-
winkel a; = 3° zu einem Endwinkel a;, = 45° flir Zug- /Biegebelastungen sowie eine Winkel-
kombination fur Torsionsbelastungen von Startwinkel gréBer «; = 9° zu Endwinkel o;, = 55°
als geeignet herausgestellt.

Mit den errechneten Winkeln und der Segmentlange s, lassen sich in einem gewahlten Ko-
ordinatensystem die Punkte der Segmente bestimmen.

Das Resultat der Berechnung ist eine stiickweise lineare Kerbform, die noch zu glatten ist.
Die entstandene Kurve nimmt nun einen bestimmten Bauraum ein, der nicht in allen Fallen
gleich dem gewinschten Bauraum sein wird. FUr diese Falle wird die Kerbform auf den
gewtlinschten Bauraum skaliert.
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3.3 Methode der Zugdreiecke

Mit den Erkenntnissen die um das Zusammenspiel von Kerb- und Biegespannungen mit Hil-
fe der ,CAO-Methode*” und spater mit der ,analytischen Methode® gewonnen wurde, konnte
die ,Methode der Zugdreiecke” als rein graphische Methode zur Kerbformoptimierung ent-
wickelt werden [23].

Im Prinzip kommt sie ohne jegliche Finite Elemente Rechnung aus. Zu diesem friihen Zeit-
punkt der Entwicklung sind die Grenzen der Methode aber noch nicht bekannt, weshalb eine
Uberpriifung der optimierten Ergebnisse mit Finiten Element Rechnungen oder mit Versu-
chen noch erforderlich ist.

Die Verifikation, in weiten Bereichen, soll im Rahmen dieser Arbeit sowohl mit Finiten Ele-
menten als auch mit Hilfe von Versuchen erfolgen.

In Abbildung 3.4 soll ein erster Einblick in die Grundkonstruktion der ,Methode der Zugdrei-
ecke” gezeigt werden. Sie besteht aus drei ,Zugdreiecken®, die auf einfache geometrische
Weise aufeinander aufbauen.

',"L . 45‘0

S

Abbildung 3.4: Zugdreiecke als Grundelemente der ,,Methode der Zugdreiecke” (Zeichnung: C. Mattheck)

Ausgehend von der Kerbe als ,scharfe Ecke® am Wellenlibergang (ohne gelbe Zugdreiecke),
wird mit dem GréBten der Dreiecke begonnen. Dieses erste Dreieck Uberbriickt die Kerbe
mit 45°, wie in Abbildung 3.4 eingezeichnet.

Diese Vorgehensweise zur Konstruktion der weiteren Dreiecke wird im Folgenden detailliert
beschrieben werden.
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3.3.1 Grundlagen zu der Methode der Zugdreiecke

Fur eine Wellenschulter unter Zugbelastung lasst sich die Belastung in der Nahe der Kerbe
wie in Abbildung 3.6 darstellen. Zieht man am dinnen Wellenende, so entsteht ein Langs-
schub, der die diinne Lasche entlang der gestrichelt eingezeichneten imaginaren Gleitlinien
herausscheren wirde. Dies wird aber durch die Scherfestigkeit des Materials verhindert.

Die Methode der Schubvierecke nach Mattheck [12, 21] liefert ein anschauliches Modell
der Kraftflisse in diesem Bereich. Hierflr betrachtet man den Bereich der Kerbe auf der
Gleitlinie und schneidet ein quadratisches Element frei (siehe Abbildung 3.5). Bei alleinigem
wirken der vertikalen Krafte wirde das Quadrat, wie in (A) dargestellt, um seinen Mittel-
punkt rotieren. Um diese Rotation zu verhindern miissen gleich gro3e horizontale Krafte
wirken (B). Dies ist die Veranschaulichung der Symmetrie des Spannungstensors o;; = 0;.

Kombiniert man jetzt die Schubkréafte (C), so erhalt man die Richtung der Hauptnormal-
spannungen +45° zur Gleitlinie. Auf die Kerbe an der Wellenschulter bezogen, erhéalt man

Zug Druck

@ ©

Abbildung 3.5: Prinzip der Schubvierecke

im betrachteten Bereich ein entsprechendes Schubviereck mit gleich groBem Léngs- und
Querschub.

Die Schubkomponenten lassen sich in Zug- und Druck-Richtungen zusammenfassen. So
ergibt sich fir die Zugrichtung, eingezeichnet als roter Pfeil, in der N&he der Kerbe eine
Richtung von 45°. Dieser 45°-Winkel wird, als Ubergangswinkel beim ersten Zugdreieck
verwendet (siehe Abbildung 3.7 A).

3.3.2 Konstruktion und Verrundung der Zugdreiecke

Ausgehend von einer Balken- oder Wellenschulter mit scharfer Ecke, wird fir den gewahl-
ten Bauraum ein erstes Zugdreieck mit einem Winkel von 45° (iber die Ecke gelegt (siehe
Abbildung 3.7). So wird die scharfe Ecke des Basismodells entschéarft. Es entstehen zwei
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Abbildung 3.6: Wellenschulter Model unter Zugbelastung (Zeichnung: C. Mattheck)

Punkte. Punkt 1, der auf der Schulter liegt, und Punkt 2, der das andere Ende der Hypote-
nuse markiert und auf dem diinneren Schaft liegt.

Ein weiteres Zugdreieck wird ausgehend von der Mitte der Hypotenuse (Punkt 3) des ersten
Zugdreiecks, in Richtung des diinnen Wellenendes gelegt. Der Endpunkt (Punkt 4) dieser
zweiten Hypotenuse wird durch einen Kreisschlag um das Ende der ersten Hypotenuse
(Punkt 2) mit dem Radius der Strecke bis zum Mittelpunkt (Punkt 3) der ersten Hypotenuse
bestimmt.

Das dritte Zugdreieck entsteht durch Wiederholung des Konstruktionsvorganges um Punkt
4. Es entstehen die Punkte 5 und 6 als Anfangs- und Endpunkte der Hypotenuse des dritten
Zugdreiecks (siehe Abbildung 3.7 A).

Nach Zusammensetzen der einzelnen Dreiecke zu einem Linienzug, bleiben also am Ende
drei Linien Obrig, die die neue Kerbkontur bilden. Diese Linien sollen im Folgenden in der
Reihenfolge ihrer Konstruktion mit Linie 1 bis Linie 3 bezeichnet werden (siehe Abbildung
3.7 B).

Der spitze Winkel der Dreiecke wird vom ersten zum zweiten und auch zum dritten Drei-
eck immer halbiert. Ausgehend von 45° beim ersten Dreieck zu 22,5° beim zweiten und
schlieBlich 11,25° beim dritten Dreieck.
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AbschlieBend mussen die einzelnen Knicke noch verrundet werden, um eine optimierte
Kerbform zu erhalten. Die genaue Vorgehensweise fur die Verrundung wird im Folgenden
Abschnitt beschrieben. Nach dieser Vorgehensweise wurden auch die Beispiele dieser Ar-
beit verrundet.

Verrundung der Zugdreiecke

Zur Vermeidung der Spannungsspitzen an den Ubergangen der Zugdreiecke miissen diese
noch mit den gréBtmdéglichen Radien so ausgerundet werden, dass die Kreisbdgen tangen-
tial in die AuBBenkontur der Zugdreiecke Ubergehen.

® ©

Linie 3

Abbildung 3.7: Einzelschritte zur Vorgehensweise des Verrundens der Kontur der Methode der Zugdreie-
cke: (A) Konstruktionspunkte, (B) Bereinigte Kontur, (C) Hilfslinien fir Verrundungsradius

Ausgehend vom Mittelpunkt des verbleibenden Reststlicks der Hypotenuse des zweiten
Zugdreiecks (Linie 2) werden die Verrundungsradien und ihre Mittelpunkte berechnet. Damit
die Radien gréBtmaoglich sind miissen sie in einander Gbergehen.

Um die Kerbe in Punkt 3 zu entschéarfen (verrunden), fallt man das Lot (Lot 1) auf den Mit-
telpunkt von Linie 2. Danach wird das Lot (Lot 2) auf Linie 1 im selben Abstand d zu Punkt 3
gefallt. Der Schnittpunkt der beiden Geraden bildet den Mittelpunkt des ersten Verrundungs-
radius (siehe Abbildung 3.7 C).

Wiederholt man die Vorgehensweise nun um die Punkte 5 und 6, so erhalt man die verrun-
dete Kontur nach der ,Methode der Zugdreiecke*.

Die Konstruktion fir den Punkt 6 ist aus Platzgriinden in der Abbildung 3.7 C nicht eingetra-
gen, das Vorgehen ist aber das gleiche wie vorher beschrieben.
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Berechnung der Konstruktionspunkte und Verrundungsradien

Die Anfangs-, End- und Mittelpunkte der Verrundungsradien lassen sich auch entsprechend
der simplen Konstruktion mit einfachen geometrischen Formeln berechnen.

Betrachtet man die Kerbe der Ausgangsgeometrie als Ursprung eines Koordinatensystems,
so kénnen die Linien 1 bis 3 mit der Geradengleichung y = m - = + b beschrieben werden.

Die Punkte 1,3,5 und 6 sind entweder vorgegeben oder lassen sich mit Hilfe von trigonome-
trischen Funktionen bestimmen. Als Startpunkt flr eine Verrundung mit maximalen Radien
ist der Mittelpunkt zwischen Punkt 3 und Punkt 5 zu wahlen. Da die Koordinaten von Punkt
3 und 5 bekannt sind, lasst sich auch der Mittelpunkt 3* bestimmen. Der Punkt 3* bildet den
Schnittpunkt zwischen der Geraden 2 und dem Lot 1.

Mit der Formel d = /(z2 — z1)2 + (y2 + y1)? |&sst sich die Entfernung zwischen Mittelpunkt
3* und Punkt 3 (Abstand d) berechnen (siehe Abbildung 3.7).

Dieser Abstand d und der 45° Winkel des ersten Zugdreiecks reichen aus, um mit Hilfe der
trigonometrischen Funktionen den Schnittpunkt von Lot 2 zu berechnen.

Die Geradengleichungen von Lot 1 und Lot 2 kénnen mit der Steigung des Lots m; =
und dem zugehdrigen Schnittpunkt bestimmt werden.

=1
m

Mit den Formeln

by — b
1‘3:# und Y3 =mq - x3 + by
mi1 — My
zur Berechnung des Schnittpunktes zweier Geraden erhélt man den Mittelpunkt des Verrun-
dungsradius.

Der zugehdrige Radius lasst sich wie zuvor mit r = \/(xQ —x1)% + (y2 + y1)? errechnen.

Alle nétigen Punkte und Radien fir die Gbrigen Verrundungen lassen sich nach dem selben
Schema berechnen.
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3.3.3 Anwendung bei Gabeln und biaxialer Belastung

Auch bei zweiachsigen Belastungen, wie sie an Gabelkonstruktionen auftreten, Iasst sich die
Methode anwenden. Fir gleichgrof3e Belastungen an beiden Achsen wird die Winkelhalbie-
rende der beiden Schenkel gebildet. Auf ihr schneiden sich die Lote auf die Schenkel in
einem Punkt (siehe Abbildung 3.8). So erhélt man zu beiden Seiten der Winkelhalbierenden

Abbildung 3.8: Konstruktion der Zugdreiecks-Methode bei einer Gabelstruktur

gleichgroBe Baurdume. Ausgehend von dem Schnittpunkt mit der Winkelhalbierenden wird
nun fir jede Seite die Konstruktionsvorschrift der ,Methode der Zugdreiecke” angewandt
(siehe Kapitell 3.3.2). Nach dem Verrunden der Segmente erhalt man so eine symmetrisch
ausgeformte Gabel. Bei der Verrundung der Zugdreiecke fur Gabeln ist zu beachten, das der

Abbildung 3.9: Verrungung des Ubergangs der beiden Gabelhélften

Verbindungspunkt der beiden Zugdreieckshélften ebenfalls zu verrunden ist. Bei dieser Ver-
rundung ist wie in Abbildung 3.9 gezeigt, die Mitte des Ubriggebliebenen ersten Segments
(45°-Segment) Start und Endpunkt der Verrundung.
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Far den Fall einer zweiachsigen, aber nicht symmetrischen Belastung ist die Vorgehens-
weise anzupassen. Die Teilung der beiden Baurdume, im symmetrischen Fall die Winkel-
halbierenden, wird nun im Verhaltnis der angreifenden Lasten verschoben. So verlauft die
Gerade fUr ein Lastverhéltnis von 3 zu 1 (siehe Abbildung 3.10) in einem Winkelverhaltnis
von 3 zu 1. Also bei einer Gabel mit einem Innenwinkel von 60° im Verhéltnis von 45° zu
15°. Die Konstruktion der Zugdreiecke bleibt gleich. Die Lote auf die Schenkel treffen sich

PR A Y

Abbildung 3.10: Gabel mit nichtsymmetrischen Belastung (Zeichnung: C. Mattheck)

auch fur den nicht symmetrischen Fall in einem Punkt auf der Teilungsgeraden. Von diesem
Schnittpunkt ausgehend, werden die Zugdreiecke nach der Ublichen Vorschrift konstruiert.
Es ergeben sich, den angreifenden Lasten entsprechend unterschiedlich groBe Bauraume
und nach der Verrundung eine nicht symmetrisch ausgeformte Gabel.

3.3.4 Materialreduktion mit der Methode der Zugdreiecke

Mit der ,Methode der Zugdreiecke® lasst sich auch Uberflissiges Material entfernen. Hier
soll die grundsatzliche Vorgehensweise gezeigt werden, da sie im Rahmen einzelner unter-
suchter Modelle dieser Arbeit angewendet wurde. Weitere Untersuchungen finden sich in
der Arbeit von A. Sauer [28].

Beim Entfernen von Material werden unterbelastete Bereiche, auch als ,Faulpelzecken® be-
zeichnet, im zu grof3 gewahlten Ausgangsdesign gesucht. An solchen ,Faulpelzecken® kann
unter Verwendung der ,Methode der Zugdreiecke® Material entfernt und so Gewicht einge-
spart werden. Die Vorgehensweise ist in Abbildung 3.11 dargestellt. Bei der Anwendung
wird die unterbelastete Ecke in gewiinschter Gr6Be mit dem 45°-Zugdreieck weggeschnit-
ten. Die weiteren Zugdreiecke werden in der bereits in Kapitell 3.3.2 beschriebenen Weise
konstruiert und ergeben die neue Kontur.
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Abbildung 3.11: Materialreduktion und Kerbformoptimierung mit der Methode der Zugdreiecke (Zeich-
nung: C. Mattheck)
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4 Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse zu den verschiedenen Untersuchungen zur Kerb-
formoptimierung beschrieben und dargestellt. Es wurden verschiedene Anséatze zur Verein-
fachung und Verifikation der Methode untersucht. Die untersuchten Modelle wurden mit in
der Praxis gangigen und anerkannten Methoden zur Kerbformoptimierung verglichen.

4.1 Untersuchungen zur analytischen Methode

Im ersten Teil dieses Kapitels werden die weiterfiUhrenden Untersuchungen zur ,Analyti-
schen Kerbformoptimierung® beschrieben. Grundlagen der Methode wurde im Kapitel 3.2
bereits beschrieben.

An dieser Stelle werden nun, aufbauend auf die Arbeit von M. Scherrer [30], weitere Unter-
suchungen zur Optimierung mit der ,Analytischen Methode* beschrieben.

4.1.1 Torsionsbelastung an Wellenschultern

Die bisherigen Untersuchungen zur analytischen Kerbformoptimierung befassen sich vor-
nehmlich mit Untersuchungen zu Zug und Biegung. In frlheren Arbeiten der Abteilung
[30, 11] wurden erste Ansatze zur Anwendung der analytischen Optimierungsmethode fur
torsionsbelastete Bauteile untersucht.

Aufbauend auf diesen Untersuchungen soll mit einer Parameterstudie gezeigt werden, wie
sich die analytisch erzeugte Form flr Torsionsbelastung anpassen lasst.

Bei Wellen unter Zug- und Biegebelastung verlaufen die Hauptzugspannungen parallel zur
Symmetrieachse der Welle.

Entsprechend werden auch die analytisch generierte Kerbformen in dieser Richtung in das
Modell konstruiert.

Betrachtet man nun Wellen unter Torsionsbelastung so verlaufen die Hauptzugspannungen
(siehe Abbildung 4.1) in einem Winkel von 45° zur Symmetrieachse der Welle.

Um also Bauteile fir Torsionsbelastung zu optimieren ist zu prifen ob es angebracht ist,
auch hier die generierte Kerbform in Richtung der Hauptzugspannungen auszurichten.

Bei der Anwendung der ,Taschenrechnermethode® ergeben sich, durch Berechnung von
Folgewinkeln unter Verwendung von Start-, Endwinkel und Segmentlange, Koordinaten-
punkte, die mit einem Spline verbunden werden. Da Wellen unter Beachtung der Rotati-

27
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Abbildung 4.1: Belastungen an einem Wellenmodel unter Torsionsbelastung (Zeichnung: C. Mattheck)

onssymmetrie in einer Ebene konstruiert werden, wird zur Berechnung der Konturgeometrie
eine Projektion der Stitzpunktkoordinaten nétig, die in Abbildung 4.2 graphisch gezeigt ist.
Die Berechnung der Stitzpunkte erfolgt auf die gewohnte Weise, die in Kap. 3.2 néher be-
schrieben ist, und in ([17] S. 186 - 187) oder [30] verdffentlicht wurde.

Berechnung der Koordinaten fiir die Kerbgeometrie
unter Torsionsbelastung

x'=x-cosa

/Konstruktionsebene

Abbildung 4.2: Projektion auf Konstruktionsebene

Die errechneten Koordinatenpunkte werden hier in Zugspannungsrichtung ausgerichtet. Lie-
gen also 45° zur Symmetrieachse der Welle und lassen sich auf die Symmetrieachse, und
damit in die Konstruktionsebene, projizieren.
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Im direkten Vergleich der analytisch erzeugten Formen ergibt sich flr die projizierte Kerb-
form eine Verklrzung um ca. 29 % in Kombination mit einem steileren Verlauf der Form

(siehe 4.3).
Fur die hier dargestellte analytische Form mit einem Startwinkel o;; = 3° und einem Endwin-
kel ap = 45° ergibt sich durch die Projektion eine Form mit einem Startwinkel

a1 projiziert = 4,24° und einem Endwinkel ag projizierr = 35,26°. Bei dem vorgegebenen
radialen Bauraum von 6,03 ergibt sich bei einem axialen Bauraum von 18,26 fir die analy-
tische Form eine Verklrzung auf einen axialen Bauraum von 12,91 fir die projizierte Form.

Torsionswelle D/d=3
Radiale Skalierung 6,03

1S

>

©

5

g 4

5 analytische Form
s

§ 2]

projizierte Form
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

axialer Bauraum

Abbildung 4.3: Vergleich von ,analytisch erzeugter und ,projizierter*-Kerbkontur
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4.1.2 Vergleich mit Kerbformprojektion

Um die oben beschriebene Vorgehensweise ndher zu untersuchen wurde eine Parameter-
studie durchgefihrt. Im Rahmen der Studie wurden verschiedene Baurdume und verschie-
dene Start- / Endwinkel Kombinationen mit einander und mit der Kreiskerbe sowie der CAO
optimierten Kerbe verglichen.

Die Wellen dieser Studie haben alle ein Durchmesserverhaltnis von D/d = 3. Als Ausgangs-
kontur flr die Untersuchung wurden mit Hilfe der CAO-Methode zwei Formen erzeugt.

Die erste fur eine Spannungslberhéhung von oafises/oref = 1,4 und eine fir
oMises/ORef = 1, 2. Diese beiden Konturen ergeben folgende, in Tabelle 4.1 bezifferte Baurau-
me. Ihre Spannungsverlaufe Uber die Kerbkontur sowie die zugehdrigen Kerbformen sind in
Abbildung 4.4 dargestellt. Fir die verschiedenen Geometrien der Parameterstudie wurden

Omises/Ores | Bauraumorientierung | Bauraum
1,2 radial 4,14
axial 7,62
1,4 radial 6,03
axial 15,08

Tabelle 4.1: Bauraumabmessungen der CAO optimierten Formen

0,8-

OMises/ORet
radialer Bauraum
(o]

0,6

N

0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0 2 4 6 8 10 12 14 16
Kontur s/l axialer Bauraum

Abbildung 4.4: Spannungen und Baurdume einer CAO optimierten Konturen

die in Tabelle 4.1 aufgeflihrten Baurdume verwendet. Bei den Viertelkreis-Modellen als Ra-
dien und bei den mit der Analytischen-Methode berechneten Formen fiir die Skalierung der
Konturen.

Far alle vier Falle wurden die Kombinationen der Startwinkel von 3° bis 5° in einer Schritt-
weite von 0,5 und der Endwinkel von 45° bis 55° in einer Schrittweite von 2,5 untersucht.

Die nachfolgenden Diagramme (Abbildung 4.5 bis Abbildung 4.8) zeigen einen Auszug aus
den Ergebnissen der Parameterstudie. Es handelt sich um die Kombination 3° Startwinkel
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und 45° Endwinkel. Sie geben wieder, in welchem MafBe mit einer Verringerung der Span-
nungen an der Wellenschulter zu rechnen ist, wenn eine analytisch erzeugte Kerbform in
der Richtung der Trajektorien ausgerichtet wird.

Die weiteren Diagramme dieser Parameterstudie sind im Anhang dieser Arbeit zu finden.

Die Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen die an die CAO-Form mit einer Spannungsiberhéhung
von 1,4 angepassten Formen. Abbildung 4.5 zeigt die Formen mit einem radialen Bauraum
von 4,14. Zuséatzlich ist noch der Viertelkreis mit dem Radius 7,62, der dem axialen Bauraum
der CAO-Kontur entspricht, dargestellt. Die hdchste Spannungsiberhéhung zeigt die Vier-

Torsionswelle D/d=3
Skalierung nach CAO-Bauraum, radial (4,14)

Projiziert

Analyrisch

= CAO Form

0,6 0,65 0,7 0,75 0,8

Kontur s/l

Abbildung 4.5: Spannungsverldufe entlang der Kerbkontur fiir einen radialen Bauraum von 4,14

telkreis Kontur mit Radius 4,14. Auch der deutlich gréBere Radius 7,62 besitzt eine gréBere
Spannungslberhdhung als das Plateau der optimierten Proben.

Das Spannungsmaximum der analytischen Form tritt an einem scharfen Knick, dem Uber-
gang in die Wellenschulter auf. An solchen Stellen, die man als Singularitdten bezeichnet,
liefert die FE-Berechnung Werte, die bei hinreichend feiner Vernetzung zu Giberhdhten Span-
nungen fUhren, aber in der Realitat so nicht vorhanden sind. An scharfen, belasteten Knicken
im Modell liegen Spannungssingularitaten vor. Mit Zunehmend feinerer Vernetzung steigen
an diesen Orten die errechneten Spannungen ohne zu konvergieren. Ein auf dieser Grund-
lage errechneter Spannungswert ist aber flr reale Bauteile zu hoch, da sie an einem scharf
modellierten Knick auftritt, der in der Realitét so nicht auftritt.

Betrachtet man den Spannungsverlauf der verschiedenen Modelle, so fallt auf, das die
Spannungen der CAO-Kontur und der projizierten analytischen Form sehr dicht beieinan-
der liegen. Auch die Geometrien der beiden Modelle sind sehr nahe beieinander.
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Torsionswelle D/d=3
Skalierung nach CAO-Bauraum, axial (7,62)

Projiziert {\
1,8 T — Analytisch
—— CAO Form
----- R=7,62 / \
[ R=4,14

Oises/ORef

0,8
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0,4

0,2

0

0,6 0,65 0,7 0,75 0,8
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Abbildung 4.6: Spannungsverldufe entlang der Kerbkontur fiir einen axialen Bauraum von 7,62

Die analytische Form selbst zeigt zwar eine etwas geringere Spannung, lasst man die Singu-
laritdt auBer Betracht, verwendet aber mehr Material und einen gréBeren axialen Bauraum.

In Abbildung 4.6 haben alle verglichenen Modelle den gleichen axialen Bauraum. Wieder
liegen die projizierte analytische und die CAO-Form im Spannungsverlauf und in der Kon-
tur dicht beieinander. Die analytische Kontur besitzt etwas weniger Material im Ubergangs-
bereich zur Wellenschulter. Dies spiegelt sich auch im Spannungsverlauf wieder, der sich
deutlich abhebt.

Der grof3e Radius mit r = 7,62, liegt mit seiner Maximalspannung zwar naher an den op-
timierten Formen als der kleine Radius, bendtigt aber auch erheblich mehr Material durch
seien gréBeren radialen Bauraum.

Bei den Untersuchungen in Abbildung 4.7 und 4.8 wurde als Basis fur die Untersuchung
das CAO-Modell mit einer Spannungsiberhdhung von 1,2 zur Grundlage genommen. Von
diesem CAO-Modell stammt der radiale Bauraum von 6,03 und der axiale Bauraum von
15,08, die als Vorgabe flir den Vergleich gewahlt wurden.

In Abbildung 4.7 sind die Modelle mit gleichem radialem Bauraum dargestellt. Die héchste
Spannung besitzt die Viertelkreiskerbe. Die Spannungen der beiden analytisch erzeugten
Kerbgeometrien und die der CAO-Form liegen wieder dicht beieinander. Die projizierte hat
eine etwas héhere Spannung als die CAO Form, wahrend die rein analytische Geometrie
aufgrund ihrer langeren Form und dem resultierenden mehr an Material eine geringflgig
niedrigere Spannung zeigt.
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Torsionswelle D/d=3
Skalierung nach CAO-Bauraum, radial (6,03)
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Abbildung 4.7: Spannungsverldufe entlang der Kerbkontur fiir einen radialen Bauraum von 6,03
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Torsionswelle D/d=3
Skalierung nach CAO-Bauraum, axial (15,08)
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Abbildung 4.8: Spannungsverldufe entlang der Kerbkontur fiir einen Bauraum von 15,08
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Bei dem Vergleich der Modelle mit gleichem axialen Bauraum (siehe Abbildung 4.8) liegen
die Spannungsverlaufe dichter beieinander. Die beiden Viertelkreis-Modelle haben, wenn
man die Singularitat der analytischen Form auB3er Betracht lasst, die héchsten Spannun-
gen. Die beiden analytisch erzeugten Formen zeigen eine minimal héhere Spannung als die
CAO-Form wobei mit diesem Bauraum die projizierte Form geringfligig niedrigere Spannun-
gen zeigt.
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4.1.3 Passfedernuten

Die Passfederverbindung, die im Bereich des Maschinenbau haufig als FormschluBverbin-
dung zur Ubertragung von Drehmomenten zwischen Wellen und Naben verwendet wird,
besteht aus drei Teilen, der Wellennut, der Nabennut und der Paf3feder. Bei der Kraftuber-
tragung wird die PaB3feder auf Flachenpressung und Abscherung beansprucht.

Die Nut in der Welle stellt eine Schwachung des Bauteils dar. Die folgenden Untersuchun-
gen sollen zeigen ob sich mit einer Forméanderung der Wellennut eine Verbesserung erzielen
|asst.

Es wurden Untersuchungen zu verschiedenen Nutformen gemacht. Als Ausgangsmodel
wurde ein Wellenmodel unter Torsionslast mit einer Lange von / = 500 und einem Durch-
messer d = 100 erstellt. Das FE-Modell mit den unterschiedlich ausgeformten Nuten ist in
Abbildung 4.9 zu sehen. Fir die Modellierung der Passfedernut wurde die Form nach DIN
6885 Form A gewahlt. Die Maf3e sind [35] entnommen und in Tabelle 4.2 zusammengestellt.
Die Gesamtlange der Nut betragt fir alle Modelle I, = 150.

Wellendurchmesser dq Uber 95 bis 110
Passfeder-Querschnitt | Breite b / Hohe h 28/16
Wellennuttiefe t1 10
Nabennuttiefe to 6,4
Passfederlange l 80 bis 320

Tabelle 4.2: Abmal3e der Passfedernut

Die in Abbildung 4.9 dargestellten Nutformen wurden auf unterschiedliche Weise erstellt. Im
folgenden wird kurz beschrieben auf welchem Wege die Formen generiert wurden.

Abbildung 4.9: Passfedermodelle unter Torsionsbelastung mit verschieden ausgeformten Passfedernu-
ten. Alle mit der analytischen Methode erstellten Formen wurden mit einem Startwinkel
von 3° und einem Endwinkel von 45° berechnet.

PM1: Halbkreis, PM2: analytische Kerbform (radialer Bauraum 10), PM3: analytische Kerb-
form (radialer Bauraum 14), PM4: analytische Kerbform (radialer Bauraum 10 mit Geraden)
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Form PM1 stellt die tbliche Form A, der nach DIN 6885 gefertigten Passfeder da. Sie endet
in einem Kreisradius von R = 14.

Form PM2 zeigt eine Form die mit Hilfe der ,Analytische-Methode*® erstellt wurde. Bei Form
PM2 wurde fir die Skalierung ein Bauraum von ap,;2 = 10 senkrecht zur Rotationsachse
der Welle gewahlt. Daraus ergibt sich ein Bauraum von bp,» = 30,28 parallel zur Rotations-
achse.

Form PM3 wurde ebenfalls mit der analytischen Methode erstellt, nur unter der Verwendung
eines gréBeren Bauraums fir die Skalierung. Der Bauraum, wurde Uber die halbe Nutbreite
gewahlt, entspricht also apjr3 = 14. Es ergibt sich ein Bauraum von bpj;3 = 42,386.

Form PM4 verwendet die gleiche Form wie PM2 und lauft nur in zwei zu einer Spitze wer-
denden Geraden mit einem Innenwinkel von 90° aus.

Alle mit der ,Analytischen-Methode“ erstellten Formen wurden unter Verwendung eines
Startwinkels von 3° und eines Endwinkels von 45° sowie einer Segmentlange von 0,812
nach der in Kapitel 3.2 beschriebenen Methode berechnet. Die Ergebnisse der unterschied-

Form | max. Hauptnormalspannung
PM1 2,33
PM2 2,12
PM3 2,25
PM4 2,04

Tabelle 4.3: Maximale Hauptnormalspannungen der unterschiedlichen Passfedernut-Formen

lich geformten Nuten sind in Abbildung 4.10 dargestellt. Es wurden die Hauptnormalspan-
nungen Uber eine Nuthalfte, wie in Abbildung 4.9 dargestellt, aufgetragen. Die Spannungs-
reduktion bei den optimierten Formen ist deutlich zu erkennen. Die Maximalspannungen der
einzelnen Modelle sind Tabelle 4.3 zu entnehmen.

2,5 4

—PM1

PM2
——PM3
—PM 4

2,0

\
\
——

max. Principal

o

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1
Kontur s/l

Abbildung 4.10: Spannungen entlang der Passfedernut
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4.2 Untersuchungen zur Methode der Zugdreiecke

Das Ziel der Kerbformoptimierung ist im Allgemeinen die Kerbspannungen an Bauteilen, wie
z.B. Wellenschultern zu senken und somit die Lebensdauer zu erhéhen. Diese Kerbspan-
nungen verursachen lokal hoch belastete Bereiche, die oft der Startpunkt von Rissen im
Bauteil und damit der Beginn des Versagens sind.

Die Vorgehensweise zur Konstruktion der Kerbform nach der ,Methode der Zugdreiecke®
wurde schon im vorangegangenen Kapitel erlautert. Im Folgenden werden die Untersuchun-
gen dargestellt, die zur Verifikation der Methode gemacht wurden.

4.2.1 Kerbwinkel und Kerbradius

Betrachtet man eine Platte unter Zuglast, in die eine Kerbe eingearbeitet ist, so ergibt sich an
dieser Kerbe eine erhdhte Spannung. Es soll untersucht werden welchen Einfluss der Kerb-

Abbildung 4.11: Untersuchte Winkeldnderungen am Gekerbten Balken (Zeichnung: C. Mattheck)

radius R sowie der Kerbwinkel « (der Winkel der Kerbéffnung) auf die Spannungsiberhé-
hung haben. Das Ausgangsmodel fur diese Untersuchung bildet eine Platte mit modellierter
Kerbe. Die Kerbgeometrie soll variiert werden um Unterschiede festzustellen.

Fur die Berechnung wurde aus Symmetriegriinden ein Viertelmodell gewahlt. Die Maf3e sind
der Abbildung 4.12 zu entnehmen. Wie in der Skizze durch die gestrichelte Linie angedeu-
tet ist, wurde die Kerbflanke so angetragen, dass sie immer tangential in den Kerbradius
Ubergeht. Es wurden Modelle mit den Kerbradien R = 70 und R = 20 und mit Kerbwinkeln
zwischen 0° und 90°erstellt und berechnet.

Betrachtet man die in Abbildung 4.12 dargestellten Formzahl der verschiedenen Modelle,
so lasst sich grundsatzlich sagen, dass Kerben mit gleichem Kerbwinkel o (siehe Abbildung
4.11), mit abnehmendem Kerbradius héhere Spannungen aufweisen.

Bleibt hingegen der Kerbradius R konstant, und der Kerbwinkel « wird variiert, so nimmt die
Kerbspannung mit steigendem Kerbwinkel ab (siehe Abbildung 4.12).
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Abbildung 4.12: Spannungen am Gekerbten Balken unter Zug

Die Formzahl setzt sich wie folgt zusammen aus: F = 0,4, /oy Mitoy = aapplied-%.

In den hier gezeigten Modellen wurde die angelegte Spannung oq;pica = 1 gewahilt.

Abbildung 4.13: Erkldhrung des Kraftflusses mit Hilfe der Schubvierecke (Zeichnung: C. Mattheck)
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Eine weitere Auffalligkeit in Abbildung 4.12 ist, dass die Spannungen zwischen etwa 45° und
0° nicht wesentlich weiter ansteigen.

Bei einem Winkel von 90° betrachtet man einen reinen Zugstab ohne Kerbe, also folglich
auch ohne Kerbspannung. Mit zunehmend starkerer Kraftumlenkung durch die Kerbe, steigt
die Spannung. Ab einem Winkel von etwa 45° bewirkt die Verringerung des Winkels fast
keinen Anstieg der Spannung mehr.

Dieses Verhalten lasst sich durch die Kraftumlenkung erklaren, Winkel kleiner als 45° befin-
den sich auB3erhalb der Kraftflussumlenkung. Somit figen kleinere Winkel als 45° nur mehr
Material hinzu, das aber fir den Kraftfluss unerheblich ist.

Die Uberstehende ,Ecke* Ubertragt kaum Zug und so muss die Kraft, die Gber die komplette
Flanke gleichmaBig eingeleitet wird, an dieser Stelle auf den verbleibenden Restquerschnitt
umgelenkt werden. Durch die Umlenkung ergibt sich ein Bereich, der kaum Last trédgt. Man
kénnte ihn als ,Faulpelzecke” bezeichnen.

Betrachtet man sich die an der Kerbe wirkenden Kréfte, wie sie in Abbildung 4.13 dargestellt
sind, mit Hilfe der Schubvierecke, so ergibt sich fiir den Bereich nahe des Kerbgrundes die
Hauptzugrichtung in 45°-Richtung zur Kerbe. Diese Richtung grenzt die ,Faulpelzecke” grob
ab.
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4.2.2 Wellenschulter

Betrachtet man die Spannungszustéande der Optimierungsschritte einzeln, so laBt sich die
Spannungsreduktion von Zugdreieck zu Zugdreieck gut erkennen. In Abbildung 4.14 sind
die Spannungszustédnde an den Konstruktionsschritten dargestellt. Es sind jeweils eine Ab-
bildung des Modells mit den lokalen Spannungen und einem Spannungsverlauf entlang der
Kontur dargestellt. Modell A zeigt den Spannungszustand nach der Konstruktion des ersten
Zugdreiecks. Modell B zeigt die ersten zwei Zugdreiecke. Modell C die Konstruktion aller
drei Zugdreiecke. In Modell D ist die fertig ausgerundete Kontur dargestellt.

Deutlich zu sehen ist die Reduktion der Spannungen mit Zunahme der Konstruktionsschritte.
Betrachtet man die Spannungsspitzen an den scharfen Kerben zwischen den Zugdreiecken,
so ist zu beachten das die Berechnung an diesen Stellen wegen der Singularitat nicht die
exakten Spannungskonzentrationen liefern, sondern einen relativen Vergleich der verschie-
denen Modelle erméglichen.
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Abbildung 4.14: Methode der Zugdreiecke - Aufbau der Methode (A: einem Zugdreieck, B: zwei Zugdrei-
ecke, C: drei Zugdreiecke, D: Ausgerundete Zugdreiecke)

Verwendet man die ,Methode der Zugdreiecke” um die Kerbe am Durchmesseriibergang
der Wellenschulter zu optimieren, und vergleicht das Ergebnis mit der Gblichen Viertelkreis-
ausrundung, ergibt sich folgendes Ergebnis. In Abbildung 4.15 ist deutlich zu erkennen,
dass die Wellenschulter links mit der Viertelkreisverrundung ein lokal hohes Spannungs-
maximum aufzeigt. Dem entgegen zeigt die mit der ,Methode der Zugdreiecke* optimierte
Schulter rechts eine sehr homogene Spannung tber die Kontur. Die beiden miteinander ver-
glichenen Modelle weisen den gleichen Bauraum in radialer Richtung auf. Betrachtet man
die Spannungen anhand der Uber die Oberflache der Kontur aufgetragenen Spannungen



4 Ergebnisse 41

INGENIEWRKERBE <«— versus » |BAUWMKERSBE:
VIERTELKREIS OPTIIMIERT
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Abbildung 4.15: Wellenschulter unter Zuglast [20]

(Abbildung 4.15 rechte Seite) lasst sich die mit der ,Methode der Zugdreiecke“ erreichte
Spannungsreduktion von ca. 30 % erkennen.

Wenn man die Wellenschulter mit den in der Abteilung Biomechanik entwickelten Methoden
optimiert und sie mit der Kreiskerbe vergleicht, ergibt sich folgendes Bild der Spannungs-
verteilung Uber die Kontur der Welle (Abbildung 4.16). Diese Betrachtung gibt auch einen
guten Uberblick iber den Grad der Optimierung mit den verschiedenen Methoden. Vor allem
fallt aber der erhebliche Gradient zwischen Kreiskerbe und den ,optimierten” Kerbformen ins
Auge.

Spannungsverlauf entlang der Kontur s
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B
g 1,5 0,16
3
177) 3
@ > 0,12
o
2 A1
=
> 0,08
0,5
0,04
0 0
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Abbildung 4.16: Vergleich von Optimierungsmethoden zur Kerbformoptimierung
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4.2.3 Verrundung des ersten Segmentes

Der Ubergang in die Schulter ist ein oft diskutierter Bereich der optimierten Kerbformen.
Auch wegen der Singularitat bei der Berechnung der Modelle. Hier sollen vier verschiedene
Ubergangsformen untersucht werden.

1. Der 45° Ubergang in die Schulter

Ein Radius der gréBe R = 1

Ein Radius der gré3e R = 4

und der entsprechende 45° Ubergang

A 0D

N

Abbildung 4.17: Verschiedene Modelle zur Verrundung des ersten Zugdreiecks

Die axialen Bauraume der Modelle 1 bis 3 sind identisch, sie unterscheiden sich allein durch
den Ubergang in die Schulter. Durch die unterschiedlichen Ubergangformen ergeben sich
zwangslaufig auch unterschiedliche radiale Baurdume der Modelle.

Das Ausgangsmodell (Modell 1) hat einen radiale Bauraum von 5. Modell 2 mit einen Uber-
gangsradius von R = 1 hat einen Radialen Bauraum von 5,22. Modell 3 mit dem Radius
R = 4 hat einen Bauraum von 6,66. Modell 4 zeigt eine ebenfalls nach der ,Methode der
Zugdreiecke*” erstellte Form, die ohne Verrundung in die Schulter Gbergeht. Sie besitzt aber
den gréBeren radialen Bauraum von 6,66 und den sich daraus ergebenden gréBeren axialen
Bauraum von 15,6.

Betrachtet man nun die Spannungsverteilung tber der Kontur, so ergeben sich am scharfen
Ubergang in die Schulter sowohl bei Modell 1 als auch bei Modell 4 die erwartet héheren
Spannungen, die auf die Singularitdten zurtickzuflihren sind. Betrachtet man die mit Radien
versehenen Modelle, so weist der kleine Radius der GrdBe R = 1 eine Spanngsiiberhéhung
auf, die &hnlich hoch ist. Bei Modell 4 mit einem Radius von R = 4 sinkt diese Uberhéhung
deutlich ab.
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Der weitere Spannungsverlauf der Modelle mit gleichem axialem Bauraum ist nahe zu
gleich. Das Modell 4 mit den gréBBeren Baurdumen zeigt wie erwartet einen Spannungsver-
lauf der etwas unter den Spannungen der Ubrigen Kurven liegt. Diese geringere Spannung
begriindet sich mit dem im Verhaltnis zu den tibrigen Modellen zuséatzlich verwendetem Ma-

terial.

der Zugdrei 3

Zug 10
D=300
d=100

3,5

Radialer Bauraum
(&)
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Axialer Bauraum
\\
N\ e,
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Modell 2
—Modell 3

Modell 4
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0,2 0,22 0,24 0,26 0,28 03 0,32 0,34 0,36 0,38 0,4
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Abbildung 4.18: Spannungsverldufe bei unterschiedlichen Ausrundungen des ersten Zugdreiecks
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4.2.4 Ausrichtung des zweiten Segmentes

Betrachtet man das ,zweite Zugdreieck® der Konstruktion so ergibt sich durch die Konstruk-
tionsvorschrift der ,Methode der Zugdreiecke” zwischen den Hypotenusen des ersten und
zweiten Zugdreiecks ein Winkel von 22,5°. Untersucht man nun diesen Winkel im Verhaltnis
zu einem gréBeren und einem kleiner Winkel, ergibt sich der in Abbildung 4.19 gezeigte
Spannungsverlauf. Zu erkennen ist, das alle Modelle neben der ersten Spannungsiberhd-
hung am Ubergang zur Schulter zwei weitere Spannungsiiberhdhungen aufweisen. Diese
Spannungsiberhéhungen befinden sich am Anfang und am Ende des zweiten Zugdreiecks.
Betrachtet man sich die Spannungsverlaufe entlang der Kontur in Abbildung 4.19, so besitzt
nur das Modell mit 22,5°-Winkel zwei nahezu gleich hohe Spannungstberhéhungen. Das
Modell mit dem kleineren 17,5°-Winkel hat eine geringere Spannung am erste Ubergang,
aber die Spannung am zweiten Ubergang ist dafiir erhéht. Beim Modell mit 27,5°-Winkel ist
dieses Verhalten genau umgekehrt.

Das Modell mit dem bei der ,Methode der Zugdreiecke® verwendeten 22,5°-Winkel weist
also die ausgewogensten Spannungsiberhéhungen auf.

Durch die Verrundung der Zugdreiecke wie in 3.3 beschreiben, werden diese Spannungs-
Uberhéhungen noch abgesenkt.

o
I\

Zug
D =300

35 4= 100

3| radialer Bauraum =5

n
&}

Owises/ORef
N

-

—a=225°
05 — =275
/ —a=175°
0 T T T T T T T T
0,21 0,22 0,23 0,24 0.25 0,26 0,27 0.28 0,29 03

Kontur s/l

Abbildung 4.19: Untersuchungen zum 22,5° Winkel des zweiten Zugdreiecks
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4.2.5 Ansatzpunkt des zweiten Segmentes

Nach der ,Methode der Zugdreiecke* ergibt sich, wie in 3.3.2 beschrieben, fir den Ansatz-
punkt des zweiten Zugdreiecks der Mittelpunkt der Hypotenuse des ersten Zugdreiecks.

Zur Uberpriifung dieses Ansatzpunkt wurde die Position auf der Hypotenuse variiert. Es
wurden zum Mittelpunkt noch die Punkte bei einem Viertel und bei drei Viertel der Lange
der Hypotenuse untersucht, wie in Abbildung 4.20 dargestellt.

Modell 1
Modell 2
Modell 3

22,5°

Abbildung 4.20: Verschiedene Modelle zum Ansatzpunkt des zweiten Segmentes

Wie in Abbildung 4.21 zu sehen ergibt sich, dass eine Verschiebung des Ansatzpunktes
zu drei Viertel eine Erhéhung der Spannungen bringt. Die beiden anderen Positionen un-
terscheiden sich nur geringfligig in der Héhe der Spannung. Da aber die Anbindung des
zweiten Zugdreiecks bei ein Viertel der Strecke mehr Material und eine kompliziertere Kon-
struktionsvorschrift mit sich bringen wirde, ist sie zu vernachlassigen.

3

Modell 1
Modell 2
Modell 3

25

Omises!ORret

0,5

0,2 0,22 0,24 0,26 0,28 0,3 0,32 0,34 0,36 0,38 0,4
Kontur s/l

Abbildung 4.21: Spannungsverldufe bei verschiedenen Ansatzpunkten des zweiten Zugseils
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4.2.6 Einfluss einer Teilung in kleinere Segmente

Eine weitere Untersuchung teilt die Zugdreiecke nicht wie in der Ublichen Weise in der Mitte,
sondern in kleinere Teile. Es wird untersucht, ob dieses Vorgehen eine Verdnderung in der
Spannungsverteilung bewirkt.

Die Konstruktion der Kurve mit kleineren Segmenten erfolgt auf ahnliche Weise wie die der
-Methode der Zugdreiecke* .

Es werden auch in diesem Fall Kreisbdgen fir die Konstruktion verwendet. Der Anfangs-
punkt des Kreisbogens liegt in diesem Modell nur bei jeweils einem Viertel der Strecke und
der Mittelpunkt bei drei Viertel. So ergibt sich wie in Abbildung 4.22 dargestellt eine Form
mit etwas mehr Material die auBerdem eine gréBere Lange aufweist.

Wenn man die in Abbildung 4.22 dargestellten Spannungsverlaufe betrachtet, ist zu erken-
nen das eine Aufteilung der Kontur in kleinere Segmente zwar im vorderen Bereich eine Ab-
senkung der Spannung mit sich bringt aber das Maximum der beiden verglichenen Konturen
nicht wesentlich voneinander abweicht. Somit 1&sst sich der héhere Aufwand der Konstruk-
tion fur die kleineren Segmente nicht im Ergebnis wiederfinden.

i kleine Segmente
1.2 Methode der Zugdreiecke
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Abbildung 4.22: Untersuchung zum Einfluss der Segmentldnge auf die Spannungsverteilung
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4.2.7 Variation der Segmentanzahl

Die Konstruktionsvorschrift der Methode der Zugdreiecke bietet bei der Erstellung der Kerb-
kontur die Moglichkeit, nahezu beliebig viele Zugdreiecke aneinander zu reihen. Daher wur-
de im Folgenden untersucht wie viele Zugdreiecke fiir eine Optimierung zu verwenden sind.

Wenn zu viele Dreiecke verwendet werden, wird die Form unnétig lang und der Konstrukti-
onsaufwand erhéht sich. Daher muss die Anzahl so gewahlt werden, das der Optimierungs-
grad moglichst nicht verschlechtert wird und andererseits die Form nicht unnétig lang wird.

Um dies zu erreichen wurde ein Vergleich von Zugdreiecksgeometrien angestellt, der als
einzige Variable die Anzahl der verwendeten Zugdreiecke beinhaltet. Es wurden drei Model-
le mit zwei, drei und vier Zugdreiecke verglichen. Die Spannungszustédnde der drei Modelle
sind in 4.23 dargestellt.

Das Diagramm zeigt eine Spannungsreduktion von ca. 6 % zwischen den Modellen mit zwei
und drei Zugdreiecken. Der axiale Bauraum nimmt vom Modell mit zwei Zugdreiecken von
115,6 um ca. 24 % auf 143,6 beim Modell mit drei Zugdreiecken zu. Die Bauraumerhéhung
zum Modell mit vier Zugdreiecken (axialer Bauraum = 177,6) betragt ebenfalls ca. 24 %.
Die Spannungsreduktion zwischen den Modellen mit drei und vier Zugdreiecke ist hinge-
gen mit ca. 1,6 % deutlich geringer. Da die Bauraumzunahme von drei auf vier Zugdreiecke
aber erheblich ist, werden drei Zugdreiecke als Konstruktionsregel fir die ,Methode der
Zugdreiecke® vorgeschlagen. Im Allgemeinen sollte man mit drei Zugdreiecken zu einem
guten Ergebnis bei der Spannungsreduktion kommen.

Flr den Fall, das aus konstruktiven Griinden nicht genug Bauraum in axialer Richtung zur
Verflgung steht, ist zu prifen ob schon eine Konstruktion mit nur zwei Zugdreiecken die
gewlinschte Spannungsreduktion erreicht.
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2 Zugdreiecke
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Abbildung 4.23: Spannungsverldufe bei Variation der Segmentanzahl
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4.2.8 Variation der Baurdume
Eine immer wiederkehrende Frage bei der Kerbformoptimierung lautet,
»Wie groB sollen die Baurdume gewahlt werden?*.

Grundséatzlich ist dazu, unabhangig von den Ubrigen Parametern, zu sagen, dass immer der
groBtmogliche Bauraum zu wéhlen ist.

In den meisten Féllen ist dieser ,gréBtmdgliche® Bauraum durch die Bauteilfunktion oder
durch Anbauteile beschréankt. Sollte aber keine Bauraumbeschrankung vorliegen, zeigten
die Spannungsverlaufe in Abbildung 4.24, dass ab einer gewissen Bauraumgréf3e, durch
eine weitere VergréBerung des Bauraums keine signifikante Spannungsreduktion erreicht
wird.

Um den benétigten Bauraum flr eine Spannungsiiberhéhung von etwa 1 zu ermitteln, wur-
de ein FE Model der Balkenschulter mit unterschiedlichen radialen Baurdumen untersucht.
Das Basismodel fr alle betrachteten Modelle bildet eine Balkenschulter unter Zugbelastung
mit einem Breitenverhaltnis von 3 zu 1. Abbildung 4.24 zeigt die Ergebnisse der Untersu-
chung. Es wurden die radiale Baurdume von 25 % bis 60 % der Schulterbreite in 5 % Schrit-
ten untersucht. In Abbildung 4.24 wurden fiir die Ubersichtlichkeit aber nur die Modelle mit
25 %, 35 %, 45 %, 55 % und 60 % dargestellt. Bei den hier untersuchten Balkenschulter-
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Abbildung 4.24: Spannungsverldufe bei verschiedenen Baurdumen der Zugdreieckskontur im Vergleich
mit einer CAO-Kontur

modellen zeigen die Modelle mit einem radialen Bauraum von mehr als 45 Prozent eine mit
den Spannungstiberhéhungen der CAO-Kurve vergleichbares Ergebnis.
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Eine VergroBerung des Bauraumes Uber 45 % ergibt nahezu keine Senkung der Spannung,
wohingegen bei kleineren Baurdumen die gleiche Erhéhung des Bauraumes hohe Span-
nungsreduktionen bewirkt.

Eine VergréBerung des Bauraumes von 45 % auf 60 % ergibt nur eine Spannungsreduktion
um ca. 1 %. Wohingegen dieselbe Erhdéhung des Bauraums von 30 % auf 45 % eine Span-
nungsreduktion um ca. 12 % bewirkt. Eine Bauraumvergré3erung von 25 % auf 45 % ergibt
sogar eine Spannungsreduktion von 17,5 % (siehe Abbildung 4.24).
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4.2.9 Vergleich der Zugdreiecksmethode und der Baud-Kurve

Die Baud-Kurve, deren Kontur sich, wie in [5] beschrieben, aus der Berandungslinie eines
frei aus der Bodenéffnung eines Behalters ausstrdomenden, idealen, reibungsfreien Flissig-
keit ergibt, kann mit den folgenden Formeln beschrieben werden.

x = 2C sin? g (4.1)
0 =« .
y = C |logtan 3 + 1) sin 0 (4.2)

Die von Baud gefundene Form wird in vielen Veréffentlichungen als eine gute Mdglichkeit
zur Spannungsreduktion beschrieben. Die Konstante C in diesen Gleichungen entspricht
d/m, wobei d dem Abstand zwischen den Asymptoten beschreibt.

Far einen Vergleich der Methoden sollen die Kerbformen der ,Methode der Zugdreiecke®, die
,Baudkurve“ und die haufig verwendete Viertelkreiskerbe mit gleichen radialen Baurdumen
verglichen werden.

., d/2=>50
P —

!
!
!
/ .
!
!
D/2 =150 '

pAY
Abbildung 4.25: Modell Balkenschulter

Wenn man wie bei Baud beschrieben die Kontur in Abhangigkeit des kleinen Durchmessers
berechnet, erhdlt man fir den radiale Bauraum den Wert d/x und fur den axialen Bauraum
5d/m. Die beiden Baurdume sind nur durch den dinnen Durchmesser (d) und nicht durch
den dicken Durchmesser (D) beeinflusst [34]. Erzeugt man nun die Kontur nach der ,Metho-
de der Zugdreiecke® mit demselben radialen Bauraum und betrachtet die erzeugten Kerb-
formen, so fallt auf, dass die Konturen dicht beieinander liegen. Die Formen unterscheiden
sich hauptsachlich im Ubergangsbereich in die Wellenschulter. Auch die Spannungszustan-
de der beiden Modell sind eng beieinander, vernachlédssigt man die Spannungsiiberhéhung
durch die Singularitat am 45°-Knick.
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Der Viertelkreis gleichen radialen Bauraums weist deutlich hbhere Spannungen auf. In 4.26
sind die Spannungen fir die drei Modelle mit dem radialen Bauraum von d /7 dargestellt.
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Abbildung 4.26: \ergleich Zugdreieckeskontur, Baud-Kurve und Viertelkreis. Die Baud-Kurve wurden flir
einen kleinen Wellendurchmesser von d=100 berechnet und mit den entsprechenden

Formen gleichen radialen Bauraums (a) verglichen.

Far technische Anwendungen ist ein radialer Bauraum der Gré8e von den Formen in Abbil-
dung 4.26 eingenommen werden aber nicht praktikabel, da sie das anbringen von Anbau-
teilen wie z.B. Lagern verhindern wirde.

Aus diesem Grund wurden weitere Modelle untersucht die einen geringeren Bauraum auf-
weisen. Der Bauraum wurde fir diesen Vergleich so gewahlt, dass eine Lagerung, als bei-

spielhaftes Anbauteil, angebracht werden kénnte.

Die Kontur der Baudkurve wurde mit einem Faktor verkleinert und so an den Bauraum
angepasst. Der verwendete radiale Bauraum betragt 0,8. Abbildung 4.27 zeigt die Span-
nungszustéande der berechneten Modelle. Aufféllig ist das bei diesem Bauraum die maximal
auftretende Spannung fir die ,Methode der Zugdreiecke” deutlich niedriger ist, als fir die

Baudkurve, wenn man die Singularitat vernachlassigt.
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Abbildung 4.27: Vergleich Baud-Kurve und Methode der Zugdreiecke fir einen radialen Bauraum von 0,8
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Abbildung 4.28: Vergleich Baud-Kurve und Methode der Zugdreiecke mit Verrundung des ersten Seg-
ments fiir einen radialen Bauraum von 0,8
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4.2.10 Zweiachsige Belastung
Symmetrische Belastung

Auch biaxiale Belastungen, wie sie zum Beispiel bei Gabeln auftreten, lassen sich mit der
.Methode der Zugdreiecke” optimieren (Abbildung 4.29 und 4.30). Bei gleichen Lastverhalt-
nissen wird ausgehend von der Winkelhalbierenden ein Schnittpunkt mit dem Lot auf die
Einzelschenkeln gebildet. Von diesem Schnittpunkt wird nun das erste Zugdreieck mit 45°-
Winkel zum Lot erstellt. Die folgenden Zugdreiecke Uberbriicken die neu entstandenen Ker-
ben mit immer stumpferen Winkeln und entschérfen die Kerben so zunehmend.
Jeder Schenkel mit dazugehérigem Lot bildet fir sich einen Absatz und wird auch genau so,
analog der Wellenschulter, optimiert.

Das in Abbildung 4.29 dargestellte Modell zeigt eine Gabelkonstruktion mit einem Innen-

Yecksy/

Kreiskerbe
\ 4
1.2 .
1 Zugdreiecks-Kontur
: --------- Kreiskerbe
1
6 0.81
% 4
8 4
0.6 1
0.41
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kontur s/l

Abbildung 4.29: Vergleich Gabelkonstruktion mit einem Innenwinkel von 40° bei einer Biegebelastung im
Verhéltnis 1 zu 1
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winkel von 40°. Die Gabelkonstruktion wurde fiir diesen Vergleich zum einen auf die zuvor
beschriebene Weise mit der Methode der Zugdreiecke optimiert und zum anderen mit der
vergleichbaren Kreiskerbe Verrundet. Durch die Optimierung lassen sich die Spannungs-
Uberhéhungen in diesem Modell um ca. 10% senken.

Nicht symmetrische Belastung

Bei ungleicher Belastung verandert sich die Winkelhalbierende aus Abbildung 4.29 entspre-
chend den Lastverhaltnissen. Beispielsweise, wie in Abbildung 4.30 dargestellt, fir ein Last-
verhéltnis von 3 zu 1 auf ein Verhéltnis von 45° zu 15°. Das betrachtete Model ist unter
Zuhilfenahme der ,Methode der Zugdreiecke* fir einen Lastfall von 3 zu 1 optimiert worden
(siehe Skizze). Mit der Veranderung dieses Verhaltnisses @andern sich auch die Bauraume
fir die entsprechenden Zugdreiecke. Die Konstruktionsweise andert sich nicht. Wie zuvor
beschrieben werden die einzelnen Geraden noch mit Radien verrundet.

Zugdreiecks-Kontur

Kreiskerbe

\

1 - Zugdreiecks-Konur
1 P— e L e Kreiskerbe
0.8
‘gg -
6 4
$ 0.6
£ 4
5 i
0.4
0.2
0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Kontur s/l

Abbildung 4.30: Vergleich Gabelkonstruktion mit einem Innenwinkel von 60° bei einer Biegebelastung im
Verhéltnis 3 zu 1
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Wie im nachfolgenden Spannungsplot zu sehen ist, liegen die Spannungsmaxima der opti-
mierten Form um ca. 10% unter denen der Form mit Kreiskerbe.

In Diagramm 4.31 sind zusétzlich noch die Spannungsverldufe der identischen Modelle mit
vertauschter Belastung eingezeichnet. Das heif3t die Lasten wurden in ihrer Wirkrichtung
beibehalten, nur das Lastverhaltnis wurde umgedreht, von 3 zu 1 auf 1 zu 3, aufgebracht.
Ihre Maxima liegen Uber denen des urspriinglichen Lastfalles, sind aber trotz der Vertau-
schung niedrieger als die der Kreiskerbe.

1.2
I, O -
) AN
_ -~
1 \\ —— Kreiskerbe
0.8 - 3 mit vertauschter Belastung
e T Kreiskerbe
<] 1T gy |  T==== Zugdreiecks-Kontur
g 0.61 mit vertauschter Belastung
6 : — ——= Zugdreiecks-Kontur
0.4
] S Ve e e e e e —
\\_\ r
] > Y
0.2- '
. N\,
O T T T L] T T T L] T T T L] T T T L] T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Kontur s/l

Abbildung 4.31: Spannungen nach von Mises entlang der inneren Kontur bei einer nicht symmetrisch
Belasteten Gabel bei normaler und vertauschter Belastung
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4.2.11 Hohlungsgrad von Wellen

Bei dieser Untersuchung wurden Hohlwellen mit Wellenabsatz betrachtet. Es soll Untersucht
werden welchen Einfluss der Grad der H6hlung auf die optimierte Kerbform ausibt. Aus die-
sem Grund wurden FE-Modelle berechnet, bei denen der Durchmesser der Héhlung variiert
wurde.

Das fur die Parameterstudie verwendete Wellenmodell hat ein Durchmesserverhaltnis von
D/d = 3 mit einem groBen Durchmesser von D = 45 und einer Lange von L = 200. Fir
den Ubergang in die Wellenschulter wurde fiir diese Untersuchung eine Kerbform nach der
.Methode der Zugdreiecke” mit einem radialen Bauraum von b = 0,75 verwendet. Die Form
ergibt sich nach der in Kapitel 3.3.2 beschriebenen Methode.

Der Durchmesser der Héhlung variiert bei dieser Untersuchung von d; = 0 bis d; = 24 in
einer Schrittweite von 4.

Abbildung 4.32 zeigt in einem Halbschnitt des Wellenmodells die Verteilung der von Mises
Vergleichsspannungen unter Zugbelastung.

v. Mises - Vergleichsspannung
e ]
hiedrig hoch

Abbildung 4.32: Spannungsverteilung nach von Mises in einer abgesetzten Hohlwelle unter Zugbelastung

In Abbildung 4.33 sind die Spannungsiberhéhungen entlang der AuBenkontur dargestellt.
Es fallt auf, dass die Spannungsiberhdéhung an der Zugdreieckskontur mit gréBer werden-
der Hbéhlung abnimmt. Dieses Verhalten lasst sich sowohl bei dem Modellen mit radialem
Bauraum von b = 5 als auch bei den Modellen mit einem radialen Bauraum von b = 0,75
feststellen.

Bei den Abbildungen 4.33 und 4.34 sind die Spannungsiberhéhungen dargestellt, die tat-
sachlichen Spannungen am Bauteil steigen mit zunehmendem Héhlungsgrad der Welle an.
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Betrachtet man aber die normierte Spannungsiiberhéhungen am Bauteil, also das Verhaltnis

1.2 |-

OMises/ORef

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Kontur s/l

Abbildung 4.33: Vergleich von Hohlwellen mit Zugdreiecksoptimierung (radialer Bauraum 5)

zwischen der Mises-Spannung osises Und der Referenzspannung o g, so fallen Ahnlichkei-
ten zu den Untersuchungen zu BauraumvergréBerung auf (Kapitel 4.2.8 auf Seite 48). Die
Spannungsiberhéhungen nehmen mit gréBer werdendem Bauraum bis zu einem gewissen
Grad ab. Bei dieser Untersuchung nimmt die Restwandstarke der Welle mit gré3er werden-
den Héhlung ab, wahrend der Bauraum der Zugdreieckskontur gleich bleibt. Damit &ndert
sich das Verhaltnis d/b (dinner Wellendurchmesser zu radialem Bauraum), &hnlich dem
Verhaltnis c/b (Restwandstarke zu radialer Bauraum) aus der Untersuchung verschiedener
Baurdume,.
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Abbildung 4.34: Vergleich von Hohlwellen mit Zugdreiecksoptimierung (radialer Bauraum 0,75)
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4.2.12 Barenkralle

In einer weiteren Untersuchung wurde die Form einer Bérenkralle (siehe 4.35) mit der
-Methode der Zugdreiecke® nachgebildet. Die hier abgebildete Kralle stammt von einem
Schwarzbar (Ursus americanus), der zu den Raubtieren (Carnivora) zahlt. Die nicht ein-
ziehbaren Krallen sitzen in der Fortfiihrung der FiBe am Ende der finf Zehen, und dienen
dem Baren als Werkzeuge zum Beispiel fur die Jagt, das Klettern oder das Graben und
Scharren nach Wurzeln. Bei einem Gewicht von 60 bis 300 Kilogramm sind die Krallen zum
Beispiel beim Klettern hohen Belastungen ausgesetzt [10]. Fir den Vergleich wurden drei

Abbildung 4.35: Konstruktion Bérenkralle

FE-Modelle generiert, zwei mit der ,Methode der Zugdreiecke” und eins, zum Vergleich, mit
der Hilfe von Kreisradien. Fur alle Modelle wurde die Grundflache, die maximale H6he sowie
die maximale Lange der Auslage gleich gehalten. Abbildung 4.36 zeigt die Umrisskonturen
der drei Modelle, hinterlegt mit der zur Vorlage genommenen Barenkralle. Die rote Form
zeigt die mit der ,Methode der Zugdreiecke“ erzeugte Nachbildung der Barenkralle nach der
in Abbildung 4.35 skizzierten Vorgehensweise. Beide Zugdreieckskonstruktionen sind nach
der Uiblichen Vorgehensweise verrundet. Bei der griinen Form sind zusatzlich die Ubergénge
von einer Zugdreiecksform in die andere verrundet. Betrachtet man die Spannungsvertei-
lung entlang der Innenkontur der Krallenform, so ergibt sich fiir die Kreisbogenkontur eine
maximale Spannung von 4,2, fir die Kontur nach der Methode der Zugdreiecke eine maxi-
male Spannung von 3,8 und firr die zusétzlich in der Mitte verrundete Form eine maximale
Spannung von 3,5. Das entspricht einer Verringerung der Spannung von Kreisbogenkontur
zur Kontur nach der Methode der Zugdreiecke um ca. 8 % und zur Kontur mit zusatzlicher
Mittenverrundung um ca. 16 %.
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Methode der Zugdreiecke
Kreisbogen
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Abbildung 4.36: Modellvergleich Bérenkralle
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Abbildung 4.37: Spannungen an der Innenseite der Bérenkralle
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4.2.13 Ausklinkung

Ausklinkungen in Tragern dienen der Lagesicherung und zur Querkraftibertragung. Sie wer-
den haufig bei Holzkonstruktionen eingesetzt. Die Form der Ausklinkung nach DIN 1052 [9]
ist in Abbildung 4.38 dargestellt. Fir Ausklinkungen ohne Verstarkung sind die konstruktiven
Bedingungen a/h < 0,5 und a < 0,50m zu erfullen. Ausgehend von diesen Vorgaben wurde

[

Ausklinkung ohne Verstarkung

Abbildung 4.38: Ausklinkung

ein FE-Modell erstellt.

Wie Abbildung 4.38 zeigt, werden Ausklinkungen Ublicherweise mit einer scharfen Ecke
ausgeformt. Solche scharfen Ecken fihren zu Spannungskonzentrationen und kénnen zu
Rissen im Bauteil und somit zu einer Schadigung bis hin zum Versagen, fihren. Eine Un-
tersuchung soll zeigen, welchen Einfluss eine Kerbformoptimierung mit der ,Methode der
Zugdreiecke” auf den Spannungszustand am Bauteil hat. Es wurden verschiedenen Kerbfor-
men untersucht, alle mit einem vertikalen Bauraum von
b=15.

Zwei Modelle nach der ,Methode der Zugdreiecke® , eins nach der Ublichen Vorgehenswie-
se allerdings mit nur zwei Zugdreiecken, das andere ebenfalls mit zwei Zugdreiecken, aber
zusatzlich mit einem kleinen Verrundungsradius am 45°-Ubergang. Als Vergleichsmodell
wurde ein Viertelkreismodell mit Radius r = 15 gewahlt, da eine scharfe Ecke auf Grund
der Singularitat in der FE-Berechnung keine Aussage Uber den tatsachlichen Spannungs-
zustand liefert.

Betrachtet man nun die Ergebnisse der Untersuchung in Abbildung 4.39 erkennt man eine
deutliche Spannungsreduktion zum Viertelkreismodell. Die beiden Modelle nach der ,Me-
thode der Zugdreiecke® liegen auf dem gleichen Niveau. Das Modell mit kleinen Verrun-
dungsradien weist an den Verrundungstbergangen leichte Spannungsiberhdhungen auf,
die aber mit der Verrundung verschwinden, wie beim verrundeten Modell zu sehen ist.
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Abbildung 4.39: Vergleich der Spannungsverldufe am Modell der Ausklinkung mit verschiedener Kerb-
geometrien
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5.1 Torsionsversuche

Es wurden Proben mit verschiedenen Probengeometrien in einem Dauerschwingversuch
auf Torsion belastet. Die Proben wurden drehmomentgesteuert bis zu einem vorgegebenen
Abbruchkriterium, dem maximalen Verdrehwinkel von £-4°, tordiert. Die Lastwechselzahl bis
zum erreichen des Abbruchkriteriums wurde flr den Vergleich der unterschiedlichen Kerb-
formen festgehalten. Die Versuche dienen der Verifikation flr die rechnerisch ermittelten
Ergebnisse der zuvor beschriebenen Untersuchungen.

Es wurden Wellen mit dem gleichen Durchmesserverhaltnis und unterschiedlichen Kerbfor-
men verglichen. Bei den drei getesteten Kerbformen handelt es sich um Viertelkreiskerben,
die mit der ,Methode der Zugdreiecke” ermittelte Kerbform und dieselbe Form, die aber um
45° projiziert wurde (siehe Kapitell 4.1.1). Die mit der ,Methode der Zugdreiecke® erzeug-
ten Formen werden im Folgenden mit ,ZD-Form® und mit ,projizierter ZD-Form* abgekirzt
werden.

5.1.1 Versuchsaufbau

Die Versuche wurden an einer Prifmaschine der Firma Schenck durchgeflihrt (Abbildung
5.1). Es handelt sich bei der verwendeten Prifmaschine um eine servohydraulische Torsi-
onsprifmaschine mit einer maximalen Kraft von 2000 Nm und einem Drehwinkel von +50°.
Die Proben werden bei dieser Maschine hydraulisch eingespannt und kénnen einen Durch-
messer von 40 — 50 mm aufweisen. Es kénnen Proben der Lange 120 mm zwischen den
Spannfuttern gespannt werden.

5.1.2 Proben

Die Proben wurden aus St 52-3 gefertigt. Sie haben eine Gesamtlange von 400 mm, einen
Durchmesserverhéltnis von D/d = 3 wobei D = 54mm und d = 18 mm entspricht. Der
Spannbereich hat aufgrund der Maschinenvorgaben einen Durchmesser von Dg,ann =
50 mm. Die Wellen wurden auf CNC Drehbanken mit einem Schneidenradius von 0,2 mm
gefertigt. Alle weiteren Maf3e sind aus Abbildung 5.2 zu entnehmen. Bei den drei getesteten
Kerbformen, die in Abbildung 5.2 dargestellt sind, handelt es sich um die folgenden Formen:

e Kerbform nach der ,Methode der Zugdreiecke” (Form A)
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e Projizierte Form nach der ,Methode der Zugdreiecke” (Form B)
e Viertelkreiskerbe (Form C)
Alle in dieser Probenreihe getesteten Formen weisen den gleichen radialen Bauraum von

r = 0,75 mm auf. Die axialen Bauraume differieren durch die Art der angewandten Methode.
Die genauen Daten sind der nachstehenden Tabelle zu enthehmen.

Kerbform Axialer Bauraum [mm)] | Radialer Bauraum [mm] | Spannungstiberh6hung

ZD-Form 0,75 2,49 1,35 (Singularitat: 1,69)
Projizierte ZD-Form 0,75 1,76 1,42
Viertelkreiskerbe 0,75 0,75 1,73

Tabelle 5.1: Errechnete Kennwerte der Kerbformgeometrien

5.1.3 Versuchsergebnisse

Die Proben wurden bei einer Last von 220 Nm durch wechselnde Tordierung in der Prif-
maschine ermudet. Um den Grad der Ermidung festzustellen, wurde der Verdrehwinkel
der Probe in positive wie negative Richtung aus der Nulllage heraus gemessen. Als Ab-
schaltkriterium fir die Maschine galt ein Verdrehwinkel von +4°. Dieser Winkel wurde in
Vorabversuchen experimentell ermittelt. Die Lastwechselzahl zum Zeitpunkt der Abschal-
tung wurde festgehalten. In Tabelle 5.3 sind die Lastwechselzahlen bis zum Versagen der
Probe aufgelistet.

Im Durchschnitt hielten die mit der ,Methode der Zugdreiecke* optimierten Formen 3,25
mal langer als die Proben mit Viertelkreiskerben. Die Lebensdauern der projizierten Kerben

Abbildung 5.1: Servohydraulische Torsionsprifmaschine der Firma Schenck
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Abbildung 5.2: Skizze der Torsionsproben

lagen dazwischen, diese hielten im Durchschnitt 2,6 mal Ianger als die Proben Viertelkreis-
kerbe.

Betrachtet man die in Abbildung 5.5 gezeigten Bruchflachen der ermiideten Proben, so lasst
sich ein deutlicher Unterschied zwischen den mit der ,Methode der Zugdreiecke® optimierten
Proben (Proben A und B) und den Proben mit Viertelkreisverrundung (Probe C) erkennen.
Die Proben mit der Viertelkreiskerbe haben relativ glatte Bruchflachen mit geringen Erho-
hungen und Vertiefungen, die sternférmig zur Mitte weisen.
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Abbildung 5.3: Spannungen an der Torsionsprobe

Kerbform Lastwechsel
Viertelkreis 185186
Viertelkreis 192255
Viertelkreis 201265
Viertelkreis 223677
Viertelkreis 292552

ZD-Form 472407

ZD-Form 742810

ZD-Form 781990

ZD-Form 854010

projizierte ZD-Form 467000
projizierte ZD-Form 549749
projizierte ZD-Form 572903
projizierte ZD-Form 627905
projizierte ZD-Form 676582

Tabelle 5.2: Lastwechselzahlen der Torsionsschwingversuche

Die Bruchflachen der unterschiedlich optimierten Proben ahneln sich. Im Vergleich zur Form
A erkennt man bei den Proben deutlich weniger Erhebungen die einen gréBeren Héhenun-
terschied aufweisen. Auch hier laufen die Erhéhungen und Vertiefungen sternférmig zur
Mitte.

Die unterschiedlichen Bruchbilder lassen sich so erkldren, dass bei der Viertelkreiskerbe
sehr viele Mikrorisse lokal nahe beieinander liegen. Die geringe Distanz zwischen den Ris-
sen fuhrt zu einer schnellen Vereinigung der Risse und damit zur Rissausbreitung. Betrach-
tet man die FE-Berechnung der unterschiedlichen Modelle (siehe Abbildung 5.3), so féllt bei
der Form A das sehr lokale Spannungsmaximum auf. An etwa dieser Stelle entstehen auch
die Risse bei den Ermidungsversuchen.
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Zugdreiecksmethode

Abbildung 5.4: Lastwechslezahlen der Proben (Versuche: S. Knaak und K. Bethge)

Weiter entstehen durch die héhere Spannung schneller Risse.

Abbildung 5.5: Vergleich der Bruchfldchen
(A) Zugdreieckskontur, (B) Projizierte Zugdreieckskontur, (C) Probe mit Viertelkreiskerbe

Im Vergleich zeigen die optimierten Konturen einen deutlich homogeneren Verlauf der Span-
nungen Uber die Kontur. Diese fuhrt zu einer gré3eren rdumlichen Distanz zwischen den
Mikrorissen, und so zu einem langeren Weg und einer langeren Zeit bis zur Vereinigung zu
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gréBBeren Rissen. Die Ausrichtung der Risse verlauft haufig 45° zur La&ngsachse und somit
90° zur maximalen Zugrichtung.

5.2 Zugstabversuche

Bei den Versuchen wurden Proben mit verschiedenen Geometrien im Dauerschwingversuch
unter Zug belastet. Die Lastwechsel bis zum Versagen der Probe wurden aufgezeichnet. Die
untersuchten Modelle haben die gleiche Grundform, die Kerben wurden mit verschiedenen
Methoden gestaltoptimiert.

Es wurden die folgenden Methoden verwendet:

e die ,Methode der Zugdreiecke*
o die ,Methode der Zugdreiecke” zur Gewichtsreduzierung und Kerbformoptimierung
e der Viertelkreis

5.2.1 Versuchsaufbau
Die Versuche wurden an einer hydraulischen Servo Prifmaschine der Firma Schenk durch-

geflhrt (siehe Abbildung 5.6). Die Maschine erreicht eine Maximallast von 160 kN. Es wur-
den Proben der Ladnge 530 mm und einer Einspanndicke von 19 mm untersucht.

Abbildung 5.6: Priifmaschine
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5.2.2 Probengeometrie

Far die Untersuchung wurden drei verschiedene Probengeometrien aus St 37 gefertigt. Die
Form und der Aufbau der Proben sind in Abbildung 5.6 zu sehen. Alle Proben basieren
auf der gleichen Grundform, deren Kerben unterschiedlich ausgeformt wurden. Form A ist
der konventionelle Viertelkreis. Form B wurden an der Innen Kerbe mit der ,Methode der
Zugdreiecke* optimierte und an der AuBBenkerbe wurde mit der ,Methode der Zugdreiecke®,
wie in Kapitell 3.3.4 beschrieben, die ,Faulpelzecke” entfernt. Form C ist die mit der ,Metho-
de der Zugdreiecke®, optimierte Kerbform.

Alle Modelle verwenden den gleichen seitlichen Bauraum. Die Probengeometrien sind in
Abbildung 5.7 dargestellt. Links ist das Basismodell skizziert. Daneben in der Mitte der Ab-
bildung sind die Besonderheiten der Details der verschiedenen Modelle und ihre Konstrukti-
onsweise ohne Verrundung dargestellt. Auf der rechten Seite sind die verrundeten Konturen
dargestellt, so wie die Proben auch gefertigt wurden.

A
R14,75
65
26
265 o ar
Detail r— 1T — | B
1_ #1,25 l
| 11,25
| I | ]
265
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995 g

Abbildung 5.7: Modellgeometrie der Zugstabsversuche (links Basismodel, mitte Zugdreieckskonstruktion,
rechts verrundete Werkstattdaten)
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5.2.3 Versuchsergebnisse

Die Versuche wurden kraftgesteuert mit einer oberen Zuglast von 25kN und einer unteren
Zuglast von 2,5 kN bei einer Frequenz von 10 Hz durchgeflhrt.

Als Abbruchkriterium wurde eine Probenlangung von 0, 4 mm festgelegt, die in Vorversuchen
experimentell ermittelt wurde.

Schon die mit FE berechneten Spannungszusténde der verschiedenen Formen lassen einen
grofBBen Unterschied der Modelle erkennen. Die Ergebnisse der FE-Rechnung, die in Abbil-
dung 5.8 dargestellt sind, zeigen eine max. von Mises Spannung von 2, 68 fir die Kreiskerbe.
Fur die mit der ,Methode der Zugdreiecke® optimierte und gewichtsreduzierte Form ergibt
sich eine maximale v. Mises Spannung von 1,87, was einer Spannungsreduktion von etwa
30% entspricht. Bei Form C, die mit der ,Methode der Zugdreiecke” optimiert wurde, betragt
die maximale v. Mises Spannung 1, 76. Hier entspricht die Reduktion im Vergleich zur Form
A ca. 34%.

| !

max Mises max Mises max Mises
2,68 1,87 1,76

0 5 E N g T2 A 1.6 s

Abbildung 5.8: Errechnete Spannungen an den auf Zug belasteten Proben

Betrachtet man das Gewicht der gefertigten Proben, so besitzt Form A ein Gewicht von
1121,5g (100 %). Nimmt man dieses Gewicht von Form A als Basis und geht hier von
100 % aus, ergeben sich fir die anderen beiden Modelle folgende Werte mit der Veran-
derung in Prozent in Klammern. Die Probe der Form B hat ein Gewicht von 1105¢g (-1,5 %)
und die Probe der Form C ein Gewicht von 1131,4¢g (+0,9 %). Die als Ergebnis der Un-
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Kerbform Probenform | Lastwechsel

Viertelkreis A 47417

Viertelkreis A 52053
Viertelkreis A 54995
Viertelkreis A 59787
Spannungs- und Gewichtsoptimiert B 400236
Spannungs- und Gewichtsoptimiert B 452312
Spannungs- und Gewichtsoptimiert B 512994
Spannungs- und Gewichtsoptimiert B 735118
Spannungsoptimiert C 445582
Spannungsoptimiert C 449355
Spannungsoptimiert C 495295
Spannungsoptimiert C 553369

Tabelle 5.3: Lastwechselzahlen der Zugschwingversuche

tersuchung ermittelten Lastzyklen der einzelnen Proben geben den zuvor beschriebenen
Unterschied der FE-Berechnungen ebenfalls sehr deutlich wieder.
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Lastwechsel bis zum Versagen
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Viertelkreis Spannungs- und Spannungsoptimiert
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A B C

Abbildung 5.9: Ergebnisse der Zugversuche (Versuche: K. Bethge)

Die Proben der Form A (Viertelkreis) erreichten im durchschnitt eine Lastwechselzahl von
53000. Die der Form B (spannungsoptimiert und gewichtsreduziert) erreichten durchschnitt-
lich 525000 Lastwechsel. Die Proben der Form C (Spannungsoptimiert) erreichten durch-
schnittlich 486000 Lastwechsel. Das Verhéltnis der mittleren Lastzahlen der Formen C zu A
entspricht damit 9,8 und der Formen B zu A entspricht 9,1.

Die Lastwechsel der einzelnen Proben sind Tabelle 5.3 und 5.9 dargestellt.

Die Lastwechsel der einzelnen Proben sind Tabelle 5.3 zu entnehmen. Zur Ubersicht wurden
die Ergebnisse in Diagramm 5.9 aufgetragen.
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6 Zusammenfassung

Kerben in Bauteilen kdnnen, aufgrund von Spannungsuberhéhungen, zu Rissen und damit
zum Versagen von Bauteilen flihren. Durch eine geeignete Formgebung im Bereich der Ker-
be kann erreicht werden, dass sich diese Spannungstberhéhungen in einen erheblichen
Mafe verringern, und sich somit die Lebensdauer der ,optimierten* Bauteile stark erhéht.
Das Ziel der am Forschungszentrum Karlsruhe entwickelten ,Methode der Zugdreiecke* ist
es, auf méglichst einfachem Wege Kerbspannungen zu reduzieren um die Lebensdauer von
Bauteilen erheblich zu verlangern. Durch die Vereinfachung der Methode erhoffen wir uns
eine weite Verbreitung in der Industrie zu erhalten, dort wo oft der Zeitdruck eine Bauteilop-
timierung verhinderte.

Die Untersuchungen und Verifikationen in dieser Arbeit gliedern sich in zwei Bereiche. Der
ersten Teil behandelt torsionsbelastete Bauteile, die mit der analytischen Methode optimiert
wurden.

Im zweiten Teil der Arbeit wird die neue ,Methode der Zugdreiecke” néher betrachtet und
verifiziert. Hierzu wurden zahlreiche FE-Berechnungen und Versuche durchgeflihrt.

Ausgehend von der, in der Industrie bereits etablierten CAO-Methode (Computer Aided Op-
timization) wurde eine analytische Methode entwickelt, die mit wenigen Parametern zu einer
gestaltahnlichen Kerbform kommt.

Die Spannungsreduktionen die sich mit der analytischen Methode erzielen lassen sind in
der Regel nur wenig geringer als die der CAO-Methode, erfordern aber einen deutlich gerin-
geren Aufwand.

Der erste Teil dieser Arbeit ist als Fortsetzung der Untersuchungen von M. Scherrer zu
sehen. In seiner Dissertation wurde die analytische Methode vorgestellt und rechnerisch
anhand von diversen Modellen getestet.

Hier wurden Untersuchungen zu Anpassung an andere Lastfalle, im Besonderen flir Torsi-
on, durchgefihrt.

Eine Besonderheit des Torsionslastfalles an z. B. Wellen ist, dass im Vergleich zu Zug bzw.
Biegelasten die Richtung der Hauptspannungstrajektorien um 45° zur Wellenachse geneigt
ist. Entsprechend wurde die analytische Kontur in Richtung der Hauptspannungstrajektorien
ausgerichtet. Durch diese Ausrichtung der Kontur, 45° zur Symmetrieachse, erhalt man be-
trachtet in der Ebene der Symmetrieachse eine verkirzte und steiler verlaufende Kerbkontur
im Vergleich zur urspringlich berechneten Form.

Durch eine Parameterstudie der zur Erzeugung der analytischen Kerbform benétigten Gro-
Ben, sollte die beste Anpassung an die mit der CAO-Methode gefundene Kerbform gefun-
den werden. Aus diesem Grund wurden fir zwei unterschiedliche CAO-Formen (maximale
Spannungsiberhéhung von 1,4 und 1,2) die radialen und axialen Baurdume bestimmt. Die-
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se Baurdume wurden als Vergleichsgrundlage genommen. Fir diese vier Baurdume wurden
die verschiedene Start- / Endwinkel Kombinationen und untersucht.

Die besten Ergebnisse konnten mit der Kombination eines Startwinkel von 3° und einem
Endwinkel von 45° erzielt werden. Die Kerbformen der ausgerichteten Form und der CAO-
Form liegen meist sehr dicht beieinander. Auch die Spannungsiberhéhungen der optimier-
ten Formen liegen dicht beieinander. Die rein analytisch erzeugte Form verwendet in vielen
Fallen etwas mehr Material als die anderen optimierten Formen, erreicht damit aber auch
eine etwas niedrigere Kerbspannung.

Als Anwendungsbeispiel wurde mit der analytischen Methode die Form der Passfedernut
optimiert. Es wurden verschiedene Ausformungen untersucht, die im Vergleich zu der Form
mit dem konventionellen Halbkreis eine Reduktion der Spannungen aufwiesen.

Die hier beschriebenen Anpassungen fur Torsionslasten durch Drehung der erzeugten Kerb-
form in die Richtung der Hauptzugspannungen, also 45° zur Symmetrieachse, erbrachten
in vielen Féllen eine Naherung an die mit der CAO-Methode gefundene Form.

Eine weitere deutliche Vereinfachung der Optimierungsmethoden wird erreicht durch die rein
grafische ,Methode der Zugdreiecke®, die weder den aufwendigen und rechenintensiven ite-
rativen Prozess der ,,CAO-Methode* noch den, fir Ungelbte abschreckenden, Weg Uber die
Berechnungsformel der ,analytischen Methode* bendtigt.

Aus Zeitmangel wird in der Industrie oft auf eine Optimierung verzichtet, obwohl die Metho-
den bekannt sind. Aus diesem Grund sollte eine Methode gefunden werden, mit der man
noch schneller und mit noch geringerem Aufwand, die Kerbspannungen an Bauteilen redu-
zieren kann.

Um den Kraftfluss um Kerben besser zu verstehen wurden Studien an einem FE-Modell
eines gekerbten Balkens vorgenommen. Bei diesen Studien wurden als veranderliche Para-
meter der Kerbwinkel und der Kerbradius variiert.

Durch diese Studien wurde zum einen bestatigt, dass kleinere Radien zu gréBeren Kerb-
spannungen fihren. Zum anderen wurde gezeigt, das die Spannungsiberhéhung mit kleiner
werdendem Kerbwinkel nur bis zu einem gewissen Grad ansteigen. Bei Kerbwinkeln kleiner
45° andert sich die Spannungsiberhdhung nur unwesentlich. Dieses Verhalten lasst sich
durch den Kraftfluss um die Kerbe erklaren, das Material, das im Bereich der Kerben kleiner
45° liegt, liegt auBerhalb des Kraftflusses und beeinflusst die Spannungen somit nicht. Es
ist fur die Kraftibertragung nicht von Bedeutung.

Eine weitere Untersuchung stellt den Aufbau der ,Methode der Zugdreiecke“ dar. Sie zeigt
in Schritten den Optimierungserfolg der Methode mit ein, zwei, drei Zugdreiecken und in der
fertig ausgerundeten Form. Weiter wurde die Spannungstberhdhung an der Wellenschulter
mit der Viertelkreiskerbe verglichen. Es wurde ein Vergleich der verschiedenen Optimie-
rungsmethode zur Optimierung der Wellenschulter erstellt. So lasst sich die erreichbare
Spannungsabsenkung der verschiedenen Methoden im Vergleich zur tblichen Viertelkreis-
kerbe besser beurteilen.

Weiter wurde die Gestaltung des ersten Zugdreiecks untersucht, bei der verschiedene Uber-
gange zwischen Schulter und erstem Zugdreieck sowie deren Einfluss untersucht wurden.
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Im Allgemeinen sollte man bei Bauteilen einen scharfen Ubergang im Bereich des Kraft-
flusses vermeiden, da sonst auf diese Weise die Kerbspannungen verstéarkt werden. Beim
45°-Ubergang der ,Methode der Zugdreiecke* in die Wellen- / Balkenschulter, treten bei den
FE-Rechnungen zwar Spannungstberhéhungen auf, diese sind aber auf eine Singularitat
zurlck zu fihren und fihrten durch die Fertigungsverrundung in den Versuchen nicht zum
Versagen.

Bei weiteren Untersuchungen, unter Veranderung verschiedenen Parameter, wurde die Kon-
struktionsweise der Methode der Zugdreiecke Uberprtft. Es wurden verschiedene Méglich-
keiten bei Anbindungswinkel und Ansatzpunkt des zweiten Zugdreiecks verglichen. Des wei-
teren wurde die Konstruktionsvorschrift dahingehend verandert, das die einzelnen Zugdrei-
ecke so kombiniert wurden, das kiirzere Segmente entstehen. Durch dieses Vorgehen wer-
den Konturformen erzeugt, die langer sind und mehr Material verwenden aber sich in der
maximal Spannung nicht wesentlich von denen der Methode der Zugdreiecke unterschei-
den. Damit konnte gezeigt werden, dass die Methode der Zugdreiecke bei einfachster Kon-
struktionsvorschrift die besten Ergebnisse liefert.

In einer anderen Untersuchung sollte geklart werden, welche Anzahl von Zugdreiecken zu
den besten Ergebnissen flihrt. Zu diesem Zweck wurden verschiedene FE-Modelle erstellt
die Zugdreiecken in unterschiedlicher Anzahl bei gleichem radialem Bauraum aufwiesen.
Die Ergebnisse zeigen, dass die verrundete Kontur bestehend aus zwei Zugdreiecken die
gréBte Spannungsitberhéhung aufweist. Die Kontur, die aus drei Zugdreiecken besteht, er-
zielt eine deutliche Verringerung der Spannungskonzentrationen gegentber dem Modell mit
zwei Zugdreiecken. Eine Kontur bestehend aus vier Zugdreiecken erzielt nur noch eine ge-
ringe Absenkung der Spannungskonzentration, wohingegen die L&nge der Kontur deutlich
zunimmt. Aus diesem Grunde wurde fiir die allgemeine Konstruktionsvorschrift der ,Metho-
de der Zugdreiecke” die Form mit drei verrundeten Zugdreiecken gewahit.

Bei einer weiteren Untersuchung wurde die Frage nach der notwendigen Bauraumabmes-
sung untersucht. Als Vergleichsmodell wurde eine CAO optimierte Kerbform mit einer Span-
nungsuberhéhung von etwa eins gewahlt. Ausgehend von den Bauraumabmessungen die-
ses CAO-Modells wurden verschiedene Modelle mit Hilfe der ,Methode der Zugdreiecke*
konstruiert, die unterschiedliche Baurdume einnahmen. Die Spannungsiberhéhungen ent-
lang der Kontur der verschiedenen Modelle wurden mit denen der CAO-Kontur verglichen.
Mit steigendem Bauraum der Konturen sinken die Spannungen in geringerem MaBe. Ab
einem gewissen Bauraum, der bei dem betrachteten Modell bei etwa 45% der Schulterbrei-
te lag, sinkt die maximale Spannungsiberhdhung allerdings nicht mehr weiter ab, sondern
verschiebt sich nur noch mit Erhéhung des Bauraums.

Eine in der Literatur haufig beschriebene Form zur Kerbformoptimierung ist die Baud-Kurve.
Zur qualitativen Einschatzung wurde ein Vergleich zwischen Baud-Kurve und der Zugdrei-
ecksform angestellt. Die Baud-Kurve wurde wie in der Literatur beschrieben berechnet und
ihr Bauraum wurde fir die Erstellung der Zugdreiecks-Kontur verwendet. Sowohl die Geo-
metrien der beiden Konturen, als auch die Verlaufe der Spannungsiberhéhung verhalten
sich sehr &hnlich. Bei weiteren Versuchen wurde der eingenommene Bauraum der Baud-
Kurve durch skalieren der Form verkleinert und eine Zugdreiecksform mit identischem Bau-
raum erstellt. Bei diesen Untersuchungen liegt der Verlauf der Spannungen Gber die Kontur
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noch unterhalb der Spannungsiberhéhung der Baud-Kurve.

Auch gabelartige Konstruktionen lassen sich mit der ,Methode der Zugdreiecke“ optimie-
ren. Bei den hier gemachten Untersuchungen konnte im Vergleich mit der Kreisverrundung
eine deutliche Absenkung der Spannungsiberhéhung erreicht werden. Es wurden Modelle
mit verschiedenen Gabelwinkeln untersucht. Weiter wurde ein Weg gefunden die Methode
sowohl auf symmetrisch belastete als auch auf unsymmetrisch belastete Gabeln anzuwen-
den.

Wahrend einer weiteren Untersuchung wurden Wellenschultern mit gleichbleibender Zug-
dreiecks-Kontur und unterschiedlichem Héhlungsgrad untersucht. Die Untersuchung ergab,
dass die Spannungsiberhéhung an der Kerbform im Verhaltnis zur Spannung am diinnen
Schaft der Welle mit gréBer werdendem Héhlungsgrad absinkt. Es scheint so, als kénne das
Verhalten mit den Untersuchungen zu verschieden grof3en Baurdumen verglichen werden.
Eine Reduktion der Wandstarke bei gleichbleibenden Bauraum erzielt dieselben Effekte wie
ein groBer werdender Bauraum bei gleichbleibender Wandstarke.

Auch bei einigen evolutiondr entstandenen Formen kann die &uf3ere Form mit der ,Methode
der Zugdreiecke” sehr exakt nachgebildet werden. Es wurde hier die Form der Barenkralle
mit Hilfe der ,Methode der Zugdreiecke” als zweidimensionale Form nachgebildet und mit
einer mit Kreisbégen konstruierten Form verglichen. Das Resultat zeigt nicht nur eine sehr
gute geometrische Anndherung an die nattrliche Form, sondern auch hier deutlich geringe-
re Spannungen entlang der Oberflachenkontur des Zugdreiecks-Modells im Verhaltnis zum
Radien-Modell.

Ein weiterer untersuchter Anwendungsfall ist die Optimierung der Kerbe bei Ausklinkungen
wie sie bei Balkenkonstruktionen Verwendung findet. Auch bei diesen Bauteilen lasst sich
durch die Verwendung der ,Methode der Zugdreiecke” die Spannungsiberhéhung reduzie-
ren.

Um die ,Methode der Zugdreiecke®, die rechnerisch an diversen Modellen erfolgreich getes-
tet wurde, auch im Versuch zu verifizieren, wurden Torsions- und Zugversuche durchgefuhrt.
Bei den Torsionsversuchen wurden Wellenschultermodelle mit Kreiskerbe, mit Zugdreiecks-
Kontur und mit 45° zur Wellenachse ausgerichteter Zugdreiecks-Kontur schwingend tor-
diert. Die zugdreiecksoptimierten Kerbformen wiesen deutlich hdhere Lastwechselzahlen
auf und untermauerten somit die rechnerisch ermittelten Ergebnisse. Auch bei den Zugpro-
ben, bei denen unterschiedlich ausgeformte Zugstabe mit Kerbe untersucht wurden, wiesen
die zugdreiecksoptimierten Formen eine deutlich héher Lebensdauer auf.

Bei den hier gemachten Untersuchungen konnten mit der ,Methode der Zugdreiecke® sowohl
bei den rechnerischen Ergebnissen als auch bei den Versuchen Erfolge erzielt werden.

Zusammenfassend ist die ,Methode der Zugdreiecke“ die konsequente Vereinfachung der
Kerbformoptimierungs-Methoden der Abteilung Biomechanik des IMF Il. Ihr Ziel ist es auf
rein graphischem Wege eine Form zu erzeugen, die der mit der CAO-Methode erzeugten
Form sehr ahnlich ist.

Zwar kann mit der CAO-Methode in einigen Fallen ein etwas gréBerer Optimierungsgrad
ereicht werden, aber die Einfachheit mit der die ,Methode der Zugdreiecke® den nahezu
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selben Effekt erzielt, |asst eine breite Akzeptanz und Anwendung in der Industrie erwarten.
Diese Methode ermdglicht durch ihre Einfachheit und Schnelligkeit in der Anwendung, nicht
nur in kritischen Fallen zu optimieren, sonder jede Kerbe im Bauteil spannungsoptimiert zu
gestalten.

Eine Voraussetzung fir eine weitreichende Verbreitung der Methode ist die ,Methode der
Zugdreiecke” in CAD-Systeme zu implementieren um so bereits als Standard in der Kon-
struktionsphase durch Kerben geféhrdete Bereiche zu entscharfen.



78




Literaturverzeichnis

[1] ABAQUS: ABAQUS / CAE - Users Manual (Version 6.3). Hibbitt, Karlsson and Soren-
sen, Inc., 2002.

[2] ANSYS: Release 10.0 Documentation for ANSYS. ANSYS, Inc., 2005.

[3] BAuUD, R. V.: Study of Stresses by Means of Polarized Light and Transparencies. Proc.
Engrs. Soc West. Penn., 44:S5.199, 1928.

[4] BAuUD, R. V.: Beitrdge zur Kenntnis der Spannungsverteilung in prismatischen und keil-
férmigen Konstruktionselementen mit Querschnittibergdngen. Schweiz. Verband fur
die Materialprifungen der Technik, Zarich, November 1934.

[5] BAUD, R. V.: Fillet Profiles for Constant Stress. Product Engineering, Seiten 133—-134,
April 1934.

[6] BEITZ, W. und K.-H. GROTE: Dubbel - Taschenbuch fiir den Maschinenbau. Springer-
Verlag, Berlin, 20. Auflage, 1997.

[7]1 BRAESS, D.: Finite Elemente. Springer-Verlag, Berlin, 1992.

[8] CzicHos, H.: Hiitte - Grundlagen der Ingenieurswissenschaften. Springer-Verlag, Ber-
lin, 31. Auflage, 2000.

[9] DeEUTSCHE, NORM: DIN 1052-1 Holzbauwerke; Berechnung und Ausfihrung. Deut-
sches Institut fir Normung e.V., Berlin, April 1988.

[10] Dowmico, TERRY: Bears of the World. Facts on fils, New York - Oxford, 1988.

[11] HoLTzMER, M.: Untersuchungen von CAO- und analytisch optimierten Kerbformen.
Diplomarbeit, IZBS Universitat Karlsruhe (TH), Studienarbeit am Institut fir Zuverlas-
sigkeit von Bauteilen und Systemen, 2004.

[12] KAPPEL, R.: Zugseile in der Natur. Doktorarbeit, Wissenschaftliche Berichte, FZKA-
7313, Forschungszentrum Karlsruhe - Institut fir Materialforschung, Juli 2007.

[13] KIRSCH, G.: Die Theorie der Elastizitdt und die Bedlirfnisse der Festigkeitslehre. VDI-
Zeitschrift, 797, 1898.

[14] MATTHECK, C.: Engineering Components Grow Like Trees. Wissenschaftliche Berich-
te, KfK-4648, Kernforschungszentrum Karlsruhe, November 1989.

[15] MATTHECK, C.: Why they grow, how they grow: the mechanics of trees. Arboricultural
Journal, 14:1—-17, 1990.

[16] MATTHECK, C.: Stupsi erklart den Baum - Ein Igel lehrt die Kérpersprache der Bdume.
Forschungszentrum Karlsruhe GmbH, 3. erweiterte Auflage, 1999.

79



80

[17] MATTHECK, C.: Warum alles kaputt geht. Forschungszentrum Karlsruhe GmbH, 20083.

[18] MATTHECK, C.: Design in der Natur - Der Baum als Lehrmeiser. Rombach Verlag,
Freiburg i.Br. / Berlin, 2006.

[19] MATTHECK, C.: Teacher tree: The evolution of notch shape optimization from complex
to simple. Engineering Fracture Mechanics, 73:1732—1742, April 2006.

[20] MATTHECK, C.: Verborgene Gestaltgesetze der Natur. Forschungszentrum Karlsruhe
GmbH, 2006.

[21] MATTHECK, C. und K. BETHGE: Ein Denkwerkzeug - Die Methode der Schubvierecke!
Konstruktionspraxis, 3, 2007.

[22] MATTHECK, C., M. SCHERRER, |. TESARI und O. KRAFT: Kerbformoptimierung ohne
FEM: Ein einfacher Weg, um Kerbspannungen abzubauen. Mat.-wiss. u. Werkstoff-
tech., 20083.

[23] MATTHECK, C., J. SORENSEN, A. SAUER und |. TESARI: Methode der Zugdreiecke -
Eine grafische Methode zur Kerbformoptimierung. Konstruktionspraxis, Seiten 12—13,
2005.

[24] MULLER, GUNTER und CLEMENS GROTH: FEM fir Praktiker - Band 1: Grundlagen.
Expert Verlag, Renningen, 8. Auflage, 2001.

[25] NEUBER, H.: Der zugbeanspruchte Flachstab mit optimalem Querschnittsiibergang.
Forsch. Ing.-Wes., 35(1):29-30, 1969.

[26] NEUBER, H.: Kerbspannungslehre. Springer-Verlag, Berlin, 4. Auflage, 2001.

[27] PILKEY, W. D.: Peterson’s stress concentration factors. Wiley, New York, 2. Auflage,
1997.

[28] SAUER, A.: Untersuchungen zur Vereinfachung biomechanisch inspirierter Strukturop-
timierung. Doktorarbeit, Wissenschaftliche Berichte, noch unveréffentlicht, Forschungs-
zentrum Karlsruhe - Institut fir Materialforschung Il, 2008.

[29] SCHAFER, M.: Numerik im Maschinenbau. Springer-Verlag, Berlin, 1999.

[30] SCHERRER, M.: Kerbspannungen und Kerbformoptimierung. Doktorarbeit, Wissen-
schaftliche Berichte, FZKA-7021, Forschungszentrum Karlsruhe - Institut fir Materi-
alforschung II, August 2004.

[31] SCHNACK, E.: Ein numerisches Verfahren zur Optimierung von Spannungskonzentra-
tionen. ZAMM, 58:122—-123, 1978.

[32] SCHNACK, E.: Optimierung von Zuglaschen. Konstruktion im Maschinen- Apparate-
und Geratebau, 30(7):277-281, 1978.

[33] SORENSEN, J.: Untersuchungen zur Kerbformoptimierung an Balkenschultern. Diplom-
arbeit, Universitat Karlsruhe (TH), Studienarbeit am Institut fir Zuverlassigkeit von Bau-
teilen und Systemen, 2003.

[34] THUM, A. und W. BAuTz: Der Entlastungsiibergang. Forsch. Ing.-Wesen, 6(6):269—
273, 1935.



Literaturverzeichnis 81

[85] WURTEMBERGER, G.: Tabellenbuch Metall. Verlag Europa Lehrmittel, Wuppertal,
1985.



82




A Anhang

A.1 Torsionsversuche

Spannungstiberhéhung 1,2

Radiale Bauraum 4,14

OMises/ORef

064 066 068 07
Kontur s/l

0.72

Bauraum a

analytische Form
(SW=3°, EW=45°)

analytische Form
(SW=3°, EW=47,5°)
analytische Form
(SW=3°, EW=50°)
analytische Form
(SW=3°, EW=52,5°)

analytische Form
(SW=3°, EW=55°)

projizierte Form
(SW=3°, EW=45°)

projizierte Form
(SW=3°, EW=47,5°)
projizierte Form
(SW=3°, EW=50°)
projizierte Form
(SW=3°, EW=52,5°)

projizierte Form
(SW=3°, EW=55°)

Abbildung A.1: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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(SW=3,5°, EW=55°)

- projizierte Form
(SW=3,5°, EW=45°)
projizierte Form
(SW=3,5°, EW=47,5°)

——-— projizierte Form
(SW=3,5°, EW=50°)

- projizierte Form
(SW=3,5°, EW=52,5°)

— - -— projizierte Form

(SW=3,5°, EW=55°)

Abbildung A.2: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3,5° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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—--—- projizierte Form
(SW=4°, EW=50°)

— —-— projizierte Form
(SW=4°, EW=52,5°)

—--—" projizierte Form
(SW=4°, EW=55°)

Abbildung A.3: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.4: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4,5° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.5: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 5° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.6: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.7: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3,5° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°

—— analytische Kerbform
(SW=4°, EW=45°)

—ememes analytische Kerbform
(SW=4°, EW=47,5°)

— — —- analytische Kerbform
(SW=4°, EW=50°)

----- analytische Kerbform
(SW=4°, EW=52,5°)

~~~~~~~~~ analytische Kerbform
(SW=4°, EW=55°)

L e L S B S S B B S S B S B —=-—=projizierte Kerbform
0.64 0.66 0.68 0.7 0.72 0.74 0.76 (SW=4°, EW=45°)
Kontur s/l
—--— projizierte Kerbform

5 (SW=4°, EW=47,5°)

— — - — projizierte Kerbform
(SW=4°, EW=50°)

s27

7,
o

— --—- projizierte Kerbform
(SW=4°, EW=52,5°)

—-—-— projizierte Kerbform
(SW=4°, EW=55°)

Bauraum b

Bauraum a

Abbildung A.8: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.9: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4,5° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.10: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 5° - EW 45° /47,5 / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.11: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.12: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3,5° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.13: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4° - EW 45° /47,5 / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.14: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4,5° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.15: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 5° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.16: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.17: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 3,5° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.18: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4° - EW 45° /47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.19: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 4,5° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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Abbildung A.20: Analytische- / projizierte analytische Form: SW 5° - EW 45° / 47,5° / 50° / 52,5° / 55°
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